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Introduction.

L'un des grands sujets d'actualit�e de ces deux derni�eres d�ecennies est la connaissance
de l'environnement, et plus pr�ecisement la pr�evision du climat de notre plan�ete. C'est ce
qui a motiv�e le lancement (au d�ebut des ann�ees 80) du Programme Mondial d'Etude du
Climat \Global Change", dont le but est li�e �a de nombreuses questions: r�echau�ement
de l'atmosph�ere, couche d'ozone, mont�ee du niveau des mers, pollution, �ecologie,. . . ,etc.
Ce programme doit permettre d'am�eliorer la connaissance des processus climatiques ter-
restres. Ceci passe par l'�etude et la compr�ehension de deux grandes composantes qui sont
l'atmosph�ere et l'oc�ean , et de leurs interactions mutuelles. Dans ce travail, nous nous
int�eressons essentiellement �a la composante oc�eanique, dans une mod�elisation de type
quasi-g�eostrophique.

A travers les deux derni�eres d�ecennies, un int�erêt croissant port�e sur l'�etude de la
circulation oc�eanique g�en�erale et son rôle dans les processus climatiques a motiv�e l'utili-
sation des m�ethodes inverses et l'assimilation de donn�ees pour am�eliorer la connaissance
de l'oc�ean. Ces m�ethodes permettent de combiner l'information sur \l'�etat r�eel" de l'oc�ean,
qui est contenue dans un ensemble de mesures, avec l'information sur les processus dy-
namiques importants de l'oc�ean. Les m�ethodes inverses peuvent être consid�er�ees comme
une approche d'interpolation ou de lissage d'un ensemble de donn�ees en espace et en
temps, o�u le mod�ele agit comme une contrainte dynamique. Ceci permet de trouver une
estimation plus r�ealiste de \l'�etat r�eel" de l'oc�ean que celle obtenue �a partir des donn�ees
ou du mod�ele uniquement. Un ensemble de donn�ees est normalement dispers�e en espace
et en temps et ne r�esout pas, en temps et en espace, toutes les �echelles physiques d'int�e-
rêt. Parall�element, un mod�ele dynamique ne contient que l'information sur l'interaction
des processus physiques pris en compte dans les �equations du mod�ele, et les solutions du
mod�ele sont en g�en�eral d�etermin�ees �a partir d'une condition initiale ou des conditions
aux bords et un for�cage mal connus. Ainsi, pour trouver la meilleure estimation possible
de \l'�etat r�eel" du syst�eme physique, il est n�ecessaire d'utiliser toutes les informations
disponibles �a partir du mod�ele et des donn�ees. L'assimilation de donn�ees est donc une
r�eponse coh�erente �a ce propos.

Depuis ces derni�eres ann�ees, l'assimilation de donn�ees a pris une importance crois-
sante dans la quasi-totalit�e des branches scienti�ques. Cette technique s'est montr�ee tr�es
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Introduction.

e�cace soit pour tester les mod�elisations des processus physiques (d'o�u une meilleure
compr�ehension des ph�enom�enes), soit pour d�eterminer les �etats du syst�eme �etudi�e, d'o�u
une am�elioration de la �abilit�e des pr�evisions num�eriques.

Il existe actuellement deux grandes techniques d'assimilation de donn�ees :

{ Le �ltre de Kalman: c'est une technique stochastique qui requiert des hypoth�eses et
des connaissances pr�ealables sur le bruit des donn�ees, l'erreur du mod�ele et du point
de d�epart de l'assimilation ((�rst guess)). Il a �et�e utilis�e par: Ghil et Malanotte-

Rizzoli [32, 30, 31],Evensen [22, 19, 20], Fukumori [26, 25],Talagrand [96, 95]

{ La m�ethode variationnelle qui est bas�ee sur la th�eorie du contrôle optimal de J.L.
Lions [65]. C'est dans le cadre de cette deuxi�eme m�ethode que se fera notre travail.

Le formalisme variationnel en m�et�eorologie a �et�e introduit pour la premi�ere fois par
Sasaki [90]. Cette technique a connu un d�eveloppement extraordinaire tant du point
de vue formel que du point de vue algorithmique, comme en t�emoignent les nombreux
r�esultats obtenus par les divers auteurs dans la litt�erature �a ce sujet.

En oc�eanographie, cette recherche se base sur le travail des m�et�eorologistes, jouissant
d'une plus longue exp�erience dans le domaine de l'assimilation. L'assimilation variation-
nelle de donn�ees dans les mod�eles de circulation oc�eaniques a d�ej�a fait l'objet de plusieurs
travaux, notamment: Moore [70] , Schr�oter, Seiler et Wenzel [91], De Mey et
Morrow [13], Evensen [21] et B. Luong [68, 69].

Le but de ce travail est de faire une �etude a posteriori de l'assimilation variationnelle
de donn�ees . C'est avant tout un travail de prospection pour la mise au point des outils
permettant de faire une analyse diagnostique (qualitative et quantitative) du processus
d'assimilation variationnelle , notamment en ce qui concerne:

� l'in
uence du bruit des observations sur le processus d'assimilation, et sa propa-
gation sur les champs reconstitu�es. Nous serons alors amen�es �a faire une �etude de
sensibilit�e;

� l'in
uence de la con�guration spatio-temporelle des observations sur le processus
d'assimilation. Ceci est actuellement d'une grande importance, surtout pour les
observations satellitaires pour lesquelles on aimerait lancer des satellites avec des
con�gurations orbitales (inclinaison, altitude, p�eriode de r�evolution) optimales.

Ce travail fait suite �a la th�ese de B. Luong qui a �etudi�e l'applicabilit�e des m�ethodes de
contrôle optimal pour l'assimilation de donn�ees d'altim�etrie satellitaire dans un mod�ele de
circulation g�en�erale oc�eanique quasi-g�eostrophique du LEGI-IMG 1. Nous ne reviendrons
alors que tr�es peu sur le probl�eme d'assimilation proprement dit, par contre nous nous
�etendrons sur la question de l'�etude a posteriori de l'assimilation.

Nous commencerons, au premier chapitre, par rappeler le mod�ele QG, les g�en�eralit�es
sur l'assimilation variationnelle et son application au mod�ele. Au second chapitre, mous

1: Laboratoire des Ecoulements G�eophysiques et Industriels, Institut de M�ecanique de Grenoble
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pr�esenterons la formulation de l'analyse de sensibilit�e. Le troisi�eme chapitre sera consa-
cr�e �a l'application de l'analyse de sensibilit�e dans le cadre de l'assimilation variationnelle
. Nous verrons qu'il faut s'y prendre de fa�con di��erente de ce qui est fait dans le cas
d'une analyse de sensibilit�e directe. L'application de l'analyse de sensibilit�e �a l'assimila-
tion variationnelle de donn�ees nous conduira �a la r�esolution d'un syst�eme de deux �equa-
tions di��erentielles coupl�ees dont nous proposerons une condition n�ecessaire et su�sante
d'existence et d'unicit�e de solution. Cette �etude sera centr�ee sur l'adjoint au second ordre
introduit par Le Dimet et al. [111, 113], et nous donnerons au quatri�eme chapitre une d�e-
monstration d'existence et d'unicit�e de la solution de l'�equation adjointe au second ordre
pour le mod�ele QG. En�n, dans le cinqui�eme chapitre, nous aborderons la question de
faisabilit�e de l'optimisation de la con�guration spatio-temporelle des observations. Nous
�etudierons deux crit�eres (non exhaustifs) de comparaison entre di��erentes con�gurations.
Nous regarderons aussi la pr�edicibilit�e du syst�eme d'optimalit�e pour �etudier dans quelle
mesure elle peut être une am�elioration de la pr�edicibilit�e du mod�ele direct d'une part,
et d'autre part nous regarderons l'in
uence de la con�guration des observations sur la
pr�edicibilit�e de sust�eme d'optimalit�e.
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Chapitre I :

G�en�eralit�es sur le mod�ele QG et

l'assimilation variationnelle .

1.1 Le mod�ele de circulation Quasi-G�eostrophique

1.1.1 Introduction.

Les �ecoulements oc�eaniques �a grande �echelle dans l'espace et dans le temps sont des
mouvements sur lesquels l'e�et de la rotation terrestre joue un rôle dynamique essentiel. Le
recours �a des hypoth�eses fortement simpli�catrices conduit �a une repr�esentation approch�ee
de cette dynamique par ce que l'on appelle l'�equilibre g�eostrophique c'est-�a-dire un
�equilibre dynamique entre la force de Coriolis et le gradient de pression. En r�ealit�e la notion
d'�equilibre g�eostrophique est insu�sante en elle même pour conduire �a la d�etermination
de toute la dynamique de l'�ecoulement. L'introduction de termes correspondants �a un
degr�e sup�erieur d'approximation peut seule permettre cette d�etermination : c'est le sens
de l'approximation quasi-g�eostrophique (QG).

Le syst�eme dynamique oc�eanique est extrêmement complexe ; du seul point de vue de la
m�ecanique des 
uides, il requiert le respect des principes fondamentaux de la m�ecanique :
conservation de la masse et de la quantit�e de mouvement ; lois de la thermodynamique.
Nous �ecartons ici les di�cult�es associ�ees �a la prise en compte des �equations de la ther-
modynamique. Une grande partie des caract�eres dynamiques des syst�emes g�eophysiques
r�eels est n�eanmoins pr�eserv�ee.

1.1.2 Hypoth�eses d'approximation et les �equations.

On note respectivement L, D et U les �echelles de distance horizontale, de distance
verticale et de vitesse horizontale de l'�ecoulement dans un milieu sph�erique tournant �a
une vitesse angulaire constante (c'est la rotation terrestre). La force de Coriolis moyenne
dans le domaine de circulation f0 a pour l'unit�e 1=T (T l'�echelle de temps). Cette quantit�e
de force d�epend �a la fois de la vitesse de rotation du milieu tournant et aussi de la latitude
centrale du domaine.

5



Chapitre I.

�A partir de ces param�etres, on d�e�nit des nombres adimensionnels :

{ � = D
L
: le param�etre d'aspect ;

{ " = U
f0 L

: le nombre de Rossby. Il mesure l'importance relative des e�ets d'inertie

(de temps caract�eristique L=U) et de rotation terrestre (de temps caract�eristique
1=f0).

La formulation du mod�ele quasi-g�eostrophique suppose les approximations suivantes :

{ � << 1 : la profondeur du bassin est petite devant sa longueur, ce qui traduit la
caract�eristique de l'oc�ean d'être une couche mince �a l'�echelle plan�etaire.

{ " << 1 : l'e�et d'inertie est faible devant l'e�et de rotation de la terre.

{ La lin�earisation de l'e�et de la sph�ericit�e terrestre permet d'approcher le param�etre
de Coriolis par f = f0 + �0 y o�u y d�esigne la latitude du point consid�er�e. Il s'agit l�a
de l'hypoth�ese du �-plan.

Le d�eveloppement �a l'ordre 0 en " et � de l'�equation de Navier-Stokes, conduit �a une
relation exprimant l'�equilibre g�eostrophique pr�esent�e plus haut.

Le d�eveloppement �a l'ordre 1 de cette même �equation de Navier-Stokes dans un milieu
tournant donne une approximation dont le champ de vitesse de l'�ecoulement est �a diver-
gence nulle. En supposant une strati�cation en N couches d'�epaisseurs au repos H1, H2,
..., HN avec une densit�e �k consid�er�ee comme constante dans chaque couche k, la non-
divergence permet d'introduire une fonction de courant dans chaque couche 	k, nous
obtenons un syst�eme Quasi-G�eostrophique de N �equations coupl�ees d'inconnues 	k :

Soit 
 (bassin d'�ecoulement) un ouvert born�e r�egulier de IR2.

	k : 
 � [0; T ] �! IR; la fonction de courant de la couche k ; (1.1)

D (�k(	) + f)

Dt
+ �k;N :CB:�	N �A4:�

2	k = Fk; 8k = 1; 2: : : : ; N ; (1.2)

6



G�en�eralit�es sur le mod�ele QG et l'assimilation variationnelle.

avec les notations suivantes :

� ~Vk = (uk; vk)t =

 
�
@	k

@y
;
@	k

@x

!t

est le vecteur vitesse instantan�ee de l'�ecoulement

du 
uide ;

�
D:

Dt
d�esigne l'op�erateur de d�eriv�ee particulaire. Elle s'exprime de plusieurs fa�cons

�equivalentes :

D:

Dt
=

@:

@t
+ u

@:

@x
+ v

@:

@y

=
@:

@t
�

@	

@y

@:

@x
+

@	

@x

@:

@y
:

(ici, il convient de noter que le vecteur de vitesse (u; v)t d�epend �evidemment de la
couche consid�er�ee).
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Chapitre I.

� �k(	) est la somme de la vorticit�e dynamique et la vorticit�e thermique (ou stret-
ching) :

�k(	) = �	k| {z }
dynamique

+
f0
Hk

�
hk+ 1

2
(	)� hk� 1

2
(	)

�
| {z }

thermique

:

o�u : pour k = 1; : : : ; N � 1 on d�e�nit hk+ 1
2
(	)

def
=

f0
g0k+ 1

2

(	k+1 �	k) : il s'agit de la

hauteur de d�enivellation de l'interface entre la couche k et k + 1. Pour les indices
k extrêmes, on d�e�nit h 1

2
= 0 et hN+ 1

2
= hB (hauteur de la topographie de fond).

� Les constantes g0k+ 1
2
sont appell�ees gravit�es r�eduites. Elles sont calcul�ees �a partir des

densit�es des couches : g0k+ 1
2
= g

�k+1 � �k
�s

(avec g et �s respectivement l'attraction

terrestre moyenne et la densit�e moyenne du 
uide et �k la densit�e moyenne de la
couche k).

� Les constantes Hk sont les hauteurs des couches au repos. Au r�egime non stationnaire
il faut rajouter en plus �a ces hauteurs les d�enivellations intercouches hk� 1

2
et hk+ 1

2

pour avoir les hauteurs dynamiques des couches.

� f est la force de Coriolis. Dans l'hypoth�ese �-plan, elle varie lin�eairement suivant la
latitude : f = f0 + �:y.

� �k;N :CB:�	N est un terme de dissipation par frottement au fond du bassin. Le sym-
bole de Kronecker �k;N signi�e donc que l'e�et de frottement se pr�esente uniquement
sur la couche de fond. CB est le coe�cient de frottement, suppos�e constant et �x�e.

� �A4:�2	k est un terme de dissipation par friction lat�erale. Ce terme se pr�esente
dans toutes les couches. A4 est le coe�cient de viscosit�e, suppos�e constant et �x�e.

� Fk est le for�cage, moteur du syst�eme dynamique. Dans le cadre physique, ce for�cage

est dû uniquement �a l'e�et de la tension du vent en surface, c.-�a-d. F1 =
1

H1

~rotz~� ,

avec ~� la tension du vent, et Fk = 0 pour k � 2.

Les autres quantit�es physiques et notations utiles �a connâ�tre :

� Le terme de convection dans l'expression de d�evivation particulaire u
@:

@x
+ v

@:

@y
s'exprime le plus souvent �a l'aide d'un op�erateur Jacobien d�e�ni par :

J(f; g)
def
=

@f

@x

@g

@y
�

@f

@y

@g

@x
:

et donc :

u
@:

@x
+ v

@:

@y
= J(	; :):

8
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Remarquons que l'op�erateur Jacobien est bilin�eaire et anti-sym�etrique. Dans les
�equations quasi-g�eostrophiques c'est le seul terme qui soit non lin�eaire par rapport
�a la variable 	.

� La somme des trois vorticit�es

(1) dynamique �	k ;

(2) thermique f0
Hk

�
hk+ 1

2
(	)� hk� 1

2
(	)

�
;

(3) et plan�etaire f ;

est la vorticit�e potentielle. Les �equations quasi-g�eostrophique expriment donc la loi
de conservation de la vorticit�e potentielle.

� La quantit�e

wk+ 1
2

def
=

f0
g0k+ 1

2

"
@

@t
(	k+1 �	k) + J(	k;	k �	k+1)

#

peut être regard�ee comme la vitesse verticale intercouche.

� L'�energie cin�etique de la couche k est d�e�nie par :

Kk
def
=

Hk

2

Z


k~r	kk

2dx:

� L'�energie potentielle entre la couche k + 1 et la couche k est d�e�nie par :

Pk
def
=

f20
2 g0k+ 1

2

Z


(	k+1 �	k)

2dx:

Notation (:) : on verra que les conditions aux limites en espace exigent que les
fonctions de courant soient constantes sur les fronti�eres (en espace uniquement). La
notation 	k signi�e donc que l'on retranche �a 	k sa constante sur la bord :

	k
def
= 	k �	kj@
:1I(
);

� L'enstrophie de la couche k est d�e�nie par :

Ek
def
=

Hk

2

Z


(�	k)

2dx:

9
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1.1.3 Passage de couches en modes.

Le passage de couches aux modes est, en plus des consid�erations physiques, requis par
la formulation des conditions aux limites (voir la section 1.1.4).

Introduisons la matrice de couplage des couches (Wkl) :

W =

0BBBBBBB@

�b1 b1 0 : : : : : : : : : 0
a2 �a2 � b2 b2 : : : : : : : : : 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 : : : : : : 0 an�1 �an�1 � bn�1 bn�1
0 : : : : : : : : : 0 an �an � bn

1CCCCCCCA

o�u ak =
f20

Hk g0k� 1
2

et bk =
f20

Hk g0k+ 1
2

.

Alors le vecteur des vorticit�es �k(	) est :0BB@
�1
...
�N

1CCA = (�:+W:)

0BB@
	1
...

	N

1CCA
Et les �equations quasi-g�eostrophiques s'�ecrivent sous la forme vectorielle :

@

@t
(�:+W:)

0BB@
	1
...

	N

1CCA =

0BB@
F1 � J(	1; �1(	) + f) +A4:�2	1

...
FN � J(	N ; �N (	) + f)� CB:�	N +A4:�

2	N

1CCA

=

0BB@
G1
...

GN

1CCA (1.3)

avec Gk
def
= Fk � J(	k; �k(	) + f) � �k;N :CB:�	N +A4:�2	k.

Il est facile de v�eri�er que la matrice produit :

diag (�H1;�H2; : : : ;�HN ):W

est sym�etrique positive. On montre aussi qu'elle admet une unique valeur propre nulle.
On en d�eduit qu'il en est donc de même pour la matrice [�W ]. Soit D = diag(�1; : : : ; �N )
la matrice diagonale semblable �a �W (on classe les valeurs propres en ordre croissant :
0 = �1 < �2 � : : : � �N ), et B la matrice de passage :

W = �B:D:B�1

10
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et posons 0BB@
�1
...

�N

1CCA def
= [B�1]:

0BB@
	1
...

	N

1CCA (1.4)

Donc : 0BB@
	1
...

	N

1CCA = [B]:

0BB@
�1
...

�N

1CCA (1.5)

Le vecteur (�k) est appel�e le vecteur des modes, en particulier �1 est le mode barotrope
et �k avec k � 2 est le ki�eme mode barocline.

Le passage (1.4) est le passage couches en modes et (1.5) est le passage modes en
couches.

Le syst�eme (1.3), �ecrit en modes, devient :

@

@t
(�:�D:)

0BB@
�1
...

�N

1CCA = [B�1]:

0BB@
G1
...
GN

1CCA
Un vecteur propre de W correspondant �a la valeur propre �1 = 0 est le vecteur

(1; 1; : : : ; 1)t (en e�et la somme des colonnes de W s'annule). Dans la suite, on fait la
normalisation en prenant Bk;1 = 18k.

1.1.4 Conditions aux limites.

Dans notre �etude, on se restreint uniquement �a des conditions aux limites utilis�ees pour
les fronti�eres terrestres. Nous supposons donc que le domaine 
 soit un bassin ferm�e, il
n'y a donc pas de 
ux de circulation entrant ou sortant du domaine.

Nous utilisons la condition dite de glissement sur la fronti�ere terrestre, plus une condi-
tion de conservation de masse, c.-�a-d. :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

8>>>>><>>>>>:

	k(t) � C te
k (t) sur @
 8t 2 [0; T ] 8k = 1; : : : N tel que :

si �k = [B�1:	]k (la transformation en modes)

alors �1 � 0 sur @
� [0; T ] et
Z


�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ] 8k � 2

et :

�	k � 0 sur @
� [0; T ] 8k = 1; : : : ; N:

(1.6)

Pour plus de d�etails sur le mod�ele QG, on peut consulter: J. Pedlosky [85] et E.
Blayo [5]

11
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1.2 Assimilation variationnelle: Formalisme g�en�eral

Pour d�ecrire le formalisme g�en�eral propos�e par Le Dimet et Talagrand [63], on se
donne un domaine 
 born�e du plan ou de l'espace, et un intervalle de temps [0; T ] o�u T
est un r�eel strictement positif.

SoitX une variable d�ecrivant l'�etat de l'oc�ean. On suppose que dans l'espace de Hilbert
X des �etats possibles de l'oc�ean, X est solution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles:

@X

@t
= F (X) (1.7)

o�u F est un op�erateur di��erentiel non lin�eaire de X dans lui-même (et qu'on supposera
di��erentiable).

D�esignons par O l'espace de Hilbert des observations et par C l'op�erateur de projection
de X dans O. O est n�ecessairement un espace de dimension �nie, car on ne peut disposer
que d'un nombre �ni d'observations.

Consid�erons en outre un ensemble U , appel�e l'ensemble des contrôles admissibles, tel
que pour u 2 U , l'�etat X soit fonction de u. En g�en�eral U est un convexe ferm�e non
vide, mais nous supposons, pour des besoins de simplicit�e, que U est aussi un espace
de Hilbert, et que pour tout u donn�e, l'�equation (1.7) admet une solution unique. On
peut alors d�e�nir une fonctionnelle d'�ecart entre la solution X du mod�ele (1.7) et une
observation Xobs de O par:

J(X) =
1

2
kCX �Xobsk

2
O

En r�ealit�e, J est une fonction de la variable u:

J(u) =
1

2
kCX(u)�Xobsk

2
O (1.8)

On pose alors le probl�eme (de contrôle optimal) suivant:

(P )

8><>:
trouver u� 2 U tel que :

J (u�) = inf
u2U

J(u)
(1.9)

Dans le cas g�en�eral, lorsque J est di��erentiable, une condition n�ecessaire pour que u�

soit solution de (1.9) est :

rJ (u�) = 0

o�u rJ est le gradient de J par rapport �a u.
La d�etermination de rJ permet de mettre en �uvre des m�ethodes d'optimisation. La

r�esolution de (1.9) se faisant de fa�con num�erique, nous allons en donner la formulation
discr�etis�ee.

12
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1.2.1 Formulation du probl�eme discr�etis�e.

La discr�etisation en espace peut g�en�eralement se faire par:

{ di��erences �nies

{ �el�ements �nis

{ troncature d'un d�eveloppement analytique, par exemple suivant une base orthogo-
nale de fonctions propres dans le cas d'un op�erateur F lin�eaire.

{ m�ethode de Galerkin

{ m�ethodes de collocation

{ m�ethodes spectrales

Nous supposons alors qu'apr�es avoir discr�etis�e en espace, l'�equation (1.7) s'�ecrit sous
la forme:

dX

dt
= F (X)

o�u F est une application non lin�eaire de IRN dans IRN , suppos�ee lipschitzienne, et X
un vecteur �a N = Nvar � Ng composantes fonctions du temps, Nvar �etant le nombre de
variables du mod�ele et Ng le nombre de points de grille de la discr�etisation.

Le probl�eme de Cauchy avec la condition initiale

dX(u; t)

dt
= F (X(u; t))

X(u; 0) = u

admet alors une solution unique X(u; t) sur l'intervalle [0; T ].
Nous supposons que les observations r�eparties dans l'espace et dans le temps ont per-

mis, par l'interm�ediaire d'un op�erateur de prolongement de d�e�nir un vecteur fonction du
temps Xobs(t) que nous appellerons vecteur des observations. On d�e�nit alors la fonction
coût J(u) par:

J(u) =
1

2

TZ
0

hW � (CX(u; t)�Xobs(t)) ; CX(u; t)�Xobs(t)i dt (1.10)

o�u W d�esigne une matrice diagonale positive, ind�ependante du temps, dont les �el�ements
diagonaux sont les poids de la fonction, et

hX(t); Y (t)i =
NX
i=1

Xi(t) � Yi(t)

13
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d�esigne le produit scalaire de vecteursX(t) etX(t) de composantesXi(t),Yi(t) 1 � i � N .
L'ensemble des �etats possibles �etants th�eoriquement IRN tout entier, on a donc un

probl�eme d'optimisation sans contraintes qui s'�ecrit:

8><>:
trouver u� 2 IRN tel que :

J (u�) = inf
u2IRN

J(u)
(1.11)

1.2.2 Calcul du gradient, d�etermination de la condition d'opti-
malit�e

Le probl�eme (1.11) ne peut en g�en�eral pas être r�esolu analytiquement. Il existe toutefois
des algorithmes de r�esolution num�erique qui permettent d'en d�eterminer les solutions
approch�ees, parmi lesquels les m�ethodes de gradient ou de quasi-Newton. La plupart sont
des proc�edures it�eratives de descente qui, partant d'une valeur initiale u0, recherchent la
meilleure approximation u1 de la solution u� de fa�con que J(u1) � J(u0) et it�erent
le proc�ed�e jusqu'�a satisfaire une condition de convergence donn�ee. Toutes ces m�ethodes
utilisent le gradient de la fonction �a minimiser par rapport �a la variable de contrôle, d'o�u
l'importance de la d�etermination du gradient de J par rapport �a u.

Une possibilit�e th�eorique serait d'�evaluer les composantes de ruJ en di��erences �nies

en utilisant des approximations de la forme
�J

�ui
o�u �J est une variation de J r�esultant

d'une perturbation �ui de la i-�eme composante de u. Malheureusement cette technique
n�ecessite d'int�egrer le mod�ele autant de fois que u a de composantes et dans le cas parti-
culier de l'oc�eanographie, u peut avoir plus de 105 composantes, et le probl�eme num�erique
devient alors prohibitif malgr�e la disponibilit�e de calculateurs performants.

Une technique tr�es e�cace pour obtenir le gradient de la fonction coût par rapport �a
la variable de contrôle est l'utilisation du syst�eme adjoint que nous allons pr�esenter. Pour
cela, nous consid�erons un vecteur h 2 U . X(u + �h; t) et X(u; t) sont alors solutions
respectives des �equations di��erentielles ordinaires avec conditions initiales:

8><>:
dX(u+ �h; t)

dt
= F (X(u+ �h; t))

X(u+ �h; 0) = u+ �h
(1.12)

et 8><>:
dX(u; t)

dt
= F (X(u; t))

X(u; 0) = u
(1.13)

D�e�nition 1.2.1 Soit G une application de IRN dans IRN de variable u. On appelle
d�eriv�ee de Gâteaux de G dans la direction h, l'application d�e�nie par:

bG(u; h; t) = lim
� ! 0

G(u+ �h; t)�G(u; t)

�

14
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lorsque cette limite existe. Si bG est lin�eaire en h on peut alors noter

bG(u; h; t) = hrG(u; t) ; hi

o�u rG est le gradient de G par rapport �a u.
La d�eriv�ee de Gâteaux est encore appel�ee d�eriv�ee directionnelle.

Si nous retranchons (1.13) de (1.12), puis nous divisons par � et passons �a la limite
lorsque � tend vers 0, on obtient que la d�eriv�ee de Gâteaux cX de X dans la direction h
est alors solution du syst�eme:8>><>>:

dcX(u; h; t)

dt
=

"
@F

@X

# cX(u; h; t)

cX(u; h; 0) = h

(1.14)

o�u

"
@F

@X

#
est la matrice jacobienne de F par rapport �a X.

La d�eriv�ee de Gâteaux de la fonction coût J dans la direction h est donn�ee par:

bJ(u; h) =

TZ
0

D
CX(u; t)�Xobs ; CcXE dt (1.15)

Pour touver la lin�earit�e de bJ par rapport �a h, nous faisons dans la premi�ere �equation de
(1.14) le produit de chacun de ses membres par une variable P de IRN , et nous int�egrons
le r�esultat obtenu sur l'intervalle [0; T ]. Il vient:

TZ
0

*
dcX
dt

; P

+
dt =

TZ
0

*"
@F

@X

# cX ; P

+
dt

En int�egrant par parties le premier membre et en transposant le second, on a:

DcX(T ); P (T )
E
�
DcX(0); P (0)

E
�

TZ
0

*
dP

dt
; cX+ dt =

TZ
0

*cX ;

"
@F

@X

#t
P

+
dt

et en vertu de la condition initiale de (1.14):

DcX(T ); P (T )
E
� hh; P (0)i =

TZ
0

*cX ;
dP

dt
+

"
@F

@X

#t
P

+
dt (1.16)

Si nous d�e�nissons P comme la solution de l'�equation r�etrograde:8><>:
dP

dt
+

"
@F

@X

#t
P = C t [CX �Xobs]

P (T ) = 0

(1.17)
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alors (1.16) s'�ecrit:

�hh ; P (0)i =

TZ
0

D
CcX ; CX �Xobs

E
dt

soit:

bJ(u; h) = �hh ; P (0)i

et donc

rJ(u) = �P (0) (1.18)

D�e�nition 1.2.2 Le syst�eme (1.17) est appel�e syst�eme adjoint du syst�eme direct (1.14).

Remarque

Le gradient de la fonction coût est obtenu par int�egration du syst�eme adjoint (1.17).
La solution u� du probl�eme (1.11) est donn�ee par r�esolution du syst�eme:

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

dX

dt
= F (X)

X(0) = u�

dP

dt
+

"
@F

@X

#t
P = C t [CX �Xobs]

P (T ) = 0
P (0) = 0

(1.19)

qui est appel�e syst�eme d'optimalit�e.

Cette technique a �et�e utilis�ee par de nombreux auteurs dans divers probl�emes. En
m�et�eorologie et en oc�eanographie, nous pouvons citer (de fa�con non exhaustive) les travaux
de: Ledimet [63, 60, 61, 62, 46, 41, 55, 43, 42, 59, 39, 40, 57, 56, 58, 45, 44], Ouberdous
[80], Talagrand et Courtier [98, 97, 94], Th�epaut et Courtier [100, 102, 101],
Navon [74, 75], Evensen [21], Moore [70] , Schr�oter, Seiler et Wenzel [91], De
Mey et Morrow [13], B. Luong [68, 69]

En ce qui concerne la d�etermination du minimum de la fonction coût, on peut citer les
travaux de Navon et Zou [72, 71, 73], Ledimet [110], Gilbert et Lemarechal [33]

Pour le mod�ele QG d�ecrit ci-dessus, on se donne la fonction coût:
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J (	0) =
1

2

mX
i=1

Z
�i

�
	1(ti)�	obs(ti)

�2
ds (1.20)

o�u t1; t2; : : : ; tm sont m instants, ti 2]0; T [ (ceci par soucis de simplicit�e pour des raisons
pratiques, a�n que les observations n'a�ectent pas les conditions �nale et initiale de l'�etat
adjoint), �1;�2; : : : ;�m sont m courbes r�eguli�eres de 
, (les �i symbolisent la trace du
satellite dans le bassin �a l'instant i) et on suppose qu'on a sur ces traces des observations
	obs

t1
;	obs

t2
; : : : ;	obs

tm 2 L2(�1) � L2(�2)� : : :� L2(�m). 	1 est la fonction de courant en
surface correspondant �a la solution de l'�equation QG non lin�eaire r�esolue avec la condition
initiale 	0.

La di��erentiabilit�e de cette fonction coût a �et�e �etudi�ee par B. Luong [68, 69] qui a
en outre montr�e que les �equations adjointes s'�ecrivent sous la forme suivante, P �etant le
vecteur d'inconnues.

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

P (t = T ) =
@J

@	k(T )
(	) sur 


�
@

@t
�tk(P ) � �J(	k; Pk)� [W t]k J(	; P )

� J(Pk; �k(	) + f)

+ �k;N CB:�PN �A4:�2Pk =
@J

@	k
(	)

sur 
� [0; T ]; k = 1; N

Pk(t) = C te
k (t) sur @
; 8t 2 [0; T ]

�k = [B�t:P ]k sur 
� [0; T ]

�1 = 0 sur @
� [0; T ]Z


�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ]

�(Pk) = 0 sur @
� [0; T ]; k = 1; N
(1.21)
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Chapitre II :

Analyse de sensibilit�e .

2.1 Introduction

Avant d'aboutir �a la forme sous laquelle se pr�esente l'analyse de sensibilit�e aujourd'hui,
elle a suivi dans le pass�e plusieurs �etapes d'�evolution correspondant aux di��erents points
de vue suivant lesquels elle a �et�e utilis�ee.

Ses premi�eres applications ont vu le jours dans le domaine de la neutronique des
r�eacteurs d�es les ann�ees quarante. L'analyse de sensibilit�e �etait alors abord�ee par des
m�ethodes bas�ees sur la th�eorie des perturbations et l'approche variationnelle. En th�eorie
des reacteurs par exemple, la premi�ere utilisation de la th�eorie des perturbations est
attribu�ee �a Wigner [105], et un travail important a �et�e d�evelopp�e par la suite par Gandini
[28] dans les ann�ees soixante. L'utilisation des m�ethodes variationnelles est consid�er�ee
comme ayant �evolu�e �a partir des travaux de Levine [64] et Roussopolos [88].

D'un point de vue th�eorique, l'analyse de sensibilit�e gardait un caract�ere heuristique,
mais le succ�es qu'elle a rencontr�e sur le plan pratique a suscit�e de l'int�erêt aupr�es des
chercheurs, et le domaine d'application de la th�eorie des perturbations et des principes
variationnels pour l'analyse de sensibilit�e s'est g�en�eralis�e et �etendu. A la �n des ann�ees
soixante-dix, on a commenc�e �a �etudier son application �a la thermodynamique des r�eac-
teurs. Oblow [78] en a �et�e l'instigateur et il a abord�e l'analyse de sensibilit�e formellement
d'un point de vue di��erentiel.

Une troisi�eme approche de l'analyse de sensibilit�e est l'utilisation des �equations ad-
jointes, et cette derni�ere trouve des applications dans des domaines divers: �economie,
�econom�etrie, sciences pour l'ing�enieur, industrie, physique nucl�eaire, physique des r�eac-
teurs Cacuci [10], et aussi dans les probl�emes d'environnement ( sciences de l'univers )
notamment en m�et�eorologie: Buzzia [7], Errico et Vukicevic [18], Hall et al. [35], Rabier
et al. [86], Zou et al. [109], et Zupanski [112].

La premi�ere tentative pour d�e�nir la m�ethode d'analyse de sensibilit�e dans un cadre
math�ematique rigoureux revient �a Cacuci [8]. Mais comme nous le ferons dans le cadre
de l'assimilation de donn�ees , au chapitre suivant, il faut pousser un peu plus loin l'inves-
tigation dans le domaine de l'analyse de sensibilit�e pour d'autres contextes.

L'importance et la n�ecessit�e de l'analyse de sensibilit�e se fait ressentir d�es qu'on a un
mod�ele d�ependant d'un ou de plusieurs param�etres. En se donnant une fonction-r�eponse
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(encore appel�ee crit�ere de sensibilit�e) qui est une fonction des param�etres, le but est de
calculer la d�eriv�ee ou le gradient de cette fonction-r�eponse par rapport au(x) param�etre(s).
Des travaux ont �et�e e�ectu�es dans ce sens par Droegemeier et al. [15], Rabier et al.
[86], Errico et al. [18] et beaucoup d'autres auteurs, dans les probl�emes d'environnement,
notamment en m�et�eorologie.

L'analyse de sensibilit�e fait recours �a la di��erentiabilit�e, et nous nous limiterons dans
cette �etude �a la notion de di��erentiabilit�e au sens de Gâteaux, les calculs �etant plus
compliqu�es pour la di��erentiabilit�e au sens de Fr�echet dans les applications concr�etres.

Nous parlerons donc dans ce chapitre de la th�eorie g�en�erale de l'analyse de sensibilit�e
et de sa formulation dans un cadre math�ematique.

2.2 Th�eorie g�en�erale de l'analyse de sensibilit�e

Pour exposer le principe g�en�eral des m�ethodes d'analyse de sensibilit�e , nous adop-
terons ici la pr�esentation consacr�ee que l'on rencontre dans la litt�erature traitant de ce
probl�eme.

Soit 
 un ouvert r�egulier de IRm. On consid�ere une formulation d'un mod�ele par:

F(X ;K) = 0 (2.1)

o�u:

{ X : IRm �̀! IRn est le vecteur d'�etat du syst�eme. On supposera que X est
un �el�ement d'un espace de Hilbert H

X
.

{ K est un param�etre ou un vecteur de param�etres du mod�ele. On supposera que K
est un �el�ement d'un espace vectoriel norm�e E

K
.

{ F est en g�en�eral un op�erateur di��erentiel. Certains auteurs, (Ounsy [81] et Cacuci
[8] pr�esentent F sous la forme vectorielle (F1;F2), o�u F1 d�ecrit l'�equation d'�etat du
mod�ele, et F2 les conditions aux limites du domaine. Dans notre cas, nous supposons,
sans nuire �a la g�en�eralit�e, d'une part que l'expression des conditions aux limites est
incluse dans F , et d'autre part que ces conditions aux limites ne d�ependent pas des
param�etres du mod�ele. C'est le cas dans beaucoup de probl�emes g�eophysiques.

En g�en�eral F est un op�erateur non-lin�eaire, et dans les calculs (simulations) num�e-
riques, F devient une application fonctionnelle entre deux espaces de dimension �nie. F
fait donc correspondre �a tout (X ;K) 2 H

X
� E

K
un �el�ement F(X ;K) 2 H o�u H est un

espace de Hilbert.
Nous supposerons que pour K �x�e dans EK, le syst�eme (2.1) poss�ede une unique

solution X (K), et que l'op�erateur F est di��erentiable au sens de Gâteaux.
Rappelons que la Gâteaux-di��erentielle ~F de F dans une direction k donn�ee est cal-

cul�ee par:
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~F(X ;K) � k = lim
�!0

F(X ;K + � � k)�F(X ;K)

�

Nous nous int�eressons alors �a une r�eponse sous la forme int�egrale, ceci n'�etant qu'un
cas particulier. Des �etudes ont �et�e faites pour d'autres types de r�eponses dans les travaux
de Cacuci [9].

Soit donc

G(K;X ) =
Z


G(K;X ; x)dx (2.2)

o�u G est une fonction �a valeurs r�eelles suppos�ee r�eguli�ere, au moins C1. Puisque X d�epend
de K par l'interm�ediaire du syst�eme (2.1), nous pouvons d�e�nir une fonction

g : K0 �̀! G(K0;X (K0))

Partant donc d'un cas base (K0;X0) = (K0;X (K0)), nous pouvons approximer, au premier
ordre, la variation totale de G due �a une variation (�

K
; �
X
) autour de (K0;X0) par:

eG = D
K
G(K0;X0) � �K +D

X
G(K0;X0) � �X (2.3)

avec

D
K
G(K0;X0) � �K =

Z


D
K
G(K0;X0; x) � �Kdx

D
X
G(K0;X0) � �X =

Z


D
X
G(K0;X0; x) � �Xdx

On s'int�eresse en particulier aux variations (�
K
; �
X
) telles que X0+ �

X
soit solution de

(2.1) pour K = K0 + �
K
.

En di��erentiant l'�equation (2.1), on trouve, en approximation du premier ordre, que
�
K
et �

X
sont li�es par:

D
K
F(X 0;K0) � �K +D

X
F(X 0;K0) � �X = 0 (2.4)

Si donc �
K
est donn�e dans EK, �X l'est aussi par la solution du syst�eme lin�eaire:

L � �
X
= M � �

K
(2.5)
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o�u

L = D
X
F(X 0;K0) 2 L(HX

;H)

M = �D
K
F(X 0;K0) 2 L(EK

;H)

Le but de l'analyse de sensibilit�e est alors de calculer la variation DG de G (toujours
en approximation du premier ordre) autour de sa valeur de base G(K0;X0), �a partir d'une
variation �

K
de K autour de K0.

2.2.1 M�ethode de sensibilit�e directe

La m�ethode de sensibilit�e directe consiste �a r�esoudre le syst�eme di��erentiel (2.5). Pour
�
K
donn�e, on d�etermine ainsi �

X
et on peut alors calculer DG.

Si l'on suppose que l'application K�̀!X (K) est di��erentiable, alors K�̀!g(K) l'est
aussi et l'on a :

D
K
g(K0) � �K = DG

avec, dans l'expression de DG

�
X
= D

K
X (K0) � �K

Dans le cas o�u les param�etres sont r�eels (ce qu'on rencontre souvent en pratique),
EK = IRp; p � 1. Et on veut calculer s�epar�ement les sensibilit�es de g aux di��erents para-
m�etres, �a savoir:

@g

@Ki
(K0) =

@G

@Ki
(K0;X0) +DXG(K0;X0) �

@X

@Ki
(K0)

@X

@Ki

(K0) �etant d�etermin�e �a l'aide d'un syst�eme du genre (2.5) avec:

�
X

=
@X

@Ki

�
K

�
K

= (0; : : : ; 0; �Ki
; 0; : : : ; 0) 2 IRp

En r�esum�e, par la m�ethode de sensibilit�e directe, le calcul de la sensibilit�e de g �a
un param�etre nous coûte la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire. Quand il s'agit d'un grand
nombre de param�etres (ce qui est le cas en g�en�eral), cette m�ethode devient trop vite
on�ereuse, voire prohibitive, pour être utilis�ee. Elle est, par contre, pratique si l'on veut
calculer simultan�ement la sensibilit�e d'un grand nombre de crit�eres �a des param�etres
tr�es peu nombreux. D'autre part, cette m�ethode est formul�ee dans le cadre des espaces
vectoriels norm�es, et l'existence des G-di��erentielles des op�erateurs apparaissant dans le
probl�eme est �a la fois une condition n�ecessaire et su�sante pour la validit�e de la m�ethode.
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Analyse de sensibilit�e.

2.2.2 M�ethode de sensibilit�e par les �equations adjointes

L'expression de DG (2.3) est compos�ee de deux termes (ou contributions) dont le
premier peut être quali��e de terme �a e�et direct: c'est celui qui d�epend explicitement
et lin�eairement de �

K
, et le second peut être quali��e de terme �a e�et indirect, car il ne

d�epend pas explicitement de �
K
.

La m�ethode de calcul de sensibilit�e par l'utilisation des �equations adjointes consiste �a
faire disparâ�tre la d�ependance explicite par rapport �a �

X
dans l'expression de DG.

D
X
G(K0;X0) �etant une forme lin�eaire continue sur l'espace de HilbertHX , le th�eor�eme

de Riesz (Brezis [6]) nous permet d'a�rmer l'existence et l'unicit�e d'un �el�ement h de HX

tel que:

D
X
G(K0;X0) � �X = hh; �

X
i
HX

8�
X
2 H

X
�

o�u h�; �iH
X

d�esigne le produit scalaire dans H
X
. Par ailleurs nous pouvons �ecrire:

hq; L � �
X
i
H
= hL� � q; �

X
i
H
X

+ P (�
X
; q); 8 q 2 H (2.6)

o�u P est une forme bilin�eaire repr�esentant �eventuellement les int�egrales sur le bord de 

obtenues apr�es int�egration par parties, selon la structure de l'op�erateur F .

Dans la litt�erature traitant de l'analyse de sensibilit�e , on d�esigne par L� un op�erateur
improprement(?) appel�e l'adjoint de L.

S'il existe q 2 H tel que L� � q = h, alors on a:

D
X
G(K0;X0) � �X = hL� � q; �

X
i
HX

= hq; L � �
X
i
H
� P (�X ; q)

= hq;M � �
K
i
H
� P (�X ; q)

On utilise ensuite les conditions aux limites liant �
X
et �

K
et on impose �a q des condi-

tions suppl�ementaires de mani�ere �a transformer P (�
X
; q) en une nouvelle forme bilin�eaireeP (�

K
; q) qui ne fait pas intervenir �

X
sur la partie du bord de 
 o�u l'on ne la connâ�t pas

explicitement. Les conditions aux limites ainsi impos�ees �a q doivent être ind�ependantes
de �

K
.

Dans ce cas, on pourra �ecrire:

D
X
G(K0;X0) � �X = hq;M � �

K
i
H
� eP (�

K
; q)

o�u q est la solution du syst�eme :

(
L� � q = h
+ conditions aux limites

(2.7)
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Ce syst�eme �etant ind�ependant de �
X
, on voit qu'une fois qu'il est r�esolu, on peut

calculer Dg(K0) � �K , pour tout �
K
, �a l'aide de l'expression:

Dg(K0) � �K = D
K
G(K0;X0) � �K + hq;M � �

K
i
H
� eP (�

K
; q)

Donc le calcul de la sensibilit�e de g �a une variation de param�etre �
K
revient �a un calcul

d'int�egrale(s), en plus de la r�esolution du syst�eme (2.7) (unique quel que soit le nombre de
param�etres). Ceci est beaucoup moins coûteux que l'utilisation de la m�ethode de sensibilit�e
directe pour le même calcul.

Remarques:

La pr�esentation faite ci-dessus pour la m�ethode de sensibilit�e par les �equations ad-
jointes, et qui correspond �a celle utilis�ee dans la litt�erature traitant du sujet, comporte
n�eanmoins quelques lacunes:

{ L'utilisation du th�eor�eme de repr�esentation de Riesz-Fr�echet (Brezis [6]) restreint la
m�ethode �a la d�etermination de formes lin�eaires dans des espaces de Hilbert. Or, on
n'a pas toujours le cadre id�eal hilbertien dans la pratique. De plus, une incertitude
d�emeure quant �a la nature du repr�esentant h de la forme lin�eaire D

X
G(K0;X0) et

son calcul.

{ La d�etermination des conditions aux limites pour q parâ�t relever de l'arbitraire,
surtout en ce qui concerne leur d�ependance ou leur ind�ependance par rapport �a �

K
,

ce qui est essentiel pour la m�ethode.

Dans ce qui suit, nous discuterons de la fa�con dont on peut pr�esenter cette m�ethode
plus rigoureusement.

2.2.3 Cadre math�ematique pour la m�ethode de sensibilit�e ad-
jointe

Nous voulons dans ce paragraphe, donner �a la m�ethode d'analyse de sensibilit�e par
les �equations adjointes, une pr�esentation (formulation) math�ematique rigoureuse, tout en
restant dans un cadre le plus g�en�eral possible. Nous garderons les notations du paragraphe
pr�ec�edant, mais nous apporterons quelques modi�cations aux hypoth�eses faites sur les
donn�ees du probl�eme.

Rappelons tout d'abord que nous avons suppos�e que la fonction

G : E
K
�H

X
� 
 �̀! IR

(K;X ; x) �̀! G(K;X ; x)

�etait r�eguli�ere, au moins de classe C1.
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Nous supposerons en plus que pour tout K0 �x�e dans E
K
, la solution X0 de (2.1) est

telle que la fonction:

x�̀!D
X
G(K0;X0; x)

est un �el�ement de L2(
).
Les espaces H

X
et H sont ici consid�er�es comme des espaces de Banach. On suppose

en�n que l'op�erateur F est compos�e de deux op�erateurs F1 et F2, continus et di��eren-
tiables, et qu'il existe un espace de Banach H�, espace de fonctionnelles sur une partie
connexe � du bord @
 de 
, tels que:

F1 : H
X
� E

K
�̀! H

F2 : H
X
� E

K
�̀! H�

F2 traduit les (�eventuelles) conditions aux limites d�ependant des param�etres.
En reprenant les d�eveloppements du paragraphe pr�ec�edent, on trouve que pour toute

variation (�
X
; �
K
) autour du cas base (X0;K0), la di��erentiation de la r�eponse conduit �a:

D
X
G(K0;X0) � �X = hD

X
G(K0;X0; x); �X i

L2(
)

et le syst�eme de sensibilit�e direct s'�ecrit:

8><>:
L1 � �X =M1 � �K

L2 � �X =M2 � �K

(2.8)

o�u

L1 = D
X
F1(X0;K0) 2 L(H

X
;H)

M1 = �D
K
F1(X0;K0) 2 L(E

K
;H)

L2 = D
X
F2(X0;K0) 2 L(H

X
;H�)

M2 = �D
K
F2(X0;K0) 2 L(E

K
;H�)

En consid�erant l'espace vectoriel norm�e R
�
= Im(M2) l'image de l'application M2

muni de la norme de H�, on suppose qu'il existe un op�erateur lin�eaire continu:

L3 : R� �̀! H
X
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Chapitre II.

tel que:
L2L3 = IdR�

o�u L2L3 d�esigne la compos�ee L2 � L3 des op�erateurs L2 et L3. Ainsi, en posant

��
X
= �

X
� L3M2�K

on se ram�ene �a un nouveau syst�eme direct de sensibilit�e:

8><>:
L1 � ��X = (M1 � L1L3M2)�K

L2 � ��X = 0
(2.9)

Consid�erons alors l'espace

�H
X
=
n
��
X
2 H

X
;L2

��
X
= 0

o
que nous supposons contenu dans L

2
(
). Nous pouvons alors nous placer dans le cadre

des op�erateurs lin�eaires non born�es, en introduisant l'op�rateur L de domaine D(L) = �H
X

et d�e�ni par:

L : D(L) �̀! H

��
X

�̀! L1 � ��X

Dans ce cas, le syst�eme (2.9) peut s'�ecrire:8><>:
L � ��

X
= (M1 � L1L3M2)�K

��
X
2 D(L)

(2.10)

Supposons maintenant que le domaine D(L) de L soit dense dans H
X
. En faisant appel

�a la th�eorie des op�erateurs non born�es sur les espaces de Banach (voir Brezis [6]), on sait
alors qu'on peut d�e�nir un op�erateur lin�eaire L� appel�e adjoint de L:

L� : D(L�) � H 0 �̀! H 0
X

tel que:

hq; L � �
X
i
H0;H

= hL� � q; �
X
i
H0

X
;HX

; �
X
2 D(L); q 2 D(L�)
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Le domaineD(L�) de L� �etant d�e�ni comme l'ensemble des �el�ements q 2 H 0 pour lesquels
il existe une constante positive C telle que:

j hq; L � �
X
i
H0;H

j � Ck�
X
k
H
X

8 �
X

2 D(L) (2.11)

Dans ces conditions, nous pouvons d�e�nir de mani�ere unique, le syst�eme adjoint:

8><>:
L� � q = D

X
G

q 2 D(L�)
(2.12)

Si q est solution du syst�eme (2.12), alors on a:

D
X
G(K0;X0) � �X =

D
D

X
G; ��

X

E
HX

+ hD
X
G;L3M2�Ki

L2(
)

=
D
L1 � ��X ; q

E
H0;H

+ hD
X
G;L3M2�Ki

L2(
)

= hq; (M1 � L1L3M2) � �Ki
H0;H

+ hD
X
G;L3M2�Ki

L2(
)

ce qui est le but recherch�e. Pr�ecisons cependant que: h� ; �i
H0;H

d�esigne la dualit�e entre les

espaces H 0 et H, H 0 �etant l'espace dual de H. Aussi, h� ; �i
E
d�esigne le produit scalaire

d'un espace de Hilbert E quelconque.

Remarques

1. De la mani�ere dont on vient de formuler le probl�eme, on note cette fois-ci que
la d�etermination des conditions aux limites du syst�eme (2.7) dont il s'agissait au
paragraphe (2.2.2) et qui sont ici �equivalentes �a la condition q 2 D(L�) ne rel�event
plus d'un quelconque choix. Elles d�ecoulent imm�ediatement et de fa�con unique de
la d�e�nition du domaine D(L�) comme ensemble des �el�ements pour lesquels (2.11)
est v�eri��ee.

Par ailleurs, cette formulation du probl�eme nous �evite de passer par le th�eor�eme de
Riesz. Une cons�equence en est que le second membre du syst�eme adjoint, �a savoir
D

X
G, est directement et clairement d�e�ni.

En�n, et c'est le plus important, on sait maintenant par construction de (2.12) que
le syst�eme adjoint est ind�ependant de �

K
.

Notons toutefois que la d�emarche ainsi esquiss�ee ne saurait être appliqu�ee �a n'im-
porte quel probl�eme. En e�et, les hypoth�eses adopt�ees pour la d�evelopper (D

X
G 2

L
2
(
);D(L) dense dans H

X
) peuvent, selon les cas, être tr�es restrictives.
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2. Dans la pratique, il n'est pas toujours �evident de d�eterminer explicitement le do-
maineD(L�). Si dans ce cas, on se donne un sous-espace D � H tel queD � D(L�),
rien ne nous empêche alors de substituer au syst�eme adjoint (2.12), le nouveau sys-
t�eme: 8><>:

L� � q = D
X
G

q 2 D
(2.13)

En e�et, si les conditions aux limites du syst�eme (2.13) exprim�ees �a l'aide de l'espace
D que l'on connâ�t explicitement, font que le syst�eme est r�esoluble, on ne change
rien au r�esultat obtenu.

3. Si l'application qui �a K associe X (K) solution du syst�eme direct est di��erentiable,
alors on en d�eduit que l'application

g : K �̀! G(K;X (K))

est di��erentiable, avec:

Dg(K0) � �K = D
K
G(K0;X (K0)) � �K + hq; (M1 � L1L3M2) � �Ki

H0;H

+ hD
X
G;L3M2 � �Ki

L2(
)

q �etant la solution du syst�eme adjoint.

4. Les r�esultats ci-dessus restent valables pour les probl�emes dans lesquels les para-
m�etres n'interviennent pas dans l'expression des conditions aux limites du syst�eme
direct (par l'op�erateur F2). Dans ce cas, il su�t de reprendre la d�emarche ci-dessus
avec M2 � 0.

2.3 Formulation faible de la m�ethode adjointe d'ana-

lyse de sensibilit�e

En g�en�eral, pour la r�esolution des �equations aux d�eriv�ees partielles issues des mod�eli-
sations de probl�emes physiques classiques, la question d'existence d'une solution est pos�ee
en termes de formulation faible du probl�eme.

Nous d�eveloppons dans ce paragraphe, un formalisme de la m�ethode adjointe d'analyse
de sensibilit�e qui peut s'adapter �a ce type de formulation.

On se donne donc un espace vectoriel norm�e E
K
et deux espaces de Banach H

X
et H.

Soient deux applications continues et di��erentiables:
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G : H
X
� E

K
�̀! IR

F : H
X
� E

K
�̀! H 0

On suppose que pour tout K �x�e dans E
K
, la formulation faible du syst�eme direct

F(X ;K) = 0 (2.14)

admet une unique solution X = X (K) dans H
X
. Cela permet de d�e�nir l'application

g : E
K
�̀! IR

K �̀! G(X (K);K)

.
Consid�erons un cas de r�ef�erence (K0;X0 = X (K0)). Une variation �

K
autour de K0

entrâ�ne une variation �
X
autour de X0. En di��erentiant le syst�eme (2.14), on peut a�rmer

qu'en approximation du premier ordre, �
X
est li�e �a �

K
par le syst�eme (lin�eaire) direct de

sensibilit�e:

L � �
X
=M � �

K
(2.15)

o�u: 8<: L = D
X
F(X 0;K0) 2 L(H

X
;H 0)

M = �D
K
F(X 0;K0) 2 L(E

K
;H 0)

(2.16)

Si pour �
K
donn�e, �

X
est solution de (2.15), alors une approximation au premier ordre

de la variation Dg de g due �a �
K
est donn�ee par :

Dg = D
X
G(X 0;K0) � �X +D

K
G(X 0;K0) � �K

Le but de la m�ethode adjointe d'analyse de sensibilit�e est d'exprimer Dg en fonction
de �

K
uniquement.

L �etant un op�erateur lin�eaire continu entre les deux espaces de Banach H
X
et H 0, soit:

L� : H 00�̀!H 0
X
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son adjoint. Par d�e�nition, L� est un op�erateur lin�eaire et continu tel que:

hq ; L � �
X
i
H00;H0

= hL�q ; ��
X
i
H0

X
;H
X

; �
X
2 H

X
; q 2 H 00:

Soit I l'isom�etrie canonique de H dans H 00 d�e�ni pour tout q 2 H par:

hI(q) ; pi
H00;H0

= hp ; qi
H0;H

; 8 p 2 H 0

Alors, on a pour tout q 2 H , �
X
2 H

X
:

hL � �
X
; qi

H0;H
= hI(q) ; L � �

X
i
H00 ;H0

(2.17)

= hL�I(q) ; �
X
i
H0

X
;H
X

(2.18)

G �etant di��erentiable, on a:

D
X
G(X 0;K0) 2 H 0

X

On peut donc introduire le syst�eme adjoint:

8<: L� � I(q) = D
X
G(X 0;K0)

q 2 H
(2.19)

C'est un syst�eme lin�eaire ind�ependant de �
K
. Si q0 en est la solution, alors nous pouvons

utiliser (2.18) pour obtenir:

D
X
G(X 0;K0) � �X = hL� � I(q0) ; �X iH0

X
;

= hL � �
X
; q0i

H0;H

= hM � �
K
; q0i

H0;H

et donc:

Dg = hM � �
K
; q0i

H0;H
+D

K
G(X 0;K0) � �K
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2.3.1 Formulation lagrangienne

Nous reprenons les donn�ees du probl�eme tel qu'il a �et�e introduit au paragraphe (2.3),
et nous lui associons le lagrangien:

B : H
X
�H � E

K
�̀!IR

d�e�ni par:

B(X ; q;K) = G(X ;K)� hF(X ;K) ; qi
H0;H

En vertu des hypoth�eses sur G et F , nous pouvons a�rmer que l'application B est
continue et di��erentiable. Soit K0 �x�e dans E

K
. Nous consid�erons le probl�eme:

8>>>><>>>>:
( �X ; �q) 2 H

X
�H

D
X
B( �X ; �q;K0) = 0 dans H 0

X

DqB( �X ; �q;K0) = 0 dans H 0
X

(2.20)

Alors on a:

Proposition 2.3.1 Le couple ( �X ; �q) 2 H
X
� H est solution du syst�eme (2.20) si et

seulement si :
a) �X est solution du syst�eme (2.14) pour K = K0, et
b) �q est solution du syst�eme adjoint (2.19) avec pour second membre D

X
G( �X ;K0)

D�emonstration:
Il su�t de calculer les di��erentielles D

X
B et DqB.

Pour tout p 2 H, on a:

D
q
B( �X ; �q;K0) � p = �

D
F( �X ;K0) ; p

E
H0;H

D'autre part, pour tout �
X
2 H

X
, on a:

D
X
B( �X ; �q;K0) � �X =

D
D

X
G( �X ;K0) ; �X

E
H0;H

�
D
D

X
F( �X ;K0) � �X ; �q

E
H0;H

Si donc �X ; �q est solution de (2.20), on en d�eduit en particulier que:

F( �X ;K0) = 0 dans H 0

c'est-�a-dire que �X est solution de (2.14) pour K = K0. Posons dans ce cas

L = D
X
F( �X ;K0)
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comme dans le paragraphe (2.3). Alors:

D
X
B( �X ; �q;K0) � �X =

D
D

X
G( �X ;K0) ; �X

E
H0;H

� hL � �
X
; �qi

H0;H

=
D
D

X
G( �X ;K0)� L�I(q) ; �

X

E
H0;H

et D
X
B( �X ; �q;K0) = 0 dans H 0 implique que �q est solution du syst�eme adjoint (2.19). La

r�eciproque se fait de la même fa�con.

Nous allons maintenant voir que sous certaines hypoth�eses suppl�ementaires, l'expres-
sion de Dg obtenue comme approximation au premier ordre de g(K0 + �

K
)� g(K0) dans

le paragraphe (2.3) n'est autre que:

Dg = D
K
B(X0; q0;K0) � �K

Proposition 2.3.2 Soient K = K0 et X0 = X (K0) la solution de (2.14) pour K = K0.
On suppose que:

i) L'application K �̀! X (K) est continue en K0.
ii) L'op�erateur lin�eaire L = D

X
F( �X ;K0) est injectif et �a image ferm�ee dans H 0.

Si le syst�eme adjoint (2.19) admet une solution �q = q0, alors l'application g est di��e-
rentiable en K0 et on a :

Dg = D
K
B(X0; q0;K0)

D�emonstration:
L'application F �etant di��erentiable en (X0;K0), on a:

kF(X 0 + �
X
;K0 + �

K
)�F(X 0;K0)� L � �

X
�M � �

K
k � C1(k�Xk; k�Kk)(k�Xk+ k�

K
k)

o�u L et M sont d�e�nis par (2.16), et C1 est une fonction v�eri�ant:

lim
k�
X
k!0

k�
K
k!0

C1(k�Xk; k�Kk) = 0 (2.21)

De même pour B, il existe une fonction C2, v�eri�ant la même propri�et�e (2.21) que C1 et
telle que:

jB(X 0 + �
X
; q0;K0 + �

K
)� B(X 0; q0;K0)�D

X
B(X 0; q0;K0) � �X �D

K
B(X 0; q0;K0) � �Kj �

� C2(k�Xk; k�Kk)(k�Xk+ k�
K
k)
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Choisissons en particulier �
X
= �

X
(�
K
) = X (K0 + �

K
)�X (K0). Nous pouvons alors noter

dans ce cas que:

F(X 0 + �
X
;K0 + �

K
) = F(X 0;K0) = 0

B(X 0; q0;K0) = g(K0)

B(X 0 + �
X
; q0;K0 + �

K
) = g(K0 + �

K
)

Par ailleurs, l'hypoth�ese de continuit�e i) assure que:

lim
k�
K
k!0

k�
X
(�
K
)k = 0

Pour ce choix de �
X
, on a donc:

kL � �
X
+M � �

K
k � C3(k�Kk)(k�X k+ k�

K
k) (2.22)

avec:

lim
k�
K
k!0

C3(k�Kk) = 0

D'autre part, comme D
X
B(X 0; q0;K0) = 0, on a:

jg(K0 + �
K
)� g(K0)�D

K
B(X 0; q0;K0) � �Kj � C4(k�Kk)(k�Xk+ k�

K
k)

avec:

lim
k�
K
k!0

C4(k�Kk) = 0

De l'in�egalit�e

j kL � �
X
k � kM � �

K
k j � kL � �

X
+M � �

K
k

on d�eduit, avec (2.22) que:

kL � �
X
k � C3(k�Kk) � k�X k+ (C3(k�Kk) + kMk) � k�

K
k �

Or, l'hypoth�ese ii) �equivaut �a dire ( voir Brezis [6])

9� > 0 : khk � �kL � hk 8 h 2 H
X
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Ainsi, pour k�
K
k assez petit, mettons k�

K
k < "; " > 0 �x�e, on peut a�rmer l'existence

d'une constante � > 0 telle que:

k�
X
k � � � k�

K
k (2.23)

On en conclut donc qu'avec k�
K
k < ", on a:

j g(K0 + �
K
)� g(K0)�D

K
B(X 0; q0;K0) � �Kj � (1 + �)C4(k�Kk)k�Kk

avec:

lim
k�
K
k!0

C4(k�Kk) = 0

Ceci signi�e que g est di��erentiable en K0 et l'on a:

Dg(K0) = D
K
B(X 0; q0;K0) � �K

Dans les conditions de la proposition (2.3.2), nous pouvons conclure qu'une approxi-
mation au premier ordre de g(K0 + �

K
)� g(K0) est naturellement:

Dg = D
K
B(X 0; q0;K0) � �K

En d�eveloppant cette derni�ere expression on trouve:

Dg = D
K
G(X 0;K0) � �K � hD

K
F(X 0;K0) � �K ; q0i

H0;H

expression identique �a celle obtenue au paragraphe (2.3)

En fait, quand on regarde de pr�es la d�emonstration de la proposition (2.3.1), on re-
marque que la condition ii) a servi uniquement �a r�ealiser la propri�et�e (2.23), qui a permis
de montrer la di��erentiabilit�e de g en K = K0. On peut donc �enoncer la :

Proposition 2.3.3 Soit K = K0 et X0 = X (K0) la solution de (2.14) pour K = K0. On
suppose qu'il existe " > 0 et � > 0 tels que:

k�
K
k < " =) kX (K0 + �

K
) �X (K0)k � �k�

K
k

Si le syst�eme adjoint (2.19) admet une solution �q = q0, alors g est di��erentiable en K = K0

et on a:
Dg = D

K
B(X 0; q0;K0) � �K

Corollaire 2.3.1 Si K �! X (K) est di��erentiable en K = K0, et si (2.19) admet une
solution �q = q0, alors g est di��erentiable en K = K0 et on a:

Dg = D
K
B(X 0; q0;K0) � �K
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Chapitre III :

Analyse de sensibilit�e et assimi-

lation variationnelle .

3.1 Introduction et position du probl�eme

Nous voulons dans ce chapitre proposer une r�eponse �a la question:

Comment mener une �etude de sensibilit�e dans le contexte de l'assimilation variation-
nelle de donn�ees?

La question ne se pose pas pour un mod�ele d�ependant d'un (vecteur de) param�etre(s),
car il su�rait d'appliquer l'une des m�ethodes d�ecrites au chapitre II

La di�cult�e que l'on rencontre lorsqu'on veut appliquer les m�ethodes du chapitre II
dans le contexte de l'assimilation de donn�ees r�eside dans le fait qu'en plus d'un mod�ele
d�ependant d'un (vecteur de) param�etre(s) tels que les conditions initiales, les conditions
aux limites du domaine, les for�cages, ...etc, il y a la pr�esence d'une seconde famille de
param�etres: les donn�ees ou observations. Ceci implique la d�ependance des r�esultats
par rapport aux observations.

Dans le cadre de l'assimilation de donn�ees, l'application des �equations adjointes pour
l'analyse de sensibilit�e (comme nous le verrons dans cette �etude ), ne se fait pas sur
les �equations directes r�egissant l'�evolution de l'�etat du syst�eme, contrairement �a ce que
certains auteurs ont pu penser: Park et al. [83] et [82], Droegemeier [15], Rabier et al. [86,
87], et les r�ef�erences ci-dessus relatives �a l'analyse de sensibilit�e sur un mod�ele r�esultant
de l'assimilation de donn�ees .

Nous montrons dans ce chapitre, par le moyen d'un exemple simple, que cette d�e-
marche comporte des lacunes dans le contexte de l'assimilation de donn�ees , et qu'il faut
s'y prendre di��eremment. L'erreur que beaucoup d'auteurs commettent (r�ef�erences ci-
dessus) en appliquant la th�eorie g�en�erale de l'analyse de sensibilit�e �a des mod�eles dans le
contexte de l'assimilation de donn�ees , est qu'ils ne tiennent pas compte de la d�ependance
mentionn�ee ci-dessus.

Nous proposons alors une nouvelle m�ethode pour l'analyse de sensibilit�e dans ce cas,
et nous l'appliquons �a l'assimilation de donn�ees dans un mod�ele de circulation g�en�erale
oc�eanique. Le principe reste le même pour n'importe quel autre mod�ele, pourvu que ce
soit dans le contexte de l'assimilation de donn�ees .
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Pour nous, du moins dans cette �etude, le vecteur de param�etres qui nous int�eresse est le
vecteur des donn�ees ou observations Xobs. Et pour cause: les observations peuvent être mal
prises, elles peuvent être bruit�ees, leur con�guration spatio-temporelle peut varier. Et dans
ce cas, on aimerait savoir quelle est la variation d'un crit�ere choisi par rapport �a un bruit
ou une variation sur les observations. Plus pr�ecis�ement, notre assimilation variationnelle
de donn�ees consiste �a reconstruire l'�etat initial du mod�ele �a partir des observations. La
question peut alors être pos�ee de la fa�con suivante: Quelle est la perturbation produite sur
la condition initiale reconstruite par une perturbation sur les observations?

Apr�es avoir illustr�e cette introduction par un exemple, nous proposerons une m�ethode
qui permet de r�epondre �a la question pos�ee ci-dessus. Nous d�evelopperons d'abord la
m�ethode pour un vecteur de param�etres quelconque dans le mod�ele, puis nous en d�eduirons
le r�esultat par le vecteur des observations.Des applications num�eriques seront aussi faites
pour le cas de l'assimilation de donn�ees dans le mod�ele QG ci-dessus (chap. I)

3.2 Exemple

Cet exemple peut en r�ealit�e être regard�e comme un contre-exemple.
Consid�erons un mod�ele donn�e par l'�equation di��erentielle ordinaire:

dX

dt
= � �X

avec la condition initiale:

X(0) = U

o�u X est une variable scalaire, fonction du temps dans l'intervalle [0; 1], et � est une
constante. Nous nous pla�cons dans le cadre de l'assimilation variationnelle de donn�ees en
consid�erant une observation Xobs de X que nous supposons constante et �egale �a � dans
l'intervalle de temps ]0; 1[. Soit alors la fonction-coût �a minimiser:

J(U) =
1

2

Z 1

0
(X(t)� �)2dt

et la r�eponse (crit�ere de sensibilit�e):

G(�) =
Z 1

0
X(t)dt

J est une fonction compos�ee de U par l'interm�ediaire de X, il en est de même pour G qui
est une fonction compos�ee de �.

La solution de l'�equation di��erentielle est :

X(t) = Ue��t
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et nous pouvons alors exprimer J explicitement en fonction de U :

J(U) =
1

2

Z 1

0
(Ue��t � �)2dt

En �ecrivant l'�equation d'Euler pour la minimisation de J , (J 0(U) = 0), nous obtenons la
valeur optimale de U :

Uopt =
2�

e� + 1

ce qui donne la valeur explicite de G en fonction de �:

G(�) =
Z 1

0

2�

e� + 1
e��tdt

=
2�

�

�
e� � 1

e� + 1

�
et on peut donc directement calculer la sensibilit�e (le gradient) de G par rapport �a �:

G0(�) =
2�

�(e� + 1)

�
2e�

e� + 1
�
e� � 1

�

�
(3.1)

Ceci est l'expression exacte de la sensibilit�e. Nous allons maintenant appliquer l'analyse
de sensibilit�e par les �equations adjointes, pour calculer le gradient de G par rapport �a �.

Compte tenu des d�eveloppements faits aux chapitres pr�ec�edents sur l'assimilation de
donn�ees , l'�equation adjointe associ�ee �a ce probl�eme est :

dP

dt
+ � � P = 1

P (1) = 0

dont la solution est:

P (t) =
1

�

h
1 � e� � e���t

i
et le gradient de G en utilisant les �equations adjointes est donn�e par:

G0 = �
Z 1

0
X(t) � P (t)dt

= �
Z 1

0

2�

�(e� + 1)
e��t

h
1� e� � e���t

i
dt

=
2�

�(e� + 1)

�
e� �

e� � 1

�

�
(3.2)

Les deux expressions (3.1) et (3.2) sont di��erentes. Mais c'est la seconde qui est fausse car
elle ne tient pas compte de la d�eriv�ee de Uopt par rapport �a �. Telle est l'erreur commise
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couramment lorsqu'on qui applique directement (sans pr�ecautions) la th�eorie g�en�erale
de l'analyse de sensibilit�e dans le contexte de l'assimilation de donn�ees (cf r�ef�erences ci-
dessus).

Fig. 3.1 { Courbes de gradients en fonction de �. A: r�esultat du calcul direct (courbe exacte),

et B: r�esultat obtenu en utilisant les �equations adjointes, et C: la di��erence de A et B, pour

� < 0 et � > 0.

La source de cette erreur ne r�eside pas dans la th�eorie de l'analyse de sensibilit�e ,
mais dans son application. Et encore, pour appliquer la th�eorie g�en�erale de l'analyse de
sensibilit�e , on n'a besoin que d'un mod�ele d�ependant de param�etre(s) et d'une r�eponse.
Le faux r�esultat illustr�e par l'exemple ci-dessus nous indique alors tout simplement que
le mod�ele �a consid�erer pour appliquer la th�eorie de l'analyse de sensibilit�e n'est pas le
mod�ele direct, car il nous conduirait �a ne pas prendre en compte toute la variation de
l'�etat du syst�eme par rapport au(x) param�etre(s). On peut donc tout naturellement se
poser la question suivante:

Quel mod�ele consid�erer pour appliquer la th�eorie de l'analyse de sensi-
bilit�e dans le contexte de l'assimilation variationnelle de donn�ees?

R�epondre �a cette question consiste �a choisir un \bon mod�ele" pour appliquer de fa�con
coh�erente, la th�eorie g�en�erale de l'analyse de sensibilit�e . Ce mod�ele devrait r�esoudre
le probl�eme pos�e par l'utilisation du mod�ele direct. En d'autres termes, il devrait nous
permettre de prendre en compte toutes les variations de l'�etat du syst�eme en fonction
des param�etres. Mais avant de proposer une r�eponse �a la question ci-dessus, nous nous
replacerons dans le cadre de l'assimilation variationnelle que nous nous sommes �x�es au
chapitre I, dans une formulation g�en�erale pour le moment. Nous choisirons ensuite le
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mod�ele sur lequel nous appliquerons la th�eorie g�en�erale de l'analyse de sensibilit�e et nous
justi�erons ce choix, et en�n nous appliquerons les r�esultats g�en�eraux de l'analyse de
sensibilit�e (chapitre II) �a ce mod�ele.

3.3 Rappels sur l'assimilation variationnelle : formu-

lation g�en�erale

Rappelons d'abord ce qu'est l'assimilation variationnelle , du moins dans le cadre que
nous nous sommes �x�es au chapitre I.

Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que: V � H avec injection continue et
dense. Consid�erons un syst�eme dont l'�etat, pendant l'intervalle de temps [0; T ], est r�egi
par l'�equation d'�evolution abstraite suivante:8><>:

dX

dt
= F (X)

X(0) = U
(3.3)

Sans nuire �a la g�en�eralit�e et pour simpli�er les notations, nous identi�ons l'espace dual
H 0 �a H par la repr�esentation de Riesz-Fr�echet (Brezis [6]). Supposons que la condition
initiale U 2 H, que F (�) est un op�erateur non-lin�eaire de V dans V 0, ind�ependant du
temps. La solution X de l'�equation (3.3) est alors �a chercher dans l'espace des fonctions

de L2(0; T ;V ) dont les d�eriv�ees en temps
dX

dt
appartiennent �a L2(0; T ;V 0).

Notons W (0; T ;V ) cet espace de solutions. Comme les �el�ements de W (0; T : V ) sont
continus dans H par rapport au temps, i.e. W (0; T : V ) � C(0; T ;H), on cherche alors la
solution X telle que:8>><>>:

*
dX

dt
; '

+
V 0 ;V

= hF (X); 'i
V 0;V

8' 2 D(0; T ;V )

X(0) = U

(3.4)

Pendant ce même temps, des observations (mesures) sont faites sur l'�etat du syst�eme.

Nous consid�erons alors un op�erateur lin�eaire d'observation C 2 L
�
L2(0; T ;V );H

�
, o�u

H est l'espace des observations. Soit X
obs

2 H un vecteur d'observations.Le probl�eme
d'assimilation variationnelle qui nous int�eresse consiste �a identi�er la condition initiale
U� qui minimise la fonctionnelle:

J(U) =
1

2

Z T

0
kC �X �X

obs

k2dt (3.5)

o�u X d�epend de U en tant que solution de l'�equation (3.3).
Supposons en outre que V soit s�eparable. Soit alors fv1; v2; � � � ; vi; � � �g une base hil-

bertienne de V . On peut alors d�ecomposer le vecteur X, solution de l'�equation (3.3) dans
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cette base et obtenir un syst�eme d'�equations di��erentielles v�eri��ees par les composantes
de X. Soit (X1(t);X2(t); � � � ;Xi(t); � � �) les composantes de X: on a

Xi(t) = hX(t); vii
H
8i; 8t 2 [0; T ] (3.6)

Comme la solution X(t) est continue de [0; T ] dans H, il en est de même pour chaque
composante Xi(t). On d�e�nit de fa�con analogue les composantes de la condition initiale
dans la base fvig. Et pour tout i = 1; 2; � � �, nous pouvons introduire une fonctionnelle
non-lin�eaire

Fi : V �! IR
'�̀! hF ('); vii

V 0;V

(3.7)

Et l'op�erateur F dans (3.3) peut alors s'�ecrire sous la forme:

F (') =
1X
i=1

Fi(') � vi 8' 2 V (3.8)

Compte tenu des d�ecompositions ci-dessus, nous pouvons r�ecrire le syst�eme (3.3) sous la
forme: 8><>:

dXi

dt
(t) = Fi(X(t))

Xi(t = 0) = Ui

avec X(t) =
1X
i=1

Fi(t) � vi (3.9)

3.3.1 Quelques rappels de calcul di��erentiel

En vue de leur utilisation dans la suite, nous rappelons quelques notions de calcul
di��erentiel pour les op�erateurs.

On d�e�nit la d�eriv�ee partielle premi�ere de la fonctionnelle Fj par:

@Fj

@vi
(X) = lim

�!0

Fj(X + � � vi)� Fj(X)

�

et la d�eriv�ee partielle seconde:

@2Fj

@vk@vi
(X) =

@

@vk

 
@Fj

@vi
(X)

!

Soit K un troisi�eme espace de Hilbert (espace des param�etres ind�ependants) s�eparable
et muni d'une base hilbertienne fkig. Si F est un op�erateur de V �K dans V 0, alors on
d�e�nit de fa�con analogue les d�eriv�ees partielles premi�ere et secondes:

@Fj

@ki
(X) ;

@2Fj

@vi@kl
=

@

@vi

 
@Fj

@kl

!
;

@2Fj

@ki@kl
=

@

@ki

 
@Fj

@kl

!
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On dira que Fj est deux fois Fr�echet-di��erentiable en X s'il admet une repr�esentation
de Taylor de la forme:

Fj(X + h) = Fj(X) +
1X
i=1

@Fj

@vi
(X) � hi +

1X
i;k=1

@2Fj

@vk@vi
(X) � hk � hi + 0

�
khk2

V

�
(3.10)

En�n, on dira que F est deux fois Fr�echet-di��erentiable en X si pour tout j, chaque
fonctionnelle Fj est deux fois Fr�echet-di��erentiable en X et de plus, les restes 0

�
khk2

V

�
dans (3.10) sont uniform�ement born�es par rapport �a j.

Dans la suite, on supposera que F est deux fois Fr�echet-di��erentiable en tout point X
de V . Nous supposerons en plus que les d�eriv�ees partielles secondes des fontionnelles Fj

sont continues dans V , autrement dit, pour tout i; j; k les applications

X�̀!
@2Fj

@vk@vi
(X)

sont continues de V dans L (V;L (V; V 0)).
On peut montrer que cette derni�ere hypoth�ese implique que l'on peut commuter l'ordre

de d�erivation partielle dans chaque d�eriv�ee partielle seconde des Fj. On verra par la suite
que cette cons�equence impliquera (naturellement) la sym�etrie de la fonction-coût J .

Lin�earisation et transposition

Notons

"
@F

@X

#
la matrice jacobienne de F par rapport �a X. Grâce aux d�eriv�ees par-

tielles des fonctionnelles Fj,

"
@F

@X

#
peut s'�ecrire sous la forme:

"
@F

@X

#
: V �! V 0

h =
1X

k=1

hk � vk �̀!
1X
j=1

 
1X

k=1

@Fj

@vk
(X) � hk

!
� vj

(3.11)

De même, V �etant un espace de Hilbert, l'op�erateur adjoint du lin�earis�e

"
@F

@X

#
s'�ecrit:

"
@F

@X

#t

: V �! V 0

l =
1X

k=1

lk � vk �̀!
1X
j=1

 
1X

k=1

@Fk

@vj
(X) � lk

!
� vj

(3.12)

Si

"
@F

@X

#
2 L (V; V 0) (c'est-�a-dire si F est Fr�echet-di��erentiable), alors il en est de

même pour

"
@F

@X

#t
; en plus ces deux op�erateurs sont adjoints l'un de l'autre dans le sens
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classique: *"
@F

@X

#
� u; v

+
V 0;V

=

*
u;

"
@F

@X

#t
� v

+
V;V 0

8u; v 2 V

Si F est deux fois Fr�echet-di��erentiable, nous notons de fa�con analogue

"
@2F

@X2

#
l'op�e-

rateur lin�earis�e de

"
@F

@X

#
au voisinage de X, et nous d�e�nissons comme ci-dessus, sa

transpos�ee

"
@2F

@X2

#t
.

D'autre part, si F est fonction de deux variables X et K, nous noterons

"
@2F

@K@X

#

l'op�erateur lin�earis�e de

"
@F

@X

#
au voisinage de K, et sa transpos�ee

"
@2F

@K@X

#t

3.3.2 Syst�eme d'optimalit�e

Comme nous l'avons vu au chapitre I, la condition initiale optimale est caract�eris�ee par
rJ(U�) = 0. Or le gradient de la fonction-coût J en un point U de l'espace des contrôles
est obtenu par r�esolution successive de l'�equation directe d'�evolution et de l'�equation
adjointe r�etrograde, et en prenant ensuite la trace la variable adjointe sur l'espace des
contrôles, ce qui se traduit dans notre cas par le syst�eme:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dX

dt
= F (X)

X(0) = U�

dP

dt
+

"
@F

@X

#t
� P = C t(C:X �Xobs)

P (T ) = 0

rJ(U) = �P (0)

(3.13)

o�u C t est l'op�erateur adjoint de C:

hC �X;Zi
H
=
D
X;C t � Z

E
V;V 0

(3.14)

3.4 Choix du mod�ele et justi�cation

Dans le contexte de l'assimilation variationnelle de donn�ees , (cf chapitre I), l'�etat
du syst�eme n'est obtenu qu'apr�es la minimisation de la fonction-coût, et non apr�es la
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r�esolution du mod�ele direct. Or la minimisation de la fonction-coût est �equivalente �a la
r�esolution du syst�eme d'optimalit�e. Nous pouvons donc �etendre la notion de mod�ele dans
ce cas au syst�eme d'optimalit�e, puisque c'est ce dernier qui �nalement nous donne le
v�eritable �etat du mod�ele.

D'autre part, le syst�eme d'optimalit�e contient beaucoup plus d'informations. Il tient
compte du mod�ele direct, des donn�ees (observations), et du lien optimal entre les donn�ees
et les param�etres du mod�ele. Le syst�eme d'optimalit�e est donc un \bon candidat", en tant
que mod�ele, pour l'application de l'analyse de sensibilit�e en assimilation variationnelle de
donn�ees , ce qui n�ecessitera une analyse plus pouss�ee (analyse au second ordre) que nous
justi�erons et pr�esenterons dans la suite.

Consid�erons maintenant,K �etant un vecteur de param�etres, un syst�eme gouvern�e par:8><>:
dX

dt
= F (X;K)

X(0) = U

la condition initiale �etant issue de la proc�edure d'assimilation variationnelle d�ecrite au
chapitre I

La m�ethode \traditionelle" de calcul de la sensibilit�e d'une r�eponse G donn�ee par
rapport �a K, consiste �a int�egrer le mod�ele direct et son adjoint, en faisant, pour la th�eorie
g�en�erale de l'analyse de sensibilit�e , les identi�cations:

K � K

X � X

F(X ;K) =

0@ dX

dt
� F (X;K)

X(0)� U

1A (3.15)

et �a appliquer les r�esultats du chapitre II pour obtenir le gradient de G par rapport �a K.
Mais cette d�emarche n'est pas toujours correcte, c'est du moins ce que nous avons

illustr�e par l'exemple (3.2). En e�et, si une perturbation k est appliqu�ee �a K, alors la
condition initiale n'a plus aucune raison d'être optimale, du moins, rien ne pourrait nous
garantir son optimalit�e. Une perturbation k sur K induit forc�ement une variation �

U
sur

U , et cette variation devrait être prise en compte dans l'analyse de sensibilit�e qui suit
l'assimilation variationnelle .

Soit Kad l'ensemble de toutes les valeurs possibles de K. Lorsque K varie dans Kad,
U parcourt un ensemble Uad de toutes les conditions initiales admissibles. Nous pouvons
alors transformer la question pos�ee au d�ebut de ce chapitre en :

Quel op�erateur consid�erer pour F ?

L'erreur courante qu'on commet est de consid�erer (3.15) et d'utiliser le mod�ele adjoint
pour calculer la sensibilit�e. Mais la variable d'�etat dans un probl�eme d'assimilation varia-
tionnelle (m�et�eorologie, oc�eanographie,...etc) n'est pas la solution directe d'une �equation,
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mais la solution d'un probl�eme d'optimisation. Et donc pour appliquer la th�eorie g�en�erale
de l'analyse de sensibilit�e , le seul mod�ele �a consid�erer est le mod�ele dont l'�etat optimal
est la solution, c'est-�a-dire le syst�eme d'optimalit�e (3.13). Ainsi, pour tenir compte de la
d�ependance des perturbations sur toutes les variables et tous les param�etres du mod�ele,
nous devons donc consid�erer:

K = K

X =

 
X
P

!

F(X ;K) =

0BBBBBBBBBBBB@

dX

dt
� F (X;K)

X(0) � U�

dP

dt
+

"
@F

@X

#t
� P � C t(CX �Xobs)

P (T )
P (0)

1CCCCCCCCCCCCA
Ceci signi�e que dans le contexte de l'assimilation variationnelle , la notion de mod�ele
doit d�epasser le cadre d'une �equation directe pour s'�etendre au syst�eme d'optimalit�e, et
c'est sur ce syst�eme que nous appliquons les r�esultats g�en�eraux de l'analyse de sensibilit�e
.

3.5 Application �a l'assimilation variationnelle de don-

n�ees

Pour appliquer les m�ethodes d�ecrites au chapitre II sur l'analyse de sensibilit�e , nous
nous donnons un crit�ere de sensibilit�e (\fonction r�eponse") G, que nous supposerons sous
la forme int�egrale:

G =

TZ
0

G(X)dt

o�u G est une fonction �a valeurs r�eelles, X d�epend de K par l'interm�ediaire du syst�eme
d'optimalit�e. Le choix de la forme de G n'est pas restrictif, il est fait avec un soucis de
simplicit�e dans les calculs. D'autres types de r�eponses ont �et�e �etudi�ees par: Cacuci [9], et
Ounsy [81].

Nous calculons alors le gradient de G comme nous l'avons introduit au chapitre II.
Pour cela, nous allons perturber K de �

K
, en fait nous perturbons K de k. Il s'ensuit

des perturbations X̂ de X, P̂ de P , et Û� de U� qui ne sont autre que les d�eriv�ees
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directionnelles de X, P et U� respectivement, dans la direction k. X, P et U� �etant
fonctions implicites deK, X̂ , P̂ et Û� sont solution du syst�eme lin�eaire tangent au syst�eme
d'optimalit�e:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dX̂

dt
=

"
@F

@X
(X;K)

#
� X̂ +

"
@F

@K
(X;K)

#
k

X̂(0) = Û�

dP̂

dt
+

"
@F

@X
(X;K)

#t
� P̂ +

"
@2F

@X2
(X;K)X̂

#t
� P +

"
@2F

@K@X
(X;K) � k

#t
� P = C tCX̂

P̂ (T ) = 0

P̂ (0) = 0

(3.16)

Nous appliquons alors la formulation lagrangienne de l'analyse de sensibilit�e en introdui-

sant la variable adjointe P =

 
Q
R

!
de X =

 
X
P

!
.

Au moyen d'un produit scalaire convenable (�a pr�eciser dans les applications concr�etes),
nous multiplions les deux �equations d'�evolution (en X̂ et en P̂ ) du syst�eme (3.16) par Q et
R respectivement, nous additionnons les deux quantit�es et nous int�egrons sur l'intervalle
[0; T ] pour obtenir:Z T

0

24*dX̂
dt

�

"
@F

@X
(X;K)

#
X̂;Q

+
V 0;V

+

*
dP̂

dt
+

"
@F

@X
(X;K)

#t
P̂ ; R

+
V 0;V

35 dt+

+
Z T

0

24�*" @F
@K

(X;K)

#
� k;Q

+
V 0 ;V

+

*"
@2F

@K@X
(X;K) � k

#t
� P;R

+
V 0;V

35 dt+

+
Z T

0

24*" @2F
@X2

(X;K) � X̂

#t
� P;R

+
V 0 ;V

�
D
C t
�
CX̂

�
; R
E
V 0;V

35 dt = 0

Apr�es int�egration par parties et en utilisant l'�egalit�e (3.26) que l'on d�emontre dans la
suite, on obtient:D

X̂(T ); Q(T )
E
H

�
D
X̂(0); Q(0)

E
H

+
D
P̂ (T ); R(T )

E
H

�
D
P̂ (0); R(0)

E
H

+

+
Z T

0

24*X̂;�dQ
dt

�

"
@F

@X
(X;K)

#t
�Q+

"
@2F

@X2
(X;K) �R

#t
� P � C tCR

+
V;V 0

35 dt+

+
Z T

0

24*P̂ ;�dR
dt

+

"
@F

@X
(X;K)

#
R

+
V;V 0

+

*
�

"
@F

@K
(X;K)

#
k;Q

+
V;V 0

35 dt+

+
Z T

0

24*" @2F

@K@X
(X;K) �R

#t
� P; k

+
V;V 0

35 dt = 0
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il en d�ecoule que si Q et R sont d�e�nis comme solution du syst�eme:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

dQ

dt
+

"
@F

@X
(X;K)

#t
�Q�

"
@2F

@X2
(X;K) �R

#t
� P + C tCR =

"
@G

@X

#
dR

dt
�

"
@F

@X
(X;K)

#
�R = 0

Q(0) = 0

Q(T ) = 0

(3.17)

Alors le gradient de G par rapport �a K est donn�e par:

rG =

TZ
0

0@" @F
@K

(X;K)

#t
�Q�

"
@2F

@K@X
(X;K) �R

#t
� P

1A dt (3.18)

3.5.1 Remarques

1. Le syst�eme ci-dessus (3.17) est appel�e syst�eme adjoint au second ordre, par Le
Dimet et al. [111] et Wang et al. [113] .

2. S'il y a des observations �a l'instant �nal T , la condition �nale du mod�ele adjoint
P (T ) = 0 devient P (T ) = C t(CX(T ) �Xobs(T )), qui donne, pour P̂ la condition
�nale: P̂ (T ) = C tCX̂(T ). Et donc, la condition �nale du syst�eme (3.17) Q(T ) = 0
devient:Q(T )+C tCR(T ) = 0. Toutefois, l'expression (3.18) donnant le gradient de G
d�emeure inchang�ee, bien que sa valeur puisse varier en cons�equence des changements
respectifs des valeurs de Q et R.

3. Pour calculer la sensibilit�e donn�ee par (3.18), il faut r�esoudre le syst�eme (3.17) qui
est un syst�eme coupl�e de deux �equations di��erentielles lin�eaires. La seconde �equation
de (3.17) n'est autre que ce qu'on appelle couramment le mod�ele lin�eaire tangent. La
premi�ere poss�ede une condition initialeQ(0) = 0, choisie pour annuler la d�ependance
par rapport aux variations de la condition initiale optimale, et une condition �nale
Q(T ) = 0, ou bien, selon le point (2.) de cette remarque, une condition �nale de
couplage Q(T ) + C tCR(T ) = 0. S'il n'y a pas d'observations �a l'instant �nal T ,
la seconde �equation n'a ni condition initiale, ni condition �nale. En tout cas, nous
sommes en pr�esence d'un syst�eme non standard, et qui n'est pas facile �a r�esoudre.
Il est important de noter que l'absence de condition initiale et/ou �nale pour R
provient des �egalit�es P (0) = 0 et P (T ) = 0.

4. Si G = J , la fonction-coût, il est �evident queR � 0 est une solution, et nous trouvons
aussi que Q � P , la variable adjointe du mod�ele direct. Mais si G 6= J , R � 0 est
toujours une solution de la seconde �equation, et nous obtenons formellement pour Q
une �equation similaire �a l'�equation adjointe dans (3.13), mais avec un second membre
di��erent. Il est clair qu'il n'y a aucune raison d'obtenir Q(0) = 0 apr�es int�egration
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de cette �equation, et donc la sensibilit�e (3.18) ne peut être d�eduite �a partir de cette
variable \pseudo-adjointe" comme c'est la pratique courante en analyse de sensibilit�e
.

5. La faiblesse de la m�ethode qui consiste �a utiliser l'�equation pseudo-adjointe8>><>>:
dQ

dt
+

"
@F

@X

#t
�Q =

"
@G

@X

#
Q(T ) = 0

est d�evoil�ee lorsqu'on cherche �a calculer la sensibilit�e par rapport aux observations.
Ceci est dû au fait que les observations ne sont pas des variables explicites du mod�ele
direct, et même elles n'y apparaissent pas du tout. Par contre, les observations
apparaissent explicitement dans le syst�eme d'optimalit�e, et donc, du point de vue
formel, elles peuvent être consid�er�ees comme param�etre dans ce dernier mod�ele.
Pour une r�eponse G sous forme int�egrale et d�ependant de X et donc implicitement
de Xobs, en faisant une analyse similaire �a celle d�ecrite ci-dessus, nous trouvons que:

rG = �C �R (3.19)

3.5.2 Calcul pratique du gradient de G

Nous allons, dans ce qui suit, proposer une m�ethode (un algorithme) pour r�esoudre
le syst�eme (3.17), et calculer par la suite la sensibilit�e donn�ee par (3.18) ou (3.19). Pour
cela, il nous faudra faire des hypoth�eses qui nous assurent l'existence et l'unicit�e de la
solution du syst�eme (3.17).

Ce qui rend di�cile la r�esolution de ce syst�eme, c'est l'absence de la condition initiale
(ou �nale) explicite pour R. Nous proposons alors la d�emarche suivante:

{ Choisir une condition initiale v pour R: R(0) = v

{ Int�egrer la seconde �equation de (3.17)

{ Dans le cas du point (2.) de la remarque (3.5.1), utiliser la condition �nale de
couplage et en d�eduire Q(T )

{ Sinon int�egrer (de fa�con r�etrograde) la premi�ere �equation de (3.17)

Nous obtenons alors Q(0) comme une fonction implicite de v par l'interm�ediaire de R
dans le syst�eme (3.17): Q(0) = Q(0; v). Et la condition Q(0) = 0 peut être utilis�ee comme
contrainte en cherchant v� tel que: Q(0; v�) = 0.

L'existence et l'unicit�e de v�, qui est le point central de cet algorithme repose sur le
r�esultat (th�eor�eme) suivant:
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Th�eor�eme 3.5.1 Si le Hessien de la fonction-coût par rapport �a la variable de contrôle
U est inversible �a l'optimum i.e. pour U = U�, alors il existe un unique vecteur v�, dans
l'espace des conditions initiales V pour le mod�ele direct, tel que:

Q(0; v�) = 0

Remarque
L'existence et l'unicit�e de v� montre aussi l'existence et l'unicit�e de la solution du

syst�eme (3.17), et donc un calcul de mani�ere univoque de la sensibilit�e (3.18) ou (3.19).
Puisque l'hypoth�ese du th�eor�eme porte sur le Hessien de la fonction-coût , nous mon-

trerons d'abord, avant de d�emontrer le th�eor�eme, comment obtenir le Hessien, et quel est
le lien avec le syst�eme (3.17) et l'existence de v�.

3.5.3 Le Hessien de la fonction-coût

Le produit du Hessien de la fonction-coût (en un point U 2 V ) par un vecteur v est
donn�e par la d�eriv�ee directionnelle du gradient de la fonction-coût en U dans la direction
v. Si nous notons H(U) le Hessien en U , on a:

H(U) � v = lim
�!0

rJ(U + � � v)�rJ(U)

�
(3.20)

Pour calculer cette d�eriv�ee directionnelle, il su�t de calculer les d�eriv�ees directionnelles
des variables X et P du syst�eme (3.14) dans la direction de la perturbation v sur U .

Proposition 3.5.1 La d�eriv�ee directionnelle ( ~X; ~P ) du couple (X;P ) est donn�ee comme
solution du syst�eme:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

d ~X

dt
=

"
@F

@X
(X)

#
� ~X

~X = v

d ~P

dt
+

"
@F

@X
(X)

#t
� ~P +

"
@2F

@X2
(X) � ~X

#t
� P = C tC ~X

~P (T ) = 0
~rJ(U; v) = � ~P (t = 0)

(3.21)

o�u

"
@2F

@X2
(X) � ~X

#t
� P repr�esente le vecteur:

1X
i=1

0@ 1X
k=1

1X
j=1

@2Fj

@vk@vi
(X) � ~Xk � Pj

1A vi
avec ~Xk =

D
~X; vk

E
H

et Pj = hP; vji
H

~rJ(U; v) est la perturbation induite sur rJ(U) par v.

D�emonstration:
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Le syst�eme (3.21) est obtenu en d�erivant le syst�eme (3.13). La seule d�erivation non

triviale est celle du terme

"
@F

@X
(X)

#t
� P . Si nous d�ecomposons cette quantit�e dans la base

fvig, on a: "
@F

@X
(X)

#t
� P =

1X
i=1

0@ 1X
j

@Fj

@vi
(X) � Pj

1A � vi (3.22)

et la d�eriv�ee dans la direction ( ~X; ~P ) de (3.22) est donn�ee par:

1X
i=1

0@ 1X
k=1

1X
j=1

@2Fj

@vv@vi
(X) � ~Xk � Pj

1A � vi +
1X
i=1

0@ 1X
j=1

@Fj

@vi
� ~Pj

1A � vi

C.Q.F.D.

La proposition ci-dessus nous montre que si l'on r�esout le syst�eme (3.21), on r�ecup�ere
la d�eriv�ee directionnelle ~rJ(U; v) dans le vecteur � ~P (t = 0), puisque par d�e�nition:

Hess(U) � v = ~rJ(U; v) = � ~P (t = 0) (3.23)

3.5.4 Sym�etrie du Hessien

Proposition 3.5.2 Sous les hypoth�eses de la section (3.3.1) sur la bi-d�erivabilit�e de l'op�e-
rateur F , le Hessien de la fonction-coût J (par rapport �a la variable de contrôle U) est
sym�etrique, c'est-�a-dire:

hH(U) � v;wi
H
= hv;H(U) � wi

H
8v;w 2 V

D�emonstration:

Soit (Q;R) un couple de variables dans L2(0; T ;V )� L2(0; T ;V ). Multiplions la pre-
mi�ere et la troisi�eme �equation de (3.21) par Q et R respectivement, faisons la somme et
transposons l'expression:

0 =

*
d ~X

dt
�

"
@F

@X
(X)

#
� ~X;Q

+
L2(0;T ;V 0);L2(0;T ;V )

+

*
d ~P

dt
+

"
@F

@X
(X)

#t
� ~P +

"
@2F

@X2
(X) � ~X

#t
� P � C t � C � ~X;R

+
L2(0;T ;V 0);L2(0;T ;V )

=

*
~X;�

dQ

dt
�

"
@F

@X
(X)

#t
�Q

+
L2(0;T ;V );L2(0;T ;V 0)

+
D
~X(T ); Q(T )

E
H

�
D
~X(0); Q(0)

E
H

+
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+

*
~P ;�

dR

dt
+

"
@F

@X
(X)

#
�R

+
L2(0;T ;V );L2(0;T ;V 0)

+
D
~P (T ); R(T )

E
H

�
D
~P (0); R(0)

E
H

+

+

*"
@2F

@X2
(X) � ~X

#t
� P;R

+
L2(0;T ;V 0);L2(0;T ;V )

�
D
~X;C t � C �R

E
L2(0;T ;V );L2(0;T ;V 0)

(3.24)

or le terme

*"
@2F

@X2
(X) � ~X

#t
� P;R

+
L2(0;T ;V 0);L2(0;T ;V )

s'�ecrit dans la base fvig sous la forme:

*"
@2F

@X2
(X) � ~X

#t
P;R

+
L2(0;T ;V 0);L2(0;T ;V )

=
Z T

0

0@ 1X
i=1

1X
k=1

1X
j=1

@2Fj(X)

@vk@vi
~XkPjRi

1A dt (3.25)

Grâce aux hypoth�eses de la section (3.3.1) sur la continuit�e des d�eriv�ees partielles secondes,
on peut permuter l'ordre de d�erivation des Fj. Si l'on permute alors les indices i et k dans
le second membre de (3.25), on peut aussi permuter les sommations sur i et k pour obtenir:*"

@2F

@X2
(X) � ~X

#t
P;R

+
L2(0;T ;V 0);L2(0;T ;V )

=
Z T

0

0@ 1X
i=1

1X
k=1

1X
j=1

@2Fj(X)

@vk@vi
RkPj

~Xi

1A dt

=

*
~X;

"
@2F

@X2
(X) �R

#t
P

+
L2(0;T ;V );L2(0;T ;V 0)

(3.26)

et l'�egalit�e (3.24) devient alors:

0 =

*
~X;�

dQ

dt
�

"
@F

@X
(X)

#t
Q+

"
@2F

@X2
(X)R

#t
P � C tCR

+
L2(0;T ;V );L2(0;T ;V 0)

+

+

*
~P ;�

dR

dt
+

"
@F

@X
(X)

#
R

+
L2(0;T ;V );L2(0;T ;V 0)

+
D
~X(T ); Q(T )

E
H

�
D
~X(0); Q(0)

E
H

+
D
~P (T ); R(T )

E
H

�
D
~P (0); R(0)

E
H

(3.27)

Soit w un vecteur quelconque de V = U
ad
. Dans (3.27), on impose de plus que Q et R

soient solution du syst�eme adjoint au second ordre introduit par Le Dimet et al. [111],
Wang et al. [113]:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dR

dt
�

"
@F

@X

#
�R = 0

R(0) = w

dQ

dt
+

"
@F

@X

#t
�Q�

"
@2F

@X2
R

#t
� P + C tCR = 0

Q(T ) = 0

(3.28)
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Ce syst�eme est exactement de même type que le syst�eme (3.21), et on a donc:

H(U) � w = Q(t = 0)

ce qui implique dans (3.27)

0 = �
D
~X(0); Q(0)

E
H

�
D
~P (0); R(0)

E
H

et compte tenu de (3.23), on a:

hH(U) � v;wi
H
= hv;H(U) � wi

H

C.Q.F.D.

Cette sym�etrie du Hessien montre qu'on peut aussi calculer le produit Hessien � vec-
teur par r�esolution du syst�eme adjoint au second ordre (3.28). C'est cette caract�erisation
que nous utiliserons pour la d�emonstration du th�eor�eme (3.5.1).

3.5.5 D�emonstration du th�eor�eme (3.5.1)

Soit v, un �el�ement de l'espace des conditions initiales du mod�ele direct V . Posons
R(0) = v, et retenons la condition Q(0) = 0 comme contrainte. Il nous faut alors r�esoudre
le syst�eme: 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

dQ

dt
+

"
@F

@X

#t

�Q�

"
@2F

@X2
R

#t

� P + C tCR =

"
@G

@X

#
dR

dt
�

"
@F

@X

#
�R = 0

R(0) = v

Q(T ) = 0

(3.29)

et chercher v� tel que Q(0; v�) = 0.
Le syst�eme (3.29) �etant lin�eaire et non homog�ene, nous pouvons le d�ecomposer comme

suit:

Q = Q0 +Q1 (3.30)

avec (Q0; R) solution de8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

dQ0

dt
+

"
@F

@X

#t

�Q0 �

"
@2F

@X2
R

#t

� P + C tCR = 0

dR

dt
�

"
@F

@X

#
�R = 0

R(0) = v

Q0(T ) = 0

(3.31)
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et Q1 solution de 8>><>>:
dQ1

dt
+

"
@F

@X

#t
�Q1 =

"
@G

@X

#
Q1(T ) = 0

(3.32)

Q0; Q1 et R sont d�e�nis de fa�con unique et nous avons:

Q(0) = Q0(0) +Q1(0)

Or le syst�eme (3.31), identique �a (3.28) n'est autre que l'adjoint au second ordre d�ecrit
par Le Dimet et al. [111], et Wang et al. [113], que nous avons d�ej�a rencontr�e �a la section
(3.5.4). Nous savons alors que

Q0(0) = H � v

H �etant le Hessien de la fonction-coût par rapport �a la variable de contrôle U , pour
U = U�. Ainsi, nous obtenons:

Q(0) = Q(0; v) = H � v +Q1(0)

Donc, si H est inversible, il existe un unique vecteur v� tel que Q(0) = 0, et le syst�eme
adjoint au second ordre poss�ede alors une solution unique pour le calcul de la sensibilit�e
(3.18) ou (3.19)

C.Q.F.D.

Corollaire 3.5.1 Sous les hypotheses de la section (3.3.1), si H est d�e�ni positif, alors
il existe un unique v� tel que Q(0) = 0

Preuve
H est d�ej�a sym�etrique en raison des hypoth�eses de la section (3.3.1) et de la proposition

(3.5.2), si en plus H est d�e�ni positif, alors H est inversible, et on peut appliquer le
th�eor�eme (3.5.1).

Remarques

1) Nous pouvons reprendre le point (2.) de la remarque (3.5.1): s'il y a une observation
�a l'instant �nal T , la m�ethode et les �equations ne changent pas, sauf la condition Q(T ) = 0
qui devient Q(T ) + C tCR(T ) = 0 dans les syst�emes (3.17),(3.28),(3.29), et Q0(T ) +
C tCR(T ) = 0 dans (3.31).

2) Calculer la sensibilit�e (3.18) ou (3.19) n�ecessite le calcul du Hessien et son inversion,
ce qui est prohibitif du point de vue du coût de calcul. Par contre, par le moyen du syst�eme
adjoint au second ordre (3.28) ou (3.29), nous pouvons calculer le produit H �v du Hessien

54



Analyse de sensibilit�e et assimilation variationnelle.

appliqu�e �a un vecteur v, pour v quelconque. Ceci nous permet de caract�eriser v� de fa�con
di��erente:

v� = min
v2V

f(v) (3.33)

avec

f(v) =
1

2
hH � v; vi

V
+ hQ1(0); vi

V
(3.34)

et nous pouvons alors utiliser une m�ethode de type descente ou gradient conjugu�e pour
la minimisation de f

3) v� n'est autre que la sensibilit�e de la condition initiale optimale par rapport �a une
perturbation sur les param�etres, comme nous le verrons plus loin �a la section (3.6).

4) L'hypoth�ese du th�eor�eme (3.5.1) ( et donc du corollaire (3.5.1) ) n'est ni trop forte,
ni restrictive. C'est une hypoth�ese naturelle car elle est une expression de la condition
su�sante pour l'existence d'une solution unique du probl�eme d'optimisation.

Exemple d'application

Nous reprenons ici le mod�ele de l'exemple (le contre exemple) (3.2)

dX

dt
= � �X

X(0) = U

La fonction coût J et la r�eponse G d�e�nies par:

J(U) =
1

2

Z 1

0
[X(t)� �]2 dt

G(�) =
Z 1

0
X(t)dt

Nous avons vu qu'en appliquant la th�eorie g�en�erale de l'analyse de sensibilit�e utilisant
les �equations adjointes du mod�ele direct, le r�esultat obtenu (rG ) est di��erent de celui
attendu. Nous allons maintenant appliquer ce qui a �et�e d�evelopp�e ci-dessus. Et comme
cela a �et�e dit, le mod�ele sur lequel nous appliquons l'analyse de sensibilit�e est le syst�eme
d'optimalit�e associ�e �a la minimisation de J :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

dX

dt
= � �X

X(0) = Uopt

dP

dt
+ �P = X � �

P (0) = 0
P (1) = 0

(3.35)
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qui a pour solution:

X(t) = Uopte
��t

P (t) =
Uopt

2�

�
e��t � e2�e���t

�
+
�

�

�
e�e���t � 1

�
Le gradient de J par rapport �a U est donn�e par

rJ(U) = �P (0) = �
Uopt

2�

�
1� e2�

�
�
�

�
(e� � 1)

et on peut en d�eduire la valeur de Uopt solution de rJ(Uopt = 0)

Uopt =
2�

e� + 1

expression identique �a celle obtenue par l'analyse directe. Si une perturbation ~� est faite
sur �, nous pouvons, �a partir du syst�eme lin�eaire tangent au syst�eme d'optimalit�e (3.35),
introduire les variables adjointes du second ordre (Q;R) et d�eduire le syst�eme adjoint au
second ordre analogue �a (3.17), qui est ici l'adjoint du syst�eme d'optimalit�e (3.35). Apr�es
les calculs, nous obtenons comme syst�eme �a r�esoudre:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

dQ

dt
+ � �Q = 1 �R

dR

dt
� �R = 0

Q(1) = 0

Q(0) = 0

(3.36)

et la sensibilit�e est donn�ee par:

G0(�) =
Z 1

0
[R(t) � P (t)�Q(t) �X(t)] dt (3.37)

La r�esolution de (3.36) est men�ee selon l'algorithme d�ecrit ci- dessus.
Soit v 2 IR: posons R(0) = v. Nous cherchons alors v� tel que Q(0) = 0. On a alors:

R(t) = ve��t Q(t) =
v

2�

h
e2�e���t � e��t

i
+

1

�

h
1 � e�e���t

i

v� =
2

e� + 1
R(t) =

2e��t

e� + 1

Q(t) =
1

�

�
1

e� + 1

�
e2�e���t � e��t

�
+
�
e�e���t � 1

��
et en rempla�cant dans (3.37) X;P;Q;R par leurs expressions respectives, nous avons:

G0(�) =
2�

� � (e� + 1)

�
2e�

e� + 1
�
e� � 1

�

�
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qui est le r�esultat attendu, identique �a celui obtenu par calcul direct dans cet exemple
simple.

Remarques
1) Dans ce même exemple, nous pouvons consid�erer G comme fonction compos�ee de �

(l'observation), puisque l'�etat optimal d�epend des observations. Ceci est d'une tr�es grande
importance en assimilation de donn�ees o�u les champs reconstruits et/ou les param�etres
identi��es d�ependent des observations. Il est donc possible de calculer la sensibilit�e d'une
r�eponse par rapport �a une perturbation sur les observations.

On a, par calcul direct:

G(�) =
Z 1

0
X(t)dt =

2� (e� � 1)

� (e� + 1)

G0(�) =
2 (e� � 1)

� (e� + 1)

En appliquant la m�ethode de calcul de la sensibilit�e propos�ee, le syst�eme au second ordre �a
r�esoudre (3.36) reste le même, et il garde donc la même solution (Q;R) calcul�ee ci-dessus.
Par contre, l'expression donnant le gradient devient:

rG(�) =
Z 1

0
R(t)dt =

2 (e� � 1)

� (e� + 1)

2) Si nous consid�erons la fonction-coût �a l'optimum comme fonction de �, i.e G � J ,
alors en r�esolvant (3.35) on obtient: R � 0 et Q � P . Et la sensibilit�e calcul�ee par la
m�ethode propos�ee ci-dessus est encore dans ce cas �egale �a celle obtenue par calcul direct.

3) Une application de la m�ethode ci-dessus �a un mod�ele non lin�eaire
dX

dt
= � �X2

avec la même fonction coût J et la r�eponse G, donne la même conclusion que pour le
mod�ele lin�eaire �etudi�e ci-dessus.

3.6 Sensibilit�e de la condition initiale optimale

Dans les d�eveloppements faits ci-dessus, nous avons calcul�e la sensibilit�e d'un crit�ere
fonctionnel par rapport aux observations. Mais le but de notre assimilation variationnelle
�etant de retrouver la condition initiale optimale U�, nous pouvons aussi calculer sa sen-
sibilit�e par rapport aux observations. Le calcul de la sensibilit�e de U� se fait de fa�con
l�eg�erement di��erente de ce qui a �et�e d�evelopp�e ci-dessus. Pour calculer cette sensibilit�e,
nous nous servirons une fois de plus des hypoth�eses portant sur le Hessien.

Hypoth�eses

Soit X
obs

un vecteur d'observation �x�e. Nous nous donnons les deux hypoth�eses sui-
vantes:
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H1) Il existe un voisinage Z autour de X
obs

tel que: 8Z 2 �, le probl�eme de minimi-
sation

J
Z
(U�

Z
) = min

U2U
ad

J
Z
(U) (3.38)

admette une solution unique U�
Z
, avec J

Z
la fonctionnelle d'�ecart �a l'observation Z:

J
Z
(U) =

1

2
k�(U) � Zk2

H
(3.39)

o�u �(�) est la compos�ee de l'op�erateur d'observation et du mod�ele dynamique.
H2) Le Hessien de la fonctionnelle J

Xobs
calcul�e au point optimal U = U�

Xobs
est continu

et coercif, i.e si:

H
def
= HessJXobs(U�

Xobs
) (3.40)

alors il existe C et � > 0 tel que

kH:Xk � C kXk

hH:X;Xi � � kXk2 8X 2 U
ad

Nous �enon�cons alors le r�esultat suivant:

Th�eor�eme 3.6.1 Sous les hypoth�eses H1) et H2), l'application

M : Z �! U
ad

Z �̀! U�
Z

(3.41)

o�u U�
Z
est solution du probl�eme de minimisation (3.38), est Gâteaux di��erentiable au point

X
obs

et sa d�eriv�ee est donn�ee par:"
@M

@Z
(X

obs

)

#
� �Z = H�1 � [�0]t � �Z 8�Z (3.42)

o�u �Z est un accroissement de l'observation Z, [�0]t repr�esente l'op�erateur adjoint du

lin�earis�e de l'op�erateur �, lin�earisation faite autour du point U�

Xobs
= M(X

obs

)

D�emonstration

Soit V = U
ad

l'espace des contrôles U , et H l'espace des observations Z. Supposons
que V et H soient des espaces de Hilbert. Pour des besoins de simplicit�e, nous identi�ons
V �a son dual V 0.

On consid�ere l'application G qui �a tout couple (U;Z) associe le vecteur gradient de la
fonction-coût calcul�e au point U avec l'observation Z:

G : V �H �! V 0 = V

(U;Z) �̀! ~rJ
Z
(U)

(3.43)
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Compte tenu de (3.39), G peut s'�ecrire sous la forme explicite:

G(U;Z) = [�0(U)]
t
� (�(U) � Z) (3.44)

Si U = M(Z), i.e. si U est la condition initiale optimale correspondant �a l'observation Z,
la condition n�ecessaire d'optimalit�e nous assure que le gradient de J

Z
calcul�e au point U

s'annule; i.e.

G(M(Z); Z) = 0 8Z 2 Z; (3.45)

ce qui permet de d�e�nir une nouvelle application

~G : H �! V
Z �̀! G(M(Z); Z)

(3.46)

et on a

~G(Z) � 0 8Z 2 Z

Calculons alors les d�eriv�ees partielles
@G

@U
2 L(V; V ) et

@G

@Z
2 L(H; V ). Soit �U (resp.

�Z) un accroissement quelconque de U (resp. Z). D'apr�es la d�e�nition de l'application G
(3.43), on a:

@G

@U
� �U =

@

@U

�
~rJ

Z
(U)

�
� �U = HessJ

Z
(U) � �U (3.47)

et d'apr�es (3.44), on a:

@G

@Z
� �Z = � [�0(U)]

t
� �Z (3.48)

La d�eriv�ee
@G

@U
calcul�ee au point X

obs

est donc H. Compte tenu de l'hypoth�ese H2) et

grâce au th�eor�eme des fonctions implicites, nous en d�eduisons que M est di��erentiable en
X

obs

. Sa d�eriv�ee s'obtient en di��erentiant (3.45) et en utilisant (3.47) et (3.48):

0 =
@ ~G

@Z
� �Z

=
@G

@U

@M

@Z
� �Z +

@G

@Z
� �Z

= H �
@M

@Z
� �Z � [�0(U)]t � �Z

d'o�u le r�esultat:

@M

@Z
� �Z = H�1 � [�0(U)]

t
� �Z 8�Z
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C.Q.F.D.

Remarque

Dans le cas o�u le mod�ele � est lin�eaire, le Hessien H s'�ecrit:

H = �t � �

Supposons que le vecteur d'observation X
obs

soit connu avec un bruit 


X
obs

= X
ref

+ 


o�u 
 est suppos�e être un bruit Gaussien de matrice de variance-covariance �
 = E
�

 � 
t

�
.

L'erreur de l'identi�cation � est aussi Gaussienne de matrice de variance-covariance

�� = H�1 � �t ��
 � � �H�1

Si les observations sont d�ecorrel�ees entre elles et si chacune d'elles est de même variance
�2, en d'autres termes si la matrice de variance-covariance �
 = �2Id, alors on a:

�� = �2H�1

Dans la kime direction propre ~wk du Hessien H correspondant �a la valeur propre �k > 0,

la variance de l'erreur d'identi�cation est
�2

�k
. Cette variance est d'autant plus petite que

�k est grand. Ainsi donc, l'identi�cation dans les directions propres correspondant aux
plus grandes valeurs propres du Hessien est tr�es peu a�ect�ee par les erreurs d'observation,
et elle est par contre beaucoup a�ect�ee dans les directions propres correspondant aux plus
petites valeurs propres du Hessien.

3.6.1 Calcul pratique de la sensibilit�e de la condition initiale

Dans la pratique, on va calculer la sensibilit�e de la condition initiale optimale par
rapport aux observations, en perturbant le vecteur d'observation X

obs

par h
obs

.

Soient U�

Xobs
=M(X

obs

) et V � =M(X
obs

+ h
obs

). La sensibilit�e de la condition initiale

optimale dans la direction de perturbation h
obs

est donn�ee par:

~U� =M(X
obs

+ h
obs

)�M(X
obs

)

Nous voulons alors exprimer ~U� en fonction de h
obs

. Puisque U�

Xobs
et V � sont solutions du

syst�eme d'optimalit�e (3.13) avec pour vecteur d'observation X
obs

et X
obs

+ h
obs

respecti-
vement. Des calculs alg�ebriques simples montrent qu'en approximation au premier ordre,
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~U� est solution de:8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

d ~X

dt
=

"
@F

@X
(X)

#
� ~X

~X(0) = ~U�

d ~P

dt
+

"
@F

@X
(X)

#t

� ~P +

"
@2F

@X2
(X) ~X

#t

� P = C t
�
C ~X � h

obs
�

~P (T ) = 0
~P (0) = 0

(3.49)

Nous �enon�cons alors le r�esultat suivant, pour l'existence et l'unicit�e de la solution ~U� du
syst�eme (3.49)

Proposition 3.6.1 Si le Hessien de la fonction coût par rapport aux param�etres de
contrôle U est inversible �a l'optimum i.e. pour U = U�

Xobs
, alors le syst�eme (3.49) poss�ede

une solution unique ~U�

D�emonstration
Le syst�eme (3.49) �etant lin�eaire non homog�ene en ~X et ~P , nous pouvons �ecrire:

~P = ~P1 + ~P2;

o�u le couple ( ~X; ~P1) est solution de:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

d ~X

dt
=

"
@F

@X
(X)

#
� ~X

~X(0) = ~U�

d ~P1

dt
+

"
@F

@X
(X)

#t

� ~P1 +

"
@2F

@X2
(X) � ~X

#t

� P = C tC ~X

~P1(T ) = 0;

(3.50)

et ~P2 est solution de: 8>><>>:
d ~P2

dt
+

"
@F

@X
(X)

#t

� ~P2 = �C t � h
obs

~P2(T ) = 0

Le syst�eme (3.50) est identique �a (3.21); comme nous l'avons d�ej�a vu ci-dessus, il
s'ensuit que

~P1(0) = H � ~U�;

et nous pouvons alors caract�eriser ~U� par la condition d'optimalit�e

~P (0) = 0;
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i.e

H � ~U� + ~P2(0) = 0 (3.51)

o�u ~P2(0) et la perturbation induite sur le gradient de la fonction coût par la perturbation
h
obs

sur les observations. Si donc H est inversible, il existe une unique solution ~U� pour
le syst�eme (3.49)

C.Q.F.D.

Corollaire 3.6.1 Sous les hypoth�eses H2) et celles de la proposition (3.5.2), le syst�eme
(3.49) poss�ede une unique solution ~U�

Preuve

Les hypoth�eses de la proposition (3.5.2) et H2) nous assurent que H est sym�etrique
et d�e�ni positif, et donc il est inversible.

C.Q.F.D.

Remarque

Dans les conditions ci-dessus, on a:

~U� = �H�1 � ~P2(0)

ce r�esultat est identique �a (3.42) car

[�0(U)]t � �Z = � ~P2(0)

Le calcul pratique de ~U� est fait par minimisation de la fonctionnelle:

f(v) =
1

2
hH � v; vi

V
+
D
~P2(0); v

E
V

par une m�ethode de type gradient conjugu�e.

Remarque
Le calcul de sensibilit�e ci-dessus est le d�eveloppement d�etaill�e de la m�ethode propos�ee

dans Le Dimet et Ngodock [51, 48, 49, 47, 52, 54, 50, 53].
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3.7 Application aux �equations QG

Soit 	0 un �etat initial des �equations du mod�ele QG. Pour calculer le produit du Hessien
en 	0 par un vecteur ~	0 selon la m�ethode propos�ee ci-dessus, il faut r�esoudre successive-
ment:

1. �Equation quasi-g�eostrophique (non-lin�eaire) :
Le vecteur d'inconnues est 	.8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

	(t = 0) = 	0 sur 


@

@t
�k(	) + J(	k; �k(	) + f)

+ �k;N CB:�	N �A4:�2	k = Fk

sur 
� [0; T ]; k = 1; N

	k(t) = C te
k (t) sur @
; 8t 2 [0; T ]

�k = [B�1:	]k sur 
� [0; T ]

�1 = 0 sur @
� [0; T ]Z


�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ]

�(	k) = 0 sur @
� [0; T ]; k = 1; N

(3.52)

2. �Equation adjointe quasi-g�eostrophique :
Le vecteur d'inconnues est P .8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

P (t = T ) =
@J

@	k(T )
(	) sur 


�
@

@t
�tk(P ) � �J(	k; Pk)� [W t]k J(	; P )

� J(Pk; �k(	) + f)

+ �k;N CB:�PN �A4:�2Pk =
@J

@	k
(	)

sur 
� [0; T ]; k = 1; N

Pk(t) = C te
k (t) sur @
; 8t 2 [0; T ]

�k = [B�t:P ]k sur 
� [0; T ]

�1 = 0 sur @
� [0; T ]Z


�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ]

�(Pk) = 0 sur @
� [0; T ]; k = 1; N
(3.53)
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3. �Equation quasi-g�eostrophique lin�earis�ee :
Le vecteur d'inconnues est ~	.8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

~	(t = 0) = 	0 sur 


@

@t
�k( ~	) + J( ~	k; �k(	) + f) + J(	k; �k( ~	))

+ �k;N CB:�~	N �A4:�2~	k = 0
sur 
� [0; T ]; k = 1; N

~	k(t) = C te
k (t) sur @
; 8t 2 [0; T ]

~�k =
h
B�1:~	

i
k

sur 
� [0; T ]

~�1 = 0 sur @
� [0; T ]Z



~�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ]

�(~	k) = 0 sur @
� [0; T ]; k = 1; N

(3.54)

4. �Equation adjointe quasi-g�eostrophique au second ordre :
Le vecteur d'inconnues est ~P8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

~P (t = T ) =
@2J

@	2
k(T )

( ~	) sur 


�
@

@t
�tk( ~P ) � �J( ~	k; Pk)��J(	k; ~Pk)

� [W t]k J( ~	; P ) � [W t]k J(	; ~P )

� J( ~Pk; �k(	) + f)� J(Pk; �k( ~	))

+ �k;N CB:� ~PN �A4:�2 ~Pk =
@2J

@	2
k

( ~	)

sur 
� [0; T ]; k = 1; N

~Pk(t) = C te
k (t) sur @
; 8t 2 [0; T ]

~�k =
h
B�t: ~P

i
k

sur 
� [0; T ]

~�1 = 0 sur @
� [0; T ]Z


~�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ]

�( ~Pk) = 0 sur @
� [0; T ]; k = 1; N
(3.55)

Le r�esultat du produit Hessien�vecteur est r�ecup�er�e dans ~P (t = 0). Les seconds
membres des �equations (2) et (4) sont des d�erivations de la fonctionnelle sans-contrainte
J (1.20). Par exemple dans le cas de l'observation compl�ete de la fonction de courant en
surface on a :
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@J

@	k
(	) =

8>>>><>>>>:

�
	1 �	obs

1

�
�

1

j
j

�Z



�
	1 �	obs

1

�
dy
�
:1I(
) si k = 1

B11:B
�1
1k

j
j

�Z



�
	1 �	obs

1

�
dy
�
:1I(
) si k � 2

et :
@2J

@	2
k

(	) =

8>>>><>>>>:
	1 �

1

j
j

�Z


	1 dy

�
:1I(
) si k = 1

B11:B
�1
1k

j
j

�Z


	1 dy

�
:1I(
) si k � 2

3.8 R�esultats num�eriques

Des exp�eriences num�eriques ont �et�e faites avec le mod�ele QG dans deux formulations
di��erentes: la formulation barotrope (une couche) d'une part, et la formulation barocline
(trois couches) d'autre part, toutes deux utilis�ees avec une basse r�esolution.

Dans chaque cas, le mod�ele a �et�e initialis�e �a z�ero, puis int�egr�e sur un intervalle de
temps [0; T0] su�samment long pour �eviter la phase de spin-up, et c'est l'�etat du mod�ele
�a l'instant T0 qui est utilis�e comme condition initiale.

La discr�etisation est faite par di��erences �nies homog�enes en espace (�x = �y =
100kms), pour un bassin carr�e de 4000kms de côt�e; et la discr�etisation temporelle est faite
selon un sch�ema de type \saute-mouton". Le pas de temps retenu dans les exp�eriences est
de 4h, et la longueur de la p�eriode d'int�egration (et d'observation) est de deux mois.

Les observations sont g�en�e�ees par int�egration du mod�ele �a partir de la condition initiale
de r�ef�erence (d�ecrite ci-dessus), sur des pseudo - traces au sol de satellite, uniquement sur
la couche de surface. Ces traces sont simul�ees en supposant qu'elles sont des diagonales
crois�ees (montantes et descendantes) �a l'int�erieur du domaine. On a alors introduit deux
param�etres (modpt et interv) permettant de faire varier la densit�e spatio-temporelle des
observations.

{ interv d�ecrit la distance (en nombre de pas de dicr�etisation en espace) entre deux
traces cons�ecutives. Par exemple interv = 1 indique que les observations sont faites
sur toute la couche de surface.

{ modpt d�ecrit l'intervalle de temps r�egulier qui s�epare deux insertions des observations
dans le processus d'assimilation.

Pour mener l'�etude de sensibilit�e par rapport aux observations, ces derni�eres sont
bruit�ees par une gaussienne (bruit blanc), et nous avons calcul�e la sensibilit�e V � de la
condition initiale optimale par rapport au bruit sur les observations, ainsi que celle des
crit�eres fonctionnels d�ecrits dans la suite. Notons qu'on commet un abus de langage en
appellant V � la sensibilit�e de la condition initiale optimale. En r�ealit�e, V � est la d�eriv�ee
directionnelle de la condition initiale optimale dans la direction de perturbation du vecteur
des observations.
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Dans toutes les exp�eriences ci-dessous, la trajectoire de r�ef�erence reste la même, il en
est donc de même pour les observations. Par contre la con�guration des obsevations peut
changer, selon les valeurs de interv et modpt.

Nous pr�esentons dans un premier temps, les resultats num�eriques du calcul de V �.
Ensuite, nous pr�esenterons les r�esultats du calcul de la sensibilit�e de l'�energie cin�etique et
de l'enstrophie, pour chacun des mod�eles barotrope et barocline. Le vecteur de sensibilit�e
par rapport aux observations est un vecteur de la même taille (dimension) que le vecteur
des observations, et nous en repr�e senterons l'�etat initial et l'�evolution de sa norme au cours
du temps. Par soucis de repr�esentations graphiques, nous supposerons que les observations
sont disponobles sur toute la couche de surface (i.e. interv = 1), mais pas forc�ement en
tout temps. Les r�esultats ci-dessous correspondent au cas modpt = 6 i.e. les observations
sont faites tous les jours.

Ces derniers r�esultats sont compar�es �a ceux obtenus par l'analyse de sensibilit�e n'uti-
lisant que l'adjoint au premier ordre.

3.8.1 Sensibilit�e de la condition initiale optimale

Cette sensibilit�e est en r�ealit�e une d�eriv�ee directionnelle, voir la section (3.6.1)

etat initinal de reference 
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Fig. 3.2 { �etat initial de r�ef�erence (fonction de courant): dans le contexte du \twin experiment",

c'est aussi l'�etat initial optimal.
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sensibilite de la condition initiale optimale: modpt=1 
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Fig. 3.3 { Sensibilit�e de la condition initiale optimale. Ici, les observations sont introduites �a

tous les points de grille (i.e interv = 1) �a l'instant initial.

sensibilite de la condition initiale optimale: modpt=5 
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Fig. 3.4 { Sensibilit�e de la condition initiale optimale. Ici, les observations sont introduites

avec interv = 5.
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sensibilite de la condition initiale optimale: modpt=10 
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Fig. 3.5 { Sensibilit�e de la condition initiale optimale. Ici, les observations sont introduites

avec interv = 10.

sensibilite de la condition initiale optimale: modpt=18 
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Fig. 3.6 { Sensibilit�e de la condition initiale optimale. Ici, les observations sont introduites

avec interv = 18.

Nous avons aussi introduit les observations sur toute la couche de surface par une
pond�eration spatiale dont les c��cients en un point du maillage d�ependent de la distance
des points aux traces les plus proches. Cela fournit des donn�ees plus r�eguli�eres et nous
pr�esentons la sensibilit�e de la condition initiale optimale correspondante par rapport aux
observations:
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sensibilite de la condition initiale optimale: ponderation spatiale
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Fig. 3.7 { Sensibilit�e de la condition initiale optimale.

Pour le calcul de toutes les sensibilit�es ci-dessus, nous pr�esentons des courbes de taux
de convergence de la norme du r�esidu H � ~U� + ~P2(0) et de la norme du vecteur de
sensibilit�e ~U�. Les deux familles de courbes sont obtenues, au cours des it�erations, en
divisant la norme du r�esidu �a l'it�eration k par la norme du r�esidu au point de d�epart de
la minimisation; il en est de même pour la norme du vecteur de sensibilit�e.
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Fig. 3.8 { Convergence: norme du residu en fonction des it�erations �a gauche, et norme du

vecteur de sensibilit�e �a droite. Les l�egendes A,B,C,D et E correspondent aux di��erentes con�gu-

rations d'observations consid�er�ees: interv = 1; 5; 10; 18 et la pond�eration spatiale respectivement.

Nous remarquons une tr�es bonne convergence dans les courbes A et E. Ceci s'explique
par le fait que dans ces deux exp�eriences, les observations sont disponibles sur toute
la couche de surface. Nous en donnerons plus d'explications au chapitre suivant car ce
comportement est li�e au conditionnement du Hessien.

3.8.2 Sensibilit�e des crit�eres fonctionnels

Nous nous sommes aussi int�eress�es aux crit�eres (�a des r�eponses) fonctionnels. Nous
les avons choisis de sorte qu'ils puissent repr�esenter des grandeurs physiques du mod�ele:
l'�energie cin�etique et l'enstrophie, qui sont d�e�nies par:

Ecink(Xobs) =
Hk

2

Z T

0

Z
D
(r	k � r	k)dxdt

Enstk(Xobs) =
Hk

2

Z T

0

Z
D
(�	k ��	k)dxdt

o�u l'indice k d�esigne la couche consid�er�ee. Ces quantit�es d�ependent des observations du
moment que la fonction de courant est prise �a l'optimum.

Le gradient de ces quantit�es par rapport aux observations est un vecteur qui a la
même taille (dimension) que le vecteur des observations (en espace et en temps). Nous
choisissons d�elib�er�ement ici de consid�erer les observations sur toute la couche de surface.
Nous pouvons alors pr�esenter l'�etat initial de ces gradients et l'�evolution de leurs normes
au cours du temps.
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Mod�ele �a une couche

etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique par l’ASO 
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Fig. 3.9 { Etat initial du gradient de l'�energie cin�etique par rapport aux observations.

Fig. 3.10 { La courbe de gauche repr�esente l'�evolution (en fonction du temps) de la norme du

gradient de l'�energie cin�etique; celle de droite montre la convergence du calcul de l'�etat initial

du gradient de l'�energie cin�etique au cours des it�erations.

Les mêmes calculs sont faits pour calculer la sensibilit�e de l'enstrophie du mod�ele:
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etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie par l’ASO 
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Fig. 3.11 { Etat initial du gradient de l'enstrophie par rapport aux observations.

Fig. 3.12 { La courbe de gauche repr�esente l'�evolution (en fonction du temps) de la norme

du gradient de l'enstrophie; celle de droite montre la convergence du calcul de l'�etat initial du

gradient de l'enstrophie au cours des it�erations.

Mod�ele �a trois couches

Pour l'�energie cin�etique et l'enstrophie, nous reprenons les calculs de la sensibilit�e par
rapport aux observations, mais cette fois avec un mod�ele �a trois couches.
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etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique (couche 1) par l’ASO 
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Fig. 3.13 { Etat initial du gradient de l'�energie cin�etique de la couche 1 par rapport aux

observations.

etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique (couche 2) par l’ASO 
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Fig. 3.14 { Etat initial du gradient de l'�energie cin�etique de la couche 2 par rapport aux

observations.

73



Chapitre III.

etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique (couche 3) par l’ASO 
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Fig. 3.15 { Etat initial du gradient de l'�energie cin�etique de la couche 3 par rapport aux

observations.

Fig. 3.16 { La �gure de gauche repr�esente l'�evolution (en fonction du temps) de la norme du

gradient de l'�energie cin�etique; celle de droite montre la convergence du calcul de l'�etat initial

du gradient de l'�energie cin�etique au cours des it�erations. Les l�egendes A,B, et C correspondent

respectivement aux couches 1; 2 et 3.
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etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie (couche 1) par l’ASO 
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Fig. 3.17 { Etat initial du gradient de l'enstrophie de la couche 1 par rapport aux observations.

etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie (couche 2) par l’ASO 
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Fig. 3.18 { Etat initial du gradient de l'enstrophie de la couche 2 par rapport aux observations.
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etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie (couche 3) par l’ASO 
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Fig. 3.19 { Etat initial du gradient de l'enstrophie de la couche 3 par rapport aux observations.

Fig. 3.20 { La �gure de gauche repr�esente l'�evolution (en fonction du temps) de la norme du

gradient de l'enstrophie; celle de droite montre la convergence du calcul de l'�etat initial du gra-

dient de l'enstrophie au cours des it�erations. Les l�egendes A,B, et C correspondent respectivement

aux couches 1; 2 et 3.
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Commentaires

Les champs reconstitu�es par l'assimilation variationnelle de donn�ees sont donc bien
sensibles au bruit sur les observations. Cette sensibilit�e est d'autant plus importante que
la densit�e spatio-temporelle des observations est faible: c'est ce qu'on constate dans les
�gures repr�esentant la r�eponse de la condition initiale optimale suite �a une perturbation
sur les observations.

En e�et, la sensibilit�e est calcul�ee par inversion du Hessien dont le conditionnement
d�epend de la densit�e spatio-temporelle des observations (cf chapitre V). La sensibilit�e des
champs reconstitu�es implique celle des quantit�es (physiques) diagnostiques du mod�ele,
notamment l'�energie cin�etique et l'enstrophie.

D'autre part, on remarque, lorsqu'on regarde l'�evolution de la norme du gradient
(sensibilit�e) de l'�energie cin�etique et de l'enstrophie au cours du temps, que la couche de
surface est plus sensible aux observations que celles du milieu et du fond. Les trois courbes
sont croissantes, ce qui signi�e qu'elles sont plus sensibles aux observations �nales qu'aux
observations initiales. Mais cette derni�ere remaque est �etroitement li�ee �a la dynamique du
mod�ele.

3.8.3 Comparaison

Nous avons pr�esent�e ci-dessus les r�esultats de sensibilit�e calcul�es par les �equations
adjointes au second ordre. Il est aussi int�eressant de comparer ces r�esultats avec ceux ob-
tenus par les �equations adjointes au premier ordre, comme nous l'avons fait pour l'exemple
d'illustration. Nous nous repla�cons alors dans le contexte d'exp�erimentation ci-dessus, et
nous reconsid�erons les \r�eponses" diagnostiques ci-dessus: l'energie cin�etique et l'enstro-
phie.

Le gradient de la \r�eponse" par rapport aux observations est un vecteur appartenant
au même espace que le vecteur des observations, et on sait calculer son �etat initial et son
�evolution au cours du temps. Par les �equations adjointes au premier ordre (APO), cet �etat
initial est donn�e par Q1(0) (voir (3.32)) et par les �equations adjointes au second ordre
(ASO), l'�etat initial du gradient de la r�eponse est donn�e par v� (voir (3.33),(3.34)). Dans
ce qui suit, nous comparons ces deux vecteurs, ainsi que l'�evolution de leur norme au cours
du temps (par int�egration du mod�ele lin�eaire tangent). Pour des soucis de repr�esentations
graphiques, nous avons consid�er�e que toute la couche de surface est observ�ee.

Nous pr�esenterons dans un premier temps les r�esultats obtenus avec le mod�ele ba-
rotrope (une couche), ensuite nous consid�ererons le mod�ele �a trois couches dont nous
pr�esenterons les r�esultats de comparaison pour chaque couche.
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Mod�ele �a une couche

etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique par l’APO 
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etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique par l’ASO 
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Fig. 3.21 { Etat initial du gradient de l'�energie cin�etique par rapport aux observations, par la

m�ethode APO (�a gauche) et par la m�ethode de ASO (�a droite).

Fig. 3.22 { Evolution au cours du temps de la norme de la sensibilit�e de l'�energie cin�etique par

rapport aux observations. La �gure illustre la comparaison des r�esultats obtenus par les m�ethodes

APO et ASO respectivement.
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etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie par l’APO 
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etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie par l’ASO 
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Fig. 3.23 { Etat initial du gradient de l'enstrophie par rapport aux observations, par la m�ethode

APO (�a gauche) et par la m�ethode de ASO (�a droite).

Fig. 3.24 { Evolution au cours du temps de la norme de la sensibilit�e de l'enstrophie par

rapport aux observations.
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Mod�ele �a trois couches

etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique (couche 1) par l’APO 
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etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique (couche 1) par l’ASO 
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Fig. 3.25 { Etat initial du gradient de l'�energie cin�etique de la couche 1 par rapport aux

observations, par la m�ethode APO (�a gauche) et par la m�ethode de ASO (�a droite).

Fig. 3.26 { Evolution au cours du temps de la norme de la sensibilit�e de l'�energie cin�etique de

la couche 1 par rapport aux observations.
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etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique (couche 2) par l’APO 
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Fig. 3.27 { Etat initial du gradient de l'�energie cin�etique de la couche 2 par rapport aux

observations, par la m�ethode APO (�a gauche) et par la m�ethode de ASO (�a droite).

Fig. 3.28 { Evolution au cours du temps de la norme de la sensibilit�e de l'�energie cin�etique de

la couche 2 par rapport aux observations.
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etat initinal de la sensibilite de l’energie cinetique (couche 3) par l’APO 
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Fig. 3.29 { Etat initial du gradient de l'�energie cin�etique de la couche 3 par rapport aux

observations, par la m�ethode APO (�a gauche) et par la m�ethode de ASO (�a droite).

Fig. 3.30 { Evolution au cours du temps de la norme de la sensibilit�e de l'�energie cin�etique de

la couche 3 par rapport aux observations.
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etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie (couche 1) par l’APO 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0
5

10
15

20
25

30
35

40
-1e+10

-5e+09

0

5e+09

1e+10

axe des x

axe des y
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Fig. 3.31 { Etat initial du gradient de l'enstrophie de la couche 1 par rapport aux observations,

par la m�ethode APO (�a gauche) et par la m�ethode de ASO (�a droite).

Fig. 3.32 { Evolution au cours du temps de la norme de la sensibilit�e de l'enstrophie de la

couche 1 par rapport aux observations.
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etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie (couche 2) par l’APO 
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Fig. 3.33 { Etat initial du gradient de l'enstrophie de la couche 2 par rapport aux observations,

par la m�ethode APO (�a gauche) et par la m�ethode de ASO (�a droite).

Fig. 3.34 { Evolution au cours du temps de la norme de la sensibilit�e de l'enstrophie de la

couche 2 par rapport aux observations.
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etat initinal de la sensibilite de l’enstrophie (couche 3) par l’APO 
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Fig. 3.35 { Etat initial du gradient de l'enstrophie de la couche 3 par rapport aux observations,

par la m�ethode APO (�a gauche) et par la m�ethode de ASO (�a droite).

Fig. 3.36 { Evolution au cours du temps de la norme de la sensibilit�e de l'enstrophie de la

couche 3 par rapport aux observations.
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Conclusion

Les r�esultats de comparaison ci-dessus illustrent bien la di��erence des r�esultats de
sensibilit�e obtenus par les m�ethodes APO et ASO respectivement. Comme nous l'avons
d�ecrit th�eoriquement, cette di��erence est fondamentale car elle montre num�eriquement
que selon qu'on applique la th�eorie g�en�erale de l'analyse de sensibilit�e au mod�ele direct
(APO) ou au syst�eme d'optimalit�e (ASO), les r�esultats ne sont pas les mêmes.

On constate dans les r�esultats d'�evolution des normes des vecteurs de sensibilit�e que
les normes obtenues par la m�ethode APO sont plus grandes que celles obtenues par la
m�ethode ASO, pour le mod�ele consid�er�e. On en conclut que la m�ethode APO, qui n'est
pas la bonne pour le calcul de la sensibilit�e en assimilation variationnelle, conduit �a une
surestimation de la sensibilit�e. Cependant, l'inverse (i.e. la sous-estimation de la sensibilit�e
par la m�ethode APO) pourrait se produire pour un autre mod�ele.

Notons par ailleurs que l'une des raisons importantes de cette di��erence r�eside dans
le fait que la condition initiale (V �) permettant de calculer la sensibilit�e (par la m�ethode
ASO) a �et�e obtenue par inversion du Hessien via la minimisation d'une fonctionnelle
quadratique, alors que la condition initiale (Q1(0)) pour le calcul de la sensibilit�e par la
m�ethode APO ne r�ealise pas le minimum de cette fonctionnelle.

3.8.4 Coût de la m�ethode

Le calcul de la sensibilit�e selon la m�ethode d�ecrite ci-dessus n�ecessite la r�esolution du
syst�eme d'optimalit�e, qui se fait par des algorithmes de minimisation de type m�ethodes de
descente. Les propri�et�es de la fonction-coût ont ici toute leur importance dans la conver-
gence plus ou moins rapide de la minimisation. Une autre partie de cette importance est
attribu�ee �a la connaissance d'un bon point de d�epart (�rst-guess). Mais la connaissance de
l'optimum est toujours approximative par le biais des crit�eres d'arrêt de la minimisation,
principalement:

{ le nombre d'it�erations: une it�eration de la minimisation comprend l'int�egration du
mod�ele direct et celle du mod�ele adjoint.

{ la norme du gradient lorsqu'elle devient petite; ceci d�epend des probl�emes

Ensuite, il faut minimiser (3.34). Et pour cela il faut mettre �a jour le produit H � V
�a chaque it�eration, Q1(0) �etant calcul�e une fois pour toutes au d�ebut de la minimisation.
Cette mise �a jour n�ecessite la r�esolution du syst�eme (3.29) qui suppose qu'on a stock�e les
�etats direct et adjoint. Une it�eration de cette seconde minimisation a un coût de calcul
quasiment �egal �a celui d'une it�eration de la minimisation de la fonction-coût. Si C0 est
le coût de calcul (en temps C.P.U. machine (CRAY)) de l'int�egration du mod�ele direct,
la minimisation de la fonction-coût revient �a 2N1C0, o�u N1 est le nombre d'it�erations
utilis�ees, et la minimisation de (3.34) revient �a 2N2C0, o�u N2 est le nombre d'it�erations
utilis�ees. D'autre part, la vitesse de convergence des deux minimisations d�epend du condi-
tionnement du Hessien H, et on peut en d�eduire que N1 ' N2 si les points de d�epart de
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la minimisation sont convenablement choisis dans les deux cas. En ajoutant les deux in-
t�egrations correspondant respectivement au calcul de Q1(0) et de la sensibilit�e, on a un
coût total de 2(2N1 + 1)C0.

Si l'on avait calcul�e la sensibilit�e (par les �equations adjointes au premier ordre) juste
apr�es la minimisation de la fonction-coût, le coût serait de (2N1 + 1)C0

D'autre part, le calcul du produit Hessien � vecteur n�ecessite le stockage de l'�etat
direct et son adjoint, pour le calcul de l'adjoint au second ordre. On a donc besoin d'un
espace m�emoire deux fois plus grand que pour le calcul du gradient.

L'utilisation de l'adjoint au second ordre coûte donc deux fois plus cher que l'utilisation
de l'adjoint au premier ordre, en termes de coût de calcul et d'espace m�emoire. Nous
retrouvons le fameux probl�eme bien connu sous le nom du Rapport qualit�e-prix. Pour la
m�ethode propos�ee dans cette �etude, le rapport qualit�e-prix est donc �elev�e.

3.9 Analyse de sensibilit�e et pr�evision

Dans la plupart des cas, les observations sont bruit�ees, et nous ne pouvons ignorer
l'in
uence de ce bruit lorsque nous utilisons ces observations dans des processus d'assi-
milation de donn�ees. La prise en compte du bruit sur les observations est d'autant plus
importante que les r�esultats de l'assimilation sont utilis�es pour faire de la pr�evision (c'est
le cas en oc�eanographie et en m�et�eorologie et dans plusieurs autres domaines). Il est alors
n�ecessaire d'estimer l'erreur de pr�evision que l'on commet. La pr�evision �etant faite par
int�egration du mod�ele direct avec pour condition initiale , la condition initiale optimale
r�esultant de l'assimilation, l'erreur de pr�evision est calcul�ee par int�egration du mod�ele
lin�eaire tangent au mod�ele direct avec pour condition initiale la sensibilit�e de la condition
initiale optimale par rapport au bruit sur les observations: V �.

Il faut donc être tr�es pr�ecis et rigoureux dans le calcul de V � si l'on veut faire une
bonne pr�evision, car un \mauvais" calcul de V � implique un \mauvais" calcul de l'erreur
de pr�evision et donc une \mauvaise" pr�evision (et des cons�equences plus ou moins graves?)

Si nous connaissons le bruit sur les observations, nous pouvons utiliser l'algorithme
propos�e ci-dessus pour le calcul de V �, qui fait intervenir la r�esolution du syst�eme adjoint
au second ordre. Nous ne pouvons, dans ce cas pr�ecis, �eviter cette r�esolution qui est
somme toute coûteuse, car V � repr�esente la sensibilit�e de la condition initiale optimale
par rapport au bruit sur les observations, et les observations n'apparaissent pas comme
param�etres explicites dans le mod�ele direct, mais dans le syst�eme d'optimalit�e.
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Chapitre IV :

L'existence et l'unicit�e de la so-

lution du mod�ele Q.G. adjoint au se-

cond ordre .

4.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre pr�ec�edant qu'en assimilation variationnelle , le calcul de
la sensibili�e se fait par inversion du Hessien dont le produit avec un vecteur est obtenu
par la trace de la solution de l'�equation adjointe au second ordre sur l'espace de contrôle.
Cela n�ecessite la r�esolution au pr�ealable de l'�equation directe non lin�eaire, de l'�equation
directe lin�earis�ee autour de la solution de l'�equation directe non lin�eaire, et de l'�equation
adjointe.

L'existence et l'unicit�e de l'�equation Q.G. directe ont �et�e �etudi�ees et d�emontr�ees par
C. Bernier [4].

L'existence et l'unicit�e de l'�equation Q.G. lin�earis�ee et adjointe ont �et�e �etudi�ees et
d�emontr�ees par B. Luong [68]. Les hypoth�eses garantissant l'existence et l'unicit�e de
l'�equation lin�earis�ee se transposent dans le cadre de l'�equation adjointe, moyennant des
hypoth�eses de r�egularit�e du second membre de l'�equation adjointe et de sa condition
�nale, qui d�ependent essentiellement de la r�egularit�e des observations. Par le moyen d'un
changement de la variable de temps (t0 = T � t) dans la r�esolution de l'�equation adjointe,
on peut conserver le même cadre fonctionnel que celui de la r�esolution de l'�equation
lin�earis�ee. Ainsi donc, l'�equation adjointe au second ordre �etant la lin�earis�ee de l'�equation
adjointe, garde aussi le même cadre fonctionnel. Ceci s'explique par le sch�ema suivant.
Supposons que Uad et V sont des Hilbert. On a:

�equation directe:

Uad
Sol
�! V

u0 �̀! Sol(u0) = 	
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�equation directe lin�earis�ee:

Uad
D:Sol
�! L (Uad; V )

u0 �̀! Sol(u0) = D	(u0)

et donc la d�eriv�ee directionnelle de la solution de l'�equation directe dans la direction ~u
est e	(u0) = D	(u0) � ~u 2 V . C'est la solution de l'�equation lin�earis�ee.

D'autre part, s'il existe un Hilbert H qu'on identi�e �a son dual H 0 et tel que:

V � H � V 0

avec inclusions continues et denses, alors sous des hypoth�eses de r�egularit�e du second
membre de l'�equation adjointe (notamment si ce second membre est dans H), et de sa
condition �nale, on peut encore chercher la solution de l'�equation adjointe dans V . Soit
P 2 V . On a formellement:�

P; e	(u0) � ~u
�
V
=

D
t e	(u0) � P; ~u

E
U 0

ad
;Uad

i.e.

V
tD:Sol
�! U 0

ad

P �̀! t e	(u0) � P

De fa�con plus pr�ecise, dans le cadre de l'assimilation variationnelle dans un mod�ele d'�evo-
lution (ce qui est notre cas), si nous supposons que le second membre de l'�equation
adjointe est dans H et si Vfin d�esigne l'espace des conditions �nales du mod�ele direct,
alors la solution de l'�equation adjointe d�e�nit une application:

P : Vfin �! V

ufin0 = ufin(u0) �̀! P (ufin)

ufin(u0) d�esigne l'�etat �nal de la solution du mod�ele direct lin�earis�e avec u0 comme �etat
initial, et on a:

t e	(u0) � P = PUad
(P (ufin)) = Gradient de la fonction coût 2 U 0

ad (4.1)

o�u PUad
est l'op�erateur de trace sur l'espace de contrôle.

Or la d�eriv�ee directionnelle du gradient en u0 dans la direction ~u donne le produit
du Hessien en u0 appliqu�e �a ~u. L'�egalit�e (4.1) ci-dessus nous montre que ce produit est
obtenu par la trace sur Uad de la d�eriv�ee directionnelle eP de P dans la direction eu, o�ueP est la perturbation induite sur P par la perturbation ~u0 autour de u0. Si Q d�esigne la
di��erentielle de P en u0, alors eP est donn�e par:

Q : Vfin �! L (Vfin; V )

ufin0 �̀! Q
�
ufin0

�
: Q

�
ufin0

�
� ~ufin0 = eP 2 V
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et on a:

PUad

� eP� = Hess(u0) � ~u0 2 U 0
ad

Nous cherchons donc la solution Q = Q
�
ufin0

�
� ~ufin0 du lin�earis�e de l'�equation adjointe (i.e

l'adjoint au second ordre) dans V , c'est-�a-dire que nous conservons le cadre fonctionnel
de l'existence et l'unicit�e de la solution de l'�equation lin�earis�ee pour la r�esolution de
l'�equation adjointe au second ordre.

Remarque

Ceci n'est valable que dans le cadre restreint o�u les observations sont r�eguli�eres en
espace et en temps. Dans le cas des observations ponctuelles, le second membre de l'�equa-
tion adjointe et celui de l'�equation adjointe au second ordre font intervenir des masses
diracs. Il faut alors chercher leurs solutions dans des espaces de distributions, notamment
par l'utilisation des noyaux de Green. Nous n'abordons pas ce cas dans ce chapitre, le but
�etant juste de l�egitimer l'utilisation du Hessien.

Rappelons l'�equation Q.G. adjointe au second ordre:8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

Qk(T ) =
@2 eJ

@	2
k(T )

(	)

�
@

@t
�tk(Q)��J (	k; Qk)�

h
W t � J(	; Q)

i
k
� J (Qk; �k(	) + f) +

+�k;NCB�QN �A4�
2Qk =

=
@2 eJ
@	2

k

(	) + �J
�e	k; Pk

�
+
h
W t � J( e	; P )i

k
+ J

�
Pk; �k( e	)

�
(4.2)

avec les conditions aux limites:8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

Qk(t) = Cte
k (t) sur @
 ; 8t 2 [0; T ]

�k(t) =
h
B�t �Q

i
k

dans 
 � [0; T ]

�1 = 0 sur @
� [0; T ]Z



�k(t)dx = 0 8t 2 [0; T ]

�Qk = 0 sur @
� [0; T ]; k = 1; : : : ; N

(4.3)

Nous rappellons aussi que 	; e	 et P d�esignent respectivement les solutions des �equations
directe non lin�eaire, directe lin�earis�ee et adjointe.

Posons:

Fk =
@2 eJ
@	2

k

(	) + �J
�e	k; Pk

�
+
h
W t � J( e	; P )i

k
+ J

�
Pk; �k( e	)

�
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Gk =
@2 eJ

@	2
k(T )

(	)

t0 = T � t (changement de variable en temps).

Par abus de notations, l'�equation (4.2) s'�ecrit encore sous la forme:8>>>>><>>>>>:

Qk(0) = Gk

@

@t
�tk(Q) + �J (Qk;	k) +

h
W t � J(Q;	)

i
k
�

�J (Qk; �k(	) + f) + �k;NCB�QN �A4�
2Qk = Fk

(4.4)

avec les mêmes conditions aux limites (4.3)
Pour d�emontrer l'existence et l'unicit�e de cette �equation, nous supposerons �x�es la

condition initiale Gk et le second membre Fk, et nous �etablirons des majorations a priori
de la solution Qk de (4.4):

{ majoration de (Qk) dans L
2
�
0; T ;H2(
)

�
{ majoration de

 
@Qk

@t

!
dans L2

�
0; T ;H1(
)

�
{ majoration de (Qk) dans L

2
�
0; T ;H3(
)

�
Emsuite, nous donnerons une d�emonstration de l'existence et l'unicit�e, grâce �a ces trois
majorations, par la m�ethode de Faedo-Galerkin, dans un cadre fonctionnel que l'on pr�e-
cisera.

Remaque

Cette d�emarche s'inspire de la d�emarche faite par B. Luong [68] pour la d�emonstra-
tion de l'existence et l'unicit�e de la solution de l'�equation Q.G. lin�earis�ee. Notons aussi
qu'une deuxi�eme d�emonstration de l'existence et l'unicit�e de la solution de l'�equation Q.G.
adjointe au second ordre peut être faite par la m�ethode de r�egularisation elliptique J.L.
Lions [66], exactement comme l'a fait B. Luong pour l'equation Q.G. lin�earis�ee.

Nous rappelons aussi les in�egalit�es de Gagliardo-Nirenberg (cf H. Brezis [6] pp. 194�
195) et H�older ([6] p. 56):

In�egalit�es d'interpolation de Gagliardo-Nirenberg :

Soit 
 un ouvert born�e r�egulier de IRn.

{ Soit u 2 Lp(
) \W 2;r(
) avec 1 � p � 1 et 1 � r � 1. Alors u 2 W 1;q(
) o�u q

est la moyenne harmonique de p et r, c.-�a-d.
1

q
=

1

2

 
1

p
+

1

r

!
, et :

kDukLq(
) � C:kuk1=2W 2;rkuk
1=2
Lp(
): (4.5)
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{ Soit u 2 Lq(
) \W 1;n(
). Soit 1 � q � p <1. Alors u 2 Lp(
), et :

kukLp(
) � C:kuk1�aLq(
)kuk
a
W 1;n(
) avec a = 1�

q

p
: (4.6)

In�egalit�e de H�older :

Soient f1, f2, : : : fk des fonctions telles que

fi 2 Lpi(
) 1 � i � k avec
1

p
=

1

p1
+

1

p2
+ : : :

1

pk
� 1:

Alors le produit f = f1f2 : : : fk appartient �a Lp(
) et :

kfkLp(
) � kf1kLp1(
) : : : kfkkLpk (
): (4.7)

4.2 Majoration de Q dans L2
�
0;T;H2(
)

�
Dans cette partie, nous allons multiplier la ki�eme �equation Q.G adjointe au second ordre

(4.4) par
Vk
Hk

, o�u Vk repr�esente les fonctions de courant nulles au bord correspondant �a

Vk, c'est-�a-dire:

Vk
def
= Vk � Vkj@
1I(
) (4.8)

Nous allons �etablir la premi�ere majoration a priori en prenant Vk = Qk, en int�egrant
en temps et en espace et en sommant les N produits obtenus: On obtient alors l'�egalit�e
suivante:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



@

@t
�tk(Q)Qkdxdt+

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�J (Qk;	k)Qkdxdt+

+
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h
W t � J(Q;	)

i
k
Qkdxdt�

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J (Qk; �k(	) + f)Qkdxdt+

+
CB

HN

TZ
0

Z



�QNQNdxdt�A4

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�2QkQkdxdt =
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



FkQkdxdt

(4.9)

� Premier terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



@

@t
�tk(Q)Qkdxdt
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NX
k=1

Z



@

@t
�tk(Q)

Qk

Hk
dx =

NX
k=1

1

Hk

Z



�QkQkdx+

+
NX
k=1

Z



24 f20
g0k+1=2

 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
�

f20
g0k�1=2

 
Qk

Hk
�

Qk�1

Hk�1

!35 Qk

Hk
dx =

= �
NX
k=1

1

Hk

Z



rQkrQkdx�
N�1X
k=1

pk+1=2

Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

! 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
dx

o�u pk+1=2 =
f20

g0k+1=2
. Ainsi, grâce au lemme (4.2.1) suivant, on a:

�
NX
k=1

Z



@

@t
�tk(Q)

Qk

Hk

dx =
NX
k=1

1

Hk

Z



krQkk
2 dx+

N�1X
k=1

pk+1=2

Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!2
dx

(4.10)

Lemme 4.2.1 On a l'�egalit�e suivante:Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

! 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
dx =

Z



 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!2
dx (4.11)

D�emonstration

Qk

Hk

def
=

Qk

Hk
�

Qk

Hk
j@
1I(
) =)

Z



Qk

Hk
dx =

Z



Qk

Hk
dx�

Qk

Hk
j@
 � j
j

Z



Qk

Hk

dx =
1

Hk

266666664B
t �

0BBBBBBB@

Z



�1dx

...Z



�Ndx

1CCCCCCCA

377777775
k

=
1

Hk

NX
j=1

Bt
kj

Z



�jdx =
1

Hk

B1k

Z



�1dx

On normalise B de telle sorte que
B1k

Hk
= 1 8 k

=)
Z



Qk

Hk
dx =

Z



�1dx 8 k =)
Z



Qk

Hk
dx =

Z



�1dx�
Qk

Hk
j@
 � j
j

=) Qkj@
 =

Hk

Z



�1dx�
Z



Qkdx

j
j
=)

Qk

Hk
=

Qk

Hk
�

Z



�1dx

j
j
1I(
) +

Z



Qkdx

Hkj
j
1I(
)
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)
Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
�

 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
dx =

Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!"
Qk+1

Hk+1
�

�

Z



�1dx

j
j
1I(
) +

Z



Qk+1dx

Hk+1j
j
1I(
) �

Qk

Hk
+

Z



�1dx

j
j
1I(
)�

Z



Qk+1dx

Hk+1j
j
1I(
)

377775 dx =

=
Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!2
dx+

1

j
j

Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
dx

| {z }
=0 normalisation ci-dessus

�
Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
dx

Un calcul similaire faisant intervenir l'op�erateur de d�erivation partielle en temps
@�

@t
et l'int�egration de 0 �a T nous donne:

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



@

@t
�tk(Q)Qkdxdt =

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



@

@t
rQkrQkdxdt+

+
N�1X
k=1

pk+1=2

TZ
0

Z



@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

! 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
dxdt

et on a alors:

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



@

@t
�tk(Q)Qkdxdt =

=
1

2

TZ
0

d

dt

24 NX
k=1

1

Hk

Z



krQkk
2
dx+

N�1X
k=1

pk+1=2

TZ
0

Z



@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!2
dx

35 dt
=

1

2

24 NX
k=1

1

Hk

Z



krQkk
2 dx+

N�1X
k=1

pk+1=2

Z



@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!2
dx

35t=T
t=0

(4.12)

� Deuxi�eme terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�J (Qk;	k)Qkdxdt

Z



�J(Qk;	k)Qkdx
Green
= �

Z



rJ(Qk;	k)rQkdx

Green
=

Z



J(Qk;	k)�Qkdx
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Or Z



J(Qk;	k)�Qkdx =
Z



J(Qk;	k)�Qkdx

D'autre part, on a:

Lemme 4.2.2 Soient u 	 deux fonctions de H2(
) dont les traces sur le bord @@

sont constantes. Alors on a:

Z



J(u;	)�	dx =
Z



@2u

@x@y

24 @	
@x

!2
�

 
@	

@y

!235 dx +
Z



"
@2u

@y2
�
@2u

@x2

#
@	

@x

@	

@y
dx

(4.13)

D�emonstration

Z



J(u;	)�	 dx =
Z



(ux	y � uy	x)(	xx +	yy) dx

=
Z



(ux	y	xx + ux	y	yy � uy	x	xx � uy	x	yy) dx

=
Z



(ux	y	xx � uy	x	yy) dx +
1

2

Z



[ux(	
2
y)y � uy(	

2
x)x] dx

=
Z



�(ux	y)x	x + (uy	x)y	y dx+
Z
@


ux	y	xnx d�

�
Z
@


uy	x	yny d� +
1

2

Z



[ux(	
2
y)y � uy(	

2
x)x] dx

=
Z



(�uxx	y	x � ux	xy	x + uyy	x	y + uy	xy	y) dx

+
1

2

Z



[ux(	
2
y)y � uy(	

2
x)x] dx+

Z
@


ux	y	xnx � uy	x	yny d�

=
Z



(�uxx + uyy)	x	y dx+
Z



(�ux	xy	x + uy	xy	y) dx

+
1

2

Z



[ux(	
2
y)y � uy(	

2
x)x] dx+

Z
@


ux	y	xnx � uy	x	yny d�

=
Z



(�uxx + uyy)	x	y dx+
1

2

Z



[�ux(	
2
x)y + uy(	

2
y)x] dx
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+
1

2

Z



[ux(	
2
y)y � uy(	

2
x)x] dx+

Z
@


ux	y	xnx � uy	x	yny d�

=
Z



(�uxx + uyy)	x	y dx

+
1

2

Z



[uxy(	
2
x)� uxy(	

2
y)] dx+

1

2

Z



[�uxy(	
2
y) + uxy(	

2
x)] dx

+
Z
@


ux	y	xnx d� �
Z
@


uy	x	yny d�Z



J(u;	)�	 dx =
Z



(�uxx + uyy)	x	y dx+
Z



[uxy(	
2
x)� uxy(	

2
y)] dx

+
Z
@


ux	y	xnx d� �
Z
@


uy	x	yny d�

+
1

2

Z
@


�ux	
2
xny + uy	

2
ynx d� +

1

2

Z
@


ux	
2
yny � uy	

2
xnx d�:

Il nous reste �a v�eri�er que les int�egrales sur le bord @
 s'annulent. En fait on va
couper les deux premi�eres int�egrales sur @
 en deux pour sommer avec les autres
termes.

1

2

Z
@


ux	y	xnx d� �
1

2

Z
@


ux	
2
xny d� =

1

2

Z
@


ux	x
@	

@�
d� = 0:

�
1

2

Z
@


uy	x	yny d� +
1

2

Z
@


uy	
2
ynx d� =

1

2

Z
@


uy	y
@	

@�
d� = 0:

Et

1

2

Z
@


ux	y	xnx d� +
1

2

Z
@


ux	
2
yny d� =

1

2

Z
@


ux	y
@	

@n
d�: (4.14)

�
1

2

Z
@


uy	x	yny d� �
1

2

Z
@


uy	
2
xnx d� = �

1

2

Z
@


uy	x
@	

@n
d�: (4.15)

Et �nalement la somme de (4.14) et de (4.15) donne :

1

2

Z
@


J(u;	)
@	

@n
d� =

1

2

Z
@


 
@u

@n

@	

@�
�

@u

@�

@	

@n

!
@	

@n
d� = 0:

C.Q.F.D.
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Lemme 4.2.3 On a la majoration:������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J (	k; Qk)�Qkdx

������ �
� k	kL1(0;T ;H2(
))

�
C

�
kQk2L2(0;T ;H1(
)) + �C kQk2L2(0;T ;H2(
))

�
(4.16)

o�u C est une constante positive qui ne d�epend que de 
; T , des param�etres du mod�ele,
et � est une constante arbitraire dans IR+

�

D�emonstration

Grâce au lemme 4.2.2 et l'in�egalit�e de H�older on a:������
Z



J (	k; Qk)�Qkdx

������ � kJ (	k; Qk)�QkkL1(
)

H�older
�




D2	k





L2(
)




(DQk)
2




L2(
)

� k	kH2(
)kDQk
2
L4(
)

D'apr�es l'in�egalit�e de Gagliardo-Nirenberg (4.5) appliqu�ee �a u = DQ, avec
p = 4; q = 2; n = 2; a = 1=2, on a:

kDQkL4(
) � kDQk1=2L2(
)kDQk
1=2
W 1;2(
) � CkQk1=2H1(
)kQk

1=2
H2(
)

kDQk2L4(
) � CkQkH1(
)kQkH2(
) �
C

�
kQk2H1(
) + �C kQk2H2(
)

et donc on a:

kJ (	k; Qk)�QkkL1(
) � k	kH2(
)

�
C

�
kQk2H1(
) + �C kQk2H2(
)

�
et en appliquant l'in�egalit�e de H�older �a l'int�egrale en temps, on obtient le r�esultat
de lemme 4.2.3

� Troisi�eme terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h
W tJ(Q;	)

i
k
Qkdxdt
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Lemme 4.2.4 On a la majoration:

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h
W tJ(Q;	)

i
k
Qkdxdt

������ �
� k	kL1(0;T ;H2(
))

�
C

�
kQk2L2(0;T ;H1(
)) + �C kQk2L2(0;T ;H2(
))

�
(4.17)

o�u C est une constante positive qui ne d�epend que de 
; T , des param�etres du mod�ele,
et � est une constante arbitraire dans IR+

�

D�emonstration

On a:������
NX
k=1

1

Hk

Z



h
W tJ(Q;	)

i
k
Qkdx

������ H�older
� kjWkj � kJ(Q;	)kL2(
)kQkL2(
)

Z



jJ(Qk;	k)j
2 dx =

Z
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�
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@y
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@	k

@x

!2

+ 2

�����@Qk

@x

�����
�����@	k

@y

�����
�����@Qk

@y

�����
�����@	k
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�����
35 dx

�
Z



�����@Qk

@x
+
@Qk

@y

�����
2 �����@	k

@x
+
@	k

@y

�����
2

dx � C �



(DQk)

2




L2(
)




(D	k)
2




L2(
)

� C � kDQkk
2
L4(
)kD	kk

2
L4(
)

et on a donc:

kJ (Qk;	k) k
2
L2(
) � C � kDQkkL4(
)kD	kkL4(
)

Mais, d'apr�es l'in�egalit�e de Gagliardo-Nirenberg (4.5) avec r = 2; q = 4; p = 1, on

a: kD	kkL4(
) � C � k	kk
1=2
W 2;2(
) k	kk

1=2
L1(
) . D'autre part, H2(
) = W 2;2(
) s'in-

jecte de fa�con continue dans L1(
). On a alors:

kD	kkL4(
) � C � k	kkH2(
)

De même on a:

kDQkkL4(
) � C � kQkkH2(
)
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D'o�u:������
NX
k=1

1

Hk

Z



h
W tJ(Q;	)

i
k
Qkdx

������ � jkWkj � kJ(Q;	)kL2(
)kQkL2(
)

� C � k	kH2(
)kQkH2(
)kQkH1(
)

� k	kH2(
)

�
C

�
kQk2H1(
) + �C kQkH2(
)

�
Il su�t alors d'appliquer l'in�egalit�e de H�older sur l'int�egrale en temps de cette
derni�ere majoration pour obtenir le r�esultat du lemme (4.2.4)

� Quatri�eme terme:

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J (Qk; �k(	) + f)Qkdxdt

�
Z



J (Qk; �k(	) + f)Qkdx =

Green
=

Z



J
�
Qk; Qk

�
(�k(	) + f) dx�

Z
@


QkQk
@

@�
(�k(	) + f) d�

= 0

Donc,

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J (Qk; �k(	) + f)Qkdxdt = 0 (4.18)

� Cinqui�eme terme:

CB

HN

TZ
0

Z



�QNQNdxdt

Z



�QNQNdx
Green
= �

Z



k~rQNk
2dx+

Z
@


@QN

@n
d�

| {z }
=0

Donc,

�
CB

HN

TZ
0

Z



�QNQNdxdt =
CB

HN

TZ
0

Z



k~rQNk
2dxdt (4.19)
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� Sixi�eme terme:

�A4

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�2QkQkdxdt

Z



�2QkQkdx
Green
= �

Z



~r�Qk
~rQkdx+

Z
@


@

@n
(�Qk)Qkd�

| {z }
=0

Green
=

Z



�Qk�Qkdx �
Z
@


�Qk
@

@n

�
Qk

�
d�

| {z }
=0

Donc,

A4

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�2QkQkdxdt = A4

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



(�Qk)
2 dxdt (4.20)

� Septi�eme terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



FkQkdxdt

Notons d'abord par ��1
d l'inverse de l'op�erateur laplacien pour le probl�eme de Di-

richlet homog�ene, c.-�a-d. u = ��1
d f est d�e�nie comme la solution dans H1

0 (
) du
probl�eme :

(
�u = f dans 
;
u = 0 sur @
:

(4.21)

On remarque que � ���1
d = Id (H�1(
)). Appliquons cela �a Fk :

Z



Fk Qk dx =
Z



���1
d FkQk dx

Green
= �

Z



~r��1
d Fk:~rQk dx+

Z
@


@��1
d Fk
@n

Qk d�

| {z }
=0

Green
=

Z



��1
d Fk�Qk dx�

Z
@


��1
d Fk

@Qk

@n
d�

| {z }
=0

:
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On peut maintenant majorer notre terme :������
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



FkQk dxdt

������ � C:
NX
k=1

�
k��1

d FkkL2(0;T ;L2(
)) k�QkkL2(0;T ;L2(
))

�

� C:k	kL2(0;T ;H2(
))

NX
k=1

k��1
d FkkL2(0;T ;L2(
)):

Soit F = (F1; F2; : : : FN), posons kFk�2;

def
=

NP
k=1

k��1
d FkkL2(0;T ;L2(
)). On a :

������
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



FkQk dxdt

������ � C:k	k2L2(0;T ;H2(
)) kFk�2;


� �:Ck	k2L2(0;T ;H2(
)) +
C

�
kFk2�2;
: (4.22)

(o�u � un nombre que l0on peut choisir arbitrairement dans IR+
� ):

Nous pouvons maintenant �enoncer notre premi�ere majoration a priori :

Proposition 4.2.5 On a l'in�egalit�e suivante :24 NX
k=1

Hk

Z



k~rQkk
2 dx+

N�1X
k=1

pk+ 1
2

Z



 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!2

dx

35t=T
t=0

+

+HNCB

TZ
0

Z



k~rQNk
2 dxdt+

A4

2

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



(�Qk)
2 dxdt �

� C(
; T;	ref):kFk2�2;
; (4.23)

o�u C(
; T;	ref) est une constante qui ne d�epend que de 
, T , des param�etres du
mod�ele et de k	refkL1(0;T ;H2(
)).

D�emonstration

Faisons d'abord le changement de fonction inconnue �(t)
def
= e��tQ(t) o�u � est un r�eel

positif que l'on pr�ecisera dans la suite. La nouvelle inconnue � v�eri�e l'�equation:

@

@t
�tk(�) + ��tk(�) + �J(�k;	k) +

h
W tJ(�;	)

i
k
�

�J(�k; �k(	) + f) + �k;NCB��N �A4�
2�k = e��tFk
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On voit alors apparâ�tre le terme ��tk(�) qui ne �gure pas dans l'�equation Q.G. adjointe au
second ordre v�eri��ee, par Q, et le second membre Fk est multipli�e par e��t. Pour simpli�er
les notations, on fait l'abus de noter � par Q. En appliquant les r�esultats donn�es par:
(4.12),(4.16),(4.17),(4.18), (4.19),(4.20) et (4.22) on obtient:

1

2

24 NX
k=1

1

Hk

Z






~rQk




2 dx+
N�1X
k=1

pk+1=2

Z



 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!2

dx

35t=T
t=0

+

+�

24 NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z






~rQk




2 dxdt+ N�1X
k=1

pk+1=2

TZ
0

Z



 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!2

dxdt

35+

+
CB

HN

TZ
0

Z






~rQN




2 dxdt+A4

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



(�Qk)
2 dxdt �

�
C1

�1
kQk2L2(0;T ;H1(
)) + �1C1 kQk

2
L2(0;T ;H2(
)) +

+�2C2 kQk
2
L2(0;T ;H2(
)) +

C2

�2
kFk2�2;
 (4.24)

On commence par choisir �1 et �2 assez petits, en utilisant la propri�et�e de r�egularit�e de
l'op�erateur inverse du laplacien de sorte que:

(�1C1 + �2C2)kQk
2
L2(0;T ;H2(
)) �

A4

2

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



(�Qk)
2
dxdt (4.25)

ensuite, nous choisissons � assez grand, en utilisant l'in�egalit�e de Poincar�e, pour que:

�

24 NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z






~rQk




2 dxdt+ N�1X
k=1

pk+1=2

TZ
0

Z



 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!2

dxdt

35 �
�
C1

�1
kQk2L2(0;T ;H1(
)) (4.26)

Avec ces choix, (4.24) se simpli�e en:
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2
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2 dx+
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pk+1=2

Z
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Hk+1
�
Qk

Hk

!2

dx

35t=T
t=0

+

+
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TZ
0
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~rQN




2 dxdt +A4

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



(�Qk)
2
dxdt �

� Cte � kFk2�2;
 (4.27)
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4.3 Majoration de Q dans L2
�
0;T;H1(
)

�

Nous multiplions la ki�eme �equation Q.G. adjointe au second ordre par
1

Hk

@Vk
@t

o�u Vk

est d�e�nie par (4.8). En prenant Vk = Qk et en sommant les N produits obtenus apr�es
avoir int�egr�e en espace et en temps, on a l'�egalit�e suivante:
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+
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h
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dxdt�
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Hk
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J (Qk; �k(	) + f)
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dxdt+

+
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�QN
@QN

@t
dxdt �A4

NX
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TZ
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�2Qk
@Qk

@t
dxdt =

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



Fk
@Qk

@t
dxdt

(4.28)

� Premier terme:
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dxdt
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+
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"
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Hk+1
�
Qk

Hk

!
� pk�1=2

 
Qk

Hk
�
Qk�1

Hk�1

!#
@Qk

@t
dxdt

Green
= �

NX
k=1

1

Hk
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 @@t ~rQk







2

dxdt�

�
N�1X
k=1

pk+1=2
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0
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@
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Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
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�
Qk

Hk

!
dxdt

Grâce au lemme (4.3.1) suivant, on a:

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0
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@

@t
�tk(Q)

@Qk

@t
dxdt =

NX
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 @@t ~rQk







2

dxdt+
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+
N�1X
k=1

pk+1=2

TZ
0

Z



 
@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!!2
dxdt (4.29)

Lemme 4.3.1 On a l'�egalit�e suivante:

Z



@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
dx =

Z



 
@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!!2
dx (4.30)

D�emonstration

Z



@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
dx =

Z



 
@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!!2
dx�

�
Z



@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

�
Qk+1

Hk+1
+
Qk

Hk

!
dx

Regardons la deuxi�eme int�egrale du membre de droite de cette �egalit�e. En notant

Ck la constante de même valeur que
Qk

Hk
sur le bord @
 de 
, on a:

Z



@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk
�
Qk+1

Hk+1
+
Qk

Hk

!
dx =

=
Z



@

@t

 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
@

@t
(Ck+1 1I(
)� Ck 1I(
)) dx

= j
j �
@

@t
(Ck+1 �Ck)

@

@t

Z



 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
dx

Or nous avons vu au lemme (4.2.1) que
Z



 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!
dx = 0, en tenant compte

de la normalisation de la matrice de passage couches-modes B, ceci termine la
d�emonstration du lemme (4.3.1)

� Deuxi�eme terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�J (Qk;	k)
@Qk

@t
dxdt
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Lemme 4.3.2 On a la majoration suivante:������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�J (Qk;	k)
@Qk

@t
dxdt

������ �
� k	kL1(0;T ;H2(
))

0@�C 




~r@Q

@t







2

L2(0;T ;L2(
))

+
C

�
kQk2L2(0;T ;H2(
))

1A (4.31)

o�u C est une constante positive qui ne d�epend que de 
; T , des param�etres du mod�ele,
et � est une constante arbitraire dans IR+

�

D�emonstration

On a:������
Z



�J (Qk;	k)
@Qk

@t
dx

������ Green
=

������
Z



~rJ (Qk;	k) ~r
@Qk

@t
dx

������
H�older
�




~rJ (Qk;	k)




L2(
)






~r@Qk

@t







L2(
)

� C k	kkH2(
)kQkkH2(
)






~r@Qk

@t







L2(
)

� k	kkH2(
)

0@�C 




~r@Qk

@t







2

L2(
)

+ �C kQkk
2
H2(
)

1A
Il su�t alors d'appliquer l'in�egalit�e de H�older �a l'int�egrale en temps de cette majo-
ration pour avoir la �resultat du lemme (4.3.2).

� Troisi�eme terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h
W tJ(Q;	)

i
k

@Qk

@t
dxdt

Lemme 4.3.3 On a l'in�egalit�e:������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h
W tJ(Q;	)

i
k

@Qk

@t
dxdt

������ �
� k	kL1(0;T ;H1(
))

0@�C 




@Q@t






2

L2(0;T ;H1(
))

+
C

�
kQk2L2(0;T ;H1(
))

1A (4.32)

o�u C est une constante positive qui ne d�epend que de 
; T , des param�etres du mod�ele,
et � est une constante arbitraire dans IR+

�
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D�emonstration

On a:Z



h
W tJ(Q;	)

i
k

@Qk

@t
dx

H�older
� kjW jk � kJ(Q;	)kL2(
)






@Qk

@t







L2(
)

� C �



~r	





L2(
)




~rQ



L2(
)






@Qk

@t







H1(
)

� k	kH1(
)

0@�C 




@Qk

@t







2

H1(
)

+
C

�
kQk2H1(
)

1A
Il su�t ensuite d'appliquer l'in�egalit�e de H�older �a l'int�egrale en temps de cette
majoration pour obtenir le r�esultat du lemme (4.3.3).

� Quatri�eme terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J (Qk; �k(	) + f)
@Qk

@t
dxdt

Lemme 4.3.4 On a la majoration suivante:������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J (Qk; �k(	) + f)
@Qk

@t
dxdt

������ �
� C(	)

0@�C(
)






@Q@t






2

L2(0;T ;H1(
))

+
C(
)

�
kQk2L2(0;T ;H2(
))

1A (4.33)

o�u

{ C(	) est une constante de la forme: C(	) = max
n
k	kL1(0;T ;H3(
)); C(
)

o
,

{ C(
) est une constante qui ne d�epend que de 
; T et des param�etres du mod�ele,

{ et � est une constante arbitraire dans IR+
�

Pour d�emontrer ce lemme, nous avons besoin du r�esultat suivant:

Lemme 4.3.5 Soient U; V 2 H1(
) et W 2 H2(
). Si U est constante sur le bord
@
, alors on a:������

Z



J(W;U)V dx

������ =
������
Z



J(U; V )Wdx

������ � CkUkH1(
)kV kH1(
)kWkH2(
) (4.34)

107



Chapitre IV.

D�emonstration

On a: ������
Z



J(U; V )Wdx

������ Green
=

�������
Z



J(U;W )V dx+
Z
@


WV
@U

@�
d�

������
H�older
� k~rWkL4(
)k~rUkL2(
)kV kL4(
)

D'apr�es l'in�egalit�e de Gagliardo-Nirenberg (4.5) avec r = 2; q = 4; et p = 1, et
l'injection continue de H2(
) dans L1(
), on a:

k~rWkL4(
) � C � kWk
1=2
H2(
)kWk

1=2
L1(
) � C � kWkH2(
)

D'autre part, l'in�egalit�e de Gagliardo-Nirenberg (4.6) avec p = 2; q = 4 et a = 1=2
donne:

kV kL4(
) � C � kV k1=2H1(
)kV k
1=2
L2(
) � C � kWkH1(
)

et on a donc: ������
Z



J(U; V )Wdx

������ � C � kWkH2(
)kUkH1(
)kV kH1(
)

D�emonstration du lemme (4.3.4)

La d�emonstration de ce lemme utilise les mêmes techniques que celles de la d�emons-

tration du lemme (4.3.5) ci-dessus. En e�et, on pose U = �k(	) + f; V =
@Qk

@t
, et

W = Qk et on applique le r�esultat du lemme (4.3.5) pour obtenir:������
Z



J(Qk; �k(	) + f)
@Qk

@t
dx

������ � C k�k(	) + fkH1(
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)

kQkkH2(
)

� C
�
k	kH3(
) + C
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H1(
)

kQkkH2(
)

Il su�t alors d'appliquer l'in�egalit�e de H�older �a l'int�egrale en temps de cette majo-
ration. On obtient:

������
TZ
0

Z



J(Qk; �k(	) + f)
@Qk

@t
dxdt

������ �
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� C
�
k	kL1(0;T ;H3(
)) + C
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+
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�
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� Cinqui�eme terme:
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2 dx
et en int�egrant en temps, on a:
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2 dx
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(4.35)

� Sixi�eme terme:
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et en int�egrant en temps, on a:
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(4.36)
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� Septi�eme terme:
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On utilise l'inverse de l'op�erateur laplacien
�
��1

d

�
introduit ci-dessus en (4.21). En

notant que � ���1
d = IdH�1(
), on a:

Z



Fk
@Qk

@t
dx =

Z



� ���1
d Fk

@Qk

@t
dx

Green
= �

Z



~r��1
d Fk

@

@t
~rQk +

Z



@

@n

�
��1

d Fk
� @Qk

@t
d�
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On peut donc majorer ce septi�eme terme comme suit:������
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o�u F = (F1; F2; : : : ; FN). On a alors:
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+
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 (4.37)

o�u � est une constante arbitraire dans IR+
� .

Nous pouvons alors �enoncer l'estimation a priori suivante:

Proposition 4.3.6 On a l'in�egalit�e suivante:
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� C(
; T;	)kFk2�1;


(4.38)
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o�u C(
; T;	) est une constante qui ne d�epend que de 
; T , des param�etres du mod�ele et
de k	kL1(0;T;H3(
)).

D�emonstration

La d�emonstration est bas�ee sur les �egalit�es et les in�egalit�es (4.29),(4.31),(4.32),(4.33),
(4.35),(4.36) et (4.37) �etablies ci-dessus, mais aussi sur la majoration (4.23) de la propo-
sition (4.2.5). Tout d'abord, on r�e�ecrit l'�egalit�e (4.28) sous la forme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



@

@t
�tk(Q)

@Qk

@t
dxdt +

CB

HN

TZ
0

Z



�QN
@QN

@t
dxdt

�A4

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�2Qk
@Qk

@t
dxdt = �

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�J (Qk;	k)
@Qk

@t
dxdt

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h
W t � J(Q;	)

i
k

@Qk

@t
dxdt +

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J (Qk; �k(	) + f)
@Qk

@t
dxdt

+
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
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dxdt (4.39)

On remplace les �egalit�es (4.29),(4.35) et (4.36) dans le membre de gauche de l'�egalit�e
(4.39) et on utilise les in�egalit�es (4.31),(4.32),(4.33) et (4.37) dans le membre de droite.
On obtient:
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1A + CtekFk2�1;


o�u Cte est une constante positive comme dans les lemmes ci-dessus.
Quitte �a choisir � assez petit et �a multiplier par 2 les deux membres de l'in�egalit�e

ci-dessus, le terme �Cte
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L2(0;T ;L2(
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passe �a gauche et se simpli�e avec la moiti�e

du premier terme de même type �a droite, i.e:
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dxdt.
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D'apr�es la proposition 4.2.5 et d'apr�es la r�egularit�e de l'op�erateur inverse du laplacien
((��1

d )), on a aussi la majoration:

kQk2
(L2(0;T ;H2(
)))N

� Cte
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2 dxdt � C(
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On obtient �nalement:
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� kFk2�2;
 +
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�
� kFk2�1;
 � C(
; T;	) � kFk2�1;


d'apr�es la d�e�nition des normes k � k�2;
 et kFk�1;


Remarque

La constante C(
; T;	) d�epend cette fois de la norme k	kL1(0;T ;H3(
)) plutôt que

de la norme k	kL1(0;T ;H2(
)). Ceci est dû �a une moins bonne majoration des termes en

jacobien que dans la majoration a priori �enonc�ee dans la proposition 4.2.5.

4.4 Majoration de Q dans L2(0;T;H3(
))

La troisi�eme et derni�ere majoration a priori sera obtenue en multipliant le gradient

de la ki�eme �equation Q.G adjointe au second ordre par le gradient
1

Hk

~rVk, en int�egrant

en espace et en temps, puis en faisant la sommation en k des N produits obtenus. Nous
avons:
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112



L'existence et l'unicit�e de la solution du mod�ele Q.G. adjoint au second ordre.

+HNCB
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h~rfk; ~rVkidxdt: (4.40)

Nous allons �etudier chacun des termes de (4.40):

� Premier terme:
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r
@

@t
�tk(Q); ~rVkidxdt

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r
@

@t
�tk(Q); ~rVkidxdt =

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h
@

@t
~r�Qk; ~rVkidxdt+

+
NX
k=1

pk+ 1
2

TZ
0

Z



h
@

@t
~r

 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
; ~r

Vk
Hk

idxdt�

�
NX
k=1

pk� 1
2

TZ
0

Z



h
@

@t
~r

 
Qk

Hk
�

Qk�1

Hk�1

!
; ~r

Vk
Hk

idxdt

Or:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h
@

@t
~r�Qk; ~rVkidxdt

Green
= �

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



@�Qk

@t
�Vkdxdt+

+
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


@�Qk

@t

@Vk
@n

d�dt

Le deuxi�eme terme du membre de droite est nul car �Qk = 0 sur @
. Et dans le
cas o�u Vk = Qk, on a:

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r
@

@t
�tk(Q); ~rQkidxdt =

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



@�Qk

@t
�Qkdxdt+

+
N�1X
k=1

pk+ 1
2

TZ
0

Z



h
@

@t
~r

 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
; ~r

 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!
idxdt =

=
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



1

2

@

@t
(�Qk)

2 dxdt+
N�1X
k=1

pk+ 1
2

TZ
0

Z



1

2

@

@t






~r
 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!





2

dxdt
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et on a alors l'�egalit�e:

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r
@

@t
�tk(Q); ~rQkidxdt =

=
1

2

24 NX
k=1

1

Hk

Z



(�Qk)
2 dx+

N�1X
k=1

pk+ 1
2

Z








~r
 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!





2

dx

35t=T
t=0

(4.41)

� Deuxi�eme terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


h~r�J(Qk;	k); ~rVkidxdt

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


h~r�J(Qk;	k); ~rVkidxdt
Green
= �

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�J(Qk;	k)�Vkdxdt +

+
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


J(Qk;	k)
@Vk
@n

d�dt

Le deuxi�eme terme du membre de droite de cette �egalit�e est nul grâce au lemme
suivant:

Lemme 4.4.1 Soient f et g deux fonctions d�e�nies sur 
 et constantes sur le bord
@
, telles que l'op�erateur Jacobien appliqu�e �a f et g ait un sens dans �
. On a alors

J(f; g)(x0) = 0 8 x0 2 @
 (4.42)

D�emonstration

Fixons x0 2 @
. Soient ~n0 et ~�0 les vecteurs normal et tangent �a la fronti�ere pris au
point x0. Faisons le changement de variables suivant :

(
F ( ~X) = f( ~X: ~n0 + ~X:~�0) et

G( ~X) = g( ~X: ~n0 + ~X:~�0):
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Calculons l'op�erateur Jacobien au point x0 :

J(f; g)(x0) =
@f

@x
(x0)

@g

@y
(x0) �

@f

@y
(x0)

@g

@x
(x0)

= (
@F

@x
(x0)nx +

@F

@y
(x0)ny)(�

@G

@x
(x0)ny +

@G

@y
(x0)nx)

+(
@F

@x
(x0)ny �

@F

@y
(x0)nx)(

@G

@x
(x0)nx +

@G

@y
(x0)ny)

=
@F

@x
(x0)

@G

@y
(x0)�

@F

@y
(x0)

@G

@x
(x0):

Or, comme f est constante sur @
, donc :

@F

@x
(x0) =

@f

@�
(x0) = 0:

De même, on a aussi :
@G

@x
(x0) =

@g

@�
(x0) = 0:

Le terme Jacobien s'annule donc en x0. Comme x0 est un point choisi quelconque
sur @
, on en d�eduit que le terme Jacobien s'annule presque partout sur le bord.
D'o�u le r�esultat.

On a �nalement :

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


h~r�J(Qk;	k); ~rVkidxdt =
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�J(Qk;	k)�Vkdxdt (4.43)

Dans le cas o�u Vk = Qk, le deuxi�eme terme de l'�egalit�e (4.40) est major�e selon le
lemme suivant:

Lemme 4.4.2 On a la majoration :������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


h~r�J(Qk;	k); ~rVkidxdt

������ �
� k	kL1(0;T ;H3(
))

�
� � C kQk2L2(0;T ;H3(
)) +

C

�
kQk2L2(0;T ;H2(
))

�
(4.44)

o�u C est une constante qui ne d�epend que de 
; T , des param�etres du mod�ele. � est
une constante que l'on peut choisir arbitrairement dans IR+

� .
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D�emonstration

D'apr�es (4.43) on a:

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r�J(Qk;	k); ~rQkidxdt

������ =

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



�J(Qk;	k)�Qkdxdt

������
�

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

������
Z



�J(Qk;	k)�Qkdx

������ dt
Or ������

Z



�J(Qk;	k)�Qkdx

������ H�older
� k�J(Qk;	k)kL2(
) k�QkkL2(
)

� kJ(Qk;	k)kH2(
) kQkkH2(
)

� C � kDQkkH2(
) kD	kkH2(
) kQkkH2(
)

� C � k	kH3(
) kQkH3(
) kQkH2(
)

Il su�t maintennat d'appliquer l'in�egalit�e de H�older �a l'int�egrale en temps de cette
majoration pour obtenir:

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


h~r�J(Qk;	k); ~rVkidxdt

������ �
� C � k	kL1(0;T ;H3(
)) kQkL2(0;T ;H3(
)) kQkL2(0;T ;H2(
))

� k	kL1(0;T ;H3(
))

�
� � C kQk2L2(0;T ;H3(
)) +

C

�
kQk2L2(0;T ;H2(
))

�
o�u � est une constante positive arbitraire.

� Troisi�eme terme:

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r
h
W tJ(Q;	)

i
k
; ~rVkidxdt

On a: Z



h~r
h
W tJ(Q;	)

i
k
; ~rVkidx =

= �
Z



h
W tJ(Q;	)

i
k
�Vkdx+

Z
@


h
W tJ(Q;	)

i
k

@Vk
@n

d�

| {z }
=0

(4.45)
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Le deuxi�eme terme du membre de droite de cette �egalit�e est nul grâce �a l'�egalit�e
(4.42) du lemme (4.4.1). Dans le cas o�u Vk = Qk, ce troisi�eme terme de l'�egalit�e
(4.40) est major�e selon le lemme suivant:

Lemme 4.4.3 On a la majoration suivante:������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r
h
W tJ(Q;	)

i
k
; ~rVkidxdt

������ �
� k	kL1(0;T ;H3(
))

�
� � C kQk2L2(0;T ;H3(
)) +

C

�
kQkL2(0;T ;H2(
))

�
(4.46)

o�u C est une constante qui ne d�epend que de 
; T , des param�etres du mod�ele. � est
une constante que l'on peut choisir arbitrairement dans IR+

� .

D�emonstration

Grâce �a l'�egalit�e (4.45), on a:������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r
h
W tJ(Q;	)

i
k
; ~rQkidxdt

������ �
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

������
Z



h
W tJ(Q;	)

i
k
�Qkdx

������ dt
Appliquons l'in�egalit�e de H�older �a l'int�egrale en espace. On a:������

Z



h
W tJ(Q;	)

i
k
�Qkdx

������ H�older
� jkWkj kr	kL1(
) krQkL2(
) k�QkL2(
)

Puisque l'injection de H2(
) = W 2;2(
) dans L1(
) est continue, on a:

kr	kL1(
) � C kD	kH2(
) � C k	kH3(
)

On a aussi:

krQkL2(
) � C kQkH3(
) et k�QkkL2(
) � C kQkkH2(
) � C kQkH3(
)

L'int�egrale en espace est alors major�ee par :������
Z



h
h
W tJ(Q;	)

i
k
; ~rQki

������ � C k	kH2(
) kQkH2(
) kQkH3(
)

Ensuite, on applique l'in�egalit�e de H�older �a l'int�egrale en temps de cette majoration
pour obtenir:������

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~r
h
W tJ(Q;	)

i
k
; ~rQkidxdt

������ �
� C k	kL1(0;T ;H3(
)) kQkL2(0;T ;H3(
)) kQkL2(0;T ;H2(
))

� k	kL1(0;T ;H3(
))

�
�C kQk2L2(0;T ;H3(
)) +

C

�
kQk2L2(0;T ;H2(
))

�
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o�u � et C sont comme dans l'�enonc�e du lemme.

� Quatri�eme terme:

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~rJ(Qk; �k(	) + f); ~rVkidxdt

�
Z



h~rJ(Qk; �k(	) + f); ~rVkidx
Green
=

Z



J(Qk; �k(	) + f)�Vkdx

�
Z
@


J(Qk; �k(	) + f)
@Vk
@n

d�

Grâce �a l'�egalit�e (4.42) du lemme (4.4.1), on aZ
@


J(Qk; �k(	))
@Vk
@n

d� = 0 (4.47)

d'autre part, en utilisant l'hypoth�ese ��plan, c'est-�a-dire que la force de Coriolis
d�epend de fa�con lin�eaire de la latitude: f(x; y) = f0 + �y, on a:Z

@


J(Qk; �k(	) + f)
@Vk
@n

d�dt =
Z
@


J(Qk; �k(	))
@Vk
@n

d�

| {z }
=0

+
Z
@


J(Qk; f)
@Vk
@n

d�

= �
Z
@


@Qk

@x

@Vk
@n

d�

et donc:

�
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~rJ(Qk; �k(	) + f); ~rVkidxdt =

=
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J(Qk; �k(	) + f)�Vkdxdt� �
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


@Qk

@x

@Vk
@n

d�dt(4.48)

Dans le cas o�u Vk = Qk, on peut majorer le quatri�eme terme de l'�egalit�e (4.40) selon
le lemme suivant:

Lemme 4.4.4 On a la majoration suivante:������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~rJ(Qk; �k(	) + f); ~rQkidxdt

������ �
� C(	)

 
�C(
) kQk2L2(0;T ;H3(
)) +

C(
)

�
kQk2L2(0;T ;H2(
))

!
(4.49)
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O�u C(	) est une constante de la forme C(	) = max
n
�; k	kL1(0;T ;H3(
))

o
et C(
)

est une constante qui ne d�epend que de 
; T , des param�etres du mod�ele, et � est
une constante arbitraire dans IR+

�

D�emonstration

D'apr�es (4.48), on a:������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



h~rJ(Qk; �k(	) + f); ~rQkidxdt

������ �
�

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J(Qk; �k(	) + f)�Qkdxdt

������+ �

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


@Qk

@x

@Qk

@n
d�dt

������
Or������
Z



J (Qk; �k(	) + f)�Qkdx

������ H�older
�




~rQk





L1(
)

k�QkkL2(
)




~r (�k(	) + f)




L2(
)

Avec les mêmes techniques utilis�ees pour d�emontrer le lemme (4.4.3), on obtient
facilement:������

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



J(Qk; �k(	) + f)�Qkdxdt

������ �
� C(	)

 
�C(
) kQk2L2(0;T ;H3(
)) +

C(
)

�
kQk2L2(0;T ;H2(
))

!
(4.50)

o�u C(
); C(	) et � sont comme dans l'�enonc�e du lemme.

Nous terminons la d�emonstration du lemme (4.4.4) en majorant comme ci-dessus le
deuxi�eme terme du membre de droite de l'�egalit�e (4.48):

�

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


@Qk

@x

@Qk

@n
d�dt

������ � �
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

������
Z
@


 
@Qk

@n

!2

h~n;~{i d�

������ dt
Or on a ������

Z
@


 
@Qk

@n

!2

h~n;~�i d�

������ � sup (jh~n;~{ij)| {z }
=�=2

j@
j
Z
@


 
@Qk

@n

!2

d�

�
�

2
j@
j






@Qk

@n







2

L2(@
)
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On utilise ensuite la continuit�e de l'op�erateur trace de H2(
) dans L2(@
), qui �a

tout v 2 H2(
) associe
@v

@n
. On a alors:

�

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


@Qk

@x

@Qk

@n
d�dt

������ � C(�;
; T ) kQkk
2
L2(0;T ;H2(
))

et comme kQkk
2
L2(0;T ;H2(
)) � kQkk

2
L2(0;T ;H3(
)), on en d�eduit facilement que cette

deuxi�eme int�egrale est major�ee par une expression de la même forme que la majo-
ration de la premi�ere int�egrale, i.e le membre de droite de (4.50). En regroupant ces
deux majorations, on obtient le r�esultat du lemme (4.4.4).

� Cinqui�eme terme:

CB

HN

TZ
0

Z



h~r�QN ; ~rVN idxdt

TZ
0

Z



h~r�QN ; ~rVN idxdt
Green
= �

TZ
0

Z



�QN�VNdxdt+

TZ
0

Z
@


�QN
@VN
@n

d�dt

| {z }
=0

:

Dans le cas o�u Vk = Qk, on obtient :

�HNCB

TZ
0

Z



h~r�QN ; ~rQN idxdt = HNCB

TZ
0

Z



(�QN)
2dxdt: (4.51)

� Sixi�eme terme:

A4

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~r�2Qk; ~rVkidxdt

Pour ce terme, nous supposons dans un premier temps que les (Qk) soient assez
r�eguli�eres pour que tous les termes que l'on �ecrit aient un sens. Nous allons appliquer
deux fois successivement la formule de Green en espace, cela nous donne :

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~r�2Qk; ~rVkidxdt =

Green
= �

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



�2Qk�Vkdxdt+
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


�2Qk
@Vk
@n

d�dt
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Green
=

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~r�Qk; ~r�Vkidxdt �
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


@�Qk

@n
�Vkd�dt

| {z }
=0

+

+
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


�2Qk
@Vk
@n

d�dt:

Cette derni�ere int�egrale sur le bord @
 est, �a premi�ere vue, un terme tr�es gênant
pour notre formulation faible th�eorique pour plusieurs raisons :

{ Ce terme ne s'�elimine pas comme d'habitude, car les conditions aux limites en
espace ne donnent aucune information sur la trace du �2Q sur la fronti�ere @

du domaine.

{ La trace de �2Q est (en terme de r�egularit�e) du même ordre que @4Q=@n4,
dans le cas par exemple o�u la fronti�ere du domaine 
 est r�eguli�ere. Et cette
d�eriv�ee normale �a l'ordre quatre ne peut se majorer �a l'aide de la norme dans
H2(
) de Q mais plutôt par la norme dans H5(
) de Q. Or, notre but est de
majorer seulement la norme de Q dans H3(
) !

En fait, dans le cas g�en�eral o�u les (Qk) ne sont pas assez r�eguli�eres, nous n'avons
�evidemment pas le droit d'introduire la trace de �2Q sur la fronti�ere dans la consi-
d�eration de notre espace Hilbertien, introduit prochainement dans la section (cadre
fonctionnel) 4.5.3. Nous allons donc utiliser l'�equation Q.G. lin�earis�ee forte pour
transformer ce terme. Sur la fronti�ere @
, �2Q s'�ecrit formellement, grâce �a l'�equa-
tion, comme suit :

�2Qk =
1

A4

"
@

@t
�k(Q) + J(Qk; f)� fk

#

=
1

A4

24 d
dt

0@ f20
Hkg

0
k+ 1

2

(Qk+1 �Qk)�
f20

Hkg
0
k� 1

2

(Qk �Qk�1)

1A+

+�
@Qk

@x
� fk

#
:

Pour simpli�er un peu les notations, nous allons utiliser la matrice de couplage des
couches (Wkl), rappelons sa d�e�nition :

W =

0BBBBBBB@

�b1 b1 0 : : : : : : : : : 0
a2 �a2 � b2 b2 : : : : : : : : : 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 : : : : : : 0 an�1 �an�1 � bn�1 bn�1
0 : : : : : : : : : 0 an �an � bn

1CCCCCCCA
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o�u ak =
f20

Hkg0k� 1
2

et bk =
f20

Hkg0k+ 1
2

.

On utilise aussi la notation suivante :

Wk(Q) =

2664W:

0BB@
Q1
...

QN

1CCA
3775
k

Pour les fonctions (Qk) qui ne sont pas assez r�eguli�eres, par abus de notation, nous
(( d�e�nissons )) la quantit�e :

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


�2Qk
@Vk
@n

d�dt
def
=

1

A4

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk(Q) + �

@Qk

@x
� fk

!
@Vk
@n

d�dt:

Par cons�equent, avec cette d�e�nition, on a donc :

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~r�2Qk; ~rVkidxdt =
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~r�Qk; ~r�Vkidxdt+

+
1

A4

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk(Q) + �

@Qk

@x
� fk

!
@Vk
@n

d�dt:

(4.52)

Et dans le cas o�u Vk = Qk on a :

A4

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~r�2Qk; ~rQkidxdt = A4

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



k~r�Qkk
2dxdt +

+
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk(Q) + �

@Qk

@x
� fk

!
@Qk

@n
d�dt: (4.53)

� Septi�eme terme:

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~rfk; ~rVkidxdt

Une fois de plus, appliquons la formule de Green :

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~rfk; ~rVkidxdt
Green
= �

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



fk�Vkdxdt+
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


fk
@Vk
@n

d�dt:
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Appliquons maintenant l'op�erateur ��1
d introduit comme dans (4.21), nous avons

aussi :

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



fk�Vkdxdt =
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



���1
d fk�Vkdxdt

Green
= �

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~r��1
d fk; ~r�Vkidxdt +

+
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


@

@n
(��1

d fk)�Vkd�dt

| {z }
=0

:

L'expression de d�epart se transforme donc en :

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~rfk; ~rVkidxdt =
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z



h~r��1
d fk; ~r�Vkidxdt+

+
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


fk
@Vk
@n

d�dt: (4.54)

Nous pouvons maintenant �enoncer notre 3i�eme majoration a priori suivante :

Proposition 4.4.5 On a l'in�egalit�e suivante :

1

2

24 NX
k=1

1

Hk

Z



(�Qk)
2dx+

N�1X
k=1

pk+ 1
2

Z








~r
 
Qk+1

Hk+1
�
Qk

Hk

!





2

dx

35t=T
t=0

+

+
CB

HN

TZ
0

Z



(�QN)
2dxdt+

A4

2

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z






~r�Qk




2 dxdt
� C(
; T;	):kFk�1;
:kFk�2;
 (4.55)

o�u C(
; T;	) est une constante qui ne d�epend que de 
, T de k	kL1(0;T ;H3(
)) et
des param�etres du mod�ele. On remarque qu'en particulier le coe�cient � dans l'hypoth�ese
(( �-plan )) de la force de Coriolis joue un rôle tr�es important dans cette estimation.

D'abord, commen�cons par donner quelques lemmes techniques d'estimation dont on
aura besoin pour d�emontrer cette proposition.

Lemme 4.4.6 Il existe une constante C (qui, comme d'habitude, ne d�epend que de 
, T
et des param�etres du mod�ele) telle que nous ayons l'estimation suivante :

NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk(Q)

!2

d�dt � C
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z








 @@t ~rQk







2

dxdt: (4.56)

123



Chapitre IV.

D�emonstration

La d�emonstration de ce lemme va se faire en trois �etapes :

1. Nous allons d'abord v�eri�er que :

kWk(')k
2
L2(@
) � C:




~r'


2
(L2(
))N

8k = 1; : : : N ;

et 8' 2 V:

( Rappelons la d�e�nition de V :

V =
n
' = ('k) 2 (H3(
))N qui v�eri�e (i) et (ii)

o
avec :

(i) 'k � C te
k sur @
 8k, les constantes C te

k �etant choisies de telle sorte que, si

�k
def
= [B�1:']k la transformation en modes de ', l'on ait : �1 � 0 sur @
 etZ



�kdx = 0 8k � 2 ;

(ii) �('k) � 0 sur @
 8k. ).

2. La deuxi�eme �etape consiste �a montrer que ceci est encore juste quand on introduit
la d�eriv�ee en temps, mais valable pour des fonctions plus r�eguli�eres.

3. La derni�ere �etape consiste �a passer par densit�e l'in�egalit�e aux fonctions qui ne sont
pas r�eguli�eres.

�Etape 1 :

Soit ' une fonction de V quelconque. On a :���Wk(')j@


��� � jkWkj2 :



('l)j@





 8k = 1; : : :N ;

avec :

� jkWkj2 la norme 2 de la matrice W d�e�nie par : jkWkj2 = sup
X 6=0

kW:Xk2
kXk2

,

� et



('l)j@





2 = NX
l=1

�
'lj@


�2
.

Or, en �ecrivant la transformation de modes en couches sur ('l), nous avons :

'lj@
 =
NX
k=1

Bl;k:�kj@
 8l = 1; : : :N ;

o�u (�k) = [B�1]:('l) la transformation en mode de ('l).
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Puisque �1j@
 = 0, on obtient donc :

'lj@
 =
NX
k=2

Bl;k:�kj@
 8l = 1; : : : N: (4.57)

D'un autre côt�e, d'apr�es le th�eor�eme de traces nous avons aussi :

k�kkL2(@
) � C:k�kkH1(
)�Z
@

�2
kd�

�1=2

� C:k�kkH1(
)

j@
j1=2:
����kj@
��� � C:

�
k�kkL2(
) + k~r�kkL2(
)

�
:

Donc, comme
Z


�kdx = 0, et d'apr�es l'in�egalit�e de Poincar�e-Wirtinger la norme

k�kkL2(
) est major�ee par k~r�kkL2(
), on obtient :

����kj@
��� � C:k~r�kkL2(
) 8k = 1; : : : N:

Rempla�cons ceci dans (4.57), cela nous donne :

���'lj@


��� � C:max
k�2

fjBl;kjg :
NX
k=2

k~r�kkL2(
)

� C:
NX
k=2

k~r�kkL2(
) 8l = 1; : : : N: (4.58)

Il su�t maintenant d'utiliser la transformation de couches en modes ~r�k =
NX
k=1

B�1k;l :
~r'l :




~r�k



L2(
)

=
���


B�1


���

2
:k~r('l)k(L2(
))N 8k = 1; : : : N:

Il su�t de combiner ceci avec (4.58), nous terminons ainsi notre 1i�ere �etape.

�Etape 2 :

Prenons maintenant des fonctions-test ('k) qui, cette fois ci d�ependend aussi du temps
t, et qui sont r�eguli�eres. Plus exactement on prend des 'k dans C1(]0; T [�
) et telles que
pour tout t dans ]0; T [ on ait ('k)(t) 2 V . Comme ('k) sont r�eguli�eres, ses d�eriv�ees
peuvent être exprim�ees comme une limite classique :

d

dt
Wk(')j@
(t) = lim

h!0

1

h

�
Wk(')j@
(t+ h)�Wk(')j@
(t)

�
8t 2]0; T [:
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Int�egrons ceci sur le bord du domaine et d'apr�es le th�eor�eme de la convergence domin�ee,
comme on peut intervertir le signe (( int�egrale )) et (( limite )), on obtient :Z

@


 
d

dt
Wk(')j@
(t)

!2
d� =

Z
@


�
lim
h!0

1

h

�
Wk(')j@
(t+ h)�Wk(')j@
(t)

��2
d�

C:V:

domin�ee= lim
h!0

1

h

Z
@


�
Wk(')j@
(t+ h)�Wk(')j@
(t)

�2
d�

= lim
h!0

1

h

Z
@


�
Wk('(t+ h)� '(t))j@


�2
d�:

Appliquons le r�esulat de l'�etape 1 �a la fonction '(t + h) � '(t) (car cette fonction
appartient �a V ), nous avons l'in�egalit�e suivante :

Z
@


 
d

dt
Wk(')j@
(t)

!2
d� � C: lim

h!0

1

h

Z






~r ('(t+ h) � '(t))



2 dx

� C: lim
h!0

1

h

Z






~r'(t+ h)� ~r'(t)



2 dx:

Repassons �a la limite en utilisant encore une fois le th�eor�eme de la convergence domi-
n�ee, on trouve que :Z

@


 
d

dt
Wk(')j@
(t)

!2
d� � C

Z








 ddt ~r'(t)






2

dx

� C
NX
l=1

1

Hl

Z








 ddt ~r'l(t)







2

dx 8t 2]0; T [:

D'o�u, apr�es avoir int�egr�e en temps puis divis�e par Hk puis fait la sommation sur k,
nous arrivons �a l'in�egalit�e :

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk(')

!2
d�dt � C

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z








 @@t ~r'k







2

dxdt:

Nous venons de montrer le r�esultat du lemme mais valable uniquement pour des fonc-
tions tr�es r�eguli�eres.

�Etape 3 :

Comme C1(]0; T [�
)
T
L2(0; T ;V ) est dense dans V = L2(0; T ;V ) et que l'op�erateur

' �̀!
d

dt
W:(')j@


est ferm�e de V dans L2(0; T ;L2(@
)). Il en est aussi de même pour l'op�erateur

' �̀!
d

dt
~r'
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de V dans L2(0; T ;L2(
)). Quitte �a prendre une suite f'ng telle que l'on ait la convergence

�a la fois de 'n vers Q dans V, et de
d

dt
~r'n vers

d

dt
~rQ dans L2(0; T ;L2(
)), on en d�eduit

que la quantit�e :
d

dt
W:('n)j@


est - d'apr�es l'�etape 2 - born�ee dans L2(0; T ;L2(@
)) (par rapport �a n) par

lim
n!1

C
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z








 @@t ~r'nk






2

dxdt = C
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z








 @@t ~rQk







2

dxdt:

On peut donc extraire de f'ng une sous-suite, que l'on note encore par f'ng, telle que
d

dt
W:('n)j@
 converge faiblement vers une limite not�ee u dans L2(0; T ;L2(@
)). De plus,

comme le graphe de l'application ' 7!
d

dt
W:(')j@
 est convexe (car elle est lin�eaire !),

et que les deux notions (( faiblement ferm�e )) et (( fortement ferm�e )) co��cident sur des
ensembles convexes (c.f. Brezis [6] page 38), la limite u trouv�ee est unique ( c.-�a-d. ne
d�epend pas de la sous-suite extraite). La limite de la suite f'ng �etant la fonction Q, et
comme la convergence forte implique la convergence faible, nous en d�eduisons qu'en fait :

Q 2 D

 
d(W:)

dt j@
 ;L
2(0; T ;L2(@
))

!
;

et que :

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk(Q)

!2
d�dt = lim

n!1

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk('n)

!2
d�dt

� C
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z








 @@t ~rQk







2

dxdt:

Lemme 4.4.7 Nous avons la majoration :

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


 
@Qk

@n

!2
d�dt �

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



(�Qk)
2 dxdt: (4.59)

D�emonstration

127



Chapitre IV.

D'apr�es le th�eor�eme de traces, l'op�erateur Q 7!
@Q

@n j@

est continue de H2(
) dans

L2(@
).
En utilisant maintenant la propi�et�e de r�egularit�e de l'op�erateur inverse du laplacien

nous avons :

kQk2(H2(
))N � C
NX
k=1

1

Hk

Z



(�Qk)
2dx:

D'o�u le r�esultat en int�egrant en temps.

D�emonstration de la proposition 4.4.5

D'abord, dans la formulation faible (4.40), on remplace Vk par (�Qk). Ensuite, en utilisant
(4.41) (4.44) (4.46) (4.49) (4.51) (4.53) et (4.54), et apr�es avoir pris garde de simpli�er les

deux termes
1

Hk

TZ
0

Z
@


fk
@Qk

@n
d�dt pr�esent�es �a la fois dans dans (4.53) et dans (4.54) (avec

deux signes oppos�es), nous obtenons :

1

2

24 NX
k=1

1

Hk

Z



(�Qk)
2dx+

N�1X
k=1

pk+ 1
2

Z



k~r(Qk+1 �Qk)k
2dx

35t=T
t=0

+

+ CB
HN

TZ
0

Z



(�QN)
2dxdt +A4

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



k~r�Qkk
2dxdt �

� C(Qref )

 
�:C(
) kQk2L2(0;T ;H3(
))+

C(
)

�
kQk2L2(0;T ;H2(
))

!
+

+

������
NX
k=1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk(Q) + �

@Qk

@x

!
@Qk

@n
d�dt

������ :
(4.60)

En utilisant la propri�et�e de r�egularit�e de l'op�erateur inverse du laplacien appliqu�e �a
Q, et comme �Q s'annule sur @
, d'apr�es l'in�egalit�e de Poincar�e nous avons :

kQkH3(
) � Ck�QkH1(
) � Ck~r�QkL2(
):

Grâce �a ceci, nous pouvons choisir la constante � dans (4.60) assez petite de telle
mani�ere que la norme dans L2(0; T ;H3(
)) de Q dans le membre de droite de l'in�egalit�e

puisse passer de l'autre côt�e pour se simpli�er avec
A4

2
k~r�Qk2L2(0;T ;L2(
)).

Ensuite, le terme correspondant �a la norme dans L2(0; T ;H2(
)) de Q �a droite de
(4.60) sera major�e - grâce �a la r�egularit�e de l'inverse du laplacien - par la norme de �Q
dans L2(0; T ;L2(
)), donc par kFk2�2;
 d'apr�es la proposition (prop de la 2eme estmation
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a priori) 4.3.6.

En�n, pour le dernier terme (avec la valeur absolue) dans le membre de droite de
(4.60), en utilisant les deux majorations �etablies dans les lemmes 4.4.6 et 4.4.7, nous
faisons la majoration comme ceci :������

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


d

dt
Wk(Q)

@Qk

@n
d�dt

������ �
� C

24 NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


 
d

dt
Wk(Q)

!2
d�dt

351=2 :
24 NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


 
@Qk

@n

!2
d�dt

351=2

� C

24 NX
k=1

1

Hk

TZ
0
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 @@t ~rQk







2

dxdt

351=2 :
24 NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



(�Qk)
2
dxdt

351=2 :
Ces deux termes sont major�es respectivement par les normes k : k�1;
 et k : k�2;


du second membre F = (fk) de notre �equation Q.G. adjointe au second ordre, grâces
respectivement aux propositions 4.3.6 et 4.2.5. Nous obtenons donc la majoration :������

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


d

dt
Wk(Q)

@Qk

@n
d�dt

������ � C:kFk�1;
:kFk�2;
:

De même, nous majorons l'int�egrale :������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


�
@Qk

@x

@Qk

@n
d�dt

������ = �

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


h
�!
rXQk;~ii

@Qk

@n
d�dt

������
� �: sup

x2@

jh~n;~iij:

������
NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z
@


 
@Qk

@n

!2
d�dt

������
� C

NX
k=1

1

Hk

TZ
0

Z



(�Qk)
2 dxdt

� C:kFk�2;
:

Donc, apr�es avoir combin�e toutes ces majorations, en remarquant que kFk�2;
 �
C:kFk�1;
, nous terminons ainsi la d�emonstration de la proposition.

4.5 Existence et unicit�e de solutions de l'�equation

Q.G. adjointe au second ordre.

Avant de passer �a la d'emonstration de l'existence et l'unicit�e de l'�equation Q.G.
adjointe au second ordre, nous rappelons d'abord le r�esultat de l'existence et l'unicit�e de

129



Chapitre IV.

l'�equation Q.G. non lin�eaire dû �a C. Bernier [4], et celui de l'�equation Q.G. lin�earis�ee
dû �a B. Luong [68].

4.5.1 Existence et unicit�e de solutions de l'�equation Q.G. non
lin�eaire.

Th�eor�eme 4.5.1 Soient F 2 L2
�
0; T ;L2(
)

�N
et 	0 2 H1(
)N . Alors il existe une so-

lution 	 dans C0
�
0; T ;H1(
)

�
\ L2

�
0; T ;H2(
)

�
\ L2

loc

�
0; T ;H3(
)

�
unique et continue

dans cet espace par rapport �a la condition initiale de l'�equation :

@

@t
�k(	) + J(	k; �k(	) + f) +

+ �k;N CB:�	N � A4:�2	k = Fk sur 
 � [0; T ] 8k = 1; : : : N ;
(4.61)

avec les conditions aux limites :

	k(t = 0) = 	0
k sur 
: ; (4.62)

8>>>>><>>>>>:

	k(t) � C te
k (t) sur @
 8t 2 [0; T ] 8k = 1; : : : N tel que :

si �k = [B�1:	]k alors

�1 � 0 sur @
� [0; T ] et
Z


�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ] 8k � 2

(4.63)

et :
�(	k) � 0 sur @
� [0; T ] 8k = 1; : : : N: (4.64)

4.5.2 Existence et unicit�e de solutions de l'�equation Q.G. lin�ea-
ris�ee.

Pour d�emontrer l'existence et l'unicit�e de solutions de l'�equation Q.G. lin�earis�ee, B.
Luong a introduit le cadre fonctionnel suivant:

V
def
=

�
' � ('k) 2

�
H3(
)

�N
qui v�eri�ent (i) et (ii)

�
avec :

(i) 'k � C te
k sur @
 8k, les constantes C te

k choisies de telles sortes que, si �k
def
= [B�1:']k

la transformation en modes de ', l'on ait : �1 � 0 sur @
 et
Z


�k dx = 0 8k � 2,

(ii) �'k � 0 sur @
 8k.
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V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

hf; giV =
NX
k=1

Hk

Z



D
~r�fk; ~r�gk

E
dx

et:

H
def
= adh�erence de V dans

�
H1(
)

�N
est aussi un espace de Hilbert.

En identi�ant H �a son dual H 0 et en posant:

V = L2 (0; T ;V ) ; V 0 = L2 (0; T ;V 0) ; et H = L2 (0; T ;H)

on a:

Th�eor�eme 4.5.2

Supposons que 	ref soit dans V \ L1(0; T ;H3(
))N . Alors, pour tout second membre
F 2 V 0, il existe une solution e	 2 V unique de l'�equation :

@

@t
�k( e	) + J(	ref

k ; �k( e	)) + J( e	k; �k(	ref ) + f)+

+ �k;N CB:� e	N �A4:�2 e	k = Fk sur 
� [0; T ] 8k = 1; : : : N ;
(4.65)

avec la condition initiale homog�ene :

e	k(t = 0) = 0 sur 
: (4.66)

Rappelons que l'on a les deux conditions aux limites en espace suivantes qui sont
incluses dans la d�e�nition de V :8>>>>>><>>>>>>:

e	k(t) � C te
k (t) sur @
 8t 2 [0; T ] 8k = 1; : : : N tel que :

si �k =
h
B�1: e	i

k
alors

�1 � 0 sur @
� [0; T ] et
Z


�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ] 8k � 2;

(4.67)

et :
� e	k � 0 sur @
� [0; T ] 8k = 1; : : : N: (4.68)

Remarque

L'�equation Q.G. adjointe �etant par d�e�nition l'adjoint de l'�equation Q.G. lin�earis�ee,
on peut en d�eduire l'existence et l'unicit�e de la solution par la technique de transposition
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(cf. J.L. Lions et E. Magenes [67]), puisqu'on a d�ej�a l'existence et l'unicit�e de la
solution de l'�equation lin�earis�ee. Mais nous pouvons aussi obtenir l'existence et l'unicit�e
de la solution de l'�equation Q.G. adjointe en passant par des estimations a priori dans
un cadre fonctionnel d�e�ni, et en utilisant un sch�ema de type Galerkin. C'est ce que
nous allons faire, non pour l'�equation adjointe, mais pour l'�equation adjointe au second
ordre, car c'est cette derni�ere qui nous int�eresse. Nous rappelons que l'�equation adjointe
au second ordre ne di��ere de l'�equation adjointe que du second membre et de la condition
�nale, et que par un changement de variable en temps, la condition �nale se transforme en
condition initiale, de sorte que les �equations adjointe et adjointe au second ordre peuvent
être r�esolues de fa�con prograde et non r�etrograde.

Nous allons d�emontrer l'existence et l'unicit�e de la solution de l'�equation Q.G. adjointe
au second ordre avec la condition initiale nulle, mais avec un second membre non nul et
pas forc�ement homog�ene sur toutes les couches. Ainsi, la condition initiale nulle sera
directement prise en compte dans le cadre fonctionnel consid�er�e.

Pour d�emontrer l'existence et l'unicit�e dans le cas des conditions initiales non nulles,
il su�ra d'appliquer le th�eor�eme de traces sur des fonctions d�e�nies sur un cylindre du
domaine espace � temps, et de translater la variable Q pour se ramener au cas des
conditions initiales nulles.

Commen�cons par d�e�nir le cadre fonctionnel dans lequel nous chercherons la solution
de l'�equation adjointe au second ordre:

4.5.3 Cadre fonctionnel

Soit:

V
def
=

�
' = ('k) 2

�
H3(
)

�N
qui v�eri�ent (i) et (ii)

�
avec:

(i) 'k � C te
k sur @
 8k, les constantes C te

k choisies de telles sortes que, si �k
def
= [B�t:']k

la transformation en modes de ', l'on ait : �1 � 0 sur @
 et
Z


�k dx = 0 8k � 2,

(ii) �'k � 0 sur @
 8k.

Il est facile de v�eri�er que V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

hf; giV =
NX
k=1

1

Hk

Z



D
~r�fk; ~r�gk

E
dx

On montre aussi, grâce �a la r�egularit�e de l'op�erateur inverse du laplacien, que la norme

associ�ee sur V est �equivalente �a la norme de
�
H3(
)

�N
En e�et, soit f 2 V . D'apr�es la r�egularit�e de l'op�erateur inverse du laplacien, on a

d'une part:

kfk(H3(
))N � k�fk(H1(
))N
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d'autre part, l'in�egalit�e de Poincar�e nous donne:

k�fk(H1(
))N � k~r�fk(L2(
))N

Lemme 4.5.3 Soit H l'espace de Hilbert d�e�ni comme l'adh�erence de V dans (H1(
))N .
Alors H peut s'�ecrire aussi comme :

H =
n
' = ('k) 2 (H1(
))N qui v�eri�e la condition (i) dans la d�e�nition de V

o
:

D�emonstration

1. Il est clair que :

V dans (H1(
))N �
n
' = ('k) 2 (H1(
))N v�eri�ant (i)

o
:

En e�et, pour tout k, l'application :

V �! IR

(Qk) �̀!
Z



h
B�t �Q

i
k
dx

est continue de (L1(
))N donc de (H1(
))N (en supposant que le domaine 
 soit born�e)
dans IR. Donc l'application Q = (Qk) �̀!C te

k , avec C
te
k la constante d�e�nie dans la condi-

tion (i), est bien continue de (H1(
))N dans IR.

2. Inversement, soit Q une fonction donn�ee dans (H1(
))N v�eri�ant la condition (i).
Nous allons chercher une suite fvng dans V qui tend vers Q dans (H1(
))N .

Puisque D(
) est dense dans L2(
) et aussi que L2(
) est dense dans H�1(
) avec
l'injection canonique continue, on peut trouver une suite feung telle que :

eun 2 (H�1(
))N et

eun (H�1(
))N

���!
n!1

�Q 2 (H�1(
))N :

On d�e�nit ensuite fvng les solutions dans V du probl�eme :

�vn = eun: (4.69)

comme suit :

D�e�nition de la solution dans V de (4.69).

La solution dans V de ce probl�eme est trouv�ee par le proc�ed�e suivant :
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On commence par r�esoudre le probl�eme de Dirichlet :(
�evn = eun dans 
;evn = 0 sur @
:

Ensuite on passe en mode les solutions trouv�ees, c.-�a-d. on prend ewn = B�t:evn, puis
on rajoute les fonctions indicatrices �a ewn de telle sorte que son laplacien ne change pas et
que les conditions aux limites impos�ees dans V soient v�eri��ees, c.-�a-d. :

Par abus de langage, nous identi�ons les fonctions wn �a leurs modes ( c.-�a-d. [Btwn]k)
- 8><>:

wn
def
= ewn �

1

j
j

�Z


ewn dx

�
1I(
) pour les modes baroclines et

wn
def
= ewn pour le mode barotrope.

Et utilisant ces fonctions wn on repasse en couche vn = Bt:wn.

Les fonctions vn ainsi construites appartiennent bien �a V . En e�et :

Puisque eun 2 D(
) � (H1(
))N on en d�eduit que evn 2 (H3(
))N par r�egularit�e de
l'inverse du laplacien.

De plus comme les eun appartient �a D(
), les solutions de l'�equation (4.69) sont des
solutions classiques ( c.-�a-d. solutions fortes) C1 du laplacien. On peut donc bien passer
�a la limite la restriction sur @
 les deux membres de cette �equation et on trouve donc :

�evnj@
 = eunj@
 = 0:

Donc :

�vnj@
 = �evnj@
 = 0:

Et en�n par construction, on a wnj@
 = 0 en barotrope et, en barocline l'int�egrale sur
le domaine vaut : Z



wn dx =

Z


ewn dx�

1

j
j

Z


ewn dx

Z


dx = 0:

2

V�eri�ons maintenant que vn �!
n!1

Q dans H1(
) :

Posons eQ def
= Q�Qj@
:1I(
). Cette fonction appartient donc �a H1

0 (
) et on a :

� eQ = �Q = lim
n!1

�evn dans H�1(
):

Par cons�equent, comme le laplacien est un isomorphisme de H1
0 (
) dans H

�1(
), on
a la convergence : evn �!

n!1
eQ dans H1

0 (
):
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On en d�eduit que :����Z



�evn � eQ� dx����2 � j
j
Z


(evn � eQ)2 dx

Poincar�e
� C(
) kevn � eQk2H1

0 (
)
�!
n!1

0:

C'est-�a-dire que : Z


evn dx �!

n!1

Z



eQdx:

On conclut facilement que :

wn = ewn �
1

j
j

�Z


ewn dx

�
1I(
)

H1(
)
���!
n!1

� = e�� 1

j
j

�Z


e�dx�

sur des modes baroclines ;
et que :

wn = ewn
H1(
)
���!
n!1

� = e�
sur le mode barotrope.

Repassons en couches, nous obtenons ainsi la convergence vn
H1(
)
���!
n!1

Q sur toutes les

couches.

On vient donc de montrer que :n
' = ('k) 2 (H1(
))N v�eri�ant (i)

o
� V dans (H1(
))N

Ceci termine donc notre d�emonstration.

Remarque :

Au travers de la d�emonstration de ce lemme, on voit que si l'on munit l'espace H
d�e�ni dans l'�enonc�e du produit scalaire :

hu; viH
def
=

NX
k=1

1

Hk

Z


h~ruk; ~rvki dx;

alors la norme induite par ce produit scalaire est �equivalente �a la norme (H1(
))N grâce
�a l'in�egalit�e de Poincar�e et Poincar�e-Wirtinger. H est donc un espace de Hilbert.

On identi�e le dual de H �a lui-même par le th�eor�eme de repr�esentation de Riesz, et
on fait donc le sch�ema d'inclusion classique suivant :

V ,! H ,! V 0

jj

H 0

Chacun des espaces dans ce sch�ema est donc dense dans le suivant par construction
de H.
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Espace fonctionnel en temps.

Soit [0; T ] l'intervalle de temps consid�er�e. D�e�nissons les espaces de Hilbert suivants :

V
def
= L2(0; T ;V ); H

def
= L2(0; T ;H):

V 0, l'espace dual de V, est alors donn�e par :

V 0=L2(0; T ;V 0):

Comme pr�ec�edemment, le sch�ema d'inclusion est encore valable pour ces espaces avec
le temps, c.-�a-d. :

V ,! H ,! V 0

jj

H0

Soit L l'op�erateur de d�erivation en temps pr�esent�e dans l'�equation adjointe au second

ordre: L:Q
def
= �@=@t �tk(Q). L est un op�erateur lin�eaire non born�e de domaine D(L) � V

et �a valeur dans V 0. L est ferm�e de domaine dans V et tel que :8<: hL:Q;QiH � 0 8Q 2 D(L);

hL�:Q;QiH � 0 8Q 2 D(L�):

En e�et, d'une part, on a :

D(L) =

(
Q = (Qk) 2 V tel que :

@

@t
�tk(Q) 2 V 0 et Qjt=0= 0

)
;

et d'autre part, d'apr�es l'�egalit�e (4.41) on a :

hL:Q;QiH =
1

2

24 NX
k=1

1

Hk

Z



(�Qk)
2 dx+

N�1X
k=1

pk+ 1
2

Z








~r
 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Hk

!





2

dx

35
t=T

� 0:

De même, pour l'op�erateur adjoint L� = @=@t �tk(:), nous avons d'une part :

D(L�) =

(
Q = (Qk) 2 V tel que :

@

@t
�tk(Q) 2 V 0 et Qjt=T= 0

)
;

et les même calculs nous donnent aussi d'autre part :

hL�:Q;QiH =
1

2

24 NX
k=1

1

Hk

Z



(�Qk)
2 dx+

N�1X
k=1

pk+ 1
2

Z








~r
 
Qk+1

Hk+1
�

Qk

Qk

!





2

dx

35
t=0

� 0:
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Les propri�et�es importantes de l'op�erateur L sont donn�ees dans le lemme suivant. Pour
la d�emonstration on peut consulter le livre de J.L. Lions, [66], �a la (page 313):

Lemme 4.5.4 Soit L d�e�ni par L = �@=@t �tk(:). L v�eri�e les deux conditions suivantes :

(i) L est un op�erateur lin�eaire de D(L) dans V qui est maximal monotone �a domaine
dense ;

(ii) pour tout couple (Q;F ) 2 V � V 0 tel que :

hL:Q� F;'�Qi � 0 8' 2 D(L);

on a :
Q 2 D(L) et F = L:Q:

Remarque :

Les conditions (i) et (ii) sont �equivalentes et sont dues essentiellement �a deux choses :
(1) la stricte convexit�e de V et de son dual, et
(2) les propri�et�es de positivit�e remarqu�ees plus haut de L et L�.

Base Hilbertienne sp�eciale pour V .

Consid�erons l'espace suivant :

V2
def
= l'adh�erence V de V dans H2(
)N :

On montre aussi (la d�emonstration est strictement analogue �a celle du lemme 4.5.3)
que V2 peut être d�e�ni d'une autre fa�con et directement par :

V2 =
n
' = ('k) 2 (H2(
))N qui v�eri�e la condition (i) dans la d�e�nition de V

o
:

Grâce aux propri�et�es de r�egularit�e de l'op�erateur inverse du laplacien, on voit aussi
que si l'on munit V2 du produit scalaire :

hu; viV2 =
NX
k=1

1

Hk

Z


�uk �vk dx+

N�1X
k=1

pk+ 1
2

Z



*
~r

 
uk+1
Hk+1

�
uk
Hk

!
; ~r

 
vk+1
Hk+1

�
vk
Hk

!+
dx;

alors V2 est encore un Hilbert dont la norme associ�ee est �equivalente �a la norme H2(
)N .
D�esignons par D(�V ) l'ensemble des fonctions Q dans V telles que la forme lin�eaire :

u 7! hQ;uiV
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soit continue pour la topologie induite par la norme de V2. Il existe un op�erateur non
born�e que l'on note par (( ��V )) de domaine D(�V ) tels que :

hQ;uiV = h��V (Q); uiV2

(Le produit scalaire de V sera pr�ecis�e ult�erieurement).

Il est facile de v�eri�er que ��V est un op�erateur autoadjoint et positif, en e�et :

h��VQ;QiV2 = kQk2V � C:kQk2V2:

En particulier ��V est une application injective. On note par T son inverse, d�e�nie
sur l'ensemble d'image ��V (V ). T est continue dans V par rapport �a la topologie de V2,
en e�et :

hT (Q); uiV = h��V � T (Q); uiV2
= hQ;uiV2
� kQkV2:kukV2
� C:kQkV2:kukV 8Q 2 ��V (V );8u 2 V:

Donc kT (Q)kV � C:kQkV2. �Etant donn�e que ��V (V ) est dense dans V2, on prolonge
donc T sur V2. Par compacit�e de l'injection canonique de V dans V2, on en d�eduit que
T est compact de V2 dans lui-même. D'apr�es la th�eorie sur la d�ecomposition spectrale
des op�erateurs compacts, il existe une base Hilbertienne de V2 form�ee par des vecteurs
propres de T (qui sont orthogonaux sur V2 deux �a deux) :

T (wn) = �n wn wn 2 V2:

En fait les wn appartiennent donc �a V (car T (V2) � V ). Donc fwng est aussi une base
Hilbertienne de V avec :8>>>>>>><>>>>>>>:

8n hwn; uiV = �n hwn; uiV2 8u 2 V

et
NX
k=1

1

Hk

Z


�wnk �wmk dx+

N�1X
k=1

pk+ 1
2

Z



*
~r

 
wnk+1

Hk+1
�
wnk

Hk

!
; ~r

 
wmk+1

Hk+1
�
wmk

Hk

!+
dx = 0

8m 6= n:

4.5.4 �Enonc�e et d�emonstration du th�eor�eme.

Th�eor�eme 4.5.5

Supposons que 	 soit dans V\L1 (0; T ;H3(
))
N
. Alors, pour tout second membre F 2 V 0,

il existe une solution Q 2 V unique de l'�equation :

@

@t
�tk(Q) + �J(Qk;	k) + [W tJ(Q;	)]k � J(Qk; �k(	) + f) +

+ �k;N CB:�QN �A4:�2Qk = Fk sur 
� [0; T ] 8k = 1; : : : N ;
(4.70)
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avec la condition initiale homog�ene :

Qk(t = 0) = 0 sur 
: (4.71)

Rappelons que l'on a les deux conditions aux limites en espace suivantes qui sont
incluses dans la d�e�nition de V :8>>>>><>>>>>:

Qk(t) � C te
k (t) sur @
 8t 2 [0; T ] 8k = 1; : : : N tel que :

si �k = [B�t:Q]k alors

�1 � 0 sur @
� [0; T ] et
Z


�k(t) dx = 0 8t 2 [0; T ] 8k � 2;

(4.72)

et :
�Qk � 0 sur @
� [0; T ] 8k = 1; : : : N: (4.73)

D�emonstration de l'unicit�e

Comme l'�equation est lin�eaire, il su�t de v�eri�er que la seule solution pour un second
membre F = 0 est la solution triviale Q = 0. Or ceci est donn�e par la majoration que
nous avons obtenu dans la proposition 4.4.5.

Nous allons maintenant montrer l'existence de la solutions par la m�ethode de Faedo-
Galerkin. Mais d'abord donnons quelques notations utiles. Posons :

A(Q)
def
= ��J(Qk;	k)�

h
W tJ(Q;	)

i
k
+J(Qk; �k(	

ref )+f)� �k;N CB:�QN+A4:�
2Qk:

La preuve de l'existence revient donc �a montrer qu'il existe un �el�ement de 	 2 D(L)
tel que :

L(	) +A(	) = �F: (4.74)

L'existence par Faedo-Galerkin.

a. Approximation Faedo-Galerkin.

On d�esigne Gm l'espace de Galerkin engendr�e par m fonctions (w1; w2; : : : ; wm). Soit
�a r�esoudre l'�equation :8<: Qm 2 Gm telle que :

hL(Qm) +A(Qm); wiiV 0;V = �hF;wiiV 0;V 8i = 1; : : : ;m:
(4.75)
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b. Estimations a priori de (4.75).

Cette �equation se r�e�ecrit comme un syst�eme d'�equations di��erentielles en temps sui-
vant : 8>><>>:

Qm(t = 0) = 0

h
d �t(Qm)

dt
; wiiV2 + hA(Qm); wiiV 0;V = �hF;wiiV 0;V 8i = 1; : : : ;m:

D'apr�es le th�eor�eme de Carath�eodory, ce probl�eme admet une solution. Les estimations
que l'on a fait dans la proposition 4.4.5 sont encore valables. Donc en particulier les solu-
tions sont bien d�e�nies sur [0; T ] et elles sont born�ees dans

�
L2(0; T ;V ) \ L1(0; T ;H2(
))N

�
par rapport �a m.

Montrons maintenant que les L:Qm sont born�es dans L2(0; T ;V 0). Pour cela introdui-
sons Pm l'op�erateur de projection dans H sur l'espace Gm.

En e�et, comme d'une part :

L(Qm) = �PmA(Qm)� PmF

(on remarque que PmL(Qm) = L(Qm) grâce au choix de la base), et comme d'autre part
l'op�erateur A est continue de V dans V 0, il su�t donc de montrer que les Pm sont unifor-
m�ement born�es dans V 0. En fait on va prouver, par transposition, qu'ils sont uniform�ement
born�es dans V. Soit v 2 V , on d�e�nit �t(v) 2 H - quitte �a un r�eajustement en ajoutant
des fonctions indicatrices - de telle sorte que :

~r�t(v) = ~r�t(v) p.p.:

La d�e�nition du produit scalaire sur V2 s'�ecrit aussi comme :

hu; viV2 = h�t(u); viH = hu; �t(v)iH :

On v�eri�e sans peine d'autre part que le produit scalaire d�e�ni comme suit

hhu; viiV
def
= h�t(u); �t(v)iH

a la norme associ�ee qui est �equivalente �a celle d�e�nie initialement sur V . Travaillons plutôt
avec ce produit scalaire. Nous avons :

h�t(wi); �t(v)iH = hhwi; viiV

= �ihwi; viV2
= �ihwi; �t(v)iH :

Par densit�e on en d�eduit que �t(wi) = �iwi 8i. Et en plus :

hhwi; viiV = h�t
2
(wi); viH

= �2i hwi; viH :
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Soit u 2 V . On d�ecompose u = Pm(u) + (u � Pm(u)) ; ( avec Pm(u) 2 Gm et (u �
Pm(u)) 2 G?

m ). Calculons la norme de u dans V :

kuk2V = kPmuk
2
V + ku� Pmuk

2
V + 2hhPm(u); u� Pm(u)iiV

= kPmuk
2
V + ku� Pmuk

2
V + 2

mX
i=1

uihhwi; u� Pm(u)iiV

= kPmuk
2
V + ku� Pmuk

2
V + 2

mX
i=1

ui�
2
i hwi; u� Pm(u)iH| {z }

=0

:

Donc :
kPmuk

2
V � kuk2V 8m:

Soit u 2 H. Calculons maintenant la norme de Pmu dans V 0 :

kPmukV 0 = sup
v 6=0

hPmu; viV 0;V

kvkV

= sup
v 6=0

hPmu; viH
kvkV

= sup
v 6=0

hu; PmviH
kvkV

= sup
v 6=0

hu; PmviV 0;V

kvkV

� kukV 0 sup
v 6=0

kPmvkV
kvkV

kPmukV 0 � kukV 0:

Donc les L(Qm) demeurent born�es dans L2(0; T ;V 0).

c. Passage �a la limite

On peut donc, d'apr�es l'�etape (b) et grâce �a la compacit�e deD(L) dans L2(0; T ;H2(
))N ,
extraire de Qm une sous-suite Q� telle que :8>>>>>>><>>>>>>>:

Q� * Q dans L2(0; T ;V ) faible,

Q�
�
* Q dans L1(0; T ;H2(
))N faible �etoile,

Q� ! Q dans L2(0; T ;H2(
))N fort et p.p. dans 
�]0; T [;

L:Q� * L:Q dans L2(0; T ;V 0) faible.

Donc nous v�eri�ons sans peine qu'�a la limite de l'�equation (4.75), on obtient :

hL(Q) +A(Q); 'wiiV 0;V = �hF;'wiiV 0;V 8i;8' 2 D(]0; T [):
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Par densit�e, Q v�eri�e l'�equation :

L(Q) +A(Q) = �F:

Ce qui termine la d�emonstration.

4.6 Qualit�e de l'approximation du Hessien.

Nous terminons l'�etude de l'existence et l'unicit�e des solutions de l'�equation Q.G.
adjointe au second ordre en quanti�ant la qualit�e de cette approximation. De fa�con plus
pr�ecise, nous cherchons la di��erentiabilit�e de l'appplication:(

V �̀! V 0

	0 �̀! ~rJ(	0) = P (t = 0)
(4.76)

o�u P est la solution de l'�equation Q.G. adjointe obtenue par transposition de l'�equation
Q.G. lin�earis�ee autour de la solution de r�ef�erence 	 engendr�ee par 	0.

Nous ferons dans la suite un abus de notation entre les espace de solution des �equations
directe lin�earis�ee et adjointe, car les produits scalaires d�e�nissant ces espaces sont les
mêmes �a des constantes multiplicatives pr�es.

Nous �etudions de fa�con plus g�en�erale la di��erentiabilit�e de l'application:

(
V �̀! V
	0 �̀! P (t 2 [0; T ])

(4.77)

et nous en d�eduirons la di��erentiabilit�e de (4.76) en prenant la trace de P en 0.
En �etudiant l'existence et l'unicit�e des solutions de l'�equation Q.G. lin�earis�ee, B.

Luong a en outre montr�e que:

Th�eor�eme 4.6.1 L'application:(
V �̀! V
	0 �̀! 	(t 2 [0; T ])

(4.78)

par r�esolution de l'�equation Q.G. non lin�eaire est Fr�echet-di��erentiable. Si en plus on mu-

nit V de la topologie induite par L1
�
0; T ;H2(
)

�N
, elle est encore Fr�echet-di��erentiable.

Sa di��erentielle s'obtient en r�esolvant l'�equation Q.G. lin�earis�ee (avec la condition initiale
non nulle).

Et comme cons�equence naturelle de ce r�esultat, on a:

Corollaire 4.6.2 Si l'op�erateur C (introduit dans la d�e�nition de la fonction coût) est
continu par rapport �a la topologie de V, ou bien par rapport �a la topologie induite par

L1
�
0; T ;H2(
)

�N
, alors la fonction coût J est di��erentiable en tout point, i.e le vecteur

gradient de cette fonction est bien d�e�ni en tout point.
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La formulation de l'assimilation variationnelle montre que cette di��erentielle est don-
n�ee par l'application (4.76) dont nous allons maintenant �etudier la di��erentiabilit�e pour
justi�er l'utilisation du Hessien.

Remarquons aussi qu'en d�erivant (formellement) une deuxi�eme fois l'�equation Q.G.
non lin�eaire (et donc en d�erivant une fois l'�equation lin�earis�ee), par la même technique
utilis�ee pour montrer la di��erentiabilit�e de l'application (4.78), on montre que cette appli-
cation est deux fois Fr�echet-di��erentiable et que sa di��erentielle s'obtient par r�esolution
du lin�earis�e de l'�equation Q.G. lin�earis�ee. En cons�equence, si l'op�erateur C est continu (il
est lin�eaire par consid�eration), alors la fonction-coût est deux fois Fr�echet-di��erentiable.

Par souci de simplicit�e et sans nuire �a la g�en�eralit�e, nous allons nous restreindre au
cas du mod�ele barotrope (une couche), les calculs �etant les mêmes dans le cas du mod�ele
multicouches.

Consid�erons alors deux �etats initiaux voisins 	0
1 et 	

0
2 du mod�ele Q.G. barotrope tels

que:

(i)



	0

1 �	0
2





V

� h h � 0 assez petit,

(ii) 	0
1 et 	

0
2 g�en�erent des solutions 	1 et 	2 de la même �equation Q.G.

(iii) 	1 et 	2 �a leur tour donnent lieu �a deux solutions P1 et P2 du mod�ele Q.G. adjoint.
P1 et P2 v�eri�ent les �equations:8>>>>>>><>>>>>>>:

Pi(T ) =
@J

@	(T )
(	i)

�
@

@t
�t(Pi)��J(	i; Pi)� J(	i; Pi)� J(Pi; �

t(	i) + f) +

+ CB�Pi �A4�
2Pi =

@J

@	
(	i) i = 1; 2

(4.79)

et les conditions aux limites ad�equates.

Posons Q = P1 � P2 et e	 = 	1 �	2. Alors Q v�eri�e l'�equation:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

Q(T ) =
@J

@	(T )
(	1)�

@J

@	(T )
(	1)

�
@

@t
�t(Q)��[J(	1; P1)� J(	2; P2)]� [J(	1; P1)� J(	2; P2)]�

� [J (	1; �(	1) + f) � J (P2; �(	2) + f)] + CB�Q�A4�2Q =

=
@J

@	
(	1)�

@J

@	
(	2)

(4.80)

D'une part, l'approximation de Taylor au premier ordre nous donne:

@J

@	
(	1)�

@J

@	
(	2) =

@2J(	1)

@	2
(	1 �	2) + o

�
k	1 �	2k

2
V

�
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d'autre part, on a:

J(	1; P1)� J(	2; P2) = J(	1; Q) + J( e	; P1) + J(	1 �	2; P2 � P1)

J (	1; �(	1) + f) � J (P2; �(	2) + f) = J(P1; �( e	)) + J(Q; �(	1) + f)

+ J(P1 � P2; �(	2 �	1))

On obtient alors pour Q l'�equation:

8>>>>><>>>>>:
�
@

@t
�t(Q)��J(	1; Q)��J( e	; P1)� J(	1; Q)� J( e	; P1)� J(Q; �(	1) + f)�

�J(P1; �( e	)) + CB�Q�A4�2Q =
@2J(	1)

@	2
( e	) +�J(	1 �	2; P2 � P1)+

+J(	1 �	2; P2 � P1) + J(P1 � P2; �(	2 �	1))

On retrouve typiquement l'�equation adjointe au second ordre, mais avec un second membre
augment�e de

G(	1;	2; P1; P2) = �J(	1 �	2; P2 � P1) + J(	1 �	2; P2 � P1) + J(P1 � P2; �(	2 �	1))

La di��erentiabilit�e de l'application (4.76) s'obtient alors en montrant queG(	1;	2; P1; P2)
est un terme d'ordre deux en h.

������
Z



D
~r�J(	1�	2; P2 � P1); ~rU

E
dx

������ Green
=

������
Z



�J(	1 �	2; P2 � P1)�Udx

������
H�0lder
� C k�J(	1 �	2; P2 � P1)kL2(
) k�UkL2(
)

� C kJ(	1 �	2; P2 � P1)kH2(
) kUkH2(
)

� C



~r(	1 �	2)





H2(
)




~r(P1 � P2)




H2(
)

kUkV

� C k	1 �	2kH2(
) kP1 � P2kV kUkV

et en int�egrant en temps, on :

������
TZ
0

Z



D
~r�J(	1 �	2; P2 � P1); ~rU

E
dxdt

������ �

� Ck	1 �	2kL1(0;T ;H2(
))kP1 � P2kL2(0;T ;V )kUkL2(0;T ;V )

Or le th�eor�eme (4.5.1) sur l'existence et l'unicit�e de solutions de l'�equation Q.G. non
lin�eaire montre que:

k	1 �	2kL2(0;T ;V ) � h et k	1 �	2kL1(0;T ;H2(
)) � h
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on en d�eduit par transposition que pour l'�equation adjointe,

kP1 � P2kL2(0;T ;V ) � h

Ainsi donc
k�J(	1 �	2; P2 � P1)kV 0 � h2

Une d�emarche analogue montre que:

kJ(	1 �	2; P2 � P1)kV 0 � h2 et kJ(P1 � P2; �(	1 �	2))kV 0 � h2

et donc G(	1;	2; P1; P2) est un terme d'ordre deux en h. Nous pouvons alors �enoncer la:

Proposition 4.6.3 L'application:(
V �̀! V
	0 �̀! P (t 2 [0; T ])

(4.81)

o�u P est la solution du mod�ele Q.G. adjoint est di��erentiable. Sa di��erentielle s'obtient
par r�esolution de l'�equation Q.G. adjointe au second ordre.

Puisque le gradient de la fonction coût s'obtient en prenant la trace de P en t = 0, on
en d�eduit que:

Proposition 4.6.4 L'application:(
V �̀! H
	0 �̀! P (t = 0)

(4.82)

o�u P est la solution du mod�ele Q.G. adjoint est Fr�echet-di��erentiable. Sa di��erentielle
s'obtient en prenant la trace en t = 0 de la solution de l'�equation Q.G. adjointe au second
ordre.

Et donc la trace en t = 0 de la d�eriv�ee directionnelle du l'�equation Q.G. adjointe au
second ordre nous donne bien le produit Hessien � vecteur, le Hessien �etant le v�eritable
Hessien.
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ChapitreV :

Sensibilit�e par rapport �a la con�-

guration spatio-temporelle des obser-

vations

5.1 Introduction et position du probl�eme

Le premier pas de la connaissance du monde qui nous entoure et de tous ses ph�e-
nom�enes et ses m�ecanismes, c'est l'observation de ce qui se passe. Ensuite vient la
mod�elisation si possible, puis la mise en �uvre et les simulations.

Il est �evident que l'on ne peut faire un bon compte-rendu (une bonne mod�elisation)
d'un ph�enom�ene qui a �et�e mal observ�e. Et quand bien même on aurait bien observ�e, on
peut mal mod�eliser, d'o�u l'importance de comparer par la suite les r�esultats du mod�ele aux
observations: l'assimilation de donn�ees. Et ce n'est qu'une fois qu'on a obtenu, s'il existe,
le mod�ele le plus \ proche" possible des observations, que l'on peut faire des pr�evisions,
en esp�erant ne pas s'�eloigner beaucoup de la r�ealit�e. Les observations seules ne su�sent
pas pour faire de la pr�evision, car on ne peut observer le futur.

Les observations jouent donc un rôle de premier plan tant pour la mod�elisation que
pour l'assimilation de donn�ees, et il est alors important de bien observer. Nous entendons
par bien observer, prendre des mesures ou bien faire des observations �a partir desquelles
on peut reconstituer au mieux l'�etat du ph�enom�ene observ�e. Et pour bien observer, il faut
un bon syst�eme d'observation.

L'�etude men�ee dans ce chapitre a avant tout un caract�ere prospectif: c'est une �etude
de faisabilit�e.

La question qui nous a �et�e pos�ee par les m�ecaniciens des 
uides, plus pr�ecis�ement les
oc�eanographes et �a laquelle nous essayons d'apporter des �el�ements de r�eponses sur le plan
math�ematique est la suivante:

Peut-on optimiser un syst�eme d'observation satellitaire sur l'oc�ean?

La fa�con d'observer est tout aussi importante que l'observation elle-même. Nous pou-
vons le constater avec l'exemple d'un peintre dessinant un objet ou un paysage qu'il
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observe. Il ne peut retracer que ce qu'il voit. Il fait ainsi intervenir des param�etres dont
la qualit�e �nale du dessin d�ependra: la fa�con de voir, l'angle sous lequel il regarde, son
acuit�e visuelle. Ce constat reste valable dans toute proc�edure d'observation en vue de
la mod�elisation: l'observation d�epend incontestablement de ce que nous appelons ici les
param�etres d'observation. Ce sont tous les param�etres qui d�e�nissent la position de
l'observateur ou de l'appareil qui prend des mesures, mais aussi la pr�ecision de ce dernier.
Nous pouvons dans ce chapitre, sans nuire �a la g�en�eralit�e, supposer que \l'observateur a
une acuit�e visuelle parfaite". Si ce n'est pas le cas, on peut mener une �etude comme au
chapitre III pour calculer la sensibilit�e d'un crit�ere donn�e par rapport �a un bruit sur les
observations.

Dans le cas d'une acuit�e visuelle parfaite, l'observation, ainsi que sa con�guration
spatio-temporelle, ne d�ependent plus que de la position de l'observateur, i.e. de tous les
param�etres qui d�eterminent la position de l'observateur. En altim�etrie satellitaire, ces
param�etres sont principalement: la p�eriode de r�evolution du satellite, son altitude et son
angle d'inclinaison.

L'approche ci-dessus suscite naturellement les questions suivantes :existe-t-il une po-
sition de l'observateur pour laquelle l'observation est optimale? Quels sont les crit�eres
d'optimalit�e pour la position de l'observateur et les observations?

Des r�eponses simples peuvent être donn�ees �a ces questions lorsque l'�etat de l'objet ou
du ph�enom�ene observ�e est stationnaire (reste �xe au cours du temps). Dans ce cas, la
position optimale de l'observateur est celle qui lui permet de \voir" tous les apects (du
moins le maximum) de ce qu'il observe, et pas forc�ement au même instant. Et l'optimalit�e
des observations est regard�ee �a travers la pr�ecision avec laquelle on peut reconstruire, par
assimilation de donn�ees, l'�etat observ�e.

Il est plus di�cile par contre de r�epondre �a ces questions lorsqu'il s'agit des ph�enom�enes
�evolutifs (qui varient au cours du temps). Une id�ee de l'optimalit�e nous est n�eanmoins
donn�ee par le cas stationnaire: la position optimale de l'observateur est encore celle qui
lui permettrait de \voir" tous les apects (du moins le maximum) du ph�enom�ene observ�e
au cours du temps, et nous gardons la même d�e�nition de l'optimalit�e des observations
�enonc�ee pour le cas stationnaire, quoique ces crit�eres soient plus di�ciles �a �etablir dans
ce cas d'�evolution.

Mais dans la mod�elisation, ce qui est le plus souvent utilis�e n'est pas la position de
l'observateur, ce sont plutôt la con�guration de l'observation et l'observation elle-même.
Il reste vrai que la con�guration et l'observation sont d�etermin�ees par la position de
l'observateur. En assimilation variationnelle de donn�ees, la position de l'observateur est
introduite de fa�con implicite par l'op�erateur de con�guration des observations. C'est l'op�e-
rateur qui d�ecrit la distribution spatiale et spatio-temporelle des observations pour les
probl�emes stationnaires et d'�evolution respectivement. Cet op�erateur est le plus souvent
consid�er�e comme l'op�erateur de projection sur l'espace des observations et il est commu-
n�ement not�e C, qui apparâ�t explicitement dans l'expression de la fonction-coût. Avant
d'analyser l'importance de cet op�erateur, rappelons d'abord l'historique de la prise des
mesures sur l'oc�ean.
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5.2 Historique de l'observation de l'oc�ean: de l'anti-

quit�e �a l'�ere spatiale

5.2.1 Les premiers oc�eanographes

Ce sont les besoins de la navigation qui ont suscit�e les premi�eres tentatives pour
mesurer la vitesse et le parcours des courants marins. Les anciens marins de commerce
ont �etabli des compilations partielles du r�egime des mar�ees et des courants au large de
la mer Rouge et de la m�editerran�ee, qui sont parvenues jusqu'�a nous. Ces voyageurs ont
ainsi invent�e l'oc�eanographie physique.

Les Vikings ont travers�e l'Atlantique nord, atteignant Vinland (Labrador) vers l'an
mille. Les l�egendes nordiques gardent la trace d'un Nouveau Monde au-del�a des mers. Mais
ce sont d'autres europ�eens qui, au d�ebut de la Renaissance, ont commenc�e �a parcourir
les oc�eans pour chercher de nouveaux et riches territoires. Vers l'an 1600, les exp�edi-
tions portugaises,espagnoles,fran�caises et anglaises avaient trac�e la carte de la plupart des
continents et des oc�eans d'un globe qui �etait presque inconnu un si�ecle auparavant. Ces
aventuriers intr�epides, en reliant l'Ancien et le Nouveau Monde, ont entrepris l'exploration
syst�ematique des mers et r�ev�el�e les dimensions de la plan�ete oc�eane.

5.2.2 Les d�ebuts de la recherche

Responsable adjoint de la Poste pour la colonie am�ericaine, Benjamin Franklin cher-
chait �a r�eduire la dur�ee du voyage Londres-New York en �etablissant une carte des courants
dans l'Atlantique. En 1775, au cours d'un voyage de Londres �a Philadelphie, Franklin tra�ca
les limites du Gulf Stream en mesurant la temp�erature de l'eau; il publia ult�erieureement
une carte devenue un classique de l'oc�eanographie. Premier service charg�e des cartes ma-
rines, le service Hydrographique avait �et�e mis en place cinq ans auparavant, en France.

Peu apr�es, le capitaine anglais James Cook terminait son fameux voyage d'exploration
dans le Paci�que (1776-1779). Les exp�editions se multipli�erent, et en 1849, Maury, un
o�cier de marine am�ericain, publiait les premi�eres cartes mondiales de vents et de courants
�a partir des donn�ees recueillies par les bateaux.

L'ann�ee 1872 vit la premi�ere exp�edition purement consacr�ee �a l'oc�eanographie scien-
ti�que: le voyage de 42 mois du Challenger, pour le compte de la British Royal Society.
Parcourant 70000 milles, Challenger arpenta syst�ematiquement l'oc�ean, et collecta de la
surface au fond des donn�ees de bathym�etrie, temp�erature et courants. Ces d�ecouvertes
furent analys�ees au cours des vingt ann�ees suivantes et constitu�erent les bases de l'oc�ea-
nographie moderne.

5.2.3 La maturit�e

Le vingti�eme si�ecle est marqu�e par des avanc�ees majeures en oc�eanographie, le d�e-
ploiement des instruments �a la mer, des coop�erations internationales et une foule de
d�ecouvertes.
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Vers 1900-1930, les travaux de Challenger furent poursuivis par des exp�editions natio-
nales similaires. On leur doit l'invention de la premi�ere bouteille �able pour pr�elever des
�echantillons en profondeur, la th�eorie du for�cage des courants par le vent et les premi�eres
mesures physiques et chimiques �a travers l'Atlantique.

La p�eriode 1930-1960 t�emoigne de rapides progr�es techniques, v�eri�cation des th�eo-
ries sur le fonctionnement de l'oc�ean, premi�ere collaboration telle l'Ann�ee G�eophysique
Internationale en 1957, nouveaux instruments pour mesurer la temp�erature et suivre les
courants profonds, mod�eles de circulation �a grande �echelle et d�ecouverte de l'importance
des tourbillons dans la dissipation de l'�energie.

Nous assistons depuis 1960 �a des avanc�ees fantastiques dans les techniques de mesure
et de calcul, �a des �etudes d�etaill�ees au niveau r�egional, et �a la reconnaissance de l'impact
de l'oc�ean sur le climat. C'est la p�eriode de l'Exp�edition dans l'Oc�ean Indien, des couran-
tom�etres en profondeur, des mod�eles globaux de circulation atmosph�erique et oc�eanique.
Plus pr�es de nous, c'est la d�ecennie internationale d�edi�ee �a l'�etude des oc�eans, l'oc�eano-
graphie par satellite et les exp�eriences TOGA (Tropical Ocean and Global Atmosphere)
et WOCE (World Ocean Circulation Experiment). Les scienti�ques �etudient d�esormais la
Terre comme un syst�eme unique combinant di��erents �el�ements: terres, oc�eans, atmosph�ere
et biosph�ere.

5.2.4 L'�ere spatiale

Son d�ebut, en 1957, a suscit�e et accompagn�e une �evolution majeure dans les �etudes de
la Terre. En 1960, un satellite m�et�eorologique am�ericain fournissait les premi�eres images
de la couverture nuageuse. Dans les ann�ees 70, des satellites ont commenc�e �a transmettre
r�eguli�erement des donn�ees sur la physique, la chimie et la dynamique de l'atmosph�ere,
ainsi que sur les caract�eristiques des sols. C'est aussi l'�epoque des premi�eres mesures
altim�etriques pour d�eterminer la topographie de la surface oc�eanique.

Les mesures des navires et des instruments d�eploy�es en mer sont essentielles �a la re-
cherche. Des instruments sur bou�ees permettent une mesure exhaustive et automatique.
Leur d�eploiement dans l'oc�ean profond et au large est une innovation majeure du ving-
ti�eme si�ecle.Toutefois ces techniques sont limit�ees dans l'espace et dans le temps; des me-
sures fr�equentes de la hauteur ne peuvent être fournies sur une longue p�eriode �a l'�echelle
d'un bassin oc�eanique. La mesure de la topographie par radar embarqu�e sur satellite est
le seul moyen d'obtenir ces observations. Les espoirs plac�es depuis vingt ans dans cette
technique se sont concr�etis�es en 1992 avec le lancement de TOPEX/POSEIDON.

5.2.5 Observer depuis l'espace

L'oc�eanographie n'est plus attach�ee �a la mer. La technologie spatiale a permis aux
scienti�ques de placer �a grande distance des capteurs sensibles, pour mesurer de mani�ere
di��erente la plan�ete oc�eane.
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Deux d�ecennies de progr�es

Bien qu'un altim�etre radar exp�erimental ait vol�e en 1973 �a bord du SKYLAB de la
NASA, c'est le satellite GEOS-3 qui a emport�e le premier instrument ayant fourni des
mesures utiles du niveau de la mer et sa variabilit�e dans le temps (1975-1978). La carte de
la variabilit�e du Gulf Stream ainsi obtenue est en conformit�e avec les mesures historiques
r�ealis�ees par les bateaux.

En 1978, le satellite SEASAT de la NASA emportait le premier altim�etre con�cu pour
l'oc�eanographie et fournissait des mesures globales in�edites de topographie de surface.
Cette mission ne dura que 100 jours, mais elle recueillit plus de donn�ees que les bateaux
de recherche des 100 ann�ees pr�ec�edentes. L'altim�etre GEOSAT de la US-Navy (1985-1989)
est �a l'origine du premier jeu de donn�ees interannuelles de hauteur des oc�eans, et a permis
les mesures de variabilit�e les plus pr�ecises jamais obtenues.

En vingt ans de progr�es en mati�ere de technologie des instruments et d'analyse scien-
ti�que, la pr�ecision de l'altim�etre est pass�ee de 60cm avec Skylab �a 4cm avec Geosat.
Cependant, aucune de ces missions ne visait �a �etudier la circulation des oc�eans, qui im-
plique des mesures de topographie �a une dizaine de centim�etres pr�es �a l'�echelle d'un bassin
oc�eanique entier. Toutes ces missions �etaient limit�ees par les incertitudes sur l'orbite, qui
allaient de 10m pour Geos �a 2m pour Seasat et Geosat.

TOPEX/POSEIDON rel�eve le d�e�

TOPEX/POSEIDON est la premi�ere mission qui allie une altim�etrie de pr�ecision et
l'exactitude de l'orbite pour relever ce d�e�: tracer une carte globale de la topographie
oc�eanique. A cet e�et, il fournira pendant 3 �a 5 ans des relev�es de l'ensemble de la surface
oc�eanique, observ�ee tous les dix jours.

Une altitude �elev�ee (1336km) a �et�e choisie pour r�eduire les e�ets du frottement at-
mosph�erique et des variations du champ de gravit�e terrestre, a�n d'obtenir une orbite
de grande pr�ecision. L'inclinaison permet l'acc�es aux latitudes de 66 degr�es nord et sud,
et une meilleure d�etermination des variations d'altitudes dues aux mar�ees. Les traces du
satellite se r�ep�etent �a un km pr�es �a chaque cycle de dix jours, ainsi les altim�etres peuvent
r�eit�erer leurs mesures sur les mêmes points. L'espacement maximal entre traces est de
315km �a l'�equateur.

5.3 Sensibilit�e directe: prise en compte des param�etres

d'observation

Dans la r�ealit�e de la prise des mesures, en oc�eanographie ou dans toute autre discipline,
la con�guration spatio-temporelle des observations d�epend des param�etres d'observation:

C : � �! C(�)

o�u � 2 �, ensemble des param�etres d'observation admissibles.
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Notre assimilation de donn�ees consistant �a retrouver la condition initiale optimale du
mod�ele, nous nous sommes pos�e la question suivante:

\Comment calculer la sensibilit�e de la condition initiale optimale par rapport aux pa-
ram�etres d'observation? "

Soit �0 2 � et C = C(�0).
On reprend le probl�eme d'assimilation variationnelle de donn�ees dont on a d�ej�a parl�e

dans les chapitres pr�ec�edents. L'op�erateur C n'�etant introduit que dans l'expression de la
fonction-coût, cette derni�ere devient:

J(U;�0) =
1

2

Z T

0
kC(�0) �X �Xobsk

2dt

ce qui change le syst�eme d'optimalit�e en:8>><
>>:

dP

dt
+

"
@F

@X

#t
� P = [C(�0)]

t (C(�0) �X �Xobs)

P (T ) = 0

(5.1)

Notons P (t; U; �0) la solution de (5.1), et faisons les hypoth�eses suivantes:

Hypoth�eses

H1) Il existe un unique U� 2 Eini tel que : P (0; U�; �0) = 0

H2) L'application

Eini � � �! E0
ini

(U;�) �! �P (0; U; �)

est de classe C1

H3)
@P

@U
(0; U�; �0) 2 Isom(Eini; E

0
ini)

Nous pouvons alors �enoncer la proposition suivante, d�eduite du th�eor�eme des fonctions
implicites.

Proposition 5.3.1 Sous les hypoth�eses H1),H2) et H3), il existe A (resp V) voisinage
de �0 (resp U�) dans � (resp Eini), et une unique application:

u : A �! Eini

� �! u(�)

tels que:

{ P (0; u(�); �) = 0 pour tout � 2 A
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{ u(�0) = U�

{ u est de classe C1 et on a:

du

d�
(�0) = �

"
@P

@U
(0; U�; �0)

#�1
�
@P

@�
(0; U�; �0) (5.2)

5.3.1 Remarques

{
du

d�
est la sensibilit�e e�ective de la condition initiale optimale par rapport aux pa-

ram�etres d'observations.

{
@P

@U
(0; U�; �0) =

@2J

@U2
(U�; �0) est le Hessien de la fonction coût par rapport �a la

variable de contrôle U (voir chapitre III section 3.5.3)

{ Le calcul de cette sensibilit�e n�ecessite:

{ le calcul du produit Hessien.Vecteur, et on pourra ensuite inverser par des
m�ethodes du type gradient-conjugu�e.

{ la r�egularit�e au moins C1 de l'application � ! C(�), au cas o�u c'en est une,

pour le calcul du vecteur
@P

@U
(0; U�; �0)

{ La sensibilit�e
du

d�
donne une indication sur l'optimisation des param�etres d'obser-

vation, les param�etres optimaux �etant ceux pour lesquels la sensibilit�e est nulle.
On pourrait ainsi �etablir un crit�ere d'optimalit�e sur les param�etres d'observation
mais malheureusement, l'application �! C(�), qui est le n�ud central dans cette
approche, est pratiquement inaccessible dans le contexte qui est le nôtre (altim�etrie
satellitaire).

La question �a laquelle nous avons essay�e de r�epondre par ce qui pr�ec�ede est semblable
�a celle qui a �et�e pos�ee au debut du chapitre III, et qui �etait relative �a la sensibilit�e
V � de la condition initiale optimale par rapport �a un bruit sur les observations. Il
est int�eressant de voir comment les deux expressions de sensibilit�e sont similaires:

V � = �H�1 �Q1(0) (5.3)

du

d�
(�0) = �H�1 �

@P

@�
(0; U�; �0) (5.4)

En r�ealit�e, cette similarit�e est loin d'être une identit�e �a cause de la di��erence de la

nature des deux vecteursQ1(0) et
@P

@�
(0; U�; �0). Le premier est la perturbation pro-

duite sur l'�etat adjoint (�a l'instant t = 0) par une perturbation sur les observations,
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et le second est la perturbation produite sur l'�etat adjoint (�a l'instant t = 0) par
une perturbation sur les param�etres d'observation. Et il important de noter q'une
perturbation sur les param�etres d'observation n'induit pas une perturbation sur les
observations, mais plutôt un changement sur la con�guration spatio-temporelle des
observations.

5.4 Importance de l'op�erateur C

Comme nous venons de le constater dans l'historique, la fa�con d'observer ainsi que
les moyens (instruments) d'observation de l'oc�ean ont beaucoup �evolu�e. On est pass�e du
\rudimentaire in-situ" des anciens marins et leurs bateaux au modernisme technologique
avec des bateaux beaucoup mieux �equip�es, des instruments sur bou�ees, la tomographie
acoustique. La plus r�ecente �etape dans cette �evolution �etant l'altim�etrie satellitaire, qui
va au-del�a des limites spatio-temporelles de toutes les autres techniques.

L'op�erateur C est le seul moyen par lequel nous pouvons introduire, dans le proces-
sus d'assimilation de donn�ees, de l'information sur la r�epartition spatio-temporelle des
observations. C'est le seul �el�ement qui contient de l'information sur la position de l'obser-
vateur. Lorsqu'il y a un changement dans le syst�eme d'observation ou dans la position de
l'observateur pour un même ph�enom�ene, cela peut se traduire en assimilation de donn�ees
par un changement de l'op�erateur C. Nous ram�enerons donc la notion d'optimalit�e d'un
syst�eme d'observation �a la notion d'optimalit�e de l'op�erateur C, car nous ne disposons
pas de lien formel direct entre les param�etres d'observation et l'op�erateur C. Un tel lien
nous permettrait d'optimiser directement ces param�etres, et donc tout le syst�eme d'obser-
vation. N�eanmoins, en optimisant l'op�erateur C, on pourra par la suite poser la question
suivante �a des \sp�ecialistes ": \ �a quel(s) syst�eme(s) d'observation correspond l'op�erateur
C optimal? " Nous pouvons alors reformuler la question pos�ee en debut de ce chapitre:

Peut-on optimiser l'op�erateur C ?

{ Tout d'abord, il faut trouver un sens �a \optimiser l'op�erateur C".

{ Ensuite, l'optimisation est li�ee �a la notion de di��erentiabilit�e i.e. optimiser l'op�e-
rateur C suppose que ce dernier di��erentiable par rapport aux param�etres dont il
d�epend.

En ramenant le probl�eme �a l'optimisation de C, nous faisons une simpli�cation volon-
taire pour �eviter toutes les complications qu'entrainerait la prise en compte des change-
ments des param�etres d'observation, surtout qu'il n'y a pas �a notre connaissance, comme
nous l'avons d�ej�a dit ci-dessus, de lien formel direct entre ces param�etres et la con�gu-
ration. Nous travaillerons donc dans toute la suite sur la con�guration spatio-temporelle
des observations. Nous laissons volontairement ouvert le probl�eme de l'optimisation de C.
Par contre nous allons �etudier son rôle et son in
uence en assimilation. Pour cela, nous
regarderons la sensibilit�e de quelques crit�eres (non exhaustifs) par rapport �a C. Mais avant
d'aborder la grande question de la sensibilit�e par rapport �a C, il est important et même
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n�ecessaire de comprendre et si possible d'exhiber son rôle en assimilation de donn�ees.
Nous pouvons nous servir du cas simple d'un probl�eme lin�eaire.

Soit le mod�ele donn�e par:

dX

dt
= A �X

X(0) = U:

On suppose qu'on a une observation Xobs de l'�etat du mod�ele et on chercheU� qui minimise
la fonction coût:

J(U) =
1

2

Z T

0
kC �X �Xobsk

2dt:

Des calculs simples montrent que:

r
U
J(U) =

Z T

0

h
C � es�A

it
�
�
C � es�A � U �Xobs

�
ds

H = r2
U
J(U) =

Z T

0

h
C � es�A

it
�
h
C � es�A

i
ds;

et si nous avions calcul�e le gradient en utilisant les �equations adjointes, nous aurions �a
r�esoudre:

8<
:

dP

dt
+At � P = C t �

�
C � et�A � U �Xobs

�
P (T ) = 0;

et le gradient de J serait donn�e par le vecteur �P (t = 0). L'int�egration de ce syst�eme
donne e�ectivement pour �P (0) la valeur de r

U
J(U) calcul�ee ci-dessus. Mais ce qui nous

int�eresse dans cet exemple, c'est le rôle de C. Il intervient dans:

{ le calcul de l'�etat adjoint et donc dans le calcul du gradient de J .

{ le calcul (et/ou l'expression) du Hessien de J par rapport �a U

Nous pouvons nous limiter �a mentionner ces deux �el�ements qui nous semblent être les
plus importants acteurs dans le processus d'assimilation, avec le mod�ele et les observa-
tions. Ainsi, pour bien comprendre le rôle de C en assimilation de donn�ees , il faut bien
comprendre le rôle de gradient et celui du Hessien. Le rôle du gradient en assimilation
de donn�ees n'est plus �a d�ecrire. En e�et, nous savons que l'assimilation variationnelle de
donn�ees consiste �a trouver les points stationnaires du gradient. Cela nous donne d�ej�a une
premi�ere id�ee du rôle de C, car le gradient d�epend de C.

Toujours dans le but de comprendre le rôle de l'op�erateur C, nous allons d�ecrire le
rôle du Hessien.
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5.4.1 Le rôle du Hessien en assimilation variationnelle de don-

n�ees

Approche statistique

On cherche �a estimer les erreurs d'ajustement sur les param�etres optimaux ( r�esultats
d'assimilation ). Le point important dans cette d�emarche est que le Hessien de la fonction
coût peut être identi��e �a l'inverse de la matrice de covariances des param�etres de contrôle.
La matrice de covariances peut être utilis�ee pour estimer l'incertitude ( l'erreur ) sur un
r�esultat quelconque du mod�ele ( d�ependant des param�etres ) et ainsi , d�eterminer quels
param�etres du mod�ele sont mal identi��es �a partir des donn�ees.

Soit x le vecteur de contrôle ( param�etres �a identi�er ) d'un mod�ele, d le vecteur
de donn�ees et m(x) l'application qui transforme les solutions du mod�ele ( �a partir des
param�etres x ) en vecteur comparable aux donn�ees d.

Supposons que les di��erences entre le mod�ele et les donn�ees

" = m(x)� d

sont des erreurs al�eatoires. Notons que ces erreurs ne sont pas simplement dues aux
impr�ecisions des instruments; dans les mod�eles m�et�eorologiques et oc�eanographiques, une
large contribution �a cette erreur est la repr�esentativit�e ou l'erreur due �a une r�esolution
�nie. Si ces erreurs suivent une loi normale de moyenne nulle, alors la fonction coût peut
être identi��ee �a l'argument de la fonction gaussienne:

f
E
("; 0; A) =

"
det(A)

(2�)�

# 1
2

exp
�
�
1

2
"T �A � "

�
(5.5)

A �etant l'inverse de la matrice de covariance des erreurs al�eatoires et � la dimension du
vecteur d.

Consid�er�ee comme fonction des param�etres de contrôle, la fonction de distribution
(5.5) d�e�nit une fonction de vraisemblance:

L(x) = �f
E
(d�m(x); 0; A) (5.6)

� �etant une constante positive.

La minimisation de la fonction coût �equivaut �a la maximisation de la fonction de

vraisemblance. En normalisant le choix d'un �0 de sorte que:
Z
L(x)dx = 1, la fonction

de vraisemblance peut être regard�ee comme une densit�e de probabilit�e pour les variables
de contrôle x. L'optimum correspond au mode de cette distribution, qui �equivaut �a la
moyenne lorsque m(x) est a�ne et lorsque la distribution des erreurs d'ajustement est
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suppos�ee gaussienne. Les covariances de cette distribution donnent une mesure de la
qualit�e de l'identi�cation des param�etres �a partir des donn�ees: Thacker [99]

Lorsque m(x) est a�ne, la fonction de densit�e de x est:

f
X
(x;x�;H) =

"
det(H)

(2�)�

# 1
2 �
�
1

2
(x� x�)T �H � (x� x�)

�
(5.7)

o�u x� 2 IR� est l'optimum, et H est le Hessien de la fonction coût:

H =

"
@m

@x

#T
�A �

"
@m

@x

#

Ainsi, l'inverse du Hessien peut être identi��e �a la matrice de covariances de la densit�e
de probabilit�e des variables de contrôle, et peut être utilis�ee pour estimer la variance d'une
fonction quelconque des variables de contrôle. Ceci est analogue �a la regression: Draper
et Smith [14]

Si m est non-lin�eaire, l'estimation de l'erreur d'ajustement est plus compliqu�ee. La
fonction coût peut avoir plusieurs minima relatifs, auquel cas les variables de contrôle
pourraient avoir une grande probabilit�e d'être localis�ees dans plusieurs r�egions disjointes.
La forme ( l'allure ) de la fonction coût d�epend du nombre, du type et de la qualit�e des
donn�ees. Plus on dispose de donn�ees, plus le minimum principal est profond dans la forme
de la fonction coût; donc avec su�samment de bonnes donn�ees, la fonction coût aurait
un unique minimum profond ( plus profond que tous les autres ), malgr�e la non-lin�earit�e
de m. Dans le voisinage de ce minimum profond, la fonction coût serait quadratique et la
densit�e de probabilit�e de x serait approximativement gaussienne. Si c'est le cas, alors une
bonne approximation de l'inverse de la matrice de covariances de x est encore donn�ee par
le Hessien de la fonction coût (voir Gallant [27]).

En assimilation de donn�ees m�et�eorologiques ou oc�eanographiques, il est tr�es peu pro-
bable d'avoir autant de donn�ees ( observations ) que de degr�es de libert�e du mod�ele.
N�eanmoins, un unique optimum peut être trouv�e en introduisant soit des pseudo-donn�ees
repr�esentant une connaissance �a priori, soit un terme de r�egularisation, ce qui change la
forme de la fonction coût et aussi de la fonction de vraisemblance. L'expression g�en�erale
du Hessien est alors:

H =

 
@m

@x

!T

�A �

 
@m

@x

!
+

 
@2m

@x2

!T

�A � (m(x)� d)

On remarquera que pour les mod�eles lin�eaires, le Hessien est ind�ependant des variables de
contrôle. Par contre, pour les mod�eles non-lin�eaires, le Hessien doit être �evalu�e en x = x�

pour une bonne approximation de la matrice de covariances.

Remarque: L'estimation des erreurs d'ajustement et leurs covariances n�ecessite le
calcul du Hessien et son inversion. Mais ceci n'est pas tourjours possible �a cause des coûts
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de calculs �elev�es pour les mod�eles de grande taille. Si l'on a N param�etres �a identi�er �a
partir du mod�ele et des donn�ees, le Hessien sera une matrice d'ordre N2�N2. Mais il est
possible, par la m�ethode de l'adjoint au second ordre donn�ee par Le Dimet et al. [111] de
calculer le produit Hessien-vecteur:H �v. Et par un algorithme du type gradient conjugu�e,
on peut aussi calculer H�1 � v ce qui est nettement plus pr�ecis (que les approximations du
Hessien faites par di��erences �nies jusqu'�a pr�esent) et moins coûteux.

Hessien et convergence

Dans le voisinage du minimumx�, la fonction coût est approximativement quadratique:

J =
1

2
(x� x�)T �H � (x� x�)

et la surface repr�esentant J a la forme d'une cuvette parabolique multidimensionnelle
dont les isocontours sont des ellipses. Les axes principaux de ces ellipses sont d�etermin�es
par les vecteurs propres ei du Hessien. Les rayons le long de ces axes principaux sont
proportionnels aux ��1i . Ainsi, si eTi � x est bien identi��e, la courbure dans la direction ei
est relativement raide. Si par contre eTi � x est mal identi��e, la courbure dans la direction
ei est relativement plane.

La notion de courbure en identi�cation de param�etres a �et�e �etudi�ee par G. Chavent
[11, 12], et on peut consulter ces articles pour plus de renseignements sur la notion de
courbure dans les probl�emes inverses, et par cons�equent en assimilation de donn�ees.

Dans les algorithmes classiques de descente, chaque nouveau point dans le calcul du
minimum est obtenu en se d�epla�cant vers le bas dans la direction la plus raide, oppos�ee

�a la direction de gradient
@J

@x
. Ainsi, si certaines directions sont plus raides que d'autres,

il y aura tendance �a se d�eplacer dans ces directions plus que dans les autres.
Les algorithmes de descente utilisant la m�ethode de gradient-conjugu�e apportent une

am�elioration consid�erable aux m�ethodes de descente simples et �a pas optimal, car pour
chaque it�eration, le gradient est orthogonal �a tous les gradients pr�ec�edents et la direction
de descente est conjugu�ee �a toutes les directions de descente pr�ec�edentes. Si le mod�ele est
lin�eaire, la convergence est obtenue en au plus autant d'it�erations que de param�etres �a
identi�er. Puisqu'il y a pratiquement un tr�es grand nombre de param�etres, ceci ne parâ�t
pas tr�es rassurant. N�eanmoins, si le Hessien est bien conditionn�e, et si les valeurs propres
sont group�ees dans un petit intervalle, l'algorithme converge rapidement. Malheureuse-
ment, il faut largement plus que ce nombre (th�eorique) d'it�erations lorsque le Hessien est
mal conditionn�e. Les erreurs d'arrondi empêchent les conditions \ vecteurs conjugu�es"
d'être satisfaites de fa�con exacte, et ainsi les directions planes sont �evit�ees de la même
mani�ere que dans les algorithmes de descente classiques.

G�eom�etriquement, il est clair que si les isocontours sont circulaires, le gradient aura
toujours une direction radiale vers l'ext�erieur du minimum, et une seule it�eration de
descente su�t. Dans ce cas, le Hessien est proportionnel �a la matrice identit�e et son
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conditionnement est �egal �a 1. L'id�ee qui inspire le pr�econditionnement de l'algorithme de
gradient-conjugu�e est de faire un changement de variable tel que les isocontours soient
presque circulaires. En pratique, le gradient de la fonction coût est multipli�e par une
matrice (de changement de variables), qui est choisie telle que le nouveau gradient soit
orient�e presque vers le minimum. Le gradient �etant donn�e par:

@J

@x
= H � (x� x�)

il est �evident que si la matrice de pr�econditionnement est H�1, l'oppos�e du gradient trans-
form�e sera x�� x qui est directement orient�e vers le minimum �a partir de x. L'inverse de
la matrice de pr�econditionnement devrait donc être une bonne approximation du Hessien.

5.5 Comment comparer

La comparaison de deux con�gurations d'observations n�ecessite non seulement des
moyens, mais aussi des crit�eres de comparaison ad�equats.

Tout d'abord, il n'est pas possible de comparer directement deux con�gurations d'ob-
servations, car cela n�ecessite la d�e�nition d'une distance dans l'espace des observations.
La di�cult�e de la d�e�nition d'une telle distance r�eside dans le fait que pour deux con�-
gurations di��erentes, les points du domaine observ�es ne sont pas les mêmes (il en est
de même pour les points non observ�es). Il faudrait ensuite d�e�nir une con�guration de
r�ef�erence par rapport �a laquelle on pourrait �etablir un crit�ere d'optimalit�e pour les autres
con�gurations. Ces deux points nous ont paru di�ciles �a r�esoudre et nous les laissons
ouverts dans le cadre de cette �etude.

D'autre part, s'il �etait possible de d�e�nir une telle distance, elle devrait d�ependre non
seulement des observations, mais aussi du mod�ele, i.e. elle devrait être d�e�nie au moyen
du syst�eme d'optimalit�e; car si on pouvait d�e�nir directement une distance dans l'espace
des con�gurations, on n'aurait pas besoin du mod�ele, et encore moins de l'assimilation, et
on pourrait courir le risque d'obtenir une con�guration \optimale" au sens de la distance
d�e�nie et non au sens de l'utilit�e et l'e�cacit�e des observations correspondantes. Nous
laissons donc de côt�e (probl�eme ouvert) l'id�ee de d�e�nir une distance pour comparer les
con�gurations entr'elles, quoique cela soit certainement plus facile dans des probl�emes
ayant des syst�emes d'observation plus simples.

Nous essaierons dans ce qui suit, de r�epondre �a la question de savoir

Comment comparer deux con�gurations d'observations

en passant par l'usage, l'utilit�e des observations elles-mêmes.Ainsi, au lieu de comparer
les con�gurations entr'elles, nous les comparerons au moyen de l'utilit�e et de l'e�cacit�e
des observations correspondantes.

Les crit�eres de comparaison que nous proposons seront donc d�e�nis au moyen du
syst�eme d'optimalit�e, l'id�ee principale �etant, dans une premi�ere approche, d'associer �a
chaque con�guration un scalaire assez repr�esentatif, et nous laisserons ouvert le probl�eme
du choix des crit�eres vectoriels.
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Les crit�eres r�eels choisis sont: le conditionnement du Hessien, la variance d'une forme
lin�eaire d�e�nie sur les variables de contrôle, la pr�edicibilit�e (quanti��ee par le plus grand
exposant de Lyapunov du syst�eme d'optimalit�e), et nous en pr�esentons les r�esultats avec
une analyse de consistance.

5.5.1 Le conditionnement du Hessien

Le conditionnement est d�e�ni par le rapport de la plus grande par la plus petite valeur
propre, qui sont toutes positives ou nulles dans le cas o�u la matrice est sym�etrique semi-
d�e�nie positive. C'est le cas du Hessien. Une valeur propre nulle indique que le Hessien
est singulier et donc certains param�etres ne peuvent être identi��es �a partir des donn�ees.
A cause des erreurs d'arrondi, une valeur propre tr�es petite ne peut être distingu�ee d'une
valeur propre nulle. Un Hessien mal conditionn�e est presque singulier, c'est-�a-dire que
certaines combinaisons lin�eaires des param�etres sont tr�es mal identi��ees. Si le Hessien est
mal conditionn�e, ce qui est le cas lorsque certaines combinaisons lin�eaires des param�etres
sont mal identi��ees, atteindre le minimum de la fonction coût n�ecessite beaucoup d'it�era-
tions par les algorithmes de descente. Une approche algorithmique pour �eviter cela est de
pr�econditionner le processus de minimisation pour acc�el�erer la convergence. Le condition-
nement du Hessien joue un rôle tr�es important en assimilation variationnelle de donn�ees
. Il donne une information �a la fois qualitative et quantitative sur:

{ l'identi�cation des param�etres: on identi�e \bien" tous les param�etres (variables
de contrôle) lorsque le Hessien est bien conditionn�e, et lorsqu'il ne l'est pas, cer-
taines combinaisons lin�eaires des param�etres, notamment les directions des vecteurs
propres correspondant aux plus petites valeurs propres, sont mal identi��ees.

{ la vitesse de convergence du processus de minimisation.

{ la sensibilit�e des param�etres optimaux par rapport aux observations (cf chap III).

Lorsque les donn�ees sont su�santes pour identi�er les param�etres du mod�ele de fa�con
assez pr�ecise, le Hessien parâ�t bien conditionn�e, et la convergence ne pose pas trop de
probl�emes, du moins a priori. N�eanmoins, des m�ethodes de descente plus performantes
( quasi-Newton, Newton tronqu�e ) peuvent aider, notamment lorsque la lenteur de la
convergence est due aux donn�ees inad�equates. En r�ealit�e, la source du probl�eme de condi-
tionnement et donc de vitesse de convergence peut se localiser dans le mod�ele aussi bien
que dans les donn�ees:

1. Le mod�ele:

{ Des param�etres dont l'�echelle est incorrecte peuvent causer un mauvais condi-
tionnement (et une convergence lente) même si les donn�ees sont bonnes.
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{ Le mod�ele peut comporter des param�etres ayant tellement peu d'in
uence sur
m(x) qu'ils ne pourront jamais être bien identi��es même avec de donn�ees tr�es
pr�ecises. En analyse de regression, des tests sont souvent faits pour savoir si
tous les param�etres peuvent être identi��es par les donn�ees; sinon, ceux qui ne le
sont pas sont �elimin�es. Nous pouvons entreprendre la même proc�edure: il faut
tout simplement que la solution du mod�ele soit orthogonale aux combinaisons
lin�eaires (des param�etres) qui ne sont pas correctement identi��es, et qui sont
donn�ees par les vecteurs propres associ�es aux petites valeurs propres du Hes-
sien: Wiggins [104], et Wunsch [107]. N�eanmoins, il faudra faire attention pour
garantir que cette restriction ou contraction de param�etres conserve au mod�ele
un sens.

2. Les donn�ees:

La responsabilit�e des donn�ees dans la mauvaise identi�cation de param�etres peut
être:

{ donn�ees insu�santes

{ mauvais �echantillonage

Mais dans le cadre de l'assimilation variationnelle , nous supposons que le mod�ele est
parfait, et dans ce cas, le conditionnement ne d�epend plus que de la con�guration des
observations.

Une con�guration d�epend essentiellement de trois param�etres:

{ La dur�ee de l'observation: on la prend en g�en�eral �egale �a la dur�ee d'int�egration du
mod�ele.

{ l'intervalle de temps indiquant l'insertion r�eguli�ere des donn�ees.

{ l'intertrace ou distance entre deux traces cons�ecutives.

Lorsque la dur�ee d'observation est �x�ee, on ne peut faire varier la con�guration que par
les deux autres param�etres, et c'est ce qui engendre la variation de la densit�e spatio-
temporelle des observations.

Consistance
La consistance du conditionnement (en tant que crit�ere de comparaison) peut être

d�e�nie par sa d�egradation (croissance) en fonction de la d�egradation (d�ecroissance) de la
densit�e spatio-temporelle des observations. On a:

�(H) =
�max

�min

Si H est sym�etrique et d�e�nie positive, nous pouvons �ecrire:

H = Lt � L ;
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L pouvant être interpr�et�e comme l'op�erateur qui, �a toute condition initiale (variable de
contrôle) donn�ee associe la projection de la solution du mod�ele direct dans l'espace des
observations:

L(U) = C �X(U):

On a aussi:

�max = max
U 2 Eini

U 6= 0

U t � Lt � L � U

U t � U
(5.8)

Dans la pratique, la solution X du mod�ele est donn�ee par:

X = (X0 = U;X1 ; : : : ;XN
)

o�u N est le nombre de pas d'int�egrations en temps. Les observations sont faites aux
instants k1 ; k2 ; : : : ; kP , selon les con�gurations spatiales donn�ees par les op�erateurs:

Ck1
; Ck2

; : : : ; Ck
P
, et on a:

L(U) =
�
Ck1

�Xk1
; Ck2

�Xk2
; : : : ; Ck

P
�Xk

P

�
(5.9)

Les Ck
j
sont des matrices diagonales d'ordre M = Nx�Ny, o�u Nx = Ny est le nombre de

n�uds de discr�etisation sur le côt�e du bassin carr�e. Les n�uds du maillage sont num�erot�es
de 1 �a M suivant l'application qui �a un n�ud (i; j) fait correspondre l'entier (j�1)Nx+ i.
Lorsque le n�ud p (p 2 [1;M ]) est observ�e au pas de temps k

j
, on a: Ck

j
(p; p) = 1, et s'il

n'a pas �et�e observ�e, Ck
j
(p; p) = 0. Ainsi, si tous les points du maillage sont observ�es au

pas de temps k
j
, on a Ck

j
= Id

IRM
.

La d�egradation de la densit�e spatio-temporelle des observations consiste �a remplacer
les lignes ou les colonnes des Ck

j
j = 1; : : : ; P par des lignes ou des colonnes nulles. Cette

d�egradation se propage dans l'op�erateur L selon la d�e�nition (5.9), le rendant de plus en
plus singulier, i.e. son noyau (kerL) devenant de plus en plus grand. En e�et, si nous
faisons la d�ecomposition:

Eini = kerL� kerL
?

Nous pouvons r�ecrire (5.8) sous la forme:

�max = max
U2kerL?

U t � Lt � L � U

U t � U

Soit C une con�guration et C 0 une d�egrad�ee de C selon le proc�ed�e d�ecrit ci-dessus. On
fait correspondre �a C (resp C 0) les op�erateurs L (resp L0) qu'ils engendrent et on peut
a�rmer que:

kerL � kerL
0

et donc
kerL

0?

� kerL
?
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Soit �max et �0max les valeurs propres maximales des hessiens H et H 0 obtenus �a partir de
C et C 0 respectivement. On a:

�
0

max = max
U2kerL

0?

U t � L
0t

� L
0

� U

U t � U
� max

U2kerL?

U t � Lt � L � U

U t � U
= �max

La valeur propre maximale du hessien d�ecrô�t donc et tend vers z�ero en fonction de
la d�egradation spatio-temporelle des observations. On en d�eduit que la valeur propre
minimale�min est aussi d�ecroissante et tend vers z�ero avec une vitesse plus grande que celle
de �max. En cons�equence, le conditionnement du hessien est croissant. C'est aussi ce qui est
con�rm�e par les r�esultats num�eriques. Nous pouvons en conclure que le conditionnement
du hessien est un crit�ere de comparaison consistant. Il en est de même pour les valeurs
propres minimale et maximale.

Le calcul du conditionnement du Hessien, qui en fait revient au calcul des valeurs
propres maximale et minimale du Hessien, se fait par d�ecomposition spectrale en utilisant
la m�ethode de Lanczos.

5.5.2 D�ecomposition spectrale du Hessien

La m�ethode de Lanczos est une m�ethode de recherche du spectre d'une matrice sy-
m�etrique qui n'est pas forc�ement d�e�nie positive. C'est une m�ethode de type it�eratif. Son
principe repose sur les propri�et�es de convergence de l'espace de Krylov engendr�e �a partir
d'un vecteur initial donn�e comme pour la m�ethode de gradient-conjugu�e. Rappelons la
d�e�nition suivante de l'espace de Krylov associ�e �a une matriceH 2 M(n; n). Soit x0 2 IRn

donn�e, x0 non nul, on d�e�nit l'espace de Krylov d'ordre k comme le sous-espace vectoriel :

Kk
def
= L

D
x0;H:x0; : : : ;H

k�1:x0
E
:

Rappelons aussi que le spectre d'une matrice H sym�etrique est form�e par des des valeurs
propres, class�e en ordre d�ecroissant : �1 � �2 � : : : � �n qui sont des quantit�es sup-inf :

�i = sup
V�IRn

dimV=i

inf
x2V

hx;H:xi

hx; xi
i = 1; 2; : : : ; n: (5.10)

La m�ethode de Lanczos, �a sa ki�eme it�eration donne le spectre de la projection Rayleigh
de H sur Kk, c.-�a-d. :

�ki = sup
V�IRn

dim V=i

inf
x2V

hx;ProjKk
(H:x)i

hx;ProjKk
(x)i

i = 1; 2; : : : ; k: (5.11)

Soit fq1; q2; : : : ; qkg une base orthonorm�ee et qui engendre l'espace de Krylov Kk

d'ordre k et soit Qk une matrice d'ordre n � k avec k � n dont la ji�eme colonne est

163



Chapitre V.

le vecteur qj, l'op�erateur de projection s'�ecrit Qk:Q
t
k. Par cons�equence l'expression (5.11)

devient :

�ki = sup
V�IRn

dimV=i

inf
x2V

hQt
k:x;Q

t
k:H:xi

hQt
k:x;Q

t
k:xi

= sup
V�Kk
dimV=i

inf
y2V

hy;H:yi

hy; yi
i = 1; 2; : : : ; k: (5.12)

L'algorithme de Lanczos repose sur l'existence d'une base fq1; q2; : : : ; qkg v�eri�ant en
plus une relation tr�es ing�enieuse de r�ecurrence :

H:qj = �j�1 qj�1 + �j qj + �j qj+1 j � 1; et �j; �j 2 IR: (5.13)

L'algorithme pour calculer une telle base est :

~q0 = ~0
�0 = 0

~q1 =
~x1
k~x1k

POUR j = 1; : : : ; k FAIRE

~zj = H:~qj � �j�1 ~qj�1

�j = h~zj; ~qji

~vj = ~zj � �j ~qj

�j = k~vjk

~qj+1 =
~xj
k~xjk

FIN POUR

et l'interpr�etation de (5.13) en �ecriture matricielle est :

Qt
k:H:Qk = Qt

k � H � Qk (5.14)

=

0
BBBB@

�1 �1 0
�1 �2 �2

. . . . . . . . .

0 �k�1 �k

1
CCCCA

def
= Tk (5.15)
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Cette matrice Tk carr�ee d'ordre k et tridiagonale est celle de la projection Rayleight de
H sur l'espace Kk s'�ecrivant dans la base fq1; q2; : : : ; qkg. Les k �el�ements propres (�j; ~yj)
avec 1 � j � k de la matrice Tk, c.-�a-d. :

Tk:yj = �j:yj yj 2 IRk; �j 2 IR:

sont facilement calculables par la m�ethode de bisection. Les couples (�j; Qk:~yj) sont appe-
l�es les �el�ements de Riesz de H. Ils donnent une approximation du spectre de H. En e�et
on a deux th�eor�emes suivants :

Th�eor�eme 5.5.1 Il existe k valeurs propres �k
1; �

k
2; : : : ; �

k
k de H telles que :����k

j � �kj

��� � �k jhyj ; ekij 8j = 1; 2; : : : ; k: (5.16)

Th�eor�eme 5.5.2 Les vecteurs de Rayleigh-Riesz xk
j

def
= Qk:~yj v�eri�ent la relation sui-

vante : 


H:xk
j � �j x

k
j




 = �k jhyj; ekij 8j = 1; 2; : : : ; k: (5.17)

Remarque :

{ Comme jyjj = 1 et jekj = 1, alors jhyj; ekij � 1.

Pour les d�emonstrations de ces deux th�eor�emes, on peut consulter Kahan et Par-
lett [36]. On remarque que l'approximation des �el�ements de Rayleigh-Riesz et d'autant
meilleure que le (( r�esidu )) �k est petit. Le test d'arrêt de l'algorithme porte donc sur la
valeur de cette quantit�e �k.

Cet algorithme est parfaitement adapt�e �a la d�ecomposition spectrale du hessien de la
fonction coût �a minimiser J car, sans avoir besoin d'expliciter la matrice du hessien H, il
su�t que l'on fournisse �a l'algorithme le produit H:q avec q un vecteur donn�e. Cependant
le grand inconv�enient de la m�ethode de Lanczos est sa grande instabilit�e. Elle est donc
tr�es a�ect�ee par les ph�enom�enes dûs aux erreurs d'arrondis. Ceci se traduit par une perte
d'orthogonalit�e naturelle des vecteur fqjg calcul�es. B.N. Parlett et D.S. Scott [84],
ont montr�e que ce risque devient essentiel quand justement les quantit�es �k jhyj ; ekij sont
petites. Ils ont propos�e une modi�cation de la m�ethode en ajoutant un processus dit de
(( r�eorthogonalisation-s�elective )) qui consiste �a r�eorthogonaliser les vecteurs fqjg de temps
�a autre, suivant un crit�ere portant sur les quantit�es �k jhyj ; ekij. Notons qu'il existe dans la
litt�erature sur le sujet toute une panoplie de di��erentes strat�egies de r�eorthogonalisation.
Dans notre cas nous avons choisi cette strat�egie dûe �a B.N. Parlett et D.S. Scott
[84].

5.5.3 La variance d'une forme lin�eaire

Notations, D�e�nitions et Propri�et�es

Si Y = (Y1; Y2; : : : ; Yp)
t est un vecteur al�eatoire r�eel et int�egrable, l'esp�erance de Y,

not�ee IE(Y) est le vecteur de composantes IE(Yi), et la matrice de variance-covariance
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de Y est not�ee
P
Y et a pour terme g�en�eral cov(Yi;Yj). Plus g�en�eralement, si Y est une

matrice al�eatoire r�eelle, l'esp�erance IE(Y) est la matrice de terme g�en�eral IE(Yij).
Voici quelques propri�et�es des moments de vecteurs al�eatoires:

{ Si Y est une matrice al�eatoire d'ordre p � q, A une matrice d�eterministe d'ordre
r�p et B une matrice d�eterministe d'ordre q� s, alors IE(A �Y �B) = A � IE(Y) �B.

{ La matrice de variance-covariance d'un vecteur al�eatoire Y est:P
Y = [Cov(Yi;Yj)] = IE

�
[Y � IE(Y)]t � [Y � IE(Y)]

�
= IE(Yt �Y) � IE(Y)t � IE(Y)

{ La matrice
P
Y est semi-d�e�nie positive

{ pour tout vecteur a 2 IRp, on a:
IE (hY;ai) = hIE(Y);ai ; var (hY;ai) = at �

P
Y � a

{ et pour toute matrice A d'ordre q � p on a:P
A�Y = At �

P
Y �A

{ Un vecteur al�eatoire Y est dit gaussien si toute combinaison lin�eaire de ses coordon-
n�ees est une variable al�eatoire gaussienne. Ce vecteur admet alors une esp�erance �
et une matrice de variance-covariance

P
. On dit qu'il suit la loi N (�;

P
).

Un vecteur gaussien Y de IRp, d'esp�rance � et de covariance
P

inversible, admet
pour densit�e la fonction f :

fY (x) =

2
4
���Det �P�1

����
(2�)p

3
5

1
2

exp
�
�
1

2
(x� �)t �

X�1
� (x� �)

�

La variance d'une variable al�eatoire r�eelle Y d'esp�erance � est une mesure de la dis-
persion des valeurs prises par Y autour de �: la variance de Y est d'autant plus grande
que Y a \plus de chances" d'être �eloign�e de �.

En assimilation de donn�ees , si nous consid�erons le vecteur C � X � Xobs comme un
vecteur d'erreurs al�eatoires, alors la condition initiale optimale (celle qui minimise la
norme de ce vecteur al�eatoire) est aussi un vecteur al�eatoire dont on peut chercher la
matrice de variance-covariance A. Nous avons vu ci-dessus (section 5.4.1) que l'inverse
du Hessien H�1 �a l'optimum est une bonne approximation de A; cette approximation
est exacte dans le cas o�u la solution du mod�ele est une fonction a�ne des param�etres
de contrôle. Mais au lieu de d�eterminer la matrice de variance-covariance, qui n�ecessite
le calcul du Hessien de la fonction-coût et son inversion, nous pouvons d�e�nir une forme
lin�eaire sur l'espace des conditions initiales Eini, et calculer la variance de cette forme
lin�eaire. En e�et, si Eini est un espace de Hilbert muni d'un produit scalaire h�; �iEini

,
toute forme lin�eaire L sur Eini admet une repr�esentation vectorielle d'apr�es le th�eor�eme
de Riesz [6]:

L : Eini �̀! IR

U �̀! hU; biEini
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o�u b est un vecteur de Eini. Si donc U est un vecteur al�eatoire de matrice de variance-
covariance A, alors on a:

var (L � U) = var
�
hU; biEini

�
= bt �A � b

D'autre part, avec l'approximation A = H�1 on a:

var (L � U) = bt �H�1 � b (5.18)

D�es qu'on sait calculer le produit H � v pour un vecteur v quelconque, on peut aussi
calculer H�1 � v par des algorithmes du genre gradient conjugu�e, et donc on peut calculer
la variance de L en �evitant de calculer tout le Hessien et son inversion.

La variance de L nous renseigne sur la dispersion de cette variable al�eatoire par rapport
�a sa moyenne. b �etant �x�e, la variance de L ne d�epend que de la structure de H�1, et
donc de H, de sorte que la dispersion de L peut se traduire par une bonne, moins bonne,
mauvaise identi�cation de la condition initiale (minimisation de la fonction-coût).

Mais comme nous l'avons d�ej�a vu ci-dessus, H d�epend �a son tour de C. Nous pouvons
alors �etudier la variation de la variance de L en fonction de C. Le crit�ere d'optimlait�e
�etant \la variance minimale", i.e. la \meilleure" con�guration d'observation au sens de
ce crit�ere, est celle pour laquelle on a la plus petite variance de L, ce qui signi�e que
les valeurs de L sont tr�es peu dispers�ees autour de sa moyenne, ou encore: \on a bien
assimil�e".

Consistance

La consistance de la variance de L en tant que crit�ere de comparaison entre di��erentes
con�gurations d'observations se traduit par sa d�egradation (croissance) en fonction de la
d�egradation de C. On retrouve ici la même consistance d�ecrite en (5.5.1) pour le crit�ere
du conditionnement. En e�et, b �etant �x�e, la variance de L ne d�epend que de H�1 et le
calcul de la variance d�epend fortement du conditionnement de H�1 qui est �egal �a celui de
H.

5.6 R�esultats num�eriques

Les r�esultats de ce chapitres �etant tous bas�es sur le Hessien, nous pr�esentons d'abord
la validit�e du calcul du produit Hessien � vecteur (par un test de Taylor), ainsi que le
test de sym�etrie du Hessien pour des vecteurs al�eatoires.

La validit�e du produit Hessien � vecteur est donn�ee par:

lim
�!0

J(U + � � v)� J(U)� �hrJ(U); vi
V

1
2�

2hH(U) � v; vi
V

= 1

et num�eriquement, on a:
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Fig. 5.37 { Pr�ecision num�erique du calcul du produit Hessien � vecteur.

Pour tester la sym�etrie du Hessien, on a consid�er�e deux vecteurs al�eatoires v et w et
on obtenu:

hH(U) � v;wi
V

9:678603447816571700E + 2
hv;H(U) � wi

V
9:678603447834100631E + 2

La �gure et le tableau ci-dessus nous permettent alors de dire que le produit Hessien
� vecteur a �et�e bien calcul�e (avec une bonne pr�ecision num�erique), et que Hessien est
sym�etrique �a la pr�ecision machine pr�es.

Pour �etudier la variation du conditionnement du Hessien en fonction de la con�gura-
tion spatio-temporelle des observations, nous utilisons encore les deux param�etres interv
etmodpt introduits �a la section (3.8) pour faire varier la densit�e spatiale (interv) et tempo-
relle (modpt) des observations. Nous supposons que les traces sont des droites parall�eles �a
l'int�erieur du domaine. Nous supposons aussi, pour simpli�er, que la con�guration spatiale
des observations reste �xe au cours du temps, i.e. ce sont toujours les mêmes points qui
sont observ�es. La �gure ci-dessous montre quelques exemples de con�gurations spatiales:
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Fig. 5.38 { Exemple de d�egradation spatiale de la con�guration des observations: interv =

4; 10; 15; 20; 25; 30 respectivement

Nous avons alors calcul�e, dans le cas du mod�ele barotrope, le conditionnement du
Hessien de la fonction-coût �a l'optimum, par la m�ethode de Lanczos qui nous fournit de
\bonnes" approximations des valeurs propres maximale et minimale. Notons que la valeur
propre maximale converge tr�es rapidement en fonction de la dimension du sous-espace du
Krylov, contrairement �a la valeur propre minimale.

L'intervalle d'assimilation a �et�e �x�e �a 30 jours, et nous avons obtenu les r�esultats
suivants:

valeur propre minimale

   0.869
   0.128
  -0.614
   -1.36
    -2.1

5
10

15
20

25
30

5
10

15
20

25
30

0.001

0.01

0.1

1

10

100

interv

modpt

Fig. 5.39 { variations de la valeur propre minimale en fonction de la d�egradation spatio-

temporelle de la con�guration des observations (�a gauche), et �a droite, une coupe suivant la

d�egradation spatiale.
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valeur propre maximale

    3.41
    2.99
    2.57
    2.16
    1.74
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Fig. 5.40 { variations de la valeur propre maximale en fonction de la d�egradation spatio-

temporelle de la con�guration des observations (�a gauche), et �a droite, une coupe suivant la

d�egradation spatiale

conditionnement

    3.89
    3.53
    3.16
    2.79
    2.43
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Fig. 5.41 { variations du conditionnement en fonction de la con�guration spatio-temporelle

des observations (�a gauche), et �a droite, une coupe suivant la d�egradation spatiale

Des coupes suivant la variation temporelle de la densit�e des observations ont aussi �et�e
r�ealis�ees et ont donn�e les r�esultats suivants pour les valeurs:
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Fig. 5.42 { Variation des valeurs propres minimale (gauche) et maximale (droite) en fonction

de la d�egradation temporelle de la con�guration des observations.

Le second crit�ere choisi pour analyser l'in
uence de la con�guration spatio- temporelle
des observations est la variance d'une forme lin�eaire d�e�ne sur l'espace de contrôle V . Nous
avons vu ci-dessus que cette variance est donn�ee par

var(L) = hH�1 � b; bi
V

si L(U) = hb; Ui
V

En �xant le vecteur b = (1; 1; : : : ; 1)t, nous avons calcul�e la variance en faisant varier la
con�guration spatio-temporelle des observations par le moyen des param�etres interv et
modpt, comme cela a �et�e fait pour le conditionnement.
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variance

    5.04
    4.24
    3.44
    2.64
    1.84
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Fig. 5.43 { variations du la variance en fonction de la con�guration spatio-temporelle des

observations.

Fig. 5.44 { Coupe de la variance en fonction de la d�egradation spatiale (gauche) et temporelle

(droite) de la con�guration des observations.

Commentaires

On peut constater �a partir de ces r�esultats que la d�egradation spatiale de la con�gu-
ration des observations a�ecte beaucoup plus les valeurs propres (et donc le conditionne-
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ment), que la d�egradation temporelle. Il en est de même pour la variance. On en conclut
qu'il est plus important d'augmenter (favoriser) la densit�e spatiale des observations. Mais
ceci ne reste vrai que par rapport aux crit�eres choisis.

5.7 Sensibilit�e de la pr�edicibilit�e par rapport �a C

Les exposants de Lyapunov, permettent d'�etudier les ph�enom�enes de divergence ex-
ponentielle des trajectoires provenant des points initiaux voisins, dans les syst�emes dyna-
miques classiques. D�e�nis par Oseledec [79], les Exposants Classiques de Lyapunov (ECL)
mesurent la moyenne �a long-terme du taux de divergence ou convergence des trajectoires
initiales voisines dans l'espace des phases, sur un attracteur. Ils sont donc une quanti�ca-
tion des propri�et�es de pr�edicibilit�e moyenne, selon Nese [76]. Un exposant de Lyapunov
positif indique un comportement chaotique, de petites erreurs sur l'�etat initial pouvant
mener �a de grandes erreurs de pr�evision. Le plus grand exposant classique de Lyapunov
donne une estimation du temps moyen au-del�a duquel la pr�ediction devient insigni�ante
en raison de la propagation des erreurs initiales, et une croissance du plus grand ECL se
traduit par une perte du temps moyen de pr�edicibilit�e. Nous pouvons alors quanti�er la
pr�edicibilit�e d'un syst�eme dynamique par son plus grand ECL.

Le syst�eme d'optimalit�e �etant aussi un syst�eme dynamique, nous pouvons �etudier sa
pr�edicibilit�e, et en utilisant la quanti�cation de la pr�edicibilit�e par le plus grand exposant
de Lyapunov, nous pouvons �etablir un crit�ere de comparaison entre di��erents param�etres
ind�ependants dans le syst�eme d'optimalit�e, notamment: les observations, la con�guration
des observations,...etc.

Mais avant de passer �a la d�etermination des ECL d'un syst�eme dynamique et �a son
application au syst�eme d'optimalit�e, commen�cons par donner leur d�e�nition.

D�e�nition 5.7.1 Soit E
X

un espace \assez r�egulier" sur lequel est d�e�ni un syst�eme
dynamique classique:

dX

dt
= F (X) (5.19)

o�u F est une fonction vectorielle \r�eguli�ere." D�esignons par S(t) �X l'�etat �a l'instant t du
syst�eme qui �a l'instant 0 �etait en X. Ceci d�e�nit une famille fS(t); t � 0g d'applications
sur E

X
:

S(t) : X�̀!X(t) = S(t) �X

Soit e un vecteur non nul de l'espace tangent en X �a l'espace des phases, qui �evolue suivant
la di��erentielle D

X
S(t) en X. En supposant que E

X
est norm�e, on d�e�nit le plus grand

exposant classique de Lyapunov par:

�1 = lim
t!=1

1

t
ln k D

X
S(t) � e k (5.20)

En g�en�eral, un syst�eme dynamique admet plusieurs ECL. Nous verrons dans la suite
comment sont d�e�nis les autres ECL et comment les calculer.
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5.7.1 Exposants Classiques de Lyapunov en dimension �nie

On se place dans le cas o�u E
X
est un espace de dimension �nie. Dans plusieurs appli-

cations pratiques, apr�es discr�etisation spatiale des variables d'�etat, on a: E
X
= IRN et le

syst�eme dynamique prend la forme:

dxi

dt
= Fi(x1; x2; : : : ; xN

); i = 1; : : : ; N

La matrice D
X
S(t) qui represente l'application lin�eaire tangente au voisinage du point X

(di��erentielle en X) est la jacobienne J
X
(t) dont les �el�ements sont les d�eriv�ees partielles:

@Fi(X)

@xj

; i; j = 1; : : : ; N :

Notons j1(t) � J2(t) � : : : � j
N
(t) les valeurs propres de J

X
(t) dans l'ordre d�ecroissant.

Alors les ECL en dimension �nie sont d�e�nis par:

�i = lim
t!+1

1

t
ln jj

i
(t)j; i = 1; 2; : : : ; N (5.21)

5.7.2 Calcul pratique des ECL

Supposons qu'apr�es avoir discr�etis�e par un sch�ema d'int�egration num�erique, notre
syst�eme dynamique se pr�esente sous la forme:

X
n+1

= F (X
n

) (5.22)

les X
k

2 IR
N

. Le syst�eme lin�eaire tangent s'�ecrit alors:

Y
n+1

= J
n
� Y

0
(5.23)

avec

J
n
= J(X

n

) � J(X
n�1

) � : : : J(X
0
)

J(X
k

) =

"
@Fi(X

k

)

@x
j

#

Les N valeurs propres de Jn s'�ecrivent alors:

�i;n = �
(n)

i � �
(n�1)

i : : : �
(0)

i ; i = 1; 2; : : : ; N

Elles ont une croissance exponentielle dans laquelle la plus grande valeur propre sera �1;+1 .

Si nous d�esignons par e
(n)

i le vecteur propre associ�e �a la valeur propre �i;n, l'�equation (5.23)
se pr�esente alors sous la forme:

Y
n+1 = c1(n)�1;ne

(n)

1
+ c2(n)�2;ne

(n)

2
+ : : :+ c

N
(n)�

N;n
e
(n)

N
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apr�es avoir d�evelopp�e

Y0 = c1(n)e
(n)

1
+ c2(n)e

(n)

2
+ : : :+ c

N
(n)e

(n)

N
dans la base

�
e
(n)

i

�
; i = 1; : : : ; N:

Pour des valeurs de n tendant vers l'in�ni, le vecteur Y
n+1 s'alignerait alors sur la direction

propre correspondant �a la plus grande valeur propre, et ceci quel que soit le vecteur d'ori-
gine Y0 choisi. Nous pouvons ainsi d�e�nir le plus grand exposant classique de Lyapunov
(en dimension �nie) sous la forme:

�1 = lim
n!+1

1

n
ln kYnk (5.24)

Pour obtenir les N exposants de Lyapunov, Benettin et al. [1] choisissent un ensemble

de N vecteurs orthogonaux quelconques e
(0)

1
; e

(0)

2
; : : : ; e

(0)

N
, de normes assez petites, et leur

appliquent la matrice J(X
0
). Les N vecteurs e

(00)

1
; e

(00)

2
; : : : ; e

(00)

N
obtenus sont orthonor-

malis�es selon la proc�edure classique de Gram-Schmidt a�n de conserver N directions
ind�ependantes e

(1)

1
; e

(1)

2
; : : : ; e

(1)

N
d�e�nies par:

e
(1)

1
=

e
(00)

1


e(00)
1




 = e
(00)

1
=a

1

1

e
(1)

k
=

2
4e(00)

k
�

k�1X
j=1

he
(00)

k
; e

(1)

j
ie

(1)

j

3
5 =a1

k

a
1

k
=







e
(00)

k
�

k�1X
j=1

he
(00)

k
; e

(1)

j
ie

(1)

j







 ; k = 2; : : : ; N

Ils it�erent le proc�ed�e jusqu'�a la convergence des vecteurs propres et des ECL qui sont
donn�es par:

�
k
= lim

n!+1

1

n

nX
j=1

ln (a
j

k
); k = 1; : : : ; N (5.25)

Dans la d�e�nition des ECL, on fait tendre le temps vers l'in�ni. Mais il est di�cile (voire
impossible) de faire tendre le temps vers l'in�ni dans le cadre de l'assimilation de don-
n�ees , les observations n'�etant disponibles que sur un intervalle de temps born�e. Nous
introduisons alors la d�e�nition des exposants de Lyapunov sur un intervalle born�e.

5.7.3 Exposants Locaux de Lyapunov

Les ECL donnent une description globale du comportement �a long-terme des trajec-
toires voisines �a l'instant initial. Dans certaines applications, on aimerait d�ecrire ce com-
portement �a court-terme, i.e. dans un intervalle de temps [t0; T ], avec T < +1 donn�e.
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On introduit alors la notion d'exposants de Lyapunov en temps �ni (Yoden [108]), encore
appel�es exposants locaux de Lyapunov (ELL). Nous pouvons aussi citer dans ce cadre, les
travaux de Lacarra et Talagrand [37] et Farell [23] qui ont �etudi�e l'�evolution �a court-terme
de petites perturbations dans un mod�ele barotropique de l'atmosph�ere

L'id�ee de base qui conduit �a l'analyse des ELL (voire des ECL), est l'�etude des taux
de divergence locale: Nese [76], Grassberger et Procaccia [34], Farmer et Sidorowich [24],
Dutton et Wells [16], Nicolis et al. [77]

D�e�nition 5.7.2 On suppose que le temps est discr�etis�e par t = k�; k = 0; 1; 2; : : :
On d�e�nit alors le taux de divergence locale entre les instants k� et (k + 1)� par:

L(X(k� )) =
1

�
ln
kZ((k + 1)� )k

kZ(k� )k
; k = 0; 1; 2; : : :

o�u Z(t) est une perturbation in�nit�esimale (de la trajectoire X(t) du syst�eme dynamique),
donn�ee par le syst�eme lin�eaire tangent

Proposition 5.7.1 on a:

�1 = lim
n!+1

1

n

nX
k=0

L(X(k� )) (5.26)

Preuve
On a :

nX
k=0

ln
kZ((k + 1)� )k

kZ(k� )k
= ln

kZ((n+ 1)� )k

kZ(0)k
et lim

n!+1

1

n�
ln

1

kZ(0)k
= 0

Nous pouvons alors reformuler la d�e�nition (5.7.1) comme suit:

�1 = lim
t!+1

1

t
ln kZ(t)k

= lim
n!+1

1

n�

nX
k=0

ln
kZ((k + 1)� )k

kZ(k� )k

= lim
n!1

1

n

nX
k=0

L(X(k� ))

Compte tenu de la proposition (5.7.1), nous pouvons d�e�nir une troncature de �1 dans
un intervalle [t0; T ], T < +1 �x�e:

D�e�nition 5.7.3 Soit [t0; T ] un intervalle born�e. Supposons que T = M�; M 2 IN. On
d�e�nit le plus grand exposant local de Lyapunov �1T du syst�eme dynamique (5.19) par:

�1T =
1

M

MX
k=0

L(X(k� )) (5.27)
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Le principe de la d�e�nition des autres ELL est exactement le même que celui d�ecrit �a
la section (5.7.1), puisque les ELL ne sont autre qu'une troncature des ECL. De même,
le calcul pratique des ELL est identique �a celui des ECL, avec troncature au bout de
l'intervalle de temps �x�e. D'autre part, il est �evident par la d�e�nition (5.26) que les ELL
convergent vers les ECL respectifs lorsque la borne de troncature T tend vers l'in�ni.

Etant d�e�nis en fonction des taux de divergences locales, les ELL donnent une analyse
locale de la pr�edicibilit�e, contrairement aux ECL qui donnent une analyse globale. En
outre, les ELL d�ependent de la trajectoire de r�ef�erence X(t); t 2 [t0; T ] et fournissent
alors un renseignement sur les r�egions de l'attracteur o�u l'on a une bonne, moins bonne
ou mauvaise pr�edicibilit�e. C'est par ce moyen que Nese [76] a pu subdiviser l'attracteur
donn�e par le mod�ele de Lorenz en zones fortement pr�edicible, pr�edicible, non pr�edicible
et fortement non pr�edicible. Les ELL nous permettent ainsi de savoir si nous sommes sur
une partie pr�edicible ou non de l'attracteur du syst�eme dynamique, s'il en poss�ede un.
Ceci est d'une grande importance en assimilation de donn�ees o�u on ajuste les mod�eles
aux donn�ees en vue la pr�ediction, notamment dans le domaine de l'environnemnt.

Les ELL d�ependent aussi du syst�eme ind�ependant de vecteurs (dans la m�ethode de
Benettin et al. [1]) Dans les applications num�eriques, nous �xerons une fois pour toutes
ce syst�eme de vecteurs pour annuler cette d�ependance

5.7.4 Exposants de Lyapunov d'une s�erie temporelle de donn�ees

Les donn�ees exp�erimentales consistent typiquement en des mesures discr�etes d'une (ou
plusieurs) quantit�e(s) physique(s) du syst�eme.

Nous venons de d�ecrire ci-dessus la d�etermination des exposants de Lyapunov (clas-
siques et locaux) dans le cas o�u les �equations r�egissant le syst�eme dynamique sont connues.
Mais cette m�ethode ne peut pas directement s'appliquer �a des donn�ees exp�erimentales
(Wolf et al. [106]), parce qu'on ne connait pas les �equations d'�evolution du syst�eme dy-
namique, et par cons�equent, on n'a pas acc�es �a la matrice jacobienne qui est le support
de base dans le calcul des exposants.

Il est n�eanmoins possible d'estimer les exposants de Lyapunov (du moins le plus grand)
�a partir d'une s�erie de donn�ees. Deuxm�ethodes sont propos�ees dont l'une consiste �a essayer
d'obtenir une approximation de la jacobienne �a partir des donn�ees (Eckmann et Ruelle
[17]), et l'autre �a obtenir le plus grand exposant �1 en suivant l'�evolution au cours du temps
de deux portions de trajectoires voisines (Wolf et al. [106]). Notons que la s�erie temporelle
�etant donn�ee pour un temps �ni, les exposants ainsi calcul�es sont des ELL. Pour d�ecrire
ces m�ethodes, nous consid�erons une s�erie temporelle de donn�ees: X(t

k
); k = 0; 1; 2; : : :

M�ethode de Wolf et al

On suit l'�evolution dans le temps d'un point X de la trajectoire et d'un point Y
appartenant �a une portion di��erente de la trajectoire. Lorsque la distance
d = kX � Y k devient trop grande, on remplace le point Y (t1) par un point Y 0(t1) en
essayant de garder au vecteur X1 � Y 0

1 la même orientation que X1 � Y1 : voir la �gure
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(5.45). Le remplacement peut se faire �a des intervalles de temps r�eguliers t1; t2; : : : ; tn, ou
variables et choisis lorsque la distance devient plus grande qu'une distance �x�ee d'avance.
On obtient par cette m�ethode (propos�ee anciennement par Benettin et al [1] pour les
syst�emes math�ematiques) le plus grand exposant de Lyapunov comme:

�1 =
1

tn � t0

nX
k=1

log

 
d(tk)

d0(tk�1)

!
(5.28)

X
0

Y0

X1

Y1

1Y’

Y2

2Y’

X2

X3

Y3

θ

θ2

1

Fig. 5.45 { Sch�ema montrant le principe du calcul du plus grand exposant de Lyapunov.

Celui-ci est calcul�e �a partir de la croissance au cours du temps de la distance entre deux points

voisins. Lorsque cette distance devient trop grande, un nouveau point est choisi au voisinage de

la trajectoire de fa�con �a minimiser la distance de remplacement kX1� Y 0
1k et l'angle �1 d'apr�es

Wolf et al [106] .

Des d�etails et des exemples pratiques sont donn�es dans Wolf et al. [106] et P. Berg�e
[2] et [3]. Une extension de cette m�ethode �a des triades de points d�eterminant une surface
permet alors d'obtenir la somme �1 + �2. En principe, une g�en�eralisation �a la somme
de tous les exposants positifs est possible, mais tr�es di�cile �a mettre en �uvre, et tr�es
instable.

M�ethode de Eckmann et Ruelle

Xi

Y1i

Y2i

Y3i Y4i
Y5i

Xi+p

Y1i+p
Y2i+p

Y3i+p
Y4i+p

Fig. 5.46 { Sch�ema montrant l'�evolution au cours du temps d'un ensemble de points situ�es �a

l'int�erieur d'une sph�ere de rayon r centr�ee en un point de la trajectoire suivie et permettant de

d�eterminer la matrice jacobienne DXi
d'apr�es Eckmann et Ruelle [17].
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On cherche �a obtenir une approximation de la matrice jacobienne DXi
�a partir des

donn�ees. Pour cela, on consid�ere l'�evolution des points Xij situ�es dans une sph�ere de rayon
r autour d'un point donn�e Xi de la trajectoire, et l'on ne consid�ere que les points tels que
leurs images Xij+p sont rest�es �a la distance � r de Xi+p �a un instant t = p� (� = �t)
ult�erieur (�gure 5.46); on d�etermine alors la matrice DXi

par une approximation par
moindres carr�es sur l'ensemble des points Xij choisis de fa�con que

DXi
� Yi = Yi+p (5.29)

o�u les vecteurs Yi et Yi+p sont d�e�nis par:

Yi = fXij �Xi; jXij �Xij � rg ; Yi+p = fXij+p �Xi+p; jXij+p �Xi+pj � rg

Le rayon r est pris assez petit pour que l'approximation lin�eaire soit valable, mais ce-
pendant su�samment grand pour avoir un nombre de points Xij permettant une bonne
approximation de D

Xi
. (Il faut au moins n points si l'espace des phases est de dimension

n, mais dans la pratique, il en faut un nombre plus grand). On d�etermine de la même
fa�con les matrices DXi+p ;DXi+2p ; : : :

Eckmann et Ruelle proposent une m�ethode de triangulation de Householder. La ma-
trice DX1 est d�ecompos�ee suivant le produit DX1 = Q1R1 o�u Q1 est une matrice ortho-
gonale et R1 une matrice triangulaire sup�erieure dont les �el�ements diagonaux sont non
nuls. si DX1 est inversible, cette d�ecomposition est unique. Puis, le produit DX1+pQ1 est
d�ecompos�e de la même fa�con en Q2R2 et ainsi de suite. On obtient alors

DX1+np �DX1+(n�1)p
: : :DX1 = Qn �Rn �Rn�1 : : : R2 �R1

et les exposants de Lyapunov sont alors donn�es par:

�k =
1

np�

nX
j=1

log(Rj)kk

Les exposants �k �etant ainsi rang�es par ordre d�ecroissant, si l'on ne s'int�eresse qu'aux l
premiers, il su�t de se restreindre �a la sous-matrice sup�erieure l�l dans la d�ecomposition.

Des d�etails et des exemples pratiques sont donn�es dans Eckmann et Ruelle [17] et P.
Berg�e [2] et [3].

A partir des matrices DXi
, on pourrait appliquer la m�ethode d'orthonormalisation de

Gram-Schmidt propos�ee par Benettin et al. [1] (voir section 5.7.1). C'est ce que font Sano
et Sawada [89] qui ont propos�e ind�ependamment de Eckmann et Ruelle la même m�ethode
de d�etermination par une approximation aux moindres carr�es des DXi

. C'est que font
aussi Vastano et Kostelich [103] dans leur comparaison entre cette m�ethode et celle de
Wolf et al.
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5.7.5 D�etermination pratique des DXi

Soient X et Y deux vecteurs appartenant �a un espace de dimension �nie n. L'ap-
proximation par moindres carr�es de l'application lin�eaire (la matrice carr�ee n� n) A qui
transforme X en Y i.e. A �X = Y consiste �a trouver le minimum de la fonctionnelle

S(B) =
1

2
kB �X � Y k2

sur l'ensemble des matrices carr�ees n� n, et la matrice A est alors caract�eris�ee par

@S

@B
(A) = 0; i:e:

@S

@bkl
(akl) = 0; 1 � k; l � n (5.30)

ce qui donne les relations explicites: A � V = C o�u V et C sont des matrices carr�ees
n � n d�e�nies par: Vkl = XkXl et Vkl = YkXl; 1 � k; l � n, et A est alors obtenue par
une inversion de matrice. Ceci fait cependant intervenir deux di�cult�es pratiques non
n�egligeables:

{ La matrice V est de rang 1

{ Toute matrice B telle que B �X = Y r�ealise le minimum de S, et donc la caract�eri-
sation (5.30) n'est que n�ecessaire mais pas su�sante.

Ces deux probl�emes font la limitation des m�ethodes de Eckmann et Ruelle et de Sano
et Sawada. Dans ce qui suit, nous proposons une am�elioration de l'approximation de la
jacobienne par la technique de pseudo-inverse ou inverse g�en�eralis�ee, encore connue sous
le nom de inverse de Moore-Penrose.

Inverse g�en�eralis�ee

Soient E et F deux espaces vectoriels r�eels norm�es et f une application lin�eaire de E
dans F .

A tout y 2 F , on fait correspondre l'unique �el�ementx0 2 f�1(fy0g) = fx 2 Ejf(x) = y0g
et d�e�ni par:

kx0k = min
x2f�1(fy0g)

kxk

o�u y0 2 F est la projection orthogonale de y sur le sous-espace f(E) de F . On d�e�nit
ainsi l'application:

f+ : F �! E

y �̀! f+(y) = x0

L'application f+ est appel�ee pseudo-inverse de f et v�eri�e plusieurs propri�et�es (voir P. J.
Laurent [38]) dont nous ne retenons que les deux suivantes, qui su�sent dans le cadre de
ce paragraphe.

Proposition 5.7.2 En notant f t l'application transpos�ee de f , on a:

1. ) (f+)t = (f t)+
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2. ) si f est continue et univoque, alors f+ = (f tf)�1f t

Pour les d�emonstrations, on peut se r�ef�erer �a P. J. Laurent [38] (pp 202 � 208)
Nous appliquons alors cette notion de pseudo-inverse pour l'approximation des jaco-

biennes DXi
. Sans nuire �a la g�en�eralit�e, nous pouvons consid�erer que X;Y 2 IRn. Nous

cherchons donc une matrice A 2 M(n; n) telle que A �X = Y et de norme minimale. Pour
cela, nous d�e�nissons l'application

T : M(n; n) �! IRn

B �̀! B �X

et le probl�eme revient �a calculer A = T+ � Y puisque T n'est pas forc�ement inversible.
Nous utiliserons les notations matricielles suivantes, en commettant un abus de notation
entre l'application lin�eaire T et la matrice qui la repr�esente.

X =

0
BBBB@

x1
x2
...
xn

1
CCCCA 2 IRn; 0

IRn =

0
BBBB@

0
0
...
0

1
CCCCA 2 IRn; X t = (x1; x2; : : : ; xn); 0t = (0; 0; : : : ; 0) et

pour B 2 M(n; n), on note:

LiB = (Bi1; Bi2; : : : ; Bin); 1 � i � n; LB = (L1B ; L2B ; : : : ; LnB ); Lt
B =

0
BBBB@

Lt
1B

Lt
2B
...

Lt
nB

1
CCCCA

Lt
B 2 IRn2 . On a alors:

T (B) = B �X =

0
BBBB@

Pn
j=1B1jXjPn
j=1B2jXj

...Pn
j=1BnjXj

1
CCCCA =

0
BBBB@

X t 0t : : : 0t

0t X t : : : 0t

...
. . . . . .

...
0t : : : 0t X t

1
CCCCA �
0
BBBB@

Lt
1B

Lt
2B
...

Lt
nB

1
CCCCA = T t

1 � L
t
B (5.31)

De plus, si l'on munit IRn2 et M(n; n) de leur norme euclidienne

kZk =

vuut n2X
i=1

jZij2 ; kBk =

vuut nX
i=1

nX
j=1

jbijj2 ; 8Z 2 IRn2 ; 8B 2 M(n; n)

alors on peut identi�er B �a Lt
B par le moyen de l'isomorphisme:

I : M(n; n) �! IRn2

B �̀! Lt
B ;

ce qui permet aussi de faire l'identi�cation: T = T t
1.

On a alors:

T+ =
�
T t
1

�+
=
�
T+
1

�t
=
��

T t
1 � T1

��1
� T t

1

�t
= T1 �

�
T t
1 � T1

��1
= T t �

�
T � T t

��1
(5.32)
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En d�eveloppant le dernier membre de la suite d'�egalit�es (5.32), on a:

�
T � T t

��1
=

0
BBBBB@

1
kXk2 0 : : : 0

0 1
kXk2

: : : 0
...

. . . . . .
...

0 : : : 0 1
kXk2

1
CCCCCA ;

�
T � T t

��1
� Y =

0
BBBBB@

Y1
kXk2 0 : : : 0

0 Y2
kXk2

: : : 0
...

. . . . . .
...

0 : : : 0 Yn
kXk2

1
CCCCCA

or:

Lt
A =

0
BBBB@

Lt
1A

Lt
2A
...

Lt
nA

1
CCCCA = T+ � Y = T t �

�
T � T t

��1
� Y

en d�eveloppant on a:

Lt
1A

=

0
BBBBBBB@

X 0
IRn

: : : 0
IRn

0
IRn

X : : : 0
IRn

...
. . . . . .

...
0
IRn

: : : 0
IRn

X

1
CCCCCCCA
�

0
BBBBB@

Y1
kXk2 0 : : : 0

0 Y2
kXk2

: : : 0
...

. . . . . .
...

0 : : : 0 Yn
kXk2

1
CCCCCA

on en d�eduit:

Lt
1A =

 
X1Y1
kXk2

;
X2Y1
kXk2

; : : : ;
XnY1
kXk2

!

et de fa�con g�en�erale:

Lt
kA =

 
X1Yk
kXk2

;
X2Yk
kXk2

; : : : ;
XnYk
kXk2

!
; 1 � k � n

Puisque les (LkA)1�k�n sont les lignes A, on en d�eduit que :

Aij =
XjYi
kXk2

(5.33)

On a en plus:

nX
j=1

Aij �Xj =
nX

j=1

XjYiXj

kXk2
= Yi

Pour calculer les approximations des jacobiennes DXi
, il su�t d'appliquer la m�ethode

ci-dessus avec X = Yi et Y = Yi+p (cf �egalit�e (5.29)). On obtient alors:

(DXi
)kl =

(Yi)l � (Yi+p)k
kYik2

(5.34)
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Une fois les (DXi
) connus, on peut alors utiliser la m�ethode de Eckmann et Ruelle ou bien

celle de Sano et Sawada.
Il nous a paru plus plausible d'utiliser celle de Sano et Sawada par soucis de conformit�e

(en ce qui concerne la proc�edure de Gram-Schmidt) de m�ethodes de calcul entre le cas
des �equations lin�eaires tangentes et les donn�ees uniquement.

5.7.6 Application �a l'assimilation variationnelle

Dans ce paragraphe, nous essayons de donner une r�eponse �a la question:
Peut-on utiliser la pr�edicibilit�e (dans le contexte de l'assimilation variationnelle de

donn�ees ) comme crit�ere de comparaison entre di��erentes con�gurations?
Nous avons d�ej�a vu ci-dessus que la pr�edicibilit�e d'un syst�eme dynamique peut être

quanti��ee par son plus grand exposant de Lyapunov. Dans le contexte de l'assimilation
variationnelle , nous sommes limit�es �a un intervalle de temps born�e (la fenêtre d'assimi-
lation), et nous utiliserons alors la caract�erisation de la pr�edicibilit�e par les exposants de
Lyapunov locaux. Le syst�eme dynamique �a consid�erer est le syst�eme d'optimalit�e:

dX

dt
= F(X ) =

0
BB@

F (X)

�

"
@F

@X
(X)

#t
� P + C t(C �X �Xobs)

1
CCA

dont la variable d'�etat est X =

 
X
P

!
: Une perturbation ~X =

 
~X
~P

!
: de X est

donn�ee par le syst�eme lin�eaire tangent:

d ~X

dt
=

"
@F

@X
(X )

#
� ~X =

2
66664

"
@F

@X
(X)

#
� 0

�

"
@2F

@X2
(X)�

#t
� P + C tC� �

"
@F

@X
(X)

#t
�

3
77775 �
2
4 ~X

~P

3
5

Nous pouvons formellement �ecrire (pour assouplir la notation):

d ~X

dt
= T (t) � ~X (5.35)

o�u:

T (t) =

2
4 A(t) 0

B(t) �A
t

(t)

3
5

On discr�etise l'�equation (5.35) en temps et en espace et on a:
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~X
n+1

= Rn � ~X
0
; n � 0

~X
k

=

0
B@

~Xk

~P k

1
CA 2 IR

2N

; car ~X
k

et ~P
k

2 IR
N

;

R
n
= T

n
� T

n�1 � : : : T0; T
k
=

2
4 A(tk) 0

B(tk) �A
t

(tk)

3
5

A(tk) et B(tk) �etant des matrices carr�ees d'ordre N pour tout k � 0. Des calculs
alg�ebriques simples montrent que:

R
n�1 =

2
4 A(t

n�1) �A(tn�2) � : : : A(t0) 0

B
0

(t
n�1) (�1)n �A

t

(t
n�1) �A

t

(t
n�2) � : : : A

t

(t0)

3
5 8n � 1;

o�u la matrice B
0

(t
n�1) d�epend (en produits et sommes) des matrices B(t

i
) et A

t

(t
i
)

pour i = 1; : : : ; n� 1, et de A(t
i
) pour i = 1; : : : ; n� 2. Ainsi,

Rn =

2
4 A(tn) 0

B(tn) �A
t

(tn)

3
5 � R

n�1

=

2
4 A(tn) �A(tn�1) � : : : A(t0) 0

B
0

(t
n
) (�1)n �A

t

(t
n
) �A

t

(t
n�1) � : : : A

t

(t0)

3
5

o�u

B
0

(t
n
) = B(t

n
) �A(t

n�1) �A(tn�2) � : : :A(t0)�A
t

(t
n
) �B

0

(t
n�1)

On peut donc distinguer deux cas:

i) Si n est pair,Rn �etant triangulaire par blocs, ses valeurs propres sont celles de A(tn)�
A(t

n�1) � : : : A(t0), avec une double multiplicit�e. Or A(t
k
) est l'op�erateur discr�etis�e

du syst�eme lin�eaire tangent au mod�ele direct, i.e. J
n
= A(t

n
) �A(t

n�1) � : : : A(t0) est
la r�esolvante du syst�eme lin�eaire tangent au pas de temps t

n
. R

n
et J

n
ayant les

mêmes valeurs propres, on en d�eduit par d�e�nition que les exposants de Lyapunov
du syst�eme d'optimalit�e sont �egaux �a ceux du mod�ele direct �a l'optimum, et donc la
pr�edicibilit�e du syst�eme d'optimalit�e est �egale �a celle du mod�ele direct �a l'optimum.

ii) Si n est impair, le spectre de Rn est constitu�e su spectre de Jn doubl�e de son oppos�e,
i.e.: fsp(Rn)g = fsp(Jn)g [ �fsp(Jn)g. Dans ce cas, la valeur propre maximale de
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Rn est donn�ee par �max(Rn) = maxf�max(Jn);��min(Jn)g.
Si donc �max(Jn) � ��min(Jn), alors la pr�edicibilit�e du syst�eme d'optimalit�e est la
même que celle du mod�ele direct. Sinon, il y a perte de pr�edicibilit�e. Mais n �etant
l'indice d'int�egration en temps du mod�ele, on peut �eviter ce probl�eme par une mise
�a jour des exposants de Lyapunov tous les deux pas de temps (n pair), et garder
la conclusion du i). En g�en�eral, on met �a jour les exposants de Lyapunov �a des
intervalles r�eguliers d'int�egration en temps du mod�ele.

Pour un mod�ele direct lin�eaire, la jacobienne

"
@Fi

@xj

#
1 � i; j � N est une matrice constante

qui ne d�epend pas de la variable d'�etat X. Dans ce cas, les exposants de Lyapunov du
syst�eme d'optimalit�e sont �egaux �a ceux du mod�ele direct, sans qu'on ait besoin de se placer
�a l'optimum. Dans le cas non lin�eaire, la jacobienne d�epend de la variable d'�etat et nous
ne pouvons plus a�rmer l'�egalit�e des exposants de Lyapunov pour les deux syst�emes. Par
contre, les exposants de Lyapunov du syst�eme d'optimalit�e sont �egaux �a ceux du mod�ele
direct dans lequel la variable d'�etat est prise �a l'optimum. Et ces derniers peuvent être
tr�es di��erents de ceux du mod�ele direct tout court.

D'autre part, puisque la variable d'�etat du mod�ele direct �a l'optimum d�epend des
observations (et de la con�guration des observations), il n'est pas erron�e de penser que les
exposants de Lyapunov du syst�eme d'optimalit�e d�ependent �a leur tour des observations
(et de la con�guration des observations), de sorte que nous pouvons �etablir comme crit�ere
de comparaison entre di��erentes con�gurations: le plus grand exposant de Lyapunov du
syst�eme d'optimalit�e. Les meilleures con�gurations (observations) au sens de ce nouveau
crit�ere �etant celles qui r�ealisent:

�max(X
�

obs) = min
Xobs2Eobs

�max(Xobs) (5.36)

o�u �max(Xobs) d�esigne le plus grand exposant de Lyapunov du syst�eme d'optimalit�e r�esolu
avec les observations Xobs.

Disposant des observations qui sont une s�erie temporelle de donn�ees, nous pouvons
aussi calculer les exposants de Lyapunov �a partir des observations uniquement, selon les
m�ethodes d�ecrites ci-dessus. Ce qui nous permet non seulement de quanti�er la pr�edi-
cibilit�e (�a partir) des observations, mais en plus de la comparer �a celle obtenu par les
�equations du mod�ele apr�es assimilation de donn�ees.

5.7.7 R�esultats num�eriques

Nous simulons �a partir du mod�ele QG, des observations sur des pseudo-traces de satel-
lite. Dans un premier temps, le mod�ele est consid�er�e barotropique. Le temps d'int�egration
du mod�ele (et donc de g�en�eration des observations) est de quatre mois. Nous introduisons
deux param�etres pour d�eterminer la densit�e spatio-temporelle des donn�ees:

{ modpt: intervalle r�egulier de temps s�eparant deux prises d'observations.

{ interv: intervalle r�egulier de s�eparation spatiale de deux traces cons�ecutives.
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Par exemple, (modpt = 3; interv = 18) signi�e que les observations sont prises tous les 3
pas de temps (�a partir de l'instant initial) sur des traces s�epar�ees de 18 pas de discr�etisation
spatiale. C'est le cadre des exp�eriences num�eriques ci-dessous. Nous avons calcul�e les ELL
du mod�ele qui a g�en�er�e les observations, et ceux donn�es par la m�ethode de Eckmann et
Ruelle et celle de Wolf et al. respectivement. Le tableau ci-dessous montre, pour un même
vecteur d'observations Xobs, le plus grand ELL calcul�e par ces trois m�ethodes:

mod�ele tangent: �mt Eckmann et Ruelle �ER Wolf et al. �Wa

ELLmax 5:50596312 � 10�3 4:97028089 � 10�3 2:63886243 � 10�3

Les observations ayant �et�e simul�ees �a partir du mod�ele, nous disposons de la jacobienne
exacte (autour du vrai �etat de r�ef�erence) pour le calcul des ELL. Nous pouvons donc
consid�erer �mt comme l'ELL exact. Nous pouvons aussi dire que �ER est une \meilleure
approximation" de �mt que �Wa, ce qui montre que la m�ethode de Wolf et al, bas�ee sur
l'utilisation des taux de divergences locales, n'est pas bien adapt�ee au probl�eme. En e�et,
les taux de divergences locales ne su�sent pas pour estimer le plus grand ELL, il faut en
plus avoir une connaissance (approximation) de la jacobienne.

D'autre part, les valeurs positives du plus grand ELL obtenues par ces trois m�ethodes
montrent un manque de pr�edicibilit�e, i.e. un comportement chaotique aussi bien pour le
mod�ele que pour les observations.

Dans la suite, nous ne retiendrons que la m�ethode par les �equations tangentes et celle
de Eckmann et Ruelle.

Pour appliquer le calcul des ELL �a l'optimisation de l'op�erateur C via l'assimilation
variationnelle de donn�ees , nous simulons des donn�ees par un �etat de r�ef�erence et nous
les assimilons, puis nous calculons le plus grand ELL �a l'optimum. Nous pouvons ensuite
le comparer �a ceux calcul�es directement �a partir de l'�etat de r�ef�erence et �a partir des
observations (Ekmann et Ruelle).

exact ap. assim Eck. et Rue.
5:505963 � 10�3 5:501056 � 10�3 4:970280 � 10�3

On constate dans ce tableau que l'ELL calcul�e apr�es assimilation est plus proche
de l'ELL exact que celui calcul�e �a partir des donn�ees. Ceci s'explique par le fait que
l'assimilation de donn�ees permet de retrouver la trajectoire \la plus proche possible" des
donn�ees, et de cette trajectoire reconstruite on d�eduit une jacobienne qui est une meilleure
approximation de la jacobienne exacte par rapport �a la m�ethode de Eckmann et Ruelle.
Même en mettant �a jour la jacobienne (apr�es assimilation) uniquement aux instants o�u
les observations on �et�e faites, on retrouve encore des ELL plus proches des ELL exacts
que ceux obtenus par la m�ethode de Eckmann et Ruelle.

Nous pr�esentons ci-dessous l'evolution au cours du temps des ELL obtenus par ces
deux m�ethodes, ainsi que le logarithme de l'erreur relative commise dans la convergence
de chaque m�ethode:
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Fig. 5.47 { Comparaison de la convergence du plus grand ELL calcul�e par les �equations
tangentes (en haut) et par lam�ethode de Eckmann et Ruelle (en bas).

La notion de pr�edicibilit�e locale (d�e�nie par le plus grand ELL) d'un mod�ele n'a de
sens que si l'on s'est �x�e une trajectoire de r�ef�erence, ou plus pr�ecisement un �etat initial.
Or le grand handicap dans les mod�eles des probl�emes d'environnement est justement le
manque de connaissance de l'�etat initial, en sorte qu'on ne peut parler d'une pr�edicibilit�e
locale dans l'absolu. Ceci est mis en �evidence dans le tableau ci-dessous, o�u nous avons
calcul�e le plus grand ELL pour six �etats initiaux di��erents.
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Fig. 5.48 { Les six di��erents �etats initiaux (choisis de fa�con al�eatoire) pour montrer la
d�ependance des ELL par rapport �a la condition initiale de mod�ele.

A 5:50596311 � 10�3

B 5:51425611 � 10�3

C 5:76216335 � 10�3

D 5:74938271 � 10�3

E 5:75795069 � 10�3

F 5:73397652 � 10�3

Les valeurs de ce tableau montrent que le plus grand ELL varie tr�es peu en fonction
de la condition initiale (et donc de l'�etat de r�ef�erence). On pourrait penser que ceci a
pour cause la dur�ee de la p�eriode d'int�egration du mod�ele, qui est de 45 jours dans les
exp�eriences ci-dessus. On a alors r�eduit l'intervalle de temps d'int�egration pour voir plus
clairement l'in
uence de la trajectoire de r�ef�erence sur le plus grand ELL.

5j 10j 15j 20j 25j

A 4:9707� 10
�2

2:4767� 10
�2

1:6470� 10
�2

1:23289� 10
�2

9:8522� 10
�3

B 4:9711� 10
�2

2:4763� 10
�2

1:6465� 10
�2

1:23287� 10
�2

9:8578� 10
�3

C 4:9635� 10
�2

2:4650� 10
�2

1:6350� 10
�2

1:2239� 10
�2

9:8159� 10
�3

D 4:9644� 10
�2

2:4660� 10
�2

1:63563� 10
�2

1:2237� 10
�2

9:8048� 10
�3

E 4:9640� 10�2 2:4659� 10�2 1:6361� 10�2 1:2251� 10�2 9:8268� 10�3

F 4:9639� 10�2 2:4656� 10�2 1:63562� 10�2 1:2243� 10�2 9:8174� 10�3
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30j 35j 40j 45j

A 8:2110� 10
�3

7:0472� 10
�3

6:1794� 10
�3

5:5059� 10
�3

B 8:2215� 10�3 7:0600� 10�3 6:1910� 10�3 5:5142� 10�3

C 8:2405� 10�3 7:1496� 10�3 6:3582� 10�3 5:7621� 10�3

D 8:2211� 10�3 7:1247� 10�3 6:3306� 10�3 5:7493� 10�3

E 8:2488� 10�3 7:1537� 10�3 6:3674� 10�3 5:7579� 10�3

F 8:2383� 10
�3

7:1422� 10
�3

6:3449� 10
�3

5:7339� 10
�3

Nous constatons alors que même pour des dur�ees d'int�egration du mod�ele assez petites,
les di��erents ELL restent tr�es proches, pourtant les trajectoires de r�ef�erence sont tr�es
di��erentes (leurs conditions initiales respectives �etant souvent tr�es distantes). Ceci nous
montre qu'on est d�ej�a sur l'attracteur du mod�ele (la phase de spin-up est pass�ee.)

Nous pouvons maintenant faire varier la con�guration spatio-temporelle des observa-
tions et calculer le plus grand ELL (ELLmax) correspondant �a chaque con�guration apr�es
assimilation de donn�ees et directement �a partir des donn�ees. La \con�guration optimale"
�etant celle pour laquelle on a le plus petit ELLmax. Mais les r�esultats des tableaux pr�e-
c�edents montrent que ce crit�ere de comparaison n'est pas ad�equat, car l'assimilation de
donn�ees fournit des �etats initiaux relativement proches les uns des autres (pour di��erentes
con�gurations des observations) et il est di�cile de d�eceler la variation (d�egradation) du
plus grand ELL en fonction de la con�guration des observations. On pourrait alors dire
que la quasi-totalit�e de l'information contenue dans la con�guration des observations est
prise en compte pendant l'assimilation. La �gure ci-dessous montre la variation du plus
grand ELL lorqu'on d�egrade la con�guration des observations, en faisant varier le para-
m�etre interv (intervalle de s�eparation entre deux traces cons�ecutives) de 1 �a 30 et modpt
est �x�e �a 1.

Fig. 5.49 { Variation du plus grand ELL en fonction de interv.
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Conclusion

Pour une observation �x�ee, l'assimilation de donn�ees est le moyen par excellence qui
nous fournit une bonne approximation de l'�etat initial qui donne l'�etat de r�ef�erence \le plus
proche possible" des observations. De ce point de vue, l'assimilation de donn�ees permet
d'am�eliorer la pr�edicibilit�e du mod�ele (par la connaissance de l'�etat initial); elle permet
aussi d'am�eliorer la pr�edicibilit�e des observations.
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Conclusion.

L'assimilation variationnelle bas�ee sur les m�ethodes de contrôle optimal a montr�e son
e�cacit�e en ce qui concerne la reconstitution des champs �a partir d'un mod�ele et des obser-
vations, et son application dans les probl�emes g�eophysiques, notamment en m�et�eorologie
et en oc�eanographie, a d�ej�a donn�e de nombreux r�esultats concrets.

L'analyse de sensibilit�e appliqu�ee �a l'assimilation variationnelle nous a permis de faire
une analyse a posteriori (du processus d'assimilation) qui nous a fourni des informations
sur:

� La prise en compte du bruit sur les observations dans le processus d'assimilation, et
sa propagation sur les champs reconstitu�es. Nous avons ainsi calcul�e la sensibilit�e
de l'�etat initial optimal (variable de contrôle) par rapport au bruit des observations.
De la même fa�con, nous avons calcul�e la sensibilit�e de certaines r�eponses (l'�energie
cin�etique et l'enstrophie) qui sont des quantit�es diagnostiques du mod�ele.

Nous avons montr�e qu'une approche au premier ordre ne su�t pas pour �evaluer la
sensibilit�e d'une r�eponse dans le cadre de l'assimilation variationnelle (même dans le cas
d'un mod�ele lin�eaire tr�es simple). Nous avons donc pouss�e plus loin l'analyse en allant
au second ordre. Ceci �etant le r�esultat du fait qu'en assimilation de donn�ees nous avons
�etendu la notion de mod�ele au syst�eme d'optimalit�e. Nous avons obtenu la sensibilit�e en
inversant le Hessien (de la fonction coût) dont le produit par un vecteur est fourni par la
technique de l'adjoint au second ordre.

Dans la deuxi�eme partie du travail portant sur la sensibilit�e par rapport �a la con�gu-
ration spatio-temporelle des observations, nous avons relev�e l'importance de l'op�erateur
C de projection sur l'espace des observations, et son in
uence dans le processus d'assimi-
lation, notamment dans la structure du Hessien de la fonction coût. Nous avons calcul�e
la variation du conditionnement du Hessien et de la variance d'une forme lin�eaire d�e�nie
sur les variables de contrôle en fonction de la d�egradation de C, et les r�esultats montrent
que ces crit�eres de comparaison entre di��erentes con�gurations sont consistants, car ils
se d�egradent tous les deux lorsqu'on d�egrade la con�guration. Les r�esultats num�eriques
nous montrent que la d�egradation spatiale de la con�guration a�ecte beaucoup plus la
structure du Hessien que la d�egradation temporelle. On a donc int�erêt �a privil�egier la
densit�e spatiale des observations par rapport �a la densit�e temporelle. Mais cette question
reste ouverte �a la suggestion d'autres crit�eres d'optimisation de la con�guration.
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Conclusion.

Toute cette �etude repose sur un �el�ement central : le Hessien de la fonction coût, qui
contient plusieurs informations qualitatives concernant l'assimilation:

{ le conditionnement du Hessien d�e�nit la convergence plus ou moins rapide du pro-
cessus d'assimilation.

{ La qualit�e de l'assimilation: les parties du champ initial bien reconstruites (iden-
ti��ees) et celles mal reconstruites sont donn�ees par les directions propres associ�ees
aux plus grandes et aux plus petites valeurs propres du Hessien respectivement.

{ Les propri�et�es de \sym�etrie" et de \positivit�e" du Hessien garantissent l'existence
et l'unicit�e locale de l'optimum.

Num�eriquement, nous avons appliqu�e l'analyse de sensibilit�e d�evelopp�e dans cette
�etude �a l'assimilation de donn�ees dans le mod�ele QG. Beaucoup d'exp�eriences ont �et�e
r�ealis�ees avec le barotrope (monocouche), car nous voulions d'abord exhiber la faisabilit�e
du probl�eme. Ceci �etant maintenant acquis, nous pouvons envisager des exp�eriences plus
r�ealistes avec le mod�ele multicouches.

Cette �etude reste tr�es transparente par rapport au mod�ele choisi. Elle peut donc être
appliqu�ee �a de vastes domaines, pourvu que l'on se place dans le cadre de l'assimilation
variationnelle de donn�ees, notamment en m�et�eorologie.

L'analyse de sensibilit�e nous a donn�e une meilleure connaissance de l'erreur d'identi-
�cation de la condition initiale (variable de contrôle) en fonction du bruit sur les obser-
vations, ce qui est d'une grande importance pour les pr�evisions num�eriques.

L'analyse au second ordre, bas�ee sur l'utilisation du Hessien, se montre un outil bien
performant pour toute �etude a posteriori de l'assimilation variationnelle . N�eanmoins, elle
a l'inconv�enient d'être tr�es coûteuse du point de vue du calcul en temps et en m�emoire.
En e�et, le calcul du produit Hessien� vecteur n�ecessite le calcul et le stockage du mod�ele
direct non lin�eaire, du mod�ele direct lin�earis�e, du mod�ele adjoint et de l'adjoint au second
ordre.

Un moyen de baisser ce coût �elev�e est �eventuellement de r�eduire la dimension de
l'espace de contrôle, notamment par une param�etrisation au moyen d'une base d'onde-
lettes par exemple. Cette perspective semble prometteuse, d'autant plus qu'avec un petit
nombre (n) de param�etres �a identi�er, on pourra se permettre l'obtention de toute la ma-
trice hessienne par n int�egrations de l'adjoint au second ordre, et obtenir des informations
inaccessibles par le produit Hessien � vecteur.

L'�etude de la pr�edicibilit�e du syst�eme d'optimalit�e nous a montr�e que ce syst�eme
n'apporte pas d'information suppl�ementaire en ce qui concerne la pr�edicibilit�e.Nous avons
vu th�eoriquement que les exposants de Lyapunov du syst�eme d'optimalit�e sont exactement
ceux du mod�ele direct pris �a l'optimum, mais avec une double multiplicit�e alg�ebrique par
rapport a ceux du mod�ele direct. Cependant, pour �etudier la variation de la pr�edicibilit�e
par rapport �a la con�guration des observations et/ou aux observations elles-mêmes, il faut
consid�erer le syst�eme d'optimalit�e.
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Resum�e

Le travail men�e dans cette th�ese porte sur l'�etude \a posteriori" de l'assimilation varia-
tionnelle de donn�ees. Il s'agit d'une d�emarche de faisabilit�e pour la mise au point des outils
permettant de faire une analyse diagnostique (qualitative et quantitative) du processus d'assi-
milation variationnelle, notamment en ce qui concerne l'in
uence du bruit des observations sur
le processus d'assimilation ainsi que sa propagation sur les champs reconstitu�es (nous sommes
alors amen�es �a faire une �etude de sensibilit�e), et l'in
uence de la con�guration spatio-temporelle
des observations sur le processus d'assimilation.

L'application usuelle des �equations adjointes pour l'analyse de sensibilit�e est r�evis�ee, car
dans le contexte de l'assimilation variationnelle, nous avons montr�e par un exemple simple qu'il
faut s'y prendre di��eremment. Nous proposons alors une m�ethode pour mener correctement
cette analyse de sensibilit�e. Cette m�ethode est bas�ee sur l'utilisation des �equations adjointes
au second ordre, obtenues en prenant l'adjoint du syst�eme d'optimalit�e. La sensibilit�e en est
d�eduite par inversion du Hessien de la fonction coût via la minimisation d'une fonctionnelle
quadratique. L'application est faite sur un mod�ele de circulation g�en�erale oc�eanique de type
quasi-g�eostrophique, et nous faisons aussi l'�etude de l'existence et l'unicit�e de la solution de
l'�equation adjointe au second ordre du mod�ele consid�er�e, pour justi�er l'utilisation du Hessien
et l'applicabilit�e de notre m�ethode. Nous �etudions aussi l'in
uence de la con�guration spatio-
temporelle des observations sur le processus d'assimilation au travers du Hessien (�a l'optimum)
dont les �el�ements propres varient lorsqu'on fait varier la con�guration. En�n, nous �etudions la
pr�edicibilit�e du syst�eme d'optimalit�e.

Mots Cl�es: assimilation variationnelle de donn�ees, mod�ele adjoint, syst�eme d'optimalit�e, ad-
joint au second ordre, analyse de sensibilit�e, Hessien, pr�edicibilit�e.

Abstract

This thesis deals with \a posteriori" study of variational data assimilation. It concerns
feasibility approach in order to settle tools for diagnostic (qualitative and quantitative) analysis
of variational assimilation process, namely about: the in
uence of data noise on the assimilation
process together with its propagation over the retrieved �elds (this leads to sensitivity analysis);
and the in
uence of spatial and temporal sampling of the data on the assimilation process.

The traditional use of adjoint equations in sensitivity analysis is reviewed in the context of
variational data assimilation. By a simple example, we show that sensitivity analysis should be
carried out in a di�erent way. We propose a method enabling to derive the sensitivity correctly.
This method is based on the use of second order adjoint equations obtained by the adjoint
of the optimality system. The sensitivity is deduced from the second order adjoint variables
by inverting the Hessian matrix of the cost function through the minimization of a quadratic
functional. Application is made on a quasi-geostrophic general circulation ocean model, and
we study the existence and uniqueness of the solution of the second order adjoint equations of
the model used, in order to justify the use of the Hessian and the applicability of our method.
We also study the in
uence of data sampling on the assimilation process through the Hessian
matrix whose eigenvalues vary with the data sampling at the optimum. Finally, we study the
predictability of the optimality system.

Key Words: variational data assimilation, adjoint model, optimality system, second order
adjoint, sensitivity analysis, Hessian matrix, pr�edictability.


