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Introduction.

L’un des grands sujets d’actualité de ces deux dernieres décennies est la connaissance
de l'environnementl'et plus précisement la prévision du climat de notre planete. C’est ce
qui a motivé le lancement (au début des années 80) du Programme Mondial d’Etude du
Climat “Global Change”I'dont le but est lié a de nombreuses questions: réchauffement
de "atmospherel’couche d’ozonel'montée du niveau des mersI'pollutionl’écologiel’. . lete.
Ce programme doit permettre d’améliorer la connaissance des processus climatiques ter-
restres. Ceci passe par ’étude et la compréhension de deux grandes composantes qui sont
I’atmosphere et 'océan I'et de leurs interactions mutuelles. Dans ce travaill'nous nous
intéressons essentiellement & la composante océaniquel’dans une modélisation de type
quasi-géostrophique.

A travers les deux dernieres décennies'un intérét croissant porté sur I'étude de la
circulation océanique générale et son role dans les processus climatiques a motivé 1utili-
sation des méthodes inverses et "assimilation de données pour améliorer la connaissance
de l'océan. Ces méthodes permettent de combiner I'information sur “I’état réel” de 'océanl’
qui est contenue dans un ensemble de mesuresl’avec 'information sur les processus dy-
namiques importants de 'océan. Les méthodes inverses peuvent étre considérées comme
une approche d’interpolation ou de lissage d’un ensemble de données en espace et en
tempsl'ou le modele agit comme une contrainte dynamique. Ceci permet de trouver une
estimation plus réaliste de “I’état réel” de 'océan que celle obtenue a partir des données
ou du modele uniquement. Un ensemble de données est normalement dispersé en espace
et en temps et ne résout pasl'en temps et en espacel'toutes les échelles physiques d’inté-
rét. ParallelementI'un modele dynamique ne contient que I'information sur 'interaction
des processus physiques pris en compte dans les équations du modelel'et les solutions du
modele sont en général déterminées a partir d’une condition initiale ou des conditions
aux bords et un forcage mal connus. Ainsil'pour trouver la meilleure estimation possible
de “I’état réel” du systeme physiquel'il est nécessaire d’utiliser toutes les informations
disponibles a partir du modele et des données. [’assimilation de données est donc une
réponse cohérente a ce propos.

Depuis ces dernieres annéesl'’assimilation de données a pris une importance crois-
sante dans la quasi-totalité des branches scientifiques. Cette technique s’est montrée tres
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efficace soit pour tester les modélisations des processus physiques (d’ou une meilleure
compréhension des phénomenes)I'soit pour déterminer les états du systeme étudiél'd’ou
une amélioration de la fiabilité des prévisions numériques.

Il existe actuellement deux grandes techniques d’assimilation de données:

— Le filtre de Kalman: c¢’est une technique stochastique qui requiert des hypotheses et
des connaissances préalables sur le bruit des donnéesI'l’erreur du modele et du point
de départ de 'assimilation «first guess». Il a été utilisé par: GHIL et MALANOTTE-
Rizzow1 [32130131]TEVENSEN [22I'19120] TFUKUMORI [26125] [ TALAGRAND [96195]

— La méthode variationnelle qui est basée sur la théorie du controle optimal de J.L.
LI1ONS [65]. C’est dans le cadre de cette deuxieme méthode que se fera notre travail.

Le formalisme variationnel en météorologie a été introduit pour la premiere fois par
SASAKI [90]. Cette technique a connu un développement extraordinaire tant du point
de vue formel que du point de vue algorithmiquel’comme en témoignent les nombreux
résultats obtenus par les divers auteurs dans la littérature a ce sujet.

En océanographiel'cette recherche se base sur le travail des météorologistesl’jouissant
d’une plus longue expérience dans le domaine de I"assimilation. L’assimilation variation-
nelle de données dans les modeles de circulation océaniques a déja fait 1’objet de plusieurs
travauxI' notamment: MOORE [70] I'SCHROTER, SEILER et WENZEL [91]I'DE MEY et
Morrow [13]'EVENSEN [21] et B. LUONG [68['69].

Le but de ce travail est de faire une étude a posteriori de ’assimilation variationnelle
de données . C’est avant tout un travail de prospection pour la mise au point des outils
permettant de faire une analyse diagnostique (qualitative et quantitative) du processus
d’assimilation variationnelle I'notamment en ce qui concerne:

e l'influence du bruit des observations sur le processus d’assimilationl'et sa propa-
gation sur les champs reconstitués. Nous serons alors amenés a faire une étude de
sensibilité;

o l'influence de la configuration spatio-temporelle des observations sur le processus
d’assimilation. Ceci est actuellement d’une grande importancel surtout pour les
observations satellitaires pour lesquelles on aimerait lancer des satellites avec des
configurations orbitales (inclinaisonl'altitudel'période de révolution) optimales.

Ce travail fait suite a la these de B. LUONG qui a étudié I’applicabilité des méthodes de
controéle optimal pour 'assimilation de données d’altimétrie satellitaire dans un modele de
circulation générale océanique quasi-géostrophique du LEGI-IMG!. Nous ne reviendrons
alors que tres peu sur le probleme d’assimilation proprement ditI'par contre nous nous
étendrons sur la question de I’étude a posteriori de 1’assimilation.

Nous commenceronsl'au premier chapitrel'par rappeler le modele QGI'les généralités
sur 1’assimilation variationnelle et son application au modele. Au second chapitre'mous

1. Laboratoire des Ecoulements Géophysiques et Industriels, Institut de Mécanique de Grenoble
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présenterons la formulation de 'analyse de sensibilité. Le troisieme chapitre sera consa-
cré a ’application de 'analyse de sensibilité dans le cadre de ’assimilation variationnelle
. Nous verrons qu’il faut s’y prendre de facon différente de ce qui est fait dans le cas
d’une analyse de sensibilité directe. L’application de 'analyse de sensibilité a 1’assimila-
tion variationnelle de données nous conduira a la résolution d’un systeme de deux équa-
tions différentielles couplées dont nous proposerons une condition nécessaire et suffisante
d’existence et d’unicité de solution. Cette étude sera centrée sur I’adjoint au second ordre
introduit par LE DIMET et al. [L11I'113]T'et nous donnerons au quatrieme chapitre une dé-
monstration d’existence et d'unicité de la solution de I’équation adjointe au second ordre
pour le modele QG. Enfinl'dans le cinquieme chapitrel'nous aborderons la question de
faisabilité de "optimisation de la configuration spatio-temporelle des observations. Nous
étudierons deux criteres (non exhaustifs) de comparaison entre différentes configurations.
Nous regarderons aussi la prédicibilité du systeme d’optimalité pour étudier dans quelle
mesure elle peut étre une amélioration de la prédicibilité du modele direct d'une partl’
et d’autre part nous regarderons l'influence de la configuration des observations sur la
prédicibilité de susteme d’optimalité.






Chapitrer:

Généralités sur le modele QG et
I’assimilation variationnelle.

1.1 Le modele de circulation Quasi-Géostrophique

1.1.1 Introduction.

Les écoulements océaniques a grande échelle dans 'espace et dans le temps sont des
mouvements sur lesquels 'effet de la rotation terrestre joue un role dynamique essentiel. Le
recours a des hypotheses fortement simplificatrices conduit a une représentation approchée
de cette dynamique par ce que l'on appelle ’équilibre géostrophique c’est-a-dire un
équilibre dynamique entre la force de Coriolis et le gradient de pression. Fn réalité la notion
d’équilibre géostrophique est insuffisante en elle méme pour conduire a la détermination
de toute la dynamique de I’écoulement. L’introduction de termes correspondants a un
degré supérieur d’approximation peut seule permettre cette détermination: c’est le sens
de I'approximation quasi-géostrophique (QG).

Le systeme dynamique océanique est extrémement complexe ; du seul point de vue de la
mécanique des fluidesl'il requiert le respect des principes fondamentaux de la mécanique:
conservation de la masse et de la quantité de mouvement ; lois de la thermodynamique.
Nous écartons ici les difficultés associées a la prise en compte des équations de la ther-
modynamique. Une grande partie des caracteres dynamiques des systemes géophysiques
réels est néanmoins préservée.

1.1.2 Hypotheses d’approximation et les équations.

On note respectivement LI'D et U les échelles de distance horizontalel'de distance
verticale et de vitesse horizontale de 1’écoulement dans un milieu sphérique tournant a
une vitesse angulaire constante (c’est la rotation terrestre). La force de Coriolis moyenne
dans le domaine de circulation fy a pour I'unité 1 /T (T I’échelle de temps). Cette quantité
de force dépend a la fois de la vitesse de rotation du milieu tournant et aussi de la latitude
centrale du domaine.
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A partir de ces parametresl'on définit des nombres adimensionnels :

- 0= %: le parametre d’aspect;

U

: le nombre de Rossby. Il mesure 'importance relative des effets d’inertie

(de temps caractéristique L/U) et de rotation terrestre (de temps caractéristique

1/ fo).

La formulation du modele quasi-géostrophique suppose les approximations suivantes:

— 0 < 1: la profondeur du bassin est petite devant sa longueurl'ce qui traduit la

caractéristique de 'océan d’étre une couche mince a 1’échelle planétaire.

— & <« 1: Deffet d’inertie est faible devant 1’effet de rotation de la terre.

— La linéarisation de l'effet de la sphéricité terrestre permet d’approcher le parametre
de Coriolis par f = fo + (5o y ou y désigne la latitude du point considéré. Il s’agit la
de ’hypothese du (-plan.

Le développement a l'ordre 0 en € et § de ’équation de Navier-StokesI'conduit a une

relation exprimant [’équilibre géostrophique présenté plus haut.

Le développement a l'ordre 1 de cette méme équation de Navier-Stokes dans un milieu
tournant donne une approximation dont le champ de vitesse de I’écoulement est a diver-
gence nulle. En supposant une stratification en N couches d’épaisseurs au repos H ['H,I'
...'Hy avec une densité p; considérée comme constante dans chaque couche kI'la non-

divergence permet d’introduire une fonction de courant dans chaque couche ¥ I'nous
obtenons un systeme Quasi-Géostrophique de N équations couplées d’inconnues Wy, :

Soit Q (bassin d’écoulement) un ouvert borné régulier de IR*.

Uy Q% [0,7] — R;

la fonction de courant de la couche k ;

(1.1)

Dt

D (0,(V) + f)

+ (S]“N.CB.A\I/N — A4.A2\I/k = Fk;

VEk=1,2....

Y

N.

?

(1.2)
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avec les notations suivantes:

ow ow,
oy~ Ox

¢
) est le vecteur vitesse instantanée de 1’écoulement

o ‘_/)k = (ukvvk)t = (
du fluide;

° E désigne 'opérateur de dérivée particulaire. Elle s’exprime de plusieurs facons

équivalentes :

6. owo.  owo
ot Oy 0z Oz dy

(icil'il convient de noter que le vecteur de vitesse (u,v)" dépend évidemment de la
couche considérée).
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Les

01 (V) est la somme de la vorticité dynamique et la vorticité thermique (ou stret-

ching):
Jo

(W) = AW (b () =y (1),
dynamique )
thermique
ou: pour k=1,...,N —1 on définit h;_ 1 (V) = /fo (Wgy1 — Up): il s'agit de la
2 ot

hauteur de dénivellation de 1'interface entre la couche k et k& + 1. Pour les indices
k extremesl'on définit h% =0et hN-|—% = hp (hauteur de la topographie de fond).

Les constantes ¢}, 1 sont appellées gravités réduites. Elles sont calculées a partir des

2
Pk+1 — Pk

densités des couches: g’k_l_% =g (avec g et p, respectivement I'attraction

terrestre moyenne et la densité moyenne du fluide et p; la densité moyenne de la

couche k).

Les constantes Hj. sont les hauteurs des couches au repos. Au régime non stationnaire
il faut rajouter en plus a ces hauteurs les dénivellations intercouches h;_1 et hk+l

. . 2 2
pour avoir les hauteurs dynamiques des couches.

f est la force de Coriolis. Dans I’hypothese -planlelle varie linéairement suivant la

latitude: f = fo + B.y.

0k, n.Cp. AV est un terme de dissipation par frottement au fond du bassin. Le sym-
bole de Kronecker oy n signifie donc que 'effet de frottement se présente uniquement
sur la couche de fond. Cp est le coefficient de frottementI'supposé constant et fixé.

— A4 A?U, est un terme de dissipation par friction latérale. Ce terme se présente
dans toutes les couches. A, est le coefficient de viscositél'supposé constant et fixé.

Fy, est le forcagel'moteur du systeme dynamique. Dans le cadre physiquel'ce forcage
est di uniquement a ’effet de la tension du vent en surfacel’ c.-a-d. £} = ?ratZFF

1
avec T la tension du ventl'et [, = 0 pour k > 2.

autres quantités physiques et notations utiles a connaitre:
: ) : s : . . d.
Le terme de convection dans l’expression de dévivation particulaire u — 4 v EW
Z )
s’exprime le plus souvent a ’aide d’un opérateur Jacobien défini par:
def Of 0g Of Og
J(f7 g) = a3 _a_ _ a a_ .
dx dy Oy Oz
et donc: p p
u—+v— = J(U,
oz + dy (%)
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Remarquons que 'opérateur Jacobien est bilinéaire et anti-symétrique. Dans les
équations quasi-géostrophiques c’est le seul terme qui soit non linéaire par rapport
a la variable W.

La somme des trois vorticités

(1) dynamique AWy ;
(2) thermique L& (hk+ (¥) — hk_%(\ll)) ;

(3) et planétaire f;

est la vorticité potentielle. Les équations quasi-géostrophique expriment donc la loi
de conservation de la vorticité potentielle.

La quantité

def Jo

0
! p [at (Wpg1 — Ug) + J (g, Up — Uppq)
ket

peut étre regardée comme la vitesse verticale intercouche.

L’énergie cinétique de la couche k est définie par:

e H
o ’“/ V0|2

L’énergie potentielle entre la couche k + 1 et la couche k est définie par:

def I3 /— — 9
P = ' — U )dx.
& 29lk+15 Q( k41 k) dx

Notation (.): on verra que les conditions aux limites en espace exigent que les
fonctions de courant soient constantes sur les frontieres (en espace uniquement). La
notation Wy signifie donc que I'on retranche a Wy sa constante sur la bord:

U, Yy, - Wy, - (),

L’enstrophie de la couche k est définie par:

e H
Ek d:f Zk (A\I/k) dr.
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1.1.3 Passage de couches en modes.

Le passage de couches aux modes estl'en plus des considérations physiquesl'requis par
la formulation des conditions aux limites (voir la section 1.1.4).

Introduisons la matrice de couplage des couches (Wy):

—by by 0o ... ... 0
ay —ags —by by ... ... 0
W = )
0 oo 0 a1 —ap_1 — by b,_1
0 B | Uy —a, — b,
\ 1 o
ol a; = Hkglk_% et b, = Hkglk_l_%.

Alors le vecteur des vorticités (W) est:

01 \III
: = (A.+ W) :
(9]\7 \I}N

Et les équations quasi-géostrophiques s’écrivent sous la forme vectorielle :

5 0, Fy — J(Uy,0,(0) + f) + AL AT,
PG 0% I = :
Uy Fx —J(Un, On () + f) — Cp.AUN + Ay A2y
Gy
= : (1.3)
Gn

avec Gk déf Fk — J(\I/k, Qk(\I/) + f) — (S]“N.CB.A\I/N + A4.A2\I/k.

Il est facile de vérifier que la matrice produit :
dzag (—Hl, —HQ, ceey —HN)W

est symétrique positive. On montre aussi qu’elle admet une unique valeur propre nulle.
On en déduit qu’il en est donc de méme pour la matrice [-W]. Soit D = diag(Ay, ..., An)
la matrice diagonale semblable & —W (on classe les valeurs propres en ordre croissant :
0=X <X <...<Ay)let B la matrice de passage:

W = —B.D.B™*

10
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et posons
(I)l \III
< B (1.4)
Oy Uy
Donc:
vy b,
| =] (L5)
Uy Oy

Le vecteur (@) est appelé le vecteur des modesl'en particulier @4 est le mode barotrope
et @) avec k > 2 est le k™ mode barocline.

Le passage (1.4) est le passage couches en modes et (1.5) est le passage modes en
couches.

Le systeme (1.3)['écrit en modes['devient :

P R Gy
RN N
Oy Gn
Un vecteur propre de W correspondant a la valeur propre A\; = 0 est le vecteur
(1,1,...,1)" (en effet la somme des colonnes de W s’annule). Dans la suitel'on fait la

normalisation en prenant By, = 1 Vk.

1.1.4 Conditions aux limites.

Dans notre étudel’on se restreint uniquement a des conditions aux limites utilisées pour
les frontieres terrestres. Nous supposons donc que le domaine €) soit un bassin fermél'il
n’y a donc pas de flux de circulation entrant ou sortant du domaine.

Nous utilisons la condition dite de glissement sur la frontiere terrestrel'plus une condi-
tion de conservation de massel c.-a-d. :

Ui(t) = Cie(t) sur 09 Yt € [0, 7] Vk=1,...N tel que:
si @, = [B~1.¥], (la transformation en modes)

alors  ®; =0 sur 9N x [0,7] et /q)k(t) de =0 Vte[0,T] Vk>2 (1.6)
Q

et:
AWV, =0sur 00 x [0,T] Vk=1,...,N.

Pour plus de détails sur le modele QGI'on peut consulter: J. PEDLOSKY [85] et E.
BLAYO [5]

11
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1.2 Assimilation variationnelle: Formalisme général

Pour décrire le formalisme général proposé par LE DIMET et TALAGRAND [63]'on se
donne un domaine © borné du plan ou de 'espacel’et un intervalle de temps [0, 7] ou T
est un réel strictement positif.

Soit X une variable décrivant I’état de ’océan. On suppose que dans I'espace de Hilbert
X des états possibles de I'océanl’ X est solution de I’équation aux dérivées partielles:

0X

— = F(X 1.7

5 = F'(X) (1.7)
ou F' est un opérateur différentiel non linéaire de X' dans lui-méme (et qu’on supposera

différentiable).

Désignons par O 'espace de Hilbert des observations et par C' 'opérateur de projection
de X dans O. O est nécessairement un espace de dimension finiel'car on ne peut disposer
que d’un nombre fini d’observations.

Considérons en outre un ensemble U"appelé ’ensemble des controles admissiblesI'tel
que pour u € UI'Tétat X soit fonction de u. En général U est un convexe fermé non
vide['mais nous supposonsl pour des besoins de simplicitél'que U est aussi un espace
de HilbertI'et que pour tout uw donnél'l’équation (1.7) admet une solution unique. On
peut alors définir une fonctionnelle d’écart entre la solution X du modele (1.7) et une
observation X,;; de O par:

1
JX) = LIOX Xl
En réalitél'J est une fonction de la variable w:
1
J(u) = §HCX(U)—XobsH?9 (1.8)

On pose alors le probleme (de contrdle optimal) suivant:

trouver uw* € U tel que:
(P) J(w) = inf J(u) (19)
o weY
Dans le cas générall'lorsque J est différentiablel'une condition nécessaire pour que u*

soit solution de (1.9) est:

VJ(u)=0

ou VJ est le gradient de J par rapport a u.

La détermination de V.J permet de mettre en ceuvre des méthodes d’optimisation. La
résolution de (1.9) se faisant de fagon numériquel'nous allons en donner la formulation
discrétisée.

12
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1.2.1 Formulation du probleme discrétisé.
La discrétisation en espace peut généralement se faire par:
— différences finies
— éléments finis

— troncature d’un développement analytiquel'par exemple suivant une base orthogo-
nale de fonctions propres dans le cas d’un opérateur F' linéaire.

— méthode de Galerkin
— méthodes de collocation

— méthodes spectrales

Nous supposons alors qu’apres avoir discrétisé en espacel'l’équation (1.7) s’écrit sous
la forme:

— =F(X
ott F est une application non linéaire de RY dans IR™T'supposée lipschitzienneI'et X
un vecteur a N = N, x N, composantes fonctions du temps['V,,, étant le nombre de
variables du modele et IV, le nombre de points de grille de la discrétisation.
Le probleme de Cauchy avec la condition initiale

dX(u,t)
—y = F(X(u,t))
X(u,0) = u

admet alors une solution unique X (u,?) sur l'intervalle [0, T'].

Nous supposons que les observations réparties dans ’espace et dans le temps ont per-
misl'par l'intermédiaire d’un opérateur de prolongement de définir un vecteur fonction du
temps Xops(t) que nous appellerons vecteur des observations. On définit alors la fonction
cout J(u) par:

[\Dl»—\

/ (CX(ut) = Xops(1)) 2 OX(ust) — Xopo(t)) dt (1.10)

ou W désigne une matrice diagonale positivel'indépendante du tempsI'dont les éléments
diagonaux sont les poids de la fonctionI'et
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désigne le produit scalaire de vecteurs X (¢) et X(¢) de composantes X;(¢)IV;(¢) 1 < ¢ < N.
L’ensemble des états possibles étants théoriquement IRY tout entierl'on a donc un
probleme d’optimisation sans contraintes qui s’écrit:

*

trouver u* € RY tel que:

J(u") = ilﬁgN J(u)
ue

(1.11)

1.2.2 Calcul du gradient, détermination de la condition d’opti-
malité

Le probleme (1.11) ne peut en général pas étre résolu analytiquement. Il existe toutefois
des algorithmes de résolution numérique qui permettent d’en déterminer les solutions
approchéesl'parmi lesquels les méthodes de gradient ou de quasi-Newton. La plupart sont
des procédures itératives de descente quil'partant d’une valeur initiale ugl'recherchent la
meilleure approximation u; de la solution u* de fagon que J(uy) < J(ug) et iterent
le procédé jusqu’a satisfaire une condition de convergence donnée. Toutes ces méthodes
utilisent le gradient de la fonction a minimiser par rapport a la variable de contrélel'd’ou
I'importance de la détermination du gradient de J par rapport a u.

Une possibilité théorique serait d’évaluer les composantes de V. J en différences finies

en utilisant des approximations de la forme N ou AJ est une variation de J résultant
d’une perturbation Awu; de la i-eme ComrlposamteZ de u. Malheureusement cette technique
nécessite d’intégrer le modele autant de fois que u a de composantes et dans le cas parti-
culier de I'océanographiel'u peut avoir plus de 10° composantesl'et le probleme numérique
devient alors prohibitif malgré la disponibilité de calculateurs performants.

Une technique tres efficace pour obtenir le gradient de la fonction cout par rapport a
la variable de controle est 1'utilisation du systeme adjoint que nous allons présenter. Pour
celal'nous considérons un vecteur h € U. X(u + ah,t) et X(u,t) sont alors solutions

respectives des équations différentielles ordinaires avec conditions initiales:

dX(u+ ah,t)
= F(X(utah)) (1.12)
X(u+ ah,0) = u + ah
et
dX(u,t)
—i = F(X(u,t)) (1.13)
X(u,0) = u

Définition 1.2.1 Soit G une application de RN dans RN de variable u. On appelle
dérivée de Gateaur de G dans la direction h, Uapplication définie par:

é(% b)) = lim G(u+ ah,t) — G(u,t)

a = 0 e

14
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lorsque cette limite exviste. Si G est linéaire en h on peut alors noter
G(u,h,t) = (VG(u,t), h)

ou VG est le gradient de G par rapport a u.
La dérwée de Gateaux est encore appelée dérivée directionnelle.

Si nous retranchons (1.13) de (1.12)I'puis nous divisons par « et passons a la limite
lorsque « tend vers O'on obtient que la dérivée de Gateaux X de X dans la direction h
est alors solution du systeme:

dX (u,ht)  [0F] =
—a [a_xl Xl By ) (1.14)
X(u,h,0) = h

oF . . .
ou [Q—X] est la matrice jacobienne de F' par rapport a X.

La dérivée de Gateaux de la fonction cout J dans la direction h est donnée par:
T
/ (OX(u,t) = X, OX) dt (1.15)
0

Pour touver la linéarité de J par rapport a hl'nous faisons dans la premiere équation de
(1.14) le produit de chacun de ses membres par une variable P de IR™Tet nous intégrons
le résultat obtenu sur 'intervalle [0, T]. II vient:

T —~
dX oF
Sop)da=| X, P)d
[(G )= J (] o)
0 0
En intégrant par parties le premier membre et en transposant le secondl'on a:

<)?(T),P(T)>—<)A((O),P(O)>—O/T<Cil—]; : )?> dt:O/T<)?, [g—)ﬂtp> dt

et en vertu de la condition initiale de (1.14):

T t
— dP or
(X(T), P(T)) ~ { 0/< , = la_X] P> dt (1.16)
Si nous définissons P comme la solution de 1’équation rétrograde:

¢
{dP_I_[aF] P = CHCX — X,

ax (1.17)

P(T) = 0
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alors (1.16) s’écrit:
T
(b, P(0) = /<0)? CX — Xop,) dt
0

soit:

et donc
VJ(u) = —P(0) (1.18)

Définition 1.2.2 Le systéme (1.17) est appelé systéme adjoint du systéme direct (1.14).

Remarque

Le gradient de la fonction cotut est obtenu par intégration du systeme adjoint (1.17).
La solution u* du probleme (1.11) est donnée par résolution du systeme:

dX

e _ F(X)
X(0) = u*
Cil—]; + [2—)]?] P = CUCX = Xop] (1.19)
P(T) _ 0
P(0) — 0

qui est appelé systeme d’optimalité.

Cette technique a été utilisée par de nombreux auteurs dans divers problemes. En
météorologie et en océanographiel'nous pouvons citer (de fagon non exhaustive) les travaux
de: LEDIMET [631601'611'62I'46141'551'431421591391'40157 156 58145144 TOUBERDOUS
[80]T TALAGRAND et COURTIER [98'971 94]T THEPAUT et COURTIER [100I'102I' 101]T
NAVON [7TAT'75]TEVENSEN [21]T'MOORE [70] 'SCHROTER, SEILER et WENZEL [91]'DE
MEY et MORROW [13]['B. LUONG [681'69]

En ce qui concerne la détermination du minimum de la fonction cotitI'on peut citer les
travaux de NAVON et Zou [72['71TI'73]TLEDIMET [110]'GILBERT et LEMARECHAL [33]

Pour le modele QG décrit ci-dessusl'on se donne la fonction coiit:
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J(9°) =

f / (W1(1) — w(2)) " ds (1.20)

7

1
2

ou ty,ta,...,t, sont m instantsI't; €]0, T (ceci par soucis de simplicité pour des raisons
pratiqueslafin que les observations n’affectent pas les conditions finale et initiale de 1’état
adjoint)I'I'y, 'y, ..., 'y sont m courbes régulieres de QI'(les I'; symbolisent la trace du
satellite dans le bassin a Iinstant 7) et on suppose qu’on a sur ces traces des observations
\Ilflbs,\llffs, .. .,\Ilfis € L*(I'y) x L*(Ty) x ... x L*(T';,). ¥y est la fonction de courant en
surface correspondant a la solution de I’équation QG non linéaire résolue avec la condition
initiale WO,

La différentiabilité de cette fonction cout a été étudiée par B. LUONG [681'69] qui a
en outre montré que les équations adjointes s’écrivent sous la forme suivantel' P étant le
vecteur d’inconnues.

B _aJ

Pit=1T) = 50T (V) sur €2

—EH}’;(P) — AJ(Vy, Py) — W J(¥, P)
— J(Pp,0,(9) + f) sur @ x [0,7]; k=1,N
+ opnCB.APN — A4.A2Pk = a—j(\p)

’ 0V,

Pu(t) = Cfe(t) sur 0Q; Vte[0,7]

Xk = [B7L.P], sur £ x [0, 7]

x1 =0 sur 02 x [0, 7]

/ w(t)de = 0 Vit € [0, 7]

Q

A(P,) =0 sur 09 x [0,T]; k=1,N

(1.21)
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Chapitre1r:

Analyse de sensibilité.

2.1 Introduction

Avant d’aboutir a la forme sous laquelle se présente ’analyse de sensibilité aujourd’huil’
elle a suivi dans le passé plusieurs étapes d’évolution correspondant aux différents points
de vue suivant lesquels elle a été utilisée.

Ses premieres applications ont vu le jours dans le domaine de la neutronique des
réacteurs des les années quarante. L’analyse de sensibilité était alors abordée par des
méthodes basées sur la théorie des perturbations et "approche variationnelle. En théorie
des reacteurs par exemplel'la premiere utilisation de la théorie des perturbations est
attribuée a Wigner [105]et un travail important a été développé par la suite par Gandini
[28] dans les années soixante. L’utilisation des méthodes variationnelles est considérée
comme ayant évolué a partir des travaux de Levine [64] et Roussopolos [88].

D’un point de vue théoriquelT’analyse de sensibilité gardait un caractere heuristiquel’
mais le succes qu’elle a rencontré sur le plan pratique a suscité de 'intérét aupres des
chercheursl'et le domaine d’application de la théorie des perturbations et des principes
variationnels pour I'analyse de sensibilité s’est généralisé et étendu. A la fin des années
soixante-dixI'on a commencé a étudier son application a la thermodynamique des réac-
teurs. Oblow [78] en a été I'instigateur et il a abordé I’analyse de sensibilité formellement
d’un point de vue différentiel.

Une troisieme approche de I’analyse de sensibilité est 1'utilisation des équations ad-
jointesl et cette derniere trouve des applications dans des domaines divers: économiel’
économétriel’sciences pour l'ingénieurl'industriel’physique nucléairel’'physique des réac-
teurs Cacuci [10]'et aussi dans les problemes d’environnement ( sciences de 1'univers )
notamment en météorologie: Buzzia [7]['Errico et Vukicevic [18]I'Hall et al. [35]T'Rabier
et al. [86]['Zou et al. [109]'et Zupanski [112].

La premiere tentative pour définir la méthode d’analyse de sensibilité dans un cadre
mathématique rigoureux revient a Cacuci [8]. Mais comme nous le ferons dans le cadre
de I'assimilation de données ['au chapitre suivantI'il faut pousser un peu plus loin 'inves-
tigation dans le domaine de 1’analyse de sensibilité pour d’autres contextes.

L’importance et la nécessité de 1’analyse de sensibilité se fait ressentir des qu’on a un
modele dépendant d’un ou de plusieurs parametres. En se donnant une fonction-réponse
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(encore appelée critere de sensibilité) qui est une fonction des parametresl'le but est de
calculer la dérivée ou le gradient de cette fonction-réponse par rapport au(x) parametre(s).
Des travaux ont été effectués dans ce sens par Droegemeier et al. [15]I' Rabier et al.
[86]'Errico et al. [18] et beaucoup d’autres auteursI'dans les problemes d’environnementI’
notamment en météorologie.

[’analyse de sensibilité fait recours a la différentiabilitél'et nous nous limiterons dans
cette étude a la notion de différentiabilité au sens de GateauxI'les calculs étant plus
compliqués pour la différentiabilité au sens de Fréchet dans les applications concretres.

Nous parlerons donc dans ce chapitre de la théorie générale de I'analyse de sensibilité
et de sa formulation dans un cadre mathématique.

2.2 Théorie générale de ’analyse de sensibilité

Pour exposer le principe général des méthodes d’analyse de sensibilité I'nous adop-
terons ici la présentation consacrée que ’on rencontre dans la littérature traitant de ce
probleme.

Soit  un ouvert régulier de IR™. On considere une formulation d’un modele par:

FX,K)=0 (2.1)

- : R™ +—  IR" est le vecteur d’état du systeme. On supposera que X’ est
un élément d’un espace de Hilbert H .

— K est un parametre ou un vecteur de parametres du modele. On supposera que K
est un élément d’'un espace vectoriel normé F.

— F est en général un opérateur différentiel. Certains auteursI'(Ounsy [81] et Cacuci
[8] présentent F sous la forme vectorielle (Fy, Fz)['ou F; décrit 'équation d’état du
modelelet F; les conditions aux limites du domaine. Dans notre casI'nous supposonsIl’
sans nuire a la généralitél'd’une part que 'expression des conditions aux limites est
incluse dans FTet d’autre part que ces conditions aux limites ne dépendent pas des
parametres du modele. C’est le cas dans beaucoup de problemes géophysiques.

En général F est un opérateur non-linéairel'et dans les calculs (simulations) numé-
riques['"F devient une application fonctionnelle entre deux espaces de dimension finie. F
fait donc correspondre a tout (X,K) € H, x E_ un élément F(X,K) € H ou H est un
espace de Hilbert.

Nous supposerons que pour K fixé dans Fxl'le systeme (2.1) possede une unique
solution X'(K)l'et que l'opérateur F est différentiable au sens de Gateaux.

Rappelons que la Gateaux-différentielle F de F dans une direction & donnée est cal-
culée par:

20



Analyse de sensibilité.

FOOK) -k — limy TR 0 k) = FYLK)

a—0 e

Nous nous intéressons alors a une réponse sous la forme intégralel'ceci n’étant qu’un
cas particulier. Des études ont été faites pour d’autres types de réponses dans les travaux
de Cacuci [9].

Soit donc

G(K,X) = / G(K, X, 2)da (2.2)

Q

ott (¢ est une fonction a valeurs réelles supposée régulierel'au moins C!. Puisque X dépend
de K par I'intermédiaire du systeme (2.1)['nous pouvons définir une fonction

g ICO — g(Kon(ICO))

Partant donc d’un cas base (Ko, Xy) = (Ko, X' (K,))I'nous pouvons approximerl'au premier

ordrel'la variation totale de G due a une variation (J,.,4,) autour de (Ko, Xy) par:

g~ = chg(ICm XO) ) 51c + DXQ(ICW XO) ) 52@ (23)

avec
D.G(K, Xo) -6, = /D,CG(ICO,XO,x)-é,Cdx
Q

D.G(KyXo) -8, = /QDXG(ICO, Xo, ) - 8 de
On s’intéresse en particulier aux variations (d,.,9,) telles que Xy + § ., soit solution de
(2.1) pour K = Ko + 4.

En différentiant I’équation (2.1)'on trouvel'en approximation du premier ordrel'que
d. et 6, sont liés par:

Dicf(‘XOJCO)'(S/c—I_DX‘F(‘XOJCO)'(SX:0 (2'4)

Si donc 0, est donné dans ExI'é, I'est aussi par la solution du systeme linéaire:

L-6,=M-5, (2.5)
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ol

L = D, F(X,,Ko) e L(H,,H)

M = —D.F(X,Ko) € L(E,H)

Le but de 'analyse de sensibilité est alors de calculer la variation DG de G (toujours
en approximation du premier ordre) autour de sa valeur de base G(K, Xp)l'a partir d’une
variation 0, de K autour de K.

2.2.1 Meéthode de sensibilité directe

La méthode de sensibilité directe consiste a résoudre le systeme différentiel (2.5). Pour
0. donnél'on détermine ainsi d, et on peut alors calculer DG.

Si 'on suppose que 'application KX (K) est différentiablel'alors Ki—g(K) lest
aussi et l'on a:

D}Cg(IC()) . 5)C = Dg
avecl'dans ’expression de DG

52{ = D/C‘X(ICO)(S

K

Dans le cas ou les parametres sont réels (ce qu’on rencontre souvent en pratique)l’
Ex =1RP, p > 1. Et on veut calculer séparément les sensibilités de g aux différents para-
metresl'a savoir:

dg 0G oxX
6ICZ»(ICO) = 8—ICZ»(ICO’XO) + DxG (Ko, Xo) - 6—ICZ»(ICO)
oxX , , s .
e (Ko) étant déterminé & 'aide d’un systeme du genre (2.5) avec:
oX
5, = §
X oK %

5. = (0,...,0,8,,0,...,0) € R

En résumél'par la méthode de sensibilité directel'le calcul de la sensibilité de ¢ a
un parametre nous cotite la résolution d’un systeme linéaire. Quand il s’agit d’un grand
nombre de parametres (ce qui est le cas en général)l cette méthode devient trop vite
onéreusel'voire prohibitivel'pour étre utilisée. Elle estI'par contrel'pratique si I'on veut
calculer simultanément la sensibilité d’un grand nombre de criteres a des parametres
tres peu nombreux. D’autre partl'cette méthode est formulée dans le cadre des espaces
vectoriels norméslet I'existence des G-différentielles des opérateurs apparaissant dans le
probleme est a la fois une condition nécessaire et suffisante pour la validité de la méthode.
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2.2.2 Méthode de sensibilité par les équations adjointes

[expression de DG (2.3) est composée de deux termes (ou contributions) dont le
premier peut étre qualifié de terme a effet direct: c’est celui qui dépend explicitement
et linéairement de 0, I'et le second peut étre qualifié de terme a effet indirectl'car il ne
dépend pas explicitement de §,.

La méthode de calcul de sensibilité par ['utilisation des équations adjointes consiste a
faire disparaitre la dépendance explicite par rapport a d, dans I'expression de DG.

D, G(K,, Xp) étant une forme linéaire continue sur I’espace de Hilbert HyIle théoreme
de Riesz (Brezis [6]) nous permet d’affirmer I’existence et 'unicité d’un élément h de Hy
tel que:

D, .G(K,, Xo) -0, =(h,0,) Vo, e H,

Hy

ot (-,-)y désigne le produit scalaire dans H . Par ailleurs nous pouvons écrire:
X

<q,L-5X>H:<L*-q,5X>H + P(5,,q), Vg € H (2.6)

ou P est une forme bilinéaire représentant éventuellement les intégrales sur le bord de €}
obtenues apres intégration par partiesl'selon la structure de l'opérateur F.
Dans la littérature traitant de ’analyse de sensibilité I'on désigne par L* un opérateur
improprement(?) appelé I'adjoint de L.
S’il existe ¢ € H tel que L*- ¢ = hlalors on a:
ng(lcov ‘XO) ) 52{ = <L* g, 5X>H

= <Q7L'5X>H _P((SXa(I)
= <Q7M'51C>H _P((SXa(I)

On utilise ensuite les conditions aux limites liant ¢, et §. et on impose a ¢ des condi-
tions supplémentaires de maniere a transformer P(d,,,¢) en une nouvelle forme bilinéaire
]5(5,C, q) qui ne fait pas intervenir ¢, sur la partie du bord de £ ot 'on ne la connait pas
explicitement. Les conditions aux limites ainsi imposées a ¢ doivent étre indépendantes

de 6.

Dans ce casl'on pourra écrire:
DXg(ICO7‘XO) ) 52« = <Q7 M- 5}C>H - ﬁ((smq)
ou g est la solution du systeme:

{ L7a=nh (2.7)

+ conditions aux limites
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Ce systeme étant indépendant de § I'on voit qu'une fois qu’il est résolul’on peut
calculer Dg(Ky) - § I'pour tout §.I'a I'aide de 'expression:

Dg(ICO) ) 51c = D,CQ(ICO,XO) ) 51c + <Q7M ) 5}C>H - ﬁ((sicvq)

Donc le calcul de la sensibilité de ¢ a une variation de parametre ¢, revient a un calcul
d’intégrale(s)len plus de la résolution du systeme (2.7) (unique quel que soit le nombre de
parametres). Ceci est beaucoup moins cotiteux que I'utilisation de la méthode de sensibilité
directe pour le méme calcul.

Remarques:

La présentation faite ci-dessus pour la méthode de sensibilité par les équations ad-
jointesl'et qui correspond a celle utilisée dans la littérature traitant du sujetl’comporte
néanmoins quelques lacunes:

— L’utilisation du théoreme de représentation de Riesz-Fréchet (Brezis [6]) restreint la
méthode a la détermination de formes linéaires dans des espaces de Hilbert. Orl'on
n’a pas toujours le cadre idéal hilbertien dans la pratique. De plus['une incertitude
démeure quant a la nature du représentant h de la forme linéaire D, G(K,, Xp) et
son calcul.

— La détermination des conditions aux limites pour ¢ parait relever de 'arbitrairel’
surtout en ce qui concerne leur dépendance ou leur indépendance par rapport a § I"
ce qui est essentiel pour la méthode.

Dans ce qui suitI'nous discuterons de la fagon dont on peut présenter cette méthode
plus rigoureusement.

2.2.3 Cadre mathématique pour la méthode de sensibilité ad-
jointe

Nous voulons dans ce paragraphel’donner a la méthode d’analyse de sensibilité par

les équations adjointesI'une présentation (formulation) mathématique rigoureusel'tout en

restant dans un cadre le plus général possible. Nous garderons les notations du paragraphe

précédantl’mais nous apporterons quelques modifications aux hypotheses faites sur les

données du probleme.
Rappelons tout d’abord que nous avons supposé que la fonction

G : E.xH, xQ — R

(K, X,2) — GK, X, 2)

était régulierel'au moins de classe C'.
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Nous supposerons en plus que pour tout Ky fixé dans £ _I'la solution Ay de (2.1) est
telle que la fonction:

$|—>DXG(IC0, Xo, $)

est un élément de L?*(12).

Les espaces H, et H sont ici considérés comme des espaces de Banach. On suppose
enfin que 'opérateur F est composé de deux opérateurs F; et F,l'continus et différen-
tiablesI'et qu’il existe un espace de Banach H_.I'espace de fonctionnelles sur une partie

connexe ' du bord 99 de QI'tels que:

Fi: H,xE_ —s H

Fo: H,xE_ —> H,

F; traduit les (éventuelles) conditions aux limites dépendant des parametres.
En reprenant les développements du paragraphe précédentl'on trouve que pour toute
variation (¢ ,,d,) autour du cas base (Xy, Ko)l'la différentiation de la réponse conduit a:

DXQ(ICOVXO) ) 52{ = <DXG(IC07‘X07x)75X>L2(Q)

et le systeme de sensibilité direct s’écrit:

Ll . 52( — M1 . 5)C
(2.8)
L2 . 52( — M2 . 5)C
ou
Ly = Dxfl('XOvICO) S ’C(Hva)
M1 — _D,CFI(X07ICO) € E(E}C,H)
L2 = DXfQ(Xo,ICo) E E(HX, HF)
M2 — —DKfQ(Xo,ICo) € E(E}C, HF)
En considérant 'espace vectoriel normé R. = Im(M;) I'image de 'application M,

muni de la norme de Hrl'on suppose qu’il existe un opérateur linéaire continu:
Ls: R, — H,
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tel que:
L2L3 — [dRF

ou LoL3 désigne la composée Ly o L3 des opérateurs Ly et L. Ainsil'en posant

52( — 52( - L3M2(S}C
on se ramene a un nouveau systeme direct de sensibilité:

Ll . 52( — (Ml - L1L3M2)(S}C

Considérons alors I'espace
H,={5, € H,;Ls3, =0}

que nous supposons contenu dans L’ (©2). Nous pouvons alors nous placer dans le cadre
des opérateurs linéaires non bornésl'en introduisant l'oprateur L de domaine D(L) = H,
et défini par:

Dans ce casl'le systeme (2.9) peut s’écrire:

L . 52( — (Ml - L1L3M2)(S}C
(2.10)

d, € D(L)

X

Supposons maintenant que le domaine D(L) de L soit dense dans H,. En faisant appel
a la théorie des opérateurs non bornés sur les espaces de Banach (voir Brezis [6])['on sait
alors qu’on peut définir un opérateur linéaire L* appelé adjoint de L:

L*: D(L*) ¢ H' +— I

tel que:

<Q7L'5X>H,H:<L*'Q75X>H, o ) 5X€D(L)7QED(L*)
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Le domaine D(L*) de L* étant défini comme I’ensemble des éléments g € H' pour lesquels
il existe une constante positive (' telle que:

|<Q7L'5X>H,H| S CH(SXHHX V(SX ED(L) (2'11)

Dans ces conditionsI'nous pouvons définir de maniere uniquelle systeme adjoint:

L*-q = DG
(2.12)
q € D(L)

Si ¢ est solution du systeme (2.12)["alors on a:

D,G(Kg, Xo) -6, = <DXG7 5X> +(D. G, L3M25K>L2(n)

Hy

- <L1-5X,q>H + (D, G, LsMyd,)

' H 2(a)

= <q7 (Ml - L1L3M2) . 5}C> —|— <l)XG7 L3M25}C>L2(Q)

H'H

ce qui est le but recherché. Précisons cependant que: (-, ) . désigne la dualité entre les

o’

espaces H' et HI'H' étant I'espace dual de H. Aussil'(-, >E désigne le produit scalaire
d’un espace de Hilbert E quelconque.

Remarques

1. De la maniere dont on vient de formuler le problemel’on note cette fois-ci que
la détermination des conditions aux limites du systeme (2.7) dont il s’agissait au
paragraphe (2.2.2) et qui sont ici équivalentes a la condition ¢ € D(L*) ne relevent
plus d’un quelconque choix. Elles découlent immédiatement et de facon unique de
la définition du domaine D(L*) comme ensemble des éléments pour lesquels (2.11)
est vérifiée.

Par ailleurs'cette formulation du probleme nous évite de passer par le théoreme de
Riesz. Une conséquence en est que le second membre du systeme adjointl'a savoir
D GTlest directement et clairement défini.

Enfinl'et c’est le plus importantl'on sait maintenant par construction de (2.12) que
le systeme adjoint est indépendant de §,.

Notons toutefois que la démarche ainsi esquissée ne saurait étre appliquée a n’im-
porte quel probleme. En effetl'les hypotheses adoptées pour la développer (D, G €

2

L°(Q), D(L) dense dans H ) peuventl'selon les cas['étre tres restrictives.
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2. Dans la pratiquel’il n’est pas toujours évident de déterminer explicitement le do-
maine D(L*). Si dans ce casl'on se donne un sous-espace D C H tel que D C D(L*)I'
rien ne nous empéche alors de substituer au systeme adjoint (2.12)['le nouveau sys-
teme:

(2.13)

En effetlsi les conditions aux limites du systeme (2.13) exprimées a 1’aide de I’espace
D que 'on connait explicitementl'font que le systeme est résolublel'on ne change
rien au résultat obtenu.

3. Si I'application qui a K associe X'(K) solution du systeme direct est différentiablel’
alors on en déduit que 'application

g + K — GK,XK))
est différentiablel’avec:

Dg(ICO) '51c = DKQ(KO,X(ICO)) ) 51c + <Q7 (Ml - L1L3M2) ) 51c>

H'H

(DG LaMy -6,

q étant la solution du systeme adjoint.

4. Les résultats ci-dessus restent valables pour les problemes dans lesquels les para-
metres n’interviennent pas dans ’expression des conditions aux limites du systeme
direct (par 'opérateur F3). Dans ce casl'il suffit de reprendre la démarche ci-dessus

avec My = 0.

2.3 Formulation faible de la méthode adjointe d’ana-
lyse de sensibilité

En générall'pour la résolution des équations aux dérivées partielles issues des modéli-
sations de problemes physiques classiqueslla question d’existence d’une solution est posée
en termes de formulation faible du probleme.

Nous développons dans ce paragraphel'un formalisme de la méthode adjointe d’analyse
de sensibilité qui peut s’adapter a ce type de formulation.

On se donne donc un espace vectoriel normé £, et deux espaces de Banach H, et H.
Soient deux applications continues et différentiables:
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g : H. xE. — R

F : H,xE_ — H

On suppose que pour tout K fixé dans E _I'la formulation faible du systeme direct

F(X,K)=0 (2.14)

admet une unique solution X = X'(K) dans H,. Cela permet de définir I'application

g + L. — R

K +— G(X(K),K)

Considérons un cas de référence (Ko, Xy = X(K,)). Une variation ¢, autour de Ky
entraine une variation 4, autour de Xy. En différentiant le systeme (2.14)l'on peut affirmer
qu’en approximation du premier ordrel'd,, est lié & d,. par le systeme (linéaire) direct de
sensibilité:

= M-§_ (2.15)

ou:

{ L=D,F(Xy,Ko) € L(H, H) (2.16)

M=-D.F(X,.Ky) € L(E.H)

Si pour §,. donnél'd . est solution de (2.15)['alors une approximation au premier ordre
de la variation Dg de g due a . est donnée par:

Dg = DXg(‘XO7ICO) ’ 52« + chg(‘XOJCO) ’ 51c

Le but de la méthode adjointe d’analyse de sensibilité est d’exprimer Dg en fonction
de . uniquement.
L étant un opérateur linéaire continu entre les deux espaces de Banach H, et H'I'soit:

o H'—H'
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son adjoint. Par définitionI'L* est un opérateur linéaire et continu tel que:

(¢, L-5,) =(L"q, 6,) , 6, €H,, qeH"

= H! H\ Hy

Soit Z 'isométrie canonique de H dans H" défini pour tout ¢ € H par:

(@), Py = a),,,» Ypell

Alorsl'on a pour tout g € H 1'6, € H:

(L6, q),, = T@. L5, (2.17)

= (L'I(q) , dx)

(2.18)

X

G étant différentiablel’on a:
D, G(X,,Ko) € H,

On peut donc introduire le systeme adjoint:

{ L*-I(q) = D,G(X, Ko) (2.19)

ge H

C’est un systeme linéaire indépendant de .. Si o en est la solutionl'alors nous pouvons
utiliser (2.18) pour obtenir:

DXQ(XOJCO) ) 52{ = <L* 'I(qo) ) 5X>H/ ,

= <L'5X7q0>

= <M'51c7q0>

H'H

H'H

et donc:

Dg:<M5,C 5 q0> H—I_D}Cg(‘)(O?ICO)'(S)C

H,
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2.3.1 Formulation lagrangienne

Nous reprenons les données du probleme tel qu’il a été introduit au paragraphe (2.3)I'
et nous lui associons le lagrangien:

B : H,xHxFEr—~R
défini par:
B(X,Q,IC) :g(‘leC)_<f(‘leC) > Q>

H'H

En vertu des hypotheses sur G et FI'nous pouvons affirmer que 'application B est
continue et différentiable. Soit Ky fixé dans E_. Nous considérons le probleme:

(X,q)e H, x H
D B(X,q,Ko) =0 dans H, (2.20)
D B(X,q,Ko) =0 dans H,

Alors on a:

Proposition 2.3.1 Le couple (X,q) € H, x H est solution du systéme (2.20) si et
seulement si:

a) X est solution du systeme (2.14) pour K = Ko, et

b) q est solution du systéme adjoint (2.19) avec pour second membre D .G(X,Ko)

Démonstration:
Il suffit de calculer les différentielles D, B et D,B.
Pour tout p € Hl'on a:

D,B(X,q,Ko) - p = —(F(X,Ko) , p)

H'H

D’autre partI'pour tout 6, € H_ T'on a:

D B(X.q,Ko)- 6, =(D.G(X.Ko), 6,) = (DF(X.Ko) 3, q>H

H'H 'H

Si donc X, g est solution de (2.20)['on en déduit en particulier que:

F(X,Ko) =0 dans H'
c’est-a-dire que X est solution de (2.14) pour K = K. Posons dans ce cas

L =D, F(X,Ko)
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comme dans le paragraphe (2.3). Alors:

D, B(X.q,Ko)-6, = (D,G(X,Ko), d,) — (L6, @),

H'H

= (D.G(X.Ko) - L'I(q) . 4,)
HLH

et D B(X,q,Ko) = 0 dans H' implique que ¢ est solution du systeme adjoint (2.19). La

réciproque se fait de la méme facon. [

Nous allons maintenant voir que sous certaines hypotheses supplémentaires'l’expres-
sion de Dg obtenue comme approximation au premier ordre de g(Ko + d,.) — g(Ko) dans
le paragraphe (2.3) n’est autre que:

Dg = D}CB(.X(),(]O,IC()) . 5)C

Proposition 2.3.2 Soient K = Ky et Xy = X (K,) la solution de (2.14) pour K = K.
On suppose que:

i) L’application K — X (K) est continue en K.

ii) Lopérateur linéaire L = D ,F(X,Ko) est injectif et @ image fermée dans H'.

Si le systéme adjoint (2.19) admet une solution § = qo, alors Uapplication g est diffé-
rentiable en Ky et on a:

Dg = D}CB(.X(), qo, IC())

Démonstration:
L’application F étant différentiable en (Xy, Ko)l'on a:

[F (X402, Ko+0,) = F(Xo, Ko) = L6, = M-8 || < ColllS ], 19, [N [T+ 19, ]1)
ou L et M sont définis par (2.16)['et C est une fonction vérifiant:
lim  Ci(fl0, [ llo 1) =0 (2.21)
1 =0

l16,c[|=0

De méme pour Bl'il existe une fonction CyI'vérifiant la méme propriété (2.21) que C; et
telle que:

|B(‘X0 + 5xvq07K0 + 5&) - B(XO,QO,ICO) - DXB(‘XoquvICO) ) 5;« - D/CB(‘XoquvICO) ) 5;c| <
< Ca([l0, s 1IN0l + 101D
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Choisissons en particulier 6, = 6,.(6,.) = X(K,+d.) — X (K,). Nous pouvons alors noter
dans ce cas que:

F(Xg+0,,Ko+6.) = F(XyKo)=0
B(X07q07IC0) = Q(Ko)
B(‘X0+5X7QO7KO+51C) = g(ICO—I_(Sic)

Par ailleursI'T’hypothese de continuité ¢) assure que:

i 5.(50] =0
Pour ce choix de §,I'on a donc:
L8, + M- 0|l < Cs(lIoDU M+ 01 (2.22)

avec:

lim Ca([|d]]) =0

l16,c[|=0

D’autre partl'comme D B(X, gy, Ko) = 0l'on a:

9(Ko +6,) = g(Ko) = D B(Xg, g0, Ko) - | < Calll N[ + 1[6c 1)
avec:

lim Cy([|d]) =0

13, ll—0
De l'inégalité
L0l =M -8 | [ < [L-0, + M-,
on déduitlavec (2.22) que:
1L -0, ]l < Csl[8cl) - 01l + (sl ) + M) - 16l -

OrI'Thypothese i¢) équivaut a dire ( voir Brezis [6])

IN>0: B <AML-R| Yh € H,
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Ainsil'pour [|6,|| assez petitI'mettons |6, || < e, ¢ > 0 fixél'on peut affirmer I'existence
d’une constante 1 > 0 telle que:

10,11 < s [ (2.23)
On en conclut donc qu’avec ||6.]| < el'on a:
| 9(Ko +d,) = g(Ko) = DB(Xy, g0, Ko) - 6| < (1+ 1) Ca[0 D0

avec:

lim Ca([|d]]) =0

18,0

Ceci signifie que g est différentiable en K et 1’on a:

Dg(Ko) = D B(Xy, 0, Ko) - I
|

Dans les conditions de la proposition (2.3.2)I'nous pouvons conclure qu’une approxi-
mation au premier ordre de g(Ko + d,.) — g(Ko) est naturellement:

Dg = D}CB(.XO,(](),IC()) . 5)C
En développant cette derniere expression on trouve:

Dg = chg(‘XOJCO)'(S/c - <D1CF(‘XO7IC0)'51C ) q0>H

' H
expression identique a celle obtenue au paragraphe (2.3)
En faitl'quand on regarde de pres la démonstration de la proposition (2.3.1)['on re-

marque que la condition i7) a servi uniquement a réaliser la propriété (2.23)I'qui a permis
de montrer la différentiabilité de g en K = Ky. On peut donc énoncer la:

Proposition 2.3.3 Soit K = Ky et Xy = X (K,) la solution de (2.14) pour K = Ky. On
suppose qu’il existe ¢ > 0 et p > 0 tels que:

10l < & = [|¥(Kg + dc) = X(Ko)| < pllécl

Si le systéme adjoint (2.19) admet une solution ¢ = qo, alors g est différentiable en K = Ko
et on a:

Dg = D}CB(.XO,(](),IC()) . 5)C
Corollaire 2.3.1 51 K — X(K) est différentiable en K = Ko, et si (2.19) admet une

solution g = qo, alors g est différentiable en K = K et on a:

Dg = D}CB(.XO,(](),IC()) . 5)C
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Chapitre 111:

Analyse de sensibilité et assimi-
lation variationnelle.

3.1 Introduction et position du probleme

Nous voulons dans ce chapitre proposer une réponse a la question:

Comment mener une étude de senstbilité dans le contexte de 'assimilation variation-
nelle de données?

La question ne se pose pas pour un modele dépendant d’un (vecteur de) parametre(s)’
car il suffirait d’appliquer 'une des méthodes décrites au chapitre 11

La difficulté que 'on rencontre lorsqu’on veut appliquer les méthodes du chapitre 11
dans le contexte de 'assimilation de données réside dans le fait qu’en plus d’un modele
dépendant d’un (vecteur de) parametre(s) tels que les conditions initiales[les conditions
aux limites du domainel'les forcagesl'...etcl'il y a la présence d’une seconde famille de
parametres: les données ou observations. Ceci implique la dépendance des résultats
par rapport aux observations.

Dans le cadre de I’assimilation de donnéesl'l’application des équations adjointes pour
I’analyse de sensibilité (comme nous le verrons dans cette étude )['ne se fait pas sur
les équations directes régissant 1’évolution de 1’état du systemel'contrairement a ce que
certains auteurs ont pu penser: Park et al. [83] et [82]'Droegemeier [15]T'Rabier et al. [86]
87]let les références ci-dessus relatives a ’analyse de sensibilité sur un modele résultant
de l'assimilation de données .

Nous montrons dans ce chapitrel'par le moyen d'un exemple simplel’que cette dé-
marche comporte des lacunes dans le contexte de ’assimilation de données I'et qu’il faut
s’y prendre différemment. L’erreur que beaucoup d’auteurs commettent (références ci-
dessus) en appliquant la théorie générale de ’analyse de sensibilité a des modeles dans le
contexte de ’assimilation de données I'est qu’ils ne tiennent pas compte de la dépendance
mentionnée ci-dessus.

Nous proposons alors une nouvelle méthode pour 'analyse de sensibilité dans ce casl’
et nous 'appliquons a l’assimilation de données dans un modele de circulation générale
océanique. Le principe reste le méme pour n’importe quel autre modelel'pourvu que ce
soit dans le contexte de 1’assimilation de données .
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Pour nousI'du moins dans cette étudelle vecteur de parametres qui nous intéresse est le
vecteur des données ou observations X ;. Et pour cause: les observations peuvent étre mal
priseslelles peuvent étre bruitéeslleur configuration spatio-temporelle peut varier. Et dans
ce casl'on aimerait savoir quelle est la variation d’un critere choisi par rapport a un bruit
ou une variation sur les observations. Plus précisémentl'notre assimilation variationnelle
de données consiste a reconstruire I’état initial du modele a partir des observations. La
question peut alors étre posée de la facon suivante: Quelle est la perturbation produite sur
la condition initiale reconstruite par une perturbation sur les observations?

Apres avoir illustré cette introduction par un exemplel'nous proposerons une méthode
qui permet de répondre a la question posée ci-dessus. Nous développerons d’abord la
méthode pour un vecteur de parametres quelconque dans le modelel’puis nous en déduirons
le résultat par le vecteur des observations.Des applications numériques seront aussi faites
pour le cas de I'assimilation de données dans le modele QG ci-dessus (chap. I)

3.2 Exemple

Cet exemple peut en réalité étre regardé comme un contre-exemple.
Considérons un modele donné par I’équation différentielle ordinaire:

dX

2 aX

ar
avec la condition initiale:

X(0)=U

ou X est une variable scalairel'fonction du temps dans Uintervalle [0, 1]T'et o est une
constante. Nous nous placons dans le cadre de I"assimilation variationnelle de données en
considérant une observation X, de X que nous supposons constante et égale a 3 dans
I'intervalle de temps ]0, 1[. Soit alors la fonction-cout & minimiser:

J0) =5 [ (Xt~ gy

et la réponse (critere de sensibilité):

J est une fonction composée de U par 'intermédiaire de XT'il en est de méme pour G qui
est une fonction composée de a.
La solution de I’équation différentielle est :

X(t) = Uet
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et nous pouvons alors exprimer J explicitement en fonction de U:

J(U) = %/Ol(Uea'f — )i

En écrivant ’équation d’Euler pour la minimisation de JI'(J'(UU) = 0)['nous obtenons la
valeur optimale de U:

25

U, =
vt e + 1

ce qui donne la valeur explicite de (¢ en fonction de a:

_ ! Qﬁ a-t
Gla) = /oea—l—le dt

B 2&[6“—1]
o lee+1

et on peut donc directement calculer la sensibilité (le gradient) de G par rapport a a:

' 20
G'(e) = ale* 4+ 1) [

2e” ea—l] (3.1)

ea—l—l_ o

Ceci est I'expression exacte de la sensibilité. Nous allons maintenant appliquer ’analyse
de sensibilité par les équations adjointesI'pour calculer le gradient de (¢ par rapport a «.

Compte tenu des développements faits aux chapitres précédents sur I"assimilation de
données I'l’équation adjointe associée a ce probleme est :

Cil_]tj +a-P=1
P(1)=0
dont la solution est: - 1 {1 N _M}
= —|l—¢"-¢
o

et le gradient de G en utilisant les équations adjointes est donné par:

G = - 1X(t)-P(t)dt

0

1

= — Aea't {1 —e”- e_a't} dt
o ale*+1)
20 e* — 1]

= e (3:2)

Les deux expressions (3.1) et (3.2) sont différentes. Mais c’est la seconde qui est fausse car
elle ne tient pas compte de la dérivée de U, par rapport a a. Telle est l'erreur commise
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couramment lorsqu’on qui applique directement (sans précautions) la théorie générale
de I'analyse de sensibilité dans le contexte de I’assimilation de données (cf références ci-
dessus).
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FiG. 3.1 = Courbes de gradients en fonction de a. A: résultat du calcul direct (courbe exacte),
el B: résultat obtenu en utilisant les équations adjointes, et C: la différence de A et B, pour
a<0ea>D0.

La source de cette erreur ne réside pas dans la théorie de I"analyse de sensibilité I’
mais dans son application. Et encorel'pour appliquer la théorie générale de I'analyse de
sensibilité 'on n’a besoin que d’'un modele dépendant de parametre(s) et d’une réponse.
Le faux résultat illustré par I’exemple ci-dessus nous indique alors tout simplement que
le modele a considérer pour appliquer la théorie de 'analyse de sensibilité n’est pas le
modele directI'car il nous conduirait a ne pas prendre en compte toute la variation de
I’état du systeme par rapport au(x) parametre(s). On peut donc tout naturellement se
poser la question suivante:

Quel modele considérer pour appliquer la théorie de ["analyse de sensi-
bilité dans le contexte de l’asstmilation variationnelle de données?

Répondre a cette question consiste a choisir un “bon modeéle” pour appliquer de facon
cohérentel'la théorie générale de I’analyse de sensibilité . Ce modele devrait résoudre
le probleme posé par 1'utilisation du modele direct. En d’autres termesl'il devrait nous
permettre de prendre en compte toutes les variations de 1’état du systeme en fonction
des parametres. Mais avant de proposer une réponse a la question ci-dessusl'nous nous
replacerons dans le cadre de I’assimilation variationnelle que nous nous sommes fixés au
chapitre II"dans une formulation générale pour le moment. Nous choisirons ensuite le
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modele sur lequel nous appliquerons la théorie générale de ’analyse de sensibilité et nous
justifierons ce choixl'et enfin nous appliquerons les résultats généraux de 'analyse de
sensibilité (chapitre I1) a ce modele.

3.3 Rappels sur 'assimilation variationnelle: formu-
lation générale

Rappelons d’abord ce qu’est 1’assimilation variationnelle I'du moins dans le cadre que
nous nous sommes fixés au chapitre I.

Soient V' et H deux espaces de Hilbert tels que: V' C H avec injection continue et
dense. Considérons un systeme dont I'étatI'pendant 'intervalle de temps [0, T'est régi
par ’équation d’évolution abstraite suivante:

dX
T (3.3)
X(0)=U

Sans nuire a la généralité et pour simplifier les notationsI'nous identifions I’espace dual
H' a H par la représentation de Riesz-Fréchet (Brezis [6]). Supposons que la condition
initiale U € HI'que F\(-) est un opérateur non-linéaire de V' dans V'I'indépendant du
temps. La solution X de I’équation (3.3) est alors a chercher dans I'espace des fonctions
dX
de L?(0,T;V) dont les dérivées en temps — appartiennent a L*(0,T; V).

dt
Notons W(0,T;V) cet espace de solutions. Comme les éléments de W (0,7 : V) sont

continus dans H par rapport au tempsli.e. W(0,7T : V) C C(0,T; H)['on cherche alors la
solution X telle que:

vV

dX
<ﬁ’“@>wv = (F(X).g),,, VoeDO,T;V) (3.4)

X0)=U"

Pendant ce méme tempsl'des observations (mesures) sont faites sur 1’état du systeme.
Nous considérons alors un opérateur linéaire d’observation C € L (LZ(O,T; V),H)Fofl
‘H est l'espace des observations. Soit X" € H un vecteur d’observations.Le probleme

d’assimilation variationnelle qui nous intéresse consiste a identifier la condition initiale
U” qui minimise la fonctionnelle:
1 T obs 2
J(U) = 5/ 10 X — X7 |2t (3.5)
0

ou X dépend de U en tant que solution de I’équation (3.3).
Supposons en outre que V' soit séparable. Soit alors {vy,vg, -+, v;, -} une base hil-
bertienne de V. On peut alors décomposer le vecteur XT'solution de I’équation (3.3) dans
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cette base et obtenir un systeme d’équations différentielles vérifiées par les composantes

de X. Soit (X1(¢), X2(?),- -+, Xi(t),---) les composantes de X: on a
Xi(t) = (X(t),v:),, Vi, Ve [0,T] (3.6)

Comme la solution X(?) est continue de [0,7T] dans HT'il en est de méme pour chaque
composante X;(¢). On définit de fagon analogue les composantes de la condition initiale
dans la base {v;}. Et pour tout ¢ = 1,2,---I'nous pouvons introduire une fonctionnelle
non-linéaire

o (F(o)v),,, '
Et l'opérateur F' dans (3.3) peut alors s’écrire sous la forme:
Fle)=> File)-vi  VpeV (3:8)

=1

Compte tenu des décompositions ci-dessusI'nous pouvons récrire le systeme (3.3) sous la
forme:

dX; o0
{ dt () = 5i(X(1)) avec X(t)y=>_F(t) v (3.9)
Xi(t = 0) = U; =1

3.3.1 Quelques rappels de calcul différentiel

En vue de leur utilisation dans la suitel'nous rappelons quelques notions de calcul
différentiel pour les opérateurs.
On définit la dérivée partielle premiere de la fonctionnelle F} par:

8F](X) — lim F](X + - Ui) — F](X)

avi a—0 (e’

et la dérivée partielle seconde:

O F, 9 (oF
8vk6vi (X) N a—vk (61)2 (X))

Soit K un troisieme espace de Hilbert (espace des parametres indépendants) séparable
et muni d’une base hilbertienne {k;}. Si F' est un opérateur de V' x K dans V'T'alors on
définit de facon analogue les dérivées partielles premiere et secondes:

aFj( ) *F; 9 (OF; °F, 9 (0F
61@ ’ 8vi8k1 N 81)2' 61@ ’ 61@61{1 N 61@ 6k1
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On dira que F} est deux fois Fréchet-différentiable en X s’il admet une représentation
de Taylor de la forme:

1 aUZ ; 8vk8v2

Fi(X +h)= F(X) + )b hi+ 0 (IR)2) - (3.10)

1=

Enfinl'on dira que F' est deux fois Fréchet-différentiable en X si pour tout jl'chaque
fonctionnelle [ est deux fois Fréchet-différentiable en X et de pluslles restes 0 (HhHQV)
dans (3.10) sont uniformément bornés par rapport a j.

Dans la suitel'on supposera que F' est deux fois Fréchet-différentiable en tout point X
de V. Nous supposerons en plus que les dérivées partielles secondes des fontionnelles F
sont continues dans V' Iautrement ditI'pour tout i, 5, k les applications

0*F
—(X)
8vk8vi
sont continues de V dans £ (V, L (V,V")).

On peut montrer que cette derniere hypothese implique que 1’on peut commuter ’ordre

X—

de dérivation partielle dans chaque dérivée partielle seconde des F;;. On verra par la suite
que cette conséquence impliquera (naturellement) la symétrie de la fonction-cout .J.

Linéarisation et transposition

F
Notons [Q—X] la matrice jacobienne de F' par rapport a X. Grace aux dérivées par-

tielles des fonctionnelles F;I' [Q—X] peut s’écrire sous la forme:

oF ,
[a_X] Vv

o /oo aF (3.11)
h—th VU H—— Z Z hk T Uy
6vk
De mémel'V étant un espace de HilbertIT opérateur adjoint du linéarisé [Q—X] s’écrit:

¢
[2—)];] Vv — VvV

3.12)
J_sz o Z(Zavk gk).vj
J

F
Si [g—X] € L(V,V") (cest-a-dire si F' est Fréchet-différentiable)Talors il en est de

orl’

meéme pour [Q—X] ; en plus ces deux opérateurs sont adjoints I’'un de "autre dans le sens

43



Chapitre 111

classique:

oF ar1!

2

Fl.,
BN I'opé-

Si I est deux fois Fréchet-différentiableI'nous notons de facon analogue l

or

rateur linéarisé de [Q—X] au voisinage de XTet nous définissons comme ci-dessusl'sa

9?r’
-

transposée l

O*F
D’autre partl'si F' est fonction de deux variables X et KT'nous noterons la[”@X]
{

or
0X

o2r 1"
8[&’8)(]

I'opérateur linéarisé de l ] au voisinage de KTet sa transposée l

3.3.2 Systeme d’optimalité

Comme nous ’avons vu au chapitre I[I'la condition initiale optimale est caractérisée par
VJ(U*) = 0. Or le gradient de la fonction-cott J en un point U de I'espace des controles
est obtenu par résolution successive de 1’équation directe d’évolution et de I’équation
adjointe rétrogradel’et en prenant ensuite la trace la variable adjointe sur 'espace des
contrélesl'ce qui se traduit dans notre cas par le systeme:

dX
=P
X(0)=U~
P [oF] . (3.13)
s la—X] P =C"(C.X — Xops)
P(T)=0
VJ(U)=—-P(0)
ou C' est 'opérateur adjoint de '
(C-X,Z), = <X, cr. Z> (3.14)

A

3.4 Choix du modele et justification

Dans le contexte de I'assimilation variationnelle de données I'(cf chapitre I)I'I’état
du systeme n’est obtenu qu’apres la minimisation de la fonction-cottl'et non apres la
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résolution du modele direct. Or la minimisation de la fonction-cout est équivalente a la
résolution du systeme d’optimalité. Nous pouvons donc étendre la notion de modele dans
ce cas au systeme d’optimalitél puisque c’est ce dernier qui finalement nous donne le
véritable état du modele.

D’autre partl'le systeme d’optimalité contient beaucoup plus d’informations. Il tient
compte du modele directI'des données (observations)l'et du lien optimal entre les données
et les parametres du modele. Le systeme d’optimalité est donc un “bon candidat”I'en tant
que modelel'pour 'application de "analyse de sensibilité en assimilation variationnelle de
données I'ce qui nécessitera une analyse plus poussée (analyse au second ordre) que nous
justifierons et présenterons dans la suite.

Considérons maintenant'K’ étant un vecteur de parametresl'un systeme gouverné par:

dX

— =F(X,K
dt ( 7X)
X(0)=U

la condition initiale étant issue de la procédure d’assimilation variationnelle décrite au
chapitre 1

La méthode “traditionelle” de calcul de la sensibilité d’une réponse G donnée par
rapport a KTconsiste a intégrer le modele direct et son adjointl'en faisantI'pour la théorie
générale de I’analyse de sensibilité I'les identifications:

K = K
X = X
dX .
F(X,K) = ( o FX K ) (3.15)
X(0) — U

et a appliquer les résultats du chapitre Il pour obtenir le gradient de G par rapport a K.

Mais cette démarche n’est pas toujours correctel'c’est du moins ce que nous avons
illustré par 'exemple (3.2). En effetI'si une perturbation k est appliquée a KTalors la
condition initiale n’a plus aucune raison d’étre optimalel’du moinsI'rien ne pourrait nous
garantir son optimalité. Une perturbation k sur K induit forcément une variation ¢, sur
UTet cette variation devrait étre prise en compte dans 'analyse de sensibilité qui suit
’assimilation variationnelle .

Soit K4 I'ensemble de toutes les valeurs possibles de K. Lorsque K varie dans K 4I’
U parcourt un ensemble U, de toutes les conditions initiales admissibles. Nous pouvons
alors transformer la question posée au début de ce chapitre en:

Quel opérateur considérer pour F ¢
[’erreur courante qu’on commet est de considérer (3.15) et d’utiliser le modele adjoint

pour calculer la sensibilité. Mais la variable d’état dans un probleme d’assimilation varia-
tionnelle (météorologiel'océanographiel’..etc) n’est pas la solution directe d’'une équationI’
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mais la solution d’un probleme d’optimisation. Et donc pour appliquer la théorie générale
de I'analyse de sensibilité I'le seul modele a considérer est le modele dont 1’état optimal
est la solutionl'c’est-a-dire le systeme d’optimalité (3.13). Ainsil'pour tenir compte de la
dépendance des perturbations sur toutes les variables et tous les parametres du modelel’
nous devons donc considérer:

K=K
X
()
dx .
— = F(X.K)
X(0) — U=
F(X,K) = t
(X,K) %§+g§+p_WWX—&M
P(T)
P(0)

Ceci signifie que dans le contexte de I’assimilation variationnelle I'la notion de modele
doit dépasser le cadre d’une équation directe pour s’étendre au systeme d’optimalitélet
c’est sur ce systeme que nous appliquons les résultats généraux de ’analyse de sensibilité

3.5 Application a ’assimilation variationnelle de don-
nées

Pour appliquer les méthodes décrites au chapitre II sur ’analyse de sensibilité I'nous
nous donnons un critere de sensibilité ( “fonction réponse”) Gl'que nous supposerons sous
la forme intégrale:

g:quw

ou (& est une fonction a valeurs réellesI'X dépend de K par I'intermédiaire du systeme
d’optimalité. Le choix de la forme de G n’est pas restrictifl'il est fait avec un soucis de
simplicité dans les calculs. D’autres types de réponses ont été étudiées par: Cacuci [9][et
Ounsy [81].

Nous calculons alors le gradient de G comme nous 1’avons introduit au chapitre II.
Pour celal'nous allons perturber K de é.I'en fait nous perturbons K de k. Il s’ensuit
des perturbations X de XTP de PTet U* de U* qui ne sont autre que les dérivées
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directionnelles de XT'P et U™ respectivementl'dans la direction k. XT'P et U* étant
fonctions implicites de K['XTP et U* sont solution du systeme linéaire tangent au systeme
d’optimalité:

dX [oF [OF :

— [aX(X])] X—I—_ﬁ()(,[x)]k

X(0) = U~

P [OF PO L) 92 F k . (3.16)
—I-laX(X A)] P+ _aXz(X,[x)X] -P—l—[m()(,[x)-k] .P=C'CX

ﬁ(T):O

P(0)=0

Nous appliquons alors la formulation lagrangienne de I'analyse de sensibilité en introdui-

sant la variable adjointe P = ( g ) de X = ( )]g )

Au moyen d’un produit scalaire convenable (a préciser dans les applications concretes)’
nous multiplions les deux équations d’évolution (en X et en ]5) du systeme (3.16) par @) et
R respectivement'nous additionnons les deux quantités et nous intégrons sur 'intervalle
[0, 7] pour obtenir:

r[/dX [oF . db  [oF ‘. ]
/0[<dt [aX(X[)]X,Q>V/V—I—< +[6X(XA)] P,R>/ dt +

vii,vid
T
/
0

_<l§£,()(,[x’)] -k,Q> | +<[£58X(X K). k]t.P7R> lais

v viv

S |[Feen o) e,

v

dt =0

Apres intégration par parties et en utilisant ’égalité (3.26) que 1’on démontre dans la
suitel'on obtient:

A

(X(1), Q1)) —{X(01.Q0)) +{(P(T).R(T)) —(P(0),R(0)) +

H H H H

. dQ [OF ' *F ' .
<X,—%—[6X(X,A)] -Q+laX2(X[) R] -P—CCR> dt +
+/OT

T
—I_/
0

v,v!

<15,—d—R+ [g)lz(x [x)] R>W +< [gf,(x K )] k Q> _ dt +

v,v!
o

t
(2 R P
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il en découle que si () et R sont définis comme solution du systeme:

dQ T[or . 1" 9*F : ! . ~ Joa
dR oF . B

Q(0) = 0

Q(T) = 0

Alors le gradient de G par rapport a K est donné par:
T t t
oF . O*F .
VG = 0/ ([aK(X, A)] Q- [6[{6)(()(’ K)- R] - P) dt (3.18)

3.5.1 Remarques

1. Le systeme ci-dessus (3.17) est appelé systéme adjoint au second ordrel' par LE
DIMET et al. [111] et WANG et al. [113] .

2. Sl y a des observations a l'instant final TTla condition finale du modele adjoint
P(T) = 0 devient P(T) = CY(CX(T) — X,s(T))'qui donnel pour P la condition
finale: p(T) = CtCX(T). Et doncl'la condition finale du systeme (3.17) Q(T) =0
devient: Q(T)+C*'C R(T) = 0. ToutefoisI’expression (3.18) donnant le gradient de G
démeure inchangéel'bien que sa valeur puisse varier en conséquence des changements
respectifs des valeurs de () et R.

3. Pour calculer la sensibilité donnée par (3.18)I'il faut résoudre le systeme (3.17) qui
est un systeme couplé de deux équations différentielles linéaires. La seconde équation
de (3.17) n’est autre que ce qu’on appelle couramment le modele linéaire tangent. La
premiere possede une condition initiale Q(0) = 0l'choisie pour annuler la dépendance
par rapport aux variations de la condition initiale optimalel’et une condition finale
Q(T) = 0l'ou bienl'selon le point (2.) de cette remarquel'une condition finale de
couplage Q(T) + C*CR(T) = 0. S’il n’y a pas d’observations a l'instant final 7T
la seconde équation n’a ni condition initialel'ni condition finale. En tout casl'nous
sommes en présence d’un systeme non standardl’et qui n’est pas facile a résoudre.
I est important de noter que I'absence de condition initiale et/ou finale pour R

provient des égalités P(0) =0 et P(T) = 0.

4. SiG = Jllafonction-coutllil est évident que R = 0 est une solutionl'et nous trouvons
aussi que () = Pl'la variable adjointe du modele direct. Mais si G # JI'R = 0 est
toujours une solution de la seconde équationl’et nous obtenons formellement pour ()
une équation similaire a I’équation adjointe dans (3.13)I'mais avec un second membre
différent. Il est clair qu’il n’y a aucune raison d’obtenir Q(0) = 0 apres intégration
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de cette équationlet donc la sensibilité (3.18) ne peut étre déduite a partir de cette
variable “pseudo-adjointe” comme c’est la pratique courante en analyse de sensibilité

5. La faiblesse de la méthode qui consiste a utiliser ’équation pseudo-adjointe

¢
dt 0X 0X
QT)=0
est dévoilée lorsqu’on cherche a calculer la sensibilité par rapport aux observations.
Ceci est di au fait que les observations ne sont pas des variables explicites du modele
directI'et méme elles n’y apparaissent pas du tout. Par contrel'les observations
apparaissent explicitement dans le systeme d’optimalitél’et doncl'du point de vue
formell'elles peuvent étre considérées comme parametre dans ce dernier modele.
Pour une réponse G sous forme intégrale et dépendant de A" et donc implicitement
de X, ps[en faisant une analyse similaire a celle décrite ci-dessusI'nous trouvons que:

VG=-C-R (3.19)

3.5.2 Calcul pratique du gradient de §

Nous allonsI'dans ce qui suitl'proposer une méthode (un algorithme) pour résoudre
le systeme (3.17)['et calculer par la suite la sensibilité donnée par (3.18) ou (3.19). Pour
celal'il nous faudra faire des hypotheses qui nous assurent 'existence et 'unicité de la
solution du systeme (3.17).

Ce qui rend difficile la résolution de ce systemel'c’est ’absence de la condition initiale
(ou finale) explicite pour R. Nous proposons alors la démarche suivante:

— Choisir une condition initiale v pour R: R(0) = v
— Intégrer la seconde équation de (3.17)

— Dans le cas du point (2.) de la remarque (3.5.1)[" utiliser la condition finale de
couplage et en déduire Q(T')

— Sinon intégrer (de fagon rétrograde) la premiere équation de (3.17)

Nous obtenons alors Q(0) comme une fonction implicite de v par l'intermédiaire de R
dans le systeme (3.17): Q(0) = Q(0,v). Et la condition Q(0) = 0 peut étre utilisée comme
contrainte en cherchant v* tel que: Q(0,v*) = 0.

L’existence et 'unicité de v*I'qui est le point central de cet algorithme repose sur le
résultat (théoreme) suivant:
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Théoreme 3.5.1 Si le Hessien de la fonction-cout par rapport a la variable de controle
U est inversible a Uoptimum i.e. pour U = U*, alors il existe un unique vecteur v*, dans
Uespace des conditions initiales V' pour le modéle direct, tel que:

Q0,v7) =0

Remarque

L’existence et 1'unicité de v* montre aussi 'existence et 'unicité de la solution du
systeme (3.17)['et donc un calcul de maniere univoque de la sensibilité (3.18) ou (3.19).

Puisque I'hypothese du théoreme porte sur le Hessien de la fonction-cout I'nous mon-
trerons d’abordl’avant de démontrer le théoremel'comment obtenir le Hessienl'et quel est
le lien avec le systeme (3.17) et I'existence de v*.

3.5.3 Le Hessien de la fonction-cott

Le produit du Hessien de la fonction-coit (en un point U/ € V') par un vecteur v est
donné par la dérivée directionnelle du gradient de la fonction-colt en U dans la direction
v. Si nous notons H(U) le Hessien en Ul'on a:

H(U) - v = lim VIJU+a-v)—=VJU)

a—0 e

(3.20)

Pour calculer cette dérivée directionnellel'il suffit de calculer les dérivées directionnelles
des variables X et P du systeme (3.14) dans la direction de la perturbation v sur U.

Proposition 3.5.1 La dérivée directionnelle ()N(, ]5) du couple (X, P) est donnée comme
solution du systéme:

dX [oF .
= |7
X=vw
: S P : ) (3.21)
i [g_f;()()] Pt lg;()() X] P =(CiCX
P(T)=0
VJ(U,v) = —P(t =0)

aXz =1
avec Xk:<X,Uk> et Pj:<P7Uj>H
H

. aZF » t ) o] oo oo aQF] »
ot (X)-X| - P représente le vecteur: Z Z Z (X) - X P ) v

@J(U, v) est la perturbation induite sur V.J(U) par v.

Démonstration:
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Le systeme (3.21) est obtenu en dérivant le systeme (3.13). La seule dérivation non

P t
triviale est celle du terme [Q—X(X)] - P. Si nous décomposons cette quantité dans la base
{v;}Ton a:

[g)]? ] i:: (i 681;2 ‘Pj) Vi (3.22)

et la dérivée dans la direction (X, P) de (3.22) est donnée par:

SN [ OF; 4
Z(ZZ&JU@% RO ) UZ—I_Z(Z v, j) " Ui

=1 \k=1j;=1 =1 \j=1

C.Q.F.D. ]

La proposition ci-dessus nous montre que si I'on résout le systeme (3.21)I'on récupere
la dérivée directionnelle V.J(U,v) dans le vecteur —P(t = 0)I'puisque par définition:

Hess(U)-v=VJ(Uv)=—P(t=0) (3.23)

3.5.4 Symétrie du Hessien

Proposition 3.5.2 Sous les hypothéses de la section (3.3.1) sur la bi-dérivabilité de ['opé-
rateur F', le Hessien de la fonction-cout J (par rapport a la variable de controle U) est
symétrique, ¢’est-a-dire:

(HU) -v,w) = (v, H{U)-w) ~ Vv,weV
Démonstration:

Soit (@, R) un couple de variables dans L*(0,7;V) x L*(0,T; V). Multiplions la pre-
miere et la troisieme équation de (3.21) par @) et R respectivement'faisons la somme et
transposons l’expression:

dX [oF .
o = (G- |5x)] xe)
L2(0,T;V"),L2(0,T;V)

<dP + [g)];()()]t-ﬁ+ lg;g(X)-)N(]t-P—Ct-C-f(,R>

_|_

L2(0,7;V1),L2(0,T;V)

— (X(0),Q(0)) +

H H

_ <X,—%— [g_f;()()]t-@ +{X(T),Q(T))

L2(0,T;V),L2(0,T;V")
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- dR OF ~ ~

+ <P, —t [a—X(X)] -R> + <P(T),R(T)>H - <P(0),R(O)>H +

L2(0,T5V),L2(0,T5V ")

0*F 1 _

- (X)-X| -P,R —(X.C'-C-R) (3.24)
8X2 L2(0,T;V),L2(0,T;V")

L2(0,T5V"),L2(0,T;V)
O*F 1
or le terme < [W(X) : X] - P, R> s’écrit dans la base {v;} sous la forme:

L2(0,7;V"),L2(0,T;V)

ooooooa?

:/OT (ZZZ o XkPjRi) dt (3.25)

=1 k=1 j=1

<[§§£(X) -X]tp, R>

Grace aux hypotheses de la section (3.3.1) sur la continuité des dérivées partielles secondesI’
on peut permuter 'ordre de dérivation des F;. Sil’on permute alors les indices ¢ et k dans
le second membre de (3.25)['on peut aussi permuter les sommations sur ¢ et k pour obtenir:

L2(0,7;V"),L2(0,T;V)

*F S T (& & & DPF(X)
X)-X| PR :/ — I RPX; | dt
(3] 7o) [ (BE
L2(0,T;V"),L2(0,T;V) -
. [0*F '
= (X X)- P 2
(x| 55a00 1] 7) (3.2
L2(0,T;V),L2(0,T;V)
et 1’égalité (3.24) devient alors:
. dQ Jor ] *F ' .
0 = <X,—%—[8—X(X)] Q—I—[aXz(X)R P—-C'CR +
L2(0,T;V),L2(0,T;V)
- dR oF
P, —— —(X
o {ra faw) )

L2(0,T;V),L2(0,T;V")

+ (X(D).QT)) = (X(0).Q) +(P(T).R(TY) —(P(0).R(0))  (3.27)

H H H

Soit w un vecteur quelconque de V' =¥ _,. Dans (3.27)['on impose de plus que () et R

soient solution du systeme adjoint au second ordre introduit par LE DIMET et al. [111][
WANG et al. [113]:

dR  [OF]
i
R(0) =w

v 3.28)
d ar\’ 2F 1 (
dCf Eh% 'Q—[aXQR] P+ C'CR=0
QT)=0
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Ce systeme est exactement de méme type que le systeme (3.21)['et on a donc:
H(U) w0 = Qt = 0)
ce qui implique dans (3.27)
0=—(X(0),Q(0)) —(P(0),R(0))

et compte tenu de (3.23)['on a:
<H(U) ) U,U)>H = <U7H(U) ) w>H
C.Q.F.D. |

Cette symétrie du Hessien montre qu’on peut aussi calculer le produit Hessien x vec-
teur par résolution du systeme adjoint au second ordre (3.28). C’est cette caractérisation
que nous utiliserons pour la démonstration du théoreme (3.5.1).

3.5.5 Démonstration du théoréme (3.5.1)

Soit v['un élément de ’espace des conditions initiales du modele direct V. Posons
R(0) = vlet retenons la condition Q(0) = 0 comme contrainte. Il nous faut alors résoudre

le systeme:
t 2 t
@+[8F] -Q—PFR] PrCCR = [aG]

dt ' |9X X2 X

dR oF _ g

o lax | = (3.29)
R(O) = v

Q(T) = 0

et chercher v* tel que Q(0,v*) = 0.
Le systeme (3.29) étant linéaire et non homogenel'nous pouvons le décomposer comme
suit:

Q = Qo+ (3.30)
avec (Qo, R) solution de

t 2 t
@+[6F] .QO_[aFR] P+C'CR = 0

dt oX 0X?

dR or

T [8—)(] R =0 (3.31)
R(0) = v

Qo(T) =0
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et ()1 solution de

d@)y oF B oG
W*[a—x] @ = [a—xl

Q1 (T) =0

(3.32)

Qo, Q)1 et R sont définis de facon unique et nous avons:

Q(0) = Qo(0) + @1(0)

Or le systeme (3.31)'identique & (3.28) n’est autre que I’adjoint au second ordre décrit
par Le Dimet et al. [111]T'et Wang et al. [113]'que nous avons déja rencontré a la section
(3.5.4). Nous savons alors que

Qo(0) = H - v

H étant le Hessien de la fonction-cott par rapport a la variable de controle UT pour
U = U~. Ainsil'nous obtenons:

Q(0) = Q(0,v) = H - v+ (Q(0)

Doncl'si H est inversiblel'il existe un unique vecteur v* tel que Q(0) = 0l'et le systeme
adjoint au second ordre possede alors une solution unique pour le calcul de la sensibilité

(3.18) ou (3.19)

C.Q.F.D. ]

Corollaire 3.5.1 Sous les hypotheses de la section (3.3.1), si H est défini positif, alors
il existe un unique v* tel que Q(0) =0

Preuve

H est déja symétrique en raison des hypotheses de la section (3.3.1) et de la proposition
(3.5.2)['si en plus H est défini positifl’alors H est inversiblel'et on peut appliquer le
théoreme (3.5.1). |

Remarques

1) Nous pouvons reprendre le point (2.) de la remarque (3.5.1): s’il y a une observation
a I'instant final T'Tla méthode et les équations ne changent pasl'sauf la condition Q(7T') =0
qui devient Q(T') + C'CR(T) = 0 dans les systemes (3.17)1(3.28)1{3.29)T et Qo(T) +
C'CR(T) = 0 dans (3.31).

2) Calculer la sensibilité (3.18) ou (3.19) nécessite le calcul du Hessien et son inversionI’
ce qui est prohibitif du point de vue du cott de calcul. Par contrel'par le moyen du systeme
adjoint au second ordre (3.28) ou (3.29)['nous pouvons calculer le produit H -v du Hessien
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appliqué a un vecteur vI'pour v quelconque. Ceci nous permet de caractériser v™ de facon
différente:

vt = E]Iél‘glf(v) (3.33)
J(0) = 5 UH - ,0), +(@:(0),0), (3.34)

et nous pouvons alors utiliser une méthode de type descente ou gradient conjugué pour
la minimisation de f

3) v* n’est autre que la sensibilité de la condition initiale optimale par rapport a une
perturbation sur les parametresI'comme nous le verrons plus loin a la section (3.6).

4) L’hypothese du théoreme (3.5.1) ( et donc du corollaire (3.5.1) ) n’est ni trop fortel’
ni restrictive. C’est une hypothese naturelle car elle est une expression de la condition
suffisante pour 'existence d’une solution unique du probleme d’optimisation.

Exemple d’application

Nous reprenons ici le modele de I'exemple (le contre exemple) (3.2)

dX
Aoy
di @

X(0) =

La fonction cout J et la réponse (& définies par:

Iy U

Gla) = /0 X(t)dt

Nous avons vu qu’en appliquant la théorie générale de 'analyse de sensibilité utilisant
les équations adjointes du modele directI'le résultat obtenu (VG ) est différent de celui
attendu. Nous allons maintenant appliquer ce qui a été développé ci-dessus. Et comme
cela a été ditl'le modele sur lequel nous appliquons 'analyse de sensibilité est le systeme
d’optimalité associé a la minimisation de J:

dX

& — a-X

dt @

X(O) = Uom‘

dP (3.35)
or P = X _

a e s

P(0) = 0

P(1) ~ 0
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qui a pour solution:

X(t) == Uoptea't

_ UOpt a-t 200 —at ﬁ a —at
P(t) = g(e —e*% )—I—a(ee —1)
Le gradient de J par rapport a U est donné par
UOpt 2a 6 o
VI(U) = —P(0) =~ (1 )—E(e —1)

et on peut en déduire la valeur de U, solution de V.J(U,,; = 0)

25

Uyt =
vt e + 1

expression identique a celle obtenue par ’analyse directe. Si une perturbation & est faite
sur al'nous pouvonsl'a partir du systeme linéaire tangent au systeme d’optimalité (3.35)"
introduire les variables adjointes du second ordre (Q, R) et déduire le systeme adjoint au
second ordre analogue a (3.17)['qui est ici 'adjoint du systeme d’optimalité (3.35). Apres
les calculsI'nous obtenons comme systeme a résoudre:

dQ

i ) - 1 _
dt+aQ R

o ek =0 (3.36)
Q(1) =0
Q(0) =0

et la sensibilité est donnée par:

Ga)= [ IR P() — QU)X (1)) (3.37)

La résolution de (3.36) est menée selon 'algorithme décrit ci- dessus.
Soit v € R: posons R(0) = v. Nous cherchons alors v* tel que @(0) = 0. On a alors:

A S T
* 2 2e?
V= R(t)zea—l—l
Q1) = = [ (e ) o (et 1)

et en remplacant dans (3.37) X, P, (), R par leurs expressions respectives['nous avons:

20 [ 2e” e* — 1]

G(a):oz-(ea—l—l) e +1 o«
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qui est le résultat attendul'identique a celui obtenu par calcul direct dans cet exemple
simple.

Remarques

1) Dans ce méme exemplelnous pouvons considérer ¢ comme fonction composée de 3
(I’observation)'puisque 1’état optimal dépend des observations. Ceci est d’une tres grande
importance en assimilation de données ou les champs reconstruits et/ou les parametres
identifiés dépendent des observations. Il est donc possible de calculer la sensibilité d’une
réponse par rapport a une perturbation sur les observations.

On al'par calcul direct:

ap) = [ xn =211

aer +1)
2(e” —1)
a(er+1)
En appliquant la méthode de calcul de la sensibilité proposéel’le systeme au second ordre a

résoudre (3.36) reste le mémelet il garde donc la méme solution (@), R) calculée ci-dessus.
Par contrel'l’expression donnant le gradient devient:

2(e” —1)
ale” +1)

G'(a) =

vas) = [ "Rt =

2) Si nous considérons la fonction-cotut a 'optimum comme fonction de gli.e G = JI'
alors en résolvant (3.35) on obtient: R = 0 et () = P. Et la sensibilité calculée par la
méthode proposée ci-dessus est encore dans ce cas égale a celle obtenue par calcul direct.

3) Une application de la méthode ci-dessus a un modele non linéaire — = a - X?

avec la méme fonction cott J et la réponse G['donne la méme conclusion que pour le
modele linéaire étudié ci-dessus.

3.6 Sensibilité de la condition initiale optimale

Dans les développements faits ci-dessusI'nous avons calculé la sensibilité d’un critere
fonctionnel par rapport aux observations. Mais le but de notre assimilation variationnelle
étant de retrouver la condition initiale optimale U*I'nous pouvons aussi calculer sa sen-
sibilité par rapport aux observations. Le calcul de la sensibilité de U* se fait de facon
légerement différente de ce qui a été développé ci-dessus. Pour calculer cette sensibilitél’
nous nous servirons une fois de plus des hypotheses portant sur le Hessien.

Hypotheses

. obs . ’, N .
Soit X un vecteur d’observation fixé. Nous nous donnons les deux hypotheses sui-
vantes:
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H1) Il existe un voisinage Z autour de X7 tel que: VZ € yI'le probleme de minimi-
sation

J,(U7) = min J,(U) (3.38)

Ueld ,

admette une solution unique U T'avec J, la fonctionnelle d’écart a ’observation Z:
1
J1,(U) = 5 |I0(0) = Z]I, (3.39)

ou I'(+) est la composée de 'opérateur d’observation et du modele dynamique.
H2) Le Hessien de la fonctionnelle J oo

calculé au point optimal U = U;bs est continu
et coercifl'i.e si:

bs
H ' Hess Tya(U7,) (3.40)
alors il existe C' et a > 0 tel que

X < ClIX]
(HX,X) = ofX|*  vXeu,

Nous énoncons alors le résultat suivant:
Théoreme 3.6.1 Sous les hypotheses H1) et H2), lapplication

M: zZ — U,

7 — U (341)

ou U* est solution du probléme de minimisation (3.38), est Gateaux différentiable au point
Z

obs o, ,
X et sa dérivée est donnée par:

aM obs
— (X)) -6z=HTI")62 V67 (3.42)
a7
ou 87 est un accroissement de ['observation Z, [F’]t représente lopérateur adjoint du
lin€arisé de Uopérateur I, linéarisation faite autour du point U™ = M(XObL)
xobs
Démonstration

Soit V' = U_, I'espace des controles UT'et ‘H 1'espace des observations Z. Supposons
que V et ‘H soient des espaces de Hilbert. Pour des besoins de simplicitéI'nous identifions
V a son dual V.

On considere I'application GG qui a tout couple (U, Z) associe le vecteur gradient de la
fonction-cout calculé au point U avec 'observation Z:

G: VxH — V=V

(U, Z) — VJ,(U) (343)
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Compte tenu de (3.39)['G’ peut s’écrire sous la forme explicite:
G(U, 2) = [P(U)] - (1) = 7) (3.44)

Si U = M(Z)li.e. si U est la condition initiale optimale correspondant a ’observation ZT
la condition nécessaire d’optimalité nous assure que le gradient de J, calculé au point U
s’annule; 1.e.

G(M(Z),Z) =0 VZe Z, (3.45)

ce qui permet de définir une nouvelle application

G: H — V

7 — G(M(Z),7) (3:46)

et on a
G(Z)=0 VZeZ

Calculons alors les dérivées partielles Z—g e LV,V) et g—g € L(H,V). Soit U (resp.

d7) un accroissement quelconque de U (resp. 7). D’apres la définition de I"application ¢
(3.43)l'on a:

aG 9 =
o 0= (VI,(U)) - 6U = HessJ,(U) - §U (3.47)

et d’apres (3.44)['on a:

-7 §Z2=—["U) 62 (3.48)

. aG . obs <
La dérivée — calculée au point X " est donc H. Compte tenu de I'hypothese H2) et

grace au théoreme des fonctions implicitesI'nous en déduisons que M est différentiable en
X" Sa dérivée s’obtient en différentiant (3.45) et en utilisant (3.47) et (3.48):

0 = g—g .57
= g—g%—ﬂg 07+ g—g VA
— aa_]‘;az—[ -6z
o le résultat;
%_]‘24 82 =H - [D(U))-62 Y/
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C.Q.F.D. ]

Remarque

Dans le cas ou le modele I est linéairel'le Hessien H s’écrit:
H=T"T
Supposons que le vecteur d’observation X soit connu avec un bruit ~
Xy N

ou v est supposé étre un bruit Gaussien de matrice de variance-covariance 3., = B (’y . ’yt).
L’erreur de I'identification ¢ est aussi Gaussienne de matrice de variance-covariance

Se=H'-T"-%,.-T-H

Si les observations sont décorrelées entre elles et si chacune d’elles est de méme variance
o?Ten d’autres termes si la matrice de variance-covariance Y, = o?IdTalors on a:

Zg = O'QH_l

Dans la k¢ direction propre w0 du Hessien H correspondant a la valeur propre py, > 0I
la variance de 'erreur d’identification est —. Cette variance est d’autant plus petite que

pr est grand. Ainsi doncl'l’identification ﬁgns les directions propres correspondant aux
plus grandes valeurs propres du Hessien est tres peu affectée par les erreurs d’observationl’
et elle est par contre beaucoup affectée dans les directions propres correspondant aux plus
petites valeurs propres du Hessien.

3.6.1 Calcul pratique de la sensibilité de la condition initiale

Dans la pratiquel’on va calculer la sensibilité de la condition initiale optimale par
rapport aux observationsl'en perturbant le vecteur d’observation X par R

Soient U;bs = M(XObS) et V* = M(XObS + hObS). La sensibilité de la condition initiale

optimale dans la direction de perturbation 2™ est donnée par:
U* _ M(Xobs _I_ hobs) N M(Xobs)

. g . bs . .
ous voulons alors exprimer €n ronction de ’ . ruaisque & sont solutions du
N lons alors exp {7 en fonction de h™". Puisque U et V* sont solutions d
xobs

systeme d’optimalité (3.13) avec pour vecteur d’observation X" et X 4 1™ respecti-
vement. Des calculs algébriques simples montrent qu’en approximation au premier ordrel’
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U* est solution de:

X(0) =0~

L K O T P R S (3.49)
%Jra—X()'JraXQ()'—(—)

P(T)=0

P(0)=0

Nous énoncons alors le résultat suivantI'pour Uexistence et 'unicité de la solution /* du
systeme (3.49)

Proposition 3.6.1 Si le Hessien de la fonction cout par rapport aux paramétres de

controle U est inversible a Uoptimum i.e. pour U = U;bs, alors le systéme (3.49) posséde

une solution unique U™

Démonstration . .
Le systeme (3.49) étant linéaire non homogene en X et Pl'nous pouvons écrire:

P=P+P,
ou le couple ()N(, ]51) est solution de:
dX [oF .
12X
dt _8X( )
X(0)=0U~
N ] ] 3.50)
dp, [oF, 1 - [9°F nk e (
P (T)=0,
et ]52 est solution de:
dpQ aF ! ~ + obs
a [a—X(X)] = mh
P(T)=0

Le systeme (3.50) est identique a (3.21); comme nous 'avons déja vu ci-dessusl'il
s’ensuit que

P(0)=H U~

et nous pouvons alors caractériser U* par la condition d’optimalité
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i.e
H-U*+P(0)=0 (3.51)

ou ]52(0) et la perturbation induite sur le gradient de la fonction cotit par la perturbation
R*" sur les observations. Si donc H est inversiblelil existe une unique solution U* pour
le systeme (3.49)

C.Q.F.D. ]

Corollaire 3.6.1 Sous les hypotheses H2) et celles de la proposition (3.5.2), le systeme
(3.49) posséde une unique solution U*

Preuve

Les hypotheses de la proposition (3.5.2) et H2) nous assurent que H est symétrique
et défini positiflet donc il est inversible.

C.Q.F.D. ]

Remarque

Dans les conditions ci-dessusl'on a:
U* — —H_l . pQ(O)

ce résultat est identique & (3.42) car

Le calcul pratique de U* est fait par minimisation de la fonctionnelle:

F(0) = 5 {H -v.0), + (Ba(0).0)

par une méthode de type gradient conjugué.
Remarque

Le calcul de sensibilité ci-dessus est le développement détaillé de la méthode proposée

dans LE DIMET et NGODOCK [511'48['491'471'52'54'501°53].
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3.7 Application aux équations QG

Soit W un état initial des équations du modele QG. Pour calculer le produit du Hessien
en WO par un vecteur W selon la méthode proposée ci-dessuslil faut résoudre successive-
ment:

1. Equation quasi-géostrophique (non-linéaire):
Le vecteur d’inconnues est W.

U(t=0) = 0° sur )
0
aek(q}) + (W () + /) sur @ x [0,7]; k=1,N
+ (SkJ\f CB.A\I/N—A4.A2\I/k = [}
Ui(t) = Ci(t) sur 0Q; Vte[0,7]
o, = [B-LU], sur O x [0, 7] (3.52)
¢, =0 sur 92 x [0, 7]
/ Oy(t)de = 0 Vi€ [0, 7]
Q
A(WP) =0 sur 09 x [0,T]; k=1,N
2. Equation adjointe quasi-géostrophique:
Le vecteur d’inconnues est P.
oT
Pit=1T) = v Q
=) = ")
—QGZ(P) — AJ(Wy, Br) = W, J(9, P)
— J(Pp,0,(9) + f) sur @ x [0,T]; k=1,N
0
+ opnCB.APN — A4.A2Pk = —j(\p)
’ oV,
P.(t) = C}e(t) sur 0Q; Vte[0,7]
Xk = [B7.P], sur £ x [0, 7]
x1 =0 sur 02 x [0, 7]
/ () de = 0 Vi€ [0, 7]
Q
A(P,) =0 sur 09 x [0,T]; k=1,N
(3.53)
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3. Equation quasi-géostrophique linéarisée:
Le vecteur d’inconnues est W.

U(t=0) = v° sur

9 . R R

aek(q’) + J(‘I’kaek(q’) +f)+ J(\Ijk70k(\11)) sur Qx [0,T]: k=T,N

+ (SkJ\f Cp. AUy —A4.A2\I/k =0
i(t) = Cf(t) sur 0Q; Vte[0,7]
. ) (3.54)
b, = |BLY] sur Q0 x [0, 7]
®, =0 sur 92 x [0, 7]
dp(t)de = 0 vt € [0,T]

Q
A(\i/k) =0 sur 90 x [0,T]; k=1,N

4. Equation adjointe quasi-géostrophique au second ordre:
Le vecteur d’inconnues est P

. RT .
Pt=1T) = v Q
( ) aq}z(T)( ) sur
_EGZ(P) — AJ(Uy, B) — AJ(y, By
— W (W, P) = [W (W, P)
. . sur @ x [0,T]; k=1,N
5 B PT .
+ 5kN Cg. APy — A4.A2Pk = —j(\p)
’ ov?
Pu(t) = Cle(t) sur 0Q; Vte[0,7]
Xk = [B_t.p}k sur £ x [0, 7]
X1 =0 sur 9 x [0, 7]
/)Zk(t) dr = 0 Vi€ [0, 7]
Q
A(P) = 0 sur 092 x [0,T]; k=1,N
(3.55)
Le résultat du produit Hessien xvecteur est récupéré dans p(t = 0). Les seconds

membres des équations (2) et (4) sont des dérivations de la fonctionnelle sans-contrainte
J (1.20). Par exemple dans le cas de 1'observation complete de la fonction de courant en
surface on a:
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%(m ) gpl ];_qi;)bs) _ |(12—| [/Q (W, — w5 dy] Q) sik=1

¢ s [/Q (W, — w3 dy] () k>
ot %& . q; Bglll [/Q\Illdy] Q) sik=1
¢ %[/ﬁ@ldy] Q) sik>2

3.8 Résultats numériques

Des expériences numériques ont été faites avec le modele QG dans deux formulations
différentes: la formulation barotrope (une couche) d’une partl'et la formulation barocline
(trois couches) d’autre partI'toutes deux utilisées avec une basse résolution.

Dans chaque casl'le modele a été initialisé a zérol puis intégré sur un intervalle de
temps [0, To] suffisamment long pour éviter la phase de spin-upl'et c’est I’état du modele
a I'instant Ty qui est utilisé comme condition initiale.

La discrétisation est faite par différences finies homogenes en espace (Ax = Ay =
100kms)'pour un bassin carré de 4000kms de coté; et la discrétisation temporelle est faite
selon un schéma de type “saute-mouton”. Le pas de temps retenu dans les expériences est
de 4hT'et la longueur de la période d’intégration (et d’observation) est de deux mois.

Les observations sont généées par intégration du modele a partir de la condition initiale
de référence (décrite ci-dessus)'sur des pseudo - traces au sol de satellite['uniquement sur
la couche de surface. Ces traces sont simulées en supposant qu’elles sont des diagonales
croisées (montantes et descendantes) a l'intérieur du domaine. On a alors introduit deux
parametres (modpt et interv) permettant de faire varier la densité spatio-temporelle des
observations.

— interv décrit la distance (en nombre de pas de dicrétisation en espace) entre deux
traces consécutives. Par exemple interv = 1 indique que les observations sont faites
sur toute la couche de surface.

— modpt décrit 'intervalle de temps régulier qui sépare deux insertions des observations
dans le processus d’assimilation.

Pour mener 1’étude de sensibilité par rapport aux observationsl' ces dernieres sont
bruitées par une gaussienne (bruit blanc)l'et nous avons calculé la sensibilité V* de la
condition initiale optimale par rapport au bruit sur les observationsl’ainsi que celle des
criteres fonctionnels décrits dans la suite. Notons qu’on commet un abus de langage en
appellant V* la sensibilité de la condition initiale optimale. En réalité['V* est la dérivée
directionnelle de la condition initiale optimale dans la direction de perturbation du vecteur
des observations.
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Dans toutes les expériences ci-dessousl'la trajectoire de référence reste la mémelil en
est donc de méme pour les observations. Par contre la configuration des obsevations peut
changer'selon les valeurs de interv et modpt.

Nous présentons dans un premier tempsl'les resultats numériques du calcul de V*.
Ensuitel'nous présenterons les résultats du calcul de la sensibilité de 1’énergie cinétique et
de I’enstrophiel'pour chacun des modeles barotrope et barocline. Le vecteur de sensibilité
par rapport aux observations est un vecteur de la méme taille (dimension) que le vecteur
des observationsl'et nous en repré senterons 1’état initial et 1’évolution de sa norme au cours
du temps. Par soucis de représentations graphiquesI'nous supposerons que les observations
sont disponobles sur toute la couche de surface (i.e. interv = 1)['mais pas forcément en
tout temps. Les résultats ci-dessous correspondent au cas modpt = 6 i.e. les observations
sont faites tous les jours.

Ces derniers résultats sont comparés a ceux obtenus par 1’analyse de sensibilité n’uti-
lisant que 'adjoint au premier ordre.

3.8.1 Sensibilité de la condition initiale optimale

Cette sensibilité est en réalité une dérivée directionnellel'voir la section (3.6.1)
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F1G. 3.2 — état initial de référence (fonction de courant): dans le contexte du “twin experiment”,
c’est aussi l'état initial optimal.
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sensibilite de la condition initiale optimale: modpt=1
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Fi1G. 3.3 — Sensibilité de la condition initiale optimale. Ici, les observations sont introduites a
tous les points de grille (i.e interv = 1) a Uinstant initial.

sensibilite de la condition initiale optimale: modpt=5
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FiG. 3.4 — Sensibilité de la condition initiale optimale. Ici, les observations sont introduites

avec interv = 5.

67



Chapitre 111

sensibilite de la condition initiale optimale: modpt=10
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FiG. 3.5 — Sensibilité de la condition initiale optimale. Ici, les observations sont introduites
avec interv = 10.
sensibilite de la condition initiale optimale: modpt=18
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Fi1G. 3.6 — Sensibilité de la condition initiale optimale. Ici, les observations sont introduites

avec interv = 18.

Nous avons aussi introduit les observations sur toute la couche de surface par une
pondération spatiale dont les ceefficients en un point du maillage dépendent de la distance
des points aux traces les plus proches. Cela fournit des données plus régulieres et nous
présentons la sensibilité de la condition initiale optimale correspondante par rapport aux
observations:
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Fi1G. 3.7 — Sensibilité de la condition initiale optimale.

Pour le calcul de toutes les sensibilités ci-dessusI'nous présentons des courbes de taux
de convergence de la norme du résidu H - U + ]52(0) et de la norme du vecteur de
sensibilité U*. Les deux familles de courbes sont obtenuesI'au cours des itérationsI'en
divisant la norme du résidu a l'itération k& par la norme du résidu au point de départ de
la minimisation; il en est de méme pour la norme du vecteur de sensibilité.
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FiG. 3.8 — Convergence: norme du residu en fonction des itérations a gauche, et norme du
vecteur de sensibilité a droite. Les légendes A,B,C,D et F correspondent aux différentes configu-
rations d’observations considérées: interv = 1,5, 10, 18 et la pondération spatiale respectivement.

Nous remarquons une tres bonne convergence dans les courbes A et E. Ceci s’explique
par le fait que dans ces deux expériencesl'les observations sont disponibles sur toute
la couche de surface. Nous en donnerons plus d’explications au chapitre suivant car ce
comportement est lié au conditionnement du Hessien.

3.8.2 Sensibilité des criteres fonctionnels

Nous nous sommes aussi intéressés aux criteres (a des réponses) fonctionnels. Nous
les avons choisis de sorte qu’ils puissent représenter des grandeurs physiques du modele:
I’énergie cinétique et ’enstrophiel'qui sont définies par:

. Hy (T
EcingXo,) = 7/0 /D(V\Ilk-V\I/k)dxdt

Hy T
Enstk(Xobs) = 7/0 /D(A\I/k . A\I/k)dl'dt

ou l'indice k£ désigne la couche considérée. Ces quantités dépendent des observations du
moment que la fonction de courant est prise a I'optimum.

Le gradient de ces quantités par rapport aux observations est un vecteur qui a la
méme taille (dimension) que le vecteur des observations (en espace et en temps). Nous
choisissons délibérément ici de considérer les observations sur toute la couche de surface.
Nous pouvons alors présenter I’état initial de ces gradients et 1’évolution de leurs normes
au cours du temps.
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Modeéle a une couche

etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique par 'ASO
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Fi1G. 3.9 — Ftat initial du gradient de Uénergie cinétique par rapport aux observations.
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FiG. 3.10 — La courbe de gauche représente ’évolution (en fonction du temps) de la norme du
gradient de ’énergie cinétique; celle de droite montre la convergence du calcul de ’état initial
du gradient de ’énergie cinétique au cours des itérations.

Les mémes calculs sont faits pour calculer la sensibilité de I’enstrophie du modele:
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etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie par 'ASO
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FiG. 3.11 — Ftat initial du gradient de l’enstrophie par rapport aux observations.
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FiG. 3.12 = La courbe de gauche représente [’évolution (en fonction du temps) de la norme
du gradient de Uenstrophie; celle de droite montre la convergence du calcul de 'état initial du
gradient de ’enstrophie au cours des itérations.

Modele a trois couches

Pour I’énergie cinétique et 'enstrophiel'nous reprenons les calculs de la sensibilité par
rapport aux observationsI'mais cette fois avec un modele a trois couches.
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etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique (couche 1) par TASO
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FiG. 3.13 — Ftat initial du gradient de ’énergie cinétique de la couche 1 par rapport aux
observations.

etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique (couche 2) par TASO
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FiG. 3.14 — Ftat initial du gradient de ’énergie cinétique de la couche 2 par rapport aux
observations.

73



Chapitre 111

etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique (couche 3) par TASO
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FiG. 3.15 — Ftat initial du gradient de ’énergie cinétique de la couche 3 par rapport aux
observations.
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FiG. 3.16 — La figure de gauche représente l’évolution (en fonction du temps) de la norme du
gradient de ’énergie cinétique; celle de droite montre la convergence du calcul de ’état initial

du gradient de Uénergie cinétique au cours des itérations. Les légendes A, B, et C correspondent
respectivement auz couches 1,2 et 3.
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etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie (couche 1) par 'ASO
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FiG. 3.17 — FEtat initial du gradient de Uenstrophie de la couche 1 par rapport aux observations.

etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie (couche 2) par 'ASO

7"”“'\\ e
'}!‘ "",!.éf:fl!t{fﬁ“ N

l" i l;"i""’&’”/' "’,‘ &X \\ ‘\\ //
T ,A "

1le+06 -

500000

0

-500000

-1e+06

0

10

15 20

axe des x

30 35

40 0

Fi1G. 3.18 — Ftat initial du gradient de U'enstrophie de la couche 2 par rapport aux observations.
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etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie (couche 3) par 'ASO
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Fi1G. 3.19 — Ftat initial du gradient de Uenstrophie de la couche 3 par rapport aux observations.

FiG. 3.20 — La figure de gauche représente l’évolution (en fonction du temps) de la norme du
gradient de ’enstrophie; celle de droite montre la convergence du calcul de ’état initial du gra-
dient de Uenstrophie au cours des itérations. Les légendes A, B, et C' correspondent respectivement
aux couches 1,2 et 3.
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Commentaires

Les champs reconstitués par 'assimilation variationnelle de données sont donc bien
sensibles au bruit sur les observations. Cette sensibilité est d’autant plus importante que
la densité spatio-temporelle des observations est faible: c’est ce qu’on constate dans les
figures représentant la réponse de la condition initiale optimale suite a une perturbation
sur les observations.

En effetI'la sensibilité est calculée par inversion du Hessien dont le conditionnement
dépend de la densité spatio-temporelle des observations (cf chapitre V). La sensibilité des
champs reconstitués implique celle des quantités (physiques) diagnostiques du modelel’
notamment 1’énergie cinétique et ’enstrophie.

D’autre partl’on remarquel'lorsqu’on regarde 1’évolution de la norme du gradient
(sensibilité) de I'énergie cinétique et de I'enstrophie au cours du tempsl'que la couche de
surface est plus sensible aux observations que celles du milieu et du fond. Les trois courbes
sont croissantesl'ce qui signifie qu’elles sont plus sensibles aux observations finales qu’aux
observations initiales. Mais cette derniere remaque est étroitement liée a la dynamique du
modele.

3.8.3 Comparaison

Nous avons présenté ci-dessus les résultats de sensibilité calculés par les équations
adjointes au second ordre. Il est aussi intéressant de comparer ces résultats avec ceux ob-
tenus par les équations adjointes au premier ordrel'comme nous 1’avons fait pour ’exemple
d’illustration. Nous nous replacons alors dans le contexte d’expérimentation ci-dessusl'et
nous reconsidérons les “réponses” diagnostiques ci-dessus: ’energie cinétique et I'enstro-
phie.

Le gradient de la “réponse” par rapport aux observations est un vecteur appartenant
au meéme espace que le vecteur des observationsl'et on sait calculer son état initial et son
évolution au cours du temps. Par les équations adjointes au premier ordre (APO)I'cet état
initial est donné par Q1(0) (voir (3.32)) et par les équations adjointes au second ordre
(ASO)I'Tétat initial du gradient de la réponse est donné par v* (voir (3.33)1(3.34)). Dans
ce qui suitI'nous comparons ces deux vecteursl'ainsi que I’évolution de leur norme au cours
du temps (par intégration du modele linéaire tangent). Pour des soucis de représentations
graphiquesI'nous avons considéré que toute la couche de surface est observée.

Nous présenterons dans un premier temps les résultats obtenus avec le modele ba-
rotrope (une couche)l'ensuite nous considererons le modele a trois couches dont nous
présenterons les résultats de comparaison pour chaque couche.
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Modeéle a

etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique par TAPO
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etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique par TASO
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FiG. 3.21 — FEtat initial du gradient de ’énergie cinétique par rapport aux observations, par la

méthode APO (a gauche) et par la méthode de ASO (a droite).
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Fi1G. 3.22 — FEvolution au cours du temps de la norme de la sensibilité de énergie cinétique par

rapport aux observations. La figure illustre la comparaison des résultats obtenus par les méthodes

APO et ASO respectivement.
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etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie par 'APO etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie par 'ASO
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Fi1G. 3.23 — FEtat initial du gradient de ’enstrophie par rapport aux observations, par la méthode
APO (a gauche) et par la méthode de ASO (a droite).
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FiG. 3.24 —  Fvolution au cours du temps de la norme de la sensibilité de U'enstrophie par

rapport auxr observations.
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etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique (couche 1) par lAPO

5e+09
4e+09
3e+09
2e+09
le+09

0
-le+09
-2e+09
-3e+09
-4e+09
-5e+09

axe des x

Fig. 3.25 -

Modele a trois couches

-2e+06
-3e+06

20

25
axe des x

e
A

i
3e+06 -
\ ' \’\‘ ’ ,\,"/ \.\.’\ ’ ’ “4
i:zz F ‘ ”" ’ ] \“A\""./ ‘4?:‘4‘ Q 4‘;;",1,\\,'{!\’2",
B \\\l ’/‘bam«\' /"’ o »‘(»,"///l'
TR

etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique (couche 1) par ’ASO

(kib‘ s,
\' ‘ MV‘

40

35
30
25

axe desy

30
35 40

Etat initial du gradient de Uénergie cinétique de la couche 1 par rapport auzx
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F1G. 3.26 — FEvolution au cours du temps de la norme de la sensibilité de l’énergie cinétique de

la couche 1 par rapport auzx observations.
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Fig. 3.27 -

etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique (couche 2) par lAPO
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etat initinal de la sensibilite de I'energie cinetique (couche 3) par lAPO
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Fi1G. 3.30 — FEvolution au cours du temps de la norme de la sensibilité de l’énergie cinétique de

la couche 3 par rapport aux observations.
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etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie (couche 1) par TAPO etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie (couche 1) par TASO
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Fi1G. 3.31 — FEtat initial du gradient de Uenstrophie de la couche 1 par rapport aux observations,
par la méthode APO (a gauche) et par la méthode de ASO (a droite).
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etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie (couche 2) par TAPO
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etat initinal de la sensibilite de I'enstrophie (couche 3) par TAPO
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par la méthode APO (a gauche) et par la méthode de ASO (a droite).
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Conclusion

Les résultats de comparaison ci-dessus illustrent bien la différence des résultats de
sensibilité obtenus par les méthodes APO et ASO respectivement. Comme nous 1’avons
décrit théoriquementI'cette différence est fondamentale car elle montre numériquement
que selon qu’on applique la théorie générale de I'analyse de sensibilité au modele direct
(APO) ou au systeme d’optimalité (ASO)I'les résultats ne sont pas les mémes.

On constate dans les résultats d’évolution des normes des vecteurs de sensibilité que
les normes obtenues par la méthode APO sont plus grandes que celles obtenues par la
méthode ASOI'pour le modele considéré. On en conclut que la méthode APOT'qui n’est
pas la bonne pour le calcul de la sensibilité en assimilation variationnellel'conduit a une
surestimation de la sensibilité. CependantIT’inverse (i.e. la sous-estimation de la sensibilité
par la méthode APO) pourrait se produire pour un autre modele.

Notons par ailleurs que 'une des raisons importantes de cette différence réside dans
le fait que la condition initiale (V*) permettant de calculer la sensibilité (par la méthode
ASO) a été obtenue par inversion du Hessien via la minimisation d’une fonctionnelle
quadratiquel’alors que la condition initiale (1(0)) pour le calcul de la sensibilité par la
méthode APO ne réalise pas le minimum de cette fonctionnelle.

3.8.4 Coiut de la méthode

Le calcul de la sensibilité selon la méthode décrite ci-dessus nécessite la résolution du
systeme d’optimalitél'qui se fait par des algorithmes de minimisation de type méthodes de
descente. Les propriétés de la fonction-cout ont ici toute leur importance dans la conver-
gence plus ou moins rapide de la minimisation. Une autre partie de cette importance est
attribuée a la connaissance d’un bon point de départ (first-guess). Mais la connaissance de
I'optimum est toujours approximative par le biais des criteres d’arrét de la minimisationI’
principalement:

— le nombre d’itérations: une itération de la minimisation comprend l'intégration du
modele direct et celle du modele adjoint.

— la norme du gradient lorsqu’elle devient petite; ceci dépend des problemes

Ensuitel'il faut minimiser (3.34). Et pour cela il faut mettre a jour le produit H - V
a chaque itération['Q)1(0) étant calculé une fois pour toutes au début de la minimisation.
Cette mise a jour nécessite la résolution du systeme (3.29) qui suppose qu’on a stocké les
états direct et adjoint. Une itération de cette seconde minimisation a un coit de calcul
quasiment égal a celui d’une itération de la minimisation de la fonction-cout. S5i Cy est
le cout de calcul (en temps C.P.U. machine (CRAY)) de I'intégration du modele directI’
la minimisation de la fonction-cout revient a 2/N;Cyl'ou N; est le nombre d’itérations
utiliséesl'et la minimisation de (3.34) revient a 2N;Col'ot Ny est le nombre d’itérations
utilisées. D’autre partl'la vitesse de convergence des deux minimisations dépend du condi-
tionnement du Hessien HI'et on peut en déduire que N; ~ N, si les points de départ de
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la minimisation sont convenablement choisis dans les deux cas. En ajoutant les deux in-
tégrations correspondant respectivement au calcul de 1(0) et de la sensibilitél'on a un
cout total de 2(2/N; + 1)Cy.

Si I'on avait calculé la sensibilité (par les équations adjointes au premier ordre) juste
apres la minimisation de la fonction-coutI'le cott serait de (2N; 4+ 1)Cy

D’autre partl'le calcul du produit Hessien x vecteur nécessite le stockage de 1’état
direct et son adjointI'pour le calcul de ’adjoint au second ordre. On a donc besoin d’un
espace mémoire deux fois plus grand que pour le calcul du gradient.

L’utilisation de I’adjoint au second ordre coute donc deux fois plus cher que 'utilisation
de I’adjoint au premier ordrel’en termes de coit de calcul et d’espace mémoire. Nous
retrouvons le fameux probleme bien connu sous le nom du Rapport qualité-priz. Pour la
méthode proposée dans cette étudel'le rapport qualité-prix est donc élevé.

3.9 Analyse de sensibilité et prévision

Dans la plupart des casl'les observations sont bruitéesI'et nous ne pouvons ignorer
I'influence de ce bruit lorsque nous utilisons ces observations dans des processus d’assi-
milation de données. La prise en compte du bruit sur les observations est d’autant plus
importante que les résultats de 1’assimilation sont utilisés pour faire de la prévision (c’est
le cas en océanographie et en météorologie et dans plusieurs autres domaines). Il est alors
nécessaire d’estimer 'erreur de prévision que 'on commet. La prévision étant faite par
intégration du modele direct avec pour condition initiale I'la condition initiale optimale
résultant de l'assimilationl'’erreur de prévision est calculée par intégration du modele
linéaire tangent au modele direct avec pour condition initiale la sensibilité de la condition
initiale optimale par rapport au bruit sur les observations: V*.

Il faut donc étre tres précis et rigoureux dans le calcul de V* si 'on veut faire une
bonne prévisionl'car un “mauvais” calcul de V* implique un “mauvais” calcul de I'erreur
de prévision et donc une “mauvaise” prévision (et des conséquences plus ou moins graves?)

Si nous connaissons le bruit sur les observationsI'nous pouvons utiliser I’algorithme
proposé ci-dessus pour le calcul de V*I'qui fait intervenir la résolution du systeme adjoint
au second ordre. Nous ne pouvonsl'dans ce cas précisl'éviter cette résolution qui est
somme toute cotteusel'car V™ représente la sensibilité de la condition initiale optimale
par rapport au bruit sur les observationsl'et les observations n’apparaissent pas comme
parametres explicites dans le modele directI'mais dans le systeme d’optimalité.
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Chapitre1v:

L’existence et I'unicité de la so-
lution du modele Q.G. adjoint au se-
cond ordre.

4.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre précédant qu’en assimilation variationnelle I'le calcul de
la sensibilié se fait par inversion du Hessien dont le produit avec un vecteur est obtenu
par la trace de la solution de I’équation adjointe au second ordre sur ’espace de controle.
Cela nécessite la résolution au préalable de I’équation directe non linéairel'de 1’équation
directe linéarisée autour de la solution de I’équation directe non linéairel'et de I’équation
adjointe.

L’existence et 1'unicité de I’équation Q.G. directe ont été étudiées et démontrées par
C. BERNIER [4].

L’existence et I'unicité de 1’équation Q.G. linéarisée et adjointe ont été étudiées et
démontrées par B. LUONG [68]. Les hypotheses garantissant I'existence et 1'unicité de
I’équation linéarisée se transposent dans le cadre de 1’équation adjointel'moyennant des
hypotheses de régularité du second membre de 1’équation adjointe et de sa condition
finalel'qui dépendent essentiellement de la régularité des observations. Par le moyen d’un
changement de la variable de temps (¢ = T'—t) dans la résolution de I’équation adjointel’
on peut conserver le méme cadre fonctionnel que celui de la résolution de I’équation
linéarisée. Ainsi doncl'l’équation adjointe au second ordre étant la linéarisée de I’équation
adjointel’garde aussi le méme cadre fonctionnel. Ceci s’explique par le schéma suivant.
Supposons que U,; et V sont des Hilbert. On a:

équation directe:

U 225V
ug — Sol(ug) =V
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équation directe linéarisée:

D.Sol
—

Uag L (U, V)
ug > Sol(ug) = DV (ug)

et donc la dérivée directionnelle de la solution de I’équation directe dans la direction
est U(ug) = DU (ug) - & € V. Clest la solution de I'équation linéarisée.
D’autre partI's’il existe un Hilbert H qu’on identifie a son dual H' et tel que:

VcHCcCV

avec inclusions continues et denses['alors sous des hypotheses de régularité du second
membre de I’équation adjointe (notamment si ce second membre est dans H)['et de sa
condition finale['on peut encore chercher la solution de 1’équation adjointe dans V. Soit
P € V. On a formellement:

(P, W (uo) - a)v = ("U(uo) - P,a>U, ,

ad'~ ad
ie.
tD.Sol
V Rt /

ad
P o W(u) P

De fagon plus précisel'dans le cadre de I"assimilation variationnelle dans un modele d’évo-
lution (ce qui est notre cas)I'si nous supposons que le second membre de 1’équation

adjointe est dans H et si Vy;, désigne 'espace des conditions finales du modele directl’
alors la solution de I’équation adjointe définit une application:

P :' me — V
ugmzufm(uo) — P(Ufm)

Usin(ug) désigne 1’état final de la solution du modele direct linéarisé avec ug comme état
initiall'et on a:

tq/(uo) - P =Py, (P(us;,)) = Gradient de la fonction coiit € U, (4.1)

ou Py, est opérateur de trace sur I'espace de controle.

Or la dérivée directionnelle du gradient en ug dans la direction @ donne le produit
du Hessien en ug appliqué a @. L’égalité (4.1) ci-dessus nous montre que ce produit est
obtenu par la trace sur U,y de la dérivée directionnelle P de P dans la direction @l'ou
P est la perturbation induite sur P par la perturbation g autour de ug. Si Q désigne la
différentielle de P en uglalors P est donné par:

Q : me — ,C(me,V)
ugm — Q) (ugm) : Q (ugm) -ag”” —PeV
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et on a:

Pu., (]5) = Hess(ug) - g € U!,

Nous cherchons donc la solution @) = ) (ugm) . ag”” du linéarisé de ’équation adjointe (i.e
I’adjoint au second ordre) dans VI'c’est-a-dire que nous conservons le cadre fonctionnel
de D'existence et 1'unicité de la solution de I’équation linéarisée pour la résolution de
I’équation adjointe au second ordre.

Remarque

Ceci n’est valable que dans le cadre restreint ou les observations sont régulieres en
espace et en temps. Dans le cas des observations ponctuellesl'le second membre de 1’équa-
tion adjointe et celui de ’équation adjointe au second ordre font intervenir des masses
diracs. Il faut alors chercher leurs solutions dans des espaces de distributionsI'notamment
par 'utilisation des noyaux de Green. Nous n’abordons pas ce cas dans ce chapitrelle but
étant juste de légitimer 1'utilisation du Hessien.

Rappelons 1’équation Q.G. adjointe au second ordre:

9%
Q’“;T) = gy
——0L(Q) — AT (Ui, Qi) — (W' J(U, Q)] — J (Qn, 06(¥) + f) +
ot - (4.2)
+8 NCBAQN — A4A?Qy =
9% ~ - -
= 6—\11,3(ql) + AJ Uy, P) + W I (0, P)}k +J (P 0x(1))
avec les conditions aux limites:
Qut)=C¥®1)  swr o , vte[0,T]
Xk(t) = {B_t : Q}k dans  x [0,7]
x1=0 sur 92 x [0, 7] (4.3)

/Xk(t)dl' =0 Vte|0,T]

AQr=0 sur 0Q x [0, T],k=1,...,N

Nous rappellons aussi que ¥, ¥ et P désignent respectivement les solutions des équations
directe non linéairel'directe linéarisée et adjointe.
Posons:
0]

P o= aq}i(q;)+AJ(iI3k,Pk)+[Wt-J(\ThP)]ﬁJ(ka@k(q’))
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0*J
G = ——(V
ST
t" = T —1t (changement de variable en temps).

Par abus de notationsI'l’équation (4.2) s’écrit encore sous la forme:

Qr(0) = Gy,
%e;(@) + AT (Qr, Ue) + (W J(Q, 0)] - (4.4)

—J (Qr, 01 (W) + f) + S nCBAQN — AN*Q, = Fy,

avec les mémes conditions aux limites (4.3)
Pour démontrer 'existence et 'unicité de cette équationl'nous supposerons fixés la
condition initiale Gy et le second membre FjI'et nous établirons des majorations a priori

de la solution Q) de (4.4):
~ majoration de (Qy) dans L? (O,T; HQ(Q))

— majoration de (%) dans L? (O,T; Hl(ﬂ))

~ majoration de (Qy) dans L? (O,T; HS(Q))

Emsuitel'nous donnerons une démonstration de l'existence et I'unicité['grace a ces trois
majorationsl'par la méthode de Faedo-Galerkinl'dans un cadre fonctionnel que 'on pré-
cisera.

Remaque

Cette démarche s’inspire de la démarche faite par B. LUONG [68] pour la démonstra-
tion de 'existence et 'unicité de la solution de I’équation Q).G. linéarisée. Notons aussi
qu’une deuxieme démonstration de I'existence et 'unicité de la solution de I’équation Q.G.
adjointe au second ordre peut étre faite par la méthode de régularisation elliptique J.L.
LioNs [66]'exactement comme ’a fait B. LUONG pour 'equation Q.G. linéarisée.

Nous rappelons aussi les inégalités de Gagliardo-Nirenberg (cf H. BREZIS [6] pp. 194 —
195) et Holder ([6] p. 56):

Inégalités d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg:
Soit Q un ouvert borné régulier de IR".
— Soit w € LP(Q)N W (Q) avec 1 <p<ooetl<r<oo. Alorsu € WH(Q) ou g

I 1/1 1
est la moyenne harmonique de p et v, c.-a-d. — = = (— + —), et:
g 2\p r

1/2
[ Dul|rogy < C.llullifs.

ull ey (4.5)
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— Soit w e LYQ)NWE(Q). Soit 1 < q<p<oco. Alorsu € LF(Q), et:

q
lullzei@y < C-llullzaio el () avee a =1 =2, (4.6)

Inégalité de Holder:
Soient f1, fa, ... fr des fonctions telles que
1 1 1

1
el ()1 <i<k avec — = —+ — + ... — < 1.
P P P2 Pk

Alors le produit f = fifs... fi appartient a LP(Q) et
[ llzr@) < IAllze@y - L fal oo )- (4.7)

4.2 Majoration de Q dans L? (0, T; H?(Q2))

Dans cette partiel'nous allons multiplier la ki*me équation Q.G adjointe au second ordre

(4.4) par #Foﬁ V}, représente les fonctions de courant nulles au bord correspondant a
3

ViI'c’est-a-dire:

Ve = Vi Vi, 1(9) (4.8)

Nous allons établir la premiere majoration a priori en prenant Vi, = @rl'en intégrant
en temps et en espace et en sommant les N produits obtenus: On obtient alors 1’égalité
suivante:

N o T 8 VoI B

k=1 Hk
>l [ t N o A o
+kz=;_ko/! W Q. 0)] Qrdedt - ];—kO/JJ(Qk,ek(q;)Jrf)dede
CB

O‘\’ﬂ

N Q k=1 k=1

N 1 T L N 1 T L
AQNOndwdt — 42?//A2Qk62kdxdt _ ZF//Fkadxdt
k 0 Q k 0 Q
(4.9)

¢ Premier terme:

0,.(Q)Qrdxdt

SIS

M=
==

O‘\’ﬂ

o
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N 0
Z/a— HQ) gzd = Z /AQkadSL'—I-

k=1
+§: f (Qk-l—l B %) 8 (% B Qk—l) Qk _
Gepr2 \Hevr  Hi) gy \Hr  Hp Hk

k=1
Mol / — = Qi1 Qr\ [ Qe Qk
-y — [ VO~ Y p /( ——) ( ——)d
kZ::l Hy J kZ::l kH/QQ Hypw Hp) \Hppr o Hy
2
Ol Pry1/2 = — 0 Ainsil'grace au lemme (4.2.1) suivantl'on a:
gk-|—1/2
2
_Z/_et o AT = Z /HVQkH dzr + Zpk-l—l/?/ (Qkﬂ — %) d
Hypr  Hy

(4.10)

Lemme 4.2.1 On a [’égalité suivante:

O O\ (T T, [ (Qn @V,
Q/(Hk"'l Hk) (Hk-l—l Hk)d _J(Hkﬂ Hk) d (4.11)

Démonstration
Qk def Qr Qr / Qr
— = - d — Q
H, H, Hk|8ﬂ H, |aQ €2
_ /X1dl’ ]
Q» I N B 1 X 1
—dr=—|B"-| : = — Bl/ ‘de = —B / dx
JHk i, : Hk; k]Q X i, le X1
/XNdSL‘
L Q Jr

B
On normalise B de telle sorte que H—lk =1 VEk
k

Qr
:>/ d:z;—/xld:zj vV ok :>/ kd:z;—/xldx Hk|89-|ﬂ|
Q
Hk/xld:zj —/de:p o /de:p /de:p
— SR 2R (¢ 1o
= @ag 10| ﬁ[—[k H;, 19| )+ H |9 ()
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- [(Fe-) - (T - )= [ (-2 [
/del‘ /QTde 0 /dex /Qkﬂd:p

W) + E&— () — 25 4 & mo) —&— 1
o M e Y T e Y T T )

(@ QY L (G Y, [(Tm @
_J(Hkﬂ Hk) dot 19| J(Hk-l—l Hk)d J(Hk-l—l Hk)d

=0 normalisation ci-dessus

(Q)| da =

Un calcul similaire faisant intervenir 'opérateur de dérivation partielle en temps —

ot

et I'intégration de 0 a 7" nous donne:

N o4 T, v
_ _ Yot - _ a9
kZ_:l i / / 5704(Q)Qudrdt kz_jl T / £V QN Qudrdi+
B 0 Q - 0 Q
N-1 T
g Q1 Qk Qrt1 Q'
+ ];pkﬂ/zo/zat (Hk-H AV dxdt

et on a alors:

NoLorrd o,
) - /% Q) Ordadt =
k=1 k5 g
1 7d [ N 70 (Qun Q)
S VO dz + —( ’“*1——’“) dx | dt
QO/dt ,; k/” Qi ,;p’““”/&!at Hypr My
: f: 1 /HVQ [ +Z / (Q’““ Q’“)zd N (4.12)
== — x p - — x .
2 k=1 "tk 2 ’ k=1 b Ot \ Hyy1 Hy, —o

¢ Deuxiéme terme:

~

i 1

k=1 k

or\

/AJ Qu, U3) Opdadl
Q

[ AT@QuwQrde “=" — [V(Qu )V Qude

Q Q

Green /J(Qk, U )AQrde

Q
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/J(Qk,q;k)A@dx - /J(Qk,kllk)Adex
Q

Q

D’autre partl'on a:

Lemme 4.2.2 Soient u VU deux fonctions de H*(Q) dont les traces sur le bord 905

sont constantes. Alors on a:
Oru_| (90" _ (9)’
oz dy

2 0xdy

/J(u, VAU =
Q

Pu Q*ul| OV OV
oo [ ] S

(4.13)

Démonstration

/J(u, W AVdr = [ (0¥, — uy0,) (U, + Uy, ) do

Q
(U Vo + up W, Wy, — uy VoW — u, W, 0, ) da

1
(W, W = Wy d 5 [ [0a(92), =y (W2),] da
Q

—(u V)V, + (uy¥,), U, do + / Uy Wy, Won, do
50

[y do t 5 [ (W), — g (W) ] do
[219) Q

- / (W Wy — 1 Woy Wy 4 10y, W, U, + 1y W,y W, ) die
Q

1
—|—§/[u$(\1112/)y — uy(\Ili)x] dx —I—/ux\I/y\lenw — u, U, U, n, do
Q EIY)
= / (—Upy + Uy )V, U, dr + / (—up VU, + uy U, W) de
Q Q
1
—|—§/[u$(\1112/)y — u, (V2),] dz —I—/ux\I/y\lenw — u, U, U, n, do
Q a0

1
= [t )0 5 [ [ua(92), 4 0y (92).] da
Q Q
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1

—|—§/ —uy(\Il )] d:z:—l—/ux\Il Uon, —u,V,W,n,do
= / — Uy + Uy )V, W, da
Q

+s / i (W2) — (W) e+ [ el + a2 d

—I—/ux\I/y\Ill,nx do — /uy\I/l,\Ilyny do
a0
[0 A dr = [~ + )00, do +/[uw(q;§) — 1y (U2)] da
Q Q
—I—/ul,\I/ |\ nxda—/uylll v, n, do
a0

—|—§ / —ulllliny + uy\I/f/nx do + 5 / ux\I/f/ny — uy\I/inx do.
Q Q

Il nous reste a vérifier que les intégrales sur le bord 9 s’annulent. En fait on va
couper les deux premieres intégrales sur d€) en deux pour sommer avec les autres

termes.
1 / 1 1 ov
= [ u, U, Wyn, do — = / ux\I/iny do = — / uzV,— do = 0.
28&2 28&2 28&2 or
1 1 G
——/uy\I/ V,n, do+ = /uy\I/ nydo = —/uy\I/ya—da = 0.
2 2 or
a0 a0
Et
1 1 1 ov
§/ux\11y\11xnl, do + §/uw\113ny do = §/ux\11ya—n do. (4.14)
a0 a0 a0
1 1 1 ov
—3 / u, VU, Wyn, do — 5 / u,Vin,do = —3 uy\lea—n do. (4.15)
a0 a0 a0

Et finalement la somme de (4.14) et de (4.15) donne:

OudVv  Juodv\ oV

C.Q.F.D.
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Lemme 4.2.3 On a la majoration:

>

k=1

<

L] re00 a0
0 Q

C
< H\I’HL“(O,T;H%Q)) (E HQH%%O,T;Hl(Q)) + aC HQH%?(O,T;H?(Q))) (4-16)

ou C' est une constante positive qui ne dépend que de ,T, des parameétres du modeéle,
et a est une constante arbitraire dans IR}

Démonstration

Grace au lemme 4.2.2 et I'inégalité de Holder on a:

Qr) AQrdz| < || (W, Qr) AQk[ 11 (g

Holder

Jp*wi],.,, ooy
< ¥l HDQHmm)

2

D’apres I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (4.5) appliquée a u = DQTavec
p=4, ¢=2, n=2, a=1/2l'on a:

1DQl 40y < 1DQIIA HD@H% < QN lQNH )

1DQ[74q) < ClIQIm @@l r20) < — HQHHl +aC [|QllF2q)

et donc on a:

I (4, 1) AQl1 0y < 1y (= 1@ +aC Nl

et en appliquant I'inégalité de Holder a I'intégrale en tempsl'on obtient le résultat

de lemme 4.2.3 [ |

e Troisieme terme:

ngi/T/ (WI(Q. )] Qrdadi

k=1 k
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Lemme 4.2.4 On a la majoration:

ngi/T/ (WI(Q.w)] Qrdeds

k=1 k

<

C
< H\I’HL“(O,T;H%Q)) (E HQH%%O,T;Hl(Q)) + aC HQH%?(O,T;H?(Q))) (4-17)

ou C' est une constante positive qui ne dépend que de ,T, des parameétres du modeéle,
et a est une constante arbitraire dans IR}

Démonstration

On a:

N Hélder
> < W 17(Q, )] 22| Q22 s

k=1

1 t .
EJ (WiI(Q.v)] Qrde

: 0Q, 0%, 9Q, 0w\ [
_ B <
/|J(Qk7q}k)| dx J‘( dr Jy  Jy Oz )‘ s

Q
9Qp\? (00, ° Qe \? (90 ° 0Qk| |0V | |0Qk| |0V
<
_J (8:1;) (8y) +(8y oz 2 dx || dy || dy || Ox da
0Qr  0Qy[ 0w, 9T, [ ) )
< < ().
g P e N

< C | DQi7e (o) 1D 74(q)
et on a donc:
1T (Qr, W) 1720y < C - 1DQk|| L@l DV Lo(s)

MaisI'd’apres I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (4.5) avec r =2, ¢ =4, p = ool'on
a: ||DWyllpaq) < C - H\I}kH%32(Q) H%Hiﬁz(g) . D’autre partl’ H*(Q) = W*%(Q) s’in-
jecte de fagon continue dans L°(€2). On a alors:

[1DWk]| sy < C - |Vl m2a)
De méme on a:

1DQxIrs0) < O | Qll2(0
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D’ou:

ZHL/ (WiI(Q.w)] Qrde

k=1 k Q

< WA 1@ W)l 2 Q220

< C 19l Qe | QN ey
< 9l (S 1QU @)+ aC QN

Il suffit alors d’appliquer l'inégalité de Holder sur l'intégrale en temps de cette
derniere majoration pour obtenir le résultat du lemme (4.2.4) [

N

¢ Quatrieme terme:

T

N
_y 1k //J Q. 04(V) + f) Ordadt
0 Q

k=1

— [ J(Qu04(%) + /) Qi =

Q

2 [ (Qur) (0:9) + ) dx_aé Qi (0(W) + f) do

Q
=0

Doncl

k=1

N T
> ://J (Qr, 05(P) + f) Qpdzdt = 0 (4.18)
0 Q

e Cinquiéme terme:

Cy [ AQNOndadt
H—NO/J OnQndx

J AQnQdr T - J IFQu|fde + [ Z2

N— ——
=0

Doncl

Cy [ Cy [
——B//AQdexdt - —B//WQNdedt (4.19)
HN 0 Q HN 0 Q

100
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e Sixieme terme:

N 1 T
~A Y o [ [ AQuQdaar
k=1 k
0Q

/ A2QOpdz =™ / VAON Qpd + / (AQ,) Qrdo

=0

Creen /AQkAdeSL’ - /AQk% (@) do
0 59

DoncI’
N 1 T N 1 T
43k / / A2QQudadt = ALY — / / (AQ)? dedt (4.20)
k=1 H, k=1 H;,
= 0 O - 0 Q
e Septiéme terme:

N 1 T
> o [ [ BQudadr
izt He 0 Q

Notons d’abord par A;' I'inverse de I'opérateur laplacien pour le probleme de Di-
richlet homogenel’ c.-a-d. u = A} f est définie comme la solution dans H(Q) du
probleme:
Au = f dans  €;
{ 0 sur of. (4.21)

u =

On remarque que A o A7 = Id(H=*(Q)). Appliquons cela & F},:

/Fk@dx — /AA;le@dx
Q Q

ONJ'F),
0

Green _/ﬁAgleﬁdeH/ Or do
Q 219

an

Gircen /AlekAde:z;— /Alek
an

=0
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On peut maintenant majorer notre terme:

N T N
> H, / / FeQrdedt] < C.) (HAkaHH(O,T;L?(Q)) HAQkHL2(O,T;L2(Q)))
k=1 0 Q k=1

N
< O r20.m;m209) D 1AL Frllr20.7:02(0) -
k=1

. de N _
Soit F'= (Fi, Fy, ... Fy)['posons ||F||-2.0 24 k2—31 HAlekHL2(O7T;L2(Q)). On a:

< CUV 202,200 || F Il 2.0

N T
k=10 @

C
< Of-CH\I’H%?(o,T;m(Q)) + EHFHQ—;Q- (4.22)

(ot a un nombre que l'on peut choisir arbitrairement dans R} ).

Nous pouvons maintenant énoncer notre premiere majoration a priori:

Proposition 4.2.5 On a ['inégalité suivante :
t=T

_|_

i = = Qry1 Ok ?
o fise s Snf (22 %)
k=1 a k=1 a k41 k

t=0
T A N T
—|—HNCB//HVQNH2dxdt—|— fZHk//(AQk)dedt <
0 Q k=1 0 Q
< CQ, T, W) NP, 0 (4.23)

ou C(Q,T,¥") est une constante qui ne dépend que de Q, T, des paramétres du
modéle et de H\I}refHLOO(O7T;H2(Q)).

Démonstration

Faisons d’abord le changement de fonction inconnue ¢(t) = e™™MQ(1) out A est un réel
positif que 'on précisera dans la suite. La nouvelle inconnue ¢ vérifie I’équation:

D01 (6) + ML) + Ad (6 B) + W (6, 0)] —

ot
_J(Qbk, ek(q}) + f) + 5k,NCBA¢N — A4A2¢k - ﬂ
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L’existence et 'unicité de la solution du modele ().G. adjoint au second ordre.

On voit alors apparaitre le terme A} (¢) qui ne figure pas dans 1’équation Q.G. adjointe au
second ordre vérifiéeI'par QTet le second membre F), est multiplié par e, Pour simplifier
les notationsl'on fait 1’abus de noter ¢ par (). En appliquant les résultats donnés par:
(4.12)[{4.16)1{4.17)[{4.18)I'(4.19)1{4.20) et (4.22) on obtient:

1 N 1 - 2 N-1 Qk-l—l Qk
3 LZ::I EJ HVQkH dx + kZ::l pk+1/2! (Hk-H Hk) dx

t=0

N ’ 2 N-1 x Q Q 2
= k k
VS g [ (IS e S | [ (et = ) ] +
} T , N o T
—//HVQNH d:z;dt—|—A4Z?// AQ,)? dedt <
Q k=1 kG g
< 2@l +arCy O) ¥
20,5m(@)) T 1O Q720,752
C
a0y HQHL2(O,T;H2(Q)) + a_j HFH2—29 (4.24)

On commence par choisir oy et «ay assez petits'en utilisant la propriété de régularité de
I'opérateur inverse du laplacien de sorte que:

Aa
2

N 1 T ,
(@i + aCo)lQl ey < 502 5 [ [ (AQw) dude (4.25)
0 Q

k=1 k

ensuitel'nous choisissons A assez grandl'en utilisant I'inégalité de Poincarél'pour que:

A % ! /T/HW) |4 dt+Nf /T/ (Q’““ Q’“)zd dt
— x — — — | dzx
~ H, /) k e pk+1/20 ] Hen  Hy

01
> — HQHL? o) (4.26)

Avec ces choixI'(4.24) se simplifie en:

t=T

_|_

t=0

N N— 2
; lz Il B i)'
//HVQNH d:z;dt—l—A4 // (AQy) dedt <

<C |t (427)
[ |
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4.3 Majoration de Q dans L? (0, T;H'(Q2))

1 OVi | —
équation Q.G. adjointe au second ordre par 1 o% ou Vj

Hy Ot
est définie par (4.8). En prenant Vi = @) et en sommant les N produits obtenus apres
avoir intégré en espace et en tempslon a 1’égalité suivante:

Nous multiplions la [ieme

??‘

N A N T _
Z_//%%(Q 8de dt + Z ! //AJ(kaq}k) %dwdt—k
0 Q - H 04

T T o
+§:L// W J(@, ‘I’ﬂ and dt — g: 1 //J Qk,ék(ﬁ/)irf)%dxdw
0 Q 0o

k=1 K k=1 k
_|_@/T/AQ aQNdxdt Ay %L/T/A2Q %d:pdt %L/T/F%dxdt
N ot k=1 e ) Mot = i ko
(4.28)

¢ Premier terme:

é%j!%ei(@)%d dtzé%j!%AQ and:z;dt+
L] [l (Fr ) e (- 2))
e —é%O/TJ %6Qk 2d:]cdt_
. T
B [ G- ) (5 )
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Qe Qi)
+ Z pkH/Q// (8t (HM . E)) ddt (4.29)

Lemme 4.3.1 On a [’égalité suivante:

0 (Qryr _ @ Qerr _ Ok _ d [ Qe Q)\’
/@ (Hk+1 ) ot (Hk-H E) dx —J (a (Hk-H — E)) dr (4.30)

Démonstration

/Q(Qkﬂ Qk) (Qk-l—l @) dx_/(g (Qk-l—l —%))Zd:p—
ot \ Hyq ot \Hpyy  Hy _Q ot \ Hypy  Hy
_/Q (Qk-H _ %) Q (Qk-H _ %_ Qk+1 Qk)
J Ot \Hpy1  Hyp) Ot \Hpyw  Hiy Hpag Hk

Regardons la deuxieme intégrale du membre de droite de cette égalité. En notant

C'k la constante de méme valeur que ?k sur le bord 99 de QT'on a
k

/Q Q1 Qk Qk+1_%_Qk+1+@ dx =
Q Ot \ Hypqq Ot \Hen  Hy He | H, -
0 1
_ / - (QH Q’f) o7 (Cran 1(Q) = Cp () de

Higq
B 0 Qrt1 Qk

Or nous avons vu au lemme (4.2.1) que / (QkH Qk) dx = Ol'en tenant compte
g \ e Hy

de la normalisation de la matrice de passage couches-modes Bl'ceci termine la
|

démonstration du lemme (4.3.1)

¢ Deuxiéme terme:

T

A IQx
> O/JAJ Qi W) =L dodt

k=1 k
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Lemme 4.3.2 On a la majoration suivante:

ﬁ:?/T/AJ (O, W) and:z;dt

0

2
s

< \I/ [ee] T2 C
> H HL (0,T;H2(Q)) (Oé ot

C
Ty HQHi%O,T;H?(Q))) (4.31)

L2(0,T5L7(9))

ou C' est une constante positive qui ne dépend que de Q,T, des parameétres du modeéle,
et a est une constante arbitraire dans IR}

Démonstration
On a:
a 7’6671 a
/AJ (O, Wy) Z2E Qi g | G /w (Qr, W)V 90k ;.
ol 6t
Holder = 8
E TG I T
t L2(9)
= JQ
< C Il Qule vW
L2(9)

a@Qk
< 1] 2 [0 —_—
[Wkllz (Q)( C HV 5

+ aC HQkH%P(Q))

L2(Q)

Il suffit alors d’appliquer 'inégalité de Holder a I'intégrale en temps de cette majo-
ration pour avoir la fesultat du lemme (4.3.2). |

e Troisieme terme:

N T You
kz H%//[WU(Q,@)L %dmdt
=1 0 Q

Lemme 4.3.3 On a ['inégalité:

N t Q_
kZ:: //W (Q.w)], SEdadt] <

< H\I}HLOO OTHl( (Oéc H

C
Ty HQH%%O,T;Hl(Q))) (4.32)
L2(0,T;HY(Q))

ou C' est une constante positive qui ne dépend que de Q,T, des parameétres du modeéle,
et a est une constante arbitraire dans IR}

106



L’existence et 'unicité de la solution du modele ().G. adjoint au second ordre.

Démonstration
On a:
an Holder 0Qy
[ Setde T WA 1@ )l | S
Q L2 ()
< C-‘ = ‘ = an
2 B e
9Qs |
< Wl (ac H 9 HQHipm))
HY(Q)

Il suffit ensuite d’appliquer I'inégalité de Holder a l'intégrale en temps de cette
majoration pour obtenir le résultat du lemme (4.3.3). |

¢ Quatrieme terme:

T

N
S o | [ 71000+ 1) 2 v
0 Q

k=1

Lemme 4.3.4 On a la majoration suivante:

N o4 T 90,
;EO/JJ(QM%(\I’)—I-JC) Wd:z;dt <

()
Ty HQHi%O,T;H?(Q))) (4.33)

< C(W) (aC(Q) Haa—Q 2

L2(0,T;HY(Q))
ot
— C(W) est une constante de la forme: C(V) = ma,X{H\I}HLoo(O7T;H3(Q))7C(Q)}}

- C(Q) est une constante qui ne dépend que de Q,T et des paramétres du modéle,

— et a est une constante arbitraire dans IR

Pour démontrer ce lemmelnous avons besoin du résultat suivant:

Lemme 4.3.5 Soient U,V € H'(Q) et W € H*(Q). Si U est constante sur le bord

0, alors on a:

/J(W, UV dz /J(U, V)W da

Q

< WU @llVIlm@ Wiz (4.34)
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Démonstration
On a:
Green U
/J(U, VIWdz| O ‘ /J U,W de—l—/WV—da
Q

Holder
< VW IV U 2@ |V sy

D’apres I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (4.5) avec r = 2, ¢ = 4, et p = ocol'et
I'injection continue de H*(2) dans L>(2)Ton a:

IVWlzs) < C-IIW I W2 @) < C - W T2

D’autre part['l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (4.6) avecp =2, g=4 et a =1/2
donne:

IVl < C- VI IV < O Wl

et on a donc:

< C - \Wllz@ollUN @l Ve @)

/ J(U, V)W dae

Démonstration du lemme (4.3.4)

La démonstration de ce lemme utilise les mémes techniques que celles de la démons-
tration du lemme (4.3.5) ci-dessus. En effetl'on pose U = 0, (W) + f, V = %Fet

W = @ et on applique le résultat du lemme (4.3.5) pour obtenir:

.
[ 5@ty 2| < )+ | ] @l
Q HY(Q)
0
< (1w + ) |5 1@
HY(Q)

Il suffit alors d’appliquer 'inégalité de Holder a I'intégrale en temps de cette majo-
ration. On obtient:

/T/ J(Qr, 0(0 +f)and dt| <
0 Q

108
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Q|2 0,7:m12))
L2(0,T;HY(R))
C(Q) 2
Ty QN 220,7:120))

0Q
¢ (H\I’HLoo(o,T;HS(Q)) + C) Ha

< C(W) (aC(Q) Haa—Q 2

L2(0,T;H'(Q))

e Cinquiéme terme:

/ / AQx aQNd:z;dt

On a:

/AQNaQN Grreen —/VQN VQN — _l HVQNH dx = —Qat/HVQNH dx

et en intégrant en tempslon a:

//AQNaQNdxdt _ QHN/;/HVQNH dzdt

Q

t=T

- L/HVQNH dx] (1.3

t=0

e Sixieme terme:

N O Lo
A4ZEO/JAQk “Ldudi

k=1

()H a.:
a k Green = a = Green a
2 = _ ) = )
/A Q o VAQupVQr O /AQkatAQk

(AQy)? d:z;] (4.36)
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e Septiéme terme:

On utilise 'inverse de 'opérateur laplacien (Agl) introduit ci-dessus en (4.21). En

notant que Ao Aj! = Idp-1gl'on a:

/Fkan _ /A o A;leaaQ’“dx
Q

reen e 0 (.- IQr
Gire —JVAlekaVQkJFJa—n(Alek) hdo

=0

On peut donc majorer ce septieme terme comme suit:

//Fkand:z;dt < Z (HA 'p an

ot L2(0,T; Hl(Q)))

L?(0,T;HY(Q

IQk
= ¢ ot ZHA ' L2(0,T;H())
L2(0,T;HY(Q)
Posons || F||-10 = et Z HA g L0 T(@) ou F'=(Fy, Fy, ..., Fx). On a alors:
N4 9 )
> o[ [ B de @ < c H L 1F )10
k=1 "tk g L2( 0T~H1(Q))
aQ|? C
< ac |5 T TEY
L2orHY Q) @
oll a est une constante arbitraire dans IR} . |
Nous pouvons alors énoncer 'estimation a priori suivante:
Proposition 4.3.6 On « l’inégalité suivante:
Quai Qi\]”
920 dw / / L
Z Hk//H Q| dxdt + Zpk+1/2 [at (Hk-H o, xdt+
t=T
/HVQNH dr + A4ZH / (AQu de| < COQ.T,W)FI2, g
F =0
(4.38)
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ou C(Q,T,V) est une constante qui ne dépend que de Q,T, des paramétres du modéle et
de || 9| oo (o,7,113(0)) -

Démonstration

La démonstration est basée sur les égalités et les inégalités (4.29)1{4.31)1(4.32)1{4.33)T"
(4.35)[(4.36) et (4.37) établies ci-dessusI'mais aussi sur la majoration (4.23) de la propo-
sition (4.2.5). Tout d’abordl'on réécrit 1’égalité (4.28) sous la forme:

T

é 1%/!% H@) é%kd d —//AQNaQNdxdt
_A“,éHLkO/TJ Q1 %d:pdt _ _é 1k O/TJAJ (@0 1) aandxdt
éH%/TJ[W Q] s+ é 1 /TJ (Qu0) + 1) P v
N T
+;§1 1kO/Q/F aQ’“dwdt (4.39)

On remplace les égalités (4.29)1(4.35) et (4.36) dans le membre de gauche de 1’égalité
(4.39) et on utilise les inégalités (4.31)1(4.32)1{4.33) et (4.37) dans le membre de droite.
On obtient:

N1 o7olo Q Qc\]’
— 0. dwar // LR gt
kZ::l 2 O/Q/ ot Q| dedl + Zpk+1/2 [at (Hk—l—l Hy, vt
C =T
+ —B/HﬁQN dr + A4Z / AQk dx <
N Hk
Q t=0
. 0Q |’ cte
< (acte Va ‘|‘—HQHL2 ormH@)| T CteHFHz—l,ﬂ
12(0,T:L2(R))

ott C'€ est une constante positive comme dans les lemmes ci-dessus.
Quitte a choisir « assez petit et a multiplier par 2 les deux membres de I'inégalité

ci-dessusT'le terme aC'€ ||V passe a gauche et se simplifie avec la moitié

8t

2(0,T3L2(%2))
2

N T
1
dzdt.

V Qi

du premier terme de méme type a droitel’i.e:

k=1 kO Q
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D’apres la proposition 4.2.5 et d’apres la régularité de 'opérateur inverse du laplacien
«A7"»Ton a aussi la majoration:

1

N
, te
HQH(L2(0,T;H2(Q)))N = ¢ ;:31 H

T
[ [aentaa < c@rw-F),,
0 Q

On obtient finalement:

Yoo rloe Qrer Qi\]”
— 250 s // R Gedt
kZ::l ko/! ot Qx| dadt + Zpk-l—l/? [at (Hk-H Hk)] xrdt+
C 1 =
n _B/HVQNH de + A — [(AQp)*de| <
Hy 2,
Q - Q =0
C C
NFPhe + = IFPe £ COT0)-[F?,
d’apres la déﬁmtlon des normes || - H_27Q et || F||-1.0 [ |

Remarque

La constante C'(Q,T, V) dépend cette fois de la norme H\I}HLOO(OTHS( 2) plutot que

de la norme [|V||; (0.7:H2(5)) Ceci est du a une moins bonne majoration des termes en

jacobien que dans la majoration a priori énoncée dans la proposition 4.2.5.

4.4 Majoration de Q dans L?(0, T; H3(Q2))

La troisieme et derniere majoration a priori sera obtenue en multipliant le gradient
de la ki*m¢ équation Q.G adjointe au second ordre par le gradient ?6%1%1& intégrant

k
en espace et en tempsl'puis en faisant la sommation en & des N produits obtenus. Nous
avons:

N 1 T N 1
S — // Q). VVildedt + 3 —
kOQ

k=1 k

/T/WAJ(QM‘I’k)ﬁ%det +
0 Q

T

// J(Q, )|, VVi)dedt —

T
// (S J(Qr, 04(0) + [), Vi) dedt +
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T N T
+HNCB//<6AWN,6VN>dxdt - A42Hk//<6A2wk,6w>dxdt -
k=10 g

N T
- S n, / / (¥ fu, VVi)drdt. (4.40)
k=1 0

Nous allons étudier chacun des termes de (4.40):

¢ Premier terme:

k=1 k at
No1oF - . No1o7de .
— | [(V=0LQ), VVidadt =S — | [(=VAQy, VVi)dadi+
N T
a = Qk-l—l Qk)
+ L i v V2V drdt—
kgpkno/ J i (Hk“ H Hk>
N P a-(Qr Q V;
= k k—1 k
- 1 Sl vl L dzdt
;pk—i/ﬂatv (Hk Hk_l) ka>
0 Q
Or:
Noyob ) N1 b rOAQ
S — | [(ZVAQw, VVi)dadt T=" 5" — " AVidadt +
N1 1 OAQL IV
k k
e “Fdodt
kZ::l kO/QQ Jdl On

AQy = 0 sur 99. Et dans le

Le deuxieme terme du membre de droite est nul car
cas ou Vj = QkFon a:

/ / vZ ef VQk>dxdt:éHik O/T J aAa?’“Adede

N-1 z
I (@rr1 Qx| o Qw1 @k
) _v dzdt =
! pk+50/gl ot (Hk-l—l Hy)’ Hyqq - H, )

k=1
( o )H et
Hk—l—l

<

Noofr1d
=g [ [ g 2@’ d“'d”ZPH //26t
0 Q

k=1 k
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et on a alors 1’égalité:

N o4 . 9
=Y [ [(9200(@), ¥Qu)dedi =
k=1 R G G ot
=T
1 N 1 N-1 . Q Q 2
= 3 [Z g/(AQk) det Y gy [ |V (H’““ — ?’“) (4.41)
k=1 "1k o k=1 8 k+1 3 :0
¢ Deuxiéme terme:
N 4 T
S [ IV AT(Qu W), Vi) deds
k=115 5

T T
N1 Mo
> // VAJ(Qp, Uy), VVi)dadt Z—//AJ (On, W) AVidzdt +
— — Hy,
k=1""k 9 50 k=1 0
T
Noq oV,
+3 = [ [ IQu v S dodr
— H,
k=1 0 990

Le deuxieme terme du membre de droite de cette égalité est nul grace au lemme
suivant:

Lemme 4.4.1 Soient f et g deux fonctions définies sur ) et constantes sur le bord
0N, telles que Uopérateur Jacobien appliqué a f et g ait un sens dans Q). On a alors

J(f,9)(x0) =0 V oz € 0Q (4.42)

Démonstration

Fixons xg € 9€). Soient ng et 7 les vecteurs normal et tangent a la frontiere pris au
point zg. Faisons le changement de variables suivant :

0) et

{F()?) = f(X.op+
X X iy + ).

GX) = 4l

><l ><L

—
LT
—

7—



L’existence et 'unicité de la solution du modele ().G. adjoint au second ordre.

Calculons 'opérateur Jacobien au point zq:

Il = e Se0) = Gtz eo)
= Ll wgne +  agn ) =L oty + 2 (o)
HO (o, — T (o) O (wopn. + D (ao)m,)

Orl'comme f est constante sur 9Q2I'donc:

or af

ox T (F0) = or 7 (70) =0
De meémel'on a aussi:

0G dg

ox T (P0) = ar(xo) =0

Le terme Jacobien s’annule donc en xy. Comme xg est un point choisi quelconque
sur JQ'on en déduit que le terme Jacobien s’annule presque partout sur le bord.
D’ou le résultat.

On a finalement :

1

k

N o N T
S ?// (VAJ(Qr, Uy, VVi)dedt = Z //AJ(Qk,\I/k)Adexdt (4.43)
k=1 1Tk 4 k=1 0 Q

Dans le cas ou V; = Qil'le deuxieme terme de 1’égalité (4.40) est majoré selon le
lemme suivant:

Lemme 4.4.2 On a la majoration:

T

1 .
?// (VAT(Qr, Wy, VVidadt
k 0 a0

=

k

Il
—

C

2 2
< H‘I’HLoo(o,T;HS(Q)) (O“CHQHB(O,T;HS(Q)) + o HQHL2(0,T;H2(Q))) (4.44)

ou C' est une constante qui ne dépend que de ,T, des parameétres du modéle. o est
une constante que ['on peut choisir arbitrairement dans IR} .
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Démonstration

D’apres (4.43) on a:

N
>

k=1 k

% 1

i
0

Bl

T
// VAS(Qp, Uy, VO ddt
0

O‘\’ﬂ

/AJ (O, W) AQ ddt
Q

IN
Mz

O

= e
Or
[ A7(@e w0 AQude] T IATQu Bil52(0) 1AQ] ey
Q
< HJ(ka\I’k)H}P(Q) HQkHH2(Q)
< C- HDQkHH2(Q) HD\I'ka(Q) HQkHH2(Q)
< O Wl o) 19Nz ) QN 2g)

Il suffit maintennat d’appliquer I'inégalité de Holder a 'intégrale en temps de cette
majoration pour obtenir:

N 1 T .
S ?// (VAT(Qry Wy ), V Vi) daedt
0

k=1 90

x5

< : H‘I’HLoo(o,T;HS(Q)) HQHL2(O,T;H3(Q)) HQHL2(O,T;H2(Q))

C
2 2
< ¥y (@ C IO i@y + o 190 rmy )

ou « est une constante positive arbitraire. [

e Troisieme terme:

> o [ [ W@, w] vi)ded:
On a:
/W WI(Q.w)] . VVi)de =
= [wa.w)] Avide + [ W, w)] Do (4.45)
/1 I, /1 =

=0
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L’existence et 'unicité de la solution du modele ().G. adjoint au second ordre.

Le deuxieme terme du membre de droite de cette égalité est nul grace a 1’égalité
(4.42) du lemme (4.4.1). Dans le cas ou Vi = @Qy['ce troisieme terme de 1’égalité
(4.40) est majoré selon le lemme suivant:

Lemme 4.4.3 On a la majoration suivante:

2. L//W (WI(Q, W)] ,VVi)dadt

C
2
< ¥y (0 C IO gy + o 1Qlsrary)  (446)

ou C' est une constante qui ne dépend que de ,T, des parameétres du modéle. o est
une constante que ['on peut choisir arbitrairement dans IR} .

Démonstration

Grace a égalité (4.45)'on a:

ngik/T/W WIQ. )] VQu)dedt

Appliquons 'inégalité de Holder a 'intégrale en espace. On a:

dt
k=1

SN

/ (WI(Q. )] AQuda

Holder
[ W@ w)], aQude | = W IV 0y IV Q) 1A (s

Q
Puisque l'injection de H*(Q)) = W*?*(2) dans L>(f2) est continuel'on a:
VU] ooy < CHIDW| 2y < C N1 s

On a aussi:

V@20 < CllQlgaq) et 1AQk| 20y < CllQk a2 < ClIQN g2 (g

L’intégrale en espace est alors majorée par :

[iwQw), . va

Q

< Ol g2 ) 1€ 2 () 191115 2

Ensuitel'on applique I'inégalité de Holder a I'intégrale en temps de cette majoration
pour obtenir:

> /T/W (WI(Q.W)] | VQu)drdt

< Ol oo 0,712 192 0,758 0 1@ 22 0,182

C

2 2
<19l (€ 1N rray + o NNy
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ou « et € sont comme dans 1’énoncé du lemme. [ |

¢ Quatrieme terme:

~

% 1

k=1 k

of\

/w Qu, () + £), VVi)dudt
Q

~ [(VIQu0u) + 1), VWi = [ I(Qu,0u() + ) AVide

Q Q

ov;
— [ I@u0w) + N o
o0

Grace a ’égalité (4.42) du lemme (4.4.1)['on a

Vi

/J(Qk, 0u(¥)) Fdo = 0 (4.47)

d’autre partl'en utilisant ’hypothese f—planl'c’est-a-dire que la force de Coriolis
dépend de fagon linéaire de la latitude: f(x,y) = fo + Sylon a:

[ 1@+ Dot = [ a(Qu 0w >8dea+/J Q) et
[219) 219}
- anaVk
= 5/ Br o
et donc:
N T
_];_ko// J(Qp, 0u() + f), VVi)dedt =
Y1 09,31
:;EO/JJ(Qkaek(\p)+f)A%dwdt // o dodi.A8)

Dans le cas ou Vj, = Qrl'on peut majorer le quatrieme terme de 1’égalité (4.40) selon
le lemme suivant:

Lemme 4.4.4 On a la majoration suivante:

(0
<o) (acm) e[ PA——— HQH;(O,T;HW) (1.49)
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L’existence et 'unicité de la solution du modele ().G. adjoint au second ordre.

Ou C(W) est une constante de la forme C(V) = max {[3, H\I}HLOO(07T;H3(Q))} et C(Q)
est une constante qui ne dépend que de Q,T, des paramétres du modéle, et o est
une constante arbitraire dans IR}

Démonstration
D’apres (4.48)T'on a:

N 1 T
>l
N
>

/w (O, 00(9) + [), VOR)dwdt| <

T T
1 S IQr 0Qk,
< J(Qr, 0:(V) + HIAQrdzdt| + 5|3 — 2 dodt
k=1 ko/gl ’;Hko/a dx On
Or
Holder = =
0:(0) + ) AQude| < [VQi| . o 1AQuN Loy [V (0:(9) + D)

Avec les mémes techniques utilisées pour démontrer le lemme (4.4.3)I'on obtient
facilement:

N T
S 1k//J (O, 04(9) + NAQudadi| <
0 Q

k=1

C
< ) (€O + o Qo) (150

ou C(92),C(¥) et a sont comme dans 1’énoncé du lemme.

Nous terminons la démonstration du lemme (4.4.4) en majorant comme ci-dessus le
deuxieme terme du membre de droite de 1’égalité (4.48):

<53 1kO/TL/(%) (i, 1) do| dt

k=1

e =

k9 s
Oron a

< wwumaon | () s

=7/2

2

IA

™ Qk
2 109015

2
12(29)
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Chapitre 1V.

On utilise ensuite la continuité de I'opérateur trace de H*(Q) dans L*(9)['qui a

tout v € H*(Q) associe —U On a alors:

on

3 <C(B,0,T) HQkHL2 (0,T:H>(Q))

Ny 0Qk 0Qk
;?/ Or 8nddt

0

et comme HQkHiQ(QT;HZ)(Q)) < HQkHiQ(QT;Hg(Q))Fon en déduit facilement que cette
deuxieme intégrale est majorée par une expression de la méme forme que la majo-
ration de la premiere intégraleli.e le membre de droite de (4.50). En regroupant ces
deux majorationsl'on obtient le résultat du lemme (4.4.4). [

e Cinquiéme terme:

T

Cs / (VAQx, YV )dadl
Q

N

—

0

T
/ / VAQw, VVi)dedt =T / / AQNAVydedt + / / AQN%dadt
0

09Q

=0

Dans le cas ou V; = @)x'on obtient :
T
—HNCB//WAQN,@QNwdt - HNCB//(AQN)dedt. (4.51)
0Q 0Q

e Sixieme terme:

N

A42Hk// VAQy, Vi) dedl

k=1

Pour ce termel'nous supposons dans un premier temps que les (Qy) soient assez
régulieres pour que tous les termes que 'on écrit aient un sens. Nous allons appliquer
deux fois successivement la formule de Green en espacel'cela nous donne:

N T
ZHk//<€A2Qk,6m>dxdt -

Gireen —ZHk//AQQkAdexdt—l— ZHk//AQQk%dadt

= 090
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N IAQ
S [ [(VAQL, VAV dadt - ZHk / / EAVidodt +
0Q

k=1 k=1 090
=0
N T
SPNAL:
+3H [ [a Q5 dodt
k=100

Cette derniere intégrale sur le bord 0 estl'a premiere vuel'un terme tres génant
pour notre formulation faible théorique pour plusieurs raisons:

— Ce terme ne s’élimine pas comme d’habitudel'car les conditions aux limites en
espace ne donnent aucune information sur la trace du A?Q sur la frontiere 90
du domaine.

— La trace de A*Q) est (en terme de régularité) du méme ordre que 9*Q)/on'T
dans le cas par exemple ou la frontiere du domaine () est réguliere. Et cette
dérivée normale a l'ordre quatre ne peut se majorer a 'aide de la norme dans
H?*(Q) de @ mais plutdt par la norme dans H?(Q) de . Or['notre but est de

majorer seulement la norme de () dans H3(Q2)!

En fait['dans le cas général ou les (Q))) ne sont pas assez régulieres'nous n’avons
évidemment pas le droit d’introduire la trace de A?Q sur la frontiére dans la consi-
dération de notre espace Hilbertienl'introduit prochainement dans la section (cadre
fonctionnel) 4.5.3. Nous allons donc utiliser 1’équation Q.G. linéarisée forte pour
transformer ce terme. Sur la frontiere INI'A2(Q s’écrit formellement'grace a I’équa-
tionl'comme suit :

AQ, = i [%%(Q) + J(Qr, f) — fk]

- ili( (0 - 00 - (@ - 1>)

+2 2

Pour simplifier un peu les notationsI'nous allons utiliser la matrice de couplage des
couches (Wy)['rappelons sa définition :

—by by 0o ... ... 0

ay —ags —bs by ... ... 0
W =

0 0 ap_1 —ap_1— b1 b,_1

0 0 a, —a, — b,
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Chapitre 1V.

2
ol ap = O et by = 0

On utilise aussi la notation suivante:

o
Wi(@) = |W.|
ox /1,

Pour les fonctions (Q))) qui ne sont pas assez régulieresI'par abus de notationI'nous
« définissons » la quantité:

ZHk//Asz%dadt i ZHk//( Wi(Q ﬁ%—fk) Al
= 0 50 4k 1 dt
Par conséquentl'avec cette définitionl'on a donc:
N T
ZHk//<€A2Qk,6w>dxdt — ZHk// VAQ, VAV dedt +
k=1 00 k=1
d 0 oV,
ZHk// SWwuQ) ﬁﬁ—fk Sldodt
4k 1 dt
0 4%
(4.52)
Et dans le cas ou V, = Q) on a:
N z N z
A42Hk//<€A2Qk,6Qk>dxdt - A42Hk//y\€AQky\2dxdt+
k=19 @ =l 0
0 0
+2Hk//(dtwk +6& —fk) de dt. (4.53)
k=L 0aq
e Septiéme terme:
N T
S Hy [ [(5 fi, Vi dudt
k=19 q
Une fois de plusI'appliquons la formule de Green :
Green a‘/k
ZHk// (V [, V Vi )dadl —ZHk//kadexdt—l—ZHk//fk—dadt
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Appliquons maintenant 1'opérateur A;' introduit comme dans (4.21)I'nous avons
aussi :

N T
St [Ravieen = Y, / /AA e AVidedt
k=1 5 Q

k=1

Gircen —ZHk// VAT i, VAV dadt +

k=1

+2Hk//a (AT'fi) AVidodt |

k=1 90

=0

L’expression de départ se transforme donc en:

ZHk// (V i, VVi)dedl = ZHk// VAT i VAV, dadl +

k=1 k=1

—|—2Hk / / fk%dadt (4.54)

- 0 90

Nous pouvons maintenant énoncer notre 3'*™° majoration a priori suivante :

Proposition 4.4.5 On a ['inégalité suivante :
1 N 1 N-1 . Qk-l—l
5[2?/(AQ1€)2W+ meg V(H -
k=1 "1k & k=1 k41

C_i /T J (AQw) d:z;dt—l——z 7 / / Hm@ku dud

< COT ) Flaa e (455)
ou C(Q,T, V) est une constante qui ne dépend que de Q, T de ||V| pooo,r;m20)) €t

des parameétres du modeéle. On remarque qu’en particulier le coefficient B dans ['hypothése
« B-plan » de la force de Coriolis joue un role trés important dans cette estimation.

D’abordl’commencons par donner quelques lemmes techniques d’estimation dont on
aura besoin pour démontrer cette proposition.

Lemme 4.4.6 [] existe une constante C' (qui, comme d’habitude, ne dépend que de 0, T
et des paramétres du modéle) telle que nous ayons Uestimation suivante :

ZHk//( ) dodt < CZHk//H—VQk

= 090

dadt. (4.56)
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Démonstration

La démonstration de ce lemme va se faire en trois étapes:

1. Nous allons d’abord vérifier que:

- 2
IWi()ll7250) < C. HWoH(LQ(Q))N Vk=1,...N:
et VpeV.

( Rappelons la définition de V :

V={¢=(pr) € (IQ)" qui vérifie (i) et (ii) }

avec:

(i) pr = CJ° sur IQ VETles constantes C}° étant choisies de telle sorte quel'si
Ok et [B~'.¢], la transformation en modes de @I'l’on ait: ¢; = 0 sur 9 et

/qbkd:z;:()‘v’kZQ;
Q
(ii) A(pg) = 0 sur 9Q Vk. ).

2. La deuxieme étape consiste a montrer que ceci est encore juste quand on introduit
la dérivée en tempsI'mais valable pour des fonctions plus régulieres.

3. La derniere étape consiste a passer par densité I'inégalité aux fonctions qui ne sont
pas régulieres.

Etape 1:
Soit ¢ une fonction de V' quelconque. On a:
Wil)ol < WL - G200 Vk=1,...N;

avec:

W.X
o ||[W]l|, la norme 2 de la matrice W définie par: |||[W]||, = sup uF

xz0 || Xl
2

o ct H(('Ql)bQHZ =2 ((’9%9) :

Orlen écrivant la transformation de modes en couches sur (¢;)['nous avons:

N
g@l|89: ;Blvk'qbkbg \V/l: 1,...N;
ot (¢r) = [B™'].(¢1) la transformation en mode de ().
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Puisque ¢1|a§z = 0l'on obtient donc:

N
g@l|89: ;Bl,k@bkbg \V/l: 1,N (457)

D’un autre cotél'd’apres le théoreme de traces nous avons aussi:

[Pellz2a0) < Cllldwllmq)

1/2
([ otdr) " = Clorlme
0012 |én,o| < C- (ldllzzo) + IV éxllr)) -

IA

Doncl’ comme /qbkd:zj = 0'et d’apres l'inégalité de Poincaré-Wirtinger la norme
Q

b6l r2(e) est majorée par ||V | z2(ayLon obtient :
‘¢k|ag‘ < C\Vrllzaa) Vk=1,...N.

Remplacons ceci dans (4.57)['cela nous donne:

N
o < Comax{IBuely. X [0z

k=2

N
k=2

N
Il suffit maintenant d’utiliser la transformation de couches en modes Vo, = ZB;} Ny
k=1

[

Q) ‘HB_IH‘Q "W(‘PI)H(B(Q))N Vk=1,...N.

Il suffit de combiner ceci avec (4.58)'ous terminons ainsi notre 1 étape.

Etape 2:

Prenons maintenant des fonctions-test (¢r) quil'cette fois ci dépendend aussi du temps
tlet qui sont régulieres. Plus exactement on prend des oy dans C*(]0, T[x ) et telles que
pour tout t dans ]0,7] on ait (¢x)(t) € V. Comme (¢;) sont régulieresI'ses dérivées
peuvent étre exprimées comme une limite classique :

d

SW)olt) = im & (Walp) gt 1) = Welg) o) Ve el0, T
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Intégrons ceci sur le bord du domaine et d’apres le théoreme de la convergence dominéel’
comme on peut intervertir le signe « intégrale » et « limite »['on obtient:

/89 (%W’“(‘p)laa(ﬂ) do = /ag [flg%h (W’“( Ploglt + 1) _W’“(Lp)bﬂ(t))] do
g (Tl 4= W)
= limo [ (Wielt 4 h) - ol),,) o

Appliquons le résulat de I'étape 1 a la fonction ¢(t + h) — ¢(t) (car cette fonction
appartient a V)['nous avons I'inégalité suivante:

2
[o(meno) 4o < Cpmp [I90en —aof o
. = = 2

< C. hmE/QHVQQ(t—I—h)—ch(t)H dx

h—0

Repassons a la limite en utilisant encore une fois le théoreme de la convergence domi-
néel'on trouve que:

/89(%%(@)@@))2@

EV

Q
N 1 .
CZE/QHE

D’oul’apres avoir intégré en temps puis divisé par Hj puis fait la sommation sur kI’

2
dx vt €]0,T7.

nous arrivons a l'inégalité:

N o4 T g . 2
R 0 e 2 O

Nous venons de montrer le résultat du lemme mais valable uniquement pour des fonc-
tions tres régulieres.

Etape 3:
Comme C>(]0, T[xQ) N L*(0,T;V) est dense dans ¥V = L*(0,T;V) et que l'opérateur

o s W)

d
est fermé de V dans L?(0,7; L*(092)). 1l en est aussi de méme pour I'opérateur

d =
© dtVap

|89
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de V dans L*(0,7T; L*(Q)). Quitte a prendre une suite {0, } telle que I’on ait la convergence

d — d —
a la fois de ¢, vers () dans Vet de EV(,% vers EVQ dans L*(0,7; L*(Q))Ton en déduit
que la quantité:

d

est - d’apres Iétape 2 - bornée dans L?(0,7; L*(99)) (par rapport & n) par

2
dzdt.

Yooree | Yoo
lim CZHk//H—V%k dedt = CZHk//“—VQk
Tk 3 d ot k=119 q ot

On peut donc extraire de {¢, } une sous-suitel'que 'on note encore par {p, }I'telle que
d
p .(c,on)|8Q converge faiblement vers une limite notée u dans L*(0,T; L*(92)). De plusl’

comme le graphe de 'application ¢ — EW(@MQQ est convexe (car elle est linéaire!)I’

et que les deux notions « faiblement fermé » et « fortement fermé » coicident sur des
ensembles convexes (c.f. BREZIS [6] page 38)['la limite u trouvée est unique ( c.-a-d. ne
dépend pas de la sous-suite extraite). La limite de la suite {¢,} étant la fonction Ql'et
comme la convergence forte implique la convergence faible['nous en déduisons qu’en fait :

QeD (%bﬂ  L2(0,T; Lz(aﬂ))) ;

et que:
Novopp(d : Novopp(d :
Z—/ (d—Wk(Q)) dodt = nh_}rgoZ—/ (d—Wk(tpn)) dodt
k=1 kg s t k=1 R G b t
N1 orrloe |
< S [ [ 5V0 dedt n
= ) ot

Lemme 4.4.7 Nous avons la majoration :

/(%)Qdadt < %L/T/(AQk)dedt- (4.59)

Démonstration
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8—Q|89 est continue de H?*() dans
n

D’apres le théoreme de traces[''opérateur ) —
L*(09).

En utilisant maintenant la propiété de régularité de 1'opérateur inverse du laplacien
nous avons :

N
HQH(QH2(Q))N§CZ /AQk dx.
k=1 Q

D’ou le résultat en intégrant en temps. |
Démonstration de la proposition 4.4.5

D’abordl'dans la formulation faible (4.40)l'on remplace Vj, par (—Q%). Ensuitel'en utilisant
(4.41) (4.44) (4 46) (4. 49) (4.51) (4.53) et (4.54)'et apres avoir pris garde de simplifier les

deux termes — //fk dodt présentés a la fois dans dans (4.53) et dans (4.54) (avec

deux signes opposes)Fnous obtenons :

t=T

_|_

1 N 1 ) N-1 o ,
. [ZF [ 100 s+ Sy [ 190k = Qo)

t=0

T
+g_§// AQw) d:z;dt—|—A4Z //WAQku drdl <
0

2 C Q 2
< C(Qrey) (O‘-C(Q) Q17207120+ LHQHL?(O,T;H?(Q))) +
N T
+ Hk//(jt (Q)+ﬁaQ’“) aand dt|.
k=10 a0

(4.60)

En utilisant la propriété de régularité de 'opérateur inverse du laplacien appliqué a
QTlet comme AQ s’annule sur 9Q2I'd’apres 'inégalité de Poincaré nous avons:

1Qlls@) < ClIAQ| @) < CIVAQ||12g

Grace a cecil'nous pouvons choisir la constante o dans (4.60) assez petite de telle
maniere que la norme dans L*(0,7; H*(2)) de Q dans le membre de droite de I'inégalité

puisse passer de 1’autre coté pour se simplifier avec f"ﬁAQH%}(O’T;[Q(Q)).
Ensuitel'le terme correspondant & la norme dans L*(0,T; H*(Q)) de Q a droite de
(4.60) sera majoré - grace a la régularité de I'inverse du laplacien - par la norme de AQ

dans L*(0,T; L*(Q))T'donc par ||F||2, o d’apres la proposition (prop de la 2eme estmation
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a priori) 4.3.6.

Enfin'pour le dernier terme (avec la valeur absolue) dans le membre de droite de
(4.60)["en utilisant les deux majorations établies dans les lemmes 4.4.6 et 4.4.7' nous
faisons la majoration comme ceci :

//dtW’“ aand dt) =

0 80
_ / -
N1 opp(d ’ AN 2Qx\
< C Z—/ (—Wk(Q)) dodt| . Z—/ (&) dodt
(k=1 "% 5 5q di k=1 R G b0 on
N g 2 2y " 1/2
<ol [ []5ve d:z;dt] [Z—//(AQk) d:z;dt]
k=1 k at k=1 k
L 0 Q 0 &
Ces deux termes sont majorés respectivement par les normes || . |[_10 et || . ||-2.0
du second membre F' = (fi) de notre équation Q.G. adjointe au second ordrel'graces

respectivement aux propositions 4.3.6 et 4.2.5. Nous obtenons donc la majoration :

| i)

De mémel'nous majorons I'intégrale :

// %%d dt

N 1
< CF|l-raF|l-20-

50
N T 2
Lo 1 an)
< sup [{m,1 — —— | dodt
00 [ ] (%
N o L
< BN 2
< C;Hk//(AQk) drdt
= 0 &
< Pz,

Doncl  apres avoir combiné toutes ces majorationsI'en remarquant que ||F||_20 <
C||F||-1,o'nous terminons ainsi la démonstration de la proposition.

4.5 Existence et unicité de solutions de 1’équation
Q.G. adjointe au second ordre.

Avant de passer a la d’emonstration de l'existence et l'unicité de 1’équation Q.G.
adjointe au second ordrel'nous rappelons d’abord le résultat de I'existence et 'unicité de
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I’équation Q.G. non linéaire dii a C. BERNIER [4]['et celui de I'équation Q.G. linéarisée
da a B. LUONG [68].

4.5.1 Existence et unicité de solutions de I’équation Q.G. non
linéaire.

Théoréme 4.5.1 Soient F' € L? (O,T; LQ(Q))N et WO e HY ()N, Alors il existe une so-

lution U dans C° (0, T Hl(ﬂ)) NnL? (0, T HQ(Q)) NnL; (0, T HS(Q)) unique et continue

loc
dans cet espace par rapport a la condition initiale de [’équation :

0
5i0K(0) A+ S (W 04(9) + f) +
+ (S]“NCB.A\I/N — A4.A2\I/k = Fk sur 1 x [O,T] \V/kzl,...N;
(4.61)
avec les conditions aux limites :
Up(t =0) = VY sur Q. ; (4.62)
Ui (t) = Cle(t) sur dQ Ve [0,T] Vk=1,...N tel que:
si ¢ = [B7LU], alors (4.63)
b = 0 sur 90 x [0,T] el /@(t)dx —0 Vie[0,T] Vk>?2
Q
et:
A(Wg) =0 sur 0Q x [0,T] Vk=1,...N. (4.64)

4.5.2 Existence et unicité de solutions de I’équation Q.G. linéa-
risée.
Pour démontrer I'existence et 1'unicité de solutions de ’équation Q.G. linéariséel'B.
LUONG a introduit le cadre fonctionnel suivant:

Vo= {‘P = (pr) € (HS(Q))N qui vérifient (i) et (ii)}

avec:
(1) pr = C}° sur 9Q VkIles constantes C}¢ choisies de telles sortes quel'si ¢y Lt [B~.¢],
la transformation en modes de ¢l'Ton ait: ¢; = 0 sur 92 et /qbk dz =0 VE >2I

Q

(ii) A g = 0 sur 99 VEk.
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V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

N - —
Loy = Mk [ (VAL VAG) de
k=1

Q

et:

def N

H = adhérence de V dans (HI(Q))

est aussi un espace de Hilbert.
En identifiant H & son dual H' et en posant:

V="L*0,T;V), V =L*0,T;V), etH=L*0,T;H)
on a:

Théoréme 4.5.2

Supposons que Wl soit dans ¥V N Le2(0,T; H3 ()N, Alors, pour tout second membre
F eV, il existe une solution U €V unique de [’équation :

a, ~ ~ -
— O (¥ J(U0u(0)) + T (D, 04T
5 0k(¥) + J(T, k(~ )+ J( klk( )+ )+ (4.65)
+ (Sk’NC'B.A\I/N—A4.A2\I/k:Eg sur £} x [O,T] \V/kzl,...N;
avec la condition initiale homogene :
Ui(t=0)=0 sur Q. (4.66)

Rappelons que l'on a les deuxr conditions aux limites en espace suivantes qui sont
incluses dans la définition de V :

qlk(t) = ClE(t) sur 0Q Yt e [0,T] Vk=1,...N tel que:
st @ = {B_l.\ﬂk alors (4.67)
é1 = 0 sur 90 % [0,T] el /@(t)dx —0 Viel0,T] Vk>2
Q

et:
AT, =0 sur 00 x [0,T] Vk=1,...N. (4.68)

Remarque

L’équation Q).G. adjointe étant par définition 1’adjoint de 1’équation Q.G. linéariséel’
on peut en déduire 'existence et 'unicité de la solution par la technique de transposition
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(cf. J.L. LioNs et E. MAGENES [67])[ puisqu'on a déja l'existence et 'unicité de la
solution de I’équation linéarisée. Mais nous pouvons aussi obtenir I'existence et 'unicité
de la solution de I’équation QQ.G. adjointe en passant par des estimations a priori dans
un cadre fonctionnel définil'et en utilisant un schéma de type Galerkin. C’est ce que
nous allons fairel'non pour ’équation adjointel'mais pour I’équation adjointe au second
ordrel’car c’est cette derniere qui nous intéresse. Nous rappelons que ’équation adjointe
au second ordre ne differe de I’équation adjointe que du second membre et de la condition
finalel'et que par un changement de variable en tempslla condition finale se transforme en
condition initialel'de sorte que les équations adjointe et adjointe au second ordre peuvent
étre résolues de facon prograde et non rétrograde.

Nous allons démontrer 'existence et 1'unicité de la solution de I’équation Q.G. adjointe
au second ordre avec la condition initiale nulle['mais avec un second membre non nul et
pas forcément homogene sur toutes les couches. Ainsil'la condition initiale nulle sera
directement prise en compte dans le cadre fonctionnel considéré.

Pour démontrer I’existence et 1'unicité dans le cas des conditions initiales non nullesI’
il suffira d’appliquer le théoreme de traces sur des fonctions définies sur un cylindre du
domaine espace x tempsl'et de translater la variable () pour se ramener au cas des
conditions initiales nulles.

Commencons par définir le cadre fonctionnel dans lequel nous chercherons la solution
de I’équation adjointe au second ordre:

4.5.3 Cadre fonctionnel
Soit:
y o {99 = (oe) € ()" qui vérifient (i) et (i) }
avec:
(i) px = C1° sur 99 VkTles constantes C}¢ choisies de telles sortes quel'si ¢, = [B~'.¢],

la transformation en modes de ¢l'Ton ait: ¢; = 0 sur 92 et /qbk dz =0 VE >2I
Q

(ii) A g = 0 sur 99 VEk.

Il est facile de vérifier que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:
N 1 = —
gy = 30 —/<VAfk,VAgk>dx
k=1 Hk Q

On montre aussil'grace a la régularité de "opérateur inverse du laplacienl’que la norme

associée sur V est équivalente a la norme de (HS(Q))
En effetI'soit f € V. D’apres la régularité de l'opérateur inverse du laplacienl'on a
d’une part:

HfH(H3(Q))N < HAJCH(Hl(Q))N
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d’autre partl'l’inégalité de Poincaré nous donne:
HAfH(Hl(Q))N < HVAJCH(H(Q))N

Lemme 4.5.3 Soit H [’espace de Hilbert défini comme adhérence de V dans (H'(Q))V.
Alors H peut s’écrire aussi comme :

H = { ¢ = (r) € (HY ()N qui vérifie la condition (i) dans la définition de V}.

Démonstration

1. Tl est clair que:
V dans (H' ()Y C { ¢ = (pr) € (H'(Q)N vérifiant (i) } .
En effetI'pour tout kI'1application :
V — R
Q) — [ [B7-Q], de

est continue de (L'(0))Y donc de (H'(2))" (en supposant que le domaine €2 soit borné)
dans IR. Donc "application @ = (Q¢) > C}Tavec Cf¢ la constante définie dans la condi-
tion (i)l'est bien continue de (H'(2))" dans R.

2. InversementI'soit @ une fonction donnée dans (H'(2))" vérifiant la condition (i).
Nous allons chercher une suite {v,} dans V qui tend vers ) dans (H'(2))V.

Puisque D(Q) est dense dans L*() et aussi que L*() est dense dans H~'(Q) avec
I'injection canonique continuel'on peut trouver une suite {u,} telle que:

U, € (HHQ)N et

i, " AQ e (@),
On définit ensuite {v, } les solutions dans V' du probleme:
Av, = Uy,. (4.69)
comme suit :
Définition de la solution dans V de (4.69).

La solution dans V' de ce probleme est trouvée par le procédé suivant :
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On commence par résoudre le probleme de Dirichlet :

Av, = u, dans €,
v, = 0 sur 0.

Ensuite on passe en mode les solutions trouvées, c.-a-d. on prend w, = B™'.7,, puis
on rajoute les fonctions indicatrices a w, de telle sorte que son laplacien ne change pas et
que les conditions aux limites imposées dans V' soient vérifiées, c.-a-d. :

Par abus de langage, nous identifions les fonctions w, a leurs modes ( c.-a-d. [B'w,]x)

ef ~ 1 - )
w, et W, — — (/ W, d:z;) Q) pour les modes baroclines et
Q
Wy, pour le mode barotrope.

Et utilisant ces fonctions w, on repasse en couche v, = B'.w,.

Les fonctions v, ainsi construites appartiennent bien a V. En effet :

Puisque u, € D(Q) C (HY(Q))N on en déduit que v, € (H*(N))N par régularité de
I'inverse du laplacien.

De plus comme les u,, appartient a D(Q), les solutions de I'équation (4.69) sont des
solutions classiques ( c.-a-d. solutions fortes) C*° du laplacien. On peut donc bien passer
a la limite la restriction sur d€) les deux membres de cette équation et on trouve donc :

Aﬁ”bg = ﬂ”|ag = 0.

Donc:

AU”|aQ = Aﬁnbg = 0.

Et enfin par construction, on a Wn|pq = 0 en barotrope et, en barocline I'intégrale sur

/wndx:/ﬁndx—i/ﬁ)ndx/ dzx = 0.

le domaine vaut :

Vérifions maintenant que v, — @ dans H*(Q):

Posons () et Q — Q|89.H(Q). Cette fonction appartient donc a Hy(£2) et on a:

AQ = AQ = lim AG, dans H™'(Q).

Par conséquentI'comme le laplacien est un isomorphisme de H} () dans H='()T'on
a la convergence:

5, — Q dans H(Q).

n—0oo
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On en déduit que:

[ G- @) aof

< 10l [ (- Q) de
Q
Poincaré

~ 012
C() |1vn = Qllf e = 0

C’est-a-dire que:

/ v, dr — / Q dz.
Q n—00 JQ
On conclut facilement que:

- 1 . HY(Q) - 1</~ )
=y — oz ) (9 =y - — d
o = = g (o) W 22w =X = gy ([T

sur des modes baroclines;

et que:

- HYQ -

sur le mode barotrope.

. HY(Q
Repassons en couchesI'nous obtenons ainsi la convergence v, 4 () sur toutes les
n— 0o

couches.

On vient donc de montrer que:
{ © = (¢r) € (H'(Q)Y vérifiant (i) } C V dans (H' ()N

Ceci termine donc notre démonstration.

Remarque:

Au travers de la démonstration de ce lemmel'on voit que si 'on munit 'espace H
défini dans 1’énoncé du produit scalaire:

L1 . -
(u,v) g 2 Z I /Q<Vuk, Vo) de,
k=1 k

alors la norme induite par ce produit scalaire est équivalente & la norme (H'(Q))N grace
a I'inégalité de Poincaré et Poincaré-Wirtinger. H est donc un espace de Hilbert.

On identifie le dual de H a lui-méme par le théoreme de représentation de Rieszl'et
on fait donc le schéma d’inclusion classique suivant :

Ve H =V

H/
Chacun des espaces dans ce schéma est donc dense dans le suivant par construction

de H.
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Espace fonctionnel en temps.

Soit [0, 7] 'intervalle de temps considéré. Définissons les espaces de Hilbert suivants:
v o2, v, n Yor0,1; H).
V'T'lespace dual de VIest alors donné par:
V'=L*0,T;V").

Comme précédemmentlle schéma d’inclusion est encore valable pour ces espaces avec
le tempsI' c.-a-d. :

YVe—s H )V

I
7_[/

Soit L Dopérateur de dérivation en temps présenté dans I’équation adjointe au second

ordre: L.(Q) = et —0/0t01(Q). L est un opérateur linéaire non borné de domaine D(L) C V
et a valeur dans V'. L est fermé de domaine dans V et tel que:

{ (L.Q,Q)n

> 0 VQ € D(L),

VQ € D(L*).

En effetI'd’une partl'on a:
o0 ., ,
D(L) =40 = (Qr) €V tel que: a@,ﬂ(@) eV et Q|t:0: 0%

et d’autre partI'd’apres 1’égalité (4.41) on a:

? (G- ) |
Higq

De mémel'pour I'opérateur adjoint L* = 9/dt 0% (.)I'nous avons d’une part :

(L.Q. Q) [Z /A@k P o+ sz

0
D(L*) = {Q = (Qr) €V tel que: a@};(@) cV et Q|t:T: 0} :

et les méme calculs nous donnent aussi d’autre part :

dzx > 0.

“ (G- &)
Hipro Qr

(1.0, Q)u = [ /AQk ) di + sz
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Les propriétés importantes de 'opérateur L sont données dans le lemme suivant. Pour
la démonstration on peut consulter le livre de J.L. LIONSI'[66]I'a la (page 313):

Lemme 4.5.4 Soit L défini par L = —0/0t05(.). L vérifie les deux conditions suivantes :

1) L est un opérateur lincaire de D(L) dans V ui est maximal monotone a domaine
p q
dense 5y

(ii) pour tout couple (Q, F) €V x V' tel que:

(LQ—-F,p—Q)>0 Vee D(L),

on a.

Qe D(L) el F=L.Q.

Remarque:

Les conditions (i) et (ii) sont équivalentes et sont dues essentiellement a deux choses :
(1) la stricte convexité de V et de son duall'et
(2) les propriétés de positivité remarquées plus haut de L et L*.

Base Hilbertienne spéciale pour V.

Considérons 'espace suivant :
Va %/ Padhérence V de V dans HQ(Q)N.

On montre aussi (la démonstration est strictement analogue a celle du lemme 4.5.3)
que V5 peut étre défini d’une autre facon et directement par:

Vo = { © = (pr) € (H*(Q))Y qui vérifie la condition (i) dans la définition de V}.

Grace aux propriétés de régularité de 'opérateur inverse du laplacienl'on voit aussi
que si 'on munit V5 du produit scalaire:

(o = 3 o [ o dvda+ 3y (9 (3] 9 (22} g
U, v)y, = — up Avg dx L - —, - — x,
" i e Ja e k=1 s o Hyyr  Hy Hypr Hg

alors V est encore un Hilbert dont la norme associée est équivalente a la norme H?(Q)V.
Désignons par D(Ay) 'ensemble des fonctions ) dans V' telles que la forme linéaire:

u = <Q7 u>V
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soit continue pour la topologie induite par la norme de V,. Il existe un opérateur non
borné que 'on note par « —Ay » de domaine D(Ay ) tels que:

(Q,u)v = (=Av(Q), u)v,

(Le produit scalaire de V' sera précisé ultérieurement).

Il est facile de vérifier que —Ay est un opérateur autoadjoint et positifl'en effet :

En particulier —Ay est une application injective. On note par T' son inversel'définie
sur I'ensemble d’image —Avy (V). T est continue dans V' par rapport a la topologie de VI"
en effet :

(T(Q), u)v (=Ay o T(Q), u)v,
<Q7U>V2
1Q1v, - [[eellv,

ClQlve-llullv - VQ € =Av(V),Vu e V.

Donc ||[T(Q)||lv < C|1Q||vs- Ftant donné que —Ay (V) est dense dans Vol'on prolonge
donc T sur V,. Par compacité de l'injection canonique de V' dans V,['on en déduit que

<
<

T est compact de V5 dans lui-méme. D’apres la théorie sur la décomposition spectrale
des opérateurs compactsl'il existe une base Hilbertienne de V, formée par des vecteurs
propres de T' (qui sont orthogonaux sur V3 deux a deux):

T(w,) = pinw, w, € Va.

En fait les w,, appartiennent donc a V' (car T'(V,) C V). Donc {w, } est aussi une base
Hilbertienne de V' avec:
Vi (wp,u)y = Ay (we,u)y, YueV
et

N 1/ Nl = [ Wy Wpp ) = (W w
— | Aw,, Aw,,, dr + L/ v(”_ﬂ__”)vv(ﬂ_ﬂ)>dx:0
;;Hk Q g g ,;pH? Q< Hyyo  Hy Hyqq Hj,

4.5.4 Enoncé et démonstration du théoreme.

Théoréme 4.5.5

Supposons que W soit dans VNL> (0,7} H3(Q))N. Alors, pour tout second membre F' € V',
il existe une solution () € V unique de l’équation :

DpQ) + AJQu W) + [WI(Qu W), — J(Qu (W) + ) +

ot (4.70)
+ (Sk’NC'B.AQN—A4.A2Qk:Eg sur £} x [O,T] \V/kzl,...N;
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avec la condition initiale homogene :
Qr(t=0) =0 sur Q. (4.71)

Rappelons que l'on a les deuxr conditions aux limites en espace suivantes qui sont
incluses dans la définition de V :

Qr(t) = Cie(t) sur 0Q Vi€ [0,T] Vk=1,...N tel que:
si xk=[B7".Q], alors (4.72)
X1 =0 sur 9Q x [0,7T] et /Xk(t)dx =0 Vte|[0,T] Vk>2;
Q

et
AQr =0 sur dQ x[0,T] Vk=1,...N. (4.73)

Démonstration de ’unicité

Comme ’équation est linéairel'il suffit de vérifier que la seule solution pour un second
membre F' = 0 est la solution triviale ) = 0. Or ceci est donné par la majoration que
nous avons obtenu dans la proposition 4.4.5.

Nous allons maintenant montrer ’existence de la solutions par la méthode de Faedo-
Galerkin. Mais d’abord donnons quelques notations utiles. Posons:

A(Q) &= —AJ(Qr, Vi) — {th](@v \I’)L + J( Qs 06 (V") + f) = Spv Cp.AQN + Ag. A’Qy.

La preuve de 'existence revient donc a montrer qu’il existe un élément de W € D(L)
tel que:
L(V)+ A(W) = —F. (4.74)

L’existence par Faedo-Galerkin.
a. Approximation Faedo-Galerkin.

On désigne (&, 'espace de Galerkin engendré par m fonctions (wy,ws, ..., ws,). Soit
a résoudre ’équation :

{ Qm € G, telle que:

(4.75)
(L(Qm) + AQn),w)vy =—(F,w)yy Yi=1,...,m.
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b. Estimations a priori de (4.75).

Cette équation se réécrit comme un systeme d’équations différentielles en temps sui-
vant :

Qult=0)=0

<%, wi>V2 + <A(Qm), wi>V',V = —<F, w¢>vl7v Vi = 1, e, M.

D’apres le théoreme de Carathéodoryl'ce probleme admet une solution. Les estimations
que l'on a fait dans la proposition 4.4.5 sont encore valables. Donc en particulier les solu-
tions sont bien définies sur [0, 7] et elles sont bornées dans (LQ(O, T;V)yn L=(0,T; HZ(Q))N)
par rapport a m.

Montrons maintenant que les L.Q,, sont bornés dans L?(0,7;V"). Pour cela introdui-
sons P, 'opérateur de projection dans H sur 'espace GG,,.

En effetI'comme d’une part :

L(Qn) = =P A(Qn) = PoF

(on remarque que P, L(Q.,) = L(Q,,) grace au choix de la base)l'et comme d’autre part
Iopérateur A est continue de V dans V'T'il suffit donc de montrer que les P,, sont unifor-
mément bornés dans V'. En fait on va prouverl'par transpositionl'qu’ils sont uniformément
bornés dans V. Soit v € VI'on définit f7(v) € H - quitte & un réajustement en ajoutant
des fonctions indicatrices - de telle sorte que:

6@(1}) = 6(975(1)) p-p--
La définition du produit scalaire sur V, s’écrit aussi comme :
(w,v)v, = (0(u), v)ir = (u, 0(v))m-

On vérifie sans peine d’autre part que le produit scalaire défini comme suit

(u, o))y = (07(w), 07(0))

a la norme associée qui est équivalente a celle définie initialement sur V. Travaillons plutot
avec ce produit scalaire. Nous avons :

(01 (w), 05 () = ((wi,v))v
= )\i<wi7U_>V2
= )\i<wi,0t(v)>g.

Par densité on en déduit que 0% (w;) = \w; Vi. Et en plus:

(wi, o))y = (07 (w;), )y

1
= )‘22<wi7 U>H‘
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Soit uw € V. On décompose u = P, (u) + (u — Pp(u)); ( avec Py, (u) € Gy et (u —
P,.(u)) € Gt ). Calculons la norme de u dans V':

[l = NPuully + llu = Pl + 2((Pr (), u = Pr(u)))v

= | Puully + llu = Prully + 23 wil(wi,u = Po(u)))y

=1

[ Prall3 + e = Prowell§ + 23 widd (wiy u = P ()t

=1

=0

Donc:
| Pl < JJullf ¥ m.

Soit w € H. Calculons maintenant la norme de P, u dans V"'

(Pru,v)yry

HPmuHV’ = sup
vto lvllv
P,
— sup< u7U>H
vto  |[v]lv
P,
= sup <u7 U>H
vto  |[v]lv
B (u, Pro)yry
= sup —————
vto lvllv
P,
< Jullyr sup 1220l
w0 lvllv

[Pmullve < lulfv.

Donc les L((Q),,) demeurent bornés dans L*(0,7;V").

c. Passage a la limite

On peut doncl'd’apres 1'étape (b) et grace a la compacité de D(L) dans L*(0, T; H*(Q))NT
extraire de (), une sous-suite (), telle que:

Q, = @ dans  L?*(0,7;V) faiblel’

Q, 5 Q dans  L(0,7; H*(Q))V faible étoilel’

Q, — @ dans  L2*(0,7T; H*(Q2))N fort et p.p. dans 2x]0, 7],
L.Q, — LQ dans  L?*(0,7;V’) faible.

Donc nous vérifions sans peine qu’a la limite de 1’équation (4.75)I'on obtient:
(L(Q) + A(Q), pwi)yry = =(F pwihvy Vi,V € D(]0,T7]).

141



Chapitre 1V.

Par densitél'Q) vérifie ’équation :

LQ)+ AQ) = —F.

Ce qui termine la démonstration. [

4.6 Qualité de 'approximation du Hessien.

Nous terminons 1’étude de l'existence et 'unicité des solutions de 1’équation Q.G.
adjointe au second ordre en quantifiant la qualité de cette approximation. De facon plus
précisel'nous cherchons la différentiabilité de 'appplication:

{V|—>V’

W s SJ(UO) = P = 0) (4.76)

ou P est la solution de I’équation Q.G. adjointe obtenue par transposition de I’équation
Q.G. linéarisée autour de la solution de référence W engendrée par W°.

Nous ferons dans la suite un abus de notation entre les espace de solution des équations
directe linéarisée et adjointel car les produits scalaires définissant ces espaces sont les
meémes a des constantes multiplicatives pres.

Nous étudions de facon plus générale la différentiabilité de ’application:

{ VoV (4.77)

U0 —s P(t€[0,7])

et nous en déduirons la différentiabilité de (4.76) en prenant la trace de P en 0.
En étudiant l'existence et 'unicité des solutions de l’équation Q.G. linéariséel B.
LUONG a en outre montré que:

Théoreme 4.6.1 L’application:

{V|—>V

W s Ut e[0,7]) (1.78)

par résolution de U'équation Q).G. non linéaire est Fréchet-différentiable. Si en plus on mu-
N
nit ¥V de la topologie induite par L™ (0, T HQ(Q)) , elle est encore Fréchet-différentiable.

Sa différentielle s’obtient en résolvant léquation (Q).G. linéarisée (avec la condition initiale
non nulle).

Et comme conséquence naturelle de ce résultatl'on a:

Corollaire 4.6.2 Si lopérateur C (introduit dans la définition de la fonction cout) est
continu par rapport a la topologie de V, ou bien par rapport a la topologie induite par

N
L~ (O,T; HQ(Q)) , alors la fonction cout J est différentiable en tout point, i.e le vecteur
gradient de cette fonction est bien défini en tout point.
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La formulation de 1’assimilation variationnelle montre que cette différentielle est don-
née par I'application (4.76) dont nous allons maintenant étudier la différentiabilité pour
justifier 'utilisation du Hessien.

Remarquons aussi qu’en dérivant (formellement) une deuxieme fois I’équation Q.G.
non linéaire (et donc en dérivant une fois 1’équation linéarisée)'par la méme technique
utilisée pour montrer la différentiabilité de 'application (4.78)I'on montre que cette appli-
cation est deux fois Fréchet-différentiable et que sa différentielle s’obtient par résolution
du linéarisé de I’équation Q.G. linéarisée. En conséquencel'si 'opérateur C est continu (il
est linéaire par considération)l'alors la fonction-cott est deux fois Fréchet-différentiable.

Par souci de simplicité et sans nuire a la généralité['nous allons nous restreindre au
cas du modele barotrope (une couche)l'les calculs étant les mémes dans le cas du modele
multicouches.

Considérons alors deux états initiaux voisins ¥ et W9 du modele Q.G. barotrope tels
que:

(i) H\I’? - \IISHV ~ h h >0 assez petitl’
(i) W9 et W) génerent des solutions Wy et Wy de la méme équation Q.G.

(iii) Wy et Wy a leur tour donnent lieu a deux solutions P; et P, du modele Q.G. adjoint.
Py et P, vérifient les équations:

PAT) = ()
— 0 (P) = AJ(U, P — J(W, P — J(PL0Y() + f) + (4.79)
ot 5

[ 2:— . .:
T OpAP = MNP = 2 (W) i= 12

et les conditions aux limites adéquates.

Posons ) = P, — P, et U = Uy — Uy, Alors () vérifie ’équation:

QUT) = 5 (1) = 7 (1)
—Qat(Q) — A (W, Pr) = J (W, B)] = [J (W4, Pr) = (0, P2)]—

ot (4.80)
—[J (U, 0(01) + ) = T (P, 0(W2) 4+ f)] + CAQ — ALA*Q =
aJ aJ
BT

D’une partI'l’approximation de Taylor au premier ordre nous donne:

0. 0 oy _ O (W)

a—\p(%) - 6_\11( 2) = W(‘I’l — V) +o (H\IH - %sz)
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d’autre partl'on a:

J(Uy, P) = J(Wy, ) = J(U, Q)+ J(U, )+ J(Wy — Uy, P, — P)

J (U, 0(0) + f) = J (P, 0(¥2) + f) = J(P,000)) + J(Q,0(W1) + f)
+ J(P— P2, 0(Vy — Uy))

On obtient alors pour () 1’équation:

—Q9t(Q) — AJ(01,Q) = AJ (W, Pr) — J(W1,Q) = J(U, i) = J(Q,0(%1) + f)—

ot
. L ORIy -

+J (U — Uy, P, — P )+ J(Py— P2, 0(Vy — Wy))

On retrouve typiquement I’équation adjointe au second ordrel'mais avec un second membre
augmenté de

G(U, Wy, P, Po) = AJ(VUy — Wy, Po — P)+ J(Vy — Uy, Po— P1)+ (P — P2, 0(Uy — Uy))

La différentiabilité de ’application (4.76) s’obtient alors en montrant que G(Wq, Uy, P, Py)
est un terme d’ordre deux en h.

/WAJ(% — Uy, Py~ P, VU de| P /AJ(\I}I Wy, P, — P)AUds
Q Q
Holder
< ClAJ(Y = Uy, Py — P20 AU |29
< OV = V2, Py = Pl g U] g2 q
< OV =), [T = P 101
< Oy = Vo) [P = Bellv IU]lv

et en intégrant en tempslon :

T
//WAJ(% — Uy, Py — P).NU ) dedt| <
0 Q

S Oy — Yyl peeo,mmzn | P — Pallz2o,70) | Ul 220,107y

Or le théoreme (4.5.1) sur I'existence et 'unicité de solutions de I’équation Q.G. non
linéaire montre que:

H\I’1—\I’2HL2(0,T;V) ~ h et qul_q}2HL°°(07T;H2(Q)) ~ h
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on en déduit par transposition que pour I’équation adjointel’
le - P2HL2(0,T;V) ~ h

Ainsi donc

HAJ(\Ill—\IIQ,PQ—Pl)HV/ ~ h2

Une démarche analogue montre que:

HJ(\III_\I}%PQ_PI)HV’ ~ h2 et HJ(Pl—PQ,Q(\Ill—\IIQ))HV/ ~ h2
et donc G(Wy, Uy, P, P,) est un terme d’ordre deux en h. Nous pouvons alors énoncer la:
Proposition 4.6.3 L’application:

{ VoV (4.81)

U0 —s P(t€[0,7])

ou P est la solution du modeéle Q).G. adjoint est différentiable. Sa différentielle s obtient
par résolution de 'équation ().G. adjointe au second ordre.

Puisque le gradient de la fonction cotit s’obtient en prenant la trace de P en ¢ = 0l'on
en déduit que:

Proposition 4.6.4 L’application:

{ vor— i (1.82)

U0 —s P(t=0)

ou P est la solution du modele Q).G. adjoint est Fréchet-différentiable. Sa différentielle
s’obtient en prenant la trace en t = 0 de la solution de ’équation Q).G. adjointe au second
ordre.

Et donc la trace en t = 0 de la dérivée directionnelle du I’équation Q).G. adjointe au

second ordre nous donne bien le produit Hessien x vecteurl'le Hessien étant le véritable
Hessien.
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Chapitre v:

Sensibilité par rapport a la confi-
guration spatio-temporelle des obser-
vations

5.1 Introduction et position du probleme

Le premier pas de la connaissance du monde qui nous entoure et de tous ses phé-
nomenes et ses mécanismes, c’est ’observation de ce qui se passe. Ensuite vient la
modélisation si possible, puis la mise en ccuvre et les simulations.

Il est évident que I'on ne peut faire un bon compte-rendu (une bonne modélisation)
d’un phénomene qui a été mal observé. Et quand bien méme on aurait bien observé, on
peut mal modéliser, d’ou I'importance de comparer par la suite les résultats du modele aux
observations: ’assimilation de données. Et ce n’est qu'une fois qu’on a obtenu, s’il existe,
le modele le plus “ proche” possible des observations, que ’on peut faire des prévisions,
en espérant ne pas s’éloigner beaucoup de la réalité. Les observations seules ne suffisent
pas pour faire de la prévision, car on ne peut observer le futur.

Les observations jouent donc un réle de premier plan tant pour la modélisation que
pour "assimilation de données, et il est alors important de bien observer. Nous entendons
par bien observer, prendre des mesures ou bien faire des observations a partir desquelles
on peut reconstituer au mieux I’état du phénomene observé. Et pour bien observer, il faut
un bon systeme d’observation.

L’étude menée dans ce chapitre a avant tout un caractere prospectif: c’est une étude
de faisabilité.

La question qui nous a été posée par les mécaniciens des fluides, plus précisément les
océanographes et a laquelle nous essayons d’apporter des éléments de réponses sur le plan
mathématique est la suivante:

Peut-on optimiser un systeme d’observation satellitaire sur ['océan?

La facon d’observer est tout aussi importante que I'observation elle-méme. Nous pou-
vons le constater avec l'exemple d’un peintre dessinant un objet ou un paysage qu’il
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observe. Il ne peut retracer que ce qu’il voit. Il fait ainsi intervenir des parametres dont
la qualité finale du dessin dépendra: la facon de voir, I’angle sous lequel il regarde, son
acuité visuelle. Ce constat reste valable dans toute procédure d’observation en vue de
la modélisation: I'observation dépend incontestablement de ce que nous appelons ici les
parametres d’observation. Ce sont tous les parametres qui définissent la position de
I’observateur ou de 'appareil qui prend des mesures, mais aussi la précision de ce dernier.
Nous pouvons dans ce chapitre, sans nuire a la généralité, supposer que “I’observateur a
une acuité visuelle parfaite”. Si ce n’est pas le cas, on peut mener une étude comme au
chapitre III pour calculer la sensibilité d’un critere donné par rapport a un bruit sur les
observations.

Dans le cas d’une acuité visuelle parfaite, l'observation, ainsi que sa configuration
spatio-temporelle, ne dépendent plus que de la position de 'observateur, i.e. de tous les
parametres qui déterminent la position de 'observateur. En altimétrie satellitaire, ces
parametres sont principalement: la période de révolution du satellite, son altitude et son
angle d’inclinaison.

L’approche ci-dessus suscite naturellement les questions suivantes:existe-t-il une po-
sition de ['observateur pour laquelle ["observation est optimale? Quels sont les critéres
d’optimalité pour la position de observateur et les observations?

Des réponses simples peuvent étre données a ces questions lorsque 1’état de ’objet ou
du phénomene observé est stationnaire (reste fixe au cours du temps). Dans ce cas, la
position optimale de 1'observateur est celle qui lui permet de “voir” tous les apects (du
moins le maximum) de ce qu’il observe, et pas forcément au méme instant. Et 'optimalité
des observations est regardée a travers la précision avec laquelle on peut reconstruire, par
assimilation de données, I’état observé.

Il est plus difficile par contre de répondre a ces questions lorsqu’il s’agit des phénomenes
évolutifs (qui varient au cours du temps). Une idée de I'optimalité nous est néanmoins
donnée par le cas stationnaire: la position optimale de I'observateur est encore celle qui
lui permettrait de “voir” tous les apects (du moins le maximum) du phénomene observé
au cours du temps, et nous gardons la méme définition de 'optimalité des observations
énoncée pour le cas stationnaire, quoique ces criteres soient plus difficiles a établir dans
ce cas d’évolution.

Mais dans la modélisation, ce qui est le plus souvent utilisé n’est pas la position de
I’observateur, ce sont plutot la configuration de 1’observation et 'observation elle-méme.
Il reste vrai que la configuration et 'observation sont déterminées par la position de
I’observateur. En assimilation variationnelle de données, la position de 1'observateur est
introduite de facon implicite par l'opérateur de configuration des observations. C’est I'opé-
rateur qui décrit la distribution spatiale et spatio-temporelle des observations pour les
problemes stationnaires et d’évolution respectivement. Cet opérateur est le plus souvent
considéré comme 'opérateur de projection sur 1’espace des observations et il est commu-
nément noté C', qui apparait explicitement dans I'expression de la fonction-cotit. Avant
d’analyser I'importance de cet opérateur, rappelons d’abord I'historique de la prise des
mesures sur |'océan.

148



Sensibilité par rapport a la configuration spatio-temporelle des observations.

5.2 Historique de l'observation de ’océan: de I’anti-
quité a I’ere spatiale

5.2.1 Les premiers océanographes

Ce sont les besoins de la navigation qui ont suscité les premieres tentatives pour
mesurer la vitesse et le parcours des courants marins. Les anciens marins de commerce
ont établi des compilations partielles du régime des marées et des courants au large de
la mer Rouge et de la méditerranée, qui sont parvenues jusqu’a nous. Ces voyageurs ont
ainsi inventé "océanographie physique.

Les Vikings ont traversé 1’Atlantique nord, atteignant Vinland (Labrador) vers I’an
mille. Les légendes nordiques gardent la trace d’un Nouveau Monde au-dela des mers. Mais
ce sont d’autres européens qui, au début de la Renaissance, ont commencé a parcourir
les océans pour chercher de nouveaux et riches territoires. Vers I'an 1600, les expédi-
tions portugaises,espagnoles,francaises et anglaises avaient tracé la carte de la plupart des
continents et des océans d’un globe qui était presque inconnu un siecle auparavant. Ces
aventuriers intrépides, en reliant I’Ancien et le Nouveau Monde, ont entrepris I’exploration
systématique des mers et révélé les dimensions de la planete océane.

5.2.2 Les débuts de la recherche

Responsable adjoint de la Poste pour la colonie américaine, Benjamin Franklin cher-
chait a réduire la durée du voyage Londres-New York en établissant une carte des courants
dans I’Atlantique. En 1775, au cours d’un voyage de Londres a Philadelphie, Franklin traca
les limites du Gulf Stream en mesurant la température de I’eau; il publia ultérieureement
une carte devenue un classique de 'océanographie. Premier service chargé des cartes ma-
rines, le service Hydrographique avait été mis en place cing ans auparavant, en France.

Peu apres, le capitaine anglais James Cook terminait son fameux voyage d’exploration
dans le Pacifique (1776-1779). Les expéditions se multiplierent, et en 1849, Maury, un
officier de marine américain, publiait les premieres cartes mondiales de vents et de courants
a partir des données recueillies par les bateaux.

L’année 1872 vit la premiere expédition purement consacrée a 1’océanographie scien-
tifique: le voyage de 42 mois du Challenger, pour le compte de la British Royal Society.
Parcourant 70000 milles, Challenger arpenta systématiquement 1’océan, et collecta de la
surface au fond des données de bathymétrie, température et courants. Ces découvertes
furent analysées au cours des vingt années suivantes et constituerent les bases de 1’océa-
nographie moderne.

5.2.3 La maturité

Le vingtieme siecle est marqué par des avancées majeures en océanographie, le dé-
ploiement des instruments a la mer, des coopérations internationales et une foule de
découvertes.
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Vers 1900-1930, les travaux de Challenger furent poursuivis par des expéditions natio-
nales similaires. On leur doit I'invention de la premiere bouteille fiable pour prélever des
échantillons en profondeur, la théorie du forcage des courants par le vent et les premieres
mesures physiques et chimiques a travers 1’Atlantique.

La période 1930-1960 témoigne de rapides progres techniques, vérification des théo-
ries sur le fonctionnement de ’océan, premiere collaboration telle I’Année Géophysique
Internationale en 1957, nouveaux instruments pour mesurer la température et suivre les
courants profonds, modeles de circulation a grande échelle et découverte de I'importance
des tourbillons dans la dissipation de 1’énergie.

Nous assistons depuis 1960 a des avancées fantastiques dans les techniques de mesure
et de calcul, a des études détaillées au niveau régional, et a la reconnaissance de I'impact
de 'océan sur le climat. C’est la période de I'Expédition dans I’Océan Indien, des couran-
tometres en profondeur, des modeles globaux de circulation atmosphérique et océanique.
Plus pres de nous, c’est la décennie internationale dédiée a 1’étude des océans, 'océano-
graphie par satellite et les expériences TOGA (Tropical Ocean and Global Atmosphere)
et WOCE (World Ocean Circulation Experiment). Les scientifiques étudient désormais la
Terre comme un systeme unique combinant différents éléments: terres, océans, atmosphere
et biosphere.

5.2.4 L’ere spatiale

Son début, en 1957, a suscité et accompagné une évolution majeure dans les études de
la Terre. En 1960, un satellite météorologique américain fournissait les premieres images
de la couverture nuageuse. Dans les années 70, des satellites ont commencé a transmettre
régulierement des données sur la physique, la chimie et la dynamique de "atmosphere,
ainsi que sur les caractéristiques des sols. C’est aussi 1’époque des premieres mesures
altimétriques pour déterminer la topographie de la surface océanique.

Les mesures des navires et des instruments déployés en mer sont essentielles a la re-
cherche. Des instruments sur bouées permettent une mesure exhaustive et automatique.
Leur déploiement dans 'océan profond et au large est une innovation majeure du ving-
tieme siecle. Toutefois ces techniques sont limitées dans 'espace et dans le temps; des me-
sures fréquentes de la hauteur ne peuvent étre fournies sur une longue période a 1’échelle
d’un bassin océanique. La mesure de la topographie par radar embarqué sur satellite est
le seul moyen d’obtenir ces observations. Les espoirs placés depuis vingt ans dans cette
technique se sont concrétisés en 1992 avec le lancement de TOPEX/POSEIDON.

5.2.5 Observer depuis ’espace

[’océanographie n’est plus attachée a la mer. La technologie spatiale a permis aux
scientifiques de placer a grande distance des capteurs sensibles, pour mesurer de maniere
différente la planete océane.
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Deux décennies de progres

Bien qu’un altimetre radar expérimental ait volé en 1973 a bord du SKYLAB de la
NASA, c’est le satellite GEOS-3 qui a emporté le premier instrument ayant fourni des
mesures utiles du niveau de la mer et sa variabilité dans le temps (1975-1978). La carte de
la variabilité du Gulf Stream ainsi obtenue est en conformité avec les mesures historiques
réalisées par les bateaux.

En 1978, le satellite SEASAT de la NASA emportait le premier altimetre congu pour
I’océanographie et fournissait des mesures globales inédites de topographie de surface.
Cette mission ne dura que 100 jours, mais elle recueillit plus de données que les bateaux
de recherche des 100 années précédentes. L’altimetre GEOSAT de la US-Navy (1985-1989)
est a l'origine du premier jeu de données interannuelles de hauteur des océans, et a permis
les mesures de variabilité les plus précises jamais obtenues.

En vingt ans de progres en matiere de technologie des instruments et d’analyse scien-
tifique, la précision de ’altimetre est passée de 60cm avec Skylab a 4cm avec Geosat.
Cependant, aucune de ces missions ne visait a étudier la circulation des océans, qui im-
plique des mesures de topographie a une dizaine de centimetres pres a I’échelle d’un bassin
océanique entier. Toutes ces missions étaient limitées par les incertitudes sur 'orbite, qui
allaient de 10m pour Geos a 2m pour Seasat et Geosat.

TOPEX/POSEIDON releve le défi

TOPEX/POSEIDON est la premiere mission qui allie une altimétrie de précision et
I’exactitude de l'orbite pour relever ce défi: tracer une carte globale de la topographie
océanique. A cet effet, il fournira pendant 3 a 5 ans des relevés de ’ensemble de la surface
océanique, observée tous les dix jours.

Une altitude élevée (1336km) a été choisie pour réduire les effets du frottement at-
mosphérique et des variations du champ de gravité terrestre, afin d’obtenir une orbite
de grande précision. L’inclinaison permet 'acces aux latitudes de 66 degrés nord et sud,
et une meilleure détermination des variations d’altitudes dues aux marées. Les traces du
satellite se répetent a un km pres a chaque cycle de dix jours, ainsi les altimetres peuvent
réitérer leurs mesures sur les mémes points. L’espacement maximal entre traces est de
315km a I’équateur.

5.3 Sensibilité directe: prise en compte des parametres
d’observation

Dans la réalité de la prise des mesures, en océanographie ou dans toute autre discipline,
la configuration spatio-temporelle des observations dépend des parametres d’observation:

C:a— C(a)
ou a € A, ensemble des parametres d’observation admissibles.

151



Chapitre V.

Notre assimilation de données consistant a retrouver la condition initiale optimale du

modele, nous nous sommes posé la question suivante:

“Comment calculer la sensibilité de la condition initiale optimale par rapport auz pa-

rametres d’observation?”

Soit o, € A et C = C(ay,).

On reprend le probleme d’assimilation variationnelle de données dont on a déja parlé
dans les chapitres précédents. [’opérateur C' n’étant introduit que dans ’expression de la

fonction-cout, cette derniere devient:

1

T
J(U.0) = 5 [ 1C(ag) - X = Xon|[*ds

ce qui change le systeme d’optimalité en:

Ciz_]; + [2_)];] P =[C(a0)] (Clao) - X — Xops)
P(T) =0

Notons P(t,U, ap) la solution de (5.1), et faisons les hypotheses suivantes:

Hypotheses
H1) Il existe un unique U* € F;,,; tel que: P(0,U*, ap) =0
H2) L’application

Eim' x A — F!

int

(U,a) — —P(0,U,«)

est de classe C'!

P
H3) g_U((L []*7 050) = [SOm(Einiv Ez/m)

(5.1)

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante, déduite du théoreme des fonctions

implicites.

Proposition 5.3.1 Sous les hypothéses HI),H2) et H3), il existe A (resp V) voisinage

de ag (resp U*) dans A (resp Fin;), et une unique application:

a — ula)

tels que:

- P(0,u(a), ) =0 pour tout a € A
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- u(ag) = U”
— u est de classe C' et on a:
du op 17V op, |
@(O&o) - [%(07(] 7a0)] ) a—a(ovU 7a0) (52)

5.3.1 Remarques
du

- est la sensibilité effective de la condition initiale optimale par rapport aux pa-
o)

rametres d’observations.

opP 0*J

- %(O,U*,ao) = W(U*,ao) est le Hessien de la fonction cout par rapport a la

variable de controle U (voir chapitre III section 3.5.3)

— Le calcul de cette sensibilité nécessite:

— le calcul du produit Hessien.Vecteur, et on pourra ensuite inverser par des
méthodes du type gradient-conjugué.

— la régularité au moins C'' de I'application e — C'(«), au cas ot c’en est une,

pour le calcul du vecteur —(0, U™, ayp)

ou

o ey, s QU T . . . N
— La sensibilité T donne une indication sur 'optimisation des parametres d’obser-
o)

vation, les parametres optimaux étant ceux pour lesquels la sensibilité est nulle.
On pourrait ainsi établir un critere d’optimalité sur les parametres d’observation
mais malheureusement, I'application o — C'(«a), qui est le nceud central dans cette
approche, est pratiquement inaccessible dans le contexte qui est le notre (altimétrie
satellitaire).

La question a laquelle nous avons essayé de répondre par ce qui précede est semblable
a celle qui a été posée au debut du chapitre III, et qui était relative a la sensibilité
V* de la condition initiale optimale par rapport a un bruit sur les observations. Il
est intéressant de voir comment les deux expressions de sensibilité sont similaires:

V' = —H™"-Q4(0) (5.3)
d ap
Llag) = —H - Z(0,U", a0) (5.4)
de da
En réalité, cette similarité est loin d’étre une identité a cause de la différence de la

opP

nature des deux vecteurs Q1(0) et — (0, U™, o). Le premier est la perturbation pro-
a

duite sur I’état adjoint (a l'instant ¢ = 0) par une perturbation sur les observations,
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et le second est la perturbation produite sur 1’état adjoint (& U'instant ¢ = 0) par
une perturbation sur les parametres d’observation. Et il important de noter q’une
perturbation sur les parametres d’observation n’induit pas une perturbation sur les
observations, mais plutot un changement sur la configuration spatio-temporelle des
observations.

5.4 Importance de opérateur C

Comme nous venons de le constater dans I’historique, la facon d’observer ainsi que
les moyens (instruments) d’observation de I'océan ont beaucoup évolué. On est passé du
“rudimentaire in-situ” des anciens marins et leurs bateaux au modernisme technologique
avec des bateaux beaucoup mieux équipés, des instruments sur bouées, la tomographie
acoustique. La plus récente étape dans cette évolution étant 'altimétrie satellitaire, qui
va au-dela des limites spatio-temporelles de toutes les autres techniques.

L’opérateur (' est le seul moyen par lequel nous pouvons introduire, dans le proces-
sus d’assimilation de données, de 'information sur la répartition spatio-temporelle des
observations. C’est le seul élément qui contient de 'information sur la position de 1’obser-
vateur. Lorsqu’il y a un changement dans le systeme d’observation ou dans la position de
I’observateur pour un méme phénomene, cela peut se traduire en assimilation de données
par un changement de 'opérateur C'. Nous ramenerons donc la notion d’optimalité d’un
systeme d’observation a la notion d’optimalité de 'opérateur C', car nous ne disposons
pas de lien formel direct entre les parametres d’observation et 'opérateur C'. Un tel lien
nous permettrait d’optimiser directement ces parametres, et donc tout le systeme d’obser-
vation. Néanmoins, en optimisant 'opérateur ', on pourra par la suite poser la question
suivante a des “spécialistes 7: “ a quel(s) systéme(s) d’observation correspond lopérateur
C' optimal? 7 Nous pouvons alors reformuler la question posée en debut de ce chapitre:

Peut-on optimiser Uopérateur C' ¢

— Tout d’abord, il faut trouver un sens a “optimiser 'opérateur C”.

— Ensuite, 'optimisation est liée a la notion de différentiabilité i.e. optimiser 'opé-
rateur €' suppose que ce dernier différentiable par rapport aux parametres dont il
dépend.

En ramenant le probleme a 'optimisation de C', nous faisons une simplification volon-
taire pour éviter toutes les complications qu’entrainerait la prise en compte des change-
ments des parametres d’observation, surtout qu’il n’y a pas a notre connaissance, comme
nous ’avons déja dit ci-dessus, de lien formel direct entre ces parametres et la configu-
ration. Nous travaillerons donc dans toute la suite sur la configuration spatio-temporelle
des observations. Nous laissons volontairement ouvert le probleme de 'optimisation de C'.
Par contre nous allons étudier son role et son influence en assimilation. Pour cela, nous
regarderons la sensibilité de quelques criteres (non exhaustifs) par rapport a C'. Mais avant
d’aborder la grande question de la sensibilité par rapport a C', il est important et méme
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nécessaire de comprendre et si possible d’exhiber son role en assimilation de données.
Nous pouvons nous servir du cas simple d’un probleme linéaire.
Soit le modele donné par:

dX

ALY
dt
X(0) = U.

On suppose qu’on a une observation X, de I’état du modele et on cherche U qui minimise
la fonction cout:

1 /T
J(U) = —/ 10 X — X,y [2dt.
2 Jo
Des calculs simples montrent que:

vV, J(U) = /OT [ex eS'AT (Cre U = X,,) ds
H=V2JU)= /OT (C -] o e ds,

et si nous avions calculé le gradient en utilisant les équations adjointes, nous aurions a
résoudre:

dP t t t-A
{%—FA-P:C-(C-e U = Xon,)
P(T) =0,

et le gradient de J serait donné par le vecteur —P(t = 0). L’intégration de ce systeme
donne effectivement pour —P(0) la valeur de V J(U) calculée ci-dessus. Mais ce qui nous
intéresse dans cet exemple, c’est le role de €. Il intervient dans:

— le calcul de I’état adjoint et donc dans le calcul du gradient de J.
— le calcul (et/ou 'expression) du Hessien de J par rapport a U

Nous pouvons nous limiter a mentionner ces deux éléments qui nous semblent étre les
plus importants acteurs dans le processus d’assimilation, avec le modele et les observa-
tions. Ainsi, pour bien comprendre le role de C' en assimilation de données , il faut bien
comprendre le réle de gradient et celui du Hessien. Le role du gradient en assimilation
de données n’est plus a décrire. En effet, nous savons que 1’assimilation variationnelle de
données consiste a trouver les points stationnaires du gradient. Cela nous donne déja une
premiere idée du role de ', car le gradient dépend de C.

Toujours dans le but de comprendre le réle de 'opérateur ', nous allons décrire le
role du Hessien.
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5.4.1 Le role du Hessien en assimilation variationnelle de don-
nées

Approche statistique

On cherche a estimer les erreurs d’ajustement sur les parametres optimaux ( résultats
d’assimilation ). Le point important dans cette démarche est que le Hessien de la fonction
cout peut étre identifié a I'inverse de la matrice de covariances des parametres de controle.
La matrice de covariances peut étre utilisée pour estimer I'incertitude ( 'erreur ) sur un
résultat quelconque du modele ( dépendant des parametres ) et ainsi , déterminer quels
parametres du modele sont mal identifiés a partir des données.

Soit x le vecteur de controle ( parametres a identifier ) d’'un modele, d le vecteur
de données et m(x) I'application qui transforme les solutions du modele ( a partir des
parametres x ) en vecteur comparable aux données d.

Supposons que les différences entre le modele et les données

e=m(x)—d

sont des erreurs aléatoires. Notons que ces erreurs ne sont pas simplement dues aux
imprécisions des instruments; dans les modeles météorologiques et océanographiques, une
large contribution a cette erreur est la représentativité ou l'erreur due a une résolution
finie. Si ces erreurs suivent une loi normale de moyenne nulle, alors la fonction cott peut
étre identifiée a ’argument de la fonction gaussienne:

oo [48] o

A étant 'inverse de la matrice de covariance des erreurs aléatoires et ¢ la dimension du
vecteur d.

Considérée comme fonction des parametres de controle, la fonction de distribution
(5.5) définit une fonction de vraisemblance:

L(l‘) = afE(d_ m(l’),O,A) (56)
a étant une constante positive.

La minimisation de la fonction colit équivaut a la maximisation de la fonction de
vraisemblance. En normalisant le choix d’un ag de sorte que: /L(:z;)d:z; = 1, la fonction

de vraisemblance peut étre regardée comme une densité de probabilité pour les variables
de controle x. L’optimum correspond au mode de cette distribution, qui équivaut a la
moyenne lorsque m(x) est affine et lorsque la distribution des erreurs d’ajustement est
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supposée gaussienne. Les covariances de cette distribution donnent une mesure de la
qualité de I'identification des parametres a partir des données: Thacker [99]
Lorsque m(x) est affine, la fonction de densité de x est:

fyla;a™, H) = ldgfj?] : [—% (x — x*)T -H - (x— :1;*)] (5.7)

ott 2* € R¢ est 'optimum, et H est le Hessien de la fonction cofit:
T
0 0
H= 2" 4|9
Ox Ox
Ainsi, 'inverse du Hessien peut étre identifié a la matrice de covariances de la densité
de probabilité des variables de controle, et peut étre utilisée pour estimer la variance d’une

fonction quelconque des variables de controle. Ceci est analogue a la regression: Draper
et Smith [14]

Si m est non-linéaire, I’estimation de l'erreur d’ajustement est plus compliquée. La
fonction cout peut avoir plusieurs minima relatifs, auquel cas les variables de controéle
pourraient avoir une grande probabilité d’étre localisées dans plusieurs régions disjointes.
La forme ( I'allure ) de la fonction coit dépend du nombre, du type et de la qualité des
données. Plus on dispose de données, plus le minimum principal est profond dans la forme
de la fonction cott; donc avec suffisamment de bonnes données, la fonction cotut aurait
un unique minimum profond ( plus profond que tous les autres ), malgré la non-linéarité
de m. Dans le voisinage de ce minimum profond, la fonction cotit serait quadratique et la
densité de probabilité de x serait approximativement gaussienne. Si c’est le cas, alors une
bonne approximation de I'inverse de la matrice de covariances de x est encore donnée par
le Hessien de la fonction cott (voir Gallant [27]).

En assimilation de données météorologiques ou océanographiques, il est tres peu pro-
bable d’avoir autant de données ( observations ) que de degrés de liberté du modele.
Néanmoins, un unique optimum peut étre trouvé en introduisant soit des pseudo-données
représentant une connaissance a priori, soit un terme de régularisation, ce qui change la
forme de la fonction cotit et aussi de la fonction de vraisemblance. L’expression générale
du Hessien est alors:

e () o () (55 e

On remarquera que pour les modeles linéaires, le Hessien est indépendant des variables de

contréle. Par contre, pour les modeles non-linéaires, le Hessien doit étre évalué en @ = a*
pour une bonne approximation de la matrice de covariances.

Remarque: L’estimation des erreurs d’ajustement et leurs covariances nécessite le
calcul du Hessien et son inversion. Mais ceci n’est pas tourjours possible a cause des cotits
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de calculs élevés pour les modeles de grande taille. Si 'on a N parametres a identifier a
partir du modele et des données, le Hessien sera une matrice d’ordre N? x N?%. Mais il est
possible, par la méthode de 1’adjoint au second ordre donnée par Le Dimet et al. [111] de
calculer le produit Hessien-vecteur: H -v. Et par un algorithme du type gradient conjugué,
on peut aussi calculer H™! - v ce qui est nettement plus précis (que les approximations du
Hessien faites par différences finies jusqu’a présent) et moins cotiteux.

Hessien et convergence

Dans le voisinage du minimum x*, la fonction cotit est approximativement quadratique:

J:%(x—x*)T-H-(x—x*)

et la surface représentant J a la forme d’une cuvette parabolique multidimensionnelle
dont les isocontours sont des ellipses. Les axes principaux de ces ellipses sont déterminés

par les vecteurs propres e; du Hessien. Les rayons le long de ces axes principaux sont
T'. 2 est bien identifié, la courbure dans la direction e;
T

7

proportionnels aux A;7'. Ainsi, si e
est relativement raide. Si par contre e; - = est mal identifié, la courbure dans la direction
e; est relativement plane.

La notion de courbure en identification de parametres a été étudiée par G. CHAVENT
[11, 12], et on peut consulter ces articles pour plus de renseignements sur la notion de
courbure dans les problemes inverses, et par conséquent en assimilation de données.

Dans les algorithmes classiques de descente, chaque nouveau point dans le calcul du

minimum est obtenu en se déplacant vers le bas dans la direction la plus raide, opposée

a la direction de gradient s Ainsi, si certaines directions sont plus raides que d’autres,
x

il y aura tendance a se déplacer dans ces directions plus que dans les autres.

Les algorithmes de descente utilisant la méthode de gradient-conjugué apportent une
amélioration considérable aux méthodes de descente simples et a pas optimal, car pour
chaque itération, le gradient est orthogonal a tous les gradients précédents et la direction
de descente est conjuguée a toutes les directions de descente précédentes. Si le modele est
linéaire, la convergence est obtenue en au plus autant d’itérations que de parametres a
identifier. Puisqu’il y a pratiquement un tres grand nombre de parametres, ceci ne parait
pas tres rassurant. Néanmoins, si le Hessien est bien conditionné, et si les valeurs propres
sont groupées dans un petit intervalle, I’algorithme converge rapidement. Malheureuse-
ment, il faut largement plus que ce nombre (théorique) d’itérations lorsque le Hessien est
mal conditionné. Les erreurs d’arrondi empéchent les conditions “ vecteurs conjugués”
d’étre satisfaites de fagon exacte, et ainsi les directions planes sont évitées de la méme
maniere que dans les algorithmes de descente classiques.

Géométriquement, il est clair que si les isocontours sont circulaires, le gradient aura
toujours une direction radiale vers ’extérieur du minimum, et une seule itération de
descente suffit. Dans ce cas, le Hessien est proportionnel a la matrice identité et son
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conditionnement est égal a 1. L’idée qui inspire le préconditionnement de 1’algorithme de
gradient-conjugué est de faire un changement de variable tel que les isocontours soient
presque circulaires. En pratique, le gradient de la fonction cott est multiplié par une
matrice (de changement de variables), qui est choisie telle que le nouveau gradient soit
orienté presque vers le minimum. Le gradient étant donné par:

aJ

—=H (z—2"

9 ( )
il est évident que si la matrice de préconditionnement est H~1, 'opposé du gradient trans-
formé sera x* — x qui est directement orienté vers le minimum a partir de . L’inverse de

la matrice de préconditionnement devrait donc étre une bonne approximation du Hessien.

5.5 Comment comparer

La comparaison de deux configurations d’observations nécessite non seulement des
moyens, mais aussi des criteres de comparaison adéquats.

Tout d’abord, il n’est pas possible de comparer directement deux configurations d’ob-
servations, car cela nécessite la définition d’une distance dans ’espace des observations.
La difficulté de la définition d’une telle distance réside dans le fait que pour deux confi-
gurations différentes, les points du domaine observés ne sont pas les mémes (il en est
de méme pour les points non observés). Il faudrait ensuite définir une configuration de
référence par rapport a laquelle on pourrait établir un critere d’optimalité pour les autres
configurations. Ces deux points nous ont paru difficiles a résoudre et nous les laissons
ouverts dans le cadre de cette étude.

D’autre part, s’il était possible de définir une telle distance, elle devrait dépendre non
seulement des observations, mais aussi du modele, i.e. elle devrait étre définie au moyen
du systeme d’optimalité; car si on pouvait définir directement une distance dans ’espace
des configurations, on n’aurait pas besoin du modele, et encore moins de "assimilation, et
on pourrait courir le risque d’obtenir une configuration “optimale” au sens de la distance
définie et non au sens de 'utilité et D'efficacité des observations correspondantes. Nous
laissons donc de coté (probleme ouvert) I'idée de définir une distance pour comparer les
configurations entr’elles, quoique cela soit certainement plus facile dans des problemes
ayant des systemes d’observation plus simples.

Nous essaierons dans ce qui suit, de répondre a la question de savoir

Comment comparer deuzx configurations d’observations

en passant par l'usage, I'utilité des observations elles-mémes. Ainsi, au lieu de comparer
les configurations entr’elles, nous les comparerons au moyen de 1'utilité et de 'efficacité
des observations correspondantes.

Les criteres de comparaison que nous proposons seront donc définis au moyen du
systeme d’optimalité, I’'idée principale étant, dans une premiere approche, d’associer a
chaque configuration un scalaire assez représentatif, et nous laisserons ouvert le probleme
du choix des criteres vectoriels.
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Les criteres réels choisis sont: le conditionnement du Hessien, la variance d’une forme
linéaire définie sur les variables de controle, la prédicibilité (quantifiée par le plus grand
exposant de Lyapunov du systeme d’optimalité), et nous en présentons les résultats avec
une analyse de consistance.

5.5.1 Le conditionnement du Hessien

Le conditionnement est défini par le rapport de la plus grande par la plus petite valeur
propre, qui sont toutes positives ou nulles dans le cas ou la matrice est symétrique semi-
définie positive. C’est le cas du Hessien. Une valeur propre nulle indique que le Hessien
est singulier et donc certains parametres ne peuvent étre identifiés a partir des données.
A cause des erreurs d’arrondi, une valeur propre tres petite ne peut étre distinguée d’une
valeur propre nulle. Un Hessien mal conditionné est presque singulier, c’est-a-dire que
certaines combinaisons linéaires des parametres sont tres mal identifiées. Si le Hessien est
mal conditionné, ce qui est le cas lorsque certaines combinaisons linéaires des parametres
sont mal identifiées, atteindre le minimum de la fonction colit nécessite beaucoup d’itéra-
tions par les algorithmes de descente. Une approche algorithmique pour éviter cela est de
préconditionner le processus de minimisation pour accélérer la convergence. Le condition-
nement du Hessien joue un role tres important en assimilation variationnelle de données
. Il donne une information a la fois qualitative et quantitative sur:

— l'identification des parametres: on identifie “bien” tous les parametres (variables
de controle) lorsque le Hessien est bien conditionné, et lorsqu’il ne I'est pas, cer-
taines combinaisons linéaires des parametres, notamment les directions des vecteurs
propres correspondant aux plus petites valeurs propres, sont mal identifiées.

— la vitesse de convergence du processus de minimisation.

— la sensibilité des parametres optimaux par rapport aux observations (cf chap III).

Lorsque les données sont suffisantes pour identifier les parametres du modele de facon
assez précise, le Hessien parait bien conditionné, et la convergence ne pose pas trop de
problemes, du moins a priori. Néanmoins, des méthodes de descente plus performantes
( quasi-Newton, Newton tronqué ) peuvent aider, notamment lorsque la lenteur de la
convergence est due aux données inadéquates. En réalité, la source du probleme de condi-
tionnement et donc de vitesse de convergence peut se localiser dans le modele aussi bien
que dans les données:

1. Le modeéle:

— Des parametres dont ’échelle est incorrecte peuvent causer un mauvais condi-
tionnement (et une convergence lente) méme si les données sont bonnes.
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— Le modele peut comporter des parametres ayant tellement peu d’influence sur
m(z) qu’ils ne pourront jamais étre bien identifiés méme avec de données tres
précises. En analyse de regression, des tests sont souvent faits pour savoir si
tous les parametres peuvent étre identifiés par les données; sinon, ceux qui ne le
sont pas sont éliminés. Nous pouvons entreprendre la méme procédure: il faut
tout simplement que la solution du modele soit orthogonale aux combinaisons
linéaires (des parametres) qui ne sont pas correctement identifiés, et qui sont
données par les vecteurs propres associés aux petites valeurs propres du Hes-
sien: Wiggins [104], et Wunsch [107]. Néanmoins, il faudra faire attention pour
garantir que cette restriction ou contraction de parametres conserve au modele
un sens.

2. Les données:

La responsabilité des données dans la mauvaise identification de parametres peut
étre:

— données insuflisantes

— mauvais échantillonage

Mais dans le cadre de 'assimilation variationnelle , nous supposons que le modele est
parfait, et dans ce cas, le conditionnement ne dépend plus que de la configuration des
observations.

Une configuration dépend essentiellement de trois parametres:

— La durée de I’observation: on la prend en général égale a la durée d’intégration du
modele.

— l'intervalle de temps indiquant I'insertion réguliere des données.
— Dintertrace ou distance entre deux traces consécutives.

Lorsque la durée d’observation est fixée, on ne peut faire varier la configuration que par
les deux autres parametres, et c’est ce qui engendre la variation de la densité spatio-
temporelle des observations.

Consistance

La consistance du conditionnement (en tant que critere de comparaison) peut étre
définie par sa dégradation (croissance) en fonction de la dégradation (décroissance) de la
densité spatio-temporelle des observations. On a:

Amal’
k(H) = "

Si H est symétrique et définie positive, nous pouvons écrire:

H=L'L,
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L pouvant étre interprété comme l'opérateur qui, a toute condition initiale (variable de
controle) donnée associe la projection de la solution du modele direct dans 'espace des

observations:
LU)=C-X(U).
On a aussi:
t . t . .
Moy = max w (5.8)

U0
Dans la pratique, la solution X du modele est donnée par:
X=(X,=UX,,....X,)

ou N est le nombre de pas d’intégrations en temps. Les observations sont faites aux
instants k,, k,, ..., k,, selon les configurations spatiales données par les opérateurs:

Ck1,0k2,...,0kp, et on a:
LU) = (Cy, - Xe, . Cr, - Xiyy oo Oy - X)) (5.9)

Les (), sont des matrices diagonales d’ordre M = N, x N, ou N, = N, est le nombre de
neeuds de discrétisation sur le c6té du bassin carré. Les nceuds du maillage sont numérotés
de 1 & M suivant I'application qui a un nceud (1, j) fait correspondre 'entier (j — 1)V, +1.
Lorsque le nceud p (p € [1, M]) est observé au pas de temps k;, on a: Ck] (p,p) =1, et 8’
n’a pas été observé, Ck] (p,p) = 0. Ainsi, si tous les points du maillage sont observés au
pas de temps k,, on a Ck] = ]d]RM.

La dégradation de la densité spatio-temporelle des observations consiste a remplacer
les lignes ou les colonnes des Ck] g =1,..., P par des lignes ou des colonnes nulles. Cette
dégradation se propage dans l'opérateur L selon la définition (5.9), le rendant de plus en
plus singulier, i.e. son noyau (kerL) devenant de plus en plus grand. En effet, si nous
faisons la décomposition:

Ei; =kerL @ kerl™
Nous pouvons récrire (5.8) sous la forme:

. UL LU
max—nglg?zL Ut U

Soit C' une configuration et C’ une dégradée de C selon le procédé décrit ci-dessus. On
fait correspondre a C' (resp C’) les opérateurs L (resp L') qu’ils engendrent et on peut
affirmer que:

kerL C kerl

et donc

kerl'™ C kerL™
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Soit Az €t A

! . les valeurs propres maximales des hessiens H et H' obtenus a partir de

C' et (' respectivement. On a:

\ Uf-L”-L’-U< ULt Leu
= maXx max ————— — Amazx
e UEkerL/J' vt-U T U€kerLt Ut. U

La valeur propre maximale du hessien décroit donc et tend vers zéro en fonction de
la dégradation spatio-temporelle des observations. On en déduit que la valeur propre
minimale A,,;, est aussi décroissante et tend vers zéro avec une vitesse plus grande que celle
de A,z En conséquence, le conditionnement du hessien est croissant. C’est aussi ce qui est
confirmé par les résultats numériques. Nous pouvons en conclure que le conditionnement
du hessien est un critere de comparaison consistant. Il en est de méme pour les valeurs
propres minimale et maximale.

Le calcul du conditionnement du Hessien, qui en fait revient au calcul des valeurs
propres maximale et minimale du Hessien, se fait par décomposition spectrale en utilisant
la méthode de Lanczos.

5.5.2 Décomposition spectrale du Hessien

La méthode de Lanczos est une méthode de recherche du spectre d’une matrice sy-
métrique qui n’est pas forcément définie positive. C’est une méthode de type itératif. Son
principe repose sur les propriétés de convergence de 'espace de Krylov engendré a partir
d’un vecteur initial donné comme pour la méthode de gradient-conjugué. Rappelons la
définition suivante de I’espace de Krylov associé a une matrice H € M(n,n). Soit 2 € R"
donné, xg non nul, on définit 'espace de Krylov d’ordre & comme le sous-espace vectoriel :

K et ,C<:1;0,H.:1;0,...,Hk_1.:1;0>.

Rappelons aussi que le spectre d’une matrice H symétrique est formé par des des valeurs

propres, classé en ordre décroissant: Ay > Ay > ... > A, qui sont des quantités sup-inf :
A;i = sup inf u 1=1,2,....n. (5.10)
VC]R,n z€V <$, $>
dim V=i

La méthode de Lanczos, & sa ki®™ itération donne le spectre de la projection Rayleigh

de H sur Ky, c.-a-d.:
<:1;,Proj,€k(H.:1;)>

0¥ = sup inf _ i=1,2,... k. (5.11)
VC]R,n z€V <$, PI’OJ)Ck(l')>
dim V=i
Soit {q1,¢2,...,qr} une base orthonormée et qui engendre l'espace de Krylov K

d’ordre k et soit QQ une matrice d’ordre n x k avec k < n dont la j®™° colonne est
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le vecteur g;, 'opérateur de projection s’écrit Qx.Q%. Par conséquence 1’expression (5.11)
devient :

CT e ek QL

dim V=1

1=1,2

H.
= sup inf M 2, k. (5.12)

VK yev <y7 y>
dom V=t

L’algorithme de Lanczos repose sur l'existence d’une base {q1, ¢, ..., q} vérifiant en
plus une relation tres ingénieuse de récurrence:

H.q; = B3;1qi1+ ;¢ + Bigin J>1; et a8 € R (5.13)

L’algorithme pour calculer une telle base est :

@ =0
Bo =0

—

€1

—

1 =

[kl

POUR j = 1,....k FAIRE
EJ‘ = HQ_} - 5]‘—1 @‘—1
a; =(Z},q)

Uj =2 — ajq;

Bi =19l

—

Ly

q;+1 =

FIN_POUR

1

et 'interprétation de (5.13) en écriture matricielle est :

QL.H.Q, = QL X H x | @k (5.14)
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Cette matrice T}, carrée d’ordre k et tridiagonale est celle de la projection Rayleight de
H sur Despace K, s’écrivant dans la base {q1,¢s,...,q}. Les k éléments propres (6;, ;)
avec 1 < 7 < k de la matrice T, c.-a-d. :

Tk.y]‘ = (gj‘.y]‘ Y; € ]Rk,(gj‘ € R.

sont facilement calculables par la méthode de bisection. Les couples (8, Qx.7;) sont appe-
lés les éléments de Riesz de H. Ils donnent une approximation du spectre de H. En effet
on a deux théoremes suivants:

Théoréme 5.5.1 I existe k valeurs propres NE, N5, ... )\ de H telles que :

\Af—aﬂ < B [(y;, el Vi=1,2,... k. (5.16)
Théoreme 5.5.2 Les vecteurs de Rayleigh-Riesz :L'f f Qr.y; vérifient la relation sui-
vante :
HH.xf—ajfo = B [(y;, ex)| Vi=1,2,... k. (5.17)
Remarque:

— Comme |y;| =1 et |ex| = 1, alors [(y;, ex)| < 1.

Pour les démonstrations de ces deux théoremes, on peut consulter KAHAN et PAR-
LETT [36]. On remarque que 'approximation des éléments de Rayleigh-Riesz et d’autant
meilleure que le « résidu » 3y est petit. Le test d’arrét de I'algorithme porte donc sur la
valeur de cette quantité [y.

Cet algorithme est parfaitement adapté a la décomposition spectrale du hessien de la
fonction cout a minimiser J car, sans avoir besoin d’expliciter la matrice du hessien H, il
suffit que I'on fournisse a ’algorithme le produit H.q avec ¢ un vecteur donné. Cependant
le grand inconvénient de la méthode de Lanczos est sa grande instabilité. Elle est donc
tres affectée par les phénomenes dus aux erreurs d’arrondis. Ceci se traduit par une perte
d’orthogonalité naturelle des vecteur {¢;} calculés. B.N. PARLETT et D.S. SCOTT [84],
ont montré que ce risque devient essentiel quand justement les quantités (i |(y;, ex)| sont
petites. Ils ont proposé une modification de la méthode en ajoutant un processus dit de
« réorthogonalisation-sélective » qui consiste a réorthogonaliser les vecteurs {¢;} de temps
a autre, suivant un critere portant sur les quantités 3y |(y;, ex)|. Notons qu’il existe dans la
littérature sur le sujet toute une panoplie de différentes stratégies de réorthogonalisation.
Dans notre cas nous avons choisi cette stratégie diie a B.N. PARLETT et D.S. SCOTT
[84].

5.5.3 La variance d’une forme linéaire
Notations, Définitions et Propriétés

SiY = (Y1, Ya,. .. ,Yp)t est un vecteur aléatoire réel et intégrable, 'espérance de Y,
notée IE(Y) est le vecteur de composantes IE(Y;), et la matrice de variance-covariance
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de Y est notée 3y et a pour terme général cov(Y;,Y;). Plus généralement, si Y est une
matrice aléatoire réelle, 'espérance IE(Y) est la matrice de terme général IE(Y ;).
Voici quelques propriétés des moments de vecteurs aléatoires:

— Si Y est une matrice aléatoire d’ordre p x ¢, A une matrice déterministe d’ordre
r X p et B une matrice déterministe d’ordre ¢ x s, alors IE(A-Y - B) = A-E(Y)- B.

— La matrice de variance-covariance d’un vecteur aléatoire Y est:

Ty = [Cov(Y:, Y))] = B ([Y = BY)) - [Y = B(Y)]) = B(Y'- Y) = B(Y)' - B(Y)
— La matrice v est semi-définie positive

— pour tout vecteur a € R’ on a:

E(<Y7a>) = <E(Y)7a> ) Uar(<Y7a>) =a- Yy a

— et pour toute matrice A d’ordre ¢ x p on a:

ZA~Y:At'ZY'A

— Un vecteur aléatoire Y est dit gaussien si toute combinaison linéaire de ses coordon-
nées est une variable aléatoire gaussienne. Ce vecteur admet alors une espérance pu
et une matrice de variance-covariance y_. On dit qu’il suit la loi V(g, ).

Un vecteur gaussien Y de RP, d’esprance p et de covariance ) inversible, admet
pour densité la fonction f:

fy(z) = M] el'p[ 1

o o= T =)

La variance d’une variable aléatoire réelle Y d’espérance p est une mesure de la dis-
persion des valeurs prises par Y autour de u: la variance de Y est d’autant plus grande
que Y a “plus de chances” d’étre éloigné de p.

En assimilation de données , si nous considérons le vecteur C' - X — X ;s comme un
vecteur d’erreurs aléatoires, alors la condition initiale optimale (celle qui minimise la
norme de ce vecteur aléatoire) est aussi un vecteur aléatoire dont on peut chercher la
matrice de variance-covariance A. Nous avons vu ci-dessus (section 5.4.1) que 'inverse
du Hessien H~! a loptimum est une bonne approximation de A; cette approximation
est exacte dans le cas ou la solution du modele est une fonction affine des parametres
de controle. Mais au lieu de déterminer la matrice de variance-covariance, qui nécessite
le calcul du Hessien de la fonction-cout et son inversion, nous pouvons définir une forme
linéaire sur I'espace des conditions initiales E;,;, et calculer la variance de cette forme

linéaire. En effet, si E,; est un espace de Hilbert muni d'un produit scalaire (-,-)p

toute forme linéaire L sur E;,; admet une représentation vectorielle d’apres le théoreme
de Riesz [6]:

int

166



Sensibilité par rapport a la configuration spatio-temporelle des observations.

ol b est un vecteur de E,,;. Si donc U est un vecteur aléatoire de matrice de variance-
covariance A, alors on a:

var (L - U) = var (<U,b>E ) =b-A-b

int

D’autre part, avec 'approximation A = H~! on a:

var(L-U):bt-H_l-b (5.18)

Des qu’on sait calculer le produit H - v pour un vecteur v quelconque, on peut aussi
calculer H=1 - v par des algorithmes du genre gradient conjugué, et donc on peut calculer
la variance de L en évitant de calculer tout le Hessien et son inversion.

La variance de L nous renseigne sur la dispersion de cette variable aléatoire par rapport
a sa moyenne. b étant fixé, la variance de L ne dépend que de la structure de H~!, et
donc de H, de sorte que la dispersion de L peut se traduire par une bonne, moins bonne,
mauvaise identification de la condition initiale (minimisation de la fonction-cout).

Mais comme nous ’avons déja vu ci-dessus, H dépend a son tour de C'. Nous pouvons
alors étudier la variation de la variance de L en fonction de C'. Le critere d’optimlaité
étant “la variance minimale”, i.e. la “meilleure” configuration d’observation au sens de
ce critere, est celle pour laquelle on a la plus petite variance de L, ce qui signifie que
les valeurs de L sont tres peu dispersées autour de sa moyenne, ou encore: “on a bien
assimilé”.

Consistance

La consistance de la variance de L en tant que critere de comparaison entre différentes
configurations d’observations se traduit par sa dégradation (croissance) en fonction de la
dégradation de C'. On retrouve ici la méme consistance décrite en (5.5.1) pour le critere
du conditionnement. En effet, b étant fixé, la variance de L ne dépend que de H~! et le
calcul de la variance dépend fortement du conditionnement de H~! qui est égal a celui de

H.

5.6 Reésultats numériques

Les résultats de ce chapitres étant tous basés sur le Hessien, nous présentons d’abord
la validité du calcul du produit Hessien x vecteur (par un test de Taylor), ainsi que le
test de symétrie du Hessien pour des vecteurs aléatoires.

La validité du produit Hessien x vecteur est donnée par:

m JU+a-v)—JU)—(VJU),v), _ |

o L2 (H(D) - v.0),

2

et numériquement, on a:
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test de precision du Hessien
10" T T T T

FiG. 5.37 — Précision numérique du calcul du produit Hessien X vecteur.

Pour tester la symétrie du Hessien, on a considéré deux vecteurs aléatoires v et w et
on obtenu:

(H(U) - v,w), | 9.678603447816571700F + 2
(v, H(U) - w), | 9.678603447834100631F + 2

La figure et le tableau ci-dessus nous permettent alors de dire que le produit Hessien
X vecteur a été bien calculé (avec une bonne précision numérique), et que Hessien est
symétrique a la précision machine pres.

Pour étudier la variation du conditionnement du Hessien en fonction de la configura-
tion spatio-temporelle des observations, nous utilisons encore les deux parametres interv
et modpt introduits a la section (3.8) pour faire varier la densité spatiale (interv) et tempo-
relle (modpt) des observations. Nous supposons que les traces sont des droites paralleles a
I'intérieur du domaine. Nous supposons aussi, pour simplifier, que la configuration spatiale
des observations reste fixe au cours du temps, i.e. ce sont toujours les mémes points qui
sont observés. La figure ci-dessous montre quelques exemples de configurations spatiales:
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FiG. 5.38 — FEzemple de dégradation spatiale de la configuration des observations: interv =
4,10, 15,20, 25, 30 respectivement

Nous avons alors calculé, dans le cas du modele barotrope, le conditionnement du
Hessien de la fonction-cout a 'optimum, par la méthode de Lanczos qui nous fournit de
“bonnes” approximations des valeurs propres maximale et minimale. Notons que la valeur
propre maximale converge tres rapidement en fonction de la dimension du sous-espace du
Krylov, contrairement a la valeur propre minimale.

L’intervalle d’assimilation a été fixé a 30 jours, et nous avons obtenu les résultats
suivants:

valeur propre minimale

coupe spatiale vpmin

0869 — -
0128 —
0614 —
136 —
.21 N

100

S
SR
R
R

-

0.1

0.01

0.001

gpr L 1
6 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3,
X

modpt

Fi1G. 5.39 — wariations de la valeur propre minimale en fonction de la dégradation spatio-
temporelle de la configuration des observations (a gauche), et a droite, une coupe suivant la
dégradation spatiale.
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valeur propre maximale

10000

1000

100

10

341 —
299 —
251 —
216 —
174 —

coupe spatiale vpmax

[}

2 4 6 8 18 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
X

FiG. 5.40 — wvariations de la valeur propre maximale en fonction de la dégradation spatio-

temporelle de la configuration des observations (a gauche), et a droite, une coupe suivant la

dégradation spatiale

conditionnement

353 1@5:‘“‘\\\\\\\\\\w\w\w\w\\\\\\\\:
316 —
279 —

100000 Y

10000 o

ST
IR
=
‘5ai'i§§‘p-4b
1000 SRS S
10°
100
k)
%
2
gl e e
15 mOdpt '] 2 4 6 8 1 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
10 x
5
% g
20
Fi1G. 5.41 — wvariations du conditionnement en fonction de la configuration spatio-temporelle

389 —

coupe spatiale condit

des observations (a gauche), et a droite, une coupe suivant la dégradation spatiale

Des coupes suivant la variation temporelle de la densité des observations ont aussi été
réalisées et ont donné les résultats suivants pour les valeurs:
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coupe temporelle vpmin coupe temporelle vpmax

R e e e L B w B o e e o IR s e o e w7777 T T T T T T T T

F1G. 5.42 — Variation des valeurs propres minimale (gauche) et mazimale (droite) en fonction
de la dégradation temporelle de la configuration des observations.

Le second critere choisi pour analyser I'influence de la configuration spatio- temporelle
des observations est la variance d’une forme linéaire défine sur ’espace de controle V. Nous
avons vu ci-dessus que cette variance est donnée par

var(L) = (H™'-b,b), si  LU) = (bU),

En fixant le vecteur b = (1,1,...,1)", nous avons calculé la variance en faisant varier la
configuration spatio-temporelle des observations par le moyen des parametres interv et
modpt, comme cela a été fait pour le conditionnement.

171



Chapitre V.

variance
504 —
424 —
344 —
264 —
e T, e 184 —
A, A7 Z 77 7 7
R
e A o i e S il
R T P
16406 X S

100000
10000
1000
100

10

Fi1G. 5.43 — wariations du la variance en fonction de la configuration spatio-temporelle des
observations.

coupe spatiale de la variance coupe temporelle de la variance

w7 T T T T T T T T T T T T T T T B e A A B B o e o e e e o L BN e o e

B T S Y Y
30 @ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

FiG. 5.44 — Coupe de la variance en fonction de la dégradation spatiale (gauche) et temporelle
(droite) de la configuration des observations.
Commentaires

On peut constater a partir de ces résultats que la dégradation spatiale de la configu-
ration des observations affecte beaucoup plus les valeurs propres (et donc le conditionne-
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ment), que la dégradation temporelle. Il en est de méme pour la variance. On en conclut
qu’il est plus important d’augmenter (favoriser) la densité spatiale des observations. Mais
ceci ne reste vral que par rapport aux criteres choisis.

5.7 Sensibilité de la prédicibilité par rapport a C

Les exposants de Lyapunov, permettent d’étudier les phénomenes de divergence ex-
ponentielle des trajectoires provenant des points initiaux voisins, dans les systemes dyna-
miques classiques. Définis par Oseledec [79], les Exposants Classiques de Lyapunov (ECL)
mesurent la moyenne a long-terme du taux de divergence ou convergence des trajectoires
initiales voisines dans ’espace des phases, sur un attracteur. Ils sont donc une quantifica-
tion des propriétés de prédicibilité moyenne, selon Nese [76]. Un exposant de Lyapunov
positif indique un comportement chaotique, de petites erreurs sur 1’état initial pouvant
mener a de grandes erreurs de prévision. Le plus grand exposant classique de Lyapunov
donne une estimation du temps moyen au-dela duquel la prédiction devient insignifiante
en raison de la propagation des erreurs initiales, et une croissance du plus grand ECL se
traduit par une perte du temps moyen de prédicibilité. Nous pouvons alors quantifier la
prédicibilité d’un systeme dynamique par son plus grand ECL.

Le systeme d’optimalité étant aussi un systeme dynamique, nous pouvons étudier sa
prédicibilité, et en utilisant la quantification de la prédicibilité par le plus grand exposant
de Lyapunov, nous pouvons établir un critere de comparaison entre différents parametres
indépendants dans le systeme d’optimalité, notamment: les observations, la configuration
des observations,...etc.

Mais avant de passer a la détermination des ECL d’un systeme dynamique et a son
application au systeme d’optimalité, commencons par donner leur définition.

Définition 5.7.1 Soit E, un espace “assez régulier” sur lequel est défini un systéme
dynamique classique:

dX

dt
ot F' est une fonction vectorielle “réguliére.” Désignons par S(t)- X Uétat a Uinstant t du
systéme qui a Uinstant 0 était en X . Ceci définit une famille {S(t),t > 0} d’applications
sur b, :

= F(X) (5.19)

S(1): X—X(t) = S(t) - X

Soit e un vecteur non nul de Uespace tangent en X a l'espace des phases, qui €volue suivant
la différentielle D, S(t) en X. En supposant que FE est normé, on définit le plus grand
exposant classique de Lyapunov par:

1
A = lim n In || D,S(t)-e]| (5.20)

t—=00

En général, un systeme dynamique admet plusieurs ECL. Nous verrons dans la suite
comment sont définis les autres ECL et comment les calculer.
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5.7.1 Exposants Classiques de Lyapunov en dimension finie

On se place dans le cas ou E, est un espace de dimension finie. Dans plusieurs appli-
cations pratiques, apres discrétisation spatiale des variables d’état, on a: F/, = RY et le
systeme dynamique prend la forme:

dl‘i
dt

= FZ(J}

S O R i=1,....N

La matrice D, S() qui represente ’application linéaire tangente au voisinage du point X
(différentielle en X) est la jacobienne J, (t) dont les éléments sont les dérivées partielles:
OF;(X)

al']‘

gi=1,...,N .

Notons j,(t) > J,(t) > ... > j,(t) les valeurs propres de J, (¢) dans I'ordre décroissant.
Alors les ECL en dimension finie sont définis par:
1

A= lim —-lIn
t—4oo f

i), i=1,2,...,N (5.21)

5.7.2 Calcul pratique des ECL

Supposons qu’apres avoir discrétisé par un schéma d’intégration numérique, notre
systeme dynamique se présente sous la forme:

X" = (X" (5.22)
les X" € R". Le systeme linéaire tangent s’écrit alors:
y'™t=J v (5.23)

avec

Elles ont une croissance exponentielle dans laquelle la plus grande valeur propre sera A, | .

Si nous désignons par ein) le vecteur propre associé a la valeur propre A, ,,, I’équation (5.23)
se présente alors sous la forme:

Y. = cl(n))\Lne1 +e¢, (n))\27ne2 +...F ey (n)A,, e
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apres avoir développé

(n)

Y, = cl(n)e(ln) +e,(n)e, +...+cy(n)e,  dans la base (ein)) s=1,...,N.

Pour des valeurs de n tendant vers I'infini, le vecteur Y, s’alignerait alors sur la direction

+1
propre correspondant a la plus grande valeur propre, et ceci quel que soit le vecteur d’ori-
gine Y, choisi. Nous pouvons ainsi définir le plus grand exposant classique de Lyapunov

(en dimension finie) sous la forme:

1
A = lim —in ||V, (5.24)

1 n—+4+o00 1

Pour obtenir les N exposants de Lyapunov, Benettin et al. [1] choisissent un ensemble
() (9 (0)

de N vecteurs orthogonaux quelconques e ", e, ... e ', de normes assez petites, et leur
1 2 N
. . 0 o o o
appliquent la matrice J(X ). Les N vecteurs 6(1 ),e; ), . .,eiv) obtenus sont orthonor-

malisés selon la procédure classique de Gram-Schmidt afin de conserver N directions
. , 1 1 1 , .
indépendantes ¢! ),e( ), ey ¢V définies par:

1 2 N

(0"

(1) €, ), 1
€ — T.ov] — € /al
e
1
S -
o 0%) () My M / 1
e, = le, =) (e, €, >e] a,
I j=1 l
1 o) S 0w, w
a = |e,  — > (e €, >ej , k=2,...,N
=1

Ils iterent le procédé jusqu’a la convergence des vecteurs propres et des ECL qui sont
donnés par:

> in (a), k=1,...,N (5.25)

i=1

1
A= lim -

k n—+4+o00 1

Dans la définition des ECL, on fait tendre le temps vers I'infini. Mais il est difficile (voire
impossible) de faire tendre le temps vers I'infini dans le cadre de I'assimilation de don-
nées , les observations n’étant disponibles que sur un intervalle de temps borné. Nous
introduisons alors la définition des exposants de Lyapunov sur un intervalle borné.

5.7.3 Exposants Locaux de Lyapunov

Les ECL donnent une description globale du comportement a long-terme des trajec-
toires voisines a l'instant initial. Dans certaines applications, on aimerait décrire ce com-
portement a court-terme, i.e. dans un intervalle de temps [to, T'], avec T" < +oo donné.
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On introduit alors la notion d’exposants de Lyapunov en temps fini (Yoden [108]), encore
appelés exposants locaux de Lyapunov (ELL). Nous pouvons aussi citer dans ce cadre, les
travaux de Lacarra et Talagrand [37] et Farell [23] qui ont étudié I’évolution a court-terme
de petites perturbations dans un modele barotropique de I’atmosphere

[’idée de base qui conduit a I'analyse des ELL (voire des ECL), est 1’étude des taux
de divergence locale: Nese [76], Grassberger et Procaccia [34], Farmer et Sidorowich [24],
Dutton et Wells [16], Nicolis et al. [77]

Définition 5.7.2 On suppose que le temps est discrétisé part = kr, k=0,1,2,...
On définit alors le taux de divergence locale entre les instants kT et (k + 1)1 par:

LX (k7)) = % In ”ZFS(ZT?HT)H |

k=0,1,2,...

ou Z(t) est une perturbation infinitésimale (de la trajectoire X (t) du systéme dynamique),
donnée par le systéme linéaire tangent

Proposition 5.7.1 on a:

Preuve
On a:
S g M2 )0 W2 ) 1
=0 |1 Z (k)| 1 Z(0)]] n=teonr || Z(0)]]

Nous pouvons alors reformuler la définition (5.7.1) comme suit:

A = lim — ln |1 Z ()]
t—)—l—oo
| Z((k+1)7)]
— 1 In
b T Z 1Z(k7)]|

=;ggguﬂm»

Compte tenu de la proposition (5.7.1), nous pouvons définir une troncature de A; dans
un intervalle [to, T], T' < 400 fixé:

Définition 5.7.3 Soit [to, T] un intervalle borné. Supposons que T'= M7, M € IN. On
définit le plus grand exposant local de Lyapunov Ay du systéme dynamique (5.19) par:

1 M
Mr = o= Z:: L(X(kr)) (5.27)
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Le principe de la définition des autres ELL est exactement le méme que celui décrit a
la section (5.7.1), puisque les ELL ne sont autre qu'une troncature des ECL. De méme,
le calcul pratique des ELL est identique a celui des ECL, avec troncature au bout de
I'intervalle de temps fixé. D’autre part, il est évident par la définition (5.26) que les ELL
convergent vers les ECL respectifs lorsque la borne de troncature T' tend vers I'infini.

Etant définis en fonction des taux de divergences locales, les ELL donnent une analyse
locale de la prédicibilité, contrairement aux ECL qui donnent une analyse globale. En
outre, les ELL dépendent de la trajectoire de référence X (t), t € [to,T] et fournissent
alors un renseignement sur les régions de 'attracteur ou 'on a une bonne, moins bonne
ou mauvaise prédicibilité. C’est par ce moyen que Nese [76] a pu subdiviser 'attracteur
donné par le modele de Lorenz en zones fortement prédicible, prédicible, non prédicible
et fortement non prédicible. Les ELL nous permettent ainsi de savoir si nous sommes sur
une partie prédicible ou non de 'attracteur du systeme dynamique, s’il en possede un.
Ceci est d'une grande importance en assimilation de données ou on ajuste les modeles
aux données en vue la prédiction, notamment dans le domaine de I’'environnemnt.

Les ELL dépendent aussi du systeme indépendant de vecteurs (dans la méthode de
Benettin et al. [1]) Dans les applications numériques, nous fixerons une fois pour toutes
ce systeme de vecteurs pour annuler cette dépendance

5.7.4 Exposants de Lyapunov d’une série temporelle de données

Les données expérimentales consistent typiquement en des mesures discretes d’une (ou
plusieurs) quantité(s) physique(s) du systeme.

Nous venons de décrire ci-dessus la détermination des exposants de Lyapunov (clas-
siques et locaux) dans le cas ou les équations régissant le systeme dynamique sont connues.
Mais cette méthode ne peut pas directement s’appliquer a des données expérimentales
(Wolf et al. [106]), parce qu’on ne connait pas les équations d’évolution du systeme dy-
namique, et par conséquent, on n’a pas acces a la matrice jacobienne qui est le support
de base dans le calcul des exposants.

Il est néanmoins possible d’estimer les exposants de Lyapunov (du moins le plus grand)
a partir d’une série de données. Deux méthodes sont proposées dont I'une consiste a essayer
d’obtenir une approximation de la jacobienne a partir des données (Eckmann et Ruelle
[17]), et "autre & obtenir le plus grand exposant A; en suivant 1’évolution au cours du temps
de deux portions de trajectoires voisines (Wolf et al. [106]). Notons que la série temporelle
étant donnée pour un temps fini, les exposants ainsi calculés sont des ELL. Pour décrire
ces méthodes, nous considérons une série temporelle de données: X(¢,),k =0,1,2,...

Méthode de Wolf et al

On suit I’évolution dans le temps d’un point X de la trajectoire et d’'un point YV
appartenant a une portion différente de la trajectoire. Lorsque la distance
d = ||X = Y| devient trop grande, on remplace le point Y (#;) par un point Y’(¢1) en
essayant de garder au vecteur Xy — Y/ la méme orientation que X; — Y] : voir la figure
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(5.45). Le remplacement peut se faire a des intervalles de temps réguliers t1,1s,...,t,, ou
variables et choisis lorsque la distance devient plus grande qu’une distance fixée d’avance.
On obtient par cette méthode (proposée anciennement par Benettin et al [1] pour les
systemes mathématiques) le plus grand exposant de Lyapunov comme:

& d(tr)
A= Pa— > log (m) (5.28)

k=1

0 Xy

FiG. 5.45 — Schéma montrant le principe du calcul du plus grand exposant de Lyapunov.
Celui-ci est calculé a partir de la croissance au cours du temps de la distance entre deux points
voisins. Lorsque cette distance devient trop grande, un nouveau point est choisi au voisinage de
la trajectoire de facon a minimiser la distance de remplacement || X1 — Y/|| et Uangle 6, d’apres

Wolf et al [106] .

Des détails et des exemples pratiques sont donnés dans Wolf et al. [106] et P. Bergé
[2] et [3]. Une extension de cette méthode & des triades de points déterminant une surface
permet alors d’obtenir la somme A; 4+ A;. En principe, une généralisation a la somme
de tous les exposants positifs est possible, mais tres difficile a mettre en ceuvre, et tres
instable.

Méthode de Eckmann et Ruelle

F1G. 5.46 — Schéma montrant [’évolution au cours du temps d’un ensemble de points situés a
Uintérieur d’une spheére de rayon r centrée en un point de la trajectoire suivie et permettant de
déterminer la matrice jacobienne Dy, d’aprés Fckmann et Ruelle [17].
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On cherche a obtenir une approximation de la matrice jacobienne Dy, a partir des
données. Pour cela, on considere I'évolution des points X, situés dans une sphere de rayon
r autour d’'un point donné X; de la trajectoire, et 'on ne considere que les points tels que
leurs images X; 4, sont restés a la distance < r de Xy, a un instant ¢t = pr (7 = At)
ultérieur (figure 5.46); on détermine alors la matrice Dy, par une approximation par
moindres carrés sur I’ensemble des points X, choisis de fagon que

Y= Vi, (5.29)
ou les vecteurs Y; et Yy, sont définis par:
Yi={Xy, = X[ Xy, = Xi| <}, Yo = {Xij4p — Xogps [ Xijsp — Xigp| <7}

Le rayon r est pris assez petit pour que ’approximation linéaire soit valable, mais ce-
pendant suffisamment grand pour avoir un nombre de points X;, permettant une bonne
approximation de D, . (Il faut au moins n points si ’espace des phases est de dimension
n, mais dans la pratilque, il en faut un nombre plus grand). On détermine de la méme
fagon les matrices Dx,, , Dx, s - -

Eckmann et Ruelle proposent une méthode de triangulation de Householder. La ma-
trice Dx, est décomposée suivant le produit Dx, = ()1 Ry ou )y est une matrice ortho-
gonale et Ry une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont non
nuls. si Dy, est inversible, cette décomposition est unique. Puis, le produit Dy, (), est

décomposé de la méme facon en ()3 Ry et ainsi de suite. On obtient alors
Dxyyy Dxypnsyy - Dxy = Qs B Ry Boy - By

et les exposants de Lyapunov sont alors donnés par:
A L gn log(R;)
= 0 .
k npr = g\ 1y ) gk

Les exposants A étant ainsi rangés par ordre décroissant, si l’on ne s’intéresse qu’aux [
premiers, il suffit de se restreindre a la sous-matrice supérieure [ x [ dans la décomposition.

Des détails et des exemples pratiques sont donnés dans Eckmann et Ruelle [17] et P.
Bergé [2] et [3].

A partir des matrices Dx,, on pourrait appliquer la méthode d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt proposée par Benettin et al. [1] (voir section 5.7.1). C’est ce que font Sano
et Sawada [89] qui ont proposé indépendamment de Eckmann et Ruelle la méme méthode
de détermination par une approximation aux moindres carrés des Dyx,. C’est que font
aussi Vastano et Kostelich [103] dans leur comparaison entre cette méthode et celle de

Wolf et al.

179



Chapitre V.

5.7.5 Deétermination pratique des Dy,

Soient X et Y deux vecteurs appartenant a un espace de dimension finie n. L’ap-
proximation par moindres carrés de I'application linéaire (la matrice carrée n x n) A qui
transforme X en Y i.e. A- X =Y consiste a trouver le minimum de la fonctionnelle

1
S(B) =518 X VP

sur 'ensemble des matrices carrées n x n, et la matrice A est alors caractérisée par

a5 a5

—(A) =0, 1.e. — =0, 1<kI< 5.30

6B( ) ; .6 abkl(akl) ) SR, =N ( )
ce qui donne les relations explicites: A-V = C ou V et C sont des matrices carrées

n x n définies par: Vi = Xp X et Vg = Y. X, 1 < k.l < n, et A est alors obtenue par
une inversion de matrice. Ceci fait cependant intervenir deux difficultés pratiques non
négligeables:

— La matrice V' est de rang 1

— Toute matrice B telle que B- X =Y réalise le minimum de 5, et donc la caractéri-
sation (5.30) n’est que nécessaire mais pas suffisante.

Ces deux problemes font la limitation des méthodes de Eckmann et Ruelle et de Sano
et Sawada. Dans ce qui suit, nous proposons une amélioration de ’approximation de la
jacobienne par la technique de pseudo-inverse ou inverse généralisée, encore connue sous
le nom de inverse de Moore-Penrose.

Inverse généralisée

Soient F et F' deux espaces vectoriels réels normés et f une application linéaire de £
dans F'.

A tout y € I, on fait correspondre I'unique élément zo € f~'({yo}) = {z € E|f(z) = yo}
et défini par:

zoll = min z
ool = _min Il

ol yo € F est la projection orthogonale de y sur le sous-espace f(E) de F. On définit
ainsi ’application:

ft« F — E
Yy = f+(y):51?0

L’application f* est appelée pseudo-inverse de f et vérifie plusieurs propriétés (voir P. J.
Laurent [38]) dont nous ne retenons que les deux suivantes, qui suffisent dans le cadre de
ce paragraphe.

Proposition 5.7.2 En notant ' Uapplication transposée de f, on a:
L) (fF)y =7
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2. ) si f est continue et univoque, alors f+ = (f'f)~f*

Pour les démonstrations, on peut se référer a P. J. Laurent [38] (pp 202 — 208)

Nous appliquons alors cette notion de pseudo-inverse pour ’approximation des jaco-
biennes Dy,. Sans nuire a la généralité, nous pouvons considérer que X,Y € RR". Nous
cherchons donc une matrice A € M(n,n) telle que A- X =Y et de norme minimale. Pour
cela, nous définissons "application

T: M(n,n) — R"
B — B-X
et le probleme revient a calculer A = T - Y puisque T n’est pas forcément inversible.

Nous utiliserons les notations matricielles suivantes, en commettant un abus de notation
entre ’application linéaire T' et la matrice qui la représente.

1 0
T2 0
X = ) e R", Oanz | eRY X = (2,20, ., 2,), 00=(0,0,...,0) et
T 0
pour B € M(n,n), on note:
Ly,
L,
LiB = (BilvBiQV"vBin)v 1 S 1 S n, LB = (LlBWL?B?“‘?LnB)? LtB = ‘B
L,

Ly e R™. On a alors:

S By X, Xt o0 ... 0 A
" By X; 0t Xt ... 0 L}

I'(B)=B-X = Z]_l:%] = . T =1 k3
Sy B X; 0t ... 0 X! Lt

De plus, si 'on munit R"™ et M(n,n) de leur norme euclidienne

12 =Y 122, |IBl= > b2 , ¥ZeR™ |, ¥YBe M(n,n)
=1

=1 j5=1
alors on peut identifier B a L% par le moyen de I'isomorphisme:

[+ M(n,n) — R”
B — LYy
ce qui permet aussi de faire I'identification: T = TY.

On a alors:

t

T+ = (17)" = (17)" = ((Tf ) Tf) =Ty (1-1) =1 (T T (5.32)
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En développant le dernier membre de la suite d’égalités (5.32), on a:

1 Y
B wE Y 0
(r-1)" = O e o O (1) v = O 0
1 : Y,
0 O =P 0 0 P
or:
Ly,
¢ L, + ¢ e
ty=| 7 |=1ty = 1" (117 .Y
It
n4
en développant on a:
0 0 Y
, v R P 0 8
n n X 2
L - R L
. . Yn
OIR/"' .« e ORW X 0 0 ||X||2
on en déduit:
¢ (X1Y1 XoY XnY1)
XXX
et de facon générale:
XiY, XuY, Xnyk)
Lt :( , by , 1<k<n
SN PR PYE X2
Puisque les (Lga)1<k<n sont les lignes A, on en déduit que:
XY
Ay = b (5.33)
On a en plus:
n X,ViX,
2 A Xi =2 T =N
71=1 71=1

Pour calculer les approximations des jacobiennes Dy, il suffit d’appliquer la méthode
ci-dessus avec X =Y, et Y =Y, (cf égalité (5.29)). On obtient alors:

_ (Yi)l ) (Yi+p)k
(DXi)kl - HYZHZ (5'34)
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Une fois les (Dy,) connus, on peut alors utiliser la méthode de Eckmann et Ruelle ou bien
celle de Sano et Sawada.

Il nous a paru plus plausible d’utiliser celle de Sano et Sawada par soucis de conformité
(en ce qui concerne la procédure de Gram-Schmidt) de méthodes de calcul entre le cas
des équations linéaires tangentes et les données uniquement.

5.7.6 Application a I’assimilation variationnelle

Dans ce paragraphe, nous essayons de donner une réponse a la question:

Peut-on utiliser la prédicibilité (dans le contexte de 'assimilation variationnelle de
données ) comme critére de comparaison entre différentes configurations?

Nous avons déja vu ci-dessus que la prédicibilité d'un systeme dynamique peut étre
quantifiée par son plus grand exposant de Lyapunov. Dans le contexte de I’assimilation
variationnelle , nous sommes limités a un intervalle de temps borné (la fenétre d’assimi-
lation), et nous utiliserons alors la caractérisation de la prédicibilité par les exposants de
Lyapunov locaux. Le systeme dynamique a considérer est le systeme d’optimalité:

v F(X)
@ =TI =| ol picne x - x)
0X obs
. . X .. X
dont la variable d’état est X' = ( P ) . Une perturbation X' = ( P ) . de & est
donnée par le systeme linéaire tangent:
oF R
i la%«)l P la—X(X)] . 0 *
e Rl B L or 11| 5
Nous pouvons formellement écrire (pour assouplir la notation):
dX -
—=T(t)- X .
T (5.35)
ou:
At 0
I(t) = " .
B(t) —A(1)

On discrétise I’équation (5.35) en temps et en espace et on a:
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X =r X n>0
: X" 2 L
=  |eR”, ca X etP eR",
k
Alty) 0
Rn = Tn ' Tn—l TO7 Tk = t
B(ty) —A(tx)

A(ty) et B(ty) étant des matrices carrées d’ordre N pour tout & > 0. Des calculs
algébriques simples montrent que:

o | Al AlL)- Al 0
e Bt,.,) (—1)" - A1) - At - AT

ol la matrice B'(t,_,) dépend (en produits et sommes) des matrices B(t,) et A'(t.)
pouri=1,...,n—1, et de A(¢,) pour ¢ =1,...,n — 2. Ainsi,

A(t,) 0
R, = . R, _,
| B(t,) —A'(t,)
A AL AL 0
| B(t,) (—1)r - A'(L) - AN, L AL

ol

On peut donc distinguer deux cas:

i) Sin est pair, R, étant triangulaire par blocs, ses valeurs propres sont celles de A(?,)-
A(t,_)) ... A(t,), avec une double multiplicité. Or A(¢,) est 'opérateur discrétisé
du systeme linéaire tangent au modele direct, i.e. J = A(t ) A(t,_,)- ... A(t,) est
la résolvante du systeme linéaire tangent au pas de temps ¢ . R et J ayant les
mémes valeurs propres, on en déduit par définition que les exposants de Lyapunov
du systeme d’optimalité sont égaux a ceux du modele direct a 'optimum, et donc la
prédicibilité du systeme d’optimalité est égale a celle du modele direct a 'optimum.

i1) Sin est impair, le spectre de R, est constitué su spectre de .J,, doublé de son opposé,
le: {sp(Rn)} ={sp(J.)} U—{sp(J,)}. Dans ce cas, la valeur propre maximale de
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R, est donnée par Apar(Ry) = max{Anaz(Jn), —Amin(Jn) }-
Si donc Apaz(Jn) = —Apmin(Jn), alors la prédicibilité du systeme d’optimalité est la
meéme que celle du modele direct. Sinon, il y a perte de prédicibilité. Mais n étant
I'indice d’intégration en temps du modele, on peut éviter ce probleme par une mise
a jour des exposants de Lyapunov tous les deux pas de temps (n pair), et garder
la conclusion du ¢). En général, on met a jour les exposants de Lyapunov a des
intervalles réguliers d’intégration en temps du modele.
Pour un modele direct linéaire, la jacobienne 72 1 <1,7 < N est une matrice constante
qui ne dépend pas de la variable d’état X. Dan]s ce cas, les exposants de Lyapunov du
systeme d’optimalité sont égaux a ceux du modele direct, sans qu’on ait besoin de se placer
a l'optimum. Dans le cas non linéaire, la jacobienne dépend de la variable d’état et nous
ne pouvons plus affirmer I’égalité des exposants de Lyapunov pour les deux systemes. Par
contre, les exposants de Lyapunov du systeme d’optimalité sont égaux a ceux du modele
direct dans lequel la variable d’état est prise a 'optimum. Et ces derniers peuvent étre
tres différents de ceux du modele direct tout court.

D’autre part, puisque la variable d’état du modele direct a 'optimum dépend des
observations (et de la configuration des observations), il n’est pas erroné de penser que les
exposants de Lyapunov du systeme d’optimalité dépendent a leur tour des observations
(et de la configuration des observations), de sorte que nous pouvons établir comme critere
de comparaison entre différentes configurations: le plus grand exposant de Lyapunov du
systeme d’optimalité. Les meilleures configurations (observations) au sens de ce nouveau
critere étant celles qui réalisent:

*

Mae(X) = i A (X (5.36)
Ol Aaz(Xobs) désigne le plus grand exposant de Lyapunov du systeme d’optimalité résolu
avec les observations X, 5.

Disposant des observations qui sont une série temporelle de données, nous pouvons
aussi calculer les exposants de Lyapunov a partir des observations uniquement, selon les
méthodes décrites ci-dessus. Ce qui nous permet non seulement de quantifier la prédi-
cibilité (a partir) des observations, mais en plus de la comparer & celle obtenu par les
équations du modele apres assimilation de données.

5.7.7 Résultats numériques

Nous simulons a partir du modele QG, des observations sur des pseudo-traces de satel-
lite. Dans un premier temps, le modele est considéré barotropique. Le temps d’intégration
du modele (et donc de génération des observations) est de quatre mois. Nous introduisons
deux parametres pour déterminer la densité spatio-temporelle des données:

— modpt: intervalle régulier de temps séparant deux prises d’observations.

— 1nterv: intervalle régulier de séparation spatiale de deux traces consécutives.
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Par exemple, (modpt = 3,interv = 18) signifie que les observations sont prises tous les 3
pas de temps (a partir de I'instant initial) sur des traces séparées de 18 pas de discrétisation
spatiale. C’est le cadre des expériences numériques ci-dessous. Nous avons calculé les ELL
du modele qui a généré les observations, et ceux donnés par la méthode de Eckmann et
Ruelle et celle de Wolf et al. respectivement. Le tableau ci-dessous montre, pour un méme
vecteur d’observations X5, le plus grand ELL calculé par ces trois méthodes:

modele tangent: A,,; | Eckmann et Ruelle Agp Wolf et al. Ay,
ELL,s | 5.50596312 x 1073 4.97028089 x 1073 2.63886243 x 1073

Les observations ayant été simulées a partir du modele, nous disposons de la jacobienne
exacte (autour du vrai état de référence) pour le calcul des ELL. Nous pouvons donc
considérer A,,; comme ’ELL exact. Nous pouvons aussi dire que Aggr est une “meilleure
approzimation” de A, que Aw,, ce qui montre que la méthode de Wolf et al, basée sur
I'utilisation des taux de divergences locales, n’est pas bien adaptée au probleme. Fn effet,
les taux de divergences locales ne suffisent pas pour estimer le plus grand ELL, il faut en
plus avoir une connaissance (approximation) de la jacobienne.

D’autre part, les valeurs positives du plus grand ELL obtenues par ces trois méthodes
montrent un manque de prédicibilité, i.e. un comportement chaotique aussi bien pour le
modele que pour les observations.

Dans la suite, nous ne retiendrons que la méthode par les équations tangentes et celle
de FEckmann et Ruelle.

Pour appliquer le calcul des ELL a l'optimisation de l'opérateur C' via ’assimilation
variationnelle de données , nous simulons des données par un état de référence et nous
les assimilons, puis nous calculons le plus grand ELL a l'optimum. Nous pouvons ensuite
le comparer a ceux calculés directement a partir de 1’état de référence et a partir des
observations (Ekmann et Ruelle).

exact ap. assim Eck. et Rue.

5.505963 x 107% | 5.501056 x 107 | 4.970280 x 10~

On constate dans ce tableau que I'ELL calculé apres assimilation est plus proche
de 'ELL exact que celui calculé a partir des données. Ceci s’explique par le fait que
I’assimilation de données permet de retrouver la trajectoire “la plus proche possible” des
données, et de cette trajectoire reconstruite on déduit une jacobienne qui est une meilleure
approximation de la jacobienne exacte par rapport a la méthode de Fckmann et Ruelle.
Méme en mettant a jour la jacobienne (apres assimilation) uniquement aux instants ou
les observations on été faites, on retrouve encore des ELL plus proches des ELL exacts
que ceux obtenus par la méthode de Fckmann et Ruelle.

Nous présentons ci-dessous 'evolution au cours du temps des ELL obtenus par ces
deux méthodes, ainsi que le logarithme de I'erreur relative commise dans la convergence
de chaque méthode:
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evolution en fonction du temps evolution en fonction du temps
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Fic. 5.47 — Comparaison de la convergence du plus grand FELL calculé par les équations
tangentes (en haut) et par laméthode de Eckmann et Ruelle (en bas).

La notion de prédicibilité locale (définie par le plus grand ELL) d’un modele n’a de
sens que si 1’on s’est fixé une trajectoire de référence, ou plus précisement un état initial.
Or le grand handicap dans les modeles des problemes d’environnement est justement le
manque de connaissance de 1’état initial, en sorte qu’on ne peut parler d’une prédicibilité
locale dans 1’absolu. Ceci est mis en évidence dans le tableau ci-dessous, ou nous avons
calculé le plus grand ELL pour six états initiaux différents.

187



Chapitre V.

l'.
AR
\’90"" ‘}!03 4

‘\ 000’0:‘:& ‘s":‘llllllt'tl;‘

\\ 7 ll"“\\ \
\\\\%\“‘\“:’:"’“ X ““ \&“‘ ““ ““v : \\“m
«::g:ss&&“\\}“““...,;.;;; ‘o‘ti\\}g\\\\\\;;zzc «1'.&;5&‘%&\\\\“ O 0,,‘;;41 "V% \‘Q‘\ ":.,.v»
NN NN N KR AREAZ 0
N "‘o““ N e Sl 7 it

/0,!‘”/&

'w'“‘"if‘f

~.-o,,'
“ ey

TR

0
‘\\: ‘ \ '
g ‘ \\‘m \" ' M. ""'l"
‘ ,x‘(;" w ) ¢ ‘ Mok "‘ \ ‘ "’A
WA \\/I' \‘ Av“); “ "elt‘\'tgy';’ ‘\‘ NG "ﬁ‘!“.

F1G. 548 — Les six différents états initiaux (choisis de fagon aléatoire) pour montrer la
dépendance des FELL par rapport a la condition initiale de modéle.

A | 5.50596311 x 10~
B | 5.51425611 x 10~°
C | 5.76216335 x 10~
D | 5.74938271 x 107
E | 5.75795069 x 10~
F | 5.73397652 x 1073

Les valeurs de ce tableau montrent que le plus grand ELL varie tres peu en fonction
de la condition initiale (et donc de 1’état de référence). On pourrait penser que ceci a
pour cause la durée de la période d’intégration du modele, qui est de 45 jours dans les
expériences ci-dessus. On a alors réduit 'intervalle de temps d’intégration pour voir plus
clairement I'influence de la trajectoire de référence sur le plus grand ELL.

57 105 155 205 25;
4.9707 x 1072 | 24767 x 1072 | 1.6470 x 1072 | 1.23289 x 10~% | 9.8522 x 10~
49711 x 1072 | 2.4763 x 1072 | 1.6465 x 1072 | 1.23287 x 10~% | 9.8578 x 1073
4.9635 x 1072 | 2.4650 x 1072 | 1.6350 x 1072 | 1.2239 x 10=? | 9.8159 x 10~
4.9644 x 1072 | 2.4660 x 1072 | 1.63563 x 1072 | 1.2237 x 1072 | 9.8048 x 10~3
4.9640 x 1072 | 2.4659 x 10=2 | 1.6361 x 10=2 | 1.2251 x 10=2 | 9.8268 x 10~3
4.9639 x 1072 | 2.4656 x 10=2 | 1.63562 x 10=2 | 1.2243 x 10=2 | 9.8174 x 10~3

sl lwiie] el
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305 35j 407 457
A | 82110 x 1072 | 7.0472 x 1072 | 6.1794 x 1072 | 5.5059 x 1073
B | 8.2215x 1073 | 7.0600 x 10~2 | 6.1910 x 10=3 | 5.5142 x 10~
C | 8.2405 x 1073 | 7.1496 x 102 | 6.3582 x 10=3 | 5.7621 x 10~
D | 8.2211 x 1072 | 7.1247 x 1072 | 6.3306 x 10~ | 5.7493 x 10~3
E [ 8.2488 x 1073 | 7.1537 x 1072 | 6.3674 x 103 | 5.7579 x 10~
F | 8.2383 x 1072 | 7.1422 x 1073 | 6.3449 x 10~ | 5.7339 x 103

Nous constatons alors que méme pour des durées d’intégration du modele assez petites,
les différents ELL restent tres proches, pourtant les trajectoires de référence sont tres
différentes (leurs conditions initiales respectives étant souvent tres distantes). Ceci nous
montre qu’on est déja sur I'attracteur du modele (la phase de spin-up est passée.)

Nous pouvons maintenant faire varier la configuration spatio-temporelle des observa-
tions et calculer le plus grand ELL (ELLay) correspondant a chaque configuration apres
assimilation de données et directement a partir des données. La “configuration optimale”
étant celle pour laquelle on a le plus petit ELL .. Mais les résultats des tableaux pré-
cédents montrent que ce critere de comparaison n’est pas adéquat, car 'assimilation de
données fournit des états initiaux relativement proches les uns des autres (pour différentes
configurations des observations) et il est difficile de déceler la variation (dégradation) du
plus grand ELL en fonction de la configuration des observations. On pourrait alors dire
que la quasi-totalité de I'information contenue dans la configuration des observations est
prise en compte pendant 'assimilation. La figure ci-dessous montre la variation du plus
grand ELL lorqu’on dégrade la configuration des observations, en faisant varier le para-
metre interv (intervalle de séparation entre deux traces consécutives) de 1 a 30 et modpt
est fixé a 1.

variation de ELL en fonction de interv
066 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0064 —
0062 4
0060 4
0058

< .og56

L0054 —

ELLma

L0052 — —

L0050 — —

.0048 — —

8046 — -

B S T S S S S S S S S Y Y I
[ 2 4 6 8 1@ 12 14 1e 18 28 22 24 26 28 30
X

Fic. 5.49 — Variation du plus grand ELL en fonction de interv.
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Chapitre V.

Conclusion

Pour une observation fixée, ’assimilation de données est le moyen par excellence qui
nous fournit une bonne approximation de I’état initial qui donne 1’état de référence “le plus
proche possible” des observations. De ce point de vue, I"assimilation de données permet
d’améliorer la prédicibilité du modele (par la connaissance de ’état initial); elle permet
aussi d’améliorer la prédicibilité des observations.
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Conclusion.

[’assimilation variationnelle basée sur les méthodes de controle optimal a montré son
efficacité en ce qui concerne la reconstitution des champs a partir d’'un modele et des obser-
vations, et son application dans les problemes géophysiques, notamment en météorologie
et en océanographie, a déja donné de nombreux résultats concrets.

L’analyse de sensibilité appliquée a 1’assimilation variationnelle nous a permis de faire
une analyse a posteriori (du processus d’assimilation) qui nous a fourni des informations
sur:

e La prise en compte du bruit sur les observations dans le processus d’assimilation, et
sa propagation sur les champs reconstitués. Nous avons ainsi calculé la sensibilité
de I’état initial optimal (variable de controle) par rapport au bruit des observations.
De la méme fagon, nous avons calculé la sensibilité de certaines réponses (I’énergie
cinétique et I'enstrophie) qui sont des quantités diagnostiques du modele.

Nous avons montré qu’'une approche au premier ordre ne suffit pas pour évaluer la
sensibilité d’une réponse dans le cadre de I’assimilation variationnelle (méme dans le cas
d’un modele linéaire tres simple). Nous avons donc poussé plus loin I'analyse en allant
au second ordre. Ceci étant le résultat du fait qu’en assimilation de données nous avons
étendu la notion de modele au systeme d’optimalité. Nous avons obtenu la sensibilité en
inversant le Hessien (de la fonction cout) dont le produit par un vecteur est fourni par la
technique de I’adjoint au second ordre.

Dans la deuxieme partie du travail portant sur la sensibilité par rapport a la configu-
ration spatio-temporelle des observations, nous avons relevé I'importance de 'opérateur
C' de projection sur ’espace des observations, et son influence dans le processus d’assimi-
lation, notamment dans la structure du Hessien de la fonction coiit. Nous avons calculé
la variation du conditionnement du Hessien et de la variance d’une forme linéaire définie
sur les variables de controle en fonction de la dégradation de ', et les résultats montrent
que ces criteres de comparaison entre différentes configurations sont consistants, car ils
se dégradent tous les deux lorsqu’on dégrade la configuration. Les résultats numériques
nous montrent que la dégradation spatiale de la configuration affecte beaucoup plus la
structure du Hessien que la dégradation temporelle. On a donc intérét a privilégier la
densité spatiale des observations par rapport a la densité temporelle. Mais cette question
reste ouverte a la suggestion d’autres criteres d’optimisation de la configuration.
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Conclusion.

Toute cette étude repose sur un élément central : le Hessien de la fonction cout, qui
contient plusieurs informations qualitatives concernant 1’assimilation:

— le conditionnement du Hessien définit la convergence plus ou moins rapide du pro-
cessus d’assimilation.

— La qualité de I'assimilation: les parties du champ initial bien reconstruites (iden-
tifiées) et celles mal reconstruites sont données par les directions propres associées
aux plus grandes et aux plus petites valeurs propres du Hessien respectivement.

— Les propriétés de “symétrie” et de “positivité” du Hessien garantissent I'existence
et 'unicité locale de 'optimum.

Numeériquement, nous avons appliqué "analyse de sensibilité développé dans cette
étude a 1’assimilation de données dans le modele QG. Beaucoup d’expériences ont été
réalisées avec le barotrope (monocouche), car nous voulions d’abord exhiber la faisabilité
du probleme. Ceci étant maintenant acquis, nous pouvons envisager des expériences plus
réalistes avec le modele multicouches.

Cette étude reste tres transparente par rapport au modele choisi. Elle peut donc étre
appliquée a de vastes domaines, pourvu que ’on se place dans le cadre de I"assimilation
variationnelle de données, notamment en météorologie.

L’analyse de sensibilité nous a donné une meilleure connaissance de I’erreur d’identi-
fication de la condition initiale (variable de contréle) en fonction du bruit sur les obser-
vations, ce qui est d’une grande importance pour les prévisions numériques.

[’analyse au second ordre, basée sur 'utilisation du Hessien, se montre un outil bien
performant pour toute étude a posteriori de ’assimilation variationnelle . Néanmoins, elle
a l'inconvénient d’étre tres colteuse du point de vue du calcul en temps et en mémoire.
En effet, le calcul du produit Hessien x vecteur nécessite le calcul et le stockage du modele
direct non linéaire, du modele direct linéarisé, du modele adjoint et de 1’adjoint au second
ordre.

Un moyen de baisser ce cout élevé est éventuellement de réduire la dimension de
I’espace de contréle, notamment par une paramétrisation au moyen d’une base d’onde-
lettes par exemple. Cette perspective semble prometteuse, d’autant plus qu’avec un petit
nombre (n) de parametres a identifier, on pourra se permettre 'obtention de toute la ma-
trice hessienne par n intégrations de 1’adjoint au second ordre, et obtenir des informations
inaccessibles par le produit Hessien x vecteur.

L’étude de la prédicibilité du systeme d’optimalité nous a montré que ce systeme
n’apporte pas d’information supplémentaire en ce qui concerne la prédicibilité. Nous avons
vu théoriquement que les exposants de Lyapunov du systeme d’optimalité sont exactement
ceux du modele direct pris a 'optimum, mais avec une double multiplicité algébrique par
rapport a ceux du modele direct. Cependant, pour étudier la variation de la prédicibilité
par rapport a la configuration des observations et/ou aux observations elles-mémes, il faut
considérer le systeme d’optimalité.
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Resumé

Le travail mené dans cette thése porte sur I'étude “a posteriori” de l'assimilation varia-
tionnelle de données. 1l s’agit d’une démarche de faisabilité pour la mise au point des outils
permettant de faire une analyse diagnostique (qualitative et quantitative) du processus d’assi-
milation variationnelle, notamment en ce qui concerne I'influence du bruit des observations sur
le processus d’assimilation ainsi que sa propagation sur les champs reconstitués (nous sommes
alors amenés a faire une étude de sensibilité), et I'influence de la configuration spatio-temporelle
des observations sur le processus d’assimilation.

L’application usuelle des équations adjointes pour 'analyse de sensibilité est révisée, car
dans le contexte de I'assimilation variationnelle, nous avons montré par un exemple simple qu’il
faut s’v prendre différemment. Nous proposons alors une méthode pour mener correctement
cette analyse de sensibilité. Cette méthode est basée sur I'utilisation des équations adjointes
au second ordre, obtenues en prenant 'adjoint du systéeme d’optimalité. La sensibilité en est
déduite par inversion du Hessien de la fonction cout via la minimisation d’une fonctionnelle
quadratique. L’application est faite sur un modéle de circulation générale océanique de type
quasi-géostrophique, et nous faisons aussi I'étude de I'existence et 'unicité de la solution de
P'équation adjointe au second ordre du modéle considéré, pour justifier I'utilisation du Hessien
et Papplicabilité de notre méthode. Nous étudions aussi l'influence de la configuration spatio-
temporelle des observations sur le processus d’assimilation au travers du Hessien (a 'optimum)
dont les éléments propres varient lorsqu’on fait varier la configuration. Enfin, nous étudions la
prédicibilité du systéme d’optimalité.

Mots Clés: assimilation variationnelle de données, modéle adjoint, systeme d’optimalité, ad-
joint au second ordre, analyse de sensibilité, Hessien, prédicibilité.

Abstract

This thesis deals with “a posteriori” study of variational data assimilation. It concerns
feasibility approach in order to settle tools for diagnostic (qualitative and quantitative) analysis
of variational assimilation process, namely about: the influence of data noise on the assimilation
process together with its propagation over the retrieved fields (this leads to sensitivity analysis);
and the influence of spatial and temporal sampling of the data on the assimilation process.

The traditional use of adjoint equations in sensitivity analysis is reviewed in the context of
variational data assimilation. By a simple example, we show that sensitivity analysis should be
carried out in a different way. We propose a method enabling to derive the sensitivity correctly.
This method is based on the use of second order adjoint equations obtained by the adjoint
of the optimality system. The sensitivity is deduced from the second order adjoint variables
by inverting the Hessian matrix of the cost function through the minimization of a quadratic
functional. Application is made on a quasi-geostrophic general circulation ocean model, and
we study the existence and uniqueness of the solution of the second order adjoint equations of
the model used, in order to justify the use of the Hessian and the applicability of our method.
We also study the influence of data sampling on the assimilation process through the Hessian
matrix whose eigenvalues vary with the data sampling at the optimum. Finally, we study the
predictability of the optimality system.

Key Words: variational data assimilation, adjoint model, optimality system, second order
adjoint, sensitivity analysis, Hessian matrix, prédictability.



