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Chapitre 1

Pr�esentation des syst�emes de

ressources partag�ees

L'�etude des syst�emes de ressources partag�ees revêt une importance croissante en in-
formatique. Par \syst�eme de ressources partag�ees" on entend tout syst�eme, g�en�eralement
informatique, compos�e de ressources que doivent se partager des utilisateurs. Le partage
des ressources peut avoir plusieurs raisons : il peut r�esulter de contraintes de \coût". Par
exemple, dans un r�eseau de communication, un même lien pourra avoir �a servir plusieurs
demandes de communication. Il serait possible de rajouter des liens au r�eseau de fa�con
�a ce que chaque communication possible ait ses liens r�eserv�es, mais le \coût" d'une telle
op�eration serait prohibitif. Pour cette raison, les liens du r�eseau seront le plus souvent
partag�es entre les di��erents usagers. Le partage de ressources peut aussi avoir pour origine
l'impossibilit�e de r�epliquer chacune des ressources. Un disque dur, par exemple, est une
ressource partag�ee entre les processus d'un syst�eme d'exploitation dont la duplication n'a
pas d'int�erêt r�eel : on ne va pas allouer �a chacun des processus di��erents un disque dur
di��erent !

L'�etude des syst�emes de ressources partag�ees s'est donc d�evelopp�ee en même temps
que se sont d�evelopp�es ces syst�emes. Dans un premier temps, cette �etude a surtout �et�e
consacr�ee �a la recherche de politiques de gestion des ressources garantissant que soient
pr�eserv�ees certaines propri�et�es logiques de coh�erence a�n de pouvoir assurer la �abilit�e des
syst�emes en question. Par exemple, le probl�eme de l'exclusion mutuelle (on veut garantir
que l'acc�es �a une ressource donn�ee est limit�e �a un seul utilisateur �a la fois) a �et�e r�esolu
par l'introduction de s�emaphores [Dijkstra68b]. D'autres probl�emes, tels que la pr�evention
d'interbloquages (situation dans laquelle deux utilisateurs s'empêchent mutuellement d'ac-
c�eder �a des ressources) ou de famines (attente perp�etuelle des ressources qu'il a demand�ees
par un utilisateur) ont �et�e �etudi�es. On a donc d�e�ni des politiques d'ordonnancement qui
garantissent que ces propri�et�es sont pr�eserv�ees. La d�e�nition g�en�erique de ces politiques
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Chapitre 1. Pr�esentation des syst�emes de ressources partag�ees

a n�ecessit�e l'introduction de mod�eles.

Un mod�ele est une abstraction du syst�eme r�eel, dont on pense qu'elle capture les
aspects les plus importants, tout en �etant su�samment simple pour se prêter �a un trai-
tement th�eorique. Son int�erêt r�eside aussi dans le fait qu'il est souvent assez g�en�erique :
toute une classe de syst�emes sera repr�esent�ee par un même mod�ele. Il doit donc pr�esenter
un compromis entre la complexit�e du syst�eme r�eel dont l'analyse est souvent di�cile et la
simplicit�e d'un mod�ele trop abstrait d'analyse plus facile. Les probl�emes �etudi�es �etant de
nature logique (dans le cas de l'interbloquage, on cherche �a garantir que le syst�eme reste
dans un ensemble d'�etats consistants, pour le cas de la famine, on cherche �a garantir la
pr�evention de famine pour toute ex�ecution du syst�eme), les mod�eles propos�es �etaient de
nature uniquement logique. On peut par exemple citer les graphes d'exclusion [Chandy
et al.88] et les r�eseaux de Petri [Murata89].

Apr�es l'analyse logique des syst�emes de ressources partag�ees est naturellement apparu
le besoin d'une analyse plus \dynamique" : comment ces syst�emes se comportent-ils au
cours du temps? C'est le probl�eme de l'�evaluation de performances. Cette �evaluation a
priori est fondamentale : elle permet de mesurer le coût de telle ou telle politique d'ordon-
nancement. En e�et, la garantie de certaines propri�et�es comme par exemple l'absence de
famine, est g�en�eralement coûteuse au niveau des performances du syst�eme. Par \perfor-
mances", on entend tout crit�ere de \qualit�e". Parmi les principaux crit�eres g�en�eralement
retenus �gurent le d�ebit du syst�eme (le nombre d'utilisateurs dont la demande est satisfaite
par unit�e de temps), l'insensibilit�e du syst�eme �a des modi�cations de son environnement,
le temps moyen qu'un utilisateur doit attendre les ressources qu'il a demand�ees lorsque
celles-ci ne sont pas libres, ou encore la probabilit�e qu'un utilisateur ne puisse obtenir les
ressources qu'il a demand�ees en un temps �x�e. Ce dernier crit�ere est particuli�erement im-
portant dans les syst�emes dits \temps r�eel". L'�evaluation de performances sur un mod�ele
est donc fondamentale, en ce sens qu'elle permet, �a moindre coût, de pr�edire la dynamique
d'un syst�eme r�eel.

A�n de tenir compte de la nature impr�evisible du comportement des utilisateurs du
syst�eme, de pouvoir caract�eriser des comportements moyens, il a �et�e n�ecessaire d'intro-
duire des hypoth�eses probabilistes. Parmi les principaux mod�eles utilis�es en �evaluation
de performances de syst�emes de ressources partag�ees �gurent les r�eseaux de Petri tem-
poris�es [Marsan et al.86] (les temporisations, associ�ees aux hypoth�eses probabilistes, per-
mettent de d�ecrire le comportement du syst�eme au cours du temps) ou les r�eseaux de
�les d'attente avec synchronisations [Baccelli et al.89]. L�a encore, deux approches sont
possibles : une approche qualitative; on va par exemple chercher �a montrer la stabilisation
d'un syst�eme au cours du temps, sa tol�erance aux pannes. Les hypoth�eses correspondantes
sont des hypoth�eses tr�es g�en�erales, souvent de type ergodiques. Une autre approche pos-
sible est une approche quantitative; on va s'int�eresser �a �evaluer le d�ebit du syst�eme,
la probabilit�e de rejet d'un utilisateur...Les hypoth�eses probabilistes correspondant �a ce
deuxi�eme type de mod�eles sont n�ecessairement plus contraignantes : on doit quanti�er les
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processus intervenant dans la dynamique des syst�emes de r�eservation. A�n d'avoir une
description simple de tels processus on aura souvent besoin d'hypoth�eses d'ind�ependance
de variables al�eatoires. Ces hypoth�eses font que le mod�ele �etudi�e est plus abstrait sans
pour autant le r�eduire au point qu'il ne soit plus pertinent.

Cet aspect quantitatif de l'�evaluation de performances des syst�emes de ressources par-
tag�ees connâ�t actuellement un fort d�eveloppement. En e�et, peu de r�esultats analytiques
sont connus autrement que pour des syst�emes g�er�es par des politiques d'ordonnancement
ne pr�eservant pas des propri�et�es telles que l'absence de famine ou l'�equit�e (r�epartition
�equitable des ressources entre les utilisateurs). Ceci est dû au fait que les politiques d'or-
donnancement pr�eservant de telles propri�et�es pr�esentent de r�eelles di�cult�es intrins�eques.
Nous reviendrons sur ce point plus tard.

Le but de cette th�ese est donc de pr�esenter un mod�ele g�en�eral de syst�emes de ressources
partag�ees garantissant l'absence de famine et l'�equit�e, de d�e�nir, pour un tel mod�ele,
un param�etre de performance fondamental, et en�n, de proposer des m�ethodes de faible
complexit�e algorithmique permettant d'encadrer ce param�etre de performance.

Nous allons maintenant pr�esenter quelques classes de syst�emes de ressources parta-
g�ees. Nous d�egagerons ensuite des points communs �a tous ces syst�emes et pr�esenterons de
mani�ere informelle leur dynamique commune, que nous avons pris comme point de d�epart
de cette th�ese. Nous introduirons ensuite la notion de cod�ebit d'un syst�eme de ressources
partag�ees. Ce param�etre de performance permet en e�et de retrouver simplement la plu-
part des autres param�etres de performances, comme par exemple le taux d'utilisation des
ressources ou le temps moyen de r�eponse. Nous pr�esenterons ensuite le plan de cette th�ese.

Exemple 1 : Consid�erons une machine parall�ele avec une m�emoire partag�ee. Cette
m�emoire est partitionn�ee en plusieurs r�egions. Un processus peut parfois avoir besoin
d'�ecrire simultan�ement dans plusieurs r�egions. A�n d'�eviter de possibles conits, il est
n�ecessaire que l'acc�es �a ces r�egions soit exclusif. Autrement dit, ce processus va verrouiller
les r�egions dont il a besoin pendant un certain temps, apr�es quoi il les relâchera. A�n
d'avoir un service �equitable, un processus aura acc�es aux r�egions qu'il demande une fois
celles-ci lib�er�ees par les processus pr�ec�edemment arriv�es dans le syst�eme. Ce contrôle peut
être mis en place �a l'aide d'une �le d'attente globale ou distribu�ee. Dans un tel syst�eme, les
r�egions peuvent être vues comme des ressources et les demandes d'acc�es aux r�egions par
les processus comme des requêtes. Une fois qu'une requête est arriv�ee dans le syst�eme, elle
est servie d�es que les ressources dont elle a besoin ont toutes �et�e lib�er�ees par les requêtes
pr�ec�edemment arriv�ees dans le syst�eme.

Exemple 2 : Consid�erons plusieurs entit�es reli�ees par un r�eseau de communication. La
�gure 1.1 en donne un exemple. Si deux entit�es veulent communiquer entre elles, elles
vont devoir r�eserver un chemin (c'est-�a-dire un ensemble de n�uds du r�eseau) qu'elles
seront seules �a utiliser. Si tous les n�uds du chemin sont libres au moment o�u les entit�es
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Chapitre 1. Pr�esentation des syst�emes de ressources partag�ees

veulent communiquer, la communication commence, sinon la demande de communication
est stock�ee dans une �le d'attente. Dans une machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee,
ce type de comportement correspond �a un mode de communication par commutation
de circuits en faisant l'hypoth�ese que le temps de la communication est grand devant le
startup [Kermani et al.79]. Dans un tel syst�eme, les demandes de communication peuvent
être vues comme des requêtes et les n�uds comme des ressources.

P1
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P6

P7

P 0
0

P 0
1

P 0
2

P 0
3

P 0
4

P 0
5

P 0
6

P 0
7

P0

Fig. 1.1 { Un r�eseau de communication. Sur cet exemple, une communication de P0

vers P 0
0 (premi�ere requête) et une communication de P2 vers P 0

4 (deuxi�eme requête) sont
concurrentes, puisqu'elles r�eclament chacune le n�ud (ressource) marqu�e en gras.

Exemple 3 : Une base de donn�ees est constitu�ee d'entit�es. Des transactions demandent
chacune l'acc�es �a certaines de ces entit�es. A�n de pr�eserver la coh�erence de la base de
donn�ees, il est n�ecessaire d'interdire l'acc�es concurrent en �ecriture �a une même entit�e
par deux transactions. A�n de garantir le service de chaque transaction (une transaction
correspondant �a un besoin r�eel, il n'est gu�ere raisonnable de la rejeter lorsqu'elle ne peut
être ex�ecut�ee imm�ediatement), une �le d'attente est mise en place a�n de g�erer l'acc�es aux
entit�es par des transactions concurrentes. Les transactions ayant le plus souvent besoin de
lire les valeurs de certaines entit�es et de modi�er les valeurs d'autres entit�es en fonction
des valeurs qu'elles ont lues, la prise des ressources devra se faire de fa�con synchrone. On
retrouve donc les dynamiques pr�esent�ees pr�ec�edemment, en identi�ant les transactions �a
des requêtes et les entit�es �a des ressources. Nous reviendrons plus pr�ecis�ement sur le cas
des bases de donn�ees dans la partie 2.1.1.
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1.1 Dynamique

1.1 Dynamique

La dynamique des syst�emes de ressources partag�ees que l'on consid�ere peut se r�esumer
de la fa�con suivante :

Un syst�eme est compos�e d'un nombre �ni de ressources auxquelles des requêtes de-
mandent l'acc�es �a diverses dates. Chaque requête va demander l'acc�es �a un sous-ensemble
de ressources. L'acc�es �a une ressource est exclusif, ce qui implique que deux requêtes de-
mandant une même ressource ne pourront pas être servies simultan�ement. Par contre il
est possible d'ex�ecuter en parall�ele deux requêtes demandant des ensembles de ressources
disjoints. A�n d'avoir un service �equitable, une requête ne commence �a bloquer les res-
sources dont elle a besoin qu'�a partir du moment o�u celles-ci ont toutes �et�e lib�er�ees par
l'ensemble des requêtes arriv�ees pr�ec�edemment dans le syst�eme. La prise des ressources
par une requête se fait donc de fa�con synchrone.

L'�equit�e et l'absence de famine dans un tel syst�eme sont garanties par la pr�esence
d'une �le d'attente. Cette �le d'attente apporte au r�ealisme du mod�ele. Par contre, elle le
rend plus complexe. Les mod�eles avec rejet, c'est-�a-dire sans �le d'attente et dans lesquels
une requête ne pouvant pas être servie est rejet�ee ont beaucoup �et�e �etudi�es [Kelly85] [Mi-
tra85] [Forbes et al.96]. La plupart des r�esultats sur ces mod�eles s'appuient sur la r�eversi-
bilit�e dans le temps de processus d�ecrivant l'�evolution du syst�eme. L'apparition d'une �le
d'attente introduit des synchronisations entre processus et fait disparâ�tre cette r�eversi-
bilit�e. C'est ce qui en rend le traitement di�cile.

Pr�esentons maintenant deux hypoth�eses fondamentales que nous ferons sur les sys-
t�emes de ressources partag�ees �etudi�es dans cette th�ese.

Hypoth�ese de \temps constant" : Nous faisons l'hypoth�ese que le temps pendant
lequel une requête bloque les ressources dont elle a besoin est toujours le même, �egal �a
une unit�e de temps. Cette hypoth�ese est assez restrictive. Cependant, on verra que, même
avec cette hypoth�ese, les syst�emes de ressources partag�ees que nous consid�erons sont tr�es
complexes. Par ailleurs, il existe un th�eor�eme de comparaison simple entre les syst�emes
pour lesquels le temps de prise des ressources est variable et ceux pour lesquels il est
constant [Brilman et al.95b]. On peut remarquer que le fait qu'une requête ait un temps
d'ex�ecution unitaire et que le nombre de ressources soit �ni implique qu'il y a un nombre
�ni de requêtes di��erentes possibles.

Hypoth�ese de connexit�e : Une autre hypoth�ese que nous faisons est que les syst�emes
que nous consid�erons sont connexes, i.e. qu'il n'est pas possible de partitionner l'en-
semble des requêtes possibles en ensembles de requêtes disjoints demandant l'acc�es �a des
ensembles de ressources disjoints. Cette hypoth�ese est tr�es naturelle : l'�etude d'un syst�eme
non connexe peut se ramener �a l'�etude de chacune de ses composantes connexes.
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Chapitre 1. Pr�esentation des syst�emes de ressources partag�ees

1.2 D�ebit asymptotique de syst�emes satur�es

Nous avons limit�e notre �etude des syst�emes de ressources partag�ees aux seuls sys-
t�emes satur�es : un syst�eme satur�e est un syst�eme de ressources partag�ees tel que toutes
les requêtes sont pr�esentes d�es le d�epart dans sa �le d'attente (suppos�ee alors in�nie).
Pourquoi nous être ainsi limit�es �a l'�etude des syst�emes satur�es? La raison en est la sui-
vante : on peut d�e�nir pour un syst�eme de ressources partag�ees plusieurs param�etres de
performance. Parmi ceux-ci �gurent le taux d'utilisation de chacune de ses ressources, le
nombre moyen de requêtes trait�ees par unit�e de temps, son d�ebit ou encore la probabilit�e
de perte d'une requête (une requête est perdue si elle arrive au syst�eme alors que la �le
d'attente de celui-ci, suppos�ee alors de capacit�e �nie, est pleine). L'estimation de ces para-
m�etres peut se ramener, au moins dans le mod�ele que nous avons consid�er�e, �a l'�etude d'un
seul param�etre sur la version satur�ee du syst�eme en question : son d�ebit asymptotique.
Il est donc particuli�erement int�eressant d'�etudier le d�ebit asymptotique de syst�emes de
ressources partag�ees satur�es.

Comme, d'une fa�con g�en�erale, c'est plus souvent l'inverse du d�ebit que le d�ebit lui-
même qui a �et�e �etudi�e, nous nous sommes int�eress�es �a l'inverse du d�ebit (que nous appelons
cod�ebit) de syst�emes de ressources partag�ees satur�es. �Etant donn�ee l'hypoth�ese que les
temps de prise des ressources par les requêtes sont tous unitaires, on peut remarquer que
ce cod�ebit est donc compris entre 0 et 1.

D'un point de vue formel, on retrouve dans divers domaines scienti�ques des quantit�es
tr�es semblables au cod�ebit. Celles-ci portent alors des noms di��erents tels que \temps de
cycle" dans le cadre de l'�etude des r�eseaux de Petri temporis�es, \exposant de Lyapunov"
pour les syst�emes dynamiques ou bien encore \gain moyen" en �economie.

1.3 Plan de cette th�ese

Le but de cette th�ese est donc, une fois d�e�ni de mani�ere plus formelle le mod�ele sur
lequel nous avons travaill�e, l'�evaluation du cod�ebit de syst�emes de ressources partag�ees.

Le chapitre 2 est consacr�e �a la pr�esentation de deux mod�eles de syst�emes de ressources
partag�ees. Le premier de ces deux mod�eles est assez naturel et permet une compr�ehension
intuitive de certains ph�enom�enes de synchronisations. Le deuxi�eme de ces mod�eles, moins
naturel, se prête mieux �a un traitement th�eorique. Nous prouvons l'�equivalence de ces
mod�eles apr�es quoi nous montrons leur �equivalence avec un mod�ele particulier de �les
d'attente.

Dans le chapitre 3, nous posons des hypoth�eses probabilistes sur les syst�emes que

14



1.3 Plan de cette th�ese

nous �etudions. Nous commen�cons par donner quelques propri�et�es du cod�ebit pour de tels
syst�emes, apr�es quoi nous pr�esentons plusieurs approches permettant d'avoir des calculs
exacts du cod�ebit de certains syst�emes simples et des bornes dans le cas g�en�eral.

Le chapitre 4 est consacr�e �a l'�etude de \grands" syst�emes sur lesquels on peut appliquer
des r�esultats asymptotiques.
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Chapitre 2

Mod�elisation

Nous pr�esentons dans ce chapitre le mod�ele sur lequel nous avons travaill�e. La partie 2.1
est consacr�ee �a une traduction en termes math�ematiques de la dynamique pr�esent�ee dans
le chapitre pr�ec�edent. Deux points de vue ont �et�e adopt�es : le premier est centr�e sur
les ressources des syst�emes consid�er�es; le deuxi�eme sur leurs requêtes. Nous montrons
comment ces deux approches �etaient d�ej�a apparues dans la mod�elisation de syst�emes de
ressources partag�ees, puis les d�etaillons de fa�con plus formelle. Nous prouvons ensuite
leur �equivalence, entre elles d'une part, et avec un mod�ele de �les d'attente particulier
d'autre part. La partie 2.2 �etablit le lien entre notre probl�ematique et la pseudo-alg�ebre
(max;+). Ce lien nous permettra d'utiliser sans avoir �a les d�emontrer des r�esultats connus
dans (max;+). En�n, la partie 2.3 est consacr�ee �a la pr�esentation de notions importantes
intervenant dans l'�etude des syst�emes de ressources partag�ees.

2.1 Mod�elisation et �equations d'�evolution

Les syst�emes de ressources partag�ees que l'on consid�ere sont d�e�nis par un ensemble
�ni de ressources qui peuvent être r�eclam�ees par plusieurs types de requêtes �a diverses
dates. Cependant, comme il est clair que le d�ebit asymptotique d'un tel syst�eme d�epend de
l'ordre d'arriv�ee des requêtes, il va nous falloir inclure dans la d�e�nition d'un syst�eme cette
suite de requêtes. Nous allons voir dans la suite de cette partie deux fa�cons �equivalentes
de d�e�nir un tel syst�eme. La premi�ere est centr�ee sur les ressources, et est sans doute la
plus naturelle. On appellera un syst�eme d�e�ni de cette mani�ere un syst�eme de ressources.
La deuxi�eme est centr�ee sur les requêtes. On appellera donc un syst�eme d�e�ni de cette
seconde mani�ere un syst�eme de requêtes. Chacune de ces deux approches a ses avantages
et ses inconv�enients. Elles ont, par contre, toutes deux une formulation �equivalente dans
la pseudo-alg�ebre (max;+) que nous pr�esenterons dans la partie 2.2.
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Chapitre 2. Mod�elisation

2.1.1 Un exemple de syst�eme de ressources

Parmi les premiers syst�emes de ressources partag�ees �etudi�es �gurent les bases de
donn�ees. Nous pr�esentons donc ici un mod�ele classique de bases de donn�ees [Mitra et
al.84] [Mitra85]. D'un point de vue structurel, ce mod�ele est celui des syst�emes de res-
sources que nous pr�esentons dans la partie suivante. Il di��ere cependant de ce dernier par
l'absence de �le d'attente. Nous discuterons donc bri�evement de la di�cult�e qu'induit une
telle �le sur le traitement math�ematique.

Une base de donn�ees est compos�ee deN entit�es. Des transactions, dont l'action consiste
�a lire et/ou modi�er les valeurs de certaines entit�es, sont �emises au cours du temps. A�n
de tirer parti du parall�elisme inh�erent �a la structure r�epartie de la base de donn�ees, il est
int�eressant de chercher �a ex�ecuter ces transactions de fa�con non s�equentielle. Cependant,
a�n de pr�eserver la coh�erence de la base de donn�ees, il faut veiller �a ce que deux tran-
sactions en conit sur une même entit�e ne s'ex�ecutent pas en même temps. C'est dans ce
but qu'a �et�e introduite la notion de verrou : une transaction verrouille les entit�es dont elle
a besoin. Une entit�e ne pouvant être verrouill�ee par plus d'une transaction, on garantit
que deux transactions servies en même temps demandent l'acc�es �a des ensembles d'entit�es
disjoints. Le probl�eme d'une telle politique est qu'elle interdit �a plusieurs transactions de
lire (sans �ecrire) en même temps une même entit�e. A�n de pallier cet inconv�enient, il est
possible d'introduire la notion de verrou non exclusif : un nombre illimit�e de verrous non
exclusifs peuvent être pos�es sur une même entit�e; par contre il n'est pas possible de poser
sur une même entit�e un verrou exclusif et un verrou non exclusif. Plus formellement si �a
une date t, l'ensemble des entit�es verrouill�ees de fa�con exclusive dans la base de donn�ees
est Bw tandis que celui des entit�es verrouill�ees de fa�con non exclusive est Br, une tran-
saction demandant �a poser des verrous exclusifs sur un ensemble Gw et des verrous non
exclusifs sur un ensemble Gr pourra être servie �a la date t si et seulement si

Bw \Gw = ;; Br \Gw = ;; Bw \Gr = ;:

L'introduction de verrous non exclusifs permet un gain de parall�elisme dans l'ex�ecution
des transactions. Il est cependant possible de constater que, d'un point de vue formel,
l'�etude de la dynamique d'une base de donn�ees B1 avec de tels verrous peut se ramener �a
l'�etude d'une base de donn�ees B2 dans laquelle les verrous sont tous exclusifs : en e�et, en
d�e�nissant G comme l'ensemble des entit�es de B1 et R comme l'ensemble des transactions
possibles dans B1 , il su�t de d�e�nir B2 comme �etant compos�ee des entit�es G � R, les
transactions de B2 �etant obtenues �a partir des transactions de B1 comme suit : une
transaction de type r 2 R dans B1 , demandant un acc�es exclusif aux entit�es Gw et un
acc�es non exclusif aux entit�es Gr, donne lieu dans B2 �a une transaction demandant un
acc�es exclusif aux entit�es appartenant �a (Gw � R) [ (Gr � frg). Deux remarques sont �a
faire cependant : d'une part, cette �equivalence n�ecessite que toutes les transactions de B1

demandent un acc�es exclusif �a au moins une entit�e. Si tel n'est pas le cas, une transaction
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2.1 Mod�elisation et �equations d'�evolution

ne demandant que des verrous non exclusifs dans B1 et n'�etant donc pas en exclusion avec
elle-même, devient dans B2 une transaction en exclusion avec elle-même. Cette hypoth�ese
est couramment faite [Mitra85]. En e�et, elle permet notamment de borner le nombre de
transactions servies en même temps dans la base de donn�ees. La deuxi�eme remarque est
que le mod�ele de syst�emes de requêtes que nous introduisons dans la partie 2.1.3 permet
de tenir compte des verrous non exclusifs de fa�con tr�es simple, sans même avoir �a passer
�a un syst�eme �equivalent. Nous reviendrons sur ce point dans la partie 2.1.3.

Le comportement dynamique de telles bases de donn�ees est le plus souvent mod�elis�e
comme suit [Kelly85] : le processus d'arriv�ee des transactions est suppos�e Poissonnien,
les temps de services des transactions ind�ependants et identiquement distribu�es. En�n,
et c'est la di��erence fondamentale avec le mod�ele que nous avons �etudi�e : les transac-
tions ne pouvant être ex�ecut�ees sont rejet�ees et perdues, en ce sens qu'elles ne sont pas
ressoumises �a la base de donn�ees. Cette hypoth�ese est tr�es utile d'un point de vue ma-
th�ematique : l'absence de �le d'attente am�ene des propri�et�es de perte de m�emoire et fait
par l�a même apparâ�tre des processus markoviens sous-jacents. Cependant, d'un point de
vue pratique, elle n'est pas satisfaisante : une transaction ne pouvant être ex�ecut�ee �a une
certaine date ne peut simplement être mise de côt�e. Imaginons par exemple une base de
donn�ees constitu�ee de N entit�es et comportant N + 1 types de transactions possibles :
N transactions requ�erant chacune une entit�e di��erente et une (N + 1)-�eme transaction
requ�erant l'ensemble des N entit�es. On suppose que N est relativement grand. Pour peu
que l'intensit�e des arriv�ees de transactions soit su�samment faible, on va pouvoir garantir
que la plupart des transactions seront servies. Ceci est vrai pour l'ensemble des transac-
tions. Le probl�eme est que les transactions demandant un acc�es aux N entit�es seront par
contre la plupart du temps rejet�ees : il su�t, pour qu'une telle transaction soit rejet�ee
qu'une des entit�es soit d�ej�a verrouill�ee, ce qui reste tr�es probable. On voit donc que pour
un tel syst�eme, l'absence de �le d'attente fait apparâ�tre un ph�enom�ene de famine pour
les requêtes demandant un trop grand nombre de ressources. Cette di�cult�e pos�ee par les
�les d'attente a souvent �et�e mise de cot�e : [Morris et al.84] et [Mitra et al.84] proposent
des heuristiques permettant d'essayer de tenir compte d'une telle �le d'attente. Cepen-
dant, ces heuristiques n'ont pas de r�eelle justi�cation th�eorique. Par ailleurs, il n'est pas
possible de quanti�er l'erreur qu'elles induisent.

2.1.2 Pr�esentation formelle des syst�emes de ressources

Nous pr�esentons dans cette partie le mod�ele de syst�emes de ressources que nous avons
�etudi�e de fa�con plus formelle.
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Chapitre 2. Mod�elisation

Un syst�eme de ressources S est la donn�ee d'une structure logique :

{ un ensemble de K ressources :

Res(S ) = fri(S ); 1 � i � Kg;

{ un ensemble de N requêtes possibles :

Req(S ) = fvi(S ) 2 P(Res(S )); 1 � i � Ng;

et d'une dynamique :

{ la suite des requêtes :

s(S ) = fs(S ; n) 2 Req(S ); n � 1g:

Remarque 1 : On appellera requête vide un �el�ement de Req(S ) �egal �a ;. Une requête
vide correspond donc �a une requête ne demandant aucune ressource. Nous verrons par la
suite que consid�erer de telles requêtes peut parfois être pratique.

Remarque 2 : Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur le syst�eme consid�er�e, on omettra le
param�etre S dans les notations pr�ec�edentes.

Remarque 3 : La structure logique d'un syst�eme de ressources peut être repr�esent�ee
de mani�ere naturelle par un hypergraphe [Berge87] dont les sommets correspondent aux
ressources du syst�eme et les arêtes aux requêtes (qui ne sont autres que des ensembles
de ressources). Pour le cas particulier d'un syst�eme de ressources tel que chaque requête
demande exactement deux ressources, cet hypergraphe est donc simplement un graphe.

A�n de d�e�nir le cod�ebit, c'est-�a-dire l'inverse du d�ebit, d'un syst�eme de ressources
S , on introduit des dateurs fTi(S ; n)g1�i�K;n�0 �a valeurs enti�eres, Ti(S ; n) repr�esentant
la date de lib�eration de la ressource ri une fois trait�ees les n premi�eres requêtes de S .
Par convention, l'origine des dates �etant 0, Ti(0) = 0 pour tout i. Ces dateurs v�eri�ent le
syst�eme d'�equations suivant :

Ti(n+ 1) =

(
Ti(n) si ri 62 s(n+ 1),
1 + maxj;rj2s(n+1) Tj(n) si ri 2 s(n+ 1).

(2.1)
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2.1 Mod�elisation et �equations d'�evolution

Ces �equations, appel�ees �equations d'�evolution de S , sont une traduction de la dynamique
pr�esent�ee dans la partie 1.1 : une requête est ex�ecut�ee d�es que les ressources dont elle a
besoin ont �et�e lib�er�ees par les requêtes arriv�ees pr�ec�edemment dans le syst�eme. On note

T (S ; n)
def
= (T1(S ; n); � � � ; TK(S ; n))

la variable d'�etat d�ecrivant l'�evolution de S . Il est clair que

h(S ; n)
def
= jT (S ; n)j1;

o�u jxj1 = maxi jxij, repr�esente la date de lib�eration de l'ensemble des K ressources apr�es
que les n premi�eres requêtes aient �et�e trait�ees. En d'autres termes, h(n) repr�esente le
temps n�ecessaire au traitement des n premi�eres requêtes du syst�eme. On d�e�nit donc le
cod�ebit de S :

(S )
def
= lim

n!1
h(S ; n)

n
, si cette limite existe.

On donnera dans la partie 3.1 des conditions d'existence de  sous des hypoth�eses proba-
bilistes.

2.1.3 D�e�nition d'un syst�eme de requêtes

On d�e�nit maintenant ce qu'est un syst�eme de requêtes. On montrera par la suite
l'�equivalence entre syst�eme de ressources et syst�eme de requêtes.

A la di��erence de celle des syst�emes de ressources, la structure logique des syst�emes
de requêtes est d�e�nie �a partir de la relation d'exclusion entre les requêtes qui composent
le syst�eme. Nous repr�esentons celle-ci par un graphe d'exclusion. Cette approche a tout
d'abord �et�e introduite dans [Chandy et al.84] comme une g�en�eralisation du paradigme des
\dining philosophers" [Dijkstra68a]. Cependant, un tel mod�ele a surtout �et�e �etudi�e d'un
point de vue logique et non dynamique : la plupart des auteurs se sont int�eress�es �a l'�etude
de propri�et�es logiques telles que la pr�evention de famine ou d'interbloquage plutôt qu'�a
des �etudes de performances. N�eanmoins, on peut citer [Forbes et al.96] et [Forbes96] o�u est
pr�esent�e un tel mod�ele en vue d'une analyse quantitative. Les hypoth�eses qui y sont faites
sont de type markoviennes. Entre autres, la gestion d'une �le d'attente n'y est pas prise
en compte. On peut aussi citer [Barbosa et al.89], dans lequel les auteurs s'int�eressent
�a la quanti�cation du cod�ebit obtenu par une classe de politiques d'ordonnancement
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particuli�eres. Nous reviendrons sur ce point dans la partie 3.6.3. Avant de passer �a une
d�e�nition plus formelle des syst�emes de requêtes, faisons la remarque suivante : on a vu
dans la partie 2.1.1 la di��erence de traitement qui apparaissait entre verrous exclusifs
et verrous non exclusifs dans une base de donn�ees. Le mod�ele des syst�emes de requêtes
ne prenant en compte que les exclusions entre paires de requêtes, peu importe de savoir
si cette exclusion est due �a des verrous exclusifs ou non exclusifs. Pour peu que l'on
consid�ere un graphe non r�eexif (c'est �a dire un graphe dans lequel un sommet ne fait
pas n�ecessairement partie de l'ensemble de ses voisins), on peut autoriser une requête �a
ne pas être en exclusion avec une autre requête du même type. Ainsi, on tient compte
notamment les requêtes ne demandant que des verrous non exclusifs.

La structure d'un syst�eme de requêtes S est la suivante :

{ un ensemble de N types de requêtes :

Req(S ) = fvi(S ); 1 � i � Ng;

{ un graphe non orient�e :

G(S ) = (Req(S ); E(S ))

appel�e graphe d'exclusion du syst�eme S .

On oublie ainsi les ressources du syst�eme. La dynamique de S est donn�ee par :

{ la suite des arriv�ees successives de requêtes :

s(S ) = fs(S ; n) 2 Req(S ); n � 1g:

La s�emantique du graphe G est la suivante : �etant donn�ees deux requêtes v et v0,
fv; v0g 2 E si et seulement si les requêtes v et v0 sont concurrentes, c'est-�a-dire si elles
ne peuvent être trait�ees simultan�ement. On notera v?v0 si fv; v0g 2 E et vkv0 sinon. On
peut remarquer que, si l'on tient �a ce que G ait un sens \physique" (exception faite des
bases de donn�ees, on consid�ere g�en�eralement dans les syst�emes de ressources partag�ees
que deux requêtes demandant l'acc�es aux mêmes ressources sont concurrentes), il faut que
la condition suivante soit v�eri��ee :

D�e�nition 2.1.1 (condition de \r�ealisme")

8 i; (vikvi)) (8 j; vikvj) : (2.2)
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2.1 Mod�elisation et �equations d'�evolution

En e�et, deux requêtes d'un même type vont demander l'acc�es aux mêmes ressources
et sont donc concurrentes. La seule exception �a cette r�egle est une requête vide, qui
correspond �a une requête ne demandant pas de ressource, et par cons�equent ne peut être
en concurrence avec aucune autre requête, pas même elle-même.

Remarque 1 : Il n'est pas toujours n�ecessaire de supposer \r�ealiste" un syst�eme de
requêtes a�n d'en estimer le cod�ebit. On gagne donc en g�en�eralit�e en consid�erant des
graphes non orient�es quelconques. On peut par ailleurs remarquer que pour un graphe
G v�eri�ant la condition de r�ealisme, G n fv; V (v) = ;g est r�eexif. Les requêtes vides
n'inuen�cant pas la dynamique d'un syst�eme de requêtes, nous consid�ererons donc quand
ce sera n�ecessaire des graphes r�eexifs.

On peut maintenant d�e�nir le cod�ebit d'un syst�eme de requêtes de la même fa-
�con qu'on l'a fait pour un syst�eme de ressources : on introduit cette fois des dateurs
fCi(S ; n)g1�i�N;n�0 tels que Ci(S ; n) repr�esente la date de �n de traitement de l'ensemble
des requêtes �egales �a vi �gurant parmi les n premi�eres requêtes de S . Par convention,
Ci(0) = 0 pour tout i. La dynamique pr�esent�ee dans la partie 1.1 se traduit cette fois de
la fa�con suivante :

Ci(n + 1) =

(
1 + maxj;vj2V (vi) Cj(n) si s(n+ 1) = vi;
Ci(n) sinon.

(2.3)

On pose

C(S ; n)
def
= (C1(S ; n); � � � ; CN(S ; n)):

Ci(S ; n) repr�esentant la date de �n de traitement de l'ensemble des requêtes �egales �a vi et
�gurant parmi les n premi�eres requêtes de S , la date de �n de traitement des n premi�eres
requêtes de S est

h(S ; n)
def
= jC(S ; n)j1:

Ce qui nous am�ene �a d�e�nir le cod�ebit de S comme �etant :

(S )
def
= lim

n!1
h(S ; n)

n
si cette limite existe.

Remarque 2 : On peut facilement v�eri�er par r�ecurrence que pour tout vi tel que
V (vi) = ; et tout n, Ci(n) = 0. h(n) peut donc se r�ecrire

h(n) = max
i;vi 6=;

Ci(n):

23



Chapitre 2. Mod�elisation

Remarque 3 : Si le graphe G associ�e �a un syst�eme de requêtes est une clique, autrement
dit si G = Kn, on v�eri�e facilement par r�ecurrence que h(n) = n et donc que  = 1. Ce
r�esultat est tout �a fait naturel : les requêtes de S �etant toutes concurrentes, elles sont
trait�ees au rythme de une par unit�e de temps.

2.1.4 �Equivalence entre ces deux mod�eles

Nous montrons dans cette partie comment il est possible de faire se correspondre un
syst�eme de ressources et un syst�eme de requêtes, de telle fa�con que leurs cod�ebits soient
les mêmes.

Proposition 1 Soit S un syst�eme de ressources. On d�e�nit S 0, le syst�eme de requêtes
associ�e �a S , comme suit :

Req(S 0) = Req(S );

s(S 0) = s(S );

G(S 0) = (Req(S 0); E(S 0)) avec E(S 0) =
[

vi\vj 6=;
fvi; vjg:

On notera TReq(S ) le syst�eme S 0. L'�egalit�e suivante est alors vraie pour tout n :

h(S ; n) = h(S 0; n):

Preuve : Il su�t de d�emontrer que pour tout n et tout i

Ti(S ; n) = max
j;ri2vj

Cj(S
0; n): (2.4)

La d�emonstration de cette �egalit�e se fait par r�ecurrence sur n. Celle-ci est en e�et claire
pour n = 0. Supposons la vraie pour n. On pose s(n+ 1) = vk. On a donc

Cj(n+ 1) = Cj(n) si j 6= k;

Ck(n+ 1) = 1 + max
j;vj2V (vk)

Cj(n):
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On va �etudier deux cas :

{ soit i tel que ri 62 vk. On a alors

Ti(n+ 1) = Ti(n);

= max
j;ri2vj

Cj(n);

= max
j;ri2vj

Cj(n+ 1):

{ soit maintenant i tel que ri 2 vk :

Ti(n+ 1) = 1 +max(T (n+ 1); max
j;rj2vk

Tj(n));

= 1 +max(T (n+ 1); max
j;rj2vk

max
l;rj2vl

Cl(n));

= 1 +max(T (n); max
l;vl2V (vk)

Cl(n));

= Ck(n+ 1);

= max
j;ri2vj

Cj(n):

On peut donc conclure que pour tout n, h(S ; n) = h(S 0; n). 2

Corollaire 2.1.1 Soit S un syst�eme de ressources et S 0 le syst�eme TReq(S ). Le cod�ebit

de S 0 est d�e�ni si et seulement si (S ) est lui même d�e�ni et dans ce cas

(S ) = (S 0):

Preuve : Imm�ediate, d'apr�es la proposition pr�ec�edente. 2

Exemple 1 : La �gure 2.1 montre un syst�eme de ressources S et le syst�eme de requêtes
TReq(S ) qui lui est associ�e. Les ressources de S sont pr�esent�ees en colonne et ses requêtes

en ligne. La case correspondant �a une ressource et une requête donn�ees est noircie si et
seulement si cette requête n�ecessite la ressource en question.

Remarque 1 : Il peut être int�eressant de pr�esenter ici la d�emarche qui nous a amen�es
�a consid�erer des syst�emes de requêtes. On a vu dans la partie pr�ec�edente que la structure
logique d'un syst�eme de ressources peut être repr�esent�ee par un hypergraphe dont les
sommets correspondent aux ressources du syst�eme et les arêtes aux requêtes. Sur cet
hypergraphe, le comportement dynamique du syst�eme de ressources a la propri�et�e que

25



Chapitre 2. Mod�elisation

S

r 1 r 2

v1

v3v2

v1

v2

v3

TReq(S )

Fig. 2.1 { Un syst�eme de ressources S et le syst�eme de requêtes qui lui est associ�e. Les
valeurs de s pour chaque syst�eme sont les mêmes et peuvent être quelconques.

le traitement d'une requête ne modi�e que les dateurs associ�es �a une même arête (i.e.
requête). Par ailleurs, ces dateurs prennent alors tous la même valeur. Il est donc naturel
de regarder comment la dynamique du syst�eme de ressources se traduit sur l'hypergraphe
dual. Il ne reste alors plus qu'�a constater que sur cet hypergraphe dual, seule la notion
d'exclusion est importante : �etant donn�es deux sommets du dual (i.e. deux requêtes), la
seule chose qui importe est de savoir si une arête les relie (i.e. si elles sont concurrentes);
peu importe, en e�et, de savoir qu'elle est cette arête (i.e. ressource). On peut donc se
ramener �a l'�etude du graphe repr�esentatif ([Berge87], p. 30) de l'hypergraphe associ�e au
syst�eme de ressources, c'est-�a-dire au graphe d'exclusion du syst�eme de requêtes associ�e
�a notre syst�eme de ressources.

Montrons maintenant comment associer �a un syst�eme de requêtes S , un syst�eme de
ressources S 0 qui ait le même cod�ebit. Ceci n'est possible que si S v�eri�e la condition de
r�ealisme 2.2. En e�et, dans un syst�eme de ressources, une requête non vide est n�ecessai-
rement concurrente avec elle-même.

Proposition 2 Soit S un syst�eme de requêtes, v�eri�ant la condition de r�ealisme 2.2,
d�e�ni par :

Req(S ) = fvi(S ); 1 � i � Ng;
G(S ) = (Req(S ); E(S ));

s(S ) = fs(S ; n) 2 Req(S ); n � 1g:

S 0 est construit de la fa�con suivante :

Res(S 0) = fri;j t.q. fvi; vjg 2 E(S ); i < jg;
Req(S 0) = fvi(S 0); 1 � i � Ng avec vi(S

0) = Res(S 0) \ [kfri;k; rk;ig;
s(S 0) = s(S ):

L'existence de (S ) (resp. (S 0)) implique l'existence de (S 0) (resp. (S )). Par ailleurs,
quand les cod�ebits de S et S 0 sont d�e�nis, ils sont �egaux. On notera TRes(S ) le syst�eme

26
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de ressources S 0.

Preuve : Il su�t de remarquer que TReq(TRes(S )) = S . 2

Remarque 2 : On peut identi�er vi(S ) et vi(S
0).

Exemple 2 : La �gure 2.2 montre un syst�eme de requêtes S et le syst�eme de ressources
TRes(S ) qui lui est associ�e.

r 1
;2

r 2
;3

r 3
;4

S TRes(S )

v1 v2 v3 v4 v4

v3

v1

v2

Fig. 2.2 { Un syst�eme de requêtes S et le syst�eme de ressources qui lui est associ�e. Les
valeurs de s sont les mêmes pour chaque syst�eme et peuvent être quelconques.

Remarque 3 : La d�e�nition de TRes(S ) est moins naturelle que celle de TReq(S ). En

e�et, alors que la d�e�nition de G(TReq(S )) est relativement canonique, la construction

de Res(TRes(S )) est beaucoup plus arbitraire. La �gure 2.3 montre l'exemple de trois
syst�emes : deux syst�emes de ressources S 1 et S 2 et un syst�eme de requêtes S tels que

S = TReq(S 1) = TReq(S 2);

et o�u S 2 = TRes(S ) est beaucoup moins simple que S 1.

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v4

v3

v6

v2

v5

v7

v1v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v1

r 1
;2

r 2
;3

r 3
;4

r 1
;4

r 1
;5

r 2
;5

r 3
;5

r 4
;5

r 1
;6

r 2
;6

r 3
;6

r 4
;6

r 1 r 2 r 3 r 4
S 1 S 2 S

Fig. 2.3 { Deux syst�emes de ressources S 1 et S 2 et un syst�eme de requêtes S tels que
S = TReq(S 1) = TReq(S 2) et S 2 = TRes(S ). Les valeurs de s sont les mêmes pour

chaque syst�eme et peuvent être quelconques.

D�e�nition 2.1.2 Pour un syst�eme de ressources S , on d�e�nit

G(S )
def
= G(TReq(S )) et Ci(S ; n)

def
= Ci(TReq(S ); n):

27



Chapitre 2. Mod�elisation

On ne d�e�nira par contre pas de dateurs Ti(S ; n) pour un syst�eme de requêtes, �etant
donn�e le caract�ere non canonique du syst�eme TRes(S ). Par ailleurs, pour un syst�eme
quelconque,

D�e�nition 2.1.3

h(n)
def
= min

i
Ci(n);

Cs(m)(n)
def
= Ci(n) si s(m) = vi:

Ces deux d�e�nitions nous seront utiles par la suite.

2.1.5 �Equivalence avec un mod�ele de �les d'attente

Nous allons montrer qu'il est possible de voir les syst�emes de ressources pr�esent�es dans
la partie 2.1.2 comme des r�eseaux simples de �les d'attente avec deux types de synchroni-
sations particuli�eres : des synchronisations de type arriv�ee-arriv�ee et des synchronisations
de type service-service. On pourra trouver une pr�esentation des mod�eles de �les d'attente
avec de telles contraintes de synchronisation dans [Baccelli et al.89]. Il est �a noter que ce
sont pr�ecis�ement ces synchronisations qui rendent le mod�ele di�cile �a traiter.

�Etant donn�e un syst�eme de ressources S , nous allons d�e�nir un r�eseau de �les d'attente
F de dynamique �equivalente �a celle de S (voir la �gure 2.4). Consid�erons donc K �les
(K est le nombre de ressources de S ). �A chacune de ces �les correspond un serveur de
capacit�e 1 et de temps de traitement d�eterministe �egal �a une unit�e de temps. Les arriv�ees
de clients dans F sont d�eduites des arriv�ees de requêtes dans S comme suit : �a chaque
requête v = fr�1 ; : : : ; r�pg arrivant dans S correspond une arriv�ee de client de type v
dans chacune des �les �i. Ces arriv�ees de clients se font de fa�con synchrone. On parle
donc de synchronisation de type arriv�ee-arriv�ee. On peut �eventuellement se passer de ce
type de synchronisations en ajoutant au r�eseau une �le d'attente, en amont des K �les
d�ej�a d�e�nies, qui soit reli�ee �a un serveur de temps de traitement nul dont le seul but soit la
cr�eation des clients dans les �les ad hoc. A�n de garantir que les clients issus d'une même
requête seront servis en même temps, il faut encore pr�eciser que, pour commencer son
ex�ecution, un client de type v = fr�1 ; : : : ; r�pg attend que soit prêt �a être servi un client
du même type dans chacune des �les �i

1. Ces synchronisations sur les dates de d�ebut
de service des clients sont de type service-service. Il est maintenant possible de v�eri�er

1: Il n'est pas n�ecessaire d'imposer que les clients soient issus de la même requête : cette contrainte est

garantie par les synchronisations arriv�ee-arriv�ee et par le fait que chaque �le pr�eserve l'ordre FIFO
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2.2 R�ecriture dans la pseudo-alg�ebre (max;+)

que les dynamiques de S et F sont les mêmes, simplement en v�eri�ant que deux clients
issus d'une même requête sont servis de fa�con synchrone dans F , �a la date �a laquelle est
ex�ecut�ee la requête qui leur correspond dans S . Nous avons repr�esent�e sur la �gure 2.4
les ex�ecutions coupl�ees d'un syst�eme de �les d'attente et d'un syst�eme de ressources. Le
syst�eme de �le d'attente est repr�esent�e �a une date t strictement comprise entre 0 et 1.
Il est �a remarquer que les deux syst�emes sont satur�es, mais que l'�equivalence que nous
avons pr�esent�ee est encore valable dans le cas de syst�emes non satur�es. Elle serait de
même valable dans le cas de temps de services quelconques.
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F S

Fig. 2.4 { Mod�ele de �les d'attente �equivalent �a un syst�eme de ressources. Il y a 5 type
de requêtes possibles dans S : v1 = fr1g, v2 = fr2g, v3 = fr3g, v4 = fr1; r2g et v5 =
fr1; r2; r3g. Celles-ci arrivent dans l'ordre v1; v4; v3; v2; v5; v3; v4. Les di��erentes requêtes
sont chacune repr�esent�ee d'une couleur di��erente, la même que celle des clients qui leur
correspondent. Les �eches en pointill�es repr�esentent des synchronisations de type service-
service entre clients issus d'une même requête. Le dessin de droite repr�esente les dates
de service des requêtes dans S . On trouvera plus de d�etails sur ce type de repr�esentation
dans la partie 2.3.1.

2.2 R�ecriture dans la pseudo-alg�ebre (max;+)

Nous commen�cons par pr�esenter rapidement la pseudo-alg�ebre (max;+) dans la par-
tie 2.2.1. Nous montrons dans la partie 2.2.2 que les �equations d'�evolution des syst�emes de
ressources partag�ees peuvent s'interpr�eter comme des syst�emes (max;+)-lin�eaires. En�n,
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Chapitre 2. Mod�elisation

la partie 2.2.3 montre l'application des r�esultats de (max;+) que l'on peut faire pour le
cas particulier des syst�emes de ressources partag�ees p�eriodiques.

2.2.1 Pr�esentation rapide de (max;+)

L'alg�ebre (max;+) est un outil puissant permettant de traiter un grand nombre de
mod�eles de syst�emes dynamiques sur un espace de temps discret. Pour la pr�esenter suc-
cinctement, nous dirons qu'elle correspond �a une adaptation de l'alg�ebre lin�eaire classique
(sur IRn) dans laquelle l'op�erateur de groupe \+" est remplac�e par \max" (not�e �) et
l'op�erateur d'anneau \�" par \+" (not�e 
). On n'a donc pas �a proprement parler de
structure d'alg�ebre. En e�et, il manque la structure de groupe, \max" ne permettant
pas de d�e�nir l'inverse d'un �el�ement. Cependant, les propri�et�es classiques d'associativit�e
et de distributivit�e �etant pr�eserv�ees, on parle, par abus de langage, d'alg�ebre (max;+).
L'�el�ement neutre de � (absorbant de 
) est �1, l'�el�ement neutre de 
 est 0.

Un des probl�emes les plus c�el�ebres qui se ram�ene �a un syst�eme lin�eaire dans (max;+)
est certainement le probl�eme de la recherche du plus long chemin dans un graphe valu�e.
En e�et, si on note pi;j le poids de l'arête allant de i vers j (pi;j = �1 s'il n'y a pas
d'arête) et P n

i;j le poids du plus long chemin de taille n reliant i �a j, on s'aper�coit que

P n+1
i;j = max

k
(P n

i;k + pk;j):

On reconnâ�t la version \(max;+)" d'un produit matrice-vecteur dans l'alg�ebre lin�eaire
classique.

De nombreux mod�eles, entre autres informatiques, admettent une �ecriture dans (max;+).
Ces mod�eles correspondent majoritairement �a des syst�emes dynamiques r�egis par des
�equations d'�evolution dans lesquelles interviennent des synchronisations (d'o�u le \max")
et des traitements s�equentiels (d'o�u le \+"). Parmi ceux-ci, on peut citer les graphes d'�ev�e-
nements temporis�es [Baccelli et al.92a], les automates temporis�es [Gaubert93], mais aussi
certains mod�eles d'�economie [Yakovenko et al.92] ou de m�ecanique statistique [Gri�ths90].
On pourra se rapporter �a la th�ese de Jean Mairesse [Mairesse95] pour une pr�esentation
plus d�etaill�ee de tels exemples.

D'un point de vue qualitatif, beaucoup de r�esultats existent d�ej�a dans (max;+). Ce
sont principalement des r�esultats assurant la convergence de tel syst�eme vers un r�egime
stationnaire. Les r�esultats quantitatifs sont par contre plus rares.

Nous allons maintenant d�etailler la fa�con dont les �equations d'�evolution des syst�emes
de ressources partag�ees que l'on �etudie se r�ecrivent dans (max;+). Nous montrerons par
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la suite les r�esultats qu'une telle reformulation apporte.

2.2.2 R�ecriture des �equations d'�evolution dans (max;+)

Pour un syst�eme de ressources, si l'on pose

Vn
def
=

0
BB@

T1(n)
...

TK(n)

1
CCA ;

alors l'�equation d'�evolution 2.1 peut se r�ecrire

Vn+1 = M(n)
 Vn;

= M(n)
 � � � 
M(0)
 V0;

h(n + 1) = jM(n)
 � � � 
M(0)j1;
 = lim

n!1
1

n+ 1
jM(n)
 � � � 
M(0)j1;

o�u M(n) = (mn
i;j) avec

mn
i;j =

8><
>:

1 si fri; rjg � s(n+ 1);
0 si i = j et ri 62 s(n+ 1);
�1 si i 6= j et fri; rjg 6� s(n + 1):

On peut donc voir  comme l'exposant de Lyapunov de la suite de matrices (M(n))n�0,
par extension �a (max;+) de la d�e�nition d'un exposant de Lyapunov dans les syst�emes
dynamiques classiques. On peut d'ores et d�ej�a constater que si la suite s est p�eriodique,
la suite des matrices M(n) est p�eriodique.

En ce qui concerne les dateurs Ci(n) d'un syst�eme quelconque, en posant cette fois-ci

Vn
def
=

0
BB@

C1(n)
...

CN(n)

1
CCA ;
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l'�equation d'�evolution 2.3 se r�ecrit Vn+1 = M(n) 
 Vn avec M(n) = (mn
i;j) d�e�nie de la

fa�con suivante :

mn
i;j =

8><
>:

1 si s(n+ 1) = vi et vj 2 V (vi);
0 si s(n+ 1) 6= vi et i = j;
�1 sinon.

(2.5)

On a h(n) = maxi;j(M(n�1)
� � �
M(0))i;j et h(n) = mini(M(n�1)
� � �
M(0)

V0)i. De même que pr�ec�edemment,  peut être vu comme l'exposant de Lyapunov de la
suite de matrices (M(n))n�0. En�n, on peut v�eri�er que si la suite s est p�eriodique, alors
la suite des matrices M(n) l'est aussi.

2.2.3 R�esultats apport�es par (max;+). Cas particulier des sys-

t�emes p�eriodiques

Nous pr�esentons dans cette partie certains des r�esultats que la th�eorie de l'alg�ebre
(max;+) apporte �a l'�etude des syst�emes de ressources partag�ees. Ces r�esultats portent
principalement sur deux types de syst�emes fondamentalement di��erents : les syst�emes
p�eriodiques (i.e. pour lesquels la suite s est p�eriodique) et les syst�emes stochastiques
(i.e. pour lesquels la suite s est stochastique). Les r�esultats portant sur les syst�emes
stochastiques seront pr�esent�es dans la partie 3.1.2. Nous pr�esentons par contre ici les
r�esultats portant sur les syst�emes p�eriodiques, ceux-ci n'�etant plus �etudi�es par la suite.

D�e�nition 2.2.1 Un syst�eme S est p�eriodique s'il existe p 2 IN� tel que pour tout n,

s(n) = s(n+ p):

On d�e�nit P , sa p�eriode, comme le plus petit p v�eri�ant l'assertion pr�ec�edente. L'ap-
proche (max;+) permet de montrer que le cod�ebit d'un syst�eme p�eriodique est toujours
d�e�ni et de calculer ce cod�ebit. En e�et, si on d�e�nit A = M(P � 1) 
 � � � 
M(0) et �
la plus grande valeur propre de A, on sait [Baccelli et al.92a] qu'il existe un entier M tel
que pour tout m � M , Am+1 = � 
 Am. On en d�eduit que limn!1 jAnj1=n = �, ce qui
am�ene  = �=P . Des m�ethodes num�eriques sont propos�ees dans [Baccelli et al.92a] qui
permettent de calculer �. On pourra se rapporter �a cet ouvrage pour une �etude compl�ete
des syst�emes p�eriodiques.
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2.3 Processus induits

Nous pr�esentons dans cette partie plusieurs notions importantes. La partie 2.3.1 est
consacr�ee �a la pr�esentation d'une repr�esentation graphique de l'�evolution d'un syst�eme
de ressources donn�e. Cette repr�esentation permet une bonne intuition des ph�enom�enes
sous-jacents dans les syst�emes de ressources partag�ees. Elle a initialement �et�e introduite
dans [Brilman93] et [Brilman et al.95b]. La partie 2.3.2 pr�esente de mani�ere formelle
quelques processus dont l'interpr�etation pourra se faire grâce �a la repr�esentation graphique
expos�ee auparavant.

2.3.1 Repr�esentation graphique

La dynamique d'un syst�eme de ressources satur�e S peut être repr�esent�ee sur un inter-
valle de temps �ni par des empilements de pi�eces de \T�etris" : il su�t d'imaginer un jeu
de T�etris, Tet(S ), sur K colonnes, dans lequel la n-i�eme pi�ece est une pi�ece de hauteur
1 occupant les colonnes correspondant aux ressources requises par la n-i�eme requête de
S . Il est alors clair que la hauteur �a laquelle la n-i�eme pi�ece de Tet(S ) tombe est �egale
�a la date de d�ebut d'ex�ecution de la n-i�eme requête de S 2. Par ailleurs, la hauteur de la
i-�eme colonne de Tet(S ) apr�es empilement des n premi�eres pi�eces est �egale �a Ti(S ; n). Ces
deux r�esultats proviennent du fait que les �equations d'�evolution de S et de Tet(S ) sont
les mêmes. L'int�erêt de cette remarque est qu'elle permet une repr�esentation graphique
intuitive de la dynamique d'un syst�eme de ressources S . Bien que cette repr�esentation
pr�esente une certaine lourdeur, elle permet des interpr�etations \naturelles" de r�esultats
plus abstraits. La �gure 2.5 montre un exemple de syst�eme S et le T�etris Tet(S ) qui lui
est associ�e. On montre sur cette �gure comment l'empilement des pi�eces du T�etris permet
de retrouver les valeurs des dateurs de S .

2.3.2 Lignes et motifs

Nous pr�esentons dans cette partie des d�e�nitions inspir�ees par la repr�esentation en
\T�etris" d'un syst�eme de ressources. Ces d�e�nitions s'�etendant naturellement �a un syst�eme
de requêtes, nous ne ferons pas de distinction entre syst�emes de ressources et syst�emes de
requêtes.

2: Le \joueur" est passif : il laisse les pi�eces tomber sans les d�eplacer
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Res = fr1; r2; r3; r4g
Req = fv1 = fr1; r2g; v2 = fr2; r3g; v3 = fr3; r4g; v4 = fr4; r1g; v5 = ;g
s = (v1; v3; v5; v2; v3; v4; v2; v1; � � � )

S :

T3(8) = 4 C3(8) = 3

T4(8) = 4 C4(8) = 4

T2(8) = 5 C2(8) = 4

T1(8) = 5 C1(8) = 5On voit directement sur Tet(S ) que

Tet(S ) :

Fig. 2.5 { Repr�esentation d'un syst�eme de ressources par un T�etris.

D�e�nition de la n-i�eme ligne d'un syst�eme S

La n-i�eme ligne d'un syst�eme S est l'ensemble des requêtes de S qui sont trait�ees �a
la même date que la n-i�eme requête de S

D�e�nition 2.3.1 S �etant un syst�eme quelconque, on d�e�nit pour n � 1,

L(S ; n)
def
= fvi t.q. 9m � 1; Ci(S ; m) = Cs(n)(S ; n)g:

On appelle L(S ; n) la n-i�eme ligne du syst�eme S . On notera jL(S ; n)j son cardinal.

Remarque 1 : Il pourrait sembler plus naturel de d�e�nir la n-i�eme ligne de S comme
l'ensemble des requêtes trait�ees entre les dates (n�1) et n. Cependant, une telle d�e�nition
serait moins facile �a manipuler que celle que nous avons propos�ee.

Proposition 3 Pour tout n � 1,

h(n) �
nX

i=1

1

jL(i)j � h(n):
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Preuve : Commen�cons par d�emontrer la premi�ere partie de cette proposition.

h(n) =
h(n)X
i=1

1;

=
h(n)X
i=1

X
p�n;Cs(p)(p)=i

1

cardfp � n; Cs(p)(p) = ig ;

=
h(n)X
i=1

X
p�n;Cs(p)(p)=i

1

cardfp0 � n; Cs(p0)(p0) = Cs(p)(p)g :

Comme (p0 > n)) (Cs(p0)(p
0) > h(n)),

h(n) =
h(n)X
i=1

X
p�n;Cs(p)(p)=i

1

jL(p)j ;

� X
p�n

1

jL(p)j :

La deuxi�eme partie de la proposition se montre sur le même principe :

h(n) =
h(n)X
i=1

1;

=
h(n)X
i=1

X
p;Cs(p)(p)=i

1

cardfp; Cs(p)(p) = ig ;

=
h(n)X
i=1

X
p;Cs(p)(p)=i

1

cardfp0; Cs(p0)(p0) = Cs(p)(p)g ;

=
h(n)X
i=1

X
p;Cs(p)(p)=i

1

jL(p)j ;

�
h(n)X
i=1

X
p�n;Cs(p)(p)=i

1

jL(p)j :

Or, (p � n) ) (Cs(p)(p) � h(n)), et donc

h(n) �X
p�n

1

jL(p)j :
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2

D�e�nition de Ind(S )

On note Ind(S ) l'ensemble des valeurs possibles d'une ligne de S . C'est donc un
sous-ensemble de P(Req(S )).

D�e�nition 2.3.2 On d�e�nit Ind(S ) par :

Ind(S )
def
= fI 2 P(Req(S )) n ; t.q. 8(v; v0) 2 I2; V (v) 6= ; et (v 6= v0 ) vkv0)g:

Cette d�e�nition implique que Ind(S ) correspond �a l'ensemble des stables ([Berge83],
p. 260) non vides de G(S ).

D�e�nition d'un motif

C'est dans [Mairesse93b] que l'on trouve pour la premi�ere fois la notion de motif. Nous
employons ici un abus de langage : par \motif", il faut entendre \motif synchronisant".
En e�et, un motif de S est une suite de requêtes qui synchronise l'ensemble des dateurs
de S (que S soit un syst�eme de ressources ou un syst�eme de requêtes).

D�e�nition 2.3.3 Un suite �nie M = (v�1 ; � � � ; v�m�1 ; v�m ; v�m�1 ; � � � ; v�1) de requêtes de
S est un motif de S si et seulement si

(8i 2 [1::m� 1]; v�i?v�i+1) et (8v 2 Req(S ) 9i 2 [1::m] t.q. v?v�i):

On peut remarquer que tout syst�eme S admet un motif. En e�et, S �etant connexe,
G est connexe; et donc, un chemin couvrant de G (aller-retour) est un motif de S . Nous
allons maintenant �enoncer une proposition qui justi�e le fait de consid�erer de tels motifs.

Proposition 4 (propri�et�e de perte de m�emoire des motifs) Soit S 1 et S 2 deux sys-
t�emes tels que Req(S 1) = Req(S 2) et G(S 1) = G(S 2). Soit

M = (v�1 ; � � � ; v�m�1 ; v�m ; v�m�1 ; � � � ; v�1)
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un motif de S 1 et S 2. On suppose qu'il existe s1, s2 deux suites �nies de requêtes et s1
une suite in�nie de requêtes telles que

s(S 1) = s1Ms1 et s(S 2) = s2Ms1:

On d�e�nit n1 = js1j+m et n2 = js2j+m. Pour tout n � 1,

L(S 1; n1 + n) = L(S 2; n2 + n):

Ce r�esultat signi�e que la dynamique d'un syst�eme apr�es l'arriv�ee d'un motif ne d�epend
pas des requêtes arriv�ees avant ce motif.

Preuve : Il su�t de montrer que pour tout n � 1,

Cs(S 1;n1+n)(S 1; n1 + n)� h(S 1; n1) = Cs(S 2;n2+n)(S 2; n2 + n)� h(S 2; n2):

On peut tout d'abord remarquer que

h(S 1; n1) = Cs(S 1;n1)(S 1; n1);

h(S 2; n2) = Cs(S 2;n2)(S 2; n2);

puisque

Cs(S 1;n1)(S 1; n1) � max
vj2[1�i�mV (v�i )

Cj(S 1; n1);

� max
j

Cj(S 1; n1);

Cs(S 2;n2)(S 2; n2) � max
vj2[1�i�mV (v�i )

Cj(S 2; n2);

� max
j

Cj(S 2; n2):

Par ailleurs, pour n � m� 1,

Cs(S 1;n1+n)(S 1; n1 + n) = 1 + Cs(S 1;n1+n�1)(S 1; n1 + n� 1);

et donc l'�egalit�e est vraie pour n � m� 1. Pour n � m, elle se d�emontre par r�ecurrence �a
partir des �equations d'�evolution, en utilisant le fait que pour tout v, il existe i, 1 � i � m,
tel que v?v�i . 2
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Chapitre 3

Syst�emes ind�ependants

Nous �etudions dans ce chapitre une classe particuli�ere de syst�emes de ressources par-
tag�ees, les syst�emes ind�ependants. De fa�con informelle, un syst�eme est dit ind�ependant si
le processus des requêtes s correspond �a une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et
identiquement distribu�ees. Nous pr�esentons cette d�e�nition de mani�ere plus formelle dans
la partie 3.1. Les parties suivantes sont consacr�ees �a diverses approches possibles pour
l'�etude des syst�emes ind�ependants. La partie 3.2 pr�esente une approche naturelle qui
consiste �a quotienter l'espace d'�etats des dateurs associ�es �a un syst�eme donn�e. L'espace
quotient est l'�equivalent de l'espace projectif dans (max;+). Une tr�es jolie pr�esentation
des espaces projectifs en dimension 2 et 3 dans (max;+) se trouve dans [Mairesse93a].
Notre approche permet notamment une �etude exacte des syst�emes ne comportant que
deux ressources. La partie 3.3 met en relation  et ce qu'on appelle la \ligne asymptoti-
que" d'un syst�eme donn�e. La partie 3.4 pr�esente un th�eor�eme de composition qui permet
de ramener l'�etude de certains syst�emes �a l'�etude de syst�emes plus petits. Nous donnons
en application le calcul exact du cod�ebit pour un ensemble particulier de syst�emes. Dans
la partie 3.5, nous �etudions  d'un point de vue analytique, ce qui nous permet de res-
treindre la classe des syst�emes int�eressants �a �etudier aux seuls syst�emes dans lesquels
chaque requête possible a la même probabilit�e de tirage. De tels syst�emes sont dits uni-
formes. La partie 3.6 leur est consacr�ee. On montre par ailleurs comment les r�esultats
portant sur les syst�emes uniformes se traduisent pour des syst�emes non uniformes.

3.1 Pr�esentation des syst�emes ind�ependants

Dans la partie 3.1.1 nous pr�esentons tr�es bri�evement les notions de syst�emes stochas-
tiques et de syst�emes ergodiques. De tels syst�emes ont d�ej�a �et�e �etudi�es d'un point de vue
qualitatif mais tr�es peu d'un point de vue quantitatif. En e�et, leur d�e�nition se prête
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mal �a cette deuxi�eme approche. Nous introduisons donc par la suite la notion de syst�emes
ind�ependants. Ces syst�emes, de par leur d�e�nition, permettent en e�et une approche quan-
titative de leur �etude. La partie 3.1.2 pr�esente quelques r�esultats apport�es par (max;+) �a
l'�etude des syst�emes ind�ependants. Ces r�esultats sont de deux types : on commencera par
pr�esenter des r�esultats qualitatifs apr�es quoi nous exposerons des m�ethodes g�en�erales (i.e.
valable dans (max;+)) de recherche de bornes pour . Dans la partie 3.1.3 nous exposons
succinctement le probl�eme de la simulation de syst�emes ind�ependants.

3.1.1 D�e�nitions

D�e�nition 3.1.1 Un syst�eme S est dit stochastique si le processus des requêtes succes-
sives de S est stochastique.

D�e�nition 3.1.2 Un syst�eme stochastique S est dit ergodique si le processus des requêtes
successives de S est ergodique.

Th�eor�eme 1 Si S est un syst�eme ergodique,

 
h(S ; n)

n

!
n�1

converge presque sûrement et dans L1 vers une valeur r�eelle quand n tend vers l'in�ni.

Ce th�eor�eme peut être vu comme un cas particulier de plusieurs th�eor�emes di��erents que
l'on pourra notamment trouver dans [Baccelli et al.92a] ou [Vincent93]. On d�e�nit donc

D�e�nition 3.1.3 Pour un syst�eme stochastique S , non n�ecessairement ergodique,

(S )
def
= lim

n!1
IEh(S ; n)

n
si cette limite existe.

(S ) peut donc être d�e�ni pour des syst�emes stochastiques non n�ecessairement ergodiques.
Nous verrons par la suite que cette d�e�nition nous permettra de calculer le cod�ebit de
certains syst�emes sans avoir �a prouver que ceux-ci sont ergodiques. Nous introduisons
maintenant la notion de syst�eme ind�ependant.

D�e�nition 3.1.4 Un syst�eme S est dit ind�ependant si la suite des requêtes de S est une
suite de variables al�eatoires ind�ependantes et identiquement distribu�ees �a valeurs dans
Req(S ).
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Un syst�eme ind�ependant est donc la donn�ee d'une structure logique et d'un vecteur de
probabilit�e p = (p1; � � � ; pN), N �etant le nombre de requêtes di��erentes dans le syst�eme
et pi la probabilit�e de tirage de la requête vi. On d�e�nit (G;p) comme �etant le cod�ebit
d'un syst�eme ind�ependant dont la structure logique est donn�ee par G et la distribution
g�en�erique d'une requête par p. On utilisera parfois la notation suivante :

P (v) = P (s(S ; 1) = v):

Le but de cette th�ese est donc l'�evaluation de (G;p) pour G et p donn�es. Il y a
peu d'approches connues, autres que la simulation, permettant actuellement d'approcher
(G;p). Des m�ethodes permettant l'obtention de bornes ont toutefois �et�e d�egag�ees dans
le cadre de l'�etude des r�eseaux de Petri stochastiques et plus g�en�eralement dans le cadre
de (max;+). Nous pr�esentons ces m�ethodes dans la partie suivante. La simulation, quant
�a elle, pr�esente deux inconv�enients majeurs : pour un graphe G trop grand, elle peut être
trop longue �a converger. Nous revenons sur ce point dans la partie 3.1.3. Par ailleurs, elle
ne permet pas de d�egager de comportements globaux de la fonction  : un r�esultat de
simulation pour (G0;p0) donn�e ne permettra pas de pr�edire le r�esultat d'une simulation
pour (G1;p1). Notre approche se r�esumera donc en trois points : lorsque nous le pourrons,
nous essayerons de trouver une expression exacte de (G;p). On verra que ceci est un cas
assez peu fr�equent. D'un point de vue plus g�en�eral, nous d�egagerons quelques propri�et�es
analytiques de . Nous verrons comment ces propri�et�es peuvent s'interpr�eter \physique-
ment" et ainsi permettre de mieux comprendre la dynamique des syst�emes de ressources
partag�ees que l'on mod�elise. En�n, par le biais d'approches di��erentes, nous proposerons
des bornes pour  dont nous �etudierons la qualit�e.

Remarque 1 : Pour les syst�emes ind�ependants, l'hypoth�ese de connexit�e pr�esent�ee dans
la partie 1.1 se traduit de la fa�con suivante :

Un syst�eme ind�ependant repr�esent�e par un couple (G;p) est dit connexe si et seulement
si le graphe G n fv t.q. P (v) = 0g est connexe.

Dans la suite de cette th�ese, les syst�emes ind�ependants consid�er�es seront implicitement
suppos�es connexes �a moins que le contraire ne soit pr�ecis�e.

3.1.2 R�esultats apport�es par (max;+) aux syst�emes stochastiques

On a vu dans la partie 2.2.2 que la suite des requêtes d'un syst�eme de requêtes S
d�e�nit une suite de matrices fM(n)gn�0. A chaque type de requête dans S correspond une
valeur possible de M(n). M(n) peut donc prendre N valeurs di��erentes : M1; : : : ;MN , Mp

�etant la matrice associ�ee au type de requêtes vp. Pour un syst�eme de ressources partag�ees
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stochastique, l'�etude de  peut donc être ramen�ee �a l'�etude de

(fMngn�0) = lim
n!1

1

n
jM(n)
 � � � 
M(0)j1 si cette limite existe:

Dans le cas d'un syst�eme ind�ependant, on se ram�ene �a l'�etude de

(M) = lim
n!1

1

n
jM(n)
 � � � 
M(0)j1

o�u les matrices M(n) sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees avec M(0) = M .

C'est cette traduction dans (max;+) qui permet, par exemple, de garantir que  est
d�e�ni pour tout syst�eme de ressources partag�ees ergodique (th. 1). Plus g�en�eralement, les
r�esultats portant sur les produits de matrices stochastiques dans (max;+) vont amener des
r�esultats sur les syst�emes de ressources partag�ees stochastiques. La r�eciproque n'est pas
vraie : il n'est pas possible d'associer �a toute suite de matrices stochastiques un syst�eme
de ressources partag�ees stochastique. En e�et, les matrices repr�esentant les requêtes d'un
syst�eme de ressources partag�ees ont une forme bien particuli�ere.

Nous allons dans un premier temps pr�esenter les r�esultats qualitatifs apport�es par
(max;+) aux syst�emes de ressources partag�ees stochastiques. Ces r�esultats seront pr�esen-
t�es dans le formalisme des syst�emes de ressources partag�ees et dans un cadre beaucoup
plus restreint que celui dans lequel ils ont �et�e prouv�es. Cependant, ils seront su�sants
pour la suite de cette th�ese.

Dans un deuxi�eme temps, nous pr�esenterons quelques m�ethodes permettant l'obten-
tion de bornes pour (fMngn�0) ou (M). Ces m�ethodes s'appliquant �a (max;+), elles
sont susceptibles de s'appliquer �a l'�etude des syst�emes de ressources partag�ees. Nous dis-
cuterons donc de leur applicabilit�e.

R�esultats qualitatifs apport�es par (max;+)

Proposition 5 Pour un syst�eme de ressources partag�ees ind�ependant, il existe une va-
riable al�eatoire � telle que la suite fh(n)� h(n)gn�0 converge en loi vers �.

Preuve : On trouvera la d�emonstration de ce r�esultat dans [Mairesse93b] (th. 5.1), une
fois remarqu�e que si (v�1 ; : : : ; v�m) est un motif, alors la matrice M�1 
� � �
M�m 
M1

� � � 
MN est scs1� cyc1. 2

Proposition 6 IE� <1.
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Preuve : Ce r�esultat provient du fait que les coe�cients des matrices sont born�es sup�e-
rieurement. 2

Proposition 7 Pour un syst�eme de ressources partag�ees ind�ependant, fh(n)=ngn�1 converge
presque sûrement et dans L1 vers .

Preuve : Imm�ediate, d'apr�es les propositions pr�ec�edentes. 2

Ces r�esultats ne sont pas les seuls r�esultats qualitatifs apport�es par (max;+). Cepen-
dant, ils nous su�ront dans le cadre de cette th�ese.

Quelques m�ethodes permettant l'obtention de bornes dans (max;+)

Nous exposons maintenant quelques m�ethodes g�en�erales permettant l'obtention de
bornes pour (fMngn�0) ou (M). Certaines de ces m�ethodes ont �et�e d�evelopp�ees pour
l'�etude des r�eseaux de Petri stochastiques [Baccelli et al.92b] et ne s'appliquent qu'�a cer-
tains type de matrices ne correspondant pas n�ecessairement aux matrices des syst�emes de
ressources partag�ees. Bien que nous pr�esentions ces m�ethodes ind�ependamment les unes
des autres, il est clair qu'elles sont le plus souvent utilis�ees conjointement.

Ordres stochastiques : Une premi�ere m�ethode est bas�ee sur la notion d'ordre stochastique.
Un ordre stochastique est un ordre (partiel) sur les variables al�eatoires �a valeurs dans Rn.
Deux de ces ordres sont particuli�erement int�eressants dans (max;+) : l'ordre �st et l'ordre
�icx. Ils sont d�e�nis par :

X �st Y ssi pour toute fonction f croissante, IEf(X) � IEf(Y ):

X �icx Y ssi pour toute fonction f croissante convexe, IEf(X) � IEf(Y ):

Ces ordres pr�esentent les propri�et�es suivantes :

1. Pour toute fonction f croissante,

X �st Y ) f(X) �st f(Y ):

2. Pour toute fonction f croissante convexe

X �icx Y ) f(X) �icx f(Y ):

3. Si X 0 et Y 0 sont ind�ependantes de X et Y respectivement,

X �st Y; X
0 �st Y

0 ) X +X 0 �st Y + Y 0 ;

X �icx Y; X
0 �icx Y

0 ) X +X 0 �icx Y + Y 0 :
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En particulier, les fonctions max et + �etant croissantes et convexes,

8nM(n) �st M
0(n) ) M(n)
 � � � 
M(0) �st M

0(n)
 � � � 
M 0(0) ;

8nM(n) �icx M
0(n) ) M(n)
 � � � 
M(0) �icx M

0(n)
 � � � 
M 0(0) :

On remarque donc que

8n; M(n) �st M
0(n) ) (fM(n)gn�0) � (fM 0(n)gn�0) ; (3.1)

8n; M(n) �icx M
0(n) ) (fM(n)gn�0) � (fM 0(n)gn�0) ; (3.2)

Bien que la premi�ere de ces implications d�ecoule de la seconde, elles am�enent chacune
des bornes di��erentes. L'�equation 3.2 am�ene essentiellement des r�esultats de type \com-
paraison entre coe�cients al�eatoires et constants". Par exemple, en utilisant le fait que
IEX �icx X, elle permet de minorer le cod�ebit d'un syst�eme de ressources partag�ees dans
lequel chaque requête v prend les ressources dont elle a besoin pendant un temps al�eatoire
Tv par le cod�ebit d'un syst�eme de ressources partag�ees de même structure logique dans
lequel chaque requête v prend les ressources dont elle a besoin pendant un temps constant
�egal �a IETv.

L'�equation 3.1 est plutôt utilis�ee en associant, �a une suite fM(n)gn�0, une deuxi�eme
suite fM 0(n)gn�0 dont on sait calculer le  et qui minore (ou majore) la suite fM(n)gn�0

terme �a terme. On dira que fM 0(n)gn�0 minore (ou majore) trajectoriellement fM(n)gn�0.
Ceci se fait g�en�eralement par construction d'un couplage dont on sait qu'il va induire un
ordre�st. Un tel couplage, en termes de r�eseaux de Petri, peut consister �a sur-synchroniser
le r�eseau (et donc �a \augmenter" certaines matrices). En termes de syst�emes de ressources
partag�ees, il peut consister �a remplacer certaines requêtes par des requêtes vides (et donc,
�a \diminuer" certaines matrices).

Association : Une deuxi�eme m�ethode g�en�erale est bas�ee sur la notion d'association de
variables al�eatoires. Des variables al�eatoires X1; : : : ; Xn sont dites associ�ees si et seule-
ment si pour toutes fonctions f et g croissantes �a valeurs r�eelles,

IE[f(X1; : : : ; Xn)g(X1; : : : ; Xn)] � IEf(X1; : : : ; Xn)IEg(X1; : : : ; Xn):

En particulier, les variables al�eatoires X1; : : : ; Xn sont associ�ees si elles sont fonctions
croissantes de variables al�eatoires ind�ependantes. Si X1; : : : ; Xn sont associ�ees, on peut
remarquer que

P (max
i

Xi � a) �Y
i

P (Xi < a) :
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Cette in�egalit�e permet de d�ecorr�eler des variables tout en ayant la possibilit�e de comparer
les maximums de ces variables dans leurs versions d�ependantes et ind�ependantes. Une fois
remarqu�e que

h(n) = max
j0;j1;:::jn21::N

n�1X
i=0

mi
ji;ji+1

;

on peut par exemple, sous r�eserve que les variables
Pn�1

i=0 m
i
ji;ji+1

sont associ�ees, minorer
la quantit�e P (h(n) � n�) par un produit de termes plus simples. Cette m�ethode, utilis�ee
en conjonction avec des grandes d�eviations, est appliqu�ee dans [Baccelli et al.91] a�n de
donner une borne sup�erieure pour le temps de cycle de r�eseaux de Petri stochastiques. En
e�et, les matrices correspondant aux r�eseaux de Petri pr�esentent cette propri�et�e d'asso-
ciation : les coe�cients d'une même matrice sont associ�es. Les matrices repr�esentant les
syst�emes de requêtes ne pr�esentent par contre pas cette propri�et�e d'association; quant aux
matrices des syst�emes de ressources, cela n'est g�en�eralement pas le cas non plus. Il semble
donc di�cile d'appliquer cette technique au cas que nous avons �etudi�e.

Grandes d�eviations : Nous venons de parler de grandes d�eviations. Ces techniques inter-
viennent aussi dans les calcul de bornes en (max;+). Le principe des grandes d�eviations est
de majorer les queues de distributions de variables al�eatoires. On vient d'en voir une appli-
cation dans l'exemple ci-dessus. Plus g�en�eralement, un domaine d'application des grandes
d�eviations est l'�etude du processus des dateurs d'un syst�eme ind�ependant vu comme un
processus de branchement. On a alors des r�esultats sur le comportement asymptotique de
ce processus, ou sur le comportement asymptotique d'un processus majorant (on retrouve
la notion de bornes stochastiques). Une borne sup�erieure pour (M) sous l'hypoth�ese que
�1 < IEm0

i;j <1 pour tout couple (i; j) est pr�esent�ee dans [Glasserman et al.95]. Dans
un cadre proche de celui de cette th�ese, Vincent Dumas obtient [Dumas] que pour un
graphe G de degr�e constant d et de taille N

(G; (1=N; : : : ; 1=N)) � 1

2c

d+ 1

N
' 2:16

d+ 1

N

avec c = supfx < 1; ln(2x) < x� 1g.

Les bornes que nous pr�esentons dans cette th�ese sont essentiellement bas�ees sur des
techniques de comparaison stochastique, �a l'exception de la borne pr�esent�ee dans la par-
tie 3.6.1 qui provient de techniques plus proches des grandes d�eviations.
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3.1.3 Simulation de syst�emes ind�ependants

Un moyen simple d'obtenir une valeur approch�ee de  pour un syst�eme ind�ependant
est la simulation. Celle-ci est de type �equationnel : l'�etat du syst�eme �a un instant donn�e
est enti�erement d�etermin�e par les valeurs de ses dateurs �a cet instant. Par ailleurs, son
�evolution est enti�erement d�etermin�ee par les �equations d'�evolution. On se contente donc
de faire une suite de tirages de requêtes et d'en d�eduire la suite des valeurs des dateurs.
Une simulation permet donc de produire une r�ealisation de la suite fh(n)=ngn�1. La
convergence presque sûre de cette suite vers  implique qu'en \attendant su�samment"
la valeur courante de h(n)=n sera \tr�es proche" de .

La di�cult�e consiste �a pr�eciser ce qu'on entend par \tr�es proche" : quelle est l'erreur
induite par la simulation? Peut-on donner un intervalle de con�ance pour  apr�es une
simulation? La r�eponse th�eorique �a cette question est \oui". En e�et, on verra dans la
partie 3.2.3 que la suite f(h(n)� n)=

p
ngn�1 converge vers une loi normale d'esp�erance

0 et de variance �2. Le probl�eme r�eside dans l'estimation de �2. En e�et, l'expression de
cette quantit�e n'est pas simple. Il est possible de la majorer de fa�con brutale (on reviendra
sur ce point dans la partie 3.2.3), mais en pratique, une telle majoration est bien trop
excessive. Pour cette raison, on obtient un intervalle de con�ance par trop pessimiste.
Nous allons donc pr�esenter une autre fa�con de proc�eder. C'est cette m�ethode que nous
avons impl�ement�ee a�n d'obtenir les valeurs simul�ees de  qui sont donn�ees dans cette
th�ese.

La m�ethode de simulation que nous avons employ�ee est bas�ee sur les deux propositions
suivantes :

Proposition 8 Pour tout n,

IEh(n)

n
�  � IEh(n)

n
:

Proposition 9 Il existe � une constante positive telle que

lim
n!1 IEh(n)� IEh(n) = �:

La premi�ere proposition est une cons�equence directe de la sous-additivit�e de la suite
fh(n)=ngn�1 et de la sur-additivit�e de la suite fh(n)=ngn�1 [Vincent93]. La deuxi�eme
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3.2 Espace projectif

proposition est une cons�equence des propositions 5 et 6. A�n d'estimer  pour un syst�eme
donn�e on proc�ede donc de la fa�con suivante :

{ On choisit n0 de telle fa�con que �=n0 soit su�samment faible. Comme on ne connâ�t
pas la valeur de �, on proc�ede par essais successifs. En pratique, pour de petits
syst�emes, si l'on cherche �a avoir une pr�ecision de 10�2 sur , prendre n0 �egal �a 1000
ou 10000 conviendra parfaitement.

{ On estime �0 (resp. �0) la variance de h(n0)=n0 (resp. h(n0)=n0). En pratique, on
r�ealise su�samment de tirages ind�ependants des variables h(n0)=n0 et h(n0)=n0 pour
que les variances empiriques se stabilisent.

{ On r�ealise n1 tirages ind�ependants des variables h(n0)=n0 et h(n0)=n0 a�n d'ob-
tenir un estimateur 0 (resp. 

0
) de h(n0)=n0 (resp. h(n0)=n0). On aura alors par

exemple [Ross91]


0
� 2:97

�0p
n1

�  � 0 + 2:97
�0p
n1

avec probabilit�e 0:997. En pratique, le choix de n1 se fait donc en fonction de la
pr�ecision souhait�ee pour .

L'�etape la plus longue de ce proc�ed�e de simulation est en fait l'�etape de stabilisation des
variances empiriques. En pratique, �a l'exception des r�esultats de la partie 4.2, les valeurs
simul�ees de  que l'on pr�esente dans cette th�ese correspondent �a de petits syst�emes. Il
�etait donc possible d'obtenir une pr�ecision sur  meilleure que 10�2. Ainsi, en l'absence de
pr�ecision, la notation \ = x" pour un r�esultat de simulation devra se lire \j�xj � 5 10�3

avec probabilit�e 0:997". De même, les valeurs num�eriques des bornes pr�esent�ees sont
implicitement donn�ees avec une pr�ecision de 5 10�3.

3.2 Espace projectif

Cette partie propose une premi�ere approche du calcul de  bas�ee sur la notion d'espace
projectif.
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3.2.1 Une remarque simple

Pour un syst�eme stochastique quelconque,

IEh(n)

n
=

1

n

n�1X
k=0

IE(h(k + 1)� h(k));

=
1

n

n�1X
k=0

P (h(k + 1)� h(k) = 1):

En d�e�nissant I(S ; n) l'incr�ement moyen de h(S ; n) :

D�e�nition 3.2.1 Pour un syst�eme stochastique S ,

I(S ; n)
def
= P (h(S ; n+ 1)� h(S ; n) = 1):

On peut tirer de cette reformulation la proposition suivante :

Proposition 10 Soit S un syst�eme stochastique tel que I(S ; n) converge quand n tend
vers l'in�ni. Alors, (S ) est d�e�ni et est �egal �a

(S ) = lim
n!1 I(S ; n):

Preuve : Imm�ediate, d'apr�es le th�eor�eme de Ces�aro. 2

3.2.2 Châ�nes de Markov M(Res;S ) et M(Req;S )

Soit S un syst�eme de ressources. On d�e�nitM0(Res;S ) la châ�ne de Markov suivante :

{ les �etats de M0(Res;S ) sont les valeurs possibles du vecteur T (S ; n) pour tous les
n. �Etant donn�e un sommet x de M0(Res;S ), on note T (x) le vecteur qui lui est
associ�e.

{ On a une transition avec probabilit�e � de x vers x0 si et seulement si

P (T (n+ 1) = T (x0)jT (n) = T (x)) = � pour tout n.
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3.2 Espace projectif

Si on note x0
0 le sommet de M0(Res;S ) associ�e �a T (0) et X0

n le sommet atteint apr�es n
transitions en partant de x0

0, on a

I(n) =
X

x2M0(Res;S )

P (X0
n = x)I(x);

o�u

I(x) = P (h(n+ 1)� h(n) = 1jX0
n = x);

=
X

v2Req(S )

P (v)P (h(n+ 1)� h(n) = 1jX0
n = x ^ s(n+ 1) = v): (3.3)

La châ�neM0(Res;S ) n'admet pas, par construction, de mesure stationnaire. Nous allons
cependant montrer qu'il est possible de construire un processus (Xn)n�0 sur une châ�ne
M(Res;S ) admettant une mesure stationnaire de telle fa�con que (S ) s'exprime en fonc-
tion de cette mesure stationnaire. Le processus (Xn)n�0 est tout simplement la projection
de (X0

n)n�0 sur l'espace projectif IPINK [Mairesse93a]. Soit R la relation d'�equivalence
suivante sur les sommets de M0(Res;S ) :

xRx0 si et seulement si 9� t.q. T (x) = T (x0) + (�; � � � ; �):

Deux choses sont claires �a propos de R. D'une part, l'expression 3.3 donne

xRx0 ) I(x) = I(x0):

D'autre part,

(xRx0; yRy0; x!� y)) (x0 !� y0):

On peut donc d�e�nir M(Res;S ) le quotient de M0(Res;S ) par R :

M(Res;S ) =M0(Res;S )=R:

Si on note maintenant x0 le sommet deM(Res;S ) associ�e �a T (0) et Xn le sommet atteint
apr�es n transitions en partant de x0 dans M(Res;S ) (Xn est donc le projet�e par R de
X0

n), on a

I(n) =
X

x2M(Res;S )

P (Xn = x)I(x):

49



Chapitre 3. Syst�emes ind�ependants

Proposition 11 Si S est tel que pour tout r 2 Res(S ) il existe v 2 Req(S ) tel que r 2 v,
alors la châ�ne de Markov M(Res;S ) admet une unique mesure stationnaire.

Preuve : M(Res;S ) est homog�ene par construction. Il su�t de montrer qu'il existe un
sommet xR de M(Res;S ), un r�eel � strictement positif et un entier t tels que

P (Xt = xRjX0 = x) � � pour tout x;

P (Xt+1 = xRjX0 = x) � � pour tout x:

Ces conditions sont en e�et su�santes pour garantir l'existence d'une unique mesure
stationnaire pour M(Res;S ) (voir par exemple [Asmussen87], Chapitre 6). Les v�eri�er
est imm�ediat une fois constat�e que si l'on consid�ere M = (v�1 ; � � � ; v�m) un motif de S ,
la propri�et�e de perte de m�emoire des motifs implique que la fonction

x! xR(x) = (xn+m+N j(xn = x) ^ s(n + 1); � � � ; s(n+m+N) = M; v1; � � � ; vN )

est constante �egale �a xR(x0). Il su�t donc de prendre

xR = xR(x0);

� =
mY
i=1

P (v�i)
NY
i=1

P (vi);

t = m +N:

2

Remarque 1 : La condition que toute ressource soit requise par au moins un type
de requête est naturelle. Si jamais elle n'est pas v�eri��ee, il su�t de ne plus consid�erer
les ressources inutilis�ees (qui n'ont aucune inuence sur la dynamique du syst�eme) pour
qu'elle le soit.

Si on note �M(Res;S ) la mesure stationnaire de M(Res;S ), on obtient

lim
n!1 I(n) =

X
x2M(Res;S )

�M(Res;S )(x)I(x);

et donc d'apr�es la Proposition 10

(S ) =
X

x2M(Res;S )
�M(Res;S )(x)I(x): (3.4)
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3.2 Espace projectif

Remarque 2 : Les termes dont l'�evaluation pose probl�eme dans cette formule sont les
�M(Res;S )

(x). En e�et, pour tout x, I(x) se calcule ais�ement �a partir de

I(x) = P (h(n+ 1)� h(n) = 1jxn = x);

=
X

v2Req(S )

P (v)P (h(n+ 1)� h(n) = 1jxn = x ^ s(n + 1) = v):

Remarque 3 : Pour un syst�eme ind�ependant S , on peut d�e�nirM(Req;S ) sur le même
principe. Sans red�etailler toutes les �etapes de la construction de cette châ�ne, donnons-en
tout de même les principaux points :

{ On construit M0(Req;S ). Les sommets de M0(Req;S ) correspondent aux valeurs
possibles du vecteur C(S ; n) pour toutes les valeurs de n et les transitions de
M0(Req;S ) repr�esentent les probabilit�es d'�evolution de ces vecteurs;

{ On d�e�nit R comme pr�ec�edemment et M(Req;S ) le quotient de M0(Req;S ) par
R;

{ On pose I(x) = P (h(n+ 1)� h(n) = 1jxn = x).

On obtient alors l'expression suivante pour (S ) :

(S ) =
X

x2M(Req;S )

�M(Req;S )
(x)I(x):

Nous ne d�etaillons pas plus cette deuxi�eme reformulation de . Elle se prouve sur
le même principe que l'�equation 3.4. Les deux expressions que nous venons de donner,
sauf cas particulier, se contentent de d�eplacer la di�cult�e intrins�eque du calcul de . On
verra cependant dans la partie 3.2.4 une application de la premi�ere formule permettant
un calcul exact de  pour tout syst�eme bas�e sur deux ressources. Dans la partie 3.2.5,
nous verrons comment \tronquer" la châ�ne M(Res;S ) a�n de majorer (S ).

51



Chapitre 3. Syst�emes ind�ependants

3.2.3 Un th�eor�eme central limite

Nous montrons dans cette partie comment la châ�ne M(Req;S ) permet d'�enoncer un
th�eor�eme central limite pour les suites fh(n)=ngn�1 et fh(n)=ngn�1.

Th�eor�eme 2 Il existe une constante positive ou nulle �2 telle que

h(n)� np
n

! N (0; �2) et
h(n)� np

n
!N (0; �2):

Par convention, on note N (0; 0) une loi ayant toute sa masse en 0.

Ce th�eor�eme a d�ej�a �et�e �enonc�e dans un cadre (max;+) pour le cas des matrices de taille
2 �a coe�cients positifs [Resing et al.90]. Les auteurs pr�ecisent que leur d�emonstration se
g�en�eralise sans di�cult�e autre que celle des notations �a des matrices de taille quelconque et
que, par ailleurs, l'hypoth�ese de \positivit�e" des matrices pourrait être lev�ee en y ajoutant
une hypoth�ese de connexit�e (cette hypoth�ese correspond en fait �a l'hypoth�ese de connexit�e
que nous avons faite sur les syst�emes que nous consid�erons). Leur d�emonstration s'appuie
sur un th�eor�eme central limite pour les processus J�X pr�esent�e dans [Obrien74]. Nous
allons donc montrer comment ce th�eor�eme s'applique au cas qui nous int�eresse. Nous
commen�cons donc par le rappeler. Les notations ont �et�e adapt�ees a�n de correspondre �a
celles de cette th�ese.

Th�eor�eme 3 Soit fXngn�0 une châ�ne de Markov irr�eductible, ap�eriodique et positive
r�ecurrente sur un espace d'�etats au plus d�enombrable. Soit fHngn�1 une suite de variables
al�eatoires r�eelles telles que

P (Xn = j;Hn � xjX0; H1; X1; : : : ; Hn�1; Xn�1 = i)

= P (Xn = j;Hn � xjXn�1 = i):

On dit que le processus fXn; Hng est un processus J�X. Soit fYn; Kng la version station-
naire de fXn; Hng. On suppose qu'il existe � > 0 et g une fonction d�e�nie sur IN telle
que

1. limk g(k) = 0,

2.
A 2 B(J1; : : : ; Jn)
B 2 B(Jn+k+1; Jn+k+2; : : : )

)
) jP (A \ B)� P (A)P (B)j � g(k) ;
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3.
P

k g(k)
�
2+� <1.

En�n, on suppose que IEjK1j2+� <1. Sous ces hypoth�eses, la quantit�e

�2 = Cov(K1; K1) + 2
X
i�2

Cov(K1; Ki)

est d�e�nie et positive et si �2 6= 0 alors 0 < �2 <1 et

H1 + � � �+Hn � nIEK1

�
p
n

!N (0; 1):

Ce th�eor�eme s'applique maintenant de la fa�con suivante : on prend comme processus Xn le
processus d�e�ni sur la châ�neM(Req;S ) etHn = h(n)�h(n�1). La donn�ee deXn etXn�1
permet de d�eterminer s(n) et doncHn. Le processus fXn; Hng est donc un processus J�X,
la châ�ne M(Req;S ) �etant ap�eriodique, irr�eductible et positive r�ecurrente. On consid�ere
fYn; Kng la version stationnaire de fXn; Hng. Ce processus �etant stationnaire, Kn suit
une loi de Bernoulli de param�etre . Nous allons maintenant construire g(k). Pour cela,
on note comme pr�ec�edemment M un motif, m la taille de ce motif. On introduit

pM = P ((s(1); : : : ; s(m)) =M)

la probabilit�e qu'un tirage de m requêtes successives constitue un motif M . Pour A 2
B(J1; : : : ; Jn) et B 2 B(Jn+k+1; Jn+k+2; : : : ), la propri�et�e de perte de m�emoire des motifs
implique que les �ev�enements A et B sont ind�ependants pour peu que soit apparu un motif
parmi les requêtes (n+ 1) �a (n+ k). On note Ek un tel �ev�enement et p(k) sa probabilit�e,
on a

1� p(k) � (1� pM)bk=mc:

On a donc

P (A \ B) = P (A \ BjEk)p(k) + P (A \ Bj:Ek)(1� p(k))

= P (A)p(B)p(k) + P (A \Bj:Ek)(1� p(k))

P (A)P (B)p(k) � P (A [ B) � P (A)p(B)p(k) + (1� p(k))

P (A)P (B)(p(k)� 1) � P (A \ B)� P (A)P (B) � (1� P (A)P (B))(1� p(k))

jP (A [ B)� P (A)P (B)j � 1� p(k)
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On peut donc prendre g(k) = (1�pM)bk=mc. En choisissant maintenant par exemple � = 1,

on a
P
g(k)

�
2+� < 1 et IEjK1j3 < 1, ce qui implique que �2 est d�e�ni. Pour peu que �2

soit non nul on peut donc appliquer le th�eor�eme. Le cas �2 = 0 ne pose pas de probl�eme.
En e�et, si on d�e�nit �2

n = Var(K0 + � � � + Kn�1), il est prouv�e dans [Ibragimov62] que
�2
n = �2n(1 + o(1)). En particulier �2 = 0 implique que Var(K0 + � � �+Kn�1) = 0 pour

tout n et donc Var(h(n)) = 0 pour tout n. On retrouve le th�eor�eme.

Maintenant que nous avons prouv�e celui-ci pour la suite fh(n)=ngn�1, le prouver pour
fh(n)=ngn�1 est imm�ediat une fois rappel�e que fh(n)�h(n)gn�0 converge en loi vers une
loi de probabilit�e d'esp�erance �nie (voir partie 3.1.2).

Remarque 1 : On peut majorer �2 en utilisant le fait que les variables K1 et Ki sont
ind�ependantes pour peu que soit apparu un motif parmi les requêtes 2 �a i � 1, ce qui
implique que IE(K1KijEi�2) = 0. On obtient alors

�2 = Cov(K1; K1) + 2
X
i�2

Cov(K1; Ki)

= (1� ) + 2
X
i�2

IEK1Ki

= (1� ) + 2
X
i�2

[IE(K1KijEi�2)p(i� 2) + IE(K1Kij:Ei�2)(1� p(i� 2))]

� (1� ) + 2
X
i�2

(1� p(i� 2))

� 1=4 + 2
X
i�0

(1� pM)b
i
m
c

Malheureusement, cette majoration est tr�es grossi�ere : Pour un syst�eme donn�e, et M un
motif de ce syst�eme, pM est g�en�eralement tr�es faible, ce qui fait que la borne sup�erieure
que nous venons d'obtenir est tr�es grande. Cependant, pour de petits syst�emes, elle o�re
l'avantage de pouvoir donner un intervalle de con�ance rigoureux pour une valeur simul�ee
de .

3.2.4 Cas d'un syst�eme comportant exactement deux ressources

Nous pr�esentons dans cette partie le calcul du cod�ebit de tout syst�eme ind�ependant
bas�e sur deux ressources. Nous adopterons une vision \ressources", car celle-ci est plus
adapt�ee �a ce cas particulier. Si l'on note r1 et r2 les deux ressources, il y a donc 4 types
de requêtes possibles :

v1 = fr1g ; v2 = fr2g ; v3 = fr1; r2g ; v4 = ; :
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On a
P4

i=1 pi = 1. On peut supposer que p4 est nul, �etant donn�e que

(p1; p2; p3; p4) = (p1 + p2 + p3)(
p1

p1 + p2 + p3
;

p2
p1 + p2 + p3

;
p3

p1 + p2 + p3
; 0):

On s'int�eresse donc �a des syst�emes tels que
P3

i=1 pi = 1. On note un tel syst�eme S (p1; p2; p3).
On peut remarquer que si p3 = 0, S (p1; p2; p3) est en fait l'union de deux syst�emes, chacun
bas�e sur une ressource, une requête demandant cette ressource avec probabilit�e p1 dans le
premier syst�eme et p2 dans le deuxi�eme syst�eme. On a donc  = max(p1; p2). Nous allons
maintenant nous int�eresser au cas o�u p3 est strictement positif.

Proposition 12 Si p3 > 0,

(S (p1; p2; p3)) =
1

2

p1 + p2 � 4p1p2 + (2� p1 � p2)
p
1� 4p1p2p

1� 4p1p2
:

Preuve : L'expression 3.4 va nous permettre de calculer . Les �gures 3.1 et 3.2 montrent
respectivement une partie des châ�nes de MarkovM0(Res;S ) etM(Res;S ).

Il est facile de v�eri�er que pour i > 0,

I((i; 0)) = p1 + p3;

I((0; 0)) = 1;

I((0; i)) = p2 + p3:

En posant �i = �((i; 0)), l'�equation 3.4 se r�ecrit :

(S ) =
�1X

i=�1
�i(p2 + p3) + �0 +

1X
i=1

�i(p1 + p3): (3.5)

Les �i se calculent facilement. En e�et, les �equations de balance surM(Res;S ) donnent :

�0 = p1��1 + p2�1 + p3;

�i = p1�i�1 + p2�i+1 si i 6= 0:
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probabilit�e de transition p3

probabilit�e de transition p2

probabilit�e de transition p1

Fig. 3.1 { Une partie de M0(Res;S ). Les valeurs des composantes d'un vecteur sont
repr�esent�ees par les hauteurs de deux colonnes.

Pour i > 0 on a donc

�i = �0�
i
+;

��i = �0�
i
�;

avec �+ = 1�p1�4p1p2
2p2

et �� = 1�p1�4p1p2
2p1

. Comme
P

i �i = 1, on a

�0 =

 
1 +

�+
1� �+

+
��

1� ��

!�1
:

L'�equation 3.5 se r�ecrit donc

 =
1

1 + �+
1��+ + ��

1���

 
1 +

(p1 + p3)�+
1� �+

+
(p2 + p3)��

1� ��

!
:
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C0C1C2C3 C�1 C�2 C�3

probabilit�e de transition p3

probabilit�e de transition p2

probabilit�e de transition p1

Fig. 3.2 { Une partie de M(Res;S ).

Apr�es simpli�cation on obtient

 =
1

2

p1 + p2 � 4p1p2 + (2� p1 � p2)
p
1� 4p1p2p

1� 4p1p2
:

2

On peut remarquer que, même pour ce cas simple, l'expression de  est assez compli-
qu�ee.

Remarque 1 : Le syst�eme que l'on a �etudi�e correspond �a un syst�eme de requêtes d�e�ni
par le graphe �etoile �a deux branches, le sommet v3 �etant le centre de l'�etoile. Si l'on note
E2 l'�etoile �a deux branches, on a donc

(E2;p) =
1

2

p1 + p2 � 4p1p2 + (2� p1 � p2)
p
1� 4p1p2p

1� 4p1p2
: (3.6)

3.2.5 Bornes sup�erieures obtenues par troncature

Soit S un syst�eme ind�ependant de ressources tel que toute ressource soit requise par
au moins un type de requête (on a d�ej�a vu que cette hypoth�ese n'est pas contraignante).
Nous pr�esentons dans cette partie une m�ethode qui permet de calculer une suite de bornes
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sup�erieures du cod�ebit de S . Cette suite sera not�ee fum(S )gm�1. Le calcul de um se fait
en \tronquant" (cette troncature �etant param�etr�ee par m) la châ�neM(Res;S ). En e�et,
pour un syst�eme S quelconque, la mesure stationnaire de M(Res;S ) ne peut pas être
calcul�ee analytiquement. En la tronquant, c'est-�a-dire en la majorant (en un certain sens)
par des châ�nes sur des espaces d'�etats �nis, on va se ramener �a l'�evaluation de mesures
stationnaires de châ�nes �nies.

�Etant donn�es un syst�eme de ressources ind�ependant S et un entier m strictement
positif, on note vs une requête demandant toutes les ressources de S et on consid�ere le
syst�eme Sm obtenu par couplage avec S de la fa�con suivante :

{ si (maxi Ti(Sm; n+ 1)�mini Ti(Sm; n+ 1) > mjs(Sm; n+ 1) = s(S ; n+ 1))
alors s(Sm; n+ 1) = vs;

{ si (maxi Ti(Sm; n+ 1)�mini Ti(Sm; n+ 1) � mjs(Sm; n+ 1) = s(S ; n+ 1))
alors s(Sm; n+ 1) = s(S ; n+ 1).

On construit donc Sm en reprenant les requêtes de S telles qu'elles arrivent, �a ceci pr�es
que l'on remplace par vs toute requête qui ferait passer la di��erence entre le plus grand
dateur et le plus petit dateur �a plus que m. Le syst�eme Sm majore donc trajectoriellement
S .

Cette dynamique se traduit de la fa�con suivante sur la châ�ne M(Res;Sm) : si on note
Sm l'ensemble des sommets x de M(Res;S ) tels que

max
i

Ti(x)�min
i

Ti(x) > m;

M(Res;Sm) est obtenue en rempla�cant dans M(Res;S ) chaque transition x!� x
0 avec

x 62 Sm et x0 2 Sm par une transition x!� (0; � � � ; 0). Les sommets dans Sm ne pouvant
être atteints dans M(Res;Sm) en partant du point (0; � � � ; 0), on peut les supprimer. Il
est donc facile de voir que la châ�ne M(Res;Sm) est �nie, ce qui rend possible le calcul
exact de sa mesure stationnaire. Une fois cette mesure stationnaire calcul�ee, il est possible
d'utiliser l'�equation 3.4 a�n de calculer

um(S ) = (Sm):

Comme Sm majore trajectoriellement S , on aura de plus

(S ) � um(S ):
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3.2 Espace projectif

Nous allons maintenant montrer que la suite fum(S )gm�1 converge vers (S ) quand m
tend vers l'in�ni.

Th�eor�eme 4 lim
m!1 um(S ) = (S ):

Preuve : Soit �m le rang de la premi�ere requête vs dans Sm g�en�er�ee par une transition
(dansM(Res;S )) entrant dans Sm. Un argument de type \d�ecoupage en blocs", identique
�a celui pr�esent�e dans la preuve du th�eor�eme 7, permet d'�ecrire :

(Sm) =
1 + IEh(S ; �m � 1)

E�m
:

Pour tout m, �m est presque sûrement �ni, et donc (�m)m�1 est presque sûrement d�e�nie.

Par ailleurs, �m � m. Soit zN = supn�N
h(S ;n)

n
. zN tend presque sûrement vers (S ). Soit

c tel que (S ) < c < 1 (le cas (S ) = 1 est trivial et sans int�erêt). On a donc

8" > 0; 9M � 0; 8N �M P (zN > c) < ";

8" > 0; 9M � 0; 8N �M P

 
9n � N;

h(S ; n)

n
> c

!
< ";

8" > 0; 9M � 0 P

 
9n �M;

h(S ; n)

n
> c

!
< ";

8" > 0; 9M � 0 P

 
8n �M;

h(S ; n)

n
� c

!
� 1� ";

8" > 0; 9M � 0 P

 
(8n �M;

h(S ; n)

n
� c) ^ ((�m)m�1 d�e�nie)

!
� 1� ";

8" > 0; 9M � 0 P

 
8m �M;

h(S ; �m)

�m
� c

!
� 1� ";

8" > 0; 9M � 0; 8m �M P (h(S ; �m) � c�m) � 1� ":

Comme

IEh(S ; �m) = P (h(S ; �m) � c�m)IE(h(S ; �m)jh(S ; �m) � c�m)

+ P (h(S ; �m) > c�m)IE(h(S ; �m)jh(S ; �m) > c�m);

on obtient

8" > 0; 9M � 0; 8m �M IEh(S ; �m) � (1� ")(cIE�m) + "IE�m;

8" > 0; 9M � 0; 8m �M IEh(S ; �m) � cIE�m(1� "+
"

c
):
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Ceci �etant vrai pour tout c > (S ), on en d�eduit

8c > (S ); 9M � 0; 8m �M (Sm) � c:

Comme (Sm) � (S ), on a bien

lim
m!1 (Sm) = (S ):

2

Nous ne donnerons pas d'application de cette borne. En e�et, bien que um converge
rapidement vers , les tailles des châ�nes tronqu�ees croissent elles aussi tr�es rapidement,
ce qui fait que ces bornes sont tr�es longues �a calculer, même pour de petits syst�emes et de
petites valeurs de m. Par ailleurs, pour de petites valeurs de m, elles sont g�en�eralement
moins bonnes (et plus coûteuses en calculs) que d'autres bornes que nous pr�esenterons
plus tard. Pour ces raisons, on peut les quali�er de \mauvaises" bornes.

3.3 Notion de ligne asymptotique

Nous pr�esentons dans cette partie une �etude du comportement asymptotique de L(S ; n)
pour les syst�emes uniformes. Cette �etude avait permis dans un premier temps l'obtention
d'une borne inf�erieure pour . Cependant, cette borne �etant rendue obsol�ete par la borne
de la partie 3.6.3, nous ne la pr�esenterons pas dans cette th�ese.

La d�e�nition de la n-i�eme ligne d'un syst�eme S est pr�esent�ee dans la partie 2.3. Pour
un syst�eme S d�eterministe, il est clair que L(S ; n) est un �el�ement de Ind(S ). Par contre,
si S est un syst�eme stochastique (ce qui correspond �a l'hypoth�ese que nous faisons ici),
L(S ; n) est une variable al�eatoire �a valeurs dans Ind(S ).

Th�eor�eme 5 �Etant donn�e un syst�eme ind�ependant S , il existe L1(S ), variable al�eatoire
�a valeurs dans Ind(S ), telle que L(S ; n) converge en loi vers L1(S ). L1(S ) est appel�ee
la ligne asymptotique de S .

Preuve : La preuve de ce th�eor�eme est un peu technique. Il semble en e�et di�cile de
faire appel �a des r�esultats g�en�eraux de convergence de processus, le processus L(S ; n)
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n'�etant en e�et ni stationnaire ni markovien. Soit donc M un motif de taille m de S .
Pour k � 1, on d�e�nit

m(k) =

(
1 si (s(k); � � � ; s(k +m� 1)) = M;
0 sinon.

Pour n > m et k; 1 � k � n�m, soit E(k; n) l'�ev�enement :

E(k; n) = fm(k) = 1g ^ ^
k0;k<k0�n�m

fm(k0) = 0g:

On d�e�nit

E(0; n) = f _
k;1�k�n�m

E(k; n)gc:

En�n, on d�e�nit E 0(k) l'�ev�enement :

E 0(k) = fm(k) = 1g ^ ^
k0;1�k0<k

fm(k0) = 0g:

L'ind�ependance des requêtes successives de S , d'une part, et le fait que le motif M est
sym�etrique (par d�e�nition d'un motif), d'autre part, impliquent

P (E(n� k + 1; n)) = P (E 0(k �m)) pour m + 1 � k � n:

A�n d'all�eger les calculs qui vont suivre, on pose

P0(n) = P (E(0; n))P (L(S ; n) = ljE(0; n)):
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On peut maintenant �ecrire

P (L(S ; n) = l) = P0(n) +
n�mX
k=1

P (E(k; n))P (L(S ; n) = ljE(k; n));

= P0(n) +
n�mX
k=1

P (E(k; n))P (L(S ; n� k + 1) = ljE(1; n� k + 1));

par la propri�et�e de perte de m�emoire des motifs,

= P0(n) +
nX

k=m+1

P (E(n� k + 1; n))P (L(S ; k) = ljE(1; k));

en r�earrangeant la somme,

= P0(n) +
nX

k=m+1

P (E 0(k �m))P (L(S ; k) = ljE(1; k)):

Comme limn!1 P (E(0; n)) = 0, on obtient

lim
n!1P (L(S ; n) = l) =

1X
k=m+1

P (E 0(k �m))P (L(S ; k) = ljE(1; k)):

On pose donc

�(l) =
1X

k=m+1

P (E 0(k �m))P (L(S ; k) = ljE(1; k));

P (L1 = l) = �(l):

2

On peut maintenant donner l'expression suivante pour  :

Th�eor�eme 6  = IE

 
1

jL1j
!
:

Preuve : On rappelle la proposition 3 :

h(n) �
nX
k=1

1

jL(k)j � h(n):
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On a donc, d'une part,

IEh(n) �
nX

k=1

IE
1

jL(k)j ;

�
nX

k=1

X
l2Ind(S )

P (L(k) = l)
1

jlj ;

� X
l2Ind(S )

nX
k=1

P (L(k) = l)
1

jlj ;

� X
l2Ind(S )

1

jlj
nX

k=1

P (L(k) = l):

En divisant les deux membres de l'in�egalit�e par n et en faisant tendre n vers l'in�ni, on
obtient

 � IE
1

jL1j :

En reprenant le même raisonnement avec h(n), on obtient  � IE 1
jL1j . 2

�Enon�cons maintenant un r�esultat portant sur les quantit�es �(l).

Proposition 13 Pour tout v 2 V (G),

X
l;v2l

�(l)

jlj = P (v):

Preuve : Soit

Dn = fm;Cs(m)(m) � ng;
Fn = fm;Cs(m)(m) > ng;
dn = max

Cs(m)(m)�n
m;

fn = min
Cs(m)(m)>n

m:

Soit v �x�e. Pour tout l 2 Ind(S ) contenant v et tout n � 1,

X
m2Dn

1IL(m)=l = jlj X
m2Dn

1I(L(m)=l)^(s(m)=v)
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On a donc pour tout n � 1,

X
l;v2l

1

jlj
X

m2Dn

1IL(m)=l =
X
l;v2l

X
m2Dn

1IL(m)=l^s(m)=v ;

X
m2Dn

X
l;v2l

1

jlj1IL(m)=l =
X

m2Dn

1Is(m)=v;

dnX
m=1

X
l;v2l

1

jlj1IL(m)=l �
fn�1X
m=1

1Is(m)=v:

Soit � < 1= et � > 1=. Comme

lim inf
h(n)

n
=  et lim sup

h(n)

n
= ;

pour tout " > 0, il existe N tel que pour tout n � N ,

P ((fn � 1 � �n) ^ (dn � �n)) � 1� ";

P

0
@ �nX
m=1

X
l;v2l

1

jlj1IL(m)=l �
�nX
m=1

1Is(m)=v

1
A � 1� ";

IE

0
@ �nX
m=1

1Is(m)=v �
�nX
m=1

X
l;v2l

1

jlj1IL(m)=l

1
A � "�n :

On a donc montr�e que pour tout " > 0, il existe N tel que pour tout n � N ,

�nX
m=1

P (s(m) = v)�
�nX
m=1

X
l;v2l

1

jljP (L(m) = l) � "�n :

En divisant chaque membre de cette in�egalit�e par n et en passant �a la limite, on obtient

�P (v)� �
X
l;v2l

�(l)

jlj � "� :

Ceci �etant vrai pour tout triplet ("; �; �), on en d�eduit

P (v) � X
l;v2l

�(l)

jlj :
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De la même fa�con on prouve l'in�egalit�e inverse, et donc

P (v) =
X
l;v2l

�(l)

jlj :

2

3.4 Un th�eor�eme de composition

Cette partie pr�esente un th�eor�eme de composition permettant de ramener le calcul du
cod�ebit de certains syst�emes �a des calculs de cod�ebits pour des syst�emes plus petits. La
partie 3.4.1 est une pr�esentation du th�eor�eme de composition. La partie 3.4.2 en montre
une application.

3.4.1 Pr�esentation du th�eor�eme

Soit G1; � � � ;Gm des graphes de tailles N1; � � � ; Nm. Pour 1 � i � m,

V (Gi) = fv1i ; � � � ; vNi
i g:

Par ailleurs, pour 1 � i � m, soit pi = (p1i ; � � � ; pNi
i ). On note pi = jjpijj et on suppose

que
Pm

i=1 pi = 1. Soit K[G1; � � � ;Gm] le graphe d�e�ni de la fa�con suivante :

V (K[G1; � � � ;Gm]) =
m[
i=1

V (Gi);

E(K[G1; � � � ;Gm]) =

0
@ [

i6=j;v2V (Gi);v02V (Gj)

fv; v0g
1
A[ 

m[
i=1

E(Gi)

!
:

Moins formellement,K[G1; � � � ;Gm] est obtenu en faisant l'union des Gi et en ajoutant une
arête entre deux sommets appartenant �a deux graphes Gi di��erents. La �gure 3.3 montre
un exemple d'une telle construction.

65



Chapitre 3. Syst�emes ind�ependants

G1 = G2 =

K[G1;G2;G3] =

G3 =

Fig. 3.3 { Trois graphes, G1, G2 et G3 et le graphe K[G1;G2;G3].

Soit Gi :

V (Gi) = v0i [ V (Gi);
E(Gi) =

�
[v2V (Gi)fv0i ; vg

�
[ E(Gi):

Le graphe Gi est obtenu �a partir de Gi en lui ajoutant un sommet que l'on relie �a tous les
autres. Soit p = (p1; � � � ;pm) et pi = (1� pi;pi). On va montrer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 7 Avec les notations pr�ec�edentes,

(K[G1; � � � ;Gm];p) = 1�m +
mX
i=1

(Gi;pi):

Preuve : Consid�erons S un syst�eme d�e�ni par (K[G1; � � � ;Gm];p). On d�e�nit

�0 = 0;

�k+1 = maxfnt.q.9Gj ; 8i; �k < i � n; s(S ; i) 2 V (Gj)g:
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On d�e�nit Bi = (s(S ; �i�1+1); � � � ; s(S ; �i)). On appelle Bi le i-�eme bloc du syst�eme S .
On note

jBij = �i � �i�1;

jBijc = h(S i; jBij);

o�u S i d�esigne un syst�eme bas�e sur le graphe Gj auquel appartiennent les requêtes de
Bi et dont les jBij premi�eres requêtes correspondent au bloc Bi. On peut tout d'abord
remarquer que

h(S ; �n) =
nX
i=1

jBijc :

Ceci vient du fait que les Gi sont totalement interconnect�es entre eux. On en d�eduit

(G;p) = lim
n!1

Pn
i=1 jBijcPn
i=1 jBij ;

ce qui peut se r�ecrire

(G;p) =
EjBjc
EjBj : (3.7)

o�u B est la variable al�eatoire correspondant �a un bloc. Nous allons maintenant calculer
EjBjc et EjBj. Pour cela on peut remarquer qu'un bloc donn�e peut être de m types
di��erents : construit sur des requêtes de G1, de G2 � � � ou de Gm. On note

Bi = (BjB est construit sur des requêtes de Gi) :

Soit �i = P (B = Bi). L'�equation 3.7 se r�ecrit

(G;p) =

P
i �iEjBijcP
i �iEjBij : (3.8)

Les �i sont faciles �a calculer. En e�et, si l'on note

I(B) = i si et seulement si B = Bi;
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le processus fI(Bn)gn�1 est markovien, une transition de i vers j se faisant avec probabilit�e
pj

1�pi . On peut donc facilement en d�eduire

�i =
pi � p2iP
j pj � p2j

:

Cherchons maintenant �a calculer EjBij et EjBijc. EjBij est donn�e par

P (jBij � k) = pk�1i ;

et donc

E(jBij) =
1

1� pi
: (3.9)

Calculer EjBijc est un peu plus di�cile. On peut cependant faire la remarque suivante :
l'�equation 3.8 appliqu�ee �a (Gi;pi) donne

(Gi;pi) =
1
pi
+ EjBijc
1
pi
+ 1

1�pi
;

= (1� pi) + pi(1� pi)EjBijc :

On a donc

EjBijc =
(Gi;pi)� 1 + pi

pi � p2i
: (3.10)

En r�einjectant les �equations 3.9 et 3.10 dans 3.8, on obtient

(K[G1; � � � ;Gm];p) = 1�m +
mX
i=1

(Gi;pi) :

2
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Remarque 1 : Soit F1 la famille des graphes multipartis complets 1 et F2 la famille des
graphes �etoiles. La connaissance de (G;p) pour tout graphe G dans F1 am�ene trivialement
la connaissance de (G;p) pour tout graphe G dans F2 puisque F2 � F1. La r�eciproque est
aussi vraie : la connaissance de (G;p) pour tout graphe G dans F2 am�ene la connaissance
de (G;p) pour tout graphe G dans F1 puisque, par le th�eor�eme de composition pr�ec�edent,
le calcul de  sur un graphe multiparti complet se ram�ene au calcul de  sur des �etoiles.

3.4.2 Application �a une famille de syst�emes particuliers

Nous pr�esentons dans cette partie une application du Th�eor�eme 7. Celui-ci va en
e�et nous permettre un calcul exact du cod�ebit de certains syst�emes de requêtes. Nous
pr�esenterons ensuite quelques cas particuliers de tels syst�emes.

Th�eor�eme 8 Soit G[n;m] le graphe suivant :

V (G[n;m]) = fvi;j; 1 � i � n; 1 � j � 2g [ fvi; n+ 1 � i � n+mg;
E(C(G[n;m])) = [1�i�nfvi;1; vi;2g;

o�u C(G) d�esigne le compl�ementaire de G. Soit pi;j la probabilit�e de tirer le sommet vi;j et
pi la probabilit�e de tirer vi. On suppose les sommets de G[n;m] ordonn�es, et on consid�ere
p le vecteur des poids. Le cod�ebit de (G[n;m];p) est �egal �a :

(G[n;m];p) = 1� n +
1

2

nX
i=1

pi;1 + pi;2 � 4pi;1pi;2 + (2� pi;1 � pi;2)
p
1� 4pi;1pi;2p

1� 4pi;1pi;2
:

Preuve : Il su�t de remarquer que

G[n;m] = K[G1; � � � ;Gn+m];

o�u pour 1 � i � n Gi est le graphe union de deux sommets disjoints valu�es pi;1 et pi;2 et
o�u pour n + 1 � i � n +m, Gi est le graphe r�eduit �a un sommet valu�e pi. Si on note K2

1: Un graphe est dit multiparti complet si il est possible de partitionner l'ensemble de ses sommets de

telle sorte que deux sommets dans une même classe ne soient jamais voisins tandis que deux sommets

dans deux classes di��erentes sont toujours voisins.
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le graphe complet �a deux sommets, le Th�eor�eme 7 donne

(G[n; p];p) = 1� n�m+
nX

i=1

(E2; (pi;1; pi;2; 1� pi;1 � pi;2))

+
n+mX
i=n+1

(K2; (pi; 1� pi));

(G[n; p];p) = 1� n+
nX

i=1

(E2; (pi;1; pi;2; 1� pi;1 � pi;2)):

En utilisant l'�equation 3.6, on obtient le r�esultat cherch�e. 2

On va maintenant pr�esenter un cas particulier de ce th�eor�eme :

Proposition 14 Soit G[n] = G[n; 0]. On note (G[n]) pour (G[n]; ( 1
2n
; � � � ; 1

2n
)). Cette

notation sera justi��ee par la suite.

(G[n]) = 1

2

0
@1 +

s
n� 1

n+ 1

1
A :

Preuve : Le calcul se fait simplement �a partir du Th�eor�eme 8 en rempla�cant les pi;j par
leur valeur, c'est-�a-dire 1

2n
. 2

Remarque 1 : Ce r�esultat �etait d�ej�a connu pour les graphes G[1], G[2] et G[3] [JM].
Ces graphes sont repr�esent�es sur la Figure 3.4. Cependant, le calcul direct sur G[2] ou
G[3] �etait relativement complexe, l'id�ee �etant d'�etudier la châ�ne de Markov M(Res;S ),
d'agr�eger �nement celle-ci en utilisant quelques sym�etries non triviales du syst�eme et de
se ramener �a des calculs analytiques relativement longs.

(G[1]) = 1
2

(G[2]) = 1
2
+
p
3
6

(G[3]) = 1
2
+
p
2
4

Fig. 3.4 { Les graphes G[1], G[2] et G[3]. Les arêtes bouclant sur chaque sommet ne sont
pas repr�esent�ees.

Remarque 2 : Il est possible de tirer du Th�eor�eme 8 un calcul de (G[n];pn) o�u pn

serait un vecteur quelconque.
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3.5 Propri�et�es analytiques. R�eduction �a des syst�emes

uniformes

Cette partie reprend les r�esultats pr�esent�es dans [Brilman et al.95a] qui vont nous
permettre de restreindre notre �etude �a une classe particuli�ere de syst�emes de ressources
partag�ees : les syst�emes uniformes. On peut noter qu'aucune hypoth�ese de connexit�e n'est
utilis�ee dans cette partie. Les r�esultats �enonc�es restent donc vrais pour des syst�emes non
connexes.

3.5.1 Propri�et�es analytiques

Nous pr�esentons dans cette partie quelques propri�et�es simples de  qui nous seront
utiles par la suite. Cependant, la premi�ere chose que nous allons faire est d'�etendre la
d�e�nition de (G;p) �a des vecteurs p quelconques, pourvu que leurs composantes soient
toutes positives. En e�et, de par la d�e�nition de p, on a fait l'hypoth�ese implicite que
jjpjj = 1. Soit G un graphe de taille N . On note v1; � � � ; vN les sommets de G. Soit
p = (p1; � � � ; pN) 2 IRN

+ tel que jjpjj < 1. Soit maintenant G 0 le graphe obtenu en ajoutant
�a G un sommet vN+1 correspondant �a une requête vide. vN+1 est donc de degr�e 0. Soit
p0 = (p; 1 � jjpjj). Il est facile de v�eri�er, en couplant les r�ealisations de syst�emes bas�es
sur (G;p) et sur (G 0;p0), que

(G 0;p0) =

 
NX
i=1

pi

!
(G; p

jjpjj):

Comme pour un couple (G;p) tel que jjpjj < 1 il est naturel d'a�ecter le d�efaut de
probabilit�e �a une requête vide, on d�e�nit donc

(G;p) = jjpjj(G; p

jjpjj):

Bien qu'il n'y ait pas d'interpr�etation physique satisfaisante pour jjpjj > 1, on utilisera la
même extension. En r�esum�e, on �etend la d�e�nition de (G;p) pour p 2 IRN

+ de la fa�con
suivante :

D�e�nition 3.5.1 (G;p) = jjpjj(G; p

jjpjj):
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Remarque 1 : On a donc (G;p) � jjpjj puisque pour jjpjj = 1, (G;p) � 1.

Nous allons maintenant �enoncer quelques propri�et�es de  vu comme fonction de G et
de p.

Proposition 15 On d�e�nit l'ordre partiel suivant : G � G 0 si et seulement si il existe un
homomorphisme bijectif de G dans G 0. Autrement dit, G � G 0 si et seulement si G 0 peut
être construit en ajoutant des arêtes �a G. Par rapport �a cet ordre, (:;p) est croissante.

Preuve : Ce r�esultat est une cons�equence directe de la monotonie des �equations d'�evo-
lution 2.3. 2

Proposition 16 Soit G un graphe tel que V (v1) � V (v2). Alors, pour x > 0, on a
l'in�egalit�e suivante :

(G; (p1 + x; p2; p3; � � � ; pN)) � (G; (p1; p2 + x; p3; � � � ; pN)):

Preuve : On suppose x+
Pn

i=1 pi = 1. Cette hypoth�ese n'est pas restrictive �etant donn�ee
la lin�earit�e en p de (G; :). Soit S un syst�eme bas�e sur (G;p) et S 0 un syst�eme bas�e sur
(G;p0). On va montrer comment coupler les r�ealisations de S et S 0 de telle sorte que pour
toute r�ealisation et pour tout n,

max(C1(S ; n); C2(S ; n)) � max(C1(S
0; n); C2(S

0; n)); (3.11)

8i � 3 Ci(S ; n) � Ci(S
0; n): (3.12)

Soit (Un)n�1 une suite de variables al�eatoires ind�ependantes uniformes sur [0; 1[. D'une
r�ealisation de Un nous allons d�eduire les valeurs de s(S ; n) et de s(S 0; n).

{ Si Un <
PN

i=1 pi, soit k tel que
Pk�1

i=1 pi � Un <
Pk

i=1 pi. On pose alors s(S ; n) =
s(S 0; n) = vk.

{ Si Un � PN
i=1 pi alors on pose s(S ; n) = v1 et s(S 0; n) = v2.

La monotonie des �equations d'�evolution permet maintenant de v�eri�er par r�ecurrence que
pour toutes r�ealisations coupl�ees des syst�emes S et S 0, les �equations 3.11 et 3.12 sont
v�eri��ees. 2
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Remarque 2 : On peut donner une interpr�etation intuitive de ce r�esultat sur les sys-
t�emes de ressources : si dans la suite des pi�eces d'un T�etris on remplace certaines pi�eces
par des pi�eces plus petites (i.e. incluses dans les pr�ec�edentes), alors la hauteur �nale de
l'empilement sera plus petite (i.e.  sera plus petit).

Corollaire 3.5.1 La fonction (G; :) est croissante par rapport �a l'ordre composante par
composante � sur les vecteurs de IRN

+ .

Preuve : Si l'on note v1 � � � vN les sommets de G, soit p = (p1; � � � ; pN) et p0 = (p0
1; � � � ; p0

N)
tels que p � p0. Soit vN+1 un sommet correspondant �a une requête vide. On pose G 0 =
G [ vN+1. La Proposition 16 implique

(G 0; (p1; � � � ; pN ;
NX
i=1

p0
i � pi)) � (G 0; (p0

1; � � � ; p0
N ; 0));

(G;p) � (G;p0):

2

Ce r�esultat peut s'interpr�eter de la fa�con suivante : si dans la suite des requêtes arrivant
�a un syst�eme, on remplace certaines requêtes vides par des requêtes non vides, on fait
baisser le d�ebit.

Proposition 17 Soit G un graphe sur les sommets v1; � � � ; vN tel que V (v1) = V (G). Soit
� un r�eel strictement positif. Soit p = (p1; � � � ; pN). Soit S un syst�eme bas�e sur (G; p

jjpjj).
Soit X� une variable al�eatoire de distribution g�eom�etrique de param�etre � = �

jjpjj+� :

P (X� = k) = �(1� �)k. On a

(G; (p1 + �; p2; � � � ; pN)) = �(1 + IEh(S ; X�)):

Preuve : Supposons dans un premier temps que �+ jjpjj = 1. On consid�ere le graphe G 0

construit en ajoutant �a G un sommet vN+1 que l'on connecte �a tous les sommets. v1 et
vN+1 ayant les mêmes voisinages dans G 0, la Proposition 16 implique que

(G; (p1 + �; p2; � � � ; pN)) = (G 0; (p1; � � � ; pN ; �)):
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Soit S � un syst�eme bas�e sur (G 0; (p1; � � � ; pN ; �)). Soit t0 = 0 et tk le rang de la k-i�eme
apparition du sommet vN+1 dans le syst�eme S �. On peut �ecrire

(S �) = lim
n!1

h(S �; tn)

tn
;

= lim
n!1

Pn
k=1(h(S �; tk)� h(S �; tk�1))Pn

k=1(tk � tk�1)
;

=
IEh(S �; t1)

Et1
:

Sur l'intervalle [0; t1[, le syst�eme S � �etant conditionn�e par le fait qu'aucune requête vN+1

n'apparâ�t, il �evolue comme un syst�eme bas�e sur (G 0; (p1=(1 � �); � � � ; pN=(1 � �); 0)),
c'est-�a-dire comme un syst�eme bas�e sur (G; (p1=jjpjj; � � � ; pN=jjpjj)), c'est-�a-dire comme
S . Le sommet vN+1 �etant connect�e �a tous les sommets de G 0, on peut �ecrire

(S �) =
1 + IEh(S ; t1 � 1)

1=�
:

Soit X� une variable al�eatoire de distribution g�eom�etrique de param�etre �. (t1 � 1) a la
même distribution que X�. On peut donc �ecrire

(G; (p1 + �; p2; � � � ; pN)) = �(1 + IEh(S ; X�)): (3.13)

On vient donc de d�emontrer la proposition dans le cas o�u � + jjpjj = 1. Supposons
maintenant que � + jjpjj 6= 1.

(G; (p1 + �; p2; � � � ; pN)) = (�+ jjpjj)(G; 1

� + jjpjj(p1 + �; p2; � � � ; pN)):

D'apr�es 3.13, on a donc

(G; (p1 + �; p2; � � � ; pN)) = (� + jjpjj) �

jjpjj+ �
(1 + IEh(S 0; X0

�

jjpjj+�
));

= �(1 + IEh(S 0; X�));

o�u S 0 est un syst�eme bas�e sur (G; ( p1=(jjpjj+�)
jjpjj=(jjpjj+�) ; � � � ; pN=(jjpjj+�)

jjpjj=(jjpjj+�))), c'est-�a-dire (G; ( p1
jjpjj ; � � � ; PN

jjpjj)).
S 0 est donc �egal �a S . 2

Th�eor�eme 9 (Continuit�e) La fonction (G; :) est continue.
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Preuve : On peut supposer qu'un des sommets de G est connect�e �a l'ensemble des
sommets de G. En e�et, si jamais cette hypoth�ese n'est pas v�eri��ee, il su�t de rajouter �a
G un tel sommet auquel on a�ecte le poids 0. Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposerons
de plus que ce sommet est v1. Soit donc p = (p1; � � � ; pN). Nous allons montrer que la
fonction (G; :) est continue en ce point. Soit

" = ("1; "2; � � � ; "N);

tel que pi + "i � 0 pour tout i. Soit

"+ = "� (0; � � � ; 0) la partie positive de ";

"
�

= "� "+ la partie n�egative de ":

On note jxj1 = max1�i�N jxij.

(G;p+ ") � (G;p+ "
�

);

� (G;p� j"
�

j11);
� min

pi 6=0
pi � j"

�

j1
pi

(G;p): (3.14)

Par ailleurs,

(G;p+ ") � (G;p+ "+);

� (G; (p1 +N j"+j1; p2; � � � ; pN)):

Rappelons maintenant la proposition 17 :

(G; (p1 + �; p2; :::; pN)) = �(1 + IEh(S ; X�));

o�u S est un syst�eme bas�e sur (G; p
jjpjj) et X� une variable al�eatoire de distribution g�eo-

m�etrique de param�etre � = �
jjpjj+� .

Soit e1 l'�ev�enement fX� � ��
1
3g et e2 l'�ev�enement fX� > ��

1
3g. Il est clair que

P (e1) � d�� 1
3 e� = O(�

2
3 )
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au voisinage de 0. Ceci implique que P (e2) = 1 + o(1). Comme IEh(S ; n) � n, il est clair
que

IEh(S ; X�)je1) = O(��
1
3 ):

Par ailleurs, comme limn!1 IEh(S ; n)=n = (G;p=jjpjj), on a

IEh(S ; X�)je2) = ((G; p

jjpjj) + o(1))E(X�je2);

= ((G; p

jjpjj) + o(1))
jjpjj
�

;

=
(G;p) + o(1)

�
:

De tout ceci on d�eduit

1

�
(G; (p1 + �; � � � ; pN)) = 1 + P (e1)IE(h(S ; X�)je1) + P (e2)IE(h(S ; X�je2);

= 1 +O(a
2
3 )O(a�

1
3 ) + (1 + o(1))

(G;p) + o(1)

�
;

= 1 + o(1) +
(G;p) + o(1)

�

au voisinage de 0. En rempla�cant � par N j"+j1 dans l'�equation pr�ec�edente, on obtient

(G;p+ ") � (G;p) + o(1): (3.15)

Les in�egalit�es 3.14 et 3.15 impliquent

lim
j"j1!0

(G;p+ ") = (G;p);

et donc (G; :) est continue. 2

Remarque 3 : Ce th�eor�eme justi�e l'utilisation de techniques de simulation pour estimer
(G;p) pour un p donn�e. En e�et, dans la plupart des cas, un programme de simulation
cens�e estimer (G;p) va \tourner" sur p0 proche de p. La continuit�e de la fonction (G; :)
implique que la simulation va tendre vers une valeur proche de (G;p).
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3.5.2 Restriction �a des mesures uniformes

Nous allons montrer dans cette partie qu'il est possible d'encadrer le cod�ebit de tout
syst�eme par les cod�ebits de deux syst�emes dans lesquels chaque type de requête a la
même probabilit�e d'apparition. En d'autres termes, si G est un graphe de taille N et
p = (p1; :::; pN) un vecteur de IRN

+ , nous allons montrer comment construire deux graphes,
G" et G" de tailles respectivement n et n tels que

(G"; "1n) � (G;p) � (G"; "1n); (3.16)

o�u 1n est le vecteur de IRn
+ dont toutes les coordonn�ees sont �egales �a 1. Les graphes G" et

G" sont donc fonction de G et d'un r�eel arbitraire ". Nous montrerons par la suite que la
continuit�e de la fonction (G; :) implique que pour " su�samment petit, ces deux bornes
peuvent être aussi �nes que souhait�e. D�e�nissons tout d'abord pour 1 � i � N et " > 0

ci = bpi
"
c et ci = dpi

"
e:

Les ci et ci sont fonctions de ". Cependant, par soucis de simplicit�e, nous avons d�ecid�e de
ne pas le montrer dans leurs notations. G" est d�e�ni de la fa�con suivante :

G" = (V"; E");

o�u

V" = f(i; j) t.q. 1 � i � N; 1 � j � cig;
E" = [fvi;vi0g2E(G)f(i; j); (i0; j 0)g:

Pour construire G", on r�eplique ci fois le sommet vi de G. Grossi�erement, la complexit�e
d'une telle transformation en nombre de sommets et d'arêtes cr�e�es est en �("�2). On
d�e�nit n = card(V"). Il est facile de v�eri�er que

(G"; "1n) = (G; (c1"; � � � ; cN"));

ce qui implique d'une part (croissance de (G; :)) que

(G"; "1n) � (G;p);
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et d'autre part que

lim
jj"jj!0

(G"; "1n) = (G;p);

en utilisant la continuit�e de (G; :) et le fait que

lim
jj"jj!0

(c1"; :::; cN") = (p1; p2; :::; pN):

Le graphe G" est construit sur le même principe en reproduisant cette fois ci ci fois le
sommet vi de G. Si n est la taille de G", on aura

(G"; "1n) � (G; (p1; :::; pN)):

Les �gures 3.5 et 3.6 montrent les graphes G" et G" associ�es �a deux syst�emes donn�es.
On peut remarquer que la Figure 3.6 repr�esente un cas particulier pour lequel les pi="
sont tous entiers. Dans ce cas, G" = G".

0:23

0:160:47

0:14

G0:15 G
0:15

G

Fig. 3.5 { Un couple (G;p) et les graphes G" et G" associ�es pour " = 0:15.

Remarque 1 : La somme des poids des sommets de G" ou G" n'est pas n�ecessairement
�egale �a 1. Cependant, l'�equation 3.16 peut être r�ecrite de la fa�con suivante :

n"(G"; 1
n
1n) � (G; p) � n"(G";

1

n
1n):
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0:1 0:2

0:2 0:1

0:1

G

0:3

G0:1 et G
0:1

Fig. 3.6 { Un couple (G;p) et les graphes G" et G" associ�es pour " = 0:1.

Ceci implique que, d'un point de vue num�erique, on peut se restreindre �a des mesures uni-
formes sur les sommets des graphes qu'on consid�ere. La �gure 3.7 pr�esente un exemple de
syst�eme de requêtes, la valeur de  pour ce syst�eme, ainsi que les valeurs de n"(G"; 1

n
1n)

et n"(G"; 1
n
1n) pour di��erentes valeurs de ".

0:20

0:100:43

0:27

 = 0:76

" n"(G"; 1
n
1n) n"(G"; 1

n
1n)

0.20 0.64 1.08
0.10 0.65 0.85
0.05 0.71 0.81
0.02 0.74 0.78

Fig. 3.7 { Approximations d'un syst�eme non uniforme par des syst�emes uniformes.

Nous posons maintenant les d�e�nitions suivantes :

D�e�nition 3.5.2 Un syst�eme associ�e �a un graphe G et �a un vecteur de probabilit�es uni-
forme sur G sera dit uniforme.

D�e�nition 3.5.3

(G) = (G; 1

N
1N ); (3.17)

o�u N est la taille de G.

Remarque 2 : Les syst�emes uniformes ont deux int�erêts principaux : d'une part, certaines
des bornes que nous pr�esenterons par la suite ne sont valables que pour des syst�emes
uniformes. Cependant, si l'on se donne un syst�eme non uniforme particulier, on pourra
les utiliser en commen�cant par encadrer notre syst�eme par deux syst�emes uniformes.
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D'autre part, certaines des bornes pour les syst�emes uniformes peuvent être �etendues
analytiquement �a des syst�emes non uniformes. Cependant, il est souvent plus pratique de
commencer �a prouver la borne sur un syst�eme uniforme puis de l'�etendre �a un syst�eme
quelconque, plutôt que de chercher �a la prouver directement sur un syst�eme quelconque.

Remarque 3 : Soit " tel que

" � min
i, pi 6=0

pi:

Le corollaire 3.5.1 implique que

(G; (c1"; � � � ; cN")) �
 
max
i, pi 6=0

ci
ci

!
(G; (c1"; � � � ; cN"));

(G"; "1n) �
 
max
i, pi 6=0

ci
ci

!
(G"; "1n):

Et donc, en utilisant le fait que (G"; "1n) � "n � 1,

j(G"; "1n)� (G"; "1n)j �
 
max
i, pi 6=0

ci
ci

!
� 1 � max

i, pi 6=0
1

ci
:

Ce r�esultat implique que, �etant donn�e � > 0, il est possible de choisir " de telle sorte que
la di��erence entre les deux bornes de l'�equation 3.16 soit moindre que �. En e�et, il su�t
de prendre

" � � min
i, pi 6=0

pi tel que min
i, pi 6=0

pi
"

est entier.

3.6 Syst�emes uniformes

Cette partie pr�esente des bornes sp�eci�ques aux syst�emes uniformes. Cependant nous
verrons que les bornes pr�esent�ees dans les parties 3.6.1 et 3.6.2 peuvent être �etendues aux
syst�emes non uniformes.
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3.6.1 Une borne bas�ee sur le rayon spectral de G

Th�eor�eme 10 Soit G un graphe de taille N . Soit A(G) la matrice d'adjacence de G et �
son rayon spectral. On a la borne suivante sur (G) :

(G) � f�1
�
�

N

�
;

avec

f(x) = exp

 
x ln(x) + (1� x) ln(1� x)

x

!

la fonction dont le graphe est repr�esent�e sur la �gure 3.8.

On peut remarquer que le th�eor�eme de Perron-Frobenius [Gantmacher60] implique
que � est, dans ce cas particulier, la plus grande valeur propre r�eelle de A(G).

Preuve : Rappelons tout d'abord un lemme utile [Baccelli et al.91] :

Lemme 3.6.1 (Baccelli, Konstantopoulos) Soit S un syst�eme ind�ependant quelconque.
Soit � un r�eel tel que

lim
n!1P (h(n) � n�) = 0: (3.18)

On a alors  � �.

Ce lemme est en fait une cons�equence directe de la convergence vers  de la suite
fh(n)=ngn�1. Notre but est donc maintenant de trouver un r�eel � qui v�eri�e 3.18. Pour
cela, nous allons �etablir un r�esultat de la forme

P (h(n) � n�) � ce�(�)n:

o�u �(�) est une fonction d�ecroissante de �. Nous en d�eduirons donc comme borne sup�e-
rieure pour  la valeur de � en laquelle � s'annule. Pour cela, �evaluons tout d'abord la pro-

babilit�e que h(n) soit sup�erieur ou �egal �a m, avec n et m � n �x�es. Soit c(n;m) =

 
n

m

!
.
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On note s1,s2...sc(n;m) les di��erentes sous-suites de taille m extraites de la suite des n
premi�eres requêtes du syst�eme. Les deux �ev�enements suivants sont �equivalents :

fh(n) � mg , f9i 2 1 � � � c(n;m) tel que si est un chemin de Gg:

De cette �equivalence, de la sous-additivit�e d'une mesure de probabilit�e et de l'�equidistri-
bution des si, on d�eduit :

P (h(n) � m) � c(n;m)P (s1 est un chemin de G):

�Evaluons maintenant la quantit�e P (s1 est un chemin dans G). Pour ce faire, on peut re-

marquer que A(G)(m)
i;j compte le nombre de chemins de taille m dans G qui partent du

sommet vi et arrivent au sommet vj. On a donc

P (s1 est un chemin de G) =
P

i;j A(G)(m)
i;j

Nm
= O

��
�

N

�m�
:

En rempla�cant m par n�, avec 0 < � < 1, on obtient :

P (h(n) � n�) = O

 
n!

(n� n�)!(n�)!

�
�

N

�n�!
:

En utilisant la formule de Stirling, et apr�es simpli�cation, on obtient :

P (h(n) � n�) = O

0
@ 1

(��)�n(1� �)n(1��)
q
2�n�(1� �)

1
A ;

avec � = N=�. Pour tout � tel que (��)�(1� �)1�� > 1 on a donc

lim
n!1P (h(n) � n�) = 0:

et, d'apr�es le lemme 3.6.1 ,  � �. On en d�eduit

 � inff� t.q. � ln(��) + (1� �) ln(1� �) > 0g;
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ce qui peut se r�ecrire

 � inff� t.q. f(�) >
�

N
g;

avec

f(x) = exp

 
x ln(x) + (1� x) ln(1� x)

x

!
:

La fonction f �etant croissante et continue, on a

 � f�1
�
�

N

�
:

2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 3.8 { La fonction f .

Remarque 1 : �Etant donn�e un graphe G, il est g�en�eralement di�cile d'obtenir une
expression exacte de �(G). Cependant � peut être estim�e, soit en calculant le polynôme
caract�eristique de A(G), dans le cas de petits graphes, soit en utilisant une m�ethode
des puissances [Golub et al.87]. Ainsi, le coût du calcul de cette borne sup�erieure est

83



Chapitre 3. Syst�emes ind�ependants

relativement faible et d�epend de la pr�ecision souhait�ee pour �.

Corollaire 3.6.1 Pour un graphe G quelconque,

(G) � edmax(G)
N

;

o�u e = exp(1) et dmax(G) repr�esente le plus grand degr�e d'un sommet dans G.

Preuve : la fonction f�1 est croissante et �(G) � dmax(G). On a donc

(G) � f�1
 
dmax(G)

N

!
:

Comme f�1 est concave et (f�1)0(0) = exp(1),

(G) � edmax(G)
N

:

2

Corollaire 3.6.2 Pour (G;p) quelconque,

(G;p) � emax
i

0
@ X

j;vj2V (vi)

pj

1
A :

Preuve : Supposons tout d'abord que jjpjj = 1. Le degr�e maximum des graphes G" et
G", d�e�nis dans la partie 3.5.2, est �equivalent �a maxi

P
j;vj2V (vi) pi=". Leurs tailles sont

�equivalentes �a 1=". On en d�eduit, pour jjpjj = 1,

(G;p) � emax
i

X
j;vj2V (vi)

pi:

Supposons maintenant jjpjj 6= 1. En utilisant le fait que

(G;p) = jjpjj(G; p

jjpjj);
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on obtient

(G;p) � emax
i

X
j;vj2V (vi)

pi:

2

3.6.2 Une borne inf�erieure fonction du degr�e moyen de G

Th�eor�eme 11 Soit G un graphe quelconque de taille N . Soit dmoy(G) le degr�e moyen de
G. On a la borne inf�erieure suivante pour (G) :

dmoy(G)
N

� (G):

Preuve : Soit S le syst�eme canoniquement associ�e �a G. Nous allons d�e�nir un syst�eme
S 0, bas�e sur G mais non ind�ependant, qui minore trajectoriellement S . Nous calculerons
ensuite le cod�ebit de ce syst�eme S 0.

Soit (Un)n�1 la suite des arriv�ees de requêtes dans le syst�eme S . On d�e�nit deux suites,
(U 0

n)n�1 et (Mn)n�1, de la fa�con suivante :

U 0
1 = U1 et M1 = U1:

Si

{ Un+1 2 V (Mn) alors U
0
n+1 = Un+1 et Mn+1 = Un+1.

{ Un+1 62 V (Mn) alors U
0
n+1 = ; et Mn+1 = Mn.

Soit S 0 le syst�eme bas�e sur G dont les arriv�ees de requêtes sont donn�ees par la suite
(U 0

n)n�1. Le syst�eme S 0 n'est pas ind�ependant. Nous montrerons cependant que son co-
d�ebit est d�e�ni. Par ailleurs, S 0 �etant major�e trajectoriellement par S , (S 0) � (S ).
Cherchons �a calculer (S 0). Pour cela nous allons utiliser la proposition 10. En e�et,

I(S 0; n) = P (h(S 0; n+ 1)� h(S 0; n) = 1);

=
X

v2V (G)
P (Mn = v)P (U 0

n+1 2 V (v)):

85



Chapitre 3. Syst�emes ind�ependants

On peut remarquer que la suite (Mn)n�1 correspond �a la r�ealisation d'un processus de
Markov bas�e sur une châ�ne dont les sommets seraient les sommets de G avec une transition
de v vers v0 si et seulement si v0 2 V (v), cette transition se faisant alors avec probabilit�e
1=N . Une telle châ�ne de Markov admet une mesure stationnaire uniforme. On en d�eduit

que pour tout v 2 V (G), limn!1 P (Mn = v) = 1
N
. Par ailleurs, P (U 0n+1 2 V (v)) = d(v)

N
.

On en d�eduit

lim
n!1 I(S 0; n) =

X
v2V (G)

d(v)

N2
;

=
dmoy(G)

N
:

Et donc, d'apr�es la Proposition 10,

(S 0) =
dmoy(G)

N
:

2

Corollaire 3.6.3 Soit G un graphe de taille N et p un vecteur de IRN
+ . On a la borne

inf�erieure suivante pour (G;p) :

P
i pi
P

j;vj2V (vi) pj

jjpjj � (G;p):

Preuve : Supposons dans un premier temps que jjpjj = 1. Soit G" et G" les graphes d�e�nis
dans la partie 3.5.2. On peut remarquer que dmoy(G") et dmoy(G") sont �equivalents �a

P
i pi
P

j;vj2V (vi) pj

"

quand " tend vers 0 tandis que les tailles de ces deux graphes sont �equivalentes �a 1=".
Sous l'hypoth�ese jjpjj = 1, on a donc

X
i

pi
X

j;vj2V (vi)

pj � (G;p):
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En utilisant maintenant le fait que pour tout p,

(G;p) = jjpjj(G; p

jjpjj);

on peut �ecrire

jjpjj
0
@X

i

pi
jjpjj

X
j;vj2V (vi)

pj
jjpjj

1
A � (G;p)

ce qui donne le r�esultat souhait�e. 2

Corollaire 3.6.4 Soit S un syst�eme ind�ependant quelconque v�eri�ant la condition de
r�ealisme 2.2. A�n d'all�eger les notations, on d�e�nit L1 = L(S ; 1). L1 repr�esente donc
l'ensemble des requêtes trait�ees en même temps que la premi�ere requête de S , c'est-�a-dire
l'ensemble des requêtes de S trait�ees pendant la premi�ere unit�e de temps. On a la borne
inf�erieure suivante pour (S ) :

1

IEjL1j � (S ):

Preuve : Soit (G;p) le couple graphe-vecteur d�ecrivant S . Pour des raisons d'interpr�e-
tation physique, on suppose jjpjj = 1. jL1j peut s'exprimer de la fa�con suivante :

jL1j =
NX
i=1

1Ivi2L1 :

En passant aux esp�erances :

IEjL1j =
NX
i=1

P (vi 2 L1):

Il est facile de v�eri�er qu'une condition n�ecessaire et su�sante pour que la requête vi soit
dans L1 est que la premi�ere occurrence de celle-ci pr�ec�ede les premi�eres occurrences de
ses voisines dans G. On a donc

P (vi 2 L1) =
piP

j;vj2V (vi) pj
;
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ce qui donne

IEjL1j =
NX
i=1

piP
j;vj2V (vi) pj

:

1=IEjL1j s'exprime donc comme une moyenne harmonique pond�er�ee par les coe�cients pi
des
P

j;j2V (vi) pj. Cette quantit�e est donc major�ee par une moyenne \classique" des mêmes
termes pond�er�es par les mêmes coe�cients. Ce qui am�ene :

1

IEjL1j �
X
i

pi
X

j;vj2V (vi)

pj;

d'o�u l'on tire

1

IEjL1j � (S ):

2

Remarque 1 : �Etant donn�es G et p, ce r�esultat o�re peu d'int�erêt pour l'estimation
de (G;p). Cependant, il peut s'interpr�eter de la fa�con suivante : �etant donn�e un syst�eme
satur�e S , son cod�ebit asymptotique est minor�e par l'inverse de son d�ebit moyen sur la
premi�ere unit�e de temps. Autrement dit, pour un syst�eme physique pouvant être mod�elis�e
par un syst�eme de requêtes mais tel qu'on ignore quels peuvent être G et p, on peut
avoir une borne inf�erieure pour le cod�ebit asymptotique en se contentant d'observer le
comportement moyen du syst�eme sur la premi�ere unit�e de temps. Il semble di�cile de
g�en�eraliser ce r�esultat �a une ligne n quelconque.

3.6.3 Relation entre (G) et �(G)

Th�eor�eme 12 Soit G un graphe r�eexif de taille N . On note �(G) le nombre chromatique
de G [Berge83]. On a alors la borne inf�erieure suivante pour (G) :

�(G)
N

� (G):
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Preuve : Rappelons tout d'abord la notion de graphe �-critique [Berge83].

D�e�nition 3.6.1 Un graphe G est dit �-critique si la suppression d'un quelconque de ses
sommets diminue strictement son nombre chromatique.

Un des principaux r�esultats sur les graphes �-critiques est le suivant :

Proposition 18 Soit G un graphe r�eexif �-critique de nombre chromatique p. Tous les
sommets de G sont de degr�e sup�erieur ou �egal �a p.

On pourra trouver la d�emonstration de cette proposition dans [Berge83] (prop. 2, page
329), en faisant toutefois attention au fait que Berge consid�ere des graphes non r�eexifs,
ce qui induit une di��erence de 1 sur les degr�es des sommets. Passons maintenant �a la
preuve du th�eor�eme proprement dite. Celle-ci est relativement simple.

Soit G1 inclus dans G, de même nombre chromatique que G et qui soit �-critique. Soit
N1 la taille de G1. On suppose les sommets de G num�erot�es de telle sorte que

V (G) = fv1; : : : ; vNg;
V (G1) = fv1; : : : ; vN1g:

Soit p un vecteur de IRN dont les N1 premi�eres composantes sont �egales �a 1=N et les (N�
N1) derni�eres composantes �egales �a 0. Soit p1 = (N=N1)p. D'apr�es la proposition 3.5.1,

(G) � (G;p)
� N1

N
(G;p1)

� N1

N
(G1) (3.19)

G1 �etant de degr�e minimum sup�erieur ou �egal �a �(G), il est de degr�e moyen sup�erieur ou
�egal �a �(G). D'apr�es le Th�eor�eme 11, on a donc

�(G)
N1

� (G1): (3.20)
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Les in�egalit�es 3.19 et 3.20 am�enent

�(G)
N

� (G):

2

Ce r�esultat peut être mis en relation avec un r�esultat dû �a Barbosa et Gafni [Barbosa
et al.89]. Nous exposons bri�evement celui-ci, sans reprendre toutefois les notations des au-
teurs a�n d'en rendre l'expos�e plus clair. Dans leur article, Barbosa et Gafni consid�erent
une classe de politiques d'ordonnancement pour les syst�emes de ressources partag�ees.
Chacune de ces politiques d'ordonnancement a pour caract�eristique, notamment, de pr�e-
venir tout ph�enom�ene de famine. La structure logique de ces syst�emes est la même que
celle que nous avons adopt�ee : un graphe d'exclusion G. La dynamique de ceux-ci est par
contre assez di��erente de celle que nous avons consid�er�ee : une �le d'attente est mise en
place au niveau de chaque sommet du graphe (En d'autres termes, on dispose d'une �le
d'attente par type de requête possible). A chaque instant, seuls certains types de requêtes
(correspondant �a un stable de G) sont autoris�es �a être ex�ecut�es. Les stables successifs de
G autoris�es �a l'ex�ecution sont pr�ecis�es par la politique d'ordonnancement. Pour une poli-
tique P d'ordonnancement �x�ee, les auteurs d�e�nissent (P ) comme le cod�ebit que cette
politique va induire dans le syst�eme. Ils s'int�eressent ensuite �a une politique P � o�rant
le meilleur (i. e., le plus petit) cod�ebit et montrent que (P �) � �(G)=N . Ils montrent
ensuite que la d�etermination de cette politique optimale est un probl�eme NP -di�cile.
Le th�eor�eme 12 implique que le cod�ebit obtenu par P � est meilleur que (G). Atten-
tion, cependant �a l'interpr�etation de cet �enonc�e : nous ne nous contentons pas de dire que
\l'ordonnancement optimal est meilleur que l'ordonnancement al�eatoire". En e�et, les dy-
namiques des syst�emes dans cette th�ese et dans [Barbosa et al.89] ne sont pas les mêmes :
\ordonnancement optimal" signi�e \optimal dans la classe d'ordonnancement consid�er�es
par Barbosa et Gafni". Or, la politique d'ordonnancement que nous consid�erons ne fait
pas partie de cette classe.

Remarque 1 : Pour un graphe G quelconque, non n�ecessairement r�eexif, la proposi-
tion 18 se r�ecrit

Proposition 19 Les sommets d'un graphe G, �-critique, sont tous de degr�e au moins
�(G)� 1.
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Ainsi, on peut prouver, en calquant notre d�emonstration sur celle du th�eor�eme 12,

Proposition 20 Pour tout graphe G, de taille N et non n�ecessairement r�eexif,

�(G)� 1

N
� (G):

3.6.4 Quelques exemples

Nous pr�esentons sur la �gure 3.9 quelques graphes pour lesquels nous donnons la
valeur de  (simul�ee, voir partie 3.1.3) ainsi que les valeurs des bornes pr�esent�ees dans
les th�eor�emes 10, 11 et 12. On note b1 la borne du th�eor�eme 10, b2 celle du th�eor�eme 11
et b3 celle du th�eor�eme 12. On remarquera sur ces exemples que les bornes b2 et b3 ne se
comparent pas.
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b2

0.44

0.50

0.33

0.51

0.25

b3

0.33

0.50

0.42

0.43

0.17 0.31 0.50

0.59 0.79

0.710.44

0.820.59

0.51 0.77

 b1

0.44 0.33 0.52 0.75

Fig. 3.9 { Quelques graphes et les valeurs de b1, b2 et b3 pour ces graphes. Tous les graphes
pr�esent�es ici sont implicitement r�eexifs.
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Chapitre 4

�Etudes asymptotiques

Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude des cod�ebits de familles de graphes particuli�eres.
Nous commen�cons par rappeler dans la partie 4.1 les r�esultats obtenus dans le chapitre 3 et
en d�eduisons en corollaire le comportement asymptotique de  pour une suite de graphes
de degr�e constant. La partie 4.2 est centr�ee sur la comparaison terme �a terme de deux
familles de graphes. Nous en pro�tons pour �etudier sur cet exemple la qualit�e de deux des
bornes que nous avons pr�esent�ees. La partie 4.3 pr�esente l'�etude d'un cas asymptotique
pour lequel le r�esultat pr�esent�e dans la partie 4.1 apporte peu d'information.

4.1 Rappel des bornes. Cas de graphes de degr�e constant

Nous pr�esentons dans cette partie un rapide r�esum�e des bornes obtenues jusqu'�a pr�e-
sent. Nous ferons par la suite une remarque dans le cas des graphes de degr�e constant.

{ Pour un graphe G quelconque,

�(G)� 1

N
� (G)

dmoy(G)
N

� (G) � f�1
 
�(G)
N

!
� e

dmax(G)
N

:

{ Pour un graphe G r�eexif,

�(G)
N

� (G):
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{ Pour G et p quelconques,

P
i pi

P
j;vj2V (vi) pj

jjpjj � (G;p) � emax
i

X
j;vj2V (vi)

pj:

{ Pour G r�eexif et p tel que jjpjj = 1

1

jL1j � (G;p) � um(G;p):

Corollaire 4.1.1 Soit G(n) une suite de graphes, G(n) �etant de degr�e constant d(n) et
de taille t(n),

(G(n)) = �

 
d(n)

t(n)

!
:

Preuve : Imm�ediate, puisque

d(n)

t(n)
� (G(n)) � ed(n)

t(n)
:

2

On peut donc remarquer que deux graphes de degr�e constant, de mêmes tailles et de
mêmes degr�es, ne peuvent avoir des cod�ebits di��erant dans un rapport sup�erieur �a e.

4.2 Comparaison de deux familles de syst�emes de

ressources

Soit Rn et Cn des syst�emes de ressources uniformes d�e�nis comme suit :

Res(Rn) = Res(Cn) = fri; 1 � i � ng;
Req(Rn) = [j=(i+1)[n]fri; rjg;
Req(Cn) = [j 6=ifri; rjg:
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Comparer les cod�ebits de Rn et Cn pour n �x�e est un probl�eme li�e �a la comparaison
d'algorithmes de relaxation synchrone [Eick et al.91] sur deux types de r�eseaux di��erents :
l'anneau (Ring) ou le graphe complet (Complete). Attention cependant : il ne faut pas
confondre les graphes permettant de mod�eliser ces r�eseaux (qui ont donn�e leurs noms aux
syst�emes) avec les graphes d'exclusion que nous avons consid�er�es jusqu'alors. Ainsi, le
graphe d'exclusion associ�e au syst�eme Cn n'est pas une clique.

Il est possible de constater, en estimant �a l'aide d'une simulation (Rn) et (Cn) que
le r�esultat suivant semble juste pour tout n :

(Rn) � (Cn): (4.1)

Nous pr�esentons sur la �gure 4.1 les valeurs estim�ees de n(Rn) et de n(Cn) et de
leurs bornes d�eduites des th�eor�emes 10 et 11 pour diverses valeurs de n. On note b1 la
borne d�eduite du Th�eor�eme 10 et b2 la borne d�eduite du Th�eor�eme 11. Il est �a noter que
nous n'avons pu donner d'intervalles de con�ance pour les valeurs simul�ees. En e�et, les
syst�emes �etudi�es ici sont beaucoup trop grands pour que l'approche pr�esent�ee dans la
partie 3.1.3 puisse être conduite en temps raisonnable. Pour chaque syst�eme et chaque
valeur de n nous avons donc fait 10 simulations (5 qui renvoient la valeur simul�ee de h(n)=n
et 5 qui renvoient la valeur de h(n)=n) et report�e les r�esultats de ces 10 simulations sur
la �gure. Bien que l'argument ne soit pas rigoureux, la proximit�e des points r�esultant
des diverses simulations semble garantir que les valeurs obtenues sont proches des valeurs
r�eelles.

Au cours d'une collaboration avec Jean Mairesse et Bruno Gaujal, nous avons tent�e,
�a l'aide de certaines approches pr�esent�ees dans cette th�ese, de prouver l'in�egalit�e 4.1.
Cependant, bien que l'�etude d'un tel probl�eme ait �et�e int�eressante d'un point de vue
th�eorique (elle nous a permis d'acqu�erir une certaine compr�ehension des syst�emes de
ressources et par l�a même des syst�emes de requêtes), nous n'avons pas abouti. J'ai par
la suite tent�e d'autres approches, infructueuses elles aussi. Le meilleur r�esultat auquel je
sois arriv�e est une application triviale des bornes b1 et b2 qui donne

(Rn) � 3e

n
et (Cn) � 4n� 6

n(n� 1)

d'o�u l'on peut conclure

(Rn) � 3e

4
((Cn) + o(1));
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2

4

6

8

10

12

4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096
n

n b1(Cn)

n b1(Rn)

n (Cn)

n (Rn)

n b2(Cn)

n b2(Rn)

Fig. 4.1 { Cod�ebits des syst�emes de ressources Rn et Cn pour de grandes valeurs de n.

ce qui est insu�sant. Vincent Dumas, �a l'aide de processus de branchements [Dumas],
obtient la borne sup�erieure suivante pour (Rn) :

(Rn) � 5:512

n
:

En utilisant cette nouvelle borne sup�erieure, on obtient cette fois ci :

(Rn) � 1:378((Cn) + o(1));

ce qui est plus �n, mais toujours insu�sant.

On peut en�n remarquer que l'in�egalit�e 4.1 est triviale pour n = 2 ou n = 3 (puisque
dans ce cas les cod�ebits valent tous 1) et que dans le cas n = 4, on a R4 = G[2] et C4 = G[3]
(cf partie 3.4.2). Connaissant donc explicitement (R4) et (C4) on peut conclure que
l'in�egalit�e est vraie pour n = 4.
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4.3 Graphes �etoiles

Nous pr�esentons dans cette partie une �etude des graphes �etoiles (on notera En l'�etoile
�a n branches). Cette �etude a �et�e motiv�ee par deux raisons principales : d'une part, il est
facile de v�eri�er que l'application du th�eor�eme 7 �a l'�etoile �a n branches en la consid�erant
comme la composition de deux graphes, l'un �egal �a son centre seul et l'autre �a la r�eunion
des extr�emit�es de ses branches, donne

(En) = 1� 2 + 1 + (En):

Ceci fait de l'�etoile une sorte de cas \pathologique", par l�a même int�eressant �a �etudier.
d'autre part, comme on l'a vu dans la partie 4.1, pour une suite de graphes G(n), chaque
G(n) �etant de degr�e constant d(n) et de taille t(n), on a

(G(n)) = �

 
d(n)

t(n)

!
;

c'est-�a-dire que l'on connâ�t le comportement asymptotique de (G(n)). Les �etoiles pr�e-
sentent la particularit�e qu'elles sont des graphes de degr�e non constant tout en �etant
simples. On peut v�eri�er que dmoy(En) =

3n+1
n+1

et que �(En) = 1 +
p
n� 1, et donc, que

l'application des th�eor�emes 11 et 10 donne

(En) = 
(1=n) et (En) = O(1=
p
n):

On voit que c'est insu�sant pour d�ecrire le comportement asymptotique de (En).

Nous allons donc, dans un premier temps, citer un r�esultat dû �a Alain Jean-Marie qui
exprime (En) sous forme int�egrale. Nous donnerons ensuite une analyse du comportement
asymptotique de (En) quand n tend vers l'in�ni. Ce travail a �et�e fait en collaboration
avec Alain Jean-Marie et Bruno Gaujal de l'INRIA-Sophia.

4.3.1 Expression int�egrale de (En)

Th�eor�eme 13 (Jean-Marie) Soit v0 le centre de l'�etoile �a n branches et v1 � � � vn les
extr�emit�es de ses branches. Soit p = (p0; � � � ; pn) tel que jjpjj = 1. On peut exprimer
(En;p) comme:

(En;p) = p0 +
nX

i=1

pi�
�
�n�i(p1; : : : ; pn)

�
;
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o�u � est la permutation circulaire �a gauche, et

�(p1; : : : ; pn) =
�

1

2i�

�n�1 Z
�1
: : :
Z
�n�1

�(x1; : : : ; xn�1)
dz1

z1 � 1
: : :

dzn�1
zn�1 � 1

;

avec

�(x1; : : : ; xn�1) =
p0

1�Pn�1
i=1 pi=xi � pn

Qn�1
i=1 xi

:

Dans cette formule, les contours �1; : : : ;�n�1 sont simples, dans le domaine fjzj > 1g et
dans le domaine d'analyticit�e de la fonction �.

Remarque 1 : Il est assez simple de donner une expression de (En) sous forme de
sommes multiples (faisant alors intervenir n+ 1 signes de sommation !). Cependant, bien
qu'un tel r�esultat puisse sembler plus parlant que le th�eor�eme 13, il est plus mauvais d'un
point de vue num�erique et n'am�ene aucun r�esultat concret.

4.3.2 Comportement asymptotique de (En)

Proposition 21 (En) = �

 
lnn

n ln lnn

!
:

Preuve : Rappelons tout d'abord un r�esultat classique portant sur des jets de boules
dans des urnes [Kolchin et al.78].

Lemme 4.3.1 Soit n urnes dans lesquelles on jette m boules au hasard uniform�ement.
Les jets de deux boules sont suppos�es ind�ependants. Soit M(n;m) le nombre moyen de
boules que contient alors l'urne la plus remplie. Alors, si m = �(n),

M(n;m) 'n!1
lnn

ln lnn
:

Montrons maintenant comment rattacher ce probl�eme �a l'�etude du comportement
asymptotique de (En). Nous pouvons tout d'abord remarquer que En peut être repr�esent�e
par un syst�eme de ressources S (n) construit sur n ressources et comportant n+1 requêtes,
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n de ces requêtes demandant chacune une ressource di��erente et la (n + 1)-i�eme requête
demandant, quant �a elle, l'ensemble des n ressources. D'apr�es la Proposition 17,

(En) =
1

n+ 1
(1 + IEh(S 0(n); Xn)) ;

o�uXn est une variable al�eatoire ayant une distribution g�eom�etrique de param�etre 1=(n+1)
et o�u S 0(n) est un syst�eme de ressources uniforme bas�e sur n ressources et poss�edant n
requêtes, chaque requête demandant une ressource di��erente. Il est facile de v�eri�er que
IEh(S 0(n); Xn) = M(n;Xn). Or,

M(n;Xn) � P (Xn � n)M(n; n):

Quand n tend vers l'in�ni, P (Xn � n) = (n=n + 1)n tend vers 1=e. Ainsi, M(n;Xn) =

(lnn= ln lnn). Par ailleurs, si on pose X 0

n = (n + 1)dXn=n + 1e, la croissance en m de
M(n;m) implique que

M(n;Xn) � M(n;X 0
n);

�
1X
k=1

M(n; k(n + 1))P (X 0
n = k(n+ 1));

� M(n; n + 1)(
1X
k=1

kP (X 0
n = k(n+ 1));

� M(n; n + 1)
IEX 0

n

n + 1
;

� M(n; n + 1)
n + 1 + IEXn

n+ 1
;

� M(n; n + 1)O(1);

= O

 
lnn

ln lnn

!
:

On a donc

M(n;Xn) = �

 
lnn

ln lnn

!

et

(En) = �

 
lnn

n ln lnn

!
:
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Chapitre 5

Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans cette th�ese un mod�ele de syst�emes de ressources partag�ees.
Nous nous sommes ensuite int�eress�es �a l'�evaluation, sur ce mod�ele, d'un param�etre de
performance fondamental, le cod�ebit. Ce param�etre de performance caract�erise, en e�et,
de fa�con �ne la dynamique du syst�eme auquel il est associ�e. Nous montrons par exemple
en annexe comment son �evaluation permet de donner des conditions de stabilit�e ou de
non-stabilit�e de la �le d'attente d'un syst�eme particulier.

Le calcul exact du cod�ebit d'un syst�eme quelconque semble être un probl�eme parti-
culi�erement di�cile. Nous n'avons en e�et r�eussi �a le calculer que pour quelques cas de
syst�emes relativement simples. Pour cette raison, nous avons cherch�e �a en donner des
bornes. Sans revenir en d�etail sur celles-ci, on peut faire trois remarques d'ordre g�en�e-
ral. Tout d'abord, les diverses bornes que nous avons obtenues sont d�eriv�ees d'expressions
analytiques du cod�ebit di��erentes, bien qu'�equivalentes. Il semblerait donc que chacune de
ces expressions \capture" un aspect di��erent de la dynamique des syst�emes que l'on a �etu-
di�es. D'autre part, nous avons obtenu deux bornes qui, pourvu que chacune des requêtes
soit en concurrence avec un nombre �xe de requêtes, permettent une bonne estimation du
cod�ebit puisqu'elles l'encadrent dans un rapport au plus exp(1). En�n, il semble que la
vision \syst�emes de requêtes" soit plus pertinente, bien que moins intuitive, que la vision
\syst�emes de ressources". En e�et, elles am�ene des bornes directement reli�ees au graphe
G.

Nous montrons en�n en annexe quels sont les syst�emes (max;+) que notre approche
en termes de graphes permet de traiter et comment il serait possible de g�en�eraliser le
mod�ele que l'on a �etudi�e a�n de lui faire correspondre un plus grand nombre de syst�emes
(max;+).
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Annexe A

Applications

A.1 Stabilit�e d'un syst�eme de ressources partag�ees

Nous pr�esentons ici, de fa�con succincte et sur un exemple, une application possible des
bornes obtenues pr�ec�edemment.

Soit un syst�eme de ressources partag�ees compos�e de N = 2n processeurs et de N
m�emoires. Les processeurs sont connect�es aux m�emoires par un r�eseau d'interconnection
de type \Papillon". La �gure A.1 montre un tel r�eseau d'interconnection pour N = 8.

Lorsqu'un processeur veut lire ou �ecrire dans une m�emoire, il verrouille le chemin qui
les relie, empêchant donc �eventuellement d'autres acc�es �a d'autres m�emoires par d'autres
processeurs. Pour un tel syst�eme, les ressources correspondent donc aux noeuds du r�eseau
d'interconnection et les requêtes aux demandes d'acc�es �a une m�emoire par les proces-
seurs. On fait l'hypoth�ese que les temps de prise des ressources par les requêtes sont tous
unitaires, que les diverses requêtes possibles sont �equiprobables et que chaque processeur
demande �a acc�eder �a une m�emoire avec une fr�equence f . �Etant donn�ee f , on peut se poser
la question suivante : notre syst�eme est-il stable? En d'autres termes, le nombre moyen
de requêtes en attente de traitement est-il uniform�ement born�e dans le temps? Ce qui
revient encore �a dire : le temps moyen qu'une requête attend avant d'être trait�ee est-il
uniform�ement born�e dans le temps? La r�eponse th�eorique �a toutes ces questions est \oui"
si et seulement si f < 1

N
[Baccelli et al.95], o�u  est le cod�ebit de la version satur�ee du

syst�eme que nous �etudions. Le probl�eme est que l'on ne connâ�t pas . Par contre, comme
il est possible de borner inf�erieurement et sup�erieurement celui-ci, on va pouvoir donner
des conditions su�santes de stabilit�e ou de non-stabilit�e du syst�eme non satur�e. En e�et,
on peut v�eri�er que le graphe G associ�e au syst�eme satur�e est de taille N2 et de degr�e
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M1

M2

M3

M4

M5

M6

M7

M8

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

Fig. A.1 { Un r�eseau d'interconnection en \Papillon".

constant N + N
2
lnN . On en d�eduit, d'apr�es les bornes des th�eor�emes 10 et 11,

2 + lnN

2N
<  <

e(2 + lnN)

2N
:

Ainsi, on obtient

f � 2

e(2 + lnN)
) Le syst�eme est stable,

f � 2

2 + lnN
) Le syst�eme est instable.

ce que nous avons r�esum�e sur la �gure A.2.

Application num�erique : Pour un r�eseau de taille 256, on assure donc la stabilit�e pour
f � 0:073 tandis qu'on est sûr de l'instabilit�e pour f � 0:2.
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f

Le r�eseau est stable Le r�eseau est instable

0 2
2+lnN

2
e(2+lnN)

Fig. A.2 { Zones dans lesquelles on sait si le r�eseau d'interconnection est stable ou in-
stable.

A.2 Application �a (max;+)

Nous avons montr�e dans la partie 2.2 comment les �equations d'�evolution que l'on a
�etudi�ees se r�ecrivent dans (max;+). La question que l'on peut maintenant se poser est
la suivante : supposons r�esolu le probl�eme du calcul de (G;p) pour un graphe G non
orient�e quelconque et un vecteur p quelconque. Quels sont alors les types de syst�emes sto-
chastiques (max;+) dont on connâ�trait les exposants de Lyapunov? En d'autres termes,
pour quel type de matrices stochastiques M saurait-on calculer (M), o�u (M) est d�e�ni
comme l'exposant de Lyapunov associ�e �a une suite de matrices stochastiques ind�epen-
dantes entre elles et distribu�ees identiquement �a M (voir partie 3.1.2).

A�n de r�epondre �a cette question, on d�e�nit

M(N; l) = fM = (mi;j)1�i;j�N t.q.

0
B@ mi;i = 0 si i 6= l;

mi;j = �1 si i 6= l; j 6= i;
ml;j 2 f�1; 1g sinon.

1
CAg:

Proposition 22 Soit une matrice stochastique M telle qu'il existe d'une part M1 � � �MN

appartenant respectivement �a M(N; 1) � � �M(N;N) et d'autre part p = (p1; � � � ; pN),
jjpjj = 1, v�eri�ant

P (M = Mi) = pi pour 1 � i � N;
M� = �iMi est sym�etrique.

Alors, (M) = (G;p) o�u G est le graphe suivant :

V (G) = fv1; � � � ; vNg;
E(G) = ffvi; vjg t.q. m�

i;j = 1g:
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Preuve : Il su�t de v�eri�er que le syst�eme (max;+) associ�e �a (G;p) est bien le syst�eme
(max;+) associ�e �a M (voir l'�equation 2.5 dans la partie 2.2.2).

2

Exemple 1 : Soit

M1 =

0
B@ 1 �1 1
�1 0 �1
�1 �1 0

1
CA ;

M2 =

0
B@ 0 �1 �1
�1 1 1
�1 �1 0

1
CA ;

M3 =

0
B@ 0 �1 �1
�1 0 �1
1 1 1

1
CA ;

et M d�e�nie par

P (M = M1) = p1;

P (M = M2) = p2;

P (M = M3) = 1� p1 � p2:

On v�eri�e que

M� =

0
B@ 1 �1 1
�1 1 1
1 1 1

1
CA

est sym�etrique. On d�e�nit donc le graphe G par

V (G) = fv1; v2; v3g;
E(G) = ffv1; v1g; fv1; v3g; fv2; v2g; fv2; v3g; fv3; v3gg:

On a alors

(M) = (G;p)
=

1

2

p1 + p2 � 4p1p2 + (2� p1 � p2)
p
1� 4p1p2p

1� 4p1p2
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d'apr�es l'�equation 3.6.

Remarque 1 : Il serait possible de se d�ebarrasser de la condition \M� est sym�etrique" en
d�e�nissant  pour des graphes orient�es. �Etendre la d�e�nition de  �a des graphes orient�es
est en e�et tout �a fait possible puisque les �equations d'�evolution 2.3 ne particularisent
pas le fait que G est non-orient�e. Cependant, nous ne nous sommes pas int�eress�es �a cette
g�en�eralisation pour les deux raisons suivantes : on se serait trop �ecart�e du probl�eme de
d�epart, qui est la mod�elisation de syst�emes de ressources partag�ees. Par ailleurs, les bornes
pr�esent�ees dans cette th�ese, �a l'exception de la borne donn�ee par le th�eor�eme 10, ne se
g�en�eralisent pas �a des graphes orient�es.
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A.3 Table des notations

Notations \classiques" :

IN Entiers naturels
IR Nombres r�eels
1n Vecteur de IRn ayant toutes ses composantes �egales �a 1
P(A) Ensemble des parties de A
j j Valeur absolue (ou taille d'une ligne)
jxj1 maxi jxij
jjxjj P

i jxij
M Une matrice (ou un motif)
e exp(1)
f = 
(g) 8" > 0 9x0; x � x0 ) "jf(x)j > jg(x)j
f = o(g) 8" > 0 9x0; x � x0 ) jf(x)j < "jg(x)j
f = O(g) 9c 9x0; x > x0 ) jf(x)j < cjg(x)j
f = �(g) f = O(g) et g = O(f)
P Probabilit�e
1I Indicatrice
IE Esp�erance
Var Variance
Cov Covariance
E �Ev�enement
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Notations d�e�nies pour un syst�eme S :

Res Ensemble des ressources
K Nombre de ressources
ri Une ressource
Req Ensemble des requêtes
N Nombre de requêtes
vi Une requête
p = (p1; : : : ; pN) Vecteur de poids des requêtes
s(n) n-i�eme requête
Ti(n) Date de lib�eration de ri apr�es traitement des n premi�eres requêtes
Ci(n) Date de �n de traitement de la n-i�eme requête
h(n) maxiCi(n)
h(n) miniCi(n)
 Cod�ebit du syst�eme S
TReq(S ) Syst�eme de requêtes associ�e �a un syst�eme de ressources S

TRes(S ) Syst�eme de ressources associ�e �a un syst�eme de requêtes S
vkv0 v et v0 ne sont pas concurrentes
v?v0 v et v0 sont concurrentes
Ind(S ) Ensemble des ensembles de requêtes non concurrentes du syst�eme S
M Un motif (ou une matrice)
L(n) n-i�eme ligne
j j Taille d'une ligne (ou valeur absolue)
Rn Syst�eme de ressources dit \anneau"
Cn Syst�eme de ressources dit \complet"

Notations d�e�nies pour un graphe G :

V (G) Ensemble des sommets de G
E(G) Ensemble des arêtes de G
v Un sommet de G (i.e. une requête du syst�eme correspondant)
V (v) Ensemble des voisins du sommet v
dmoy Degr�e moyen
dmax Degr�e maximum
� Nombre chromatique
En

�Etoile �a n branches
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