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Notations

|.| désigneral selon le contextel'la valeur absolue dans IRI'la norme
euclidienne dans IR® ou dans IR® x IR®.

- désignera le produit scalaire dans IR® ou dans IR® x IR°.

Pour les fonctions scalaire ¢ et vectorielle u (ou @)I'nous noterons :

o IR? — IR
(51?1751?2751?3) = ¢($17$2,$3)
T IR? — IR?

(1’171’271’3) — U($1,$2,$3)

(06 96 9
VQb N (81’17 81’27 81’3)
3 82¢
A¢ =
¢ ; 8:1%2
aul 8u1 8u1
8:1;1 81'2 81}3
Vo — 8uz 8u2 8u2
N 8:1;1 81'2 81}3
8u3 8u3 8u3
8:1;1 81'2 81}3

3
Vu-Vov= ZVUZ . VUZ'
=1
3 8u2
divu =
v u ; 82}2

¢ B 8u3 _ 8uz aul _ 8u3 8u2 _ 8u1
rov = 81'2 81'37 81'3 81'17 81'1 81'2

plu) = ur® + uy?

Pour Q C IR® nous noterons :
vol () le volume de QT

X, la fonction caractéristique de €.



e Espaces fonctionnels :

D(IR?) = C>(IR?) espace des fonctions infiniment differentiables & sup-
port compact.

D'(IR?) espace des distributions sur IR

L*(Q2) espace des fonctions mesurables'de carré intégrable sur €.
L}.(9) espace des fonctions mesurablesI'de carré intégrable sur tout
compact inclus dans €.

L*(2, 5%) espace des fonctions mesurables'de carré intégrable sur QI'et
a valeurs dans S?I'la sphere unité de IR”,

HY Q) ={ uwe L*(Q) / les dérivées premiere de [ sont dans L*(Q) }

H'(9, 5%) espace des fonctions de H'(Q) & valeurs dans S2.

Hy(9) adhérence de D(Q) dans H'(Q).

WHIR?) = { ¢ € H|, (IR, IR) | V¢ € L*(IR”) }

WY(IR?)/IR espace quotient de W'(IR®) par IR (les fonctions de cet

espace sont définies a une constante pres).
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Cette these s’inscrit dans la continuité des travaux entrepris au LETI
(CEA) en collaboration avec le LMC concernant la modélisation mathémati-
que et informatique des matériaux ferromagnétique. Ces matériaux entrent
dans la composition a la foisI'des mémoires solides (mémoires a lignes de
Bloch) et des tétes d’enregistrement magnétique.

Les propriétés magnétiques de ces matériaux utilisées pour la lecturel’
I’enregistrement ou la conservation de l'informationl'et la taille des dis-
positifsI'de 'ordre de quelques micronsI'font que leur étude entre dans le
domaine du micromagnétisme.

La magnétisation des matériaux ferromagnétiques minimise une énergie
composée de 4 termes : 1’énergie d’échangell’énergie d’anisotropiel'l’énergie
de Zeemann et I’énergie démagnétisante. Elle est de norme constante ( con-
trainte non linéaire ).

Dans cette thesel'nous avons abordé deux questions. La premiere con-
cerne l'inversion des systemes linéaires qu’il est nécessaire de résoudre pour
simuler numériquement les matériaux magnétiques. La deuxieme ques-
tion concerne la taille de I'ensemble des singularités d’une configuration
d’aimantation.

Le terme d’énergie démagnétisante provient de l’existence d’un champ
magnétique spontanéement créé par le matériaul'dans tout 'espacel’et qui
dérive d’un potentiel scalaire. Les principales difficultés de la modélisation
sont dues au fait que le champ démagnétisant est présent dans tout ’espacel’
d’une partlet que la magnétisation est soumise a une contrainte quadratique
(norme constante)l'd’autre part.

Viallix et Aid ont utilisé des modeles de simulation pratiquement iden-
tiques. Les codes de calculs qu’ils ont programmés ont nécessité la résolu-
tion de systemes linéaires de grande taille. L’inversion de ces systemes est
le premier probleme que cette these se propose de traiter.

La deuxieme question que nous avons résolue concerne la taille de I'en-
semble des singularités des configurations d’aimantationl c’est-a-dire des
solutions d’un probleme de minimisation sous contrainte quadratique. Nous
avons adaptél'a 1’énergie du micromagnétismel'la théorie développée par
Scheen et Uhlenbeck pour la régularité des fonctions harmoniques minimi-
santes [SUS82] . Ainsil'nous avons démontré que les singularités situées a
I'intérieur du matériau sont en nombre fini (Théoreme des singularités).

La premiere partie de cette these est consacrée a une breve présentation
de la modélisation physique et mathématique des matériaux ferromagné-
tiques. Nous y décrivons également les codes de simulation développés par
Viallix et Aidl'afin de préciser que les inversions de systemes linéaires se
situent au niveau de la minimisation d’une certaine fonctionnelle quadra-
tique dite de descente (chapitre 4). Cette minimisation se faitI'tantot sans
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contrainte (cas ou Aid a utilisé les coordonnées sphériques)I'tantot avec
contrainte (cas ou les coordonnées cartésiennes ont été utilisées).

La deuxieme partie est consacrée a la présentation des différentes mé-
thodes que nous avons programmeées pour inverser les systemes linéaires.
Notre motivation était d’obtenir une méthode d’inversion qui soit rapidel’
peu couteuse et qui permette de faire décroitre la fonctionnelle quadratique
de descentel'méme quand il n’y a pas convergence. Nous avons utilisé['pour
ce fairel'la méthode du gradient conjugué préconditionnél'pour le cas sans
contraintel'et la méthode d’expansion de Louh et Sameh [LS93]I'pour les
cas avec contrainte.

La démonstration du théoreme des singularités constitue le corps de la
troisieme partie.









Premiere partie

Introduction a la simulation
numérique du
micromagnétisme
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Chapitre 1

Introduction

Avant de nous intéresser aux deux problemes que cette these se pro-
pose de résoudrel'nous allons donner une breve description des phénomenes
physiques auxquels ils se rattachentl'ainsi que des travaux de simulation
de ces phénomenes. Il ne s’agit pas d’une description détaillée et exhaus-
tivel'mais seulement de quelques points de repere essentiels pour présenter
les équations statiques du micromagnétisme et 1’énergie minimisée par une
configuration d’aimantation. Cela nous permettra de comprendre a quelle
étape de la simulation se situent les systemes linéaires résolus dans la par-
tie II d’'une partl'etI'd’autre partI'd’introduire les notions utilisées dans la
partie I[II'concernant les singularités d’une configuration d’aimantation.

Nous avonsl'en faitI'résumé les deux theses auxquelles se rattachent nos
travaux : la these de ViallixI'concernant les mémoires a lignes de Bloch
[Via90]T'et celle d’Aidl'concernant les tétes magnétiques [Aid93].

e chapitre 2 introduit les propriétés siques des matériaux ferroma-
Le chapitre 2 introduit 1 tés ph d t fi
gnétiques qui composent les dispositifs magnétiques. Nous remarquonsl’
en particulierI'’existence d’une aimantation naturelle de norme constante
possédant un axe de facile aimantation. Nous présentonsl'ensuitellles équa-
tions de Maxwell statiques qui régissent I'aimantation ainsi que les termes
de 1’énergie minimisée. Nous donnonsl enfinl' une breve description des
structures de ’aimantation.

Le chapitre 3 est consacré a une présentation mathématique du probleme
de minimisation d’une fonctionnelle non quadratique sous contrainte non
linéaire que vérifie une configuration d’aimantation. Le point essentiel est
I’existence d’'un champ magnétique spontanél’ dit démagnétisantl créé par
le matériaul’dans tout 'espace.

Dans le chapitre 4I'nous présentons les simulations numériques des mé-
moires a lignes de Bloch et des tétes magnétiques qui ont été réalisées par
Viallix et Aid respectivement.
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Notre but est de montrer ou se situent les systemes linéaires de grandes
tailles qu’il est nécessaire de résoudre pour mener a bien ces simulations.
Nous présentons brievement les différentes simplifications utilisées par Vial-
lix et Aid pour résoudre les difficultés de la discrétisationl'en particulier pour
calculer le potentiel scalaire dont dérive le champ démagnétisant. Puis nous
expliquons la méthode de descente de 1’énergie utilisée. Cela nous permet
de situer précisément la fonctionnelle quadratique qu’il faut minimiserl'en
résolvant un systeme linéairel’a chaque étape de la méthode de descente.
Enfin['nous précisons 'expression de cette fonctionnelle dans les différents
cas envisagés dans la partie [I. Pour les résultats généraux de la simulationl’
nous renvoyons aux theses de Viallix et Aid.



Chapitre 2

Les matériaux
ferromagnétiques

2.1 Introduction aux mémoires magnétiques

Les dispositifs utilisés pour l'enregistrementl'la conservation et la lec-
ture de I'information sont principalement de deux types : optique et ma-
gnétique. Nous présentons icil'tres brievementI'les technologies utilisant
le magnétisme. FElles utilisent la propriété de certains matériaux de con-
server une aimantation possédant une structure tres ordonnée que 1’'on est
capable de modifier pour écrire I'information (bits) et d’analyser pour lire
I'information.

Il existe actuellement 3 catégories de mémoires magnétiques : les mé-
moires conventionelleslles disques magnéto-optiques et les mémoires solides.
La principale différence entre ces mémoires réside dans le mode d’acces a
I'information qui est respectivement magnétiquel'optique et électrique.

Dans les deux premieres catégoriesI'’acces a la zone d’écriture ou de
lecture se fait par déplacement de la téte magnétique ou optiquel’ou encore
du support magnétique conservant I'information. Il y a donc nécessairement
des pieces mobiles et cela induit fragilité['usure mécanique et perte de temps
dans la recherche des zones de mémoire.

Les mémoires solidesl' quant a ellesl'ont des tétes d’enregistrement et
de lecture ainsi qu’un support magnétique fixes. C’est I'information qui se
déplace a l'intérieur du support magnétique sans transport de matiere.

Nous allons nous intéresser aux tétes magnétiques et aux mémoires a
lignes de Bloch (mémoires solides). Ces deux types de dispositif sont cons-
titués de matériaux ferromagnétiques possédant des propriétés similaires :
les grenats.
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Pour une description détaillée des différentes mémoires et des mécanis-
mes d’écriture et de lecturel'nous recommandons le chapitre 1 de la these
de Zimmermann [Zim91].

2.2 Propriétés des grenats

Les matériaux ferromagnétiquesl'connus sous le nom générique de gre-
nats['utilisés dans la fabrication des tétes magnétiquesl’d’une partl'et des
mémoires a lignes de Blochl'd’autre partl’ont une aimantation spontanée
d’intensité constante et possedent un axe de facile aimantation ou axe
d’anisotropie. C’est-a-dire que I'aimantationl'de norme constante se dirige
de préférence dans une direction privilégiée.

[’axe d’anisotopie est parallele au plan de la tétel'dans le cas des tétes
magnétiques couches minces simulées par Aid dans sa these [Aid93]. 1l est
perpendiculaire au plan du supportl'dans le cas des mémoires a lignes de

Bloch.

Nous allons nous restreindre a I’étude statique de ces matériaux et a
I’échelle du micromagnétisme. Nous négligeronsl'dans toute cette étudel’
les effets de la magnétostriction et de la température. Dans la section 2.3
nous donnerons les équations de Maxwell qui régissent les configurations
d’aimantation. Une configuration d’aimantation est un minimum d’une
certaine énergiel’ dite énergie du micromagnétisme. Nous donnerons les
différents termes qui entrent dans cette énergie a la section 2.4. Enfinl'la
prise en considération de ces différents termes d’énergie nous permettra de
décrire dans la section 2.5 'aspect des configurations d’aimantation.

Nous considéronsl par la suitel'une plaque ferromagnétique soumise a
un champ magnétique constant. Nous noterons désormais

o= il

I’aimantation ou @ est un vecteur de norme 1 (nous le noterons le plus sou-
vent u) et us est une constantel'appelée aimantation a saturationl'exprimée
en Gauss dans le systeme CGS. Rappelons que la dépendance de cette cons-
tante par rapport a la température a été négligée dans cette étude.

2.3 Les équations de Maxwell

e Remarque : Toutes les notations et les équations de cette section
seront précisées mathématiquement a la section 3.1. 1l s’agit pour 'instant
de donner une simple approche “physique” du probleme.
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%
En statiquell’aimantation i est reliée & I'induction magnétique B 'au

champ magnétique ﬁ et & la distribution de courant 7’ par les équations

de Maxwell statiques.

ﬁ 47rﬁ—l—ﬁ
divB = 0

ol H o= 7

Le champ magnétique est la somme d’un champ appliqué ﬁz et d'un

champ démagnétisant ﬁd.

H=u,(H.+H,)

Le champ appliqué est dii & la distribution de courant J° et vérifie :

{ div u, ﬁz =

rotu  H, = T

jam)

Le champ démagnétisant vérifie donc :

—

div u, ﬁd — —4rdivat
IGEUS ﬁd == 0

Etant irrotationnell'il dérive d’un potentiel scalaire quF
?Qbm = Ug ﬁd,

2
etl’pour qu’il soit physiquement acceptablel’son énergie /]RS lus ﬁd| dx
doit étre finie.

Le potentiel scalairel'quant a luil'vérifie I’équation suivante justifiée dans
la section 3.1 :

Aqu — —Ardivit X, dans IR,

ou () est le matériau. qu doit aussi vérifier la condition d’énergie finie :

/]RS |€¢ﬁ| dx < 400
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2.4 Les termes d’énergie

e L’énergie d’échange
Elle est due a l'interaction a courte portée des spinsl tendant a leur
alignement les uns sur les autres.

2
Eon(i?) = Ko /Q V| de

ou K est une constantel'ne dépendant que du matériaul’appelée constante
d’échange (en erg/cm).

e L’énergie d’anisotropie

Due a Dexistence d’un axe de facile aimantationl'elle exprime la ten-
dance du matériau a aligner son aimantation dans une certaine direction
dépendant uniquement de sa structure cristalline.

Eani(ﬁ) — [(ani/Q |?(ﬁ)|2 dx

ot Kapi est la constante d’anisotropie (erg/cm?) et 7 lopérateur de pro-
jection orthogonale sur le plan orthogonal a ’axe d’anisotropie.

e L’énergie de Zeemann

Elle traduit I'influence d’un champ appliqué ﬁz I'dit champ de ZeemannI’
que nous supposons constant dans tout le matériau. La présence de ce
champ tend a aligner I'aimantation dans sa direction. Cette propriété est
utilisée dans les phases d’écriture.

E, (1) = —usz/ ﬁz ~ddz
Q

e L’énergie démagnétisante ou énergie magnétostatique

C’est I'une des principales caractéristiques de ces matériaux. Elle ex-
prime 'existence d’un champ induit qui tend a empécher la magnétisation
du matériau. C’est-a-dire qu’a 'intérieur du matériaul'les spins s’alignent
par petites zones de sens opposésl'créant ainsi des dipdles qui s’anihilent
mutuellementl'et quel'sur les bordsI'ils sont tangents pour éviter la forma-
tion de dipdles.

Cette énergie est en compétition avec I’énergie d’échange. Nous décrirons
dans la section 2.5I'la topologie des configurations créées sous ’effet de ces
deux énergies.

U2

Ed(ﬁ) - 81

2
[ [V 04l da
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Nous verrons au 3.1 que cette énergie peut s’exprimer sous la forme :

Ea(u) =

2
_ U /Q?qﬁg-ﬁdx

2

ou ¢, est le potentiel scalaire lié a u par ’équation :

Aoz = —dndiviXg dans IR?,

e L’énergie totale
C’est la somme de ces quatres énergies :

Eq(ii) = Eecn(@) 4+ Fani(i0) + E,(i0) + Eq(i0)

e Ordre de grandeur des constantes
Les valeurs numériques utilisées ici sont dans le systeme CGS de 'ordre

de :
Tétes magnétiques | Mémoires a lignes de Bloch
4 1000 Gauss 410 Gauss
Kopi 10000 erg/cm? 10000 erg/cm?
K. 107% erg/cm 21077 erg/cm

Les dimensions des tétes magnétiques sont de quelques diziemes de mi-
crons pour |’épaisseur et de quelques dizaines de microns pour la longueur

et la largeur.
Les mémoires a lignes de Bloch ont une épaisseur de 'ordre de quelques

diziemes de micron et nous avons considérél’pour les autres dimensionsl'une

périodicité également de I'ordre du dizieme de micron (voir 4.1).

e Dans cette étudel 'influence de la température ainsi que celle de
la magnétostriction ont été négligéesl'c’est pourquoi il n’apparait pas de
termes d’énergie les faisant intervenir.
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2.5 Configurations de 'aimantation

2.5.1 Structure grossiere : domaines et parois

La compétition des différentes énergiesl'citées en 2.41'crée a I'intérieur du
matériau une configuration d’aimantation qui est un minimum de ’énergie
totale.

L’anisotropie tend a aligner I’aimantation dans une direction privilégiée;
I’énergie d’échange tend a créer des zones ou "aimantation est dans le méme
sens et I’énergie démagnétisante tend a combattre les effets de la précédente

t d tisante tend battre les effets de | dent
en créant de petites zones contigiies ou l'orientation est de sens opposé. En
aitl'la combinaison de ces deux énergies favorise I'existence de zones ou
faitI'l b d d f Iexist d
I’aimantation est de sens constant : les domainesl'séparés par des zones ou
aimantation change de sens : les parois.
I’ tat h d |

Figure 2.1: Parois et domaines.

Une problématique importante de la modélisation des matériaux ferro-
magnétiques est constituée par la recherche de I’emplacement des domaines
et parois et de leur évolution dans le temps [Kha96].

e remarque : La largeur d’une paroi de Bloch est donnée par la for-
mule suivante

K ech

Ao =]+
K ant

[SM79].

2.5.2 Structure fine : lignes et points de Bloch

Le changement de sens de I’aimantation a I'intérieur d’une paroi peut se
faire de multiples facons caractérisées par le plan de rotation de I’aimantation.
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Ce planl'contenant I'axe de facile aimantationl'est repéré par I'angle qu’il

fait avec le plan de la paroil'qui varie entre 0 et 5

Pour fixer les idéesI'supposons que 'anisotropie soit verticale (cas des
mémoires a lignes de Bloch).

Quand le plan de rotation fait un angle de 0 avec le plan de la paroil'la
paroi est appelée : paroi de Bloch. L’aimantation tourne de facon hélicoi-

dale.

Figure 2.2: Parois de type Bloch vues de dessus.

Si ’angle vaut g il s’agit d’une paroi de Néel.

Figure 2.3: Parois de type Neel vues de dessus.

Toutes les situations intermédiaires sont possibles.

Figure 2.4: Parois de type intermédiaire vue de dessus.

La situation la plus courante est la paroi de Bloch.
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En cas de changement de chiralité a I'intérieur de la paroil'la zone tres
fine intermédiaire entre les deux chiralités est appelée ligne de Bloch.

Figure 2.5: Ligne de Bloch vue de dessus.

Ces changements de chiralité se produisent nécessairement par paires a
I'intérieur d’'une méme paroi. C’est la présence ou ’absence d’une paire de
lignes de Bloch qui constitue un bit 0 ou 1.

Figure 2.6: Paire de lignes de Bloch vue de dessus.

e remarque: lalargeur d’une ligne de Bloch est donnée par la formule
suivante :

[(ech
AO —

2mug2
[SM79].

Lorsquel'suivant un plan vertical orthogonal a la paroil'cette derniere
est de type Néel sur les surfaces inférieure et supérieure du matériaul’avec
un changement de chiralitél'et qu’au centrel'la paroi est de type Bloch de
part et d’autre du planl'avec aussi changement de chiralitél'il y a un point
de discontinuité de "aimantation au centre de la paroi. Ce point s’appelle
un point de Bloch.

Viallix s’est interessée a la modélisation de la structure fine de la paroi
dans le cadre des mémoires a lignes de Bloch. Nous verronsl'au paragraphe
4.1Tles simplifications qu’elle a utilisées pour modéliser les parois.
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Figure 2.7: Point de Bloch.



Chapitre 3

Un probleme de minimisation
sous contrainte non linéaire

D’un point de vue mathématiquel'la simulation d’une configuration de
I’aimantation d’un matériau ferromagnétiquel placé sous l'influence d’un
champ magnétique constantl'est un probleme de minimisation d’une éner-
giel'sous la contrainte non linéaire que la norme de 'aimantation doit étre
constante.

Dans ce chapitrel'nous allons préciser ’expression mathématique des
équations de Maxwell statiquesl'section 3.1Tet exprimer I’énergie démagnéti-
sante de deux faconsI'section 3.2. Puis nous énoncerons le probleme de mi-
nimisation vérifié par une configuration de ’aimantation et nous établirons
I’existence de solutions a ce problemel'section 3.3. Enfin['nous donnerons
une formulation équivalente du probleme sous forme d’équations aux déri-
vées partiellesI'section 3.4.

3.1 Equations de Maxwell statiques

o [’échantillon de matériau magnétique sera considéré comme étant
un ouvert € borné (et simplement connexe). L’aimantation sera = u,d
avec

|%'| = 1 presque partout dans €
W HYQ)
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e Les équations de Maxwell statiques s’écrivent :

18 e (R H € L(IRP)'T] € L2(Q)° tels que

ﬁ = 4damt X + ﬁ p.p. dans IR®  (définition de ﬁ)
div ﬁ = 0 dans D'(IR?)
ot ﬁ = 7 dans D'(IR?)

e Pour éliminer 'inconnue ﬁ et la donnée J° on note :

H=u,(H.+H,)

avec ﬁZFchamp appliqué constantI'vérifiant :

{divﬁz = 0 dans D'(IR?)
I;E(usﬁz) = ? dans D'(IR?)

et ﬁchhamp démagnétisantl'vérifiant :

(3.1) divﬁd = —47TdiV(7XQ) dans D' (IR?)
(3.2) it Hy = 0 dans (D'(IR%)

¢ Champ démagnétisant

{ ot (Hy) = 0 dans D'(IR?)
H, e (IR

entrainel'grace au lemme de Poincaré “global” dans IR® [DL83, p. 266] qu’il
existe ¢, € W(IR?)/IR unique tel que ﬁd = ?qbu

L’équation 3.1 donne ’équation suivante en ¢, :

(3.3) {Aqbu = —4ndiv(uXy) dans D'(IR?)

¢, € WUIRY)/IR
Théoreme 3.1 L ’équation (3.3) admet une solution unique ¢, = gxdiv (uXy)
ot g(x) = % pour x # 0.

De plus, Uapplication qui a u associe ¢, est linéaire.

Démonstration :

Ce résultat est démontré en détail dans [Sch61, p. 134 et p. 96-98] et
dans [Aid93, proposition 2.3, p. 41].

|
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3.2 Energie démagnétisante

Le théoreme suivant nous permettra de donner une expression de ’énergie
démagnétisante ne faisant intervenir qu’une intégrale sur €. Il nous servira
aussi a démontrer certaines majorations utiles a la démonstration du théo-
reme des singularitésI'partie I11.

Théoréme 3.2 (Théoréme des potentiels “croisés”)

Soient Qy et Qy des ouverts bornés de IR®
Soient u; € H (), ug € HY(Qy), ¢ € WIHIR®) et o € WL(IR®) tels que

(3.4) Apy = —4Andiv(u Xﬂl) dans D'(IR’)
(3.5) Apy = —4ndiv(uz Xﬂz) dans  D'(IR°)
alors |

[ Vorw= - [V Vo= [ Verw

De plus, si uy et uy sont a valeurs dans S*, nous avons :

(3.6) Vi - ug| < 4m (vol Q1)1/2 (vol Q2)1/2

Qo

Démonstration :

e On démontre

1
Vi uy = _E/]RS Vo -V

Qo
La deuxieme égalité du théoreme s’obtient de facon symétrique.

o L’identité 3.5 au sens des distributions s’écrit

1
Jyp Vo wade, = =1 [ Ve Vo ¥ e DR

par définition.

e Rappelons que WI(IR?) est I'adhérence de D(IR*) dans H} _(IR%)

pour la semi-norme ||V HB(ZRS)' C’est-a-dire qu’il existe une suite

3¢, € DUIR?) telle que ||V, — Vi, HL2(B3) — 0

Donc

/]R3 Vion - uz g, /1}33 Vor-uz &,
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et
/BS 277‘ 0 R ! 2

Et ainsi on a démontré

1
~ vﬁbl s Uy = —E IR vﬁbl : Vﬁbz

e Montrons maintenant I'inégalité 3.6 du théoreme.

o D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

< (o) ()

‘/]RS Vér-un dy,

(C’est-a-dire

1 1/2
= J IVn < ot ([ 196 )

/]RS IVn|* < 1672 vol Oy

o D’ou l'inégalité

IA

(e o) ([, 1)

< 4n (vol Q1)1/2 (vol Q2)1/2

‘/]RS Vor-uz &,

|
On obtient immédiatement une nouvelle expression de I’énergie déma-
gnétisante.

Théoréme 3.3

Avec les notations introduites au début de ce paragraphe, nous avons

pour u € H'(Q,S?) :

[

2
Ealu) = 5= [0 IV, do = =

ot ¢, € WYIR?) vérifie :

[

2
= /quu-udx
2 Ja

Ap, = —4rdiv(uX)) dans D'(IR?)

De plus
|Ea(u)] < 27us2vol Q
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3.3 Le probleme de minimisation
e Nous décrivonsl'dans cette sectionl'le probleme de minimisation véri-
fié par ’aimantation normalisée u.
e Soit v € HI(Q)S N L>(Q)” tel que |v| = 1 presque partout dans QI
nous lui associons ¢, € W(IR?)/IR vérifiant
A¢, = —4ndiv (vXq) dans D' (IR?)

L’énergie de v est définie par

Fa(v) = Kech/Q |Vv(:1;)|2d:1;—|—[&”ani/g Ip(v(2))Pdz —usz/QHZ(x)-v(x)dx
—%g/Qquv(x) cv(x) de

ou les constantes et 'opérateur p sont ceux précisés dans la section 2.4 qui
ne dépendent que du matériau.

e Le probleme consiste & trouver u € H'(Q)” N L(Q)* tel que |Ju| = 1
presque partout dans ) et tel que

(3.7) Eq(u) = inf{Eq(v), ve HI(Q)S NL>(Q)° [v] =1 p.p. dans Q}

[’existence et la non unicité des solutions de ce probleme a été démontrée
par Viallix [Via90, proposition 2.3.2, p. I1117-19].

3.4 Les équations aux dérivées partielles as-
sociées

e Nous reprenons dans cette section les notations de la partie précé-
dente.

o Les équations aux dérivées partielles vérifiées par la solution u du
probleme de minimisation (3.7) et par son potentiel scalaire ¢, ont été
mises en évidence par Viallix [Via90, p. I1.20 a I1.25 et p. 11.52 a I1.54 ] et
a nouveau expliquées par Aid [Aid93, p. 23 a 31 et p. 42 a 44 ].

e La solution de ce probleme de minimisation sous contrainte non
linéaire ( |u| = 1) vérifie des équations d’Euler-Lagrangel'puis des équations
aux dérivées partielles. Viallix a montré que la recherche de la solution de
(3.7) est équivalente a la recherche d’un triplet : (u, A, ¢, ) vérifiant les
équations variationnelles suivantes :
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Trouver (u, A, ¢,) tels que :
we U =HY Q)N L), e LY(Q), ¢, € W' (IR*)/IR
|u| =1 p.p. dans Q
<Eg’l(u),v>U3,7U3 + 2/Q Mu-vdr =0, VoeU?
A¢, = —4ndiv(ui,) dans D'(IR’)

Un tel triplet est solution des équations suivantes :

we H'(Q) N L=(Q)°, Xe LNQ), ¢, € WI(IR)/IR

|u| =1 p.p. dans
2

2
Keen Au — Kypip(u) — du + %Vqﬁu + %HZ = 0 dans HI(Q)S faible.
A¢p, = —4ndiv(ud,) dans D'(IR’)
g—:; = 0 sur 01}

ou A est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte |u| = 1.

2 2

Nous donnerons dans la partie III section 2.1.3 une démonstration de ce
résultat analogue & celle que donnent Scheen et Uhlenbeck [SU82J pour les
fonctions minimisant 1’énergie harmonique.

Us
A= [(ech|VU|2 + [(ani|p(u)|2 - 9

e Pour ce qui est du potentiel scalaire ¢,I' Aid a démontré [Aid93,
proposition 2.4 p. 42] qu’il vérifie les équations aux dérivées partielles sui-
vantes :

A¢p, = —4ndiv(ukX,) dans
A¢p, =0 dans [R\Q

Iy
[ n
[pu] =0 sur 09

]:47Tu-77 sur 0N

ou [.] désigne le saut de discontinuité a travers J) et n la normale extérieure

a of.



Chapitre 4

La résolution numeérique

Nous abordonsl'dans ce chapitrel'la résolution numérique du probleme
de minimisation 3.7.

La premiere section est réservée a la présentation des simplifications u-
tilisées par Viallix pour les mémoires a lignes de Bloch et celles utilisées par
Aid pour simuler les tétes magnétiques. Les autres sections sont consacrées a
la suite de la démarche d’Aidl'a savoir : calcul du potentiel scalaire (section
4.2)'méthode de descente de I’énergie (section 4.3)I'obtention des systemes
linéaires a résoudre dans le cas des coordonnées cartésiennes (section 4.4)
et sphériques (section 4.5). La résolution de ces systemes est abordée en
détail dans la partie II. Les résultats de la minimisation numérique sont
présentés d’une fagon tres succinte dans la section 4.6.

4.1 Les difficultés de la discrétisation

e Nous ne présentons ici que I'approche de Viallix et Aidl'qui est a la
base des travaux présentés dans cette these.

On trouvera des références aux travaux antérieurs concernant la simu-
lation numérique des mémoires a lignes de Bloch et des tétes magnétiques

dans [Via90] et [Aid93].

o Les principales difficultés de la simulation des matériaux magnétiques
sont les suivantes :

- tres grosses différences de taille entre les domaines et les parois['voire

les lignes de Bloch;

- contrainte non linéaire de norme constante pour "aimantation qui
entraine la non convexité de ’ensemble des aimantations admissibles;

- D’énergie démagnétisante dépend de la totalité du matériau. Elle
doit étre calculée a 1’aide d’un potentiel scalaire qui existe dans tout
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I’espace. 1l s’agit doncl contrairement aux autres termes d’énergiel’
d’une énergie non locale; c’est-a-dire que son expression pour une pe-
tite parcelle du matériau dépend du potentiel démagnétisantl'créé par
la totalité du matériaul’dans tout ’espace.

e Périodicité, pour la simulation des mémoires a lignes de
Bloch

Les mémoires a lignes de Bloch ont des dimensions horizontales tres
grandes par rapport aux dimensions verticales. Nous pouvons considérer
qu’une mémoire est une plaque infinie dans les directions horizontales. De
plusI'’expérimentation et la technologie ont fait apparaitre des structures
périodiques. C’est ce qui a permis a Viallix de considérer une périodicité
en r et en y et de se ramener a 1’étude d’une périodel constituée par une
plaque rectangulaire. Les raccords étant réalisés en rajoutant des conditions

de Dirichlet aux bords [Via90, ch I1.2.5].

e Maillages réguliers, éléments finis et maillages adaptés

Etant donnée la différence de taille entre les parois et les domainesl'la
tentation est forte d’utiliser des maillages irréguliers plus raffinés au niveau
des zones ou les parois sont supposées se trouver. Mais ce procédé fait
migrer les parois en dehors du raffinement pour faire décroitre I’énergie
[Via90]. Nous sommes donc obligés d’utiliser des maillages réguliers. Vue la
géométrie des matériauxlles éléments finis de type quadrangle et de degré
1 ont été choisis dans tout les cas.

Pour étudier de plus pres les paroisI'Viallix a utilisél'dans un deuxieme
tempslun maillage adapté qui lui a permis de faire apparaitre d’interéssantes

structures [Via90, ch V et VIIIL.8.3].

e Intégration sur I’épaisseur, dans le cas des tétes magnétiques

Considérant que les tétes magnétiques sont peu épaissesI’Aid les a sup-
posées étre des cylindres minces. Il a supposé aussi que 'aimantation était
constante sur I’épaisseur du matériaul’ce qui est faux au niveau des paroisl’
et il a intégré les équations sur I’épaisseur. Ce procédé lui a permis d’obtenir
une simulation qu’il a baptisé “faux 2 D” et que nous décrivons un peu plus
en détail dans la section 4.4.

e Contrainte réalisée aux nceuds du maillage

ViallixI'pour les lignes de Blochl'et AidI['pour son “faux 2 D”T'ont réalisé
la contrainte de norme constante uniquement aux nceuds du maillage. Ce
choix a l'inconvénient de ne pas réaliser la contrainte partoutl'mais aussi
I’avantage d’autoriser la présence de singularités ou la contrainte n’est pas
réalisée (points de Bloch). Il va de soi que ces singularités ne peuvent pas se
trouver sur un point du maillagel'ce qui introduit une contrainte artificielle.
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e Utilisation des coordonnées sphériques

Pour faire en sorte que la contrainte soit mieux réaliséel’ Aid a pro-
grammé une méthode 3 D utilisant les coordonnées sphériquesl'mais cela
introduit des calculs et des difficultés nombreuses. Nous décrirons cette
approche tres brievement dans la section 4.5.

e Calcul du potentiel d’énergie démagnétisante pour les mé-
moires a lignes de Bloch
Etant données les périodicitésl'on a

we A= {ve H'(PYNL*(P),/
v périodique de période 2a par rapport a x et 2b par rapport a y
et |v] =1 presque partout }

ou P = [—a,a] x [=b,b] X [—¢, ] est la portion de mémoire comprise dans
une “période”.
Introduisons les espaces fonctionnels

Wpl(]RS) = {¢ € Lj (]RB)v VL/) S LQ([_ava] X [_bv b] X ]R)S

loc

et ¢ est périodique de période 2a par rapport a x et 2b par rapport a y }
et

H, = W, (IR)/ IR,
ainsi que le noyau

N, : H, — H'Y*P)

8 ex
b

ou 7 est la normale au bord de P dirigée vers I'extérieur.

L’équation 3.3 donnant le potentiel scalaire peut étre mise sous forme
variationnelle :

/ V-V d:z;dydz—l—/ Ny()v0(n) da—|—47r/ u-Vndedydz=0 VYneH,
P Ul P

ou I'; et I'; sont les faces inférieure et supérieure de P et vo(n) la trace de
n sur le bord de P.

La difficulté de la définition du potentiel ¢ sur tout 'espace a été donc
résolue en l'intégrant sous forme d’un noyau concentré sur les surfaces in-
férieure et supérieure du matériau. L’expression de ce noyau est expliquée

dans [Via90, ch 11.2.5.4, annexe 2.3 et ch VI].
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e Calcul du potentiel d’énergie démagnétisante pour les tétes
magnétiques

Aid a décomposé le potentiel scalaire en la somme d'un potentiel ex-
térieur et d’'un potentiel intérieur [FK90].

Dans un premier tempsl'il a programmé le “faux 2 D” et le 3 DI'en
négligeant le potentiel extérieur. Puisl'en utilisant un noyau intégré sur
toutes les faces du matériauxl'il a programmé le “faux 2 D” avec potentiel
extérieur.

e Nous donnonsl'dans la suite du chapitrel’un apercu du mode de
calcul du potentiel scalaire utilisé par AidI'section 4.2I'puis de la méthode de
descente de I’énergie utilisée pour la premiere fois par Viallix'mais présentée
selon ’approche d’AidI'section 4.3.

¢ Résumé des simplifications utilisées

Mémoires a lignes de Bloch Tétes magnétiques
Périodicité en x et y. Eléments finis quadrangles de de-
Eléments finis quadrangles de de- gré un.
oré un. Décomposition en ¢, et ey
Contrainte aux nceuds du mail-
lage. Contrainte aux neceuds
Calcul du potentiel scalaire a du maillage. Coordonnées
I’aide d’un noyau intégré sur les Intégration sur sphériques.
faces supérieure et inférieure du Iépaisseur.
matériau.
Potentiel
extérieur
] sous forme ]
. Potentiel Potentiel
Maillage . , .. de noyau o
.. Maillage adapté. | extérieur o extérieur
régulier. ol mtegre sur | Lo
négligé. toutes négligé.
les faces du
matériau.
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4.2 Le calcul du potentiel scalaire

e Le potentiel a été décomposé sous la forme :

¢u:¢1‘|’¢2

ol

#1 = 0dans IR\Q

A¢p; = —4rndivu dans Q)
961 = —4mu-n sur Jf)
n

A¢p, = 0 dans Q et dans [R*\Q

[f2] = @1 sur 99
O,
[W] = 0 sur 09

&1 est discontinu a travers dQL'¢, € HY(Q)/IRT'¢py € H' (Q)/IR et ¢, €
WY(IR\Q)/ IR mais pas & W(IR®)/IR [Aid93, p.46].

o ¢ vérifie ’équation variationnelle :

/ Vo, - Vib dedyd= + 47r/ w-Vipdedydz =0 Vb € HY(Q)
Q Q

d’ott I'existence et 1'unicité de ¢, dans H'(Q)/IR [Aid93, p.47].
e L’expression de ¢y sous forme de potentiel double couche associé a

¢1 est donnée par [Aid93, proposition 2.5 p.47] et [DL84, p.351].

o [’énergie démagnétisante se décompose en 2 termes :

Eq(u) = By, (u) + Eg, (u)

avec

—u?
Ey(u) = 5 /Qqul-ud:Jc
—u?

Eg(u) = 5 /Qqug-ud:Jc
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e Nous avons

u 2
Ep(u) = £ [1Voi[de

u; 2
Eoln) = 5= | [Vesf*da

et |Fy,(u)| < Fy, (u) [Aid93, proposition 2.6, 2.7 et 2.8 p. 48-51].

4.3 La méthode de descente de I’énergie

o Cette méthode itérative de minimisation de I’énergie du micromagné-
tisme a été mise au point par Viallix pour les mémoires a lignes de Bloch
[Via90, ch IV, 4.2].

Nous présentons ici la version utilisée par Aid pour la simulation des

tétes magnétiques [Aid93, 11.3 p. 52-62].

e Adimentionalisation : Nous commencons par faire un changement
de variables pour nous ramener a un cube [—1,1]°I'que nous notons encore
Q) (les nouvelles constantes de 1’énergie gardent aussi leurs noms).

e Discrétisation : Il s’agit d’'une méthode d’éléments finis de type
quadrangles qui est adaptée a la forme des tétes magnétiques.

Dans la suitel'T), désignera le maillage de [—1,1]> en parallélépipedes
rectanglesI' N, = {a;, 1 = 1,---, N } U'ensemble des nceuds du maillage. 1ls
sont numérotés dans 1’ordre des x croissantsI'puis des y et des z.

On note {p; }iz1,...n les fonctions continues polynomiales'de degré 1 par
rapport a chaque variable zI'yl'2I'sur chacun des éléments du maillage et
telles que p;(a;) = 6;; pour ¢ et j dans {1,---,n}.

Les espaces d’interpolation sont notés

U, =Vect{p;, i=1,---,N} C H'(Q)NL>=(Q)
de dimension finie NI’

Hy, = Vect{pi, i=1,---,Ni#j}CW'IR?

de dimension finie N — 1.
N

N
L’interpolé de u dans U,> est up = Zu(ai)pi = Zuiptielui de ¢,

N

dans Hj, est ¢, = > ¢y(a;)p; ott Uon a posé ¢,(a;) = 0 pour fixer ¢,['qui
=1

est défini a une constante pres.
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e Le probleme de minimisation sous forme variationnelle est remplacé
par le probleme discret suivant :

Trouver (up, An, ¢n) tels que :

u, € U, A\, € IRN, ¢y, € Hy,

|uh(ai)|:1, \V/izl,"',N

<E&(uh),vh> o s + ZAh(ai)uh(ai) . vh(ai) =0, Yo, € U}?? Vi = 1, ',N
U U

/v¢h-whdx+47r/uh-whdx:o, Vb € H,
Q Q

L’énergie reste la méme que celle définie au paragraphe 3.2.
Nous considéronsl'icil'le cas ou ¢, est pris en compte en entier (¢, =
&1+ &2) et ou la contrainte est réalisée uniquement aux neeuds du maillage.

e Nous allons faire décroitre I’énergie discrete par une méthode de des-

cente.
N

Apres avoir initialisé le vecteur aimantation discrete par ug = E uopil’
=1
N

supposons que nous connaissons l’itéré u,, = E u, p; et calculons I'itéré sui-
=1
N . N .
— g . 3 : _ TN 105
vant w41 = g uy, . p; et la direction de descente D,, = g D! p; al’aide des
relations suivantes :

Vi=1,,Nu, =aui + D, Di-ul, =0et a; =1/1 —|Di|?

Pe
maxior o {IDLP}
e maximal autorisé entre 'aimantation a 'itération n et celle a I'itération
| l aut tre I’ tat I'itérat t cell I'itérat

n+1; et on prend &; = /1 — p|Di |2 et ul,, = au, + pD: [Aid93, p.57].)

Pour simplifier les notationsI'nous notons

(Si |D:| > 1 on pose p=min (1, ) ou p. = sin 6.0, an-

Up41 :aun—l'Dn
D,, doit étre choisie de telle sorte que

Vi=1,-,NDi u =0

En supposant |D! | petite[Aid montre [Aid93, I1.3.1] que ces conditions
sont vérifiées par une direction de descente D, telle que :
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Fu(D,) =inf{ F,(D) | D € (Uy)?, D-w =0Vi=1,---,N}
Vi=1,---,N Dl -ui =0

ou Fy, est une fonctionnelle discrete quadratiquel’développement a 'ordre 2
de Eql'que nous appellerons fonctionnelle de descente dans la suite.

Fy(D) = A} (D, D) + Ly(D)

A (u,v) = A(u,v) + Z{L(uépi) = Atn, uppi) } (u' - 0')
[ Fsifz0
{f}+_{ 0st f<0

Li(v) = L(v) — A(up,v)

Alu,v) = Keen /Q Vu(z) - Vo(x)dx + ]&”ani/gp(u(x)) -plv(z))dx
—%g/Qquu(x) cv(x) de
L(v) = —u,’ /Q H.(x) v(x)dx

D,, vérifie les équations variationnelles suivantes :

Trouver (D,, pt, ¢p,) € U x IRN x Hy tels que :

(4.1) Dl ul=0,Vi=1,--- N

(4.2) AF(D,,vp) + ZMiD; . UZ = Ly(vy), Yo, €U

(4.3) /VDn-Vnhdx+47r/Dn-Vnhd:z;:O, Vi, € Hy
Q Q

Nous présentonsI’dans les sections 4.4 et 4.5I'’écriture matricielle de
la fonctionnelle de descente dans le cas des coordonnées cartésiennes avec
intégration sur I’épaisseurl’puis dans le cas des coordonnées sphériques.

La minimisation de cette fonctionnelle discrete est équivalente a I’inversion
d’un systeme linéairel'probleme que nous abordons dans la partie II.

La justification de cette méthode de descentel’ainsi que sa comparaison
avec une méthode de renormalisation et le calcul du résidul’'sont expliqués

dans Aid [Aid93, p. 58-70].
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4.4 Coordonnées cartésiennes et intégration
sur I’épaisseur

e Cas ou le potentiel extérieur ¢, est négligé

Pour cette simulationl’Aid a supposé que le matériau était un paral-
1élépipede rectangle mince et que ’aimantation était constante selon 1’épais-
seur. Il a intégré le potentiel scalaire selon ’épaisseur (ce dernier n’étant
pas constant sur I’épaisseur). De cette manierel'il a pu se ramener a un
probleme de dimension 2.

Les nouvelles expressions des énergies et du potentiel scalaire sont don-
nées et justifiées dans Aid [Aid93, chlll]. Elles sont du méme type que celles
données au chapitre 3.

La discrétisation et la méthode de descente de 1’énergie utilisées ici sont
exactement celles présentées a la section 4.3. Elles nécessitent la minimi-
sation d’une fonctionnelle de descentel'dont nous donnons une forme ma-

tricielle simplifiée tirée des expressions de Aid [Aid93, ch 111.3.2 p. 106-113].

(4.4) J(x,¢,) = %l’tAl' + %xtthbx —z'b

(4.5) avec Bx = D¢, et Uz =0

ou z est une matrice colonne a 3N lignesI'contenant les coordonnées cartési-
ennes de la direction de descente en chaque point du maillage.

¢, est une matrice colonne a N lignes['contenant le potentiel scalaire
associé a la direction de descente x par la relation linéaire Bax = D¢, 'avec
B une matrice N x 3N et D une matrice N x N symétrique définie positive
(la relation Bx = D¢, correspond a I’équation 4.3).

B= (B By Bs;)['(Bi, By, Bs) matrices N x N avec B3 = 0 pour ce
qui est des tétes magnétiques.

A est une matrice 3N x 3N symétrique définie positive qui correspond
aux termes d’échange et d’anisotropie de Fj,.

A0 0
A=10 Ay 0 |I'(A4, Ay As) matrices N x N s.d.p..
0 0 As

U est une matrice N x 3N qui correspond a la contrainte ul - D! = 0
Vi=1,---,n.

v=(U, U, U)H'(U,U,,U,) matrices N x N diagonales contenant
les coordonnées de I'aimantation a l'itéré n. Dans le cas des tétes magné-
tiquesl'on a toujours U, = 0.

b est une matrice colonne a 3N lignes qui correspond au terme de Zee-
mann de F3}.

Les matrices A1 A" A3l Bl Bl B3 ont tres peu de coefficients non
nuls. Elles ont une stucture bande. La matrice DI'quoique moins creuse
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du fait qu’elle correspond a un noyau intégré sur les surfaces de (I'a une
structure bande. La largeur des bandes en question dépend de 1’éloignement
des noeuds voisins dans la numérotation etl'en ce qui concerne DI'des nceuds
situés sur une meéme face du matériau.

e Cas ou le potentiel extérieur ¢, n’est pas négligé
Icil'la fonctionnelle de descente est de la forme

1 1 1
(46)  J(x.0h62) = Sa'Av+ Sa'Blol+ o' Blel —a'h

(4.7) avec Dp: = Bx, M¢p> = K¢l et Uz =0

ou zI'ATBI'0I'D et U sont du méme type que précédemment.

¢! est une matrice colonne a N lignesI'contenant le potentiel scalaire
intérieur associé a la direction de descente x par la relation linéaire D¢, =
Bz.

@? est une matrice colonne & N lignes contenant le potentiel scalaire
extérieur relié & ¢! par la relation linéaire M¢? = K¢..

La matrice M est N x N s.d.p.I'creusel’a structure bande tandis que la
matrice K est N x N pleine [Aid93, 1] p.76-88, 109-110 et Annexe II].

Nous verronsl'dans la partie III'les différentes méthodes utilisées pour
minimiser ces fonctionnelles oul'de maniere équivalentel'pour résoudre les
systemes linéaires qui leurs sont associés.

4.5 Coordonnées sphériques

o Icil'Aid a utilisé les coordonnées sphériques pour assurer la contrainte
|u| = 1 partout. Ce type de simulation nous a fourni un type de systemes
linéaires simple a résoudre par la méthode développée dans la partie II et
comportant des matrices dont la bandel'plus largel permet d’obtenir des
tests intéressants pour les méthodes d’inversion.

o Lesexpressions des différents termes de ’énergiel'du potentiel scalaire
et le détail de la méthode de descentel’adaptée a ce type de problemel'sont
expliqués dans Aid [Aid93, chIV].

La fonctionnelle de descente sous forme matricielle simplifiée['obtenue a
partir des expressions d’Aid [Aid93 chlV p.131-136]Test la suivantel'dans le

cas sans potentiel extérieur :

1 1
(4.8) J(x,¢,) = §xtA:1; + §xtthbl, —2'b
(4.9) avec Bx = D¢,
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ou x est une matrice colonne a 2N lignesl'contenant les coordonnées sphériques
de la direction de descente en chaque point du maillage.

¢, est une matrice colonne a N lignes['contenant le potentiel scalaire
associé a la direction de descente x par la relation linéaire Bax = D¢, 'avec
B une matrice N x 2N et D une matrice N x N symétrique définie positive.

B =(B1 B;)['(Bi, By) matrices N x N.

A est une matrice 2N x 2N symétrique définie positive.

b est une matrice colonne a 2N lignes.

La encore les matrices AI'B;I'By et D sont creuses et a structure bande.

La simulation du cas avec potentiel extérieur n’a pas pu étre réalisée car
elle nécessitait le calcul d’'une matrice noyau K pleinel'ce qui était trop long
vue la complexité des calculs en coordonnées sphériques.

4.6 Les résultats

Viallix a consacré un chapitre de sa these [Via90, ch VIII] a I'exposé des
résultats obtenus pour la simulation des mémoires a lignes de Bloch. Cette
simulation a été réalisée a 1’aide de la méthode de descente de 1’énergiel’
décrite dans la section 4.31'pour les structures grossiere et a ’aide d’une
méthode de maillage adaptéel'pour les structure fines.

Aid a présenté les résultats de la simulation de tétes magnétiques dans le
chapitre V de sa these. Il a obtenu des résultats significatifs dans le cas des
coordonnées cartésiennes avec intégration sur 1’épaisseur. Cette simulation
a permis de mettre en évidence des structures physiques usuelles observées
au microscope électronique.



Chapitre 5

Conclusion

Nous nous sommes interessésl’ dans cette partiel'a une présentation
générale de la simulation numérique de la structure de "aimantation des
matériaux ferromagnétiques. Cette présentationl’loin d’étre exhaustivel’
avait pour but d’introduire les deux problemes mathématiques traités dans
cette these.

La résolution des systemes linéaires provenant de la minimisation de la
fonctionnelle de descente apparaissant dans la minimisation de ’énergie du
micromagnétismel'que nous traiterons dans la partie II.

Le deuxieme problemel'plus théoriquel'concerne la taille de ’ensemble
des singularités d’une solution du probleme de minimisation de 1’énergie du
micromagnétismel'que nous traiterons dans la partie III.

De nombreuses questions concernant la simulation des matériaux ferro-
magnétiques restent posées. FEn particulier['la modélisation des structures
fines au niveau des parois n’a pas été entierement réalisée. Par ailleursI'des
travaux sont en cours pour ce qui concerne la localisation dynamique des
domaines et des parois [Kha96].






Deuxieme partie

Résolution de systemes
linéaires provenant du
micromagnétisme
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Dans cette partiel'nous nous intéressons a la résolution des systemes
linéaires qui interviennent dans les codes de calcul présenté dans la premiere
partie. Ces systemes apparaissent précisémentla chaque étape de la métho-
de de descente de I’énergiel’au niveau de la minimisation de la fonctionnelle
de descente.

Pour chacun des types de simulations réalisés par AidI'nous donnonsI'au
chapitre 1I'la fonctionnelle de descente discrétiséelpuis les systemes linéaires
qu’il est nécessaire de résoudre pour faire décroitre cette fonctionnelle.

Dans le second chapitrel'nous présentons les méthodes que nous avons
adaptées pour résoudre les différents systemes. Le principal intérét de ces
méthodes est d’assurer la décroissance de la fonctionnelle de descente a
chaque itérationI'si bien que nous pouvons arréter les itérations a n’importe
quel momentlen étant certain de faire décroitre la fonctionnelle de descente.

Enfin'dans le troisieme chapitrel’'nous comparons les performances de
nos méthodes avec celles de quelques algorithmes classiques.

Dans toute cette partiel'n désigne le nombre de nceuds du maillage.



Chapitre 1

Les systemes linéaires a
résoudre

1.1 Cas des coordonnées sphériques, sans
potentiel extérieur

ChronologiquementI'cet ensemble de simplificationsI'plus difficile a met-
tre en ceuvrel'a été utilisé par Aid apres ’ensemble “coordonnées cartésien-
nes-intégration sur 1’épaisseur-sans potentiel extérieur”. Néanmoinsl'il est
plus simple a présenter d’un point de vue matriciel (3 degrés de liberté au
lieu de 5) et la résolution de son systeme associé est a la base de la résolu-
tion des types de systemes associés aux autres ensembles de simplifications
envisages.

Comme nous ’avons vu dans la premiere partiel'section 4.5'la fonction-
nelle de descente discrétiséel'qu’il faut faire décroitre a chaque étape de la
méthode de descente de I’énergiel'peut s’écrire de la fagon suivante :

(L1) J(x,¢s) = 32'Ax+ t2'B'¢, —a'b
' avec Bx = Do,

ou A est une matrice 2n x 2n symétrique définie positivel' B une matrice
nx2nl'D une matrice n xn symétrique définie positivel'x et b les coordonnées
sphériques de la direction de descente et du second membrel'g,. le potentiel
scalaire associé a .

La signification de ces matrices est donnée en (II'4.5) etI'pour plus de
précisionl'dans [Aid93, ch IV].

Toutes les matrices qui interviennent sont creuses.

Nous envisageons deux techniques pour minimiser cette fonctionnelle.
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La premiere consiste a réécrire la fonctionnelle en tenant compte de la
relation Bax = D¢, pour éliminer 'inconnue ¢,. Nous avons alors :

1 1
J(x)=J(x,¢,) = §xtA:1; + §xtBtD_lB:1; —2'b

Le minimum de cette fonctionnelle en = est atteint en T solution du

systeme :
(1.2) (A+ B'D'B)z = b
Pour la deuxieme techniquel'nous considérons la relation Bax = Do,
comme une contrainte et nous utilisons le théoreme des multiplicateurs de
Lagrange.
Nous obtenons alors le systeme :
A 0 B! x b
0 D =D ¢ | =10
B -D 0 A 0

Puis nous éliminons les multiplicateurs de Lagrange A et nous obtenons
le systeme :

A B! x b
(13) (5 p) ()= ()
dont la solution minimise la fonctionnelle J sous la contrainte Bx = Dg,..

La résolution du systeme 1.2 peut se faire grace a ’algorithme du gradi-
ent conjuguél'puisque la matrice A+B'D™1 B est symétrique définie positive.
Cette méthode a ’avantage d’assurer la décroissance de la fonctionnelle de
descente J. Nous verrons en (III'2.1) que cette méthode est équivalente
a I'algorithme du gradient conjugué préconditionnél’avec un précondition-
nement adaptélappliquée au systeme 1.3'bien que la matrice de ce systeme
ne soit pas symétrique définie positive. La encorel'la décroissance de la
fonctionnelle de descente J est assurée.
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1.2 Cas des coordonnées cartésiennes, avec
intégration sur D’épaisseur et sans po-
tentiel extérieur

La fonctionnelle de descente est ici :

1 1
Sz, ¢,) = §xtA:1; + §xtthbl, —z'b
avec Be = D¢, et Uz =0

(1.4)

ou A est une matrice 3n x 3n symétrique définie positivel' B une matrice
n X 3nl'D une matrice n X n symétrique définie positivel'U est une matrice
formée de trois blocs n x n diagonaux dont les coefficients sont les coor-
données cartésiennes de 'aimantation a 'itéré précédent (de la méthode de
descente de I’énergie)l'x et b les coordonnées cartésiennes de la direction de
descente et du second membrel'g, le potentiel scalaire associé a .

La signification de ces matrices est donnée en (II'4.4) etI'pour plus de
précisionl'dans Aid [Aid93, ch I11].

La encorel'les matrices qui interviennent sont creuses.

L’utilisation du théoreme des multiplicateurs de Lagrange avec les con-
traintes Bx = D¢, et Uz = 0I'puis I’élimination des multiplicateurs associés
a Bx = D¢, donnent le systeme :

A Bt U z b
(1.5) B =D 0 o | =10
U 0 0 A 0

ou A, est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte Uz = 0.
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1.3 Cas des coordonnées cartésiennes, avec
intégration sur ’épaisseur et avec po-
tentiel extérieur

Quand on considere le potentiel extérieurlon est obligé de faire intervenir
une matrice KI'n x n pleinel'qui représente le noyau intégré sur les faces
du cube [0,1]°.

Avec les méme notations qu’au 1.2I'nous écrivons la fonctionnelle de
descente :

1 1 1
(1.6) J', oL, P2 = 53;%:1; + 5:1;’53%; + §xtB’f¢§ — '

avec ¢. = D7! Bz le potentiel intérieur et ¢* le potentiel extérieur relié a
¢! par la relation M¢? = K¢lT'ott M est une matrice n x n symétrique
définie positive creuse et Uz = 0.

Nous réécrivons la fonctionnelle J” :

J"x) =J"x, ¢, 9%) = a'Ax+ 22'B'D7 ' Ba + 22! BPM 'K D™ Ba — 2'b

J"x) = %l’tAl' + %l’tBtD_lBl'
(1.7)
+L(ABIMTUK DB + LBID KM B — b

Et apres utilisation du théoreme des multiplicateurs de Lagrange et éli-
mination des multiplicateurs associés aux contraintes Bx = Dg! et
M¢? = K¢! ainsi que de I'inconnue ¢?I'nous obtenons le systeme :

A BUA+IM7'K 41D K'M— D] Ut [ 2 b
(1.8) | B -D 0 |]e|=]0
U 0 0/ \\ 0

ou A, est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte Uz = 0.
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Résolution des systemes

2.1 Cas des coordonnées sphériques, sans
potentiel extérieur

2.1.1 Gradient Conjugué Préconditionné sur le sys-
téeme (1.3)

Le systeme (1.2) peut étre résolu grace a 'algorithme du gradient con-
jugué préconditionné car la matrice A + B'D™'B est symétrique définie
positive. Nous notons Pl'un préconditionnement de cette matrice et nous
appliquons D’algorithme B.4 donné en annexe avec M = A+ B'D7'B. Le
préconditionneur P utilisé sera précisé dans la section 2.1.2.

Dans le code de simulation des tétes magnétiquesI'nous avons besoinl’
de toute faconl'd’inverser la matrice DD pour calculer le potentiel scalaire
démagnétisant de I"aimantation. Cette inversion de D est réalisée a 1’aide
d’une méthode directe : la décomposition de Crout complete de la matrice
D (voir Annexe A.1). Nous avons donc a notre disposition la décomposition
de Crout D = AAA* ot A est triangulaire inférieure a diagonale unité et A
est diagonale.

La multiplication de M par un vecteur v se fera de la maniere suivante :
calcul de Bvl'calcul de D! Bv grace a la décomposition de Crout de DI’
calcul de B*D~1' BvIl'calcul de AvIl'calcul de Av + B'D~' Bw.
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L’algorithme obtenu est le suivant :

Algorithme 2.1 (PCG sur (1.2))

To choisi

ro = b—(A+ B'D™'B)axg
n = Plrg

Po = 20

(ri, 2i)

“ (A+ B'D ' B)pi, pr)
Tipr = T+ agp;

rig1 = T — OéZ(A + BtD_lB)pi
zp1 = Plrig

5' _ (Zz'+1, 7“2'-|-1)

Z (2i,73)

pi+1 = Zig1 + Bipi

Nous démontrons dans la section 2.1.3 que la fonctionnelle de descente
1.1 décroit a chaque itération.

2.1.2 Gradient Conjugué Préconditionné Spécial Mi-
cromagnétisme sur le sytéeme (1.4)

Pour des raisons de commodité de programmation et de précision des
calculsI'nous avons appliqué 'algorithme du gradient conjugué précondi-
. , . . L A B!
tionné au systeme 1.3 bien que sa matrice A = (B D

symétrique définie positive. Nous verrons que 'utilisation d’une matrice
H J
J K

algorithme algébriquement équivalent a I’algorithme 2.1.

) ne soit pas

de préconditionnement P d’inverse P~! = ( ) permet d’obtenir un
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Dans un premier tempsl'nous obtenons ’algorithme suivant :

Algorithme 2.2 (PCG sur (1.3))
(or
Do

(4
(5
(

po

choist

)
% - -G D)) O )
)

o

- () ()
JT0—|—I(¢TO

-

=)

RSELS
()

()
(<B —D)(q]bo;i)’(j;))

(ris 2i) + (&5 02
(Api + Btﬁbpmpi) + (Bpi - D¢pm¢pi)
+ a;p; )

) = ()= (2 (o e,
) = GG 200 =G o0
() = () (Bt

(< Zz—l—l ) (rz—l—l ))
¢Zi+1 7 ¢m+1 _ (Ti+1, Zi-l-l) + (¢m+1v¢zz‘+1)

a5 =

G s
(£+) = (¢+)+ﬂ<¢) :<¢+ igg)

Orlen supposant : ¢,, = D™ Bxg
et : J=D'BHT

nous montrons par récurrence que :

(2.1) ¢, = D™ 'Buz;, Dpi = D™ 'Bp;, ¢, = D7 Bz; et ¢r, =0
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Nous obtenons alors ’algorithme
Algorithme 2.3 (SMPCGQG)

To choisi

beo = D_IBJ?O

( To ) . (b— (A BtD_lB)l’o)
Prg B

(2) = (o)

() = ()

' (ri, 2)
i (A+ B'D'B)p., i)
(wi—l—l ) — ( xz"'azpz )
¢xi+1 Gu; + prz
Titl B (rZ —o;(A+ BtD_lB)pi)
¢M+1
Zi41 . ( Hrl-l—l )
¢Zi+1 B 1BH Tit1
6' _ 2—|—17 Zz—l—l)

yoe
(o) = (ian)

qui est algébriquement équivalent a I’algorithme 2.1 en supposant H = P!
et en faisant abstraction des ¢ qui n’interviennent pas dans les calculs des
autres variables.

Si nous supposons que P est symétrique définie positivel' I’algorithme
converge donc.

Nous pouvons expliciter P.
Par exemple :

P (P— B'D™'B B! )
N B -D
d’inverse
P 1 P lBtD 1
(D‘lBP_1 D='BP-IB'D™! — D‘l)
Démonstration :
Notons H = P~
Nous savons que la relation J = D 'BH = D 'BP~! est nécessaire

pour établir les relations (2.1).
Donc

ﬁ—l B ( P—l P—lBtD—l )
A\ D lppt K
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Nous posons :

~ P—-L M
P‘( M N)

Avec PP~' = I nous obtenons :
a) Iy, — LP~' 4+ M'D™'BP~' = [,
b) B'D™' — LP™'B'D™' + M'K =0
c) MP~' + ND™'BP™' =0
d) MP'B'D™' + NK =1,
a) L=M'D™'B
c) M=—-ND"'B
b) MY(D'BP™'B'D™' — K)= B'D™!
d) N(D'BP™'B'D™' - K)= -1,
Le choix de K est libre car cette matrice n’intervient pas dans 1’algorithme.
Nous pouvonsI'par exemplel'poser D™'BP'B'D™! — K = D!
ie. K =D YBP'B'D™' - L,).

Nous obtenons alors :

M!'=B' ie.

I
|
T

M
N
et L

Ainsi la matrice :

~ (P—BtD_lB B! )

d’inverse
P! P 1B!D!
(D_IBP_1 D 'BPIB!D-! — D‘l)
convient. m

e Le préconditionnement P devrait étre choisi de maniere a ce que
P soit proche de A + B'D~!BI'mais comme nous ne connaissons pas les
coefficients de cette matricel'nous choisissons de prendre P proche de A.
Dans tous les tests du chapitre 3I'nous avons pris pour P la décomposition
incomplete de Crout de la matrice A.

Un simple calcul permet de constater qu’avec ce choix de PI'la matrice

P est proche de A.
P~Y(A+ B'D™'B) 0 )

P 1A=
D_IB(P_I(A + BtD_lB) — ]N) Iy
et
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(A+ B'D'B)P~' ((A+ B'D'B)P~' — I,)B'D"!
/I]B—l _
0 Iy

e En faitI'pour prendre en compte le fait que les relations 2.1 ne sont
pas numériquement exactesI'nous calculons toujours sous cette forme :

o = (3 %) (2)(2)
o) = (40 )(50)
Tit1 A ! i
(¢) - (%)‘“l(B ¥ )(5)
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En définitivell’algorithme que nous appliquons est le suivantI'dans lequel
P désigne la factorisation incomplete de Crout de la matrice A.

Algorithme 2.4 (SMPCGQG)

To choisi
beo = D_IBJ?O
T“ ) -1()
= — A
(n) = (o) -7(a
{ 20 = P_ITO
szo = D_IBZO

(2) - ()

(o) = G+ (3)
() = (G) =3

-1

{Zi—l—l = P Tit1
_ -1

Gupy = D'Bzig

(). ()
G

(o) = )+ (3)

Nous montronsl'dans la section suivantel'que cet algorithme fait décroitre

la fonctionnelle de descente a chaque itération.
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2.1.3 Décroissance de la fonctionnelle

Nous avons donc obtenu deux algorithmes équivalents 2.1 et 2.4 qui con-
vergent vers la solution du probleme de minimisation 1.1. Nous démontrons
qu’en fait la fonctionnelle J décroit a chaque étape de I'un ou 'autre de ces
deux algorithmes. C’est-a-dire que pour tout 7 > 0 nous avons :

‘](xi+17¢90i+1) = j(xi-l-l) < ‘](x“qbl’z) = j(xl)
Démonstration :
En effet
J(xi-l—17 ¢x,‘+1) — J(xl —I_ oy Piy qbl’z —I_ QY qbpz)
1 1
= 5(:1;2 + ozipi)tA (x; + aipi) + 5(:1?2 + Oéipi)tBt (¢w; + i By,
— (i + a; p;)'h
L, Loy ¢ ¢ Ly,
= 5:1;2»14:1;2' + -, B¢y, — ;b + aup; Az + —aip; Ap;

2" 2
1 1 1
‘|‘§Oéi$§Bt¢pi + §Oziprtqu + _O‘zzprtqbpi - O‘ipfb
¢ Ly,
= J(Slfn bel) + a;p; Az + Saip; Ap;

2 K3
1 1 1
—|—§ozi:1;thD_pri + §oziprtD_lB:1;¢ + §ozfprtD_pri
—Oéipfb
= J(l'iv bez)

1
+a; [ﬁoqpf(A + B'D7'B)p; + pl(A+ B'D7'B)x; — pib

1
= J(xi,¢z) + [ﬁrf Py — pir;
1
= J(:ﬁ“ qbl’,) — 50{27"5 P_lri

i P < - o
Or o; = (i, ri) > 0 car A et P7! sont symétriques définies

ag)(G)
positives.

Done J(xip1, ¢ripy) < J(2i,¢2,). (Pour obtenir la gieme égalité nous

, , ; b < T
avons montré par récurrence que (; = (0) —A (5 ) et donc pf(A +

R i ) ( . )= st u
Pe T
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2.2 Cas des coordonnées cartésiennes, avec
intégration sur D’épaisseur et sans po-
tentiel extérieur

2.2.1 Méthode d’expansion couplée avec SMPCG

Nous utilisons ici la méthode d’expansion de Lou et Sameh [LS93] que
nous décrivons en annexe C.

Nous reprenons les notations de cette annexe.

Précisons d’abord la forme du systeme 1.5.

Ay 0 0 B U\ [ by
0 A, 0 B, U, || by
(2.2) 0 0 As B, 0 ||as|=]0s
By B, By =D 0 || ¢ 0
U, U, 0 0 0/ \\ 0

ou A1I'A3T'As et D sont n x n symétriques définies positivesI'U, et U, sont
diagonales et Umz + Uw2 =1pourl <1< n.

Nous ne traitons ici que le cas ou "aimantation u n’a pas de composante
verticale u,l'ce qui est le cas pour les tétes magnétiques envisagées.

Notons U, et ﬁy les matrices diagonales n x nl'dont les coefficients
vérifient :

Tpi = —
{ i Yot st Uy =0

U,i=0
ﬁl’,i =0 .
{ Ui = _Uii st Uy #0

Nous avons fait plusieurs essais de décomposition par blocs pour trouver
une matrice £ 3n x 4nl'qui soit facile a inverser et telle que la matrice G soit
calculable et facile a inverser. Nous avons finalement choisi une matrice £
ne contenant que des blocs diagonaux et telle que le systeme de matrice GG a
inverser dans la méthode d’expansion soit du type 1.3. Nous pouvons donc
résoudre ce systeme grace a la méthode de gradient conjugué préconditionné
de l'algorithme 2.4.
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Finalement nous avons :

Us U, 0 0\ v, -U, 00
(C)*__ v, v, o 0| _|-U. U 00
B 10 0 I 0 N 0 0 I 0
0O 0 0 1[I 0 0o 0 I
ou [ est la matrice identité n X n.
Nous remarquons que U,U, — U, U, = 1.
U, —U, 0 0
_ -U, U, 0 0
t t 1 _ y z
(¢t B = 0 0 I 0
0 0o 0 7

A 0 0 B
0 A, 0 B
0 0 As B!
By By, Bs —D

M =

Nous pouvons calculer

_ cN\ !
t ty—1 _
(ct B M(E) —

U, A0, + U AU, —U,AU, — U AU, 0 U,BL— U, B}
—~U, AU, — U, AU, UAU, +U AU, 0 U,B,—U,B!
0 0 As Bl
B\U, — B,U, ByU, — B,U, Bs —-D

La matrice G est de la forme

U,A U, + U, AU, 0 U,BL—U,B!
ByU, — BiU,  Bs —-D

Nous remarquons que U, A U, + U, AU, est symétrique définie positivel’
donc la matrice GG est du méme type que la matrice du systeme 1.3.
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L’algorithme de la méthode d’expansion pour le systeme 2.2 est le sui-
vant.

Algorithme 2.5 (méthode d’expansion)

v = ﬁybl—ﬁxbz

(Z) Uy = _bel + Ube
V3 = bg
W _bel —|— Uxbz
(i) Résoudre le systéme G | wy | = bs
05} 0
1 — ywl
Lo Uszin

(iii) =

T3 w2

be w3

Le systeme résolu a la seconde étape de 'algorithme est du type 1.3.
Nous pouvons donc appliquer I'algorithme de gradient conjugué précondi-
tionné 2.4 a sa résolution.

Il est inutile de former la matrice (. Nous formons seulement la ma-

trice 4 — (UyAlUy + U AU, 0

0 Az
incomplete de Crout P qui servira de préconditionneur pour I'inversion du
systeme (ii) de la méthode d’expansion. Puis nous calculons les produits
des matrices ByU, — B1U, et U, B% —U, B! par des vecteurs en décomposant

) dont nous calculons la décomposition

les calculs.

La méthode d’expansionl'avec résolution du systeme de matrice G par
I’algorithme SMPCG 2.4T'converge vers la solution du probleme de minimi-
sation de la fonctionnelle J' sous les contraintes ¢, = D1 Ba et Uz = 0.

Nous allons voirl'dans la section suivantel'que la fonctionnelle J’ décroit
quel que soit le pas auquel nous nous arrétons dans 1’algorithme SMPCG
d’inversion du systeme (41).
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2.2.2 Décroissance de la fonctionnelle

Nous montrons que si nous arrétons les itérations dans l'inversion du
systeme (¢7) par I'algorithme SMPCG 2.41'a n’importe quel momentlalors la
fonctionnelle J' décroit. C’est-a-dire quel'si nous notons (&1, €2, ¥3,, P, )
le vecteur obtenu par la méthode d’expansion avec seulement ¢ itérations
dans I'inversion du systeme (i¢)lalors J'(2i41, bo,y, ) < J' (24, Oa; ).

Démonstration :

En effetI'nous avons vu a la section 2.1.3 quel’si ’'on note (wy ;, w2 ;,ws ;) le

i®M€ itéré de I'inversion du systeme (77)nous avons J(wy 41, w211, wWai41) <

J(w1 4, wai,ws ;) ot J est la fonctionnelle définie par :

1 .
Sononos) = 3(2) ()
t
;) (BU, — BiU, Bs) D™ (ByU, — B,U, Bg)<

)f (—bel + Ube)
b

w1

w2

= %(wi(UyAlUy + Up AyUp wy + whAsw; 4+ wiDuws)
—wy (=Uyby + Uyby) — wibs

= %($§A1$1 + b Agzy + b Asas + &' Do)
— by — xbby — b3

= %(l’tAl' +2'B'¢,) — x'b

= J'(z,é;)

Nous avons donc

Jl(xi—l—la ¢$i+1) — J(wl,i—l—hw?,i—l—lvw&i—l—l) S J(wl,i7w2,i7w3,i) — Jl(xiv qbac,)
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2.2.3 Pénalisation couplée avec SMPCG

Une autre facon de nous ramener a un systeme du type 1.3I'a partir
d’un systeme du type 1.5consiste a pénaliser le bloc inférieur droit.
Le nouveau systeme a résoudre est :

A B! Ut z b
(2.3) B —-D 0 b | =10
U o0 —ef Az 0

ou ¢ est un réel positif.
Nous notons A. la matrice de ce systeme.
Comme précédemment nous exhibons une matrice de préconditionnement :

1
P-BD'B--UU B U

&
Pe = B -D7' 0

U 0 —el

dont l'inverse est :

P! P~'B'D™! lP_lU"‘
€
~ 1
pP~'=| D'BP' D'BP-'B'D'—D"'! —D'BP'U!
€
1 1 1 1
-upt -UP~'B'D™! —2UP_1U"‘ — =1
€ € € €

Le calcul de ces matrices se fait comme dans la section 2.1.2.

L’algorithme SMPCG 2.4 appliqué a ce systeme avec la matrice de pré-
conditionnement P.I converge algébriquement vers la solution du systéme
2.3.

Néanmoinslle conditionnement de la matrice %L est trés mauvais a cause
de ¢ qui doit étre tres petit pour approcher la solution du systeme 1.5. La
convergence est donc tres lentel'comme nous le verrons au chapitre 3. De
plusl'les propriétés de minimisation de la méthode précédente ne sont plus
du tout vérifiées. Pour toutes ces raisonsl'cet algorithme n’est pas intéres-
sant. Nous en donnons tout de méme une version (celle qui est utilisée dans
les tests du chapitre 3) car chronologiquementI'c’est la premiere méthode
“nouvelle” que nous avons utilisée pour résoudre des systemes provenant du
micromagnétisme.
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Algorithme 2.6 (SMPCGQG)

Lo
Paqg
Az

Pit+1
¢pi+1
)‘pz‘+1

choist

D_IBJ?O
1

_Ul’o

S

&
Tt i1
( ¢Ti+1 9 ¢Zi+1 )
)‘m‘+1 )\Zi+1
()
A, X,

i+l Pi
¢Zi+1 + ﬁl pr,'
)\Zi-l-l )\pi
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2.3 Cas des coordonnées cartésiennes, avec
intégration sur ’épaisseur et avec po-
tentiel extérieur

La encorel'nous allons utiliser la méthode d’expansion de Lou et Sameh
[LS93] décrite en annexe CI couplée avec une méthode de gradient con-
jugué préconditionné. Mais comme la matrice du systeme 1.8 n’est pas
symétriquel'nous allons devoir revoir tout le processus.

Tout d’abordl'remarquons que la matrice A 4+ B‘L[D_1 + %ZW_IKD_1 +
%D‘thM_l]B qui apparait a la section 1.3'dans ’expression de la fonc-
tionnelle J” dont 'expression est donnée par 1.71"est symétrique définie
positive. Cela provient du fait que la fonctionnelle 7" exprime une énergie

positive (section 1.4.3 et [Aid93, ch III]).

Précisons maintenant la forme du systeme 1.8.

A0 0 Zy U

8
8

N
<

ey

0 A, 0 Zy U, || by
(2.4) 0 0 As Zs 0 ||as|=]0s
By B, By =D 0 || ¢ 0
U, U, 0 0 0 A 0

avec A1I' A;I' Az et D sont n x n symétriques définies positivesI'U,, et U,
sont diagonales et Umz + Uw2 =1 pour 1 <7< n.

Z; = BI[I + %M_IK + %D‘llx"tM_lD] = B'H
A nouveaul'nous ne traitons que le cas ou 'aimantation v n’a pas de
composante verticale u,.

Nous appliquons au systeme 2.41'la méthode d’expansion avec ﬁwFﬁy et

(C) définies comme dans la section 2.2.1.

E
La matrice M est maintenant :
A0 0 Z
10 Ay 0 Zs
M = 0 0 A; Zs
B, By, By —-D
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Nous calculons

(szﬁrhw<g>4:

U, AU, + U AU, —U, AU, — U AU, 0 U2y — U2y
—U, AU, — U AU, U AU, + U AU, 0 UpZy — Uy 2,y
0 0 As Z3

BU, — ByU, B,U, — BU, Bs —D
Donc la matrice G est de la forme

U,AU, + U, AU, 0 UpZy— U2,
G = 0 A3 Z3
B,U, — BiU, B —D

L’algorithme de la méthode d’expansion pour le systeme 2.4 est le méme
qu’a la section 2.2.1.

Algorithme 2.7 (méthode d’expansion)

v = ﬁybl—ﬁxbz
(Z) V2 = —bel—|—U$62

V3 = bg
W _bel —|— Uxbz
(i) Résoudre le systéme G | wy | = bs
05} 0
1 — ywl
Ty | Uz
(ii1) v | = o

be w3

Le systeme résolu a la seconde étape de I’algorithme est du type suivant :

= o(z) - (3

ou la matrice GG est de la forme :

A R'H
GZ(J% —D)
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Le systeme 2.5 est équivalent au systeme

(A+ RIHD'R)w = 8
(2:6) { v = D 'Rw

La matrice A + R'HD'R est symétrique définie positive. Nous pou-
vons donc appliquer 1’algorithme du gradient conjugué préconditionné a la
résolution du systeme 2.6 avec comme préconditionneurl'la décomposition
incompléete de Crout de la matrice A.

Il est évidemment inutile et beaucoup trop cotiteux de former les matri-
v, AU, +UAU,;, 0O

o )
dont nous calculons la décomposition incomplete de Crout P qui servira de
préconditionneur pour l'inversion du systeme 2.6. Puis nous calculons les

ces G et H. Nous formons seulement la matrice A = (

produits matrices vecteurs nécessaires en décomposant les calculs.

Nous remarquons que la fonctionnelle qui décroitl'quand nous appliquons
I’algorithme du gradient conjugué préconditionné au systeme 2.6I'est

%wt/lw + %thtH;/) —w'B = J"x,¢.)

C’est-a-dire exactement la fonctionnelle J” que nous devions faire dé-
croitre.

Nous avons donc a notre disposition un algorithme qui converge vers
le minimum de la fonctionnelle a faire décroitre. De plusl'nous pouvons
I’arréter a n’importe quel momentl'au niveau de l'inversion du systeme 2.6I"
en étant assuré de faire décroitre la fonctionnelle.

Par contrel'nous verrons au chapitre 3 qu’en pratique la convergence de
cet algorithme est lentel'probablement a cause du mauvais conditionnement
du systeme 2.6.



Chapitre 3

Tests numériques

Nous avons testé un certain nombre de méthodes d’inversion de systemes
pour comparer leurs performances avec celles de nos algorithmes. Nous les
avons appliquées sur le systeme 1.3 pour le cas des coordonnées sphériquesl’
sans potentiel extérieur (3D); sur le systeme 1.5 pour le cas des coordonnées
cartésienneslavec intégration sur ’épaisseur et sans potentiel extérieur (2D).
Pour ce qui est du cas des coordonnées cartésiennesl'avec intégration sur
I’épaisseur et avec potentiel extérieur'nous ne pouvons pas former la matrice
complete parce que la matrice K est pleine. Nous ne présentons doncl'pour
ce casl'que les résultats de la méthode d’expansionl'couplée avec I’algorithme
du gradient conjugué préconditionnél'présentée dans la section 2.2.3.

Tous les tests ont été réalisés sur une machine SUN SPARK 10 au LETT.
Nous avons utilisé le langage FORTRAN 77 et les réels ont été pris en double
précision. Dans toutes les méthodes itératives utiliséesI'l'initialisation est
faite par le vecteur nul.

3.1 Les autres algorithmes testés

e Quand le maillage était suffisamment grossierl'nous avons pu im-
plémenter une méthode directe : la méthode de Crout (CROUT). Cest
d’ailleurs la premiere méthode d’inversion de systeme qui a été utilisée dans
les codes de simulation du micromagnétisme développés au LETI. Nous
décrivons cette méthode dans ’annexe A.1.

Cette méthode a le gros inconvénient de remplir le profil de la matricel’
ce qui pose des problemes de place mémoire et de temps de calculs quand
le maillage devient fin. En faitl'les problemes se posent surtout en 3D et
quand nous utilisons en 2DI'un maillage avec autant de mailles dans les
deux dimensions du plan.
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o Bien que les matrices des systemes 1.3 et 1.5 ne soient pas symétriques
définies positives'nous avons programmé un algorithme de gradient con-
jugué préconditionné simplement par la décomposition incomplete de Crout
de la matrice du systeme complet (PCGCROUTT voir annexe B). Cet algo-
rithtme a souvent donné de bons résultats mais il a I'inconvénient de ne pas
minimiser la fonctionnelle de descente a chaque itération et surtout d’avoir
un résidu tres irrégulier.

e Pour implémenter des méthodes pour matrices non symétriques mais
a partie symétriquel’définie positivel'nous avons du rendre les matrices des
systemes non symétriques. Cela s’est fait en multipliant les blocs inférieurs
des matrices par —1. Les nouvelles matrices obtenues sont :

A B A B U
(—B D ) pourle3Det | =B D 0 | pour le 2D.
-U 0 0

Le préconditionneur utilisé est toujours une décomposition incomplete
de Gauss de la matrice entiere.

e Nous avons implémenté deux méthodes itératives dérivées de 1’algori-
thme du gradient biconjugué (Bi-CG) : le gradient conjugué accéléré (CGS)
[Son89] et le gradient biconjugué stabilisé (Bi-CGStab) [Vdv92]. Pour un

apercu de ces méthodes voir I’annexe B.4.

e Nous avonsl'enfin['implémenté I’algorithme du résidu minimal géné-
ralisé avec redémarrage au bout de k pas (GMRES(k)) [SS86] et annexe
B.5.

o Ces méthodes pour matrices non symétriques nécessitent le stockage
des coefficients non nuls de la matrice sous forme non symétriquelainsi que
de leur décomposition incomplete de Gauss qui prend autant de place. Pour
GMRES(K)Tl faut rajouter le stockage de k directions de descente.

La convergence de ces algorithmes n’est pas toujours atteinte. Elle
dépend énormément du conditionnement du systeme et probablement aussi
de l'initialisation. Mis a part celui de GMRESI'les résidus sont tres ir-
réguliersI'Bi-CGStab étant réputé plus régulier que CGS. Enfin['aucune de
ces méthodes ne fait décroitre la fonctionnelle de descente. Nous sommes
doncl'de toute fagonIl'obligés d’attendre d’avoir atteint une précision suf-
fisante pour étre stirs d’approcher la solution du systeme et donc la solution
du probleme de minimisation.
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3.2 Cas des coordonnées sphériques, sans
potentiel extérieur

Pour ce cas['toutes les méthodes ont pu étre testées.

Nous donnons un premier tableau de résultats pour un maillage 4.10.20
relativement grossier. Les explications des résultats apparaissant dans le
tableau sont données ci-dessous. Tous les autres tableaux sont construits

de la méme facon.

Table 3.1: Maillage 4.10.201"

Dimension de la matrice : 2 4000

Coefficients non nuls : 74 165
méthode préparation élts stockés itér. | durée itér. précision | durée totale
CROUT 177237 12024017 17 21071 | 177237
PCGCROUT 17 74165 25 37 1.1078 47
SMPCG A07 A 33280 | 21 37 6.107% 37
Do0” D 34673
ILUBi-CGStab 267 145930 | 16 47 2.107° 307
ILUCGS 267 145930 | 18 57 3.107% 317
CGS 145930 | 501 56 7 6.107% 56 7
GMRES 267 145930
(k = 23) 55200 23 47 9.107% 307

préparation Durée des étapes préliminaires a la résolution du systeme. 1l s’agitl’
pour CROUTT'd’une décomposition complete de Crout de la matrice com-
pletel'pour PCGCROUTT de la décomposition incomplete de Crout de la
meéme matricel'pour ILUBi-CGStabl'ILUCGS et GMRESI'de la décompo-

sition incomplete de Gauss de la matrice non symétrique.

élts stockés Nombre de coefficients non nuls a stocker en plus des coefficients
non nuls de la matrice ellee-méme : profil de la matrice pour CROUTT'nom-
bre de coefficients non nuls de la matrice pour PCGCROUTT nombre de
coefficients non nuls de la matrice A et profil de la matrice D pour SM-
PCGI'nombre de coefficients non nuls de la matrice non symétrique pour
les autre méthodes et nombre de coefficients des k directions de descente
stockées pour GMRES(k). 1l est a noter que nous devons de toutes facon
stocker la matrice D pour calculer I’énergie démagnétisante.

iter. Nombre d’itérations (k fois un nombre entier pour GMRES(k)).

durée itér. Durée des itérations.

|b—M |
lo . . .
second membre du systeme et ) est 'approximation de la solution donnée

par 'algorithme).

précision Précision réellement atteinte ( ou M et b sont la matrice et le
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Le tableau suivant donne les résultats des tests pour un maillage plus

fin.

Table 3.2: Maillage 5.20.401"
Dimension de la matrice : 12 0000
Coeflicients non nuls : 400 723

méthode préparation | élts stockés | itér. | durée itér. | précision | durée totale
CROUT - 11340728
PCGCROUT 77 400723 63 437 7.1078 507
SMPCG A4 A 181783 | 49 437 8.1078 577

D107 | D 416193
ILUBi-CGStab | 27407 789 446 41 | 1727 [ 51078 | 37427
ILUCGS 27407 789 446 55 | 17247 | 1078 4747

CGS 780446 | 924 (97427 [8.1078 | 97427
GMRES 27407 | 789446
(k = 61) 732000 | 61 | 1717 [7.1078 | 3741

o Les courbes de résidus suivantes montrent que SMPCG a le com-
portement le plus régulier. Remarquons que les durées de chaque itération
sont tres différentes selon les méthodes.

Figure 3.1: Courbes de précision pour le maillage 5.20.40

o Les tables 3.1 et 3.2 montrent que PCGCROUT et SMPCG ont des
temps de calculs divisés par 4 par rapport a ceux des autres méthodes
préconditionnées. Le stockage est aussi bien moins important.

o La figure 3.1 nous permet de voir que SMPCG est la seule méthode
dont le résidu décroit vraiment régulierement. En particulier['le résidu de
PCGCROUT a un comportement tres irrégulier. De plusl'dans de nombreux
cas non illustrés icil'cette méthode ne converge pas.
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o Les tableaux et la figure qui suivent font ressortir l'influencel sur
le conditionnement du systemel'de deux parametres du code de calcul :
I’aimantation initiale et le champ appliqué. Nous voyons que la régularité
de la méthode SMPCGI'qui converge a coup str en peu d’itérationsI'rend

cette méthode plus fiable que PCGCROUT.

Table 3.3: Maillage 3.20.601"
Dimension de la matrice : 10 8000
Coeflicients non nuls : 327 030.

Avec une magnétisation initiale constante et sans champ appliqué.

méthode préparation élts stockés itér. | durée itér. | précision | durée totale

PCGCROUT 57 327030 | 48 277 8.107# 327
SMPCG A27 | A147637 | 38 247 7.1078 297
D37 | D 228653

Table 3.4: Maillage 3.20.601"
Dimension de la matrice : 10 8000
Coeflicients non nuls : 330 583.

Avec une magnétisation initiale aléatoire et sans champ appliqué.

méthode préparation élts stockés itér. | durée itér. | précision | durée totale

PCGCROUT 57 330583 | 67 387 2.107# 437
SMPCG A27 | A148136 | 33 217 6.1078 267
D37 | D 228653

Table 3.5: Maillage 3.20.601"
Dimension de la matrice : 10 8000
Coeflicients non nuls : 330 583.

Avec une magnétisation initiale aléatoire et sans champ appliqué.

méthode préparation | élts stockés | itér. | durée itér. | précision | durée totale
PCGCROUT 57 330583 43 247 2.1078 297
SMPCG A27 A 148136 | 9 67 2.1078 117
D3” D 228653
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Figure 3.2: Courbes de précision pour le maillage 3.20.60

3.3 Cas des coordonnées cartésiennes, avec
intégration sur D’épaisseur et sans po-
tentiel extérieur

o Nous avons testé la méthode d’expansion couplée avec SMPCGI'qui
résoud le systeme (i7) de 'algorithme 2.5 de dimension 3n x 3nl'et pour les
autres méthodes'nous résolvons le systeme 1.5 de dimension 5n x Hn. 1l
est donc normal de constater une différence de durée des itérations entre la
méthode d’expansion et les autres méthodes. Mais le gros de I’écart provient
plutot du fait que le systeme 1.5 est moins bien conditionné que le systeme
(11).

Table 3.6: Maillage 50.50T
Dimension de la matrice : 12 500"
Coefficients non nuls : 97 907.

Avec une magnétisation initiale constante et sans champ appliqué.

méthode préparation | élts stockés | itér. | duréeitér. | précision | durée totale

CROUT 27157 | 2528741 27 21071 | 27177

PCGCROUT 17 97907 412 (17227 ] 61077 | 17237
Expansion 177 46 726 46 127 1077 297

D2” D 127399

ILUBi-CGStab 47 183314 339 (27287 | 51077 | 27327

ILUCGS 47 183314 (490 37367 | 1.107% | 340"

CGS 183314 | 720 (27157 | 3.10°7 | 27157

préparation Pour la méthode d’expansionl'nous donnons la durée de la prépa-
ration de GT'de la décomposition incomplete de A et de la décomposition
complete de D.
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Nous remarquons que le temps de préparation de la matrice G est tres
important. NéanmoinsI'nous pensons qu’il peut étre diminué avec une pro-
grammation plus optimale.

A noter le fait quel'dans le tableau 3.6I'la version non préconditionnée

de CGS converge plus rapidement que la version préconditionnée par la
décomposition incomplete de Gauss !

e La encorel 'influence des parametres sur le conditionnement est
grande. Dans de tres nombreux casl'la seule méthode itérative convergente
est la méthode d’expansion couplée avec SMPCG.

Table 3.7: Maillage 50.50T

Dimension de la matrice : 12 5000

Coefflicients non nuls

: 97 907.

Avec une magnétisation initiale aléatoire et avec champ appliqué.

méthode préparation | élts stockés itér. | durée itér. | précision | durée totale
CROUT 27157 | 2528741 27 1.107™ | 27177
PCGCROUT 17 97 454 nc
Expansion 177 48 805 298 (17207 | 2107% | 17377
D2” D 127399
ILUBi-CGStab 47 182 408 nc
ILUCGS 47 182408 nc
CGS 182408 | 1036 | 37157 10—3 37157

Dans le cas d’un maillage 80.80I'la méthode d’expansion couplée
SMPCG est la seule méthode qui permette de résoudre le systeme.

Table 3.8: Maillage 80.80T

Dimension de la matrice : 32 0000

Coefflicients non nuls

252 968.

Avec une magnétisation initiale aléatoire et sans champ appliqué.

avec

méthode préparation élts stockés itér. | durée itér. | précision | durée totale
Expansion | 17557 126085 | 210 | 37287 [2107° | 57237
D107 | D 518239
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Table 3.9: Maillage 80.80T

Dimension de la matrice : 32 000"

Coefficients non nuls : 252 968.

Avec une magnétisation initiale aléatoire et avec champ appliqué.

méthode préparation élts stockés itér. | durée itér. | précision | durée totale

Expansion | 17557 126085 | 140 | 27267 [ 1.107% | 47217
D 107 | D 518239

3.4 Cas des coordonnées cartésiennes, avec
intégration sur ’épaisseur et avec po-
tentiel extérieur

e La matrice K étant pleinel'nous ne pouvons pas calculer la matrice
du systeme 1.8. Doncl'la méthode d’expansion couplée avec SMPCG est la
seule que nous puissions appliquer dans ce cas.

Nous nous contenterons de faire des comparaisons d’une simulationl’
ayant des parametres donnés et avec calcul du potentiel extérieurl’avec
une simulationl’ayant les méme parametres mais sans calcul du potentiel
extérieur. Nous donnonsI'pour ce qui concerne le stockagel'uniquement le
nombres d’éléments de la matrice K quil'rappelons lel'est pleine n x n.

Table 3.10: Maillage 20.200"
Dimension de la matrice : 2 0000

Nombre d’éléments de K : 160 000.

Simulation préparation | itér. | durée itér.
Avec potentiel extérieur 07 121 267
et sans champ appliqué
Sans potentiel extérieur 07 119 47
et sans champ appliqué
Avec potentiel extérieur 07 3 17
et avec champ appliqué
Sans potentiel extérieur 07 1 07

et avec champ appliqué
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Table 3.11: Maillage 40.40T"

Dimension de la matrice : 8 0000

Nombre d’éléments de K : 2 560 000.

Simulation préparation | itér. | durée itér.
Avec potentiel extérieur 07 63 | 4747
et sans champ appliqué
Sans potentiel extérieur 07 66 127
et sans champ appliqué
Avec potentiel extérieur 07 9 377
et avec champ appliqué
Sans potentiel extérieur 07 51 97

et avec champ appliqué

La encorel'la durée de I'inversion est tres dépendante du condition-
nement du probleme. Il est beaucoup plus long de résoudre le probleme

quand nous considérons le potentiel extérieurl'car a chaque itération nous

sommes obligés d’effectuer plusieurs multiplications de la matrice K par un

vecteur. Cependantl'la méthode converge et fait décroitre la fonctionnelle

de descente.






Annexe A

Méthodes directes

Nous considérons un systeme inversible de dimension dim : Max =0 .

A.1 La méthode de Crout

La méthode de factorisation de Crout est réservée aux systemes symétri-
ques. Elle consiste a calculer les coefficients d’une factorisation de la matrice
M sous la forme :

M=LDL'
ou L est triangulaire inféreure a diagonale unité et D est diagonale.

Les coeflicients se calculent de la maniere suivante :

i1
&']‘ = (mij — Z&k dkk gjk)/d]‘]‘ 1 S] <1< dim
k=1
(A1)
1—1
diy = my—> Ly’ d 1 <1< dim
k=1

Cette méthode a I'inconvénient de remplir le profil de la matrice. Elle
convient donc a l'inversion de matrices bandesl'dont la bande n’est “pas
tres large”. La notion de “pas tres large” dépendant de 'ordinateur utilisé
(place mémoirel'nécessité d’utiliser les mémoires secondairesl’..).



86 Méthodes directes

A.2 La méthode de Gauss

Bien que nous n’ayons pas utilisé cette méthode pour inverser des sys-
temesI'nous la décrivons car elle nous servira a décrire un précondition-
nement pour des matrices non symétriques. C’est une méthode éprou-
vée pour inverser tout type de matricel'particulierement les matrices non
symétriques.

Nous ne décrivons pas les méthodes a pivot partiel ou total bien qu’elles
soient plus fiables.

Il s’agit de calculer la décomposition LU de la matrice M :
M=LU

L triangulaire inférieure a diagonale unitél’
U triangulaire supérieure.
Les coefficients se calculent de la maniere suivante :

7—1
Gi = (mi = lipug)/u;;  1<j<i<dim
k=1

1—1
Uiy = mz’j—z&kukj 1< <3< dim
k=1



Annexe B

Méthodes de type gradient
conjugué

B.1 Introduction

La méthode du gradient conjugué CG a été décrite pour la premiere fois
en 1952 par Hestenes et Stiefel en collaboration avec Lanczos [HS52]. A
I’époquel’la méthode avait été testée sur des matrices de dimension 12 avec
du matériel IBM. D’abord considérée comme une méthode directelelle a été
rapidement utilisée en temps que méthode itérativel'la vitesse de convergence
dépendant du conditionnement de la matrice.

Dans les années 50 et 601" cet algorithme et ses variantes sont souvent
utilisés et étudiés'mais il faut attendre les années 70 pour voir les tech-
niques de gradient conjugué largement évoluerl particulierement en ce qui
concerne le préconditonnement. Dorénavantl'la vitesse de convergence de
ces algorithmes est tres satisfaisante pour les matrices symétriques définies
positives (s.d.p.).

En 1975'Paige et Saunders [PS75] donnent la premiere extension de 1’al-
gorithme a des matrices non symétriqguesI'mais a partie symétrique définie
positive. Depuis lorsI'un certain nombre de généralisations ont été tentées.
Elles ont abouti systématiquement a des algorithmes valables uniquement
sur certaines classes de matrices et qui convergent a condition d’utiliser de
bons préconditionnements. A notre connaissancel’aucune méthode de pré-
conditionnement générale et systématique n’existe pour le moment. Néan-
moinsI’bon nombre de testsl'voire d’applications industriellesI'sont résolus
aujourd’hui grace a ces méthodes.

Plusieurs classifications des méthodes de gradient conjugué ont été pro-
posées des les années 50. Deux articles récents ont retenu notre attention.
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“Méthodes de gradient conjugué” de Pascal Joly [Jol88b] propose deux
algorithmes généraux équivalents : un algorithme de minimisation et un
algorithme d’orthogonalisationl'caractérisés par deux matrices H et K qui
permettent de différencier les algorithmes dérivés. L’algorithme du double
gradient conjugué (BiCG) est ensuite déduit de CG.

Nous avons choisi d’utiliser les algorithmes de base de 1’article de Ashbyl’
Manteuffel et Saylor [AMS90] parce qu’ils donnent une définition claire du
gradient conjugué et fournissent une caractérisation simple des méthodes.

Pour plus de détails sur I’historique des méthodes de gradient conjugué

se reporter a [GO8Y)].

B.2 Définitions et classification

Il s’agit de résoudre le systeme : Mz =b
(+,-) désigne le produit scalaire euclidien.

Définition B.1 (Méthode de gradient conjugué)

C’est une méthode de gradient :

To choisi
espace de Krylov

T = + d; ot d; € Kiy1(ro, M) = Vect{ro, Mro,..., Miry}

scalaire dont la matrice est notée B.

. . S 1/2 -
ie. © di € Ky minimise |¢ — xiq1|g = (Beéiy1, €iq1) 2 sur Ky

scalaire de matrice B.

qui minimise erreur ¢; = x — x; par rapport a la norme d’un certain produit

Nous pouvons aussi dire que e;11 est orthogonale a Ky pour le produit
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L’algorithme le plus général nécessite le stockage de toutes les directions
de descente :

Algorithme B.1 (CG(B,M))

To choist
o = b— Ml'o
Po = To
a; = (Behpl)
(Bpi, pi)
Tipr = Tt agp;
rigr = 71— o Mp;
BMp; :
(Bpj,p;)
piyt = Mpi =Y oip;
7=0

Il est nécessaire de restreindre la place mémoire occupée en ne retenantl’
par exemplel'que les s dernieres directions de descente (méthode s-termes).
Une autre possibilité est donnée par GMRES (voir B.5)

[FM84] et [AMS90] donnent une condition nécessaire et suffisante sur la
matrice M pour que la méthode 3-termes CG(BIM) soit convergente. Cette
CNS est supposée remplie dans la suite.

Si nous ajoutons un préconditionnement PI'dont nous notons C' = P~}
I'inversel'les méthodes sont maintenant caractérisées par 2 matrices B et

C.

Il existe deux versions de I'algorithme 3-termes :

Algorithme B.2 (Odir(B,C,M))

To choisi
To b— Ml'o
Po Cro
a; (Bempl)
(Bpi, pi)
Tit1 T, + o;p;
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rigr = ri—a;Mp;
L = (BOMpip)
Z (Bpi,pi)
o = (BCMp;,pii)
' (sz’—17pz’—1)
pir1 = CMp; —vip; — oipica

Algorithme B.3 (Omin(B,C,M))

To choisi

o = b— Ml'o

}50 = To

o = Dk

(Bp:, p:)

Tip1 = &+ &P
rigr = 1 — & Mp;
Si4+1 = 07“2'4-1

6' — _(BCMei-l-lvﬁi) _ _(BSH_l,]ai)

Z (Bpi, pi) (Bpi, pi)

pir1 = S+ Oipi

Ce dernier algorithme converge dans les mémes conditions que Odir(BICIM)
si la matrice BC'M est définie.

Pour que 'une ou 'autre des méthodes soit utilisablel'il fautl'en outrel’
que (Be;, p;) soit calculable sans utiliser e; qui est évidement inconnu.

Dans [AMS90]I' les auteurs classifient ensuite selon leurs criteresl un
certain nombre de méthodes connues et donnent le domaine de validité de
chacune d’entre ellesI'ainsi que les calculs de «a; et ;.

Dans le paragraphe suivantl'nous rattachons 1’algorithme du gradient
conjugué préconditionné classique (PCG) a cette théorie. L’algorithme du
bigradient conjugué accéleré de Sonneveld (CGS) [Son89] et le bigradient
conjugué stabilisé de Van der Vorst (BiCGStab) [Vdv92] proviennent de
I’application de CG a un autre systeme. Enfin GMRES de Saad et Schultz
[SS86] se rattache a I'algorithme B.1.
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B.3 Le gradient conjugué préconditionné
Il est obtenu a partir de Omin(BICIM) en posant :
B=M et C =P

ou P est la matrice de préconditionnement.

D’apres les criteres de [AMS90/la convergence est assurée si M est s.d.p.
ainsi que P et dans ce cas la fonctionnelle minimiséeest |eg |y, = (re, M~1ry).

Algorithme B.4 (PCGQG)

To choisi
o = b— Ml'o
Zo = P_ITO
Po = Zo
P (Ti, ZZ)
;= =27
(Mpi, pi)
Tip1 = X+ agp;
rigr = ri—a;Mp;
-1
Zitl = P Tit1

3 = (Zit1s Tig1)
Z (zi,74)
Pit1 = Zigr + Oipi
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B.4 L’algorithme du bigradient conjugué et
ses dérivés

B.4.1 Le bigradient conjugué

Pour généraliser CG a des matrices non symétriquesl'nous pouvons es-
sayer de conserver la récurrence a 3 termes en réinterprétant l'algorithme.
Nous suivons pour ce faire [Son89].

En utilisant la définition B.1 de la méthode du gradient conjugué pour le
cas particulier de I'algorithme B.4 sans préconditionnement (P = I')['nous
pouvons donner deux interprétations :

- La fonctionnelle (ry, M~'r;) est minimisée a chaque pas.

- Les erreurs sont M-orthogonales : i.e. (e,, Mr;) = (e,, Mr,)d; ,, pour
1=1lan
M étant symétrique nous avons en fait (r,,r;) = (r,,7,)d;, pour i = 1 an.

Par récurrencel'nous pouvons aussi montrer que les directions de de-
scente sont M-conjuguées : (p,, Mp;) = (pn, Mp,,)d;n, pour i =1 a n.

d; ; désigne le symbole de Kronecker.
En posant :
rn = en(M)ro
Pn = Ya(M)ro
ou , et ¥, sont des polynémes de degré < n a coefficients dans IR.

Nous pouvons réinterpreter ’algorithme B.4 en un algorithme générant
des polynomes.

Algorithme B.5

wo = 1
o = 1
<99n7 S‘Qn>
o, = —"1
(Y, Viby)
Pntl = Pn — anv¢n
8, = <99n+17 S‘Qn+1>

<99n7 S‘Qn>
77Z)n—|—1 = ©nt1 + 6n¢n
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ou V(X)=X
et (¢,1) = (@(M)rg,p(M)rg) est un produit scalaire du moment que M
est s.d.p..

Sonneveld démontre le théoreme suivant :

Théoreme B.1 Cet algorithme, tant qu’il ne dégénére pas (division par0),
produit une double suite de polynomes vérifiant :

(P, Pm) = (P, Pn)Onm
<¢nvv¢m> = <77Z)717V77Z)n>5n,m

La forme bilinéaire symétrique (.,.) pouvant étre remplacée par n’importe
quel autre forme bilinéaire symétrique.

Nous allons utiliser une autre forme bilinéaire pour obtenir I'algorithme

du double gradient conjugué (BiCG).
Nous posons :
o, ] = (@(M")Fo, (M )ro)
ou 7o est choisi tel que (7,79) # 0 .
{ rn = @u(M)rg { T = on(M")Fy
Pn = 77Z)71(]\4)740 ﬁn
Algorithme B.6 (BiCG)

Il
S
3
X
-

i
o

o choist
rg = b — M(EO
o choisi tel que (To,1r9) # 0
Po = To
Po = To
o = ATmrn)
Tpt1 = Tp+ QpPn
1 = Tp — anMpn
?n-l-l = ?n - Oéthﬁn
. (?n—l—la rn—l—l)
Bn = ———
(Fy 1)
Prntt = Tng1l + Bupn

ﬁn—l—l = ?n—l—l + ﬁnﬁn
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Cet algorithme produit une suite z,l'avec r, = b — Mx,I'qui converge
vers la solution z de Mx = b.
Il peut étre obtenu différemment en appliquant CG au systeme :

(e o) () =(50)

Nous n’allons pas I'utiliser directement mais sous deux formes dérivées.

Voir [Jol88b].

B.4.2 Le bigradient conjugué accéléré (CGS)

Nous suivons le cheminement de [Son89].

En introduisant les polynomes :

¢, = S‘QnQ ) ®n = @n¢n—1 , €t v, = ¢n2 ’

nous obtenons un algorithme plus rapidel’qualifié de “squared” en anglaisl’
car il utilise le carré des polynémes :

Algorithme B.7

b, = 1

Uy = 1

Ty = 1
[1,9,]

R TSI

O, = T, —a, V¥,
¢,11 = &, —a V(T, 4+ 0Ou41)
1,®,14
s [[1, @:]]
Ty = @upr + 0,001
\I}n-l-l = Tn-l-l + ﬁn((an-l-l + ﬁnq}n)

En posant :
r, = ®,(M)rg
dn = ®n(M)r0
pn = U (M)rg
U, = Y, (M)rg
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et en modifiant 'ordre du calcul des termes pour calculer z,.; seulement

en dernier['nous obtenons :

Algorithme B.8 (CGS)

Pn =
ﬁn =
20 choist tn i
To = b — Ml'o Pn :
To choisi tel que (To,10) # 0 Un o
o =
@0 = p-1=0
po1 = 1 Oy =
Qn—l—l
n+1 =
Tpy1 =

(77077“71)
T

Pn—1
'n + ﬁnQn
Mp,

(7707 UN)
Pr

Op

Uy — Uy,

T'n — anM(un —I' Qn—l—l)
T —I' an(un —I' Qn—l—l)

Une fois préconditionné avec une matrice de préconditionnement Pl'nous

obtenons.

Algorithme B.9 (PCGS)

Pn —
ﬁn =
u, _
To choist Pn =
ro = b— Mz Uy, =
2o = Plrg o =
To choisi tel que (To,r) # 0 o, _
qo = p1=0
poy = 1 dn+1 =
UTL =
l’n_|_1 =
Tn_|_1 =
Zn_|_1 =

(7:07 ZN)
P

pn—l

'n + ﬁnQn

P~tMp,

(77077}71)
T

On
Up — QpU,
an(un —I' Qn—l—l)
Ty, + Vn
r, — Muv,

-1
P Tn_|_1

La convergence de cet algorithme dépend tres fortement du précondition-
nement. De pluslle résidu |r,| subit des brusques variations.

Pour éviter ce dernier inconvénientI'Van der Vorst a proposé une méth-

ode de bigradient conjugué stabilisé (BiCGStab).
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B.4.3 Le bigradient conjugué accéléré stabilisé (BiCGStab)

Nous nous réferons a 'article de Van der Vorst [Vdv92)].
Revenons a 'algorithme B.5 et a la définition B.1. Au lieu de considérer
que :
rn € Vect™{ro, -, rp_1}

c’est-a-dire :

on(M)rg € VeCtJ'{cpo(M)ro, o (Mg} = Veet {ro, Mro, - -, M™ 'ry}

nous allons prendre une autre suite de polynomes ¢; de degré .
Nous aurons toujours :

Vect{go(M)ro, -+, on_1(M)ro} = Vect{@o(M)ro, - -+, pn_1(M)ro}
Donc nous allons pouvoir trouver :
pu(M)ro € Veet™{@o(M)ro, -+, Gt (M)ro}

Nous choisissons de prendre des polynoémes @, tels que :

Yo = 1
G(X) = (1—wiX) (1 —wX)

ol les w; sont choisis de telle maniere que (&;(M)pi(M )7, @:(M )i, (M)rq) =
[@ii, Pipi] soit minimale.
L’algorithme donnant les trois suites : ¢, ['¢, 'Y, est :

Algorithme B.10

wo = 1
Yo = 1
po = 1
<95n7 S‘Qn>
Oy = o
<99n7 V¢n>

Pntl = Pn — anv¢n
<95n99n+17 V¢n¢n+1>

Wpel1 = po po
<V99n99n+17 V99n99n+1>
Pntl = Pn — wn—I—IVS‘Qn
8, = _<99n+lvv¢n> o <99n+1799n+1>

<¢nvv¢n> B <99n799n>
77Z)n-|-1 = ©nt1 T+ 6n¢n
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Introduisons ensuite les polynomes :
Algorithme B.11

o, = 1
U, = 1
[1,9,]
T Lvw]
Y, = &, — o, V¥,
L vy
T YL, VY
o1 = Yo —wo VT,
1, ®,41] an

b = [lvq)n] Wn41

\I}n—l—l = (I)n—l—l + ﬁn(q}n - wn—l—lvqln)
En posant :

pn = Y (M)rg

et en modifiant & nouveau "ordre des calculsI'nous obtenons :

Algorithme B.12 (BiCGStab)

Pn = (77007 rna)
n n—1
Bn =
Pn—-1 Wn
Pn = Tn + ﬁn(pn—l - wnvn—l)
Zg choist Un i A{p”
ro = b—Muzxg Tn - Eoi?’ Un)
To choisi tel que (To,r) # 0 O, = o
b-1 = P-1= 0 Sn = Tpn — QpU,
pP-1 — O_1 =Wy = 1 tn = MSn
(L, $n)
Wnt1 =
' (o, tn)
Tnt1t = Tp + O Pp + Whn+1Sn

rn—l—l = Sp — wn—l—ltn
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L’algorithme préconditionné est :

Algorithme B.13 (PBiCGStab)

Pn = (77007 rna)
n n—1
Bn =
pn—l Wn
Pn = Tn —I' ﬁn(pn—l - wnvn—l)
Yn = P_lpn
To choisi Un i A{y”
ro = b— Mz On = Eoi?’ V)
To choisi tel que (To,r) # 0 Qn = o
v_1 = p_1=0 Sn = r, — Q,U,
po1 = g =wo=1 2, — pls,
tn = Mz,
(tn, $n)
Wp41 =
(tn,tn)
Tnt1t = Tp + AnlYn + Wn+17n
Tn+1 = Sp — wn—l—ltn

Van der Vorst a constaté un comportement plus régulier du résidul’quand
il utilisait cette méthode plutot que PCGS.

La convergence de ces méthodes dépend beaucoup du choix de ry. En
générall'nous choisissons de prendre 7o = ro qui assure (7o, o) # 0.

B.5 L’algorithme du résidu minimal géné-

ralisé (GMRES)

Nous suivons ici I'article de Saad et Schultz [SS86].

Reprenons 'algorithme B.1 et la définition B.1. Nous posons : B = IT
c’est-a-dire que le produit scalaire utilisé est le produit scalaire euclidien.
Nous nous intéressons a la génération des directions de descente p; pour

1=0ak—1.

Po = To
1 = 0ak—1
oi; = (Mpi,p;) 0<7<1

pis1 = Mp; =Y 0ip
=0
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En changeant les notations comme suit :

Pi
T
k3

nous pouvons réécrire l'algorithme précédent.

o
v = —
|7“0|
7 = lak
hij = (Mvj,v;) 1<i<j

J
i1 = Muj = hijvi
=0

hjvi; = |9j41]
_ Y

Uj+1 - h .
J+1.g

Nous avons Kj, = Vect {vy,- -+, v} = Vect {ro, Mrg, -+, M¥1ry}
et puisque nous minimisons le résidu sur Ky nous avons rp L K.

Définissons alors z en posant : xp = x9 + 2.

Nous avons alors : r, = rog — M 2.

(rk,vi):() 1=1ak

(MZImUl) = (T07U1)2|7“0|
(MZk,UZ') = 0 1=2ak

Si nous notons Py le projecteur orthogonal sur AxI'nous avons donc
PeMzj, = |rol vy.

Soit y. tel que Viyr = 2z ou Vj est une matrice dont les colonnes sont les
coordonnées des v; dans la base canonique. y; représente les coordonnées
de z;, dans la base (v;),_, 3 , de Kj.

Nous avons VIMV, = H, = (hi7?)i7j§{17...zk}F‘Calculés par I’algorithme
précédentl'qui est la matrice de ’application linéaire associée a My, = P,M
dans la base (v;),_; 3 , de K.

Alors :

PiMViyr = |rolv
thPkMkak = |7“0| thvl
or thPkMVk = thMVk
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donc Hypyy = |rol e; ou €1 est le premier vecteur de la base canonique.
Finalement :

yre = H.'ro|er

ry = To+ Viyk

Il s’agit maintenant de trouver zj tel que :

b~ M(zo+ =) = inf [b— M(ro + =)
AT G A

Or 'image de MV}, est incluse dans K4, 'donc il existe une matrice H,
telle que :
MVy = Ve Hy

Nous vérifions que : H = (0 glz )}k-H
Utk

k
Et donc en posant z = Vyyl'puisque z € K I'nous avons :

Jy) = [b—M(zo+ =)
= |lrolvi = MVpy|
= [Visr (Iroler = Hyy)
= |lrolex — Hyyl

Reformulons le probleme de minimisation :

T = xo+ Viyk
ol y, minimise J(y) sur IR*
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FinalementI'nous obtenons 1’algorithme suivant :

Algorithme B.14 (GMRES)

ou

T
o

(%1
J
hi;
Ui+l
Pt
Ui+l
T

Yk
'k

choist

b— Ml'o
o

|70
1ak

(MU]‘,UZ') 1§Z§]

J
MU]‘ — Z hi7]‘1j2’
=0

Oj41]
Vit1

Pt
xo + Viyr

minimise ||ro| ey — Hyy| sur IRF

b—Ml‘k

Cet algorithme impose la sauvegarde de toutes les directions de descente
(vi);—; 3 »- C’est un inconvénient majeur pour les systemes de grande taille.
nous préferons utiliser un algorithme a redémarrage tous les m pasl’ qui

nécessite la sauvegarde de seulement m directions :
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Méthode

s de type gradient conjugué

Algorithme B.15 (GMRES(m))

€tape 0 :
Lo
To =
U1 =
ctape 1 :
7 =
hij =
Vi1 =
hivri =
Uit =
€tape 2 :
T =
oU Y
€tape 3 :
T'm =

choist

b—Ml'o

o

Irol

lam
(Muvj,v;)
Muvj = 375 hijvi
Oj41]

Pt

T —I' mem

1<i<j

minimise ||ro| e1 — Hy| sur IR™

b— Mz,
si |ry| > précision,

. To
faire ro =1, v1 =

|7“0

et reprendre [’étape 1.

La minimisation de ||ro| e; — H,,y| sur IR™ se fait avec une méthode QR.

hi
ha
Comme : H,, = 0
0 0 hm,m—l
0 0 0

hl,m

hm,m
hm—l—l,m

nous multiplieons 7, par m matrices de rotations F}; qui font apparaitre un

zéro a la place de hj4q ;.

La matrice de F} est

2F]‘

m+1
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avec :
B
¢ = . J+1,7 -
VIii® +hit
b
5 = 2 = 2
Viii® +hit
Finalement :
Fm Flﬁm = Rm
X . . X
0
avec R,, = | . o
0 . 0 X
0 -+ - 0

Notons alors Q),,, = F, - - F}.

Nous avons :

lroler — Hpuyl = [Qum(|roler — Huy)l
= |Qm|r0|€1_Rmy|

Nous calculons : y, = R'Q.|role; o nous ne prenons que les m
premieres coordonnées de @), |ro| €;.

Nous avons alors |rm| :| (Qm|7“o| 61)m+1 |



Annexe C

Méthodes d’expansion

e Nous décrivonslicilla méthode d’expansion définie par Lou et Sameh

[1.593].

o Il s’agit de minimiser une fonctionnelle :

1
(C.1) J(x) = 5:1;th —z'
sous la contrainte linéaire :
(C.2) Ce = 0

ou M est une matrice carrée n x nI'C' est une matrice & x n de rang k <n

et b ¢ IR".

Apres application du théoreme des multiplicateurs de Lagrange a ce pro-
bleme de minimisation sous contrainte linéairel'nous obtenons le systeme
suivant a résoudre :

l(2\4 + MY O T b

2 _

©3 )6 = G)

ou A représente le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte C'z = 0.
e MaintenantIsi & = n et (' est une matrice nxn inversiblelle systeme :

(©4) (e ?)(;) - (1)

a pour solution :



105

r = C7&
(€:5) fo= C7'(b— LM+ M)

o Pour résoudre le systeme C.3I'nous allons rajouter des contraintes
pour nous ramener a inverser un systeme du type C.4. Précisément nous
rajoutons la contrainte :

(C.6) EFx = w

ott E est une matrice n — k x n et w € IR"*. La matrice E est choisie de

C ) )
E) est inversible.

maniere a ce que la matrice C' = (

Apres avoirl'a nouveaul'utilisé le théoreme des multiplicateurs de La-
grangel'nous obtenons le systeme :

(M+MHy CtE x b
(C.7) C 0 0 Al = 0
E 0 0 1 w

ol i € IR"7* est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte Fa =
w.

e Le second membre de la contrainte est a déterminerl'dans un premier
x

tempsl'de facon a ce quel'si | A | est solution du systeme C.7Talors (i)

[
soit solution du systeme C.3.

Mais la solution du systeme C.7 est donnée par

= (50

M it 1 n (O /0
(C.9) (M) — (¢t B lb—§(M+M)<E) (w)
Or (i) est solution de C.3 <+— %(M—I—Mt)—l—ct)\:bet Cz=0
Doncl'comme C'z = 0 est donnée par C.8'nous avons :

(i) est solution de C.3 <<= pu=0
— Gw=(0 I)(C" EHY b
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—1
ou G=(0 [)(C! Et)_l%(M+Mt)<g) (?) est une matrice

n — k X n — k inversible.

Cela nous impose donc de prendre

c=ar e e jorean (§) ()

et nous obtenons la solution de C.3 sous la forme

T (g)_l<a—1(o 1)?(,” Et)—lb)
A= (I 0)(cCt E’f)_l(b—%(M—l—Mt)x)

L’algorithme général de la méthode d’expansion s’écrit donc :

Algorithme C.1 (méthode d’expansion)
(i) Résoudre le systeme (C' E')v =10
(i) Résoudre le systéme Gw =(0 [)v

11) Résoudre le systeme ¢ T = 0
(iti) y z

w

(iv) Caleuler (2) =b— %(M—I— M)z

Cet algorithme peut s’appliquer a condition que les matrices (g)F

(Ct Et) et (G soient calculables et facilement inversibles.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Singularités

Définition 1.1 Soit Q un ouvert borné de IR® et u € H'(Q,S?). Un point
x € Q est dit régulier, si u est continue sur un voisinage de x dans ).
L’ensemble des points singuliers de u est l'ensemble des points de Q qui ne
sont pas réquliers.

Des résultats de régularité pour des fonctions harmoniques a valeursl’
dans une variété riemanienne possédant certaines propriétés et qui minimise

energle lig(u) = u| dzl'ont ete demontres par Morrey or ells
I'énergie E ?daTont été dé 4 M Mor48]T'Eell
Q

et Simpson [ES64/I'Hildebrandt et Widman [HW77/['HildebrandtI'Kaul et
Widman [HKW70] et Giaquinta et Giusti [GG82]I'[GG84].

D’autre partlil a été etabli de longue date que si u est continue sur une
boule incluse dans Q'alors u est réguliere (de classe C*°) sur cette méme

boule (voir [BG80] par exemple).

En 1982I'Scheen et Uhlenbeck ont établi une théorie de la régularité des
fonctions harmoniques minimisant une énergie de type plus général [SUS2J.
Ils ont montrél'en particulierl'que si u est une fonction minimisant une
énergie Fqo(u) + Vo(u)l'ou Vo contient des termes d’énergie du premier
ordre vérifiant certaines conditionsI'alors I'ensemble des points singuliers
de u situés a Uintérieur de Q est discret [SU82, th. II]. Ils ont montré de
la méme faconl'en 1983 qu’il en est de méme pour ’ensemble des points

singuliers situés sur le bord de Q [SUS83/.

Cette théorie s’applique directement aux cristaux liquides. Brezis['Coron
et Lieb ont démontré en 1986 [BCLS6/I'toujours pour les fonctionnelles du
type cristaux liquidesl'que les singularités de u ont un degré topologique de

T —z
+1 etI'qu’au voisinage d’une singularité xol'u(z) ~ +R ﬁ ou R
T — Xy

est une rotation.
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1.2 Singularités d’une configuration d’aiman-
tation

e Soit Q un ouvert borné de IR® et u € HY(Q,SH)I énergie de u
s’exprime sous la forme :

Eg(u) = [&ech/ |Vu(x |d:1;—|—]&am/ Ip(u |d:1;—u /H dx

— 25 /Qquu(:I;)u(x) dx

avec A¢, = —4ndiv (uX,) dans IR’ (voir 1.3.3).

Pour simplifier les notations nous travaillerons avec :

/|Vu |d:1:—|—[&1/ Ip(u |d:1;—2]&2/H cu(x) de

—[&’2/ Vou(x) - u(x)de
Q
Nous dirons que u € H'(Q, S?) est Eq-minimisante si

Voe HY Q5% [ u—ve HYQ IR Eg(u) < Eq(v)

o Les termes d’énergie d’anisotropie et de Zeemann peuvent étre traités
directement grace a la théorie de Scheen et Uhlenbeck. Par contrellle terme

d’énergie démagnétisante — K / Vu(x) - u(x)dr a un caractere non local
Q

car le potentiel ¢,I" créé par une portion de matériaul’ existe dans tout
I'espace IR® et influence tout le matériau.

Il nous faut donc adapter la théorie de Scheen et Uhlenbeck au cas de
cette énergiel'en introduisant des termes d’énergie “localisée” (section 2.1.2)
et en utilisant le théoreme des potentiels croisésl'(th. 2.2)['qui fournit une
majoration de I’énergie démagnétisante par le volume du matériau qui la
crée.

1.3 Enoncé du résultat principal

Nous démontrons le méme résultat que pour le cas traité par Scheen et

Uhlenbeck :

Théoréme 1.1 Soit u € H'(Q, S?) une fonction Eq-minimisante et soit S
l'ensemble de ses points singuliers.
Alors § est un ensemble discret.
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Pour démontrer ce résultatl'nous suivons précisément la démarche de
Scheen et Uhlenbeck [SU82]. Nous commenconsl'dans le chapitre 21" par
démontrer un premier résultat de régularitél'pour des fonctions d’énergie
faible sur une boule B,(a) : le théoreme d’s-régularité. Puis['au chapitre
3I'nous établissons quelques lemmes de prolongement (section 3.1)['en vue
de démontrer un théoreme d’extension du théoreme d’c-régularité a des
fonctions d’énergie quelconque (section 3.2) et des résultats de convergence
de suites minimisantes (section 3.3). Ceci nous permettra de démontrer le
résultat principal au chapitre 4.



Chapitre 2

Le théoreme d’s-régularité

Ce chapitre a pour objet la démonstration d’un premier théoreme de
régularité :
Théoréme 2.1 (d’s-régularité) Il existe = = () tel que siu € H'(Q, S?),

une fonction FEq-minimisante, 0 < o <1 et a € Q vérifient

1
al/Qgget—/ \Vul'de <7,
O JBg(a)

alors w est Holderienne sur B, y(a). Plus précisement, 3o = o(2) > 0 et
c=1c(Q) >0 tels que Vo, y € Byppa)  |u(z) —u(y)| < cle—y|”.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Rappel

Nous rappellons 1’énoncé du théoreme des potentiels croisésI'démontré
dans la premiere partie a la section 3.1.

Théoreme 2.2 Soit Qy et Qy des ouverts bornés de IR®
Soit u; € HY(), uy € HY(Q), &1 € WHIR?) et ¢y € WLHIR?) tels que

(2.1) Apy = —4Andiv(u Xﬂl) dans D'(IR°)
(2.2) Apy = —4ndiv(uz Xﬂz) dans  D'(IR°)
alors |

Q2V¢1-u2:—ﬂ ]RSqul-qug:/Qqubg-ul

De plus, si uy et uy sont a valeurs dans S*, nous avons :

(2.3) < 4m (vol Qy)"? (vol Q,)/*

vﬁbl c U2

Qs
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2.1.2 Les fonctionnelles “localisées”

e Par la suitel nous aurons besoin de considérer des fonctionnelles
définies pour des fonctions allant de boules incluses dans QI'dans IR”.

e Soit ue HY(Q,S5*)Ta € Qeto>0.
Pour s € H'(B,(a), S*)'nous définissons :

E, o(s8) = / |VS|2d:1; + Kl/ |p(5)|2d:1; -2 Kg/ H, - sdx
' Bo(a) Bo(a) B

(2.4) —Kg/ Vo, sdr —2 K, / Voqge - sde
Bo-(a) B a)
Ap, = —Adrdiv(s /'\,’Bc(a)) dans D'(IR?)
avee Apg, = —4drdiv(u(X, — /’\?BU(G))) dans D'(IR?)

Remarquons que ¢q, dépend de a, o, u et Q) mais pas de s.

Pour s = uXBU(a) :

(2.5) Eq(u) = B g7y (5) + Eaols)

ou ¥ =u(X, — XBU(G)).

Démonstration :

e Soit u e H'Y(Q,S?).
Soit ¢, et @, définis par :

Adg, = —dmdiv(u(X, —X, )) dans D'(IR?)
A, =—4ndiv(ulX, ) dans D'(IR%)

qbu - QbQ,cr + Qbug-

Pour simplifier'notons

up = u(&, =, )
uy = uXy
U = Uy + Usg
o1 = P
P2 = Pu,
Gu = Q1+ P2

/§2v¢u‘uz/§2v¢1‘ul+/§2v¢l‘U2‘|‘/Qv¢2‘ul‘|‘/gv¢2‘uz
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Eg(u) = / |VU1|2dl' + K / - |p(u1)|2d:1:
Q\Bo(a) Q\Bo(a)
-2 ](2/ Hz Uy dx — [(2/ qul Uy dzx
Q\Bo(a) Q\Bo(a)
n / Vus|?de + K, / Ip(us)[2da
Bo-(a) Bo’(a)

-2 ](2/ Hz * U2 dx — [(2/ qug * U2 dzx
Bo-(a) Bo’(a)

—[(2/ qul * U2 dx — [(2/ qug Uy dzx
Q Q
Orl'd’apres le théoreme 2.2'nous avons :

/]R3 qul * U2 dzx = /]R3 qug Uy dzx

L’égalité voulue en découle. m

Nous noterons aussi

Buols) = [ VsPda

e A une fonction s € H'(B,(a),S5?) correspond une fonction w €
H'(By, S?) par le changement de variable: * = a0y (w(y) = s(a+oy)).

Définissons
o (w) = / Vewldy + K, / o |p(w)|dy — 2 K, / o T, - wdy

Bl B1 Bl

—Kg/ 0V, - wdy —2 K, / o* V- wdy

B1 Bl
1 ~
= - Ea o
L Eals)

ol Ez(y) =H.(a+oy)l
u(y) =u(X, =&, . )(a+oy) (lesupport de u est inclus dans f=ayp
A¢r = —4mdiv () dans D'(IR*)T

et Ad,, = —4m div (w X, ) dans D'(IR?).

Démonstration :

o Effectuons le changement de variable x = a 4+ o y.
Pour s € H*(B,(a),S*)I'notons w € H'(By, S*)I'la fonction telle que

w(y) = s(a +oy).

Nous avons

Vuw(y) = o (Vs)(a+oay)
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div(w(y)) =odiv(s)(a+oy)
En posant

buly) =~ bla+oy),

nous obtenons

A¢p, = —4dndiv(w)
et

Vouly) = (Vés)(a+oy)
De mémel'en notant @(y) = u (X, — /'\,’Bc(a)) (a + oy)l

nous avons
div (a(y)) = odiv(u (X, =&, ) (a+oy)
Etl'en posant

bily) = ~daola+ o)

nous obtenons

Apy = —4dndiv(a)

et
Vou(y) = (Voas)(a+oy)

Buols) = [ o[Vu()ldy+ K [, o Ip(w(y)Pdy

B

—2 K, / o H.(a+oy) wly)dy
B

— K, /B o>V (y) - w(y) dy — 2 K, /B o> Vou(y) - w(y)dy m
Nous notons encorel'pour 0 < A <1 :

Ex(w) = /B V| de
A

ou B, est la boule de centre 0 et de rayon .

Nous avons |
Ei(w) = p Eqs(s)
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Enfinl"définissons

Ex(w) = /B |Vw|2dy—|-Kl/ o? |p(w)|2dy—2[(2/B o> H, - wdy
A A

B

-2 Kg/ 0* Ve wdy — 2[&”2/ oV, -wX, dy
B>\ B)\ A

—Kg/ 02V¢w7A-wXB dy
B, A

ol Ez(y) =H.(a+oy)l
ﬂ(y) =u ('Xﬂ - XBo-(a)) (a t+o y)F
A¢y = —4mdiv(u) dans D’(]RS)F
Aprg = —dr div (w (X, — XBX)) dans D'(IR?).
Ay = —Am div(w X, ) dans D'(IR%).

2.1.3 Les équations d’Euler-Lagrange

Proposition 2.1 (Equation d’Euler-Lagrange pour EQ) Siu e HY(Q,S?)
est Eq-minimisante, alors u satisfait les équations d’Fuler-Lagrange suivan-
tes :

Au— Kyp(u) + |Vu|2 + Ky (ur® 4 ug®) — Ky (u, H.,)
(2.6) Ky (0, V) Ju+ Ky Ve + Ky Ho = 0

dans HY(Q), IR?) faible.

Démonstration :

e Une preuve de ce résultat se trouve dans Viallix [Via90, 1120-23]

e Nous donnons ici une démonstration inspirée par celle de Schoén et
Uhlenbeck pour le cas des fonctions harmoniques minimisantes.

o Soit u € H'(,5?) une fonction Eq-minimisante. Alors u est sta-
tionnaire pour Fq. C’est-a-dire :

VU: J—¢ee] — HYQ,IR?) différentiable telle que :
t — U(t)

€ H'(Q,5%) Vie]—e¢f
=u

U(
{U(O)
Ut)—u € HYQ, IR?) Yte]—e, 4]
)

nous avomns
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e Soit O une couronne sphérique autour de S% et 7 la projection sur

52
7: 0 — 52
—
Y|

Rapellons quel'Vh € IR® et y € IR*I'nous avons :

o (h)
T
et
Pl k) =3 GRWE) @) k), (k)
|| || || |

dr(y)-h = h—(y,h)y
d(y)(h, k) = 3(y. )y k)y — (v, h) k — (y. k) h — (h, k) y

e Soit ¢ € C®(IR?, IR%) telle que Pon = 0 et U définie par U(t)(x) =
m(u(x) + tp(x)). U vérifie les hypotheses ci-dessus et donc :

d Eq(U (t))‘ _
dit =0
e Nous allons calculer la dérivée évaluée en 0 de chaque terme de

Iénergie Eq(U(1)).

d 29U O3
E/QWUde L:o =2 / Z “ da; gt \tzo

0L 02) = dr(ate)  10(2) [ 910) 4 2 0]
et
I o) + @) + 122 ), gt
0
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0
Comme |u(x)| = 1 nous avons —u(:zj) ~u(x) =0 p.p. € Ql'donc

6:1%

oU ou
@<t><x>\t20 = 5@

et

= (e pte) 2~ (e o0 e

oU d5e-(1)(x)
70, (@)=

donc

%/Q |VU|2 dx ‘t:O =2 /Q— (Vu(z), Vu(z)) (u(z),¢(x)) + (Vu, V) dx
D’ou

%/Q VU d ‘t:O =2 <—|Vu|2u — Au,<p>

* %/Q|p(U)|2dx‘t:0 :2/p(U(t)(x))'p(%)dx \t:o

=2 | plu))-plda(u(z))- o(z))dx
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@R, =2 [ a@)me) + o))
(), () (02%(2) () d
=2 [ [p(u(e)) — (ur7(@) + w(2)) ()] - () do

e Notons us(x) = U(t)(x).

d [ OVo(x) Juy(x)

77 /Q Vi - ug dz ‘t:O = /Q T cug(x) + V() - T dx ‘t:O
avec A¢p; = —4m divuy c’est-a-dire Vo, = Buy ou B est une application
linéaire ne dépendant que de 2.

Nous avons aZt¢t = B%
et doncl’

d B Ous(x) Juy(x)
a /Q qut s Uy dzx ‘t:O == s Uy + But . dr \t:O

B
ot ot
B

Car'B=B:
En effet Vu, v /quu-v:/quu-u
Q Q

c’est-a-dire :
/Bu-v:/Bv-u:/tBu-v
Q Q Q

donc 'B = B.

L Tords| =2 [ (%0~ o) e
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o Donc la dérivée de I’énergie totale s’écrit :

= <{2( — Au — |Vu|2u + Kip(u) — Ky (uy® +u®)u )
—2Iy . + 2Ky (u, o) u — 2K5(V, — (u, Vo) u )| ¢)

=0

Vi € C*(IR?, IR®) tels que ¢|,, = 0. m

Proposition 2.2 (Equation d’Euler-Lagrange pour E“’U) Siw e HY(By, 5%)
est E*7-minimisante, alors w satisfait les équations d’Fuler-Lagrange sui-
vantes :

Aw = [ —|Vuw| — K, 0? (wi? 4+ wy?) + Ky 0 (w, ﬁz)
+K,0? (w, Vo) + Ky o’ (w,Vao,) Jw
(2.7) +Ki 02 p(w) — Kyo? H, — Ky 02V — Ky 02V,

= [(w,0)
dans HY(By, IR?) faible.

Démonstration :

e Soit w € H'(By,S5?) une fonction E*°-minimisante.
En reprenant les mémes calculs que pour la démonstration de la propo-
sition précédentel’avec Bil'w et W au lieu de QI'u et UI'nous obtenons :

% /Bl |VW|2 dy ‘t:o =2 <( — Aw — |Vw|2w),<p>

7 S, P dy] =2 [ () = (0 (w) + w2’ @) ()] - 2(y) dy

W] = [ (e o) - pdy
B

dt JB, t=0

d
E/B Vo widy|_, =2 /B (Vo — (0, V) w ) - pdy
et

%/Bl Vcb;:-WdyL:O:/Bl (Vo — (w,Vor)w ) - o dy
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Donc

QL (W (1))

ot ‘t:o - <{2( — Aw — |Vw|2)w

+2K,0%p (w) — 2K 0% (w? + wa?) w

—9K,oH, + 2K,0%(w, f-fz) w

—2K50*Vé,, + 2K30%(w, V) w

—2K30*V by + 2Ky0% (w, V) w } , c,o>
=0

Vi € C(IR?, IR?) tels que ¢|,, = 0. m

Proposition 2.3 Avec les hypotheéses et les notations de la proposition 2.2,
nous avons la majoration suivante :

[ 15ty < e (Eufw) ')

ou ¢y est une constante qui ne dépend que du domaine § et des constantes
magnétiques du matériau.

Démonstration :

1f(w,0)| < |Vw|®+ K102+ Ky 02 |H.| + K02 |V | + Ky 07 [V
+Ky 024 Ky o |H,| + Ky 02 |Vé| + Ky 02 V|

doncl’

/B |f(w,o)|de < /B |Vw|2d:1;—|—d102—|—2[(202/B |V ,| dx

1

+2K, o? / |V | dx
B

IA

Er(w) + dy 0 + dy o [(/B Vb|? dar) /2

([, Iof o)

IA

B+ [+ e (vl (259

g

IA

El(w) + d30’2 {1 + d4 + d60'_3/2}
¢ (Ey(w) +o'/?)

IA

D’apres le théoreme 2.2 et le fait que o < 1. =
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2.2 Lemmes de changement de repeére et
premieres inégalités

Lemme 2.1 Soit 0 >0 et a € Q.
Siu e H'(Q,S?%) est Eg-minimisante,
alors w(y) = u(a + oy) € HY(By,S?) est E“-minimisante.

Démonstration : ~
Supposons que u € H'(Q, S?) est Eg—minimisantel’
c’est—a—dire :

Vove HY (D5 [ u—ve HN D, IRY) Eg(u) < Eq(v).

Pour a € Q et ¢ > 0'notons s = uXBG(a) et s=u(X, - X ). Nous
avons :

Vie HY (B,(a),5%) | s—t € HY(B,(a),IR?) E,.(s)< E,.(1).

En effetl'si nous prolongeons ¢ par u en dehors de B,(a)l'pour obtenir
v e H'Y(Q, S?)Tnous avons :

Eq(u) < Eq(v)
donc

EoB@(3) + Eao(s) < Eqp(5) + Eao(t)
d’apres l'identité 2.5.
Ensuite nous posons w(y) = s(a+oy) I’
etI'pour v’ € H'(By, 5?) tel que w —v' € H}(By)Tt(a+ oy) = v'(y).
Or

o' —w € Hy(By) <t —s € Hy(B,(a))
Alorsl’

- 1 -
B (w) = = Euols) £ — Buo(t) = B ()

Q=

Donc w est F*°—minimisante. m

Lemme 2.2 Soit 0 >0 el a € ().
Siu e HYQ,S5%) est Eq-minimisante, alors, si nous notons
w(y) =u(a + oy) € H(By, 5?), nous avons pour 0 < A <1

Vo'e HY(By,S?) tel que v =w sur B;\B)
Ex(w) < Ex(v')
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Démonstration :
D’apres le lemme précédent 2.1Tcomme v’ — w € Hy(By) nous avons

Ea,a(w) < Ea,cr(v/)
Or

Bro(w) = Baw)+ [ [Vefdy+ K[ o pw)dy
Bi\B, B1\B

1 A

—2]&”2/ UQEZ-wdy—ZIX’Q/ o? Vo wdy
B1\B\

B1\Bx

—Kg/ o* Ve, - wX, dy—l—ZKQ/ UQquAl-wé\?BA dy
B 1 B, '
—I—KQ/ o’ V- w /'\,’BA dy

A

B
_ EA(“)H/B\B |Vv’|2dy—|—K1/B\ o2 [p(v')dy
1 A

1 A

—2 K, / o2 H, - v'dy — 2 K, / o? V- v'dy
B1\B\

B1\Bx

—Kg/ o’ Vori-wkX, dy — Kg/ o’ Vo wi, dy
B ! B !

+ K, /B Vo w X, dy+ Ky / 2V w0 (X, — Xy )dy

B1\Bx

—I—KQ/ o’ Vo - wz’\?Bk dy
B

car Voo, = Vo1 + Vo, et grace au théoreme 2.2.
Nous en déduisons que :

Bro(w) = Ba)+ [ (VP Ky [ ot )y
Bi\B, Bi\B

1 A

—2 K, / o2 H, - v'dy — 2 K, / o? V- v'dy
B1\B\

B1\Bx

K, / Ve (Y — Ay dy

Et comme Vo, 1 ne dépend que de w (/'\?B1 - X
avons démontré le lemme. m

k) =v' (X —/’\,’BX)Fnous

By

Lemme 2.3 Soit 0 < 0 < 1 el a € Q, u € HY(Q,5%) une fonction Eq-
minimisante et 0 < A < 1.

Alors Feg = 2(Q) > 0 tel que Vw € H*(By, 5%) nous avons l” inégalité
sutvante :

(2.8) | Ex(w) — EA(w) | < e /2 \3/2
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Démonstration :

| Exw) = Bx(w) | < Kyo* [ pl)Pdy+2 K0 [ L] o de
B>\ B)\
+2 Ky 0 | / Vi - wX, dr |
B, A
+2 Ky 07 | / Vo - wz’\?Bk dx |
B
+K, o | / Vour-wiX, dr|
B, A
Orl'd’apres le théoreme 2.2
| / quwA-wé\,’BA dz | < 4mvol By < 4w\’
B

Nous avons aussi
| /B Vor - wz’\?Bk de| < 4rm(vol By )1/2 (vol By )1/2
A
< 4 N2

et

0 1/2
|/B qua-wé\,’Bkd:JM < 4r (vol;) (volBA)l/2
A
< 47T(UOZQ)1/20'_3/2)\3/2
Par conséquent 3d = d(2) > 0 telle que
aMw) — ~/\ w) | <d(o 4+ + 0o
B B d 2 )\3 2)\3/2 1/2 )\3/2
et nous avons ¢ = ¢3(2) tel que
| Ex(w) — Ex(w) | < ¢y a2 A2

Lemme 2.4 Soit 0 < 0 < 1 el a € Q, u € HY(Q,5%) une fonction Eq-
minimisante.

Soit w € HY(By, S?) définie par w(y) = u(a + oy),
alors 3¢ = ¢3(Q) constante | ¥ X € ]0,1]
Ev(w) < E\(v') 4¢3 o2 )\3/?

Vo' e HY( By, 5%) avec v/ = w sur By\B)
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Démonstration :

E\(w) < EA(w)—I—cz o2 )\3/?
inégalité 2.8
< E/\(U/) + ey a2 N\3/?
lemme 2.2
< EA(0) 4 s V2N p ¢y g2 N3
inégalité 2.8
< Ex(v) 4+ 2¢ o2 )\3/?

2.3 La formule de “monotonie”

Proposition 2.4 Soit 0 < 0 <1 et a € Q, u € H(Q,S?) une fonction
Eg-minimisante.

Soit w € HY(By, S?) définie par w(y) = u(a + oy),
alors 3¢y = ¢4 () constante telle que

1 1
3 B a(w) < [; B, (w) + cqa'? p'?]

[N

\V/xEBl/Q et 0<)\§p§

Démonstration :
e Soit 0 < 0 < 1Ta € Q et w € HY(By,S?) définie par w(y) =

ula 4 oy).
1
Soit ¥ € Byjpet 0 <A< p< §Fnous voulons montrer que :

1 1
3 Bealw) < [; Epp(w) + eq 02 p!?]

o Apres changement d’originel'nous nous contentons de montrer :

1 1
(29) LBy w) < (2 By () + et
)
En effetI'si nous notons w”(t) = w(a +t)I'nous avons £, \(w) = E\(w")
et w’(t) = u(a+ox+ot). Nous pourrons donc utiliser 2.9'avec w” au lieu

de w et a + o2 au lieu de a.
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1
e Pour presque tout A E]O,ﬁ]rnous avons / | Vw |2d§(:1;) < 00
A

x|=

ou ¢ est la mesure sur la sphere.

Introduisons la fonction de comparaison :
oa(z) = w(x) sio | [>A
o(z) = w(%) sio | |<A

Notons Vew la composante tangentielle du gradientI'le long des spheres
|z |=7r.

2 2
Ainsi | Vw |° = | Vew |* + | aa—l: | Tou | Vew | = rzcis2<p| aa—qg | +
ow *?
7 3
Calculons :

Ex(vy) :/B | Vo, [*de
A

= [ (1 ve g
Az

Changement de variable y = —
"

- /7’9 (/|y|:/\§\_zi\_j| Vew(y) | dé(y)) dr
= [ (I Veto) Paetw) d

=A[ | Vewly) [ detw)
([ Ve Pagor— 150 dete)
Or
dE/\ w d 2
d; ) _ ﬂ(/769(/@':7) Y [ de(x)) dr)
= [, Vo Pde)
Donc

Le lemme 2.4 implique I'inégalité suivante.
Ex(w) < Ex(vy) 4¢3 o2 )\3/?

d Fy\(w) ow > 1
. e d /2)\3/2
o [ G ) +eso

< X
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Cela implique

Jw 2 d Ey\(w)
TS de() <A B REPRE
15 ) 2T B + o
1 ow 1 dE\(w) 1
< — — | d < - - = F /2 \~1/2
Y e W Pt L
1 dw ? d /1
2.10)0 < ~ — | dé(z) < (T B 2\
210)0< 5 [ 1501 i) < (5 Baw) +eso
Nous pouvons intégrer 'inégalité entre A et p (sans prendre en compte
le terme en 8_w)
ar

1 1
(2.11) XEA(w) < ;Ep(w)—l—Zc;), o'/? (,01/2—)\1/2)
et finalement
1 1 1/2 1/2
3 Ey(w) < ;Ep(w) +2c307p

C’est I'inégalité 2.11 qui donne son nom a la formule. m

2.4 Approximation de w par des fonctions
continues

e Dans cette section'nous ferons les hypotheses suivantes :

Soit € > 0l'w € H'(£2, 5%) une fonction Eg-minimisantel’
0<o<leta€N Soitwe HY(By,S?) définie par
(2.12) w(y) =ula+oy).

Nous supposons

o2 <z et Fi(w) <®
e Nous allons montrer quel'si € est suffisament petitl'il est possible
d’approcher w par des fonctions régulieres & valeurs dans S2.

e Posons :
@ IR — IRT

une fonction régularisantel'réguliere et radiale.
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C’est—a—dire :

supp e C By
[y la)de =1
p € C(IR°, IR)

p(r) =g(r) ou r=|z|

Remarquons quel'si w* = / @(x) w(x) del'nous pouvons appliquer une
B

1
version de 'inégalité de Poincaré [DL84, p. 636] pour affirmer qu’il existe
une constante dy = dy(¢p) telle que :

/ | w—w* |2d:1; <d Fi(w) < diE
1

Ceci impliquel'en particulierl'que w* est proche de beaucoup de valeurs
de w(z) pour x € By.

Plus précisémentlil existe une constante c5 = ¢5(¢p) telle que :

(2.13) dist (w™, 52) < s EY/?
En effet :
ist (w7, 5%) = min [w” —y |< min | w” —w(2) |
orl’
/ | w—w* |*dz > dy min|w—w*|?
B1 l’eBl
doncl’

, 1/2
dist (w*, S?) < ds (/ | w—w"| d:z;) < 5 EV/?
B
1
e Sixz € Byjlconsiderons la boule By (x) ou 0 < b < 1 et la fonction :

R 52 / Wy n(y) = w(x — hy)

Par la proposition 2.4I'nous avons :

1

1
Ei(wgp) = — Epp(w) < [— Ey (w)4ey o'/? ,01/2] Voee By et 0<h<p<
)

h

1
Comme nous pouvons fixer p = 1 et F,,(w) < Ey(w)lil existe dy = dy(p)

et ¢g = co(p) qui vérifient :

1
(2.14) By(wep) = 3 Epp(w) < dy By(w) + dy o/?

Cg &€

IA A

[N
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d’apres les hypotheses 2.12.
Y
h

215)u(@) = [ o)l —hy)dy

— (h)l‘—ZUJZ z = (h)x—zwz Z
[ ¢ = 2wz de = [ oD =2 w(z)d

B

o Posons M (y) =h73p(F) et :

car supp @M (z — 2) C By(x). La fonction w® & C*(Byjq, IR*) car c'est
le produit de convolution d’une fonction ¢ € C*(IR*, IR) et d’une fonction

w E LQ(IRS).

o [l existe ¢; = ¢7(¢) telle que :

1
(2.16)  dist (wP(x),5%) < ez EY? VY (a, h) € Bij2x]0, 7]

Car / p(y) dy = / ( )‘P(h)(l’ —z)dz =1 etl'en posant ¢(z) = cp(h)(;z; —
Bl Bh x
z) nous pouvons appliquer 2.13["avec ¢ au lieu de .

e Soit O une couronne sphérique de IR’Tcontenant S? et telle que Vy €
5% nous ayions dist (y, O) < & pour un € > 0 donné. Soit Il : O — S? la
projection radiale sur S%. II € C*=(0, 5?).

Par I'inégalité 2.161'si & est choisi suffisament petitI'nous aurons
w(h)(:li) € O Vo € By, et nous pouvons définir une fonction réguliere :
wy, © Bijp — S? par wy(z) =1l o w(h)(:zj).

Lemme 2.5 Supposons a nouveau que les hypotheses 2.12 sont vérifiées et,

pour h =E"* et h €]0,h], définissons w" et w) comme en 2.15.
Alors il existe une constante cs = cs(p) > 0 telle que :

/ | VM |2 dr < cg Fi(w)
B2

et

- - 2
sup | w(z) —w™(0) | < cgz!/?
z€B) 2

Démonstration :
e Premieére inégalité :

Par définitionI'nous avons V. € By, :



134 Le théoreme d’s-régularité

[ Vu@) P< [ oW [ | Vule) Pz < dilg) Bl
Bh(l’) Bh(l’)

/ | VM |2 dr < cg Fi(w)
B2

e Deuxiéme inégalité :

Nous avons V. € By/; :

Vo) [ = | [ 6P = y) Tuly) dy
B
< [ oPa—yidy [ ¢Pa—y)| Vo) Pdy
= [ P =) Vuly) [*dy
= Rl Vuw(y) |*dy
fo Aty |

< Flswe [ Vuly) Py
ﬁl’
< dQ(S‘Q)E_SEBE(x)(w)
< ds(p)hE
d’apres I'inégalité 2.14
= ds(p)E'?

D’apres le théoreme des accroissements finisI'36 €0, 1] tel que :

| w®(2) = w®(0) [ < di| VP (02) |

d’ou _ _ )
sup | w(z) —w™(0) | < cgz!/?
z€B) 2
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e Pour comparer les fonctions approchantes avec w nous devons les
faire coincider avec w sur le bord d’une petite boule. Pour x quelconque

fixé['"inégalité 2.16 est valable pour tout h €]0, h|[elle est donc préservée
si nous choisissons h = h(x) dépendant de x. Nous avons alors :

Lemme 2.6 Toujours sous les hypothéses 2.12, posons 7 = £Y/%, 0 €], i]

et choisissons : h = h(r), our = |z| , une fonction décroissante de r,
réquliere, telle que :

h(r)=h=¢2"* pour r <6
(2.17) h(0+7)=0
| W) |< 228

Posons :

WD (z) = [ " @ = y)w(y) dy

et, par 2.106,
(wp)(7) = wp(y(z) =1l o w @) ()

Alors la fonction wy, est dans H'(Bij,5%) et satisfait w, = w sur
Bi/o\Boyr, wy, = wy; sur By et g = co(p) telle que

/ | Vwy, |2d:1;§09/ | Vw |2d:1;
By4-\Bg Boy2-\Bo—r

Démonstration :

o Comme wyy(z) = Ilo wh @) () et que 1T € C=(0O, S*)I'si w €
H'(By 2, S*)I'nous avons wy, € H'(By /s, 5?).
De plusT'w;, = w® h)

= w sur Bl/Q\B9+7—th = ngw(h) = w™ sur By et :

/ | YV, |Pde < dl/ | Vw® |2d:1;
Boy-\Bg By

T\BQ

Donc il suffit de montrer le lemme avec w™ au lieu de wy,.
e Remarquons que

@) = [ ely)ule - h(x)y)dy

et done que w est réguliere si w lest.
e Supposonsl'dans un premier temps que w : Bzjqy — IR? est réguliere.
Si = est un domaine contenu dans Bs/4I'p. p. # € = :

w?) w z
o= 1o | te = e = 5y ute = ey
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e Il s’en suit qu'il existe dy = da(, Z) tel que :

/E|Vw(h) |2dx§d2/3(/]31 @(y)|Vw|2(x—hy)dy) d

( expression de Vw et majoration de Cauchy—Schwartz )

e Pour # € El'nous posons z = © — h(x)y. Cela définit une fonction
F,: 2 — =, ou=, ={z /dist (2,2) < 7} car h = /* < 7 =¢!/8,

e Par 2.17TF, est un difféomorphisme sur F,(=)I'de jacobien proche
de 1 ( parce que h'(r) <288 ). Ainsil'par un changement de variablesI

ﬁ|vw|2(x—h(x)y)dx <2 ﬁ |V |? de
D’ou l'existence d’une constante ds = ds(¢, €) telle que :
(2.18) /_ 1Veo® |* de < dy /_ | Vo |2 da

e MaintenantlI'si w; est une suite de fonctions régulieres de Bs/, dans
IR? qui converge fortement vers w dans H 1(33 /4)Fnous avons

Lovel? -vel fde < ds [ |V, P da
B2

3/4

grace a ce qui précedel’avec = = By /,.
Donc wl(»h) est de Cauchy dans H'(B s, IR?).

o lim wl(»h) = w dans H'(By s, IR%) et presque partout. De plusl’

T——>00
wh = w sur Bijo\Bgy-L'car h(z) = 0si |x| > 0 + 7Tet alors wl(»h)(:z;) =
w;(x).
FinalementTw® € HY(By s, IR?) etTen appliquant 2.18 avec = = Bgy,\ Byl
nous obtenons le lemme 2.6. m
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2.5 Inégalité fondamentale

Proposition 2.5 [l existe une constante € = () > 0 telle que si 0 < o <
1, a €Q, ue HY (Q,5%) une fonction Eq-minimisante et w € H'(By, S?),
la fonction définie par w(y) = u(a + oy), vérifient :

oc?<z et Fi(w) <®

alors 30 = 0(z) €10, 1] tel que

By(w) + 020! < = (EBi(w) + o)

| =
[N

Démonstration :
e Soit v la solution du probleme de Dirichlet linéaire :

Av =0 dans By,
v=w® gsur 0B s

alorsI'v : By, — IR® est une application harmonique régulierel puisque

w® est réguliere [DL84, p. 389].

Nous observonsI'd’apres le lemme 2.5I'que

wM(Bys) C Byz(w(0))

Il s’en suitlI'd’apres le principe du maximuml'que 'image de v est aussi
dans cette boule [DLII'p. 289].
En particulierl'il existe d; = dy(f2) telle que :

T2
(2.19) sup |v —w® | < dy 2Y/2
B2

Le théoreme de la moyenne pour les fonctions sous-harmoniques [Mor66,
th. 2.2.7, p. 41] implique I'existence d’une constante dy telle que :

sup|Vv|2§d2/ | Vo | de
B2

By /s

Comme v minimise I’énergie sur B ;I'pour les fonctions qui coincident
avec elle sur son bordI'nous avons :

/ | Vo |? de < / |Vw(ﬁ) |2 de < cg Fi(w)
B2 B2
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d’apres Dautray-Lions [DL84, p. 633] et le lemme 2.5.
Finalementlil existe ds = d5(2) telle que :

(2.20) sup | Vo |2 < ds E1(w)
By /s

1 . s s e
e Pour tout § €0, =]'nous pouvons estimerl'grace a I'inégalité 2.16 et

a la régularité de 11T’
5 E@(wﬁ) S d4 5 E@(w )

(2.21) ! L,
§2d45/ (1V® — )| +|Vo|?)de
By

ol d4 est une constante.

1
e Par 2.20I'nous avonsI'pour 6 €0, Z] :

/ | Vo | de <sup|Vv / dx
(2.22) 9 B
< ds 0’ E, (w)

ou ds dépend seulement de €.
e En intégrant par parties :

/ |V(w(z) — ) |2 dx = —/ (w(z) —v)- A(w!™ —v)da
B2 B2

(Une intégration par parties est possible car w® et v sont régulieres et
coincident sur 6 By .)
En utilisant 2.19 et le fait que v est harmoniquel'nous obtenons :

(2.23) / 1V (w® — )| de < ds —1/4/ | Aw® | da
B2 B2

ou dg dépend seulement de €.
[’équation d’Euler de la proposition 2.2 pour w donne Aw = f(w, o)l
donc :

AuP(e) = [ (86D = y)) wiy) dy
= [ ¢ = y) Auly) dy
= [y # P = v) Flwly).0) dy

La majoration de la proposition 2.3 permetl'apres intégration sur By /I’
d’obtenir :

/ | Aw? z)|dx / /
Bi)2 By /By

B —y) fwly), o)| dy de
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IA

dr [ 1 (ww).0)|dy
< dg[Fi(w) + 01/2]

ou dg est une constante.
e En combinant 2.21172.2212.23 et I'inégalité précédentel nous obtenons :

1 1
5 E@(wﬁ) S 2 d4 5 d6 51/4 dg [El(w) + 0'1/2] + 2 d4d5 02E1(w)

donc

1 1
(224)5 E@(wﬁ) S dg - _1/4 [El(w) —|— 0'1/2] —|— dg 02E1(w) \Vle - ]0, Z]

ol dg = dg(Q)
1 - 1 0
e Soit u €]0, E] Prenons § = 't = €5 'p 'entier tel que p < 3r <
T
p+ 1.
P
Nous notons [0,0+3pr] = [ J I; (C [0,26]) ot ; est un intervalle fermé
=1

de longueur 3 7.
o

|~

—1>

-
=

1 _
Comme g < EFnous avons p > € — 1.

Lo =

o=

3€

P
De plusF/ : |Vw|2d:1;:Z/ |V |? de < Ey(w).
re i—1 Vel

7,6+3 pr]

e Nous pouvons choisir [; tel que :
(2.25) / |V ' de < p~t Er(w) < dioZT By (w)
rel;

ol le = dlo(Q)
Soit 0 tel que I; = [0 — 7,0 + 2 7] et h(x) comme donné par 2.17.

Wy (x) € H' (B2, S*)Twy, = w pour r > 0 + 7 et

/ |th|2d:1;§d11/ |Vw|2d:1;
re[8,0+7] rel;
d’apres le lemme 2.6.

Par 2.25111 existe di2 = d12(£, ) telle que :

L

(226) /re[@ 04r] |vwh |2 dx S d12 £16 El(w)

e Par le lemme 2.4T'il existe di5 = di3(9) telle que :

—3/2

Egr(0) < Egyr(wy) + dizo'/* 0
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En effetT'd + 7 < 20 et
Egpr(w) < Eppr(wp) + cso/?(0 + 7-)3/2
< E€+T(wh) +dys 01/2§3/2

ol cs est la constante du lemme 2.4.
o [’inégalité 2.26 implique :

E@(w)

IA

Eopr(w)
Eorr(wy) + dis ol/? 53/2
< Ey(wy) + diz zio Ei(w) 4+ dis ol/? 53/2

IA

car wy, = wy sur By.
Finalementlil existe diy = d14(Q, ) telle que :
3/2

Ey(w) < Eg(wy) + d1ag1 Ey(w) + dygo'/?0
e En combinant cette inégalité avec 2.24 ot § € [, 2 0]'nous obtenons :

1 1

1 _a 1
— By(w) < = Ey(wr) + dig = 5% By (w) + dyg o2~ 7
0 0 0 0
1 1 _a
S dg 5 51/4 (El(w) + 0'1/2) + d14 5 ET6 El(w)
—|—d9 02 El(w) + d14 01/2 0'1/2
|
< dis (5407 (By(w) + 0
01:1 d15 = d15_(Q,g0). B
Comme § = I''inégalité précédente avec § = 6§ donne :
1 1 ©
S B(w) < dis (2 +.28) (B () + 07

Nous voulons montrer que

%Eﬂw) +0%012 <~ (By(w) + 01?)

[N

Or ¢¥/2 <z et = z*T'donc :
_ 1
= Fz(w) + 0'/* = i By(w) + 2ot/

< dys (BT 425 42 (By(w) + 02

|| =

1 1
Prenons pu tel que 6 M > 0. Clest—a—dire p < s Et nous prenons

€ assez petit pour que dis (E(%_“) +E7 4 ") < 3 Nous obtenons ainsi la
conclusion de la proposition. Remarquons que p est une constante totale-

ment indépendantel’'n = 11—7 par exemplel'et que € ne dépend que de ) car
sa dépendance en @ est éliminée en fixant . m
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2.6 Démonstration du théoreme d’s-régularité

Démonstration :
Soit u € H'(£, 5?) une fonction Eg-minimisantel'a € Q et 0 < o < 1 et

soit w € H'(By, S?) définie par w(y) = u(a + o y).
Soit € > 0 donné par la proposition 2.5.
Supposons o!/? < 7 et %E(M(u /'\,’Bc(a)) = Fi(w) <E.
D’apres la proposition 2.5I'30 €]0, 1] tel que

By(w) + 01202 < o (Ei(w) + 0%

| =
Ol p | —

IA

D’autre partl’en posant

we(y) = w(fy) = u(a+oby)

nous avomns

Eg(w) = Ei(wg) <

| =

Nous pouvons a nouveau appliquer la proposition 2.5I'avec ws au lieu
de w et § o au lieu de o. EtI'pour le méme 6 €10, 1T

(B1(wg) +0'/25112)

[N

Eg(wg) + 00"/ <

)| =

C’est-a-dire
- - 1 -
072 B (w) + 0o'/? < 5 ((9_1 Eg(w) + 01/201/2)
En appliquant la proposition 2.5 a droite nous obtenons
_ _ 1
07% B (w) + 00" < ()" (Bi(w) + 0'%)
Par récurrencel’
n—i nij2 1/2 L 1/2
07" Eg(w)+ 600 §(§) (Ei(w)+0o7)
o Etant donné r €]0,1[ quelconquel'3i € N/ r € [0+, 67].

In2
En posant o = m

g—i Er(w) 4 T1/2 0_1/2 < éi(2a) (El(w) 4 0_1/2)

['nous avons :
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carl’

7

. o B 1
07" E.(w) + P2 g2 < g Egi(w) + 02512 < (5) (E1(w) + 01/2)

et
. In 2

gi(Za) — gl(m) — 2—2’

o Cela implique que

1 0i(2a) 1
CE(w) £ o (Ba(w) + 0
r —1
02+1 20z-|—1
< g-1-2a ( r20 (El(w) + 01/2)
r
< er?e

ou ¢ et a ne dépendent que de 2.
Pour x € Byjpetr €10, i]Fnotons wi(t)=w(x+t)=ula+ox+ot).

1 1
xT
L Br(w) = 2 By(0?)
r r
Nous pouvons reprendre le méme raisonnementl'avec a + o & au lieu de

a et w” au lieu de w.
Nous démontrons ainsi que

1, 1
Vee By VYrelo, Z] — B (w) <er?®
r
Nous appliquonslalorslle lemme de Morrey [LU68 lemme 4.1, p.53] pour
conclure que w est holdériennel'd’exposant o sur la boule Bj ;.
Donc u est holdériennel'd’exposant o sur la boule B, /5(a). m
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2.7 Corollaires

Lemme 2.7 Soit u une fonction Eq-minimisante, a € Q, 0 < ¢ < 1 et

w € HY(By, S?) définie par w(y) = u(a + oy).

Alors, il existe une suite \; €]0, 1] telle que \; — 0 et que la suite des fonc-

tions wy,, définies parwy, (t) = w(A; t), converge faiblement dans H'( By, S?)

vers une fonction wy € H'(By,S?), harmonique, vérifiant % =0 p.p.
r

dans Bj.

Démonstration :

e Soit u une fonction Eg—minimisantera e A0 <o < letw e
H'(By, S?) définie par w(y) = u(a + oy). Soit wy € H'(By,S?) définie par
wy(t) = w(At) = ula+ o At).

Du fait que E;i(w)) = XEA(w) et grace a la proposition 2.4I'nous avons
1 1/2 1/2 1
Ei(wy)) < —FE,(w)+cs0/%p pour 0< A <p< 5
)

donc Fi(w,) est borné quand A devient petit.

e Comme H'(Bi, IR®?) est un espace de Banach réflexifl'il existe une
sous-suite qui converge faiblement dans H'( By, IR”) etI'comme H'(B;, S?)
est faiblement fermé dans H( By, IR*)T'la limite faible wy € H*(By, S?).

En résumé

— Wo € Hl(Bl,SQ)

Ai—0

Wy,

7

Pour simplifier notons w, pour wy,.

e Or wy(t) = u(a+ oAt) doncl'd’apres le lemme 2.1T'w), est Eor
minimisante. D’apres la proposition 2.21"w, satisfait 1’équation d’Euler-
Lagrange :

Awy, = [ = |Vwy[> = Ki (6))? (wri? + wis?) + Ky (o)) (wy, H,)
+ K, (0‘)\)2 (wyr, Vo) + Ko (0‘)\)2 (wx, Vu,) |w
K (00 p(wy) — Ky (X)) H, — Ky (00)* Vo — Ky (o))’ Vb,

ot H.(t) = H.(a+ o At)T
u(t) = u (X, — /'\,’Bc(a)) (a + o At)['(Le support de 4 est inclus dans %)
A¢r = —4m div () dans D'(IR*)T

et A¢,,, = —4r div (wy X, ) dans D'(IR?).

By
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e Notons H! = HY(By, IR)T'L? = L*(IR®).

e Nous avons

Hl

Wy — Wy
A—=0

| wy |=1 presque partout.

Awy, = —|Vwy|? wy + ¢y dans D'(IR?) avec ||ey [ A—> 0

=0
En effet
en = [—= Ky (0N (wai? + wag?) 4+ Ky (0))? (wy, H.)

+K5 (00) (wr, Vg) + K2 (04)” (wy, Ve, ) Jwy
+ K, (o)) p(wy) — Ky (0N H, — Ky (00)’ Vi — Ky (0M)? Vo,

Or
o |K; (0‘)\)2 (wa1? +wyHwy| < Ky (U)\)z(wAf + wy 2?) |w,|

S [(1 (O')\)2
donc K; (0‘)\)2 (wxr1?+wy 2% )wy € L? et sa norme tend vers 0 quand A — 0.

o Ky (o)) (wy, Ho)ws| < Ko (0A) [wr] |He| [y
< Ky (o)) |H.|
donc K, (0‘)\)2 (wy, Ez)wA € L? et sa norme tend vers 0 quand X — 0.

o [K; (oA) (wy, Vog)un| < Ko (0A) [oa| [Vy| s
< Ky (o) Vgl

Mais

Q—a c

) <
oA o3 \3

/]RS |Vo-|* da < 4mvol (

d’apres le théoreme 2.2.
Et ainsi

/]RS 1Ky (00)? (i, Vé)wy | de < dy o A
D’ou K, (0‘)\)2 (wy, Vé)wy € L? et sa norme tend vers 0 quand A — 0.

o |K; (U)\)zp(w/\” < K; (0‘)\)2 |w,|
done K; (o)A)? p(wy) € L? et sa norme tend vers 0 quand A — 0.

o |Ky(oMN’H.| = K,(o)\)|H.]
donc K (U)\)2 EZ € L? et sa norme tend vers 0 quand A — 0.
o Ky (N V| = Ky (o)) [Vl

donc K, (0‘)\)2 V¢~ € L* et sa norme tend vers 0 quand A — 0 .
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o Nous avons

/]RS IV, |"de = 4mvol By < 4r

d’apres le théoreme 2.2.

D’ou
1K (0A) Vo, |, < ds o® N2
o Enfinl
S 100 Vou)wilPde = [ (w2, Vo) o de

= /]R3 |(w/\7v¢wx)|2dx
< [l V6, do
< [y IV0uPda
< ds

Donc

|| K5 (0‘)\)2 (W, Vo, ) w HL2 < dyo? )\

Ce qui termine la démonstration de
Ex — 0
el —

e Nous voulons montrer

| wo |= 1 presque partout.
Awy = —|Vwe|? wy dans D'(IR?)

H!

o wy,—wy<=VYVpcH' / (Vwy — Vwy) - Vo + (wy — wo) -
A—=0 By By

o —0

A—=0
Hl

e w), — wp implique que ||wy || , est bornée (Brézis p. 35).
A—=0 H

Or l'injection H! < L? est compactel'donc il existe une suite extraite
de w, que nous notons toujours w, et qui vérifie

L2
Wy e Wo
A—=0

wy — W presque partout
A—=0

(Brézis p. 169 et p. 58)

Comme | wy |= 1 presque partoutl’| wg |= 1 presque partout.
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Nous avons aussi
Ve o / (Vios — Vo) - Vip — 0
B1 A—0

° H' —» H™! est linéairel'continuel’

v — Au
H—l
donc Awy, —— Awyg
A—0

e Soit v € Hi'mous avons V(v Aw,) = Vo Awy+vAVw,let vAw, €
H}.

Nous en déduisons

Vwy, -V(vAwy)= | Vw, - VoAw,
B1 Bl
et
s Vwy, - V(v Awy) = —(Awy,vA wA>H_17Hé
1
= —< — |vw/\| wy + EN, VU A w/\>H—1,Hé
= —&y-(vAw
J, oA
Comme wy —— wqg et | wy |= 1 presque partoutl'le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue donne
L2
v Awy —— v Awg
A—=0
L2
Vo Awy, —— Vo Awg
A—=0

Or ||[Vw, ||,, est bornée.

| Vw, - Vo Awy, — Vwg-VoAwy | < | Vwy - (VoA wy — Vo Aw) |
Bi Bi Bi

—|—|/ (Vwy — V) - Vo A wy |

B

< va/\HL2 va/\w/\—vv/\onL2
—|—|/B(VwA—Vwo)-V(v/\wo)|

donc

/ Vw, - VoAw, — Vwgy - Vo A wg
B1 A—0 B



2.7 Corollaires 147

Nous avons aussi

/ gx-vAw, —— 0
B1 A—0

Ainsil'nous avons démontré

Vwyg-VoAwy =0 VUEHS
B
c’est—a—dire

Vwe - V(vAwy) =0 Vove H,
B

e Soit f € H}. Si nous posons v = wg A fI'nous avons v € Hj et
= (f - wo) wo + v A wo.
D’ou
Vwo . Vf = Vwo . V((f . wo) wo)

B1 Bl

Mais V((f - wo)wo) = V(f - wo) - wo + (f - wo) Vwy et Vwg - wg = 0
puisque wo € S*T'donc

Bleo-Vf:/Bl(f-wo)WwoP vV fe H}

Ainsi Awg = —|Vwg|? wo dans H™*.

wp est harmonique.

w
o Il reste a démontrer que =2 =0 p.p. dans Bj.

or

L’inégalité 2.11 de la démonstration de la proposition 2.4 impliquel'pour
n=p:

1 1
;En(w) + eyttt < ;Ep(w) + ¢y ot/? pll?

Donc |
lin% — By (w) + ¢4 ot/? 771/2 existe.
n—0 7
etI'par suitel’
o1 )
(2.27) 7171_% ;En(w) = 7171_% Ei(wy) = Lo

e 5i nous integrons a nouveau l'inégalité 2.10"en considérantl cette

) w
foisI'le terme en —I'nous obtenons :

or
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1 Jw 2 d 1 cr
Z — | d€)d </ — (=~ F d T4 1212
/77§/\ (/|x|:77| | 5) U <A dﬁ( U(w)) n+ 5 o

1 2 1
/ Low P < [—EA(w)—LO]—I—CQ—Llal/?)\l/?

1 : 1 :
Mais/ —| w, | d:z;:/ —| ow | dx
Byr Or

. 1 aw/\
lim

2
- —= | dz=0
A=0.JB, r| or | de

Ce ow : s s
Ce qui implique ar =9 p.p. dans Bjl'car la semi-continuité inférieure
r

donne :

1 2
/ L Jwy e = 0
B T Or

Corollaire 2.1 Soit u Eq-minimisante, soit S Uensemble de ses points sin-

guliers, nous avons H'(S) = 0.

Démonstration :

e Soit u Eg—minimisanteroit Z > 0 la constante du théoreme 2.1.
o Soit x € ST'soit 0 < A < 1 tel que A2 < &,
Notons w, \(y) = u(x + Ay).

3 1
(2.28) < Ey(wy)) = XEx,A(u XB)\(.T))

car sinonl'd’apres le théoreme 2.11'u serait continue en .
Soit § €]0,2%[I'soit {Bs(x1), -+, Bs(x;)} une famille de [ = [ (§) boules
I

disjointes de rayon ¢ et de centre z; € S telle que S C U Bas(x;).

=1

L’inégalité 2.28 permet de montrer que

le< < [, | Vu [*de
0 NJizy Bal)

ce qui implique
1
€
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Rappelons que la mesure de Hausdorff de dimension & H* est définie
par :

¢s(A) =inf - €(5) = inf Y- a(k) 27 (diam $)*

SCG SeG

I'inf étant pris pour tous les G dénombrablesltels que G C {5 C IR" / diam S <
st et AC |J S. a(k) est le volume de la boule unité de IRF.

SeG
k T
Et H*(A) = 51£>no os(A).
[cil'pour k = 1I'nous avons ¢s(S) < 414.
H'(S) <4zt Slim | Vu |*dz

—0 JJi_, Ba(i)

Or

HS(U Bs(z;)) < a(3)18°
< 8’ Eg(u)

et la 3—mesure de Hausdorff est équivalente a la mesure de Lebesgue. Par
le théoreme de convergence dominée nous avons :

lim [ | Vu [*de =0
§—0 Ui=1B5(l’i)

Doncl
HI(S)=0



Chapitre 3

Résultats d’extension et de
compacité

3.1 Lemmes de prolongement

o Soit V C IR? et O C V ouvert dans V.

Pour u € HY(V, IR?) et u* € IR’ fixésI'notons Fo(u) = /O | Vu |* de et
Wo(u) = /O | u— u* |?dx ot dx est Pélément de surface dans IR?.

o Soit V C IR® et O CV ouvert dans V.

Pour u € HY(V, IR?) et u* € IR’ fixésI'notons Fo(u) = /O | Vu |* dz et
Wo(u) = /O | w —u” |* dz ot dx est I'élément de volume dans IR®.

Notons encore Eyo(u) = / | Vu | do et Wao(u) = / |u—u* " do

ou do est 1’élément de surface sur le bord de OI'00. i

Quand O est I’ensemble de définition de la fonction ul'notons simplement
E(u) = Fo(u) Wiu) = Wo(u)

e Pourn>2eto€l0,1[C? =Bt %[00

Lemme 3.1 Soit u € H'(9C?, S?) tel que

pour T € Bn-1 u(:z;, _U) = ul(x)
7 u(xvo-) = u2(x)

et pour (z,t) € S"7? x [—o,0] wu(x,t) ="°u(z) avec *u € H'(S?72, 5%).

( En particulier, nous avons uy = uy = °u sur dB*~" = S§"72 ) Alors, il

avec uy, uy € HY(BIY 52%)

existe une extension de u, w € H'(C?,S?), telle que u = u sur 9C? et :

E(u) <cioo [E(ur) + E(uz) + 0 E(°u)]
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W(u) < ecroo [W(ur) + Wiuz) + oW (°u)]

ou c1p est une constante ne dépendant que de n.

Démonstration :

e Nous montrons d’abord que nous pouvons nous ramener a o =1 :

Pouruw € HY(9C?, S?) et w € HY(AC}, S*)Ttels que w(y, 2) = u(ocy, o 2)l
notons w € H'Y(C7},5%) l'extension de w obtenue pour ¢ = 1 et W €
HY(C?, 5% définie par u(oy, o z) = W(y, 2).

wq'wy et “w étant définis de facon analoguel'nous obtenons alors :

E@m) = o"?E(w)
E(u) = "7 E(w;)
E(Cu) = " E(°w)

Or F(w) < ¢10[F(w1) + E(wy) + E(°w)] entraine :

E(@) < cioo [E(ur) + E(uz) + o E(°u)]

De mémel'si W(w) < ¢1o [W(wy) + Wi(ws) + W(°w)|T
W(u) < ecroo [W(ur) + Wi(ug) + oW (°u)].
Nous supposons donc a partir de maintenant que o = 1.
e Considérons un homéomorphisme bi-lipschitzien f : 0B} — 9C7T
qui s’étend & un homéomorphisme bi-lipschitzien f : B} —s C7 ol
_ x
o)y =z | f(—)

|z |

e Soit II:B!\{0} — 0B} la projection radiale
T

o Soit w=woll:C"\{(0,0)} — 52,

Nous avons wo f =wuo foll.

e Nous démontronsl'de la méme facon que dans la proposition 2.4I'que

B(@oT) < (n—2)"E(uo f).

En effetU'pour € B} %o f(z) =uo foll(z) = u(f(i))

z |
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s
I
(@]

=

|

1

X

[ IS | s

= .0 ) Vel fw) [ de(w) e
= (-7 /Iylzl | Veu(f(y)) I” dé(y)

< (=27

e De plus

E(u) =

IA

<

e Nous obtenonsl'de la méme faconl'E(u o f) < K F(u).

o Alors:

E@ <KE@of)<(n—2)"KE(uof)<dE(u)

e D’autre part

= ([ vutr) Pae) - [ 12D gegy)

By

E(uo f)

/ | VT | de
cr
LIV @eT) [ dy
Changement de variable y = 7_1(:1;)
K[ V@) [y

By

inégalité de Lipschitz
K E(@o f)

E(u) = / | Vu | de
acn

- / | Yy |2d:1;—|—/ | Vs |2d:1;—|—/ | Vou(e) > dedt
B! B! P2 x[-1,1]
= FEup) + E(uz) + 2 E(°u)

7

e Pour ce qui concerne WInous faisons le méme raisonnementlla pre-
miere inégalité étant remplacée par :

W(wof) =

Lo vaUn = | da

2

; | @ |



3.1 Lemmes de prolongement 153

= [ ) = P ) dr

-1 * |2
= — d
w7 [ ) - P dety)
= n'W(uo f)
|
Lemme 3.2 36; tel que si u € H'(SL,S?) et si E(u) W(u) < i,
alors , il existe w € H' (B2, 5%), avec ©w = u sur OB et :
B(@) < ey (B(u) W(a))”
W(u) < eppo0 W(u)
ou c11 est une constante indépendante.

Démonstration :

e Nous pouvons a nouveau supposer o = 1 .

e Soit ue HY(S', S*)'soit 6% = E(u) W(u).

o Si S! est paramétrée par § € [0,27[['supposonsl'dans un premier
tempsl'que v* = u,, = %/0 7ru((9) df = u(a) avec o € [0, 27].

Nous avons :

| u(0) —u” |’

/jZ(U(S) - u*7ul(5))d5 + | U(Oz) LT

< [T uls) — e (o) | ds
< 2 (B(u) W)
< 24

Doncl'si §; est petit max | u — u* | est petit.

e Soit W la fonction harmonique minimisant F sur B} pour des valeurs
au bord données par u [Mor66].
Nous avons || — u* || < V282 d’apres le principe du maximum.

o L’équation d’Euler-Lagrange pour @ est AT = —|Va|* .

Cela implique :
1
(—|Va)* 7,7 —u*) = (AT, T —u*) = 5 Al7 - w ] — |Vul’

1
AT | Vu P2 7 || | Vu
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Si 6, est petitI'nous avons A| @ — u* |* > 0'doncI'par le théoreme de la
1
moyenne pour les fonctions surharmoniques W (w) < 5 W(u) [GT83].
e Pour obtenir la majoration de F(u)['mous comparons @ a Il o vI'ou

v : B? — IR® est la solution du probléme de Dirichlet linéaire avec valeurs
au bord u et II est la projection d’un voisinage normal de S* dans S2.

o De plus E(v) < 46'/2

e (Comme ¥ est minimisantel'nous avons
FE(u) < E(llov) <dy E(v) < d; 512

e Nous avons donc montré que :
1/2

1

/|Vﬂ|2d:z;§d2(/ |Vu|2d:1;/ | w =y, |” de)
B2 9B?2 9B?2

/ |ﬂ—um|2d:1;§d2/ | w — ty, |* da
B2 2B2

e Nous avons
/ | — ty, |Pde < | u—u |*dx
aB?2 aB?2

Supposons que u* # u,, et que E(u) W (u) < §iTalors nous avons encore

E(u) [ |u—un >dz < 62. Et donc les inégalités précédentes restent
9B

valables. 1

Nous avons immédiatement

1/2

/ | VT | de < d2(/ |Vu|2d:1;/ |u—u* | de)
aB2 aB2 aB2

1 1

_ %12 7 172 _ 2 7 N\1/2
([ rme P < ([ Ji g i)

1 1

[ N = [ da)?
B2

1

| v —up, |2d:1;)1/2

AN

QL

&
ch\
%
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/ |um—u*|2d:1; :/ (U, —u+u — U Uy —u+u—u™)de
aB2

i OB?

= / (U, — Uy Uy — U) + (U — U™ Uy, — ) da

aB?2

—I—/ | u—u* |*da
282

1

_ _ _ *
= /aB%(u Uy Uy, — W) dx

m *7m_ d
—I—/aB%(u uw*,u u) dux

—I—/ | u—u* |*de
282

1

/8B2|u—u* * dx

1

IA

Donc

E(@) < eur (E(u) W(u))'”
W(u) < eppo W(u)
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Lemme 3.3 Pourn =2 oun =335 =46(n) et 3¢ = q(n) tels que, pour
e €]0,1[ si w e HY(9OB",S?) satisfait o*~ " E(u) W(u) < §%et.
Alors, il exviste w € H'(BZ,5?), avec u = u sur B et :

E@) < ey (co E(u)+ e %0 ' W(u))

W(u) < erpe %0 Wiu)

1
Lemme 3.4 Pour o €]0, =[, nous notons A, = S? x [—0,0].

Supposons que le lemme 3.3 soit vrai pour n = 2.
Soit v € H' (52, 8%), tel que E(v)W(v) < o(8")? ou &' dépend des con-

stantes qui apparaissent au lemme 3.3 pour n = 2.

Alors Ja < 1, K et v € H'(A,,S?) tels que
v =v sur S* x {o},
v =0 sur S* x {—o}, ouv’ € H'(S? 5?), et :

E@® <Ko E(v)+ K o1 W(v)

W(w) < Ko W(v)
EW)<a Ew)+ K o2 W(v)
W) < K W(v)

Démonstration :
e Nous pouvons a nouveau supposer o = 1 .
Démonstration de lemme 3.2 — lemme 3.3 pour n =2 :

e Soit §° = §iI'q = 1I'soit ¢ €]0,1[Tet soit u € HY(S, SH)Tu* € IR’
tels que E(u) W(u) < §2e.

Nous avons E(u) W(u) < §7.
Donc 3w € HY(B}, S*)lavec u = u sur 9B et :

E(@) < en (E(u) W(u))"?
W(u) < epp Wiu)

D’ou
E@) < — (E(u)e+W(u)e™)

car e €]0,1]. m
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Démonstration de lemme 3.3 pour n = 2 — lemme 3.4 :

1
e Pour o €]0, §[Fnotons A, = 8% x [~0,0]. (attention : il ne s’agit

pas du o du lemme 3.3)

Supposons que le lemme 3.3 soit vrai pour n = 2.
Soit v € H'(S?,5?) tel que E(v) W(v) < 02(8")? ot § est une constante qui
dépend des constantes apparaissant au lemme 3.3 pour n = 2I'et que nous
déterminerons a la fin de la démonstration.

e Soit @y, -+, x; un ensemble de points de S? satisfaisant | z; —z; |> o

!
pour ¢ # j et S* C | BZ(x;).

=1
Pour 7 < [I'soit o; € [0,20] choisi tel que v; = v|_, o soit dans
HY (9B (x:),5%) et
E(v;) < 30_1/ | Vo |*du
Wiv;) < 30_1/ | v—u* |Pdu
B (i)
De tels o; existent carl'si nous notons :

A={re[0,20] ) E(v;) > 307 /B Vol2du

nous avomns

A
/ E(v,)dr > g / Vol du
A o Bao
donc
3mesA <1 mes A < g.
o 3

De mémel'en notant

B={re[0,20]/ W(v)> 30—1/ lo—u Pdu ),
B2o'
nous avons
mes B < g.
3

D’ou
mes(AUB) < —.
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Ce qui entraine qu’il existe o; € [0, 20] tel que o; € AU B. Clest-a-dire :

E(v;) < 30_1/ Vo |*d
(vi) Bgc(ml " dy
Wiv;,) < 30_1/ v—u" 2al/,c
(vi) Bga(ml |

o Notons B; = B (z;) C 5°.
Nous avons
E(v)) W(v;) < dyo™? E(v)W(v)
Doncl'si 672 E(v) W(v) < 5 g7l pour ¢ a choisitl'd = §(2) = 4&; et
G = q(2) = 1I'nous pouvons appliquer le lemme 3.3 pour n = 2 sur B;.

Nous obtenons alors v} € H'(B;, S?) tel que

E(]) < e (o E(v)+ 5:50'2'_1W(Ui))
< dy (eo E(v;) +e %07 "W (v;))
W) < dye 0 W(v;)

Le choix des o; donne :

E(@) < dy (5/ | Vo |2d,,b+5—%—2/ v — u* [2dp)
(3.1) B2 () 2, ()
W) < dy 5_5/ | v —u* |*du
B3 (i)

o [Etant donné que tout point x € S? est contenu dans un nombre fini
de boules B3 (z;)['nous avons :

S [, . Veldn < dsE)
(3.2) =1

Z/B2 ‘|v—u*|2d/,c < dsW(v)

e Le choix des x; permet de trouver un entier fixé I et des familles de
boules By, ---, By tels que :

I
UBj={B; : i=1,---,1}
7=1
et chaque B; est une famille de boules disjointes.

! !
Comme S? C U B; nous avons Z E(U|Bi) > E(v).
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Par conséquentI'pour une certaine famille B; (By pour fixer les idées )I
nous avons

(3.3) Z E(U|Bi) > I E(v)

B;eB;

e Soit O = |J Bi. Nous définissons I'extension v sur (5*\O)x[—0, 0]
BieB
par o(x,t) = v(x).

e Sur chaque cylindre B; x [—o, c]I'nous appliquons le lemme 3.1 pour
avoir T € HY(B; x [—0, 0], 5?) satisfaisant :

v(x,0) =v(x)
?( ,—o)=uvi(x) pour (x,t) € IB; x [—0,0].

Nous avons

E(6|Bl x[—o,0] )
W(6|Bl x[—o,0] )

C100 [E(UIBi) + E(Uz/) + UE(UZ')]
croo [W(vp,) + W(v)) + oW (v;)]

Or

By ) = 20 B(
(52\O)><[—o',o']

W(m ) = 20 W(
(52\O)><[—o',o']

U|s2\@)

U|s2\@)

e Doncl'en utilisant 3.1 et 3.2I'nous obtenons :

E(E) < Z E(E|Bix[—o,o]) + E(@

Bi€b (210)xt=c
< dio | 3 (E() + () +oE @) + Blvg,,)
< dio [Bw)+eE(v) + 70 W(v) + 0 E(v) + E(v)]

< dso E(v) +ds eTig™! W(v)
W(w) < BZ% W05 40m) + Wm(sz\o)x[—o,o]
< dyo Z (W(U|Bi) + W (o)) + oW (v;)) + W(U|s2\o)}

IAIA
S~
O]
|
=
=
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car ¢ < 1.

o Soit v’ = Ul oy tel que par 3.11'3.2 et 3.3 nous ayons :

&
=
I

S E() + v, )

Z(Zl — I™YEW)+dsc E(v) 4+ dsc™ 0> W(v)

<
S d6 5_5 W(U)

Fixons maintenant & assez petit pour avoir « = 1 — 7! +dge < 1. Soit
5/2 = dl 32 €_§F[( = max(d6 5_57 d6 5_5).

Par conséquentTsupposant E(v) W (v) < ¢%(6')’Tnous arrivons & la con-
clusion du lemme 3.4I'c’est-a-dire :

E®) < Ko EWw)+ K o1 W(v)
W(w) < Ko W(v)

E@) < aBw)+ K o2 W(v)
W'y < K W(v)

|
Démonstration de lemme 3.4 — lemme 3.3 pour n =3

1
o Soit e €]0,1[['soit s € IN tel que s < 1n—€ < s+ 1ou «aestla
na
constante définie par le lemme 3.4.

e Soit un cylindre de hauteur 20 = ¢ noté A, = S* x [—c,0]. (atten-
tion : ce n’est pas le o de 1’énoncé du lemme 3.3['que nous supposons une
fois de plus égal a 1)

d Ai,a:{l’EBf/1—2i0§|$|§1—2(i—1)0‘}pouri:1ag_

e Appliquons le lemme 3.4 sur chaque cylindre A;,I'en prenant v =
vy = u sur le bord extérieur de A; ,l'et a chaque pas v = v; = v/_;T'ou v/_,
est la valeur sur le bord intérieur obtenue par le lemme 3.4 au pas précédent.

Remarquons quel’tant que 2so0 = es < §F chaque anneau A;, est

uniformément équivalent au cylindre A,.

e Pour appliquer le lemme 3.4I'nous devons avoir :
E(v) W(v) < a*(8')°
mais

E(v)) < aFE(vi_y)+ Ko W(vi_)
) < K W(vi1)
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En supposant K > 2I'nous démontrons par récurrence que pour ¢ > 2
E(v) < o 'Eu)+207 2K W(u)
W(v) < K='Wi(u)

En effet

aE(u)+ Ko W(u)
KW (u)

——
=

s

VANIVAN

aB(v)+ Ko ?W(v)
KW (v;)

=
s
£ 3
INIA

< O/E( )—|—20z0_2[Z "W(u )—I—KiU_QW(u)
Wiom) < KW

Or2a< Kcara<let K >2.

Ainsil'nous avons démontré la formule.

e Nous vérifionsI' maintenantl’ que nous pouvons appliquer s fois le

lemme 3.4.

Pour ¢ = 1I'nous devons avoir E(u) W(u) < 02(5’)2. Or E(u) W(u) <
0%5% 7 < 0%6%. Nous aboutissons au résultat en posant § = §'.

Pourz > 1

E(v)) W () (@' E(u) +20 2 KW (u)) K™ W(u)
o' T KT (B W) + 2077 K27 (W ()’

K (B(u) W(u)) + 207 K> (W (u))?

IAIA A

Nous pouvons donc appliquer s fois le lemme 3.4 si

- K* () W) < 10%(9)
- 207 K (W) 5 {0y
e Nous avons K? = o° e A 5111{1( et o = <

5"
o La premiere inégalité de 3.4 est équivalente a

E(u)W(u) < 272> wa(8)
In K

3
En prenant §' =223 et g = 2— o dans le lemme 3.3I'nous obtenons
na
I'inégalité désirée.
e Nous raisonnons ensuitel'de deux manieres différentesI’selon que la
deuxieme inégalité est vérifiée ou non.
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e Sinous supposons que la deuxieme inégalité de 3.4 n’est pas vérifiéel’
nous avons :

donc

E(u) <2072 K1 W (u)

Dans ce casI'nous n’avons pas besoin d’appliquer le lemme 3.41'car nous
pouvons directement étendre u de facon homogene a ByI'par u(x) = u(li—l)F
en appliquant le lemme 3.1 avec ¢ = 1 et nous avons :

dy E(u)

<
S d1VV(U)

Donc

VAN VANI VANRR VAR VAN
S

)
) -
u) 4+ 8 i KW (u))
)
(

car e % > 1.

Dans ce cas'nous avons fini de démontrer le lemme 3.3 pour n = 3.

o MaintenantI'si nous supposons que les deux inégalités 3.4 sont véri-
fiéesI'nous appliquons le lemme 3.41's fois.

Posons ensuite @, = 7; et étendons w a Bj_s. en posant u(x) =
(1-s¢)x
)

Cela donne une fonction w € H'(By{, 5?) avec U, = U
1

Par le lemme 3.4'nous avons :

E(uuw) = E(w;) < K(o E(v;)+o™" W(v))
< K(o o't FE(u)+2 o ' K? Wiu)+ o VKTt W(u))
< K(o o't FE(u)+3 o VK¢ W(u)
W(“IAW) W(w,) < KoW(v)
< oK' W(u)

3
l-s¢

Pour ce qui est de B
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E(ﬂBf’_sa) = EW) = Esg1) < o*FEu)+20 2K W(u)
Wiag, ) = W0l = W) < K W)
Donc

E(m) < (o' + Z Ko o/_l) E(u) 4+ dyo™ K* W(u)
=1
Ww) < 4K°W(u)

S . 1_ S [,7 1_
Commeozs—l—ZKUo/_l:ozs—l—Ka1 @ z5_|_%51 <

=1 - -

Sdga’f et

. In K _
K°® ~ ewa < ¢7%'nous avons finalement

E(@) < dyeE(u)—+dgeia=2 W(u)
< dy(e E(u)+e*W(u))
Wu) < dye™ Wiu)

3.2 Extension du théoréme d’c—régularité

Proposition 3.1 Soit B > 0, il existe ¢¢ = ¢o(B) constant, tel que, si
u € HY(, S?) est Eg-minimisante, a € Q, 0 < o < 1 et Ju* € IR® tels que

1 1
ol? < ¢, —/ \Vul>de < B et—3/ lu— P de < e .
O JBg(a) 0 JBgs(a)

Alors u est Holderienne sur Bs,s(a) et | u(z) —u(y) [<c| 2 —y |
Vo, y € Bs,/s(a) avee des contantes o et ¢ ne dépendant que de Q.

Démonstration :

e Nous allons utiliser le théoreme d’e-régularité 2.1 pour w et une
boule B,p(a)lavec h bien choisil’ de maniere a ce que (o h)1/2 < Z et

1
—/ |Vu|* dz < zTol Z est la constante du théoreme 2.1.
oh JBy(a)
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3
o Tout d’abord'montrons qu’il existe h € [Z, 1] tel que :

850
8B

IA A

o w € H'(By, 5?%) est définie par w(y) = u(a + oy) Vy € By.
En effetl'en notant

A= e (L) [ ot —udy > [ ) -y,

NOUs avons
/ lw(y) — u*|2 dy > / / lw(y) — u*|2 dy > 8mes A / lw(y) — u*|2 dy
B1 A th Bl

donc

1
A< =,
mes 8

De mémel'en notant

B=(helpu/ [ IVowldy>s [ [Vot)Pdy),

nous avomns

1
B < —.
mes 8

D’ou |
mes (AU B) < 7

Ce qui entraine l'existence d'un h € [2,1]I'tel que h ¢ AU B.
C’est-a-direl'tel que :

8
[ty —wfdy < 8 [ o) —wlPdy = = [ Ju-wPde
ot 79Bn By g Bo(a)
[ Vel < s [ [Vu@)Pdy = 2 [ VuPde
th B1 g Bo-(a)
1
e Soit ¢ €]0, 1[I'supposons que W(w|th) < 8—Bh2 §?c'Tou 4 est la

constante du lemme 3.3.
Nous avons

B0}, ) W () < 1767

IA

850

8B
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Nous appliquons alors le lemme 3.31"avec W]y, €t h au lieu de u et o :
dw € HY(By, S?) telle que Wy, = W et

Eh(@) S C12 (5 h E(w|th) + g1 h_l W(w|th) S 8012 (5 h B + g1 h_l 50)
e D’apres le lemme 2.4 :
En(w) < ER(W) + 3 ol/2 32

ou nous avons prolongé W par w sur B\ B},.
Donc

Eh(w) S 8012 [€hB—|—€_qh_1 50]—|—030'1/2h3/2

o Cette derniere inégalité étant valable pour tout ¢ €]0, 1[{I'nous allons
pouvoir fixer ¢ et eg = 9(B) de maniere a ce que

1
W(w|th) < 8ep < 8—Bh2 5% et
(ch)'/? <%
1 1
E /B ( )|Vu|2 dr = E /B |Vw|2 dy < 8e¢q9 [5hB_|_€—q h—l 50] ‘I‘C30'1/2h3/2 <=
ohl h

Ce qui nous permet d’appliquer le théoreme 2.1 et d’obtenir que u est
holdérienne sur B%h(G)FdOHC sur Be%_o(a) avec des constantes d’Holder ne
dépendant que de ).

o En effet

8012 [€hB + g1 h_l 50] + c3 0'1/2 h3/2 S d5[€B + €_q€0 + 50]

3
h -, 1].
car 6[4,]

Et doncl'nous pouvons prendre ¢ tel que dse B < %EFpuis o tel que

1 3 1

< (226200 < 2520

820 < 55 (3) f—8B c
d5(€_q + 1)50 ~ 5?

50§E

pour pouvoir appliquer le théoreme 2.1 (la derniere inégalité assurant (oh)'/? <
o2 <y <7). n
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3.3 Théoreme de compacité

Nous regroupons dans le théoreme suivant les propriétés de convergence
de suites minimisantes qui seront utiles pour démontrer le théoreme des
singularités.

Théoréme 3.1 Soit u € H*(Q,5%) une fonction Eq-minimisante, a € €,
0<o<l1.
Soit \; une suite de réels telle que \; €]0, %] et \; — 0. Notons w; €

1—00

H'(By, S?) la suite des fonctions définies par w;(t) = w(\; t) = u(a+ X ot).

Alors, il existe une suite extraite de X;, encore notée X;, qui vérifie les
propriétés suivantes :

(i) w; converge faiblement vers wo dans H'(By, S?).
(i) w; converge fortement vers wo dans H'(By /2, S?).
(iii) wo € H'(By, S?) est harmonique sur By.

(iv) wq est localement héoldérienne sur El\go.

Jw
(v) S % =0 presque partoul dans B;.
r

(vi) w; converge uniformément sur les compacts de By;5\So, ott So est un

ensemble fermé de 1-mesure de Hausdorff nulle (7—[1(50) =0).

'UZZ POU?“ tout compact [X] ( Bl 2 ‘SA;O w, est hé.lﬂérl.enne Sur [X] our ]
14 / » Wy 4 J
Sufﬁsament g?“and.

(viii) Si de plus So = {0}, wo est Ey-minimisante.

Démonstration :
e Lelemme 2.7 donne (1)I'(iii) et (v).

e La formule de monotonie permet d’affirmer qu’il existe une constante
dy > 0 telle que

1

K3

H'(B)1)
e Comme w; 41 wo et que l'injection de H'(B;) dans L*(B;) est
11— 00
L?(By)
compactel nous avons w; — wy.
11— 00
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e Grace a la semi-continuité inférieure de F4I'nous avons F4(wg) < dy.

e D’apres la formule de monotonie

o1 1
dB >0 telque Vi EEBh(l’)(wi) =7 EBMUh(x)(u) < B.

e Soit gg la constante définie a la proposition 3.1 et ds la constante de
I’inégalité de Poincaré.
. 1 1
Soit x € Byjy et h €]0, Z]Favec (h 0)1/2 <egp et ;A Eg, () (wo) < —.

Grace a l'inégalité de Poincarél'et en notant w* la moyenne de wqy sur
By (x)I'nous obtenons :

Wo, (o) = A7 [ ol ht) = di
< d, h3/B 12 |Vwo(z + ht) dt
< heg 1
Comme (h 0)1/2 < ggl'nous avons pour tout ¢
(h X o)/? < &

Enfinl’ d’apres la convergence forte dans Lz(Bl) de w; vers wgl nous
avons

W, (@) (wi) < eoh’
pour ¢ grand.

Nous pouvons ainsi appliquer la proposition 3.1Tavec a4+ A; oz et \; o h
au lieu de a et o.

Donc w; est hélderienne sur Bsp/s(x)lavec des constantes d’holderianité
indépendantes de zI'h et 1.

Un argument classique de compacité permet de conclure que w; converge
uniformément sur By, s(x) vers wy et wg est holderienne sur cette boule.

e Notons Sy 'ensemble des points singuliers de wy et

& — 1 1 g
(35) S0 = {wEBuz / Vhe, ] —EBm)(wo)z—O}.
4 h dy

Remarquons que Sg N El/z c So.

e En utilisant I'argument de la démonstration du corollaire 2.1"avec u
a la place de wol'nous obtenons que H!'(Sp) = 0. Nous avons également dé-
montré que w; converge uniformément vers wq sur les compacts de B, /2\80
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(vi); quel'pour tout compact K C El/g\gonj est holdérienne sur K pour
J assez grand (vii)l'et que wy est localement holdérienne sur El/Q\SOFdOHC
sur B;\Sp puisque wy est radiale (iv).

Démonstration de (ii) :

e Pour montrer la convergence forte de w; vers wy dans Hl(Bl/Q)Fnous
démontrons que {w;} est de Cauchy dans H'(B ).
Cest-a-dire :

Ve>0 4N tel que jZkZN:>ij—wkHip(Bl/2)§€

En faitl'il suffit de majorer

V(w; —wy)|*d
[, ¥t = )l da

e Recouvrons Sy N By par des boules { B, (x;)} telles que Y7;r; < e
pour £ > 0 donné.

S1 0 = U B,,(x;)T'nous avons d’apres la formule de monotonie 2.4
Eo(w;) <Y By p(w;) <ds > i < dse v
Donc

/ V(w; —wy)Pde < 2dse Vj, k
(@]

e D’autre partI'w; converge uniformément vers wg sur By ,\OI'doncl’
en soustrayant les équations d’Euler pour w; et wil'en multipliant le résultat
par w; — wy, et en introduisant une fonction cutoffl'nous obtenons

/ | V(w; — wy) |2d:1; < ds(0,0) _sup | w; — wy |
Bi2\O By2\O

Ainsi

/ | V(w; — wy) |2d:1;§2d35—|—d4 sup | w; — wy |
By By 2\O

Donc {w;} est de Cauchy dans H'(Bj ;)T elle converge vers wy dans

HI(BI/Q).
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Démonstration de (viii) :

o D’apres le lemme 2.1 w; est E%"’-minimisante. ("est-a-dire que :

\V/ S Hl(Bh 52) / w; — v E HOI(BI7 BS) Eav/\ig(wi) S E’a,/\,‘a(v)

e Soitv € HY(By,S?)tel que wy—v € HY(By, IR?)I'nous allons montrer
que : Fy(wg) < Eq(v).

e Définissons v € H'(By, 5?) par

v(x) = v(2z) Va € By
o(x) = wol(z) Ve B\Bi
Prenons encore v; = v+w; —wgel'nous avons v; € Hl(Bl, 52) etv,—w; =0

sur Bi\ By s.

Donc
(3.6) E“’A"U(wi) < E“’A"U(vi)

Nous avonsl'aussi bien pour w = w; que pour w = v;I’

BN (w) = /B Vw|*dy + K, /B Ai%o? |p(w)*dy — 2[(2/]3 Aot I, - wdy

—K, N2 Vo, - wdy —2 K, / N lo? Vo - wdy
B1 Bl
ol Ez(y) =H.(a+ X\oy)l
u(y) = u(X, =&, ) (a+ Aioy)l'(Le support de & est inclus dans
%)
A¢r = —4m div () dans D'(IR*)T
et Ad,, = —4m div (w X, ) dans D'(IR?).

De plus

Kdor [ Jptw)dy —

B1 Ai—)O

2 K, N\ 2ot EZ cwdy —— 0
B1 A,‘—)O

Kz/ A202 Ve - wdy < dy)\? ——s 0
B

Ai—0

21(2/ M202 Ve wdy < doAP? —— 0
B

Ai—0

Les deux dernieres inégalités sont obtenues a l'aide du théoreme des
potentiels croisés 2.2.
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D’autre part :

LowwPdy = [+ w0 - wo) Py
B1 Bl
= [ Vg [ IV (= o) dy
B2 B2

+2 Vo - V(w; — we)dy + / |Vwi|2dy
Bi\By 2

B2
[’inégalité 3.6 entraine alors
| Iveldy+ g [ VEPdy+ g,
B2 B2

ou f; et g; sont des termes qui tendent vers 0 lorsque A\; — 0I'grace a la
convergence forte de w; vers wo dans H'( By, 5%).
Toujours pour la méme raisonl'nous avons donc :

| vwldy < [ Vildy
B2 B2

LAVl epdy < [ aIvoPeydy
B2 B2

doncl'comme wy est radiale :

/Bl Vol (2)de < /B Vol (2)dz



Chapitre 4

Théoreme des singularités

4.1 Propriétés de la mesure de Hausdorff

e Définissons pour E C IR® et s > 0 la fonction
P*(B) = inf {> r" [ EC ] B (x:)}
Ihnt ey il

D’apres Federer [Fed69, 2.10.2, p 171]T
' (B)=0<= H(E)=0

Nous utiliserons aussi le résultat de densité suivant [Fed69, 2.10.19(2),
p 181]:

si *(F) > 00
(4. Dlimsup A~ *(E N By(x)) > dy >0 pour ¢° presque tout x € I

A—0

ou d; est une constante.

Lemme 4.1 Soit v € H'(Q,S5?) une fonction Eq-minimisante, a € Q,
1
0<o<l1eth€]o, 5] une suite telle que A\; — 0.
Soit {w;} C H'(By,S?) , la suite de fonctions définies par
wi(y) =ula+oXy).
Supposons que cette suite converge faiblement dans H'(By) vers une
limite wy.

Soit Sy, U'ensemble singulier de w; pour i € IN" et So Uensemble défini
dans la démonstration du théoréme 3.1 (3.5).

Alors nous avons pour tout s >0 :

QOS(SVO N Bl/g) Z hm sup QOS(SM N Bl/g)

=00
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Démonstration :

o Soit & > 0 et {B,,(;)} un recouvrement de Sy N By par des boules
satisfaisant

Zris < 995(30 N Bijg) +¢

o L’ensemble K = By;,\U; B, (x;) est compact dans Bl/z\go. Doncl'
par le théoreme 3.1 (vii)I'il existe un j assez grand pour lequel la fonction
w; est continue sur K .

e Donc &\, N By C UBM(J}Z') pour j grand.

En particulier

©*(Sy, N Byyp) < Zris < 995(50 N Bij)+e

pour j grand.

Ainsil'nous avons effectivement

c,os(go N Bijz) > limsup®(Sy; N Byjz)

=00

4.2 Théoreme des singularités

Théoréme 4.1 Soit u € H'(Q, S?) une fonction Eq-minimisante et soit S
l'ensemble de ses points singuliers.
Alors § est un ensemble discret.

Démonstration :

e Soit u € H'(Q,5%) une fonction Eg-minimisantel'0 < ¢ < 1 et S
I’ensemble des points singuliers de .

e Nous démontronsl'd’abordl’que la dimension de Hausdorff de S est
nulle.

e Soit 0 < s < 1 tel que ¢*(S) > 0 (sil n’en existe pasI'nous avons
HY(S) = 0 donc dim(S) = 0).

o Grace a 4.1I'nous pouvons choisir py € S tel que
(4.2) A}iglo AT EN(SN B%(po)) > 0

pour une suite A\; — 0 choisie.



4.2 Théoreme des singularités 173

Soit A; €]0,3] la sous-suite choisie comme dans le théoreme 3.11avec
po & la place de a et soit w; € H'(By,S?) la suite de fonction définies par
w;(t) = u(po + o A\; t). Cette suite w; converge faiblement dans H'(By, S?)
et fortement dans H'(B s, 5%) vers une fonction harmonique wol'telle que
Jwg
Or

e 5inous notons Sy, 'ensemble singulier de w; dans By['nous avons

= 0 presque partout.

SN By = {2 /2 €80 Bus(p)}

T
)\Z'O'
P (Sn N BL) =A™ 07 9*(8 N B (po))
et donc 4.2 implique Alimo ©*(S\, N BL) >0
i~ 2

o Par le lemme 4.1 nous avons c,os(go N B%) >0
awo

Comme —— = 0 presque partoutl' nous avons )\5’0 C go pour tout
r

A > 0.

Comme nous avons supposé 0 < s < 1 et que c,os(go N B%) > 0I'il
existe 2y € Sy N B%\{O}. Mais dans ce casT'V A € [0,1]TAz; € Sy et donc
H'(Sp) = 0 est contredit.

Donc s = 0 et ainsi dim(S) = 0. Nous avons aussi démontré que Sy =
{0}

e Supposons qu’il y ait une suite p; € S telle que p; — py € (.

Soit s; = Pi —Po e S,
[pi — pol .
En extrayant une sous-suite de s;['mous pouvons supposer que s; —
So - 52.
4\p; —
SOit )\Z = 7|p p0|
o

. , . " Sq
ment. La fonction w; présente une singularité en T

et w;(t) = u(po + o A; t) définie comme précédem-

Mais Sy = {0}Tainsil'd’apres le théoreme 3.1 (vii)l'w; est continue sur
les compacts de By/3\So. Ce qui exclue la présence d'une singularité de w;
ecn % - 5B1/4.

Donc & est discret.

|
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Résumé

Dans cette these, nous étudions deux problemes mathématiques concernant
les équations du micromagnétisme.

Ces équations régissent la configuration de la magnétisation dans les matéri-
aux ferromagnétiques qui entrent dans la fabrication des tétes d’enregistrement
magnétique et des mémoires a lignes de Bloch.

Dans la premiere partie, nous décrivons les propriétés physiques de ces matéri-
aux et nous donnons une description sommaire de deux codes de simulation
numérique qui ont été développés au LETI-CEA.

Une configuration d’aimantation est un minimum d’une énergie composée de
quatre termes : les énergies d’échange, d’anisotropie, démagnétisante et de Zee-
mann. De plus, aimantation est de norme constante. Il s’agit d’un probleme de
minimisation d’une fonctionnelle, sous contrainte non linéaire. Le terme d’énergie
démagnétisante est non local, ce qui introduit des difficultés tant du point de vue
théorique que numérique.

La deuxieme partie est consacrée a la présentation des méthodes que nous
avons développées pour résoudre les systemes linéaires qui apparaissent dans les
codes de simulation. Nous avons utilisé une méthode de type gradient conjugué
préconditionné et une méthode d’expansion couplée a la premiere méthode.

Dans la troisieme partie, nous démontrons que les singularités d’une configu-
ration d’aimantation sont en nombre fini a I'intérieur du matériau. Nous utilisons,
pour cela, la théorie introduite par Scheen et Uhlenbeck pour les fonctions min-
imisant ’énergie de Dirichlet sur la sphere unité. Nous avons du adapter cette
théorie a I’énergie du micromagnétisme. Il a fallu, en particulier, tenir compte
du caractere non local de I’énergie démagnétisante.

Mots clés

micromagnétisme

matériaux ferromagnétiques

mémoires a lignes de Bloch

tétes magnétiques

systemes linéaires

gradient conjugué

singularités d’une fonction minimisante
minimisation sous contrainte non linéaire



