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Notations

j : j d�esignera, selon le contexte, la valeur absolue dans IR, la norme
euclidienne dans IR3 ou dans IR3 � IR3.

� d�esignera le produit scalaire dans IR3 ou dans IR3 � IR3.

Pour les fonctions scalaire � et vectorielle u (ou ~u), nous noterons :

� : IR3 ! IR
(x1; x2; x3) 7! �(x1; x2; x3)

u : IR3 ! IR3

(x1; x2; x3) 7! u(x1; x2; x3)

r� =
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;
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@�
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ru � rv =

3X
i=1

rui � rvi

div u =
3X

i=1

@ui
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rot u =

 
@u3
@x2
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@u1
@x3

� @u3
@x1

;
@u2
@x1

� @u1
@x2

!
p(u) = u1

2 + u2
2

Pour 
 � IR3 nous noterons :
vol (
) le volume de 
,
X
 la fonction caract�eristique de 
.
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� Espaces fonctionnels :

D(IR3) = C1c (IR3) espace des fonctions in�niment di�erentiables �a sup-
port compact.

D0(IR3) espace des distributions sur IR3.
L2(
) espace des fonctions mesurables, de carr�e int�egrable sur 
.
L2

loc(
) espace des fonctions mesurables, de carr�e int�egrable sur tout
compact inclus dans 
.

L2(
; S2) espace des fonctions mesurables, de carr�e int�egrable sur 
, et
�a valeurs dans S2, la sph�ere unit�e de IR3.

H1(
) = f u 2 L2(
) = les d�eriv�ees premi�ere de f sont dans L2(
) g
H1(
; S2) espace des fonctions de H1(
) �a valeurs dans S2.
H1

0 (
) adh�erence de D(
) dans H1(
).
W 1(IR3) = f � 2 H1

loc(IR
3; IR) = r� 2 L2(IR3) g

W 1(IR3)=IR espace quotient de W 1(IR3) par IR (les fonctions de cet
espace sont d�e�nies �a une constante pr�es).
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Cette th�ese s'inscrit dans la continuit�e des travaux entrepris au LETI
(CEA) en collaboration avec le LMC concernant la mod�elisation math�emati-
que et informatique des mat�eriaux ferromagn�etique. Ces mat�eriaux entrent
dans la composition �a la fois, des m�emoires solides (m�emoires �a lignes de
Bloch) et des têtes d'enregistrement magn�etique.

Les propri�et�es magn�etiques de ces mat�eriaux utilis�ees pour la lecture,
l'enregistrement ou la conservation de l'information, et la taille des dis-
positifs, de l'ordre de quelques microns, font que leur �etude entre dans le
domaine du micromagn�etisme.

La magn�etisation des mat�eriaux ferromagn�etiques minimise une �energie
compos�ee de 4 termes : l'�energie d'�echange, l'�energie d'anisotropie, l'�energie
de Zeemann et l'�energie d�emagn�etisante. Elle est de norme constante ( con-
trainte non lin�eaire ).

Dans cette th�ese, nous avons abord�e deux questions. La premi�ere con-
cerne l'inversion des syst�emes lin�eaires qu'il est n�ecessaire de r�esoudre pour
simuler num�eriquement les mat�eriaux magn�etiques. La deuxi�eme ques-
tion concerne la taille de l'ensemble des singularit�es d'une con�guration
d'aimantation.

Le terme d'�energie d�emagn�etisante provient de l'existence d'un champ
magn�etique spontan�eement cr�e�e par le mat�eriau, dans tout l'espace, et qui
d�erive d'un potentiel scalaire. Les principales di�cult�es de la mod�elisation
sont dues au fait que le champ d�emagn�etisant est pr�esent dans tout l'espace,
d'une part, et que la magn�etisation est soumise �a une contrainte quadratique
(norme constante), d'autre part.

Viallix et Aid ont utilis�e des mod�eles de simulation pratiquement iden-
tiques. Les codes de calculs qu'ils ont programm�es ont n�ecessit�e la r�esolu-
tion de syst�emes lin�eaires de grande taille. L'inversion de ces syst�emes est
le premier probl�eme que cette th�ese se propose de traiter.

La deuxi�eme question que nous avons r�esolue concerne la taille de l'en-
semble des singularit�es des con�gurations d'aimantation, c'est-�a-dire des
solutions d'un probl�eme de minimisation sous contrainte quadratique. Nous
avons adapt�e, �a l'�energie du micromagn�etisme, la th�eorie d�evelopp�ee par
Sch�n et Uhlenbeck pour la r�egularit�e des fonctions harmoniques minimi-
santes [SU82] . Ainsi, nous avons d�emontr�e que les singularit�es situ�ees �a
l'int�erieur du mat�eriau sont en nombre �ni (Th�eor�eme des singularit�es).

La premi�ere partie de cette th�ese est consacr�ee �a une br�eve pr�esentation
de la mod�elisation physique et math�ematique des mat�eriaux ferromagn�e-
tiques. Nous y d�ecrivons �egalement les codes de simulation d�evelopp�es par
Viallix et Aid, a�n de pr�eciser que les inversions de syst�emes lin�eaires se
situent au niveau de la minimisation d'une certaine fonctionnelle quadra-
tique dite de descente (chapitre 4). Cette minimisation se fait, tantôt sans
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contrainte (cas o�u Aid a utilis�e les coordonn�ees sph�eriques), tantôt avec
contrainte (cas o�u les coordonn�ees cart�esiennes ont �et�e utilis�ees).

La deuxi�eme partie est consacr�ee �a la pr�esentation des di��erentes m�e-
thodes que nous avons programm�ees pour inverser les syst�emes lin�eaires.
Notre motivation �etait d'obtenir une m�ethode d'inversion qui soit rapide,
peu coûteuse et qui permette de faire d�ecrô�tre la fonctionnelle quadratique
de descente, même quand il n'y a pas convergence. Nous avons utilis�e, pour
ce faire, la m�ethode du gradient conjugu�e pr�econditionn�e, pour le cas sans
contrainte, et la m�ethode d'expansion de Louh et Sameh [LS93], pour les
cas avec contrainte.

La d�emonstration du th�eor�eme des singularit�es constitue le corps de la
troisi�eme partie.







Premi�ere partie

Introduction �a la simulation

num�erique du

micromagn�etisme
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Chapitre 1

Introduction

Avant de nous int�eresser aux deux probl�emes que cette th�ese se pro-
pose de r�esoudre, nous allons donner une br�eve description des ph�enom�enes
physiques auxquels ils se rattachent, ainsi que des travaux de simulation
de ces ph�enom�enes. Il ne s'agit pas d'une description d�etaill�ee et exhaus-
tive, mais seulement de quelques points de rep�ere essentiels pour pr�esenter
les �equations statiques du micromagn�etisme et l'�energie minimis�ee par une
con�guration d'aimantation. Cela nous permettra de comprendre �a quelle
�etape de la simulation se situent les syst�emes lin�eaires r�esolus dans la par-
tie II d'une part, et, d'autre part, d'introduire les notions utilis�ees dans la
partie III, concernant les singularit�es d'une con�guration d'aimantation.

Nous avons, en fait, r�esum�e les deux th�eses auxquelles se rattachent nos
travaux : la th�ese de Viallix, concernant les m�emoires �a lignes de Bloch
[Via90], et celle d'Aid, concernant les têtes magn�etiques [Aid93].

Le chapitre 2 introduit les propri�et�es physiques des mat�eriaux ferroma-
gn�etiques qui composent les dispositifs magn�etiques. Nous remarquons,
en particulier, l'existence d'une aimantation naturelle de norme constante
poss�edant un axe de facile aimantation. Nous pr�esentons, ensuite, les �equa-
tions de Maxwell statiques qui r�egissent l'aimantation ainsi que les termes
de l'�energie minimis�ee. Nous donnons, en�n, une br�eve description des
structures de l'aimantation.

Le chapitre 3 est consacr�e �a une pr�esentation math�ematique du probl�eme
de minimisation d'une fonctionnelle non quadratique sous contrainte non
lin�eaire que v�eri�e une con�guration d'aimantation. Le point essentiel est
l'existence d'un champ magn�etique spontan�e, dit d�emagn�etisant, cr�e�e par
le mat�eriau, dans tout l'espace.

Dans le chapitre 4, nous pr�esentons les simulations num�eriques des m�e-
moires �a lignes de Bloch et des têtes magn�etiques qui ont �et�e r�ealis�ees par
Viallix et Aid respectivement.
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Notre but est de montrer o�u se situent les syst�emes lin�eaires de grandes
tailles qu'il est n�ecessaire de r�esoudre pour mener �a bien ces simulations.
Nous pr�esentons bri�evement les di��erentes simpli�cations utilis�ees par Vial-
lix et Aid pour r�esoudre les di�cult�es de la discr�etisation, en particulier pour
calculer le potentiel scalaire dont d�erive le champ d�emagn�etisant. Puis nous
expliquons la m�ethode de descente de l'�energie utilis�ee. Cela nous permet
de situer pr�ecis�ement la fonctionnelle quadratique qu'il faut minimiser, en
r�esolvant un syst�eme lin�eaire, �a chaque �etape de la m�ethode de descente.
En�n, nous pr�ecisons l'expression de cette fonctionnelle dans les di��erents
cas envisag�es dans la partie II. Pour les r�esultats g�en�eraux de la simulation,
nous renvoyons aux th�eses de Viallix et Aid.



Chapitre 2

Les mat�eriaux

ferromagn�etiques

2.1 Introduction aux m�emoires magn�etiques

Les dispositifs utilis�es pour l'enregistrement, la conservation et la lec-
ture de l'information sont principalement de deux types : optique et ma-
gn�etique. Nous pr�esentons ici, tr�es bri�evement, les technologies utilisant
le magn�etisme. Elles utilisent la propri�et�e de certains mat�eriaux de con-
server une aimantation poss�edant une structure tr�es ordonn�ee que l'on est
capable de modi�er pour �ecrire l'information (bits) et d'analyser pour lire
l'information.

Il existe actuellement 3 cat�egories de m�emoires magn�etiques : les m�e-
moires conventionelles, les disques magn�eto-optiques et les m�emoires solides.
La principale di��erence entre ces m�emoires r�eside dans le mode d'acc�es �a
l'information qui est respectivement magn�etique, optique et �electrique.

Dans les deux premi�eres cat�egories, l'acc�es �a la zone d'�ecriture ou de
lecture se fait par d�eplacement de la tête magn�etique ou optique, ou encore
du support magn�etique conservant l'information. Il y a donc n�ecessairement
des pi�eces mobiles et cela induit fragilit�e, usure m�ecanique et perte de temps
dans la recherche des zones de m�emoire.

Les m�emoires solides, quant �a elles, ont des têtes d'enregistrement et
de lecture ainsi qu'un support magn�etique �xes. C'est l'information qui se
d�eplace �a l'int�erieur du support magn�etique sans transport de mati�ere.

Nous allons nous int�eresser aux têtes magn�etiques et aux m�emoires �a
lignes de Bloch (m�emoires solides). Ces deux types de dispositif sont cons-
titu�es de mat�eriaux ferromagn�etiques poss�edant des propri�et�es similaires :
les grenats.
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Pour une description d�etaill�ee des di��erentes m�emoires et des m�ecanis-
mes d'�ecriture et de lecture, nous recommandons le chapitre 1 de la th�ese
de Zimmermann [Zim91].

2.2 Propri�et�es des grenats

Les mat�eriaux ferromagn�etiques, connus sous le nom g�en�erique de gre-
nats, utilis�es dans la fabrication des têtes magn�etiques, d'une part, et des
m�emoires �a lignes de Bloch, d'autre part, ont une aimantation spontan�ee
d'intensit�e constante et poss�edent un axe de facile aimantation ou axe
d'anisotropie. C'est-�a-dire que l'aimantation, de norme constante se dirige
de pr�ef�erence dans une direction privil�egi�ee.

L'axe d'anisotopie est parall�ele au plan de la tête, dans le cas des têtes
magn�etiques couches minces simul�ees par Aid dans sa th�ese [Aid93]. Il est
perpendiculaire au plan du support, dans le cas des m�emoires �a lignes de
Bloch.

Nous allons nous restreindre �a l'�etude statique de ces mat�eriaux et �a
l'�echelle du micromagn�etisme. Nous n�egligerons, dans toute cette �etude,
les e�ets de la magn�etostriction et de la temp�erature. Dans la section 2.3,
nous donnerons les �equations de Maxwell qui r�egissent les con�gurations
d'aimantation. Une con�guration d'aimantation est un minimum d'une
certaine �energie, dite �energie du micromagn�etisme. Nous donnerons les
di��erents termes qui entrent dans cette �energie �a la section 2.4. En�n, la
prise en consid�eration de ces di��erents termes d'�energie nous permettra de
d�ecrire dans la section 2.5 l'aspect des con�gurations d'aimantation.

Nous consid�erons, par la suite, une plaque ferromagn�etique soumise �a
un champ magn�etique constant. Nous noterons d�esormais

�!m = us~u

l'aimantation o�u ~u est un vecteur de norme 1 (nous le noterons le plus sou-
vent u) et us est une constante, appel�ee aimantation �a saturation, exprim�ee
en Gauss dans le syst�eme CGS. Rappelons que la d�ependance de cette cons-
tante par rapport �a la temp�erature a �et�e n�eglig�ee dans cette �etude.

2.3 Les �equations de Maxwell

� Remarque : Toutes les notations et les �equations de cette section
seront pr�ecis�ees math�ematiquement �a la section 3.1. Il s'agit pour l'instant
de donner une simple approche \physique" du probl�eme.
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En statique, l'aimantation �!m est reli�ee �a l'induction magn�etique
�!
B , au

champ magn�etique
�!
H et �a la distribution de courant �!� par les �equations

de Maxwell statiques.

8>>><>>>:
�!
B = 4��!m +

�!
H

div
�!
B = 0

�!
rot
�!
H = �!�

Le champ magn�etique est la somme d'un champ appliqu�e
�!
H z et d'un

champ d�emagn�etisant
�!
H d.

�!
H = us (

�!
H z +

�!
H d)

Le champ appliqu�e est dû �a la distribution de courant �!� et v�eri�e :

8<: divus
�!
H z = 0

�!
rotus

�!
H z = �!�

Le champ d�emagn�etisant v�eri�e donc :

8<: divus
�!
H d = �4�div�!m

�!
rotus

�!
H d =

�!
0

Etant irrotationnel, il d�erive d'un potentiel scalaire ��!m ,

�!r��!m = us
�!
H d;

et, pour qu'il soit physiquement acceptable, son �energie
Z
IR3 jus

�!
H dj

2

dx

doit être �nie.

Le potentiel scalaire, quant �a lui, v�eri�e l'�equation suivante justi��ee dans
la section 3.1 :

���!m = �4�div�!mX
 dans IR3;

o�u 
 est le mat�eriau. ��!m doit aussi v�eri�er la condition d'�energie �nie :

Z
IR3 j

�!r��!m j
2

dx < +1
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2.4 Les termes d'�energie

� L'�energie d'�echange
Elle est due �a l'interaction �a courte port�ee des spins, tendant �a leur

alignement les uns sur les autres.

Eech(~u) = Kech

Z


j�!r~uj

2

dx

o�u Kech est une constante, ne d�ependant que du mat�eriau, appel�ee constante
d'�echange (en erg/cm).

� L'�energie d'anisotropie
Due �a l'existence d'un axe de facile aimantation, elle exprime la ten-

dance du mat�eriau �a aligner son aimantation dans une certaine direction
d�ependant uniquement de sa structure cristalline.

Eani(~u) = Kani

Z


j�!p (~u)j2 dx

o�u Kani est la constante d'anisotropie (erg/cm3) et �!p l'op�erateur de pro-
jection orthogonale sur le plan orthogonal �a l'axe d'anisotropie.

� L'�energie de Zeemann

Elle traduit l'inuence d'un champ appliqu�e
�!
H z, dit champ de Zeemann,

que nous supposons constant dans tout le mat�eriau. La pr�esence de ce
champ tend �a aligner l'aimantation dans sa direction. Cette propri�et�e est
utilis�ee dans les phases d'�ecriture.

Ez(~u) = �us2
Z



�!
H z � ~u dx

� L'�energie d�emagn�etisante ou �energie magn�etostatique
C'est l'une des principales caract�eristiques de ces mat�eriaux. Elle ex-

prime l'existence d'un champ induit qui tend �a empêcher la magn�etisation
du mat�eriau. C'est-�a-dire qu'�a l'int�erieur du mat�eriau, les spins s'alignent
par petites zones de sens oppos�es, cr�eant ainsi des dipôles qui s'anihilent
mutuellement, et que, sur les bords, ils sont tangents pour �eviter la forma-
tion de dipôles.

Cette �energie est en comp�etition avec l'�energie d'�echange. Nous d�ecrirons
dans la section 2.5, la topologie des con�gurations cr�e�ees sous l'e�et de ces
deux �energies.

Ed(~u) =
us

2

8�

Z
IR3 j

�!r�~uj
2

dx
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Nous verrons au 3.1 que cette �energie peut s'exprimer sous la forme :

Ed(~u) = �us
2

2

Z



�!r�~u � ~u dx
o�u �u est le potentiel scalaire li�e �a ~u par l'�equation :

��~u = �4�div ~uX
 dans IR3;

� L'�energie totale
C'est la somme de ces quatres �energies :

eE
(~u) = Eech(~u) + Eani(~u) + Ez(~u) + Ed(~u)

� Ordre de grandeur des constantes
Les valeurs num�eriques utilis�ees ici sont dans le syst�eme CGS de l'ordre

de :

Têtes magn�etiques M�emoires �a lignes de Bloch
4�us 1 000 Gauss 410 Gauss
Kani 10 000 erg/cm3 10 000 erg/cm3

Kech 10�6 erg/cm 2 10�7 erg/cm

Les dimensions des têtes magn�etiques sont de quelques dizi�emes de mi-
crons pour l'�epaisseur et de quelques dizaines de microns pour la longueur
et la largeur.

Les m�emoires �a lignes de Bloch ont une �epaisseur de l'ordre de quelques
dizi�emes de micron et nous avons consid�er�e, pour les autres dimensions, une
p�eriodicit�e �egalement de l'ordre du dizi�eme de micron (voir 4.1).

� Dans cette �etude, l'inuence de la temp�erature ainsi que celle de
la magn�etostriction ont �et�e n�eglig�ees, c'est pourquoi il n'apparâ�t pas de
termes d'�energie les faisant intervenir.
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2.5 Con�gurations de l'aimantation

2.5.1 Structure grossi�ere : domaines et parois

La comp�etition des di��erentes �energies, cit�ees en 2.4, cr�ee �a l'int�erieur du
mat�eriau une con�guration d'aimantation qui est un minimum de l'�energie
totale.

L'anisotropie tend �a aligner l'aimantation dans une direction privil�egi�ee;
l'�energie d'�echange tend �a cr�eer des zones o�u l'aimantation est dans le même
sens et l'�energie d�emagn�etisante tend �a combattre les e�ets de la pr�ec�edente
en cr�eant de petites zones contig�ues o�u l'orientation est de sens oppos�e. En
fait, la combinaison de ces deux �energies favorise l'existence de zones o�u
l'aimantation est de sens constant : les domaines, s�epar�es par des zones o�u
l'aimantation change de sens : les parois.

Figure 2.1: Parois et domaines.

Une probl�ematique importante de la mod�elisation des mat�eriaux ferro-
magn�etiques est constitu�ee par la recherche de l'emplacement des domaines
et parois et de leur �evolution dans le temps [Kha96].

� remarque : La largeur d'une paroi de Bloch est donn�ee par la for-
mule suivante

�0 =

s
Kech

Kani

[SM79].

2.5.2 Structure �ne : lignes et points de Bloch

Le changement de sens de l'aimantation �a l'int�erieur d'une paroi peut se
faire de multiples fa�cons caract�eris�ees par le plan de rotation de l'aimantation.
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Ce plan, contenant l'axe de facile aimantation, est rep�er�e par l'angle qu'il

fait avec le plan de la paroi, qui varie entre 0 et
�

2
.

Pour �xer les id�ees, supposons que l'anisotropie soit verticale (cas des
m�emoires �a lignes de Bloch).

Quand le plan de rotation fait un angle de 0 avec le plan de la paroi, la
paroi est appel�ee : paroi de Bloch. L'aimantation tourne de fa�con h�elico��-
dale.

Figure 2.2: Parois de type Bloch vues de dessus.

Si l'angle vaut
�

2
il s'agit d'une paroi de N�eel.

Figure 2.3: Parois de type Neel vues de dessus.

Toutes les situations interm�ediaires sont possibles.

Figure 2.4: Parois de type interm�ediaire vue de dessus.

La situation la plus courante est la paroi de Bloch.



28 Les mat�eriaux ferromagn�etiques

En cas de changement de chiralit�e �a l'int�erieur de la paroi, la zone tr�es
�ne interm�ediaire entre les deux chiralit�es est appel�ee ligne de Bloch.

Figure 2.5: Ligne de Bloch vue de dessus.

Ces changements de chiralit�e se produisent n�ecessairement par paires �a
l'int�erieur d'une même paroi. C'est la pr�esence ou l'absence d'une paire de
lignes de Bloch qui constitue un bit 0 ou 1.

Figure 2.6: Paire de lignes de Bloch vue de dessus.

� remarque : la largeur d'une ligne de Bloch est donn�ee par la formule
suivante :

�0 =

s
Kech

2�us2

[SM79].

Lorsque, suivant un plan vertical orthogonal �a la paroi, cette derni�ere
est de type N�eel sur les surfaces inf�erieure et sup�erieure du mat�eriau, avec
un changement de chiralit�e, et qu'au centre, la paroi est de type Bloch de
part et d'autre du plan, avec aussi changement de chiralit�e, il y a un point
de discontinuit�e de l'aimantation au centre de la paroi. Ce point s'appelle
un point de Bloch.

Viallix s'est interess�ee �a la mod�elisation de la structure �ne de la paroi
dans le cadre des m�emoires �a lignes de Bloch. Nous verrons, au paragraphe
4.1, les simpli�cations qu'elle a utilis�ees pour mod�eliser les parois.
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Figure 2.7: Point de Bloch.



Chapitre 3

Un probl�eme de minimisation

sous contrainte non lin�eaire

D'un point de vue math�ematique, la simulation d'une con�guration de
l'aimantation d'un mat�eriau ferromagn�etique, plac�e sous l'inuence d'un
champ magn�etique constant, est un probl�eme de minimisation d'une �ener-
gie, sous la contrainte non lin�eaire que la norme de l'aimantation doit être
constante.

Dans ce chapitre, nous allons pr�eciser l'expression math�ematique des
�equations de Maxwell statiques, section 3.1, et exprimer l'�energie d�emagn�eti-
sante de deux fa�cons, section 3.2. Puis nous �enoncerons le probl�eme de mi-
nimisation v�eri��e par une con�guration de l'aimantation et nous �etablirons
l'existence de solutions �a ce probl�eme, section 3.3. En�n, nous donnerons
une formulation �equivalente du probl�eme sous forme d'�equations aux d�eri-
v�ees partielles, section 3.4.

3.1 Equations de Maxwell statiques

� L'�echantillon de mat�eriau magn�etique sera consid�er�e comme �etant
un ouvert 
 born�e (et simplement connexe). L'aimantation sera �!m = us~u
avec ( j�!u j = 1 presque partout dans 


�!u 2 H1(
)
3
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� Les �equations de Maxwell statiques s'�ecrivent :

9�!B 2 L2(IR3),
�!
H 2 L2(IR3)

3
, �!� 2 L2(
)

3
tels que

8>>><>>>:
�!
B = 4��!mX
 +

�!
H p.p. dans IR3 (d�e�nition de �!m )

div
�!
B = 0 dans D0(IR3)

�!
rot

�!
H = �!� dans D0(IR3)

� Pour �eliminer l'inconnue
�!
B et la donn�ee �!� on note :

�!
H = us (

�!
H z +

�!
H d)

avec
�!
H z, champ appliqu�e constant, v�eri�ant :8<: div

�!
H z = 0 dans D0(IR3)

�!
rot (us

�!
H z) = �!� dans D0(IR3)

et
�!
H d, champ d�emagn�etisant, v�eri�ant :

div
�!
H d = �4�div (�!u X
) dans D0(IR3)(3.1)

�!
rot

�!
H d =

�!
0 dans (D0(IR3))

3
(3.2)

� Champ d�emagn�etisant8<:
�!
rot (

�!
H d) =

�!
0 dans D0(IR3)

�!
H d 2 L2(IR3)

3

entrâ�ne, grâce au lemme de Poincar�e \global" dans IR3 [DL85, p. 266] qu'il

existe �u 2 W 1(IR3)=IR unique tel que
�!
H d =

�!r�u.
L'�equation 3.1 donne l'�equation suivante en �u :

(
��u = �4�div (uX
) dans D0(IR3)
�u 2 W 1(IR3)=IR

(3.3)

Th�eor�eme 3.1 L'�equation (3.3) admet une solution unique �u = g�div (uX
)

o�u g(x) =
1

jxj pour x 6= 0.

De plus, l'application qui �a u associe �u est lin�eaire.

D�emonstration :
Ce r�esultat est d�emontr�e en d�etail dans [Sch61, p. 134 et p. 96-98] et

dans [Aid93, proposition 2.3, p. 41].
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3.2 Energie d�emagn�etisante

Le th�eor�eme suivant nous permettra de donner une expression de l'�energie
d�emagn�etisante ne faisant intervenir qu'une int�egrale sur 
. Il nous servira
aussi �a d�emontrer certaines majorations utiles �a la d�emonstration du th�eo-
r�eme des singularit�es, partie III.

Th�eor�eme 3.2 (Th�eor�eme des potentiels \crois�es")

Soient 
1 et 
2 des ouverts born�es de IR3

Soient u1 2 H1(
1), u2 2 H1(
2), �1 2 W 1(IR3) et �2 2 W 1(IR3) tels que

��1 = �4� div (u1X
1
) dans D0(IR3)(3.4)

��2 = �4� div (u2X
2
) dans D0(IR3)(3.5)

alors Z

2
r�1 � u2 = � 1

4�

Z
IR3 r�1 � r�2 =

Z

1
r�2 � u1

De plus, si u1 et u2 sont �a valeurs dans S2, nous avons :����Z

2
r�1 � u2

���� � 4� (vol
1)
1=2 (vol
2)

1=2(3.6)

D�emonstration :

� On d�emontreZ

2
r�1 � u2 = � 1

4�

Z
IR3 r�1 � r�2

La deuxi�eme �egalit�e du th�eor�eme s'obtient de fa�con sym�etrique.

� L'identit�e 3.5 au sens des distributions s'�ecritZ
IR3r' � u2X
2

= � 1

4�

Z
IR3 r' � r�2 8 ' 2 D(IR3)

par d�e�nition.

� Rappelons que W 1(IR3) est l'adh�erence de D(IR3) dans H1
loc(IR

3)
pour la semi-norme kr' k

L2(IR3
)
. C'est-�a-dire qu'il existe une suite

9 'n 2 D(IR3) telle que kr'n �r�1 kL2(IR3
)
��!
n!1

0

Donc Z
IR3 r'n � u2X
2

��!
n!1

Z
IR3 r�1 � u2X
2
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et Z
IR3 r'n � r�2 ��!

n!1

Z
IR3 r�1 � r�2

Et ainsi on a d�emontr�eZ

2
r�1 � u2 = � 1

4�

Z
IR3 r�1 � r�2

� Montrons maintenant l'in�egalit�e 3.6 du th�eor�eme.

� D'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz :����ZIR3r�1 � u1X
1

���� � �Z
IR3 jr�1j2

�1=2�Z

1
ju1j2

�1=2
C'est-�a-dire

1

4�

Z
IR3 jr�1j2 � (vol
1)

1=2
�Z
IR3 jr�1j2

�1=2

Z
IR3 jr�1j2 � 16�2 vol
1

� D'o�u l'in�egalit�e����ZIR3 r�1 � u2X
2

���� �
�Z
IR3 jr�1j2

�1=2 �Z

2
ju2j2

�1=2

� 4� (vol
1)
1=2 (vol
2)

1=2

On obtient imm�ediatement une nouvelle expression de l'�energie d�ema-
gn�etisante.

Th�eor�eme 3.3

Avec les notations introduites au d�ebut de ce paragraphe, nous avons
pour u 2 H1(
; S2) :

Ed(u) =
us

2

8�

Z
IR3 jr�uj2 dx = �us

2

2

Z


r�u � u dx

o�u �u 2 W 1(IR3) v�eri�e :

��u = �4� div (uX
) dans D0(IR3)

De plus
jEd(u)j � 2�us

2vol
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3.3 Le probl�eme de minimisation

� Nous d�ecrivons, dans cette section, le probl�eme de minimisation v�eri-
��e par l'aimantation normalis�ee u.

� Soit v 2 H1(
)
3 \ L1(
)3 tel que jvj = 1 presque partout dans 
,

nous lui associons �v 2 W 1(IR3)=IR v�eri�ant

��v = �4�div (vX
) dans D0(IR3)

L'�energie de v est d�e�nie par

eE
(v) = Kech

Z


jrv(x)j2dx+Kani

Z


jp(v(x))j2dx� us

2
Z


Hz(x) � v(x) dx

�u
2
s

2

Z


r�v(x) � v(x) dx

o�u les constantes et l'op�erateur p sont ceux pr�ecis�es dans la section 2.4 qui
ne d�ependent que du mat�eriau.

� Le probl�eme consiste �a trouver u 2 H1(
)
3 \L1(
)3 tel que juj = 1

presque partout dans 
 et tel que

eE
(u) = inf f eE
(v); v 2 H1(
)
3 \ L1(
)3 jvj = 1 p.p. dans 
g(3.7)

L'existence et la non unicit�e des solutions de ce probl�eme a �et�e d�emontr�ee
par Viallix [Via90, proposition 2.3.2, p. II17-19].

3.4 Les �equations aux d�eriv�ees partielles as-
soci�ees

� Nous reprenons dans cette section les notations de la partie pr�ec�e-
dente.

� Les �equations aux d�eriv�ees partielles v�eri��ees par la solution u du
probl�eme de minimisation (3.7) et par son potentiel scalaire �u ont �et�e
mises en �evidence par Viallix [Via90, p. II.20 �a II.25 et p. II.52 �a II.54 ] et
�a nouveau expliqu�ees par Aid [Aid93, p. 23 �a 31 et p. 42 �a 44 ].

� La solution de ce probl�eme de minimisation sous contrainte non
lin�eaire ( juj = 1 ) v�eri�e des �equations d'Euler-Lagrange, puis des �equations
aux d�eriv�ees partielles. Viallix a montr�e que la recherche de la solution de
(3.7) est �equivalente �a la recherche d'un triplet : ( u; �; �u ) v�eri�ant les
�equations variationnelles suivantes :
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Trouver (u; �; �u) tels que :

u 2 U3 = H1(
) \ L1(
)
3
; � 2 L1(
); �u 2 W 1(IR3)=IR

juj = 1 p.p. dans 
D eE0

(u); v

E
U30;U3

+ 2
Z


�u � v dx = 0; 8 v 2 U3

��u = �4� div (uX
) dans D0(IR3)

Un tel triplet est solution des �equations suivantes :

u 2 H1(
)
3 \ L1(
)3; � 2 L1(
); �u 2 W 1(IR3)=IR

juj = 1 p.p. dans 


Kech�u�Kanip(u)� �u+
us

2

2
r�u +

us
2

2
Hz = 0 dans H1(
)

3
faible:

��u = �4� div (uX
) dans D0(IR3)

@u

@�
= 0 sur @


o�u � est le multiplicateur de Lagrange associ�e �a la contrainte juj = 1.

� = Kechjruj2 +Kanijp(u)j2 � us
2

2
(u;Hz)� us

2

2
(u;r�u)

Nous donnerons dans la partie III section 2.1.3 une d�emonstration de ce
r�esultat analogue �a celle que donnent Sch�n et Uhlenbeck [SU82] pour les
fonctions minimisant l'�energie harmonique.

� Pour ce qui est du potentiel scalaire �u, Aid a d�emontr�e [Aid93,
proposition 2.4 p. 42] qu'il v�eri�e les �equations aux d�eriv�ees partielles sui-
vantes :

��u = �4� div (uX
) dans 


��u = 0 dans IR3n
"
@�u

@�

#
= 4� u � � sur @


[�u] = 0 sur @


o�u [:] d�esigne le saut de discontinuit�e �a travers @
 et � la normale ext�erieure
�a @
.



Chapitre 4

La r�esolution num�erique

Nous abordons, dans ce chapitre, la r�esolution num�erique du probl�eme
de minimisation 3.7.

La premi�ere section est r�eserv�ee �a la pr�esentation des simpli�cations u-
tilis�ees par Viallix pour les m�emoires �a lignes de Bloch et celles utilis�ees par
Aid pour simuler les têtes magn�etiques. Les autres sections sont consacr�ees �a
la suite de la d�emarche d'Aid, �a savoir : calcul du potentiel scalaire (section
4.2), m�ethode de descente de l'�energie (section 4.3), obtention des syst�emes
lin�eaires �a r�esoudre dans le cas des coordonn�ees cart�esiennes (section 4.4)
et sph�eriques (section 4.5). La r�esolution de ces syst�emes est abord�ee en
d�etail dans la partie II. Les r�esultats de la minimisation num�erique sont
pr�esent�es d'une fa�con tr�es succinte dans la section 4.6.

4.1 Les di�cult�es de la discr�etisation

� Nous ne pr�esentons ici que l'approche de Viallix et Aid, qui est �a la
base des travaux pr�esent�es dans cette th�ese.

On trouvera des r�ef�erences aux travaux ant�erieurs concernant la simu-
lation num�erique des m�emoires �a lignes de Bloch et des têtes magn�etiques
dans [Via90] et [Aid93].

� Les principales di�cult�es de la simulation des mat�eriauxmagn�etiques
sont les suivantes :

- tr�es grosses di��erences de taille entre les domaines et les parois, voire
les lignes de Bloch;

- contrainte non lin�eaire de norme constante pour l'aimantation qui
entrâ�ne la non convexit�e de l'ensemble des aimantations admissibles;

- l'�energie d�emagn�etisante d�epend de la totalit�e du mat�eriau. Elle
doit être calcul�ee �a l'aide d'un potentiel scalaire qui existe dans tout



4.1 Les di�cult�es de la discr�etisation 37

l'espace. Il s'agit donc, contrairement aux autres termes d'�energie,
d'une �energie non locale; c'est-�a-dire que son expression pour une pe-
tite parcelle du mat�eriau d�epend du potentiel d�emagn�etisant, cr�e�e par
la totalit�e du mat�eriau, dans tout l'espace.

� P�eriodicit�e, pour la simulation des m�emoires �a lignes de
Bloch

Les m�emoires �a lignes de Bloch ont des dimensions horizontales tr�es
grandes par rapport aux dimensions verticales. Nous pouvons consid�erer
qu'une m�emoire est une plaque in�nie dans les directions horizontales. De
plus, l'exp�erimentation et la technologie ont fait apparâ�tre des structures
p�eriodiques. C'est ce qui a permis �a Viallix de consid�erer une p�eriodicit�e
en x et en y et de se ramener �a l'�etude d'une p�eriode, constitu�ee par une
plaque rectangulaire. Les raccords �etant r�ealis�es en rajoutant des conditions
de Dirichlet aux bords [Via90, ch II.2.5].

� Maillages r�eguliers, �el�ements �nis et maillages adapt�es
Etant donn�ee la di��erence de taille entre les parois et les domaines, la

tentation est forte d'utiliser des maillages irr�eguliers plus ra�n�es au niveau
des zones o�u les parois sont suppos�ees se trouver. Mais ce proc�ed�e fait
migrer les parois en dehors du ra�nement pour faire d�ecrô�tre l'�energie
[Via90]. Nous sommes donc oblig�es d'utiliser des maillages r�eguliers. Vue la
g�eom�etrie des mat�eriaux, les �el�ements �nis de type quadrangle et de degr�e
1 ont �et�e choisis dans tout les cas.

Pour �etudier de plus pr�es les parois, Viallix a utilis�e, dans un deuxi�eme
temps, un maillage adapt�e qui lui a permis de faire apparâ�tre d'inter�essantes
structures [Via90, ch V et VIII.8.3].

� Int�egration sur l'�epaisseur, dans le cas des têtes magn�etiques
Consid�erant que les têtes magn�etiques sont peu �epaisses, Aid les a sup-

pos�ees être des cylindres minces. Il a suppos�e aussi que l'aimantation �etait
constante sur l'�epaisseur du mat�eriau, ce qui est faux au niveau des parois,
et il a int�egr�e les �equations sur l'�epaisseur. Ce proc�ed�e lui a permis d'obtenir
une simulation qu'il a baptis�e \faux 2 D" et que nous d�ecrivons un peu plus
en d�etail dans la section 4.4.

� Contrainte r�ealis�ee aux n�uds du maillage
Viallix, pour les lignes de Bloch, et Aid, pour son \faux 2 D", ont r�ealis�e

la contrainte de norme constante uniquement aux n�uds du maillage. Ce
choix a l'inconv�enient de ne pas r�ealiser la contrainte partout, mais aussi
l'avantage d'autoriser la pr�esence de singularit�es o�u la contrainte n'est pas
r�ealis�ee (points de Bloch). Il va de soi que ces singularit�es ne peuvent pas se
trouver sur un point du maillage, ce qui introduit une contrainte arti�cielle.
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� Utilisation des coordonn�ees sph�eriques
Pour faire en sorte que la contrainte soit mieux r�ealis�ee, Aid a pro-

gramm�e une m�ethode 3 D utilisant les coordonn�ees sph�eriques, mais cela
introduit des calculs et des di�cult�es nombreuses. Nous d�ecrirons cette
approche tr�es bri�evement dans la section 4.5.

� Calcul du potentiel d'�energie d�emagn�etisante pour les m�e-
moires �a lignes de Bloch

Etant donn�ees les p�eriodicit�es, on a

u 2 A = fv 2 H1(P )
3 \ L1(P )3; =

v p�eriodique de p�eriode 2a par rapport �a x et 2b par rapport �a y
et jvj = 1 presque partout g

o�u P = [�a; a]� [�b; b]� [�c; c] est la portion de m�emoire comprise dans
une \p�eriode".

Introduisons les espaces fonctionnels

W 1
p (IR

3) = f 2 L2
loc(IR

3); r 2 L2([�a; a]� [�b; b]� IR)3

et  est p�eriodique de p�eriode 2a par rapport �a x et 2b par rapport �a y g

et

Hp = W 1
p (IR

3)=IR;

ainsi que le noyau

Np : Hp ! H1=2(@P )
� 7! @�ext

@�

o�u � est la normale au bord de P dirig�ee vers l'ext�erieur.
L'�equation 3.3 donnant le potentiel scalaire peut être mise sous forme

variationnelle :

Z
P
r��r� dxdydz+

Z
�i[�s

Np(�)0(�) d�+4�
Z
P
u�r� dxdydz = 0 8 � 2 Hp

o�u �i et �s sont les faces inf�erieure et sup�erieure de P et 0(�) la trace de
� sur le bord de P .

La di�cult�e de la d�e�nition du potentiel � sur tout l'espace a �et�e donc
r�esolue en l'int�egrant sous forme d'un noyau concentr�e sur les surfaces in-
f�erieure et sup�erieure du mat�eriau. L'expression de ce noyau est expliqu�ee
dans [Via90, ch II.2.5.4, annexe 2.3 et ch VI].
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� Calcul du potentiel d'�energie d�emagn�etisante pour les têtes
magn�etiques

Aid a d�ecompos�e le potentiel scalaire en la somme d'un potentiel ex-
t�erieur et d'un potentiel int�erieur [FK90].

Dans un premier temps, il a programm�e le \faux 2 D" et le 3 D, en
n�egligeant le potentiel ext�erieur. Puis, en utilisant un noyau int�egr�e sur
toutes les faces du mat�eriaux, il a programm�e le \faux 2 D" avec potentiel
ext�erieur.

� Nous donnons, dans la suite du chapitre, un aper�cu du mode de
calcul du potentiel scalaire utilis�e par Aid, section 4.2, puis de la m�ethode de
descente de l'�energie utilis�ee pour la premi�ere fois par Viallix, mais pr�esent�ee
selon l'approche d'Aid, section 4.3.

� R�esum�e des simpli�cations utilis�ees

M�emoires �a lignes de Bloch Têtes magn�etiques

P�eriodicit�e en x et y.
El�ements �nis quadrangles de de-

gr�e un.

El�ements �nis quadrangles de de-
gr�e un.
D�ecomposition en �int et �ext.

Contrainte aux n�uds du mail-
lage.
Calcul du potentiel scalaire �a

l'aide d'un noyau int�egr�e sur les
faces sup�erieure et inf�erieure du
mat�eriau.

Contrainte aux n�uds
du maillage.
Int�egration sur

l'�epaisseur.

Coordonn�ees
sph�eriques.

Maillage
r�egulier.

Maillage adapt�e.
Potentiel
ext�erieur
n�eglig�e.

Potentiel
ext�erieur
sous forme
de noyau
int�egr�e sur
toutes
les faces du
mat�eriau.

Potentiel
ext�erieur
n�eglig�e.



40 La r�esolution num�erique

4.2 Le calcul du potentiel scalaire

� Le potentiel a �et�e d�ecompos�e sous la forme :

�u = �1 + �2

o�u

�1 = 0 dans IR3n

��1 = �4�divu dans 

@�1
@�

= �4�u � � sur @


��2 = 0 dans 
 et dans IR3n

[�2] = �1 sur @


[
@�2
@�

] = 0 sur @


�1 est discontinu �a travers @
, �1 2 H1(
)=IR, �2 2 H1(
)=IR et �2 2
W 1(IR3n
)=IR mais pas �a W 1(IR3)=IR [Aid93, p.46].

� �1 v�eri�e l'�equation variationnelle :

Z


r�1 � r dxdydz + 4�

Z


u � r dxdydz = 0 8 2 H1(
)

d'o�u l'existence et l'unicit�e de �1 dans H1(
)=IR [Aid93, p.47].

� L'expression de �2 sous forme de potentiel double couche associ�e �a
�1 est donn�ee par [Aid93, proposition 2.5 p.47] et [DL84, p.351].

� L'�energie d�emagn�etisante se d�ecompose en 2 termes :

Ed(u) = E�1(u) + E�2(u)

avec

E�1(u) =
�u2s
2

Z


r�1 � u dx

E�2(u) =
�u2s
2

Z


r�2 � u dx
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� Nous avons

E�1(u) =
u2s
8�

Z


jr�1j2 dx

E�2(u) =
�u2s
8�

Z


jr�2j2 dx

et jE�2(u)j � E�1(u) [Aid93, proposition 2.6, 2.7 et 2.8 p. 48-51].

4.3 La m�ethode de descente de l'�energie

� Cette m�ethode it�erative de minimisation de l'�energie du micromagn�e-
tisme a �et�e mise au point par Viallix pour les m�emoires �a lignes de Bloch
[Via90, ch IV, 4.2].

Nous pr�esentons ici la version utilis�ee par Aid pour la simulation des
têtes magn�etiques [Aid93, II.3 p. 52-62].

� Adimentionalisation : Nous commen�cons par faire un changement
de variables pour nous ramener �a un cube [�1; 1]3, que nous notons encore

 (les nouvelles constantes de l'�energie gardent aussi leurs noms).

� Discr�etisation : Il s'agit d'une m�ethode d'�el�ements �nis de type
quadrangles qui est adapt�ee �a la forme des têtes magn�etiques.

Dans la suite, Th d�esignera le maillage de [�1; 1]3 en parall�el�epip�edes
rectangles, Nh = f ai; i = 1; � � � ; N g l'ensemble des n�uds du maillage. Ils
sont num�erot�es dans l'ordre des x croissants, puis des y et des z.

On note fpigi=1;���;N les fonctions continues polynômiales, de degr�e 1 par
rapport �a chaque variable x, y, z, sur chacun des �el�ements du maillage et
telles que pi(aj) = �i;j pour i et j dans f1; � � � ; ng.

Les espaces d'interpolation sont not�es

Uh = Vectf pi; i = 1; � � � ; N g � H1(
) \ L1(
)

de dimension �nie N ,

Hh = Vectf pi; i = 1; � � � ; N i 6= j g � W 1(IR3)

de dimension �nie N � 1.

L'interpol�e de u dans Uh
3 est uh =

NX
i=1

u(ai)pi =
NX
i=1

uipi, celui de �u

dans Hh est �h =
NX
i=1

�u(ai)pi o�u l'on a pos�e �u(aj) = 0 pour �xer �u, qui

est d�e�ni �a une constante pr�es.



42 La r�esolution num�erique

� Le probl�eme de minimisation sous forme variationnelle est remplac�e
par le probl�eme discret suivant :

Trouver (uh; �h; �h) tels que :

uh 2 U3
h ; �h 2 IRN ; �h 2 Hh

juh(ai)j = 1; 8 i = 1; � � � ; ND eE0

(uh); vh

E
U3
h

0
;U3
h

+ 2�h(ai)uh(ai) � vh(ai) = 0; 8 vh 2 U3
h ; 8 i = 1; � � � ; NZ



r�h � r h dx+ 4�

Z


uh � r h dx = 0; 8 h 2 Hh

L'�energie reste la même que celle d�e�nie au paragraphe 3.2.
Nous consid�erons, ici, le cas o�u �u est pris en compte en entier (�u =

�1+�2) et o�u la contrainte est r�ealis�ee uniquement aux n�uds du maillage.

� Nous allons faire d�ecrô�tre l'�energie discr�ete par une m�ethode de des-
cente.

Apr�es avoir initialis�e le vecteur aimantation discr�ete par u0 =
NX
i=1

ui0pi,

supposons que nous connaissons l'it�er�e un =
NX
i=1

uinpi et calculons l'it�er�e sui-

vant un+1 =
NX
i=1

uin+1pi et la direction de descenteDn =
NX
i=1

Di
npi �a l'aide des

relations suivantes :

8 i = 1; � � � ; N uin+1 = �iu
i
n +Di

n; D
i
n � uin = 0 et �i =

q
1 � jDi

nj2

( Si jDi
nj � 1 on pose � = min

 
1;

�e
maxi=1;���;nfjDi

nj2g

!
o�u �e = sin �e, �e an-

gle maximal autoris�e entre l'aimantation �a l'it�eration n et celle �a l'it�eration

n+ 1; et on prend e�i = q
1 � �jDi

nj2 et uin+1 = e�iuin + �Di
n [Aid93, p.57].)

Pour simpli�er les notations, nous notons

un+1 = � � un +Dn

Dn doit être choisie de telle sorte que( eE
(� � un +Dn) � eE
(un)
8 i = 1; � � � ; N Di

n � uin = 0

En supposant jDi
nj petite, Aid montre [Aid93, II.3.1] que ces conditions

sont v�eri��ees par une direction de descente Dn telle que :
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(
Fh(Dn) = inffFh(D) = D 2 (Uh)3; Di � uin = 0 8 i = 1; � � � ; N g
8 i = 1; � � � ; N Di

n � uin = 0

o�u Fh est une fonctionnelle discr�ete quadratique, d�eveloppement �a l'ordre 2
de eE
, que nous appellerons fonctionnelle de descente dans la suite.

Fh(D) = A+
h (D;D) + Lh(D)

o�u

A+
h (u; v) = A(u; v) +

NX
i=1

fL(uinpi)�A(un; u
i
npi)g+(ui � vi)

ffg+ =

(
f si f � 0
0 si f � 0

Lh(v) = L(v)�A(un; v)

A(u; v) = Kech

Z


ru(x) � rv(x)dx+Kani

Z


p(u(x)) � p(v(x))dx

�u
2
s

2

Z


r�u(x) � v(x) dx

L(v) = �us2
Z


Hz(x) � v(x) dx

Dn v�eri�e les �equations variationnelles suivantes :

Trouver (Dn; �; �Dn) 2 U3
h � IRN �Hh tels que :

Di
n � uin = 0; 8 i = 1; � � � ; N(4.1)

A+
h (Dn; vh) + 2�iDi

n � vih = Lh(vh); 8 vh 2 U3
h(4.2) Z



rDn � r�h dx+ 4�

Z


Dn � r�h dx = 0; 8 �h 2 Hh(4.3)

Nous pr�esentons, dans les sections 4.4 et 4.5, l'�ecriture matricielle de
la fonctionnelle de descente dans le cas des coordonn�ees cart�esiennes avec
int�egration sur l'�epaisseur, puis dans le cas des coordonn�ees sph�eriques.

La minimisation de cette fonctionnelle discr�ete est �equivalente �a l'inversion
d'un syst�eme lin�eaire, probl�eme que nous abordons dans la partie II.

La justi�cation de cette m�ethode de descente, ainsi que sa comparaison
avec une m�ethode de renormalisation et le calcul du r�esidu, sont expliqu�es
dans Aid [Aid93, p. 58-70].
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4.4 Coordonn�ees cart�esiennes et int�egration

sur l'�epaisseur

� Cas o�u le potentiel ext�erieur �2 est n�eglig�e
Pour cette simulation, Aid a suppos�e que le mat�eriau �etait un paral-

l�el�epip�ede rectangle mince et que l'aimantation �etait constante selon l'�epais-
seur. Il a int�egr�e le potentiel scalaire selon l'�epaisseur (ce dernier n'�etant
pas constant sur l'�epaisseur). De cette mani�ere, il a pu se ramener �a un
probl�eme de dimension 2.

Les nouvelles expressions des �energies et du potentiel scalaire sont don-
n�ees et justi��ees dans Aid [Aid93, chIII]. Elles sont du même type que celles
donn�ees au chapitre 3.

La discr�etisation et la m�ethode de descente de l'�energie utilis�ees ici sont
exactement celles pr�esent�ees �a la section 4.3. Elles n�ecessitent la minimi-
sation d'une fonctionnelle de descente, dont nous donnons une forme ma-
tricielle simpli��ee tir�ee des expressions de Aid [Aid93, ch III.3.2 p. 106-113].

J 0(x; �x) =
1

2
xtAx+

1

2
xtBt�x � xtb(4.4)

avec Bx = D�x et Ux = 0(4.5)

o�u x est une matrice colonne �a 3N lignes, contenant les coordonn�ees cart�esi-
ennes de la direction de descente en chaque point du maillage.

�x est une matrice colonne �a N lignes, contenant le potentiel scalaire
associ�e �a la direction de descente x par la relation lin�eaire Bx = D�x, avec
B une matrice N �3N et D une matrice N �N sym�etrique d�e�nie positive
(la relation Bx = D�x correspond �a l'�equation 4.3).

B = (B1 B2 B3 ), (B1; B2; B3) matrices N �N avec B3 = 0 pour ce
qui est des têtes magn�etiques.

A est une matrice 3N � 3N sym�etrique d�e�nie positive qui correspond
aux termes d'�echange et d'anisotropie de Fh.

A =

0B@A1 0 0
0 A2 0
0 0 A3

1CA, (A1; A2; A3) matrices N �N s.d.p..

U est une matrice N � 3N qui correspond �a la contrainte uin �Di
n = 0

8 i = 1; � � � ; n.
U = (Ux Uy Uz ), (Ux; Uy; Uz) matrices N � N diagonales contenant

les coordonn�ees de l'aimantation �a l'it�er�e n. Dans le cas des têtes magn�e-
tiques, on a toujours Uz = 0.

b est une matrice colonne �a 3N lignes qui correspond au terme de Zee-
mann de Fh.

Les matrices A1, A2, A3, B1, B2, B3 ont tr�es peu de coe�cients non
nuls. Elles ont une stucture bande. La matrice D, quoique moins creuse
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du fait qu'elle correspond �a un noyau int�egr�e sur les surfaces de 
, a une
structure bande. La largeur des bandes en question d�epend de l'�eloignement
des n�uds voisins dans la num�erotation et, en ce qui concerneD, des n�uds
situ�es sur une même face du mat�eriau.

� Cas o�u le potentiel ext�erieur �2 n'est pas n�eglig�e

Ici, la fonctionnelle de descente est de la forme

J 00(x; �1x; �
2
x) =

1

2
xtAx+

1

2
xtBt�1x +

1

2
xtBt�2x � xtb(4.6)

avec D�1x = Bx; M�2x = K�1x et Ux = 0(4.7)

o�u x, A, B, b, D et U sont du même type que pr�ec�edemment.
�1x est une matrice colonne �a N lignes, contenant le potentiel scalaire

int�erieur associ�e �a la direction de descente x par la relation lin�eaire D�1x =
Bx.

�2x est une matrice colonne �a N lignes contenant le potentiel scalaire
ext�erieur reli�e �a �1x par la relation lin�eaire M�2x = K�1x.

La matriceM est N �N s.d.p., creuse, �a structure bande tandis que la
matrice K est N �N pleine [Aid93, III p.76-88, 109-110 et Annexe II].

Nous verrons, dans la partie II, les di��erentes m�ethodes utilis�ees pour
minimiser ces fonctionnelles ou, de mani�ere �equivalente, pour r�esoudre les
syst�emes lin�eaires qui leurs sont associ�es.

4.5 Coordonn�ees sph�eriques

� Ici, Aid a utilis�e les coordonn�ees sph�eriques pour assurer la contrainte
juj = 1 partout. Ce type de simulation nous a fourni un type de syst�emes
lin�eaires simple �a r�esoudre par la m�ethode d�evelopp�ee dans la partie II et
comportant des matrices dont la bande, plus large, permet d'obtenir des
tests int�eressants pour les m�ethodes d'inversion.

� Les expressions des di��erents termes de l'�energie, du potentiel scalaire
et le d�etail de la m�ethode de descente, adapt�ee �a ce type de probl�eme, sont
expliqu�es dans Aid [Aid93, chIV].

La fonctionnelle de descente sous forme matricielle simpli��ee, obtenue �a
partir des expressions d'Aid [Aid93 chIV p.131-136], est la suivante, dans le
cas sans potentiel ext�erieur :

J(x; �x) =
1

2
xtAx+

1

2
xtBt�x � xtb(4.8)

avec Bx = D�x(4.9)
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o�u x est une matrice colonne �a 2N lignes, contenant les coordonn�ees sph�eriques
de la direction de descente en chaque point du maillage.

�x est une matrice colonne �a N lignes, contenant le potentiel scalaire
associ�e �a la direction de descente x par la relation lin�eaire Bx = D�x, avec
B une matriceN�2N et D une matrice N�N sym�etrique d�e�nie positive.

B = (B1 B2 ), (B1; B2) matrices N �N .
A est une matrice 2N � 2N sym�etrique d�e�nie positive.
b est une matrice colonne �a 2N lignes.

L�a encore les matrices A, B1, B2 et D sont creuses et �a structure bande.
La simulation du cas avec potentiel ext�erieur n'a pas pu être r�ealis�ee car

elle n�ecessitait le calcul d'une matrice noyau K pleine, ce qui �etait trop long
vue la complexit�e des calculs en coordonn�ees sph�eriques.

4.6 Les r�esultats

Viallix a consacr�e un chapitre de sa th�ese [Via90, ch VIII] �a l'expos�e des
r�esultats obtenus pour la simulation des m�emoires �a lignes de Bloch. Cette
simulation a �et�e r�ealis�ee �a l'aide de la m�ethode de descente de l'�energie,
d�ecrite dans la section 4.3, pour les structures grossi�ere et �a l'aide d'une
m�ethode de maillage adapt�ee, pour les structure �nes.

Aid a pr�esent�e les r�esultats de la simulation de têtes magn�etiques dans le
chapitre V de sa th�ese. Il a obtenu des r�esultats signi�catifs dans le cas des
coordonn�ees cart�esiennes avec int�egration sur l'�epaisseur. Cette simulation
a permis de mettre en �evidence des structures physiques usuelles observ�ees
au microscope �electronique.



Chapitre 5

Conclusion

Nous nous sommes interess�es, dans cette partie, �a une pr�esentation
g�en�erale de la simulation num�erique de la structure de l'aimantation des
mat�eriaux ferromagn�etiques. Cette pr�esentation, loin d'être exhaustive,
avait pour but d'introduire les deux probl�emes math�ematiques trait�es dans
cette th�ese.

La r�esolution des syst�emes lin�eaires provenant de la minimisation de la
fonctionnelle de descente apparaissant dans la minimisation de l'�energie du
micromagn�etisme, que nous traiterons dans la partie II.

Le deuxi�eme probl�eme, plus th�eorique, concerne la taille de l'ensemble
des singularit�es d'une solution du probl�eme de minimisation de l'�energie du
micromagn�etisme, que nous traiterons dans la partie III.

De nombreuses questions concernant la simulation des mat�eriaux ferro-
magn�etiques restent pos�ees. En particulier, la mod�elisation des structures
�nes au niveau des parois n'a pas �et�e enti�erement r�ealis�ee. Par ailleurs, des
travaux sont en cours pour ce qui concerne la localisation dynamique des
domaines et des parois [Kha96].





Deuxi�eme partie

R�esolution de syst�emes

lin�eaires provenant du

micromagn�etisme
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Dans cette partie, nous nous int�eressons �a la r�esolution des syst�emes
lin�eaires qui interviennent dans les codes de calcul pr�esent�e dans la premi�ere
partie. Ces syst�emes apparaissent pr�ecis�ement, �a chaque �etape de la m�etho-
de de descente de l'�energie, au niveau de la minimisation de la fonctionnelle
de descente.

Pour chacun des types de simulations r�ealis�es par Aid, nous donnons, au
chapitre 1, la fonctionnelle de descente discr�etis�ee, puis les syst�emes lin�eaires
qu'il est n�ecessaire de r�esoudre pour faire d�ecrô�tre cette fonctionnelle.

Dans le second chapitre, nous pr�esentons les m�ethodes que nous avons
adapt�ees pour r�esoudre les di��erents syst�emes. Le principal int�erêt de ces
m�ethodes est d'assurer la d�ecroissance de la fonctionnelle de descente �a
chaque it�eration, si bien que nous pouvons arrêter les it�erations �a n'importe
quel moment, en �etant certain de faire d�ecrô�tre la fonctionnelle de descente.

En�n, dans le troisi�eme chapitre, nous comparons les performances de
nos m�ethodes avec celles de quelques algorithmes classiques.

Dans toute cette partie, n d�esigne le nombre de n�uds du maillage.



Chapitre 1

Les syst�emes lin�eaires �a

r�esoudre

1.1 Cas des coordonn�ees sph�eriques, sans
potentiel ext�erieur

Chronologiquement, cet ensemble de simpli�cations, plus di�cile �a met-
tre en �uvre, a �et�e utilis�e par Aid apr�es l'ensemble \coordonn�ees cart�esien-
nes-int�egration sur l'�epaisseur-sans potentiel ext�erieur". N�eanmoins, il est
plus simple �a pr�esenter d'un point de vue matriciel (3 degr�es de libert�e au
lieu de 5) et la r�esolution de son syst�eme associ�e est �a la base de la r�esolu-
tion des types de syst�emes associ�es aux autres ensembles de simpli�cations
envisag�es.

Comme nous l'avons vu dans la premi�ere partie, section 4.5, la fonction-
nelle de descente discr�etis�ee, qu'il faut faire d�ecrô�tre �a chaque �etape de la
m�ethode de descente de l'�energie, peut s'�ecrire de la fa�con suivante :

J(x; �x) = 1
2x

tAx+ 1
2x

tBt�x � xtb
avec Bx = D�x

(1.1)

o�u A est une matrice 2n � 2n sym�etrique d�e�nie positive, B une matrice
n�2n,D une matricen�n sym�etrique d�e�nie positive, x et b les coordonn�ees
sph�eriques de la direction de descente et du second membre, �x le potentiel
scalaire associ�e �a x.

La signi�cation de ces matrices est donn�ee en (I, 4.5) et, pour plus de
pr�ecision, dans [Aid93, ch IV].

Toutes les matrices qui interviennent sont creuses.

Nous envisageons deux techniques pour minimiser cette fonctionnelle.
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La premi�ere consiste �a r�e�ecrire la fonctionnelle en tenant compte de la
relation Bx = D�x pour �eliminer l'inconnue �x. Nous avons alors :

J (x) = J(x; �x) =
1

2
xtAx+

1

2
xtBtD�1Bx� xtb

Le minimum de cette fonctionnelle en x est atteint en x solution du
syst�eme :

(A+BtD�1B)x = b(1.2)

Pour la deuxi�eme technique, nous consid�erons la relation Bx = D�x

comme une contrainte et nous utilisons le th�eor�eme des multiplicateurs de
Lagrange.

Nous obtenons alors le syst�eme :0B@A 0 Bt

0 D �D
B �D 0

1CA
0B@ x
�x

�

1CA =

0B@ b
0
0

1CA
Puis nous �eliminons les multiplicateurs de Lagrange � et nous obtenons

le syst�eme :

�
A Bt

B �D
��

x
�x

�
=
�
b
0

�
(1.3)

dont la solution minimise la fonctionnelle J sous la contrainte Bx = D�x.

La r�esolution du syst�eme 1.2 peut se faire grâce �a l'algorithme du gradi-
ent conjugu�e, puisque la matriceA+BtD�1B est sym�etrique d�e�nie positive.
Cette m�ethode a l'avantage d'assurer la d�ecroissance de la fonctionnelle de
descente J . Nous verrons en (II, 2.1) que cette m�ethode est �equivalente
�a l'algorithme du gradient conjugu�e pr�econditionn�e, avec un pr�econdition-
nement adapt�e, appliqu�ee au syst�eme 1.3, bien que la matrice de ce syst�eme
ne soit pas sym�etrique d�e�nie positive. L�a encore, la d�ecroissance de la
fonctionnelle de descente J est assur�ee.
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1.2 Cas des coordonn�ees cart�esiennes, avec

int�egration sur l'�epaisseur et sans po-
tentiel ext�erieur

La fonctionnelle de descente est ici :

J 0(x; �x) =
1

2
xtAx+

1

2
xtBt�x � xtb

avec Bx = D�x et Ux = 0
(1.4)

o�u A est une matrice 3n � 3n sym�etrique d�e�nie positive, B une matrice
n� 3n, D une matrice n�n sym�etrique d�e�nie positive, U est une matrice
form�ee de trois blocs n � n diagonaux dont les coe�cients sont les coor-
donn�ees cart�esiennes de l'aimantation �a l'it�er�e pr�ec�edent (de la m�ethode de
descente de l'�energie), x et b les coordonn�ees cart�esiennes de la direction de
descente et du second membre, �x le potentiel scalaire associ�e �a x.

La signi�cation de ces matrices est donn�ee en (I, 4.4) et, pour plus de
pr�ecision, dans Aid [Aid93, ch III].

L�a encore, les matrices qui interviennent sont creuses.

L'utilisation du th�eor�eme des multiplicateurs de Lagrange avec les con-
traintesBx = D�x et Ux = 0, puis l'�elimination des multiplicateurs associ�es
�a Bx = D�x donnent le syst�eme :

0B@A Bt U t

B �D 0
U 0 0

1CA
0B@ x
�x

�x

1CA =

0B@ b
0
0

1CA(1.5)

o�u �x est le multiplicateur de Lagrange associ�e �a la contrainte Ux = 0.



1.3 Cas des coordonn�ees cart�esiennes, avec int�egration sur l'�epaisseur et
avec potentiel ext�erieur 57

1.3 Cas des coordonn�ees cart�esiennes, avec

int�egration sur l'�epaisseur et avec po-
tentiel ext�erieur

Quand on consid�ere le potentiel ext�erieur, on est oblig�e de faire intervenir
une matrice K, n � n pleine, qui repr�esente le noyau int�egr�e sur les faces
du cube [0; 1]3.

Avec les même notations qu'au 1.2, nous �ecrivons la fonctionnelle de
descente :

J 00(x; �1x; �
2
x) =

1

2
xtAx+

1

2
xtBt�1x +

1

2
xtBt�2x � xtb(1.6)

avec �1x = D�1Bx le potentiel int�erieur et �2x le potentiel ext�erieur reli�e �a
�1x par la relation M�2x = K�1x, o�u M est une matrice n � n sym�etrique
d�e�nie positive creuse et Ux = 0.

Nous r�e�ecrivons la fonctionnelle J 00 :

J 00(x) = J 00(x; �1x; �
2
x) =

1
2x

tAx+ 1
2x

tBtD�1Bx+ 1
2x

tBtM�1KD�1Bx�xtb

J 00(x) = 1
2
xtAx+ 1

2
xtBtD�1Bx

+1
2x

t(12B
tM�1KD�1B + 1

2B
tD�1K tM�1B)x� xtb

(1.7)

Et apr�es utilisation du th�eor�eme des multiplicateurs de Lagrange et �eli-
mination des multiplicateurs associ�es aux contraintes Bx = D�1x et
M�2x = K�1x ainsi que de l'inconnue �2x, nous obtenons le syst�eme :

0B@A Bt[I + 1
2M

�1K + 1
2D

�1K tM�1D] U t

B �D 0
U 0 0

1CA
0B@ x
�x

�x

1CA =

0B@ b0
0

1CA(1.8)

o�u �x est le multiplicateur de Lagrange associ�e �a la contrainte Ux = 0.



Chapitre 2

R�esolution des syst�emes

2.1 Cas des coordonn�ees sph�eriques, sans

potentiel ext�erieur

2.1.1 Gradient Conjugu�e Pr�econditionn�e sur le sys-
t�eme (1.3)

Le syst�eme (1.2) peut être r�esolu grâce �a l'algorithme du gradient con-
jugu�e pr�econditionn�e car la matrice A + BtD�1B est sym�etrique d�e�nie
positive. Nous notons P , un pr�econditionnement de cette matrice et nous
appliquons l'algorithme B.4 donn�e en annexe avec M = A + BtD�1B. Le
pr�econditionneur P utilis�e sera pr�ecis�e dans la section 2.1.2.

Dans le code de simulation des têtes magn�etiques, nous avons besoin,
de toute fa�con, d'inverser la matrice D pour calculer le potentiel scalaire
d�emagn�etisant de l'aimantation. Cette inversion de D est r�ealis�ee �a l'aide
d'une m�ethode directe : la d�ecomposition de Crout compl�ete de la matrice
D (voir Annexe A.1). Nous avons donc �a notre disposition la d�ecomposition
de Crout D = ���t o�u � est triangulaire inf�erieure �a diagonale unit�e et �
est diagonale.

La multiplication deM par un vecteur v se fera de la mani�ere suivante :
calcul de Bv, calcul de D�1Bv grâce �a la d�ecomposition de Crout de D,
calcul de BtD�1Bv, calcul de Av, calcul de Av +BtD�1Bv.
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L'algorithme obtenu est le suivant :

Algorithme 2.1 (PCG sur (1.2))

x0 choisi
r0 = b� (A+BtD�1B)x0
z0 = P�1r0
p0 = z0

�i =
(ri; zi)

((A+BtD�1B)pi; pi)
xi+1 = xi + �ipi

ri+1 = ri � �i(A+BtD�1B)pi

zi+1 = P�1ri+1

�i =
(zi+1; ri+1)

(zi; ri)
pi+1 = zi+1 + �ipi

Nous d�emontrons dans la section 2.1.3 que la fonctionnelle de descente
1.1 d�ecrô�t �a chaque it�eration.

2.1.2 Gradient Conjugu�e Pr�econditionn�e Sp�ecial Mi-
cromagn�etisme sur le syt�eme (1.4)

Pour des raisons de commodit�e de programmation et de pr�ecision des
calculs, nous avons appliqu�e l'algorithme du gradient conjugu�e pr�econdi-

tionn�e au syst�eme 1.3 bien que sa matrice eA =
�
A Bt

B �D
�

ne soit pas

sym�etrique d�e�nie positive. Nous verrons que l'utilisation d'une matrice

de pr�econditionnement eP d'inverse eP�1 =
�
H J t

J K

�
permet d'obtenir un

algorithme alg�ebriquement �equivalent �a l'algorithme 2.1.
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Dans un premier temps, nous obtenons l'algorithme suivant :

Algorithme 2.2 (PCG sur (1.3))�
x0
�x0

�
choisi�

r0
�r0

�
=

�
b
0

�
�
�
A Bt

B �D
��

x0
�x0

�
=
�
b�Ax0 �Bt�x0

�Bx0 +D�x0

�
�
z0
�z0

�
= eP�1 � r0

�r0

�
=
�
H r0 + J t �r0

J r0 +K �r0

�
�
p0
�p0

�
=

�
z0
�z0

�

�i =
(

�
ri
�ri

�
;

�
zi
�zi

�
)

(

�
A Bt

B �D
��

pi
�pi

�
;

�
pi
�pi

�
)

=
(ri; zi) + (�ri; �zi)

(Api +Bt�pi; pi) + (Bpi �D�pi ; �pi)�
xi+1

�xi+1

�
=

�
xi

�xi

�
+ �i

�
pi
�pi

�
=
�

xi + �ipi
�xi + �i�pi

�
�
ri+1
�ri+1

�
=

�
ri
�ri

�
� �i

�
A Bt

B �D
��

pi
�pi

�
=
�
ri � �i(Api +Bt�pi)
�ri � �i(Bpi �D�pi)

�
�
zi+1
�zi+1

�
= eP�1 � ri+1

�ri+1

�
=
�
H ri+1 + J t �ri+1

J ri+1 +K �ri+1

�

�i =
(

�
zi+1
�zi+1

�
;

�
ri+1
�ri+1

�
)

(

�
zi
�zi

�
;

�
ri
�ri

�
)

=
(ri+1; zi+1) + (�ri+1 ; �zi+1)

(ri; zi) + (�ri; �zi)�
pi+1
�pi+1

�
=

�
zi+1
�zi+1

�
+ �i

�
pi
�pi

�
=
�

zi+1 + �i pi
�zi+1 + �i �pi

�

Or, en supposant : �x0 = D�1Bx0
et : J = D�1BH ,

nous montrons par r�ecurrence que :

�xi = D�1Bxi ; �pi = D�1Bpi ; �zi = D�1Bzi et �ri = 0(2.1)
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Nous obtenons alors l'algorithme

Algorithme 2.3 (SMPCG)

x0 choisi
�x0 = D�1Bx0�
r0
�r0

�
=

�
b� (A�BtD�1B)x0

0

�
�
z0
�z0

�
=

�
Hr0

D�1BHr0

�
�
p0
�p0

�
=

�
z0
�z0

�
�i =

(ri; zi)

((A+BtD�1B)pi; pi)�
xi+1

�xi+1

�
=

�
xi + �i pi
�xi + �i �pi

�
�
ri+1
�ri+1

�
=

�
ri � �i(A+BtD�1B)pi

0

�
�
zi+1
�zi+1

�
=

�
H ri+1

D�1BH ri+1

�
�i =

(ri+1; zi+1)

(ri; zi)�
pi+1
�pi+1

�
=

�
zi+1 + �i pi
�zi+1 + �i �pi

�

qui est alg�ebriquement �equivalent �a l'algorithme 2.1 en supposant H = P�1

et en faisant abstraction des � qui n'interviennent pas dans les calculs des
autres variables.

Si nous supposons que P est sym�etrique d�e�nie positive, l'algorithme
converge donc.

Nous pouvons expliciter eP .
Par exemple : eP =

�
P �BtD�1B Bt

B �D
�

d'inverse �
P�1 P�1BtD�1

D�1BP�1 D�1BP�1BtD�1 �D�1

�
D�emonstration :

Notons H = P�1.
Nous savons que la relation J = D�1BH = D�1BP�1 est n�ecessaire

pour �etablir les relations (2.1).
Donc eP�1 = �

P�1 P�1BtD�1

D�1BP�1 K

�
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Nous posons : eP =
�
P � L M t

M N

�
Avec eP eP�1 = I nous obtenons :
a) I2n � LP�1 +M tD�1BP�1 = I2n
b) BtD�1 � LP�1BtD�1 +M tK = 0
c) MP�1 +ND�1BP�1 = 0
d) MP�1BtD�1 +NK = In

a) L =M tD�1B
c) M = �ND�1B
b) M t(D�1BP�1BtD�1 �K) = BtD�1

d) N(D�1BP�1BtD�1 �K) = �In
Le choix deK est libre car cette matrice n'intervient pas dans l'algorithme.
Nous pouvons, par exemple, poser D�1BP�1BtD�1 �K = D�1

i.e. K = D�1(BP�1BtD�1 � Ip).
Nous obtenons alors :

M t = Bt i.e. M = B
N = �D

et L = BtD�1B

Ainsi la matrice :

eP =
�
P �BtD�1B Bt

B �D
�

d'inverse �
P�1 P�1BtD�1

D�1BP�1 D�1BP�1BtD�1 �D�1
�

convient.

� Le pr�econditionnement P devrait être choisi de mani�ere �a ce que
P soit proche de A + BtD�1B, mais comme nous ne connaissons pas les
coe�cients de cette matrice, nous choisissons de prendre P proche de A.
Dans tous les tests du chapitre 3, nous avons pris pour P la d�ecomposition
incompl�ete de Crout de la matrice A.

Un simple calcul permet de constater qu'avec ce choix de P , la matriceeP est proche de eA.
eP�1 eA =

0B@ P�1(A+BtD�1B) 0

D�1B(P�1(A+BtD�1B)� IN) IN

1CA
et
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eA eP�1 =
0B@ (A+BtD�1B)P�1 ((A+BtD�1B)P�1 � IN)BtD�1

0 IN

1CA
� En fait, pour prendre en compte le fait que les relations 2.1 ne sont

pas num�eriquement exactes, nous calculons toujours sous cette forme :

((A+BtD�1B)pi; pi) = (
�
A Bt

B �D
��

pi
�pi

�
;
�
pi
�pi

�
)

(ri; zi) = (
�
ri
�ri

�
;
�
zi
�zi

�
)�

ri+1
�ri+1

�
=

�
ri
�ri

�
� �i

�
A Bt

B �D
��

pi
�pi

�
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En d�e�nitive, l'algorithme que nous appliquons est le suivant, dans lequel
P d�esigne la factorisation incompl�ete de Crout de la matrice A.

Algorithme 2.4 (SMPCG)

x0 choisi
�x0 = D�1Bx0�
r0
�r0

�
=

�
b
0

�
� eA�

x0
�x0

�
�
z0
�z0

=
=

P�1r0
D�1Bz0�

p0
�p0

�
=

�
z0
�z0

�

�i =
(
�
ri
�ri

�
;
�
zi
�zi

�
)

( eA�
pi
�pi

�
;
�
pi
�pi

�
)�

xi+1

�xi+1

�
=

�
xi

�xi

�
+ �i

�
pi
�pi

�
�
ri+1
�ri+1

�
=

�
ri
�ri

�
� �i

eA�
pi
�pi

�
�
zi+1
�zi+1

=
=

P�1ri+1
D�1Bzi+1

�i =
(
�
ri+1
�ri+1

�
;
�
zi+1
�zi+1

�
)

(
�
ri
�ri

�
;
�
zi
�zi

�
)

�
pi+1
�pi+1

�
=

�
zi+1
�zi+1

�
+ �i

�
pi
�pi

�

Nous montrons, dans la section suivante, que cet algorithme fait d�ecrô�tre
la fonctionnelle de descente �a chaque it�eration.
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2.1.3 D�ecroissance de la fonctionnelle

Nous avons donc obtenu deux algorithmes �equivalents 2.1 et 2.4 qui con-
vergent vers la solution du probl�eme de minimisation 1.1. Nous d�emontrons
qu'en fait la fonctionnelle J d�ecrô�t �a chaque �etape de l'un ou l'autre de ces
deux algorithmes. C'est-�a-dire que pour tout i � 0 nous avons :

J(xi+1; �xi+1) = J (xi+1) � J(xi; �xi) = J (xi)

D�emonstration :

En e�et

J(xi+1; �xi+1) = J(xi + �i pi; �xi + �i �pi)

=
1

2
(xi + �i pi)

tA (xi + �i pi) +
1

2
(xi + �i pi)

tBt (�xi + �i �pi)

�(xi + �i pi)
tb

=
1

2
xt
iAxi +

1

2
xt
iB

t�xi � xt
ib+ �ip

t
iAxi +

1

2
�2i p

t
iApi

+
1

2
�ix

t
iB

t�pi +
1

2
�ip

t
iB

t�xi +
1

2
�2i p

t
iB

t�pi � �ip
t
ib

= J(xi; �xi) + �ip
t
iAxi +

1

2
�2i p

t
iApi

+
1

2
�ix

t
iB

tD�1Bpi +
1

2
�ip

t
iB

tD�1Bxi +
1

2
�2i p

t
iB

tD�1Bpi

��ip
t
ib

= J(xi; �xi)

+�i

�
1

2
�ip

t
i(A+BtD�1B)pi + pti(A+BtD�1B)xi � ptib

�
= J(xi; �xi) + �i

�
1

2
rti P

�1ri � pti ri

�
= J(xi; �xi)�

1

2
�ir

t
i P

�1ri

Or �i =
(ri; P�1ri)

( eA�
pi
�pi

�
;
�
pi
�pi

�
)
> 0 car eA et P�1 sont sym�etriques d�e�nies

positives.

Donc J(xi+1; �xi+1) � J(xi; �xi). (Pour obtenir la 6i�eme �egalit�e nous

avons montr�e par r�ecurrence que
�
ri
�ri

�
=

�
b
0

�
� eA�

xi

�xi

�
et donc pti(A+

BtD�1B)xi � ptib = �
�
pi
�pi

�t � ri
�ri

�
= �ptiri).
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2.2 Cas des coordonn�ees cart�esiennes, avec

int�egration sur l'�epaisseur et sans po-
tentiel ext�erieur

2.2.1 M�ethode d'expansion coupl�ee avec SMPCG

Nous utilisons ici la m�ethode d'expansion de Lou et Sameh [LS93] que
nous d�ecrivons en annexe C.

Nous reprenons les notations de cette annexe.
Pr�ecisons d'abord la forme du syst�eme 1.5.

0BBBBB@
A1 0 0 Bt

1 Ux

0 A2 0 Bt
2 Uy

0 0 A3 Bt
3 0

B1 B2 B3 �D 0
Ux Uy 0 0 0

1CCCCCA

0BBBBB@
x1
x2
x3
�
�

1CCCCCA =

0BBBBB@
b1
b2
b3
0
0

1CCCCCA(2.2)

o�u A1, A2, A3 et D sont n� n sym�etriques d�e�nies positives, Ux et Uy sont
diagonales et Ux;i

2 + Uy;i
2 = 1 pour 1 � i � n.

Nous ne traitons ici que le cas o�u l'aimantation u n'a pas de composante
verticale uz, ce qui est le cas pour les têtes magn�etiques envisag�ees.

Notons eUx et eUy les matrices diagonales n � n, dont les coe�cients
v�eri�ent : ( eUx;i = � 1

Uy;ieUy;i = 0
si Ux;i = 0

( eUx;i = 0eUy;i = � 1
Ux;i

si Ux;i 6= 0

Nous avons fait plusieurs essais de d�ecomposition par blocs pour trouver
une matrice E 3n�4n, qui soit facile �a inverser et telle que la matriceG soit
calculable et facile �a inverser. Nous avons �nalement choisi une matrice E
ne contenant que des blocs diagonaux et telle que le syst�eme de matriceG �a
inverser dans la m�ethode d'expansion soit du type 1.3. Nous pouvons donc
r�esoudre ce syst�eme grâce �a la m�ethode de gradient conjugu�e pr�econditionn�e
de l'algorithme 2.4.
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Finalement nous avons :

�
C
E

��1
=

0BBB@
Ux Uy 0 0eUx

eUy 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

1CCCA
�1

=

0BBB@
eUy �Uy 0 0
� eUx Ux 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

1CCCA
o�u I est la matrice identit�e n� n.

Nous remarquons que Ux
eUy � Uy

eUx = I.

(C t Et )�1 =

0BBB@
eUy � eUx 0 0
�Uy Ux 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

1CCCA

M =

0BBB@
A1 0 0 Bt

1

0 A2 0 Bt
2

0 0 A3 Bt
3

B1 B2 B3 �D

1CCCA
Nous pouvons calculer

(C t Et )�1M
�
C
E

��1
=

0BBB@
eUyA1

eUy + eUxA2
eUx � eUyA1Uy � eUxA2Ux 0 eUyB

t
1 � eUxB

t
2

�UyA1
eUy � UxA2

eUx UyA1Uy + UxA2Ux 0 UxB
t
2 � UyB

t
1

0 0 A3 Bt
3

B1
eUy �B2

eUx B2Ux �B1Uy B3 �D

1CCCA
La matrice G est de la forme

G =

0B@UyA1Uy + UxA2Ux 0 UxB
t
2 � UyB

t
1

0 A3 Bt
3

B2Ux �B1Uy B3 �D

1CA
Nous remarquons que UyA1Uy +UxA2Ux est sym�etrique d�e�nie positive,

donc la matrice G est du même type que la matrice du syst�eme 1.3.
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L'algorithme de la m�ethode d'expansion pour le syst�eme 2.2 est le sui-
vant.

Algorithme 2.5 (m�ethode d'expansion)

(i)

8><>:
v1 = eUyb1 � eUxb2
v2 = �Uyb1 + Uxb2
v3 = b3

(ii) R�esoudre le syst�eme G

0B@!1!2
!3

1CA =

0B@�Uyb1 + Uxb2
b3
0

1CA

(iii)

0BBB@
x1
x2
x3
�x

1CCCA =

0BBB@
�Uy!1
Ux!1
!2
!3

1CCCA

Le syst�eme r�esolu �a la seconde �etape de l'algorithme est du type 1.3.
Nous pouvons donc appliquer l'algorithme de gradient conjugu�e pr�econdi-
tionn�e 2.4 �a sa r�esolution.

Il est inutile de former la matrice G. Nous formons seulement la ma-

trice eA =
�
UyA1Uy + UxA2Ux 0

0 A3

�
dont nous calculons la d�ecomposition

incompl�ete de Crout P qui servira de pr�econditionneur pour l'inversion du
syst�eme (ii) de la m�ethode d'expansion. Puis nous calculons les produits
des matrices B2Ux�B1Uy et UxB

t
2�UyB

t
1 par des vecteurs en d�ecomposant

les calculs.

La m�ethode d'expansion, avec r�esolution du syst�eme de matrice G par
l'algorithme SMPCG 2.4, converge vers la solution du probl�eme de minimi-
sation de la fonctionnelle J 0 sous les contraintes �x = D�1Bx et Ux = 0.

Nous allons voir, dans la section suivante, que la fonctionnelle J 0 d�ecrô�t
quel que soit le pas auquel nous nous arrêtons dans l'algorithme SMPCG
d'inversion du syst�eme (ii).
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2.2.2 D�ecroissance de la fonctionnelle

Nous montrons que si nous arrêtons les it�erations dans l'inversion du
syst�eme (ii) par l'algorithme SMPCG 2.4, �a n'importe quel moment, alors la
fonctionnelle J 0 d�ecrô�t. C'est-�a-dire que, si nous notons (x1;i; x2;i; x3;i; �xi)
le vecteur obtenu par la m�ethode d'expansion avec seulement i it�erations
dans l'inversion du syst�eme (ii), alors J 0(xi+1; �xi+1) � J 0(xi; �xi).

D�emonstration :

En e�et, nous avons vu �a la section 2.1.3 que, si l'on note (!1;i; !2;i; !3;i) le
i�eme it�er�e de l'inversion du syst�eme (ii), nous avons J(!1;i+1; !2;i+1; !3;i+1) �
J(!1;i; !2;i; !3;i) o�u J est la fonctionnelle d�e�nie par :

J(!1; !2; !3) =
1

2

�
!1
!2

�t eA�
!1
!2

�

+
�
!1
!2

�t

(B2Ux �B1Uy B3 )
tD�1 (B2Ux �B1Uy B3 )

�
!1
!2

�

�
�
!1
!2

�t ��Uyb1 + Uxb2
b3

�
=

1

2
(!t

1(UyA1Uy + UxA2Ux)!1 + !t
2A3!2 + !t

3D!3)

�!t
1(�Uyb1 + Uxb2)� !t

2b3

=
1

2
(xt

1A1x1 + xt
2A2x2 + xt

3A3x3 + �t
xD�x)

�xt
1b1 � xt

2b2 � xt
3b3

=
1

2
(xtAx+ xtBt�x)� xtb

= J 0(x; �x)

Nous avons donc

J 0(xi+1; �xi+1) = J(!1;i+1; !2;i+1; !3;i+1) � J(!1;i; !2;i; !3;i) = J 0(xi; �xi)
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2.2.3 P�enalisation coupl�ee avec SMPCG

Une autre fa�con de nous ramener �a un syst�eme du type 1.3, �a partir
d'un syst�eme du type 1.5, consiste �a p�enaliser le bloc inf�erieur droit.

Le nouveau syst�eme �a r�esoudre est :

0B@A Bt U t

B �D 0
U 0 �"I

1CA
0B@ x
�x

�x

1CA =

0B@ b
0
0

1CA(2.3)

o�u " est un r�eel positif.

Nous notons eA" la matrice de ce syst�eme.

Comme pr�ec�edemment nous exhibons une matrice de pr�econditionnement :

eP" =

0BBBBBB@
P �BtD�1B � 1

"
U tU Bt U t

B �D�1 0

U 0 �"I

1CCCCCCA
dont l'inverse est :

eP�1" =

0BBBBBBBB@

P�1 P�1BtD�1
1

"
P�1U t

D�1BP�1 D�1BP�1BtD�1 �D�1
1

"
D�1BP�1U t

1

"
UP�1

1

"
UP�1BtD�1

1

"2
UP�1U t � 1

"
I

1CCCCCCCCA
Le calcul de ces matrices se fait comme dans la section 2.1.2.

L'algorithme SMPCG 2.4 appliqu�e �a ce syst�eme avec la matrice de pr�e-
conditionnement eP", converge alg�ebriquement vers la solution du syst�eme
2.3.

N�eanmoins, le conditionnement de la matrice eA" est tr�es mauvais �a cause
de " qui doit être tr�es petit pour approcher la solution du syst�eme 1.5. La
convergence est donc tr�es lente, comme nous le verrons au chapitre 3. De
plus, les propri�et�es de minimisation de la m�ethode pr�ec�edente ne sont plus
du tout v�eri��ees. Pour toutes ces raisons, cet algorithme n'est pas int�eres-
sant. Nous en donnons tout de même une version (celle qui est utilis�ee dans
les tests du chapitre 3) car chronologiquement, c'est la premi�ere m�ethode
\nouvelle" que nous avons utilis�ee pour r�esoudre des syst�emes provenant du
micromagn�etisme.
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Algorithme 2.6 (SMPCG)

x0 choisi
�x0 = D�1Bx0

�x0 =
1

"
Ux00B@ r0

�r0

�r0

1CA =

0B@ b
0
0

1CA� eA"

0B@ x0
�x0

�x0

1CA
8><>:

z0
�z0

�z0

=
=
=

P�1r0
D�1Bz0
1

"
Uz00B@ p0

�p0

�p0

1CA =

0B@ z0
�z0

�z0

1CA

�i =

(

0B@ ri
�ri

�ri

1CA ;

0B@ zi
�zi

�zi

1CA)
( eA"

0B@ pi
�pi

�pi

1CA ;

0B@ pi
�pi

�pi

1CA)0B@ xi+1

�xi+1

�xi+1

1CA =

0B@ xi

�xi

�xi

1CA+ �i

0B@ pi
�pi

�pi

1CA0B@ ri+1
�ri+1

�ri+1

1CA =

0B@ ri
�ri

�ri

1CA� �i
eA"

0B@ pi
�pi

�pi

1CA
8><>:

zi+1
�zi+1

�zi+1

=
=
=

P�1ri+1
D�1Bzi+1
1

"
Uzi+1

�i =

(

0B@ ri+1
�ri+1

�ri+1

1CA ;

0B@ zi+1
�zi+1

�zi+1

1CA)
(

0B@ ri
�ri

�ri

1CA ;

0B@ zi
�zi

�zi

1CA)0B@ pi+1
�pi+1

�pi+1

1CA =

0B@ zi+1
�zi+1

�zi+1

1CA+ �i

0B@ pi
�pi

�pi

1CA
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2.3 Cas des coordonn�ees cart�esiennes, avec

int�egration sur l'�epaisseur et avec po-
tentiel ext�erieur

L�a encore, nous allons utiliser la m�ethode d'expansion de Lou et Sameh
[LS93] d�ecrite en annexe C, coupl�ee avec une m�ethode de gradient con-
jugu�e pr�econditionn�e. Mais comme la matrice du syst�eme 1.8 n'est pas
sym�etrique, nous allons devoir revoir tout le processus.

Tout d'abord, remarquons que la matrice A+Bt[D�1 + 1
2
M�1KD�1 +

1
2
D�1K tM�1]B qui apparâ�t �a la section 1.3, dans l'expression de la fonc-

tionnelle J 00 dont l'expression est donn�ee par 1.7, est sym�etrique d�e�nie
positive. Cela provient du fait que la fonctionnelle J 00 exprime une �energie
positive (section I.4.3 et [Aid93, ch III]).

Pr�ecisons maintenant la forme du syst�eme 1.8.

0BBBBB@
A1 0 0 Z1 Ux

0 A2 0 Z2 Uy

0 0 A3 Z3 0
B1 B2 B3 �D 0
Ux Uy 0 0 0

1CCCCCA

0BBBBB@
x1
x2
x3
�
�

1CCCCCA =

0BBBBB@
b1
b2
b3
0
0

1CCCCCA(2.4)

avec A1, A2, A3 et D sont n � n sym�etriques d�e�nies positives, Ux et Uy

sont diagonales et Ux;i
2 + Uy;i

2 = 1 pour 1 � i � n.

Zi = Bt
i [I +

1
2
M�1K + 1

2
D�1K tM�1D] = Bt

iH

A nouveau, nous ne traitons que le cas o�u l'aimantation u n'a pas de
composante verticale uz.

Nous appliquons au syst�eme 2.4, la m�ethode d'expansion avec eUx, eUy et�
C
E

�
d�e�nies comme dans la section 2.2.1.

La matrice M est maintenant :

M =

0BBB@
A1 0 0 Z1

0 A2 0 Z2

0 0 A3 Z3

B1 B2 B3 �D

1CCCA
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Nous calculons

(C t Et )�1M
�
C
E

��1
=

0BBB@
eUyA1

eUy + eUxA2
eUx � eUyA1Uy � eUxA2Ux 0 eUyZ1 � eUxZ2

�UyA1
eUy � UxA2

eUx UyA1Uy + UxA2Ux 0 UxZ2 � UyZ1

0 0 A3 Z3

B1
eUy �B2

eUx B2Ux �B1Uy B3 �D

1CCCA
Donc la matrice G est de la forme

G =

0B@UyA1Uy + UxA2Ux 0 UxZ2 � UyZ1

0 A3 Z3

B2Ux �B1Uy B3 �D

1CA
L'algorithme de la m�ethode d'expansion pour le syst�eme 2.4 est le même

qu'�a la section 2.2.1.

Algorithme 2.7 (m�ethode d'expansion)

(i)

8><>:
v1 = eUyb1 � eUxb2
v2 = �Uyb1 + Uxb2
v3 = b3

(ii) R�esoudre le syst�eme G

0B@!1!2
!3

1CA =

0B@�Uyb1 + Uxb2
b3
0

1CA

(iii)

0BBB@
x1
x2
x3
�x

1CCCA =

0BBB@
�Uy!1
Ux!1
!2
!3

1CCCA

Le syst�eme r�esolu �a la seconde �etape de l'algorithme est du type suivant :

G
�
!
 

�
=

�
�
0

�
(2.5)

o�u la matrice G est de la forme :

G =
� �A �RtH

�R �D
�
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Le syst�eme 2.5 est �equivalent au syst�eme

(
( �A+ �RtHD�1 �R) ! = �

 = D�1 �R!
(2.6)

La matrice �A + �RtHD�1 �R est sym�etrique d�e�nie positive. Nous pou-
vons donc appliquer l'algorithme du gradient conjugu�e pr�econditionn�e �a la
r�esolution du syst�eme 2.6 avec comme pr�econditionneur, la d�ecomposition
incompl�ete de Crout de la matrice �A.

Il est �evidemment inutile et beaucoup trop coûteux de former les matri-

cesG etH. Nous formons seulement la matrice �A =
�
UyA1Uy + UxA2Ux 0

0 A3

�
dont nous calculons la d�ecomposition incompl�ete de Crout P qui servira de
pr�econditionneur pour l'inversion du syst�eme 2.6. Puis nous calculons les
produits matrices vecteurs n�ecessaires en d�ecomposant les calculs.

Nous remarquons que la fonctionnelle qui d�ecrô�t, quand nous appliquons
l'algorithme du gradient conjugu�e pr�econditionn�e au syst�eme 2.6, est

1

2
!t �A! +

1

2
!t �RtH � !t� = J 00(x; �x)

C'est-�a-dire exactement la fonctionnelle J 00 que nous devions faire d�e-
crô�tre.

Nous avons donc �a notre disposition un algorithme qui converge vers
le minimum de la fonctionnelle �a faire d�ecrô�tre. De plus, nous pouvons
l'arrêter �a n'importe quel moment, au niveau de l'inversion du syst�eme 2.6,
en �etant assur�e de faire d�ecrô�tre la fonctionnelle.

Par contre, nous verrons au chapitre 3 qu'en pratique la convergence de
cet algorithme est lente, probablement �a cause du mauvais conditionnement
du syst�eme 2.6.



Chapitre 3

Tests num�eriques

Nous avons test�e un certain nombre de m�ethodes d'inversion de syst�emes
pour comparer leurs performances avec celles de nos algorithmes. Nous les
avons appliqu�ees sur le syst�eme 1.3 pour le cas des coordonn�ees sph�eriques,
sans potentiel ext�erieur (3D); sur le syst�eme 1.5 pour le cas des coordonn�ees
cart�esiennes, avec int�egration sur l'�epaisseur et sans potentiel ext�erieur (2D).
Pour ce qui est du cas des coordonn�ees cart�esiennes, avec int�egration sur
l'�epaisseur et avec potentiel ext�erieur, nous ne pouvons pas former la matrice
compl�ete parce que la matriceK est pleine. Nous ne pr�esentons donc, pour
ce cas, que les r�esultats de la m�ethode d'expansion, coupl�ee avec l'algorithme
du gradient conjugu�e pr�econditionn�e, pr�esent�ee dans la section 2.2.3.

Tous les tests ont �et�e r�ealis�es sur une machine SUN SPARK 10 au LETI.
Nous avons utilis�e le langage FORTRAN 77 et les r�eels ont �et�e pris en double
pr�ecision. Dans toutes les m�ethodes it�eratives utilis�ees, l'initialisation est
faite par le vecteur nul.

3.1 Les autres algorithmes test�es

� Quand le maillage �etait su�samment grossier, nous avons pu im-
pl�ementer une m�ethode directe : la m�ethode de Crout (CROUT). C'est
d'ailleurs la premi�ere m�ethode d'inversion de syst�eme qui a �et�e utilis�ee dans
les codes de simulation du micromagn�etisme d�evelopp�es au LETI. Nous
d�ecrivons cette m�ethode dans l'annexe A.1.

Cette m�ethode a le gros inconv�enient de remplir le pro�l de la matrice,
ce qui pose des probl�emes de place m�emoire et de temps de calculs quand
le maillage devient �n. En fait, les probl�emes se posent surtout en 3D et
quand nous utilisons en 2D, un maillage avec autant de mailles dans les
deux dimensions du plan.
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� Bien que les matrices des syst�emes 1.3 et 1.5 ne soient pas sym�etriques
d�e�nies positives, nous avons programm�e un algorithme de gradient con-
jugu�e pr�econditionn�e simplement par la d�ecomposition incompl�ete de Crout
de la matrice du syst�eme complet (PCGCROUT, voir annexe B). Cet algo-
rithtme a souvent donn�e de bons r�esultats mais il a l'inconv�enient de ne pas
minimiser la fonctionnelle de descente �a chaque it�eration et surtout d'avoir
un r�esidu tr�es irr�egulier.

� Pour impl�ementer des m�ethodes pour matrices non sym�etriques mais
�a partie sym�etrique, d�e�nie positive, nous avons dû rendre les matrices des
syst�emes non sym�etriques. Cela s'est fait en multipliant les blocs inf�erieurs
des matrices par �1. Les nouvelles matrices obtenues sont :�
A Bt

�B D

�
pour le 3D et

0B@ A Bt U t

�B D 0
�U 0 0

1CA pour le 2D.

Le pr�econditionneur utilis�e est toujours une d�ecomposition incompl�ete
de Gauss de la matrice enti�ere.

� Nous avons impl�ement�e deux m�ethodes it�eratives d�eriv�ees de l'algori-
thme du gradient biconjugu�e (Bi-CG) : le gradient conjugu�e acc�el�er�e (CGS)
[Son89] et le gradient biconjugu�e stabilis�e (Bi-CGStab) [Vdv92]. Pour un
aper�cu de ces m�ethodes voir l'annexe B.4.

� Nous avons, en�n, impl�ement�e l'algorithme du r�esidu minimal g�en�e-
ralis�e avec red�emarrage au bout de k pas (GMRES(k)) [SS86] et annexe
B.5.

� Ces m�ethodes pour matrices non sym�etriques n�ecessitent le stockage
des coe�cients non nuls de la matrice sous forme non sym�etrique, ainsi que
de leur d�ecomposition incompl�ete de Gauss qui prend autant de place. Pour
GMRES(k), il faut rajouter le stockage de k directions de descente.

La convergence de ces algorithmes n'est pas toujours atteinte. Elle
d�epend �enorm�ement du conditionnement du syst�eme et probablement aussi
de l'initialisation. Mis �a part celui de GMRES, les r�esidus sont tr�es ir-
r�eguliers, Bi-CGStab �etant r�eput�e plus r�egulier que CGS. En�n, aucune de
ces m�ethodes ne fait d�ecrô�tre la fonctionnelle de descente. Nous sommes
donc, de toute fa�con, oblig�es d'attendre d'avoir atteint une pr�ecision suf-
�sante pour être sûrs d'approcher la solution du syst�eme et donc la solution
du probl�eme de minimisation.
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3.2 Cas des coordonn�ees sph�eriques, sans

potentiel ext�erieur

Pour ce cas, toutes les m�ethodes ont pu être test�ees.

Nous donnons un premier tableau de r�esultats pour un maillage 4:10:20
relativement grossier. Les explications des r�esultats apparaissant dans le
tableau sont donn�ees ci-dessous. Tous les autres tableaux sont construits
de la même fa�con.

Table 3.1: Maillage 4.10.20,
Dimension de la matrice : 2 400,
Coe�cients non nuls : 74 165

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

CROUT 17 ' 23 " 2 024 017 1 " 2:10�15 17 ' 23 "
PCGCROUT 1 " 74 165 25 3 " 1:10�8 4 "

SMPCG A 0 " A 33 280 21 3 " 6:10�8 3 "
D 0 " D 34 673

ILUBi{CGStab 26 " 145 930 16 4 " 2:10�9 30 "
ILUCGS 26 " 145 930 18 5 " 3:10�8 31 "
CGS 145 930 501 56 " 6:10�8 56 "

GMRES 26 " 145 930
(k = 23) 55 200 23 4 " 9:10�8 30 "

pr�eparation Dur�ee des �etapes pr�eliminaires �a la r�esolution du syst�eme. Il s'agit,
pour CROUT, d'une d�ecomposition compl�ete de Crout de la matrice com-
pl�ete, pour PCGCROUT, de la d�ecomposition incompl�ete de Crout de la
même matrice, pour ILUBi-CGStab, ILUCGS et GMRES, de la d�ecompo-
sition incompl�ete de Gauss de la matrice non sym�etrique.

�elts stock�es Nombre de coe�cients non nuls �a stocker en plus des coe�cients
non nuls de la matrice elle-même : pro�l de la matrice pour CROUT, nom-
bre de coe�cients non nuls de la matrice pour PCGCROUT, nombre de
coe�cients non nuls de la matrice A et pro�l de la matrice D pour SM-
PCG, nombre de coe�cients non nuls de la matrice non sym�etrique pour
les autre m�ethodes et nombre de coe�cients des k directions de descente
stock�ees pour GMRES(k). Il est �a noter que nous devons de toutes fa�con
stocker la matrice D pour calculer l'�energie d�emagn�etisante.

it�er. Nombre d'it�erations (k fois un nombre entier pour GMRES(k)).

dur�ee it�er. Dur�ee des it�erations.

pr�ecision Pr�ecision r�eellement atteinte ( jb�Mxkj
jbj

o�u M et b sont la matrice et le
second membre du syst�eme et xk est l'approximation de la solution donn�ee
par l'algorithme).
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Le tableau suivant donne les r�esultats des tests pour un maillage plus
�n.

Table 3.2: Maillage 5.20.40,
Dimension de la matrice : 12 000,
Coe�cients non nuls : 400 723

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

CROUT { 11 340 728
PCGCROUT 7 " 400 723 63 43 " 7:10�8 50 "

SMPCG A 4 " A 181 783 49 43 " 8:10�8 57 "
D 10 " D 416 193

ILUBi{CGStab 2 ' 40 " 789 446 41 1 ' 2 " 5:10�8 3 ' 42 "
ILUCGS 2 ' 40 " 789 446 55 1 ' 24 " 10�8 4 ' 4 "
CGS 789 446 924 9 ' 42 " 8:10�8 9 ' 42 "

GMRES 2 ' 40 " 789 446
(k = 61) 732 000 61 1 ' 1 " 7:10�8 3 ' 41 "

� Les courbes de r�esidus suivantes montrent que SMPCG a le com-
portement le plus r�egulier. Remarquons que les dur�ees de chaque it�eration
sont tr�es di��erentes selon les m�ethodes.

Figure 3.1: Courbes de pr�ecision pour le maillage 5.20.40

� Les tables 3.1 et 3.2 montrent que PCGCROUT et SMPCG ont des
temps de calculs divis�es par 4 par rapport �a ceux des autres m�ethodes
pr�econditionn�ees. Le stockage est aussi bien moins important.

� La �gure 3.1 nous permet de voir que SMPCG est la seule m�ethode
dont le r�esidu d�ecrô�t vraiment r�eguli�erement. En particulier, le r�esidu de
PCGCROUT a un comportement tr�es irr�egulier. De plus, dans de nombreux
cas non illustr�es ici, cette m�ethode ne converge pas.
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� Les tableaux et la �gure qui suivent font ressortir l'inuence, sur
le conditionnement du syst�eme, de deux param�etres du code de calcul :
l'aimantation initiale et le champ appliqu�e. Nous voyons que la r�egularit�e
de la m�ethode SMPCG, qui converge �a coup sûr en peu d'it�erations, rend
cette m�ethode plus �able que PCGCROUT.

Table 3.3: Maillage 3.20.60,
Dimension de la matrice : 10 800,
Coe�cients non nuls : 327 030.
Avec une magn�etisation initiale constante et sans champ appliqu�e.

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

PCGCROUT 5 " 327 030 48 27 " 8:10�8 32 "
SMPCG A 2 " A 147 637 38 24 " 7:10�8 29 "

D 3 " D 228 653

Table 3.4: Maillage 3.20.60,
Dimension de la matrice : 10 800,
Coe�cients non nuls : 330 583.
Avec une magn�etisation initiale al�eatoire et sans champ appliqu�e.

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

PCGCROUT 5 " 330 583 67 38 " 2:10�8 43 "
SMPCG A 2 " A 148 136 33 21 " 6:10�8 26 "

D 3 " D 228 653

Table 3.5: Maillage 3.20.60,
Dimension de la matrice : 10 800,
Coe�cients non nuls : 330 583.
Avec une magn�etisation initiale al�eatoire et sans champ appliqu�e.

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

PCGCROUT 5 " 330 583 43 24 " 2:10�8 29 "
SMPCG A 2 " A 148 136 9 6 " 2:10�8 11 "

D 3 " D 228 653
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Figure 3.2: Courbes de pr�ecision pour le maillage 3.20.60

3.3 Cas des coordonn�ees cart�esiennes, avec

int�egration sur l'�epaisseur et sans po-
tentiel ext�erieur

� Nous avons test�e la m�ethode d'expansion coupl�ee avec SMPCG, qui
r�esoud le syst�eme (ii) de l'algorithme 2.5 de dimension 3n� 3n, et pour les
autres m�ethodes, nous r�esolvons le syst�eme 1.5 de dimension 5n � 5n. Il
est donc normal de constater une di��erence de dur�ee des it�erations entre la
m�ethode d'expansion et les autres m�ethodes. Mais le gros de l'�ecart provient
plutôt du fait que le syst�eme 1.5 est moins bien conditionn�e que le syst�eme
(ii).

Table 3.6: Maillage 50.50,
Dimension de la matrice : 12 500,
Coe�cients non nuls : 97 907.
Avec une magn�etisation initiale constante et sans champ appliqu�e.

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

CROUT 2 ' 15 " 2 528 741 2 " 2:10�14 2 ' 17 "
PCGCROUT 1 " 97 907 412 1 ' 22 " 6:10�7 1 ' 23 "
Expansion 17 " 46 726 46 12 " 10�7 29 "

D 2 " D 127 399
ILUBi{CGStab 4 " 183 314 339 2 ' 28 " 5:10�7 2 ' 32 "

ILUCGS 4 " 183 314 490 3 ' 36 " 1:10�6 3 ' 40 "
CGS 183 314 720 2 ' 15 " 3:10�7 2 ' 15 "

pr�eparation Pour la m�ethode d'expansion, nous donnons la dur�ee de la pr�epa-
ration de G, de la d�ecomposition incompl�ete de �A et de la d�ecomposition
compl�ete de D.
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Nous remarquons que le temps de pr�eparation de la matrice G est tr�es
important. N�eanmoins, nous pensons qu'il peut être diminu�e avec une pro-
grammation plus optimale.

A noter le fait que, dans le tableau 3.6, la version non pr�econditionn�ee
de CGS converge plus rapidement que la version pr�econditionn�ee par la
d�ecomposition incompl�ete de Gauss !

� L�a encore, l'inuence des param�etres sur le conditionnement est
grande. Dans de tr�es nombreux cas, la seule m�ethode it�erative convergente
est la m�ethode d'expansion coupl�ee avec SMPCG.

Table 3.7: Maillage 50.50,
Dimension de la matrice : 12 500,
Coe�cients non nuls : 97 907.
Avec une magn�etisation initiale al�eatoire et avec champ appliqu�e.

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

CROUT 2 ' 15 " 2 528 741 2 " 1:10�14 2 ' 17 "
PCGCROUT 1 " 97 454 nc
Expansion 17 " 48 805 298 1 ' 20 " 2:10�6 1 ' 37 "

D 2 " D 127 399
ILUBi{CGStab 4 " 182 408 nc

ILUCGS 4 " 182 408 nc
CGS 182 408 1036 3 ' 15 " 10�3 3 ' 15 "

Dans le cas d'un maillage 80.80, la m�ethode d'expansion coupl�ee avec
SMPCG est la seule m�ethode qui permette de r�esoudre le syst�eme.

Table 3.8: Maillage 80.80,
Dimension de la matrice : 32 000,
Coe�cients non nuls : 252 968.
Avec une magn�etisation initiale al�eatoire et sans champ appliqu�e.

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

Expansion 1 ' 55 " 126 085 210 3 ' 28 " 2:10�6 5 ' 23 "
D 10 " D 518 239
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Table 3.9: Maillage 80.80,
Dimension de la matrice : 32 000,
Coe�cients non nuls : 252 968.
Avec une magn�etisation initiale al�eatoire et avec champ appliqu�e.

m�ethode pr�eparation �elts stock�es it�er. dur�ee it�er. pr�ecision dur�ee totale

Expansion 1 ' 55 " 126 085 140 2 ' 26 " 1:10�8 4 ' 21 "
D 10 " D 518 239

3.4 Cas des coordonn�ees cart�esiennes, avec
int�egration sur l'�epaisseur et avec po-

tentiel ext�erieur

� La matrice K �etant pleine, nous ne pouvons pas calculer la matrice
du syst�eme 1.8. Donc, la m�ethode d'expansion coupl�ee avec SMPCG est la
seule que nous puissions appliquer dans ce cas.

Nous nous contenterons de faire des comparaisons d'une simulation,
ayant des param�etres donn�es et avec calcul du potentiel ext�erieur, avec
une simulation, ayant les même param�etres mais sans calcul du potentiel
ext�erieur. Nous donnons, pour ce qui concerne le stockage, uniquement le
nombres d'�el�ements de la matrice K qui, rappelons le, est pleine n � n.

Table 3.10: Maillage 20.20,
Dimension de la matrice : 2 000,
Nombre d'�el�ements de K : 160 000.

Simulation pr�eparation it�er. dur�ee it�er.

Avec potentiel ext�erieur 0 " 121 26 "
et sans champ appliqu�e
Sans potentiel ext�erieur 0 " 119 4 "
et sans champ appliqu�e
Avec potentiel ext�erieur 0 " 3 1 "
et avec champ appliqu�e
Sans potentiel ext�erieur 0 " 1 0 "
et avec champ appliqu�e
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Table 3.11: Maillage 40.40,
Dimension de la matrice : 8 000,
Nombre d'�el�ements de K : 2 560 000.

Simulation pr�eparation it�er. dur�ee it�er.

Avec potentiel ext�erieur 0 " 68 4 ' 4 "
et sans champ appliqu�e
Sans potentiel ext�erieur 0 " 66 12 "
et sans champ appliqu�e
Avec potentiel ext�erieur 0 " 9 37 "
et avec champ appliqu�e
Sans potentiel ext�erieur 0 " 51 9 "
et avec champ appliqu�e

L�a encore, la dur�ee de l'inversion est tr�es d�ependante du condition-
nement du probl�eme. Il est beaucoup plus long de r�esoudre le probl�eme
quand nous consid�erons le potentiel ext�erieur, car �a chaque it�eration nous
sommes oblig�es d'e�ectuer plusieurs multiplications de la matriceK par un
vecteur. Cependant, la m�ethode converge et fait d�ecrô�tre la fonctionnelle
de descente.





Annexe A

M�ethodes directes

Nous consid�erons un syst�eme inversible de dimension dim : Mx = b .

A.1 La m�ethode de Crout

La m�ethode de factorisation de Crout est r�eserv�ee aux syst�emes sym�etri-
ques. Elle consiste �a calculer les coe�cients d'une factorisation de la matrice
M sous la forme :

M = LDLt

o�u L est triangulaire inf�ereure �a diagonale unit�e et D est diagonale.

Les coe�cients se calculent de la mani�ere suivante :

8>>>>>>><>>>>>>>:

`ij = (mij �
j�1X
k=1

`ik dkk `jk)=djj 1 � j < i � dim

dii = mii �
i�1X
k=1

`ik
2 dkk 1 � i � dim

(A.1)

Cette m�ethode a l'inconv�enient de remplir le pro�l de la matrice. Elle
convient donc �a l'inversion de matrices bandes, dont la bande n'est \pas
tr�es large". La notion de \pas tr�es large" d�ependant de l'ordinateur utilis�e
(place m�emoire, n�ecessit�e d'utiliser les m�emoires secondaires,...).
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A.2 La m�ethode de Gauss

Bien que nous n'ayons pas utilis�e cette m�ethode pour inverser des sys-
t�emes, nous la d�ecrivons car elle nous servira �a d�ecrire un pr�econdition-
nement pour des matrices non sym�etriques. C'est une m�ethode �eprou-
v�ee pour inverser tout type de matrice, particuli�erement les matrices non
sym�etriques.

Nous ne d�ecrivons pas les m�ethodes �a pivot partiel ou total bien qu'elles
soient plus �ables.

Il s'agit de calculer la d�ecomposition LU de la matrice M :

M = LU

L triangulaire inf�erieure �a diagonale unit�e,
U triangulaire sup�erieure.
Les coe�cients se calculent de la mani�ere suivante :

8>>>>>>><>>>>>>>:

`ij = (mij �
j�1X
k=1

`ik ukj)=ujj 1 � j < i � dim

uij = mij �
i�1X
k=1

`ik ukj 1 � i � j � dim

(A.2)



Annexe B

M�ethodes de type gradient

conjugu�e

B.1 Introduction

La m�ethode du gradient conjugu�e CG a �et�e d�ecrite pour la premi�ere fois
en 1952 par Hestenes et Stiefel en collaboration avec Lanczos [HS52]. A
l'�epoque, la m�ethode avait �et�e test�ee sur des matrices de dimension 12 avec
du mat�eriel IBM. D'abord consid�er�ee comme une m�ethode directe, elle a �et�e
rapidement utilis�ee en temps quem�ethode it�erative, la vitesse de convergence
d�ependant du conditionnement de la matrice.

Dans les ann�ees 50 et 60, cet algorithme et ses variantes sont souvent
utilis�es et �etudi�es, mais il faut attendre les ann�ees 70 pour voir les tech-
niques de gradient conjugu�e largement �evoluer, particuli�erement en ce qui
concerne le pr�econditonnement. Dor�enavant, la vitesse de convergence de
ces algorithmes est tr�es satisfaisante pour les matrices sym�etriques d�e�nies
positives (s.d.p.).

En 1975, Paige et Saunders [PS75] donnent la premi�ere extension de l'al-
gorithme �a des matrices non sym�etriques, mais �a partie sym�etrique d�e�nie
positive. Depuis lors, un certain nombre de g�en�eralisations ont �et�e tent�ees.
Elles ont abouti syst�ematiquement �a des algorithmes valables uniquement
sur certaines classes de matrices et qui convergent �a condition d'utiliser de
bons pr�econditionnements. A notre connaissance, aucune m�ethode de pr�e-
conditionnement g�en�erale et syst�ematique n'existe pour le moment. N�ean-
moins, bon nombre de tests, voire d'applications industrielles, sont r�esolus
aujourd'hui grâce �a ces m�ethodes.

Plusieurs classi�cations des m�ethodes de gradient conjugu�e ont �et�e pro-
pos�ees d�es les ann�ees 50. Deux articles r�ecents ont retenu notre attention.
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\M�ethodes de gradient conjugu�e" de Pascal Joly [Jol88b] propose deux
algorithmes g�en�eraux �equivalents : un algorithme de minimisation et un
algorithme d'orthogonalisation, caract�eris�es par deux matrices H et K qui
permettent de di��erencier les algorithmes d�eriv�es. L'algorithme du double
gradient conjugu�e (BiCG) est ensuite d�eduit de CG.

Nous avons choisi d'utiliser les algorithmes de base de l'article de Ashby,
Manteu�el et Saylor [AMS90] parce qu'ils donnent une d�e�nition claire du
gradient conjugu�e et fournissent une caract�erisation simple des m�ethodes.

Pour plus de d�etails sur l'historique des m�ethodes de gradient conjugu�e
se reporter �a [GO89].

B.2 D�e�nitions et classi�cation

Il s'agit de r�esoudre le syst�eme : Mx = b
(�; �) d�esigne le produit scalaire euclidien.

D�e�nition B.1 (M�ethode de gradient conjugu�e)

C'est une m�ethode de gradient :8<: x0 choisi

xi+1 = xi + di o�u di 2
espace de Krylov

Ki+1(r0;M) = V ectfr0;Mr0; : : : ;M
ir0g

qui minimise l'erreur ei = x � xi par rapport �a la norme d'un certain produit
scalaire dont la matrice est not�ee B.

i.e. : di 2 Ki+1 minimise jx� xi+1jB = (Bei+1; ei+1)
1=2 sur Ki+1

Nous pouvons aussi dire que ei+1 est orthogonale �a Ki+1 pour le produit
scalaire de matrice B.
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L'algorithme le plus g�en�eral n�ecessite le stockage de toutes les directions
de descente :

Algorithme B.1 (CG(B,M))

x0 choisi

r0 = b�Mx0

p0 = r0

�i =
(Bei; pi)

(Bpi; pi)
xi+1 = xi + �ipi

ri+1 = ri � �iMpi

�ij =
(BMpi; pj)

(Bpj; pj)
0 � j � i

pi+1 = Mpi �
iX

j=0

�ijpj

Il est n�ecessaire de restreindre la place m�emoire occup�ee en ne retenant,
par exemple, que les s derni�eres directions de descente (m�ethode s-termes).
Une autre possibilit�e est donn�ee par GMRES (voir B.5)

[FM84] et [AMS90] donnent une condition n�ecessaire et su�sante sur la
matriceM pour que la m�ethode 3-termes CG(B,M) soit convergente. Cette
CNS est suppos�ee remplie dans la suite.

Si nous ajoutons un pr�econditionnement P , dont nous notons C = P�1

l'inverse, les m�ethodes sont maintenant caract�eris�ees par 2 matrices B et
C.

Il existe deux versions de l'algorithme 3-termes :

Algorithme B.2 (Odir(B,C,M))

x0 choisi

r0 = b�Mx0

p0 = Cr0

�i =
(Bei; pi)

(Bpi; pi)
xi+1 = xi + �ipi
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ri+1 = ri � �iMpi

i =
(BCMpi; pi)

(Bpi; pi)

�i =
(BCMpi; pi�1)

(Bpi�1; pi�1)

pi+1 = CMpi � ipj � �ipi�1

Algorithme B.3 (Omin(B,C,M))

x0 choisi

r0 = b�Mx0

p̂0 = r0

�̂i =
(Bei; p̂i)

(Bp̂i; p̂i)

xi+1 = xi + �̂ip̂i

ri+1 = ri � �̂iMp̂i

si+1 = Cri+1

�i = �(BCMei+1; p̂i)

(Bp̂i; p̂i)
= �(Bsi+1; p̂i)

(Bp̂i; p̂i)

pi+1 = si+1 + �ip̂i

Ce dernier algorithme converge dans les mêmes conditions que Odir(B,C,M)
si la matrice BCM est d�e�nie.

Pour que l'une ou l'autre des m�ethodes soit utilisable, il faut, en outre,
que (Bei; pi) soit calculable sans utiliser ei qui est �evidement inconnu.

Dans [AMS90], les auteurs classi�ent ensuite selon leurs crit�eres, un
certain nombre de m�ethodes connues et donnent le domaine de validit�e de
chacune d'entre elles, ainsi que les calculs de �i et �̂i.

Dans le paragraphe suivant, nous rattachons l'algorithme du gradient
conjugu�e pr�econditionn�e classique (PCG) �a cette th�eorie. L'algorithme du
bigradient conjugu�e acc�eler�e de Sonneveld (CGS) [Son89] et le bigradient
conjugu�e stabilis�e de Van der Vorst (BiCGStab) [Vdv92] proviennent de
l'application de CG �a un autre syst�eme. En�n GMRES de Saad et Schultz
[SS86] se rattache �a l'algorithme B.1.
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B.3 Le gradient conjugu�e pr�econditionn�e

Il est obtenu �a partir de Omin(B,C,M) en posant :

B = M et C = P�1

o�u P est la matrice de pr�econditionnement.

D'apr�es les crit�eres de [AMS90], la convergence est assur�ee siM est s.d.p.
ainsi que P et dans ce cas la fonctionnelle minimis�ee est jekjM = (rk;M�1rk).

Algorithme B.4 (PCG)

x0 choisi

r0 = b�Mx0

z0 = P�1r0

p0 = z0

�i =
(ri; zi)

(Mpi; pi)
xi+1 = xi + �ipi

ri+1 = ri � �iMpi

zi+1 = P�1ri+1

�i =
(zi+1; ri+1)

(zi; ri)

pi+1 = zi+1 + �ipi
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B.4 L'algorithme du bigradient conjugu�e et

ses d�eriv�es

B.4.1 Le bigradient conjugu�e

Pour g�en�eraliser CG �a des matrices non sym�etriques, nous pouvons es-
sayer de conserver la r�ecurrence �a 3 termes en r�einterpr�etant l'algorithme.
Nous suivons pour ce faire [Son89].

En utilisant la d�e�nition B.1 de la m�ethode du gradient conjugu�e pour le
cas particulier de l'algorithme B.4 sans pr�econditionnement (P = I), nous
pouvons donner deux interpr�etations :

- La fonctionnelle (rk;M�1rk) est minimis�ee �a chaque pas.

- Les erreurs sont M -orthogonales : i.e. (en;Mri) = (en;Mrn)�i;n pour
i = 1 �a n
M �etant sym�etrique nous avons en fait (rn; ri) = (rn; rn)�i;n pour i = 1 �a n.

Par r�ecurrence, nous pouvons aussi montrer que les directions de de-
scente sont M -conjugu�ees : (pn;Mpi) = (pn;Mpn)�i;n pour i = 1 �a n.

�i;j d�esigne le symbole de Kronecker.

En posant :

rn = 'n(M)r0

pn =  n(M)r0

o�u 'n et  n sont des polynômes de degr�e � n �a coe�cients dans IR.

Nous pouvons r�einterpr�eter l'algorithme B.4 en un algorithme g�en�erant
des polynômes.

Algorithme B.5

'0 = 1

 0 = 1

�n =
h'n; 'ni
h n;V ni

'n+1 = 'n � �nV n

�n =
h'n+1; 'n+1i
h'n; 'ni

 n+1 = 'n+1 + �n n
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o�u V(X) = X
et h'; i = ('(M)r0;  (M)r0) est un produit scalaire du moment que M
est s.d.p..

Sonneveld d�emontre le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme B.1 Cet algorithme, tant qu'il ne d�eg�en�ere pas (division par 0),
produit une double suite de polynômes v�eri�ant :

h'n; 'mi = h'n; 'ni �n;m
h n;V mi = h n;V ni �n;m

La forme bilin�eaire sym�etrique h:; :i pouvant être remplac�ee par n'importe
quel autre forme bilin�eaire sym�etrique.

Nous allons utiliser une autre forme bilin�eaire pour obtenir l'algorithme
du double gradient conjugu�e (BiCG).

Nous posons :
['; ] = ('(M t)er0;  (M)r0)

o�u er0 est choisi tel que (er0; r0) 6= 0 .(
rn = 'n(M)r0
pn =  n(M)r0

( ern = 'n(M t)er0epn =  n(M
t)er0

Algorithme B.6 (BiCG)

x0 choisi

r0 = b�Mx0er0 choisi tel que (er0; r0) 6= 0

p0 = r0ep0 = er0
�n =

(ern; rn)
(epn;Mpn)

xn+1 = xn + �npn

rn+1 = rn � �nMpnern+1 = ern � �nM
t epn

�n =
(ern+1; rn+1)
(ern; rn)

pn+1 = rn+1 + �npnepn+1 = ern+1 + �n epn
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Cet algorithme produit une suite xn, avec rn = b�Mxn, qui converge
vers la solution x de Mx = b.

Il peut être obtenu di��eremment en appliquant CG au syst�eme :�
0 M
M t 0

��
x2
x1

�
=
�
b1
b2

�
Voir [Jol88b].

Nous n'allons pas l'utiliser directement mais sous deux formes d�eriv�ees.

B.4.2 Le bigradient conjugu�e acc�el�er�e (CGS)

Nous suivons le cheminement de [Son89].

En introduisant les polynômes :

�n = 'n
2 ; �n = 'n n�1 ; et 	n =  n

2 ;

nous obtenons un algorithme plus rapide, quali��e de \squared" en anglais,
car il utilise le carr�e des polynômes :

Algorithme B.7

�0 = 1

	0 = 1

�0 = 1

�n =
[1;�n]

[1;V	n]

�n+1 = �n � �nV	n

�n+1 = �n � �nV(�n +�n+1)

�n =
[1;�n+1]

[1;�n]

�n+1 = �n+1 + �n�n+1

	n+1 = �n+1 + �n(�n+1 + �n	n)

En posant :

rn = �n(M)r0

qn = �n(M)r0

pn = 	n(M)r0

un = �n(M)r0



B.4 L'algorithme du bigradient conjugu�e et ses d�eriv�es 95

et en modi�ant l'ordre du calcul des termes pour calculer xn+1 seulement
en dernier, nous obtenons :

Algorithme B.8 (CGS)

x0 choisi
r0 = b�Mx0er0 choisi tel que (er0; r0) 6= 0
q0 = p�1 = 0
��1 = 1

�n = (er0; rn)
�n =

�n
�n�1

un = rn + �nqn
pn = un + �n(qn + �npn�1)
vn = Mpn
�n = (er0; vn)
�n =

�n
�n

qn+1 = un � �nvn
rn+1 = rn � �nM(un + qn+1)
xn+1 = xn + �n(un + qn+1)

Une fois pr�econditionn�e avec une matrice de pr�econditionnementP , nous
obtenons.

Algorithme B.9 (PCGS)

x0 choisi
r0 = b�Mx0
z0 = P�1r0er0 choisi tel que (er0; r0) 6= 0
q0 = p�1 = 0
��1 = 1

�n = (er0; zn)
�n =

�n
�n�1

un = rn + �nqn
pn = un + �n(qn + �npn�1)
vn = P�1Mpn
�n = (er0; vn)
�n =

�n
�n

qn+1 = un � �nvn
vn = �n(un + qn+1)
xn+1 = xn + vn
rn+1 = rn �Mvn
zn+1 = P�1rn+1

La convergence de cet algorithme d�epend tr�es fortement du pr�econdition-
nement. De plus, le r�esidu jrnj subit des brusques variations.

Pour �eviter ce dernier inconv�enient, Van der Vorst a propos�e une m�eth-
ode de bigradient conjugu�e stabilis�e (BiCGStab).
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B.4.3 Le bigradient conjugu�e acc�el�er�e stabilis�e (BiCGStab)

Nous nous r�ef�erons �a l'article de Van der Vorst [Vdv92].
Revenons �a l'algorithme B.5 et �a la d�e�nition B.1. Au lieu de consid�erer

que :
rn 2 V ect?fr0; � � � ; rn�1g

c'est-�a-dire :

'n(M)r0 2 V ect?f'0(M)r0; � � � ; 'n�1(M)r0g = V ect?fr0;Mr0; � � � ;Mn�1r0g
nous allons prendre une autre suite de polynômes e'i de degr�e i.

Nous aurons toujours :

V ectf'0(M)r0; � � � ; 'n�1(M)r0g = V ectf e'0(M)r0; � � � ; e'n�1(M)r0g
Donc nous allons pouvoir trouver :

'n(M)r0 2 V ect?f e'0(M)r0; � � � ; e'n�1(M)r0g
Nous choisissons de prendre des polynômes e'i tels que :

e'0 = 1e'i(X) = (1� !1X) � � � (1 � !iX)

o�u les !i sont choisis de tellemani�ere que ( e'i(M)'i(M)er0; e'i(M)'i(M)r0) =
[ e'i'i; e'i'i] soit minimale.

L'algorithme donnant les trois suites : 'n, e'n,  n est :

Algorithme B.10

'0 = 1

 0 = 1e'0 = 1

�n =
h e'n; 'ni
h e'n;V ni

'n+1 = 'n � �nV n

!n+1 =
h e'n'n+1;V e'n'n+1i
hV e'n'n+1;V e'n'n+1ie'n+1 = e'n � !n+1V e'n

�n = �h'n+1;V ni
h n;V ni =

h'n+1; 'n+1i
h'n; 'ni

 n+1 = 'n+1 + �n n
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Introduisons ensuite les polynômes :

�n = e'n'n et 	n = e'n n
Algorithme B.11

�0 = 1

	0 = 1

�n =
[1;�n]

[1;V	n]

�n = �n � �nV	n

!n+1 =
[�n;V�n]

[V�n;V�n]

�n+1 = �n � !n+1V�n

�n =
[1;�n+1]

[1;�n]

�n
!n+1

	n+1 = �n+1 + �n(	n � !n+1V	n)

En posant :

rn = �n(M)r0

pn = 	n(M)r0

sn = �n(M)r0

et en modi�ant �a nouveau l'ordre des calculs, nous obtenons :

Algorithme B.12 (BiCGStab)

x0 choisi
r0 = b�Mx0er0 choisi tel que (er0; r0) 6= 0
v�1 = p�1 = 0
��1 = ��1 = !0 = 1

�n = (er0; rn)
�n =

�n
�n�1

�n�1
!n

pn = rn + �n(pn�1 � !nvn�1)
vn = Mpn
�n = (er0; vn)
�n =

�n
�n

sn = rn � �nvn
tn = Msn

!n+1 =
(tn; sn)

(tn; tn)
xn+1 = xn + �npn + !n+1sn
rn+1 = sn � !n+1tn
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L'algorithme pr�econditionn�e est :

Algorithme B.13 (PBiCGStab)

x0 choisi
r0 = b�Mx0er0 choisi tel que (er0; r0) 6= 0
v�1 = p�1 = 0
��1 = ��1 = !0 = 1

�n = (er0; rn)
�n =

�n

�n�1

�n�1

!n

pn = rn + �n(pn�1 � !nvn�1)
yn = P�1pn
vn = Myn
�n = (er0; vn)
�n =

�n

�n

sn = rn � �nvn
zn = P�1sn
tn = Mzn

!n+1 =
(tn; sn)

(tn; tn)
xn+1 = xn + �nyn + !n+1zn
rn+1 = sn � !n+1tn

Van der Vorst a constat�e un comportement plus r�egulier du r�esidu, quand
il utilisait cette m�ethode plutôt que PCGS.

La convergence de ces m�ethodes d�epend beaucoup du choix de er0. En
g�en�eral, nous choisissons de prendre er0 = r0 qui assure (er0; r0) 6= 0.

B.5 L'algorithme du r�esidu minimal g�en�e-
ralis�e (GMRES)

Nous suivons ici l'article de Saad et Schultz [SS86].
Reprenons l'algorithme B.1 et la d�e�nition B.1. Nous posons : B = I,

c'est-�a-dire que le produit scalaire utilis�e est le produit scalaire euclidien.
Nous nous int�eressons �a la g�en�eration des directions de descente pi pour
i = 0 �a k � 1.

p0 = r0

i = 0 �a k � 1

�i;j = (Mpi; pj) 0 � j � i

pi+1 = Mpi �
iX

j=0

�i;jpj
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En changeant les notations comme suit :

vi+1 =
pi

jpij
nous pouvons r�e�ecrire l'algorithme pr�ec�edent.

v1 =
r0
jr0j

j = 1 �a k

hi;j = (Mvj; vi) 1 � i � j

v̂j+1 = Mvj �
jX

i=0

hi;jvi

hj+1;j = jv̂j+1j
vj+1 =

v̂j+1

hj+1;j

Nous avons Kk = V ect fv1; � � � ; vkg = V ect fr0;Mr0; � � � ;Mk�1r0g
et puisque nous minimisons le r�esidu sur Kk nous avons rk ? Kk.

D�e�nissons alors zk en posant : xk = x0 + zk.
Nous avons alors : rk = r0 �Mzk.

(rk; vi) = 0 i = 1 �a k

(Mzk; v1) = (r0; v1) = jr0j
(Mzk; vi) = 0 i = 2 �a k

Si nous notons Pk le projecteur orthogonal sur Kk, nous avons donc
PkMzk = jr0j v1.

Soit yk tel que Vkyk = zk o�u Vk est une matrice dont les colonnes sont les
coordonn�ees des vi dans la base canonique. yk repr�esente les coordonn�ees
de zk dans la base (vi)i=1 �a k de Kk.

Nous avons V t
kMVk = Hk = (hi;j)i;j2f1;���;kg, calcul�es par l'algorithme

pr�ec�edent, qui est la matrice de l'application lin�eaire associ�ee �a Mk = PkM
dans la base (vi)i=1 �a k de Kk.

Alors :

PkMVkyk = jr0j v1
V t

kPkMVkyk = jr0jV t
k v1

or V t
kPkMVk = V t

kMVk
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donc Hkyk = jr0j e1 o�u e1 est le premier vecteur de la base canonique.
Finalement :

yk = H�1
k jr0j e1

xk = x0 + Vkyk

Il s'agit maintenant de trouver zk tel que :

jb�M(x0 + zk)j = inf
z2Kk

jb�M(x0 + z)j

Or l'image de MVk est incluse dans Kk+1, donc il existe une matrice Hk

telle que :
MVk = Vk+1Hk

Nous v�eri�ons que : Hk =
�

Hk

0 � � � 0hk+1;k
�

| {z }
k

�
k+1

Et donc en posant z = Vky, puisque z 2 Kk, nous avons :

J(y) = jb�M(x0 + z)j
= jjr0j v1 �MVkyj
= jVk+1 (jr0j e1 �Hky)j
= jjr0j e1 �Hkyj

Reformulons le probl�eme de minimisation :

xk = x0 + Vkyk
o�u yk minimise J(y) sur IRk
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Finalement, nous obtenons l'algorithme suivant :

Algorithme B.14 (GMRES)

x0 choisi
r0 = b�Mx0

v1 =
r0
jr0j

j = 1 �a k
hi;j = (Mvj; vi) 1 � i � j

v̂j+1 = Mvj �
jX

i=0

hi;jvi

hj+1;j = jv̂j+1j
vj+1 =

v̂j+1

hj+1;j

xk = x0 + Vkyk

o�u yk minimise jjr0j e1 �Hkyj sur IRk

rk = b�Mxk

Cet algorithme impose la sauvegarde de toutes les directions de descente
(vi)i=1 �a k. C'est un inconv�enient majeur pour les syst�emes de grande taille.
nous pr�ef�erons utiliser un algorithme �a red�emarrage tous les m pas, qui
n�ecessite la sauvegarde de seulement m directions :
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Algorithme B.15 (GMRES(m))

�etape 0 :
x0 choisi
r0 = b�Mx0

v1 =
r0
jr0j

�etape 1 :
j = 1 �a m
hi;j = (Mvj; vi) 1 � i � j

v̂j+1 = Mvj �Pj
i=0 hi;jvi

hj+1;j = jv̂j+1j
vj+1 =

v̂j+1
hj+1;j

�etape 2 :
xm = x0 + Vmym

o�u ym minimise jjr0j e1 �Hmyj sur IRm

�etape 3 :
rm = b�Mxm

si jrmj > pr�ecision,

faire r0 = rm; v1 =
r0
jr0j et reprendre l'�etape 1.

La minimisation de jjr0j e1�Hmyj sur IRm se fait avec une m�ethode QR.

Comme : Hm =

0BBBBBBBBBB@

h1;1 � � � � � � � � � h1;m

h2;1
. . . . . .

...
...

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 � � � 0 hm;m�1 hm;m

0 � � � 0 0 hm+1;m

1CCCCCCCCCCA
nous multiplieonsHm par m matrices de rotations Fj qui font apparâ�tre un
z�ero �a la place de hj+1;j.

La matrice de Fj est : Fj =

0BBBBBBBBBBBBB@

1
. . .

1
cj �sj
sj cj

1
. . .

1

1CCCCCCCCCCCCCA
| {z }

m+1
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avec :

cj =
�hj+1;jq

hj;j
2 + hj+1;j

2

sj =
hj;jq

hj;j
2 + hj+1;j

2

Finalement :
Fm � � �F1Hm = Rm

avec Rm =

0BBBBBB@

� � � � � � � �
0

. . .
...

...
...

. . . . . .
...

0 � � � 0 �
0 � � � � � � 0

1CCCCCCA
Notons alors Qm = Fm � � �F1.
Nous avons :

jjr0j e1 �Hmyj = jQm(jr0j e1 �Hmy)j
= jQmjr0j e1 �Rmyj

Nous calculons : ym = R�1m Qmjr0j e1 o�u nous ne prenons que les m
premi�eres coordonn�ees de Qmjr0j e1.

Nous avons alors jrmj =j (Qmjr0j e1)m+1 j.



Annexe C

M�ethodes d'expansion

� Nous d�ecrivons, ici, la m�ethode d'expansion d�e�nie par Lou et Sameh
[LS93].

� Il s'agit de minimiser une fonctionnelle :

J(x) =
1

2
xtMx� xtb(C.1)

sous la contrainte lin�eaire :

Cx = 0(C.2)

o�u M est une matrice carr�ee n� n, C est une matrice k � n de rang k � n
et b 2 IRn.

Apr�es application du th�eor�eme des multiplicateurs de Lagrange �a ce pro-
bl�eme de minimisation sous contrainte lin�eaire, nous obtenons le syst�eme
suivant �a r�esoudre :

� 1
2(M +M t) C t

C 0

��
x
�

�
=

�
b
0

�
(C.3)

o�u � repr�esente le multiplicateur de Lagrange associ�e �a la contrainte Cx = 0.

� Maintenant, si k = n et eC est une matrice n�n inversible, le syst�eme :

 
1
2(M +M t) eC teC 0

!�
xe�
�

=
�
be!
�

(C.4)

a pour solution :
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x = eC�1 e!
~� = eC�t(b� 1

2
(M +M t)x)

(C.5)

� Pour r�esoudre le syst�eme C.3, nous allons rajouter des contraintes
pour nous ramener �a inverser un syst�eme du type C.4. Pr�ecis�ement nous
rajoutons la contrainte :

Ex = !(C.6)

o�u E est une matrice n� k � n et ! 2 IRn�k . La matrice E est choisie de

mani�ere �a ce que la matrice eC =
�
C
E

�
est inversible.

Apr�es avoir, �a nouveau, utilis�e le th�eor�eme des multiplicateurs de La-
grange, nous obtenons le syst�eme :

0B@
1
2(M +M t) C t Et

C 0 0
E 0 0

1CA
0B@ x�
�

1CA =

0B@ b
0
!

1CA(C.7)

o�u � 2 IRn�k est le multiplicateur de Lagrange associ�e �a la contrainte Ex =
!.

� Le second membre de la contrainte est �a d�eterminer, dans un premier

temps, de fa�con �a ce que, si

0B@ x�
�

1CA est solution du syst�eme C.7, alors
�
x
�

�
soit solution du syst�eme C.3.

Mais la solution du syst�eme C.7 est donn�ee par

x =
�
C
E

��1 � 0
!

�
(C.8) �

�
�

�
= (C t Et )�1

"
b� 1

2
(M +M t)

�
C
E

��1 � 0
!

�#
(C.9)

Or
�
x
�

�
est solution de C.3 () 1

2(M +M t) + C t� = b et Cx = 0

Donc, comme Cx = 0 est donn�ee par C.8, nous avons :�
x
�

�
est solution de C.3 () � = 0

() G! = ( 0 I ) (C t Et )�1 b
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o�u G = ( 0 I ) (C t Et )�1 1
2
(M +M t)

�
C
E

��1 � 0
I

�
est une matrice

n� k � n� k inversible.

Cela nous impose donc de prendre

! = G�1 ( 0 I ) (C t Et )�1
1

2
(M +M t)

�
C
E

��1 � 0
I

�
et nous obtenons la solution de C.3 sous la forme

x =
�
C
E

��1 � 0
G�1 ( 0 I ) (C t Et )�1 b

�
� = ( I 0 ) (C t Et )�1 (b� 1

2
(M +M t)x)

L'algorithme g�en�eral de la m�ethode d'expansion s'�ecrit donc :

Algorithme C.1 (m�ethode d'expansion)

(i) R�esoudre le syst�eme (C t Et ) v = b

(ii) R�esoudre le syst�eme G! = ( 0 I ) v

(iii) R�esoudre le syst�eme
�
C
E

�
x =

�
0
!

�

(iv) Calculer
�
�
�

�
= b� 1

2
(M +M t)x

Cet algorithme peut s'appliquer �a condition que les matrices
�
C
E

�
,

(C t Et ) et G soient calculables et facilement inversibles.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Singularit�es

D�e�nition 1.1 Soit 
 un ouvert born�e de IR3 et u 2 H1(
; S2). Un point
x 2 
 est dit r�egulier, si u est continue sur un voisinage de x dans 
.
L'ensemble des points singuliers de u est l'ensemble des points de 
 qui ne
sont pas r�eguliers.

Des r�esultats de r�egularit�e pour des fonctions harmoniques �a valeurs,
dans une vari�et�e riemanienne poss�edant certaines propri�et�es et qui minimise

l'�energie E
(u) =
Z


juj2 dx, ont �et�e d�emontr�es par Morrey [Mor48], Eells

et Simpson [ES64], Hildebrandt et Widman [HW77], Hildebrandt, Kaul et
Widman [HKW70] et Giaquinta et Giusti [GG82], [GG84].

D'autre part, il a �et�e etabli de longue date que si u est continue sur une
boule incluse dans 
, alors u est r�eguli�ere (de classe C1) sur cette même
boule (voir [BG80] par exemple).

En 1982, Sch�n et Uhlenbeck ont �etabli une th�eorie de la r�egularit�e des
fonctions harmoniques minimisant une �energie de type plus g�en�eral [SU82].
Ils ont montr�e, en particulier, que si u est une fonction minimisant une
�energie E
(u) + V
(u), o�u V
 contient des termes d'�energie du premier
ordre v�eri�ant certaines conditions, alors l'ensemble des points singuliers
de u situ�es �a l'int�erieur de 
 est discret [SU82, th. II]. Ils ont montr�e de
la même fa�con, en 1983, qu'il en est de même pour l'ensemble des points
singuliers situ�es sur le bord de 
 [SU83].

Cette th�eorie s'applique directement aux cristaux liquides. Brezis, Coron
et Lieb ont d�emontr�e en 1986 [BCL86], toujours pour les fonctionnelles du
type cristaux liquides, que les singularit�es de u ont un degr�e topologique de

�1 et, qu'au voisinage d'une singularit�e x0, u(x) ' �R
 
x� x0
jx� x0j

!
o�u R

est une rotation.
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1.2 Singularit�es d'une con�guration d'aiman-

tation

� Soit 
 un ouvert born�e de IR3 et u 2 H1(
; S2), l'�energie de u
s'exprime sous la forme :

eE
(u) = Kech

Z


jru(x)j2dx+Kani

Z


jp(u(x))j2dx� u2s

Z


Hz(x) � u(x) dx

�us
2

2

Z


r�u(x) � u(x) dx

avec ��u = �4� div (uX
) dans IR3 (voir I.3.3).

Pour simpli�er les notations nous travaillerons avec :

eE
(u) =
Z


jru(x)j2dx+K1

Z


jp(u(x))j2dx� 2K2

Z


Hz(x) � u(x) dx

�K2

Z


r�u(x) � u(x) dx

Nous dirons que u 2 H1(
; S2) est eE
-minimisante si

8 v 2 H1(
; S2) = u� v 2 H1
0 (
; IR

3) eE
(u) � eE
(v)

� Les termes d'�energie d'anisotropie et de Zeemann peuvent être trâ�t�es
directement grâce �a la th�eorie de Sch�n et Uhlenbeck. Par contre, le terme

d'�energie d�emagn�etisante �K2

Z


r�u(x) � u(x) dx a un caract�ere non local

car le potentiel �u, cr�e�e par une portion de mat�eriau, existe dans tout
l'espace IR3 et inuence tout le mat�eriau.

Il nous faut donc adapter la th�eorie de Sch�n et Uhlenbeck au cas de
cette �energie, en introduisant des termes d'�energie \localis�ee" (section 2.1.2)
et en utilisant le th�eor�eme des potentiels crois�es, (th. 2.2), qui fournit une
majoration de l'�energie d�emagn�etisante par le volume du mat�eriau qui la
cr�ee.

1.3 Enonc�e du r�esultat principal

Nous d�emontrons le même r�esultat que pour le cas trâ�t�e par Sch�n et
Uhlenbeck :

Th�eor�eme 1.1 Soit u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante et soit S
l'ensemble de ses points singuliers.

Alors S est un ensemble discret.
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Pour d�emontrer ce r�esultat, nous suivons pr�ecis�ement la d�emarche de
Sch�n et Uhlenbeck [SU82]. Nous commen�cons, dans le chapitre 2, par
d�emontrer un premier r�esultat de r�egularit�e, pour des fonctions d'�energie
faible sur une boule B�(a) : le th�eor�eme d'"-r�egularit�e. Puis, au chapitre
3, nous �etablissons quelques lemmes de prolongement (section 3.1), en vue
de d�emontrer un th�eor�eme d'extension du th�eor�eme d'"-r�egularit�e �a des
fonctions d'�energie quelconque (section 3.2) et des r�esultats de convergence
de suites minimisantes (section 3.3). Ceci nous permettra de d�emontrer le
r�esultat principal au chapitre 4.



Chapitre 2

Le th�eor�eme d'"-r�egularit�e

Ce chapitre a pour objet la d�emonstration d'un premier th�eor�eme de
r�egularit�e :

Th�eor�eme 2.1 (d'"-r�egularit�e) Il existe " = "(
) tel que si u 2 H1(
; S2),
une fonction eE
-minimisante, 0 < � < 1 et a 2 
 v�eri�ent

�1=2 � " et
1

�

Z
B�(a)

jruj2dx � " ,

alors u est H�olderienne sur B�=2(a). Plus pr�ecisement, 9� = �(
) > 0 et
c = c(
) > 0 tels que 8x; y 2 B�=2(a) ju(x)� u(y)j � c jx� yj�.

2.1 Pr�eliminaires

2.1.1 Rappel

Nous rappellons l'�enonc�e du th�eor�eme des potentiels crois�es, d�emontr�e
dans la premi�ere partie �a la section 3.1.

Th�eor�eme 2.2 Soit 
1 et 
2 des ouverts born�es de IR3

Soit u1 2 H1(
1), u2 2 H1(
2), �1 2 W 1(IR3) et �2 2 W 1(IR3) tels que

��1 = �4� div (u1X
1
) dans D0(IR3)(2.1)

��2 = �4� div (u2X
2
) dans D0(IR3)(2.2)

alors Z

2
r�1 � u2 = � 1

4�

Z
IR3 r�1 � r�2 =

Z

1
r�2 � u1

De plus, si u1 et u2 sont �a valeurs dans S2, nous avons :����Z

2
r�1 � u2

���� � 4� (vol
1)
1=2 (vol
2)

1=2(2.3)
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2.1.2 Les fonctionnelles \localis�ees"

� Par la suite, nous aurons besoin de consid�erer des fonctionnelles
d�e�nies pour des fonctions allant de boules incluses dans 
, dans IR3.

� Soit u 2 H1(
; S2), a 2 
 et � > 0.
Pour s 2 H1(B�(a); S

2), nous d�e�nissons :

eEa;�(s) =
Z
B�(a)

jrsj2dx+K1

Z
B�(a)

jp(s)j2dx� 2K2

Z
B�(a)

Hz � s dx

�K2

Z
B�(a)

r�s � s dx� 2K2

Z
B�(a)

r�
;� � s dx(2.4)

avec

(
��s = �4� div (sX

B�(a)
) dans D0(IR3)

��
;� = �4� div (u (X


�X

B�(a)
)) dans D0(IR3)

Remarquons que �
;� d�epend de a; �; u et 
 mais pas de s.
Pour s = uX

B�(a)
:

eE
(u) = eE
nB�(a)
(s) + eEa;�(s)(2.5)

o�u s = u (X
 �X
B�(a)

).

D�emonstration :
� Soit u 2 H1(
; S2).

Soit �
;� et �u� d�e�nis par :

��
;� = �4� div (u (X
 �X
B�
)) dans D0(IR3)

��u� = �4� div (uX
B�
) dans D0(IR3)

�u = �
;� + �u� .

Pour simpli�er, notons

u1 = u (X
 �X
B�
)

u2 = uX
B�

u = u1 + u2

�1 = �
;�

�2 = �u�
�u = �1 + �2

Z


r�u � u =

Z


r�1 � u1 +

Z


r�1 � u2 +

Z


r�2 � u1 +

Z


r�2 � u2
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eE
(u) =
Z

nB�(a)

jru1j2dx+K1

Z

nB�(a)

jp(u1)j2dx

�2K2

Z

nB�(a)

Hz � u1 dx�K2

Z

nB�(a)

r�1 � u1 dx

+
Z
B�(a)

jru2j2dx +K1

Z
B�(a)

jp(u2)j2dx

�2K2

Z
B�(a)

Hz � u2 dx�K2

Z
B�(a)

r�2 � u2 dx

�K2

Z


r�1 � u2 dx�K2

Z


r�2 � u1 dx

Or, d'apr�es le th�eor�eme 2.2, nous avons :Z
IR3 r�1 � u2 dx =

Z
IR3 r�2 � u1 dx

L'�egalit�e voulue en d�ecoule.

Nous noterons aussi

Ea;�(s) =
Z
B�(a)

jrsj2dx

� A une fonction s 2 H1(B�(a); S2) correspond une fonction w 2
H1(B1; S

2) par le changement de variable : x = a+� y (w(y) = s(a+� y)).

D�e�nissons

eEa;�(w) =
Z
B1

jrwj2dy +K1

Z
B1

�2 jp(w)j2dy � 2K2

Z
B1

�2 fHz � w dy

�K2

Z
B1

�2r�w � w dy � 2K2

Z
B1

�2r�eu � w dy

=
1

�
eEa;�(s)

o�u fHz(y) = Hz(a+ � y),eu(y) = u (X
 �X
B�(a)

) (a+ � y) (le support de eu est inclus dans 
�a
�
),

��eu = �4� div ( eu ) dans D0(IR3),
et ��w = �4� div (wX

B1
) dans D0(IR3).

D�emonstration :
� E�ectuons le changement de variable x = a+ � y.
Pour s 2 H1(B�(a); S2), notons w 2 H1(B1; S

2), la fonction telle que
w(y) = s(a+ � y).

Nous avons
rw(y) = � (rs) (a+ � y)
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div (w(y) ) = � div ( s ) (a + � y)

En posant

�w(y) =
1

�
�s(a+ � y);

nous obtenons

��w = �4� div (w )

et

r�w(y) = (r�s) (a+ � y)

De même, en notant ~u(y) = u (X
 �X
B�(a)

) (a+ � y),

nous avons

div ( ~u(y) ) = � div (u (X
 �X
B�(a)

) ) (a + � y)

Et, en posant

�~u(y) =
1

�
�
;�(a+ � y)

nous obtenons
��~u = �4� div ( ~u )

et
r�~u(y) = (r�
;�) (a+ � y)

Ainsi

eEa;�(s) =
Z
B1

� jrw(y)j2dy +K1

Z
B1

�3 jp(w(y))j2dy

�2K2

Z
B1

�3Hz(a+ � y) � w(y) dy

�K2

Z
B1

�3r�w(y) �w(y) dy � 2K2

Z
B1

�3r�~u(y) � w(y) dy

Nous notons encore, pour 0 < � � 1 :

E�(w) =
Z
B�

jrwj2dx

o�u B� est la boule de centre 0 et de rayon �.

Nous avons

E1(w) =
1

�
Ea;�(s)
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En�n, d�e�nissons

eE�(w) =
Z
B�
jrwj2dy +K1

Z
B�

�2 jp(w)j2dy � 2K2

Z
B�

�2 fHz � wdy

�2K2

Z
B�

�2r�eu � w dy � 2K2

Z
B�

�2r��;1 � wXB�
dy

�K2

Z
B�

�2r�w;� � wXB�
dy

o�u fHz(y) = Hz(a+ � y),eu(y) = u (X
 �X
B�(a)

) (a+ � y),

��eu = �4� div ( eu ) dans D0(IR3),
���;1 = �4� div (w (X

B1
�X

B�
)) dans D0(IR3).

��w;� = �4� div (wX
B�
) dans D0(IR3).

2.1.3 Les �equations d'Euler-Lagrange

Proposition 2.1 (Equation d'Euler-Lagrange pour eE
) Si u 2 H1(
; S2)
est eE
-minimisante, alors u satisfait les �equations d'Euler-Lagrange suivan-
tes :

�u�K1 p(u) + [ jruj2 +K1 (u1
2 + u2

2)�K2 (u;Hz)

�K2 (u;r�) ]u+K2r�+K2Hz = 0(2.6)

dans H1(
; IR3) faible.

D�emonstration :

� Une preuve de ce r�esultat se trouve dans Viallix [Via90, II20-23]

� Nous donnons ici une d�emonstration inspir�ee par celle de Scho�en et
�Uhlenbeck pour le cas des fonctions harmoniques minimisantes.

� Soit u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante. Alors u est sta-
tionnaire pour eE
. C'est-�a-dire :

8 U : ]� "; "[ �! H1(
; IR3) di��erentiable telle que :
t 7�! U(t)

8><>:
U(t) 2 H1(
; S2) 8 t 2]� "; "[
U(0) = u
U(t)� u 2 H1

0 (
; IR
3) 8 t 2]� "; "[

nous avons
d eE
(U(t))

d t

���
t=0

= 0.
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� Soit O une couronne sph�erique autour de S2 et � la projection sur
S2 :

� : O �! S2

y 7�! y

jyj
Rapellons que, 8h 2 IR3 et y 2 IR3, nous avons :

d �(y) � h =
h

jyj �
(y; h)

jyj3 y

et

d2 �(y)(h; k) = 3
(y; h)(y; k)

jyj5 y � (y; h)

jyj3 k � (y; k)

jyj3 h� (h; k)

jyj3 y

Si jyj = 1

d �(y) � h = h� (y; h) y

d2 �(y)(h; k) = 3(y; h)(y; k) y � (y; h) k � (y; k)h� (h; k) y

� Soit ' 2 C1(IR3; IR3) telle que '
j@


= 0 et U d�e�nie par U(t)(x) =
�(u(x) + t'(x)). U v�eri�e les hypoth�eses ci-dessus et donc :

d eE
(U(t))

d t

���
t=0

= 0

� Nous allons calculer la d�eriv�ee �evalu�ee en 0 de chaque terme de
l'�energie eE
(U(t)).

� d

d t

Z


jrU j2 dx

���
t=0

= 2
Z



3X
i=1

@U

@xi
� @

@U
@xi

@t
dx

���
t=0

Or

@U

@xi
(t)(x) = d �(u(x) + t'(x)) � [ @u

@xi
(x) + t

@'

@xi
(x)]

et

@ @U
@xi

(t)(x)

@t
= d2 �(u(x) + t'(x))[

@u

@xi
(x) + t

@'

@xi
(x); '(x)]

+d �(u(x) + t'(x)) � [ @'
@xi

(x)]

@U

@xi
(t)(x)

���
t=0

= d �(u(x)) � [ @u
@xi

(x)]
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Comme ju(x)j = 1 nous avons
@u

@xi
(x) � u(x) = 0 p.p. x 2 
, donc

@U

@xi
(t)(x)

���
t=0

=
@u

@xi
(x)

et

@ @U
@xi

(t)(x)

@t

���
t=0

= d2 �(u(x))[
@u

@xi
(x); '(x)] + d �(u(x)) � [ @'

@xi
(x)]

= � (u(x); '(x))
@u

@xi
(x)�

 
@u

@xi
(x); '(x)

!
u(x)

+
@'

@xi
(x)�

 
u(x);

@'

@xi
(x)

!
u(x)

@U

@xi
(t)(x)

@ @U
@xi

(t)(x)

@t

���
t=0

= � (u(x); '(x))

 
@u

@xi
(x)

!
+

 
@u

@xi
(x);

@'

@xi
(x)

!

donc

d

d t

Z


jrU j2 dx

���
t=0

= 2
Z


� (ru(x);ru(x)) (u(x); '(x)) + (ru;r') dx

D'o�u

d

d t

Z


jrU j2 dx

���
t=0

= 2
D
�jruj2u��u; '

E

� d

d t

Z


jp (U)j2 dx

���
t=0

= 2
Z


p (U(t)(x)) � p (@U(t)(x)

@t
) dx

���
t=0

= 2
Z


p (u(x)) � p (d �(u(x)) � '(x)) dx

Or p (u(x)) =

0B@ u1(x)
u2(x)
0

1CA et

p (d �(u(x)) � '(x)) =

0BB@
'1(x)� (u(x); '(x))u1(x)

'2(x)� (u(x); '(x))u2(x)

0

1CCA
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d

d t

Z


jp (U)j2 dx

���
t=0

= 2
Z


'1(x)u1(x) + '2(x)u2(x)

�(u(x); '(x)) (u1
2(x) + u2

2(x)) dx

= 2
Z


[p (u(x))� (u1

2(x) + u2
2(x))u(x)] � '(x)) dx

� d

d t

Z


Hz � U dx

���
t=0

=
Z


Hz(x) � @U(t)(x)

@t
dx

���
t=0

=
Z


Hz(x) � d �(u(x)) � '(x) dx

=
Z


d �(u(x)) �Hz(x) � '(x) dx

=
Z


(Hz � (u;Hz)u ) � 'dx

� Notons ut(x) = U(t)(x).

d

d t

Z


r�t � ut dx

���
t=0

=
Z



@r�t(x)

@t
� ut(x) +r�t(x) � @ut(x)

@t
dx

���
t=0

avec ��t = �4� div ut c'est-�a-dire r�t = B ut o�u B est une application
lin�eaire ne d�ependant que de 
.

Nous avons
@r�t

@t
= B

@ut

@t

et donc,

d

d t

Z


r�t � ut dx

���
t=0

=
Z


B
@ut(x)

@t
� ut +B ut � @ut(x)

@t
dx

���
t=0

=
Z


B d�(u) � ' � u+B u � d�(u) � 'dx

=
Z



tuB d�(u)'+ t' td�(u)B udx

=
Z



t'
�
td�(u) tB + td�(u)B

�
u dx

=
Z


d�(u) (tB +B)u � 'dx

= 2
Z


d�(u)r�u � 'dx

Car tB = B :
En e�et 8u; v

Z


r�u � v =

Z


r�v � u

c'est-�a-dire : Z


B u � v =

Z


B v � u =

Z



tB u � v
donc tB = B.

d

d t

Z


r�t � ut dx

���
t=0

= 2
Z


(r�u � (u;r�u)u ) � 'dx
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� Donc la d�eriv�ee de l'�energie totale s'�ecrit :

@ eE
(U(t))

@t

���
t=0

=
Dh
2(��u� jruj2u+K1p (u) �K1(u1

2 + u2
2)u )

�2K2Hz + 2K2(u;Hz)u� 2K2(r�u � (u;r�u)u )
i
; '
E

= 0

8' 2 C1(IR3; IR3) tels que 'j@
 = 0.

Proposition 2.2 (Equation d'Euler-Lagrange pour eEa;�) Si w 2 H1(B1; S
2)

est eEa;�-minimisante, alors w satisfait les �equations d'Euler-Lagrange sui-
vantes :

�w = [ � jrwj2 �K1 �
2 (w1

2 + w2
2) +K2 �

2 (w;fHz)

+K2 �
2 (w;r�eu) +K2 �

2 (w;r�w) ]w

+K1 �
2 p(w)�K2 �

2 fHz �K2 �
2r�eu �K2 �

2r�w(2.7)

= f(w; �)

dans H1(B1; IR
3) faible.

D�emonstration :

� Soit w 2 H1(B1; S
2) une fonction eEa;�-minimisante.

En reprenant les mêmes calculs que pour la d�emonstration de la propo-
sition pr�ec�edente, avec B1, w et W au lieu de 
, u et U , nous obtenons :

d

d t

Z
B1
jrW j2 dy

���
t=0

= 2
D
(��w � jrwj2w); '

E

d

d t

Z
B1
jp (W )j2 dy

���
t=0

= 2
Z
B1

[p (w(y)) � (w1
2(y) + w2

2(y))w(y)] � '(y)) dy

d

d t

Z
B1
Hz �W dx

���
t=0

=
Z
B1

(gHz � (w;gHz)w ) � 'dy

d

d t

Z
B1
r�t � wt dy

���
t=0

= 2
Z
B1

(r�w � (w;r�w)w ) � 'dy
et

d

d t

Z
B1
r�eu �W dy

���
t=0

=
Z
B1

(r�eu � (w;r�eu)w ) � 'dy
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Donc

@ eEa;�(W (t))

@t

���
t=0

=
Dh
2( ��w � jrwj2)w
+2K1�

2p (w) � 2K1�
2(w1

2 + w2
2)w

�2K2�
2fHz + 2K2�

2(w;fHz)w
�2K2�

2r�w + 2K2�
2(w;r�w)w

�2K2�
2r�eu + 2K2�

2(w;r�eu)w i
; '

E
= 0

8' 2 C1(IR3; IR3) tels que 'j@
 = 0.

Proposition 2.3 Avec les hypoth�eses et les notations de la proposition 2.2,
nous avons la majoration suivante :Z

B1
jf(w(y); �)jdy � c1

�
E1(w) + �1=2

�
o�u c1 est une constante qui ne d�epend que du domaine 
 et des constantes
magn�etiques du mat�eriau.

D�emonstration :

jf(w; �)j � jrwj2 +K1 �
2 +K2 �

2 jfHzj+K2 �
2 jr�euj+K2 �

2 jr�wj
+K1 �

2 +K2 �
2 jfHzj+K2 �

2 jr�euj+K2 �
2 jr�wj

donc,

Z
B1
jf(w; �)j dx �

Z
B1
jrwj2 dx+ d1 �

2 + 2K2 �
2
Z
B1
jr�wj dx

+2K2 �
2
Z
B1
jr�euj dx

� E1(w) + d1 �
2 + d2 �

2
h
(
Z
B1
jr�wj2 dx)1=2

+(
Z
B1
jr�euj2 dx)1=2i

� E1(w) + d3 �
2
h
1 + d4 + d5

�
vol (


� a

�
)
�1=2i

� E1(w) + d3 �
2
h
1 + d4 + d6 �

�3=2
i

� c1 (E1(w) + �1=2)

D'apr�es le th�eor�eme 2.2 et le fait que � < 1.
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2.2 Lemmes de changement de rep�ere et

premi�eres in�egalit�es

Lemme 2.1 Soit � > 0 et a 2 
.
Si u 2 H1(
; S2) est eE
-minimisante,
alors w(y) = u(a+ � y) 2 H1(B1; S

2) est eEa;�-minimisante.

D�emonstration :
Supposons que u 2 H1(
; S2) est eE
{minimisante,

c'est{�a{dire :

8 v 2 H1(
; S2) = u� v 2 H1
0 (
; IR

3) eE
(u) � eE
(v):

Pour a 2 
 et � > 0, notons s = uX
B�(a)

et s = u (X
 � XB�(a)
). Nous

avons :

8 t 2 H1(B�(a); S
2) = s� t 2 H1

0 (B�(a); IR
3) eEa;�(s) � eEa;�(t):

En e�et, si nous prolongeons t par u en dehors de B�(a), pour obtenir
v 2 H1(
; S2), nous avons :

eE
(u) � eE
(v)

donc

eE
nB�(a)
(s) + eEa;�(s) � eE
nB�(a)

(s) + eEa;�(t)

d'apr�es l'identit�e 2.5.
Ensuite nous posons w(y) = s(a+ � y) ,

et, pour v0 2 H1(B1; S
2) tel que w � v0 2 H1

0 (B1), t(a+ � y) = v0(y).
Or

v0 � w 2 H1
0 (B1)() t� s 2 H1

0 (B�(a))

Alors, eEa;�(w) =
1

�
eEa;�(s) � 1

�
eEa;�(t) = eEa;�(v0)

Donc w est eEa;�{minimisante.

Lemme 2.2 Soit � > 0 et a 2 
.
Si u 2 H1(
; S2) est eE
-minimisante, alors, si nous notons

w(y) = u(a+ � y) 2 H1(B1; S
2), nous avons pour 0 < � � 1

8 v0 2 H1(B1; S
2) tel que v0 = w sur B1nB�eE�(w) � eE�(v

0)
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D�emonstration :
D'apr�es le lemme pr�ec�edent 2.1, comme v0 � w 2 H1

0 (B1) nous avonseEa;�(w) � eEa;�(v0)

Or

eEa;�(w) = eE�(w) +
Z
B1nB�

jrwj2dy +K1

Z
B1nB�

�2 jp(w)j2dy

�2K2

Z
B1nB�

�2 fHz � w dy � 2K2

Z
B1nB�

�2r�eu � wdy
�K2

Z
B1

�2r�w � wXB1
dy + 2K2

Z
B�
�2r��;1 � wXB�

dy

+K2

Z
B�

�2r�w;� � wXB�
dy

= eE�(w) +
Z
B1nB�

jrv0j2dy +K1

Z
B1nB�

�2 jp(v0)j2dy

�2K2

Z
B1nB�

�2 fHz � v0 dy � 2K2

Z
B1nB�

�2r�eu � v0 dy

�K2

Z
B1

�2r��;1 � wXB1
dy �K2

Z
B1

�2r�w;� � wXB1
dy

+K2

Z
B�

�2r��;1 �wXB�
dy + K2

Z
B1nB�

�2r�w;� � w (X
B1
�X

B�
) dy

+K2

Z
B�

�2r�w;� � wXB�
dy

car r�w = r��;1+r�w;� et grâce au th�eor�eme 2.2.
Nous en d�eduisons que :

eEa;�(w) = eE�(w) +
Z
B1nB�

jrv0j2dy +K1

Z
B1nB�

�2 jp(v0)j2dy

�2K2

Z
B1nB�

�2 fHz � v0 dy � 2K2

Z
B1nB�

�2r�eu � v0 dy

�K2

Z
B1nB�

�2r��;1 � v0 (X
B1
�X

B�
) dy

Et commer��;1 ne d�epend que de w (X
B1
�X

B�
) = v0 (X

B1
�X

B�
), nous

avons d�emontr�e le lemme.

Lemme 2.3 Soit 0 < � < 1 et a 2 
, u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-
minimisante et 0 < � � 1.

Alors 9 c2 = c2(
) > 0 tel que 8w 2 H1(B1; S
2) nous avons l' in�egalit�e

suivante :

j E�(w)� eE�(w) j � c2 �
1=2 �3=2(2.8)
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D�emonstration :

j E�(w)� eE�(w) j � K1 �
2
Z
B�
jp(w)j2dy + 2K2 �

2
Z
B�

j ~Hzj jwj dx

+2K2 �
2 j

Z
B�

r�~u � wX
B�
dx j

+2K2 �
2 j

Z
B�

r��;1 � wXB�
dx j

+K2 �
2 j

Z
B�

r�w;� � wXB�
dx j

Or, d'apr�es le th�eor�eme 2.2

j
Z
B�

r�w;� � wX
B�
dx j � 4� vol B� � 4� �3

Nous avons aussi

j
Z
B�

r��;1 � wXB�
dx j � 4� (vol B� )

1=2 (volB1 )
1=2

� 4� �3=2

et

j
Z
B�

r�~u � wX
B�
dx j � 4�

�
vol




�

�1=2

(vol B� )
1=2

� 4� ( vol
)1=2 ��3=2 �3=2

Par cons�equent 9 d = d(
) > 0 telle que

j E�(w)� eE�(w) j � d (�2 �3 + �2 �3=2 + �1=2 �3=2)

et nous avons c2 = c2(
) tel que

j E�(w)� eE�(w) j � c2 �
1=2 �3=2

Lemme 2.4 Soit 0 < � < 1 et a 2 
, u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-
minimisante.

Soit w 2 H1(B1; S
2) d�e�nie par w(y) = u(a+ � y),

alors 9 c3 = c3 (
) constante = 8� 2 ]0; 1]

E�(w) � E�(v
0) + c3 �

1=2 �3=2

8 v0 2 H1(B1; S
2) avec v0 = w sur B1nB�
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D�emonstration :

E�(w) � eE�(w) + c2 �
1=2 �3=2

in�egalit�e 2.8

� eE�(v
0) + c2 �

1=2 �3=2

lemme 2.2

� E�(v
0) + c2 �

1=2 �3=2 + c2 �
1=2�3=2

in�egalit�e 2.8

� E�(v
0) + 2 c2 �

1=2 �3=2

2.3 La formule de \monotonie"

Proposition 2.4 Soit 0 < � < 1 et a 2 
, u 2 H1(
; S2) une fonctioneE
-minimisante.
Soit w 2 H1(B1; S

2) d�e�nie par w(y) = u(a+ � y),
alors 9 c4 = c4 (
) constante telle que

1

�
Ex;�(w) � [

1

�
Ex;�(w) + c4 �

1=2 �1=2]

8x 2 B1=2 et 0 < � � � � 1

2

D�emonstration :
� Soit 0 < � < 1, a 2 
 et w 2 H1(B1; S

2) d�e�nie par w(y) =
u(a+ � y).

Soit x 2 B1=2 et 0 < � � � � 1

2
, nous voulons montrer que :

1

�
Ex;�(w) � [

1

�
Ex;�(w) + c4 �

1=2 �1=2]

� Apr�es changement d'origine, nous nous contentons de montrer :

1

�
E�(w) � [

1

�
E�(w) + c4 �

1=2 �1=2](2.9)

En e�et, si nous notons wx(t) = w(x+ t), nous avons Ex;�(w) = E�(wx)
et wx(t) = u(a+� x+� t). Nous pourrons donc utiliser 2.9, avec wx au lieu
de w et a+ � x au lieu de a.
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� Pour presque tout � 2 ]0;
1

2
], nous avons

Z
jx j=�

j rw j2 d�(x) < 1
o�u � est la mesure sur la sph�ere.

Introduisons la fonction de comparaison :(
v�(x) = w(x) si j x j� �
v�(x) = w( �x

jx j
) si j x j� �

Notons r�w la composante tangentielle du gradient, le long des sph�eres
j x j= r.

Ainsi j rw j2 = j r�w j2 + j @w
@r

j
2

, o�u j r�w j2 =
1

r2 cos2 '
j @w
@�

j
2

+

1

r2
j @w
@'

j
2

.

Calculons :

E�(v�) =
Z
B�

j rv� j2 dx

=
Z
r��

� Z
jx j=r

j rw(
�x

r
) j

2

d�(x)
�
dr

Changement de variable y =
�x

r

=
Z
r��

� Z
jy j=�

r2

�2
�2

r2
j r�w(y) j2 d�(y)

�
dr

=
Z
r��

� Z
jy j=�

j r�w(y) j2 d�(y)
�
dr

= �
Z
j y j=�

j r�w(y) j2 d�(y)

= �
� Z

jx j=�
j rw j2 d�(x) �

Z
jx j=�

j @w
@r

j
2

d�(x)
�

Or

dE�(w)

d �
=

d

d �

� Z
r��

� Z
jx j=r

j rw j2 d�(x)
�
dr
�

=
Z
jx j=�

j rw j2 d�(x)

Donc

E�(v�) = �
�dE�(w)

d �
�
Z
jx j=�

j @w
@r

j
2

d�(x)
�

Le lemme 2.4 implique l'in�egalit�e suivante.

E�(w) � E�(v�) + c3 �
1=2 �3=2

� �
�dE�(w)

d �
�
Z
jx j=�

j @w
@r

j
2

d�(x)
�
+ c3 �

1=2 �3=2



2.4 Approximation de w par des fonctions continues 131

Cela implique

�
Z
jx j=�

j @w
@r

j
2

d�(x) � �
dE�(w)

d �
� E�(w) + c3 �

1=2 �3=2

0 � 1

�

Z
jx j=�

j @w
@r

j
2

d�(x) � 1

�

dE�(w)

d �
� 1

�2
E�(w) + c3 �

1=2 ��1=2

0 � 1

�

Z
jx j=�

j @w
@r

j
2

d�(x) � d

d �

�1
�
E�(w)

�
+ c3 �

1=2 ��1=2(2.10)

Nous pouvons int�egrer l'in�egalit�e entre � et � (sans prendre en compte

le terme en
@w

@r
).

1

�
E�(w) � 1

�
E�(w) + 2 c3 �

1=2 (�1=2 � �1=2)(2.11)

et �nalement

1

�
E�(w) � 1

�
E�(w) + 2 c3 �

1=2 �1=2

C'est l'in�egalit�e 2.11 qui donne son nom �a la formule.

2.4 Approximation de w par des fonctions

continues

� Dans cette section, nous ferons les hypoth�eses suivantes :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Soit " > 0, u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante,
0 < � < 1 et a 2 
. Soit w 2 H1(B1; S

2) d�e�nie par
w(y) = u(a+ � y).
Nous supposons

�1=2 � " et E1(w) � "

(2.12)

� Nous allons montrer que, si " est su�sament petit, il est possible
d'approcher w par des fonctions r�eguli�eres �a valeurs dans S2.

� Posons :
' : IR3 �! IR+

une fonction r�egularisante, r�eguli�ere et radiale.
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C'est{�a{dire : 8>>>>><>>>>>:

supp' � B1Z
IR3 '(x) dx = 1

' 2 C1(IR3; IR)
'(x) = g(r) o�u r = jxj

Remarquons que, si w� =
Z
B1

'(x) w(x) dx, nous pouvons appliquer une

version de l'in�egalit�e de Poincar�e [DL84, p. 636] pour a�rmer qu'il existe
une constante d1 = d1(') telle que :Z

B1

j w � w� j2 dx � d1E1(w) � d1 "

Ceci implique, en particulier, que w� est proche de beaucoup de valeurs
de w(x) pour x 2 B1.

Plus pr�ecis�ement, il existe une constante c5 = c5(') telle que :

dist (w�; S2) � c5 "
1=2(2.13)

En e�et :

dist (w�; S2) = min
y2S2

j w� � y j� min
x2B1

j w� �w(x) j

or, Z
B1

j w � w� j2 dx � d2 min
x2B1

j w �w� j2

donc,

dist (w�; S2) � d3
� Z

B1

j w � w� j2 dx
�1=2

� c5 "
1=2

� Si x 2 B1=2, consid�erons la boule Bh(x) o�u 0 < h � 1

4
et la fonction :

wx;h : B1 �! S2 = wx;h(y) = w(x� hy)

Par la proposition 2.4, nous avons :

E1(wx;h) =
1

h
Ex;h(w) � [

1

�
Ex;�(w)+c4 �

1=2 �1=2] 8x 2 B1=2 et 0 < h � � � 1

2

Comme nous pouvons �xer � =
1

4
et Ex;�(w) � E1(w), il existe d1 = d1(')

et c6 = c6(') qui v�eri�ent :

E1(wx;h) =
1

h
Ex;h(w) � d1E1(w) + d1 �

1=2

� c6 "
(2.14)
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d'apr�es les hypoth�eses 2.12.

� Posons '(h)(y) = h�3'(
y

h
) et :

w(h)(x) =
Z
B1

'(y)w(x� hy) dy(2.15)

=
Z
Bh(x)

'(h)(x� z)w(z) dz =
Z
B1

'(h)(x� z)w(z) dz

car supp'(h)(x � z) � Bh(x). La fonction w(h) 2 C1(B1=2; IR
3), car c'est

le produit de convolution d'une fonction ' 2 C1(IR3; IR) et d'une fonction
w 2 L2(IR3).

� Il existe c7 = c7(') telle que :

dist (w(h)(x); S2) � c7 "
1=2 8 (x; h) 2 B1=2�]0;

1

4
](2.16)

Car
Z
B1

'(y) dy =
Z
Bh(x)

'(h)(x�z) dz = 1 et, en posant  (z) = '(h)(x�
z) nous pouvons appliquer 2.13, avec  au lieu de '.

� SoitO une couronne sph�erique de IR3, contenant S2 et telle que 8 y 2
S2 nous ayions dist (y;O) < " pour un " > 0 donn�e. Soit � : O �! S2 la
projection radiale sur S2. � 2 C1(O; S2).

Par l'in�egalit�e 2.16, si " est choisi su�sament petit, nous aurons
w(h)(x) 2 O 8x 2 B1=2 et nous pouvons d�e�nir une fonction r�eguli�ere :
wh : B1=2 �! S2 par wh(x) = � � w(h)(x).

Lemme 2.5 Supposons �a nouveau que les hypoth�eses 2.12 sont v�eri��ees et,
pour h = "1=4 et h 2]0; h], d�e�nissons w(h) et w(h) comme en 2.15.

Alors il existe une constante c8 = c8(') > 0 telle que :Z
B1=2

j rw(h) j2 dx � c8E1(w)

et
sup

x2B1=2

j w(h)(x)�w(h)(0) j2 � c8 "
1=2

D�emonstration :

� Premi�ere in�egalit�e :

Par d�e�nition, nous avons 8x 2 B1=2 :

w(h)(x) =
Z
B1

'(y)w(x� hy) dy
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donc,

rw(h)(x) =
Z
B1

'(y)rw(x� hy) dy =
Z
Bh(x)

'(h)(x� z)rw(z) dz

et

j rw(h)(x) j2 �
Z
Bh(x)

'(h)(x� z)
2
dz

Z
Bh(x)

j rw(z) j2 dz � d1(')E1(w)

Ainsi, Z
B1=2

j rw(h) j2 dx � c8E1(w)

� Deuxi�eme in�egalit�e :

Nous avons 8x 2 B1=2 :

j rw(h)(x) j2 =
���� Z

B1

'(h)(x� y)rw(y) dy
����2

�
Z
B1

'(h)(x� y) dy
Z
B1

'(h)(x� y) j rw(y) j2 dy

=
Z
B1

'(h)(x� y) j rw(y) j2 dy

=
Z
B
h
(x)

h
�3
'(

x� y

h
) j rw(y) j2 dy

� h
�3

sup'
Z
B
h
(x)
j rw(y) j2 dy

� d2(')h
�3
EB

h
(x)(w)

� d3(')h
�2
"

d'apr�es l'in�egalit�e 2.14
= d3(') "

1=2

D'apr�es le th�eor�eme des accroissements �nis, 9 � 2 ]0; 1[ tel que :

j w(h)(x)� w(h)(0) j2 � d4 j rw(h)(� x) j2

d'o�u
sup

x2B1=2

j w(h)(x)�w(h)(0) j2 � c8 "
1=2
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� Pour comparer les fonctions approchantes avec w nous devons les
faire co��ncider avec w sur le bord d'une petite boule. Pour x quelconque
�x�e, l'in�egalit�e 2.16 est valable pour tout h 2]0; h], elle est donc pr�eserv�ee
si nous choisissons h = h(x) d�ependant de x. Nous avons alors :

Lemme 2.6 Toujours sous les hypoth�eses 2.12, posons � = "1=8, � 2 ]�; 1
4
]

et choisissons : h = h(r), o�u r = jxj , une fonction d�ecroissante de r,
r�eguli�ere, telle que :8><>:

h(r) = h = "1=4 pour r � �
h(� + � ) = 0
j h0(r) j� 2 "1=8

(2.17)

Posons :
w(h(x))(x) =

Z
B1
'(h(x))(x� y)w(y) dy

et, par 2.16,
(wh)(x) = wh(x)(x) = � � w(h(x))(x)

Alors la fonction wh est dans H1(B1=2; S
2) et satisfait wh = w sur

B1=2nB�+� , wh = wh sur B� et 9 c9 = c9(') telle queZ
B�+�nB�

j rwh j2 dx � c9

Z
B�+2 �nB���

j rw j2 dx

D�emonstration :

� Comme wh(x)(x) = � � w(h(x))(x) et que � 2 C1(O; S2), si w(h) 2
H1(B1=2; S

2), nous avons wh 2 H1(B1=2; S
2).

De plus, wh = w(h) = w sur B1=2nB�+� , wh = wh, w
(h) = w(h) sur B� et :Z

B�+�nB�

j rwh j2 dx � d1

Z
B�+�nB�

j rw(h) j2 dx

Donc il su�t de montrer le lemme avec w(h) au lieu de wh.
� Remarquons que

w(h)(x) =
Z
B1
'(y)w(x� h(x) y) dy

et donc que w(h) est r�eguli�ere si w l'est.
� Supposons, dans un premier temps que w : B3=4 �! IR3 est r�eguli�ere.
Si � est un domaine contenu dans B3=4, p. p. x 2 � :

@w(h)

@x�
=
Z
B1
'(y)

"
@w

@x�
(x� h(x) y)� @h(x)

@x�
y � rw(x� h(x) y)

#
dy
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� Il s'en suit qu'il existe d2 = d2('; ") tel que :Z
�
jrw(h) j2 dx � d2

Z
�

� Z
B1

'(y) jrw j2(x� hy) dy
�
dx

( expression de rw et majoration de Cauchy{Schwartz )
� Pour x 2 �, nous posons z = x � h(x) y. Cela d�e�nit une fonction

Fy : � �! �� o�u �� = fx = dist (x;�) < �g car h = "1=4 � � = "1=8.
� Par 2.17, Fy est un di��eomorphisme sur Fy(�), de jacobien proche

de 1 ( parce que h0(r) � 2 "1=8 ). Ainsi, par un changement de variables,Z
�
jrw j2(x� h(x) y) dx � 2

Z
��

jrw j2 dx

D'o�u l'existence d'une constante d3 = d3('; ") telle que :Z
�
jrw(h) j2 dx � d3

Z
��

jrw j2 dx(2.18)

� Maintenant, si wi est une suite de fonctions r�eguli�eres de B3=4 dans
IR3 qui converge fortement vers w dans H1(B3=4), nous avonsZ

B1=2

jrw(h)
i �rw(h)

j j2 dx � d3

Z
B3=4

jrwi �rwj j2 dx

grâce �a ce qui pr�ec�ede, avec � = B1=2.

Donc w
(h)
i est de Cauchy dans H1(B1=2; IR

3).

� lim
i�!1

w
(h)
i = w(h) dans H1(B1=2; IR

3) et presque partout. De plus,

w(h) = w sur B1=2nB�+� , car h(x) = 0 si jx j � � + � , et alors w
(h)
i (x) =

wi(x).
Finalement,w(h) 2 H1(B1=2; IR

3) et, en appliquant 2.18 avec � = B�+�nB�,
nous obtenons le lemme 2.6.
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2.5 In�egalit�e fondamentale

Proposition 2.5 Il existe une constante " = "(
) > 0 telle que si 0 < � <
1, a 2 
, u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante et w 2 H1(B1; S

2),
la fonction d�e�nie par w(y) = u(a+ � y), v�eri�ent :

�1=2 � " et E1(w) � "

alors 9 �� = ��(") 2 ]0; 1] tel que

1
��
E��(w) + ��1=2�1=2 � 1

2
(E1(w) + �1=2)

D�emonstration :
� Soit v la solution du probl�eme de Dirichlet lin�eaire :(

�v = 0 dans B1=2

v = w(h) sur @B1=2

alors, v : B1=2 �! IR3 est une application harmonique r�eguli�ere, puisque

w(h) est r�eguli�ere [DL84, p. 389].

Nous observons, d'apr�es le lemme 2.5, que

w(h)(B1=2) � Bd "1=4(w
(h)(0))

Il s'en suit, d'apr�es le principe du maximum, que l'image de v est aussi
dans cette boule [DL1, p. 289].

En particulier, il existe d1 = d1(
) telle que :

sup
B1=2

j v � w(h) j2 � d1 "
1=2(2.19)

Le th�eor�eme de la moyenne pour les fonctions sous{harmoniques [Mor66,
th. 2.2.7, p. 41] implique l'existence d'une constante d2 telle que :

sup
B1=4

jrv j2 � d2

Z
B1=2

jrv j2 dx

Comme v minimise l'�energie sur B1=2, pour les fonctions qui co��ncident
avec elle sur son bord, nous avons :Z

B1=2

jrv j2 dx �
Z
B1=2

jrw(h) j2 dx � c8E1(w)
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d'apr�es Dautray-Lions [DL84, p. 633] et le lemme 2.5.

Finalement, il existe d3 = d3(
) telle que :

sup
B1=4

jrv j2 � d3E1(w)(2.20)

� Pour tout � 2 ]0;
1

4
], nous pouvons estimer, grâce �a l'in�egalit�e 2.16 et

�a la r�egularit�e de �,

1

�
E�(wh) � d4

1

�
E�(w

(h))

� 2 d4
1

�

Z
B�

(jr(w(h) � v) j2 + jrv j2) dx
(2.21)

o�u d4 est une constante.

� Par 2.20, nous avons, pour � 2 ]0;
1

4
] :

1

�

Z
B�

jrv j2 dx � sup
B1=4

jrv j2 1
�

Z
B�

dx

� d5 �
2E1(w)

(2.22)

o�u d5 d�epend seulement de 
.
� En int�egrant par parties :Z

B1=2

jr(w(h) � v) j2 dx = �
Z
B1=2

(w(h) � v) ��(w(h) � v) dx

(Une int�egration par parties est possible car w(h) et v sont r�eguli�eres et
co��ncident sur �B1=2.)

En utilisant 2.19 et le fait que v est harmonique, nous obtenons :Z
B1=2

jr(w(h) � v) j2 dx � d6 "
1=4

Z
B1=2

j�w(h) j dx(2.23)

o�u d6 d�epend seulement de 
.
L'�equation d'Euler de la proposition 2.2 pour w donne �w = f(w; �),

donc :

�w(h)(x) =
Z
IR3

�
�'(h)(x� y)

�
w(y) dy

=
Z
IR3 '

(h)(x� y)�w(y) dy

=
Z
IR3 '

(h)(x� y) f(w(y); �) dy

La majoration de la proposition 2.3 permet, apr�es int�egration sur B1=2,
d'obtenir :Z

B1=2

j�w(h)(x) j dx �
Z
B1=2

Z
B1

���'(h)(x� y) f(w(y); �)
��� dy dx
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� d7

Z
B1

jf(w(y); �)j dy
� d8 [E1(w) + �1=2]

o�u d8 est une constante.
� En combinant 2.21, 2.22, 2.23 et l'in�egalit�e pr�ec�edente, nous obtenons :

1

�
E�(wh) � 2 d4

1

�
d6 "

1=4 d8 [E1(w) + �1=2] + 2 d4d5 �
2E1(w)

donc

1

�
E�(wh) � d9

1

�
"1=4 [E1(w) + �1=2] + d9 �

2E1(w) 8 � 2 ]0;
1

4
](2.24)

o�u d9 = d9(
).

� Soit � 2 ]0;
1

16
]. Prenons � = "�, � = "

1
8 , p l'entier tel que p � �

3 �
<

p + 1.

Nous notons [�; �+3 p� ] =
p[

i=1

Ii (� [�; 2 �]) o�u Ii est un intervalle ferm�e

de longueur 3 � .

Comme � � 1
16, nous avons p �

"�

3 "
1
8

� 1 � 1

3
"�

1
16 � 1.

De plus,
Z
r2[�;�+3 p� ]

jrw j2 dx =
pX

i=1

Z
r2Ii

jrw j2 dx � E1(w).

� Nous pouvons choisir Ij tel que :Z
r2Ij

jrw j2 dx � p�1 E1(w) � d10 "
1
16 E1(w)(2.25)

o�u d10 = d10(
).
Soit � tel que Ij = [�� �; � + 2 � ] et h(x) comme donn�e par 2.17.

wh(x)(x) 2 H1(B1=2; S
2), wh = w pour r � � + � etZ

r2[�;�+� ]
jrwh j2 dx � d11

Z
r2Ij

jrw j2 dx

d'apr�es le lemme 2.6.
Par 2.25, il existe d12 = d12(
; ') telle que :Z

r2[�;�+� ]
jrwh j2 dx � d12 "

1
16 E1(w)(2.26)

� Par le lemme 2.4, il existe d13 = d13(
) telle que :

E�+� (w) � E�+� (wh) + d13 �
1=2 �

3=2
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En e�et, � + � � 2 � et

E�+� (w) � E�+� (wh) + c3 �
1=2(� + � )3=2

� E�+� (wh) + d13 �
1=2�

3=2

o�u c3 est la constante du lemme 2.4.
� L'in�egalit�e 2.26 implique :

E�(w) � E�+� (w)

� E�+� (wh) + d13 �
1=2 �

3=2

� E�(wh) + d12 "
1
16 E1(w) + d13 �

1=2 �
3=2

car wh = wh sur B�.
Finalement, il existe d14 = d14(
; ') telle que :

E�(w) � E�(wh) + d14 "
1
16 E1(w) + d14 �

1=2 �
3=2

� En combinant cette in�egalit�e avec 2.24, o�u � 2 [�; 2 �], nous obtenons :

1

�
E�(w) � 1

�
E�(wh) + d14

1

�
"

1
16 E1(w) + d14 �

1=2 1

�
�
3=2

� d9
1

�
"1=4 (E1(w) + �1=2) + d14

1

�
"

1
16 E1(w)

+d9 �
2E1(w) + d14 �

1=2 �1=2

� d15 (
1

�
"

1
16 + �

1=2
) (E1(w) + �1=2)

o�u d15 = d15(
; ').
Comme � = "�, l'in�egalit�e pr�ec�edente avec � = � donne :

1

�
E�(w) � d15 ("

( 1
16��) + "

�
2 ) (E1(w) + �1=2)

Nous voulons montrer que

1

�
E�(w) + �

1=2
�1=2 � 1

2
(E1(w) + �1=2)

Or �1=2 � " et � = "�, donc :

1

�
E�(w) + ��1=2 =

1

�
E�(w) + "��1=2

� d15 ("
( 1
16��) + "

�
2 + "�) (E1(w) + �1=2)

Prenons � tel que
1

16
� � > 0. C'est{�a{dire � <

1

16
. Et nous prenons

" assez petit pour que d15 ("
( 1
16��) + "

�
2 + "�) � 1

2
. Nous obtenons ainsi la

conclusion de la proposition. Remarquons que � est une constante totale-
ment ind�ependante, � = 1

17 par exemple, et que " ne d�epend que de 
 car
sa d�ependance en ' est �elimin�ee en �xant '.
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2.6 D�emonstration du th�eor�eme d'"-r�egularit�e

D�emonstration :

Soit u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante, a 2 
 et 0 < � < 1 et
soit w 2 H1(B1; S

2) d�e�nie par w(y) = u(a+ � y).

Soit " > 0 donn�e par la proposition 2.5.

Supposons �1=2 � " et
1

�
Ea;�(uXB�(a)

) = E1(w) � ".

D'apr�es la proposition 2.5, 9 �� 2 ]0; 1] tel que

1
��
E��(w) + ��1=2�1=2 � 1

2
(E1(w) + �1=2)

� "

D'autre part, en posant

w��(y) = w(�� y) = u(a+ � �� y)

nous avons
1
��
E��(w) = E1(w��) � "

Nous pouvons �a nouveau appliquer la proposition 2.5, avec w�� au lieu
de w et �� � au lieu de �. Et, pour le même �� 2 ]0; 1],

1
��
E��(w��) + ���1=2 � 1

2
(E1(w��) + ��1=2�1=2)

C'est-�a-dire

���2E��2(w) + ���1=2 � 1

2
(���1 E��(w) + ��1=2�1=2)

En appliquant la proposition 2.5 �a droite nous obtenons

���2 E��2(w) + ���1=2 � (
1

2
)2 (E1(w) + �1=2)

Par r�ecurrence,

���i E��i(w) + ��i=2�1=2 � (
1

2
)i (E1(w) + �1=2)

� �Etant donn�e r 2 ]0; 1[ quelconque, 9 i 2 IN = r 2 [��i+1; ��i].

En posant � =
ln 2

2 ln(���1)
, nous avons :

���i Er(w) + r1=2 �1=2 � ��i (2�) (E1(w) + �1=2)
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car,

���i Er(w) + r1=2 �1=2 � ���iE��i(w) + ��i=2�1=2 � (
1

2
)
i

(E1(w) + �1=2)

et
��i (2�) = ��

i ( ln 2
ln(���1)

)
= 2�i

� Cela implique que

1

r
Er(w) �

��i (2�)

���i
1

r
(E1(w) + �1=2)

� ���1�2 �
� ��i+1

r

�2�+1
r2� (E1(w) + �1=2)

� c r2 �

o�u c et � ne d�ependent que de 
.
Pour x 2 B1=2 et r 2 ]0; 1

4
], notons wx(t) = w(x+ t) = u(a+ � x+ � t).

1

r
Ex;r(w) =

1

r
Er(w

x)

Nous pouvons reprendre le même raisonnement, avec a+ � x au lieu de
a et wx au lieu de w.

Nous d�emontrons ainsi que

8x 2 B1=2 8 r 2 ]0;
1

4
]

1

r
Ex;r(w) � c r2 �

Nous appliquons, alors, le lemme de Morrey [LU68 lemme 4.1, p.53] pour
conclure que w est h�old�erienne, d'exposant � sur la boule B1=2.

Donc u est h�old�erienne, d'exposant � sur la boule B�=2(a).



2.7 Corollaires 143

2.7 Corollaires

Lemme 2.7 Soit u une fonction eE
-minimisante, a 2 
, 0 < � < 1 et
w 2 H1(B1; S

2) d�e�nie par w(y) = u(a+ � y).
Alors, il existe une suite �i 2]0; 1] telle que �i �! 0 et que la suite des fonc-
tions w�i, d�e�nies par w�i(t) = w(�i t), converge faiblement dansH1(B1; S

2)

vers une fonction w0 2 H1(B1; S
2), harmonique, v�eri�ant

@w0

@r
= 0 p.p.

dans B1.

D�emonstration :

� Soit u une fonction eE
-minimisante, a 2 
, 0 < � < 1 et w 2
H1(B1; S

2) d�e�nie par w(y) = u(a+ � y). Soit w� 2 H1(B1; S
2) d�e�nie par

w�(t) = w(� t) = u(a+ � � t).

Du fait que E1(w�) =
1

�
E�(w) et grâce �a la proposition 2.4, nous avons

E1(w�) � 1

�
E�(w) + c4 �

1=2 �1=2 pour 0 < � � � � 1

2

donc E1(w�) est born�e quand � devient petit.

� Comme H1(B1; IR
3) est un espace de Banach r�eexif, il existe une

sous{suite qui converge faiblement dans H1(B1; IR
3) et, comme H1(B1; S

2)
est faiblement ferm�e dans H1(B1; IR

3), la limite faible w0 2 H1(B1; S
2).

En r�esum�e
w�i ��*

�i!0
w0 2 H1(B1; S

2)

Pour simpli�er notons w� pour w�i.

� Or w�(t) = u(a + �� t) donc, d'apr�es le lemme 2.1, w� est eEa;��-
minimisante. D'apr�es la proposition 2.2, w� satisfait l'�equation d'Euler-
Lagrange :

�w� = [ � jrw�j2 �K1 (��)
2 (w�;1

2 + w�;2
2) +K2 (��)

2 (w�;fHz)

+K2 (��)
2 (w�;r�eu) +K2 (��)

2 (w�;r�w�) ]w�

+K1 (��)
2
p(w�)�K2 (��)

2 fHz �K2 (��)
2r�eu �K2 (��)

2r�w�
o�u fHz(t) = Hz(a+ � � t),eu(t) = u (X
 �XB�(a)

) (a+ � � t), (Le support de eu est inclus dans 
�a
��

)

��eu = �4� div ( eu ) dans D0(IR3),
et ��w� = �4� div (w�XB1

) dans D0(IR3).
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� Notons H1 = H1(B1; IR
3), L2 = L2(IR3).

� Nous avons8>>>><>>>>:
w�

H1

��*
�!0

w0

j w� j= 1 presque partout.
�w� = �jrw�j2w� + "� dans D0(IR3) avec k"� kL2 ��!�!0

0

En e�et

"� = [�K1 (��)
2 (w�;1

2 + w�;2
2) +K2 (��)

2 (w�;fHz)

+K2 (��)
2 (w�;r�eu) +K2 (��)

2 (w�;r�w�) ]w�

+K1 (��)
2 p(w�)�K2 (��)

2 fHz �K2 (��)
2r�eu �K2 (��)

2r�w�
Or
� jK1 (��)

2 (w�;1
2 + w�;2

2)w�j � K1 (��)
2(w�;1

2 + w�;2
2)jw�j

� K1 (��)
2

donc K1 (��)
2 (w�;1

2+w�;2
2)w� 2 L2 et sa norme tend vers 0 quand �! 0.

� jK2 (��)
2 (w�;fHz)w�j � K2 (��)

2 jw�j jfHzj jw�j
� K2 (��)

2 jfHzj
donc K2 (��)

2 (w�;fHz)w� 2 L2 et sa norme tend vers 0 quand �! 0.

� jK2 (��)
2 (w�;r�eu)w�j � K2 (��)

2 jw�j jr�euj jw�j
� K2 (��)

2 jr�euj
Mais Z

IR3 jr�euj2 dx � 4� vol (

� a

��
) � c

�3 �3

d'apr�es le th�eor�eme 2.2.
Et ainsi Z

IR3 jK2 (��)
2 (w�;r�eu)w�j2 dx � d1 � �

D'o�u K2 (��)
2 (w�;r�eu)w� 2 L2 et sa norme tend vers 0 quand �! 0.

� jK1 (��)
2 p(w�)j � K1 (��)

2 jw�j
donc K1 (��)

2 p(w�) 2 L2 et sa norme tend vers 0 quand �! 0.

� jK2 (��)
2 fHzj = K2 (��)

2 jfHzj
donc K2 (��)

2 fHz 2 L2 et sa norme tend vers 0 quand �! 0.

� jK2 (��)
2r�euj = K2 (��)

2 jr�euj
donc K2 (��)

2r�eu 2 L2 et sa norme tend vers 0 quand �! 0 .
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� Nous avons Z
IR3 jr�w�j2 dx = 4� vol B1 � 4�

d'apr�es le th�eor�eme 2.2.
D'o�u

kK2 (��)
2r�w� kL2 � d2 �

2 �2

� En�n,Z
IR3 j(w�;r�w�)w�j2 dx =

Z
IR3 j(w�;r�w�)j2 jw�j2 dx

=
Z
IR3 j(w�;r�w�)j2 dx

�
Z
IR3 jw�j2 jr�w�j2 dx

�
Z
IR3 jr�w�j2 dx

� d3

Donc
kK2 (��)

2 (w�;r�w�)w� k
L2
� d4 �

2 �2

Ce qui termine la d�emonstration de

k"� kL2 ��!�!0
0

� Nous voulons montrer( j w0 j= 1 presque partout.
�w0 = �jrw0j2w0 dans D0(IR3)

� w�
H1

��*
�!0

w0 () 8' 2 H1
Z
B1

(rw� �rw0) � r�+
Z
B1

(w� �w0) �
� ��!

�!0
0

� w�
H1

��*
�!0

w0 implique que kw� k
H1 est born�ee (Br�ezis p. 35).

Or l'injection H1 ,! L2 est compacte, donc il existe une suite extraite
de w� que nous notons toujours w� et qui v�eri�e8><>: w�

L2���!
�!0

w0

w� ���!
�!0

w0 presque partout

(Br�ezis p. 169 et p. 58)

Comme j w� j= 1 presque partout, j w0 j= 1 presque partout.
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Nous avons aussi

8' 2 H1
Z
B1

(rw� �rw0) � r' ��!
�!0

0

� H1 �! H�1 est lin�eaire, continue,
u 7�! �u

donc �w�

H�1���!
�!0

�w0

� Soit v 2 H1
0 , nous avons r(v^w�) = rv^w�+v^rw�, et v^w� 2

H1
0 .

Nous en d�eduisonsZ
B1

rw� � r(v ^ w�) =
Z
B1

rw� � rv ^ w�

et

Z
B1

rw� � r(v ^ w�) = �h�w�; v ^ w�iH�1;H1
0

= �h � jrw�jw� + "�; v ^ w�iH�1;H1
0

=
Z
B1

�"� � (v ^ w�)

Comme w� ���!
�!0

w0 et j w� j= 1 presque partout, le th�eor�eme de

convergence domin�ee de Lebesgue donne8>><>>:
v ^ w�

L2���!
�!0

v ^ w0

rv ^ w�

L2���!
�!0

rv ^ w0

Or krw� kL2 est born�ee.

j
Z
B1

rw� � rv ^ w� �
Z
B1

rw0 � rv ^ w0 j � j
Z
B1

rw� � (rv ^ w� �rv ^ w0) j

+ j
Z
B1

(rw� �rw0) � rv ^ w0 j
� krw� k

L2
krv ^ w� �rv ^ w0 k

L2

+ j
Z
B1

(rw� �rw0) � r(v ^ w0) j

donc Z
B1

rw� � rv ^ w� ���!
�!0

Z
B1

rw0 � rv ^ w0



2.7 Corollaires 147

Nous avons aussi Z
B1

"� � v ^ w� ���!
�!0

0

Ainsi, nous avons d�emontr�eZ
B1

rw0 � rv ^ w0 = 0 8 v 2 H1
0

c'est{�a{dire Z
B1

rw0 � r(v ^ w0) = 0 8 v 2 H1
0

� Soit f 2 H1
0 . Si nous posons v = w0 ^ f , nous avons v 2 H1

0 et
f = (f �w0)w0 + v ^ w0.

D'o�u Z
B1

rw0 � rf =
Z
B1

rw0 � r((f � w0)w0)

Mais r((f � w0)w0) = r(f � w0) � w0 + (f � w0)rw0 et rw0 � w0 = 0
puisque w0 2 S2, doncZ

B1

rw0 � rf =
Z
B1

(f � w0) jrw0j2 8 f 2 H1
0

Ainsi �w0 = �jrw0j2w0 dans H�1.
w0 est harmonique.

� Il reste �a d�emontrer que
@w0

@r
= 0 p.p. dans B1.

L'in�egalit�e 2.11 de la d�emonstration de la proposition 2.4 implique, pour
� � � :

1

�
E�(w) + c4 �

1=2 �1=2 � 1

�
E�(w) + c4 �

1=2 �1=2

Donc

lim
�!0

1

�
E�(w) + c4 �

1=2 �1=2 existe.

et, par suite,

lim
�!0

1

�
E�(w) = lim

�!0
E1(w�) = L0(2.27)

� Si nous int�egrons �a nouveau l'in�egalit�e 2.10, en consid�erant, cette

fois, le terme en
@w

@r
, nous obtenons :
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Z
���

1

�

� Z
jx j=�

j @w
@r

j
2

d�
�
d� �

Z
���

d

d �

�1
�
E�(w)

�
d � +

c4
2
�1=2�1=2

Z
B�

1

r
j @w
@r

j
2

dx � [
1

�
E�(w)� L0] +

c4
2
�1=2�1=2

Mais
Z
B1

1

r
j @w�

@r
j
2

dx =
Z
B�

1

r
j @w
@r

j
2

dx

d'o�u :

lim
�!0

Z
B1

1

r
j @w�

@r
j
2

dx = 0

Ce qui implique
@w0

@r
= 0 p.p. dans B1, car la semi-continuit�e inf�erieure

donne : Z
B1

1

r
j @w0

@r
j
2

dx = 0

Corollaire 2.1 Soit u eE
-minimisante, soit S l'ensemble de ses points sin-
guliers, nous avons H1(S) = 0.

D�emonstration :

� Soit u eE
-minimisante, soit " > 0 la constante du th�eor�eme 2.1.
� Soit x 2 S, soit 0 < � < 1 tel que �1=2 � ".
Notons wx;�(y) = u(x+ � y).

" < E1(wx;�) =
1

�
Ex;�(uXB�(x)

)(2.28)

car sinon, d'apr�es le th�eor�eme 2.1, u serait continue en x.

Soit � 2 ]0; "2[, soit fB�(x1); � � � ; B�(xl)g une famille de l = l (�) boules

disjointes de rayon � et de centre xi 2 S telle que S �
l[

i=1

B2 �(xi).

L'in�egalit�e 2.28 permet de montrer que

l " � 1

�

ZSl

i=1
B�(xi)

j ru j2dx

ce qui implique

l � � 1

"
E
(u)
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Rappelons que la mesure de Hausdor� de dimension k Hk est d�e�nie
par :

��(A) = inf
G

X
S�G

�(S) = inf
G

X
S2G

�(k) 2�k(diam S)k

l'inf �etant pris pour tous lesG d�enombrables, tels queG � fS � IRn = diam S �
�g et A � [

S2G

S. �(k) est le volume de la boule unit�e de IRk.

Et Hk(A) = lim
��!0

��(A).

Ici, pour k = 1, nous avons ��(S) � 4 l �.

H1(S) � 4 "�1 lim
��!0

ZSl

i=1
B�(xi)

j ru j2dx

Or

H3(
l[

i=1

B�(xi)) � � (3) l �3

� c �2E
(u)

et la 3{mesure de Hausdor� est �equivalente �a la mesure de Lebesgue. Par
le th�eor�eme de convergence domin�ee nous avons :

lim
��!0

ZSl

i=1
B�(xi)

j ru j2dx = 0

Donc,
H1(S) = 0



Chapitre 3

R�esultats d'extension et de

compacit�e

3.1 Lemmes de prolongement

� Soit V � IR2 et O � V ouvert dans V .

Pour u 2 H1(V; IR3) et u� 2 IR3 �x�es, notons EO(u) =
Z
O
j ru j2 dx et

WO(u) =
Z
O
j u� u� j2 dx o�u dx est l'�el�ement de surface dans IR2.

� Soit V � IR3 et O � V ouvert dans V .

Pour u 2 H1(V; IR3) et u� 2 IR3 �x�es, notons EO(u) =
Z
O
j ru j2 dx et

WO(u) =
Z
O
j u� u� j2 dx o�u dx est l'�el�ement de volume dans IR3.

Notons encore E@O(u) =
Z
@O
j ru j2 d� et W@O(u) =

Z
@O
j u� u� j2 d�

o�u d� est l'�el�ement de surface sur le bord de O, @O.

Quand O est l'ensemble de d�e�nition de la fonction u, notons simplement

E(u) = EO(u) W (u) =WO(u)

� Pour n � 2 et � 2]0; 1[ Cn
� = Bn�1

� � [��; �].

Lemme 3.1 Soit u 2 H1(@Cn
� ; S

2) tel que

pour x 2 Bn�1
�

(
u(x;��) = u1(x)
u(x; �) = u2(x)

avec u1; u2 2 H1(Bn�1
� ; S2)

et pour (x; t) 2 Sn�2� � [��; �] u(x; t) = �u(x) avec �u 2 H1(Sn�2� ; S2).
( En particulier, nous avons u1 = u2 = �u sur @Bn�1

� = Sn�2� ) Alors, il

existe une extension de u, u 2 H1(Cn
� ; S

2), telle que u = u sur @Cn
� et :

E(u) � c10 � [E(u1) + E(u2) + �E(�u)]
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W (u) � c10 � [W (u1) +W (u2) + �W (�u)]

o�u c10 est une constante ne d�ependant que de n.

D�emonstration :

� Nous montrons d'abord que nous pouvons nous ramener �a � = 1 :

Pour u 2 H1(@Cn
� ; S

2) etw 2 H1(@Cn
1 ; S

2), tels quew(y; z) = u(� y; � z),
notons w 2 H1(Cn

1 ; S
2) l'extension de w obtenue pour � = 1 et u 2

H1(Cn
� ; S

2) d�e�nie par u(� y; � z) = w(y; z).
w1, w2 et �w �etant d�e�nis de fa�con analogue, nous obtenons alors :

E(u) = �n�2 E(w)

E(ui) = �n�3 E(wi)

E(�u) = �n�4 E(�w)

Or E(w) � c10 [E(w1) + E(w2) + E(�w)] entrâ�ne :

E(u) � c10 � [E(u1) + E(u2) + �E(�u)]

.

De même, si W (w) � c10 [W (w1) +W (w2) +W (�w)],
W (u) � c10 � [W (u1) +W (u2) + �W (�u)].

Nous supposons donc �a partir de maintenant que � = 1.

� Consid�erons un hom�eomorphisme bi-lipschitzien f : @Bn
1 �! @Cn

1

qui s'�etend �a un hom�eomorphisme bi-lipschitzien f : Bn
1 �! Cn

1 o�u

f (x) =j x j f( x

j x j).

� Soit � : Bn
1 nf0g �! @Bn

1 la projection radiale

x 7! x

j x j
�̂ : Cn

1 nf(0; 0)g �! @Cn
1

Avec �̂ = f �� � f�1

� Soit u = u � �̂ : Cn
1 nf(0; 0)g �! S2.

Nous avons u � f = u � f ��.

� Nous d�emontrons, de la même fa�con que dans la proposition 2.4, que

E(u � f ) � (n� 2)�1E(u � f):

En e�et, pour x 2 Bn
1 u � f(x) = u � f ��(x) = u(f(

x

j x j)).
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E(u � f) =
Z
Bn
1

j ru(f( x

j x j)) j
2
dx

=
Z
r�1

� Z
jy j=1

rn�1

r2
j r�u(f(y)) j2 d�(y)

�
dr

= (n� 2)�1
Z
j y j=1

j r�u(f(y)) j2 d�(y)

= (n� 2)�1
� Z

@Bn
1

j ru(f(y)) j2 d�(y) �
Z
@Bn

1

j @u(f(y))
@r

j
2

d�(y)
�

� (n� 2)�1E(u � f)
� De plus

E(u) =
Z
Cn1

j ru j2 dx

=
Z
Bn
1

j J(f�1
) j j r(u � f) j2 dy

Changement de variable y = f
�1
(x)

� K
Z
Bn
1

j r(u � f) j2 dy

in�egalit�e de Lipschitz

� K E(u � f )
� Nous obtenons, de la même fa�con, E(u � f) � K E(u).

� Alors :

E(u) � K E(u � f ) � (n� 2)�1K E(u � f) � dE(u)

� D'autre part

E(u) =
Z
@Cn1

j ru j2 dx

=
Z
Bn�1
1

j ru1 j2 dx+
Z
Bn�1
1

j ru2 j2 dx+
Z
Sn�21 �[�1;1]

j r�u(x) j2 dx dt
= E(u1) + E(u2) + 2E(�u)

� Pour ce qui concerne W , nous faisons le même raisonnement, la pre-
mi�ere in�egalit�e �etant remplac�ee par :

W (u � f) =
Z
Bn
1

j u(f( x

j x j))� u� j2 dx
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=
Z
r�1

� Z
jy j=1

rn�1 j u(f(y))� u� j2 d�(y)
�
dr

= n�1
Z
@Bn

1

j u(f(y))� u� j2 d�(y)
= n�1W (u � f)

Lemme 3.2 9�1 tel que si u 2 H1(S1
�; S

2) et si E(u)W (u) � �21,
alors , il existe u 2 H1(B2

�; S
2), avec u = u sur @B2

� et :

E(u) � c11 (E(u)W (u))1=2

W (u) � c11 � W (u)

o�u c11 est une constante ind�ependante.

D�emonstration :

� Nous pouvons �a nouveau supposer � = 1 .

� Soit u 2 H1(S1; S2), soit �2 = E(u)W (u).

� Si S1 est param�etr�ee par � 2 [0; 2�[, supposons, dans un premier

temps, que u� = um =
1

2�

Z 2�

0
u(�) d� = u(�) avec � 2 [0; 2�[.

Nous avons :

j u(�)� u� j2 =
Z �

�
2 (u(s)� u�; u0(s)) ds + j u(�)� u� j2

�
Z 2�

0
2 j u(s)� u� j j u0(s) j ds

� 2 (E(u)W (u))1=2

� 2 �

Donc, si �1 est petit max j u� u� j est petit.
� Soit u la fonction harmonique minimisant E sur B2

1 pour des valeurs
au bord donn�ees par u [Mor66].

Nous avons ku� u� k1 � p
2 �1=2 d'apr�es le principe du maximum.

� L'�equation d'Euler-Lagrange pour u est �u = �jruj2 u.
Cela implique :

(� jruj2 u; u� u�) = (�u; u� u�) =
1

2
�ju� u�j2 � jruj2

1

2
�j u� u� j2 � j ru j2 � �ku� u� k1 j ru j2
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Si �1 est petit, nous avons �j u� u� j2 � 0, donc, par le th�eor�eme de la

moyenne pour les fonctions surharmoniques W (u) � 1

2
W (u) [GT83].

� Pour obtenir la majoration de E(u), nous comparons u �a � � v, o�u
v : B2

1 �! IR3 est la solution du probl�eme de Dirichlet lin�eaire avec valeurs
au bord u et � est la projection d'un voisinage normal de S2 dans S2.

� De plus E(v) � �1=2.

� Comme u est minimisante, nous avons

E(u) � E(� � v) � d1 E(v) � d1 �
1=2

� Nous avons donc montr�e que :

Z
B2
1

j ru j2 dx � d2 (
Z
@B2

1

j ru j2 dx
Z
@B2

1

j u� um j2 dx)
1=2

Z
B2
1

j u� um j2 dx � d2

Z
@B2

1

j u� um j2 dx

� Nous avons

Z
@B2

1

j u� um j2 dx �
Z
@B2

1

j u� u� j2 dx

Supposons que u� 6= um et que E(u)W (u) � �21, alors nous avons encore

E(u)
Z
@B2

1

j u� um j2 dx � �21. Et donc les in�egalit�es pr�ec�edentes restent

valables.

Nous avons imm�ediatement

Z
@B2

1

j ru j2 dx � d2 (
Z
@B2

1

j ru j2 dx
Z
@B2

1

j u� u� j2 dx)
1=2

(
Z
B2
1

j u� u� j2 dx)1=2 � (
Z
B2
1

j u� um j2 dx)1=2

+(
Z
B2
1

j um � u� j2 dx)1=2

� d3[(
Z
@B2

1

j u� um j2 dx)1=2

+(
Z
@B2

1

j um � u� j2 dx)1=2]
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Z
@B2

1

j um � u� j2 dx =
Z
@B2

1

(um � u+ u� u�; um � u+ u� u�) dx

=
Z
@B2

1

(um � u; um � u�) + (u� u�; um � u) dx

+
Z
@B2

1

j u� u� j2 dx

=
Z
@B2

1

(u� um; um � u�) dx

+
Z
@B2

1

(um � u�; um � u) dx

+
Z
@B2

1

j u� u� j2 dx

�
Z
@B2

1

j u� u� j2 dx

Donc

E(u) � c11 (E(u)W (u))1=2

W (u) � c11 � W (u)
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Lemme 3.3 Pour n = 2 ou n = 3 9 � = �(n) et 9 q = q(n) tels que, pour
" 2 ]0; 1[ si u 2 H1(@Bn

� ; S
2) satisfait �4�2nE(u)W (u) � �2"q.

Alors, il existe u 2 H1(Bn
� ; S

2), avec u = u sur @Bn
� et :

E(u) � c12 (" � E(u) + "�q��1W (u))

W (u) � c12 "
�q� W (u)

Lemme 3.4 Pour � 2]0; 1
2
[, nous notons A� = S2 � [��; �].

Supposons que le lemme 3.3 soit vrai pour n = 2.
Soit v 2 H1(S2; S2), tel que E(v)W (v) � �2(�0)2 o�u �0 d�epend des con-
stantes qui apparaissent au lemme 3.3 pour n = 2.

Alors 9� < 1, K et v 2 H1(A�; S
2) tels que

v = v sur S2 � f�g,
v = v0 sur S2 � f��g, o�u v0 2 H1(S2; S2), et :

E(v) � K � E(v) +K ��1 W (v)

W (v) � K � W (v)

E(v0) � � E(v) +K ��2 W (v)

W (v0) � K W (v)

D�emonstration :

� Nous pouvons �a nouveau supposer � = 1 .

D�emonstration de lemme 3.2 =) lemme 3.3 pour n = 2 :

� Soit �2 = �21, q = 1, soit " 2 ]0; 1[, et soit u 2 H1(S1; S2), u� 2 IR3

tels que E(u)W (u) � �2 ".

Nous avons E(u)W (u) � �21.
Donc 9u 2 H1(B2

1; S
2), avec u = u sur @B2

1 et :

E(u) � c11 (E(u)W (u))1=2

W (u) � c11W (u)

D'o�u
E(u) � c11p

2
(E(u) "+W (u) "�1)

W (u) � c11 "
�1 W (u)

car " 2 ]0; 1[.
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D�emonstration de lemme 3.3 pour n = 2 =) lemme 3.4 :

� Pour � 2]0; 1
2
[, notons A� = S2 � [��; �]. (attention : il ne s'agit

pas du � du lemme 3.3)
Supposons que le lemme 3.3 soit vrai pour n = 2.

Soit v 2 H1(S2; S2) tel que E(v)W (v) � �2(�0)2 o�u �0 est une constante qui
d�epend des constantes apparaissant au lemme 3.3 pour n = 2, et que nous
d�eterminerons �a la �n de la d�emonstration.

� Soit x1; � � � ; xl un ensemble de points de S2 satisfaisant j xi�xj j� �

pour i 6= j et S2 �
l[

i=1

B2
�(xi).

Pour i � l, soit �i 2 [�; 2�] choisi tel que vi = vj
@B2

�i
(xi)

soit dans

H1(@B2
�i
(xi); S

2) et

E(vi) � 3��1
Z
B2

2�(xi)
j rv j2 d�

W (vi) � 3��1
Z
B2

2�(xi)
j v � u� j2 d�

De tels �i existent car, si nous notons :

A = f � 2 [�; 2�] = E(v�) > 3��1
Z
B2�

jrvj2 d� g;
nous avons Z

A
E(v�) d� � 3

mesA

�

Z
B2�

jrvj2 d�
donc

3
mesA

�
� 1 mesA � �

3
:

De même, en notant

B = f � 2 [�; 2�] = W (v�) > 3��1
Z
B2�

j v � u� j2 d� g;
nous avons

mesB � �

3
:

D'o�u

mes (A [ B) � 2�

3
:
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Ce qui entrâ�ne qu'il existe �i 2 [�; 2�] tel que �i 62 A[B. C'est-�a-dire :

E(vi) � 3��1
Z
B2
2�(xi)

j rv j2 d�

W (vi) � 3��1
Z
B2
2�(xi)

j v � u� j2 d�

� Notons Bi = B2
�i
(xi) � S2.

Nous avons
E(vi)W (vi) � d1 �

�2E(v)W (v)

Donc, si ��2E(v)W (v) � �
2
"q, pour " �a choisir, � = �(2) = �1 et

q = q(2) = 1, nous pouvons appliquer le lemme 3.3 pour n = 2 sur Bi.

Nous obtenons alors v0i 2 H1(Bi; S
2) tel que

E(v0i) � c12 (" �i E(vi) + "�q�i
�1W (vi))

� d2 (" � E(vi) + "�q��1W (vi))

W (v0i) � d2 "
�q� W (vi)

Le choix des �i donne :

E(v0i) � d2 ("
Z
B2
2�(xi)

j rv j2 d�+ "�q��2
Z
B2
2�(xi)

j v � u� j2 d�)
W (v0i) � d2 "

�q
Z
B2
2�(xi)

j v � u� j2 d�
(3.1)

� �Etant donn�e que tout point x 2 S2 est contenu dans un nombre �ni
de boules B2

2�(xi), nous avons :

lX
i=1

Z
B2
2 �(xi)

j rv j2 d� � d3E(v)

lX
i=1

Z
B2
2�(xi)

j v � u� j2 d� � d3W (v)

(3.2)

� Le choix des xi permet de trouver un entier �x�e I et des familles de
boules B1; � � � ;BI tels que :

I[
j=1

Bj = fBi : i = 1; � � � ; lg

et chaque Bj est une famille de boules disjointes.

Comme S2 �
l[

i=1

Bi nous avons
lX

i=1

E(vjBi ) � E(v).
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Par cons�equent, pour une certaine famille Bj (B1 pour �xer les id�ees ),
nous avons

X
Bi2B1

E(vjBi) � I�1E(v)(3.3)

� SoitO =
[

Bi2B1

Bi. Nous d�e�nissons l'extension v sur (S2nO)�[��; �]
par v(x; t) = v(x).

� Sur chaque cylindre Bi� [��; �], nous appliquons le lemme 3.1 pour
avoir v 2 H1(Bi � [��; �]; S2) satisfaisant :8><>:

v(x; �) = v(x)
v(x;��) = v0i(x)
v(x; t) = vi(x)

pour (x; t) 2 @Bi � [��; �]:

Nous avons

E(vjBi�[��;�]
) � c10 � [E(vjBi) + E(v0i) + �E(vi)]

W (vjBi�[��;�]
) � c10 � [W (vjBi) +W (v0i) + �W (vi)]

Or

E(vj
(S2nO)�[��;�]

) = 2� E(vjS2nO
)

W (vj
(S2nO)�[��;�]

) = 2� W (vjS2nO
)

� Donc, en utilisant 3.1 et 3.2, nous obtenons :

E(v) � X
Bi2B1

E(vjBi�[��;�]
) + E(vj

(S2nO)�[��;�]

)

� d4 �
h X
Bi2B1

(E(vjBi ) + E(v0i) + �E(vi)) + E(vjS2nO
)
i

� d4 �
h
E(v) + "E(v) + "�q��2W (v) + � E(v) + E(v)

i
� d5 � E(v) + d5 "

�q��1W (v)

W (v) � X
Bi2B1

W (vjBi�[��;�]
) +W (vj

(S2nO)�[��;�]

)

� d4 �
h X
Bi2B1

(W (vjBi ) +W (v0i) + �W (vi)) +W (vjS2nO
)
i

� d4 �
h
W (v) + "�q W (v) + �W (v) +W (v)

i
� d5 "

�qW (v)
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car " < 1.

� Soit v0 = vjS2�f��g tel que par 3.1, 3.2 et 3.3 nous ayons :

E(v0) �
lX

i=1

E(v0i) + E(vjS2nO )

� (1� I�1)E(v) + d6 "E(v) + d6 "
�q��2W (v)

W (v0) � d6 "
�q W (v)

Fixons maintenant " assez petit pour avoir � = 1� I�1 + d6 " < 1. Soit

�02 = d1 �
2
"�q, K = max(d6 "�q; d6 "

�q).

Par cons�equent, supposant E(v)W (v) � �2(�0)2, nous arrivons �a la con-
clusion du lemme 3.4, c'est-�a-dire :

E(v) � K � E(v) +K ��1 W (v)

W (v) � K � W (v)

E(v0) � � E(v) +K ��2 W (v)

W (v0) � K W (v)

D�emonstration de lemme 3.4 =) lemme 3.3 pour n = 3

� Soit " 2 ]0; 1[, soit s 2 IN tel que s � ln "

ln�
< s + 1 o�u � est la

constante d�e�nie par le lemme 3.4.

� Soit un cylindre de hauteur 2� = " not�e A� = S2 � [��; �]. (atten-
tion : ce n'est pas le � de l'�enonc�e du lemme 3.3, que nous supposons une
fois de plus �egal �a 1)

� Ai;� = fx 2 B3
1 = 1 � 2 i � �j x j� 1� 2 (i� 1)�g pour i = 1 �a s.

� Appliquons le lemme 3.4 sur chaque cylindre Ai;�, en prenant v =
v1 = u sur le bord ext�erieur de A1;�, et �a chaque pas v = vi = v0i�1, o�u v0i�1
est la valeur sur le bord int�erieur obtenue par le lemme 3.4 au pas pr�ec�edent.

Remarquons que, tant que 2 s � = " s <
1

2
, chaque anneau Ai;� est

uniform�ement �equivalent au cylindre A�.

� Pour appliquer le lemme 3.4, nous devons avoir :

E(vi)W (vi) � �2(�0)
2

mais (
E(vi) � �E(vi�1) +K ��2W (vi�1)
W (vi) � KW (vi�1)
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En supposant K � 2, nous d�emontrons par r�ecurrence que pour i � 2(
E(vi) � �i�1 E(u) + 2��2K iW (u)
W (vi) � K i�1W (u)

En e�et (
E(v2) � �E(u) +K ��2W (u)
W (v2) � KW (u)(
E(vi+1) � �E(vi) +K ��2W (vi)
W (vi+1) � KW (vi)

(
E(vi+1) � �i E(u) + 2� ��2K i�1W (u) +K i ��2W (u)
W (vi+1) � K iW (u)

Or 2� � K car � < 1 et K � 2.
Ainsi, nous avons d�emontr�e la formule.
� Nous v�eri�ons, maintenant, que nous pouvons appliquer s fois le

lemme 3.4.

Pour i = 1, nous devons avoir E(u)W (u) � �2(�0)2. Or E(u)W (u) �
�2�2 "q � �2�2. Nous aboutissons au r�esultat en posant � = �0.

Pour i > 1

E(vi)W (vi) � (�i�1E(u) + 2��2K iW (u)) K i�1W (u)

� �i�1K i�1 (E(u)W (u)) + 2��2K2 i�1 (W (u))2

� K i (E(u)W (u)) + 2��2K2 i�1 (W (u))2

Nous pouvons donc appliquer s fois le lemme 3.4 si(
Ks (E(u)W (u)) � 1

2 �
2(�0)2

2��2K2 s�1 (W (u))2 � 1
2
�2(�0)2

(3.4)

� Nous avons Ks = �s lnK
ln� � "

lnK
ln� et � =

"

2
.

� La premi�ere in�egalit�e de 3.4 est �equivalente �a

E(u)W (u) � 2�3 "2�
lnK
ln� (�0)

2

En prenant �0 = 2
3
2�3 � et q = 2� lnK

ln�
dans le lemme 3.3, nous obtenons

l'in�egalit�e d�esir�ee.

� Nous raisonnons ensuite, de deux mani�eres di��erentes, selon que la
deuxi�eme in�egalit�e est v�eri��ee ou non.
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� Si nous supposons que la deuxi�eme in�egalit�e de 3.4 n'est pas v�eri��ee,
nous avons :

E(u)W (u) � K�s 1

2
�2(�0)

2 � 2��2Ks�1 (W (u))2

donc
E(u) � 2��2Ks�1W (u)

Dans ce cas, nous n'avons pas besoin d'appliquer le lemme 3.4, car nous
pouvons directement �etendre u de fa�con homog�ene �a B1, par u(x) = u( x

jxj
),

en appliquant le lemme 3.1 avec � = 1 et nous avons :

E(u) � d1E(u)

W (u) � d1W (u)

Donc

E(u) � d1 ("E(u) + E(u))

� d1 ("E(u) + 2��2Ks�1W (u))

� d1 ("E(u) + 8 "�2+
lnK
ln� K�1W (u))

� d1 ("E(u) + "�q K�1W (u))

W (u) � d1 "
�q W (u)

car "�q > 1.

Dans ce cas, nous avons �ni de d�emontrer le lemme 3.3 pour n = 3.

� Maintenant, si nous supposons que les deux in�egalit�es 3.4 sont v�eri-
��ees, nous appliquons le lemme 3.4, s fois.

Posons ensuite ujAi;�
= vi et �etendons u �a B1�s " en posant u(x) =

v0s(
(1 � s ")x

j x j ).

Cela donne une fonction u 2 H1(B3
1; S

2) avec uj
@B3

1

= u.

Par le lemme 3.4, nous avons :

E(ujAi;� ) = E(vi) � K (� E(vi) + ��1 W (vi))

� K (� �i�1E(u) + 2��1K iW (u) + ��1K i�1W (u))

� K (� �i�1E(u) + 3��1K iW (u)

W (ujAi;� ) =W (vi) � K �W (vi)

� �K iW (u)

Pour ce qui est de B3
1�s "
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E(uB3
1�s "

) = E(v0s) = E(vs+1) � �s E(u) + 2��2KsW (u)

W (uB3
1�s "

) = W (v0s) = W (vs+1) � KsW (u)

Donc

E(u) � (�s +
sX

i=1

K � �i�1)E(u) + d2 �
�2KsW (u)

W (u) � 4KsW (u)

Comme �s +
sX

i=1

K � �i�1 = �s +K �
1 � �s

1 � �
� "+

K

2
"
1 � "

1 � �
� d3 " et

Ks � "
lnK
ln� � "�q, nous avons �nalement

E(u) � d4 "E(u) + d4 "
lnK
ln��2W (u)

� d4 ("E(u) + "�qW (u))

W (u) � d4 "
�qW (u)

3.2 Extension du th�eor�eme d'"{r�egularit�e

Proposition 3.1 Soit B > 0, il existe �0 = �0 (B) constant, tel que, si
u 2 H1(
; S2) est eE
-minimisante, a 2 
, 0 < � < 1 et 9u� 2 IR3 tels que

�1=2 � �0,
1

�

Z
B�(a)

jruj2 dx � B et
1

�3

Z
B�(a)

ju� u�j2 dx � �0 .

Alors u est H�olderienne sur B3�=8(a) et j u(x)� u(y) j� c j x� y j�

8x; y 2 B3�=8(a) avec des contantes � et c ne d�ependant que de 
.

D�emonstration :

� Nous allons utiliser le th�eor�eme d'"-r�egularit�e 2.1 pour u et une
boule B�h(a), avec h bien choisi, de mani�ere �a ce que (� h)1=2 � " et
1

�h

Z
B�h(a)

jruj2 dx � ", o�u " est la constante du th�eor�eme 2.1.
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� Tout d'abord, montrons qu'il existe h 2 [
3

4
; 1] tel que :

W (wj@B) � 8 "0

E(wj@B) � 8B

o�u w 2 H1(B1; S
2) est d�e�nie par w(y) = u(a+ �y) 8 y 2 B1.

En e�et, en notant

A = fh 2 [
3

4
; 1] =

Z
@Bh

jw(y)� u�j2 dy > 8
Z
B1

jw(y)� u�j2 dy g;

nous avonsZ
B1

jw(y)� u�j2 dy �
Z
A

Z
@Bh

jw(y)� u�j2 dy > 8mesA
Z
B1

jw(y)� u�j2 dy

donc

mesA <
1

8
:

De même, en notant

B = fh 2 [
3

4
; 1] =

Z
@Bh

jrw(y)j2 dy > 8
Z
B1

jrw(y)j2 dy g;
nous avons

mesB <
1

8
:

D'o�u

mes (A [ B) <
1

4
:

Ce qui entrâ�ne l'existence d'un h 2 [34; 1], tel que h 62 A [B.
C'est-�a-dire, tel que :

et

Z
@Bh

jw(y)� u�j2 dy � 8
Z
B1

jw(y)� u�j2 dy =
8

�3

Z
B�(a)

ju� u�j2 dx � 8 "0Z
@Bh

jrw(y)j2 dy � 8
Z
B1

jrw(y)j2 dy =
8

�

Z
B�(a)

jruj2 dx � 8B

� Soit " 2]0; 1[, supposons que W (wj@Bh
) � 1

8B
h2 �2 "q, o�u � est la

constante du lemme 3.3.
Nous avons

E(wj@Bh
)W (wj@Bh

) � h2 �2 "q
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Nous appliquons alors le lemme 3.3, avec wj@Bh
et h au lieu de u et � :

9w 2 H1(Bh; S
2) telle que wj@Bh

= w et

Eh(w) � c12 (" hE(wj@Bh
) + "�q h�1W (wj@Bh

) � 8c12 (" hB + "�q h�1 "0)

� D'apr�es le lemme 2.4 :

Eh(w) � Eh(w) + c3 �
1=2 h3=2

o�u nous avons prolong�e w par w sur B1nBh.
Donc

Eh(w) � 8 c12 [" hB + "�q h�1 "0] + c3 �
1=2 h3=2

� Cette derni�ere in�egalit�e �etant valable pour tout " 2]0; 1[, nous allons
pouvoir �xer " et "0 = "0(B) de mani�ere �a ce que

8>>>>><>>>>>:
W (wj@Bh

) � 8 "0 � 1

8B
h2 �2 "q

(�h)1=2 � "
1

�h

Z
B�h(a)

jruj2 dx =
1

h

Z
Bh
jrwj2 dy � 8 c12 [" hB + "�q h�1 "0] + c3 �

1=2h3=2 � "

Ce qui nous permet d'appliquer le th�eor�eme 2.1 et d'obtenir que u est
h�old�erienne sur B�h

2
(a), donc sur B 3�

8
(a) avec des constantes d'H�older ne

d�ependant que de 
.
� En e�et

8 c12 [" hB + "�q h�1 "0] + c3 �
1=2 h3=2 � d5["B + "�q"0 + "0]

car h 2 [
3

4
; 1].

Et donc, nous pouvons prendre " tel que d5"B � 1
2", puis "0 tel que8>>>><>>>>:

8 "0 � 1

8B
(
3

4
)2�2"q � 1

8B
h2�2"q

d5("
�q + 1)"0 � 1

2
"

"0 � "

pour pouvoir appliquer le th�eor�eme 2.1 (la derni�ere in�egalit�e assurant (�h)1=2 �
�1=2 � "0 � ").
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3.3 Th�eor�eme de compacit�e

Nous regroupons dans le th�eor�eme suivant les propri�et�es de convergence
de suites minimisantes qui seront utiles pour d�emontrer le th�eor�eme des
singularit�es.

Th�eor�eme 3.1 Soit u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante, a 2 
,
0 < � < 1.

Soit �i une suite de r�eels telle que �i 2]0; 12 ] et �i ��!i!1
0. Notons wi 2

H1(B1; S
2) la suite des fonctions d�e�nies par wi(t) = w(�i t) = u(a+�i � t).

Alors, il existe une suite extraite de �i, encore not�ee �i, qui v�eri�e les
propri�et�es suivantes :

(i) wi converge faiblement vers w0 dans H1(B1; S
2).

(ii) wi converge fortement vers w0 dans H1(B1=2; S
2).

(iii) w0 2 H1(B1; S
2) est harmonique sur B1.

(iv) w0 est localement h�old�erienne sur B1n eS0.
(v)

@w0

@r
= 0 presque partout dans B1.

(vi) wi converge uniform�ement sur les compacts de B1=2n eS0, o�u eS0 est un

ensemble ferm�e de 1-mesure de Hausdor� nulle (H1( eS0) = 0).

(vii) Pour tout compact K � B1=2n eS0, wj est h�old�erienne sur K pour j
suf�sament grand.

(viii) Si de plus eS0 = f0g, w0 est E1-minimisante.

D�emonstration :

� Le lemme 2.7 donne (i), (iii) et (v).

� La formule de monotonie permet d'a�rmer qu'il existe une constante
d1 > 0 telle que

8 i E1(wi) =
1

�i
E�i(w) � d1

� Comme wi

H1(B1)��*
i!1

w0 et que l'injection de H1(B1) dans L2(B1) est

compacte, nous avons wi

L2(B1)��!
i!1

w0.
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� Grâce �a la semi-continuit�e inf�erieure de E1, nous avons E1(w0) � d1.

� D'apr�es la formule de monotonie

9B > 0 tel que 8 i 1

h
EBh(x)(wi) =

1

�i� h
EB�i � h

(x)(u) � B:

� Soit "0 la constante d�e�nie �a la proposition 3.1 et d2 la constante de
l'in�egalit�e de Poincar�e.

Soit x 2 B1=2 et h 2]0; 1
4
], avec (h�)1=2 � "0 et

1

h
EBh(x)(w0) <

"0
d2
.

Grâce �a l'in�egalit�e de Poincar�e, et en notant w� la moyenne de w0 sur
Bh(x), nous obtenons :

WBh(x)(w0) = h3
Z
B1

jw0(x+ h t)�w�j2 dt

� d2 h
3
Z
B1

h2 jrw0(x+ h t)j2 dt
< h3 "0

Comme (h�)1=2 � "0, nous avons pour tout i

(h�i �)
1=2 � "0:

En�n, d'apr�es la convergence forte dans L2(B1) de wi vers w0, nous
avons

WBh(x)(wi) � "0 h
3

pour i grand.

Nous pouvons ainsi appliquer la proposition 3.1, avec a+�i � x et �i � h
au lieu de a et �.

Donc wi est h�olderienne sur B3h=8(x), avec des constantes d'h�olderianit�e
ind�ependantes de x, h et i.

Un argument classique de compacit�e permet de conclure que wi converge
uniform�ement sur B3h=8(x) vers w0 et w0 est h�olderienne sur cette boule.

� Notons S0 l'ensemble des points singuliers de w0 et

eS0 =
�
x 2 B1=2 = 8h 2]0; 1

4
]

1

h
EBh(x)(w0) � "0

d2

�
:(3.5)

Remarquons que S0 \ B1=2 � eS0.

� En utilisant l'argument de la d�emonstration du corollaire 2.1, avec u
�a la place de w0, nous obtenons que H1( eS0) = 0. Nous avons �egalement d�e-
montr�e que wi converge uniform�ement vers w0 sur les compacts de B1=2n eS0
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(vi); que, pour tout compact K � B1=2n eS0, wj est h�old�erienne sur K pour

j assez grand (vii), et que w0 est localement h�old�erienne sur B1=2n eS0, donc

sur B1n eS0 puisque w0 est radiale (iv).

D�emonstration de (ii) :

� Pour montrer la convergence forte de wi vers w0 dans H1(B1=2), nous
d�emontrons que fwig est de Cauchy dans H1(B1=2).

C'est-�a-dire :

8 " > 0 9N tel que j � k � N =) kwj � wk k2H1(B1=2)
� "

En fait, il su�t de majorerZ
B1=2

jr(wj � wk)j2 dx

� Recouvrons eS0 \ B1=2 par des boules fBri(xi)g telles que
P

i ri < "
pour " > 0 donn�e.

Si O =
[
i

Bri(xi), nous avons d'apr�es la formule de monotonie 2.4

EO(wj) �
X
i

Exi;ri(wj) � d3
X
i

ri � d3 " 8 j

Donc Z
O
jr(wj � wk)j2 dx � 2 d3 " 8 j; k

� D'autre part, wj converge uniform�ement vers w0 sur B1=2nO, donc,
en soustrayant les �equations d'Euler pour wj et wk, en multipliant le r�esultat
par wj � wk et en introduisant une fonction cuto�, nous obtenonsZ

B1=2nO
j r(wj �wk) j2 dx � d4 (O; �) sup

B1=2nO

j wj � wk j

Ainsi Z
B1=2

j r(wj � wk) j2 dx � 2 d3 "+ d4 sup
B1=2nO

j wj � wk j

Donc fwjg est de Cauchy dans H1(B1=2), elle converge vers w0 dans
H1(B1=2).
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D�emonstration de (viii) :

� D'apr�es le lemme 2.1 wi est eEa;�i�-minimisante. C'est-�a-dire que :

8 v 2 H1(B1; S
2) = wi � v 2 H1

0 (B1; IR
3) eEa;�i�(wi) � eEa;�i�(v)

� Soit v 2 H1(B1; S
2) tel que w0�v 2 H1

0 (B1; IR
3), nous allons montrer

que : E1(w0) � E1(v).

� D�e�nissons ev 2 H1(B1; S
2) par( ev(x) = v(2x) 8x 2 B1=2ev(x) = w0(x) 8x 2 B1nB1=2

Prenons encore vi = ev+wi�w0, nous avons vi 2 H1(B1; S
2) et vi�wi = 0

sur B1nB1=2.
Donc

eEa;�i�(wi) � eEa;�i�(vi)(3.6)

Nous avons, aussi bien pour w = wi que pour w = vi,

eEa;�i�(w) =
Z
B1

jrwj2dy +K1

Z
B1

�i
2�2 jp(w)j2dy � 2K2

Z
B1

�i
2�2 fHz � wdy

�K2

Z
B1

�i
2�2r�w � w dy � 2K2

Z
B1

�i
2�2r�eu � wdy

o�u fHz(y) = Hz(a+ �i� y),eu(y) = u (X
 � X
B�i�

(a)
) (a + �i� y), (Le support de eu est inclus dans


�a
�i�

)

��eu = �4� div ( eu ) dans D0(IR3),
et ��w = �4� div (wX

B1
) dans D0(IR3).

De plus

K1�i
2�2

Z
B1

jp(w)j2dy ���!
�i!0

0

2K2

Z
B1

�i
2�2 fHz � w dy ���!

�i!0
0

K2

Z
B1

�i
2�2r�w � wdy � d1�i

2 ���!
�i!0

0

2K2

Z
B1

�i
2�2r�eu � wdy � d2�i

3=2 ���!
�i!0

0

Les deux derni�eres in�egalit�es sont obtenues �a l'aide du th�eor�eme des
potentiels crois�es 2.2.
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D'autre part :

Z
B1

jrwj2dy =
Z
B1

jr(ev + wi � w0)j2dy

=
Z
B1=2

jrevj2dy + Z
B1=2

jr(wi � w0)j2dy

+2
Z
B1=2

rev � r(wi � w0)dy +
Z
B1nB1=2

jrwij2dy

L'in�egalit�e 3.6 entrâ�ne alorsZ
B1=2

jrwij2dy + fi �
Z
B1=2

jrevj2dy + gi

o�u fi et gi sont des termes qui tendent vers 0 lorsque �i ! 0, grâce �a la
convergence forte de wi vers w0 dans H1(B1=2; S

2).
Toujours pour la même raison, nous avons donc :Z

B1=2

jrw0j2dy �
Z
B1=2

jrevj2dy
Z
B1=2

4jrw0j2(2y)dy �
Z
B1=2

4jrvj2(2y)dy

donc, comme w0 est radiale :Z
B1

jrw0j2(x)dx �
Z
B1

jrvj2(x)dx



Chapitre 4

Th�eor�eme des singularit�es

4.1 Propri�et�es de la mesure de Hausdor�

� D�e�nissons pour E � IR3 et s � 0 la fonction

's(E) = inf
I �ni

fX
i2I

ri
s = E � [

i2I

Bri(xi)g

D'apr�es Federer [Fed69, 2.10.2, p 171],

's(E) = 0() Hs(E) = 0

Nous utiliserons aussi le r�esultat de densit�e suivant [Fed69, 2.10.19(2),
p 181] :

si 's(E) > 0,

lim sup
��!0

��s 's(E \B�(x)) � d1 > 0 pour 's presque tout x 2 E(4.1)

o�u d1 est une constante.

Lemme 4.1 Soit u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante, a 2 
,

0 < � < 1 et �i 2 ]0;
1

2
] une suite telle que �i �! 0.

Soit fwig � H1(B1; S
2) , la suite de fonctions d�e�nies par

wi(y) = u(a+ � �i y).
Supposons que cette suite converge faiblement dans H1(B1) vers une

limite w0.

Soit S�i, l'ensemble singulier de wi pour i 2 IN� et eS0 l'ensemble d�e�ni
dans la d�emonstration du th�eor�eme 3.1 (3.5).

Alors nous avons pour tout s � 0 :

's( eS0 \B1=2) � lim sup
i�!1

's(S�i \B1=2)
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D�emonstration :

� Soit " > 0 et fBri(xi)g un recouvrement de eS0 \B1=2 par des boules
satisfaisant X

i

ri
s � 's( eS0 \B1=2) + "

� L'ensemble K = B1=2nSiBri(xi) est compact dans B1=2n eS0. Donc,
par le th�eor�eme 3.1 (vii), il existe un j assez grand pour lequel la fonction
wj est continue sur K .

� Donc S�j \B1=2 �
[
i

Bri(xi) pour j grand.

En particulier

's(S�j \ B1=2) �
X
i

ri
s � 's( eS0 \B1=2) + "

pour j grand.

Ainsi, nous avons e�ectivement

's( eS0 \B1=2) � lim sup
i�!1

's(S�i \B1=2)

4.2 Th�eor�eme des singularit�es

Th�eor�eme 4.1 Soit u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante et soit S
l'ensemble de ses points singuliers.

Alors S est un ensemble discret.

D�emonstration :

� Soit u 2 H1(
; S2) une fonction eE
-minimisante, 0 < � � 1 et S
l'ensemble des points singuliers de u.

� Nous d�emontrons, d'abord, que la dimension de Hausdor� de S est
nulle.

� Soit 0 < s < 1 tel que 's(S) > 0 (s'il n'en existe pas, nous avons
H0(S) = 0 donc dim(S) = 0).

� Grâce �a 4.1, nous pouvons choisir p0 2 S tel que

lim
�i�!0

�i
�s 's(S \B�i

2
(p0)) > 0(4.2)

pour une suite �i �! 0 choisie.
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Soit �i 2]0; 12] la sous-suite choisie comme dans le th�eor�eme 3.1, avec
p0 �a la place de a et soit wi 2 H1(B1; S

2) la suite de fonction d�e�nies par
wi(t) = u(p0 + � �i t). Cette suite wi converge faiblement dans H1(B1; S

2)
et fortement dans H1(B1=2; S

2) vers une fonction harmonique w0, telle que
@w0

@r
= 0 presque partout.

� Si nous notons S�i l'ensemble singulier de wi dans B1, nous avons

S�i \ B 1
2
= fx� p0

�i�
= x 2 S \B�i�

2
(p0)g

's(S�i \ B 1
2
) = �i

�s ��s 's(S \B�i�
2
(p0))

et donc 4.2 implique lim
�i�!0

's(S�i \ B 1
2
) > 0

� Par le lemme 4.1 nous avons 's( eS0 \B 1
2
) > 0

Comme
@w0

@r
= 0 presque partout, nous avons � eS0 � eS0 pour tout

� � 0.

Comme nous avons suppos�e 0 < s < 1 et que 's( eS0 \ B 1
2
) > 0, il

existe x1 2 eS0 \ B 1
2
nf0g. Mais dans ce cas, 8� 2 [0; 1], �x1 2 eS0 et donc

H1( eS0) = 0 est contredit.

Donc s = 0 et ainsi dim(S) = 0. Nous avons aussi d�emontr�e que eS0 =
f 0 g.

� Supposons qu'il y ait une suite pi 2 S telle que pi �! p0 2 
.

Soit si =
pi � p0
jpi � p0j 2 S2.

En extrayant une sous-suite de si, nous pouvons supposer que si �!
s0 2 S2.

Soit �i =
4 jpi � p0j

�
et wi(t) = u(p0 + � �i t) d�e�nie comme pr�ec�edem-

ment. La fonction wi pr�esente une singularit�e en
si
4
.

Mais eS0 = f0g, ainsi, d'apr�es le th�eor�eme 3.1 (vii), wi est continue sur
les compacts de B1=2n eS0. Ce qui exclue la pr�esence d'une singularit�e de wi

en
si
4
2 �B1=4.

Donc S est discret.
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mâ�trise sous la direction de P. G. Ciarlet et J.-L. Lyons. Masson,
Paris, 1988.

[CGO76] P. Concus, G. H. Golub, and D. P. O'Leary. A generalised
conjugate gradient method for the numerical solution of elliptic



176 BIBLIOGRAPHIE

partial di�erential equations. In J. R. Bunch and D. J. Rose,
editors, Sparse Matrix Computations, pages 309{332. Academic
press, New-York, 1976.

[FM84] V. Faber and T. Manteuffel. Necessary and su�cient con-
ditions for the existence of a conjugate gradient methods. SIAM
J. Numer. Anal., 21, 352{362, 1984.

[GO89] G. H.Golub and D. P.O'Leary. Some history of the conjugate
gradient and lanczos algorithms: 1948-1976. SIAM Review, 31,
50{102, 1989.

[HS52] M. R. Hestenes and E. Stieffel. Methods of conjugate gradi-
ents for solving linear systems. J. Res. Nat. Bur. Standards, 49,
409{435, 1952.

[Jol82] P. Joly. R�esolution de syst�emes lin�eaires non sym�etriques par
des m�ethodes de gradient conjugu�e. Publications du Laboratoire
d'analyse num�erique 82045, Universit�e P. et M. Curie, 1982.

[Jol84] P. Joly. M�ethodes de gradient conjugu�e. Publications du La-
boratoire d'analyse num�erique 84016, Universit�e P. et M. Curie,
1984.

[Jol88a] P. Joly. Analyse num�erique matricielle avanc�ee. Publications
du Laboratoire d'analyse num�erique A 89001, Universit�e P. et M.
Curie, 1988.

[Jol88b] P. Joly. M�ethodes de gradient conjugu�e ( 2 polycopi�es). Publi-
cations du laboratoire d'analyse num�erique, Universit�e P. et M.
Curie, 1988.

[Jol88c] P. Joly. M�ethodes de gradient conjugu�e pour r�esoudre des sys-
t�emes lin�eaires non sym�etriques. Document MODULEF 102, IN-
RIA, 1988.

[LS93] F. G. Lou and A. Sameh. An expansion method for solving
saddle{point problems. Preprint, University of Minnesota, 1993.

[PS75] C. C. Paige and M. A. Saunders. Solution of sparse inde�nite
systems of linear equations. SIAM J. Numer. Anal., 12, 617{629,
1975.

[SS86] Y. Saad and M.H. Schultz. Gmres : A generalized mini-
mal residual algorithm for solving nonsymmetric linear systems.
SIAM J. Sci. Stat. Comput., 7, 856{869, 1986.



BIBLIOGRAPHIE 177

[Sau89] M. A. Saunders. Routines symmlq. Technical Report CA
94305-4022, Stanford, 1989.

[Son89] P. Sonneveld. Cgs, a fast lanczos-type solver for nonsymmetric
linear systems. SIAM J. Sci. Stat. Comput., 10, 36{52, 1989.

[TL87] R. Theodor et T. Lascaux. Analyse num�erique matricielle
appliqu�ee �a l'art de l'ing�enieur. Masson, Paris, 1987.

[Vdv92] H. A. Van Der Vorst. Bi-cgstab : A fast and smoothly con-
verging variant of bi-cg for the solution of nonsymmetric linear
systems. SIAM J. Sci. Stat. Comput., 13, 631{644, 1992.

Singularit�es

[BG80] H. J. Borchers and W. J. Garber. Analycity of solutions of
the O(N) non-linear �-model. Comm. Math. Phys., 71:299{309,
1980.

[BCL86] H. Brezis, J. M. Coron and E. H. Lieb. Harmonic maps with
defects. Comm. Math. Phys., 107:649{705, 1986.

[DL84] R. Dautray et J. L. Lions. Analyse Math�ematique et Calcul
Num�erique pour les Sciences et Techniques, tome 1. Collection
Commissariat �a l'Energie Atomique, Masson, Paris, 1984.

[DL85] R. Dautray et J. L. Lions. Analyse Math�ematique et Calcul
Num�erique pour les Sciences et Techniques, tome 2. Collection
Commissariat �a l'Energie Atomique, Masson, Paris, 1985.

[ES64] J. Eells and J. H. Sampson. Harmonic mappings of Rieman-
nian manifolds. Amer. J. Math., 86:109{160, 1964.

[Fed69] H. Federer. Geometric Mesure Theory. Die Grundlehren
der matematischen Wissenschaften in Eingeldarstellungen, Band
153, Springer Verlag, Berlin and New-York, 1969.

[FK90] D. R. Fredkin and T. R. K�hler. Hybrid method for com-
puting demagnetizing �elds. IEEE Trans. Magn., Vol 26, No 2,
1990.

[GG82] M. Giaquinta and E. Giusti. On regularity of the minima of
variationnal integrals. Acta Math., 148:31{40, 1982.

[GG84] M. Giaquinta and E. Giusti. The singular set of the minima
of certain quadratic functionnals. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa
(IV), XI, 1:45{55, 1984.



[GT83] D. Gilbarg and N. S. Trudinger. Elliptic partial di�erential
equations of seond order, second edition. Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, Tokyo, 1983.

[HKW70] S. Hildeberandt, H. Kaul and K. O.Widman. An existence
theorem for harmonic mappings of Riemannian manifolds. Acta
Math., 138:550{569, 1970.

[HW77] S. Hildeberandt and K. O. Widman. On the H�older conti-
nuity of weak solutions of quasilinear elliptic systems of second
order. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (IV), 4:145{178, 1977.

[LU68] O. A. Lady�zenskaja and N. N. Ural'Ceva. Equations aux
d�eriv�ees partielles du type elliptique. Monographies universitaires
de math�ematiques, directeur H. Hierche, Dunod, Paris, 1968.

[Mor48] C. B. Morrey. The problem of Plateau on a Riemannian man-
ifold. Ann. of Math., 49:807{851, 1948.

[Mor66] C. B. Morrey. Multiple integrals in the calculus of variations.
Die Grundlehren der matematischen Wissenschaften in Eingel-
darstellungen, Band 130, Springer Verlag, Berlin and New-York,
1966.

[SU82] R. Sch�n and K.Uhlenbeck. A regularity theory for harmonic
maps. J. Di�. Geom., 17:307{335, 1982.

[SU83] R. Sch�n and K. Uhlenbeck. Boundary regularity and the
Dirichlet problem for harmonic maps. J. Di�. Geom., 18:253{
268, 1983.

[Sch61] L. Schwartz. M�ethodes Math�ematiques pour les Sciences
Physiques. Hermann, Paris, 1961.



R�esum�e

Dans cette th�ese, nous �etudions deux probl�emes math�ematiques concernant

les �equations du micromagn�etisme.

Ces �equations r�egissent la con�guration de la magn�etisation dans les mat�eri-

aux ferromagn�etiques qui entrent dans la fabrication des têtes d'enregistrement

magn�etique et des m�emoires �a lignes de Bloch.

Dans la premi�ere partie, nous d�ecrivons les propri�et�es physiques de ces mat�eri-

aux et nous donnons une description sommaire de deux codes de simulation

num�erique qui ont �et�e d�evelopp�es au LETI-CEA.

Une con�guration d'aimantation est un minimum d'une �energie compos�ee de

quatre termes : les �energies d'�echange, d'anisotropie, d�emagn�etisante et de Zee-

mann. De plus, l'aimantation est de norme constante. Il s'agit d'un probl�eme de

minimisation d'une fonctionnelle, sous contrainte non lin�eaire. Le terme d'�energie

d�emagn�etisante est non local, ce qui introduit des di�cult�es tant du point de vue

th�eorique que num�erique.

La deuxi�eme partie est consacr�ee �a la pr�esentation des m�ethodes que nous

avons d�evelopp�ees pour r�esoudre les syst�emes lin�eaires qui apparaissent dans les

codes de simulation. Nous avons utilis�e une m�ethode de type gradient conjugu�e

pr�econditionn�e et une m�ethode d'expansion coupl�ee �a la premi�ere m�ethode.

Dans la troisi�eme partie, nous d�emontrons que les singularit�es d'une con�gu-

ration d'aimantation sont en nombre �ni �a l'int�erieur du mat�eriau. Nous utilisons,

pour cela, la th�eorie introduite par Sch�n et Uhlenbeck pour les fonctions min-

imisant l'�energie de Dirichlet sur la sph�ere unit�e. Nous avons du adapter cette

th�eorie �a l'�energie du micromagn�etisme. Il a fallu, en particulier, tenir compte

du caract�ere non local de l'�energie d�emagn�etisante.

Mots cl�es

micromagn�etisme

mat�eriaux ferromagn�etiques

m�emoires �a lignes de Bloch

têtes magn�etiques

syst�emes lin�eaires

gradient conjugu�e

singularit�es d'une fonction minimisante

minimisation sous contrainte non lin�eaire


