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Chapitre 1

Introduction



"ORIGINE de ce travail est ’étude d'un probleme industriel sur la mise en forme des
L thermoplastiques par injection. Il s’agit de la simulation numérique du procédé de rem-
plissage/compactage de 'empreinte d’'un moule par un polymere fondu. Les objets, obte-
nus apres refroidissement, sont du type “coques minces” (pare-chocs et tableaux de bord
dans l'automobile par exemple). Il s’agit d"un procédé trés complexe a simuler, basé sur la
modélisation de I’écoulement de fluides visqueux compressibles couplé a une thermique
du moule qui régule le phénomene. Les effets mécaniques des contraintes thermoélastiques
interviennent dans la partie finale lors du refroidissement de la piece fabriquée. De nom-
breuses études et des codes de simulation numérique ont été réalisés dans ce domaine (cf
[90] pour une revue). L'un d’entre eux, le logiciel CLIP, a récemment été écrit dans le cadre
d’un vaste projet regroupant industriels et universitaires. Le point de départ de mon travail
est la these d’I. Maillot (1993) réalisée dans le cadre de ce projet CLIP. Ayant participé a la
mise au point du logiciel a I'occasion de deux stages dans la société Cisi Ingénierie, c’est na-
turellement que j’ai été intéressé par I'étude mathématique et numérique de certaines ques-
tions soulevées par la simulation numérique de ce phénomene.

Nous nous sommes concentrés sur la partie remplissage du moule avec une thermique
supposée connue et sur la détermination de la position du front du polymere. C’est une
question treés importante pour la simulation numérique. Le travail présenté dans cette these
comprend donc deux parties:

— l'étude mathématique et numérique de 1'équation en pression qui régit I’écoulement
du polymere fondu. A partir de cet exemple nous avons mis en évidence et étudié une
famille nouvelle d’équations a double non linéarité.

— la détermination de l'interface polymere-air par des méthodes de suivi de lignes de
niveau. Ceci apporte une amélioration notable par rapport aux schémas mis en place
dans [90].

L’essentiel de notre étude porte sur les équations découplées: calcul de pression a domaine
donné (interface connue), détermination de l'interface a champ de pression connu.

Présentons maintenant plus en détail le contenu de la thése. Pour situer le probléeme, don-
nons tout d’abord rapidement les trois phases du procédé de moulage d'une piéce thermo-
plastique. La partie amont du procédé (préparation du polymere pour l'injection), ainsi que
la partie en aval (compactage, refroidissement et éjection de la piece ... ) sont parfaitement
décrites dans [3]. Nous nous intéressons plus particulierement a la phase de remplissage :
la frontiere de I'empreinte comporte une partie par laquelle on injecte le polymere fondu a
une température et un débit donnés. L'air qui occupait initialement I'empreinte du moule
s’échappe de 'empreinte par des évents situés en fond de moule. Au cours de I'écoulement,
le polymere occupe une partie du moule, et cette partie augmente jusqu’a I'obstruction des
évents. Notre probleme s’arréte & ce moment précis.

Le modele développé par I. Maillot, s’inscrit dans le cadre d’un écoulement visqueux
(quasi-newtonien) et compressible, a l'intérieur d’'un domaine tridimensionnel a géométrie
coque. Dans ce cadre, I'équation en pression occupe une place privilégiée, car la vitesse du
fluide s’exprime proportionnellement au gradient de pression.



Menant une analyse mathématique de cette équation, nous avons extrait une formulation
équivalente ol apparait une équation a double non linéarité, c’est a dire de la forme

dB(u)
dt

ol A et B sont des opérateurs non linéaires sur des espaces de Banach. Ce type d’équation
intervient aussi lors de 1'étude d’autres phénomenes physiques parmi lesquels figurent les
changements de phase [24], les écoulements en milieu poreux [7][113], la répartition des
charges dans les semi-conducteurs [63][5].

Nous avons donc consacré une partie importante de notre travail a développer des ou-
tils pour 1’analyse mathématique des problemes aux limites associés a de telles équations. Il
s’agit principalement de l'introduction d"une classe d’opérateurs .A pour laquelle I'existence
d’une solution a 1’équation (1), munie d"une condition initiale, est assurée. Ce faisant nous
avons mis au point un lemme de compacité adapté aux équations a double non linéarité,
dans 1’esprit des résultats de J. Simon [120]. Notre approche du probleme puise son origi-
nalité dans le fait que nous considérons I'équation (1) comme une équation intermédiaire
entre le cas elliptique et parabolique, pour laquelle nous définissons une pseudo-monotonie
intermédiaire adaptée. Nos résultats dans ce domaine étendent par certains aspects les résul-
tats de H.W. Alt et S. Luckhaus [6] et de A. Bermtdez, ]. Durany, C. Saguez [24]. Nous avons
aussi étudié 1'unicité des solutions de (1) en nous restreignant toutefois a un cas particulier,
et en faisant une hypothese de régularité supplémentaire.

+A(u) = f 1)

Revenant au probleme d’injection, nous avons ensuite considéré une autre difficulté
commune aux phénomenes cités ci-dessus, qui réside dans la localisation précise et robuste
de l'interface entre, dans notre cas, le polymere fondu et Iair initialement dans I'empreinte.
Cette localisation est cruciale car les deux fluides en présence ont des comportements ra-
dicalement différents, ce qui se traduit par une forte discontinuité de certains coefficients
physiques a l'interface; le calcul numérique y est alors délicat.

Nous avons proposé une méthode par ligne de niveau, c’est a dire que l'interface est dé-
crite comme la ligne de niveau zéro d'une inconnue auxiliaire, 1/, que nous devons calculer.
Cette approche avait été introduite par J. Sethian [100][118] dans le cas d’'un mouvement par
courbure moyenne. Nous avons montré que dans notre cas, ¢ vérifiait une équation de trans-
port linéaire, lorsque le champ de vitesse est donné (dans notre modele celui-ci se calcule a
partir de la pression).

Nous avons obtenu I’existence d"une solution a cette équation de transport linéaire avec
conditions aux limites, dans le cas d"un champ de vitesse a divergence non nulle (les fluides
sont compressibles), de signe quelconque, avec peu de régularité. Nous utilisons, comme
dans [107], la méthode des caractéristiques. Nos hypotheses sur le champ de vitesse sont
moins restrictives que celles de C. Bardos [19] ou C. Bardos, A. Leroux et J.C. Nedelec [20];
elles sont plus fortes que celles (minimales) de R. DiPerna et P.L. Lions [88], obtenues pour
un champ de vitesse tangent a la frontiere du domaine, donc sans condition aux limites.

L’aspect numérique de ce travail comporte deux parties. Nous avons d’abord essayé de
mettre au point des schémas numériques pour mener le calcul sur I’équation a double non-
linéarité. Si cette forme s’est bien prétée a 1'étude théorique, la mise en place de schémas
de type différences finis ou volumes finis s’est avérée tres délicate. Nous donnons quelques
schémas qui ont donné des résultats corrects. Mais ceci nous a incité a effectuer le calcul
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directement sur 1'équation en pression. Nous avons ensuite mis au point une méthode nu-
mérique pour le calcul de l'interface polymere/air, en résolvant par éléments finis / vo-
lumes finis 1’équation en pression et I’équation de transport du front. Notre méthode pré-
sente I'avantage d’une mise en oeuvre relativement aisée, puisque le cotit supplémentaire
qu’elle induit est le calcul d'un transport linéaire sur les cellules du maillage volumes finis.
Elle est robuste au sens qu’elle permet de gérer le recollement de deux fronts en aval d'un
obstacle et la formation de bulles d’air, sans complication supplémentaire. D’autre part,
contrairement a la méthode classique qui consiste a définir un taux de présence pour les cel-
lules du front, nous disposons d'une information précieuse sur l'orientation du front dans
la cellule.

Les simulations numériques que nous présentons mettent en évidence la capacité de cette
méthode a procurer une localisation de l'interface méme lorsque celle-ci n’est pas connexe,
apres avoir vérifié sa validité sur un cas test.

Ce travail ouvre différentes directions de recherche. La premiere dans le sens des équa-
tions a double non linéarité pour lesquelles le cas d"un opérateur dépendant du temps dans
la partie parabolique, reste a étudier (cf. toutefois les travaux de V.M. Hokkanen [70][71]).

Le couplage de 1’équation (1) avec 1’équation de transport du front permettrait de clore
I’analyse du modele. Cela demande d’obtenir des résultats de régularité sur la solution
de I'équation en pression. Des résultats dans ce sens existent dans certains cas particuliers
[144][114][73].

Enfin l'existence d"une solution a 1’équation de transport (avec conditions aux limites)
sous des hypotheses de régularité plus faibles sur le champ de vitesse est a étudier.
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Chapitre 2

Modele mathématique
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2.1 Introduction

2.1 Introduction

ANS cette partie nous nous proposons d’établir un modele mathématique pour l'écoule-

ment tri-dimensionel du fluide dans I'empreinte du moule. En cela nous avons utilisé

de maniere essentielle la présentation de la dynamique des fluides de [95]. Dans cette pré-

sentation, on essaie de réduire au plus l'intervention parfois involontaire de concepts du

langage courant, comme le volume élémentaire, afin de leur donner un sens mathématique. Si

la description qui en découle est par certains aspects trop simpliste, elle a au moins 'avan-
tage de poser le cadre de notre modélisation précisément.

Comme toujours en mécanique des fluides, nous commencons par poser les lois de la
dynamique des milieux continus, pour ensuite nous restreindre au cas des milieux continus
fluides. Nous avons utilisé la définition des fluides de G. Duvaut [48]. Puis pour particula-
riser le type de fluide qui nous intéresse, nous faisons intervenir les lois de comportement.
Enfin la géométrie des domaines ot1 les fluides s’écoulent conduit a d’autres simplifications,
suivant le travail de I. Maillot.

2.2 Dynamique des fluides

2.2.1 Le milieu continu et son mouvement

Avant de décrire le mouvement d"un milieu continu, il est indispensable de définir ce que
’'on entend par milieu continu et mouvement, du point de vue mathématique. Intuitivement,
lorsqu’on cherche a définir le mouvement d’un fluide par exemple, on commence par en
distinguer une partie, un volume élémentaire, initialement a la position «, et qui au cours du
temps se déplace pour se trouver en z = z(a, t) au temps ¢. Cependant la notion de volume
élémentaire n’est pas définie mathématiquement. Aussi nous définissons un milieu continu
et son mouvement comme suit:

Définition 2.1 Un mouvement d’un milieu continu est la donnée d’un ouvert borné Q, de R>
et d’une transformation H, définie sur Q, a valeurs dans R?3.

Nous allons maintenant énoncer un certain nombre de postulats que doit vérifier H; pour
représenter un mouvement physiquement acceptable :

Postulat I H; est défini sur Q durant un intervalle de temps 77, T5[ tel que T} < 0 < Ty.

Le suivant postulat traduit le fait que deux particules du milieu initialement distinctes ne
peuvent pas se confondre ultérieurement en une seule particule:

Postulat I H; est inversible sur son image H{2.

Il est important de noter qu’au contraire H; n’est pas forcément inversible sur H;Qq ([95],
page 6). Par exemple, lorsqu'un fluide s’écoule autour d’un obstacle, deux fronts se ren-
contrent en aval de 1'obstacle. Il y a alors une frontiere invisible sur laquelle H; n’est pas
inversible. Le postulat suivant est une condition de régularité du mouvement, qui implique
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de facto qu’il n’y a pas d’évaporation ni de formation de goutte (cas d'un fluide), et que notre
milieu continu ne peut pas étre coupé ou cassé :

Postulat III Lapplication (a,t) — z(a,t) = Hia est continue par rapport a (a,t) sur son
domaine de définition, et d’inverse continu.

Les conséquences de ce dernier postulat sont que le milieu occupe une partie bornée et ou-

verte de I'espace pour tout temps (£ gy +€Q0), et que sa frontiere est toujours constituée
des mémes particules qu’a l'instant initial :

8975 — HtGQO.

Le postulat III n’est pas suffisant en pratique pour assurer une régularité suffisante a I'écou-
lement. Nous supposerons en outre que:

Postulat IV La vitesse, définie par v = Zz(a,t) est continue par rapport a (a,t) sur le
domaine de z(a,t).

2.2.2 Description Eulerienne

Bien que plus intuitive, la description Lagrangienne est souvent moins pratique que l'ap-
proche Eulerienne qui considere les différentes grandeurs comme des fonctions de z et de ¢
plutdt que de a et t. Le passage de I'une a 'autre des formulations se fait par la relation :

= xz(a,t) = Hya.

Par exemple, si une grandeur a comme représentation Eulerienne f(z,t), sa représentation
Lagrangienne est ¢(a,t) = f(z(a,t),t), et sa dérivée particulaire est donnée par

Df d ( 0 )

—(z,t) = ~gla,l) = | - +V.V z,t).

et = Sgen) = (5 +v.9) fla)

Profitons en pour introduire la formule de Reynolds qui nous sera utile pour la suite.

Dans les équations de bilan qui vont suivre, on est souvent amené a dériver par rapport au
temps l'intégrale d'une grandeur sur un domaine matériel, au sens

Définition 2.2 On appelle domaine matériel tout ouvert Q; se déplacant a la vitesse du
milieu en représentation Eulerienne, c’est a dire image d'un ouvert w C Qg par H;.

Nous avons le

Théoréme 2.1
Soit 2, un domaine matériel et f € C*(Q;), alors

% Qtfdgc = /Qt (%—l—div(fv)) dz.

Pour pouvoir utiliser le théoreme de la divergence sur la formule précédente, il faut supposer
que la frontiere 0€2; est suffisamment réguliere. En particulier si cette frontiere est une union
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finie de surfaces élémentaires de I'espace représentables par des équations de la forme 23 =
f(z1, ), satisfaisant les propriétés de [95], page 10, nous avons

Corollaire 2.1

Soit ; un domaine matériel régulier et f € C*(Q,), alors
d of
— dz = —d .nd
I Qtf x o, Ot x4+ 89tfvn s,

ot n désigne la normale sortante a 0.

Remarque 2.1

Dans le corollaire précédent, il suffit de supposer que le domaine est lipschitzien et la fonction f
appartient & WH(Q) pour que le résultat soit vrai (cfF. Murat et ]. Simon, prépublication Paris VI
76015, 1976).

2.2.3 Conservation de la masse

Postulat V |l existe une fonction p(xz,t) définie sur la fermeture de tout domaine matériel
régulier Q, = H,(w), telle que

pdz =m(w) >0
Q¢
est invariant au cours du temps.
Par définition, cet invariant est appelé la masse du milieu continu et p sa masse volumique. En
appliquant la formule de Reynolds on établit I’équation locale de continuité :

Dp . 0p _
E—I—p divv = % +div(pv) =0,

valable sur tout domaine otl1 p est continue.

2.24 Conservation de la quantité de mouvement

Postulat VI Il existe un champ de vecteurs g et un tenseur symétrique o définis sur la fer-
meture de tout domaine matériel régulier €2;, tels que

4 pvdw:/ pgdx—l—/ o X nds, (2.1)
dt Jo, Q Glo

ou n désigne la normale sortante a 0f2;.
2.2.5 Définition d’un fluide

Nous posons la définition suivante d"un fluide (voir [48] pour plus de précisions).
Définition 2.3 On appelle fluide un milieu continu dont le tenseur o s’écrit

o= —p(z,t)l+ o,
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ou I désigne le tenseur identité, et ou o, ne dépend que du tenseur des vitesses de défor-
mations

e={[vv]+ vV},

est isotrope, et nul au repos. Le champ p est appelé champ de pression, le tenseur o, est le
tenseur visqueux.

Le dernier postulat mécanique que nous faisons concerne la famille de fluides que nous
considérons. Indiquons tout d’abord qu’un fluide est dit newtonien si la relation entre ¢, et &
est linéaire. On définit alors la viscosité dynamique du fluide comme le scalaire 7 tel que

o, = 2771
ot1 le tenseur symétrique et de trace nulle 7 est donné par
1
y=£- g(divv) L.

Postulat VII Les fluides étudiés sont des fluides quasi-newtoniens, c’est a dire que leur
tenseur visqueux s’exprime toujours linéairement en fonction de 7, mais la viscosité dépend
cette fois de la température, de la pression, et du taux de cisaillement généralisé :

Oy = 277(77 T7 p)17
¥ =203 % ).
Remarque 2.2
Les lois donnant la viscosité des fluides en fonction de la pression constituent une partie de la rhéo-
logie. Dans sa these, I. Maillot [90] rappelle quelques lois usuelles : lorsque la température est suffi-

samment élevée, et pour un taux de cisaillement suffisamment grand, la viscosité est bien représentée
par

hd Ta 2 n—
n(7, T, p) = Aexp (7) 7 exp(Bp), 0<n<l. (2.2)

Dans cette formule, le coefficient 3 varie selon le type de thermo-plastique entre 2, 3.10~% et 6.10~5Pa~!.

La température d’activation T, s'écrit sous la forme Zs ou R désigne la constante des gaz parfaits et

E, 'énergie d’activation, qui selon le type de polymere utilisé varie entre 3.10* et 13.10%J /mole.
Enfin le coefficient A est de I'ordre de 10 a 10*Pl(Poiseuilles = Pa.s); pour les polyamides, par
exemple, il vaut 6.4.10°Pa.s.

Les problemes de transition vitreuse seront bannis de I'analyse qui va suivre aussi ne nous attar-
derons nous pas sur les modifications a apporter a cette loi pour des températures trop basses. Par
contre, pour un taux de cisaillement tendant vers zéro, la viscosité donnée ci-dessus devient infinie
alors que l'expérience montre qu’elle atteint un palier. La loi de Cross/Arrhenius s’écrit pour une
température suffisante :

77(77 T, p) = ™ (Z} p-_) 1—n (23)
1+ (NO(TfM)
no(T,p) = Bexp (?) exp(fp). (2.4)

Dans cette formule, T représente un cisaillement, et les constantes B et T sont reliées a A et T, par
A= B ()t et T,=nTp.
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2.3 Thermodynamique

2.3.1 Variables et équations d’état

La thermodynamique essaie de rendre compte d"un nombre important de propriétés en
un petit nombre de variables, appelées variables d’état. Comme exemple de ces variables
nous avons la pression p, la température 7', la densité p, 'entropie massique s, I’énergie
interne e, ’enthalpie massique /. Une équation d’état est une relation entre plusieurs de ces
variables. On suppose que le fluide est localement en temps a ’équilibre thermodynamique,
ce qui a pour conséquence :

Postulat VIII Létat thermodynamique du systeme est totalement déterminé par deux va-
riables indépendantes parmi I'ensemble des variables d’état. Nous choisissons la pression
p et la température T'.

Sous ce postulat, la masse volumique est donc donnée par une équation d’état:

p=rppT). (2.5)

Si cette loi est dérivable, la différentielle de p s’exprime en fonction des différentielles de p et
T,

dp = pxrdp — px,dT,

1/0
XT = — (8—'0) >0, est le coefficient de compressibilité isotherme,
p P/T

170
Xp = —— 9p >0, est le coefficient de dilatation isobare.
b oT
P P

2.3.2 Premier principe et équation d’énergie

Le premier principe de la thermodynamique postule 'existence, pour tout systeme ther-
modynamique, d"une variable d’état appelée énergie interne massique e, telle que pour chaque
transformation menant le systéeme d’un état d’équilibre a un autre, la différence entre la va-
riation d’énergie interne et le travail fourni par les forces extérieures est apportée au sys-
téme sous forme de chaleur. Lorsque le systeme est en mouvement, I’énergie cinétique vient
s’ajouter a I’énergie interne et nous avons

Postulat IX Pour un fluide en équilibre thermodynamique local, il existe une variable d’'état
e, telle que

D 1

— —V2—|—€ dz = pf-vde + o xnlvds — q - nds,
p

Dt Ja, \2 Qs a0 o8

pour tout domaine fluide €2; de frontiere réguliere. La quantité de chaleur q est reliée a la
température par la loi de Fourier:
q=—-rVT,

ou la conductivité thermique « peut étre fonction de la température.
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En utilisant la forme du tenseur des contraintes o, et les équations de dynamique déja
introduites, on obtient une forme locale de I'équation d’énergie, valable sur tout domaine
fluide ot les grandeurs considérées sont continues (il y a dans le cas général des conditions
de saut aux interfaces que nous omettons ici). Voici cette forme:

D .

pD—j = —pdivv + 7772 +div(kVT). (2.6)
Remarque 2.3

Le terme 17" représente I'énergie dissipée par auto-échauffement visqueux.

2.3.3 Equation d’énergie en fonction de la température

Nous n’utiliserons pas ici I'enthalpie, puisque celle-ci devient intéressante par rapport
a la température lors de la modélisation des changements de structure, comme la cristal-
lisation, que nous ne considérons pas. Un calcul simple montre que 1’équation d’énergie
s’exprime en fonction de la température et de la pression par [90]
DT Dp -2 .
cp—— = XpI'— div(kVT). 2.7
Per Ty = el pr 17 +div(sVT) (2.7)
Dans cette équation, le terme en % représente I'échauffement par compression, le terme W
I’échauffement visqueux alors que le dernier rend compte de la diffusion de chaleur.

2.3.4 Cas d’'un écoulement comportant deux fluides

Dans notre phénomene physique, 1’écoulement d’un premier fluide dans un milieu ini-
tialement occupé par un second, nous devons introduire une notation pour distinguer les
grandeurs propres a chaque milieu.

On indice par 1 les grandeurs relatives au fluide entrant (par exemple polymere),
et par 2 celles relatives au fluide chassé (air).

Lorsque que nous désignons indifféremment 1'un ou 1’autre, nous indi¢ons la grandeur par
la lettre <. Voyons tout de suite ceci sur les coefficients de compressibilité.

2.3.5 Coefficients thermodynamiques

Le polymere et I’air sont deux fluides qui ne sont pas des gaz parfaits. Pour un gaz par-
fait, la compressibilité s’exprime en fonction de la pression par

Xap (p) = 1

p
Comme les fluides que nous considérons sont a priori moins compressibles qu'un gaz parfait
(qui représente un modele de fluide sans interaction entre particules), nous avons posé:

Postulat X Le coefficient de compressibilité des fluides en présence (polymeére, air), s'ex-
prime en fonction de la pression par

Xi(p) =

{p% pour p > 1,

& pourp < 1.
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0 2 4 6 8 10

F1G. 2.1 — Fonction ;.

oua; >0,1< p; < 4o, 0 < ¢; < 1, dépendent du milieu (le gaz parfait correspond a
a; = p; = ¢; = 1)(voir figure (2.1).

Sous cette hypothese, la fonction 3; qui sera introduite en (2.25) s’exprime par

exp |~ —ptm=r) pourp> 1,
=)

Qg

A; exp (l_qipl_qi) pour p < 1.

/\i:exp[—ai< ! + 11)] €10, 1[.

1—q¢ pi—

La condition ¢; < 1 n’est pas nécessaire pour définir 3, mais elle garantit que cette fonction
admet une limite finie en 0. En effet pour toutes les valeurs admissibles des coefficients «;,
ps, ¢;, la fonction §; est strictement croissante et vérifie

dim () =1, 28)
rligl_l_ ﬁz(r) =X\ 6]07 1[7 (29)
lir61+ Bi(r) = +oo. (2.10)

Nous avons tracé figure 2.2 'allure de la fonction §; pour p; = 2,¢; = 1 et quelques va-
leurs de «;. L'important pour notre étude est le caractere dégénéré de 3; pour de grandes
pressions.
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24 Géométrie du moule

Dans la modélisation de l'injection, les moules considérés auront une géométrie coque,
c’est a dire que leur épaisseur sera négligeable devant les deux autres dimensions. On peut
penser a des pieces plastiques de la vie courante pour vérifier le bien-fondé de cette restric-
tion: pare-chocs, clavier d’ordinateur, disquette, . .. sont autant d’exemples.

I. Maillot a effectué une analyse dimensionnelle des équations du modele ci-dessus, et a
montré que la géométrie particuliere de I'empreinte, la forte viscosité des thermo-plastiques
et les hautes pressions mises en jeu permettaient de négliger les effets de l'inertie et de la
gravité, réduisant I'équation de quantité de mouvement (2.1) a

div(e) = 0.

L’analyse dimensionnelle montre aussi que la pression peut étre prise constante dans 1’épais-
seur de I'empreinte, et que la vitesse (dans le plan horizontal) du fluide est proportionnelle
au gradient de pression. Nous résumons tout ceci dans le postulat suivant, qui rend compte
de I'hypothese de Hele-Shaw.

Postulat XI La pression est constante dans I'épaisseur de I'empreinte du moule et la vitesse
du fluide est proportionnelle au gradient de pression: il existe un coefficient S(z, ¢, p) tel que

v(z,t) = =S(z,t,p)Vp, (2.11)
en tout point = de I'empreinte et pour tout temps ¢.

Remarque 2.4
Notons que S dépend en fait de p par l'intermédiaire de n. D’autre part la notation S(x,t, p) signifie

que pour un couple (x,t), le coefficient de proportionnalité s’écrit S(z,t, p(x,t)), la dépendance de S
par rapport a p est locale.
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2.5 Restrictions pour notre étude

Finalement, a partir des équations de continuité et d’énergie, en utilisant la loi d’état donnant
p en fonction de p et T, on détermine I’équation en pression du modele, sur laquelle va porter
notre analyse mathématique:

0 .
X($7t7p)a_lt) - X(x,t,p)S(x,t,p) |Vp|2 - le(S($7t7p)Vp) = q)th7 (212)

ol ¢y, rend compte du couplage avec la thermique. Cette équation est valable sur tout do-
maine ot la pression est réguliere. Nous avons en plus des conditions de saut aux interfaces
entre plusieurs fluides, qui imposent la continuité de la pression p et de la vitesse —S(p) Vp.

2.5 Restrictions pour notre étude

Comme nous l’avons vu, la vitesse est proportionnelle au gradient de pression, et la pres-
sion est uniforme dans l'épaisseur. Nous avons donc décidé d’étudier I’équation en pression
en dimension deux, laissant de coté 1'équation d’énergie dont l'influence n’est considérée
que par l'intermédiaire du second membre @;,. Cette équation nous permet de calculer la
pression si on dispose des coefficients x et S dans chaque fluide, et si on sait comment se
déplace l'interface. On s’est déja donné les coefficients y. Les coefficients .S sont de la forme

5i

Silp) = n:(p)

On supposera plus généralement que ce sont des coefficients variant contintiment avec la
pression, et étant des fonctions bornées inférieurement et supérieurement sur RF. Il existe
deux constantes Smin et Smax telles que

Smin < Sz(r) < Smam Yr € R+- (214)

. (2.13)

En ce qui concerne le mouvement de l'interface, nous supposerons qu’elle se déplace a la
vitesse du fluide

0 0
Vily = =51 (P)a—i = —52(19)6% (2.15)

oll les dérivées normales sont prises respectivement de chaque coté de I'(¢).

Le modele que nous considérons pour notre étude mathématique est donc seulement
composé d'une équation en pression, et d'une loi de déplacement du front (qui prendra
une forme plus précise plus loin). Nous n’avons donc plus de température, ce qui semble le
comble pour un phénomene ot1 le refroidissement est si crucial. Nous avons deux arguments
pour justifier ce choix: le premier est que la dissipation thermique intervient en tant que
second membre dans I'équation en pression et n’a donc pas totalement disparu. Le second
est que notre travail a été axé sur le comportement mécanique du phénomene d’injection, et
en particulier la localisation de l'interface air/polymere. Nous avons donc privilégié 1’aspect
moteur des équations.

Enfin signalons que la porte n’est pas fermée pour un couplage de 1'équation d’énergie
en température avec les deux équations que nous étudions ici.

2.6 Conditions aux limites

Pour introduire les conditions aux limites, voici le schéma d"une empreinte de moule, ou
figurent les différentes portions de la frontiére.
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2.6.1 Conditions aux limites en entrée

Sur la frontiere d’entrée, I'., nous imposons un débit de polymere, ce qui se traduit par
une condition de Neumann sur la vitesse, et grace a I'hypothese (2.11),

—Sl(p)g—i =G, sur ' x]0, T7. (2.16)

En pratique, lors de l'injection du moulage des piéces plastiques, il est d'usage d’injecter
a débit imposé jusqu’a ce que la pression en entrée atteigne une valeur donnée, puis de
maintenir la pression en entrée a cette valeur. La condition ci-dessus est alors remplacée par
une condition de Dirichlet.

2.6.2 Conditions aux limites en sortie

En sortie, par contre, on suppose que la pression (de l'air) est prescrite par la taille des
évents (trous) situés en fond de moule. Nous écrivons donc

P = DPs, sur ['yx]0, TT. (2.17)

2.6.3 Conditions aux limites en paroi latérale

La vitesse est tangente aux parois latérales du moule, ce qui d’apres (2.11) induit

_S(p)g_i = 07 sur L' X]07 T[ (218)

2.7 Choix des variables du probléme mathématique

2.7.1 Premiére formulation

Nous étudions donc I’écoulement d’un fluide visqueux et compressible délimité par une
surface libre, a I'intérieur de 'empreinte d’un moule Q2. A ¢ = 0, le polymere occupe un
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ouvert borné connexe Q) C Q tel que 9Q) N 92 = T.. On cherche, pour chaque temps
t €]0,77,1a pression dans I'empreinte du moule, représentée par u : 2x]0, T R, et]’ouvert
Q,(t) occupé par le polymere, sachant que l'interface

It ¥ (00,) N0

évolue grace a la vitesse normale —5;(p) g—i, prise par rapport a la normale sortante a €2,(¢).

Nous avons donc deux inconnues, dont I'une est une application a valeurs dans P(£2), ce
qui n’est pas trés maniable. Aussi, suivant une méthode introduite par J. Sethian, nous allons
reformuler le probleme en ne considérant plus 1'ouvert €2,(¢) mais son équation. Commen-
¢ons par un lemme de géométrie différentielle.

2.7.2 Sur les ouverts définis par une inéquation

Nous regroupons ici des propriétés utiles pour des ouverts «x définis par une inéquation,
dans R?, de la forme ((x,t) > 0. Nous avons le résultat élémentaire suivant:

Proposition 2.1
Soit ¢ € CL(R"™Y) etw; = {& € R":((x,t) > 0}. En tout point x € duw; ou V{(z,t) ne
s’annule pas, la normale sortante a v (t) = Jw; est donnée par

v
() = ~ gy

et sa vitesse normale sortante par

V() = (e

2.7.3 Seconde formulation

Commencons par choisir une fonction continue 1 : 2 — R telle que
Q) = {x € Q:yo(x) > 0}.
Sil'ouvert ©,(t) admet la représentation
Qp(t) ={z € Q:((a,t) > 0},

avec ( : Qx]0, T[— R réguliere, alors voyons quelle équation doit vérifier ¢. Ecrivons donc
que la vitesse normale a l'interface, d’équation ((z,¢) = 0, est égale a —S5(¢, p)g—i, oll on a
posé

Sl(p) SIC > 07

S(.p) = {Sg(p) si¢ <0,

On voit que ¢ doit vérifier

G+ S S 1ve =0
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sur l'interface. Notons que d’apres la proposition ci-dessus, cette équation peut aussi s’écrire,
toujours sur l'interface,

G —S(C,p)Vp-V(=0.

Il parait donc naturel d’introduire la fonction # : 2x]0, T~ R solution de

Py — S, p)Vp-Vip =0 sur 2x]0, 7 (2.19)
v =g sur Q x {0}, (2.20)

et de définir I'(¢) par

r(t) € {2 € Q: (e, t) = 0}
Nous allons donc maintenant choisir comme inconnue le couple de fonctions (u, ¢).1l faudra
bien stir au cours de 'analyse justifier le fait que I'(¢) ne dépende pas du choix de v, bien
que la fonction 7 en dépende.

Enfin signalons que 'équation du front ainsi obtenue est une équation hyperbolique du
premier ordre. On sait grace aux travaux C. Bardos [19], [20] que I'on doit imposer une
condition de Dirichlet sur la frontiere d’entrée (celle ou v - n < 0) pour que le probleme soit
bien posé. On se donne donc une valeur au bord g définie sur [, x]0, 7], et on demande que
I'inconnue 1 vérifie en outre

=y sur ' x]0, T7. (2.21)

On suppose que

o

g>0 sur I, (2.22)

de sorte que la frontiere d’entrée soit toujours alimentée.

2.7.4 Notations

Comme nous 1'avons vu, la partie de I'ouvert Q2 (I'empreinte du moule) contenant du
polymere sera caractérisée a l'instant ¢ par (z,t) > 0. Lorsque les opérateurs que nous
considérons ont pour expression M (p) sur le domaine occupé par le polymere et M, (p) sur
la partie oi1 subsiste de 1’air, nous convenons de noter M (v, p) 'opérateur défini par

Ml(p) Sl¢ > 0,

M, p) = {Mg(p) si 4 < 0.

Ceci nous permet d’utiliser par la suite les expressions S(v, p), x (¢, p), (¢, p), - ..
En ce qui concerne les frontieres du domaine, nous convenons de noter

Se=Lex]0,T[, S =0sx]0,T[, S =Tex]0, 7 = [J T'@)x{t}.
te]o,T[
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2.8 Equations vérifiées par ces variables

2.8.1 Solutions classiques

Par définition une solution classique de notre probleme sera un couple (p, 1) de fonctions
régulieres sur 2x]0, T'[ vérifiant les équations en pression :
d .
xi(p );Z X1(2)S1(p) [Vpl* = div(Si(p)Vp) = [ sur {(2,1), ©(z,1) > 0}
(2.23)
d .
(P 5 = X2(p)S2(p) VRl = div(S2(p)Vp) = f sur {(2,1), ¥(x,1) < 0}
ot (2.24)

auxquelles sont adjointes des conditions aux limites et initiale. On remarque que ces équa-
tions se prétent mal a une analyse mathématique directe du fait de leur forme non standard :
un terme multipliant la dérivée en temps, et le terme faisant intervenir le carré du gradient de
pression. Ci-dessous nous proposons une transformation sur ces équations pour leur donner
une forme plus maniable, en introduisant les fonctions auxiliaires, pour « = 1, 2

Bi(r) = exp — /+Oo Xi(s)ds (2.25)

qui existent d’apres les hypotheses faites sur y; au paragraphe 2.3.5. Ceci permet d’écrire les
équations (2.23) et (2.24) sous la forme équivalente conservative,

dB:i(p :

D) v (39 5:0) V) = F:00),
sur chaque fluide. A cette équation s’ajoutent des conditions aux limites et de transmission,

et ’équation de transport sur v, si bien que notre formulation classique correspond au pro-
bleme suivant

Trouver un couple (p, ©) solution classique de
8%;])) — div(B1(p)S1(p)Vp) = fB1(p) sur {(z,t), ¥(z,t) > 0} (2.26)
8ﬂ;t(p) — div(B2(p)S2(p)Vp) = fB2(p)  sur {(z,t), ¥(z,t) <0} (2.27)
p=7p"  surQx {0} (2.28)
p=ps  suri (2.29)

dp
Si(p )8_71 =G, sur . (2.30)
S, p) - O sur Yja (2.31)

op op

Si(p) g =92 (p)a—n sur ¥ (2.32)
%—Qf — S, p)Vp-Vip =0 sur 2x]0, T (2.33)
Y=g surX (2.34)
Y=1py  surQx {0} (2.35)
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2.8.2 FEcriture du probléme sous forme variationnelle

Dans cette partie, on suppose pour simplifier que p, = 0, et on considéere une fonction
test telle que

VEW:{UED(QX[O,T[):uzosurEs}.

On note, pour simplifier les écritures intégrales, le domaine occupé par le polymere a 1'ins-
tant ¢,

Q) ={x €Q: Pz, t) > 0}. (2.36)

En multipliant (2.26) par v, en intégrant par parties sur

U (1) x {1}

te]o,T[

et en utilisant (2.28), (2.30), (2.31), nous obtenons

/ /Q —dxdt—|—/ / Bi(p I/VF dodt — /Oﬁl(po)y(o,x)dx
+/ / P)Vp- Vydacdt—/ /Feﬂl(p)Gevdadt
_/0 /F(t) ﬂl(P)&(P)%Vdadt:/oT/Qp(t) fhi(p)vdadt (2.37)

Un calcul identique (attention toutefois au sens de la normale extérieure au domaine, portée
par ['(¢)) vaut pour §2;(t), sur les équations correspondantes. En regroupant les formulations
sur chaque partie de €2, nous obtenons en utilisant (2.36), et les notations introduites en 2.7.4,
la formulation

[ [ =5 % 4 st ps e p)Vp - Vdrar

+// 51(6) - 5200 (V) — 80 52 ) v

= [ [ st s maracs / B ") (0,7) da
0 JQ Q
T
+ / By (p)Gov dodt. (2.38)
0 JIe

II est temps d’utiliser (2.33), (2.36) et la proposition 2.1 pour éliminer l'intégrale sur I'(¢). En

effet, s 5 vy
N _ " 9gr _ _ A S

donc pour une fonction 2> dont le gradient ne s’annule pas,

(2.33) <= VF S(v, p) sur ['(t).

D’autre part la condition de signe de g faite en (2.22) nous indique que / (p) coincide
avec (1, p) sur [e.
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On peut donc écrire une premiere formulation variationnelle pour p, connaissant % :

Trouver p, avec p = 0 sur I's, vérifiant pour toutv € W,

T
:/ /ﬁ(¢7p)f($7t)l/d$dt‘|‘/ ﬁ(¢07p0)l/(07$)d$+/ / ﬁ(¢7p)GeVdUdt. (239)
0 JQ Q o .

Pour l'instant cette formulation variationnelle ne nous permet pas a 1'évidence d’englo-
ber I'équation de propagation du front (2.33), sa condition initiale, et sa condition au bord.
Prenant des fonctions test dans 1'espace

Z:{MED(QX[O,T[):,u:OSurES}

on multiplie (2.33) par p et on integre sur 2x]0, 7. Cela donne
T du .
| [ =05+ odiv(u (o, p) Vp) de de
o Ja ot
T
— [ v 0ute,0)de — [ [ o008 (W p) Ty ndodt =0,
Q o Joaa

Au vu de la condition initiale, des conditions au bord vérifiées par et p, et du support de
nous pouvons écrire notre probléeme sous la forme faible suivante.

Trouver v, vérifiant pour tout 1 € Z,

/ / ¢ +¢dlv(“5(¢7p)vp)dxdt
_/¢o dex—I—/ / (o, t)p(o,t)Ge(o,t)dodt. (2.40)

2.9 Conclusion

Nous avons donc dégagé dans cette partie les équations qui nous semblent refléter 1'as-
pect mécanique du probleme d’injection, et défini clairement sur quelles variables nous al-
lons travailler.

Ceci nous a mené a définir ce que 1'on entendait par solution classique de notre probleme
(2.26) ... (2.35), en restant volontairement vague sur les espaces dans lesquels nous allons
chercher ces solutions.

Nous avons proposé ensuite une formulation faible du probleme: (2.39) et (2.40). Le cha-
pitre suivant concerne 1’étude de I’équation a double non linéarité qui apparait dans (2.39),
puis de I’équation de transport linéaire avec condition au bord (2.40). Le couplage est ensuite
considéré. Pour clore ce chapitre voici quelques références, destinées soit a compléter les in-
formations concernant les propriétés physiques des polymeres, soit a citer des recherches
existantes dans le domaines des écoulements avec frontiere libre.
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2.10 Commentaires bibliographiques

L’'introduction de la dynamique des fluides que nous avons repris ici est largement inspi-
rée de [95]; en ce qui concerne la thermodynamique, nous avons bien stir utilisé la these [90],
ainsi que 1'ouvrage [48]. Les lois de comportement des fluides sont abordées dans [3]. Des
données précises sur les fluides de type polymeres en fusion (polyuréthane, polystyrene, ca-
outchoug, ... ) figurent dans “Introduction to Physical Polymer Science (John Wiley&Sons)”,
par L.H. Sperling, page 386.

Les écoulement de type Hele-Shaw sont considérés dans [109], sous un angle différent
puisque le probleme est étudié grace aux transformations conformes dans le champ com-
plexe. Les travaux [52] et [123] supposent tous deux que la pression est connue sur l'inter-
face. Le livre [8] est consacré a 1’étude des fluides non homogenes.

L’écriture du probléme de frontiere libre sous la forme de ligne de niveau d"une fonction
est une idée introduite par J. Sethian [100][118]. D’autres approches sont possibles en parti-
culier celle de [21], [116] [117], [124], ou la fonction inconnue représentant I’ouvert €,(¢) est
une fonction 7 : RV x]0, T[— R telle que

Qp(t) = n(Q 1),
la fonction 7 vérifiant elle méme 1'équation différentielle

o _

2 =v(n(z,t),t), n(z,0) = z.

Il s’agit bien en fait de I'analogue Lagrangienne de la formulation avec la fonction 1, le
passage de 'une a I’autre se faisant par

¢($7 t) = %(77(907 t))

Une étude sur la viabilité de ’approche Lagrangienne a partir des solutions faibles d’équa-
tion de Navier-Stokes a été menée par C. Foias, C. Guillopé et R. Temam [61]. Cependant,
dans le cas d'un ouvert borné la méthode par courbes de niveau nous a paru plus adaptée
pour la localisation de notre interface.
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Chapitre 3

Analyse mathématique
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3.1 Introduction

3.1 Introduction

U VU de la mise en équation précédente, nous étudions dans cette partie I’existence d'un
A couple solution a (2.39) et (2.40)

[0 Dorénavant, par commodité, la pression inconnue est notée « au lieu de p. La vitesse
est notée v.

Remarque 3.1

Cette notation a été choisie car les équations que nous allons étudier d'un point de vue abstrait peuvent
modéliser divers phénomenes physiques, ne se limitant pas a des équations en pression. Par exemple
l'inconnue w pourrait représenter aussi une concentration (ou saturation) dans le cas des équations
des milieux poreux ou partiellement fissurés [71[113], une température dans les équations de type
Stefan [24] ou un potentiel dans celles modélisant les semi-conducteurs [63][5].

Nous allons d’abord étudier (2.39) a ¢ fixé. Soit B 1'opérateur qui a une fonction » associe
la fonction 3(%, u) et soit .A 1’'opérateur qui a u associe la forme linéaire .A(1, ) définie par

T
<A(¢,u),l/>:/0 /Qﬁ(lb,u)S(zb,u)Vu-Vl/dwdt
_/OT/Qg(qp,u)f(x,t)ydxdt+/OT/Feﬂ(¢,u)Geydadt

sur des espaces convenablement choisis. Alors (2.39) s’écrit formellement

d
B 1) + A, u) = 0, 1)

c’est a dire une équation a double non linéarité. Il y a au moins deux difficultés a I’étude de
telles équations: le “degré” de non linéarité de .A et la dépendance en 1), donc en ¢, de B.
Afin de procéder par étapes, nous avons d’abord étudié le cas ot1 ¢ ne dépend pas du temps,
et o1 la non linéarité de I'opérateur A est suffisamment “douce” (paragraphe 3.3).

Puis nous avons affaibli '’hypothese sur .4 de sorte qu’elle se plie aux exigences de notre
opérateur physique, ce qui est développé dans le paragraphe 3.4.

Enfin nous étudions le cas o1 ¥» dépend de ¢.

En ce qui concerne la formulation (2.40), nous procédons al'inverse, en supposant connue
la vitesse (i.e. v.= —S5(¢, u) Vu), et en étudiant I'équation de transport linéaire avec condi-
tion au bord qui en résulte:

%—f—l—v(x,t)-VQb:O. 3.2)

Pour terminer cette analyse nous étudions le couplage des deux équations.

Mais en premier lieu, dans ce chapitre, nous proposons quelques rappels d’analyse fonc-
tionnelle, ainsi quun mot sur les notations utilisées plus loin. Nous démontrons aussi une
version plus générale d'un lemme de dérivation utile pour I'obtention d’estimations a priori
dans les équations a double non linéarité.
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3.2.1 Représentation de duals

On se placera souvent dans la suite dans la situation suivante : on considere deux espaces
de Banach V et W tels que V soit dense dans W. On suppose que V s’injecte contintiment
dans W i.e.

3C' > 0, Yo ev, lolly < C vl -

On a I'habitude dans ce cas de considérer W' comme un sous-espace de V’. En particulier, si
W = H est un espace de Hilbert, il est d"usage d’identifier H et son dual et d’écrire

VcCH=H cV.

Le but de ce paragraphe est de clarifier cette situation, en utilisant [35], page 82, et I'ex-
posé de M. Valadier [130], qui pose la définition suivante :

Définition 3.1 Soit F un espace vectoriel topologique, on dit que £’ est représenté par un
espace vectoriel F' si sont donnés une forme bilinéaire b sur F x F' et un isomorphisme
¥ E'— F tels que

Vo e E, Va' € F', ' (x) = b(z, ¥ ().

Par exemple, si H est un espace de Hilbert réel, il est représenté par lui-méme en prenant
pour b le produit scalaire, et ¢ I'isomorphisme qui a une forme linéaire continue # sur H
associe, grace au théoreme de Riesz-Fréchet, 'unique élément () de H tel que 2/(z) =
(¢ ("), z) pour tout 2 dans H.

Un autre exemple est 'espace W = LP(£2) que 'on utilisera plus loin. Son dual est repré-
senté par L?(Q2) (ou zla + 5 = 1) par l'intermédiaire de la forme bilinéaire b définie par

b(f,g) = /Q f@)g(z)de,  Y(f,g) € () x LI(Q),

et de I'application ¢ définie comme suit: a T € (I7(Q))’, 1 associe (d’apres le théoreme de
représentation de Riesz) I'unique élément +(1') de L(12) tel que

1) = [ o) @) f@)da, Vf e L7().

M. Valadier démontre le théoréme suivant :

Théoréme 3.1
Soit F et E; deux e.v.it. tels que Fy C FE, avec injection dense et continue. Alors E} est
représenté par

F, = {a’ € F| : 2'est continue sur F pour la topologie induite par I}

avec ¥ (z3) = x4y, etb(wz,2’) est la valeur en x; du prolongement (unique) continu de 2 a
Fs.
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Par conséquent, si V, W sont deux espaces de Banach et /7 un Hilbert, tels que V.C W C
H avec injections denses et continues, il est possible de représenter les W' et H’ par des sous-
espaces F et (¢ de V' (ou d’une représentation de V'), et G C ' C V' puisque qu'une forme
linéaire continue pour la norme de H est continue pour la norme de W.

L’exemple typique est D(Q) C W, "(RQ) C LP (), qui permet de considérer W' comme
un sous-espace de distributions. Par contre, comme D(f2) n’est pas dense dans W' (Q), le
dual de ce dernier n’est pas un sous-espace de distributions.

3.2.2 Opérateurs de type monotone

Nous rappelons ici les définitions de monotonie et pseudo-monotonie introduites res-
pectivement par F. Browder, G. Minty et H. Brézis [33]. L'espace V' (resp. V) est supposé étre
un espace de Banach réflexif et séparable, et V’ (resp. V') dénote son dual topologique.

On considere maintenant des opérateurs qui a un élément de V' associent une partie de
V', et on note P(V’) I'ensemble des parties de V’. On renvoie au livre de J.P. Aubin et A.
Cellina [11] pour I’étude des applications multivaluées.

Définition 3.2 1. Onditque B : V — P(V’) est monotone si:

(M) Vu; € V, Yu; € B(u;), i = 1,2, (v1 — v, uy — ug) > 0.

2. Un opérateur B : V — P (V') est fortement monotone sur V' pour (, ) Si:

(FMH) Fa>0 : VYu, € V, Vv, € B(w;), 1=1,2 (v1 — vg,u1 — uz) > a|uy — us).

3. Onditque B : V — P(V’) est maximal monotone si B est monotone et vérifie :
Yug € V, {UQ € B(UQ)} — {<U1 — Vg, U1 — u2> >0 VYuy € V, Y, € B(ul)} .

En plus de la monotonie, une propriété faible de continuité doit en générale étre satisfaite
pour assurer 1’existence d"une solution :

Définition 3.3 Tout opérateur A de V' dans V"’ satisfaisant a
Vu,v,w € V lafonction A — (A(u + Av), w) estcontinue de R dans R
est dit hémicontinu.
Définition 3.4 A : V — )’ est pseudo-monotone si:
u, — u dans V faible
= liminf(A(u,), u, —v) > (A(u),u —v) Yv € V.

limsup(A(uy,), u, —u) <0

Remarque 3.2
O On pourrait étre surpris de l'introduction de la pseudo-monotonie pour un probleme ne traitant
pas d’inéquation variationnelle, alors que cette définition avait été introduite par H. Brézis pour
étendre aux inéquations les résultats obtenus dans le cas des équations pour les opérateurs de
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type (M) ([33], [86]). Mais depuis les différents auteurs ont souvent utilisé la pseudo-monotonie
pour les équations, et la raison majeure est la stabilité par addition de cette propriété (i.e. la
somme de deux opérateurs pseudo-monotones I'est aussi [143]), alors que ceci est faux pour les
opérateurs de type (M) en général.

O D’autre part la définition de pseudo-monotonie que nous donnons differe de celle de J.L. Lions
([86], page 179) puisque nous reportons a plus tard I'hypothése A borné. La raison est que cette
hypothese supplémentaire permettait de considérer les opérateurs pseudo-monotones comime
une sous-classe des opérateurs de type (M), alors qu’a la lumiere de la remarque précédente
nous ne considérons plus ici ces opérateurs. Signalons enfin que les ouvrages récents d’analyse
non linéaire ([143]) présentent les opérateurs pseudo-monotones selon la définition 3.4.

3.2.3 Quelques notations

1. Pour un espace de Banach X, on notera W?(0,T; X) le sous-espace de LP(0,7; X)
dont les éléments possedent des dérivées au sens des distributions représentables par
un élément de LP(0,7"; X).

2. Afin d’alléger les notations, on désignera par C' toute constante, étant bien entendu
que ce symbole représente en fait une constante a priori différente a chaque occurrence.

3. Pour un opérateur P d’un espace de Banach X dans un autre, on notera toujours P
I'opérateur défini sur L?(0,7; X') par P(u)(t) = P(u(t)) p.p. sur [0,17].

4. Pour un espace de Banach W nous désignerons par I,(1¥) 1'ensemble des fonction-
nelles convexes, semi-continues inférieure-ment et propres de W dans R (cf [84]).

5. Enfin le symbole 9 devant une fonctionnelle convexe représente son sous-différentiel
(par exemple dans le lemme ci-dessous).
3.24 Lemme de dérivation

Le lemme suivant est une extension au cas non Hilbertien d’un lemme de H. Brézis ([34],
page 73):

Lemme 3.1
Soit W € I'y(W), ot W est un espace de Banach réflexif. Soitp € N, avec 1 < p < oo, et ¢ son
exposant conjugué. On suppose qu'il existe u € W (0, T; W) tel que

(i) u(t) € D(@V) p.p.t €[0,7],
(i) Jv € LU0, T; W) tel que v(t) € 0¥ (u(t)) p.p. t € [0,T].
La fonction ¥ (u) : t € [0,7] — W(u(t)) € R vérifie alors:
1. W(u) € WH(0,T),

du

2 %\Il(u(t)) - <v(t), dt>p.p. t [0, 7).
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3. Enidentifiant u a son représentant continu sur [0, 1], ¥(u) est absolument continue sur
[0, T] et nous avons ¥ (s, t) € [0,T]?:

W(u(t) ~ (s = [ (otr), S

Démonstration. Nous utiliserons le lemme suivant di a Brézis ([34], page 154):

Lemme 3.2
Soit f € LP(0,T; X), X Banach, avec1 < p < +o0.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

df

1. =€ LP(0,T: X), et
dte (0,75X), e

t df
10 = 1) = [ G,
p-p-s €0, T[, p.p- t €]0,T7.
2. ilexiste g € LP(0,T; X) tel que

p

dt =0

T—h
lim
h—0 Jo

ft+h)— f(1)
h

—g(t)

(pour p = +oc prendre la formule ci-dessus pour p = 1)

3. f € WY?(0,T; X) au sens des distributions.
df
Dans ce cason a g = = PP sur 0, T7.

Montrons tout d’abord que ¥(u) € L'(0,T). Prenons w € D(9V) et w* € d¥(w). Comme
v(t) € IV (u(t)) p.p-t, il vient

U(u(t)) < W(w)+ (v(t),u(t) — w) € L(0,T)

et
W(u(t)) > U(w) + (w*, ut) — w) € L*0,T)
U (u) est encadré par deux fonctions de L' (0, T') donc appartient a L'(0, T).

d d
Pour montrer que ¥(u) € WhH1(0,T) et que %\Il(u(t)) = <v(t)7 d_?tL> nous allons utiliser le

lemme 3.2 et montrer que
T—h

lim
h—0 Jo

(e 1) = Blau(e)) = (o(e), %>‘ at = 0.
Notons [}, 'intégrale ci-dessus et remarquons que p.p. ¢ €]0, 7'

U(u(t +h)) = W(u(t)) > (o), u(t+ 1) —ul?))
et symétriquement

Uu(t+ h)) —W(u(t)) < wt+h),u(t+ h) —ult)).
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Orsi (a,b) € R?, avec @ > a > 3, nous avons |a — b| < | — b| + |3 — b, et on majore alors I,
comme suit:

L /OT—h < o, (t—l—h)—u()>_<v(t)7c;_1;>‘dt
—|—/0Th<vt—|—h t—l_h})L ()>—<v(t),2—z>‘dt
_ Q/OT—h <U u(t + h) —u(t)>_<v(t)7((ii_1;>‘dt

—|—/0Th<vt—|—h—v wﬂdt

= I} 4+ 1}
T=hlu(t +h) —u(t) dul?
N A e

Du lemme 3.2, appliqué a u (dans W'# (0, T; W)) on déduit

dt.

lim I} =
fim 3 = 0.

On a ensuite:

p

dt

“hlu(t + h) — u(t)
h w

(ID? <l = ol o o |

ol on a posé T, v(t) = v(t+ h) pourt € [0,T — Al.
L’intégrale reste bornée, d’apres le lemme 2, lorsque » — 0, et comme 7,v — v — 0 dans
L0, T; W) on a

lim I} =
fim = 0.

On a donc montré que ¥ (u) € WHH(0,T) et

au sens des distributions.

Le lemme 3.2 nous indique que W¥(u) est égale presque partout a une fonction absolument
continue. Il s’agit de montrer que cette fonction absolument continue est de la forme V(%)
avec @ égal a u presque partout sur [0, 7). Ceci n’est pas évident car a priori U n’est pas conti-
nue.

Soit |.|p une norme équivalente sur W rendant W et W’ strictement convexes. Une telle
norme existe car W est réflexif (Zeidler[89] page 861).

La fonctionnelle ¥ appartient toujours a I'y(IV) pour cette norme.

Posons pour tout ¢ > 0:

. 1
W) = inf { 3olu = ol + ¥o)}, wew
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La fonctionnelle ¥, appartient a I'o(W). Elle vérifie en outre la propriété suivante :
(W) = (09),

ot si Fp désigne l'application de dualité (monovaluée) de W dans W’ pour la nouvelle
norme:

1
(W) (@) = = FolJu(@) — @)
avec J,(2) unique solution (c’est la stricte convexité qui le garantit) de:
Fo(y — ) + pd¥(y) > 0.

Pour l'étude de ¥, et de (0¥),, on pourra se reporter a V. Barbu [17], pages 42 et 57. Nous
aurons simplement besoin des propriétés suivantes:

(i) (0W¥), estbornée dans W’ sur les bornés de V.
(i) pour touta € DOV, [[(W), ()] < inf{[lyl; y € (W) (x)}.
(iii) lim ¥, (2) = ¥(z), pour tout z € W.
n—0

Remarquons que (i) implique la continuité de U, sur W, et (ii) que (9¥),(u) € LI(0,T; W’).
Nous pouvons donc appliquer a ¥, la premiere partie de notre lemme, a savoir:
L'application ¢ — W, (u(t)) appartient a Wh1(0,7), et

%\pﬂ(u) - <(axp)ﬂ(u), Cfl—z> p.p. €0, T[.

D’apres le lemme 3.2, W, (u) est p.p. égale a une fonction W, (¢) absolument continue sur
[0,17, et cette fonction est unique.

Par ailleurs, v € W?(0,T; W) implique l'existence d’une unique fonction @ absolument
continue sur [0, 7] et égale a u p.p. (lemme 3.2).

Comme ¥, est continue sur W, ¥,,(ii) est continue sur [0, 7' et ¥,,(4) = ¥, (u) p.p. sur [0, T.
Nous avons donc nécessairement ¥, = W, (a) et donc ¥, () est absolument continue sur
[0, 7).

Il en découle que pour tout (s, ¢) € [0, T]:

W (0(0) - WGt = [ (W, ) o

De (b), etde v(t) € (0¥)(u(t)) p.p- nous déduisons que (0V¥),(u) reste borné lorsque p tend
vers 0. Il existe donc A € L*(0,T; W) tel qu’apres extraction d’une sous-suite nous ayons
(0%),(u) = A dans L7(0, T; W') faible.

En passant a la limite grace a (iii), pour tout (s, ¢) € [0,TF:

W(a(t)) — W(a(s)) = /: <A, Cfl—z> dr.

Donc (%) est absolument continue sur [0, 77]. D’autre part, nous avons déja calculé sa dé-
rivée p.p. donc nous avons le résultat demandé, quitte a effectuer I'identification usuelle
U = u.

n
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3.3.1 Introduction

Soit A et B deux opérateurs non linéaires sur un espace de fonctions V. Nous considérons
le probleme de Cauchy suivant: étant donnés un réel 7 > 0, un second membre f et une
donnée initiale v° dans des espaces a préciser, trouver u tel que

d 0
—B(u) + A(u) 3 f, et Bu)(0) = v”.

Ce type d’équation intervient notamment dans la modélisation d’écoulements polyphasiques
a frontiere libre, aussi bien que dans le cadre d’écoulements en milieu poreux et de diffusion
avec changement de phase liquide-solide. Aussi ce probleme a t'il été 1’objet de nombreux
articles depuis quelques années.

La question de 'existence pour ce type de problemes est déja soulevée dans ].-L. Lions
[86]. P.A. Raviart [106] commence a étudier ces équations avec une forme particuliere de B.
Puis O. Grange et F. Mignot [66] prouvent un résultat d’existence abstrait dans le cas ou1 4
et B sont des sous-différentiels de fonctions convexes, et ott B est compact. Des résultats
d’unicité figurent dans les travaux de A. Bamberger [16][15].

Le but des articles suivants est d’obtenir des hypotheses moins fortes sur A ou B :

H.W. Alt et S. Luckhaus [6] considérent un opérateur B non compact, et en contrepartie A
est supposé fortement monotone. J. Kacur [76] supprime cette derniére hypothese en sup-
posant seulement que A est monotone. Parallelement, E. DiBenedetto et R.E. Showalter [46]
envisagent le cas: A monotone, et B monotone compact, puis A. Bermuidez, A. Durany et
C. Saguez [24] n"utilisent que le caractere pseudo-monotone de A, en supposant B fortement
monotone et compact.

Enfin X. Xu [138] supprime I'hypothéese de compacité sur B.

De leur coté, D. Blanchard et G. Francfort [28], [29], étudient le cas ol B est seulement sup-
posé monotone, localement lipschitzien et o1 A est le différentiel d"une fonction convexe de
classe C*.

Nous nous proposons de traiter dans cette partie le cas o1 I'opérateur B est monotone
compact mais non fortement monotone, et ou1 A est pseudo-monotone. Ce cas n’entre dans
aucune des hypotheses faites dans les articles cités précédemment, et est intéressant dans la
pratique, puisqu’il permet de traiter le cas d'un opérateur B a faible croissance sans avoir
une hypothese de forte monotonie qui semble aller en sens contraire.

3.3.2 Définitions et notations
a) Espaces fonctionnels

Soit H un espace de Hilbert identifié & son dual: H = H’, et V un espace de Banach
réflexif séparable tel que V' C H C V' avec injections denses et continues.
On note ¢ I'injection de V' dans H, et on suppose ¢ compacte.
Le produit scalaire sur H sera noté (, )i, et sa norme associée | |rr. On désignera par < , >
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le crochet de dualité entre V' et V, et par ( , ) celui entre L?(0,7; V') et L2(0,T; V).

Remarque 3.3

On se restreint ici a un Hilbert, mais la démonstration peut étre adaptée sans grand changement a un
Banach réflexif, en considérant non plus un produit scalaire sur H mais un produit de dualité. On se
reportera d la section 4 pour plus de détails.

b) L'opérateur B et ses régularisés B

Nous allons considérer un opérateur multivoque B : V' — V’ associé a une fonctionnelle
convexe ¢ € I'o(H). Son sous-différentiel 9P est maximal monotone de H dans H ([143],
page 861).

On pose B = i* 0 0® o i. L'opérateur B est maximal monotone de V' dans V".
On note @, la régularisée de ¢ définie par:

@ (u) = B(w) + ul

Supposons @ finie en un point u de (V) (et donc a fortiori de H); comme |.};; est continue sur
H, nous avons ([84], page 369):

Vu e H, 0®)(u) = 0P(u) + Au.
Sil’on suppose que ® est finie et continue en z € (V) alors ([51], page 27):

B/\ ::i*an)/\Oiza((I)/\oi).

Exemple: Soit © un ouvert borné de R”, et H = L%(2). On pose

ol ¢ est une application mesurable sur 2 x R telle que Vo € Q, r — g(z,r) € IH(R).

g est un intégrande convexe normal, au sens de R.T. Rockafellar (cf[142], proposition 1, page
221).

Pour toute fonction u mesurable sur €2, 'application z — ¢(z, u(z)) est mesurable sur €2 et
nous avons ¢ € I'g(H).

Notons 3 : © x R — R le sous-différentiel de ¢(z, .); alors pour v € H

0P (u)(z) = f(z,u(z)) pp. z € Q.

Soit A > 0, et posons gy (z, 1) = g(x,r)+ 3
g est un intégrande convexe normal. La régularisée de ® est alors:

a0 = [ (o u(e))de = @) + Sluly
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3.3.3 Le résultat principal

On étudie dans cette partie I’équation d’évolution non linéaire :

dB(u(t))
—a T At u(t)) > f(1)
B(u)(0) = °

ou B est I'opérateur défini en b). Rappelons que 'hypotheése
B est maximal monotone de V' dans V' (3.3)
est vérifiée. On suppose en outre que 0 vérifie:
0P o i est borné dans H sur les bornés de V. (3.4)
Définissons I'opérateur B de L?(0,7;V) dans L?(0,7; V') par:
v € B(u) — v(t) € B(u(t)) p.p. sur [0,77].
En supposant que
B est borné de L?(0,7;V) dans L*(0,T; H), (3.5)

nous construisons ainsi un opérateur maximal monotone sur 7(0, T; V).
On considere la famille { A(t,.),t € [0,T]} d’opérateurs de V" dans V"’ et on lui associe 1"opé-
rateur A défini sur L?(0, T; V) par

Yu € L*(0,T;V) A(u)(t) = A(t,u(t)) p-p-t € [0,7].
On fait I'hypothese suivante sur A(¢, .):
3C > 0, Yu € V. | A(t w)l|v < C(1L+ [lullv) pop- t € [0,7]. (3.6)

Sous cette hypothese, A est un opérateur borné de (0, T; V) dans L?(0, T; V'). On suppose
en outre que

A est pseudo-monotone sur L*(0,7; V), (3.7)

. . o A(u),u
A est coercif sur L*(0,7;V)ie.  liminf (2(# > 0. (3.8)
ull L2 0,750y =20 HUHL2(07T;V)
Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat :

Théoréme 3.2
Soit f € L*(0,T; V"), v’ € D(B) etv® € B(u°). Sous les hypotheses (3.3)-(3.8), il existe

d
uwe L?(0,T;V)etve L*0,T;H) avecd—: € L*(0,T; V') tels que:

dv

on + A(t,u(t)) = f(t) pp. t € 0,17,

(E)§ w(t) € B(u(t)) p.p. t €[0,T],

v(0) = v°.
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Remarque 3.4 do
La condition initiale en v a bien un sens car v € L*(0,T;H) et — € L*(0,T;V’) entrainent

dt
v e C(0,T; V') ([143], tome II/A).

Remarque 3.5
O Par rapport au résultat de [24], nous considérons ici des opérateurs non nécessairement forte-
ment monotones, et ne vérifiant pas la condition (A3’) de [24] (i.e. B admet un inverse Lip-
schitzien sur H pour |.|rr).

O En contrepartie, nous avons supposé A pseudo-monotone sur L*(0,T; V') au lieu d'un espace
plus petit du type W (0, T) (défini dans [86]). Nous faisons donc une hypothese plus forte sur
. e, . 7 N 7 A du
A, justifiée par le fait que sans I'hypothese (A3’), nous ne pouvons plus controler <. Nous
reviendrons sur ce point dans une deuxieme partie.

O D’autre part, la condition de coercivité sur A est plus restrictive dans notre cas, et ceci est
naturel, puisque nous ne pouvons plus compter sur un apport de coercivité de la part de B,
comme 1"y autorisait I’hypotheése de forte monotonie de [24] : B opérateur peut étre localement,
voire identiquement nul.

Remarque 3.6

Dans le cas ot B = 0, nous retrouvons le cas "stationnaire” :

A(u) = favecu € V = L*(0,T;V) et f € V.

Le théoreme de ].-L. Lions ([86], théoreme 2.7 page 180) assure I’existence d'une solution lorsque A
est pseudo-monotone sur V, et coercive; a priori le résultat n’est plus valable pour A pseudo-monotone
sur W(0,T).

Démonstration du théoréme 3.2:

a) Régularisation du probleme (E)

On régularise le probleme (E) en considérant les problemes (14\) (cf ci-dessous), associés
aux opérateurs B,. Ces opérateurs, vérifient les hypotheses (A2), (A3) de [24], sauf éven-
tuellement la deuxiéme partie de I'hypothese (A3), mais celle-ci ne sert qu’a obtenir une
régularité sur la dérivée de u, qu’on ne pourra pas obtenir dans notre cadre en raison de la
dégénerescence possible de B. On vérifie que le résultat de [24] est toujours valide si on ne
fait plus cette hypothese, et si on suppose 'opérateur A pseudo-monotone sur 77(0,7;V)
entier. L'opérateur .A, quant a lui, vérifie les hypotheses (A4), (A5) et (A6) de [24].

Donc pour tout f € L*(0,T; V"), u® € D(B), et v} € By (u") donnés,
il existe uy € L%(0,T;V), vy € L>(0,T; H) avec
duvy

— e L*0,T; V'
dte (0,73V7)

tels que

dux + A(t,ur(t)) = f(t) pp-t € 0,71,

dt
(BN os(t) € Bu(ua (1)) pp. t € [0, T,

v (0) = Y.
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Remarque 3.7
Puisque By = B + \i* o 1, nous pouvons choisir v§ = v° 4+ A\i* o i(u®) avec v° choisi dans B(u®).

Nous allons maintenant passer a la limite quand A — 0.

b) Estimations a priori

Soit (uy,vy) une solution du probleme (£)). En utilisant ), comme fonction test nous
avons:

<dv2t(t) 7 uA(t)> + (At un(t)), un(t)) = (f(t), ur(t)) p.p.t €[0,17]. (3.9

Si vy = u) le premier crochet s’écrit classiquement : —|u NGI?

Afin d’obtenir quelque chose d’analogue pour v, (¢) E By (ux(t)), nous utilisons le lemme 3.1
avec ¥ = (¥, 014)", ce qui nous permet d’affirmer que ¢t — () 0 )" (vA(t)) est absolument
continue sur [0, 7], et

(jt (®ro0i)" (va(t)) = <dst/\7u/\(t)> p-p-t €10, 1]

Par conséquent nous avons:

Yt € [0,T], (®y 0 i) (va(1)) = (®r0d) (1)) = /Ot <%(T>,UA(T)>dT.

En intégrant (3.9) de 0 a ¢ € [0, T] quelconque, il vient:

(@200 (a0 + [ (Al (sl ds = [ (6 (6 + @207 (1) a0

pour tout ¢ € [0, 7.

On a d’une part,

(@5 04)* (1) > (v,0) — () 04)(0) = —B(0) Yve V.

D’autre part, (®) 0 4)" (v9) reste borné lorsque A — 0. En effet (cf remarque 3.7) :
(@1 00)" (08) + (@3 01) (1) = (v, u) = (°,u) + Au’};

(@3 04)" (1) = (v, u”) — @ oi(u’) + %|u0 2
On déduit donc de (3.10) que pour tout A > 0 on a:
o A
(Afun), ) < (f00) + (@07 (%) + Sl + B(0).

par conséquent,
(A(un), un) < 1/l z20,m7) cste

Hu/\H%2(07T;V) ~ lwallzz01v) Hu/\H?'ﬁ(o,T;v)
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Il résulte alors de I'hypothese (3.8) que u, est borné dans L(0,7;V):
c > 07 YA > 07 Hu/\HL2(O,T;V) < C (311)
et A étant borné,

IC > 0, YA > 0, HA(U/\)HL2(O,T;V’) < C. (312)

D’apres (3.10), (3.11) et I'estimation précédente donnent

3C > 0, YA > 0, ¥ € [0,T], (@1 04)" (0a(t)) < C. (3.13)

Grace a I'hypothese (3.5) nous avons d’apres (3.11),

ElC > 07 VA > 07 HU/\HL2(O,T;H) < C (314)

Sachant que le couple (v, u)) vérifie I'équation (L)), nous avons d’apres (3.12),

duvy

4C" > 0, VA > 0,
dt

<C. (3.15)

L?(0,T;V")

c¢) Passage ala limite

Nous pouvons donc extraire une sous-suite que I’on indicera toujours par A, telle que (V/
et H sont réflexifs) :

uy — udans L*(0,T; V) faible (3.16)
A(uy) — x dans L*(0,T; V') faible (3.17)

vy — vdans L?(0,7T; H) faible (3.18)
dv)y N dv 9 i e

o 0 dans L“(0,7'; V') faible (3.19)

grace a (10), (11) et au lemme de compacité de [86], page 58, on a pour une sous-suite

vy — v dans L?(0,7; V) fort. (3.20)

En passant a la limite dans 'équation (L)), v vérifie:

d
d—: + x = fdans L*(0,T; V).
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Il nous reste a montrer que

v E B(u)7 (321)
v(0) = v°, (3.22)
X = A(u). (3.23)

pour obtenir le résultat annoncé.
Pour montrer (3.21), prenons «* € D(B) et z* € B(u*).
Posons 2% = z* 4+ Ai* o i(u*) € By(u*), nous avons

25 — z* dans L*(0, T; V') fort.
Comme vy, € By (u)), la monotonie de B, donne
(vy — 23, uy — u™) > 0.

A la limite nous obtenons
(v—2"u—u*) >0

et ceci pour tout (v*, z*) € B. D’ot1 (3.21) par la maximalité de B.

Ol

En ce qui concerne (3.22), prenons oy € C*(0,7") valant 1 en ¢ = 0 et nulle pour ¢ >
Alors pour tout ¢y € V, nous avons d’apres (3.19)

/0T<dd%7oeo(t)¢0> = /()T<Cclz_:’a0(t)¢o>'

Ce qui s’écrit aussi

T

— [ (o abt160) = (0. 00) = = |7 (0.0(t)60) = (0(0). ).

|

Et comme og est nulle au dela de %,

T

T
—/0 (vx, ag(t)Po) — (vA(0), do) — —/0 (v, ag(t)do) — (v(0), ¢o) -
La fonction ¢ — o} (t)¢o appartient a L?(0, T'; V) donc d’apres (3.18) nous avons

Voo €V, (vA(0), @o) — (v(0), ¢o) -
Enfin vy (0) = v° + Ai* 0 i(u") — v° dans V" fort, donc (3.22).
On montre plus généralement que
vt € (0,77, vy (t) = v(t) dans V' faible. (3.24)

La démonstration pour ¢, # 0 est identique pourvu qu’on choisisse oy valant 1 en ¢y, nulle
pour ¢ >ty ett < % et réguliere sur [, t).
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Pour récapituler, le couple (v, u) vérifie:

dv

EJFX:f p.p.t €[0,17,

v(t) € B(u(t)) p.p-telfo,T],
v(0) = v°.

Pour montrer y = A(u), il suffit d’obtenir
lim sup(A(uy),uy) < (x, u)

En effet dans ces conditions
limsup(A(uy), uy —u) <0

et d’apres (3.7) on obtient: Vv € L%(0,T;V)
(A(u),u —v) <liminf(A(uy),ur —v) < (X, v —v)

d’ou x = A(u).
Montrons (3.25). En utilisant le lemme 1, nous avons:

(e = () = (G) = (o) = (@00 (1) + (@ 01)" ()

et en utilisant ce méme lemme sur (F ) :
(Awn), ua) = (frun) = (@x04)" (0A(T)) + (5 0 1) (vr(0)).
Comme vy (0) = v° + Ai* 0 i(u®) € By (u®) ona:
(@y0i)" (02(0) = (va(0),u°) — @y 0i(u?)

= <v0, u0> — ®oi(u’) + % ‘UO‘Z

H

o A
= (Poi) (UO)—|—§|UO%I.

car v € B(u?).
On en déduit

lim (@ 04)" (vA(0)) = (® 0 i)*(v7).

A—0

D’autre part, Vo € V

(®r04)" (0a(T))

v

(ur(T), @) — Proi(9)
A
> (oa(T), ) = @oi(9) = S 1ol -
En utilisant (3.24), nous avons V¢ € V,

liminf (@) 0 4)* (vA(T)) > (v(T), ¢y — P oi(¢),

(3.25)

(3.26)
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et en prenant la borne supérieure en ¢ il vient

lim inf (5 0 )" (vA(T)) > (® 0 8)* (v(T)). (3.27)

En regroupant (3.26) et (3.27), nous avons donc
limsup(A(ua),un) < (fyu) = (®0d)"(u(T)) + (P o i) (v°)
= (X7 u)

Ce qui conclut la démonstration du théoréme 1.

Remarque 3.8
On peut simplifier la fin de la démonstration en utilisant les résultats de U. Mosco sur I'épi-convergence
de fonction convexes dans les espaces de Banach réflexifs [10].

Définition 3.5 Soit X un espace de Banach réflexif et (f,,) C I'q(X). On dit que (f,) épi-
converge au sens de Mosco vers f si en tout point z de X, les deux propriétés suivantes
sont satisfaites:

(i) pour une suite (z,,) C X convergeant faiblement vers z, ligrl)gf falzn) > f(x);

(ii) il existe une suite ,, convergeant fortement vers z telle que limsup f.(Z,) < f(z).
n—00

11 apparait clairement dans ce qui précede que la suite (®) o i) C ['o(V) épi-converge au sens de
Mosco vers ® o @ lorsque A — 0. En effet,

(®300) (u) = Boi(u) + 5 [lull}.

si bien que la propriété (i) est assurée par la semi-continuité inférieure de ® o ¢ et la suite T,, constante
et égale a x satisfait trivialement (ii).
La simplification annoncée vient du résultat de U. Mosco (1971, voir bibliographie de [10]) :

Théoreme 3.3
Soit X un espace de Banach réflexif. Alors la transformation de Fenchel f — f* est biconti-
nue pour I'épi-convergence au sens de Mosco. En d’autres termes,

f = M-epi-lim f, <= f* = M-epi-lim(f,)".

n—0oo n—0oo

Ce théoreme nous permet de déduire (3.27) a partir de (3.24), et nous assure de l'existence d’une
condition initiale approchée 3 telle que

lim inf (@ 04)* (v]) > (® 0 4)*(v?).

A—0
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3.3.4 Le cas non Hilbertien

Soit V' et W deux espaces de Banach réflexifs et séparables tels que l'injection 7 de V' dans
W soit compacte.
Nous sommes dans la situation
VcWetWw cv'

En comparant avec la situation précédente, on note que 9@ est cette fois un opérateur de W
dans W', si bien que les hypotheses (3.4), (3.5) doivent étre remplacées par

d® o i est borné dans W’ sur les bornés de V. (3.28)

B est borné dans Lp/(O7 T; W') sur les bornés de LF(0,T; V), ot p~! + P =1,

(3.29)
La démonstration reste la méme, et nous obtenons 1’analogue du théoreme 3.2:
Théoréme 3.4

Soit f € L' (0,T; V"), u® € D(B) etv® € B(u°).
Sous les hypotheses (3.3)(3.28)(3.29)(3.6) . . . (3.8), il existe

' d '
w € LP(0,T;V)etve LP(0,T;W') avec d—: € LP(0,T; V') tels que:
dv
o T AL u®) = J(t) pp-t €[0,T],

(E)4 w(t) € B(ut)) p.p. t € 0,7,

v(0) = v°.

3.3.5 Exemples d’opérateurs pseudo-monotones sur /7(0,7; V') et non monotones

J.L. Lions ([86], page 182) introduit une classe d’opérateurs pseudo-monotones sur W'?,
la classe des opérateurs du calcul des variations (qui ne sont pas monotones en général).
Cette caractérisation s’étend aussi aux opérateurs pseudo-monotones sur W (0,7) (page
321).

Il n’est pas évident au premier abord de trouver un exemple simple d’opérateur pseudo-
monotone sur L?(0,7"; V), qui ne soit pas monotone. Pour cela nous donnons ci-dessous un
lemme dii a Z. Naniewicz [96], qui permet de construire des opérateurs de ce type.

Lemme 3.3

Soit X un espace de Banach réflexif, et f = fi - fo, ou f; : X = R, @ = 1,2 sont deux
fonctions convexes, lipschitziennes et positives sur X. Alors le gradient généralisé de f est
pseudo-monotone sur X.

Plutdt que d’utiliser ce lemme qui fait intervenir la dérivée généralisée d'une fonction
non convexe (donc a priori multivalué, [111]) et une définition de pseudo-montonie plus
forte que la nodtre, nous allons le reformuler dans le cadre régulier et donner I'équivalent de
la démonstration de [96].
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Lemme 3.4

Soit X un espace de Banach réflexif, et f = fi- fo, ot f; : X — R, © = 1, 2 sont deux fonctions
convexes, différentiables et positives sur X . Alors le gradient de f est pseudo-monotone sur
X.

Démonstration. Soit une suite (z,,) C X convergeant faiblement vers z € X, et supposons
que

limsup (V f(z,),z, — x) <0. (3.30)

n—0oo

D’apres nos hypotheses, f est différentiable et nous avons
Vi=h-Vi+ -V
D’autre part, les fonctions f; sont convexes, i.e.
fily) = file) 2 (Vfilz),y =), Vae,ye X.
Donc nous avons pour la fonction f, qui n’est pas convexe en général,

Ni(@)(f2(y) = f2(2) + fa(@) (fily) = filx)) 2 (V[(2),y —2), Va,yeX,
(3.31)

et cette inégalité caractérise uniquement V f(z). En 'appliquant a z = %,, y = 2, nous avons
Ji(@a) (fa(n) = fo(@)) + fa(wn) (fi(en) = file)) < (V(2n), 20 = @) (3.32)

Les fonctions f; sont continues et convexes, elles sont aussi bornées, et semi-continues infé-
rieurement pour la topologie faible, ce qui implique (£ > 0)

lim inf (/s (e, (fa(,) = fo(@))) > 0, Timinf (fo(,) (i (2,) = fi(2))) > .

(3.33)
puis
ﬁnfri}iogf (Vf(zn),zn—x) > 0. (3.34)
De (3.30) et (3.34) nous déduisons
lim (Vf(z,), 2, —x)=0. (3.35)

n—0oo

Ceci reporté dans (3.32), nous donne
Tim (ulea) (folea) = (@) + o) (i) = fi(2)) = 0. (336)
En utilisant (3.33) il vient

nh_{go (f1(2n)(f2(zn) = f2(2))) = 0, nh_{glo (f2(@n) (fr(zn) = fi(2))) = 0,
(3.37)

puis, finalement,

lim fi(z,) = filx). (3.38)

n—0oo
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D’autre part, (3.31) et (3.35) nous permettent de montrer que V f(z,) reste borné lorsque
n — 0o, puisque pour tout y,

(Vf(zn)y—a) = (Vf(en)y = @) + (Vf(n), 20 — ).

Soit z* une limite faible de la suite (V f(z,)) C X*. En utilisant (3.31) pour z = z, ety
quelconque, nous avons

filen)(fay) = fal@n)) + falzn) (Fiy) = fi(@n)) 2 (VF(@0),y = 2n) s (3.39)

ce qui a la limite donne d’apres (3.35) et (3.37),

[@)(f2(y) = fo@) + fo2)(fily) = fi(2) 2 (@"y =), YyeX.  (3.40)

Ceci est équivalent a z* = V f(z). En conséquence, grace a (3.35), nous avons pour tout
yeX,
liminf (V f(z,), 2, —y) = Iminf (V f(z,), 2 —y) > (Vf(z), 2 —y).

n—0oo n—0oo

C’est exactement la condition de pseudo-monotonie. |

Remarque 3.9
O Le lemme 3.4 se généralise a un produit fini de fonctions f = fi -...- f, o n € N.

O Le produit de deux fonctions convexes pourrait le rester. Mais on peut construire facilement
des exemples oii cela n’est pas le cas, en remarquant que si les f; sont strictement convexes
positives, et atteignent un minimum nul en deux points distincts x, et x4, alors le produit f
est positif, donc minimal en x, et x4, et non nul entre les deux, comme par exemple illustré
figure 3.1.

0.6

-(;4 »U‘.Z 0 0.‘2 0‘.4 O‘G U.‘B ‘1 1.‘2 l‘.4
FIG. 3.1 — Graphe de la fonction non convexe v — z*(z — 1)

Application. Prenons V = W, *(Q) et W = L?(RQ), et définissons

1
i) = - Wl oy + 5 Ml Fo(0) = 0= Uy
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FI1G. 3.2 — Graphe de h pour p = 2.

Alors f = fi f2 estnon convexe, différentiable et son gradient s’exprime par
V() = fa(u)(J (w) + |ul”™* w) + fi(u)fu— 1",

ot J désigne l'application de dualité ([86], page 173) de IF(0,T; V) dans L?(0,T; V"), i.e.

P=2 Jy
dx; |

Ce gradient est non monotone (rappelons que le gradient d’une fonction convexe est cy-
cliquement monotone, il faut donc vérifier que le gradient de cette fonctionnelle n’est pas
monotone), pour cela on se place sur ’ensemble des fonctions constantes sur €2x]0,1'[, pre-
nant une valeur s € [0, 1]. Par abus de notation on désigne ces fonctions par leur valeur réelle
constante. On calcule alors

"0 Ju
T == 5 (‘a_
=1 ¢ ¢

fi(s) = %mes {Q} s, V fa(s) = sp_l7

fals) = %mes {2} (1 - s)P, Vfas)=(1- s)p_zs7

et donc le gradient de f s’écrit

Vi(s)= %mes {Q) 5271 — 5)P72 (82 +(1- 8)2) .

La question est donc de montrer que pour un certain p, la fonction définie sur [0, 1] par
h(s) = 71— 5)2 (s 4+ (1 - 5)?)
n’est pas croissante. Pour p > 2, c’est le cas puisque la fonction est strictement positive sur

10, 1] et s’annule aux extrémités de cet intervalle. Son graphe dans le cas p = 4 est donné
figure 3.2.
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Nous obtenons donc 'existence d'une solution a une équation du type

0Bz, u) l/T/ b -~ 0 ‘%H@_u p-2
ot _p(o Q|u| d di ;8@ Ox; Ox; +1ul “

1 T
+ - (/ / |VulP + |ul’ da dt) lu —1P"%u = f, sur Qx]0, 7],
D \Jo Ja

avec comme condition aux limites
uw=0, surdQx]0,T7,
et une condition initiale

B(.,u) =vg, surx {0}

3.3.6 Retour a I’équation en pression

L’opérateur A correspondant a I’équation en pression, qui a été introduit en introduc-
tion de ce chapitre, n’est malheureusement pas pseudo-monotone sur un espace du type
LP(0,7; V). La raison est que dans la définition de la pseudo-monotonie (cf 3.4), nous sup-
posons la suite u, seulement faiblement convergente, aussi les termes non-linéaires en w,
dans A(u,) ont-ils un comportement incertain.

Le paragraphe suivant permet justement d’étendre notre résultat d’existence a une classe
plus large d’opérateurs A a laquelle appartient I’opérateur physique.

3.4 Equationsa double non-linéarité dans le cas B-pseudo-monotone

Dans la partie précédente, nous avons prouvé l'existence d"une solution dans le cas o1
I'opérateur A est supposé pseudo-monotone sur I’espace V tout entier. Ce type d’opérateurs,
dans la pratique, ne couvre pas suffisamment d’applications, et ne correspond pas a nos
hypotheses. Nous avons alors été amenés a définir la notion de B-pseudo-monotonie, qui
est plus adaptée a I'étude des équations a double non linéarité. Notons qu’au méme titre J.-
L. Lions ([86], chapitre III) avait déja fait intervenir une pseudo-monotonie plus faible pour
les équations paraboliques.

3.4.1 Définitions et notations
a) Espaces fonctionnels

Soit W et V deux espaces Banach réflexifs et séparables, tels que V' soit en injection dense
et compacte dans W. On note ¢ cette injection. Pour alléger les notations, nous posons pour
T >0etp€]l; o0,

V=LP0,T;V)etW = LP(0,T; W),

et on notera respectivement <, > et (, ) les crochets de dualité V/ x V et V' x V. On note
toujours p’ I'exposant conjugué de p.
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b) Pseudo-monotonie

Pour définir une pseudo-monotonie adaptée aux équations a double non linéarité, il est
intéressant de les considérer comme des équations intermédiaires entre les équations ellip-
tiques et paraboliques, et de comprendre comment la notion de pseudo-monotonie a été
introduite (par H. Brézis) dans ces deux cas.

Soit A un opérateur borné et coercif de V dans V', considérons le probleme “elliptique”
suivant:

Etant donné f € V', trouver u € V tel que
A(u) = f. (E)

Une méthode générale pour ce type de problemes est de se ramener au cas de la dimen-
sion finie par une approximation de Galerkin, la difficulté principale étant le passage a la
limite dans les termes non linéaires, i.e.

Aluy) — A(u) (3.41)

alors que nous n’avons en général qu'une convergence faible de u,. La technique classique
consiste a obtenir au moyen d’estimations a priori que

limsup(A(uy,), u, —u) < 0. (3.42)

n—00 -

Sil'opérateur A a une structure telle que cette derniere condition entraine

liminf(A(u,), u, —v) > (A(u),u —v), Yo eV, (3.43)

n—0oo

alors on montre facilement que (3.41) est vérifiée ([86], page 180). C’est ainsi que J.-L. Lions
obtient l'existence d’une solution a (E) lorsque 1'opérateur A est pseudo-monotone sur V,
c’est a dire lorsque pour toute suite , faiblement convergente vers « dans V, (3.42) implique
(3.43).

D’un autre c6té, pour le probleme parabolique suivant:

Etant donnés f € V' etug € V, déterminer u € V tel que

du
i A(u) = f, u(0) = uo, (P)

on a en général la convergence des dérivées des approximations u,, et (P) a une solution,

d
d’apres ].-L. Lions, dés que A est supposé pseudo-monotone sur le domaine D(%), c'est a

dire pour toute suite u, faiblement convergente vers u dans V telle que v, converge faible-
ment vers v’ dans V', (3.42) implique (3.43).

Considérons maintenant un opérateur B borné de V dans W. Nous essayons de définir une
pseudo-monotonie adéquate au probleme

Etant donnés f eV etvyg € W, existe-t-il u € V tel que

CB) + A) = £, Bu)(0) = . (EP)
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Raisonnant par analogie, il serait naturel de remplacer dans la définition de la pseudo-
monotonie la convergence faible de u/, par celle de (B(u,))" dans V. Cependant, lors du
passage a la limite dans 'opérateur A, la convergence de «, sert indirectement a prouver
une convergence forte d"une sous-suite de w, dans W (grace a un lemme de type Aubin [86],
page 57). La seule hypothese d'une convergence faible de B(w,)’ dans V' ne suffirait pas a
obtenir une convergence forte de B(u,) dans un espace de fonctions suffisamment régulieres
(pour fixer les idées dans W').
Nous avons donc été naturellement amenés a poser la définition suivante.

Définition 3.6 Lopérateur A est B-pseudo-monotone si pour chaque suite u, faiblement
convergente vers u dans V, telle que B(u, ) converge fortement vers 5(«) dans W', la condi-
tion

limsup(A(u,), u, —u) <0

n—0oo

entraine
liminf(A(u,), u, —v) > (A(u),u —v), Yve V.

n—0oo

3.4.2 Propriétés des opérateurs 5-pseudo-monotones

On vérifie dans cette partie qu’on a bien une notion intermédiaire entre la pseudo-monotonie
sur V et celle introduite par J.L. Lions pour les problemes paraboliques. On démontre en
outre une propriété d’additivité .

Proposition 3.1
(i) Un opérateur pseudo-monotone sur V (a fortiori monotone hémicontinu) est B-pseudo-
monotone sur V, pour tout opérateur 5.

(ii) Si B est compact de V dans W' alors un opérateur est B-pseudo-monotone sur V si et
seulement s’il est pseudo-monotone.

(iii) On suppose que V et W sont définis par 3.4.
Alors un opérateur B-pseudo-monotone, avec B continu de W dans W est pseudo-
monotone sur I'espace W (0,T) ={u e V:u € V'}.

(iv) Pour tout opérateur B, la somme de deux opérateurs B-pseudo-monotones est B-pseudo-
monotone.

Démonstration. Les deux premiéres parties de la proposition sont triviales.
Pour démontrer la troisieme, prenons un opérateur .4 qui soit B-pseudo-monotone sur
V. Notons (u,,) C V une suite convergeant faiblement vers v dans W (0,7'), et vérifiant

limsup(A(uy,), u, —u) < 0.

n—0oo

Alors le lemme de compacité de [120] (corollaire 4, page 85) implique la convergence forte
d’une sous-suite (u,,) dans 'espace W. La continuité de B entraine

B(uy,) — B(u) dans W' fort.

1. voir remarque 3.2.
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Pour la sous-suite, nous avons toujours

lim Sup(‘A(um)7 Um — u) S 07

m—00

et donc par définition de la B-pseudo-monotonie de A,

liT)En_}glof(A(um), U, — v) > (A(u), u—v), Yve.
Mais cette propriété est vraie pour toute la suite (u,). Sinon, on pourrait extraire une sous-
suite de (u,) ne la vérifiant pas et refaire le raisonnement ci-dessus ce qui ménerais a une
contradiction. Finalement .A est bien pseudo-monotone sur W (0, 7).
Enfin, considérons deux opérateurs A, A, B-pseudo-monotones. Soit A = A; + A;, et
donnons nous une suite u,, convergeant faiblement vers u dans V, telle que B(u,) converge
fortement vers B(u) dans W' et

limsup(A(uy,), u, —u) < 0.

n—00 -

Nous affirmons que cela implique nécessairement

limsup( Ay (uy,), 4, —u) <0, et limsup(Az(uy,),u, —u) <O0. (3.44)
n—00 n—>00
En effet, si cela n’est pas le cas, on peut supposer qu’il existe une sous-suite que I’'on note
toujours (uy,), telle que
lim (Aj(un), u, —u) =a >0,

n—0oo

et donc
limsup(Az(uy), u, — u) < —a.

n—0oo

Pour cette sous-suite 5(u, ) converge encore vers B(u), et d’apres la B-pseudo-monotonie de
-/42/
lirrl}inf(flg(un),un —v) > (Ax(u),u—v), YveV.

En particulier pour v = u nous obtenons 0 < —a, ce qui est en contradiction avec a > 0.
Donc (3.44) est vraie, et comme A; et .4, sont B-pseudo-monotones,

liminf (A (u,), up —v) > (A1(u),u—v), Yo eV,

n—0oo
liminf (Az(uy,), up —v) > (A2(u), u—v), Yo e V.

n—0oo

v

La proposition résulte alors de la sur-additivité de la limite inférieure,

liminf(A(u,), u,—u) > lim inf(Al(un),un—u)—l—linrrl}ioléf(flg(un),un—u) > (A(u), u—v), Yv e V.

n—00 n—>00
]
Nous renvoyons au paragraphe 3.4.10 ou1 'on montre que pour un opérateur B strictement

monotone, un opérateur du type calcul des variations (défini dans [86], pages 182-187 et
321-325) est B-pseudo-monotone.
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3.4.3 Hypotheses et résultat

On étudie dans cette partie I’équation d’évolution non linéaire :
d

%B(u) + A(u) > f,

B(u)(0) = v°.

Précisons les opérateurs intervenant dans 1’'équation ci-dessus et quelles sont nos hypo-

theses.
On considere une fonctionnelle convexe ®, semi-continue inférieurement et propre sur W,

telle que:
¢ est finie et continue sur i(V'), avec ¢(0) = 0, (3.45)
AC >0, Vu eV, [|0®oi(u),, <CL+ [ullf™). (3.46)

HW/

Nous posons ensuite B = 9(® o) = * 0 0¥ o i. L'opérateur B est maximal monotone de V'
dans V. Définissons 1'opérateur B de V dans V' par:

v € B(u) — v(t) € B(u(t)) p.p. sur [0,77].

Par construction et grace a I'hypothese (3.46), cet opérateur est maximal monotone et borné

de V dans W'.
On considere une famille { A(¢,.),t € [0,T]} d’opérateurs de V dans V' vérifiant la propriété
suivante.

AC >0, Yo € V, ||JA(t,v)|l,, < C(A 4+ |lv]|E7") pp-t €[0,T]. (3.47)
Etant donné A : V — V' défini par
Vu eV, A(u)(t) = A(t,u(t)) p.p. sur [0,1]

nous supposerons que :

lim inf M > 0. (3.48)

P
luly=ee [ully
Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat?:

Théoreme 3.5
Soit f € V', et v’ € D((® o i)*). Sous les hypotheses (3.45)-(3.48), si A est soit pseudo-
monotone sur V, soit B-pseudo-monotone avec B continu de W dans W pour la topologie

d
forte, il existew € V etv € W N L>(0,T;V’) tels que d_: €V et:

dv

(£) v € B(u),

v(0) = o°.

2. qui a fait 1'objet de I'article [91]



3.4 Equations a double non-linéarité dans le cas B-pseudo-monotone 55

Cette solution vérifie v(t) € D((® o4)*) pour toutt € [0,1]. De plus, si ® est continue sur W
alorsv € L*(0,T; W').

Remarque 3.10 dv
O La condition initiale en v a bien un sens car v € W et — € V' entrainent v € C'(0,T;V")

dt
([143], tome IIA, page 446).
O Si B est continu de W dans W' alors B est continu de W dans W',

O Remarquons que v(t) demeure pour tout temps dans le méme ensemble que la condition initiale.
Ceci peut étre utilisé pour étudier le cas out B dépend du temps.

O On peut faire les mémes remarques que dans la partie précédente, concernant l'opérateur B,
moins restrictif que dans [24]. Du coup la condition de coercivité sur A est plus forte, puisque
nous avons pris le parti, ici, de supposer que B n’intervient pas du tout a ce niveau. Cependant,
on pourrait envisager d’affaiblir I'hypothese (3.48) en faisant intervenir la fonctionnelle ® ou
'opérateur B.

Pour démontrer le théoreme 3.5, nous effectuons une discrétisation en temps. Puis nous
écrivons le probléme stationnaire obtenu sous la forme d’une inéquation variationnelle et
appliquons un résultat d’existence de [86]. Nous obtenons ensuite des estimations a priori
qui nous permettent de passer a la limite dans le cas pseudo-monotone. Nous démontrons
enfin un lemme de compacité qui autorise le passage a la limite pour un opérateur B-pseudo-
monotone.

3.4.4 Discrétisation du probleme (E)

Soit N un entier destiné a tendre vers l'infini, et (4)o<i<ny une subdivision de [0, 7] de
pas ¢ = T'/N. Comme dans [24], on considere le probleme discrétisé suivant:

Trouver (u?, ... ,ul) € VN+! tel que

Un—l—l_vn
== LAWY = f pourn=0,...,N —1,
€

(F2) vt e But!) pourn=0,...,N -1,

ol on a posé
" 1 [intt
o= [

£

Al VsV
1

tnt1
u— Alu = g/ A(t,u) dt.
in

Un premier lemme nous renseigne sur le comportement des f*:
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Lemme 3.5
Soit X un espace de Banach réflexif et séparable, et f € L(0,1; X). Pour chaque s > 0, f:
désigne la fonction en escalier sur [0, T telle que

1

gt
f:(t) = g/t f(s)ds pourt € [t,,ty4q].

Alors
fe — fdans L?(0,T; X) fort.

Démonstration. On montre alors d’abord que
Ve >0, Ve L0, T:X),  [Ifll < [I£1],
puis que le lemme est vrai pour les fonctions continues sur [0, 7],
Vo € C(0,T;X), ¢ — ¢ dans LF(0,T; X) fort.
Le lemme se déduit alors par densité. |

Etudions les propriétés des opérateurs A" :

Lemme 3.6
Sous les hypotheses faites sur I'opérateur A, A? vérifie
(i) 3IC >0,Vv eV, |AZv]],, < CO1+ (o],

(ii) A7 est pseudo-monotone de V dans V’,

(i) T inf (4zv, v)

lelly —oo |0|I%

> 0.

(iv) 1l existe deux constantes a, ¥ > 0 indépendantes de s et ¢ et telles que

e > (ATt ) > as Y flurthn =, Vse{0,..., N -1},
n=0

n=0

Démonstration. Pour montrer (i) il suffit d'intégrer (3.47) sur l'intervalle [¢,, ¢,,41].
Afin d’obtenir (ii), prenons une suite u,, convergeant faiblement vers u et supposons que

lim sup (A2t , Uy, — u) < 0.
m—r00

La fonction ,, appartenant a V et définie par
U, (t) = W Sit € [t,tuy1], w ailleurs sur [0, 77,

converge faiblement vers la fonction @ de V valant « sur [0, 7).
D’autre part la condition

lim sup (A2, U, — u) <0
m—r00

se traduit par
lim sup (A, , @y, — a) < 0.

m—00

Cas 1 Si A est pseudo-monotone sur V, alors nous avons par définition

liminf (Aty,, @, — 0) > (A, 2 —0) Vo e V. (3.49)

m—00
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Cas 2 Si A est seulement B-pseudo-monotone, la compacité de l'injection V' dans W nous
permet d’extraire de la suite (u,,) une sous-suite convergeant fortement vers « dans WV,
ce qui entraine la convergence forte d"une sous-suite %, ,,,) vers ¢ dans WV. La continuité
de B entraine la convergence forte de B(i,(,,)). Nous avons donc encore (3.49) pour la
sous-suite o(m). En raisonnant par 1’absurde, on montre qu’en fait toute la suite vérifie

(3.49).

En particulier, pour tout v € V et ¢ € V valant v sur [{,,t,41] et u ailleurs sur [0,77], on

obtient
lim inf (A2t , ty — 0) > (Alu,u—v) Yo € V.

m—00

Nous avons donc (ii).

La propriété (iii) s’obtient de maniere similaire en prenant dans (3.48) une fonction % de V

valantu € V sur [t,,t,+1] et 0 ailleurs sur [0, T7.

Enfin la propriété (iv) est montrée en utilisant (3.47) et (3.48). En effet si dans (3.48) on note

2a > 0 la valeur de la limite inférieure, nous avons

(A(u), u)

dd >0, Yu € V, lully >d = 5
[l

ji 9

et (3.47) nous indique qu'il existe 3 > 0 tel que
Vu eV, Jully <d = |(A(u), v)| < 71.
Par conséquent, il existe 1, > 0 tel que

Yu eV, (A(u),u) > allull}, — 72

En particulier si v € V vaut v2™! sur J¢,,,t,41] pourn =0...s,avec s € {0,...

obtenons (iv).

Lemme 3.7
Le probléme discrétisé (F.) admet une solution.

Démonstration. Le probleme discret s’écrit aussi
Trouver u?*! tel que

1 1
Jo = Alul™ 4 —ol € —B(ul™).
£ £

,N —1},nous

En utilisant la définition du sous-différentiel, cette derniere relation est équivalente a

1 1 1
<A?u?+1, v— u?+1> + -®oi(v)— —Poi(ulth) > <ff + EU?’ v— u?+1> VveV.
€ €

Nous disposons du résultat d’existence suivant, pour les inéquations variationnelles ellip-

tiques (cf [86], page 251; voir aussi [33], page 138):



58

3.4 Equations a double non-linéarité dans le cas B-pseudo-monotone

Théoreme 3.6
Soit A un opérateur pseudo-monotone de V' dans V', ¥ une fonction convexe propre semi-
continue inférieurement. On suppose que

il existe vy tel que U (vy) < oo et

(A(u), u — vo) + W (u)

[lelly

— 00 si |lu||, — oo.

Alors, pour f donné dans V', il existe u € V solution de
(A(u) — flv—u)y +¥(v) —V(u) >0 Voe V.
Nous pouvons utiliser ce résultat, pour w = 0, a condition toutefois de montrer que

(Alu,u) 4+ 1@ o i(u)

lJul | v —+o0 [|ull,

= too. (3.50)

Nous avons plus que cela. En effet sous les hypotheses faites, ® o ¢ est minorée en écrivant
Vu eV, Yug € B(0), ®oi(u) —Poi(0) > (vy,u).
En utilisant le lemme 3.6 nous avons donc

o (Afuu) 4 TP oi(u)
lim inf =

lfullv =00 [|ull3,

> 0,

ce qui entraine (3.50) (p > 1). [

3.4.5 Obtention d’estimations a priori
Considérons, pour n € {0,..., N — 1} les équations de (1)

n+1 n
v - v
€ € ni,n+1y _ rn
+ As (us ) — Je
€
et prenons uZ*! comme fonction test. Nous obtenons

1
- <U?—I—1 _ v?,u?+1> _I_ <Anun—|—1 un—|—1> — < n un—|—1> .

c € & 1 & e =>4
Mais nous avons u2t! € § (® 0 4)* (v2F!) et la convexité de (® o i)* donne

(ot — ol ) > (@0 d) () — (B o i) (of).

e e

Puis en sommantden =0ase {0,...,N — 1},

(@00 (o) +2 Y (Arartt ) <2 3 () + (@01)(00).
n=0 n=0 (351)
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En remarquant que I'hypothese ®(0) = 0 implique que (® o iJ* est positive sur V’, on peut
dans un premier temps supprimer le premier terme de (3.51), puis utiliser le lemme 3.6, (iv)
pour obtenir que

as Szt <2 3 (2t ) 4 (@ o) (00 4y, Vs e {0, N = 1),
n=0 n=0

Travaillons tout d’abord sur le second membre en appliquant 1'inégalité de Holder :

S S
S|S0 (D < e STt
n=0 n=0
1 1
S q S 1 P
< . (Z uf:uz,) (Z st W;)
n=0 n=0
s : s 5
< (eZHf?HqV,) (ezuuzﬂuf;)
n=0 n=0
N-1 % s %
< ( 3 uf:ua,) (ez uuzﬂuf;)
n=0 n=0
1
S P
< el (ez uuzﬂua)
n=0
1
S P
< Nl (ezuuﬁﬂua) ,
n=0

la derniere inégalité s’obtenant en consultant la démonstration du lemme 3.5. Finalement,
nous avons

1
s s T
ag Yl FHIE < 1 fllv (82 HUQ“H@) +(®oi) () +7,  Vse{0,...,N -1}
n=0

n=0

Nous en déduisons, par 1’absurde, que

3C' >0, ¥e >0, Vs € {0,...,N — 1}, e Jutthy < C. (3.52)

n=0

Cette estimation nous permet de montrer que
3C' >0, ¥ >0, Vs € {0,...,N -1}, e AT, < C. (3.53)
n=0

En effet, d’apres la premiere assertion du lemme 3.6

S

S
e llAzurt i, < Ce Y (14 furttt)’
n=0

n=0

< e (1 urte)
n=0

< C.
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(Nous avons utilisé I'inégalité de convexité: ¥r > 0, (147 <2711 4 r?)).
Du coup, nous pouvons borner le deuxieme terme de (3.51) en utilisant (3.52) et (3.53) :

S
|30 (Arurtt urtt) Seiwmn“m ),
n=0
S
< &znmnml) (zmw“w)
n:
< (.

On voit que ce dernier résultat, et la majoration du second membre déja obtenue, donnent
dans (3.51),

3C > 0, Ve > 0, Vs € {0,..., N — 1}, (@ o i) (vt < C. (3.54)
D’autre part, on déduit de (3.46) et (3.52)

N-1
C >0,V >0, &> [ty <C. (3.55)
n=0

Enfin, 1" estimation (3.53), et le lemme 3.5 appliqués a (2) permettent d’obtenir

— n—I—l n ||¢
30> 0,V >0, e Z Ll o<c (3.56)
V/
3.4.6 Passages alalimite
On note u. la fonction étagée valant v"** sur J¢,,,t,41] pour n = 0,..., N — 1, et u® en

t = 0. La fonction v. est définie de la méme facon. Nous utiliserons aussi la fonction affine
par morceaux v. qui coincide avec v. aux points de la subdivision.

Des estimations précédentes, nous déduisons qu’il existe une sous-suite (toujours indicée
par € par commodité), telle que

ue — u dans V faible, d’apres (3.52), (3.57)

v. — v dans W faible, d’apres (3.55). (3.58)

La suite v. est convergente et admet la méme limite que v.. En effet,

T
16 - ve]l = Au@@—m@mﬁw

N-1 trnt1
_ Z/t
n

t—1t q
o4 —= (U?"’l —vl) — v?"’l dit

€
V/

V/

N— tn
S >{ R Y R
- v €
e q
+1 n
= Z U? — U
q+1n:0

IN

Cel,
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en utilisant (3.56). Le méme calcul sur la norme W donne

N-1
. q
oz — velly < Ce Z ot w
n=0
< (.

d’apres (3.55). Donc la norme de 0. est bornée dans W' et quitte & extraire une nouvelle
sous-suite nous pouvons supposer que :

0. — v dans W' faible, (3.59)

dv. dv s e s
7 yr dans V' faible, d’apres (3.56), (3.60)
A(u.) — x dans V' faible, d’apres (3.47). (3.61)

Nous avons déduit des estimations a priori des convergences faibles. Citons un cas particulier
d’un lemme de compacité de [106]® qui entraine la convergence forte d’une sous-suite de

(v):

Lemme 3.8
Sila suite (v7)o<n< N Vérifie (3.55) et (3.56), on peut extraire de (v.).>o une sous-suite (v./) .o
qui converge dans V' fort lorsque ¢’ tend vers 0.

On écrira pour simplifier

v., U, — v dans V' fort. (3.62)

A la limite, nous avons donc dans V'

dv
TAx=1 (3.63)

Il s’agit de montrer que v € B(u), que v(0) = ° et que x = A(u).

3.4.7 Fin de la démonstration du théoreme 3.5 dans le cas pseudo-monotone

— Pour le premier point, écrivons que pour tout couple (y,z) € V x V tel que y € B(z)
nous avons par la monotonie de B':

(Us _y7us_$) Z 07
ce qui compte tenu de (3.57) et (3.62) donne a la limite
(v—y,u—2x)>0.

Comme ce raisonnement est valable quelque soit le couple (y, ) choisi, la maximalité
de B nous permet de conclure que v € B(u).

3. voir aussi J.A. Dubinskii, Trans. AMS 1967, Weak onvergence in nonlinear elliptic and parabolic equations
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— En ce qui concerne la condition initiale, remarquons que quitte a redéfinirv. et v sur
un ensemble de mesure nulle, on peut supposer qu’elles sont absolument continues,
d’apres [34], page 154.

D’autre part, (3.62) implique qu’il existe au moins un { €]0, 77 tel que

. (to) — v(t) dans V' fort.
Soit ¢t € [0, 1], "absolue continuité de v. nous permet d’écrire

tdo. tdv

RN / 1
. ds ds — v(to) + , ds ds dans V" faible,

ve(t) = 0= (to) +

en utilisant (3.60). Nous avons donc

vt € (0,77, 0. (t) = v(t) dans V" faible. (3.64)
Par définition, 0. (0) = v°, donc v(0) = °.

— Afin de prouver que A(u) = Y, en utilisant une propriété de pseudo-monotonie, il faut
d’abord établir (3.42) i.e.

limsup(A(ue.), ue —u) < 0.

e—0

Pour cela, remarquons que (3.51) pour s = N — 1 s’écrit d’apres les définitions de A
ot f
(®00) (0: (1)) + (Alus), ) < (fy 1) + (@ 00) (7).

En se servant de (3.61), le passage a la limite supérieure mene a

lim sup (A(ue), ue — u) < (f,u) + (@ oi)*(v°) = liminf(® 0 4)*(v-(T)) — (x, u).

=0 e—=0

Puisque nous avons montré que v € B(u), nous obtenons en prenant v comme fonction
test dans (3.63) et en utilisant le lemme 3.1,

(O u) = (fyu) = (@oi)*(v(T)) + (o) (v7).
Finalement tout revient a justifier

lim inf (@ 0 i)*(v-(T)) > (® 0 §)*(v(T)). (3.65)

e—0

Puisque (® o ¢)* est convexe et semi-continue inférieurement, il suffit pour cela que
v.(T) — v(T) dans V' faible, (3.66)

ce qui découle de (3.64) puisque v. et v. coincidentent = T.

Si A est pseudo-monotone sur V, (3.42) permet d’obtenir x = .A(u), et la démonstration
de 'existence s’acheve la.
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— Montrons maintenant que pour tout ¢, v(¢) demeure dans le domaine de (® o 7)*. Pour
cela, remarquons que par construction,

Yt Eltny tnl, 0. (t) € [v2, v,

De maniere explicite,

N t—t t—t
Us(t) - (1 - £ n) ve F —nvn+17

€ €

donc la convexité de (® o ¢)* entraine

@i (@) < (1-22)@ei @)+ R @e it <€

d’apres (3.54). En passant a la limite supérieure,

lim sup(® o i) (5. (1)) < C,
e—0

et a fortiori

0 < (®oi)(v(t) < liminf(®od)*(G.(1) <C,  vtelo,T).

e—0
— Montrons enfin que v € L*(0,T; V). La définition de (® o 7)* implique que
Yu eV, (P oi)*(v(t)) > (ve(t),u) — Poi(u).

J Lo (t)

Choisissons alors 6 > ety = ————
&lJve () [lvs

, ou J est l'opérateur associé a la dualité
V'’ V4. Nous obtenons

J o (t)

Sllve(0)] v+

> o0l — sup @oifw)

llullv=7%

o=l < 8@ 0 i) (v(t) + 8 sup B o i(u).

llullv="%

(® 0 0)*(a(1)) > llea(t) v — @ o

En utilisant (3.54) qui s’écrit

1C > 0, Ve > 0, supess(® o )" (v:(t)) < C, (3.67)
te0,T]

I'hypothese (3.46), et la convexité de ® nous avons

1C > 0, Ve > 0, supess ||v(t)]|v < C.
te0,T]
Si on suppose en outre que ¢ est continue sur W, alors en remarquant que ($ o} coin-
cide avec ®* sur W’ et que v.(t) appartient a W’ pour presque tout ¢, le raisonnement
ci-dessus peut se faire dans la dualité W', W et on obtient

¢ > 0, Ve > 0, supess ||v: (t)]|lwr < C. (3.68)

te0,T]

4. Nous supposons implicitement ici que V" et V' sont strictement convexes (pour que J soit univoque) quitte
a les renormer : voir [143] II/B, page 862.
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3.4.8 Résultat de compacité

Si A est B-pseudo-monotone, il nous reste & montrer la convergence forte d’une sous-
suite de v. dans W'. Pour cela nous énongons ci-dessous un résultat de compacité utile dans
I'étude des équations a double non linéarité.

Théoreme 3.7

Soit V et W deux espaces de Banach réflexifs et séparables tels que V' soit en injection dense
et compacte dans .

Soit IV un opérateur compact de V' dans W’. On définit £ : LP(0,17;V) — L%(0,17; W') par

E()(t) = E(u(t)  p.p.sur]0, ],

et on suppose que & est borné (sur les bornés de 17 (0,1 V)).

Considérons une famille {u. }.~o bornée dans L?(0,1; V), et notons {v.}.~o C L%(0,T; W'
une famille image de {u. }.~o par&.

Si de plus, {v.}.>q Vérifie

;ILH% |Thve = vellao, 7wy = 0 uniformément en ¢, (3.69)
ﬁ.

alors {v. }.>¢ est relativement compacte dans L?(0,T; W').

Remarque 3.11
Le cas £ = 0 est trivial. Le cas £ = Id revient au résultat de J. Simon [120], théoreme 3, page 80. 11
s’agit ici d'un résultat intermédiaire.

Remarque 3.12
Lorsque I'opérateur E posseéde une propriété de type convexité stricte, on pourrait utiliser les résultats
de A. Visintin [133] et leur généralisation par E.]. Balder et M. Valadier [13][14].

Démonstration.
Etape 1:
Pour montrer la compacité de {v: }.~o dans L9(0, T'; W), il suffit d’apres le théoreme 1 de J.

t2
Simon [120] de prouver que pour tout0 < ¢; <ty < T, / v.(t) dt est relativement compacte
t1

dans W’ (puisque nous avons déja (3.69)).
Introduisons les ensembles

G ={t e [0, 7]+ [Jus(0)llv > M},
et une constante C' > 0 telle que

Ye > 0, HUEHLP(OJ“;V) <.

cp
Alors mes(G?) < 175 Posons
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Par construction,
YM >0,Ve >0, vte[0,T], |uMO)|v <M.
Comme FE est compacte de V dans 1V,

{v2(1)} = E({u'(0})
est relativement compacte dans W’ pour tout M > 0.
Etape 2:
Soit t1,ty €]0,T[avec0 < t; < t; < T. Pour un entier N, on notera (va)OSiSN la subdivision

de pas h = 255 de [ty t5).
Supposons que pour tout 1 > 0, il existe deux entiers A4 et V; tels que:

VM > My, VN > Ny, Ve > 0, 3s. €]0, 4],

15 ty N
[ o= [ TS e s @)

i =

<n. (3.70)
W/

D’apres 1'étape 1,

AN Nty—ti N
[ oMY s ) de = 302 Y s

1 4=1 =1

est relativement compacte dans W’. Donc la convergence uniforme (3.70) nous permet de

conclure que
t2
{ / 0o (1) dt}
ty e>0

est relativement compacte dans W’, et la démonstration du théoreme est terminée.

Etape 3:
Pour montrer (3.70), procédons par 1’absurde en supposant qu'une telle famille {s } n’existe
pas, c’est-a-dire qu’il existe > 0, tel que pour tout M; > 0 et N; > 0,

M > My, AN > Ny, 32 > 0, Vs €]0, h],

15 N
/ (m(t)—ZmM (s ) + )X ,SN]@)) def|  >n. (3.71)
tl P 1—177¢ W/
Alors a fortiori
ts N
Vs €0, bl [ o) = Yoo+ o, (@] de >,
tl P =177 Wi
ty —

t
et en intégrant par rapportasde0ah = L nous avons

dM > My, IN > Ny, de > 0,
Lot al M _N
e A A O R S EEE N
1

: i—115
=1

dtds > n. (3.72)
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Montrons que cette derniere relation mene a une contradiction. En effet,

1 rh gtz
E/o /tl N sl dt ds
=1 W
1 ph QL s
_5/ Z/ o) = o (s + 5|, dtds
0 =1 Szj'\il
1 &L sy sl
_gZ/N N EXO R O] I
=1"“%-1"Y%

et par le théoreme de Fubini, puis en posanto = s — ¢,

1 i\f:/si\f /slN—t
= — Ve (T
h =1 Szj'\il Szj'\il_t

En appliquant de nouveau le théoréme de Fubini,

/ /mln 5, ,sN o)
h ) max( s ,sf\il—cr)

—1
min(t2,t2—0)
h / /max t1 t1— cr
1 min(t2,t2—0)
T - (8) = v2(0 + )y o

tl ,tl CT

—oM(t + o) HW/ do dt.

v (t) — oM (t + U)HW' dtdo

[ /\

vo(t) — oM (t + o) HW’ dtdo

IN

min tg,tg cr
by / / XG4 ) Ol dtdo

max tl,tl cr

1

1 ¢ C

<ot sup ([ ot ettt o) dt) 42 oo

M
oe[—h,h] \JO

Soit n > 0 fixé.
Grace a (3.69), il existe N; > 0 tel que pour tout N > Nj, avec la subdivision de pas h =
on ait:

ta—1
N

T—o q
e >0, sup (/ os(t) — ve(t + 0)|1% dt) <.
o€[—h,h] 0

D’autre part, £ a été supposé borné sur les bornés, et ||w||1r(o,7,v) restant borné par hypo-
these, il en est de méme pour HUEHLq(QT;W/)} donc il existe M; > 0, tel que:

C
VM > M17 Ve > 07 MHU‘JHL‘Z(O,T;W’) < n.

En regroupant les deux dernieres inégalités, nous arrivons a une contradiction par rapport a
(3.72), ce qui conclut la démonstration du théoreme 3.7. [
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3.4.9 Fin de la démonstration du théoréme 3.5

Rappelons qu’il nous reste a étudier les passages a la limite dans les termes non-linéaires
de A, en obtenant une convergence forte de v. grace au lemme de compacité ci-dessus. Com-
mengons par établir que la suite v. définie au paragraphe 3.4.6 vérifie (3.69), en admettant
pour l'instant le

Lemme 3.9
On suppose que B est continue de W dans W'. Alors:

(i) u. — u dansV faible,

T—h
@) 3C >0, V= > 0, Vh €]0, 7], / (0 (t + ) — 0e (), ue(t + h) — e (8) )y 4y dt < Chr,
0 ?

(iii) 3C' > 0, Ve > 0, supess||v.(t)||wr < C.
te0,T]

entrainent (3.69).

On a déja (i) d’apres (3.57), et (iii) d’apres (3.68).
Pour etabhr (ii), on remarque qu’il suffit de considérer le casott h = ke, k€ {1,...,N—1},
puisque v- et u. sont des fonctions étagées. En effet, supposons 1'inégalité vraie pour k<. Soit
h €lke, (k+ 1)e[, aveck > 1, et hg = h — ke.

T—h
/0 (o (t 4 h) — 0 (t), et + h) — ue(t)) di

N-k N—k—1
e €—h0 Z <U71+k ;17 761+k 761>_|_h0 Z <U?+k+1 U?7 7;-|—k.|.1 u?>
n=1 n=1
_h N-k
=SS [T Gl b 0 w4 B — et
n=1 “tn—1

1

sls

tn

/ (Wt £ (k4 1)2) — 0. (), ue(t + (k + 1)) — ue (1)) dt
t

Nous avons donc

T—h
/0 (e (t + h) — v (8), ue(t + h) — ue(t)) di

_ € ‘gho /OT_“ (0t + k) — vo(8), ue(t + ko) — uc(t)) dt

hO T—(k+1)e

(va(t + (k + 1)e) — ve(t), ue(t + (k + 1)e) — ue(t)) dt

g Jo
—h 1 h 1
< C[E )+ 22k + 12
1
SC[(€—h0)k€—|—ho(l€—|—1)€:|P SCh;l_?7
&
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1
en utilisant la concavité de la fonction r — r».
Il s’agit donc de montrer

T—ke
30 >0,V > 0,k € {1,...,N — 1}, / (0 (t + k) — v (1), et + ko) — ua()) dt < C(ke)¥
0

c’est a dire au niveau des grandeurs discretes:

N—-k-1
30 (R ) < Cke)

n=0

=

(3.73)

Pour prouver (3.73) nous écrivons le probléme approché sous forme variationnelle :

Trouver (ul)n=o,.. N € YN+ o] que

N=1 / ntl _ yn N-1 N-1
€Z< — 5’w”>+€Z<A?uz+%wn>=€Z<;%wn> Yo = (1,) € V.
n=0

n=0 n=0

Soit k € {0,...,N —1}etm € {0,...,N — k — 1} fixés. On choisit comme fonction test le
(N +1)-uplet w dont les composantes valent u***+! —u"+! pour tout n € {m+1,... ,m+k}
et sont nulles pour les autres valeurs de n. Par construction,

N-1 Un—l—l_vn
Y () = (ol g ),

n=0

C’est donc la somme sur m de ces quantités que nous voulons majorer pour obtenir (3.73).
Calculons donc:

N-1
e 30 {# - At w,)
n=0
m+k
:€< > ff—A?ug+1,u?+k+1_u?+1>
n=m+1
m+k
o D I R o N i [
n=m+1
L L 1
ey g N1 q N-1 L
R (52‘”5 ”qV') +(€Z\1Azuz+luqv,) Jup e —
n=m+1 n=0 n=0
l N
< (k)% (I llve+ ) (4l + ) dapres (3.59)

1

< Clke) ([l v + uz v ) -
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Ceci entraine pour la quantité que nous désirons estimer :

N-—k—-1
c Z <U;n—|—k—|—1 s ugn—l—k—l—l _ ugn-|—1>
m=0
1 N-—k—-1
<Clheyre 3o (Jul Yy + a1y
m=0
1 1
< Cke)r (N = k)e)a[Juclly
1 1
< Clke)r (T)a
< C(ke)7.

Nous avons donc (ii), puis (3.69) en admettant le lemme 3.9. En appliquant le théoreme 3.7,
nous obtenons la convergence forte d"une sous-suite de w., et la définition de la B-pseudo-
monotonie donne alors (3.43) et permet de conclure la démonstration du théoreme 3.5. Nous
renvoyons au paragraphe 3.9 pour la démonstration du lemme 3.9 qui est purement tech-
nique.

3.4.10 Application: exemple d’opérateur B-pseudo-monotone

Soit N, p, r trois entiers avec N > 0, p > r > 1. Les exposants conjugués de p et r seront
notés respectivement ¢ et s:

1 1 1 1
_I_ —

P oq r
Considérons un ouvert Q2 de RV, et Q = Qx]0, 7.
On note I'; une partie de 992, 31 = I'; x]0, T, et X5 = (02 \ I'1) x]0, T'[.
Soit V' le sous-espace fermé de W' (), contenant W, *(Q2), et défini par

V={ueW"(Q), up, =0}.

Reprenons pour la fonctionnelle ¢ 'exemple de la partie précédente (paragraphe 3.3.2), ou
nous supposons en outre que z — 3(z, z) est continue et strictement croissante pour presque
tout = € , et vérifie la condition de croissance::

Jday,az >0 @ |z, 2)] < ay |2]P~! + aq, V2 € R, pp.x € Q. (3.74)

Alors I'opérateur B associé a 3 vérifie les hypotheses (3.45) et (3.46), et 'opérateur B associé
est continu de L?(()) dans L?(Q).

Pour la partie elliptique, introduisons 4; (z,t, 7, v,£),t € {0,..., N } une famille de fonctions
réelles, définies sur Q x R x R x RV et vérifiant:

(A1) Pour presque tout (z,t) € (), la fonction (n,v,&) — A(z,t,n,v,§) est continue sur
R x R x R" et pour tout (1, v, £) la fonction (z,t) — A;(x,t,n,v,£) est mesurable sur

Q.
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(A2) Pour tout (u, v, w) appartenant a L' (Q) x L1(Q) x (L*(Q))",
(z,t) = A;(z, t,ulz, t),v(z,t), w(z,t))
appartient a L?(Q)) pouri € {1,...,N}eta L*(Q) pour i = 0.
La fonction vectorielle A = (A4;);<;<n Vérifie,
(A3) Pour z,t fixés p.p. dans () et || borné,

A($7t7n7ﬁ($7n)7€)'€
T T2 N T

=4

(A4) Presque partout dans () et pour tout 7,
(A(z,t,n,B(z,n),&) — Az, t,n,B(z,n),€)).(E - &) > 0si & £
Lopérateur A : LP(0,T; V) —s L3(0,T; V') est alors défini pour u € L2(0, T; V) par:
(A(u),v) = /OT/QA(ac,t,u(ac,t),ﬁ(ac,u(x,t)),Vu(x,t)).Vv(x,t) de dt
+ /OT/QAo(x,t,u(x,t),ﬁ(x,u(x,t)),vu(x,t))v(x,t) de dt,

pour tout v € LP(0,7;V).

Proposition 3.2
L’opérateur A ci-dessus est B-pseudo-monotone sur LP(0,7; V).

Démonstration. Elle est librement inspirée de celle de J.-L. Lions ([86], pages 182-185). Consi-
dérons une suite v, telle que

(i) u, — wdans L?(0,7;V) faible.
(i) B(u,)— B(u)dans L(Q) fort.
(iii) 1i7121r1_>sol<1)p(fl(un)7 wy, —u) < 0.
L’hypothese (ii) implique apres extraction d"une sous-suite que
Blx, un(z,t)) — Bz, u(z,t)) p-p. sur . (3.75)
Comme /3 est strictement croissante et continue nous avons,
up (2, t) — u(z,t) p-p. sur . (3.76)
On en déduit, d"apres (i) et » < p que
u, — uwdans L"(Q) fort. (3.77)

Afin d’améliorer la lisibilité, on notera A;(u, B(u), Vu) la fonction de L%(Q) valant

Ai(z, t,u(z,t), B(u)(z,t), Vu(z,t)) presque partout sur (),
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et cette valeur sera abrégée par A;(z, ¢, u, B(u), Vu). D’autre part (, ) désigne toujours le pro-
duit de dualité entre V' et V ou entre L7(Q) et LP(Q), et (.) le produit scalaire de RV.
Nous avons alors

(A(un), wy — u) = (A(wn, Blun), Vug), V(u, — u)) + (Ao(wn, B(uy), Vi), u, — u)
= (A(un, B(uy), Vu,) — A(uy, B(u,), Vu), V(u, — u))
+ (A (un, B(uy), V), V{ty, — u)) + (Ao(un, B(un), V), u, — u). 3.78)

Etape 1. Montrons qu’on peut extraire une sous-suite telle que
(A (tn, B(uy), V) — Aun, B(u,), Vu), V(u, —u)) — 0. (3.79)

Les hypotheses (A1) et (A2) impliquent (M. Vainberg [129], théoreme 19.1 page 154, et page
162) que l'application
(u,v,w) = A;(u, v, w)

est continue et bornée (sur les bornés) de I’ (Q) x L4(Q) x (LP(Q))" dans L¢(Q) pour i > 0
et dans L*(Q) pour i = 0°.
On en déduit que A (u,, B(u,), Vu,) demeure dans un borné de (L?(Q))", et que

A (tn, B(uy), Vu) = A(u, B(u), Vi) dans (L(Q))" fort. (3.80)
Cette convergence forte et (i) entrainent
(A (un, B(uy,), Vu), V(u, —u)) — 0. (3.81)

D’autre part, on a vu que Ag est bornée de L (Q) x L4(Q) x (L?(Q))" dans L*(Q) ce qui nous
permet d’écrire

|(Ao(tn, B(un), Vun), uy — u)| < clluy — ul|prgy — 0. (3.82)
En utilisant (iii), (3.81) et (3.82) dans (3.78) nous obtenons

lim sup (A (un, B(u,), Vi) — Aun, B(u,), Vu), V(u, —u)) <0,

n— 0o
et d’apres (A4) on a (3.79).

Etape 2. Montrons que cette condition (3.79) entraine
A (U, B(uy), Vu,) = A(u, B(u), Vu) dans (LY(Q))" faible, (3.83)
et
Ao (tp, B(uy), Vu,) — Ao(u, B(u), Vu) dans L* () faible. (3.84)
En effet, en notant

Fo(z,t) = (A(z,t, up, B(u,), Vu,) — Az, t, wn, B(u,), Vu)).V(u, —u) >0,

5. voir aussi [79]
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nous avons / F,(z,t)dzdt — 0 d’apres (3.79), et donc il existe Z C () de mesure nulle, tel
Q

qu’apres extraction d"une sous-suite,
wn(z,t) = u(z,t), B(u,)(z,t) — B(u)(z,t), F,(z,t) =0, V(z,t) e Q\ Z.

Soit (z,t) ¢ 7, et £&*(x,t) une des limites de Vu, (z,t). On a nécessairement |£*(z, t)| < +oo.
sinon on aurait d’apres (A3)
Az, t, up, B(u,), Vu,). Vu, (2, 1)
[V (2, )] 4+ [V (2, )P

— o0,
et donc
HFnHLl(Q) — —I_OO
ce qui mene a une contradiction. A la limite nous avons donc d’apres (Al),
(A(z,t,u(z,t), B(u)(z,t), £ (x, t))— Az, t,u(z, t), B(u)(z,t), Vu(z,t))).( (2, t) - Vu(z,t)) = 0,

presque partout sur (), ce qui d’apres (A4) signifie &(z,t) = Vu(z,t). Nous avons donc
montré que

Vie{0,...,N}, Azt un, B(uy), Vu,) — Az, t,u, B(u), Vu) p-p. sur .
Les opérateurs A; étant bornés dans L4(()) et L*(@) nous obtenons (3.83) et (3.84) (voir par
exemple [86], page 12).
Ettzpe 3.Soitw = (1 — )u + 0v, § €]0, 1], nous avons d’apres (A4)

(A (un, B(u,), Vu,) — A(ug, B(uy,), Vw), V(u, —w)) >0 Vw.
Par conséquent,

O(A(un, B(u,), Vuy,), V(u, —v)) > — (1 — ) (A(un, B(u,), Vuy,), V(u, — u))
+ (A (wn, B(uy,), Vw), V(u, — w)). (3.85)
Le premier terme du second membre de (3.85) tend vers 0 d’apres (3.79) et (3.81). D’autre
part,
A(uy, B(uy,), Vw) — A(u, B(u), Vw) dans L?(Q) fort.

Donc
1
o B 1 B
lglrrl}gf(A(un, B(uy), Vuy), V(u, —v)) > 7 (A (u, B(u), Vw), V(u— w)) (3.86)
> (A(u, B(u), Vw), V(u—v)).
Puis en faisant tendre 6 vers 0 nous avons grace a (Al),
lim inf (A (ug,, B(uy), Vuy,), V(u, — v)) > (A(u, B(u), Vu), V(u—v)). (3.87)

n—0oo

Ecrivons maintenant que

(A(un), uy, — v) = (A(up, B(uy), Vug), V(u, — v)) + (Ao (wn, B(us), Vug), u, — v).
(3.89)
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Puisque
(Ao (un, B(uy), Vug), u, — v) = (Ao(tn, B(un), V), un — u) + (Ao(ttn, B(un), V), u — v)
nous avons d’apres (3.82) et (3.84)
(Ao(tn, B(ug), V), u, —v) = (Ao(u, B(u), Vu),u—v),
puis en utilisant (3.87) dans (3.88)

liminf(A(u,), u, —v) > (A(u), u—v).

n—0oo

Ceci acheéve la démonstration. ]

Remarque 3.13
Le point crucial est le passage de (ii) a (3.77). Pour avoir une classe d’opérateurs plus large, il faudrait
étudier sous quelles conditions la convergence

B(uy,) — B(u) dans L(Q) fort

entraine
u, — udans LP(Q) fort.

Dans ce sens, |. Kacur utilise un lemme ([76], proposition 3.35) qui ne semble pas se généraliser a
notre cadre. Les considérations de stricte convexité de A. Visintin pourraient étre utilisées [133][136],
ainsi que leur généralisation par E.J. Balder et M. Valadier.

Pour f € L1(Q), g € LI(X;), soit F' € L2(0,T;V’) définie par

(F,v):/@f(ac,t)v(ac,t) drdi+ [ glo)o(o)do, o€ L7015V

Pour ug € V, nous obtenons donc l’existence d’une solution u vérifiant
d 0
%B(u) + A(u) = F, et B(u)(0) = B(u").

ce qui s'interprete formellement par

9p(x,u)

S divA (e, b, B(u), V) + Ao(e, t, u, 5(w), Vi) = .

u = 0 sur X,

Az, t,u, f(u), Vu).n= g sur 3,

Bz, u(x,0)) = Bz, up(z)) sur 2.

Remarquons que ce résultat améliore celui de [6] au sens ot I'opérateur elliptique peut dé-
pendre de u explicitement, et n’est pas fortement monotone.
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3.4.11 Retour a I’équation en pression

Voyons comment ce résultat s’applique a la résolution de la formulation variationnelle
(2.39), dans le cas ou
(z,t) = (2, t) ne dépend pas de .

Nous supposerons que ¢ € H'(Q), par exemple, mais il suffit que la fonction = — 8(¢(z), r)
soit mesurable pour r € Rt.

Les fonctions 3; définies en (2.25) sont strictement croissantes et continues d’apres les
hypotheses faites sur les coefficients y;. Cependant ces fonctions ne sont pas définies sur R
tout entier. Aussi introduit-on la fonction

Bi(n) = Bi(n) — B:(0)

qui est ensuite prolongée par imparité a R tout entier. Nous obtenons alors une fonction
strictement croissante sur R, qui vérifie pour toute fonction u dérivable et positive,

IPi(u) _ 9pi(u)
ot ot
Au vu des propriétés (2.8) ... (2.10), la fonction z — 3(1(z), 2) vérifie la condition de crois-
sance (3.74).
Le choix des fonctions A4; se fait comme suit:

Ao(z,t,n,v,§) = fla, 1) 3(¢(2), [n]),
Ai(a,tyn,v,8) = (@), [nl) - S (), nl) - &-

Onse placedanslecasp = 2etr = % 6. La condition (A1) est vérifiée lorsque f estintégrable,
et S(¢, |u]) continue par rapport a «. La condition (A2) est vérifiée pour ¢ = 0 lorsque [ €
L3(Q), et pour ¢ >= 1 puisque S est supposée bornée supérieurement sur R". La coercivité
(A3) vient des bornes inférieures strictement positives de S et 5 sur R, et du fait que 3 est
bornée supérieurement. De méme pour (A4).

Nous choisissons ensuite comme espace

V={ue Hj(Q):u=0surl,},

et comme second membre I € L%(0,7; V') définie par
(F,v) = / h(o)o(o)do Yo L20,T;V),

avec h € L*(X.) fixé.
Nous avons alors le résultat d’existence suivant.

Corollaire 3.1
Etant donnés f € L3(Q), uo € V, v € H'(Q), et h € L*(X.), il existe une solution u €
L%(0,T;V) au probléme variationel suivant.

T ~ v
//_ﬁ(¢7u)§+ﬂ(¢,|u|)5(¢,|U|)VU'VUd$dt
0 Q
T T
=/ /ﬁ(%lul)f(ac,t)vdxdwr/ ﬁ(¢o,|uo|)y(0,x)dx+/ hvdodt, (3.89)
0 Q Q 0 Te

6. ou toute valeur r telleque 1 < r < 2.



3.5 Unicité de la solution du probleme de Dirichlet

pour tout v € L?(0,T;V). Si d’autre part on peut prouver que cette solution est positive,
alors on peut supprimer les valeurs absolues et remplacer 3 par 3.

Remarque 3.14

Nous renvoyons au paragraphe 3.5.1 ot on montre la positivité des solutions du problemes de Diri-
chlet. Notons que l'existence d’une solution au probleme de Dirichlet s’obtient facilement, en prenant
pour espace V 'espace H{ et en supprimant h.

Le raisonnement ci-dessus nous donne donc l'existence d"une solution pour une condition
sur la frontiere I'. qui ne correspond pas a (2.39). Pour résoudre effectivement (2.39), notons
A lopérateur de L?(0,T; V) dans son dual défini a partir de la construction précédente par

(Al(u),v):/QA(u,ﬂ(ac,|u|),Vu)-Vvdacdt—l—/QAo(u,ﬂ(x,|u|),Vu)vdacdt,

et dont on sait qu’il est B-pseudo-monotone, borné et coercif. Puis introduisons un deuxieme
opérateur de L*(0,7’; V) dans son dual,

(Az(U)vv)I/ B(te, us,)Gevys, do, Vo € L2(0,T; V).

e

L'opérateur A est monotone hémicontinu borné de (0, T; V) dans son dual. En effet, il est
bien défini sur cet espace puisque

u e LZ(O,T; V) — U, € Lz(ze) — 5(¢e7 u|2e) € LOO(Ee)v

et comme vy, € L*(X.), Aj est défini pour G, € L*(X.).
Nous utilisons maintenant la proposition 3.1 qui entraine que la somme

A=A+ A
est un opérateur B-pseudo-monotone sur L*(0,7; V). 1l suffit, pour pouvoir appliquer le

théoréme 3.5 de vérifier que l'opérateur A est borné et coercif. Ces deux propriétés sont
facilement obtenues en remarquant que l'opérateur A, hérite du caractere borné de 3,

A2 (W)l z207v1) < Bimax [Gellzz(s,) -
Finalement, nous avons la proposition suivante.
Proposition 3.3
Etant donnés [ € L*(Q), uo € V, ¥ € HYQ), G. € L?(X.), la formulation variationnelle
(2.39) admet une solution v € L*(0,T; V).

3.5 Unicité de la solution du probléme de Dirichlet

Nous revenons dans ce paragraphe a un cas moins général, en considérant les fonctions
3 et S (continues et bornées sur R, minorées par une constante strictement positive). Nous
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nous placons dans le cas d"un probléme de Dirichlet homogene. Le théoreme 3.5 avec V =
L2(0,T; H}()) nous assure I'existence d'une solution u € V de (¢ est donnée)

O] i (3, ) S (. )W) = F(0 ) sur 0,71 (390)
U= ug sur €2, (3.91)
u=0 sur 9Q2x]0, 7. (3.92)

Dans I’équation précédente, 3 désigne le prolongement de 3 a R définit par 3(s) = 3(s) —
5(0) pour s > 0 et prolongé par imparité. En introduisant la fonctionnelle convexe sur 77(12),

b (u) = /Qéw(x),u(x))dx

ott B(,.) désigne la primitive s’annulant en zéro de 3(%, .) on sait que sa conjuguée d* est
positive sur L?(Q) et nulle en u = 0.
3.5.1 Positivité de la solution

Nous avons le résultat suivant

Théoréeme 3.8
Soit ug € HY(Q), f € L*(Q) avecug > 0 p.p surQ et f > 0 p.p. sur Q. Toute solution faible u
de (3.90)(3.91)(3.92) telle que

B(e,u) € H'Y(0,T; LA(Q)

est positive ou nulle p.p. sur Q.

Démonstration. Rappelons tout d’abord qu'une solution faible est une fonction u € V telle
que

T ov
_/ /ﬁ(lﬁyu)a-l-ﬁ(lb,|u|)5(¢,|U|)VU-V1}dxdt:
0 Q
T ~
| [ ssupdedt+ [ v, u)o(0)do.
0 Q Q

pour toute fonction v € H'(Q) s’annulant en ¢ = T et sur 992. Comme nous avons fait une
hypothese de régularité sur la solution faible, on peut écrire la formulation précédente sous
la forme

T
/ | LG et b 5 S V- Vodedi = [ [ o, wededt,

pour toute fonction v € V nulle sur 2. Du coup, la fonction - L _ min(u,0) € V est une
fonction test valide. Nous pouvons donc écrire

T
/ / 35 ¢7 —_|_ﬁ(¢7|u|)5(¢7|u|)VU-Vu_d$dt:/0 /Qfﬁwﬂ)u_dxdt
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Dans l'intégrale correspondant au premier terme, seuls les points pour lesquels u < 0 inter-

viennent, et en ces points u = —u~ donc I'imparité de j3 fait que
R RCRD . OB(w,u7) o),
/0 /Q o U dz dt = / / d$~dt (3.93)
= —®"(B(¥,u ))( ) + @7 (B¢, u7))(0) (3.94)
= —%*(B(u))(T) <0, (3.95)

puisque ﬁ(lb, u”)(0) = 5(%, Uy ) = @(%, 0) = 0. D’autre part, nous avons pour les mémes
raisons l'identité

T T 5
/ /ﬂ(QMUI)S(%IUI)VU-Vu‘ dxdt:/ /ﬁ(¢,|u|)s<¢,|u|)¢vu—| dz dt.
0 Q 0 Q

Comme les fonctions 3 et S sont, par hypotheése, minorées par une constante strictement
positive, il existe C' > 0 telle que

T
| [ S, ju) [Va- f dedt < =€ 9| ). (3.96)

Enfin nous minorons facilement le dernier terme
T
/ / FA(, W dzdt > 0
0 JQ

en vertu de la positivité de 3, fetu™.

La somme de trois quantités négatives ou nulles ne peut étre nulle que si ces trois quanti-
tés sont nulles. En particulier, (3.96) entraine que u~ est constante p.p. sur (), puis nulle p.p.
puisqu’elle appartient a V. Nous avons donc montré que u est positive presque partout sur

Q. ]
On voit a posteriori que les solutions faibles de 1’équation (3.90)(3.91)(3.92) vérifient donc

0B (¢, u)

S div (B(6,u) S (6, 0) V) = [B(bu) sur@x]0, T, (3.97)
U= ug sur €, (3.98)
u=0 sur 9Q2x]0, T, (3.99)
et
u>0 sur Q2x]0,T7. (3.100)

3.5.2 Unicité des solutions

Nous allons montrer 1'unicité des solutions faibles des équations (3.98)- - - (3.100) (c’est a
dire des solutions positives) dans le cas o1

les coefficients /3 et S ne dépendent pas de 7.
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Ces solutions vérifient en particulier

Vo € HA(Q), <8ﬂ8(t“)

,v>—/QVB(u)-Vvdx:/ﬁfﬁ(u)vdx,

ol on a posé

B(r) = / B(s)S (s) ds.
0
Prenons donc deux solutions u' et u? et formons pour tout v € H{ (),

9B (u') — B(u?) v> — [ V(B(u') = B(w?))-Vvde = | f(B(u') = B(u*))vdz.
< ot /Q /Q (3.101)

Nous allons travailler sur I'espace H™'(2) que nous voulons munir d’un produit scalaire.
On introduit d’abord l'application de dualité J de H} (2) dans H~1(Q) définie par J = —A,
c’est a dire, pour u € H} (),

<JU7U>H—1(Q),H(}(Q) = /Q Vu-Vode, Vv € H} ().
Notons que par définition nous avons

(Ju, ) @) mi@) = o Wa-yapme)  ¥(u,v) € Hy(Q). (3.102)

On sait que cette application de dualité est un isomorphisme de H} () sur H~'(Q) dont
l'inverse est défini en v € H~1(Q2) comme la solution w du probléeme de Dirichlet homogene

—Aw = u, w = 0 sur 9f2.

On définit alors un produit scalaire sur H~'(Q) en posant pour (a,b) € H~'(Q)?,

. -1
(a, b)H—l(Q) = <a7 J b>H—1(Q),H5(Q) '

En particulier la symétrie de ce produit vient de

<“’ J_1b>H—1(Q),Hé(Q) - <J(J_1a)’ J_1b>H—1(Q)7H1(Q)

0

et d’apres (3.102),

= <J(J_lb)v J‘1a>H-1<Q>,Hg<m

- <b’ J_1Q>H—1(Q),Hg(9) '

Nous allons construire une fonction test appropriée en introduisant la fonction w(t) ap-
partenant a H} () et définie par
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Sous I'hypothése que /3 est une fonction bornée sur Rt, nous avons 3(u') € L*(9), donc
au moins w(t) € H*(Q) N HL(Q); w(t) est donc une fonction test admissible dans (3.101), et
nous obtenons apres application de la formule de green,

0B(u') — B(u?) 1 2 1 2 1 2
( A Bt - Bl >)H_1(Q)+/Q<B<u>—B<u D) = B) da

- /Q FBY) = Bu?))w(t) de.

Supposons en outre que f est constante en z, et bornée en ¢, on a

/Qf(ﬁ(ul) —_ B(u))w(t)dz = f/Q (B(a!) = B(u2))w(t) da

puis I’estimation

2

Sl = s+ [ (B - BB - s da

2dt H=HQ)
1 21|12
<Ml 501 =BG
Utilisons maintenant la structure particuliere de B, en remarquant que
(B(s1) = B(s2))(B(s1) = B(s2)) 2 0, V¥(s1,52) € (RF)?,
ceci traduisant simplement que B o 3! est croissante; en effet,
(B Oﬁ_l)/ — (ﬁ_l)/ % B/ Oﬁ_l
=B x(BxS)op™!
=Y xidxSop >0 sur RT,
puisque S est positive, et 3 croissante. Nous obtenons donc l’estimation
Ld 1 2| 1 2|
s 10 =8| <l 36 =56, - (3.103)

En intégrant de 0 a ¢ et compte tenu que u! et u? sont égales a I'instant initial,

1 2 2 ! 1 2 2
welo. 7)) =8N, g <210 [ 60 -sat)e)], g 4
Le lemme de Gronwall nous permet de conclure quant a I'égalité 3(u') = 8(u*) dans H~(Q)
pour tout ¢, donc dans L*(()) et presque partout sur (). Enfin, comme /3 est strictement
croissante sur R, nous obtenons

1 2

U =u p-p- sur Q.
Résumons les considérations précédentes dans le résultat d"unicité suivant:
Théoreme 3.9
Supposons donnés ug € H}(Q), f € L>(0,T), et considérons deux solutions faibles de

(3.98)- - - (3.100) (donc positives), et > constant. Si S est positive, bornée, 3 bornée, positive
et strictement croissante alors ces deux solutions sont égales presque partout sur 2x]0, 7.
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Remarque 3.15
Jusqu’a l'estimation (3.103), nous n’avions pas supposé que les deux conditions initiales étaient
égales. Nous obtenons de la méme maniere un résultat de stabilité par rapport a la condition initiale

de la forme
2 i 2
veel 1l o) =8N, <2070 [ |6a) =), 0
2 CREIC]
et en utilisant le lemme de Gronwall,
v, 1l |6t - BN O, g < |8 - B, g 0211

Donc I'opérateur (non linéaire) qui a la condition initiale vo = [(wo) associe la solution [3(u) est
continu de H='(Q) dans L>(0,T; H~1(Q)).

Remarque 3.16

Un résultat d’unicité pour des équations a double non linéarité a été obtenu tres récemment par F.
Otto [101], sans hypothese de régularité sur 3(u). Les hypotheses sur les opérateurs BB et A que nous
faisons ne nous permettent pas d’appliquer ce résultat.

3.6 Directions de recherche dans le cas ou 'opérateur de la partie
parabolique dépend du temps

Dans les deux parties précédentes, on a toujours supposé que B ne dépendait pas du
temps. Or en pratique nous avons

B1(u(z,t)) pour(z,t) >0,

Bo(u(z,t)) pour ¥(z,t) < 0. (3.104)

B(¢7u)($7t) = {

Il'y a (au moins) deux approches possibles. La premieére consiste a considérer les deux sous-
domaines o1 'opérateur B ne dépend pas du temps explicitement. ces deux sous domaines
sont non cylindriques et les deux équations sont couplées par une condition de transmission.
La deuxieme approche est de traiter completement la dépendance en temps de B en intro-
duisant une famille de fonctionnelles convexes paramétrée par ¢ dont B(t, .) est le sous dif-
térentiel, et d’établir en particulier un lemme d’intégration par parties généralisant le lemme
3.1.

3.6.1 Découplage sur deux sous-domaines non cylindriques

Une premiere approche est de découpler le probleme sur chacun des deux domaines
fluides. En effet sur un domaine, l'opérateur B ne dépend pas de 7. Par contre ce domaine
dépend du temps si bien que le cylindre 2x]0, 7T doit étre remplacé par un ouvert non
cylindrique. En plus de cela, une condition de transmission doit étre imposée a la frontiére
séparant les deux domaines fluides.

Concernant le probleme des ouverts non cylindriques, on pourrait dans un premier
temps tenter un redressement, en utilisant les résultats de A. Bove, B Franchi et E. Obrecht
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[32]. L'ennui est que le changement de variables nécessaire, s’il ne change par la nature de
I’équation, introduit des termes supplémentaires délicat a gérer méme en dimension un.

Une autre approche serait d'utiliser une pénalisation sur un ouvert cylindrique contenant
I'ouvert non cylindrique, comme J.L. Lions [85]. Mais cette méthode s’est avérée délicate a
mettre en oeuvre pour des conditions aux limites autres que de Dirichlet.

Enfin un article de T.P. Dreyer [47] expose une méthode consistant a approcher 1’ouvert
cylindriques par la réunion de tranches cylindriques dont 1’épaisseur est destinée a tendre
vers zéro. Cette méthode n’a pas pu étre appliquée au cas d"une condition au bord autre que
Dirichlet.

3.6.2 Cas d’une famille de fonctionnelles convexes

On voudrait pouvoir exprimer B en fonction du sous-différentiel d’'une fonctionnelle
convexe, comme dans les deux parties précédentes. Pour cela, on se place d’emblée dans le
cas Hilbertien, i.e.

H=1%Q), V={ueH" (Q):ur, =0}

On désigne ensuite par B, et B, les primitives de 3 et 3, s’annulant en zéro, puis on pose

fo B(¥(z,t),u(z))dz siB(¥(t),u) € L'(Q),

_ (3.105)
+oo sion,

O(t,u) = {

ou B(v,u) prend, comme a l'accoutumée, la valeur By (u) ou B, (u) suivant le signe de .
Nous faisons maintenant des hypotheses fortes sur les fonctions /3, qui ne sont pas optimales.

(H1) j3; et 32 sont continues, bornées (par une constante) sur R, et ne s’annulent pas:

Ccy > 0, CQ>0301§ﬁZ’(T‘)§CQ, vr € R.

Les conséquences de cette hypothese sont que ®(¢, .), qui appartient a Iy (), a pour domaine
H tout entier. D’autre part, son sous-différentiel a pour valeuren v € H,

a0 (t,u) = B, u),
si bien que 'opérateur B s’exprime finalement comme
B(w,u)(x,1) = 0B(t, u(t)) (z).

On fait ensuite les mémes hypotheses sur .A que dans la partie précédente: (H3), (H4), A est
B-pseudo-monotone, et on se pose le probleme de 'existence d"une solution « au probleme:

dv

(E) v € B, u),

v(0) = o°.
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Les résultats que nous avons obtenus dans cette direction ne sont pas encore assez mirs
pour étre exposés ici. Signalons cependant que la méthode employée est la aussi une semi-
discrétisation en temps de I'équation (E), et que l'existence d’une solution au probléeme dis-
crétisé est toujours obtenue de la méme maniere. Le point crucial est 1’obtention d’estima-
tions a priori, et on a vu dans la partie précédente que cela passe par la mise au point d'un
lemme de dérivation qui permettait de calculer

dv
<%,u> pour v € B(w, u).

Sans aucune justification, nous donnons ci-dessous ce que devrait étre (formellement) cette
formule.

dv _ 4y v u) — u Y o
()= oo+ [ B0 - Ba] frde

Nous aurons donc a étudier le passage a la limite dans I'intégrale de bord ci-dessus.

3.7 Existence et unicité d’une solution a I’équation de propagation
du front

3.7.1 Introduction

Au vu de I'équation de propagation du front (2.33), nous nous intéressons dans cette
partie au probleme suivant. Etant donné une fonction réelle 1y, définie sur 2, un champ
de vitesse v et éventuellement une condition au bord sur une partie de 0f2, existe-t-il une
fonction ¥ : 2x]0, T[— R vérifiant

Y+ v(z,t)- V=0 sur 2x]0, 77, (3.106)
P = g sur Q x {0}, (3.107)
Y=g sur ' x]0, T7. (3.108)

Nous nous intéresserons aussi a la continuité de la solution par rapport a v dans le but
d’appliquer une méthode de point fixe pour résoudre le couplage entre cette équation et
I’équation en pression.

3.7.2 Cas d’un champ de vitesse a dérivée normale nulle sur le bord

Nous supposerons dans cette partie que le champ de vitesse v vérifie
v.n=20 sur 02, (3.109)

nous n’avons alors pas besoin de condition aux limites. Alors P.L. Lions et R. DiPerna [88],
[87] ont prouvé le théoreme suivant:

Théoreme 3.10
Supposons que iy € LP(Q), v € L'(0,T; Wh(Q)), divv € L1(0,T; L>=()). Alors il existe
une unique solution de (3.106)-(3.109), appartenant a C'(0,1'; [F(2)) et vérifiant

/Qh(lﬁ(t))dx:/Qh(%)dx—l—/ot/g(divv)h(zb(s))dxds, (3.110)

pour toute fonction h continue sur R, et bornée.
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3.7.3 Cas d'un champ de vitesse a dérivée normale non nulle

Ce cas est sensiblement plus compliqué que le précédent, car il faut alors faire intervenir
une condition sur le bord du domaine, mais seulement en certains points, ceux pour lesquels
le champ de vitesse en entrant (i.e. v - n < 0, si n désigne la normale sortante a €2). Dans ce
cadre, les premiers résultats sont obtenus par C. Bardos [19] dans sa these, en supposant le
champ de vitesse indépendant du temps et suffisamment régulier. En nous inspirant de son
travail, et en utilisant la théorie des semi-groupes linéaires [102] nous allons dans un premier
temps prouver I’existence d'une solution dans le cas d"un champ de vitesse régulier en temps
et en espace. Nous serons cependant contraint de faire une hypothese non réaliste (3.115) sur
le champ de vitesse. Pour lever cette hypothese, nous abandonnerons la méthode des semi-
groupes linéaires pour utiliser celle des caractéristiques, a la lumiére des résultats obtenus
dans [88]. Cependant la méthode des semi-groupes reste intéressante par sa simplicité et son
élégance et nous avons choisi de I'exposer tout de méme.

a) Existence d’une solution dans le cas d'un champ de vitesse régulier (semi-groupes)

On suppose maintenant que le champ vérifie
v eCHOx[0,T]) (3.111)
ol O est un ouvert de R” contenant Q2. On supposera aussi que
09 est de classe C' par morceaux. (3.112)

Posons
Fe={z€0Q:v(a,t) n(z,t) <0}

que 'on supposera ne pas dépendre du temps.

Remarque 3.17
Cette hypothese est vraie en pratique, puisque le point d’injection dans un moule est fixe.

On introduit un opérateur non borné sur X L (2) en posant
D(A(t) = {v € LP(Q) : v(t) - Vi € LP(Q) et vyr, =0} (3.113)
et
Aty = —v(t) - V. (3.114)

Sous les hypotheses (3.111) et (3.112), on sait, d’apres C. Bardos, que pour ¢ fixé, A(t) est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (i.e. () sur L?(2), qui vérifie

w(t)
[Si(s) < e v ® Vs >0,

w(t) = [|div v (B)]| o () -
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Etant donnée I'hypothese (3.111), la famille {A() }iepo,r] est stable au sens de [102], page
130-131, ce qui constitue la premiere condition pour le théoreme d’existence page 145. L'hy-
pothése supplémentaire que nous devons faire ici est que le domaine de I'opérateur A(¢) ne
dépend pas det, i.e.

D(A(t)) =D,  Vtelo,T). (3.115)
Dans ce cas on note Y 1'espace de Banach D muni de la norme

[olly = ll¢llx + 140)ellx,  VoeV.

La régularité de v entraine que pour ¢ € D, I'application ¢t — A(t)¢ est continiiment diffé-
rentiable dans X = L?(€). Nous avons donc le résultat suivant ([102], théoreme 4.8.) :

Théoréme 3.11
Pour chaque v € Y, le probléeme de Cauchy

{dzﬁf) = A(t)u(t) pourt €]0,T),
uw(0)=v

admet une solution unique u € C'(]0,T]; X)N C([0,T};Y).
Dans notre cadre, ce théoréme se reformule de la maniére suivante:

Corollaire 3.2
Soit 1 € Y, il existe une unique fonction ¢ € C(]0, T]; LP(?)) vérifiant

P+ v(t) - V=0 surx]0,T],
=0 sur T, x [0,77,
¥ = 1o sur Q x {0},

et qui vérifie» € C([0,T];Y).

Remarque 3.18
L’hypothese (3.115) n’est pas vérifiée par un champ de vecteurs quelconque. Si on autorise le domaine
de A(t) a dépendre du temps, la famille des opérateurs {A(t) },¢[o 1] doit vérifier des hypotheses plus

difficiles a réaliser 7 [102]. En particulier on doit trouver le bon espace Y sur lequel travailler.

b) Existence d'une solution par la méthode des caractéristiques

Nous utilisons ici la technique présentée par Raviart pour obtenir I’existence d"une solu-
tion a une équation hyperbolique linéaire dans le cas d"un champ de vitesse v appartenant a
L>(0, T; Lip(f2)), et continu en temps a = fixé. Puis en nous inspirant de [88] nous introdui-
sons la définition d"une solution renormalisée a notre équation de transport avec conditions
aux limites. Nous prouvons alors que la solution que nous avons trouvé est 1'unique solution

renormalisée.

7. On pourra consulter sur ce sujet, deux articles de T. Kato (1970-73), et un de S. Ishii (1983), tous trois parus
J. Math. Soc. Japan.
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Soit @ ¢ RY un ouvert. Soit un autre ouvert @ C RV tel que Q C 0. On étudie, sur
0x]0,T7 le systeme différentiel non linéaire suivant:

oy
ds

ot I'on a pris soin de prolonger le champ de vitesse v a Ox]0, 7.
Supposons que v est mesurable en s, pour chaque = de O, continue en x pour presque

tout s, et que sur tout compact G C Ox]0, 77 il existe une fonction intégrable s — mg(s)
telle que

v(Y(s),s), Y(t) ==, (3.116)

Iv(z,s)||gy < mal(s) sur G. (3.117)

Alors en se référant par exemple a J. Hale [68], page 28, le systeme (3.116) ci-dessus admet
(au moins) une solution s — Y (s; z, ) absolument continue sur un intervalle /, ; contenant
t, et telle que

(s,Y(s)) €]0,T[x0, pour s € I ;.

D’autre part, Y peut étre prolongée sur un intervalle ouvert maximal .J, ; tel que Y (s) de-
vienne infiniment proche de dO lorsque s prend des valeurs proches des bornes de .[ ;.

Enfin, si v vérifie de surcroit une condition de Lipschitz locale (en x) sur 0x]0,77, i.e. si
pour tout compact G de Ox]0, T il existe une fonction s — kg(s) intégrable sur |0, 77 telle
que

V(. 5) = (. s < kals)lle — yllgs s Vlo,y) € G2 (3.118)

alors la solution définie ci-dessus est unique, son domaine de définition est ouvertet (s, z,t) —

Y (s; 2, t) est continue sur ce domaine®.

Nous allons alors définir les caractéristiques de notre équation par restriction de (z,t) —
Y (., z,t)aQ x [0, T]. Pour cela on introduit pour z € Qett € [0, 7],

Te(z,t) = inf{s €10, T]:Y(s;2,t) € g}, (3.119)
Ts(z,t) = sup {S €0,T]:Y(s;a,t) € ﬁ} (3.120)

Remarque 3.19
O Ces infimum et supremum existent car 'ensemble sur lequel ils sont pris est non vide (il
contient t) et contenu dans [0, 7.

O Si le champ de vitesse laisse invariant ) (i.e. si OS2 est une caractéristique), alors 7. est identi-
quement égala O et 7, aT.

On définit donc s — X (s;z,t) comme la restriction a [7.(z,t), 75(z,t)] de s — Y (s;2,t). X
est continue sur son domaine de définition c¢’est a dire sur

Q= {(s,x,t) e, tel0,T], sc [Te(x,t),rs(ac,t)]}.
Nous avons en outre la propriété fondamentale suivante :

V(z,y) € Q. Vs € [re(a, ), ms(x, )], VI E [re(n,s), 7s(2, )],
(y=X(s;z,t) <= 2= X(t;y,s)). (3.121)

8. Sile champ de vitesse est plus régulier, nous pouvons utiliser le théoreme de Cauchy-Lipschitz [43]
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Pour obtenir une régularité suffisante des courbes caractéristiques, nous supposerons que
les fonctions m et k¢ introduites précédemment sont en fait bornées sur |0, 7'[. Nous sup-
posons donc en ce qui concerne le champ de vitesse

v € L®(0,T; Lip(Q)). (3.122)

Le théoreme de Kirszbraun ([58], page 201) garantit 1’existence d'une extension lipschit-
zienne de v a tout I'espace, donc la construction des caractéristiques Y est possible. Il nous
est apparu nécessaire, en particulier pour donner un sens convenable aux frontieres d’entrée
et de sortie (voir lemme 3.10), de supposer en plus que

Yz € Q, s — v(z,s)€C(0,T). (3.123)

Dans ce cas,

N
(s = X(s;2,) € (CM (e, 1), 7ol,1))) (3.124)

Nous avons aussi la proposition suivante, analogue du lemme de Raviart pour Q = RY.

Proposition 3.4
Soit @ C RN un ouvert. Supposons que (3.122) a lieu, alors la solution X de (3.116) vérifie
0X 0 N
5 — %(s;x,t) € C¥(re(z,t), Ts(x, 1)), V(z,t) € 2x]0,T7, (3.125)
0X -
9y €179 (3.126)

Le Jacobien J (s; x,t) = det(V X (s; z,t)) posséde la méme régularité, et nous avons

Z—i(s; z,t) = J(s; 2, t) div(v) (X (s;2,1), 5). (3.127)

Démonstration. Posons A(s) = X (s;2,t) — X(s;y,t),alors A(s) vérifie

dA
d—:V(X(S;$7t)78)—V(X(S;y7t),8)
s
et donc
dA
— <A .
[P IR NG
En écrivant o dA
A(o) — A(t) = —d
(o) = A = | T ds
on estime -
[A(0) = A)llg~ SC/t [A(s) || ds
puis

1A(@) gy < |AWD]|gy +C / " A(S) [l ds.
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En remarquant que A(t) = z — y, et en utilisant le lemme de Gronwall, nous avons donc
A (o) |lgy < ||z — yllgy exp(C o — t]).

Ceci nous assure que les dérivées premieres de X sont bornées sur l'intérieur du domaine de
(s,z,t) — X (s;z,t) (cC'est a dire 'ensemble des triplets (s, z,t) tel que X (s;z,t) € Q). Nous
utilisons ensuite le théoreme de Rademacher qui stipule que toute fonction lipchitzienne est
dérivable presque partout. Ceci nous permet de dériver I’équation vérifiée par X par rapport
a z; pour obtenir

J 0X; 8V
88( Z) Z oz; 8$] X, 5).

8X;
Nous sommes assurés par notre majoration précédente que -2 reste borné, et nous savons

que v est lipschitzienne. Donc 'égalité précédente nous permet de borner la dérivée de 22,
k3

et du coup nous assure sa continuité. La méme régularité sur le Jacobien s’obtient facilement

car il s’agit d’'une combinaison multilinéaire des dérivées de X. |

Remarque 3.20
L’application s — J(s; z, t) est continue et ne s’annule pas (d’apres la formule d’inversion); Comme
J(t;z,t) = 1, nous avons donc

V(s,z,t) € Q, J(s;z,t) > 0. (3.128)

Nous distinguerons ensuite les parties de la frontiere de 2 selon que la vitesse y est
entrante, sortante ou tangente, en posant

Le(t) = {2 € 02\ X : v(z,t).n(x) < 0}, (3.129)
Ls(t) = {z € 9Q\ X : v(x,t).n(z) > 0}, (3.130)
[ac(t) = {2 € 9Q\ X : v(2,t).n(x) = 0}. (3.131)

ol X désigne la partie de 92 o1 la normale n’existe pas. On suppose que
mes{X} =0 dans 052. (3.132)

Remarque 3.21
Remarquons que cette fois la frontiere entrante peut dépendre du temps sans complication notable.

Les temps 7. et 7, correspondent intuitivement aux temps d’entrée et de sortie de 2 de la
caractéristique issue du point (z,¢). Pour que ceci ait un sens mathématiquement, rappelons
que nous avons fait une hypothese de régularité supplémentaire sur le champ de vitesse
(3.123). Cette hypothese trouve son application ici pour relier les temps d’entrée et de sortie
au frontieres des mémes nomes.

Lemme 3.10
Pour toutt €]0,1[, nous avons p.p. « € ) les propriétés suivantes :

Site(z,t) > 0alors X (r.(z,t);2,t) € Ie(Te(z, 1)),

Sits(w,t) < T alors X (7s(z,t);2,t) € Ts(7s(x,1)).
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Démonstration. Nous raisonnerons sur 7, le cas de 7; étant symétrique. Montrons d’abord
que lorsque 7.(z,t) > 0, X (7e(z,t); 2, t) € 02 Raisonnons par "absurde en supposant qu’au
contraire,
X (re(z,t);2,t) € Q.
Comme £ est ouvert, et que l'application s — X (s;2,t) est continue, on peut trouver 7
vérifiant 7.(z,¢) > n > 0 et tel que X (7e(z,t) — n;2,t) € Q. Ceci contredit la définition de
Te(w,t). Donc X (1.(z,t);2,t) € 9Q. D’autre part, nous avons X (7.(z,t) + n;z,t) € Q pour
tout > 0 suffisamment petit. Le vecteur
X(re(z, t) +m2,t) — X(1e(z,t); 2, 1)
n

converge donc vers un vecteur orienté a l'intérieur de €2 au sens large (i.e. éventuellement
tangent).

Mais d’apres ’hypothese (3.123), s — X (s; x, t) est de classe C! sur [7.(z, t), 7s(, )]N]0, T,
puisque

aa—f(s—l—h) - 88—)8((8) =v(X(s+h),s+h)—v(X(s),s+h)+v(X(s),s+h)—Vv(X(s),s)

qui admet une limite nulle pour 4 tendant vers zéro, d’apres (3.122) et (3.123).
Le vecteur limite ci-dessous est donc
88—);(7'6(307 t);a,t) = v(X(re(z,t); 2, 1), 7e(2, 1)),
est le fait qu’il soit orienté a 'intérieur s’écrit
V(X (re(z,t);2,8), Te(2, 1) - n(X (re(2,1);2,8)) <O0.
Nous avons donc montré que
X(re(z,t);2,t) € De(Te(2,8)) U Nae (e (2, 1))

Remarquons que la courbe [, (7.(2, t)) est elle-méme une courbe caractéristique du champ
de vitesse v. Donc X (7.(z,t); z,t) ne peut appartenir a I',¢(7.(z,¢)) que si 2 y appartient
lui-méme. Ceci n’est pas le cas puisque = € Q. Ce raisonnement s’applique pour tous les
couples (z, t) tels que la normale introduite ci-dessus existe, au point X (% (z,t); 2, ¢). Comme
la normale, d’apres (3.132), existe p.p. sur 012, I'ensemble des caractéristiques issues des
points ou1 elle n’existe pas est de mesure nulle dans €2, car + — X (s; z,t) est lipschitzienne.
Donc la normale existe en X (7.(z,¢); z,t), p.p. © € . |

Nous avons donc les outils pour définir une solution en terme de transport par les carac-
téristiques. Il nous manque cependant une condition initiale,

Yo € LP(Q), (3.133)
et nous aurons besoin d’une donnée au bord sur la frontiere entrante,

g € LP(0,T; LP(Te(1))). (3.134)

Remarque 3.22

Pour espérer obtenir une solution réguliere, il faudra ensuite faire des hypotheses de régularité supplé-
mentaires sur les données, ainsi que des condition de compatibilité entre 1) et g. Mais pour l'instant,
nous nous intéressons a une solution tres faible (L?); ce qui se passe au bord n’entre donc pas en ligne
de compte.
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On définit alors la fonction v par

b ) = {¢0(X(0; z,t)) siT.(z,t) =0, (3.135)

g(X (e, t); 2, t), (2, )  siT(x,t) > 0.
Nous montrons alors que # est une solution faible de notre probleme au sens suivant:

Proposition 3.5
Sous les hypotheses (3.122)(3.123)(3.133)(3.134), la fonction v vérifie

T o . _ !
_/0 A¢(%+le(V,u))d$dt—/Q¢O($):u($70)d$—/0 /Fe(t)V'IlngUdtv (3.136)

pour toute fonction test u € D(Q x [0, T[) qui s’annule sur I (¢) x]0, T7.

Remarque 3.23
Remarquons que nous ne faisons pas ici, contrairement a [86], d’hypothése concernant le signe de
div v. L'écoulement peut étre incompressible comme compressible.

Démonstration. D’apres les hypotheses faites sur les données, il apparait que
€ LP(]0, T[xQ).

En effet,
[r@orde= [ X )det [ (gl (rlesa ), me ) do.
Q Te(z,t)=0 Te(z,t)>0

Le premier terme se transforme grace au changement de variables + = X (¢;y,0), qui est
licite car y — X (¢; y, 0) est lipschitzienne et ||¢/y||” intégrable ([55], page 117)

[ X )de= [ el T (5,0)dy
Te(z,t)=0 7s(y,0) >t

qui reste borné d’apres (3.133) et la proposition 3.4.

Remarque 3.24
Dans ce cas (1.(z,t) = 0), comme (z,t) et (y,0) font partie de la méme caractéristique, nous avons
bien sur

T.(z,t) = 7.(y,0) =0 et To(z,t) = 75(y,0) > t.

L'ensemble {x € Q : 7.(z,t) = 0} est transformé par le changement de variablesen {y € Q : 75(y,0) > t}.

Pour vérifier formellement ce qui est évident intuitivement, il faut bien comprendre que l'information
x € Q implique de facto 7s(z,t) > t et de méme y € Q implique 7. (y,0) = 0.

Dans le deuxieme terme, I'ensemble d’intégration est (¢ est fixé)

{freQir(e,t)>0= |J {zeQ:n(a,t)=5}.
s€]0,¢[

Notons que 'ensemble
{r € Q7. (z,t) = s}
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est 'image par l'application (lipschitzienne) y — X (¢;y, s) de I.(s). La déformation locale
de l'espace induite par cette transformation est calculée grace au jacobien J (¢; y, s).

D’autre part, de s a s + ds, un point y de ['.(s) se déplace perpendiculairement aux
caractéristiques d’une distance égale au premier ordre a |v(y, s) - n(y)| ds.

1 est donc licite? d’écrire

/( ol 0,007 (2,1) |pdx—/ / P J(E:y, ) [v(y, 5) - n(y)|dy ds
majoré grace a (3.134) et (3.122). B

Prenons maintenant une fonction p € D(Q2 x [0,7]) s’annulant sur ¥, = ['s(¢)x]0, 7.
Alors

T 8,u 8Iu
_/0 /sz(x,t)% / /Tem X (052, )) - da dt
—/ / g(X(Te(m);w7t),re(x,t))a—“dxdt.(3.137)
0 ©,6)>0 ot

Dans la premiere intégrale on effectue le changement de variables y = X (0;z,¢), ce qui
donne

/ / (3,0 >t (X(t y,0),t)J(t;y,0)dy dt
) _/0 /Ts<yvo>>1f0(y) {% (X (t:y,0),8)] = V- v(X(t;y70)7t)}J(t;y70) dy di
_ _/T/ ¢O(y)%[H(X(t;y70)7t)]J(t;y70) dy dt
0 y,0)>t
+/0T/ xt):})b(x7t)vu'v($vt)d$dt,

En utilisant le théoréeme de Fubini, le premier terme ci dessus devient

// " % Gt[( (t;y,0),0)]J (t;y,0)dt dy
://Ly, ¢0(9)H(X(t;yﬂ),t)%—i(t;y,O)dtdy

+ [ Doln(X (75, 002,00, 7. (4, 0)) (72 (y, 0): . 0)dy

—/%yuyOdy
Q

Nous utilisons maintenant pour la premiere intégrale du second membre
aJ
ot

9. au moins moyennant certaines hypotheses de régularité sur I'c(s). Voir aussi une approche analytique ci-
dessous.

(ty,0) = J(t;y,0) divv(X (t;9,0),1))
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et nous remarquons que la deuxiéme s’annule puisque p est nulle sur 3} et sur Q x {7}, et
que d’apres le lemme 3.10, si 75(y,0) < 7, alors (X (75(y,0);y,0), 7s(y, 0)) fait partie de X.
En appliquant le théoreme de Fubini dans l’autre sens, nous avons donc montré que

o
/ /Text Oxt))%dwdt

:/0 /Te(m)zolb(x,t)u(x,t) divv(z,t)dadt
—/on(y) w(y, 0 dy—l—/ / e (e, )V - vz, t)dedt
—/ / e (x,t) div(pv) (e, t)dxdt—/ Po(y)uly, 0)dy.

Dans la seconde intégrale de (3.137) nous utilisons un résultat de [55] qui permet d’écrire,
sous réserve que ¢ — 7.(z, t) soit lipschitzienne et inf ess || V7 ||[gx > 0,

T A
/ / g(X(re(a,t);2,t), me(, ) =—da dt
0 Jre(z,t)>0 Jt

—/T/t/ (X (s;2,t) s)ai#dHN_lxdsdt
T o o Sren= T T O Vg |

Comme il semble délicat de montrer que  — 7.(z, ) est lipschitzienne sur €2, on considere
un compact K C €, et on travaille sur {z € K : 7.(z,t) > 0}. Calculons donc || V7.||g~. Pour
cela, on utilise le fait que pour tout point « € K, le point X (%(z,t); z,t) € Q2 (et méme a un
compact de (7. (z, t))). Donc pour tout déplacement h € RY,

[DX(Te(x,t);x,t)

Dz ] X h-n(X(r(z,t);2,1)) =0,

ce qui s’exprime par

. [DX(Te(x,t);x,t)

De ] X n(X (7e(@,1);2,1)) = 0.

Mais 0

LATACIER) B A5 PRMPIE )

ot
[%—X] (re(@,t);2,8) + V(X (Te5 2, 8), 7e) @ Ve (2, t).

X

(Te; 2, t) @ Ve (z,1)

Grace a la relation
t V(X (re;2,t),7) @ Vre(2,8)] X n(X (1e;2,t)) = v(X (15 2,8), 7)) - n(X (e; 2, 8))  Vro(z,1),
et sachant que sur la frontiere I'. nous avons

v(y,s) -n(y) <0,

10. ® signifie qu’il s’agit d"un produit tensoriel
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on peut calculer le gradient désiré,

D] (rue, )52, 8) % n(X (e, 1); 2, )

VTe(xvt) = |V(X(Te§$7t)77—6) 'H(X(Te;xvt)”

(3.138)
Nous avons donc
T Ay
/ / g(X(T6($7t);$7t)7Te($7t))—d$dt
0 Jre(z,t)>0 Jt

_ T rt oot s 8_,“ |v(X (s;2,t),8)-n(X(s;2,1))] g
_/0 / / xt:sg(X( o )8t Ht {%} (s;z,t) x n(X(s;x,t))H dn dsdt.

Nous effectuons maintenant le changement de variable + = X (¢; y, s) dont la Jacobienne est
maintenant (nous sommes sur [ (s)),

[%]  (tyes) X t(y)

D’autre part, nous avons la relation, tirée des propriétés de X,

DX (x50, = [25] ™ 10,

Nous obtenons donc

/OT/ N>og(X(T6($’t);x’t)’Te(x’t))aa_udwdt
_/ / / o [ dHN 'y dsdt.

X1 (1 &) x n(y) Tty s) < t(y)

On conclut le calcul en remarquant que n(y) et t(y) sont deux vecteurs propres orthonor-
maux de la matrice jacobienne de X et donc par conséquent le dénominateur ci-dessus vaut
exactement .J (¢, y; s)~! si bien que nous avons finalement la formule obtenu précédemment
par un raisonnement géométrique, a savoir

T
/0 /l’t >og(X(Te($vt)§$,t)7re(x,t))z_l;dxdt
_/ / / X(t y,s),t) [v(y,s)-n(y,s)| J(t;y,s) dHY "y dsdt.

Ecrivons alors que

O (X (9.50.1) = 2 (0¥ (t239), )]~ V- ¥(X (15,5).0).

Le terme ne comportant pas de dérivée en temps est réécrit en variables (z, ¢) par le raison-
nement inverse et il nous reste donc

/OT/ 96’¢)>og(X(Te($vt)%fvt)me(x,t))z_l;dxdt
T rt
:/ / / 9(97S)Q[M(X(t;y,s)7t)]|v(y,s) n(y, s)| J(t;y, s) dHV "y dsdt

/ / Pz, )V - vda dt.
xt
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Le premier terme se transforme en appliquant Fubini en

T T d
S S L ) Gy X ) D1 (5, 8) s )] (5, ) Ay s

et 'identité 27 = J div v et 4(T') = 0 permettent d’obtenir, en intégrant par parties,

/ / (o) (x t,udlvvdycdt—/ /e y,s) Iv(y,s) - n(y ,8)|d7—lN_1yd5,

C’est juste ce qui nous manquait pour achever la preuve. [

Nous pouvons aussi définir une solution renormalisée dans le cas du probleme aux limites,

et prouver son unicité.

Théoreme 3.12
Sous les hypotheses (3.122)(3.123)(3.133)(3.134), la fonction 7 est I'unique fonction vérifiant

/Qh(lb)(t)dx—/ot/g(divv) dacds—l—// )v-ndHtyds
_/ ¢0dx—// S)v-ndH "y ds

pour toute fonction h continue et bornée sur R.

3.8 Propriétés de cette solution (dans le premier cas)

3.8.1 Non étalement du front

Le théoreme précédent, et sa formule intégrale (3.110) en particulier va nous permettre
de montrer que le front ne s’étale pas, c’est a dire que la ligne de niveau 0 de v est de mesure
nulle si celle de vy 1’était. Nous avons en effet le

Corollaire 3.3
La solution v définie précédemment vérifie pour toutt € [0,7],

1) 11y < (o)l L1y exp 1div v 11 o 7y neo(ay)

pour toute fonction h continue sur R, bornée et positive.

Démonstration. Il s’agit d'une simple application du lemme de Gronwall ([39], page 55) a

I’estimation suivante, déduite de (3.110):

t
1)z @) < 1R (%)l (o) +/0 1div v ()] oo (@) [1P( ()] L1 () 5
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Nous avons alors le

Corollaire 3.4
Soit v la solution de (3.106)-(3.109) définie dans le théoréme 3.10, avec une condition initiale
1o vérifiant

mes{z € Q :Yo(z) =0} = 0. (3.139)
Alors pour toutt € [0,1] nous avons
mes{z € Q :(z,t) =0} = 0. (3.140)

Démonstration. Nous allons utiliser le corollaire précédent avec comme fonction + la fonc-
tion suivante, pour e > 0:

1 1 si |r] < g2,
he(r) = :';;' sie? <|r|<e,
4 & & 0 si|r| > e.

Nous avons alors

FI1G. 3.3 — La fonction h.
"hs(¢0)"L1(Q) < meS{$ cQ: |¢0($)| < 52}7

et

[ (POl L1 () = mes{z € Q: [(z,1)] <<}

Donc en utilisant (3.139) nous avons

lim (1. (o) 30y = 0.
et le corollaire 3.3 implique

lim [l ()] 1y = 0

et a fortiori
lin%mes{x €Q:Y(z,t) <e}=0.
e—+

Cette derniere convergence entraine (3.140). [

3.8.2 Comparaison de deux solutions associées a deux conditions initiales diffé-
rentes

En choisissant une nouvelle fonction / dans le corollaire 3.3 on montre le

Corollaire 3.5
Soit ¥ et 1)? les deux solutions de (3.106)-(3.109) associées a deux conditions initiales v} et
2. Alors

((x) < Yi(2) pp. v € Q) = VL € [0,T), (¢'(z,t) < ¢*(a,t) pp. v € Q).
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Démonstration. Notons d’abord que la linéarité de (3.106) nous permet de nous limiter au
cas ol Y2 = 0. Il s’agit donc de montrer que

(¥5(z) <0pp. 2 € Q) =Vt €[0,T], (¥'(z,t) < 0p.p.x € Q).
Pour cela nous allons appliquer le corollaire 3.3 avec comme fonction £,
h(r) = max(r,0) = [r]*.

Nous avons donc pour tout ¢ € [0,77],

|[e']

+ .
< H {Mﬂ H exp [|div V|| 11 (0,7, 100(2))
L1(Q) L1(Q)

et le résultat suit puisque [¢]" est nulle presque partout. n

3.8.3 Indépendance de laligne de niveau 0 de la solution par rapport a la condi-
tion initiale
Rappelons a qu’a partir d"une courbe I'y C €2, dont on a choisi une équation en écrivant
Do = o € Q: () = 0}
nous voulons définir le front comme étant la ligne de niveau
I'(t)={z € Q:9¥(z,t) =0}

ol 7 est la solution de (3.106)-(3.109). Pour que cette définition ait un sens, il convient de
vérifier que le choix d’une autre fonction ¢y pour représenter Iy,

FOI{QCGQNZO(QC):O}

est sans influence sur le mouvement du front, c’est-a-dire que la solutiomz de (3.106), (3.109)
avec comme condition initiale g dans (3.107) représente la méme courbe que ),

(1) ={r e Q:d(a,1)=0}.

L.C Evans et J. Spruck ([56], page 660. Voir aussi [57]), étudient les mouvements de ligne
de niveau par courbure moyenne, et démontrent ce résultat. Ils utilisent la comparaison des
solutions de 1’équation du front (qui dans leur cas est parabolique), elle nous est garantie par
le corollaire ci-dessus.

Théoréeme 3.13
Supposons que i est continue sur §2 et que

FO:{xEQ:ﬂo(x):O}.

Soit ZE I'unique solution de (3.106)-(3.109) avec 120 a la place de 1. Alors pour toutt € [0,1]
nous avons

(1) ={r e Q:d(a,1)=0}.
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3.8.4 Résultat de continuité de la solution par rapport au champ de vitesse

Rappelons que dans l'optique d’appliquer un théoreme de point fixe, nous nous inté-
ressons a la continuité de la solution par rapport au champ de vitesse. Nous avons alors le
résultat suivant ([88], [87])

Théoréme 3.14
Sous les hypotheses du théoréme 3.10 sur les données, on considére v, € L1 (0, T; WH4(Q)),
avec div v,, borné dans L' (0, T; L>°(2)), tel que

v, — v dans L'(0,T; L*(Q)) fort
div v, — divv dans L'(0, T; L*(Q)) fort.

Si i, estla solution de (3.106)-(3.109) associée a v,,, alors 1, converge vers > dans C'(0,1'; LP(Q)).

3.9 Annexe

La démonstration suivante est inspirée de celle de [6].

Démonstration du lemme 3.9. On écrit

T—h
Eth—etq,dt:/ Eth—stq,dt/ (4 h) — v ()|, dt,
e el de = [ e ) e Ol i [ el e 0l

ou

EM = {1 €00, T~ A[: e (1) [+ o (-4 )y (04 B) = v (8), sl 1) = s(1)) > M.

p

Majorons d’abord I'intégrale sur I
Nous avons

C
3C > 0, Ve > 0, mes(EM) < iU
En effet,

mes(EéM):/ 1dt
EM
[ue@llv.  Nlu=C+ Wy 1

= /EM M 7 + e (ve(t+ h) = v=(t), uc(t + h) — u.(t)) dt. (3.141)

Il s’agit donc de majorer ||v.(t + k) — v.(t)||}y, ce qui découle de I'estimation iii).
Fixons 1 > 0. On peut donc trouver My > 0 tel que:

VM > Mo, Yh €0, T, /M o (t + h) — va(8)||% dt < 1.
EE
Afin d’obtenir I'estimation dont nous avons besoin pour majorer I'intégrale sur (Eg\/[ )¢, nous
utilisons le lemme suivant adapté d"un lemme de [6]:

Lemme 3.11
On suppose B continue de W dans W'. Soit M > 0, et p > 0. Il existe § > 0 tel que pour tout
(up,uz) € VxV,

1) |ullvy <M,i=1,2,
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(11) <B(U1) — B(UQ)7U1 — UQ> S )

entrainent
|B(u1) — B(ua)||lw+ <.

Utilisons ce lemme que nous démontrerons plus loin.
Nous avons V¢ € (EM)e,

1
lus(®)llv < M. uelt+ By < M, et (ool + ) = v.(t), ua(t + b) — uo(8)) < Mh5.
Donc il existe héw > 0, tel que

Vh < B, e >0, vt e (EM)°,  JJoa(t+ h) — v-(0)||% <

s

En intégrant sur (EM)¢ nous avons
VYh < B ¥e >0, / v (t+ h) — v (D)% < .
0 (EM)e H ( ) ( )HW =7
On en déduit qu'il existe My > 0 tel que pour tout M > My, pour tout h < héw ,

T—h
| st 1) = w0l dt < 20,

Ce qui signifie bien (3.69). |

Démonstration du lemme 3.11. Si la conclusion du lemme est fausse, il existe M > 0 et
une suite {u ,,, ug, } tels que

3|

(1) uigllv < M, (1) (Bluin) = Bluzg,n)s win — uzp) <
et
1B(u1,n) — Bluzn)llwr > £ > 0.

Comme (u;,,) est bornée dans V, et que B est continue sur W, on peut supposer quitte a
extraire une sous-suite que B(v; ,,) — v; dans W’ fort.
A la limite nous aurons donc

|U2 — U1|W/ >k > 0.

D’autre part, (ii) donne en passant a la limite:
<U1 — VU2, U1 — U2> =0,
et en utilisant la convexité de ®,
Goi(uz) — Poi(uy) < (vy,uz —uy) et ®oi(ug) — Poi(ur) > (vr,us — up).

Donc
Goi(uz) — Poi(ur) = (vi,uz — u1) = (va, ug — uy) .
Prenant z € V quelconque, nous avons
Goi(ug+2) —Poi(uz) =Poi(uz+2) — Poi(ur) — (v1,us — uy)
> (vi,ug+ 2 — ur) — (v, ug — u)
= (vy,2). (3.142)

Ceci signifie que v; = B(ug) = vy, ce qui est en contradiction avec v, — v1|yr > &k > 0.
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3.10 Conclusion

Avant de conclure ce chapitre, procédons a une synthese des résultats présentés. Nous
avons consacré I'essentiel de cette partie a 1’étude de I'existence d'une solution, d"une part a
une classe d’équations a double non linéarité modélisant entre autres notre phénomene d’in-
jection, et d’autre part a 'équation de transport du front. Nous avons aussi donné quelques
résultats d"unicité. Pour autant le couplage entre ces deux équations n’a pas été abordé théo-
riquement. Pour résoudre ce probleme de couplage, les étapes a accomplir sont I'étude de
I’équation a double non linéarité, avec partie parabolique dépendant du temps, pour laquelle
nous avons indiqué différentes voies; I’obtention de résultats de régularité sur la vitesse com-
patibles avec les hypotheses faites dans 1’étude de I'équation de transport du front; enfin le
couplage proprement dit par une méthode de point fixe.

Le point délicat se situe a mon sens au niveau de la régularité (ou symétriquement au
niveau de l'affaiblissement des hypotheses relatives a I'équation de transport).

3.11 Commentaires bibliographiques

Pour la théorie de la mesure et de I'intégration, nous avons utilisé W. Rudin [112], et L.C.
Evans et R. Gariepy [55]. Pour les distributions, il est intéressant de consulter, en plus du
livre de L. Schwartz [115], le commentaire de ce livre par S. Bochner [31]. Nous avons aussi
utilisé V.K. Khoan [78] et pour les espaces de Sobolev citons R. Adams [2] et [145]. L'ouvrage
de H. Brézis [35] est un point de départ incontournable vers d’autres ouvrages d’analyse
fonctionnelle [140][143][137]. Le livre de L.C. Evans [54] sur la convergence faible est une
synthese précieuse sur les méthodes permettant le passage a la limite dans les termes non
linéaires.

Nous nous sommes aperc¢u que le lemme de dérivation que nous démontrons figure sous
une forme analogue dans un rapport technique de P. Colli [41], la démonstration étant plus
concise que la notre. La géométrie des espaces de Banach utilisée figure dans B. Beauzamy
[22], et les éléments d’analyse convexe que nous utilisons dans les livres de R. Phelps [104],
V. Barbu [17], I. Ekeland et R. Temam [51], V.M. Tikhomirov [127].

Sur les équations aux dérivées partielles non linéaires, en général, nous renvoyons bien
str aux livres de J.L. Lions [86], de O.A. LadyZenskhaya, V.A. Solonnikov, N.N. Ural’ceva
[80], et de J. Necas [97]. Les livres de E. Zeidler [143] et leur bibliographie commentée
forment un outil efficace de recherche dans ce domaine.

Des résultats récents sont parus sur les équations a double non linéarité, citons en plus
des références déja données, les travaux de T. Arbogast [9], dans la lignée de Alt et Luck-
haus, ceux [141][59] faisant suite aux travaux de J. Kacur, et des résultats de non-existence
intéressants dans [122]. Parfois ces équations sont abordées par le versant des équation in-
tégrales. Cette voie, précédemment empruntée par V. Barbu [18], a été récemment explorée
par S. Aizicovici [4].

La méthode des semi-groupes non linéaires a été utilisée par F. Simondon [121] sur
I’équation étudiée par Alt et Luckhaus, et récemment sur des équations analogue par P.
Bénilan et H. Touré [23].
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Dans notre cas les domaines sur lesquels nous travaillons sont bornés. Pour le cas non
borné, consulter les travaux de F. Bernis [25].

Sur les problemes de type Stefan et leur généralisation, le nombre de parutions est im-
portant. Rappelons que ce cas differe du notre dans le fait que la valeur de I'inconnue sur
la frontiere libre est connue. Nous renvoyons a [62][36][37][131][132][98][24][134][94]. Une
revue sur le probleme de Stefan figure dans 1’ouvrage [135].

L’équipe de Pau a aussi étudié des équations de ce type, dans le cas de la double dégé-
nérescence de 1’équation [26][105][128], dans un cadre particulier.

Des résultats d'unicité ont été obtenus pour les équations de type doublement non li-
néaire [139], en particulier récemment [27][63][30][113][101].

La régularité des solutions a été étudié dans certains cas particuliers [144][114][26]. Les
méthodes de E. DiBenedetto restent a étendre a ces équations [45]. Notons que cela passe par
'obtention d’estimations L des solutions, ce qui a fait 1’objet d"une étude récente de G.R.
Cirmi et M.M. Porzio [40].

Le comportement asymptotique a été étudié par A. Eden, B. Michaux et ].M. Rakotoson
[50][49] et [44]. Enfin citons [1] et [72] ot1 le cas de données mesures ou L' est considéré.

L’aspect numérique a connu un intérét croissant par la mise au point de schémas li-
néaires, nous renvoyons au chapitre analyse numérique, et a son commentaire bibliogra-

phique.

Sur les équations de transport, nous avons déja cité notre point de départ, a savoir les
méthodes développées par P.A. Raviart. Dans l'esprit des travaux de C. Bardos, un article
sur les équations de transport abstraites a été mis au point par R. Beals et V. Protopopescu
(J. Math. Anal. Appl. 1987). Les travaux de S.N. Kruzkov sur les équations quasilinéaires du
premier ordre, étendus au cas d'un ouvert borné avec conditions aux limites par C. Bardos,
A. Leroux, et ].C. Nédelec [20], ne s’appliquent que pour un champ de vitesse tres régulier.
Les résultats d’existence et d"unicité d’une solution sous des hypotheses minimales sur la
régularité du champ de vitesse ont été obtenues par R. DiPerna et P.L. Lions [88], dans le
cas Q = RY, ou Q borné mais avec un champ de vitesse tangent. Le cas des conditions aux
limites n’a pas été considéré a ma connaissance, sauf pour les équations de type Hamilton-
Jacobi par la méthode des solutions de viscosité (pour des conditions de Neumann et Diri-
chlet, voir G. Barles 1984, G. Barles et P.L. Lions, Nonlinear Analysis TMA 1991).
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Chapitre 4

Analyse numérique
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

ANS cette partie nous avons étudié 'implémentation numérique de différents schémas
D sur les équations a double non linéarité, et ceci en dimension un; nous avons aussi
étudié une méthode numérique offrant une bonne localisation de l'interface air/polymere
en dimension deux.

Concernant I’étude de schémas numériques en dimension un, nous avons d’abord donné
un schéma de référence, qui est le schéma différences finies sur les équations (2.23) (2.24), et
calculé la solution associée. Le cas monodimensionnel correspond physiquement a 1’écoule-
ment dans les canaux d’alimentation du moule. Un deuxiéme schéma numérique est implé-
menté sur les équations en pression sous forme conservative (2.26) (2.27). Puis nous donnons
un troisieme schéma pour ce cas qui est a rapprocher des schémas linéaires de type Cher-
noff. Enfin nous suggérons une transformation qui ramene le probleme en dimension un a
un probleme de type Stefan.

Vient ensuite le calcul numérique en dimension deux. Notre probleme comportant une
interface libre, nous avons proposé un tour d’horizon des méthodes existantes. Nous pro-
posons ensuite une méthode dont I'ambition est d’offrir une meilleure localisation de la
position du front. Le reste du chapitre contient nos résultats numériques. Nous présentons
d’abord les cas tests. Puis nous décrivons les résultats de notre simulation.

4.2 Analyse numérique en dimension un

421 Introduction

Rappelons tout d’abord que le probleme que nous cherchons a résoudre s’écrit de la
maniere suivante en dimension un : il s’agit de trouver un couple (p, s), ol p est une fonction
réelle définie sur 2x]0, T, avec Q2 =]0, L[, L > 0, et s une fonction réelle de ]0, 7' (qui sera a
valeurs dans ]0, L[ en pratique) vérifiant:

ap ap\ 2 J dp, ‘

WP - () - GG =1 sur {0 <s(0), »
ap ap\? 0 ap ‘

g - eWSe) (5) - S@g =1 sur {0e>s0), -

ap ap
SIS = S0 50  sur {(e0) o = ()

dx Ox 4.3)

Sl(p)g—i =G, sur {0} x]0, T, (4.4)

P =ps sur {L}x]0,T7, (4.5)

P=po sur |0, L[x{0}, (4.6)

Y0 = 510 L (s(0)1)  surlo, 7T @)

5(0) = so. (4.8)
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Remarque 4.1
On peut, ici aussi, introduire une fonction v :]0, L[x]0, T[— R vérifiant

00 b St 29— 0 surlo, D<o, T ®9)

ot
=y sur 10, L[x{0}, (4.10)
oti on choisit v de telle sorte que
Po(z) > 0 <= 2z < sg.

On remplace alors (4.7)-(4.8) par (4.9)-(4.10), et les ensembles

{(z,t) 2 < s(t)}, {(z,t) r2 > s(t)}, {(z,t) ;2 =5s(t)}

s’expriment respectivement

{(x,t) : (x,t) > 0}, {(z,t) : ¥(x,t) <0}, {(z,t) :(a,t) = 0}.

Finalement (4.1-4.2) se réécrivent sous la forme

2
DL (@S (1) = S P = 1. sur o, L0, 7T
(4.11)

4.2.2 Grille de discrétisation

Dans les schémas numériques qui suivent, on utilisera la méme grille de discrétisation
de ]0, L[x]0, 7. Soit donc M et N des entiers destinés a tendre vers 'infini. On note les pas
de discrétisation en espace et en temps ¢ et 7 i.e.

5= — _—
M TN

On considere ensuite deux subdivisions associées a ces pas,
(z:)iefo,... M}s et (tw)neqo,...n}

définies par
x; = 10, et t,=mnr.

Pour une fonction f définie sur |0, L[x]0, T'[, on adoptera la notation f pour la valeur sensée
approcher f(z;,t,).

4.2.3 Schéma numérique de référence

a) FEcriture du schéma en un noeud générique

Notre premier schéma est un schéma différence finies [65], sur les équations (4.1)-(4.2).
Pour 1’établir, plagons nous en un point (z;,¢,) de la subdivision situé suffisamment en
amont ou en aval du front, de sorte qu’on puisse supposer que la solution p est réguliere
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sur |z;_1, z;1+1[. On note ci-dessous ¢(z) toute expression en z de limite nulle en z = 0. Nous

avons
dp
p($i,tn+1) :p(xivtN)—l'Tat (xlv ) +T€( ) (4.12)
9
p(i1,tr) = plai,ty) — 5@%(“ ty) + 0e(5), (4.13)
ap
‘9
i ty) = pleiot, te) + 5£($i—%’t’“) +8%(8), (4.15)

S0 Sy tust) = S0 ey ) + 65 (S0 3L ) i tusn) + 5200,
(4.16)

L’équation (4.11), prise en (z;, ¢,,11) peut s’exprimer en fonctions des valeurs de p en certains
points de la grille de discrétisation. Pour l'instant nous notons #' = p(z;, ¢,,).
n+1

(@I i) (p—l 2y e<r>)

T

n+1 n—I—l n+l _n+1 p?-l—l p?-l—l ’

ntl ol nt+l  ndl
( (¢n n+1) (1% + 0e(0 )) (¢n n+21) (1% + 56(5)))

+ d0¢e(d) =

puis

+1 n+1
Pt —pr Py P
X(¢?+17P?+1)7Z — = (TP S (L P (7 5 )

+1 +1 +1 +1
_ 1 S(¢n+1 n—I—l)p?-I—l _p? _ S(¢n+1 n—I—l)p? _p?
§ i3 7 i3 5 i—g i3 §

+€(0) + (1) = 0.

Remarque 4.2

Nous avons choisi un schéma décentré pour approcher le terme non linéaire par rapport a la dérivée
en x, car ce terme est un terme de convection, et par hypothese I'écoulement se fait dans le sens des x
croissants.

Le schéma que nous utilisons finalement est une version linéarisée de 1’expression ci-dessus.
A partir de maintenant les variables indexées par ¢ et » sont les quantités que nous allons
calculer numériquement. Ce sont des approximations supposées des grandeurs continues

Correspondantes.
1 1
np?-l—l p? n an _pz lp?-l— _p?-l—
Xi ———— =05
T 1] 1]

n+1 n+1 n+1 n+1

n p2-|—1 pz n p’L pZ
- 5, =1 =0. 417
5(SZ+_ - s, ) 0. (4.17)
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b) Discrétisation de I’équation du front (4.7)

La position (approchée) du front a l'instant ¢, est repérée par s,, et on note i; le nu-
méro de la cellule contenant le front a I'instant #,. L'équation de déplacement de ce front est
discrétisée par différences finies,

Sn—l—l —g"

n

= Uio?

-
ou v représente une approximation de la vitesse au noeud g. La mise au point de cette
approximation est délicate, car le gradient de pression est discontinu au passage du front
alors que la vitesse est continue, bien que proportionnelle a ce gradient. Bien entendu le
coefficient de proportionnalité est discontinu. La technique utilisée prend en compte le taux
de présence dans le cellule du front, qui vaut

Lorsque ce taux est inférieur a 1, la vitesse sera calculée grace au gradient de pression entre
les noeud i — 1 et ¢j. Dans le cas contraire, les noeuds intervenant seront ¢ et ij + 1. Le
coefficient de proportionnalité entre ce gradient et la vitesse est calculé afin de garantir la
continuité de la vitesse en s,,. On écrit donc (pour o™ < %),

Pfront — pig—l . Pir — Pfront
= 52

(an+%)5 (%—04”)5 '

S

Cette relation nous permet de calculer la pression au front,

(3 — @")Sipin 1 + (" + 3)Sapip
Pfront = 1 1
(7 — )51+ (" + 3)52

Le coefficient S équivalent et alors calculé de sorte que,

pin — Pin—1 Pfront — Pi%—1
S 0 0 — S 0
front 5 1 (Oén T %)5 3

et on trouve
<% . Sl SQ

S = .
front (% . Oén)Sl + (Oén + %)52

Dans le cas o” > 1, on écrit la relation de continuité entre i et iff + 1,

Pfront — ng IS Pz’g+1 — Pfront
= D2

(an+%)5 N (%—04”)5 '

1

ce qui mene a
> _ 5152 ‘
front (% . Oén)Sl + (Oén . %)52

Pour résumer, la vitesse se calcule donc au front suivant

<t Pip — Ppiz-1

LR ) 1
vin — _Sfront st < 2 (4 18)
o T S>§ Pint1r —pir . '
~ “front 5 sta > 2°
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¢) Ecriture du schéma en un noeud proche du front

Nous avons vu au a) I’écriture du schéma en un noeud générique, c’est a dire suffisam-
ment éloigné du front. Sans rentrer plus avant dans les détails, nous avons eu a modifier ce
schéma pour les noeuds proches du front, en faisant intervenir les coefficients S équivalents
calculés ci-dessus a la place des coefficients S._1 et S, w1 dans (4.17).

1
2
d) Implémentation du schéma

La simulation ci-dessous représente 1’élévation de pression dans un canal d’alimenta-
tion du moule. On suppose au départ que celui-ci contient une petite quantité de fluide,
et on résout le schéma numérique en utilisant une condition de flux en entrée et une pres-
sion imposée en sortie. On constate que 1’écoulement ne se distingue pas d’un écoulement

200000
190000
180000
170000
160000
150000
140000
130000
120000
110000
100000

LN B S B

FIG. 4.1 — Ecoulement dans un canal d’alimentation.

incompressible, en cela que la montée en pression est linéaire.

424 Deuxiéme schéma numérique

Apres avoir introduit le schéma numérique de référence, nous nous sommes demandé
s’il n’était pas possible de calculer la solution de I'équation en pression sous la forme a
double non linéarité étudiée lors de I'analyse mathématique. Pour cela nous écrivons les
équations en pression sous forme conservative dans chaque domaine.

P (i) =o. 419)

A partir ce ces équations, on ne peut pas écrire facilement un schéma du fait des termes
non linéaires en /3; en particulier. Pour contourner cette difficulté, on introduit la fonction
réguliere par morceaux sur (), définie par

Q(xv t) =0 (p(x, t)) sur ;. (420)
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Enfin on introduit les coefficients

. Si(p)
K; = .
(9) )
Il est clair que la fonction ¢ vérifie sur (); 1’équation suivante :
dq 0 NG AN
5% (I(Z(q)a—gc) =0, (4.21)

au sens classique, ¢ étant discontinue sur l'interface. Réciproquement, si I'on calcule une
solution ¢ de I’équation ci-dessus, et que 1’on cherche a reconstruire u, il faudra s’assurer
que c’est possible. Cela signifie qu’il faut assurer lors du calcul que la solution v demeure
dans I'image de la transformation introduite en (4.20).

Remarque 4.3
Notons que cette question est a mettre en regard du résultat théorique obtenu a savoir ¢(t) € D((® o
i)*) pour tout t, ce qui est “presque” ¢(t) € R(S).

L’algorithme que nous avons mis en place consiste donc a discrétiser par volumes finis
I’équation en ¢ (méthode de S. Godunov [65]), en utilisant une loi de transport de s ap-
propriée,

Ki(q) 9q

sit) = =L B2 s(0)7.0)

L’algorithme en ¢ sous cette forme meéne a des instabilités numériques que nous n’avons
pas pu résoudre. En effet, malgré 1'utilisation de schémas non diffusifs (il ne faut surtout
pas diffuser la discontinuité de ¢) de type “donor cell”, et 1’essai de filtres non linéaires
pour la capture des chocs?!, I'algorithme diverge. La raison est qu’au front une erreur est
nécessairement commise lors de l'approximation des coefficients discontinus; cette erreur
fait sortir la fonction ¢ des valeurs admissibles.

Afin d’éviter que la fonction ¢ sorte de I'image de 3, nous avons essayé de la recaler
régulierement sur le graphe de 3. Cette procédure, lourde en calcul, ne donne toujours pas
de résultat satisfaisant. Aussi avons-nous abandonné cette direction.

4.2.5 Implémentation d’'un schéma linéaire de type Chernoff

Le schéma précédent ne fonctionnait pas a cause de la discontinuité de la nouvelle in-
connue ¢, qui ajoutée a la discontinuité des coefficients rendait le calcul délicat au front. Une
autre approche est d’écrire un schéma linéaire approchant convenablement les équations
(4.19). Ce type de schéma a été largement étudié? par W. Jager et J. Kacur [74], ainsi que par
A. Handli¢ova et M. Kacurova [77]. Des articles récents sont parus dans ce domaine [93],
[75]. Nous écrivons le schéma sous forme semi-discrete :

n+l _ .n n+1
ppr——r 9 (ﬂi(p”)si(p”)ap ) =0 (4.22)

) Oz Oz

ol le calcul du coefficient 447 est crucial. De chaque coté de I'interface, ;i se calcule grace a la
dérivée de ;. A l'interface, nous calculons une moyenne pondérée entre les dérivées de 3

1. développés par B. Engquist, P. Lotstedt et B. Sjogreen [53]
2. et initié par l'article de A. Berger, H. Brézis et ]. Rogers dans RAIRO Analyse Numérique 13 (1979). Voir
aussi les nombreux travaux de 1’école italienne E. Magenes, R. Nochetto, C. Verdi [89]
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et ;. L'implémentation de ce schéma mene a la simulation suivante, toujours dans un canal
d’alimentation :

200000 -
190000
180000
170000
160000
150000
140000
130000
120000
110000
100000

La solution calculée semble coincider avec celle du schéma de référence. Nous avons
cependant calculé l'erreur relative entre les deux solutions. Celle ci est de 'ordre de 0.0001
pour cent.

4.2.6 Formulation équivalente en un probleme de type Stefan

Le probleme des schémas précédents est qu’il y a deux équations (propagation du front,
équation en pression), qui sont théoriquement couplées, mais numériquement découplées.
Ceci induit une erreur dans le calcul du front et on sait que le calcul a ce niveau est tres
sensible en particulier a cause de la discontinuité des coefficients .S et x.

D’ ou1]'idée d’introduire une nouvelle inconnue qui véhicule les deux informations : pres-
sion et position du front. Posons par exemple

w(x, 1) = f;(t) B1(p)(y,t)dy siaz < s(t),
( 7t) - {f;(t) ﬁz(p) (y,t) dy siz > S(t), (4.23)

Puis notons

ﬁl (p) siw > 0,
p) = 4.4
B(w, p) {ﬁz(p) siw< 0, (4.24)
nous avons alors
Blw,p) = _ow ou encore =3 (w _G_w) (4.25)
PIE T P= T Oz '

et la position du front est donnée par

w(z,t) =0.
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Remarque 4.4

Cette approche a été motivée par [52]. Voir aussi [123]. Ces deux articles ont pour objet I'étude d'un
phénomene physique proche du notre a ceci preés que la pression sur l'interface est connue et constante,
ce qui simplifie grandement la formulation. En effet, dans ce cas, I'interface est une ligne de niveau de
la pression.

Déterminons maintenant 1’équation vérifiée par w. En remarquant tout d’abord que (4.23)
s’écrit, en utilisant (4.24),

s(¢)
wie,t) = [ Bwla,0).p(y.0)dy (4.26)

puis en dérivant cette expression par rapport au temps, nous obtenons formellement (pour

x # s(t))
(1) 9 ,
W(M):/x 70 (w(@:6),p(y: 1)) dy + ' () 5 (w(2, 1), p(s(t), 1))
—/ x,t),p(y,t))dy

+/ 8y< 1), Py, ))S(W(wvt%p(y?t))g—]y)) dy
+8 t)B(w(z,t), p(s(t), 1))

(4.27)
= [ 53wt 1)y — B 9SO
+B(u(e.), <s<t>,t>>s<w<x7t>7p<s<t>7t>>§—§<s<t>7t>+s'<t>ﬂ<w<w7t>7p<s<t>7t>>
= [ 10300,y — B, 1)) 0,1, ) 2 1),

Afin de simplifier 'intégrale subsistant, nous remarquons d’abord que pour y compris entre
zets(t), w(y,t) est du méme signe que w(z, t), puis que w — 3(w, .) ne dépend que du signe
de w. Nous avons donc

s(t) s(t)
/x [y, 1) B(w(a, 1), ply, t)) dy = / Ly, 1) (y, 1), p(y, 1) dy.

Remarque 4.5
La méme remarque vaut pour I’expression (4.26) si bien que w vérifie aussi

s(t)
w(z,t) = /x B(w(y,t), ply,t))dy. (4.28)

Ceci s’obtient aussi directement en intégrant (4.25).

L'intégrale ci-dessus peut, grace a (4.25), étre transformée en utilisant le changement de va-
riables z = w(y,t) a t fixé:

0

[ s may=- [ fut e 0
T 7 T 7 w(w,t) T
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Finalement, w vérifie une équation de transport non linéaire (a comparer avec 4.9):

Jw dpow (¥ 1
ST = [ e, (4.29)

En éliminant p I’équation devient

G Ge = [ e (4.30)
_Owy 0 gy, O (4.31)

U(w) :S(wvﬁ_l(wv 8_$))8_$ﬁ 1(w7_8_x)'

Nous avons implémenté un schéma numérique sur cette équation. L'ennui est qu’il faut
constamment passer de w a p (par 371) ce qui au vu du comportement de 3 est instable.
A titre indicatif voici les oscillations que nous obtenons quand nous essayons de calculer la
solution numériquement. Nous n’avons fait figurer qu’une seule fois la courbe de la fonction
w, puisque celle-ci n’a pas le temps de se transformer sensiblement avant ’explosion de p.

STefan © WX, 1) at = 0s.

Stefan © p(x,t) at =0 s.
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4.2.7 Conclusion sur les résultats numériques en dimension un

Les tentatives que nous avons menées sur la mise au point de schémas résolvant directe-
ment 1’équation a double non linéarité n’ont pas abouti de maniére satisfaisante. Nous avons
donc décidé de revenir a un calcul sur 1'équation en pression originelle. En dimension un,
la localisation de l'interface ne pose pas de probleme particulier car il s’agit d'un point. En
dimension deux, cette localisation est plus délicate, et cruciale car le gradient de pression
y est discontinu. Nous avons mis au point une méthode pour cette localisation que nous
présentons maintenant.

4.3 Localisation d’interface en dimension deux

4.3.1 Point sur les méthodes numériques pour le calcul des frontieres libres

Notre probleme comporte une interface libre, celle située entre l’air et le fluide entrant.
Nous présentons ici quelques méthodes utilisées pour calculer une surface libre, en nous
inspirant des travaux de synthese de [60] et de [99].

a) Méthodes Euleriennes

1. Méthodes a grille fixe. La grille ou le maillage est fixé dans le domaine, et on utilise

une méthode de calcul du type différences ou éléments finis pour résoudre "équation
principale. Comme l'interface ne coincide pas avec les points de la grille, il faut effec-
tuer un traitement particulier. Il existe alors une méthode de suivi d’interface ot celle-ci
est spécifiée par un ensemble de points que 1’on déplace en accord avec une équation
de propagation. Une deuxiéme méthode, de suivi de volume, consiste a définir des
cellules d’interface, chaque cellule portant un taux de présence que 1'on calcule. Cette
méthode est celle utilisée dans la these [90]. Evidemment, si l'interface peut étre obte-
nue directement a partir de I'inconnue principale, comme dans le probleme de Stefan
(I'interface est alors une ligne de niveau de la température), son calcul numérique est
fait en méme temps que celui de I'inconnue. D’ot1 I’avantage de la troisieme méthode,
introduite par Sethian [118] qui repose sur l'introduction d’une fonction auxiliaire
telle que ¢ (z,t) = 0 soit ’équation de l'interface dans R? pour tout ¢. Si on détermine
I'équation (aux dérivées partielles) que vérifie v, et qu’on la résout numériquement
sur le maillage, alors l'interface se calculera facilement comme la ligne de niveau 0 de
la solution. Cette méthode sera développée plus loin.
En résumé 1'avantage de ce type de méthodes est que l'interface peut étre a priori irré-
guliere et que plusieurs interfaces peuvent coexister sans compliquer les calculs. Par
contre la précision du calcul de I'interface peut laisser a désirer, bien que la troisieme
méthode semble plus prometteuse.

2. Maillages adaptatifs. La grille est ajustée localement pour coincider en un certain sens
avec l'interface. L'avantage est de garantir une résolution fine a l'interface. Par contre
celle-ci doit étre suffisamment réguliere pour que le maillage soit raisonnable.

3. Changement de variables. On se rameéne a un domaine fixe par changement de va-
riables. L'équation résultante contient donc une information explicite sur 'interface.
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Souvent cette méthode est limitée au cas mono-dimensionnel, car en dimension supé-
rieure il est souvent difficile de déterminer une transformation adéquate, en particulier
non singuliére.

b) Méthodes Lagrangienne

Dans les méthodes Lagrangienne, le systeme de coordonnées se déplace avec le fluide,
donc chaque cellule du maillage contient toujours les mémes éléments fluides. Comme les
interfaces entre deux fluides se déplacent avec ceux-ci, elles sont fixes dans cette méthode,
et les conditions d’interface sont facilement appliquées. Il y a cependant plusieurs méthodes
lagrangiennes :

1. Méthode strictement Lagrangienne. Elle met en jeu une grille de calcul de topologie
fixe qui se déplace avec le fluide. Cette méthode reste valide tant que la grille ne s’en-
chevétre pas, c’est a dire pour un temps limité dans les applications. D’ot1 la méthode
suivante:

2. Méthode lagrangienne avec rezonage. Il y a reconstruction de la grille lorsque celle-ci
s’enchevétre, avec transfert de l'information de 1’ancienne vers la nouvelle grille.

3. Méthode lagrangienne libre. Dans la méthode précédente il y a enchevétrement car
les liens entre deux noeuds du maillage sont logiquement fixes. Cette méthode, au
contraire, laisse les noeuds du maillage plus libres, en autorisant la destruction, la créa-
tion ou la reconnection de certains d’entre eux.

4. Méthodes particulaires. C’est une terme générique pour désigner une classe de mé-
thode o1 la représentation discrete du fluide met en jeu des particules inter-agissantes,
possédant chacune des attributs (masse, position, vitesse, ... ). L'état du systeme est
caractérisé par cet ensemble fini de particules, et son évolution par des lois d’interac-
tion entre ces particules, simulant en particulier les forces. Pour les frontiéres libres,
I'avantage de cette représentation est que les particules peuvent étre marquées (un at-
tribut supplémentaire) comme particule du fluide 1 ou comme particule du fluide 2 si
bien que le calcul des positions des particules renseigne aussitot sur celle de l'interface.

4.3.2 Présentation de notre méthode numérique

Nous avons choisi, afin de localiser 1'interface, de mettre en oeuvre une méthode par
lignes de niveau. Elle semble effectivement adaptée a notre probleme pour au moins deux
raisons : la premiere est qu’elle offre une localisation du front dans une cellule du maillage
plus fine qu'une méthode de type volumes finis avec taux de présence. La deuxiéme est
qu’elle permet de gérer les changements de topologie du front (fusion de deux fronts, for-
mation d’une bulle d’air, . . . ) sans difficulté.

Nous avons donc une équation en pression (2.23) (2.24) couplée a une équation de pro-
pagation d’une fonction 1 (3.106). Etant donné les propriétés de continuité de la pression, il
nous a paru judicieux d'implémanter une méthode éléments finis de type P1. Le caractere
hyperbolique de I’équation de transport de la fonction ) nous a en revanche orienté vers
une méthode volumes finis sur cette équation. Ci-dessous figure une portion du type de
maillage sur lequel nous allons effectuer nos calculs. Nous voyons d'une part le maillage
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éléments finis (triangles) et les cellules de contrdle, centrées aux noeuds, qui sont construites
en reliant les centres de gravité des triangles.

FIG. 4.2 — Maillage Volumes-Eléments Finis

L’algorithme que nous utilisons consiste en un découplage des deux équations. Si on
suppose les grandeurs p et v calculées au temps #,, nous disposons donc de la position
du front qui est la ligne de niveau zéro de 1. Cette position (sa trace sur les triangle du
maillage) permet de calculer les coefficients au front, et nous calculons p au temps #,1; en
résolvant I’équation en pression (éléments finis P1). Puis nous calculons > au temps suivant
par résolution de 1’équation de transport (volumes finis), le champ de vitesse ayant été au
préalable calculé a partir de la valeur de p au temps #, .

Nous utilisons pour ces calculs la bibliotheque éléments finis NEF développée par R.
Touzani, qui propose une structure de données préte a I'emploi, des procédures de calcul
des fonctions de forme, et des fonctions de manipulation des systemes linéaires stockés
sous forme profil. A ce sujet nous avons procédé a une renumérotation par l'algorithme
de Cuthill-McKee [12] sur les noeuds du maillage afin d’optimiser la longueur du profil.

Les points non standard de cette modélisation concernent le calcul de la vitesse au front,
et le choix d"une condition en entrée pour la fonction + ainsi que d’une condition initiale.
Un autre probleme est de savoir si on doit considérer que le polymeére colle ou non a la paroi
du moule. Nous allons donc développer ces trois points. Enfin nous ferons une remarque sur
la condition imposée dans I'état actuel de notre code au fond du moule.
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a) Calcul de la vitesse au front

Nous savons que le calcul de la vitesse au front est crucial, car les coefficients physiques
présentent une forte discontinuité a ce niveau. On a vu par ailleurs comment mener ce calcul
en dimension un. En dimension deux, la position du front est donnée par la ligne de niveau
zéro de la fonction . Sur le schéma ci-dessous nous voyons la trace de la ligne de niveau
zéro de v sur le maillage (interface), et son approximation linéaire par morceaux.

F1G. 4.3 — Courbe de niveau 0 de 1.

Nous avons donc un moyen pour déterminer la proportion de polymere sur une aréte
entre deux noeud ¢ et j, lorsque ¢ change de signe entre ces deux noeuds. Nous avons choisi
une approximation linéaire, en admettant que la proportion de fluide sur une aréte est don-
née par la formule suivante,

[ ™ 4 []*

= o TS
R LT T
ot on a noté de nouveau [r]* = max(r, 0). Puis nous calculons le coefficient S correspondant

par
5152

;S 4 (1 — ;) St
Cela correspond a assurer la continuité de la quantité SVp a l'interface.
Le calcul de la pression étant de type P1, la pression est linéaire sur un triangle, donc

son gradient est constant. Pour calculer le coefficient S correspondant, nous opérons une
moyenne harmonique des coefficients S sur les arétes du triangle.

SZ']‘ =

b) Choix des conditions aux limites pour 7

La fonction 1 doit étre nulle sur 'interface, positive sur le domaine occupé par le poly-
mere et négative sur son complémentaire. Etant donné une courbe interface initiale, nous
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prenons comme fonction ¥y initiale une distance signée par rapport a cette courbe. Il est
bienvenu d’utiliser une distance réguliere, car les irrégularités de la frontiere initiale seront
transportées lors du calcul. Voici un exemple d'une telle fonction, figure 4.4. Il peut étre

Fonction psi
-2.865e-01

-2.583e-01

-2.301e-01

-2.019e-01

-1.738e-01

-1.456e-01

-1.174e-01

-8.922e-02

-6.105e-02

-3.287e-02

2.348e-02

Tempst =0.0000s.

FIG. 4.4 — Valeur initiale de la fonction 1)

aussi intéressant de mailler finement la zone d’injection; en effet les erreurs de calculs qui
sont faites dans cette zone sont transportées par la suite.

Un autre probleme est le choix de la condition en entrée par ). Notre stratégie a été
d’imposer une condition de Dirichlet dont la valeur est égale a celle de ¥y sur la frontiere
d’entrée. Ainsi nous espérons obtenir une solution réguliere.

¢) Contact collant ou non collant?

Dans le modele que nous avons proposé, le contact du polymere est supposé non collant
puisque nous avons adopté une condition de glissement au bord, c’est a dire une vitesse
normale nulle. Intuitivement, il semblerait naturel d’imposer une condition de contact col-
lant (ou vitesse nulle) en paroi, par la forte viscosité du fluide. La raison pour laquelle cette
condition n’apparait pas dans notre modele est que nous avons considéré un écoulement
bi-dimensionnel. Or dans les équations tri-dimensionnelles, les conditions de contact collant
apparaissent sur les surfaces inférieures et supérieures du moule, et non sur la paroi latérale
(en fait le contact collant sur la paroi latérale doit étre induit par le contact collant sur les
parois supérieure et inférieure).

Lorsque nous passons a deux dimensions, le contact collant disparait donc automati-
quement. Aussi, afin de retrouver ce phénomene avons nous proposé deux sortes de simu-
lations : I'une est la résolution du modele 2-D avec par conséquent un contact non collant
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en paroi latérale; I'autre consiste a annuler artificiellement les échanges entre deux cellules
situées contre la paroi latérale et comportant du polymere (le contact de l'air n’est jamais
collant).

d) Condition en fond de moule

La condition en un point du fond du moule est une condition de Dirichlet tant que
I’évent n’est pas bouché. Ensuite cela devrait étre transformé en une condition de Neu-
mann. Nous n’avons pas encore effectué cette modification de condition aux limites dans
notre code de calcul. Aussi les résultats que nous présentons ci-dessous sont ils obtenus en
conservant une condition de Dirichlet méme apres obstruction des évents. Une condition
plus naturelle, que nous envisageons d’introduire par la suite, serait du type

9p

a(z,t) I

+ Bz, t)(p—po) =0 sur ' x]0, 7.

Ainsi, au début du remplissage, nous pourrons inposer un débit fonction de la pression, puis
lors de I’obstruction de I’évent considéré (i.e. la valuer de v en ce point devient positive) nous
annulerons ce débit. Actuellement le calcul est implémenté avec a nul, ce qui correspond
physiquement a de “gros” évents en sortie de moule.

4.3.3 Les cas tests

Nous présentons ici la géométrie des empreintes de moules que nous avons choisi pour
nos tests. Ces tests ont pour but tout d’abord de valider notre méthode numérique. Pour
cela, nous avons d’abord procédé a un test sur un moule rectangulaire sur lequel nous avons
injecté le polymere en nappe.

FIG. 4.5 — Test 1: moule rectangulaire.

La figure ci-dessus représente le maillage, effectué par un mailleur du domaine public’;
il comporte 567 noeuds et 1037 éléments triangulaires.

Le maillage dual volumes finis se construit facilement, en reliant les centres de gravité
des différents triangles au voisinage d'un noeud. Dans ce cas test le polymere est injecté en

3. mailleur Triangle, disponible a I’adresse ht t p: / / www. cs. cru. edu/ ~quake/triangle. htmi .
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nappe a partir du bord gauche du moule, & débit imposé. Le contact du polymere est collant
en paroi (i.e. son vecteur vitesse est nul contre le bord latéral) ou glissant (sa vitesse normale
est nulle) alors que le contact de I'air est toujours glissant . En fond de moule, une condition
de Dirichlet (pression imposée) est implémentée.

Le but de ce test est de vérifier que les temps de passage du front au quart et a la moitié
du moule, par exemple, sont corrects.

Ensuite nous avons voulu tester le recollement de deux fronts de polymere, et pour
cela nous avons considéré une empreinte comportant un obstacle (c’est a dire que le moule
comporte un trou). L'injection se fait par un canal (non représenté sur la figure) alimentant

FIG. 4.6 — Test 2 : moule comportant un trou carré.

le moule par le point situé au milieu de la paroi gauche. La condition en ce point est un
débit imposé. Les autres conditions aux limites sont identiques au cas précédent. La frontiere
entourant le trou se comporte comme la paroi latérale. Ainsi le fluide s’écoulera-t-il de part
et d’autre de 1'obstacle, pour refusioner derriere celui-ci. Ce cas test comporte 157 noeuds et
247 éléments.

Une autre question intéressante était d’étudier la formation de bulles d’air lors de I'écou-
lement, dans le but, ensuite, donner des conditions pour que cela n’arrive pas. En effet une
bulle méme de petite taille dans une piece plastique la fragilise. Nous avons donc mis au
point un moule comportant un trou avec un coin rentrant suffisamment profond pour que
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FIG. 4.7 — Test 3 : moule comportant un coin rentrant.

FIG. 4.8 — Test 4 : test 3 avec maillage mieux adapté.
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le polymere, visqueux, adhere aux parois et capture une bulle dans le coin. Le maillage (voir
figure 4.7) comporte 273 noeuds et 457 éléments. L'injection se fait comme dans le cas pré-
cédent par le point situé au milieu de la paroi gauche, et les conditions aux limites sont les
mémes. Remarquons qu’il peut y avoir une autre bulle qui se forme en aval du trou lors
de la fusion des deux fronts, du fait de la forme particuliere de la cavité. Enfin ce trou est
un exemple d’écoulement sans symétrie apparente contrairement aux deux exemples précé-
dents. Comme nous l'avons déja souligné, 1’équation de propagation du front étant hyper-
bolique, a tendance a transporter 'information et en particulier les erreurs éventuellement
commises lors de la discrétisation. Il parait donc naturel de mailler finement I’empreinte
du moule au voisinage du point d’injection. D’autre part, si nous voulons calculer précisé-
ment ce qu’il se passe dans les coins, on peut aussi rajouter quelques noeuds a ce niveau.
Finalement nous avons proposé un deuxiéme maillage pour le troisiéme cas test, qui est
représenté en figure 4.8.

4.3.4 Résultats numériques, cas incompressible
a) Plaque rectangulaire avec injection en nappe

Dans ce cas test, on injecte le polymere par une série de points d’injection équi-répartis
sur la frontiere gauche; ainsi le front se déplace-t-il en nappe, celle-ci se déformant si le
contact entre le plastique et la paroi du moule est collant. Ci-dessous sont représentés les
résultats de simulation dans les deux cas: contact collant ou non collant. La condition ini-
tiale est la méme pour les deux cas: on suppose que le fluide occupe une petite partie de
I'empreinte (voir figure 4.9). Apres 0,2 secondes d’écoulement les deux modes de calculs

Fonction psi

-1.960e-01
-1.779e-01
-1.597e-01
-1.415¢-01
-1.233e-01
-1.051e-01
-8.693e-02
-6.874e-02
-5.056e-02
-3.237e-02
4.000e-03

Tempst =0.0000s.

N _a o L 0 L L S XL X XX

FI1G. 4.9 — Valeur initiale.

se différencient légerement, le front calculé en contact collant avangant plus lentement que
l'autre (figure 4.11). Le temps de passage au milieu de moule est cohérent par rapport au
débit imposé en entrée et le volume du moule, le remplissage devant se faire en 0, 4 secondes.
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‘..

%

o

-9.686e-02
-8.769e-02
-7.852e-02
-6.936e-02
-6.019e-02
-5.102e-02
-4.185e-02
-3.268e-02
-2.351e-02

()
a8

1
)
-y

..’
SesS
2

() .. ;1164504;032
2108 |
..’... Tempst=0.2100s.
S0

SNIERS:
s

-9.689e-02
-8.712e-02
-7.734e-02
-6.756e-02
-5.778e-02
-4.800e-02
-3.823e-02

(2
8

..‘ -2.845602
.' -1.8676-02
.. -8.891e-03
1.067e-02
<
Tempst=0.2100s.

@,
()

A
Y L
e

FIG. 4.11 — Position du front a ¢t = 0,2 s. Contact collant.

b) Plaque carrée perforée

La condition initiale en v a été représentée figure (4.4). Nous avons représenté ci-dessus
les isovaleurs de la fonction 1 et de la pression, ainsi que le champ de vitesse pour certains
pas de temps.
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1°" cas:

contact non collant

Fonction psi
-2.205e-01

-1.983e-01

-1.761e-01

-1.53%e-01

-1.318e-01

-1.096e-01

-8.740e-02

-6.523e-02

-4.305e-02

-2.087e-02

2.348e-02

Tempst=0.4000s.

_ Bl 30005

I\ —
/////
VAV .
/ W\ /S

"IN\ N
N/
4 /

7

\
A\
A\ A
\ s
A/ N K
\ NG h ~\

- Pression (Pa)
Il :o000e05
_ Bl 12000005

Bl 150005
- B 1798er0s
I 1998et0s
[0 2197er05

2.397e+05
2.596e+05

2.796e+05

N Tempst = 0.4000s.

Echelledelavitesse:
—— 4.357e-01m/s
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Fonction psi
-1.005e-01

-8.926e-02

-7.799e-02

-6.671e-02

-5.544e-02

-4.416e-02

-3.289%e-02

-2.161e-02

-1.034e-02

9.346e-04

2.348e-02

Tempst=1.4000s.

A

L~

-~
S X

N\ — - Pression (Pa)

— —_ — -
- Il :o00e0s

—— —\
~ -\ - _ Bl 15720005
>/ -/ . Bl :7er0s

~ [/~
- - B 2i2se05
~ - -
~~

~ = - B 2497er05
> - - I 2571605
A [0 s245er05

_ — 3.620e+05
-1~ 3.994e+05
7 e .
7/ -\~ — 4.368e+05
~ =
— - bnd
- - <

o\ —
- Tempst=1.4000s.
~ - —

— Echelledelavitesse:
—— 4.356e-01m/s
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L
go

8
o.'g

,\‘

‘e

<

Fonction psi
-3.407e-02

-2.884e-02

-2.360e-02

-1.837e-02

-1.314e-02

-7.908e-03

-2.676e-03

2.556e-03

7.788e-03

1.302e-02

2.348e-02

Tempst=2.2000s.

1/, -
A yaw
/ 7/
;
N/
/'///
el
g
~ | -
DI

—+£ — N~ — N
— =
—
—
— —
-
- —
~
— —~ -
-
—_— —
~
> ~
~
\ —
|
\
—
/
c\
/ -\~
N - L
— — -
~ -
— J— A\
— - —

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl 152505
I 205605
Bl 257cer05
B su0me05
I s626et0s
[0 4152et05

4.677e+05
5.202e+05

5.727e+05

Tempst=2.2000s.

Echelledelavitesse:
—— 4.360e-01 m/s
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Fonction psi
-1.576e-02

-1.220e-02

-8.628e-03

-5.060e-03

-1.492e-03

2.076e-03

5.644e-03

9.212e-03

1.278e-02

1.635e-02

2.348e-02

Tempst=2.4000s.

1/, 4
7SN\
/ e
/

/
/'///
el

g
| -
SN

—+
—_
—
-
—_
— -
_ i
—
—_— —
- —
—
e

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl 155505
Il 2:106e05
B 2650605
B s212e05
I 5765605
[0 4317er05
[ 4870e05

5.423e+05

5.976e+05

Tempst=2.4000s.

Echelledelavitesse:
—— 4.360e-01 m/s
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Fonction psi
-1.348e-03

9.096e-04

3.167e-03

5.424e-03

7.682e-03

9.939¢-03

1.220e-02

1.445e-02

1.671e-02

1.897e-02

2.348e-02

Tempst=2.6000s.

/ ~
/
/ /
N/ -~
/
N\
el

~ /'~
AW

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl 1576e05
Bl 215305
B 2720e05
B s30set05
I ssszer0s
[0 4458et05
[ 503405

5.611e+05

6.187e+05

Tempst=2.6000s.

Echelledelavitesse:
—— 4.360e-01 m/s
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ond (a9

contact collant

Fonction psi
-2.203e-01

-1.974e-01

-1.746e-01

-1.518e-01

-1.290e-01

-1.061e-01

-8.331e-02

-6.049e-02

-3.766e-02

-1.484e-02

3.081e-02

Tempst=0.4000s.

— | | < - Pression (Pa)
- Il :o00e0s
—_ — —\
— —\ 2D - _ Bl 11005
-/ _
—/_ _ Bl :s30se05
- /=
- - Bl 159405
~ -
~
- - _
~ B 1792605
\ -
- I 1.990e+05
\ N _
. [0 2188er0s
_ 2.386e+05
> _
-1~ 2.584e+05
’ - .
/ -\~ — 2.782e+05
~ Z
— - bad
- - _ N\
— — J—
- Tempst=0.4000s.
L\ N ] =
. — K-
— Echelledelavitesse :
- — — ) 4350e01mis
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Fonction psi
-1.002e-01

-8.529e-02

-7.035e-02

-5.541e-02

-4.047e-02

-2.553e-02

-1.059e-02

4.354e-03

1.929e-02

3.424e-02

6.412e-02

Tempst=1.4000s.

’ - _ —_— — N
AN - — - —\ /—\ |
! // // — \\’
7 ~
I/ P /
/ g — ~
/ - - P e
J/ — A\N~/\T"/ |\~
~\ />
e
o
7
—_ ~
\ ~
\ N
N N\
~ ~/ \—
< —\/—\/ —\ [/~
\ ~
: —/J\~/ \ —
—\ / -~
~ _\ —
N ~
\ ~
\ ~ N —
~
\\\ - - \/\/_
~ \" . ~/\—/| —
\s\\ — — [

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl 13s0e005
Bl i72se05
B 2001605
B 2455605
I 2510605
[0 susseros
[ 3s47er0s

3.911e+05

4.274e+05

Tempst=1.4000s.

Echelledelavitesse:
—— 4.356e-01m/s
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Fonction psi
-3.474e-02

-2.135e-02

-7.963e-03

5.424e-03

1.881e-02

3.220e-02

4.558e-02

5.897e-02

7.236e-02

8.574e-02

1.125e-01

Tempst=2.2000s.

//
r |/
/ e
/
NS
/'///
e
N
~ | ~
NN

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl 15090005
Bl 203805
Bl 2s57e0s
B so7ser0s
I 5505605
[ 4114ev05

4.633e+05
5.152e+05

5.671e+05

Tempst=2.2000s.

Echelledelavitesse:
—— 4.360e-01 m/s
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Fonction psi
-1.894e-02

-6.233e-03

6.474e-03

1.918e-02

3.189e-02

4.459e-02

5.730e-02

7.001e-02

8.271e-02

9.542e-02

1.208e-01

Tempst=2.4000s.

1/, 2
T yaw

/ e
/

N\/ v
/'///
el

|~
~ -
SN

Pression (Pa)
Il :o00e0s
Bl 155005
Il 205005
B 260405
I si30et05
I s67ser0s
[0 4208et05

4.743e+05
5.278e+05

5.812e+05

Tempst=2.4000s.

Echelledelavitesse:
—— 4.360e-01 m/s
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Fonction psi
-5.667e-03

7.053e-03

1.977e-02

3.249e-02

4.521e-02

5.793e-02

7.065e-02

8.337e-02

9.609e-02

1.088e-01

1.343e-01

Tempst=2.6000s.

7
/
NS
/ e
/
N/ >
/'///
el
g
~—/ ~

— - - Pression (Pa)
- - Il :o00e0s
g N — = —_
— — —\ D - Bl 1s50c005
/-
—
N — —/_ B Bl 2120805
-+ ~ /-
N
~ Bl 260305
— N ~ ~
N /— _
~ ~ B 3257605
\ AN
~ I ss22er0s
N ~
~N —_—
N 4.386e+05
—
— -
_ 4.950e+05
) ~
— | 5.5150+05
7’ 7 < .
/ -\~ | 6.079e+05
- Z
—_— —_— > - —~ — .
| e B D
- . R
N /. - - Tempst = 2.6000's.
— — — -
—_— - - —_—
— - — - —
T - - — - Echelledelavitesse :

— 4.360e-01m/s
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c¢) Plaque perforée avec coin rentrant, contact non collant

Fonction psi
-3.106e-01

-2.811e-01

-2.516e-01

-2.221e-01

-1.926e-01

-1.630e-01

-1.335e-01

-1.040e-01

-7.452e-02

-4.501e-02

1.401e-02

Tempst=0.0000s.
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Fonction psi
-1.934e-01

-1.745e-01

-1.557e-01

-1.368e-01

-1.180e-01

-9.910e-02

-8.025e-02

-6.140e-02

-4.255e-02

-2.370e-02

1.401e-02

Tempst=2.0000s.

~ Z -\ - B 1825606
Iy SN R B 2400e+06

~ ~ Pression (Pa)

- _INT ” Il :o00e0s
/- - _\ - Bl s 720e05
- NP 7 - Il 1250806

! VA “_ ‘_ I 2o7seros
QAN - [ 3550606
41256406
47008406

5.274e+06

P
/ —

r
- ~
X~ NN
P A
~ )
- ’
- Z
=17

~

Tempst=2.0000s.

Echelledelavitesse:
—— 4.464e-01m/s
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-1.597e-01

-1.439%-01

-1.281e-01

-1.123e-01

-9.652e-02

-8.073e-02

-6.494e-02

-4.915e-02

-3.336e-02

-1.757e-02

1.401e-02

Tempst=3.0000s.

- Tempst =3.0000s.

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl 7 soer05
Bl :s386er05
Bl 2030e+06
B 2673006
I 5316606
[ 3.950e06

4.602e+06
5.246e+06

5.889e+06

Echelledelavitesse:

- — 4.484e-01m/s
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Fonction psi
-1.494e-01

-1.345e-01

-1.197e-01

-1.048e-01

-8.998e-02

-7.512e-02

-6.027e-02

-4.541e-02

-3.056e-02

-1.570e-02

1.401e-02

Tempst =4.0000s.

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl ssseer0s
Bl :ss7e05
Bl 2450806
B 323406
I so17er06
[ 4800e+06

5.584e+06
6.367e+06

7.150e+06

- Tempst =4.0000s.

Echelledelavitesse:
- —— 447901 m/s
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Fonction psi
-2.882e-02

-2.278e-02

-1.675e-02

-1.071e-02

-4.668e-03

1.370e-03

7.408e-03

1.345e-02

1.949¢-02

2.552e-02

3.760e-02

Tempst=8.0001s.

Pression (Pa)
1.000e+05

1.372e+06

2.645e+06

3.917e+06

5.189e+06

6.462e+06

7.734e+06

9.007e+06

1.028e+07

1.155e+07

1.410e+07

Tempst=8.0001s.
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4.3.5 Résultats numériques, cas compressible
a) Plaque perforée avec coin rentrant, contact non collant

Nous avons constaté dans le cas incompressible pour ce test qu’il y avait capture de deux
bulles d’air dans chacun des coins fortement rentrant. Nous allons voir qu’au contraire
lorsque la compressibilité intervient les bulles sont suffisamment comprimées pour dispa-
raitre visiblement.
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-1.585e-01

-1.428e-01

-1.271e-01

-1.114e-01

-9.577e-02

-8.008e-02

-6.440e-02

-4.872e-02

-3.304e-02

-1.736e-02

1.401e-02

Tempst=3.0022s.

- [ . AN R B 263206

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl 7300005
Il :366e05
B 199006

I 5265606
[ 3898e+06

4.531e+06
5.164e+06

5.797e+06

- Tempst=3.0022s.

Echelledelavitesse:
- —— 4.476e-01m/s
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-1.518e-01

-1.367e-01

-1.216e-01

-1.066e-01

-9.149e-02

-7.642e-02

-6.135e-02

-4.628e-02

-3.121e-02

-1.613e-02

1.401e-02

Tempst=4.0030s.

- Tempst=4.0030s.

Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl sss0e005
Il :s605e05
Bl 2350606
[ JEBEESNS
I 565606
[0 4618e06

5.371e+06
6.124e+06

6.877e+06

Echelledelavitesse:

- —> 4.478e-01m/s
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Fonction psi
-2.966e-03

-1.278e-03

4.108e-04

2.099e-03

3.788e-03

5.476e-03

7.165e-03

8.853e-03

1.054e-02

1.223e-02

1.561e-02

Tempst=8.0014s.
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Pression (Pa)

Il :o00e0s
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Bl 350006
I 5046er06
I 6282606
[ 7.510e06
[ s755er06

9.992e+06

1.123e+07

Tempst=8.0014s.

Echelledelavitesse:
—— 4.469e-01 m/s
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b) Plaque carrée perforée a injection multiple

Nous avons donc tenté d’obtenir une bulle en compressible, ce qui est réalisé en injectant par
deux points d’injection. Cette configuration est évidemment a proscrire pour réaliser effec-
tivement un piece par moulage. Le test permet cependant de mettre en évidence la capacité
de notre simulation numérique a déceler la formation de bulle, pour des cas éventuellement
moins évidents.

Fonction psi
-1.485e-01

-1.333e-01

-1.180e-01

-1.027e-01

-8.747e-02

-7.221e-02

-5.695e-02

-4.169e-02

-2.643e-02

-1.117e-02

1.936e-02

Tempst = 0.0000 s.
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Fonction psi
-1.458e-01

-1.308e-01

-1.158e-01

-1.007e-01

-8.573e-02

-7.072e-02

-5.571e-02

-4.069e-02

-2.568e-02

-1.067e-02

1.936e-02

Tempst=0.3011s.

- - | - -_ —_ g
e - - - —>
- —
\ ’ s g 7/ \~—~/ \~—
-
’ —
B 1
A\ 1
. , i /\A
~
1 ' \
— ~
. \ -
! -~
\
. . / =
N l
- \ /
AR
. . / - -
1 \ \
/ v \\
\ \
' ’ / \
' N > | JE
YN -,
N - .
N - —) —

Pression (Pa)

Il :o00e0s
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Bl :20e05
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B 1483er05
I 160ser0s
[0 172tev05
[ 184seros

1.966e+05

2.086e+05

Tempst=0.3011s.

Echelledelavitesse:
—— 4.896e-01 m/s
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Fonction psi
-1.218e-01

-1.090e-01

-9.612e-02

-8.329e-02

-7.046e-02

-5.763e-02

-4.480e-02

-3.197e-02

-1.913e-02

-6.304e-03

1.936e-02

Tempst=1.3014s.
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— 7.484e-01m/s
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Fonction psi
-1.093e-01

-9.762e-02

-8.592e-02

-7.423e-02

-6.253e-02

-5.083e-02

-3.913e-02

-2.743e-02

-1.574e-02

-4.038e-03

1.936e-02

Tempst=1.7045s.
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Fonction psi
-8.609e-02

-7.650e-02

-6.692e-02

-5.733e-02

-4.775e-02

-3.816e-02

-2.857e-02

-1.899e-02

-9.401e-03

1.854e-04

1.936e-02

Tempst=2.3016s.

> — Pression (Pa)
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Fonction psi
-3.258e-02

-2.785e-02

-2.313e-02

-1.841e-02

-1.369e-02

-8.970e-03

-4.248e-03

4.729e-04

5.194e-03

9.915e-03

1.936e-02

Tempst=2.9038s.
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Pression (Pa)

Il :o00e0s
Bl 1105e05
Bl :soe0s
B 1ssceros
B 1781605
P 1o77eros
[0 2172et05

2.367e+05
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— 1.331e+00 m/s
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Fonction psi
-1.868e-02

-1.332e-02

-7.958e-03

-2.597e-03

2.765e-03

8.127e-03

1.349e-02
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Tempst=3.5009s.

- PR N \ ’ ’ - - - Pression (Pa)
- ~ N . —
- ~ - -
Il :o00e0s
A\ ) s ’ !
\ N \ - -
N D / . - o Il 127e05
.
\ i / . - .
1 N N N p Bl 1472005
~ - - i -

1/ N . Bl 17uie0s
: S Ve y . B B 1oseros
" - . v - . . I 2.isseros
I . an _ - [ 2422et05
. D e ’ [ 265005

\ \ \ \ , i _ )
' N N , h 2.896e+05
! \
b _ 3.133e+05
JAN _
' N N ~ - -
\ N ~ _
< Tempst = 3.5009's.
- ~ ~ - | - ~, End - _
- ~
- - - 1 - - —_
- . \ | -
- R ’ . _ _
) - ) - Q — |~ _ Echelle delavitesse::

- i ' N — ) 513501mis




4.3 Localisation d’interface en dimension deux

153

Fonction psi
-1.528e-02

-8.015e-03

-7.457e-04

6.524e-03

1.379e-02

2.106e-02

2.833e-02

3.560e-02

4.287e-02

5.014e-02

6.468e-02

Tempst=3.7050s.
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Fonction psi
-4.192e-03

9.101e-03

2.239%-02

3.569e-02

4.898e-02

6.227e-02

7.557e-02

8.886e-02

1.022e-01

1.154e-01

1.420e-01

Tempst=4.1031s.
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4.4 Conclusion

Dans cette partie nous avons présenté des résultats en dimension un sur la difficulté
de la mise en oeuvre d’'une méthode numérique directement sur 1’équation a double non
linéarité qui avait fait ’objet de 1’analyse mathématique. Puis nous nous sommes tournés
vers le probleme en dimension deux, sur I’équation de départ, en insistant sur la localisation
du front. Nous avons proposé pour cela une méthode par ligne de niveau. Numériquement
cela revient a résoudre d’une part ’équation en pression, ce que nous faisons par éléments
finis P1, et d’autre part I’équation de transport du front, ce que nous réalisons par volumes
finis sur le maillage dual.

Signalons cependant que nous avons négligé dans le calcul compressible de I'équation
en pression le terme en Vp?, qui est du second ordre du point de vue des coefficients y et 5.
Sa prise en compte passe par la mise au point d'un schéma décentré que nous projetons de
mettre en oeuvre.

Les tests numériques mettent en évidence la capacité de la méthode a gérer les change-
ments brusque du front comme le recollement de deux nappes et la formation de bulles d’air
lorsque les points d’injection ne sont pas choisis convenablement. Les cas incompressibles et
compressibles ont été considérés et leur différence comportementale mise en évidence.

4.5 Commentaires bibliographiques

Pour la discrétisation en dimension un, les méthodes de différences finies sont intro-
duites dans les livres de E. Godlewski et P.A. Raviart [64], G. Marchuk [92], S. Godunov et
V. Riabenki [65], P. Lascaux [82], Richtmeyer et Morton [110].

Nous avons déja cité les études sur les schémas linéaires pour les équations doublement
non linéaires. Nous nous sommes aussi intéressés a la détermination de solutions exactes de
I’équation a double non linéarité par des méthodes de transformations de Backlund, dans le
but de valider les schémas numériques. Cette voie n’a pas abouti de maniere satisfaisante;
cependant citons le livre de C. Rogers et W.E. Shadwick ainsi que les articles récents de G.C.
Sander (J. Austr. Math. Soc. Ser. B 1992) et J.R. King (J. Phys. A 1990) et leur bibliographie
pour aller plus loin dans cette direction.

En dimension deux, la méthode des éléments finis est abordée dans de nombreux ou-
vrages dont [126], [12], [108]. Sur la résolution des systemes linéaires issus de ces méthodes,
le livre de P. Lascaux et R. Thédor [83] apporte de nombreuses méthodes.

Comme on l’a déja mentionné, plusieurs études ont été menées par Osher et Sethian
sur l'application de la méthode des lignes de niveau a la localisation d’interface, dans la
modélisation de divers phénomenes physiques dont la croissance cristalline, la combustion,
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ARTANT d’un modele d’écoulement de fluides visqueux et compressibles, nous avons
P dégagé une formulation en pression sous la forme d'une équation & double non linéa-
rité. Constatant que ce type d’équations intervenait dans d’autres phénomenes physiques,
nous avons consacré une part importante de notre analyse a létude des problemes aux li-
mites associés. Ce faisant, nous avons été amenés a utiliser des outils d’analyse convexe
et d’analyse non linéaire. Brievement, nous avons étendu un lemme d’analyse convexe de
H. Brézis qui nous permet d’obtenir des estimations a priori, appliquées a la méthode de
semi-discrétisation (en temps) que nous utilisons. Dans cette étude, un lemme de compacité
adapté (utilisant les résultats de J. Simon) a été mis au point dans le cadre non linéaire. Nous
avons obtenu dans ce domaine des résultats améliorant par certains points les études exis-
tantes.

Un autre aspect de notre étude a été de mettre au point une méthode numérique per-
mettant la localisation précise du front. Pour cela nous avons d’abord écrit le probléeme sous
la forme de la recherche d’une fonction réguliére dont 'interface serait la ligne de niveau
zéro. Nous avons donné I'équation aux dérivées partielles a laquelle devait satisfaire cette
fonction. Cette équation est une équation de transport couplée avec 1’'équation en pression
par l'intermédiaire du champ de vitesse (qui s’obtient dans notre modele a partir de la pres-
sion). A champ de vitesse donné, il s’agit d'une équation de transport linéaire avec condition
au bord, sans hypothése de signe ou de nullité sur la divergence de la vitesse. Nous avons
prouvé 1’existence d’une solution par la méthode des caractéristiques en faisant des hypo-
theses assez faibles sur la régularité du champ de vitesse.

L’étude de 'existence d"une solution a ces deux équations forme la partie essentielle de
I’analyse mathématique. Nous n’avons pas résolu le probleme du couplage entre ces deux
équations; cependant 1’étude des équations découplées est une étape importante vers cet ob-
jectif.

Du point de vue numérique, nous avons étudié certains schémas de calcul sur I’équation
a double non linéarité en dimension un, pour constater finalement qu’il valait mieux mener
les calculs sur I’équation en pression de départ. Revenant ensuite a la localisation du front,
nous avons implémenté une méthode de type éléments finis / volumes finis sur le systeme
formé de 1’équation en pression et de I’équation de transport du front. Nous résolvons suc-
cessivement chaque équation. Les résultats obtenus prouvent que la méthode par ligne de
niveau permet de localiser finement le front dans les cellules d’interface, ce qui est crucial
dans ce type de phénomenes ot les grandeurs physiques connaissent souvent une disconti-
nuité a ce niveau. D’autre part le procédé s’est révélé robuste, et permet de gérer facilement
les changements de topologie du front.

Certains points de ce travail me semblent intéressants en guise de voies de recherche
futures. L’étude de I’équation de transport du front, en particulier au niveau d’hypotheses
minimales sur le champ de vitesse pour garantir 1’existence d"une solution au probleme aux
limites. L’étude de 'équation a double non linéarité avec partie parabolique dépendant du
temps a la suite des travaux de V.M. Hokkanen. L'extension de nos résultats a des équations
étudiées par P. Colli et A. Visintin, ot la dérivée en temps de la fonction non linéaire est
remplacée par une fonction non linéaire de la dérivée en temps.
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Résumé

L’origine de ce travail est I'étude d"un probléeme industriel sur la mise en forme des thermo-
plastiques par injection.

Nous nous sommes concentrés sur la partie remplissage du moule et sur la détermination
de la position du front du polymere. Le travail présenté dans cette these comprend donc
deux parties:

O L'étude mathématique et numérique de 1’équation en pression qui régit 1’écoulement
du polymere fondu. A partir de cet exemple nous avons mis en évidence et étudié une fa-
mille nouvelle d’équations a double non linéarité.

O La détermination de I'interface polymere-air par des méthodes de suivi de lignes de ni-
veau, l'interface étant décrite comme la ligne de niveau zéro d’une inconnue auxiliaire, que
nous devons calculer. Nous avons obtenu l'existence d’une solution a 1'équation de trans-
port linéaire avec conditions aux limites a laquelle satisfait cette nouvelle inconnue. Puis
nous avons mis au point une méthode numérique pour le calcul de I'interface polymere/air,
en résolvant par éléments finis / volumes finis I'équation en pression et 1’équation de trans-
port du front. Notre méthode présente ’avantage d’une mise en oeuvre relativement aisée,
robuste car elle permet de gérer les changements de topologie du front.

Summary

This work has been draw out of an industrial problem dealing with injection moulding of
thermo-plastic.

We focussed our attention on the filling stage of the injection process, and on the locali-
sation of melt polymer front. The present work is thus divided in two parts:

[0 The mathematical and numerical study of the pressure equation which is the driving
force behind the model. From that example we outlined and studied a new class of doubly
nonlinear equations.

[0 The localisation of polymer / air interface by level sets methods the interface curve
being describe as the zero level set of a new unknown function. We obtained existence of
a solution to a linear transport equation with boundary conditions to which this unknown
function must satisfy. Then we deviced a numerical method for the front localisation, solving
by finite elements / finite volumes method the pressure equation and the front propagating
equation. Our method appeared to be robust, specially to handle changes of topology of the
front.



