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Chapitre 1

Introduction et motivations

1.1 Parall�elisme

Les besoins grandissants en puissance de calcul rendent n�ecessaire la
recherche d'architectures et de techniques multipliant les capacit�es actuelles
de traitement des informations par ordinateurs. L'id�ee du parall�elisme n'est
pas nouvelle dans ce domaine; elle s'impose par son �evidence. Il est inutile
d'attendre qu'une tâche soit termin�ee pour en commencer une autre, si celle-
ci ne d�epend pas de la premi�ere et si rien n'empêche de la commencer plus tôt.
Contrairement �a l'approche s�equentielle dans laquelle les �ev�enements ont lieu
successivement, le parall�elisme autorise l'ex�ecution simultan�ee de plusieurs
actions. Historiquement, on peut dire que les syst�emes parall�eles sont n�es de
la volont�e de mettre dans une seule machine plusieurs processeurs (qui sont a
priori semblables) et de les faire travailler ensemble (donc avec une certaine
id�ee de mettre ces processeurs dans un même bô�tier).

Toutefois, le parall�elisme ajoute une dimension suppl�ementaire �a la dif-
�cult�e de l'activit�e de programmation. De nombreux domaines de l'infor-
matique ont �et�e invoqu�es dans le processus d'�elaboration des syst�emes pa-
rall�eles. On a eu et on a besoin de la recherche sur les architectures, les
syst�emes d'exploitation, les algorithmes parall�eles. Il faut trouver comment
attribuer une tâche �a chaque processeur d'un syst�eme parall�ele, l'ensemble de
ces tâches formera alors une tâche globale. C'est la programmation parall�ele.
Le d�eveloppement de mat�eriels et de logiciels exig�e par le parall�elisme doit
être bas�e sur des m�ethodes formelles car la taille des syst�emes informatiques
s'est accrue, leur structure et leur fonctionnement �etant devenus de plus en
plus complexes.

En ce qui concerne la programmation parall�ele, pour pouvoir raisonner
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONS

formellement sur un programme, pour donner une preuve de sa correction
ou de sa terminaison, pour �evaluer sa complexit�e, �enoncer des principes
g�en�eraux, comparer des programmes, etc., on doit repr�esenter les program-
mes et leur comportement par des objets math�ematiques. Il faut d�evelopper
des mod�eles, des concepts, des notations, des th�eories adapt�es �a la program-
mation parall�ele.

La th�eorie du parall�elisme s'est donc attach�ee �a d�e�nir un cadre math�e-
matique pour d�ecrire les syst�emes parall�eles et �a en �etudier les comportements
�a l'aide de mod�eles formels.

1.2 Motivations et historique

Entre les ann�ees soixante (avec des formalismes tels que ceux de Karp &
Miller) et aujourd'hui, des math�ematiciens et des informaticiens ont cherch�e
�a raisonner sur les programmes parall�eles, �a �etudier des principes sp�eci�ques
propres �a la programmation parall�ele.

Parmi ces principes, ceux qui d�eveloppent une id�ee du parall�elisme per-
mettant la r�ecursivit�e pr�esentent un grand int�erêt. Mais leur mise en oeuvre
pose de nombreux probl�emes fondamentaux.

1.2.1 RP: une approche du parall�elisme

Pour aider �a la conception et �a la compr�ehension de syst�emes complexes,
on utilise des m�ethodes de conception modulaires. La conception modulaire
consiste �a construire le programme en assemblant des sous-programmes et
en d�ecrivant la mani�ere dont ils interagissent, par exemple en s'ex�ecutant en
parall�ele, en communiquant par messages, etc.

Une analyse e�ectu�ee par des sp�ecialistes de l'Institut des Probl�emes de la
Technique de Calcul (IPTC) de l'Acad�emie des Sciences de Russie a montr�e
que, pour une classe assez large de probl�emes qui utilisent des algorithmes
classiques d'alg�ebre lin�eaire et d'analyse num�erique (par exemple, il s'agit du
logiciel LINPACK), il est facile de d�ecouper r�ecursivement le calcul en parties
�a peu pr�es �egales qui peuvent être e�ectu�ees de fa�con ind�ependante [VKT90,
AG85] (cf. �gure 1.1).

Ce d�eveloppement de processus de calcul fait apparâ�tre des sous-pro-
grammes qui doivent être e�ectu�es sans r�epartition de donn�ees. La collection
des r�esultats des sous-programmes sur le plus haut niveau d'un probl�eme
(niveau 1 dans la �gure 1.1) indique que tous les processus parall�eles sont
accomplis.



1.2. Motivations et historique 15

Niveau 1

Sous-Probl�eme 1 Sous-Probl�eme 2

Probl�eme

Niveau N

Niveau 3

Niveau 2

Figure 1.1 : Style de programmation r�ecursif-parall�ele

Ce style de programmation est dit r�ecursif-parall�ele (RP-style de pro-
grammation). Ses avantages sont indiqu�es dans [VEKM94, Pan89]:

� l'invariance d'une RP-description d'un algorithme par rapport aux struc-
tures d'un syst�eme de calcul et au nombre m de modules de ses pro-
cesseurs;

� la possibilit�e de d�ecrire le parall�elisme qui d�epend de donn�ees �a traiter
et, comme cons�equence, qui apparâ�t seulement pendant une ex�ecution
d'un probl�eme;

� th�eoriquement, l'ordre de croissance au cours du temps du nombre de
processus parall�eles et de leur distribution, est de log2m, o�u m est le
nombre de processeurs d'un RP-syst�eme.

Un mat�eriel supportant cette RP-approche du parall�elisme est celui d'une
architecture multiprocesseurs �a m�emoire commune globale d'acc�es direct et �a
m�emoire distribu�ee locale o�u le contrôle des m modules de processeurs utilise
des unit�es assurant les connexions inter-modules. En particulier, l'IPTC
�elabore un syst�eme d'ordinateurs r�ecursif-parall�ele adoptant cette architec-
ture [MVVK88].
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1.2.2 Le langage RPC

Pour que le RP-style de programmation soit impl�ement�e il est n�ecessaire
de changer le m�ecanisme d'invocation de proc�edures de telle fa�con que le
mat�eriel et le logiciel du syst�eme assurent la transmission de processus pa-
rall�eles entre des modules et la collection des r�esultats. C'est ce syst�eme
d'ordinateurs que l'IPTC est en train d'�elaborer.

La programmation de ces syst�emes repose sur des langages parall�eles sp�e-
cialis�es, de haut-niveau. Il est �evident que ces langages doivent poss�eder des
instructions sp�eciales qui permettent d'organiser un processus de calcul en
RP-style [Pan89]. Au minimum, ce sont des op�erateurs de description et
d'invocation de processus parall�eles, ainsi que de leur synchronisation.

L'un de ces langages est RPC, langage r�ecursif-parall�ele imp�eratif suppor-
tant le parall�elisme et la r�ecursivit�e, et ayant une discipline parall�ele parti-
culi�ere, actuellement utilis�e �a l'IPTC o�u un compilateur RPC a �et�e d�evelopp�e
pour une machine parall�ele [VEKM94]. Nous donnerons au chapitre 2 une
description plus d�etaill�ee du langage (en fait, le fragment \RPC pur"). Nous
aborderons dans les chapitres 9, 10 et 11 de cette th�ese des probl�emes li�es �a
la mod�elisation de l'impl�ementation de RPC.

1.2.3 Analyse et diagnostic des programmes RPC

Dans le domaine de la programmation parall�ele, le probl�eme de la correc-
tion de programme prend une importance et une di�cult�e nettement accrues
du fait de la complexit�e consid�erable de l'organisation des calculs dans un
syst�eme multiprocesseur. Quant au syst�eme r�ecursif-parall�ele qui est un cas
particulier de syst�emes multiprocesseurs, l�a aussi, l'ex�ecution e�cace des
calculs d�epend de la structuration du programme r�ecursif-parall�ele, dans la
mesure o�u la r�epartition du calcul et les exigences de synchronisation inuent
sur le rendement r�eel d'un algorithme parall�ele.

La conception de syst�emes complexes et la garantie de leur �abilit�e in-
citent au d�eveloppement d'outils formels pour s'assurer qu'un programme
donn�e se comporte bien comme on le souhaite. Du fait de la complexit�e
des programmes parall�eles, il serait utile de mettre au point des syst�emes au-
tomatis�es pour l'analyse et le diagnostic (un outil d'analyse) des programmes
r�ecursifs-parall�eles.

Pour ce faire, on repr�esente les programmes (et leur comportement) par
des objets math�ematiques, il devient alors possible d'�enoncer formellement
ce qu'est la \correction"d'un programme et de d�emontrer en un sens math�e-
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matique qu'un programme donn�e est \correct".

Chronologiquement, le premier probl�eme que nous avons abord�e �etait
celui de l'analyse du ot de contrôle dans des programmes �ecrits en langage
RPC [SK95].

Ainsi nous avons vu l'outil d'analyse comme un sous-syst�eme du compi-
lateur qui lui-même n'utilise qu'une description formalis�ee des processus de
calcul �a mettre en oeuvre. Il est int�eressant que cette description se fasse �a un
certain niveau d'abstraction, sans faire r�ef�erence aux d�etails d'impl�ementation.

Dans un premier temps, nous avons mod�elis�e un ot de contrôle d'un
RP-programme dans le formalisme des organigrammes. Ce formalisme est
assez proche des constructions langagi�eres de RPC, de sorte que la mod�eli-
sation est facile �a d�e�nir et �a comprendre. Nous avons d�e�ni, dans un deux-
i�eme temps, une traduction des organigrammes dans les r�eseaux de Petri
places/transitions, qui semblaient un bon formalisme sur lequel bâtir de tels
outils. Par ailleurs, ils sont largement utilis�es pour mod�eliser des processus
parall�eles, et leurs propri�et�es peuvent être �etudi�ees par des m�ethodes math�e-
matiques.

Dans cette probl�ematique, les travaux suivants ont d'ores et d�ej�a �et�e
r�ealis�es:

1. Analyse et formalisation (en liaison avec des utilisateurs de RPC) des
crit�eres de correction pertinents.

2. Isolation d'un ensemble r�eduit de constructions RPC de base, suf-
�samment expressives.

3. D�e�nition et �etude des r�eseaux de Petri primitifs qui correspondent �a
la s�emantique et aux constructions de base du langage RPC.

Un module logiciel correspondant �a cette �etape a �et�e d�ej�a construit. Il
permet, lors de la compilation, de g�en�erer un r�eseau P/T de Petri pour chaque
proc�edure d'un RP-programme �a partir de son texte en utilisant son organi-
gramme et des r�eseaux de Petri primitifs, de visualiser le mod�ele de r�eseau,
de simuler et de contrôler le fonctionnement du programme, d'analyser son
comportement. Une telle analyse des r�eseaux P/T de Petri g�en�er�es permet
de faire un diagnostic d'un RP-programme qui indique, en particulier, si des
instructions sont atteignables, si des instructions de transition et/ou celles
de choix peuvent inuencer (de fa�con ind�esirable) la discipline d'invocation
ou de synchronisation de proc�edures parall�eles.
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Quand la non-correction est �etablie, ce module logiciel donne un diag-
nostic et propose soit de poursuivre la compilation, soit de modi�er le pro-
gramme.

En arrivant �a Grenoble, nous avons constat�e que l'outil pr�esente des prob-
l�emes:

1. il ne s'appuie pas sur une s�emantique formelle de RPC;

2. il ne tient pas compte des donn�ees;

3. il ne tient pas compte de la discipline de synchronisation.

Il est possible de justi�er ces deux derni�eres limitations, qui rendent l'outil
correct, mais l'absence de s�emantique formelle ne permet pas d'�enoncer de
propri�et�e de correction.

Au d�epart, notre projet �etait de d�ecrire formellement ce que fait l'outil
actuel. En cours de route, l'ancien outil est apparu moins int�eressant et
nous avons �et�e conduits �a nous poser des questions th�eoriques d'analyse du
nouveau mod�ele. Nous avons d�ecid�e de donner un mod�ele formel pour RPC,
mod�ele sur lequel nous pourrions construire une nouvelle g�en�eration d'outils
qui n'aurait plus ces probl�emes. Aujourd'hui l'�equipe des chercheurs du d�e-
partement d'informatique th�eorique de l'Universit�e d'Etat �a Iaroslavl a d�ecid�e
de faire �evoluer l'outil actuel en se basant sur notre mod�ele.

1.3 Les objectifs g�en�eraux de la th�ese et sa

structure

Cette th�ese s'inscrit dans le cadre des travaux consacr�es au d�eveloppe-
ment des mod�eles s�emantiques destin�es aux langages de programmation con-
currents. Une particularit�e de notre �etude r�eside dans la consid�eration ex-
plicite d'une r�ecursivit�e au niveau de programmes parall�eles. Notre but est de
pr�esenter un mod�ele abstrait du langage RPC et d'en �etudier les propri�et�es.

Dans cette th�ese, nous construisons un domaine s�emantique bas�e sur des
syst�emes de transitions [Kel76] modulo (diverses) bisimulation. Nous uti-
lisons des syst�emes de transitions parce qu'ils o�rent un cadre technique sim-
ple, pratique et g�en�eral pour la mod�elisation des comportements parall�eles.
Nous utilisons une famille d'�equivalences s�emantiques du temps arborescent
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bas�ee sur la bisimulation parce qu'elles sont puissantes, faciles �a manipuler,
et pr�esentent un int�erêt th�eorique fondamental [Mil89, BK89].

Dans la premi�ere partie de la th�ese, nous pr�ecisons notre cadre g�en�eral et
nous donnons quelques rappels: dans le chapitre 2, nous d�ecrivons des parti-
cularit�es du langage qui nous int�eresse; les trois chapitres suivants pr�esentent
les notions de base qui nous servent dans la suite.

Les travaux pr�esent�es dans la deuxi�eme partie sont issus de recherches
sur une s�emantique comportementale de programmes parall�eles �ecrits en
RPC. Pour l'essentiel, nous reprenons ici, en les d�eveloppant, les r�esultats
de [KS96a].

Tout d'abord, nous introduisons (chapitre 6) une notion de sch�ema de
RP-programme (RPPS) permettant de repr�esenter la structure d'un RP-
programme donn�e. Notre notion de sch�emas de RP-programmes sert �a dis-
tinguer pr�ecis�ement la structure de contrôle d'un programme de ses autres as-
pects en s'abstrayant des donn�ees et de l'e�et des instructions de base. Notre
s�emantique d'�etats hi�erarchiques ne capture que partiellement le comporte-
ment r�eel d'un RP-programme. N�eanmoins, cette simpli�cation n'empêche
pas d'analyser de fa�con pertinente le ot de contrôle dans un programme
�ecrit en RPC.

Pour ces sch�emas nous proposons une s�emantique dite d'�etats hi�erar-
chiques, dont nous �etudions en d�etail les propri�et�es de base.

Dans le chapitre 7, nous nous int�eressons �a l'expressivit�e du mod�ele: nous
examinons la classe des langages de traces engendr�e modulo les actions si-
lencieuses L(RPPS), nous montrons qu'il est �equivalent �a celui engendr�e par
Processes Algebra (PA) de Bergstra et Klop [BK89].

Un de nos objectifs est de fournir des m�ethodes pour l'analyse des pro-
grammes r�ecursifs-parall�eles.

Les syst�emes de transition �nis sont la base de nombreuses m�ethodes et
outils d'analyse des programmes concurrents (cf. [IP91] pour une comparai-
son des principaux outils).

Toutefois de nombreux mod�eles ne sont pas d'�etats �nis. Dans ce cadre,
la plupart des probl�emes de v�eri�cation deviennent ind�ecidables car de nom-
breuses techniques pour la v�eri�cation de syst�emes parall�eles proc�edent par
un parcours exhaustif de l'espace d'�etats. Par cons�equent, ces techniques
sont constitutivement incapables de consid�erer des syst�emes dont les ensem-
bles d'�etats sont in�nis.

R�ecemment, certaines m�ethodes ont �et�e d�evelopp�ees pour vaincre cette
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limitation, du moins pour des classes restreintes de tels syst�emes. Il y a lieu
de citer ici par exemple [CH93, Mol96, ACJY96, Esp96].

Dans notre recherche, nous avons choisi un cadre des syst�emes de tran-
sitions bien structur�es dont l'utilisation pour l'analyse de syst�emes �a nom-
bre d'�etats in�ni est apparue dans [Fin90] et plus tard a �et�e d�evelopp�ee
dans [ACJY96].

Notre mod�ele donne naissance �a des syst�emes de transitions potentielle-
ment in�nis �a cause de la r�ecursivit�e, mais cependant il est possible de le
munir d'une structure de syst�eme de transitions bien structur�e. Ce fait per-
met de montrer la d�ecidabilit�e de plusieurs probl�emes classiques.

Le chapitre 8 montre comment les sch�emas de RPPS peuvent être munis
d'une s�emantique formelle en terme de syst�emes de transitions bien struc-
tur�es (au sens de [Fin90, ACJY96]). Cette structure est di��erente (donc,
elle est int�eressante) des exemples d�ej�a connus de syst�emes de transitions
bien structur�es (tels que hybrid automata, data-independent systems, rela-
tional automata, lossy channel systems et R�eseaux de Petri) et, en un certain
sens, elle est moins simple qu'eux. Les r�esultats principaux de cette partie
permettent d'�etablir la d�ecidabilit�e de nombreuses questions, par exemple
d'atteignabilit�e (d'accessibilit�e), de terminaison, etc.

Dans la derni�ere partie de cette th�ese, nous abordons les probl�emes li�es
�a la formalisation de la strat�egie d'impl�ementation de RPC sur machine
parall�ele de [VEKM94]. (Ces travaux ont d�ej�a �et�e pr�esent�es partiellement
dans [KS96b].)

Le mod�ele RPPS est bas�e sur le langage \RPC pur", mais il est possible
d'appliquer la même d�emarche de formalisation au travail d'impl�ementation
actuelle de RPC avec des raisonnements en terme de distribution de proces-
sus, de �les d'attente, etc.

Ici notre souci est de relier notre mod�ele formel et l'impl�ementation ef-
fective des programmes RPC telle qu'elle a �et�e r�ealis�ee �a l'IPTC. Nous envi-
sageons deux mod�eles pour l'impl�ementation: une r�ealisation distribu�ee avec
parall�elisme non-born�e, et une r�ealisation, dite vectorielle, �a base de �les
d'attente pour un mod�ele d'impl�ementation avec parall�elisme born�e.

Les trois mod�eles (d'�etats hi�erarchiques, distribu�es, vectoriels) corres-
pondent �a des visions di��erentes sur le parall�elisme et la synchronisation
du langage r�ecursif-parall�ele. En fait, la s�emantique d'�etats hi�erarchiques
pr�esent�ee dans la premi�ere partie correspond au niveau d'abstraction le plus
�elev�e, et celle d'�etats vectoriels au niveau le plus bas, proche de la strat�egie
d'impl�ementation. Nous montrons comment il est possible de relier formelle-
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ment les trois mod�eles, et ainsi d'�enoncer en quel sens pr�ecis l'impl�ementation
de RPC est correcte. Le crit�ere que nous utilisons est une notion de � -
simulation (au sens Milner) pr�eservant �a la fois les propri�et�es de sûret�e et la
terminaison.

D'autre part, nous montrons comment ra�ner ces trois mod�eles en incor-
porant l'interpr�etation des actions de base. Les mod�eles obtenus correspon-
dent l�a aussi �a des niveaux d'abstraction d�ecroissants. Ce cadre permet de
comprendre pourquoi toute propri�et�e de sûret�e ou de terminaison d�emontr�ee
pour notre mod�ele d'�etats hi�erarchiques est vraie de la r�ealisation e�ective.
Ainsi les r�esultats obtenus dans la deuxi�eme partie de cette th�ese peuvent
être appliqu�es aux programmes RPC r�eels tels qu'ils sont ex�ecut�es sur la
machine parall�ele de l'IPTC.
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Premi�ere partie

Cadre g�en�eral
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Mod�eles formels

L'utilisation des mod�eles formels est une n�ecessit�e par exemple lorsqu'on
d�esire prouver la validit�e de programmes et leur conformit�e vis-�a-vis de leurs
sp�eci�cations. Ce besoin apparâ�t dans le cas s�equentiel, o�u il existe des tech-
niques de preuve de programmes satisfaisantes, et s'accrô�t dans le cas con-
current en raison de l'apparition de ph�enom�enes complexes dûs �a l'interaction
entre les parties concurrentes. Il n'est pas ais�e de trouver de bonnes repr�esen-
tations pour certaines constructions de langages �evolu�es, exprimant des as-
pects particuliers li�es �a la concurrence, comme les communications et(ou) les
synchronisations.

Dans le cas des programmes parall�eles, il existe de tr�es nombreux mo-
d�eles [FF84]. Les di��erents mod�eles formels de programmes et de processus
parall�eles ont �et�e �elabor�es avec des objectifs parfois di��erents. Certains ser-
vaient comme instruments pour la recherche de propri�et�es fondamentales des
calculs parall�eles. Pour d'autres, la destination principale �etait de justi�er de
nouvelles constructions de programmation introduites dans des langages de
programmation parall�ele et de v�eri�er des m�ethodes nouvelles d'organisation
des programmes parall�eles. D'autres encore �etaient utilis�es pour le d�eveloppe-
ment de m�ethodes d'analyse structurelle et s�emantique des programmes pa-
rall�eles, pour l'�elaboration de syst�emes automatiques de v�eri�cation, de syn-
th�ese et d'optimisation de programmes. C'est tout �a fait naturel qu'une telle
vari�et�e d'objectifs conduise �a la vari�et�e de mod�eles.

Mod�eles comportementaux

Une famille particuli�ere est celle des mod�eles comportementaux, qui s'in-
t�eressent �a la description du comportement du programme mod�elis�e plus
qu'�a sa structure. Des exemples classiques sont les traces de Hoare [Hoa85],
les arbres de synchronisation de Milner [Mil80], les structures d'�ev�enements
de [NPW81], etc.

D'autres mod�eles (parmi lesquels les r�eseaux de Petri [Pet62], les syst�emes
de transitions [Kel76], les alg�ebres de processus [Mil89, BK86, Hoa85, BW90])
peuvent être lus �a di��erents niveaux d'abstraction. En particulier, il est
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fr�equent de les munir d'une �equivalence comportementale, par exemple la
bisimulation, qui en fait des mod�eles comportementaux.

En pratique, les syst�emes de transitions sont un des mod�eles du parall�e-
lisme les plus utilis�es pour d�ecrire des comportements concurrents. Il existe
de nombreuses �etudes et r�ealisations qui donnent une s�emantique �a un lan-
gage parall�ele avec les syst�emes de transitions pour mod�ele, y compris CCS
de Milner [Mil89].

Si nous nous en tenons �a des s�emantiques comportementales, o�u la d�e�-
nition du programme est donn�ee en fonction des actions qu'il peut e�ectuer,
nous pouvons consid�erer deux grandes familles d'approches (voir par exem-
ple [Pnu85, Gla90, WN92] pour une pr�esentation d�etaill�ee de ces approches
et les motivations associ�ees).

La premi�ere est dite du temps lin�eaire: le comportement du syst�eme est
consid�er�e comme une suite d'actions, et la s�emantique est donn�ee en terme
d'ensembles de suites qui peuvent être g�en�er�ees (par exemple s�emantique de
traces [Hoa85]). La seconde est celle du temps arborescent: les syst�emes ne
sont plus identi��es seulement en terme de s�equences d'actions qu'ils peuvent
e�ectuer, mais aussi en fonction du moment o�u sont e�ectu�es les choix en-
tre plusieurs comportements possibles. Cette deuxi�eme famille recouvre des
s�emantiques plus �nes que celle du temps lin�eaire, et notamment les �equiva-
lences de bisimulation, qui demandent aux syst�emes de pouvoir se simuler,
mais aussi de pouvoir e�ectuer les mêmes choix aux mêmes moments.

Comme nous l'avons mentionn�e dans l'introduction de cette th�ese, nous
suivons cette deuxi�eme approche et construisons un domaine s�emantique bas�e
sur des syst�emes de transitions modulo (diverses) bisimulation.

Cette partie de la th�ese est organis�ee de la fa�con suivante. Le chapitre 2
pr�esente une description des particularit�es du langage de programmation
parall�ele RPC. Les chapitres 3, 4 et 5 introduisent les di��erentes notions
th�eoriques (principalement li�ees aux syst�emes de transitions) que nous uti-
liserons. Nous mettons l'accent sur les concepts utiles pour cette th�ese
mais n'h�esitons pas �a d�eborder du cadre �x�e pour pr�esenter quelques points
d'int�erêt.



Chapitre 2

Le langage RPC

2.1 Introduction

Comme nous l'avons mentionn�e dans l'introduction, le parall�elisme est
d�e�ni comme la facult�e d'ex�ecuter di��erentes actions simultan�ement, en les
synchronisant �eventuellement.

En g�en�eral, il existe deux possibilit�es pour d�eterminer des activit�es (po-
tentiellement) parall�eles d'un probl�eme �a ex�ecuter par un syst�eme multipro-
cesseur:

1. soit c'est un programmeur qui peut indiquer des actions parall�eles au
moyen d'instructions sp�eciales d'un langage de programmation;

2. soit c'est un syst�eme qui peut inf�erer des opportunit�es pour le parall�e-
lisme sur lui-même.

Dans le premier cas, l'�ecriture de programmes parall�eles devient plus com-
plexe car il faut trouver une fa�con d'attribuer une tâche �a chaque processeur
d'un syst�eme compos�e et il faut savoir \ramasser" les r�esultats dont on a be-
soin. C'est cette premi�ere approche qui est �a la base de recherches �a l'IPTC
destin�ees �a impl�ementer le RP-style.

Pour pouvoir �ecrire des programmes parall�eles on a besoin de langages
parall�eles sp�ecialis�es, de haut-niveau. Quoique les langages de la programma-
tion parall�ele di��erent consid�erablement l'un de l'autre, ils doivent pr�esenter
trois grands traits en communs:

� la capacit�e �a exprimer une ex�ecution parall�ele,

� la possibilit�e d'une synchronisation d'activit�es parall�eles, et

� la possibilit�e pour que des activit�es parall�eles puissent communiquer.

27
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Quant �a l'ex�ecution parall�ele, l'�etat actuel de la question o�re quatre
principales possibilit�es dans la litt�erature pour la mettre en oeuvre.

� La premi�ere et la plus simple d'entre elles, utilise des coroutines. Une
coroutine est une composante �el�ementaire d'un programme ainsi qu'une
proc�edure (en anglais: routine). Une coroutine di��ere d'une proc�e-
dure: l'invocation d'une coroutine d�eclenche un comportement \en pa-
rall�ele" et donc le contrôle passe imm�ediatement �a l'instruction qui
suit l'invocation, ceci tandis que la coroutine s'ex�ecute en parall�ele.
Les coroutines utilisent la m�emoire partag�ee pour des calculs et se syn-
chronisent par la m�emoire commune. Les coroutines sont pr�esent�ees
dans des langages tels que Simula et Modula-2 [Wir78].

� En second lieu, les primitives fork et quit utilis�ees dans les premi�eres
impl�ementations des langages parall�eles, permettent d'interrompre un
processus en cours d'ex�ecution et d'en faire des copies ou bien quasi-
copies (dans son �etat actuel). L'e�et est qu'�a partir du fork deux pro-
cesseurs ex�ecutent le même programme en même temps: chacun a son
propre ot de contrôle. Puisque chacun des deux peut e�ectuer un fork
de nouveau, cette technique de programmation est connue comme un
multithreading. Ces primitives furent introduites dans [DH66]. Cet ar-
ticle a introduit aussi la primitive join dont on a besoin pour r�eunir deux
activit�es (c.-�a-d. attendre quand un processus se termine pour qu'un
autre puisse continuer). Le multithreading est coûteux �a r�ealiser, sa
di�cult�e principale est de faire des copies de la m�emoire.

Des variantes de fork, quit et join sont utilis�ees dans de nombreux
syst�emes d'exploitation; par exemple dans UNIX [RT74], o�u ils sont
nomm�es fork, exit et wait. Des primitives similaires sont inclues dans
PL/I et plus r�ecemment, dans Modula-3 [CDG+89].

� Une solution du probl�eme de copies de la m�emoire du multithreading
a �et�e propos�ee par E. Dijkstra: elle consiste �a assurer qu'apr�es avoir
e�ectu�e le fork les deux processeurs ex�ecutent des blocs compl�etement
di��erents du programme, sans communiquer entre eux. La construction
Cobegin ... Coend (ou Parbegin ... Parend) introduite par Dijkstra
est utilis�ee dans Communicating Sequential Processes [Hoa78], Edison,
Occam [May83] et Argus [LHG86].

� Finalement, la d�eclaration explicite de processus est une fa�con d'ex-
primer une activit�e parall�ele dans la syntaxe d'un langage de la pro-
grammation parall�ele. Typiquement, les processus utilisent la m�emoire
partag�ee; ils ont souvent les noms (ou les adresses). La d�eclaration
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explicite de processus peut être trouv�ee dans le Concurrent Pascal et
Modula.

[FF84] mentionne que les activit�es parall�eles communiquent en utilisant
des donn�ees partag�ees ou des messages. Une communication par des donn�ees
partag�ees est li�ee �a une synchronisation dont on trouve deux formes dans les
programmes parall�eles: l'exclusion mutuelle et la synchronisation de condi-
tions. On parle d'exclusion mutuelle quand on exige que les sections critiques
d'instructions ne soient pas ex�ecut�ees en même temps. Il s'agit d'une syn-
chronisation de conditions quand on exige qu'une activit�e parall�ele attende
jusqu'�a ce qu'une condition donn�ee soit vraie. Une communication par des
messages peut être synchrone ou asynchrone; ces deux formes di��erent de
sorte que dans la transmission synchrone, l'�emetteur et le r�ecepteur du mes-
sage ex�ecutent simultan�ement l'action de communication.

La pratique de la programmation parall�ele montre que, dans un grand
nombre de cas, un langage de programmation re�ete un concept qui r�eunit
une ex�ecution parall�ele, une synchronisation et une communication.

En particulier, le RP-style [Pan89] de programmation d�ecrit dans le cha-
pitre 1, est re�et�e par un des langages de programmation parall�eleRPC que
nous d�ecrivons dans la section suivante.

2.2 Pr�esentation de (processus) RPC

Le langage RPC (pour Recursive Parallel C) de [VEKM94] est un lan-
gage parall�ele imp�eratif supportant le parall�elisme et la r�ecursivit�e et ayant
une discipline parall�ele particuli�ere. Cette section donne les particularit�es du
langage \RPC pur".

2.2.1 Exemple introductif

Tout d'abord, nous allons donner un exemple d'un programme r�ecursif-
parall�ele Sum(i; j) qui calcule une somme

Pj
l=i F (l) de r�esultats d'une fonc-

tion F () et range le r�esultat �a l'adresse s.
Pour calculer une somme

Pj
i F (l) de r�esultats d'une fonction F (), on peut

par exemple d�ecouper le travail �a e�ectuer en deux et calculer (en parall�ele) la
somme des valeurs de F () de i �a b(i+j)=2c et la somme de b(i+j)=2c+1 �a j.

C'est ce que font les deux invocations
pcall Sum(i,(i+j)/2,*s1);

pcall Sum((i+j)/2+1,j,*s2);
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Parallel Sum(int i,j,float *s)

f
if (i==j)

then *s=F(i);

else

f
float *s1,*s2;

pcall Sum(i,(i+j)/2,*s1);

pcall Sum((i+j)/2 + 1,j,*s2);

wait();

*s=*s1+*s2;

g
g

Figure 2.1 : Un programme qui calcule une somme
Pj

l=i F (l)

Ensuite, il faut additionner les deux sommes obtenues. Il est �evident qu'on
doit attendre la terminaison de chacune des deux parties avant de faire cette
addition. D'o�u l'instruction wait(); avant l'addition. On voit ais�ement que
chacune des deux moiti�es peut être s�epar�ee de nouveau en deux et ainsi de
suite.

Il est tr�es commode et naturel de pr�esenter l'id�ee de cet algorithme comme
une proc�edure r�ecursive qui utilise une forme de parall�elisme (pcall pour un
call parall�ele) et de synchronisation (wait pour attendre des r�esultats in-
dispensables).

Il convient de noter que notre exemple pr�esente un programme o�u on ef-
fectue autant d'invocations de la proc�edure r�ecursive, qu'on a de valeurs F ()
�a additionner. C'est seulement apr�es ce d�ecoupage du travail que la r�ecursion
commence sa \marche arri�ere" et que des invocations \�lles" fournissent leurs
r�esultats �a des invocations \parentales". L�a, on a besoin d'une forme de syn-
chronisation permettant d'additionner les r�esultats des invocations \�lles".
Cet assemblage continue jusqu'au moment o�u on obtient le r�esultat �nal.

2.2.2 Particularit�es de RPC

Comme nous l'avons mentionn�e dans la section pr�ec�edente, le langage
RPC permet au programmeur d'indiquer des actions parall�eles au moyen
d'instructions sp�eciales. Le parall�elisme d'une ex�ecution est exprim�e en
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utilisant un concept de coroutines ainsi qu'une discipline de type \fork/join".
Ainsi un programme RPC est un ensemble de proc�edures parall�eles qui
peuvent s'invoquer r�ecursivement (voir l'exemple d'un programme de la �-
gure 2.1). L'invocation (via pcall) d'une proc�edure r�ecursive-parall�ele donne
lieu au d�eclenchement d'un processus �ls concurrent, plac�e hi�erarchiquement
sous le contrôle du processus p�ere qui l'a invoqu�e.

Les sp�eci�cit�es du langage tiennent essentiellement �a son choix de pri-
mitives pour la synchronisation. Les processus �ls s'ex�ecutent librement
mais leur p�ere peut demander, via une instruction sp�eciale de synchronisa-
tion, le wait, d'attendre la terminaison de tous ses �ls. La terminaison d'une
invocation donn�ee peut être obtenue par l'instruction end. A contrario, les
processus �ls ne peuvent pas savoir si leur p�ere est termin�e. Notons aussi
que l'utilisation de l'instruction wait n'est pas obligatoire: le processus p�ere
peut aussi choisir de terminer et laisser ses �ls en marche.

En ce qui concerne la gestion de la m�emoire, le syst�eme de l'IPTC est
celui d'une architecture multiprocesseur �a m�emoire commune globale d'acc�es
direct et �a m�emoire distribu�ee locale. Comme les coroutines, les proc�edures
parall�eles de RPC utilisent la m�emoire partag�ee pour ex�ecuter des calculs:
une allocation d'une proc�edure parall�ele sur un des processeurs du syst�eme
permet d'utiliser la m�emoire distribu�ee (locale de ce processeur) pour les
variables locales de cette proc�edure. Comme les coroutines, les proc�edures
parall�eles de RPC se synchronisent par la m�emoire commune o�u les variables
globales se trouvent.

Sans vouloir entrer dans les d�etails (pour lesquels nous renvoyons �a [Pan89,
VEKM94]), nous disons que ce langage de programmation est une extension
du langage C qui est �etendu par appels de macros sp�eciales du RP-syst�eme
incluant une discipline de parall�elisme de type \fork/join". RPC fournit une
possibilit�e de d�ecrire des processus (parall�eles) en les construisant hi�erar-
chiquement �a partir de processus plus simples.

Le langage RPC satisfait les exigences suivantes:

� les id�ees pr�esent�ees ci-dessus sont r�ealis�ees en ajoutant des macros �a
une impl�ementation de C de sorte qu'un programme �ecrit dans RPC
peut être traduit par un compilateur standard du langage C dans le
code parall�ele �a ex�ecuter par un RP-syst�eme ainsi que dans le code
s�equentiel �a ex�ecuter par un ordinateur traditionnel;

� c'est un moyen de recherche sur le parall�elisme des programmes (ou de
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leurs mod�eles) et sur l'e�cacit�e du fonctionnement du syst�eme r�ecursif-
parall�ele ex�ecutant ces programmes (ou leurs mod�eles).

struct BP Sum

f int i,j,k;

float s;

g

Parallel(Sum,bp)

PARAM (BP Sum,*bp);

f NEW PARAM (BP Sum,bp1);

NEW PARAM (BP Sum,bp2);

int m;

if ((bp!i)-(bp!j)<(bp!k))

then

f
bp!s=0;

for (m=bp!i;m<bp!j;m++)

bp!s+=F(m);

g
else

f
bp1.i=bp!i; bp1.k=bp!k;

bp1.j=(bp!i + bp!j)/2;

bp2.i=bp1.j+1;

bp2.j=bp!j; bp2.k=bp!k;

P Call(Sum,&bp1);

P Call(Sum,&bp2);

Wait();

bp!s=bp1.s+bp2.s;

g
g

Figure 2.2 : Un programme RPC calculant une somme
Pj

l=i F (l)

Le langage RPC comme sous-ensemble du langage C a certaines restric-
tions qui sont li�ees, d'abord, �a la n�ecessit�e de prendre en compte deux types
de m�emoire ce qui doit être re�et�e dans un RP-programme, ensuite �a des
conventions sp�eciales sur une transmission de blocs de param�etres entre des
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proc�edures parall�eles. La �gure 2.2 pr�esente le programme �ecrit en RPC ef-
fectuant le même calcul que le programme de la �gure 2.1. Dans la �gure 2.2,
la proc�edure Sum est d�ecrite comme parall�ele; son bloc de param�etres bp est
une structure de type BP Sum. La proc�edure Sum d�ecrit et forme les blocs de
param�etres bp1 et bp2 de type BP Sum pour deux invocations parall�eles.

Parmi les restrictions sur le langage C on remarque les suivantes (qui sont
motiv�ees par l'utilisation d'un compilateur standard C):

� ce sont seulement des proc�edures qui peuvent être d�ecrites parall�eles;

� une proc�edure parall�ele doit être invoqu�ee par une instruction sp�eciale
RPC;

� les param�etres des proc�edures parall�eles doivent être d�ecrits au moyen
d'une structure (qui peut être vide), et une instruction d'invocation
utilise un pointeur sur un bloc de param�etres;

� une proc�edure parall�ele peut être invoqu�ee en mode s�equentiel et ex�e-
cut�ee sur le même processeur, grâce �a une instruction sp�eciale RPC.

Quant �a la communication, qui est un des traits d'un langage parall�ele
soulign�es dans la section pr�ec�edente, le langage RPC tel qu'il a �et�e impl�e-
ment�e autorise l'acc�es �a la m�emoire commune au moyen des macros sp�eciales
d'acc�es qui d�eclenchent des processus parall�eles pouvant être synchronis�es au
moyen d'une instruction wait. Ce fait permet par exemple de lire/�ecrire des
donn�ees en parall�ele avec un traitement d'une autre partie des donn�ees.

Un point important est �a noter: �evidemment, la fa�con de partager un
travail en beaucoup de parties tr�es petites (voir �gure 2.1) n'est pas tou-
jours bonne du point de vue d'une organisation des communications mais
ce probl�eme ne fait pas partie de notre recherche, et en outre il existe des
moyens [VEKM94] pour organiser un calcul de fa�con e�cace.

Nous avons pr�esent�e des particularit�es du langage RPC, et notre descrip-
tion ne va pas au-del�a de ce qui sera n�ecessaire au chapitre 6. On pourra
consulter [Pan89, VKT90, VEKM94] pour plus de d�etails sur le langage RPC,
et [MVVK88, VEKM94] sur l'impl�ementation actuelle de RPC et sur le sys-
t�eme multiprocesseur de l'IPTC o�u un compilateur RPC a �et�e d�evelopp�e.
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Chapitre 3

Mod�eles comportementaux

pour le parall�elisme

3.1 Pr�eliminaires

Nous pr�ecisons simplement ici les quelques notations de base que nous
utiliserons sur les ensembles et les relations.

Notation 3.1.1. Soient X et Y deux ensembles, nous notons X � Y si X
est un sous-ensemble de Y et X � Y si X est un sous-ensemble propre de
Y .

jXj est le cardinal de X.
Nous notons par X [ Y l'union de X et Y et par X \ Y l'intersection de

X et Y . Nous notons par IN l'ensemble des entiers naturels.

Notation 3.1.2. (Relations)
Une relation R entre X et Y est un sous-ensemble de X�Y . Nous utiliserons
les notations suivantes:

� IdX
d�ef
= f(x; x)jx 2 Xg est la relation d'identit�e sur X;

� R�1 d�ef
= f(y; x)j(x; y) 2 Rg est l'inverse de R; R�1 � Y �X;

� R �R0 d�ef= f(x; z)j 9 y : (x; y) 2 R0 et (y; z) 2 Rg est la composition des
relations R et R0;

Pour une relation sur X (i.e. entre X et X), on note

� Rk , pour k 2 IN, la k-i�eme puissance de R, d�e�nie r�ecursivement par

R0 d�ef
= IdX;

Rk+1 d�ef
= Rk �R;

35
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� R+ d�ef
= R1 [R2 [ : : :, la fermeture transitive de R;

� R�
d�ef
= IdX [ R+, la fermeture r�eexive et transitive de R.

Nous allons maintenant rappeler une s�erie de d�e�nitions et de propri�et�es
classiques concernant les relations d'ordre.

D�e�nition 3.1.3. Un pr�eordre (X;�) est constitu�e par un ensemble X et
une relation r�eexive et transitive sur l'ensemble X. Un ordre est un pr�eordre
antisym�etrique.

Le cas particulier des beaux pr�eordres sera tr�es utilis�e:

D�e�nition 3.1.4. (Beau pr�eordre)
Un pr�eordre � sur un ensemble X est beau ssi de toute suite in�nie d'�el�e-
ments de X, on peut extraire une sous-suite in�nie croissante c.-�a-d.

(8x0; x1; x2; : : :) (9 i0 < i1 < i2 < : : :) t.q. (xi0 � xi1 � xi2 � : : :):

Il convient de noter qu'un beau pr�eordre est bien fond�e, c.-�a-d. qu'il
n'existe pas de suites in�nies strictement d�ecroissantes. En g�en�eral la r�e-
ciproque n'est pas vraie. Par exemple l'ordre de divisibilit�e sur IN est bien
fond�e mais n'est pas un bel ordre (cf. la suite des nombres premiers).

3.2 Les mots

Les mots (s�equences de lettres) jouent un rôle fondamental en informati-
que. Nous consid�ererons des mots �nis et in�nis [Tho90].

On consid�ere un ensemble A = fa; b; : : :g, appel�e alphabet (c.-�a.-d., un
ensemble �ni), dont les �el�ements s'appellent des lettres. Un mot �ni sur A
est une suite �nie w = a1 : : : an de lettres de A. Le mot vide est not�e �. La
longueur d'un mot w est not�ee jwj et j�j = 0. Un mot in�ni sur A est une

suite in�nie w = a1 : : : an : : :. La longueur d'un mot in�ni w est jwj
d�ef
= !.

Notation 3.2.1. On note A� l'ensemble des mots �nis sur A, et A! l'en-

semble des mots in�nis. A1
d�ef
= A� [ A!.

La d�e�nition suivante g�en�eralise la notion classique de concat�enation de
mots �nis au cas in�ni.
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D�e�nition 3.2.2. La concat�enation w � w0 de deux mots w = a1a2 : : : et
w0 = b1b2 : : : de A1 est d�e�nie par

w � w0 d�ef=

(
a1 : : : ajwjb1 : : : ; si w est �ni;
w sinon.

Nous rappelons la notion du plongement entre les mots �nis, d�e�ni comme
suit:

D�e�nition 3.2.3. (Plongement entre les mots �nis)
Soient w = a1a2 : : : an et w0 = b1b2 : : : bm deux mots de A�, on dit que w se
plonge dans w0 (on note w� w0) ssi 9j1; : : : ; ji; : : : ; jn (1 � j1 < : : : < ji <
: : : < jn � m) tels que ai = bji pour tout i = 1; : : : ; n.

Autrement dit, w peut être obtenu en e�a�cant certaines lettres de w0.
Par exemple abcd� abracadabra. Le plongement est une relation r�eexive,
transitive et antisym�etrique, i.e. un ordre, sur A�.

Nous rappelons le r�esultat fondamental de Higman

Th�eor�eme 3.2.4. [Hig52]
Le plongement sur les mots d'un alphabet A �ni est un bel ordre.

Nous utiliserons son extension aux arbres, le th�eor�eme de Kruskal [Kru60],
dans le chapitre 8.

3.3 Les multi-ensembles

Dans cette section, nous allons rappeler la d�e�nition et certaines pro-
pri�et�es des multi-ensembles. L'intuition est que, dans un multi-ensemble, un
même �el�ement peut apparâ�tre plusieurs fois.

D�e�nition 3.3.1. (Multi-ensembles)
Soit X un ensemble, un multi-ensemble sur X est une application M de X
dans l'ensemble IN des entiers naturels, M : X ! IN. Pour tout x 2 X
nous appellerons M(x) la multiplicit�e de x dans M , et l'on dit que x 2 M
quand M(x) > 0.

Nous dirons qu'un multi-ensemble est �ni ssi pour tout x 2 X, M(x) = 0
sauf pour un nombre �ni d'entre eux.

Notation 3.3.2. La cardinalit�e d'un multi-ensemble �ni est d�e�nie par

jM j d�ef
=
X
x2M

M(x):
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Le multi-ensemble de cardinalit�e nulle est not�e de la même mani�ere que
l'ensemble vide: ;.

Nous notons U(X) l'ensemble de tous les multi-ensembles �nis sur X.

Quand M(x) � 1 pour tout x 2 M , M est un ensemble classique.
Nous �etendons aux multi-ensembles certaines des op�erations classiques sur
les ensembles dont nous aurons besoin par la suite:

8M;M 0 2 U(X); 8x 2 X; (M +M 0)(x)
d�ef
= M(x) +M 0(x)

(M �M 0)(x)
d�ef
= max(0;M(x)�M 0(x))

M �M 0 ssi 8x 2 X; M(x) � M 0(x)

Exemple 3.1.
Soient M = f1; 1; 3g et M 0 = f1; 2; 2; 3g deux multi-ensembles sur IN, alors on

a:

� M +M 0 = f1; 1; 1; 2; 2; 3; 3g

� M �M 0 = f1g

� M 6�M 0 et M 0 6�M

3.4 Syst�emes de transitions (�etiquet�es)

Les syst�emes de transitions �etiquet�es [Kel76] constituent un mod�ele de
base permettant de donner une s�emantique op�erationnelle �a une vari�et�e de
langages [Plo81]. Les concepts utilis�es sont tr�es simple: une notion d'�etat, et
une notion de changement d'�etat (les transitions).

Nous allons introduire la notion de syst�emes de transitions par

D�e�nition 3.4.1. (Syst�eme de transitions (�etiquet�e))
Un syst�eme de transitions (�etiquet�e) est une structure

A = (StA;ActA;!A); o�u

� StA est un ensemble fq0; q1; : : :g d'�etats,

� ActA = f�; �; ; : : :g est un ensemble de noms d'actions,

� !A� StA �ActA � StA est la relation de transition entre les �etats de
A.
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Un syst�eme de transitions est �ni si StA et ActA sont �nis.

Lorsque le syst�eme de transitions A est sous-entendu, on notera directement
St; Act et! au lieu de StA; ActA et!A. Nous noterons en abr�eg�e ST pour
\syst�eme de transitions".

Dans la suite ST d�esigne la classe des ST (�etiquet�es sur Act).

En pratique on enrichit souvent la structure des syst�emes de transitions
�etiquet�es avec des d�ecorations suppl�ementaires: par exemple �etat initial, re-
lation d'ind�ependance entre les �ev�enements, dur�ee des �ev�enements, etc. ce
qui donne lieu �a des notions de syst�emes de transitions enracin�es, asyn-
chrones [Shi85], temporis�es [GRS95], etc.

Par la suite, on va utiliser les notations suivantes:

Notation 3.4.2. � p
�
! q

d�ef
, (p; �; q) 2!

� p
�
!

d�ef
, 9 q : p

�
! q

� p! q
d�ef
, 9 � : p

�
! q

� p!
d�ef
, 9 � : p

�
!

Une transition q
�
!A q0 signi�e que l'on peut passer de l'�etat q �a l'�etat

q0 en r�eaction1 �a l'�ev�enement �. L'�etat q0 est appel�e un �-successeur, ou
successeur, de q. Un �etat sans successeur est dit �etat terminal. Cette termi-
nologie exprime que, dans un tel �etat, le syst�eme ne peut plus �evoluer.

Les transitions peuvent être enchâ�n�ees. Pour w 2 Act�, de la forme
a1 : : : an, on note q0

w
! qn l'existence d'une suite qi�1

ai! qi (en particulier on
a toujours q

�
! q) et on �etend �a cette relation la notation \q

w
!".

D�e�nition 3.4.3. (Atteignabilit�e)
Un �etat q de A sera dit atteignable �a partir de q0 s'il existe un mot w
(�eventuellement vide) de Act� tel que q0

w
! q. Il est atteignable (simple-

ment) si il est atteignable �a partir d'un �etat initial. On note Att(A)(� StA)
l'ensemble des �etats atteignables de A.

1ou \en donnant lieu �a", ou \par le biais de", : : : suivant l'interpr�etation donn�ee aux
�ev�enements
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q0

q1

q2 q3

q4

a b

c

d

c

Figure 3.1 : Un syst�eme de transitions �etiquet�e

Exemple 3.2. Exemple d'un syst�eme de transitions �etiquet�e.
La �gure 3.1 donne l'exemple d'un syst�eme de transitions �etiquet�e A. Dans

cette exemple, St = fq0; q1; q2; q3; q4g et Act = fa; b; c; dg. La relation !A est
d�ecrite par des arcs orient�es entre les �etats, les �etiquettes des transitions sont
indiqu�ees �a côt�e des arcs qui les repr�esentent, et formellement,

!A= f(q0; a; q1); (q0; b; q4); (q1; c; q2); (q1; d; q3); (q3; c; q1)g:

L'�etat initial de A est l'�etat q0, ce que nous repr�esenterons graphiquement par une

�eche incidente vers cet �etat.

Nous avons explicitement consid�er�e les syst�emes de transitions qui per-
mettent de mod�eliser les syst�emes concurrents par un formalisme s�eparant
actions et �etats. De cette mani�ere, la structure et le comportement des sys-
t�emes sont d�ecrits dans le même formalisme.

3.5 Non-d�eterminisme des syst�emes de tran-

sitions

La d�e�nition 3.4.1 ne fait aucune restriction sur les transitions possi-
bles. En particulier, les syst�emes de transitions sont intuitivement interpr�et�es
comme des automates non-d�eterministes, o�u la seule mani�ere de repr�esenter
le parall�elisme est le non-d�eterminisme s�equentiel. De fait, un syst�eme es-
sentiellement d�eterministe mais parall�ele sera mod�elis�e comme un ST non-
d�eterministe.
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Les syst�emes de transitions sont des mod�eles dits d'entrelacement, ou
interleaving: le parall�elisme entre deux �ev�enements est repr�esent�e par un
non-d�eterminisme s�equentiel. Ainsi, le comportement \a et b en parall�ele"
sera repr�esent�e par un choix non-d�eterministe entre les s�equences \a suivi de
b" et \b suivi de a".

En pratique, comme par exemple dans le langage CCS avec r�ecursivit�e
gard�ee, des nombreux programmes ne donnent lieu qu'�a un type restreint de
non-d�eterminisme: le branchement �ni, qui a des propri�et�es math�ematiques
tr�es int�eressantes comme nous le verrons dans les sections 6.2 et 8.3.

D�e�nition 3.5.1. (Syst�eme de transitions �a branchement �ni)
A 2 ST est �a branchement �ni, not�e \A b.f." en abr�eg�e, si pour tout q 2 St,
l'ensemble fq0 2 St j q

�
! q0g est �ni.

Informellement, pour de tels syst�emes, le nombre de choix possibles pour
e�ectuer une action dans chaque �etat est �ni.

Si A 2 ST n'est pas �a b.f. nous disons alors qu'il est �a branchement
in�ni.

3.6 Chemins et traces

Nous introduisons �a pr�esent la notion d'ex�ecution dans un syst�eme de
transitions. Une ex�ecution correspond �a un calcul du ST. Puisque les sys-
t�emes sont en g�en�eral non-d�eterministes, plusieurs ex�ecutions sont possibles
�a partir d'un même �etat. De plus, puisque le syst�eme n'a pas forc�ement pour
vocation de se terminer un jour, les ex�ecutions peuvent être in�nies.

Soient A 2 ST et q 2 StA.

D�e�nition 3.6.1. (Chemins et ex�ecutions)
Un chemin dans A partant de q est une s�equence de transitions de la forme
q
�1!A q1

�2!A q2 : : :.
Une ex�ecution partant de q est un chemin maximal partant de q. Il peut

être �ni (et s'achever dans un �etat terminal), ou in�ni.
Nous notons �A(q) (ou plus simplement �(q)) l'ensemble de tous les

chemins dans A qui partent de l'�etat q, et ExA(q) (ou plus simplement Ex(q))
l'ensemble des ex�ecutions qui partent de q.
Ex(A) d�esigne Ex(q0), o�u q0 est un �etat initial.

Nous utilisons les symboles �; �1; : : : pour d�esigner des chemins dans A,
et �; �1; : : : pour d�esigner les ex�ecutions.
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Les op�erations sur les chemins h�eritent des notations utilis�ees pour les
mots (cf. page 36). Etant donn�e � = q0

�1!A q1
�2!A q2 : : : un chemin dans A,

j�j d�enote sa longueur, i.e. le nombre de transitions de �; on pose j�j = ! si
� est in�ni.

Pour chaque calcul e�ectu�e par le syst�eme, on extrait une observation
externe constitu�ee de la suite des actions qui ont eu lieu. Ce mot (�eventuelle-
ment in�ni) est appel�ee une trace (du chemin) et se d�e�nit formellement
par:

D�e�nition 3.6.2. (Trace)
Soit A 2 ST. Etant donn�e un chemin � = q0

�1!q1
�2!q2 : : : dans A, on d�e�nit

sa trace, not�ee tr(�), par

tr(�)
d�ef
= �1�2 : : :

La trace d'une ex�ecution est une trace compl�ete du ST. Pour tout q 2 StA,
nous d�e�nissons l'ensemble des traces compl�etes dans A partant de q par

TrA(q)
d�ef
= ftr(�) j� 2 Ex(q)g

Pour un ST A 2 ST avec �etat initial q0, on d�e�nit l'ensemble des traces
compl�etes de A comme les traces des ex�ecutions partant de q0:

Tr(A)
d�ef
= TrA(q0)

Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e, on note Tr(q) au lieu de TrA(q).
Une trace compl�ete est donc un mot de Act1. Il s'agit de l'analogue, pour

les syst�emes de transitions, de la notion bien connue de langage reconnu (ou
engendr�e) pour les automates. Dans la suite de cette th�ese, on �ecrira souvent
\trace" au lieu de \trace compl�ete".

3.7 Equivalence de traces

Cette section introduit l'�equivalence de traces de [Hoa85] qui est une no-
tion fondamentale et qui nous servira au cours d'une �etude d'expressivit�e de
notre mod�ele. Prenons un syst�eme A qui �evolue par changement d'�etats,
et que l'on peut interrompre �a tout instant. L'observation d'un tel sys-
t�eme consiste simplement en une s�equence d'actions qu'il peut e�ectuer.
L'�equivalence de traces identi�e les syst�emes qui admettent le même ensemble
d'observations. Formellement,
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D�e�nition 3.7.1. Deux �etats q1; q2 ont les mêmes traces, not�e q1 �Tr q2, si
Tr(q1) = Tr(q2).

Deux ST A1;A2 ont les mêmes traces, not�e A1 �Tr A2, si les ex�ecutions
partant de leurs �etats initiaux ont les mêmes traces, i.e. Tr(A1) = Tr(A2).

A2A1

q q0p

�

� � �

�




�Tr

Figure 3.2 : Deux syst�emes de transitions ayant mêmes traces

Il est clair que �Tr induit une �equivalence sur ST.
Par exemple, les ST de la �gure 3.2 admettent le même ensemble de

traces f��; �g. N�eanmoins, il est clair que ces deux syst�emes ne font pas
les mêmes choix aux mêmes moments: les deux syst�emes peuvent choisir
entre e�ectuer �� ou �, mais A1 choisit entre � et  apr�es avoir e�ectu�e �,
tandis que A2 choisit avant.
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Chapitre 4

Equivalences de bisimulation

Pour comparer les processus, nous avons besoin de notions d'�equivalence
plus fortes que l'�equivalence de traces (i.e. de langages) et qui prennent en
consid�eration par exemple les notions comportementales de deadlock, livelock,
branchement, causalit�e. Il existe beaucoup d'�equivalences comportementales
dans la litt�erature (cf. par exemple [Gla90]). En particulier, l'�equivalence
de bisimulation forte, introduite par Milner et Park (cf. [Mil80, Par81]), a
�et�e largement �etudi�ee et elle forme maintenant une base fondamentale pour
l'�etude de langages de type CCS [Mil89].

C'est cette famille d' �equivalences que nous allons utiliser dans cette th�ese.

Nous avons choisi la bisimulation pour plusieurs raisons:

� c'est une �equivalence comportementale fondamentale;

� elle pr�eserve les comportements arborescents et donc la plupart des
propri�et�es dynamiques;

� une �equivalence respecte le temps arborescent ssi elle est plus �ne ou
�egale �a la bisimulation ([Gla94]);

� c'est une congruence pour un grand nombre d'op�erateurs (composition
parall�ele, s�equentielle, etc.);

� elle fait abstraction de l'identit�e des transitions pour ne consid�erer que
leur e�et visible;

� il en existe de nombreuses variantes, par exemple pour les actions in-
visibles (ou silencieuses);

� elle est plus facile �a manipuler que des �equivalences du temps lin�eaire;
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� elle a des liens forts avec les logiques temporelles [HM85];

� il existe une litt�erature abondante (par exemple [BK89]) et c'est main-
tenant une notion bien cern�ee.

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions fondamentales dont nous
aurons besoin par la suite.

Apr�es avoir pr�esent�e la bisimulation et certaines des ses propri�et�es, nous
rappelons �egalement que la bisimulation et l'�equivalence projective de Milner
co��ncident sur la classe des syst�emes �a branchement �ni. Nous utiliserons la
deuxi�eme comme un moyen technique pour d�emontrer certains r�esultats.

En�n, nous rappelons bri�evement les variantes de l'�equivalence de bisi-
mulation propos�ees dans la litt�erature dans le cas o�u des actions silencieuses
sont consid�er�ees.

4.1 Equivalence de bisimulation (forte)

Les syst�emes de transitions pr�esent�es dans le chapitre pr�ec�edent, s'ils per-
mettent de repr�esenter un syst�eme parall�ele, n'o�rent pas assez d'abstraction
quand on ne s'int�eresse qu'aux aspects comportementaux. Ainsi, deux sys-
t�emes de transitions non structurellement �equivalents peuvent repr�esenter
des programmes ayant des comportements jug�es �equivalents. Une �equiva-
lence comportementale fondamentale sur ces mod�eles est la bisimulation
forte [Mil80, Par81].

L'�equivalence de bisimulation forte est reconnue comme une �equivalence
s�emantique de base: elle se contente d'identi�er des syst�emes dont les com-
portements ont la même structure arborescente. Son nom vient de ce qu'elle
d�e�nit la capacit�e de deux syst�emes A1 et A2 �a s'imiter mutuellement, c'est-
�a-dire que toute action e�ectu�ee par A1 peut être imit�ee par une action
identique e�ectu�ee par A2, et r�eciproquement. D'autre part, les �etats at-
teints apr�es ces actions doivent être bisimilaires, c'est-�a-dire permettre aux
syst�emes d'avoir �a nouveau des comportements bisimilaires.

On consid�ere deux syst�emes de transitions A1 et A2.

D�e�nition 4.1.1. (Propri�et�e de transfert)
Une relation R � StA1

�StA2
entre les �etats de A1 et A2 v�eri�e la propri�et�e

de transfert, ssi pour tous pRq

1. pour toute transition p
�
!A1

p0 il existe un �etat q0 de A2 tel que q
�
!A2

q0

et p0Rq0,
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2. r�eciproquement, pour toute transition q
�!A2

q0, il existe un �etat p0 de A1

tel que p
�
!A1

p0 et p0Rq0.

D�e�nition 4.1.2. (Bisimulation (forte))
Une relation R � StA1

� StA2
ayant la propri�et�e de transfert est une bisi-

mulation (forte) entre A1 et A2.
Si alors p et q sont deux �etats tels que pRq, on �ecrit R : p$ q. On note

R : A1$A2 quand R relie les �etats initiaux de A1 et A2.

On note p$ q (resp. A1$A2) quand R : p$ q (resp. : : :) pour une
bisimulation R, et on dit que p et q (resp. : : :) sont bisimilaires.

a

a
b

b

a

b b

A1 A2

R

Figure 4.1 : Deux syst�emes bisimilaires

Sur l'exemple de la �gure 4.1, on a repr�esent�e par des lignes pointill�ees la
relation R �etablissant la bisimilarit�e entre A1 et A2. Il est facile de v�eri�er
que R a la propri�et�e de transfert en consid�erant toutes les paires pR q.

La d�e�nition 4.1.2 nous assure des propri�et�es suivantes (cf. [Mil89]):

Proposition 4.1.3. Pour tous syst�emes de transitions A;A1;A2;A3 2ST,

1. IdStA est une bisimulation entre A et lui-même;

2. si R est une bisimulation entre A1 et A2, alors R�1 est une bisimulation
entre A2 et A1 ;

3. si R;R0 sont deux bisimulations resp. entre A1 et A2, et entre A2 et
A3, alors R0 �R est une bisimulation entre A1 et A3;

4. si pour tout i 2 I (I ensemble quelconque) Ri est une bisimulation entre
A1 et A2, alors

S
i2I Ri : est une bisimulation entre A1 et A2.
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Il est facile de voir que les propri�et�es de 1 �a 3 font de $ une relation
d'�equivalence entre les �etats (et entre les syst�emes de transitions). 4 assure
l'existence d'une plus grande bisimulation entre A1 et A2. En particulier, on
peut d�e�nir la plus grande bisimulation entre A1 et A2 par:

$
d�ef
=
[
fR � StA1

� StA2
jR a la propri�et�e de transfertg

La propri�et�e de transfert se g�en�eralise des transitions aux chemins. Le
corollaire est

Proposition 4.1.4. Pour tous A1;A2 2ST,

A1$A2 implique A1 �Tr A2

La r�eciproque est �evidemment fausse: par exemple les syst�emes de la �-
gure 3.2 ne sont pas bisimilaires. (Voir [Gla90] pour plus de d�etails).

4.2 D�ecidabilit�e de la bisimulation

Certainement, la propri�et�e d'être bisimilaires, la bisimilarit�e, est d�eci-
dable sur les syst�emes de transitions d'�etats �nis. Pour ces syst�emes on
peut d�enombrer les relations binaires sur l'ensemble d'�etats (�ni) et chercher
une bisimulation parmi eux contenant la paire (p; q) que nous voudrions
comparer. Il est d�ecidable qu'une relation R �nie donn�ee a la propri�et�e de
transfert. Si on trouve une bisimulation contenant (p; q), on conclut que
p$ q, et r�eciproquement, si p$ q, nous allons in�evitablement trouver une
bisimulation contenant p et q.

Si le syst�eme de transitions que nous consid�erons n'est pas d'�etats �nis,
la proc�edure na��ve d�ecrite ci-dessus ne su�t plus parce qu'il existe alors un
nombre in�ni de relations binaires, elles-mêmes pouvant contenir un nombre
in�ni de paires. En g�en�eral le probl�eme est alors ind�ecidable, et seulement
pour certains cas particuliers [CH93], il existe des m�ethodes de d�ecision de
la bisimilarit�e.

4.3 Equivalences projectives

Les �equivalences projectives sont elles aussi bas�ees sur un principe de
bisimulation entre les syst�emes. Simplement, la d�e�nition est inductive au
lieu de reposer sur une notion de point �xe. Initialement, c'est la d�e�ni-
tion que Milner utilisa pour CCS dans [Mil80], avant que Park propose une
d�e�nition beaucoup plus pratique [Par81] qu'on adopte aujourd'hui. Pour
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nous, l'int�erêt de l'�equivalence projective ne r�eside pas dans de subtiles dif-
f�erences s�emantiques [BBK87b]: c'est simplement un outil technique utile
dans certaines preuves de bisimilarit�e.

Les d�e�nitions et les r�esultats sont extraits de [Mil80, Mil90].

D�e�nition 4.3.1. Soit A = (St;Act;!) un syst�eme de transitions �etiquet�e.
Pour n 2 IN, on d�e�nit les relations �n� St� St par:

� q1 �0 q2 pour tous q1; q2 2 St,

� q1 �n+1 q2 ssi

1. pour tout q1
�
! q0

1, il existe q2
�
! q0

2 tel que q0
1 �n q0

2,

2. et r�eciproquement, pour tout q2
�
! q0

2, il existe q1
�
! q0

1 tel que
q0
1 �n q0

2 .

On d�e�nit � par

� q1 � q2 ssi q1 �n q2 pour tout n 2 IN.

Les relations �n sont des �equivalences entre les �etats. Comme d'habitude,
on note A1 �n A2 (resp. A1 � A2) quand les �etats initiaux de A1 et A2 sont
reli�es par �n (resp. �).

Intuitivement, l'�equivalence � de la d�e�nition 4.3.1 distingue deux �etats
q1 et q2 s'ils peuvent être distingu�es �a un niveau n �ni, i.e. si q1 peut e�ectuer
une transitions q1

�
! q0

1 et si q0
1 est distingu�e au niveau n � 1 de tous les �-

successeurs de q2. En particulier, �1 distingue des �etats �a partir desquels il
n'est pas possible d'ex�ecuter les mêmes actions.

Le nom \�equivalence projective" vient du fait que deux syst�emes sont �n

ssi leurs arbres de comportements tronqu�es �a la profondeur n (leurs \projec-
tions") sont bisimilaires [BK89].

La bisimulation forte $ est en g�en�eral plus �ne que sa variante projective
�. Les r�esultats qui relient ces �equivalences sont classiques (cf. [Mil89]):

Proposition 4.3.2. Pour tous A1;A2 2 ST,

1. on a
A1$A2 ) A1 � A2

2. si de plus A1 ou A2 est �a b.f.,

A1$A2 , A1 � A2

[BBK87b] montre qu'un \ou" su�t pour le point 2.



50 CHAPITRE 4. EQUIVALENCES DE BISIMULATION

4.4 Bisimulation modulo �

Dans les syst�emes de transitions que nous avons consid�er�es jusqu'�a pr�e-
sent, on consid�erait implicitement que toutes les actions �etaient visibles. D'o�u
nos d�e�nitions d'�equivalence de traces, ou de bisimulation. N�eanmoins dans
de nombreuses situations, il est n�ecessaire de lire plus �nement le mod�ele.

Dans cette section, on va introduire le concept classique d'action \invi-
sible de l'ext�erieur" (ou encore d'action \silencieuse"). Ces actions sont un
outil classique pour obtenir de fa�con m�ethodique certains comportements.
Typiquement, elles apparaissent lors de la mise en parall�ele de deux transi-
tions avec synchronisation; les transitions synchronis�ees deviennent invisibles
pour un observateur ext�erieur.

De fait, cette notion vient des alg�ebres de processus telles que CCS. Il faut
alors adapter la d�e�nition de la bisimulation, entre autres, de fa�con �a tenir
compte des actions invisibles. Une id�ee est d'autoriser le syst�eme �a �evoluer
de mani�ere invisible (interne) lorsqu'il doit reproduire une action bisimilaire.
C'est sur ce principe qu'est bas�ee la � -bisimulation de [Mil81].

Pour cela nous ajoutons �a l'alphabet d'action Act un �el�ement particulier
� pour d�enoter les actions invisibles1. Nous notons Act� l'ensembleAct[f�g
et nous consid�erons dans la suite la classe des ST sur l'ensemble d'actions
Act� .

Nous consid�erons la châ�ne vide � et nous notons Act� l'ensembleAct[f�g.
Les �el�ements typiques de Act� seront not�es �; �0; : : :. Notons que � 62 Act�.

Soit A 2 ST. Pour tout � 2 Act� nous notons q
�) q0 lorsqu'il existe

n;m � 0 tels que q
�n��m�! q0. Intuitivement, une transition

�) permet
d'absorber un nombre �ni de � avant et/ou apr�es l'ex�ecution de l'action �;

nous �ecrivons q
�) q0 lorsque q

�n! q0 pour n � 0.

D�e�nition 4.4.1. (� -bisimulation)
Etant donn�es A1; A2 2 ST, une relation R � StA1

� StA2
est une � -

bisimulation entre A1 et A2, ssi pour tous pRq, pour tout � 2 Act�,

1. pour toute transition p
�
)A1

p0, il existe un �etat q0 de A2 tel que q
�
)A2

q0

et p0 R q0;

2. r�eciproquement, pour toute transition q
�)A2

q0, il existe un �etat p0 de

A1 tel que p
�
)A1

p0 et p0 R q0.

1Il est clair qu'il n'est pas n�ecessaire d'introduire une constante pour chaque action
invisible, voir [Mil81]
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Nous disons d'une relation R ayant les propri�et�es 1 et 2 de la d�e�ni-
tion 4.4.1 qu'elle a la propri�et�e de � -transfert et que c'est une � -bisimulation
entre A1 et A2.

Par la suite, nous noterons \R : p$� p
0", \p$� p

0" et \A1$� A2" avec
la signi�cation qu'on attend, et nous parlerons d'�etats (ou de syst�emes) � -
bisimilaires.

La d�e�nition de $� est �equivalente �a celle qui exige simplement

� d'une action � qu'elle soit simul�ee par z�ero ou plusieurs actions � et

� d'une action � 6= � qu'elle soit simul�ee par une suite de transitions
�n��m�! avec n;m � 0

alors que pour la bisimulation forte chaque action � 2 Act� doit être simul�ee
par exactement une action � même s'il s'agit d'un � . Ainsi

A1$A2 implique A1$� A2

Remarquons que siA1;2 ne contiennent pas de � -transition, ils sont � -bisimilaires
ssi ils sont bisimilaires.

A2A1

a

b

a

a

� b �

p q

q0p1

R

�p0

q
00

Figure 4.2 : Deux syst�emes � -bisimilaires

Exemple 4.1. Exemple de � -bisimulation.
La �gure 4.2 nous montre deux syst�emes � -bisimilaires ainsi qu'une � -bisimu-

lation R entre eux. V�eri�ons p.ex. que la transition q
a
! q0 de A2 peut être imit�ee

dans A1. Clairement, cette transition est imit�ee dans A1 par la suite de transitions

p
�
! p1

a
! p0, et on a bien p0Rq0.
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Une des limitations de la � -bisimulation est le fait qu'elle ne traite pas la
divergence (suite in�nie de transitions invisibles) d'un �etat: par exemple, un
�etat terminal et un �etat de divergence sont � -bisimilaires (cf. p0 et q

00

dans
la �gure 4.2).

4.5 Une autre bisimulation modulo �

Nous allons introduire une variante de $� dont nous aurons besoin par la
suite. Ici on prendra en compte la divergence d'un �etat, d�e�nie formellement
comme suit:

D�e�nition 4.5.1. (Divergence)
Un �etat p 2 St d'un syst�eme de transitions A diverge ssi il existe une suite
in�nie

p
�
! p0 �

! p00 �
! � � �

�
! � � �

de � -transitions partant de p.

Notation 4.5.2. On �ecrira p div quand p diverge.

On peut alors d�e�nir la d-bisimulation (comme dans [GG89]) qui nous
servira au chapitre 7.

D�e�nition 4.5.3. (d-bisimulation)
Une relation R � St� St est une d-bisimulation ssi

1. R a la propri�et�e de � -transfert (de la d�e�nition 4.4.1),

2. p R q implique (p div ssi q div ).

On introduit alors les notations \p$d p
0", \A1$dA2", . . . comme d'ha-

bitude.

La d-bisimulation que nous venons de d�e�nir est un cas particulier de
� -bisimulation, donc $d est clairement plus �ne que $� :

p$d q ) p$� q

D'autre part, on voit ais�ement que

p$ q) p$d q

car $ pr�eserve la divergence.
Apr�es avoir pr�esent�e la d-bisimulation, nous donnerons certaines de ses

propri�et�es. La premi�ere nous dit que si un �etat p est d-bisimilaire �a un
�etat terminal, alors depuis p il est possible d'atteindre un �etat terminal en
e�ectuant une suite �nie (�eventuellement vide) de � -transitions.
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Proposition 4.5.4. Etant donn�e un �etat p d'un syst�eme A, si q 2 St est un
�etat terminal et p$d q, alors 9q

0 2 St : p
�

=) q0 & q0 est un �etat terminal.

Preuve. Deux cas peuvent se pr�esenter suivant que

1. p est un �etat terminal, alors on prend q0 d�ef= p;

2. p n'est pas terminal, alors 9 p �! p1 et cette transition est imitable
depuis q. Mais q est terminal et donc � = � et p1$d q car q

�) q est
la seule possibilit�e. On reprend le même raisonnement avec p1 et, s'il
n'est pas terminal, on peut construire inductivement une suite

p
�! p1

�! � � � �! pn

o�u pour chaque i = 0; : : : ; n : pi$d q. Cette suite ne peut pas être
prolong�ee in�niment car sinon p div (or q ne diverge pas). Ainsi un
des pn est terminal, et q0 = pn convient.

(En fait, on voit que, si p$d q, p ne peut faire qu'un nombre �ni de � puis
�nalement terminer.)

D'autres propri�et�es de d-bisimulation sont des lemmes techniques 7.3.1 et
7.3.2 qui seront pr�esent�es dans la section 7.3 et serviront par la suite.

4.6 Traces modulo �

Pour conclure ce chapitre, on va relier la d-bisimulation avec l'�equivalence
de traces modulo � . Dans ce but on introduit une notion de trace modulo � .
Pour un chemin �, tr� (�) est obtenu �a partir de tr(�) en retirant toutes les
suites �nies compos�ees de � (les suites in�nies de � sont donc conserv�ees).

Exemple 4.2.
En retirant toutes les suites �nies compos�ees de � on obtient

abc : : : ! abc : : :

a��b��c : : : ! abc : : :

��a���b�� : : :� : : : ! ab�! (ouab�� : : : � : : :)

Ainsi, les seules actions � restantes sont �eventuellement un su�xe in�ni
de � (d�enotant une divergence) de sorte que

tr�(�) 2 Act� [Act�:�! [ Act!
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Pour tout q 2 StA, nous d�e�nissons l'ensemble des traces (compl�etes)
modulo � de q par

Tr�(q)
d�ef
= ftr�(�) j� 2 Ex(q)g

et de fa�con similaire

Tr�(A)
d�ef
= ftr�(�) j� 2 Ex(A)g

L'�equivalence de traces modulo � identi�e les syst�emes qui admettent le
même ensemble de traces modulo � . Formellement,

D�e�nition 4.6.1. Deux �etats, q1; q2 ont les mêmes traces modulo � , not�e
q1 �Tr� q2, si Tr�(q1) = Tr�(q2).

Deux ST, A1;A2 ont les mêmes traces modulo � , not�e A1 �Tr� A2, si
Tr�(A1) = Tr�(A2).

A partir des d�e�nitions 4.5.3 et 4.6.1 il est facile de v�eri�er que

Proposition 4.6.2. Pour tous q1; q2 2 St

q1$d q2 implique Tr�(q1) = Tr�(q2)

Bien sûr, la r�eciproque n'est en g�en�eral pas vraie.



Chapitre 5

Alg�ebres de Processus

Les nombreux exemples de l'utilisation d'approches alg�ebriques pour �etu-
dier des calculs de processus sont apparus pendant les quinze derni�eres ann�ees
[Mil80, Hoa85, Hen88, Mil89, BB90].

Le concept du raisonnement de composition joue un rôle fondamental
dans les alg�ebres telles que CCS [Mil89], ACP [BB90] et CSP [Hoa85]: on y
d�ecrit un processus en indiquant comment il est construit �a partir de proces-
sus plus petits.

Dans ce chapitre, nous regroupons et r�esumons l'ensemble des bases
th�eoriques concernant les alg�ebres de processus dont nous aurons besoin par
la suite. Les d�e�nitions et les r�esultats sont la plupart du temps classiques et
nous les donnons sans preuves, en indiquant au fur et �a mesure les r�ef�erences
correspondantes.

Nous allons d�e�nir l'alg�ebre PA (Process Algebra) [BK89] puis en isoler
des fragments pertinents: RCCS (Regular CCS), BPA (Basic Process Al-
gebra) et BPP (Basic Parallel Processes). Ceci nous permettra, dans le
chapitre 7 de cette th�ese, de situer notre mod�ele par rapport �a ces alg�ebres
classiques.

5.1 D�eclarations de processus

Cette section donne la syntaxe de l'alg�ebre PA.

On consid�ere un ensemble in�ni Act = f�; �; ; : : :g d'actions atomiques.
Soient � un �el�ement distingu�e tel que � 62 Act etAct� = Act[f�g. Finalement
on suppose que V ar = fX;Y;Z; : : :g est un ensemble �ni de variables de
processus.
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La d�e�nition suivante donne une syntaxe abstraite d'expressions de pro-
cessus.

D�e�nition 5.1.1. Les expressions de processus E;E0; : : : sont donn�ees par
la grammaire suivante:

E;E0 ::= 0 le processus inactif;
j X une variable de processus (X 2 V ar);
j �:E un processus pr�e�x�e (� 2 Act�);
j E + E0 une sommation;
j EkE 0 une composition parall�ele;
j E:E0 une composition s�equentielle;

et on note EXPPA (ou plus simplement EXP) l'ensemble de toutes les ex-
pressions de processus.

Nous allons donner une intuition du sens de ces constructions (bien con-
nues, cf. par exemple [BBK87c]).

� 0 repr�esente un processus qui n'est pas actif, i.e. aucune action ne peut
être e�ectu�ee.

� Pour deux processus donn�es E et E0, l'op�erateur de sommation rend
E + E0, un processus qui se comporte soit comme E, soit comme E0.

� Pour deux processus donn�es E et E0, la composition s�equentielle rend
E:E0, un processus dont le comportement est celui de E jusqu'�a sa
terminaison, suivi alors de E0.

� Pour deux processus donn�es E et E0, la composition parall�ele rend
EkE0, un processus qui est capable d'accomplir les actions de E et E0

en parall�ele, i.e. arbitrairement entrelac�ees.

� Pour � 2 Act�, le pr�e�xage \�: " est un op�erateur unaire qui pour un
processus E donn�e rend �:E, un processus qui peut d'abord accomplir
� et ensuite continuer comme E.

Ainsi le pr�e�xage est un cas particulier de la composition s�equentielle. Le
processus inactif peut être vu comme une somme vide (ainsi que comme une
mise en parall�ele vide). Ces intuitions seront justi��ees formellement plus
tard.
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Notation 5.1.2. Le fait que + et k sont associatifs et commutatifs1 nous
permet d'�ecrire E1 + E2 + E3 et E1kE2kE3 sans plus de parenth�eses. De
même, on �ecrira souvent �E pour �:E et � pour �:0.

La priorit�e des op�erateurs nous permet d'�ecrire \��+��0k" pour (��)+
((�0�0)k).

Une somme vide
P

i2;Ei, de même qu'une mise en parall�ele vide, repr�e-
sentent 0.

Un processus est une expression de processus dont les variables sont
d�e�nies par une famille �nie d'�equations r�ecursives (de processus). Formelle-
ment:

D�e�nition 5.1.3. Une d�eclaration de processus est une famille � d'�equa-
tions r�ecursives de processus

� = fXi
d�ef
= Ei j 1 � i � ng;

o�u n est un nombre �ni, o�u les variables Xi sont toutes distinctes et o�u

les expressions Ei n'utilisent que des variables appartenant �a V ar(�)
d�ef
=

fX1;X2; : : : ;Xng.

La variable X1 s'appelle la variable de tête et sert d'�etat initial quand rien
d'autre n'est pr�ecis�e.

En g�en�eral, une d�eclaration de processus reste sous-entendue. Elle est
le contexte qui permet de donner un sens aux expressions de processus qui
utilisent ses variables.

5.2 Comportement des processus

Comme c'est devenu standard dans le cadre des alg�ebres de processus, on
d�e�nit le comportement de nos processus au moyen de la s�emantique op�era-
tionnelle structurelle (donn�ee comme un syst�eme de transitions �etiquet�ee).

Chaque d�eclaration � de processus d�etermine un syst�eme de transitions
�etiquet�e: les �etats en sont les expressions de processus construites sur V ar(�),
l'ensemble d'�etiquettes est donn�e par Act� et les relations de transitions sont
donn�ees comme les plus petites relations d�eriv�ees des r�egles d'inf�erence suiv-
antes:

1ce que nous justi�erons dans la section 5.4.
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D�e�nition 5.2.1. (S�emantique op�erationnelle de PA)

�E
�! E

E
�
! E0

X
�! E0 si X

d�ef
= E 2 �

E
�! E0

E + F
�! E0

E
�! E0

EkF �! E0kF
E

�! E0

E:F
�! E0:F

E
�
! E0

F + E
�! E0

F
�
! F 0

EkF �! EkF 0
isnil(E); F

�
! F 0

E:F
�! F 0

Les r�egles pour la composition s�equentielle utilisent un pr�edicat synta-
xique isnil d�e�ni par cas sur la structure d'une expression E.

D�e�nition 5.2.2. Le pr�edicat isnil est la plus grande solution de:

� isnil(0)
d�ef
= true,

� isnil(�:E)
d�ef
= false,

� isnil(E + F )
d�ef
= isnil(E:F )

d�ef
= isnil(EkF )

d�ef
= isnil(E) ^ isnil(F ),

� isnil(X)
d�ef
= isnil(E), o�u X

d�ef
= E 2 �.

La relation de transition ainsi d�e�nie d�epend �evidemment de �, de sorte
que l'on notera parfois explicitement E

�
!� F quand il est n�ecessaire de

pr�eciser la d�eclaration sous-jacente.

   

� � �

� � �

0:Y

�

� � � �

0:Y:Y 0:Y:Y:Y

� � � �

X:Y X:Y:Y X:Y:Y:YX

0

Figure 5.1 : Le syst�eme de transitions pour fX
d�ef
= �:(X:Y ) + :0; Y

d�ef
=

�:0g

Exemple 5.1.

Soit � la d�eclaration fX
d�ef
= �:(X:Y ) + :0; Y

d�ef
= �:0g. Les r�egles de transi-

tions g�en�erent un syst�eme de transitions (dont une partie est) repr�esent�ee dans la

�gure 5.1. Notons que l'ensemble des �etats atteignables depuis X n'est pas �ni.
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Apr�es avoir interpr�et�e les processus dans le cadre des syst�emes de transi-
tions �etiquet�es, il est possible d'�etudier la bisimilarit�e entre des processus en
les consid�erant comme �etats du ST correspondant.

Par exemple, il est possible de v�eri�er que le pr�edicat isnil(E) a bien le
sens attendu:

Proposition 5.2.3. [Chr93] E$0 si et seulement si isnil(E).

Il est connu que la bisimulation est une relation de congruence par rapport
�a tous les op�erateurs pr�esent�es ci-dessus.

5.3 D�eclarations gard�ees

Les variables de processus et les �equations de la forme Xi

d�ef
= Ei(2 �)

permettent la r�ecursion et par cons�equent, la possibilit�e de d�ecrire les com-
portements in�nis. En particulier, il est possible de d�ecrire des syst�emes �a
branchement in�ni.

0 0

�

�

�

X

�

�� ��� � �

� � �

X�

��� ��

Figure 5.2 : Un syst�eme �a branchement in�ni pour fX
d�ef
= X:�+ �g

Par exemple, la d�eclaration fX
d�ef
= X:� + �g g�en�ere un syst�eme de tran-

sitions dont une partie est repr�esent�ee dans la �gure 5.2.
C'est la raison pour laquelle habituellement l'attention de chercheurs est

restreinte aux d�eclarations de processus gard�es.

D�e�nition 5.3.1. Une expression de processus E est dite gard�ee ssi chaque
occurrence d'une variable est sous la port�ee d'un op�erateur de pr�e�xage. Une
d�eclaration

� = fXi
d�ef
= Ei j 1 � i � ng

est gard�ee ssi chaque Ei est gard�ee.
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Ainsi � = fX
d�ef
= Y + �X; Y

d�ef
= �(X + Y )g n'est pas gard�ee, mais

�0 = fX
d�ef
= �(X + Y:X:Y ); Y

d�ef
= �(X + Y )g l'est.

Proposition 5.3.2. Le syst�eme de transitions associ�e �a une d�eclaration �
gard�ee est �a branchement �ni.

Une autre propri�et�e fondamentale est que les d�eclarations gard�ees admet-
tent une solution unique (modulo bisimulation).

5.4 Propri�et�es alg�ebriques des op�erateurs de

PA

Nous avons d�ej�a eu l'occasion de mentionner que la somme non-d�etermi-
niste �etait \associative et commutative". Par l�a nous entendions par exemple
que E + F et F + E, même s'ils ne donnaient pas lieu �a des syst�emes de
transitions identiques, engendraient n�eanmoins le même comportement au
sens o�u E + F et F + E sont bisimilaires.

Plus g�en�eralement, les op�erateurs de PA v�eri�ent les propri�et�es de base
suivantes:

Proposition 5.4.1. Pour tous processus E;F;G de PA

� E + F $F + E,

� E + (F +G)$ (E + F ) +G,

� E + 0$E + E$E,

� EkF$FkE,

� Ek(FkG)$ (EkF )kG,

� Ek0$E,

� E:(F:G)$ (E:F ):G,

� E:0$0:E$E.

dont la preuve est standard.

Ces �equivalences nous permettent de simpli�er les �ecritures des processus
parce que, de plus, la bisimulation est substitutive, c.-�a-d. qu'elle est une
congruence pour tous les op�erateurs de PA:
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Proposition 5.4.2. Pour tous processus E;E 0; F; F 0, si E$E0 et F$F 0

alors

� �E$�E0,

� E + F$E0 + F 0,

� E:F $E0:F 0,

� EkF $E0kF 0,

et

� (� [ fX d�ef
= Eg)$ (� [ fX d�ef

= E0g).

Ici aussi la preuve est classique (voir la preuve de la proposition 5.4.3 pour
le cas de la d-bisimulation). La notation \�$�0" sera tr�es utilis�ee pour
dire que deux d�eclarations sont �equivalentes (ici au sens de la bisimulation).
Elle signi�e que chaque expression E sur les variables communes �a � et �0

donne lieu �a des comportements bisimilaires dans les syst�emes de transitions
associ�es �a � et �0.

Dans les situations o�u nous devons faire abstraction des actions invisibles,
nous utilisons la d-bisimulation d�e�nie page 52. Il est important qu'elle soit
elle aussi substitutive, ce qui est le cas. En fait, la d�e�nition 4.5.3 adapte la
d�e�nition classique de � -bisimulation de fa�con justement �a ce que $d soit
substitutive par rapport �a la composition s�equentielle (ce qui n'est pas le cas
de $� ).

Proposition 5.4.3. Pour tous processus E;E 0; F; F 0,
si E$dE

0 et F$d F
0, alors

� �E$d �E
0,

� �E + �F$d �E
0 + �F 0,

� E:F $d E
0:F 0,

� EkF $dE
0kF 0,

et

� (� [ fX
d�ef
= Eg)$d (� [ fX

d�ef
= E0g).
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Nous allons donner la preuve des deux principales propri�et�es, i.e. la congru-
ence pour la composition parall�ele et pour la composition s�equentielle.

Preuve. (Congruence pour la composition parall�ele)
On va montrer que la relation S � EXP � EXP, donn�ee par

S
d�ef
= f(E1kF1; E2kF2) j E1$d E2; F1$d F2g

est une d-bisimulation. Consid�erons donc une paire (E1kF1; E2kF2) 2 S.

1. Il faut d'abord v�eri�er que E1kF1 div ssi E2kF2 div. Supposons donc
E1kF1 div. Alors E1 div ou F1 div . Par hypoth�ese (c.-�a-d. puisque
E1$dE2; F1$d F2) E2 div ou F2 div, et donc E2kF2 div. La r�e-
ciproque se traite identiquement.

2. Il reste maintenant �a v�eri�er la propri�et�e de transfert. Supposons donc
E1kF1

�
! G1. Pour commencer on suppose � 6= � . Selon le type des

r�egles de d�erivation pour la composition parall�ele, on a les deux cas
suivants:

� Cas 1:E1
�! E0

1 et G1 = E0
1kF1.

Alors puisque E1$dE2 il existe E2
�
) E0

2 t.q. E0
1$dE

0
2. Par

application des r�egles pour la composition parall�ele sur chacune
des transitions de la s�equenceE2

�
) E0

2, on d�eduit l'existence d'une
s�equence E2kF2

�) E0
2kF2 et il est �evident que (G1; E

0
2kF2) 2 S.

� Cas 2: F1
�
! F 0

1 et G1 = E1kF 0
1.

On raisonne comme pour le Cas 1.

Si maintenant � = � , le même raisonnement convient, cette fois avec
une s�equence E2

�) E0
2 qui peut être vide.

3. Nous venons de v�eri�er une direction de la propri�et�e de transfert, et
la direction r�eciproque se v�eri�e exactement de la même fa�con, ce qui
compl�ete la d�emonstration de ce que S est une d-bisimulation.

Preuve. (Congruence pour la composition s�equentielle)
On suit le même plan que pour la preuve pr�ec�edente et on va montrer que la
relation S � EXP � EXP , donn�ee par

S
d�ef
= $d [ f(E1:F1; E2:F2) j E1$dE2; F1$d F2g

est une d-bisimulation. Consid�erons donc une paire tir�ee de S, de la forme
(E1:F1; E2:F2) (clairement la propri�et�e de transfert est �evidente pour les
autres paires de S).
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1. Il faut d'abord v�eri�er que E1:F1 div ssi E2:F2 div. Supposons donc
E1:F1 div alors il y a deux possibilit�es: soit (1) E1 div, soit (2) F1 div

et il existe E1
�
) E0

1 tel que isnil(E0
1). Par hypoth�ese (c.-�a-d. puisque

E1$d E2; F1$d F2) on a E2 div dans le cas (1), et F2 div dans le
cas (2). Dans le cas (2) E1$d E2 et la proposition 5.2.3 nous don-
nent l'existence d'un E2

�) E0
2 avec isnil(E0

2). Finalement, on a bien
E2:F2 div. La r�eciproque se traite identiquement.

2. Il reste maintenant �a v�eri�er la propri�et�e de transfert. Supposons donc
E1:F1

�! G1. Pour commencer on suppose � 6= � . Selon le type des
r�egles de d�erivation pour la composition s�equentielle, on a les deux cas
suivants:

� Cas 1:E1
�
! E0

1 et G1 = E0
1:F1.

Alors puisque E1$d E2 il existe E2
�
) E0

2 t.q. E0
1$d E

0
2. Par

application des r�egles pour la composition s�equentielle sur chacune
des transitions de la s�equenceE2

�) E0
2, on d�eduit l'existence d'une

s�equence E2:F2
�
) E0

2:F2 et il est �evident que (G1; E
0
2:F2) 2 S.

� Cas 2: isnil(E1) et F1
�! G1.

Alors il existe E2
�) E0

2 t.q. isnil(E0
2) (proposition 5.2.3) et F2

�)
G2 t.q. G1$d G2. Les r�egles de la composition s�equentielle nous
permettent d'enchâ�ner ces deux s�equences pour obtenir E2:F2

�
)

G2 et on a clairement (G1; G2) 2 S.

Si maintenant � = � , le même raisonnement convient, cette fois en
autorisant une s�equence E2

�
) E0

2 ou F2
�
) G2 vide.

3. Nous venons de v�eri�er une direction de la propri�et�e de transfert, et
la direction r�eciproque se v�eri�e exactement de la même fa�con, ce qui
compl�ete la d�emonstration de ce que S est une d-bisimulation.

Il convient de noter que la d-bisimulation n'est pas une congruence pour
la somme non-d�eterministe (+).

Exemple 5.2. La d-bisimulation n'est pas une congruence pour (+).
Il est facile de voir que

�:0$d �:�:0

�:0$d �:0

mais �:0+ �:0 6$d �:�:0+ �:0
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Le probl�eme est classique [Mil89, BK88] et sa solution est connue: d�e�nir
une notion de \rooted-d-bisimulation". N�eanmoins cette solution est tech-
niquement peu agr�eable �a manipuler. Par ailleurs nous n'aurons �nalement
pas besoin de propri�et�e de congruence pour la somme puisque nos sommes
sont toutes pr�e�x�ees de sorte que la proposition 5.4.3 permet de les traiter.
C'est pourquoi nous nous contenterons dans la suite de notre notion de d-
bisimulation.

5.5 Sous-classes de processus et leurs formes

normales

Maintenant nous allons isoler plusieurs sous-classes de processus qui vont
attirer notre attention dans le chapitre 7. Dans cette section on va con-
sid�erer quatre classes de processus qui sont commun�ement connues comme
RCCS (Regular CCS), BPA (Basic Process Algebra), BPP (Basic Parallel
Processes) et PA (Process Algebra).

La premi�ere classe de processus est RCCS, Regular CCS:

D�e�nition 5.5.1. Les expressions de processus de RCCS sont les expres-
sions construites sur V ar en utilisant seulement 0, les variables, le pr�e�xage

et la somme. Une d�eclaration � = fXi
d�ef
= Ei : i = 1; 2; : : : ; ng d�e�nit des

processus de RCCS ssi chaque Ei est une expression de RCCS gard�ee pour
i = 1; 2; : : : ; n.

Les processus de RCCS correspondent aux automates �nis de la th�eorie
de langages formels et ont une th�eorie bien �etablie. Du fait de la �nitude
de l'ensemble des �etats atteignables, la plupart des �equivalences s�emantiques
sont d�ecidables sur RCCS.

On va utiliser une notion de forme normale pour RCCS, car il est d�e-
montr�e que chaque d�eclaration � (gard�ee) de processus de RCCS peut être
e�ectivement transform�ee en une d�eclaration �0 en forme normale de telle
fa�con qu'une bisimulation est pr�eserv�ee, c.-�a-d. �$�0.

D�e�nition 5.5.2. Une d�eclaration gard�ee� = fXi
d�ef
= Ei : i = 1; 2; : : : ; ng

de processus de RCCS est en forme normale si chaque expression Ei est de
la forme

Ei =
niX
j=1

�ijXij
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Dans ce travail nous prenons les d�e�nitions suivantes de [Chr93] pour
BPA et BPP:

D�e�nition 5.5.3. Les expressions de processus de BPA sont les expressions
construites en utilisant seulement 0, les variables, le pr�e�xage, la somme et la

composition s�equentielle. Une d�eclaration � = fXi
d�ef
= Ei : i = 1; 2; : : : ; ng

d�e�nit des processus de BPA ssi chaque Ei est une expression de BPA gard�ee
pour i = 1; 2; : : : ; n.

Cette classe de processus, introduite dans [BBK87a], correspond aux sys-
t�emes de transitions associ�es aux grammaires hors-contexte. Elle a �et�e in-
tensivement �etudi�ee par plusieurs chercheurs. Dans [CHS92] il est d�emontr�e
que la bisimulation est d�ecidable pour la classe enti�ere de processus de BPA.

Si on remplace l'op�erateur de la composition s�equentielle par celui de la
composition parall�ele, on obtient des processus de BPP:

D�e�nition 5.5.4. Les expressions de processus de BPP sont les expressions
construites en utilisant seulement 0, les variables, le pr�e�xage, la somme et

la composition parall�ele. Une d�eclaration � = fXi
d�ef
= Ei : i = 1; 2; : : : ; ng

d�e�nit des processus de BPP ssi chaque Ei est une expression de BPP gard�ee
pour i = 1; 2; : : : ; n.

Les d�eclarations de BPP correspondent aux r�eseaux de Petri places/transi-
tions sans synchronisation, i.e. o�u la pr�econdition d'une transition est r�eduite
�a une seule place. [CHM93] montre que la bisimilarit�e est d�ecidable pour les
processus BPP.

Par exemple la d�eclaration de l'exemple 5.1 d�e�nit un processus de BPP
mais pas de BPA.

Il est possible d'aller plus loin dans la normalisation des d�eclarations.
Toute d�eclaration gard�ee � de BPA (resp. de BPP) peut être e�ectivement
transform�ee en une d�eclaration �0 de BPA (resp. BPP) en forme normale de
Greibach (GNF) de degr�e 3 (cf. [BBK87c] et [Chr93]) telle que �$�0.

D�e�nition 5.5.5. Une d�eclaration gard�ee � = fXi
d�ef
= Ei : i = 1; : : : ; ng de

BPA (resp. BPP) est en forme normale de Greibach de degr�e k ssi chaque
�equation est de la forme

Xi
d�ef
=

niX
j=1

�ijTij

o�u les Tij sont des compositions s�equentielles X1
ij
:X2

ij
: : : : :Xs

ij
(resp. des com-

positions parall�eles X1
ij
kX2

ij
k � � � kXs

ij
) de taille s < k.
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(Notons que RCCS correspond �a la forme normale de Greibach de degr�e
2.)

Ce qu'on appelle PA (pour Process Algebra) en suivant [BK89] correspond
en fait au langage g�en�eral (avec compositions parall�ele et s�equentielle) que
nous avons introduit dans la d�e�nition 5.1.1 modulo l'hypoth�ese de d�eclara-
tion gard�ee:

D�e�nition 5.5.6. Une d�eclaration � = fXi
d�ef
= Ei : i = 1; 2; : : : ; ng

d'expressions de processus gard�ees d�e�nit des processus de PA.

Par rapport �a un langage comme CCS [Mil89], PA contient la composition
s�equentielle (qui ne �gure pas dans CCS) mais n'a ni la synchronisation, ni
le renommage, ni surtout la restriction qui permet de forcer des synchroni-
sations.

Une proposition importante 5.5.8 montre que toute d�eclaration gard�ee
� d'expressions de processus de PA peut être e�ectivement pr�esent�ee en
forme normale gard�ee (fng) de degr�e 3 en pr�eservant la bisimilarit�e. Puisque
la preuve de ce r�esultat est assez compliqu�ee, fait introduire beaucoup de
notions et notations de l'alg�ebre de processus et reprend �nalement des id�ees
des preuves de [BBK87c] pour BPA et de [Chr93] pour BPP, on a choisi ne
pas la donner dans la th�ese.

D�e�nition 5.5.7. Une expression E de PA est en forme normale gard�ee
(fng) ssi E est de la forme

E =
nX

i=1

�i:Ti

o�u � 2 � et o�u chaque Ti est un terme sans pr�e�xe ni somme respectant la
grammaire suivante

T ::= X (2 V ar(�))
j TkT 0

j T:T 0

Une d�eclaration gard�ee � = fXi
d�ef
= Ei j 1 � i � ng de PA est en forme

normale gard�ee ssi chaque Ei est en fng.

Exemple 5.3. Forme normale gard�ee d'une d�eclaration.
Cet exemple contient une d�eclaration gard�ee � de PA qui est en fng:

X1
d�ef
= �:(X1:(X1kX2)) + �:(X1k(X1kX2)):X2

X2
d�ef
= �
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et une d�eclaration gard�ee �0 de PA qui ne l'est pas:

X1
d�ef
= �:(X1:(X1k�:X2)) + �:(X1k(X1 +X2)):X2

X2
d�ef
= �

Proposition 5.5.8. Toute d�eclaration � gard�ee de PA peut être transform�ee
en une d�eclaration �0 de PA en fng du degr�e 3 telle que

� $ �0

Ce r�esultat nous permettra de ne consid�erer que certaines formes de d�ecla-
rations PA lors de traductions de PA dans un autre formalisme, et ceci sans
perte de g�en�eralit�e.
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Deuxi�eme partie

Un mod�ele formel pour RPC
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Chapitre 6

S�emantique comportementale

de RPC

Nous disposons maintenant de su�samment d'�el�ements pour construire
dans ce chapitre un mod�ele formel pour RPC. Ce mod�ele nous servira de
domaine s�emantique dans lequel le langage RPC pourra être interpr�et�e.

Il existe plusieurs fa�cons di��erentes de donner une s�emantique �a un lan-
gage de programmation. Un des cadres les plus connus est celui de la s�eman-
tique d�enotationnelle, reposant principalement sur les travaux de Scott et
Strachey [Sto77, Mos90]. Les premiers travaux pour donner une s�emantique
�a un langage parall�ele ont repris le cadre de la s�emantique d�enotationnelle.
Mais la simple introduction du non-d�eterminisme (inh�erent au parall�elisme)
dans un langage \�a la Pascal" n�ecessite la construction de domaines tr�es
complexes qui sont lourds �a manipuler.

Quand Milner a d�ecrit son calcul CCS [Mil80], il a pr�ef�er�e introduire une
notion de programmes parall�eles \ayant le même comportement". Une s�e-
mantique des programmes parall�eles est alors compos�ee d'une s�emantique
op�erationnelle qui donne le comportement d'un programme, et d'une �equi-
valence entre programmes, qui doit être une congruence par rapport aux
combinateurs de programmes.

Dans ce chapitre, nous allons suivre cette approche pour donner une s�e-
mantique au langage RPC. La construction combine une alg�ebre de syst�emes
de transitions avec une �equivalence entre syst�emes.

Dans l'introduction de cette th�ese, on a expliqu�e comment notre recherche
est motiv�ee par le souci de donner un mod�ele formel pour RPC, mod�ele sur
lequel on pourrait construire une nouvelle g�en�eration d'outils pour l'analyse
du ot de contrôle dans des programmes r�ecursifs-parall�eles et pour leur diag-
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72 CHAPITRE 6. S�EMANTIQUE COMPORTEMENTALE DE RPC

nostic. C'est ce souci donc qui justi�e notre niveau d'abstraction quand on
consid�ere des programmes RPC non interpr�et�es.

Nous allons rappeler bri�evement les particularit�es de RPC qui nous in-
t�eressent (cf. chapitre 2). Un programmeRPC est un ensemble de proc�edures
parall�eles qui peuvent s'invoquer r�ecursivement. L'invocation (via pcall)
d'une proc�edure donne lieu au d�eclenchement d'un processus �ls concurrent,
plac�e hi�erarchiquement sous le contrôle du processus p�ere qui l'a invoqu�e. Les
processus �ls s'ex�ecutent librement mais leur p�ere peut demander (via une
instruction sp�eciale de synchronisation, le wait) d'attendre la terminaison de
tous ses �ls.

La terminaison d'une invocation donn�ee peut être obtenue par l'instruc-
tion end. Un point important est �a rappeler: l'asym�etrie apport�ee par le fait
que les processus �ls ne peuvent pas savoir si leur p�ere est termin�e. Notons
que l'utilisation de l'instruction wait n'est pas obligatoire: le processus p�ere
peut aussi choisir de terminer et laisser ses �ls en marche.

6.1 Sch�emas de programmes r�ecursifs-parall�eles

Lors de la r�ealisation de l'outil pour l'analyse et la v�eri�cation des pro-
grammes r�ecursifs-parall�eles, le premier probl�eme abord�e �etait celui de la
mod�elisation du ot de contrôle dans des programmes �ecrits en RPC. Le for-
malisme des sch�emas de programmes a �et�e choisi parce qu'il est assez proche
des constructions langagi�eres, de sorte que la mod�elisation est facile �a d�e�nir
et �a comprendre.

Il est bien connu que les sch�emas de programmes [KM69, Kel73] sont
un des mod�eles math�ematiques fondamentaux des programmes dans lesquels
leur structure et des corr�elations des composantes sont re�et�ees.

Les sch�emas des programmes servent �a distinguer pr�ecis�ement la struc-
ture de contrôle d'un programme de ses autres aspects. Il existe beaucoup
de types de sch�emas de programmes dont une pr�esentation plus d�etaill�ee
peut être trouv�ee dans [Kot91]. Dans notre recherche nous allons d�e�nir des
sch�emas de programmes r�ecursifs-parall�eles (RPPS) bas�es sur les approches
de Keller [Kel73] et Podlovchenko [Pod91] en s'abstrayant des donn�ees et
de l'e�et des instructions de base (qui resteront sans interpr�etation). Notre
approche di��ere de celles de [Kel73] et [Pod91] de sorte que la r�ecursivit�e et
le parall�elisme sont consid�er�es ensemble: le parall�elisme n'est possible qu'au
niveau de proc�edures qui peuvent s'invoquer r�ecursivement.

Avant de donner des d�e�nitions formelles on consid�ere un exemple.
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program main

a1;

l1: pcall subr1;

a2;

if b1 then f
goto l1;

g else f
wait;

a3;

end;

g

procedure subr1

if b2 then f
a4;

end;

g else f
pcall subr1;

a5;

wait;

end;

g
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Figure 6.1 : Un programme RPC et le sch�ema associ�e
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Exemple 6.1. Un programme RPC et le sch�ema associ�e.
Consid�erons le programme de la �gure 6.1 et le sch�ema qui lui est associ�e.
Les sch�emas de RPPS sont pr�esent�es sous forme de graphes. Notre exemple

montre comment un sch�ema est associ�e de fa�con �evidente �a un programme r�ecursif-
parall�ele (ici compos�e d'une proc�edure principale et d'une coroutine).

Un sch�ema a di��erents types de noeuds. On va utiliser des notations graphiques

suivantes pour les sch�emas RPPS: un noeud correspondant �a une instruction d'ac-

tion a la forme d'un rectangle; un noeud correspondant �a une instruction de choix a

celle d'une ellipse; un noeud correspondant �a une instruction d'invocation celle d'un

pentagone; un noeud correspondant �a une instruction de synchronisation celle d'un

triangle; un noeud correspondant �a l'instruction end celle d'un cercle. On inscrit

des �etiquettes dans les noeuds, correspondant aux actions qu'ils sch�ematisent.

On consid�ere une base �: c'est un alphabet fa1; a2; : : :g contenant des
noms d'actions abstraites au lieu des actions de base habituelles des langages
imp�eratifs.

On va supposer que la base � est �x�ee. On va utiliser le nom sp�ecial
� pour d�enoter des actions silencieuses correspondantes aux calculs internes
(invocation, synchronisation, terminaison) et on va noter �� = � [ f�g.

D�e�nition 6.1.1. Un sch�ema de programme (sur la base ��) est un graphe
�ni enracin�e G = (QG; q0; 7!G; LG), o�u

� QG = fq0; q; q1; : : : ; qn; g est un ensemble �ni de sommets (ou noeuds);
chaque noeud est d'un des cinq types: d'action, de choix, d'invocation,
de synchronisation, end-noeud;

� q0 est le noeud initial;

� 7!G : QG ! Q�
G est une fonction telle que pour chaque q 2 QG elle

permet de trouver des noeuds suivants de q;

� LG : QG ! �� �Q�
G est un �etiquetage des noeuds du graphe avec des

noms de �� , tel que en plus LG indique le noeud invoqu�e pour chaque
noeud d'invocation.

Quand 7!G relie un noeud q �a un autre noeud q0, on dit que q0 est un
suivant de q. Les noeuds end n'ont pas de suivant. Les noeuds pcall sont
reli�es �a deux noeuds, mais un seul est le \suivant" (l'autre est le noeud
\invoqu�e" et c'est LG qui contient l'information sur des noeuds invoqu�es).
Ainsi, 7!G donne le ou les arcs reliant un noeud q �a d'autres noeuds (ses
suivants), tandis que LG donne le symbole port�e par un noeud du graphe,
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et indique quel est le noeud invoqu�e par un pcall (cf. les pointill�es vers les
noeuds invoqu�es dans la �gure 6.1).

Lorsque le sch�ema G est sous-entendu, on notera directement Q; 7! et L
au lieu de QG; 7!G et LG.

Puisque les instructions de base restent sans interpr�etation, les branche-
ments if-then-else de RPC donnent lieu �a du non-d�eterminisme dans les sch�e-
mas, repr�esent�e en autorisant la pr�esence de plusieurs suivants pour un même
noeud.

On note RPPS�� la classe de tous les sch�emas sur la base �� .

6.2 S�emantique d'�etats hi�erarchiques

Les sch�emas de programmesRPC pr�esent�es ci-dessus permettent de repr�e-
senter la structure d'un programme. L'�etape suivante de formalisation nous
permet de donner un sens �a nos programmes, une s�emantique comportemen-
tale abstraite. Maintenant, la premi�ere chose �a faire c'est d'introduire une
notion d'�etat.

Pour un sch�ema de RPPS�� , la notion fondamentale est celle d'�etat
hi�erarchique. Formellement,

D�e�nition 6.2.1. L'ensemble des �etats hi�erarchiques de G 2 RPPS�� est
le plus petit ensemble MG = f�; �; '; : : :g tel que:

� si q1; : : : ; qn sont des noeuds de QG et

� si �1; : : : ; �n 2MG,

alors le multi-ensemble �
d�ef
= f(q1; �1); : : : ; (qn; �n)g appartient �a MG.

En particulier, � 2MG.

Intuitivement, un �etat hi�erarchique � peut être consid�er�e comme un mar-
quage d'un r�eseau de Petri (avec des jetons dans les noeuds q; q0; : : :) avec
une information suppl�ementaire sur la structure (de type \arbre" ou \forêt")
\p�ere-�ls" entre les jetons.

L'�etat hi�erarchique f(q1; �1); : : : ; (qn; �n)g correspond �a l'activation de n
processus ind�ependants. Chacun de ces processus, p.ex. (qi; �i), a une com-
posante p�ere (ici dans l'�etat (de contrôle) qi) et une famille de composantes
�lles. Cette famille est repr�esent�ee inductivement sous la forme �i d'un �etat
hi�erarchique.
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Exemple 6.2. Un �etat hi�erarchique.
Notre sch�ema de l'exemple 6.1 produit, parmi d'autres, un �etat hi�erarchique

� = f(q5; f(q8;�); (q9;�); (q9;�)g| {z }
�0

)g

Cet �etat a une composante p�ere (qui est dans l'�etat de contrôle q5) et une famille
de trois composantes �lles f(q8;�); (q9;�); (q9;�)g qui sont ind�ependantes. De
nouveau, cette famille repr�esente un �etat hi�erarchique �0.

Cet �etat hi�erarchique � peut être consid�er�e comme un marquage d'un r�eseau
de Petri avec un jeton dans chacun des noeuds q5; q8 et avec deux jetons dans le
noeud q9 dans la �gure 6.1 avec une information suppl�ementaire sur la structure
de d�ependance entre les jetons.

q5

q8

q9 q9

Figure 6.2 : L'�etat hi�erarchique � comme un arbre

Notons que la structure de multi-ensemble ne prend pas en compte une
notion d'ordre entre les di��erents �ls d'un même noeud p�ere. Math�ematique-
ment, les �el�ements de MG sont des multi-ensembles embô�t�es. En r�esum�e,
l'ensembleMG de tous les �etats hi�erarchiques (deG) est la plus petite solution
de l'�equation de domaine

MG = U(QG �MG)

o�u on rappelle que U(QG �MG) d�esigne l'ensemble de tous les multi-ensem-
bles �nis sur QG �MG.

Notation 6.2.2. 1. On va �ecrire M au lieu de MG.

2. On �ecrira q; � plutôt que f(q; �)g et en g�en�eral on ne mettra les paren-
th�eses et les accolades que quand cela �evite des ambigu��t�es.

3. On va noter �[q] un �etat hi�erarchique �, o�u une occurrence du noeud q
est isol�ee, ce qui permettra de noter �[q0] l'�etat hi�erarchique obtenu en
rempla�cant dans � cette occurrence de q par q0.
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Exemple 6.3.
Un �etat hi�erarchique de l'exemple 6.2

� = f(q5; f(q8;�); (q9;�); (q9;�)g| {z }
�0

)g

peut être not�e par �[q8], o�u une occurrence du noeud q8 est isol�ee. Quand on

remplace dans � cette occurrence de q8 par q12, cela permet de noter �[q12] l'�etat

hi�erarchique obtenu par ce remplacement.

Puisque les �etats sont des multi-ensembles, on va utiliser par la suite
certaines des notions classiques (par exemple � + �0; � � �0).

On fera de nombreux raisonnements bas�es sur la structure inductive des
�etats. Pour cela on d�e�nit la taille j�j d'un �etat hi�erarchique � par:

1. jf(q1; �1); : : : ; (qn; �n)gj
d�ef
= j(q1; �1)j+ : : :+ j(qn; �n)j;

2. j(q; �)j
d�ef
= 1 + j�j;

3. j�j
d�ef
= 0.

Exemple 6.4.
Pour un �etat hi�erarchique de l'exemple 6.2

� = f(q5; f(q8;�); (q9;�); (q9;�)g| {z }
�0

)g

on a j�j = 1 + j�0j = 1 + j(q8;�)j+ j(q9;�)j+ j(q9;�)j = 4.

6.3 Comportement des �etats hi�erarchiques

On consid�ere un sch�ema donn�e G = (Q; q0; 7!; L) 2 RPPS�� et on
d�e�nit une notion formelle de comportement de sch�emas sous la forme d'un
syst�eme de transitions �etiquet�eMG, suivant en cela une approche maintenant
classique, initi�ee par Plotkin [Plo81]. Les �etiquettes sont prises dans �� .

D�e�nition 6.3.1. Le syst�eme de transitions �etiquet�e

MG
d�ef
= (MG;�� ; 7�!; �0)

a comme �etat initial
�0

d�ef
= (q0;�)

et comme relation de transitions 7�!�MG��� �MG d�e�nie comme la plus
petite famille de triplets (�; �; �0) qui ob�eit aux r�egles suivantes:
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ACT: si q 2 Q est un noeud d'action (ou de choix) �etiquet�e par � 2 � et
q0 est un suivant de q, alors

q; �
�
7�! q0; �:

CALL: si q 2 Q est un noeud d'invocation, de suivant q0 et de noeud
invoqu�e q

00

, alors
q; �

�
7�! q0; (� + (q

00

;�)):

WAIT: si q 2 Q est un noeud wait, de suivant q0, alors

q;�
�7�! q0;�:

END: si q 2 Q est un end-noeud, alors

q; �
�
7�! �:

PAR1:

�
�
7�! �0

q; �
�
7�! q; �0

PAR2:

�
�
7�! �0

� + �
00 �
7�! �0 + �

00

Les r�egles ACT, CALL, WAIT et END d�ecrivent comment un jeton passe
d'un noeud de MG �a un des noeuds suivants en gardant le contact avec ses
�ls.

La r�egle CALL formule comment les invocations-\�lles" sont cr�e�ees: alors
que le p�ere passe dans le noeud suivant, une nouvelle invocation est ajout�ee
�a l'ensemble des �ls.

La r�egle WAIT d�eclare qu'on peut accomplir une instruction wait dans
un �etat q et passer �a un noeud suivant q0 s'il n'y a pas (ou plus) de processus
�ls en cours d'ex�ecution (ce qui veut dire qu'ils sont tous termin�es, cf. la
proposition 6.4.2).

La r�egle END explique ce que deviennent les \�ls" quand le \p�ere" ter-
mine et c'est cette r�egle qui permet d'atteindre l'�etat vide �.

Les r�egles PAR1;PAR2 formulent que toute activit�e �
�
7�! �0 de � reste

possible �a l'identique quand un \p�ere" est pr�esent ou bien quand des \fr�eres"
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sont ajout�es.

On peut expliquer le sens des r�egles de la d�e�nition 6.3.1 en utilisant la
m�etaphore du marquage d'un r�eseau de Petri.

La r�egle ACT d�ecrit un d�eplacement d'un jeton d'un noeud q dans un
des ses noeuds suivants q0 et en même temps, il garde l'information sur tous
les jetons d�ependants de lui directement.

Selon la r�egle CALL un jeton passe d'un noeud q dans le noeud suivant en
gardant l'ensemble des jetons d�ependants de lui. Dans le même mouvement,
un jeton correspondant �a une nouvelle invocation (dans un noeud invoqu�e
q00) est ajout�e �a cet ensemble.

En suivant la r�egle WAIT un jeton passe d'un noeud q dans un noeud
suivant q0 s'il n'y a nulle part des jetons d�ependant de lui.

La r�egle END nous permet d'enlever un jeton d'un noeud q et c'est cette
r�egle qui permet d'atteindre l'ensemble vide de jetons.

Un point important est �a noter: la relation de d�ependance parmi les jetons
est cr�e�ee par les invocations de coroutines, et reste maintenue (elle suit les
jetons) lors du d�eplacement des jetons, jusqu'�a leur terminaison.

Exemple 6.5. Un comportement.
Notre sch�ema de l'exemple 6.1 admet, parmi d'autres, une ex�ecution d�ebutant

par

q0;�
�17�! q1;�

�
7�! q2; (q3;�)

�27�! q2; (q9;�)
�27�! q4; (q9;�)

�17�! q5; (q9;�)

�
7�! q5; (q10; (q3;�))

o�u le wait-noeud q5 avec l'�etiquette � ne peut pas être pass�e tant que les invocations-

\�lles" ne sont pas termin�ees.

Ainsi, les actions atomiques d'un programme RPC seront les �etiquettes
visibles d'un syst�eme de transitions, tandis que le contrôle du parall�elisme:
invocation de coroutine, synchronisation par wait, terminaison d'une corou-
tine par end, est repr�esent�e par des transitions internes invisibles.

Puisque nous n'avons pas interpr�et�e les actions de base dans G, notre
notion de comportement ne capture que partiellement le comportement r�eel
d'un programme P auquel on voudrait associer le sch�ema G. La di��erence
consiste en ce que:

� MG ne prend pas en compte l'existence de variables ni de leurs valeurs
dans un �etat-m�emoire donn�e dans sa d�e�nition d'un �etat, et

� MG consid�ere des instructions du type \if : : : then c1 else c2" comme
non-d�etermin�ees \c1 ou c2".
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Cette simpli�cation n'empêche pas d'analyser de fa�con pertinente le com-
portement d'un programme (r�eel) P par l'examen deMG: cf. chapitres 9,
10, 11.

6.4 Etude du comportement des sch�emas

Certaines cons�equences de la d�e�nition 6.3.1 peuvent être formul�ees im-
m�ediatement comme propri�et�es de base.

Proposition 6.4.1. MG est un syst�eme de transitions �a branchement �ni.

Preuve. Soit G et � �x�es. On montre, par induction sur �, qu'il n'existe
qu'un nombre �ni de transitions issues de �.

Puisque le sch�ema G est �ni1, les r�egles ACT, CALL, WAIT et END ne
permettent de d�eriver qu'un nombre �ni de transitions partant de �. Les
r�egles PAR1;2 permettent de d�eriver des transitions partant de � �a partir de
transitions partant d'�etats �0 de taille plus petite que celle de �. Puisque il
y a un nombre �ni de �0, puisque une transition de la forme �0 �

7�! � 0 ne
peut, au maximum, donner lieu qu'�a une transition �

�7�! � par une des
r�egles PAR, l'hypoth�ese d'induction nous permet de borner le nombre de
transitions issues de �.

Maintenant nous allons aborder le lemme suivant qui formule une des
propri�et�es de base: il existe un seul �etat terminal. L'int�erêt de cette propri�et�e
n'est pas l'unicit�e mais le fait qu'on d�ecrive les �etats terminaux de fa�con
\syntaxique" (cf. la r�egle WAIT): on sait relier � avec un comportement.
Formellement,

Proposition 6.4.2.

� 7�! ssi � 6= �

Preuve.

1. \)" On suppose qu'il existe une transition � 7�!�0 et on raisonne par
induction sur la structure de la d�erivation de � 7�!�0.

(a) La derni�ere r�egle appliqu�ee est ACT et donc � est de la forme q; �
et � 6= �.

1en fait, il est su�sant de consid�erer des sch�emas o�u chaque noeud a un nombre �ni de
suivants et d'invoqu�es.
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(b) Pour les r�egles CALL;WAIT;END le raisonnement est le même.

(c) Pour la r�egle PAR1 on a � de la forme q; � et � 7�!. C'est �evident
que � 6= �.

(d) La preuve pour la r�egle PAR2 utilise l'hypoth�ese d'induction. On
a � de la forme �1 + �2 et �i 7�! �0

i (i = 1 ou 2). Par hypoth�ese
d'induction �i 6= � et donc � 6= �.

2. La direction \(" se montre par induction sur la taille de �. Il existe
deux cas �a consid�erer:

(a) si

i. � = q; �1 avec �1 non-vide ou

ii. � = �1 + �2 avec �1 et �2 non-vides,

alors l'hypoth�ese d'induction nous donne �1 7�! et on en d�eduit
� 7�! par la r�egle PAR1 (ou respectivement PAR2).

(b) sinon � = q;� et une des r�egles ACT;CALL;WAIT;END s'appli-
que forc�ement �a �.

Avant de formuler la propri�et�e suivante, on va l'expliquer informellement:
si q n'est pas un noeud wait, alors le comportement de q; � reste possible en
pr�esence de �ls suppl�ementaires. Cette situation est re�et�ee dans l'exemple
6.5 o�u une ex�ecution pr�esent�ee contient

q2; (q9;�)
�27�! q4; (q9;�)

�17�! q5; (q9;�)

Le lemme suivant n'est qu'une traduction formelle de ce commentaire.

Lemme 6.4.3.

Si
q; �

�
7�! q0; �0

q n'est pas un wait-noeud;

alors q; � + �
00 �
7�! q0; �0 + �

00

Preuve. Par induction sur la d�erivation de q; �
�7�! q0; �0.

1. Le r�esultat est clairement vrai pour les r�egles ACT;CALL;END et vrai
�a d�efaut d'application pour WAIT.

2. Si maintenant on suppose que PAR2 est la derni�ere r�egle appliqu�ee il
faut que q; � soit une union �+� 0. Alors � ou � 0 est vide, et l'hypoth�ese
d'induction nous donne imm�ediatement le r�esultat.
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3. Si en�n la derni�ere r�egle appliqu�ee est PAR1, alors q = q0 et on a �
�7�!

�0 comme pr�emisse. Par application de la r�egle PAR2 on peut obtenir
� + �

00 �
7�! �0 + �

00

et ensuite, avec PAR1 on a q; � + �
00 �
7�! q; �0 + �

00

.
Puisque q = q0 on obtient le r�esultat recherch�e.

Maintenant il nous semble tr�es important de souligner les liens entre nos
�etats hi�erarchiques (p�ere, �ls, etc.) et les notions habituelles de compositions
parall�eles, s�equentielles, etc. de PA. Même si les points de d�epart de notre
mod�ele d'�etats hi�erarchiques et de formalisme de PA sont di��erents, il peut
être plus naturel de comprendre notre mod�ele �a un autre niveau car il est
possible de relier l'�etat � deMG au terme 0 de PA, la somme d'�etats deMG �a
la composition parall�ele de PA et la composition hi�erarchique d'�etats de MG

�a la composition s�equentielle de PA. En plus de l'�eclairage ainsi apport�e, ces
propri�et�es nous seront utiles pour l'�etude de l'expressivit�e de notre mod�ele
(chapitre 7).

On suppose une d�eclaration � de PA et on noteA le syst�eme de transition
ainsi engendr�e.

Lemme 6.4.4. �$0

Preuve. Imm�ediate comme corollaire de la proposition 6.4.2.

Lemme 6.4.5. 8 �1; �2 2MG; 8E1; E2 2 StA :

si
�1$E1;
�2$E2;

alors �1 + �2$E1kE2

Preuve. On va montrer que S est une bisimulation, o�u

S
d�ef
= f('1 + '2; F1kF2; ) : '1$F1; '2$F2g '1; '2 2 MG; F1; F2 2 StA:

Pour cela, il faut v�eri�er la propri�et�e de transfert et on consid�ere donc
une paire ('1 + '2; F1kF2) 2 S.

� Soit une transition '1+'2
�
7�! �. Au vu des r�egles de transitions de la

d�e�nition 6.3.1 et en prenant en consid�eration que '1 + '2 = '2 + '1

pour les multi-ensembles '1; '2 on a les deux cas suivants:
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{ Cas 1: '1
�7�! '0

1 et � = '0
1 + '2. Puisque '1$F1 on a une

transition F1
�
! F 0

1 dans A t.q. '0
1$F 0

1. Par application de la
r�egle pour la composition parall�ele, on d�eduit F1kF2

�
! F 0

1kF2.
Clairement, (�; F 0

1kF2) 2 S.

{ Cas 2: '2
�7�! '0

2 et � = '1 + '0
2. Un raisonnement sym�etrique

convient.

� L'autre direction de la propri�et�e de transfert se traite de fa�con sem-
blable.

Lemme 6.4.6. Soit q 2 QG un wait-noeud. 8 �1 2MG; 8E1; E2 2 StA :

si
(q;�)$E2;
�1$E1;

alors (q; �1)$E1:E2

Preuve. On va montrer que S est une bisimulation, o�u

S
d�ef
= f((p; '1); F1:F2) : '1$F1; (p;�)$F2g [ $

pour F1; F2; F3 2 StA, p un wait-noeud de Q, et '1 2MG.
Il faut v�eri�er la propri�et�e de transfert. On consid�ere donc une paire dans

S de la forme ((p; '1); F1:F2) 2 S (clairement, les autres paires ne posent pas
de probl�eme).

Soit une transition F1:F2
�
! G. Selon le type des r�egles de d�erivation

pour composition s�equentielle on a deux cas:

� Cas 1: F1
�
! F 0

1 et G = F 0
1:F2. Puisque F1$'1, par d�e�nition il

existe une transition '1
�
7�! '0

1 dansMG t.q. F 0
1$'0

1. Par application
de PAR1 on est amen�e �a p; '1

�
7�! � (= p; '0

1). On voit ais�ement que
(�;G) 2 S.

� Cas 2: F2
�
! F 0

2, isnil(F1) et G = F 0
2. Par hypoth�ese du lemme, on

a F1$'1, d'o�u il vient '1$0 et, par la proposition 6.4.2, '1 = �.
En outre, puisque (p;�)$F2, il existe une transition p;�

�
7�! '2 dans

MG t.q. F 0
2$d '2. En r�esum�e, (p; '1 =) p;�

�7�! � = '2 et on voit
que (�;G) 2 S.

Soit maintenant une transition p; '1
�
7�! �. Selon le type des r�egles de

d�erivation de MG on a deux cas possibles.
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� Cas 1: la r�egle PAR1, alors '1
�7�! '0

1 et � = p; '0
1. Puisque '1$F1

il existe une transition F1
�
! F 0

1 dans A t.q. '0
1$F 0

1 et donc, par
application des r�egles pour la composition s�equentielle on a

F1:F2
�
! G = F 0

1:F2

On voit sans peine que (�;G) 2 S.

� Cas 2: la r�egle WAIT, alors p;�
�7�! '2. Puisque p est un wait-

noeud, on a '1 = � et � = '2. Par hypoth�ese du lemme p;�$F2 et
donc, il existe une transition F2

�! F 0
2 t.q. '2$F 0

2. En outre, F1$�
implique F1$0 (par le lemme 6.4.4) et donc on a isnil(F1) (par la
proposition 5.2.3). Dans cette situation on obtient F1:F2

�
! G = F 0

2.
On voit sans peine que (�;G) 2 S.

Ces di��erentes propri�et�es permettent de saisir intuitivement les liens (et
les di��erences) entre notre mod�ele d'�etats hi�erarchiques et les combinateurs
de PA.

D'abord, nous notons que les �etats hi�erarchiques sont plus concrets, ils
ont une coh�erence interne. Ensuite, une question importante est la di��erence
du point de vue donn�ee par les primitives de synchronisation. Comme notre
mod�ele est inspir�e de toute une famille de langages r�ecursifs-parall�eles, nous
avons tenu compte de ces primitives, ce qui implique de traiter explicite-
ment des probl�emes d�ependant de la synchronisation. Il est connu que la
synchronisation n'est pas incorpor�ee �a PA.

Nous avons d�ej�a mentionn�e que l'approche de PA est tr�es int�eressante
sur le plan alg�ebrique, mais elle n'est pas plus ni moins compl�ete et sou�re
des ses limitations th�eoriques. Un des inconv�enients de notre mod�ele est de
ne pas avoir une structure alg�ebrique riche, mais les propositions que nous
venons de donner permettent de relier partiellement la structure des �etats
hi�erarchiques avec les combinateurs usuels de PA.

6.5 Etats hi�erarchiques norm�es

Nous avons d�ej�a mentionn�e dans l'introduction de cette th�ese que pour
de nombreux mod�eles de parall�elisme qui ne sont pas d'�etats �nis la plu-
part des probl�emes de v�eri�cation deviennent ind�ecidables. Nous avons aussi
mentionn�e l'approche d�ecrite dans [Fin90, ACJY96] pour l'analyse de tels
syst�emes.
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Il nous serait tr�es utile de disposer d'une structure de syst�eme de tran-
sitions bien structur�e pour l'analyse de nos sch�emas. Ce sera le th�eme du
chapitre 8. En pr�eparation nous allons

� en premier lieu, introduire une notion d'�etat hi�erarchique qui peut ter-
miner (elle fera une partie d'un autre formalisme (cf. la section 8.3))
et

� en second lieu, consid�erer de pr�es le probl�eme de savoir si (un �etat d')
un sch�ema G de RPPS peut terminer.

La d�e�nition suivante est justi��ee par la proposition 6.4.2:

D�e�nition 6.5.1. Un �etat hi�erarchique � peut terminer, ce qu'on note � #,
ssi il existe une s�equence �nie � = �1 : : : �n 2 ��

� tel que �
�17�! � � �

�n7�! �.

Par dualit�e, on note � " le fait qu'aucun comportement issu de � ne termine.
En suivant [Chr93] on dit qu'un �etat qui peut terminer est norm�e. La

norme d'un �etat � 2MG t.q. � # est le plus petit nombre de pas requis pour
la terminaison:

D�e�nition 6.5.2. Pour tout � 2MG t.q. � #, la norme de �, not�e N (�), est

N (�)
d�ef
= minfj�j : �

�
7�! � ; � 2 ��

�g:

Si � ", alors N (�)
d�ef
= 1.

Une des propri�et�es importantes de la norme de l'�etat hi�erarchique que
nous allons utiliser est celle d'être additive. Ce fait est exprim�e par la propo-
sition suivante:

Proposition 6.5.3. Soient �; �1; �2 2MG. On a

1.

N (�1 + �2) = N (�1) +N (�2);

2.

N (f(q; �)g) = N (f(q;�)g) +N (�):

Preuve.
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1. Grâce au lemme 6.4.5, N (�1 + �2) = N (�1) +N (�2) peut être prouv�e
en reprenant la preuve de [Chr93] pour l'op�erateur de composition par-
all�ele de PA.

2. La preuve pour N (f(q; �)g) = N (f(q;�)g) +N (�) est similaire.

Soit un comportement de q; �, on peut le d�ecomposer en une combinai-
son d'un comportement de q;� et d'un comportement de �, de sorte
qu'on obtient N (f(q; �)g) � N (f(q;�)g) +N (�).

On montre maintenant qu'il existe un comportement t.q.

N (f(q; �)g) � N (f(q;�)g) +N (�)

Si N (f(q;�)g) = 1 ou N (�) = 1, alors l'assertion du lemme est
vraie.

Supposons que N (f(q;�)g) = n et N (�) = m c.-�a-d. (q;�)7�!n� et
� 7�!m�. On voit ais�ement qu'il existe un comportement

(q; �)7�!m(q;�)7�!n�

et cela compl�ete la preuve.

Avant de nous attaquer �a la d�ecision de \� # ?", nous donnons quelques
lemmes qui permettront de d�ecomposer le probl�eme et de l'exprimer en ter-
mes de noeuds du graphe G.

D'abord, les d�e�nitions 6.5.1, 6.5.2 et la proposition 6.5.3 nous assurent
les propri�et�es suivantes:

Lemme 6.5.4. Soient �; �0 2MG et q 2 QG.

1. � " ssi 8 �0 (� + �0) "

2. � " implique 8 q 2 QG : (q; �) "

3. (� + �0) " ssi � " ou �0 "

4. (q; �) " ssi � " ou (q;�) "

5. � + (q; �0) " ssi � + (q;�) " ou �0 "
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Nous pouvons d�ecider si � # en deux �etapes. Premi�erement, nous r�e-
duisons le fait d'être norm�e pour un �etat hi�erarchique arbitraire de MG au
fait d'être norm�e pour un noeud de G au moyen des �egalit�es suivantes (qui
sont la cons�equence du lemme 6.5.4):

(� + �0) # = � # et �0 #
� # = true

(q; �) # = � # et (q;�) #

Remarquons qu'on adopte ici un point de vue suivant lequel \#" est une
fonction bool�eenne. En �ecrivant q # au lieu de (q;�) # , nous pouvons
formuler les �egalit�es suivantes, qui sont bas�ees sur la structure de G:

q # = true si q est un noeud end; (6.1)

q # = q0 # si q0 est le suivant d'un wait-noeud q; (6.2)

q # =
_
fq0 #; q0 un suivant d'un noeud d'action ou de test qg; (6.3)

q # = q0 # et q00 # si q0; q00 sont resp. le suivant et le noeud

invoqu�e d'un noeud pcall q: (6.4)

On va d�emontrer que le pr�edicat \#" est la plus petite solution de l'ensemble
d'�equations (6.1-6.4 ) (lues en prenant # comme inconnue), o�u \plus petite"
consid�ere l'ordre induit sur les applications deQ dans l'ensembleffalse; trueg,
avec false � true.

Pour cela, deux points sont �a mettre en �evidence:

1. �evidemment, \#" est bien une solution de (6.1-6.4),

2. # est plus petit que n'importe quelle solution.

Soit donc & une solution de l'ensemble d'�equations (6.1-6.4).

Lemme 6.5.5. Si q #, alors q &

Preuve. On d�emontre par induction sur la norme de q;�. Consid�erons les
di��erents cas possibles:

1. Si q est un noeud end, alors forc�ement q;� &, cf. (6.1).

2. Si q est un noeud wait, alors il existe une ex�ecution �nie partant de
q;�, forc�ement de la forme q;�

�
7�! q0;�

�
7�! : : :�. Par hypoth�ese

d'induction q0 # implique q0 & et donc q & puisque & v�eri�e les
�equations (6.2).
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3. Si q est un noeud d'action ou de test tel que q;�
�7�! �, alors � = q0;�

pour un q0 suivant de q.

N (q;�) = 1 + min
q0 suivant de q

N (q0;�)

Donc q a un suivant q0 de norme moindre que lui. L'hypoth�ese d'in-
duction nous donne q0 & et par application de (6.3) on obtient q &.

4. Si q est un pcall-noeud tel que q;�
�
7�! �, alors � = q0; (q00;�) en no-

tant q0 et q00 son suivant et son noeud invoqu�e. Par la proposition 6.5.3
on a

N (q;�) = 1 +N (q0;�) +N (q00;�)

Ainsi q0 et q00 ont une norme moindre. Par hypoth�ese d'induction on a
alors q0 & et q

00

& et donc q & grâce �a (6.4).

Maintenant, le pr�edicat \#" peut être calcul�e par les algorithmes habituels
de point �xe:

Lemme 6.5.6. On peut d�ecider si q # grâce �a l'algorithme suivant.

Algorithme 6.5.7. 1. initialisation: faire mark[q] := True pour tous
les q 2 QG,

2. r�ep�eter jusqu'�a stabilisation:
si

9 q tel que

mark[q] == True & q =7�!
ou
q 7�! q0 & mark[q0] == False

ou

q;�
�
7�! q0; (q00;�)& mark[q0] == mark[q

00

] == False

alors mark[q] := False

Th�eor�eme 6.5.8. (Terminaison et Correction)
L'algorithme termine et �a la �n mark[q] == False ssi (q;�) #.

Corollaire 6.5.9. On peut d�ecider si � #.

Remarquons que le corollaire 6.5.9 dit que la propri�et�e \� est norm�e"
est d�ecidable. Il ne s'agit pas du probl�eme classique de l'arrêt, qui sera
consid�er�e dans la section 8.3, mais plutôt d'un cas particulier de probl�eme
d'atteignabilit�e.
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6.6 Conclusion

Les sch�emas de RPPS et leur s�emantique d'�etats hi�erarchiques sont un
mod�ele formel du parall�elisme, inspir�e par le langage r�ecursif-parall�ele RPC.
Par la fa�con dont les �etats hi�erarchiques �evoquent des marquages du sch�ema
�ni G, ce mod�ele fait penser aux r�eseaux de Petri. N�eanmoins, il ne peut
pas être consid�er�e comme un type sp�ecial de r�eseaux de haut niveau au sens
p.ex. de [Smi96].

Il existe d'autres mod�eles du parall�elisme. A notre connaissance, le mod�e-
le RPPS que nous avons introduit n'est pas clairement apparent�e �a d'autres
mod�eles du parall�elisme:

� Les r�esultats que nous pr�esenterons au chapitre 7 semblent indiquer un
lien entre les restrictions �a la synchronisation que fait le langage RPC,
et le fragment PA des alg�ebres de processus. N�eanmoins, le point de
vue des alg�ebres de processus a ses propres avantages et inconv�enients.
Un avantage de RPPS est que notre notion d'�etats hi�erarchiques fait
abstraction de la syntaxe qui est exig�ee dans PA et ainsi donne une
vision nette d'une forme normale pour des �etats. Ainsi, les m�ethodes
que nous d�eveloppons au chapitre 8, bas�ee sur cette structure des �etats
hi�erarchiques, ne semble pas devoir s'appliquer aux alg�ebres de proces-
sus.

� Dans ce sens, les �etats hi�erarchiques font davantage penser aux mar-
quages de r�eseaux de Petri. Cependant, les sch�emas RPPS ne peuvent
pas être vus comme un type sp�ecial de r�eseaux de haut niveau [Smi96].
Dans les r�eseaux pr�edicats/transitions, ou bien dans les r�eseaux color�es,
c'est la nature des jetons qui est chang�ee. Dans RPPS, les \jetons" ne
sont pas plus riches. Plutôt, ils sont embô�t�es avec des relations pr�ecises
de d�ependance qui sont h�erit�ees quand le jeton se d�eplace.

� D'autres mod�eles permettant la r�ecursivit�e dans le parall�elisme exis-
tent, et sont même faciles �a construire p.ex. dans un cadre de s�eman-
tique d�enotationnelle [Mos90], ... En g�en�eral, ces mod�eles ne cherchent
pas �a contrôler la puissance d'expressivit�e et perdent alors la d�ecidabi-
lit�e de nombreuses propri�et�es.

� Peut-être les syst�emes de r�e�ecriture de termes sont le formalisme le plus
naturel dans lequel nous pourrions pr�esenter notre proposition de mod-
�ele RPPS. Dans un tel cadre, le côt�e arborescent des �etats hi�erarchiques
serait plus banal. Mais les syst�emes de r�e�ecriture de termes sont un
formalisme beaucoup plus g�en�eral que RPPS (d�es lors, ils ont moins de
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propri�et�es d�ecidables) et ne sont pas particuli�erement orient�es vers la
description de calculs parall�eles.



Chapitre 7

Etude d'expressivit�e du mod�ele

Dans ce chapitre nous nous int�eressons aux questions d'expressivit�e du
mod�ele RPPS.

Les sch�emas de RPPS�� ont un pouvoir d'expression limit�e, mais n�ean-
moins non trivial. Par exemple, ils autorisent qu'une composante parall�ele
attende la terminaison de toutes ses proc�edures-�lles, ce qui n'est pas possi-
ble dans les r�eseaux de Petri (RdP). Mais, par ailleurs, ils ne permettent pas
la forme g�en�erale de synchronisation de composantes parall�eles qu'on trouve
avec les RdP.

A�n de situer notre mod�ele parmi d'autres qui jouent un rôle fondamental
dans la litt�erature, nous �etudierons le pouvoir d'expression en termes de lan-
gages engendr�es. Outre les sch�emas RPPS, on consid�erera PA, BPA, BPP et
RdP comme des m�ecanismes g�en�erant des langages. Notre �etude s'appuiera
sur des travaux ant�erieurs de Baker [Bak72], Hack [Hac75], Peterson [Pet74],
lesquels ont �et�e d�evelopp�es par Starke [Sta78], Jantzen [Jan86] pour RdP et
par Christensen [Chr93] pour BPP.

Premi�erement, nous d�e�nirons la classe des langages g�en�er�es par les sch�e-
mas de RPP; nous notons cette classe L(RPPS).

Pour annoncer les principaux r�esultats de ce chapitre, nous comparerons
L(RPPS) �a la classe des langages engendr�es par les processus de PA, ce qu'on
note L(PA).

Notre d�emarche sera la suivante.

� D'abord nous montrerons comment on peut coder une d�eclaration gard�ee
de PA dans les sch�emas de RPPS et nous d�emontrerons que ce codage
est correct au sens o�u il pr�eserve les langages modulo � .

91



92 CHAPITRE 7. ETUDE D'EXPRESSIVIT�E DU MOD�ELE

� Ensuite, �a partir d'un sch�ema de RPPS nous construirons une d�ecla-
ration de PA correspondante, elle aussi pr�eservant le langage modulo
� .

Ainsi, nous arriverons �a la conclusion que les sch�emas RPPS ont le même
pouvoir d'expression que l'alg�ebre PA en termes de langages engendr�es mo-
dulo les actions silencieuses, c.-�a-d. en adoptant un point de vue \temps
lin�eaire". Ensuite, par l'interm�ediaire de L(PA) nous comparerons L(RPPS)
avec L(BPP), L(BPA) et �nalement, avec L(RdP), la classe des langages
g�en�er�es par les r�eseaux de Petri �etiquet�es.

D'autres points de vue sur la comparaison des pouvoirs d'expression sont
possibles. D'un point de vue \temps arborescent" la situation est plus com-
pliqu�ee. Nous constaterons que notre codage permettrait, moyennant cer-
tains d�etails techniques, de pr�eserver le comportement arborescent des pro-
cessus PA quand on les code en RPPS. Dans la direction oppos�ee, il ne
nous parâ�t pas possible de coder en PA le comportement arborescent de nos
sch�emas RPPS (nous n'avons pas de preuve formelle de cette conjecture.)

7.1 Langages des sch�emas RPPS

Pour commencer ce chapitre, nous allons d�e�nir le langage g�en�er�e par un
sch�ema, �a partir d'un �etat initial donn�e. Cette notion est une variante de la
notion de trace introduite dans la section 3.6.

D�e�nition 7.1.1. Soit MG = (MG;�� ; 7�!) le syst�eme de transitions �eti-
quet�e associ�e �a un sch�ema G, soit � 2MG. Le langage g�en�er�e par G �a partir
de � est l'ensemble de traces de � dans MG: TrMG

(�). On dit que deux �etats
�1 et �2 sont �equivalents en termes de langages ssi Tr(�1) = Tr(�2).

La même d�e�nition peut être facilement adapt�ee pour le langage modulo
� g�en�er�e par G �a partir de �: c'est l'ensemble de traces modulo � de �, not�e
Tr�(�). On dit que deux �etats �1 et �2 sont �equivalents en termes de langages
modulo � ssi Tr�(�1) = Tr�(�2).

Rappelons que notre notion de trace (d�e�nition 3.6.2) consid�ere des traces
compl�etes, ou traces de chemins maximaux (d'ex�ecutions) qui peuvent être
in�nis. Donc, Tr(�) ne prend pas seulement en consid�eration les comporte-
ments conduisant de l'�etat hi�erarchique � �a l'�etat �nal � comme dans la
th�eorie classique des automates.
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Exemple 7.1. Langages de traces.
Pour le syst�eme de transitions �etiquet�e associ�e au sch�ema G de la �gure 6.1 et

pour l'�etat hi�erarchique �1 = fq5; (q10; (q8;�))g:

Tr(�1) = f�4�5�
4�3�; �5�4�

4�3�g
Tr�(�1) = f�4�5�3; �5�4�3g

Parmi les comportements g�en�er�e par G �a partir de l'�etat hi�erarchique �2 =
fq5; (q9;�)g (2MG) on a celui qui est in�ni:

q5; (q9;�)
�
7�! q5; (q10; (q3;�))

�57�! q5; (q11; (q3;�))
�2
7�!

q5; (q11; (q9;�))
�
7�! q5; (q11; (q10; (q3;�)))

�2
7�! q5; (q11; (q10; (q9;�)))

�
7�! : : :

Ainsi, ��5(�2�)
! 2 Tr(�2) et �5(�2)

! 2 Tr�(�2).

La classe de langages qui nous int�eresse d'un bout de ce chapitre �a l'autre
est formellement d�e�nie comme suit:

D�e�nition 7.1.2. (Classe L(RPPS))
La classe L(RPPS) est compos�ee des langages g�en�er�es par les sch�emas de
RPPS. C'est-�a-dire, L est un langage de L(RPPS) s'il existe un sch�ema G
de RPPS tel que L = Tr�(�0), o�u �0 est l'�etat initial de G.

7.2 De PA �a RPPS

Nous consid�erons une d�eclaration � de PA, en fng, et souhaitons la
traduire en un sch�ema RPPS. � est de la forme

� = fXi

d�ef
=

niX
j=1

�ijTij j i = 1; : : : ; ng

Nous serons amen�es au r�esultat de correction de traduction en utilisant
les id�ees et les d�emarches suivantes.

� Les exemples de sch�emas vus auparavant (cf. chapitre 6) montrent
qu'on peut exprimer en RPPS des notions de choix non-d�eterministe,
de mise en parall�ele et de composition s�equentielle. Nous formaliserons
ces constructions au moyen de motifs g�en�eriques qui sont pr�esent�es dans
cette section. C'est la section 7.3 qui est consacr�ee �a la preuve de cor-
rection de cette mod�elisation.
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La premi�ere pr�esentation est celle du motif de la �gure 7.1 qui sert
�a mod�eliser le choix non-d�eterministe de PA. On note que notre
construction utilise un noeud q �etiquet�e par � et c'est la position des
actions sur les noeuds dans le formalisme d'un sch�ema de RPPS qui
nous oblige �a mettre cette �etiquette � auxiliaire.

�1 �i �n� � � � � �q0iq01

q1 qi

q0n

qn

q

Figure 7.1 : Motif RPPS pour le choix non-d�eterministe

Quant �a la composition s�equentielle, il est facile de voir que, si on
met un wait-noeud comme le suivant d'un noeud d'invocation d'une
proc�edure parall�ele, la proc�edure parentale ne peut continuer son ex�ecu-
tion qu'une fois que la coroutine invoqu�ee ait termin�e. Cette remarque
est exprim�ee par le motif de la �gure 7.2 qui utilise, lui aussi, deux
noeuds q (d'invocation) et q0 (de synchronisation) �etiquet�es par � .

q

q0

q2

q1

Figure 7.2 : Motif RPPS pour la composition s�equentielle

Avant de pr�esenter un motif qui impl�emente la composition paral-
l�ele, on remarque que l'ex�ecution d'une instruction d'invocation, le
pcall, de RPPS peut mettre en parall�ele le suivant et l'invoqu�e. On
consid�ere un sch�ema G contenant le motif de la �gure 7.3. Si le suivant
qn�1 ne peut pas atteindre une instruction de synchronisation wait,
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alors il s'ex�ecute simultan�ement avec l'invoqu�e q0
n. Cette id�ee est util-

is�ee pour introduire un motif g�en�erique pour la mise en parall�ele (cf.
la �gure 7.3.) De nouveau, notre construction demande des noeuds
(pcall et end) �etiquet�es par � .

� � �

qn

q1

q0

q0
n

q0
1

Figure 7.3 : Motif RPPS pour la composition parall�ele

� Comme PA utilise seulement le choix non-d�eterministe, la mise en par-
all�ele et la composition s�equentielle, notre ensemble de motifs est suf-
�sant.

� Mais (comme on a d�ej�a remarqu�e) ces motifs g�en�eriques utilisent quel-
ques noeuds auxiliaires pour la construction et en plus la position des
actions sur les noeuds demande quelques � auxiliaires.

� On doit donc raisonner modulo � .

� Techniquement, on va traduire une d�eclaration � en �� obtenue sim-
plement en ins�erant des pr�e�xages par �

�� = fXi

d�ef
=

niX
j=1

�:�ij :Tij j i = 1; : : : ; ng
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Ainsi, nous obtenons une d�eclaration que nos motifs nous permettent
de traiter, donnant lieu �a un sch�ema G�� . Finalement, on obtiendra
(cf. les sections 7.4 et 7.5)

� �Tr� �� �Tr� G��

qui nous permettra d'a�rmer la correction du codage

� �Tr� G��

(cf. la d�e�nition 4.6.1, page 54 pour �Tr� ).

7.3 Motifs RPPS et leur correction

Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e, le formalisme RPPS et les particu-
larit�es de la construction des motifs g�en�eriques nous obligent �a utiliser des
noeuds auxiliaires portant des �etiquettes � . C'est la raison pour laquelle
nous allons tout d'abord, g�en�eraliser les lemmes 6.4.5 et 6.4.6 au cas de la
d-bisimulation. Ce sont deux lemmes dont nous avons besoin pour �enoncer
la correction du codage.

Lemme 7.3.1. 8E1; E2 2 EXP 8 �1; �2 2MG :

si
E1$d �1
E2$d �2;

alors E1kE2$d �1 + �2:

Preuve. Imm�ediat d'apr�es les propositions 5.4.3 et 6.4.5.

Lemme 7.3.2. Soit q 2 Q wait-noeud de G.
8E1; E2 2 EXP 8 �1 2MG :

si
E1$d �1
E2$d (q;�);

alors E1:E2$d (q; �1):

Preuve. La d�emonstration d�ecoule des propositions 5.4.3 et 6.4.6.

Dans la section pr�ec�edente, nous avons donn�e les motifs pour le choix
non-d�eterministe, la composition s�equentielle et la mise en parall�ele, ainsi
qu'une intuition de leur correction. Nous allons maintenant nous consacrer
aux �enonc�es et preuves formels de cette correction.
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Remarque 7.3.3. Ces traductions entre PA et RPPS utilisent le symbole
\+" �a la fois pour d�enoter le choix non-d�eterministe de PA et l'union d'�etats
hi�erarchiques dans RPPS.

Parfois, nous sommes conduits �a m�elanger les deux formalismes. Ainsi le
+ apparaissant dans une somme d'�etats hi�erarchiques pr�e�x�es \�:� + �0:�0"
repr�esente-t-il le choix non-d�eterministe.

Choix non-d�eterministe.

Le motif de la �gure 7.1 impl�emente correctement la notion de choix non-
d�eterministe r�ealis�e par l'op�erateur + de PA. Formellement, on a le lemme
suivant:

Lemme 7.3.4. Dans la �gure 7.1

si qi;�$d Ei 8 i = 1; : : : ; n;
alors q;�$d

Pn
i=1 �:�i:Ei:

Preuve. Un �etat hi�erarchique q;� peut faire une des � -transitions q;�
�7�!

q0
i;�. C'est imitable par

Pn
i=1 �:�i:Ei

�7�! �i:Ei (d'apr�es la r�egle de tran-
sitions de PA pour la sommation). Ensuite, pour un �etat hi�erarchique q0

i;�
nous avons la seule transition possible q0

i;�
�i7�! qi;�, o�u q0

i est le noeud
d'action �etiquet�e par �i (cf. la �gure 7.1). Suivant la r�egle de transitions de
PA pour la composition s�equentielle on a �i:Ei

�i7�! Ei. Par hypoth�ese du
lemme qi;�$d Ei et donc on a v�eri��e la propri�et�e de transfert dans le sens
direct. L'autre direction se traite de la même fa�con.

Le lecteur comprendra qu'il n'est pas possible d'obtenir un r�esultat tel
que le lemme pr�ec�edent �a partir d'un terme

Pn
i=1 �i:Ei sans les � -actions

que nous avons ajout�ees. Ceci est dû au fait que les �etiquettes du mod�ele
RPPS ne servent pas de garde lors d'un choix non-d�eterministe comme elles
le font en CCS, CSP, etc. Dans un noeud q donn�e, l'action visible est �x�ee et
rien d'ext�erieur ne peut inuencer le choix non-d�eterministe entre les noeuds
suivants. Notre choix non-d�eterministe correspond �a l'op�erateur� de [DH87].

Composition s�equentielle.

Nous avons d�ej�a vu dans la section pr�ec�edente que, si on met un wait-
noeud comme le suivant d'un noeud d'invocation d'une proc�edure parall�ele,
la proc�edure parentale peut continuer son ex�ecution seulement �a condition
que la coroutine invoqu�ee ait termin�e. Cette remarque est exprim�ee par le
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motif de la �gure 7.2 qui impl�emente correctement la composition s�equentielle
r�ealis�ee par l'op�erateur (:) de PA.

Formellement:

Lemme 7.3.5. Pour un sch�ema G contenant le motif de la �gure 7.2

si qi;�$dEi 8 i = 1; 2;
alors q;�$d E1:E2

Preuve. L'�etat hi�erarchique q;� ne peut faire que la seule transition
q;�

�7�! q0; (q1;�) et donc, q;�$d q
0; (q1;�). Par le lemme 7.3.2 on voit

sans peine que q0; (q1;�)$dE1:E2 car pour le wait-noeud q0 nous avons
(q0;�)$d (q2;�).

Composition parall�ele.

Avant de pr�esenter un motif qui impl�emente la composition parall�ele de
PA, nous �etudions de pr�es comment l'ex�ecution d'une instruction d'invoca-
tion de RPP, le pcall, peut mettre en parall�ele le suivant et l'invoqu�e.

q

q1

q2

Figure 7.4 : Noeud pcall et composition parall�ele

On consid�ere un sch�emaG contenant le motif de la �gure 7.4. Si le suivant
q1 ne peut pas atteindre une instruction de synchronisation wait, il s'ex�ecute
simultan�ement avec l'invoqu�e q2; ce qu'exprime le lemme 7.3.7 qui suit (apr�es
la d�e�nition indispensable).

On dit qu'un noeud q 2 QG peut atteindre un noeud de synchronisation
wait, si et seulement si un de ses suivants peut atteindre le wait ou si
un suivant d'un de ses suivants peut atteindre le wait et ainsi de suite.
Formellement,

D�e�nition 7.3.6. (Un wait atteignable)
Un noeud q peut atteindre un wait, on note RW (q) (= True), si
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1. soit q est un wait-noeud,

2. soit RW (q0) pour un q0 suivant de q.

Cette d�e�nition est r�ecursive. On consid�ere la plus petite solution.

Avec RW (q) sous la main on est prêt pour �enoncer le r�esultat suivant.

Lemme 7.3.7. Si :RW (q), alors q; �$ (q;�) + �.

Preuve. On va montrer que 8n : q; �$ n(q;�) + �.

1. Pour n = 0 c'est vrai selon la d�e�nition 4.3.1.

2. On suppose que c'est vrai jusqu'�a n� 1. On va d�emontrer pour n. On

va d�emontrer la propri�et�e de transfert de $ n dans le sens direct. Soit
donc, q; �

�7�! � pour un � 2 �� . On raisonne par cas suivant la r�egle
de la d�e�nition 6.3.1 qui justi�e cette transition:

� Cas 1. �
�7�! �0 et � = q; �0. Dans ce cas (q;�) + �

�7�! � =
(q;�)+�0 (par r�egle PAR2) et par hypoth�ese d'induction �$ n�1�.

� Cas 2. q 7�!. Trois sous-cas peuvent se pr�esenter suivant la r�egle
utilis�ee.

(a) Sous-cas 2.1. Pour la r�egle CALL, on a q 7�! q0; �00 et
alors � = q0; (� + �

00

) Notons que :RW (q0) (par hypoth�ese).
Dans ce sous-cas (q;�) + �

�
7�! � = (q0; �

00

) + � (par la r�egle
PAR2). Mais par hypoth�ese d'induction (et par l'associativit�e
des �equivalences $ i) on a

�$ n�1(q
0;�) + � + �

00

:

(b) Sous-cas 2.2. Si c'est la r�egle END par laquelle on a d�eriv�e,
alors on a � = � et q;�

�
7�! �. Dans ce sous-cas (q;�)+�

�
7�!

� = � et �$ n�1�.

(c) Sous-cas 2.3. Si on a d�eriv�e par la r�egle ACT, alors on a
� = q0; � et par ailleurs, q;�

a7�! q0;�. Dans ce sous-cas
(q;�) + �

�
7�! � = (q0;�) + �. Par hypoth�ese d'induction

�$ n�1�.

Ainsi, on a v�eri��e la premi�ere direction de la propri�et�e de transfert de la d�e�-
nition 4.3.1; la preuve pour l'autre direction suit des arguments sym�etriques,
et donc, nous avons d�emontr�e que

q; �$ n(q;�) + �:
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D�es lors, l'assertion du lemme est imm�ediate du fait que le syst�eme de tran-
sitions consid�er�e est �a branchement �ni et donc tel que

$ =
\

n=0;1;:::

�n

d'apr�es la d�e�nition 4.3.1 et les r�esultats classiques de [BBK87a, Mil90].

On vient de d�emontrer que si un noeud q ne peut pas atteindre un wait-
noeud (:RW (q)), la proc�edure parentale q;� s'ex�ecute dans l'�etat q; � en
parall�ele avec ses �ls: q; �$ (q;�) + �.

En utilisant ce r�esultat nous pouvons maintenant �enoncer la correction
d'un motif impl�ementant la composition parall�ele de PA.

On consid�ere un sch�ema G contenant le motif de la �gure 7.3. On a

Lemme 7.3.8. Pour le motif de la �gure 7.3

qn;�$d f(q
0
1;�); : : : ; (q0n;�)g:

Preuve. Par induction sur le nombre n de composantes parall�eles en utili-
sant le fait que :RW (qi) 8 i = 0; : : : ; n et que q0;�$�.

1. Pour n = 0 on est dans un �etat hi�erarchique qn;�, o�u qn est un noeud
end. La seule transition �a faire est qn;�

�
7�! � et donc, qn;�$d �.

2. On suppose que notre assertion est vraie jusqu'�a n� 1. On va d�emon-
trer qu'elle est vraie pour n.

� On consid�ere d'abord la direction \(" pour d�emontrer que
qn;�$d f(q

0
1;�); : : : ; (q0n;�)g.

Soit f(q01;�); : : : ; (q0n;�)g$d qn;�. Pour chaque transition de
l'�etat hi�erarchique f(q01;�); : : : ; (q0n;�)g on voit ais�ement (par con-
struction du motif 7.3 d'un sch�ema G) qu'il existe une suite de n
� -transitions telle que qn;�(

�7�!)nf(q01;�); : : : ; (q0n;�)g et donc, �a
partir de ce moment, il est possible de faire la même transition
7�! et obtenir exactement les mêmes �etats qui sont, �evidemment,
d-bisimilaires.

� Maintenant on consid�ere la direction \)" pour d�emontrer la pro-
pri�et�e de d-transfert pourf(q01;�); : : : ; (q0n�1;�); (q0n;�)g et(qn;�)
.
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Pour un �etat hi�erarchique (qn;�) la seule transition possible est
(qn;�)

�
7�! (qn�1; (q0n;�)) et donc, (qn;�)$d (qn�1; (q

0
n;�)).

Puisque

qn�1;�$d f(q
0
1;�); : : : ; (q

0
n�1;�)g (par hypoth�ese d'induction),

(q0n;�)$d (q
0
n;�);

on a (par la proposition 5.4.3)

(qn�1;�)k(q
0
n;�)$d f(q

0
1;�); : : : ; (q

0
n�1;�)gk(q

0
n;�):

Outre cela, d'apr�es la cons�equence du lemme 6.4.5 on voit que

f(q01;�); : : : ; (q
0
n�1;�)gkf(q

0
n;�)g

et
f(q01;�); : : : ; (q

0
n�1;�)g+ f(q0n;�)g

sont d-bisimilaires. Il est facile de voir que

(qn�1;�)k(q
0
n;�)$d f(q

0
1;�); : : : ; (q

0
n�1;�); (q

0
n;�)g:

(par construction du motif, on a :RW (qn�1)). Par le lemme 7.3.7
on a

(qn�1;�)k(q
0
n;�)$d (qn�1; (q

0
n;�));

alors on obtient (qn;�)$d f(q
0
1;�); : : : ; (q

0
n�1;�); (q

0
n;�)g.

7.4 Codage des processus PA

En utilisant les motifs pr�esent�es par les �gures 7.1, 7.2 et 7.3 nous pouvons
coder une d�eclaration � de PA en fng dans un sch�ema de RPPS.

Donc, soit

� = fXi

d�ef
=

niX
j=1

�ij :Tij j 1 � i � ng

une d�eclaration de PA en fng. Comme on a d�ej�a remarqu�e, on doit raisonner
modulo � . Techniquement, on consid�ere une d�eclaration �� obtenue �a partir
de � simplement en ins�erant des pr�e�xages par �

�� = fXi

d�ef
=

niX
j=1

�:�ij :Tij j i = 1; : : : ; ng
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Ainsi, nous obtenons une d�eclaration que nos motifs nous permettront de
traiter au moyen d'un sch�ema G�� .

A�n de coder la d�eclaration �� dans un sch�ema de RPPS on introduit
l'ensemble des sous-expressions de �� par

sub(��) = fX1;X2; : : : ;Xn; T11; T12; : : : ; g:

Cet ensemble contient les variables X1;X2; : : : ;Xn, les expressions Tij elles-
mêmes, et leurs sous-expressions. Notons qu'il ne contient pas les expres-
sions en partie droite de �� , dont les Tij ne sont que des sous-termes (cf.
l'exemple 7.2). Evidemment, cet ensemble est �ni.

A partir de la d�eclaration �� = fXi

d�ef
=
Pni

j=1 �:�ij :Tij j 1 � i � ng en fng
on d�e�nit le sch�ema G�� en utilisant un noeud pour chaque sous-expression
de sub(��), c.-�a-d. un noeud qXi

pour chaque variable Xi 2 V ar(�), un
noeud qTij

pour chaque Tij et ainsi de suite. Ces noeuds sont reli�es entre
eux par des noeuds suppl�ementaires en utilisant les motifs pr�esent�es dans la
section 7.3 de fa�con �a recr�eer les motifs, bien sûr en fonction des op�erateurs
de PA qui relient les sous-expressions. C'est possible car dans la d�eclaration
�� les seules occurrences de + sont de la forme particuli�ere

Xi

d�ef
=

niX
j=1

�:�ij :Tij

Un point important est �a noter: les motifs introduisent des noeuds auxi-
liaires, de sorte que G�� peut avoir plus de noeuds que les seuls qE pour
E 2 sub(��).

Nous n'allons pas d�e�nir plus formellement la construction de G�� . On
donnera plutôt un exemple qui permettra au lecteur de voir comment elle
fonctionne.

Exemple 7.2. Une d�eclaration � et le sch�ema G�� de RPPS associ�e.
On consid�ere la d�eclaration suivante � de PA en fng:

X1 = �1 +�2:(X1kX2)
X2 = �2:(X2:X3) +�3
X3 = �3

Alors �� est donn�e par

X1 = �:�1 +�:�2:(X1kX2)
X2 = �:�2:(X2:X3) +�:�3
X3 = �:�3
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�

�2 �1

�

�

�3

�

�2 �3

�

�

X3:
X2:X1: �

X2:X3:X1kX2:

Figure 7.5 : Sch�ema associ�e �a la d�eclaration de l'exemple 7.2

Ainsi l'ensemble des sous-expressions de �� est

sub(��) = fX1; X2; X3; X1kX2; X2:X3; 0g:

Le codage de cette d�eclaration dans RPPS est donn�e par la �gure 7.5.

On peut alors �enoncer la correction de ce codage:

Th�eor�eme 7.4.1.

�� �Tr� G��

Preuve. On va donner l'id�ee de la preuve.

� La fa�con dont nous construisons le sch�emaG�� en assemblant les motifs
des �gures 7.1, 7.2 et 7.3 nous assure que le comportement des �etats
hi�erarchiques (qXi

;�) est bien une solution (au sens de $d ) de ��

vue comme un syst�eme d'�equations. C'est en fait ce qu'�enoncent les
lemmes 7.3.4, 7.3.5 et 7.3.8 de correction des motifs.

� La d�eclaration �� est gard�ee et par cons�equent, elle a une solution
unique modulo bisimulation (cf. page 60). Malheureusement, cette
propri�et�e n'est pas vraie modulo d-bisimulation: par exemple, pour

�� = fX
d�ef
= �:�:Xg on a deux solutions (0 et X) qui ne sont pas

d-bisimilaires.

� N�eanmoins, pour les motifs de la section 7.3, on pourrait donner des
�enonc�es de correction en terme de bisimulation forte:
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1. Pour le motif de la �gure 7.3 on a

qn;�$ �:(q0n;�k�:(q
0
n�1;�k�:(: : : (q

0
1;�k�:0)))):

2. Pour le motif de la �gure 7.2 on a

q;�$ �:(q1;�):�:(q2;�):

3. Pour le motif de la �gure 7.1, on a

q;�$
nX

i=1

�:�i:(qi;�):

Ainsi, on pourrait consid�erer une autre d�eclaration ��
� (o�u on n'ins�ere

qu'un nombre �ni de � dans �� , et toujours par des pr�e�xages) telle
que le comportement de notre sch�emaG�� soit solution de ��

� en terme
de bisimulation forte. L'unicit�e des solutions donne alors:

��
� $G��

� Mais, par ailleurs, il est clair que le passage de �� �a ��
� pr�eserve la

d-bisimulation: les � nouvellement introduits ne cr�eent pas de diver-
gence et ne modi�ent pas les gardes des choix non-d�eterministes (NB:
contrairement au passage de � �a �� ).

� On en d�eduit
�� $d �

�
� $G��

ce qui prouve le th�eor�eme.

7.5 De �� �a �

Apr�es le th�eor�eme 7.4.1 reliant �� et G�� , il nous reste �a d�emontrer que

� �Tr� ��

C'est le but de cette section.

On consid�ere donc une d�eclaration � en fng

� = fXi

d�ef
=

niX
j=1

�ij :Tij j i = 1; : : : ; ng
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avec donc

�� = fXi

d�ef
=

niX
j=1

�:�ij :Tij j i = 1; : : : ; ng

Le lemme suivant nous permettra de retrouver le comportement de la
d�eclaration � dans celui de �� :

Lemme 7.5.1.

8E;F 2 EXP : si E
�
!�F; alors E(

�
!�� )

� �
!��F

Preuve. Par induction sur la d�erivation de E
�!�F . On consid�ere la forme

de E:

1. Pour E = �:E0 alors F = E0 et la seule transition possible dans � et
�� est E

�
!F .

2. Si E = X et X
�!�F , alors il existe forc�ement la pr�emisse E

�!�F avec

X
d�ef
= E 2 � et avec E de la forme

P
i Ei donc, il existe une pr�emisse

Ei
�
!�F . Dans �� on a:

Ei(
�
!�� )

� �
!��F (par hypoth�ese d'induction), et donc,

�:Ei(
�
!�� )

� �
!��F ensuite, on en d�eduit queP

i �:Ei(
�
!�� )

� �
!��F et donc,

X(
�!�� )

� �!��F avec X
d�ef
=
P

i �:Ei 2 ��

3. Si (E =) E1kE2
�!�F , alors on a E1

�!�F1 (ou bien, E2
�!�F2) t.q.

F = F1kE2 (resp. F = E1kF2). Par hypoth�ese d'induction nous avons
E1(

�
!�� )

� �
!��F1 (ou bien, E2(

�
!�� )

� �
!��F2), d'o�u on peut d�eriver

E1kE2| {z }
E

(
�!�� )

� �!�� F1kE2| {z }
F

(resp., E1kE2| {z }
E

(
�!�� )

� �!�� E1kF2| {z }
F

):

4. Pour E = E1:E2 et E = E1 +E2 la preuve est par analogie avec le cas
pr�ec�edent (en utilisant les r�egles correspondantes).

L'induction est compl�ete.

Exemple 7.3.
On consid�ere la d�eclaration � de l'exemple 7.2 et une expression

E = �2:(X1kX2)
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Si
(E =) �2:(X1kX2)

�27�!�(X1kX2)
�27�!�

((X1kX2)kX2)
�27�!�((X1kX2)k(X2:X3)) (= F )

alors pour �� on a:

(E =) �2:(X1kX2)
�27�!�� (X1kX2)

�
7�!��

�27�!��

((X1kX2)kX2)
�
7�!��

�27�!�� ((X1kX2)k(X2:X3)) (= F )

Le lemme 7.5.1 donne imm�ediatement

Corollaire 7.5.2. Tr�(�) � Tr�(��).

Nous allons maintenant �etudier l'inclusion dans l'autre direction.

Compte tenu du fait que la seule di��erence entre � et �� consiste en
ce que �� est obtenue de � en ins�erant des pr�e�xages par � , on voit que si
E

�
7�!��F alors il y a deux possibilit�es:

1. soit il existe la même transition dans � et

E
�
7�!�F

2. soit il s'agit d'une action � ajout�ee par la transformation � en �� et
c'est une variable X qui e�ectue cette � -transition et qui devient un

des �i:Ei conform�ement �a la d�e�nition X
d�ef
=
P

i �:�i:Ei 2 �� de X.
Quant �a �, il n'y a pas de telle � -transition. N�eanmoins, ce cas peut
être consid�er�e comme un remplacement dans E d'une occurrence non
gard�ee de cette variable X par le même �i:Ei qui est pr�esent dans la

d�e�nition X
d�ef
=
P

i �i:Ei 2 � de X.

Exemple 7.4. Un remplacement.
On consid�ere la d�eclaration

� = fX
d�ef
= �:Y + �:X ; Y

d�ef
= �:(X + Y )g;

la d�eclaration

�� = fX
d�ef
= �:�:Y + �:�:X ; Y

d�ef
= �:�:(X + Y )g

et une expression E = Xk(�:Y ).



7.5. De �� �a � 107

Si (E =) Xk(�:Y )
�
7�!��XkY , il existe (E =) Xk(�:Y )

�
7�!�XkY . Ensuite,

si �� 3 Y
�
7�!�� �:(X + Y ), alors par la r�egle pour la mise en parall�ele de PA

on a XkY
�
7�!��Xk�:(X + Y ). On voit qu'il n'y a pas de cette � -transition dans

�, mais Xk�:(X + Y ) peut être obtenu de XkY en rempla�cant l'occurrence non

gard�ee de Y par �:(X + Y ) pr�esent dans la d�e�nition de Y 2 �.

Pour d�emontrer le r�esultat dont l'intuition vient d'être donn�ee, on in-
troduit une notion d'une \restriction d'une expression". Cette restriction
d�epend d'une d�eclaration qui sert de contexte. Formellement,

D�e�nition 7.5.3. On dit que F est une �-restriction de E, not�ee E / F , si
E / F est la plus petite relation d�e�nie par les r�egles suivantes:

1. 0 / 0

2. X / X

3. �:E / �:E

4. X
d�ef
=
P

Ei 2 � ) X /
P

i2J�f1;:::;ng Ei

5. (a) E1 / E2 ) E1 + E3 / E2

(b) E1 / E2 ) E3 + E1 / E2

6. (a) E1 / F1&E2 / F2 ) E1kE2 / F1kF2

(b) E1 / F1&E2 / F2 ) E1 + E2 / F1 + F2

7. E1 / F1 ) E1:E2 / F1:F2

8. E2 / F2& isnil(E1) ) E1:E2 / E1:F2

Exemple 7.5. Des restrictions.

On consid�ere la d�eclaration � = fX
d�ef
= �:Y + �:X ; Y

d�ef
= �:(X + Y )g et

l'expression E = Xk(�:Y ).

L'expression H = Xk(�:�:(X + Y )) n'est pas une �-restriction de E car on a

remplac�e une occurrence gard�ee de Y , mais F = (�:Y )k(�:Y ) l'est.

Lemme 7.5.4. 8E;F 2 EXP��

si E
�!�� F , alors

� soit E
�
!� F ,

� soit � = � et F est une �-restriction de E.



108 CHAPITRE 7. ETUDE D'EXPRESSIVIT�E DU MOD�ELE

Preuve. On raisonne par induction sur la d�erivation de E
�!� F .

L'induction est �evidente si la derni�ere r�egle utilis�ee est celle du pr�e�xage,
une des r�egles de la mise en parall�ele, ou la premi�ere r�egle de la composi-
tion s�equentielle. Le cas de la deuxi�eme r�egle de la composition s�equentielle
n�ecessite de remarquer que isnil(E) a la même valeur dans � et �� . Les
r�egles pour le choix non-d�eterministe n�ecessitent de remarquer que si E0 est
une �-restriction de E1, alors c'est une �-restriction de E1 + E2.

Il est alors possible de construire une d-simulation entre �� et �, �etab-
lissant le

Corollaire 7.5.5. Tr�(�� ) � Tr�(�)

d'o�u (par combinaison avec le corollaire 7.5.2)

Th�eor�eme 7.5.6.

Tr�(��) = Tr�(�)

C'est ce th�eor�eme qui autorise l'utilisation de la transformation de � en
�� utilis�ee dans ce chapitre. Il ne reste d�es lors plus qu'�a conclure:

Corollaire 7.5.7.

Tr�(�) = Tr�(G�� )

Preuve. En combinant les th�eor�emes 7.4.1 et 7.5.6.

7.6 De RPPS �a PA

Nous pouvons maintenant aborder le probl�eme du codage des sch�emas
RPPS dans l'alg�ebre PA.

L'inclusion L(RPPS) � L(PA) est plus di�cile �a d�emontrer que l'inclusion
inverse. L'id�ee sous-jacente de la preuve peut être illustr�ee sur un exemple.

Exemple 7.6. Un noeud pcall et son voisinage.
On consid�ere le noeud q0 dans la �gure 7.6. Ici �0 = q0;� va engendrer une

invocation-�lle �1 = q1;�. Cette invocation �1 va s'ex�ecuter \en parall�ele" avec
une continuation de �0 jusqu'au moment o�u la continuation rencontre un noeud
wait. A partir de ce point, la relation entre la continuation de �0 et �1 sera



7.6. De RPPS �a PA 109

�5

�1

�2
�3

�4

q1

q7

r1

r2

q2

q3 q5

q6

q9

q0

q8q4

Figure 7.6 : Un noeud pcall et ses suivants

une composition strictement s�equentielle. Ainsi, un codage convenable du sch�ema
(fragmentaire) de la �gure 7.6 serait

Xq0 = (�1:�2:0kXq1)
+ (�1:�3:�4:0kXq1) : Xq7

+ (�1:0kXq1) : Xq8

Xq1 = : : :

o�u on combine composition parall�ele et composition s�equentielle.

Le codage est plus compliqu�e quand les noeuds wait sont �a l'int�erieur de

boucles de suivants.

Maintenant, nous allons d�e�nir formellement comment construire la d�e-
claration �G pour un sch�ema G donn�e.

Consid�erons QG et LG d'un sch�ema G 2 RPPS�� . On distingue les
noeuds wait des autres:

QG = Qwait [ Qreste = fr1; : : : ; rmg [Qreste:

Nous rappelons et g�en�eralisons une notation d�e�nie en section 6.2 et sou-
vent utilis�ee dans les prochains r�esultats. Etant donn�e un noeud q 2 QG,
nous noterons l'ensemble des suivants de q par Qsuiv

q . Si pour un noeud
q, l'ensemble des suivants est un singleton fq0g, nous �ecrirons simplement
Qsuiv

q = q0 = suiv(q) (c'est en particulier le cas pour les noeuds wait).
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Pour chaque noeud q 2 Q nous allons former un ensemble Iq � Qwait de
noeuds wait (qui apparâ�tront dans l'�equation d�e�nissant Xq). Cet ensemble
est donn�e par: pour chaque r 2 Qwait, r 2 Iq s'il existe un chemin de
suivants partant de q et atteignant r ceci sans passer par d'autres wait-
noeuds. (Le chemin peut être de longueur nulle, et en particulier Ir = frg
pour r 2 Qwait.) On dit que q peut �eviter les wait-noeuds s'il existe un
chemin maximal de \suivants" partant de q et ne visitant aucun r 2 Qwait.

Exemple 7.7.
Dans la �gure 7.6, on a

Iq0 = fr1; r2g q0 peut �eviter les wait-noeuds;
Ir1 = fr1g r1 ne peut pas �eviter le wait-noeud:

Remarquons que pour tout q, l'ensemble Iq est facilement calculable.

A partir de l'ensemble Iq, on construit une d�eclaration de PA pour la
variable Xq:

Xq

d�ef
=

(
Xnw

q +
P

r2Iq Xr
q :Xsuiv(r) si q peut �eviter les wait-noeudsP

r2Iq Xr
q :Xsuiv(r) sinon

Notons que si q ne peut pas �eviter les wait-noeuds, Iq 6= �.
Les d�eclarations des Xq utilisent des variables auxiliaires Xnw

q et Xr
q que

nous devons d�e�nir en PA; pour chaque r 2 Iq on d�e�nit une variable Xr
q

suivant le type du noeud q 2 Q:

1. q est un noeud end: impossible car alors Iq est vide;

2. q est un noeud wait: alors q = r et on ajoute

Xr
q

d�ef
= �:0

3. q est un noeud d'action ou de test, �etiquet�e par � 2 � avec Qsuiv
q =

fq1; : : : ; qng: alors on ajoute

Xr
q

d�ef
=

nX
i=1

X
r2Iqi

�:Xr
qi

Remarquons que cette somme n'est pas vide car sinon q n'atteint pas
r.
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4. q est un noeud pcall, de noeud suivant q0 et de noeud invoqu�e q
00

:
alors on pose

Xr
q

d�ef
= �:(Xr

q0kXq
00 )

Exemple 7.8.
Dans la �gure 7.6, on a

Xr2
q0

d�ef
= �:(Xr2

q2
kXq1)

Xr2
q2

d�ef
= �1:X

r2
r2

Xr2
r2

d�ef
= �:0

: : :

Pour d�e�nir les variables Xnw
q on proc�ede de nouveau par cas sur le type

du noeud q:

1. q est un noeud end: alors

Xnw
q

d�ef
= �:0

2. q est un noeud wait: ce cas est impossible

3. q est un noeud d'action ou de test, �etiquet�e par � 2 � avec Qsuiv
q =

fq1; : : : ; qng: on pose

Qnw d�ef
= fq0 2 Qsuiv

q j q0 peut �eviter les waitg

et on ajoute

Xnw
q

d�ef
=
X

q02Qnw
�:Xnw

q0

4. q est un noeud pcall de noeud suivant suiv(q) = q0 et d'invoqu�e q
00

,
alors on pose

Xnw
q

d�ef
= �:(Xnw

q0 kXq
00 )

Exemple 7.9.
Dans la �gure 7.6, on a

Xq1

d�ef
= Xnw

q1

Xnw
q1

d�ef
= �5:X

nw
q9

Xnw
q9

d�ef
= �:0
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Finalement, �a un sch�ema G, on associe une d�eclaration �G dont les va-
riables sont

V ar(�G)
d�ef
= fXqj q 2 Qg
[ fXr

q j r 2 Iq; q 2 Qg
[ fXnw

q j q peut �eviter les wait; q 2 Qg

et chaque variable de V ar(�G) est d�e�nie par une �equation dont la cons-
truction a �et�e d�ecrite ci-dessus.

Nous venons de mettre en �evidence les d�etails techniques de construction
de la d�eclaration �G de PA �a partir d'un sch�ema G 2 RPPS�� . Cette �etude
d�etaill�ee va nous être imm�ediatement utile pour �enoncer le r�esultat suivant,
concernant la correction du codage:

Th�eor�eme 7.6.1.

G �Tr� �G

Preuve. Nous consid�erons deux syst�emes de transitions �etiquet�es:

MG = (MG; 7�!;��) associ�e �a G;

D�G
= (EXP�G

;!�G
;��) associ�e �a �G:

1. Avec les variables que nous avons introduites, il est possible d'associer
une expressions E� �a chaque �etat hi�erarchique �. Comme pour la d�e-
claration de Xq, la d�e�nition pour Eq;� consid�ere les deux cas suivant
que q peut �eviter ou non les noeuds wait:

Eq;�

d�ef
=
X
r2Iq

(Xr
qkE�):Xsuiv(r) (+Xnw

q si q peut �eviter les wait)

et bien sûr

E�+�
d�ef
= E�kE�

Intuitivement, l'expression E� a le même comportement que l'�etat �
sauf que Xq 2 V ar(�G) doit choisir imm�ediatement le noeud wait

qu'elle va rencontrer (ou choisir de ne pas en rencontrer), alors que
l'�etat hi�erarchique f(q;�)g peut (et doit) choisir plus tard, en fonction
de la forme de G.

Formellement, on peut montrer qu'il y a une simulation entre E� et �
(la preuve, fastidieuse, est omise). D'o�u on d�eduit Tr(E�) � Tr(�). Et
comme Eq0 = Xq0

Tr(D�G
) � Tr(MG)
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2. L'inclusion inverse Tr(MG) � Tr(D�G) est plus di�cile �a d�emontrer
car ici on ne peut pas �etablir une relation de simulation: le choix dans
le sch�ema G et celui dans la d�eclaration associ�ee �G s'e�ectuent dans
les moments di��erents.

q0

q2

q5

q6

q5

q1

q9

r1

�

�1

�3

�4

�5

\p�ere\ \�ls\

Figure 7.7 : Exemple de d�ecomposition d'un chemin

L'id�ee est de consid�erer un chemin partant de � dans le syst�eme de
transitionsMG, chemin qui correspond �a un comportement (peut-être
inachev�e) de MG. On peut voir ce chemin comme obtenu, en com-
binant par entrelacement des chemins correspondant aux di��erentes
composantes de �, et en fait il est possible de le d�ecomposer de fa�con
�a extraire, pour chaque composante de �, la partie du chemin qui peut
lui être attribu�ee.

Exemple 7.10.

La �gure 7.7 contient un exemple d'un chemin d�epli�e qui est fourni par le

sch�ema G de la �gure 7.6.

Si on consid�ere un chemin de suivants de

(�0 =) q0
�
7�! q2

�17�! q5
�37�! q6

�47�! r1
�
7�! q7;
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alors, en atteignant le wait-noeud r1, on sait quel choix �etait fait dans

l'�equation Xq0

d�ef
= E�0 =

P
: : : (�0 est simul�e par E�0) de la d�eclaration

�G et comme cons�equence, on sait construire l'expression E�[r1] qui
simule un �etat hi�erarchique �[r1] donc, on sait trouver le même chemin
dans le ST D�G .

Nous pouvons faire les mêmes d�emarches pour chaque \couche" de
d�ecomposition.

7.7 Comparaison des classes de langages

Nous avons montr�e, dans ce chapitre, comment notre mod�ele de sch�emas
de RPPS et celui de l'alg�ebre PA sont �etroitement (mais imparfaitement) li�es.
Nous avons montr�e que, modulo les actions silencieuses, la classe L(RPPS)
des langages de traces engendr�es par les sch�emas �nis de RPPS est �egale �a
la classe des langages engendr�es par PA.

Dans cette optique \temps lin�eaire", la discipline pcall/wait peut donc
être exprim�ee comme une combinaison du parall�elisme disjoint sans synchro-
nisation entre processus et de la composition s�equentielle.

Maintenant, nous aimerions utiliser le r�esultat mentionn�e ci-dessus en
faisant la comparaison L(RPPS) avec trois classes de langages qui sont com-
mun�ement connues: L(BPP), L(BPA) et L(RdP).

Classiquement, les r�eseaux de Petri (RdP) peuvent être lus comme un
exemple de syst�emes de transitions. Si, en plus, des transitions de RdP por-
tent des �etiquettes, y compris � , on peut alors consid�erer L(RdP), la classe
des langages g�en�er�es par les r�eseaux de Petri �etiquet�es.

Notre r�esultat L(RPPS)=L(PA) nous permet de r�eutiliser les r�esultats
connus sur PA. Ces r�esultats sont donn�es p.ex. dans [Chr93]. Il nous est
seulement n�ecessaire de les compl�eter avec le

Th�eor�eme 7.7.1. L(RdP) n'est pas inclus dans L(PA).

Preuve. Consid�erons le langage

L
d�ef
= fan:bm:cm j m � ng

Clairement, L 2 L(RdP) et L 62 L(BPA). Mais on peut montrer que si L est
engendr�e par une d�eclaration � de PA, il est engendr�e par une d�eclaration
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�0 de BPA. En e�et, dans �, toutes les mises en parall�ele de la forme EkF
s'appliquent �a des termes E et F qui ne peuvent faire que des actions de
même �etiquette (p.ex. E et F ne peuvent faire que des a), et peuvent donc
être remplac�ees par des compositions s�equentielles E:F .

Nous pouvons alors �enoncer que

� L(BPA) et L(BPP) sont strictement inclus dans L(RPPS),

� les classes L(RdP) et L(RPPS) sont incomparables, leur intersection
contient L(BPP).

Nous pouvons conclure ce chapitre en r�esumant comment les principaux
mod�eles que nous avons mentionn�es se comparent entre eux. La �gure 7.8
rassemble les r�esultats de ce chapitre.

L(RCCS)

L(PA)=L(RPPS)

L(BPP)

L(BPA)

L(RdP)

Figure 7.8 : Comparaison des classes de langages (modulo les actions si-
lencieuses)
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Chapitre 8

Sch�emas RPPS bien structur�es

Nous nous sommes jusqu'�a pr�esent int�eress�es �a des probl�emes concer-
nant la d�e�nition de notre mod�ele et sa comparaison avec d'autres mod�eles
formels. Nous allons maintenant nous pencher sur les m�ethodes permettant
d'analyser les programmes repr�esent�es dans notre mod�ele.

Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, les sch�emas RPPS (programmes
RPC non interpr�et�es) donnent naissance �a des syst�emes de transitions po-
tentiellement in�nis �a cause de la r�ecursivit�e. La plupart des techniques
pour la v�eri�cation de syst�emes parall�eles proc�ede par un parcours exhaus-
tif de l'espace d'�etats. Par cons�equent, ces techniques sont intrins�equement
incapables de consid�erer des syst�emes dont les ensembles d'�etats sont in�nis.

R�ecemment, certaines m�ethodes ont �et�e d�evelopp�ees pour vaincre cette
limitation, du moins pour des classes restreintes de tels syst�emes. Il y a lieu
de citer ici par exemple [CH93, Mol96, ACJY96, Esp96].

Dans notre recherche, nous avons choisi un cadre de syst�emes de tran-
sitions bien structur�es dont l'utilisation pour l'analyse de syst�emes �a nom-
bre d'�etats in�ni est apparue dans [Fin90] et plus tard a �et�e d�evelopp�ee
dans [ACJY96].

Selon les d�e�nitions propos�ees notamment par Finkel, la principale pro-
pri�et�e des syst�emes \bien structur�es" est l'existence d'un beau pr�eordre entre
les �etats qui est compatible avec la relation de transition.

Dans ce chapitre, bas�e sur [KS96a], on montre comment les sch�emas
RPPS peuvent être munis d'une s�emantique formelle ayant la propri�et�e d'être
\bien structur�ee\.

Nous voudrions justi�er notre choix des syst�emes de transitions \bien
structur�es" en soulignant que c'est la g�en�eralit�e de l'approche qui est tr�es
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importante. En e�et, on trouve de plus en plus d'exemples des syst�emes de
transitions \bien structur�es" tels que les hybrid automata [Hen95], les data-
independent systems [JP93, Wol86], les relational automata [Cer94], les lossy
channel systems [AJ93, AK95] et les r�eseaux de Petri (avec un beau pr�eordre
pris comme une inclusion entre des marquages [Fin90]).

Notons cependant que notre point de vue sur la propri�et�e d'un beau pr�eor-
dre entre les �etats d'être compatible avec la relation de transition, est tr�es
di��erent des exemples d�ej�a connus de syst�emes de transitions bien struc-
tur�es. Ainsi, notre �etude �elargit le domaine d'application des m�ethodes
de [Fin90, ACJY96].

Ce chapitre est organis�e de la fa�con suivante. La premi�ere section rappelle
la notion de syst�eme de transitions bien structur�e et donne deux cons�equences
importantes de l'existence d'un beau pr�eordre. La section 8.2 explique com-
ment les sch�emas de RPPS peuvent être vus comme des syst�emes de transi-
tions bien structur�es, d'o�u nous tirons la d�ecidabilit�e de certains probl�emes
d'atteignabilit�e. La section 8.3 donne une autre vue \bien structur�ee" des
sch�emas de RPPS, d'o�u nous tirons de nouveaux r�esultats de d�ecidabilit�e
(par exemple le probl�eme de l'arrêt).

8.1 Syst�emes de transitions bien structur�es

On a d�ej�a mentionn�e dans l'introduction de ce chapitre que quand on
passe des syst�emes d'�etats �nis �a des syst�emes dont les ensembles d'�etats
sont in�nis, beaucoup de probl�emes de v�eri�cation deviennent ind�ecidables.
N�eanmoins, un cadre g�en�eral pour la compr�ehension de certains r�esultats est
apparu: les syst�emes de transitions bien structur�es.

Les syst�emes de transitions bien structur�es ont obtenu leur nom de leur
utilisation d'un beau pr�eordre, cf. d�e�nition 3.1.4, (en anglais: \well-ordering")
entre les �etats. Nous allons donner deux cons�equences importantes (le lemme
8.1.1 et la proposition 8.1.2) d'un beau pr�eordre qui nous seront utiles par la
suite.

Soit (X;�) un ensemble muni d'un beau pr�eordre. Un id�eal (dans X) est
un sous-ensemble I � X ferm�e vers le haut par �, i.e. tel que q2 � q1 2 I
implique q2 2 I.

Un id�eal peut être obtenu par fermeture vers le haut d'un ensemble. Pour
un S � X, la fermeture vers le haut de S, not�ee " (S), est

" (S)
d�ef
= fx 2 X j y � x pour un y 2 Sg
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Ainsi, si I est un id�eal t.q. I =" (S), nous disons que S est une base pour I.
Pour une partie S � X pour un (X;�) bien fond�e, nous d�e�nissons

l'ensemble des �el�ements minimaux dans S, not�e min�(S), comme

min�(S)
d�ef
= fx 2 S j 6 9 y 2 S; y � xg

Pour tout id�eal I, min(I) est une base pour I.

Lemme 8.1.1. Toute s�equence in�nie I0 � I1 � I2 � : : : d'id�eals croissants
est stationnaire, i.e. il existe un k 2 IN tel que Ik = Ik+1 = Ik+2 = : : :.

Preuve. Par l'absurde, si la suite n'est pas stationnaire nous pouvons
extraire une suite strictement croissante. Il suit de l�a qu'il existe une s�equence
q0; q1; q2; : : : telle que qk 2 Ik et qk 62 Ij pour tout j < k. Cela veut dire que
qj 6� qk pour j < k, autrement qk 2 Ij parce que Ij est un id�eal. Cette
s�equence q0; q1; q2; : : : viole alors l'hypoth�ese du beau pr�eordre.

Le lemme 8.1.1 peut être utilis�e pour d�emontrer la terminaison des al-
gorithmes bas�es sur les m�ethodes de saturation o�u on calcule une s�equence
de plus grands ensembles ferm�es vers le haut (cf. section 8.2). De tels al-
gorithmes ont �a manipuler des ensembles ferm�es vers le haut qui sont en
g�en�eral in�nis. On en a une repr�esentation �nie via une base �nie et c'est
une deuxi�eme cons�equence importante de la propri�et�e de beau pr�eordre qui
peut être formul�ee imm�ediatement:

Proposition 8.1.2. Tout id�eal I � X d'un beau pr�eordre peut être repr�esen-
t�e par une base �nie I0 = fx1; : : : ; xng d'�el�ements minimaux t.q. I =" (I0).

Les bases �nies nous permettent de r�epondre �a de nombreuses questions
sur les ensembles in�nis qu'elles repr�esentent:

Proposition 8.1.3. Si � est d�ecidable, alors le probl�eme de savoir, �etant
donn�es deux ensembles �nis I0 et J0, si " (I0) �" (J0), est d�ecidable.

On rappelle que � est d�ecidable s'il existe un algorithme qui r�epond �a toutes
les questions \x � y ?" pour x; y 2 X.

Dans la litt�erature [Fin90, ACJY96, KS96a], on peut trouver plusieurs
propositions di��erentes pour la notion de syst�eme de transitions bien struc-
tur�e. Mais toutes les propositions partagent les mêmes �el�ements de base:
syst�eme de transitions �etiquet�e muni d'un beau pr�eordre qui est d�ecidable
et compatible avec la relation de transitions. Un syst�eme de transitions bien
structur�e (un STBS) est une structure (A;�), o�u
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� A = (St;Act;!) est un syst�eme de transitions �etiquet�e dans le sens
habituel, avec !� St�Act� St;

� � est un beau pr�eordre sur St;

� � est d�ecidable;

� � est compatible avec la relation de transition!, i.e. pour tous q1 � q01
et toutes transitions q1

�! q2, il existe une transition q01
�! q02 avec

q2 � q02.

La �gure 8.1 donne une pr�esentation par diagramme de la compatibilit�e
o�u nous quanti�ons l'universalit�e par des lignes pleines et l'existence par des
pointill�es.

q1

q2

q01

q02 9

8

�

�

Figure 8.1 : Compatibilit�e

Avec ces �el�ements de base, certaines propri�et�es des syst�emes de tran-
sitions bien structur�es sont d�ecidables. Par exemple, [ACJY96] montre la
d�ecidabilit�e de

� la simulation avec un syst�eme d'�etats �nis;

� l'atteignabilit�e d'un ensemble d'�etats �a partir d'un �etat donn�e;

� les propri�et�es d'in�evitabilit�e.

Des exemples de syst�emes de transitions \bien structur�es" incluent les
r�eseaux de Petri (avec un beau pr�eordre pris comme une inclusion entre des
marquages [Fin90]), les grammaires sans contexte (o�u une transition est un
pas de d�erivation �! � entre des mots de (T [N)�), les processus BPA, les
lossy channel systems (avec un beau pr�eordre pris comme un embô�tement
de mots entre des contenus de canaux).

Dans notre cadre des sch�emas RPPS, il est possible de munir le syst�eme
de transitionMG d'un beau pr�eordre le rendant bien structur�e. C'est ce que
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nous faisons dans la section 8.3 avec l'ordre �?. Mais cet ordre est tech-
niquement assez complexe, de sorte qu'il nous a paru pr�ef�erable de pr�esenter
d'abord un autre ordre, plus simple, �. En dehors des aspects p�edagogiques,
l'int�erêt de � est qu'il est compatible \vers le bas" avec les transitions de
MG, ce qui en fait nous conduit �a une autre notion de syst�eme bien structur�e,
pour laquelle nous pourrons �enoncer des r�esultats de d�ecidabilit�e.

8.2 Compatibilit�e vers le bas

MG, le syst�eme de transitions associ�e �a un sch�ema G 2 RPPS�� , peut
être muni d'une structure de STBS par la notion suivante de plongement
entre �etats hi�erarchiques.

D�e�nition 8.2.1. (Plongement entre �etats hi�erarchiques)
Un �etat hi�erarchique � = f(q1; �1); : : : ; (qn; �n)g se plonge dans un �etat hi�erar-
chique �0 = f(q01; �

0
1); : : : ; (q

0
m; �

0
m)g, on note � � �0, si

� soit 9 j (1 � j � m) : � � �0j ,

� soit 9 j1; : : : ; jn dans f1; : : : ;mg (tous di��erents), tels que pour i =
1; : : : ; n on a

(qi; �i) � (q0ji; �
0
ji
); d�e�ni comme

(
qi = q0ji et �i � �0ji , ou
f(qi; �i)g � �0ji

Cette d�e�nition r�ecursive est par induction structurelle sur les �etats hi�erar-
chiques. Elle donne un ordre partiel bien fond�e avec � comme �el�ement min-
imal.

Pratiquement, � � �0 quand � peut être obtenu �a partir de �0 en enle-
vant certains noeuds dans �0 (et en gre�ant convenablement les branches qui
restent); ce que nous pr�esente l'exemple de la �gure 8.2 o�u on a �1 � � et
celui de la �gure 8.3 o�u �2 � � pour deux cas de la d�e�nition 8.2.1.

Cette notion de plongement entre des arbres est utilis�ee dans d'autres
domaines, par exemple dans les syst�emes de r�e�ecriture [DJ90]. La di��erence
consiste en ce que dans notre d�e�nition, les sous-arbres ne sont pas ordonn�es
entre eux du point de vue des termes g�en�er�es.

Il est facile de d�emontrer que � est un ordre (relation r�eexive, antisym�e-
trique et transitive): il faut proc�eder par cas sur la d�e�nition 8.2.1 en utilisant
l'induction sur la structure d'�etat hi�erarchique. Ce qui est plus important est
la propri�et�e de bel ordre. Il s'agit du th�eor�eme de Kruskal [Kru60] adapt�e �a
notre cadre:
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q2 q3

q5 q4 q2 q4

q1 q1

q2 q3
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Figure 8.2 : Plongement entre �etats hi�erarchiques: �1 � �
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Figure 8.3 : Plongement entre �etats hi�erarchiques: �2 � �
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Th�eor�eme 8.2.2. [Kru60] (MG;�) est un bel ordre.

Dans notre mod�ele, cet ordre est tr�es important parce que les transitions
sont compatibles (dans un certain sens) avec le plongement:

Lemme 8.2.3. (Compatibilit�e vers le bas pour �)
Pour tous �1 � �01 et toutes transitions �01

�7�! �02,

� soit �1 � �02,

� soit il existe une transition �1
�7�! �2 avec �2 � �02.

La �gure 8.4 donne une pr�esentation par diagramme de la compatibilit�e
vers le bas.

�1

�2

�01

�02

�

�

=
! (

d�ef
= ! [Id)

9

8

Figure 8.4 : Compatibilit�e

Preuve. Si �01
�
7�! �02, alors �

0
1 est de la forme �01[q] (la notation de la section

6.2) et �02 est �
0
1[�] avec une transition valide q

�7�! �. Maintenant, si �1 � �01,
alors il existe deux cas �a consid�erer:

1. soit �1 � �01[�] (i.e. le plongement de �1 n'a pas besoin de l'occurrence
de la composante q dans �01) et donc, �1 � �02;

2. soit �1 est de la forme �1[q] avec �1[:] � �01[:]. Il existe alors une
transition �1

�7�! �2 = �1[�] occasionnant �2 � �02 d'apr�es la d�e�nition
8.2.1.

On �ecrit Post(�)
d�ef
= f�0 j � 7�! �0g pour l'ensemble de tous les successeurs

imm�ediats d'un �etat �. Cette notation peut être �etendue pour les ensembles
Postm(�) (respectivement, Post�(�)) des successeurs d'un � obtenus par m
transitions (respectivement, un nombre �ni quelconque de transitions). Une
cons�equence de la compatibilit�e vers le bas peut être �enonc�ee comme
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Proposition 8.2.4.

" (S) �" (S 0) implique

(
" (S [ Post(S)) �" (S0 [ Post(S0))
" (Post�(S)) �" (Post�(S0))

(8.1)

o�u S; S0 � MG sont des ensembles d'�etats quelconques et o�u " (S) est la
fermeture vers le haut en utilisant l'ordre de plongement.
Preuve. Puisque

" (S [ Post(S)) =" (S)[ " (Post(S)) �" (S) [ Post(" (S))
" (S0 [ Post(S0)) =" (S0)[ " (Post(S0)) �" (S0) [ Post(" (S0))

il nous reste �a montrer que Post(" (S)) � Post(" (S0)). Cette derni�ere
condition se v�eri�e �a partir de la compatibilit�e vers le bas et du fait que
"� (S) �"� (S0).

Cette d�emarche peut être �etendue pour un nombre �ni quelconque de
transitions.

Nous pouvons alors �enoncer

Th�eor�eme 8.2.5. Pour un �etat hi�erarchique � donn�e, on peut �evaluer (une
base �nie de) la fermeture vers le haut de Post�(�), l'ensemble de tous les
�etats atteignables de �.

Preuve. Soit � donn�e. On d�e�nit une s�equence d'ensembles d'�etats par

S0
d�ef
= f�g; Si+1

d�ef
= Si [ Post(Si)

On obtient Si =
S
k�i Postk(�). Il est clair que tous les Si peuvent être

calcul�es parce que la relation de transition est �a branchement �ni et Post(�)
peut être calcul�e pour chaque �. Le fait que Si � Si+1 implique " (S0) �"
(S1) � � � �. Mais tous les " (Si) sont ferm�es vers le haut, par cons�equent, il
existe un rang k t.q. " (Sk) = " (Sk+1) = " (Sk+2) = : : : (cf. 8.1.1) (même si
peut-être Sk 6= Sk+1 6= : : :). De fait, d�es que " (Sk) =" (Sk+1) pour un k, la
proposition 8.2.4 entrâ�ne " (Sk) =" (Sk0) pour tout k0 � k. Or nous pouvons
e�ectivement calculer un tel k: il s'agit simplement de d�etecter quand deux
ensembles �nis ont la même fermeture vers le haut, ce qui est facile lorsque
� est d�ecidable (cf. proposition 8.1.3).
Ensuite il su�t de voir que " (Sk) =" (Post�(�)), mais c'est �evident car Si =
Post0(�)[ � � � [Posti(�). Finalement, Sk est une base �nie de " (Post�(�)).

Le corollaire est
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Th�eor�eme 8.2.6. Le probl�eme de savoir si, �etant donn�e un �etat � et un
ensemble I � M(G), ferm�e vers le haut, tous les �etats atteignables �a partir
de � sont dans I, est d�ecidable.

Preuve. Soit � donn�e. Puisque I est ferm�e vers le haut, Post�(�) � I ssi
" (Post�(�)) � I. Avec la proposition 8.1.3, cette derni�ere condition est facile
�a v�eri�er d�es que nous avons une base �nie pour " (Post�(�)) (on suppose
que I est donn�e par une base �nie).

(Evidemment, des impl�ementations plus �elabor�ees du r�esultat de d�ecida-
bilit�e donn�e par le th�eor�eme 8.2.5 sont possibles.)

Ce th�eor�eme g�en�eral peut être utilis�e pour des probl�emes concrets. On
parle de m�ethodes de saturation quand on a des m�ethodes dont la terminaison
repose sur le lemme 8.1.1. A titre d'exemple, l'algorithme pour un probl�eme
d'atteignabilit�e d'�etats de contrôle et celui pour un probl�eme de simulation
d'un syst�eme de transitions d'�etats �nis par un syst�eme de transitions bien
structur�e dans [ACJY96] utilisent des m�ethodes de saturation.

Dans l'introduction de cette th�ese, nous avons mentionn�e que le mod�ele de
sch�emas RPPS que nous proposons est destin�e �a analyser le ot de contrôle
dans des programmes r�ecursifs-parall�eles. Nous avons d�ej�a montr�e que les
RPPS donnent naissance �a des syst�emes de transitions potentiellement in�nis
�a cause de la r�ecursivit�e.

Du fait de l'in�nit�e potentielle de l'ensemble d'�etats hi�erarchiques, il serait
utile de consid�erer le probl�eme d'atteignabilit�e d'�etats de contrôle. Un tel
�etat de contrôle peut être repr�esent�e par un noeud q d'un sch�ema G de
RPPS. En termes de questions que se pose un utilisateur de RPC, il serait
int�eressant de savoir si une proc�edure parall�ele peut être invoqu�ee ou bien
si une instruction (y compris une derni�ere instruction �a ex�ecuter) peut être
atteinte �a partir d'une autre instruction (y compris une premi�ere instruction
�a ex�ecuter).

Maintenant, ce probl�eme (d'atteignabilit�e d'�etats de contrôle) est formul�e
comme suit:
Atteignabilit�e d'�etats de contrôle. Etant donn�es un �etat � et un noeud
q, est-ce possible d'atteindre �a partir de � un �etat contenant q?

Corollaire 8.2.7. Le probl�eme de savoir si, �etant donn�es un �etat � et un
noeud q, on peut atteindre �a partir de � un �etat contenant q, est d�ecidable.

Ce point est tr�es important car ce r�esultat de d�ecidabilit�e du probl�eme
d'atteignabilit�e d'�etats de contrôle obtenu sur une abstraction non interpr�et�ee
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des sch�emas, peut intervenir naturellement dans l'analyse pour produire une
information pertinente sur des programmes r�eels.

On peut conclure cette section en r�esumant que le principal avantage de
notre mod�ele de sch�emas RPPS est la simpli�cation apport�ee aux m�ethodes
d'analyse de programmes r�ecursifs-parall�eles.

8.3 Compatibilit�e vers le haut

Dans la litt�erature, c'est la compatibilit�e vers le haut qui est utilis�ee
[Fin90, ACJY96].

Dans notre cadre des sch�emas RPPS, il est possible de proposer un beau
pr�eordre compatible vers le haut. On a besoin, pour ce faire, d'un pr�eordre
plus sophistiqu�e que le plongement � de la section pr�ec�edente qui prenne
en compte une notion de terminaison possible, comme introduite dans la
d�e�nition 6.5.1.

Nous rappelons qu'un �etat hi�erarchique � peut terminer, not�e � #, ssi il
existe une s�equence �nie � = �1 : : : �n 2 ��

� telle que �
�17�! � � �

�n7�! �.
En conservant les notations usuelles, nous allons d�e�nir un nouveau type

d'ordre, appel�e plongement avec norme.

D�e�nition 8.3.1. (Plongement avec norme)
Un �etat hi�erarchique � = f(q1; �1); : : : ; (qn; �n)g est ?-plong�e dans un �etat
hi�erarchique �0 = f(q01; �

0
1); : : : ; (q

0
m; �

0
m)g, on note � �? �0, si

1. � # ssi �0 # et

2. � soit 9 j (1 � j � m) : � �? �0j,

� soit 9 j1; : : : ; jn dans f1; : : : ;mg (2 �a 2 di��erents), tels que 8i =
1; : : : ; n

(qi; �i) �? (q0ji; �
0
ji
); d�e�ni comme

(
qi = q0ji et � �? �0ji ou
(qi; �i) �? �0ji

Cette d�e�nition est semblable �a la d�e�nition 8.2.1 mais elle demande, en plus,
que chaque plongement respecte la possibilit�e de terminer, et ceci �a chaque
�etape de la d�e�nition inductive.

Exemple 8.1. Plongement avec norme.

On obtient un ordre partiel bien fond�e, mais � n'est plus le seul �el�ement
minimal. Il est facile de d�emontrer que
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Figure 8.5 : ?-plongement entre �etats hi�erarchiques: � �? �0

Proposition 8.3.2.

8� 2 MG : � �? � ssi � #:

Une propri�et�e utile est donn�ee par le

Lemme 8.3.3. Si � �? �0 et (�0 " ou �
00

#), alors � �? �0 + �
00

.

Preuve. On consid�ere deux cas suivant la condition du lemme:

1. �0 ".
Le lemme 6.5.4 nous donne alors �0 + �

00

", mais (�0 " ) et (� �? �0),
alors � ", d'o�u on d�eduit imm�ediatement � �? �0 + �

00

.

2. �
00

#.

� �? �0; alors

(
� " et �0 " , ou
� # et �0 #

On a alors pour �0 + �
00

:

� " et �0 + �
00

" , ou
� # et �0 + �

00

# ;

ce qui conclut la preuve pour le cas 2.
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Le plongement avec norme �? est une variante plus �ne du plongement
� entre des arbres, cette fois avec une condition d'intervalle en voyant le
pr�edicat # comme une �etiquette sur les sous-arbres. La condition d'intervalle
est ici que toutes les �etiquettes sur les sous-arbres de �0 dans lequel est plong�e
un même sous-arbre � de � doivent être identiques �a l'�etiquette de �.

Le th�eor�eme de [Kri89] montre que le plongement avec condition d'inter-
valle o�u on demanderait que les �etiquettes des sous-arbres de �0 soient su-
p�erieures (pour un ordre lin�eaire bien fond�e) �a l'�etiquette de � est un beau
pr�eordre.

Le plongement o�u on demanderait l'�egalit�e ne v�eri�e pas la propri�et�e
de beau pr�eordre en g�en�eral. Mais dans notre mod�ele, les �etiquettes # ne
peuvent pas prendre des valeurs arbitraires (cf. section 6.5): si un noeud
d'un arbre est �etiquet�e par ", alors tous ces descendants doivent porter la
même �etiquette.

Avec cette id�ee, on peut consid�erer notre plongement �? comme une
variante de l'ordre de [Kri89], de sorte que

Th�eor�eme 8.3.4. [Kru60]
(MG;�?) est un bel ordre.

Puisque la propri�et�e d'être norm�e pour des �etats hi�erarchiques est d�ecidable
(cf. la section 6.5) l'ordre �? est d�ecidable.

De plus, il est compatible avec des transitions dans le sens suivant:

Lemme 8.3.5. (Compatibilit�e vers le haut pour �? (�g. 8.6))[KS96a]
Pour tous �1 �? �01 et toutes transitions �1

�
7�! �2, il existe un n � 2 et

une s�equence
�01

�17�! �02
�27�! � � �

�n�17�! �0n

tels que � = �n�1; �2 �? �0n et �1 �? �0k pour k = 1; : : : ; n� 1.

Preuve. �1 peut s'�ecrire sous la forme �1[q] t.q. la transition �1
�7�! �2

est l'occurrence de q
�
7�! � dans le contexte �1[:] (et donc, �2 = �1[�]). Par

hypoth�ese du lemme �1 �? �01 c.-�a-d. �01 peut être �ecrit sous la forme �01[q],
d'une fa�con respectant le plongement �?, c.-�a-d. que l'occurrence de q que
nous avons isol�ee dans �01 correspond au plongement de l'occurrence de q dans
�1.

Dans le cas le plus simple, la transition q
�7�! � est possible dans le

contexte �01[:] et on obtient une transition �01
�
7�! �02

d�ef
= �01[�]. Ensuite, par

induction sur la structure de �01, et en proc�edant par cas sur la d�e�nition de
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Figure 8.6 : Compatibilit�e vers le haut pour �?

�1[q] �? �01[q], on peut v�eri�er que �2 �? �02. L�a, l'id�ee consiste en ce que le
seul changement e�ectu�e est le remplacement de l'occurrence de q par � dans
�1 ainsi que dans �01. En v�eri�ant que �2 �? �02 on se retrouve facilement �a
l'�etape correspondant �a l'occurrence de � (de la d�e�nition inductive 8.3.1) et
on voit que

� soit � ",

� soit � #,

dans �2 et �02 tous les deux (car sinon on a une contradiction avec �1 �? �01).
Quand la transition q

�
7�! � n'est pas possible dans le contexte �01[:] c'est

parce que q
�7�! � est une wait-transition (q est un noeud wait) qui ne

peut être ex�ecut�ee que si q n'a pas d'invocations-\�lles", condition remplie
dans le contexte �1[:], mais pas dans �01[:]. Alors, �01[q] peut être �ecrit sous la
forme �

00

[q; �q], o�u �q (6= �) sont les invocations-\�lles" de q dans �01[q]. L�a,
une wait-transition �

00

[q;�]
�
7�! �

00

[�;�] est possible. Il su�t maintenant de
remarquer que �q peut terminer parce que le plongement �? exige � �? �q.
Ainsi, il existe une s�equence

(�q =) �1 7�!�2 � � � 7�!�m = �
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(�evidemment, avec � �? �i pour i = 1; : : : ;m) permettant

(�01 =) �00[q; �1] 7�! �00[q; �2] � � � �
00[q;�]

�
7�! �00[�;�]

Soit n
d�ef
= m + 1 et �0i

d�ef
= �00[q; �i]. Il nous reste seulement �a v�eri�er que

�1 �? �0i (= �00[q; �i]) pour i = 1; : : : ;m (c'est une cons�equence de � �? �i)
ainsi que �2 �? �0n; ce qu'on fait par induction sur la structure de �01 en
proc�edant par cas selon la d�e�nition 8.3.1 du plongement �?.

Notons que cette propri�et�e de compatibilit�e vers le haut n'est pas exacte-
ment celle requise dans [Fin90, ACJY96] dans la mesure o�u la nôtre requiert
en g�en�eral une s�equence de transitions pour imiter une transition simple.
Ainsi, il n'est pas possible d'appliquer tels quels les r�esultats de [ACJY96].
N�eanmoins, il nous est possible d'en �enoncer et d'en d�emontrer des variantes.
Par exemple la d�ecidabilit�e du probl�eme de l'arrêt comme un cas sp�ecial du

Th�eor�eme 8.3.6. Le probl�eme de savoir si, �etant donn�es un �etat hi�erar-
chique � et (une base �nie d') un ensemble I � M(G) ferm�e vers le haut
(pour �?), tous les calculs partant de � passent in�evitablement par un �etat
qui n'est pas dans I, est d�ecidable.

Corollaire 8.3.7. On peut d�ecider si tous les calculs partant d'un �etat �
terminent in�evitablement.

Preuve. En e�et, M(G) n f�g, l'ensemble des �etats qui ne sont pas ter-
min�es, est un ensemble ferm�e vers le haut pour lequel une base �nie (par
rapport du plongement �?) est construite. Alors il ne reste qu'�a appliquer
le th�eor�eme 8.3.6.

Le th�eor�eme 8.3.6 g�en�eralise (et s'inspire d') un th�eor�eme similaire de
[ACJY96] pour notre propri�et�e de la compatibilit�e vers le haut. Nous en
donnons n�eanmoins une preuve compl�ete parce que

1. notre pr�esentation s'occupe moins de perfectionnements algorithmiques
et nous la trouvons plus claire, et

2. la preuve explique o�u on utilise la condition sp�eci�que (le lemme 8.3.5)
comme quoi �1 �? �0k pour k = 1; : : : ; n� 1.
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Pour cela nous avons besoin d'une construction auxiliaire qui est un ingr�e-
dient omnipr�esent algorithmique pour des STBS et nous d�e�nissons RT (�),
l'arbre d'atteignabilit�e partant de �, comme un arbre enracin�e avec des noeuds
�etiquet�es par des �etats. Plus pr�ecis�ement,

� Les noeuds de RT (�) sont morts ou vivants.

� La racine est un noeud vivant n0, �etiquet�e par � (not�e n0 : �).

� Un noeud mort n'a pas de noeuds \�ls".

� Tout noeud vivant �etiquet�e par un � (n : �) a des \�ls" �etiquet�es par
les successeurs imm�ediats (s'ils existent) de �, i.e. un \�ls" pour chaque
n0 : � 0 t.q. � 7�! � 0 dans le syst�eme de transitionsMG.

� Un noeud-\�ls" n0 : � 0 est vivant sauf s'il existe un noeud n : �0 avec
n 6= n0 situ�e sur le chemin allant de la racine n0 : � au noeud n0 : � 0

t.q. �0 �? � 0. Dans ce cas, on dit que n subsume n0 et n0 est un noeud
mort.

Exemple 8.2. Un arbre d'atteignabilit�e.
La �gure 8.7 contient un arbre d'atteignabilit�e �ni admis par notre sch�ema

de l'exemple 6.1 avec la racine �etiquet�ee par (q5; (q3;�)). L�a, le noeud n0 :
(q5; (q3;�)) subsume n0 : (q5; (q10; (q3;�))).

Ainsi, les noeuds feuilles dans RT (�) sont exactement

1. les noeuds �etiquet�es par des �etats terminaux, et

2. les noeuds qui sont subsum�es.

PuisqueMG est un syst�eme de transitions �a branchement �ni, RT (�) est
un arbre �ni. C'est un argument classique: on suppose que RT (�) est in�ni,
alors il y a un chemin in�ni (par le lemme de K�onig) et, puisque �? est un bel
ordre, nous pouvons trouver au long de ce chemin un noeud n qui subsume
un noeud n0 (plus bas que n le long du chemin). Ainsi, n0 doit être un noeud
mort, contredisant le fait que le chemin est in�ni. Puisque RT (�) est �ni,
la construction it�erative sous-jacente �a notre d�e�nition termine forc�ement et
RT (�) peut être construit e�ectivement.

La construction de RT (�) n'exige pas la compatibilit�e entre �? et 7�!.
Mais lorsque nous avons cette compatibilit�e, RT (�) contient (d'une forme
�nie) une information su�sante pour r�epondre �a plusieurs questions sur des
chemins de calculs partant de �.
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(q5; (q8;�))

(q5; (q12;�))

(q5;�)

(q6;�)

(q7;�)

�

n0 : (q5; (q3;�))

(q5; (q9;�))

n0 : (q5; (q10; (q3;�)))

Figure 8.7 : Un arbre d'atteignabilit�e �ni

Maintenant, la preuve du th�eor�eme 8.3.6 est bas�ee sur le lemme suivant,
traduisant la question initiale en une question �equivalente sur RT (�), laquelle
peut être d�ecid�ee ais�ement (parce que RT (�) est �ni) quand I est donn�e par
une base �nie.

Lemme 8.3.8. Tous les calculs (dans le syst�eme de transitions) partant de
� atteignent in�evitablement un �etat qui n'est pas dans I ssi tous chemins
maximaux (dans RT (�)) atteignent in�evitablement un (noeud �etiquet�e par
un) �etat qui n'est pas dans I.

Preuve. La direction \(" se montre facilement parce que chaque calcul
partant de � dansMG a un pr�e�xe sous la forme d'un chemin maximal dans
RT (�). La direction \)" est plus di�cile �a d�emontrer. On suppose (pour
arriver �a une contradiction) qu'il existe un chemin maximal dans RT (�) dont
les noeuds sont tous �etiquet�es par des �etats de I. Ce chemin visite les noeuds
n0; : : : ; nk �etiquet�es par �0; : : : ; �k.

On va montrer qu'il existe un chemin maximal (une ex�ecution) (� =
) �0 7�! �1 7�! : : : dans MG , o�u tous les �etats sont plus grands (via �?)
que l'un des �i, et donc sont dans I.
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On construit les �i inductivement �a partir de �0
d�ef
= � = �0. Supposons

qu'on a d�ej�a construit �0; : : : ; �n. �n est plus grand qu'un des �i. Deux cas
peuvent se pr�esenter:

� Si i < k, alors il existe une transition �i 7�! �i+1. Grâce �a la compat-
ibilit�e vers le haut, il existe une s�equence �n 7�! � � � 7�! �m (m > n)
avec �i �? �n; : : : ; �m�1 et �i+1 �? �m. On l'utilise pour allonger
notre s�equence jusqu'�a �m.

� Si i = k, alors �i est une feuille nk de RT (�). Si c'est un noeud vivant,
alors �i n'a pas de successeurs et donc �i = �n = �. Par cons�equent,
nous avons construit un chemin maximal (une ex�ecution).
Si nk est un noeud mort, alors un des �j rencontr�e plus tôt subsume
�i et ainsi �j �? �n. D�es lors, on revient au cas pr�ec�edent et nous
pouvons allonger notre s�equence comme d�ej�a vu.

[ACJY96] utilise un arbre �ni similaire pour montrer que le probl�eme
de simulation d'un syst�eme de transitions bien structur�e par un syst�eme de
transitions d'�etats �nis, ce probl�eme est donc d�ecidable.

Remarquons que le th�eor�eme 8.3.6 n'aurait pas pu être d�emontr�e si on
avait simplement dit que 7�!+, la fermeture transitive de 7�!, a la propri�et�e
de compatibilit�e utilis�ee dans [ACJY96]. En e�et

� 7�!+ n'est pas �a branchement �ni en g�en�eral,

� 7�!+ n'est pas d�ecidable en g�en�eral,

� (le plus important) dire que tous les calculs au sens de 7�!+ passent
in�evitablement un ensemble donn�e n'est pas du tout �equivalent �a la
propri�et�e qui nous int�eresse !!

Exemple 8.3. Un petit exemple.
C'est le fait de passer(arriver) in�evitablement qui nous int�eresse et pas celui

d'une possibilit�e (qui s'exprime par la fermeture transitive de 7�! avec la propri�et�e
de compatibilit�e utilis�ee dans [ACJY96]).

Dans la �gure 8.8, il existe un calcul (le pointill�e) (q1;�) 7�!+ (q3;�) au sens
de 7�!+ qui partant du noeud q1 ne passe pas par le wait-noeud q2; la propri�et�e de
compatibilit�e (page 120) utilis�ee dans [ACJY96] nous dit que si (q1;�) � (q1; q4),
alors il existe un calcul (q1; q4) 7�!+ (q3; q4) et (q3;�) � (q3; q4). Ce calcul ne
passe pas non plus par le wait-noeud q2 et donc, la terminaison de la proc�edure
invoqu�ee (si elle termine) n'est pas prise en consid�eration.
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q

q1

q2

q3

q4

Figure 8.8 : Un petit exemple explicatif

Cette situation change d�es qu'on prend la propri�et�e de la compatibilit�e vers le

haut pour �?.

8.4 Conclusion

Nous avons montr�e dans ce chapitre comment notre mod�ele d'�etats hi�e-
rarchiques peut être muni d'une structure de syst�eme de transitions bien
structur�e, ceci de 2 fa�cons di��erentes, permettant de montrer la d�ecidabilit�e
de certains probl�emes d'analyse.

On trouve de nombreux exemples de cette d�emarche dans [ACJY96], o�u
il est �ecrit (�a propos de syst�emes de transitions bien structur�es)
\for di�erent classes of such systems (e.g., hybrid automata, data independed
systems, relational automata, Petri nets, and lossy channel systems) this re-
search has resulted in numerous highly nontrivial algorithms."

Pour notre part, nous nous sommes int�eress�es aux m�ethodes permettant
d'analyser les programmes non interpr�et�es pr�esent�es dans notre mod�ele.

Nous aimerions interpr�eter les r�esultats de ce chapitre de fa�con plus
g�en�erale, p.ex. en faisant abstraction des particularit�es propres �a RPPS.

Dans cette optique, la compatibilit�e vers le bas que nous avons propos�ee
pour la relation � du lemme 8.2.3 permet d'obtenir une autre famille de
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syst�emes de transitions bien structur�es qui est compl�etement di��erente. Une
forme de la compatibilit�e vers le bas admettant une s�equence de transitions
(comme pour la relation �? du lemme 8.3.5) peut être utilis�ee pour consid-
�erer les channel systems with insertion errors de [CFP95] comme un STBS
en tirant des cons�equences de cette structure pour leur analyse.

Puisque les syst�emes de transition �nis sont la base de nombreuses m�e-
thodes et outils d'analyse des programmes concurrents (cf. [IP91] pour une
comparaison des principaux outils), nous aimerions actuellement �etablir une
propri�et�e de simulation entre notre mod�ele de sch�ema RPPS et un syst�eme
d'�etats �nis comme une des impl�ementations plus �elabor�ees du fait d'\être
bien structur�e" que notre mod�ele poss�ede. Comme cette id�ee est inspir�ee de
la preuve de [ACJY96], nous avons bon espoir de pouvoir l'obtenir malgr�e
le fait que notre mod�ele est moins simple que des exemples d�ej�a connus de
syst�emes de transitions bien structur�es. Ainsi, notre �etude pourrait �elargir
le domaine d'application des m�ethodes de [Fin90, ACJY96].
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Troisi�eme partie

Des mod�eles d'impl�ementation
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Introduction

Dans notre travail, nous ne cherchons pas �a proposer une impl�ementation
de RPC; notre but est de trouver un mod�ele formel pour l'impl�ementation,
mod�ele qui permet de comprendre l'impl�ementation e�ective des program-
mes RPC telle qu'elle a �et�e r�ealis�ee �a l'IPTC.

Le compilateur RPC (cf. [VEKM94] pour sa description) qui a �et�e d�e-
velopp�e pour une machine parall�ele �a l'IPTC, utilise une strat�egie d'impl�e-
mentation qui, en fait, revient �a donner une nouvelle s�emantique aux pro-
grammes RPC. Cette s�emantique n'a pas �et�e d�ecrite formellement par les
impl�ementeurs de RPC. Pour notre part, nous nous sommes int�eress�es �a pro-
poser une telle s�emantique qui nous semble �eclairante.

Dans cette partie de la th�ese1, nous allons formaliser (en deux �etapes suc-
cessives) la strat�egie d'impl�ementation de [VEKM94] et nous allons �enoncer
en quel sens pr�ecis l'impl�ementation de RPC est correcte. Notre travail vise
plusieurs objectifs:

1. nous voulons pouvoir �etablir quels liens formels existent entre l'impl�e-
mentation actuelle de RPC et notre mod�ele d'�etats hi�erarchiques,

2. nous voulons comprendre comment utiliser des r�esultats obtenus sur
une abstraction non-interpr�et�ee des sch�emas pour produire une infor-
mation pertinente sur des programmes r�eels; en particulier, quels types
de propri�et�es sont pr�eserv�es,

3. nous voulons illustrer comment la th�eorie s�emantique du parall�elisme
peut �eclairer les questions et probl�emes d'impl�ementation.

Nous allons pr�esenter deux mod�eles d'impl�ementation de RPC: la pre-
mi�ere (chapitre 9) est une r�ealisation distribu�ee �a base de compteurs de syn-
chronisation, avec parall�elisme non-born�e; la deuxi�eme (avec parall�elisme
born�e, voir chapitre 10) est une r�ealisation qui utilise elle aussi des comp-
teurs, mais en plus, des �les d'attente pour g�erer le parall�elisme. Nous allons
appliquer une d�emarche de formalisation similaire �a celle de la s�emantique
d'�etats hi�erarchiques, c.-�a-d. qu'on va proc�eder de fa�con op�erationnelle.

1qui reprend et �etend [KS96b].
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Un des avantages de notre approche est la facilit�e avec laquelle les s�eman-
tiques di��erentes peuvent être compar�ees.

Nous montrerons la correction de deux s�emantiques propos�ees dans cette
partie de la th�ese par rapport �a celle d'�etats hi�erarchiques. Le crit�ere que
nous utilisons est une notion de � -simulation (au sens de Milner) pr�eservant
�a la fois les propri�et�es de sûret�e et de terminaison.

Pourquoi veut-on exhiber tel genre de liens et pourquoi se contentera-t-on
de simulation? Nous justi�ons notre choix par un souci de donner un mod�ele
formel pour RPC, mod�ele sur lequel on pourrait construire une nouvelle
g�en�eration d'outils d'analyse de programmes r�ecursifs-parall�eles.

En ayant en vue l'outil d'analyse de programmes r�ecursifs-parall�eles, nous
avons dû choisir quelles constructions allaient �gurer dans notre mod�ele.
Nous nous en sommes tenus �a la synchronisation, au non-d�eterminisme in-
uenc�e par l'ext�erieur, aux �ev�enements invisibles de l'ext�erieur pour allouer,
d�eplacer, stocker, etc. des invocations. Un point important est qu'on cherche
�a traiter la divergence.

On se contentera de simulation car elle nous permet de choisir un niveau
d'abstraction dans le mod�ele d'�etats hi�erarchiques tel qu'il nous permet
d'obtenir des r�esultats de d�ecidabilit�e de plusieurs probl�emes classiques.

Même si notre mod�ele, o�u il existe un �ev�enement invisible, est compliqu�e
�a manipuler, on est amen�e �a notre notion de correction pour les raisons
d�evelopp�ees ci-dessus.

Une raison de plus pour choisir notre notion de correction consiste en ce
que (comme on le verra dans le chapitre 11) la même relation d'impl�ementa-
tion relie la s�emantique des sch�emas non-interpr�et�ee et celle avec des actions
de base interpr�et�ees.

On va montrer comment ra�ner nos mod�eles en incorporant l'interpr�e-
tation des actions de base. Le r�esultat de correction permettra d'a�rmer que
toute propri�et�e de sûret�e ou de terminaison d�emontr�ee pour notre mod�ele
MG est vraie de la r�ealisation e�ective PI

G. A la �n du chapitre 11 on va
�enoncer un r�esultat de compl�etude de notre m�ethode de mod�elisation.



Chapitre 9

Une r�ealisation distribu�ee

La r�ealisation avec des compteurs (une r�ealisation distribu�ee) est un mo-
d�ele d'impl�ementation de RPC avec parall�elisme non-born�e. C'est en fait
une s�emantique comportementale alternative des sch�emas de RPPS�� .

9.1 Une s�emantique distribu�ee

La r�ealisation avec des compteurs a re�cu son nom de l'utilisation de comp-
teurs pour impl�ementer un langage de programmation. Nous allons donner
une intuition de ce qui se passe quand un programme RPC non interpr�et�e
s'ex�ecute en utilisant des compteurs.

Tout d'abord, on pr�ecise que l'impl�ementation actuelle de RPC est telle
qu'une instruction d'invocation pcall ne fait que cr�eer une \activation" d'une
proc�edure parall�ele (sans transmettre le contrôle) en la mettant dans un
bu�er sp�ecial. Chacune de ces activations est �etroitement li�ee avec (on dirait
qu'elle poss�ede) une variable sp�eciale (dans une m�emoire locale de processeur)
qui s'appelle un compteur de synchronisation. La valeur initiale de chaque
compteur est z�ero. Une ex�ecution d'une instruction d'invocation pcall d'une
proc�edure parall�ele �a l'int�erieur d'une activation donn�ee fait ajouter 1 �a la
valeur du compteur de cette activation; la terminaison d'une proc�edure paral-
l�ele (invoqu�ee d'une activation donn�ee) soustrait 1 de la valeur du compteur
de cette activation parentale. Une instruction de synchronisation wait peut
être ex�ecut�ee seulement �a condition que la valeur du compteur associ�e �a une
activation donn�ee soit �egale �a 0.

Pour notre part, nous avons d�ecid�e de donner une s�emantique comporte-
mentale des sch�emas RPPS�� (d'un autre niveau d'abstraction) qui prend
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en consid�eration des valeurs de compteurs de synchronisation. L�a, notre
hypoth�ese du parall�elisme non-born�e nous permet de ne pas nous occuper
(dans un premier temps) du probl�eme des bu�ers o�u (d'o�u) les activations
sont mises (prises).

Pour ce faire, pour donner une s�emantique comportementale avec des
raisonnements en terme de compteurs, nous allons suivre une d�emarche si-
milaire �a celle utilis�ee pour le mod�ele d'�etats hi�erarchiques (cf. chapitre 6).

Un des avantages de cette approche est la facilit�e avec laquelle di��erentes
s�emantiques peuvent être compar�ees.

On consid�ere un sch�ema G. La notion fondamentale dans cette section
est celle d'un �etat distribu�e, d�e�ni formellement par

D�e�nition 9.1.1. (Etat distribu�e) Un �etat distribu�e (de G) est une s�equence

� = h!1; : : : ;!i; : : : ;!mi

dans laquelle chaque composante !i est un bloc d'activation, c.-�a-d. une
structure de la forme li : qi; ni; ri o�u

li 2 IN est l'�etiquette du bloc
qi 2 QG [ f?g est l'instruction du bloc
ni 2 IN est le nombre de �ls
ri 2 IN [ f?g est l'�etiquette du p�ere:

Informellement, un �etat distribu�e � est la mise en parall�ele de blocs
d'activation o�u chaque bloc ! de la forme l : q; n; r est rep�er�e par son adresse
(un entier l), contient une instruction courante q (ou ? s'il n'y a plus rien �a
faire), le nombre n de coroutines \�lles" activ�ees par le bloc, et l'adresse r
du bloc ayant activ�e ! (ou ? si ! n'a pas de p�ere).

Exemple 9.1. Un �etat distribu�e.
Notre sch�ema de l'exemple 6.1 admet, parmi d'autres, un �etat distribu�e

� = h1 : q2; 2;?;| {z }
!1

2 : q9; 0; 1;| {z }
!2

3 : q3; 0; 1| {z }
!3

i

o�u les blocs !2 et !3 ont �et�e activ�es par le bloc !1 qui n'a pas de p�ere (cf. la

�gure 9.1).
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!1

!2 !3 1
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Figure 9.1 : Un �etat distribu�e

L'�etat distribu�e �0
d�ef
= h!initi (o�u !init

d�ef
= (l1 : q0; 0;?)) est l'�etat dis-

tribu�e initial. On note �G l'ensemble de tous les �etats distribu�es, et BlocG
l'ensemble de tous les blocs.

Au sch�ema G, on va associer un syst�eme de transitions �etiquet�e

SG = (�G;�� ; 7!; �0)

Comme dans la d�e�nition 6.3.1, nous d�e�nissons la relation de transition
7! � �G � �� � �G en fonction du type des noeuds du sch�ema G.

D�e�nition 9.1.2. (S�emantique �a �etats distribu�es)

Le syst�eme de transitions �etiquet�e SG
d�ef
= (�G;�� ; 7!; �0) a un �etat initial �0

et une relation de transitions �etiquet�ees 7! � �G � �� � �G d�e�nie comme
la plus petite relation ob�eissant aux r�egles suivantes:

(ACTv) si q est un noeud d'action �etiquet�e par �, et si q0 est un des
suivants de q, alors

h: : : ; l : q; n; r; : : :i �7! h: : : ; l : q0; n; r; : : :i

(CALLv) si q est un noeud pcall, de noeud suivant q0 et d'invoqu�e q
00

,
alors

h: : : ; l : q; n; r; : : :i �7! h: : : ; l : q0; n + 1; r; : : : ; lnew : q
00

; 0; li

o�u lnew est un label (un entier) non utilis�e dans l'�etat courant.

(WAITv) si q est un noeud wait de noeud suivant q0, alors

h: : : ; l : q; 0; r; : : :i
�
7! h: : : ; l : q0; 0; r; : : :i
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(ENDv) si q est un noeud end, alors

h: : : ; l : q; n; r; : : :i
�
7! h: : : ; l :?; n; r; : : :i

(FREEv) si q =?, alors 1

h: : : ;!i�1; l :?; 0; l0;!i+1; : : : ; l0 : q0; n0; r0; : : :i �7!
h: : : ;!i�1;!i+1; : : : ; l0 : q0; n0 � 1; r0; : : :i

� Avec la r�egle ACTv, seule une des composantes est modi��ee: on avance
dans l'instruction courante.

� La r�egle CALLv ajoute un nouveau bloc dans l'�etat distribu�e, corre-
spondant �a la coroutine invoqu�ee. Remarquons comment on a incr�e-
ment�e le nombre de �ls activ�es par le bloc l et comment le nouveau
bloc contient l comme adresse de p�ere.

� La r�egle WAITv remplace la condition \l'ensemble des �ls est-il vide ?"
de la d�e�nition 6.3.1 par une condition plus locale \le compteur de �ls
est il nul ?".

� La r�egle ENDv ne retire pas de l'�etat courant un bloc qui termine.
Simplement, le compteur d'instruction est avanc�e �a ?.

� C'est la r�egle FREEv qui retire un bloc termin�e, ceci �a condition que son
nombre de �ls soit nul. Cette r�egle est la seule qui ne soit pas totalement
locale, dans la mesure o�u elle va aller d�ecr�ementer, �a l'int�erieur du bloc
l0, le nombre de �ls du p�ere de l.

Exemple 9.2. Un comportement distribu�e.
Notre sch�ema de l'exemple 6.1 admet, parmi d'autres, une ex�ecution d�ebutant

par

h1 : q0; 0;?i
a17! h1 : q1; 0;?i

�
7! h1 : q2; 1;?; 2 : q3; 0; 1i

b27!

h1 : q2; 1;?; 2 : q9; 0; 1i
a27! h1 : q4; 1;?; 2 : q9; 0; 1i

b17! h1 : q5; 1;?; 2 : q9; 0; 1i
�
7!

h1 : q5; 1;?; 2 : q10; 1; 1; 3 : q3; 0; 2i � � �

o�u le wait-noeud q5 ne peut pas être pass�e tant que le compteur associ�e est non-nul.

1Bien sûr la r�egle s'applique même si l0 est �a gauche de l dans �. Par ailleurs, si l'adresse
l
0 est ?, alors la r�egle reste applicable, cette fois sans d�ecr�ementation d'un n

0.
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On voit ainsi comment, �a l'int�erieur d'un �etat distribu�e, les blocs utilisent
les pointeurs qui les relient les uns aux autres. La d�e�nition ci-dessous est
tr�es naturelle:

D�e�nition 9.1.3. (Relation de d�ependance)
A l'int�erieur d'un �etat � donn�e, le bloc ! = l : q; n; r d�epend du bloc

!0 = l0 : q0; n0; r0 ssi r = l0.

Ainsi, dans notre exemple 9.1, le bloc !2 d�epend du bloc !1 (ainsi que le
bloc !3) car l'�etiquette de p�ere du bloc !2 est �egale �a l'�etiquette du bloc !1

(les pointill�es de la �gure 9.1).

D�e�nition 9.1.4. (Correction de la valeur du compteur)
Dans un �etat � donn�e, on dit que la valeur du compteur n d'un bloc ! =
l : q; n; r est correcte s'il existe dans � exactement n blocs !i1 ; !i2; : : : ; !in

d�ependant de !.

Dans notre exemple 9.1, la valeur du compteur du bloc !1 est correcte
car il existe dans � exactement 2 blocs !2; !3 d�ependant de !1. Les valeurs
des compteurs de !2 et de !3 sont aussi correctes.

D�e�nition 9.1.5. (Etat distribu�e coh�erent)
Un �etat distribu�e � est dit coh�erent ssi

1. la relation de d�ependance entre les blocs est acyclique,

2. les valeurs des compteurs sont toutes correctes,

3. les blocs ont tous des �etiquettes di��erentes,

4. les �etiquettes de p�ere correspondent bien �a des blocs de �.

On esp�ere que le lecteur voit bien que notre d�e�nition d'�etat distribu�e
coh�erent est inspir�ee de l'intention de construire un mod�ele d'impl�ementation
de RPC avec parall�elisme non-born�e pour produire une information sur des
programmes r�eels.

Certaines cons�equences de ces d�e�nitions peuvent être formul�ees imm�e-
diatement.

Lemme 9.1.6. �0 est coh�erent.

Lemme 9.1.7. Si � est coh�erent et �
�7! �0, alors �0 est coh�erent.

Preuve. On d�emontre la propri�et�e par cas suivant les r�egles de transition.
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1. Pour les r�egles ACTv, WAITv, ENDv qui ne changent rien aux poin-
teurs, la propri�et�e est �evidente.

2. Pour la r�egle CALLv on ajoute 1 au compteur n de ! et on ajoute une
nouvelle composante !new d�ependant de !i (rnew := li). Clairement �0

est coh�erent.

3. Pour la r�egle FREEv, la condition n = 0 et la coh�erence de � garan-
tissent la coh�erence de l'�etat �0 obtenu en retirant un bloc l et en
d�ecr�ementant le compteur du bloc p�ere.

9.2 Correspondances entre MG et SG

Comme nous l'avons mentionn�e dans l'introduction de ce chapitre, un
des avantages de notre approche est la facilit�e avec laquelle di��erentes s�e-
mantiques peuvent être compar�ees.

Dans cette section on va �etudier les correspondances qui peuvent être
faites entre les deux syst�emes de transitions que nous avons associ�es �a un
sch�ema G.

Tout d'abord, on va montrer comment relier les �etats distribu�es coh�erents
et les �etats hi�erarchiques. L'intuition est qu'un �etat distribu�e coh�erent peut
être vu comme une distribution sur des processeurs d'un �etat hi�erarchique.
A�n d'�etablir ce lien on donne quelques d�e�nitions indispensables.

D�e�nition 9.2.1. On dit qu'un �etat distribu�e �0 est une permutation de
l'�etat distribu�e � si �0 est obtenu par une permutation des blocs de �.

Il convient de noter que si les �etats distribu�es � et �0 sont des permutations
l'un de l'autre, cela veut dire que ce sont deux distributions di��erentes d'un
même \�etat", qui ont donc le même comportement (cf. le corollaire 9.2.10).

Lemme 9.2.2. Si � est coh�erent et �0 est une permutation de �, alors �0 est
coh�erent.

Preuve. Une permutation ne change pas les valeurs des compteurs, ni les
pointeurs des blocs. D'o�u la coh�erence de �0.
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D�e�nition 9.2.3. (Permutation de d�ependance) A chaque �etat distribu�e �
coh�erent on associe un �etat distribu�e �dep, appel�e permutation de d�ependance
de �. �dep est une permutation de � de la forme

�dep = h!1;�1;!2;�2; : : : ;!k;�ki

o�u pour chaque bloc !i, on a

� ri =?, et

� �i contient les blocs de � qui d�ependent transitivement de li.

�dep peut être facilement construit en extrayant de � tous les blocs f!1; : : : ; !kg
avec r =?. Ensuite, la coh�erence implique que les autres blocs d�ependent
transitivement d'un des !i. On les range dans les �i correspondants.

Exemple 9.3. Permutation de d�ependance.

Soit par exemple l'�etat distribu�e �:

� = h1 : q1; 1;?; 2 : q5; 1; 1; 3 : q7; 1;?; 4 : q3; 0; 2; 5 : q2; 0; 3i.

Sa permutation de d�ependance �dep est:

�dep = h1 : q1; 1;?| {z }
!1

; 2 : q5; 1; 1; 4 : q3; 0; 2| {z }
�1

; 3 : q7; 1;?| {z }
!2

; 5 : q2; 0; 3| {z }
�2

i.

Maintenant on va associer un �etat hi�erarchique �� 2 M �a chaque �etat
distribu�e coh�erent � 2 �. Formellement

D�e�nition 9.2.4. A tout �etat distribu�e � coh�erent on associe un �etat hi�e-
rarchique �� 2 M d�e�ni inductivement par

��
d�ef
=

kX
i=1

�h!i; �ii

si

�dep = h!1;�1;!2;�2; : : : ;!k;�ki

et o�u 8 i (1 � i � k) :

�h!i; �ii
d�ef
=

(
��i

si !i = li :?; ni; ri
qi; ��i

si !i = li : qi; ni; ri
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Exemple 9.4. Correspondance entre � et ��.
A partir de la permutation de d�ependance de l'�etat distribu�e � de l'exemple 9.3

on construit un �etat hi�erarchique �� suivant la d�e�nition 9.2.4:

�� = �h!1;�1i + �h!2;�2i, o�u

�h!1;�1i = q1; ��1 = q1; (q5; �!4) = q1; (q5; (q3;�)) et o�u

�h!2;�2i = q7; ��2 = q7; (q2;�). Donc, on obtient �nalement

�� = q1; (q5; (q3;�)) + q7; (q2;�).

La construction de l'�etat hi�erarchique �� �a partir d'un �etat distribu�e �
que nous venons de d�ecrire est insensible aux permutations:

Lemme 9.2.5. Si � est coh�erent et �0 est une permutation de �, alors �� =
��0 .

Preuve. A � coh�erent on associe ��dep . A �0 qui est une permutation
coh�erente de � (d'apr�es le lemme 9.2.2) on associe �(�0)dep. Puisque (�

0)dep est
une permutation de �dep on voit ais�ement que ��dep = �(�0)dep par d�e�nition
9.2.4 et en raison des propri�et�es des multi-ensembles introduites ci-dessus.

Nous pouvons maintenant �etablir des liens entre le syst�eme de transitions
MG bas�e sur les �etats hi�erarchiques, et le syst�eme de transitions SG, bas�e
sur les �etats distribu�es.

Lemme 9.2.6. Soit � un �etat distribu�e coh�erent. Si �
�
7! �0 alors

soit ��
�

=) ��0

soit � = �; j�0j < j�j et �� = ��0

Preuve. Par induction sur la longueur de �. On consid�ere les di��erents cas
possibles pour la transition �

�
7! �0.

On va proc�eder par type des r�egles de transitions.

1. Si q 2 QG est un noeud d'action �etiquet�e par � 2 �, alors par r�egle
ACTv on a

h: : : ; l : q; n; r; : : :i| {z }
�

�
7! h: : : ; l : q0; n; r; : : :i| {z }

�0

et �; �0 sont coh�erents. A � coh�erent on associe �� = ��[q], �a �0

coh�erent on associe ��0 = ��0[q0]. Les �etats hi�erarchiques �� et ��0 ont
exactement la même structure sauf que une occurrence de q dans �� a
�et�e remplac�ee par q0. Par d�e�nition 6.3.1 on a:

ACT : q; �q
�
7�! q0; �q 8 �q;
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o�u �q est une famille d'invocations-\�lles\. Par les r�egles PAR1; PAR2,
le lemme 6.4.3 et par structure des �etats hi�erarchiques ��; ��0 on est
amen�e �a ��

�
7�! ��0.

2. Si q 2 QG est un pcall-noeud �etiquet�e par � , alors l'ex�ecution de la
r�egle CALLv produit une composante nouvelle !new d�ependant de !i:

h: : : ; li : q; n; r| {z }
!i

; : : :i �7! h: : : ; li : q
0; n+ 1; r| {z }
!i

; : : : ; lnew : q
00

; 0; li| {z }
!new

i;

et �; �0 sont coh�erents. A l'�etat distribu�e � on associe �� = ��[q], �a
l'�etat distribu�e �0 on associe ��0 = ��0 [�]. Les �etats hi�erarchiques �� et
��0 ont exactement la même structure (par construction) sauf que une
occurrence de q dans �� a �et�e remplac�ee par � avec une transition valide
q

�
7! �. Puisque q est un pcall-noeud avec le suivant q0 et l'invoqu�e

q
00

par r�egle CALL on a

q; �q
�
7�! q0; �q + (q

00

;�):

Par des r�egles PAR1; PAR2, lemme 6.4.3 et par structure des �etats
hi�erarchiques ��; ��0 on d�eduit imm�ediatement ��

�7�! ��0 .

3. Pour la r�egle WAITv on le montre facilement, car on ne modi�e pas les
structures de �, �0 par transition.

4. Si q 2 QG est un end-noeud �etiquet�e par � , alors l'ex�ecution de la r�egle
ENDv remplace q par ?:

ENDv : h: : : ; l : q; n; r; : : :i| {z }
�

�
7! h: : : ; l :?; n; r; : : :i| {z }

�0

et en outre �; �0 sont coh�erents. A � coh�erent on associe �� = ��[q], �a
l'�etat distribu�e �0 coh�erent on associe un �etat hi�erarchique ��0 = ��0 [�].
Les �etats hi�erarchiques ��0 et �� ont exactement la même structure de
forêt mais les arbres li�es �a q sont di��erents. Cette di��erence consiste
en un collage convenable des \�ls" de l'�etat hi�erarchique (q; �q) �a leur
\p�ere\. Par la d�e�nition 6.3.1 on a :

END : q; �q
�
7�! �q:

Les r�egles PAR1; PAR2, le lemme 6.4.3 et la structure des �etats hi�erar-
chiques �� et ��0 nous conduisent �a

��
�7�! ��0:
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5. Pour la r�egle FREEv on a (d'apr�es la d�e�nition 9.1.2):

h: : : ;!i�1; l :?; 0; lj;!i+1; : : : ; lj : qj; nj ; rj; : : :i| {z }
�

�
7!

h: : : ;!i�1;!i+1; : : : ; lj : qj; nj � 1; rj ; : : :i| {z }
�0

:

A � coh�erent on associe ��, �a �0 (qui est coh�erent selon le lemme 9.1.7)
on associe ��0 . On voit sans peine que ��0 a exactement la même struc-
ture (par la d�e�nition 9.2.4) que �� et donc, �� = ��0 , ce qui compl�ete
la preuve.

Il est utile de remarquer que ce lemme�etablit en fait que la fonction (partielle)
de � dans M , qui �a � associe ��, est une � -simulation entre MG et SG.

De plus la divergence est pr�eserv�ee:

Lemme 9.2.7. Si � coh�erent diverge, alors �� diverge.

Preuve. Consid�erons une suite in�nie de � -transitions partant de �:

� = �0
�
7! �1

�
7! � � ��i

�
7! � � �

Forc�ement on a j�i+1j � j�ij in�niment souvent, de sorte qu'il existe une
in�nit�e de suites de transitions ��i

�
) ��i+1 entre les �etats hi�erarchiques cor-

respondants. Comme une s�equence
�
) de � -transitions ne peut pas être vide

(contrairement �a
�
)), on en d�eduit que �� diverge.

On peut exhiber une simulation dans l'autre direction:

Lemme 9.2.8. Si �
�7�! �0 et � = ��, alors il existe �0 tel que �

�7! �0 et
�0 = ��0 .

Preuve. On d�emontre la propri�et�e par le type des r�egles de transitions.

1. Si q 2 QG est un noeud d'action �etiquet�e par � 2 �, alors on a la
r�egle ACT �a appliquer: ACT : �[q]|{z}

��

�
7�! �[�] avec une transition

valide q; �q
�
7�! �, o�u � = q0; �q. Les �etats hi�erarchiques �� et �[�] ont

exactement la même structure sauf que une occurrence de q dans ��
a �et�e remplac�ee par q0. L'�etat hi�erarchique ��[q] est associ�e �a l'�etat
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distribu�e � donc, il est possible d'e�ectuer la transition qui ob�eit �a la
r�egle ACTv (d'apr�es la d�e�nition 9.1.2):

h: : : ; li : q; n; r; : : :i| {z }
�

a
7! h: : : ; li : q

0; n; r; : : :i| {z }
�0

:

A �0 qui est coh�erent (d'apr�es le lemme 9.1.7) on associe ��0 et par
comparaison de �[�] et ��0 on obtient le r�esultat (�0 =)�[�] = ��0 .

2. Pour les r�egles CALL; WAIT; END on le v�eri�e de même fa�con.

Maintenant on est prêt �a �enoncer le r�esultat principal de cette section
qui nous permet de relier formellement la s�emantique d'�etats hi�erarchiques
et celle d'�etats distribu�es:

Th�eor�eme 9.2.9. Si � coh�erent, alors � et �� sont d-bisimilaires.

Preuve. On consid�ere la relation R qui associe �a chaque � coh�erent le ��
correspondant. Les lemmes 9.2.6, 9.2.7 et 9.2.8 �enoncent queR a la propri�et�e
de transfert de la d-bisimulation.

Nous pouvons en d�eduire le corollaire suivant:

Corollaire 9.2.10. Si � et �0 sont des permutations l'une de l'autre, alors
�; �0 sont d-bisimilaires.

Même si en fait � et �0 sont bisimilaires au sens fort.

C'est un corollaire imm�ediat qui valide formellement l'id�ee introduite p.
146 comme quoi les permutations de � ne changent rien.

C'est le th�eor�eme 9.2.9 qui nous permet d'a�rmer que SG, la r�ealisation
distribu�ee de G �a base de compteurs, est une impl�ementation correcte de la
s�emantiqueMG bas�ee elle sur la notion d'�etats hi�erarchiques.

Nous allons maintenant passer �a un autre mod�ele d'impl�ementation de
niveau d'abstraction plus bas, plus proche encore de la strat�egie utilis�ee dans
le compilateur RPC de [VEKM94].

Dans ce cadre, notre r�ealisation avec des compteurs (une r�ealisation dis-
tribu�ee) est une �etape interm�ediaire entre la s�emantique d'�etats hi�erarchiques
(cf. chapitre 6) et un mod�ele d'impl�ementation qui est bas�e, l�a aussi, sur
l'id�ee de compteurs de synchronisation, mais en plus, qui prend en compte
une gestion du parall�elisme.
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Chapitre 10

Impl�ementation avec

parall�elisme born�e

Dans ce chapitre, on va d�evelopper un mod�ele pour RPC, �a base de
compteurs (comme dans le chapitre pr�ec�edent), mais utilisant en plus des
�les d'attente et des dequeues (\double-ended queues", ou �les d'attente �a
double entr�ee) pour g�erer un parall�elisme born�e (cf. [MVVK88, VEKM94]
pour une description de gestion).

10.1 Une s�emantique vectorielle

Nous allons proposer encore une s�emantique comportementale alternative
de sch�emas RPPS�� . Il convient de noter qu'elle correspond �a un niveau
d'abstraction plus bas que la s�emantique d'�etats distribu�es.

On suppose �x�e un entier m 2 IN, nombre de processeurs du syst�eme
distribu�e (m > 0). On consid�ere un sch�ema G.

Concr�etement, la strat�egie utilis�ee dans [VEKM94] pour impl�ementer le
langage RPC sur une architecture �a m processeurs parall�eles (et m�emoire
partag�ee) utilise, pour chaque processeur, une �le d'attente (locale) et une
dequeue pour les invocations parall�eles en attente d'allocation. Le probl�eme
quand on a du parall�elisme born�e consiste �a g�erer les invocations/activations.
Il faut les allouer, les d�eplacer, les stocker, etc. Cette strat�egie peut être
formalis�ee au moyen d'�etats vectoriels.

D�e�nition 10.1.1. Un vecteur-�etat (de taille m) est une s�equence

� = h�1; : : : ; �mi
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dans laquelle chaque composante �j est de la forme !j ; fj; dj o�u
- !j 2 Bloc [ f?g est un bloc (ou bien ?),
- fj 2 Bloc� est une �le de blocs,
- dj 2 Bloc� est une dequeue de blocs.

Les blocs sont les mêmes blocs que dans la d�e�nition 9.1.1.

Exemple 10.1.

1 :!1 q4 ?

!2 2 :q1 1 1 3 : 0 4q2

1 ?

!3

!5 !40 2q55 : 1 4 : q7

Processeur i Processeur j

�le

dequeue

Figure 10.1 : Un �etat vectoriel

L'�etat vectoriel

� = h: : :(2 : q1; 1; 1); ((1 : q4; 1;?)); ((5 : q5; 0; 2))| {z }
�i

; : : :(3 : q2; 0; 4); ((4 : q7; 1;?)); ()| {z }
�j

: : :i

a, en particulier, deux composantes �i et �j, o�u le processeur i est en train

d'ex�ecuter le bloc !2 = (2 : q1; 1; 1) d�ependant du bloc !1 = (1 : q4; 1;?) qui

est en �le d'attente; le bloc !5 (cr�ee par !2) est mis en dequeue et peut être pris

par n'importe quel processeur (cf. la �gure 10.1). Les processeurs i et j ex�ecutent

les blocs !2 et !3 en parall�ele.

Dans l'�etat �, le processeur j est en train d'ex�ecuter !j et les blocs appar-
tenant �a fj ou dj sont en attente. Les blocs de fj (g�er�es avec une discipline
FIFO) sont des processus qui ont �et�e interrompus (sur le processeur j) lors
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d'une instruction wait. Ils seront (peut-être) r�eactiv�es plus tard. Les blocs
de dj (�le accessible par tous les processeurs) sont des invocations cr�e�ees par
les instructions pcall. Elles peuvent être ex�ecut�ees par n'importe quel pro-
cesseur.

On va formaliser une strat�egie d'impl�ementation dont on a donn�e les id�ees
(avec un exemple) ci-dessus.

On note �G l'ensemble de tous les �etats vectoriels. Le vecteur-�etat
�0 = h!init; (); (); ?; : : : ; ?| {z }

m�1

i s'appelle vecteur-�etat initial.

A un sch�ema G on associe un syst�eme de transitions �etiquet�e PG =
(�G;�� ; 7!; �0).

D�e�nition 10.1.2. (S�emantique vectorielle)

PG
d�ef
= (�G;�� ; 7!; �0) est le syst�eme de transitions �etiquet�e o�u la relation

7! � �G � �� ��G est obtenue comme la plus petite relation qui ob�eit aux
r�egles suivantes:

ACTa: si q est un noeud d'action (ou de test) �etiquet�e par � et si q0 est
un des suivants de q, alors

h: : : ; l : q; n; r; f; d; : : :i
�
7! h: : : ; l : q0; n; r; f; d; : : :i

ENDa: si q est un noeud end, alors

h: : : ; l : q; n; lj; f; d; : : :i
�7! h: : : ; l :?; n; lj; f; d; : : :i

CALLa: si q est un noeud pcall, de suivant q0 et d'invoqu�e q
00

, alors

h: : : ; l : q; n; r; f; d; : : :i
�
7! h: : : ; l : q0; n+ 1; r; f; (lnew : q

00

; 0; l):d; : : :i

o�u lnew est un label non utilis�e dans l'�etat courant.

WAITa: si q est un noeud wait de suivant q0, alors

h: : : ; l : q; 0; r; f; d; : : :i
�
7! h: : : ; l : q0; 0; r; f; d; : : :i

PUSHa: si q est un noeud wait de suivant q0 et si n > 0, alors

h: : : ; l : q; n; r; f; d; : : :i
�
7! h: : : ; ?; f:(l : q; n; r); d; : : :i
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FREEa:

h: : : ; l :?; 0; l0| {z }
!

; f; d; : : : � � � l0 : q0; n0; r0| {z }
!0

� � � : : :i

�7! h: : : ; ?; f; d; : : : � � � l0 : q0; n0 � 1; r0 � � � : : :i

o�u la notation � � �!0 � � � signi�e que !0 apparâ�t quelque part (sur un
processeur, dans un des dj ou des fj) dans l'�etat vectoriel, ce que le
syst�eme sait localiser directement �a partir de l'�etiquette l0.

POP� FILE:

h: : : ; ?; (!1; : : : ; !k)| {z }
f

; d; : : :i �7! h: : : ; !i; (!i+1; : : : ; !k; !1; : : : ; !i�1); d; : : :i

o�u !i est le premier bloc de f tel que ni = 0.

POP�DEQUEUE:

h: : : ; ?; f; (!:d); : : :i
�
7! h: : : ; !; f; d; : : :i

si f n'a pas de bloc tel que n = 0 (i.e. la r�egle POP� FILE ne
s'applique pas).

POP �AUTRE�DEQUEUE:

h: : : ; ?; f; (); : : : ; !j ; fj; (dj:!); : : :i
�
7! h: : : ; !; f; (); : : : ; !j; fj; dj ; : : :i

si f n'a pas de bloc tel que n = 0 (i.e. la r�egle POP� FILE ne
s'applique pas).

Les r�egles que nous venons de donner d�e�nissent quelles transitions �
�
7!

�0 sont possibles. Ces r�egles reprennent la gestion des compteurs de �ls de la
d�e�nition 9.1.2 mais la pr�esence des �les d'attente n�ecessite des ajustements:

� Seuls les blocs actifs, i.e. pr�esents sur un processeur plutôt que dans
une �le d'attente, peuvent �evoluer.

� En cas d'invocation d'une coroutine, la coroutine est rang�ee dans la
dequeue locale (et donc pas active).

� Un noeud wait avec compteur n 6= 0 ne reste pas simplement en at-
tente, il sera rang�e dans la �le locale, lib�erant ainsi le processeur.

� La strat�egie de d�epilage qui alloue des blocs aux processeurs libres
impose une priorit�e sur les trois sortes de d�epilage: POP � FILE passe
avant POP�DEQUEUE qui elle-même passe avant POP�AUTRE�
DEQUEUE.
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A un �etat vectoriel on peut associer un �etat distribu�e correspondant. L�a,
notre id�ee est tr�es simple: pour chaque composante � d'un �etat vectoriel

1. d'abord, on extrait successivement les contenus (des blocs d'activations)
d'une �le d'attente et on les met �a côt�e pour former des nouvelles com-
posantes d'un �etat distribu�e;

2. ensuite, on applique la même d�emarche pour des blocs de dequeue.

Formellement,

D�e�nition 10.1.3. Au vecteur-�etat

� = h: : : ; !i; (!
0
1; : : : ; !

0
jfij

); (!
00

1 ; : : : ; !
00

jdij
); : : :| {z }

m

i

on associe un �etat distribu�e �� (une allocation de �) d�e�ni inductivement
par

1.

h: : : ;!i; (!
0
2; : : : ; !

0
jfij

); (!
00

1 ; : : : ; !
00

jdij
); : : : ;| {z }

m

: : : : : : : : : : : : ;!0
1;| {z }Pi�1

k=1
(jfkj+jdkj) +1

i;

2.

h: : : ;!i; (); (!
00

2 ; : : : ; !
00

jdij
); : : : ;| {z }

m

: : : ;!0
1; : : : : : : : : : ;!

0
jfij

;!
00

1| {z }Pi�1

k=1
(jfkj+jdkj) +jfij+1

i:

Exemple 10.2. Un �etat vectoriel et un �etat distribu�e correspondant.
Au vecteur-�etat � de l'exemple 10.1 on associe un �etat distribu�e �� de la forme

�� = h: : : ; (2 : q1; 1; 1); : : : ; (3 : q2; 0; 4); : : : ; (1 : q4; 1;?); (5 : q5; 0; 2); (4 : q7; 1;?)i

Dans la suite nous nous int�eressons aux �etats vectoriels coh�erents, c'est
�a dire tels que la relation de d�ependance entre les blocs est acyclique, les
valeurs des compteurs sont correctes, . . . comme dans la d�e�nition 9.1.5.
L�a, notre motivation est la même que dans le cas d'�etat distribu�e coh�erent:
on cherche �a construire un mod�ele d'impl�ementation de RPC poss�edant une
information sur des programmes r�eels.

Lemme 10.1.4. Un vecteur-�etat � est coh�erent ssi son allocation �� l'est.
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Preuve. Dans la d�e�nition 10.1.3, la construction de �� ne change ni
l'ensemble des blocs, ni les pointeurs, ni les compteurs.

Nous pouvons alors montrer

Lemme 10.1.5. Si � est coh�erent et �
�
7! �0, alors �0 est coh�erent.

Preuve. Se montre par type des r�egles de transitions de la d�e�nition 10.1.2.

Lemme 10.1.6. Si � est coh�erent et si �
�
7! �0 , alors ��

�
=) ��0.

Preuve. Se montre par type des r�egles de transitions de la d�e�nition 10.1.2 �a
partir de la d�e�nition 10.1.3 et celle 9.1.2 en utilisant le lemme 9.1.7. Chaque
type de transitions ob�eissant aux r�egles de la d�e�nition 10.1.2 est simul�e

� soit par z�ero � -transitions partant de �� car on n'a pas besoin de g�erer
des invocations/activations dans le cas d'�etats distribu�es,

� soit par une seule transition correspondante de la d�e�nition 9.1.2.

Lemme 10.1.7. Pour un �etat coh�erent �, on a �$d 0 ssi ��$d 0.

Preuve.

� La direction ) suit du lemme 10.1.6.

� Nous voyons la preuve de l'autre implication. La preuve est par l'absurde.
On suppose que l'�etat distribu�e �� est bisimilaire �a 0 mais l'�etat vec-
toriel � ne l'est pas, c.-�a-d.

1. soit 9� 2 � : �
�

=);

2. soit le nombre k de � -transitions partant de � n'est pas �ni.

La premi�ere situation implique ce que � 2 � : ��
�

=) d'apr�es le lemme
10.1.6 et donc, �� 6$� 0 (la contradiction). La deuxi�eme situation
implique l'existence (d'apr�es l'application multiple du lemme 10.1.6)
de la suite in�nie de � -transitions partant de �� et donc, �� 6$� 0 (la
contradiction).
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Il est alors possible de relier formellement le comportement des deux
mod�eles d'impl�ementation de niveaux d'abstraction di��erents: du mod�ele
d'�etats distribu�es et celui d'�etats vectoriels. Le crit�ere que nous utilisons
est une notion de � -simulation au sens de [Mil89] pr�eservant �a la fois les
propri�et�es de sûret�e et la terminaison. Nous notons vd ce pr�eordre d'impl�e-
mentation.

D�e�nition 10.1.8. p vd q ssi il existe une relation R telle que

1. R a la propri�et�e de (�)-simulation;

2. p R q implique (p$d 0 ssi q$d 0).

Il est alors possible de d�emontrer

Corollaire 10.1.9.

PG vd SG

C'est en ce sens que la strat�egie de [VEKM94] est une impl�ementation
correcte de la s�emantique d'�etats hi�erarchiques. Notons que seule une simu-
lation est garantie, et qu'en particulier, le langage engendr�e (et a fortiori le
comportement arborescent) n'est pas pr�eserv�e. L�a, une raison intuitive est
la suivante: une instruction courante q d'un bloc ! d'un �etat distribu�e ��
peut être ex�ecut�ee, tandis qu'il est tout �a fait possible que ce bloc ! d'un
�etat vectoriel � ne puisse pas être d�epil�e d'une des �les d'attente ou bien
des dequeues d'un des m processeurs qui sont tous en train d'ex�ecuter leurs
blocs.

Exemple 10.3. Un �etat vectoriel et un �etat hi�erarchique correspondant.
A partir d'un �etat vectoriel

� = h: : : (2 : q1; 1; 1); ((1 : q4; 1;?)); ((5 : q5; 0; 2))| {z }
�i

; : : :(3 : q2; 0; 4); ((4 : q7; 1;?)); ()| {z }
�j

: : :i

de l'exemple 10.1 par l'interm�ediaire de l'�etat distribu�e correspondant

�� = h: : :(2 : q1; 1; 1); : : : ; (3 : q2; 0; 4); : : : ;

(1 : q4; 1;?); (5 : q5; 0; 2); : : : ; (4 : q7; 1;?); : : :i

on peut construire un �etat hi�erarchique �:

��� = f(q4; (q1; (q5;�))); (q7; (q2;�))g

L'instruction q5 peut être ex�ecut�ee dans ��� et �� tous les deux, mais le bloc

! = (5 : q5; 0; 2) ne peut pas être d�epil�e de dequeue du processeur i si tous les

processeurs sont occup�es.
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Maintenant on peut expliquer en quel sens on aurait pu proposer une
\meilleure" notion de correction. En premier lieu, on aurait pu chercher un
mod�ele d'impl�ementation tel qu'il pr�eserve le langage engendr�e par le mod�ele
RPPS; en deuxi�eme lieu, un autre qui pr�eserve le comportement arborescent.

En ayant en vue l'outil d'analyse des programmes r�ecursifs-parall�eles,
nous avons dû choisir quelles constructions allaient �gurer dans notre mo-
d�ele. Nous nous en sommes tenu �a la synchronisation, au non-d�eterminisme
inuenc�e par l'ext�erieur, aux �ev�enements invisibles (les � -transitions). On a
cherch�e �a traiter la divergence (suite in�nie de transitions invisibles). Même
si notre mod�ele, o�u il existe un �ev�enement invisible est compliqu�e �a manipu-
ler, nous avons pr�ef�er�e notre notion de correction pour les raisons d�evelopp�ees
ci-dessus.

Dans les chapitres pr�ec�edents, nous avons d�ecrit une fa�con par laquelle
un programme r�ecursif-parall�ele P est transform�e en un sch�ema RPPS GP 2
RPPS pour lequel nous avons propos�e trois s�emantiques di��erentes, reli�ees
par:

PG vd SG $d MG (10.1)

Les trois mod�eles ont leurs propres vues sur le sens du parall�elisme et de la
synchronisation du langage r�ecursif-parall�ele, mais ils restent compatibles au
sens de \vd". Nous allons voir que cette même notion de compatibilit�e relie
les mod�eles sans interpr�etation que nous avons utilis�es jusqu'�a pr�esent, et les
mod�eles interpr�et�es qui donnent une s�emantique plus r�ealiste.



Chapitre 11

Sch�emas RPPS interpr�et�es

11.1 Propri�et�es de programmes

Une propri�et�e d'un programme est un attribut qui est vrai de chaque
ex�ecution possible d'un programme consid�er�e. Chaque propri�et�e peut être
formul�ee en termes de deux sortes sp�eciales de propri�et�es: sûret�e et vivacit�e.
Une propri�et�e de sûret�e exprime que le programme n'admet jamais un mau-
vais �etat, i.e. un �etat o�u certaines des variables ont des valeurs ind�esirables.
Une propri�et�e de vivacit�e exprime qu'un programme passe in�evitablement
par un bon �etat, i.e. un �etat o�u toutes les variables d'un programme ont des
valeurs correctes.

La correction partielle qui est un exemple de propri�et�e de sûret�e exprime
que si un programme termine, alors l'�etat �nal est correct, i.e. un r�esul-
tat correct a �et�e obtenu. L'absence de deadlock est un autre exemple de
propri�et�e de sûret�e. La terminaison qui est un exemple d'une propri�et�e de
vivacit�e exprime qu'un programme sera in�evitablement termin�e, i.e. chaque
ex�ecution d'un programme est �nie. La correction totale est une propri�et�e
qui combine la correction partielle et la terminaison. La correction totale dit
qu'un programme termine toujours, et avec un r�esultat correct.

11.2 Mod�eles interpr�et�es

L'int�erêt du r�esultat (10.1) ne se limite pas aux propri�et�es de pr�eservation
de vd. En e�et, la même relation d'impl�ementation relie le comportement
PG des programmes et leur s�emantique \interpr�et�ee" PI

G .

Dans notre d�e�nition du comportement des sch�emas RPPS, les actions
de base restaient sans interpr�etation. Mais il est possible d'�eto�er notre

161
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mod�ele de fa�con �a prendre en compte une interpr�etation des actions de base,
donnant une s�emantique compl�ete du langage r�ecursif-parall�ele RPC. (Bien
sûr, on perd alors presque tous les r�esultats de d�ecidabilit�e.) Dans l'ordre
nous expliquons

� ce que seraient les mod�eles interpr�et�es;

� comment on les relie formellement aux mod�eles non-interpr�et�es.

Les mod�eles interpr�et�es ont seulement besoin que soit mod�elis�ee la m�e-
moire. Elle est d�ecoup�ee en

� une m�emoire globale �a laquelle toutes les invocations peuvent acc�eder;

� pour chaque invocation, une m�emoire locale.

Il faudrait d�e�nir un ensemble (g�en�eralement in�ni)

GMem = fu; : : :g

d'�etats-m�emoire globaux, ainsi qu'un ensemble (g�en�eralement in�ni)

LMem = fv; : : :g

d'�etats-m�emoire locaux. Dans ce cas, les actions de base auront un e�et
pr�ecis sur l'�etat-m�emoire (le m�ecanisme de synchronisation reste le même).

On munit alors les actions de base et les actions de tests d'une s�eman-
tique sur GMem � LMem. Par exemple une action � 2 � sera interpr�et�ee
comme une application

�
7�!� GMem � LMem � GMem � LMem. On

�ecrira u; v
�
7�! u0; v0 pour d�enoter les modi�cations de l'�etat-m�emoire dues �a

l'accomplissement des actions �.
Des actions pcall auront, elles aussi, un e�et sur l'�etat local et sur l'�etat

global, mais en plus elles donnent lieu �a un nouvel �etat local pour la proc�edure
invoqu�ee, ce qui est mod�elis�e par une application GMem � LMem 7�!
(GMem� LMem)� LMem.

Maintenant, on peut d�e�nir un �etat hi�erarchique qui aura la forme

hu; �i

avec

�
d�ef
= f(q1; v1; �1); : : : ; (qn; vn; �n)g

o�u chaque composante parall�ele est munie de son �etat-m�emoire local. Les
transitions prennent en compte l'e�et des actions sur l'�etat-m�emoire.

Nous n'allons pas �ecrire explicitement la fa�con dont les r�egles de la d�e�ni-
tion 6.3.1 sont adapt�ees �a ce nouveau cadre et pr�ef�erons donner un exemple:
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Exemple 11.1. Comportement avec actions interpr�et�ees.

1. Si q 2 QG est un noeud pcall de suivant q0 et d'invoqu�e q
00

et

2. si ((u; v); (u0; v0); v
00

) 2
�
7�!,

alors hu; (q; v; �)i
�
7�! hu0; (q0; v0; (� + (q

00

; v
00

;�)))i.

Il y a toutefois une di��erence importante: les actions et (surtout) les tests
donnent un r�esultat d�eterministe.

Finalement, on voit la fa�con par laquelle cette construction produit un

mod�eleMI
G pour lequel il ne reste qu'�a choisir un �etat initial pr�ecis �0

d�ef
=

(q0; v0;�). Même si nous ne donnons pas la d�e�nition exacte des s�emantiques
interpr�et�ees, le lecteur peut se convaincre que le th�eor�eme suivant permet de
la relier au mod�ele sans interpr�etation:

Th�eor�eme 11.2.1. Compatibilit�e de la s�emantique interpr�et�ee

MI
G vd MG

o�u le mod�ele non-interpr�et�e ne fait qu'une � -simulation du mod�ele interpr�et�e
(�a cause du non-d�eterminisme des tests dans le mod�ele non-interpr�et�e), mais
n�eanmoins, une simulation qui respecte la divergence.

De fa�con semblable, nous pourrions d�e�nir un mod�ele d'�etats distribu�es
et un mod�ele d'�etats vectoriels avec interpr�etation. A la �n, les six mod�eles
sont reli�es comme le r�esume la �gure 11.1.

Dans ce cadre, le point important est que les mod�eles non-interpr�et�es im-
pl�ementent correctement les mod�eles interpr�et�es en prenant vd comme pr�eor-
dre d'impl�ementation correcte. Or c'est le même pr�eordre qui explique en
quoi la s�emantique \id�ealis�ee" �a base d'�etats hi�erarchiques ne fait qu'approxi-
mer le comportement de l'impl�ementation vectorielle du programme. Ainsi,
les approximations et simpli�cations que nous faisons en nous limitant �a des
sch�emas non-interpr�et�es (ceci dans un but de clart�e mais aussi a�n de pouvoir
obtenir des r�esultats de d�ecidabilit�e) sont compatibles avec celles qu'introduit
le mod�ele �a parall�elisme non-born�e.

Finalement, n'importe quelle propri�et�e \' compatible avec vd" (voir
la d�e�nition 11.2.2) peut être signi�cativement �etablie sur le mod�ele non-
interpr�et�eMG, o�u nous pouvons appliquer les m�ethodes d'analyse d�evelop-
p�ees dans la deuxi�eme partie de cette th�ese: elle sera alors v�eri��ee par le
\vrai" comportement PI

G.
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d d

G

MI
G MG

SIG SG

PIG PG

d

d

d

d d

Figure 11.1 : Comparaison des mod�eles formels
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D�e�nition 11.2.2. ' est compatible avec vd ssi P vd P 0 et P 0 j= ' entrâ�-
nent P j= '.

Il existe de nombreuses propri�et�es compatibles avec vd, et par exemple:

Proposition 11.2.3. 1. Toutes les propri�et�es de sûret�e sont compatibles
avec vd.

2. La terminaison est compatible avec vd.

Les limitations de notre notion de correction vd de notre cadre d'analyse
sont:

� Les propri�et�es qui ne sont pas compatibles avec vd (par exemple, la
\terminaison possible") sont seulement signi�catives si nous voulons
faire l'analyse du mod�ele non-interpr�et�e sans obtenir aucune informa-
tion sur le mod�ele interpr�et�e.

� Les propri�et�es qui sont compatibles avec vd ne peuvent être analys�ees
que dans une direction. Ainsi, si on d�emontre que le syst�eme MG ne
termine pas, on ne peut pas d�eduire que PI

G ne termine pas.

Toutefois, on pourrait d'�enoncer un r�esultat de compl�etude. La correction
que nous avons choisie n'est pas triviale. Le r�esultat (10.1) nous permet de
dire que si le mod�ele non-interpr�et�e v�eri�e une propri�et�e ' qui est compatible
avec notre notion de correctionvd, alors le mod�elePI

G interpr�et�e (c.-�a-d. avec
des actions de base interpr�et�ees) v�eri�e ':

8G 8I (MG j= ' ) PI
G j= ')

d'o�u

8G (MG j= ' ) 8I PI
G j= ')

Maintenant on consid�ere l'ensemble de toutes les interpr�etations possibles
d'un sch�ema G en admettant le choix non-d�eterministe pour des actions
et des tests. Dans ces circonstances, si le mod�ele non-interpr�et�e MG ne
v�eri�e pas une propri�et�e ' compatible avec vd, alors il existe forc�ement une
interpr�etation I du sch�ema G qui ne v�eri�e pas ':

8G (MG 6j= ' ) 9I PI
G 6j= ')

et c'est le r�esultat de compl�etude de notre m�ethode de mod�elisation.
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11.3 Conclusion

Pour un sch�ema G de RPPS�� nous avons propos�e trois s�emantiques
comportementales di��erentes:

1. une s�emantique d'�etats hi�erarchiques,MG,

2. une s�emantique d'�etats distribu�es (parall�elisme non-born�e), SG,

3. une s�emantique d'�etats vectoriels (parall�elisme born�e), PG.

Ces trois s�emantiques correspondent �a des visions di��erentes sur le paral-
l�elisme et la synchronisation du langage r�ecursif-parall�ele. En fait la premi�ere
s�emantiqueMG correspond au niveau d'abstraction le plus �elev�e, sans faire
r�ef�erences aux d�etails d'impl�ementation, et la derni�ere PG au niveau le plus
bas (proche de la strat�egie d'impl�ementation).

On a d�emontr�e qu'il est possible de relier formellement les trois mod�eles,
et ainsi d'�enoncer en quel sens pr�ecis l'impl�ementation de RPC est correcte.
Le crit�ere que nous avons utilis�e est une notion de � -simulation pr�eservant �a
la fois les propri�et�es de sûret�e et la non-terminaison.

D'autre part, on a montr�e comment ra�ner ces trois mod�eles en incor-
porant l'interpr�etation des actions de base. Les mod�eles obtenus (MI

G, S
I
G,

PI
G) correspondent l�a aussi �a des niveaux d'abstraction d�ecroissants. Ce fait

permet d'a�rmer que toute propri�et�e de sûret�e ou de terminaison d�emon-
tr�ee pour notre mod�ele MG est vraie de la r�ealisation e�ective PI

G. Ainsi,
notre �etude th�eorique sur la v�eri�cation de propri�et�es sur MG trouve des
applications en ce qui concerne l'analyse du comportement des programmes
interpr�et�es.



Conclusions

Le parall�elisme est un concept majeur en informatique, ceci �a la fois d'un
point de vue th�eorique et d'un point de vue pratique.

Les programmes parall�eles sont des objets compliqu�es et aujourd'hui on
ne sait pas encore comment pro�ter pleinement de la puissance des machines
parall�eles. On ne sait pas encore vraiment raisonner correctement sur les
programmes parall�eles, et on admet commun�ement qu'il faut d�evelopper des
mod�eles, des concepts, des notations, des langages, etc. adapt�es �a la pro-
grammation parall�ele.

Dans cette th�ese, nous avons propos�e un mod�ele formel pour une classe de
programmes parall�eles particuli�ere. Une particularit�e de notre �etude r�eside
dans la consid�eration explicite d'une r�ecursivit�e au niveau de programmes
parall�eles dans un contexte o�u la synchronisation n'est possible que de fa�con
limit�ee. Ces restrictions permettent d'obtenir de bons r�esultats de d�ecida-
bilit�e.

Tout d'abord, nous avons d�e�ni une notion formelle d'un sch�ema de RPPS
et de son comportement sous la forme d'un syst�eme de transitions �etiquet�e.
La notion fondamentale de notre mod�ele est celle d'�etat hi�erarchique.

Nous nous sommes ensuite int�eress�es �a l'�etude th�eorique de notre mod�ele.
Dans ce cadre, nous avons �etudi�e ses propri�et�es de base et nous avons obtenu
le r�esultat d'expressivit�e permettant de relier le mod�ele de RPPS avec celui
d'alg�ebre de processus de PA. Ensuite, nous avons montr�e comment le mod�ele
d'�etats hi�erarchiques, qui n'est pas d'�etats �nis, peut être vu comme un
syst�eme de transitions bien structur�e. Ce mod�ele n'a pas de lien �evident avec
d'autres syst�emes de transitions bien structur�es connus dans la litt�erature.

Nous avons propos�e deux fa�cons di��erentes de voir notre mod�ele sous
l'angle des syst�emes de transitions bien structur�es. Cela nous a permis de
montrer la d�ecidabilit�e de certains probl�emes d'atteignabilit�e (par exemple
d'atteignabilit�e d'un �etat de contrôle) et de terminaison (par exemple le prob-
l�eme de l'arrêt).

Nous avons conclu ce travail par une �etude montrant en quoi le mo-
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d�ele formel d�evelopp�e au d�ebut de la th�ese et les m�ethodes d'analyse qui
l'accompagnent restent pertinentes dans le cadre r�ealiste du langage RPC
tel qu'il est impl�ement�e actuellement. Ceci nous a amen�e �a en envisager
deux mod�eles d'impl�ementation: une r�ealisation distribu�ee avec parall�elisme
non-born�e et une r�ealisation �a base de �les d'attente qui est un mod�ele avec
parall�elisme born�e. Nous avons montr�e l'int�erêt de notre mod�ele, en indi-
quant que toute propri�et�e de sûret�e ou de terminaison d�emontr�ee pour notre
mod�ele est vraie de la r�ealisation e�ective.

De nombreuses voies ont �et�e explor�ees dans cette th�ese, mais plusieurs
points nous semblent aujourd'hui m�eriter une �etude compl�ementaire:

� Il serait sans doute tr�es int�eressant de chercher �a construire et �a �etudier
une alg�ebre de processus parall�eles bas�ee sur une notion d'invocation
de processus parall�ele avec hi�erarchisation et une notion de synchroni-
sation p�ere-�ls uni-directionnelle �a la RPC. Ceci permettrait de trans-
porter nos r�esultats dans le cadre plus classique des alg�ebres de pro-
cessus, o�u de nouvelles questions (axiomatisations �equationnelles, . . . )
deviendraient pertinentes.

� La question de la d�ecidabilit�e de la bisimulation entre sch�emas RPPS
nous semble être un probl�eme ouvert tr�es int�eressant, apparemment
proche des fronti�eres de ce qui est connu aujourd'hui sur la d�ecidabilit�e
de la bisimulation des syst�emes d'�etats in�nis [H�ut91, CH93, CHM94,
Mol96, Esp96].

� Les deux points de vue \bien structur�es" que nous proposons dans
le chapitre 8 nous semblent dignes d'être explor�es en tant que tels,
ind�ependamment des applications �a l'analyse des sch�emas RPPS.
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R�esum�e

Cette th�ese s'inscrit dans le cadre des travaux consacr�es au d�eveloppement
des mod�eles s�emantiques destin�es aux langages de programmation concur-
rents. Une particularit�e de notre �etude r�eside dans la consid�eration explicite
d'une r�ecursivit�e au niveau des programmes parall�eles. Pour ces programmes
nous proposons une s�emantique originale, dont nous �etudions en d�etail les
propri�et�es. Bien que le mod�ele propos�e ne soit pas d'�etats �nis, il est pos-
sible de le munir d'une structure de syst�emes de transitions bien structur�es
au sens de Finkel ce qui �etablit la d�ecidabilit�e de nombreux probl�emes de
v�eri�cation. Cette s�emantique �a la Plotkin permet de mieux comprendre
le comportement des programmes r�ecursifs-parall�eles, d'analyser formelle-
ment certaines de leurs propri�et�es, de d�ecrire la strat�egie d'impl�ementation
et d'�enoncer en quel sens elle est correcte.

Abstract

Semantics of recursive-parallel programs and methods for their analysis.
We de�ne a formal model for a class of recursive-parallel programs with

speci�c invocation and synchronization primitives and study the correspond-
ing program schemes. This model is not �nite-state but can still be turned
into a well-structured transition systems in the sense of Finkel, so that some
interesting reachability problems are clearly decidable. Building on Plotkin's
approach, the new semantics of these recursive-parallel program schemes
gives a clear understanding of the program behaviour, and a formal model
in which to analyze the program properties. In this framework we can study
the implementation model and prove its correctness.

Mots cl�es : s�emantique du parall�elisme, r�ecursivit�e, syst�eme de
transitions, bisimulation, alg�ebre de processus, impl�ementation correcte


