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Introduction

Lorsqu'il s'agit de mod�eliser des ph�enom�enes naturels, l'utilisation de la loi nor-
male s'impose dans de nombreuses situations. Malgr�e cette pr�edominance bien jus-
ti��ee, il est un certain nombre de ph�enom�enes observ�es di�cilement mod�elisables
par cette fameuse loi. C'est le cas, par exemple, de relev�es sur des dur�ees de vie de
mat�eriels, de l'observation du nombre d'individus dans une population ayant telle
ou telle caract�eristique, ou encore du d�ecompte d'�ev�enements rares.

Ainsi, a�n de permettre une analyse satisfaisante de donn�ees manifestement non
gaussiennes, les mod�eles lin�eaires classiques ont �et�e �etendus �a la classe plus large de
mod�eles que sont les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es.

Sur un autre plan, la mod�elisation des e�ets pouvant intervenir dans l'explication du
ph�enom�ene �etudi�e s'est aussi enrichie. Il a �et�e introduit la notion d'e�et al�eatoire, en
la distinguant de celle d'e�et �xe. La partie explicative du mod�ele s'est ainsi ra�n�ee,
combinant lin�eairement ces deux types d'e�ets. La mod�elisation �a e�ets al�eatoires
est notamment tr�es usit�ee dans le domaine de la g�en�etique animale.

La combinaison de ces deux types d'extension des mod�eles lin�eaires classiques a
donn�e naissance aux mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es �a e�ets al�eatoires.

Dans ce travail, nous nous int�eressons �a l'estimation des param�etres de tels mo-
d�eles, et en particulier �a l'estimation des composantes de la variance - param�etres
de variance des e�ets al�eatoires.

Pour r�epondre �a la question de l'estimation de param�etres dans des mod�eles,
la th�eorie statistique nous guide vers la maximisation de la fonction de vraisem-
blance. Or, dans notre cas pr�ecis, la distribution de la variable al�eatoire mod�elisant
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le ph�enom�ene observ�e est di�cile �a d�ecrire.

En e�et, avec la pr�esence des e�ets al�eatoires, les mod�eles que nous �etudions
englobent deux sources d'al�ea. De ce fait, les hypoth�eses sur la distribution de la
variable �a expliquer ne peuvent être pos�ees correctement que conditionnellement
aux e�ets al�eatoires. Il est donc n�ecessaire, pour atteindre la distribution margi-
nale de cette variable, de lever le conditionnement. Dans les mod�eles gaussiens �a
e�ets al�eatoires, les r�egles de conditionnement de la loi normale rendent cette op�e-
ration r�ealisable. Malheureusement ici, ce d�econditionnement n'est pas chose ais�ee,
et constitue même la di�cult�e principale.

Certains choix particuliers de distributions pour la variable, les e�ets, ou les deux
simultan�ement, permettent cependant de contourner le probl�eme. Mais nous avons
voulu, dans notre travail, garder un point de vue global sur cette classe de mod�eles,
ainsi que l'hypoth�ese classique de distribution normale des e�ets al�eatoires.

L'�elaboration de m�ethodes d'estimation va donc devoir faire face �a ce probl�eme
du d�econditionnement. Pour cela, di��erentes approches peuvent être suivies qui
m�enent, en tout �etat de cause, �a des m�ethodes non exactes, par le biais d'approxi-
mations r�ealis�ees �a di��erents niveaux selon les raisonnements. Notre travail s'inscrit
donc dans un objectif d'�etude et de mise en place de m�ethodes d'estimation. Ces
m�ethodes seront illustr�ees au cours du travail par des r�esultats de simulation.

Dans un premier chapitre, nous donnons une description pr�ecise des mod�eles
lin�eraires g�en�eralis�es �a e�ets al�eatoires. Les di��erentes hypoth�eses concernant la
mod�elisation du ph�enom�ene observ�e sont pr�esent�ees. Dans ce but, nous revenons �a
la fois sur la particularit�e des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es, ainsi que sur la notion
d'e�et al�eatoire. Ceci sera l'occasion de pr�eciser en quoi ce dernier type d'hypoth�eses
di��ere, �a nos yeux, des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es avec \surdispersion".

Ensuite, nous abordons dans les chapitres 2 et 3, l'�etude de l'estimation de pa-
ram�etres au sein de ces mod�eles. Comme nous l'avons signal�e, selon les d�emarches,
des approximations sont e�ectu�ees �a divers stades, depuis la d�e�nition du mod�ele
conditionnel jusqu'�a celle du mod�ele marginal.

Dans un premier temps, au chapitre 2, c'est un point de vue conditionnel que
nous adoptons. En e�et, nous commen�cons par nous int�eresser �a une lin�earisation
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du mod�ele, conditionnellement aux e�ets al�eatoires. Cette lin�earisation se r�ealise
par l'introduction d'une variable d�ependante - technique propre �a l'estimation par
maximum de vraisemblance dans les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es simples. Le mod�ele
lin�earis�e obtenu est alors trait�e comme un mod�ele lin�eaire mixte, avec la particularit�e
cependant qu'une partie de la structure de variance est, dans certains cas, connue.
Nous d�esignons d'ailleurs ces mod�eles particuliers par mod�eles lin�eaires mixtes non
standards.

Cette m�ethode propos�ee permet, le cas �ech�eant, de tirer partie de l'information
suppl�ementaire apport�ee sur la variance par certaines lois autres que la loi normale.

Elle s'av�ere proche d'une m�ethode propos�ee par Schall (1991), et relue par divers
auteurs. Cependant, elle incite �a relâcher quelque peu le conditionnement. Ce constat
nous am�enera, dans un deuxi�eme temps dans ce chapitre, �a comparer les diverses
approches existantes selon une �echelle de d�econditionnement que nous pr�eciserons.

Dans le chapitre 3, nous prenons le point de vue oppos�e, selon cette �echelle, �a
celui du chapitre pr�ec�edent. En e�et, c'est dans un raisonnement marginal que s'ins-
crit ce chapitre. C'est-�a-dire que la lin�earisation est e�ectu�ee au niveau du mod�ele
marginal et non au niveau du mod�ele conditionnel.

Nous reprenons la d�emarche suivie par Gilmour, Anderson, et Rae (1985). Nous
proposons d'�etendre leur m�ethode, mise en place dans le cadre particulier d'un
mod�ele binomial avec lien probit. Cette m�ethode s'appuie principalement sur la
construction, au niveau marginal, d'une fonction de quasi-vraisemblance.

Elle a d�eja �et�e �etendue au cas d'un mod�ele de Poisson avec lien logarithmique par
Foulley et Im (1993). Nous la reprenons ici, en relâchant en particulier une hypo-
th�ese de travail concernant l'homog�en�eit�e des variables sous-jacentes. Nous propo-
sons surtout un formalisme commun, qui permet d'envisager l'�etude d'autres cas de
distributions ou de fonctions de lien selon cette d�emarche.

Le dernier chapitre, même s'il tente toujours de r�epondre �a la question de l'es-
timation, s'inscrit dans un cadre l�eg�erement di��erent. En e�et, nous enrichissons �a
nouveau les hypoth�eses de mod�elisation, pour introduire une notion d'h�et�erog�en�eit�e
dans les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es �a e�ets al�eatoires.

L'h�et�erog�en�eit�e recouvre, selon les auteurs, des sens vari�es. C'est pourquoi nous ex-
plicitons tout d'abord le sens que nous lui accordons ici et la mod�elisation �a laquelle
nous nous int�eressons. Elle rejoint d'ailleurs celle d�ecrite par Foulley et Quaas
(1995) dans le cadre des mod�eles lin�eaires �a e�ets al�eatoires, mais n'est cependant
pas classique dans celui des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es �a e�ets al�eatoires. Elle



14 Introduction

concerne une h�et�erog�en�eit�e des variances des e�ets al�eatoires.

Du point de vue de l'estimation, nous commen�cons par nous int�eresser au cas des
mod�eles gaussiens. L'introduction de l'h�et�erog�eit�e implique que certaines d�emarches
usuelles ne sont plus directement envisageables. L'algorithme EM constitue alors
un outil essentiel. Nous �etudions sa mise en place dans le cas homog�ene, et nous
verrons que, selon l'�ecriture du mod�ele adopt�ee, il existe deux voies pour cela. Puis,
nous envisageons le cas h�et�erog�ene, pour lequel nous retrouvons la m�ethodologie de
Foulley et Quaas (1995).

Pour �nir, nous en venons �a l'objectif principal de ce chapitre, en nous pla�cant dans
le cadre des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es �a e�ets al�eatoires �a variances h�et�erog�enes.
Une mise en place directe de l'algorithme EM se confronte aux mêmes probl�emes que
ceux du d�econditionnement, �enonc�es dans les chapitres pr�ec�edents. Nous proposons
alors une m�ethode d'estimation, alliant les techniques de lin�earisation du chapitre
2, et le travail pr�ec�edent �a l'aide de ce même algorithme dans le cas lin�eaire.



Chapitre 1

Les mod�eles �etudi�es

1.1 Introduction

Nous pensons indispensable de d�ebuter la pr�esentation de ce travail par une d�e�-
nition pr�ecise des mod�eles | ou plus exactement de la classe de mod�eles | que nous
�etudions. Les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es �a e�ets al�eatoires | ou mod�eles

lin�eaires g�en�eralis�es mixtes | constituent en e�et un ensemble assez vaste de
mod�eles. Ils r�epondent �a une d�emarche g�en�erale de mod�elisation qu'il nous semble
important de d�ecrire. Mais ils englobent aussi di��erents points de vue possibles de
mod�elisation. C'est pourquoi nous tenons �a �enoncer les hypoth�eses que nous avons
adopt�ees, et ainsi �a clari�er les termes que nous emploierons dans toute la suite.
Ceci nous permettra en outre de d�e�nir les notations utilis�ees tout au long de ce
document, et surtout par la suite de positionner notre travail par rapport aux tra-
vaux d�ej�a r�ealis�es dans ce domaine. Nous adoptons la notationGL2M (Generalized
Linear Mixed Models) pour d�esigner ces mod�eles.

Les GL2M ont vu le jour dans les ann�ees 80. Ils sont �a la crois�ee de deux types
d'extension des mod�eles lin�eaires classiques, not�es LM (Linear Models). La pre-
mi�ere est une extension en termes de loi et donne naissance �a la classe des mo-

d�eles lin�eaires g�en�eralis�es, d�esign�es classiquement parGLM (Generalized Linear
Models). La deuxi�eme est une extension en termes d'introduction d'e�ets al�eatoires,
qui aboutit quant �a elle �a la classe des mod�eles lin�eaires mixtes, not�es L2M
(Linear Mixed Models).

Ce chapitre est donc consacr�e, dans un premier temps, �a une description de ces
deux classes de mod�eles : GLM et L2M. Nous nous arrêterons sur la sp�eci�cit�e de
chacune d'elles. En prolongement des L2M, nous introduirons la notion demod�eles

lin�eaires mixtes non standards, not�es nsL2M (non standard Linear Mixed
Models). Cette nouvelle classe de mod�eles peut être vue comme plus g�en�erale que
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celle des L2M. Elle est constitu�ee de mod�eles pour lesquels une partie de la structure
de variance est suppos�ee connue. Elle trouvera plus particuli�erement sa justi�cation
lorsque nous aborderons la question de l'estimation des param�etres �a partir du cha-
pitre 2.

En�n, tout ceci nous conduira naturellement �a la d�e�nition des GL2M, objet
d'�etude principal de cette th�ese. Nous illustrerons sur deux exemples ce type de
mod�elisation. Et nous verrons pour �nir des extensions qui peuvent en être donn�ees.

1.2 Retour sur les GLM

Nous revenons dans cette section sur l'origine des GLM et les hypoth�eses qui les
caract�erisent.

1.2.1 Leur origine

Les premi�eres heures des mod�eles lin�eaires classiques remontent au d�ebut du
19�eme si�ecle. Les donn�ees analys�ees alors par Legendre et Gauss, issues du domaine de
l'astrologie, sont essentiellement des mesures de quantit�es continues. En mod�elisant
les erreurs de mesure par une loi normale, ils d�eveloppent la m�ethode des moindres
carr�es. Gauss s'apercevra plus tard que c'est moins l'hypoth�ese de normalit�e que
l'hypoth�ese de variance constante et de donn�ees ind�ependantes qui justi�e cette
m�ethode.

Dans les temps qui suivent et surtout au d�ebut du 20�eme si�ecle, sous l'impulsion
de Fisher notamment, d'autres types de mod�elisation sont mises en place. En e�et,
la nature des donn�ees a alors chang�e. L'analyse de donn�ees discr�etes sous forme de
comptage ou de proportions se d�eveloppe. Les distributions de Poisson ou binomiale
s'ajoutent alors �a la loi normale et enrichissent le panel des distributions disponibles
�a la mod�elisation.

La famille exponentielle permet de regrouper toutes ces lois et donne naissance �a
une nouvelle classe de mod�eles. Ce sont lesmod�eles lin�eaires g�en�eralis�es { GLM.
La terminologie est introduite en 1972 par Wedderburn et Nelder. Comme son nom
l'indique, cette classe de mod�eles g�en�eralise les mod�eles lin�eaires classiques. C'est
une g�en�eralisation en termes de loi de probabilit�e d'une part mais aussi en termes de
lien �a la lin�earit�e. Tout comme la remarque pr�ec�edente de Gauss, l'hypoth�ese sur la
distribution associ�ee �a chaque mod�elisation s'e�ace devant une propri�et�e de lin�earit�e
commune �a tous les mod�eles et l'importance de la relation esp�erance-variance sur
laquelle nous reviendrons.

Cette classe des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es permet donc l'analyse de donn�ees
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discr�etes, mais aussi de donn�ees continues comme des dur�ees de vie, pour lesquelles
la loi normale n'est pas des plus adapt�ees. Elle a maintenant pris une place impor-
tante dans la mod�elisation statistique, trouvant son int�erêt dans di��erents domaines
d'application.McCullagh et Nelder (1989) en font une pr�esentation compl�ete et
plus r�ecemment Fahrmeir et Tutz (1994) �elargissent cette pr�esentation g�en�erale
�a l'analyse de donn�ees multivari�ees.

Nous revenons sur les hypoth�eses pos�ees par les GLM, en soulignant les enrichis-
sements apport�es par rapport aux mod�eles lin�eaires classiques.

1.2.2 Les hypoth�eses du GLM

Trois hypoth�eses permettent de caract�eriser un GLM : la distribution (pour la
variable �a expliquer), l'expression de la lin�earit�e (mettant en jeu les variables expli-
catives) et le lien �a cette lin�earit�e (donc lien entre variable �a expliquer et variables
explicatives).

� Distribution du vecteur al�eatoire observ�e

On note y le vecteur de taille N des observations, r�ealisation du vecteur al�eatoire
Y (variable �a expliquer). On suppose que les composantes Yi (i = 1; :::; N) de Y sont
ind�ependantes et distribu�ees selon une loi appartenant �a la famille exponentielle au
sens de Nelder et Wedderburn (1972). C'est-�a-dire que la fonction de densit�e
de la variable al�eatoire Yi (par rapport �a une mesure adapt�ee selon les cas discret
ou continu) s'�ecrit :

fYi(yi; �i) = exp

(
yi�i � b(�i)

ai(�)
+ c(yi; �)

)
;

o�u �i est un param�etre canonique et � un param�etre de dispersion. Les fonctions b

et c sont sp�eci�ques �a chaque distribution et la fonction ai s'�ecrit : ai(�) =
�

!i
avec

!i un poids connu associ�e �a l'observation i (poids di��erent de 1 lorsque les donn�ees
ont �et�e group�ees).

Cette famille de lois regroupe un certain nombre de lois dont les lois classiques :
binomiale, Poisson, normale, gamma, ... Dans le tableau 1.1 ci-apr�es, nous d�ecrivons
pour chacune de celles-ci, l'expression du param�etre canonique �i en fonction des
param�etres naturels de la loi, le param�etre � et les fonctions b et ai associ�ees (la
fonction c n'ayant pas un grand int�erêt par la suite, nous ne la mentionnons pas).
Pour simpli�er la lecture du tableau, nous avons omis l'indice i.
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� b(�) a(�)
B(n; �)
n

a � = ln(
�

1� �
) b(�) = ln(1 + e�) � = 1; ! = n ; a(�) =

1

n

P(�) � = ln(�) b(�) = e� � = 1; ! = 1 ; a(�) = 1

Exp(�) � =
1

�
b(�) = ln(�) � = �1; ! = 1 ; a(�) = �1

N (�; �2) � = � b(�) =
�2

2
� = �2; ! = 1 ; a(�) = �2

G(a; �) b � =
1

a�
b(�) = ln(�) � = �1

a
; ! = 1 ; a(�) = �1

a

Tab. 1.1 { Param�etre canonique et fonctions a et b caract�erisant les lois usuelles de
la famille exponentielle.

a proportions

b la loi de densit�e f(x) =
1

�a �(a)
xa�1 e�

x

� 1IR+(x)

Pour chacune de ces lois, l'esp�erance et la variance de la variable associ�ee s'ex-
priment �a l'aide des fonctions ai et b. En e�et, soit L(�; y) = ln(fY (y; �)) la fonction
de log-vraisemblance. �A partir des r�esultats classiques suivants :(
E(@L

@�
) = 0

E(@
2L
@�2

) + E((@L
@�
)2) = 0

, on obtient :

E(Yi) = b0(�i)
var(Yi) = ai(�)b

00(�i) :

Il est donc important de souligner qu'il existe une relation directe entre l'esp�erance
de Yi, que l'on note �i, et sa variance :

var(Yi) = ai(�)b
00(b0�1(�i)) =

�

!i
b00(b0�1(�i)) :

On d�esignera par la suite v = b00 � b0�1 cette fonction de variance. Ainsi dans le
cas o�u � est connu, la variance des observations est contrainte �a être fonction de
l'esp�erance, ou encore la connaissance de �i implique celle de la variance. C'est un
point essentiel qui n'apparaissait pas avec la loi normale dans un mod�ele lin�eaire
classique et une information suppl�ementaire que l'on tentera d'exploiter dans notre
travail. Nous donnons, dans le tableau 1.2, l'expression de l'esp�erance en fonction
du (des) param�etre(s) naturel(s), du param�etre canonique ainsi que la fonction de
variance.
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� v(�)

B(n; �)
n

�
e�

1 + e�
�(1� �)

P(�) � e� �

Exp(�) �
1

�
��2

N (�; �2) � � 1

G(a; �) a�
1

�
��2

Tab. 1.2 { Expression de l'esp�erance et de la variance des lois usuelles de la famille
exponentielle.

Notons en�n qu'�etant donn�ee l'hypoth�ese d'ind�ependance des composantes de Y , on
obtient la matrice de variance suivante 1:

Var(Y ) = fd ai(�)v(�i) gi=1;:::;N :

Dans cette famille de loi, nous distinguons donc les lois o�u le param�etre � est
connu (et vaut 1 ou -1) : c'est le cas des lois binomiale, Poisson et exponentielle,
de celles o�u il est inconnu et s'exprime �a l'aide d'un param�etre suppl�ementaire :
lois normale et gamma. Pourtant, dans certains cas, la mod�elisation fait intervenir
les lois de la premi�ere cat�egorie avec un param�etre de dispersion � inconnu. C'est
une mod�elisation particuli�ere qui prend en compte une surdispersion des donn�ees
(Williams 1982), dans le cas pr�ecis�ement o�u, sur les donn�ees observ�ees, la variance
ne semble pas varier en fonction de la moyenne selon la relation impliqu�ee par le
mod�ele adopt�e.
Dans ce travail, nous nous int�eressons plus particuli�erement au cas o�u � est le para-
m�etre d'int�erêt, � est connu et o�u on ne fait pas intervenir de surdispersion.

� Introduction de la lin�earit�e

Comme dans les mod�eles lin�eaires, les variables explicatives interviennent lin�eai-

1. On notera dans tout le document fd ai gi=1;:::;n la matrice diagonale A, de dimension n� n,
dont les �el�ements diagonaux sont d�e�nis par : 8i 2 f1; : : : ; ng ; Ai;i = ai. Par extension, on notera
aussi fd Bi gi=1;:::;k la matrice diagonale par blocs (avec k blocs) dont le i�eme bloc est la matrice
Bi.
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rement dans la mod�elisation. On d�e�nit ainsi le pr�edicteur lin�eaire :

� = X� ;

o�u � est un vecteur de param�etres inconnus de taille p, et X une matrice N � p
connue, �x�ee par l'exp�erience.

� Fonction de lien

Le lien entre la i�eme composante de ce pr�edicteur lin�eaire et l'esp�erance de Yi
s'�etablit par l'interm�ediaire de la fonction g (monotone et deux fois d�erivable) ap-
pel�ee fonction de lien :

�i = g(�i) :

Parmi toutes les fonctions de lien, celle qui permet d'�egaler le pr�edicteur lin�eaire et le
param�etre canonique est appel�ee fonction de lien canonique. Puisque �i = g(b0(�i)),
la fonction de lien canonique associ�ee �a une distribution donn�ee sera g = b0�1.
Dans le tableau 1.3, nous avons indiqu�e les fonctions de lien canoniques associ�ees
aux lois classiques.

B(n; �)
n

P(�) Exp(�) N (�; �2) G(a; �)
g(x) = ln(

x

1� x
) g(x) = ln(x) g(x) =

1

x
g(x) = x g(x) =

1

x

Tab. 1.3 { Fonctions de liens canoniques des lois usuelles de la famille exponentielle.

Dans le cadre des mod�eles lin�eaires cette fonction de lien n'�etait pas apparue puisque
la fonction de lien canonique associ�ee �a la loi normale est l'identit�e.

Ainsi les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es sont rapidement d�ecrits par ces deux
fonctions :
- celle sp�eci�ant l'introduction de la lin�earit�e : fonction de lien,
- celle sp�eci�ant la relation esp�erance-variance : fonction de variance.

Nous abondonnons quelques temps cette cat�egorie de mod�eles, pour nous int�e-
resser �a un autre type de g�en�eralisation des mod�eles lin�eaires : les L2M.

1.3 D�e�nition des L2M et L2M non standards

Nous nous int�eressons dans un premier temps �a la notion d'e�ets al�eatoires
comme outil de mod�elisation. Puis nous verrons comment leur introduction dans
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les mod�eles lin�eaires classiques donne naissance aux L2M. Nous prolongerons en�n
cette d�e�nition des L2M �a celle de ce que nous appelons L2M non standard.

1.3.1 La mod�elisation avec e�ets al�eatoires

Dans tout relev�e d'exp�erience, les donn�ees pr�esentent une certaine variabilit�e.
L'int�erêt d'une �etude statistique r�eside justement dans l'analyse de celle-ci. On ai-
merait pouvoir en d�eterminer la nature, l'importance, les sources, les facteurs, ...
C'est Fisher qui, au d�ebut de ce si�ecle, par sa m�ethodologie de l'analyse de la va-
riance, a r�ealis�e des avanc�ees dans ce domaine. Cette m�ethodologie tente en e�et de
cloisonner les di��erentes sources de variation, et de r�epondre notamment �a des ques-
tions sur la signi�cativit�e de di��erences observ�ees entre moyennes de sous-groupes
de donn�ees.

Les mod�eles �a e�ets al�eatoires constituent un moyen plus �elabor�e d'�etudier
cette variabilit�e. Par l'introduction de ces e�ets dans la mod�elisation, on arrive �a
pr�eciser les diverses sources de variation. Mais qu'est-ce qu'un e�et al�eatoire? R�e-
pondre �a cette question nous oblige �a opposer les deux natures possibles des e�ets :
e�et �xe / e�et al�eatoire. Au cours d'une exp�erience, di��erents facteurs sont soup-
�conn�es a�ecter les r�esultats de l'exp�erience, donc les valeurs de la variable observ�ee.
Les donn�ees relev�ees peuvent alors être class�ees selon les di��erents niveaux de ces
facteurs. On distingue deux types de facteurs :

� les facteurs �a e�ets �xes avec un nombre �ni de niveaux. Les donn�ees se r�e-
partissent sur ces di��erents niveaux. Et on aimerait justement en retirer une
information sur l'e�et de chaque niveau sur la variable d'int�erêt.

� les facteurs �a e�ets al�eatoires avec un nombre in�ni de niveaux. Bien entendu
les donn�ees observ�ees (en nombre �ni) ne peuvent pas se r�epartir sur tous
les niveaux. Un �echantillon de ces niveaux seulement est repr�esent�e. Dans ce
cas, la fa�con dont chacun des niveaux inue sur le r�esultat ne pr�esente pas
d'int�erêt. Mais de l'�echantillon al�eatoire des niveaux, on aimerait connâ�tre la
part de variabilit�e induite par cet e�et.

Ainsi l'introduction d'e�ets al�eatoires permet de s�eparer la variation totale en deux
parties : la variation dûe aux e�ets al�eatoires et celle que l'on a�ecte aux erreurs. On
est donc plus pr�ecis quant �a son origine puisqu'on a introduit di��erentes composantes
�a la variance.

Tentons d'illustrer ceci sur un exemple purement �ctif. Imaginons que l'on s'in-
t�eresse �a l'e�et de 3 types de m�edicaments sur des maux de tête s�ev�eres. On dispose
pour cela d'un �echantillon de 12 personnes sou�rant r�eguli�erement de ces maux de
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tête. Et on donne �a chacune un type de m�edicament de fa�con �a ce que chaque type
soit administr�e �a 4 personnes di��erentes. Pour chaque personne, on rel�eve, apr�es
chacune de 4 prises du m�edicament (en 4 occasions di��erentes), le temps de dispari-
tion des maux de tête. On dispose donc d'un ensemble de 48 donn�ees concernant les
temps de disparition des maux de tête apr�es prise de m�edicament. Toutes ces per-
sonnes sou�rent du même mal mais chacune peut avoir une inuence sur le r�esultat.
On a donc mentionn�e deux facteurs pouvant avoir e�et : le m�edicament administr�e
et la personne concern�ee. Rappelons que ce qui nous int�eresse ce sont les e�ets des
m�edicaments. Ainsi, chaque niveau du facteur m�edicament apparâ�t important et
l'on aimerait en mesurer l'e�et sur le soulagement des maux du malade. Ce facteur
est donc consid�er�e comme facteur �a e�ets �xes. Au contraire, l'e�et de chacune des
personnes sur le r�esultat ne nous importe peu. Ces 12 personnes ne sont qu'un �echan-
tillon de l'ensemble de toutes les personnes sou�rant de ces maux. Ce qui est alors
int�eressant c'est de mesurer la variabilit�e des donn�ees induites par ces personnes.
Ceci repr�esentera une des composantes de la variation totale. Le facteur personne
est donc consid�er�e comme facteur �a e�ets al�eatoires.
On peut tr�es bien imaginer une suite �a cette �etude en comparant la variabilit�e induite
par un certain groupe de personnes par rapport �a un autre groupe (par exemple des
groupes selon le type d'activit�e professionnelle).

Bien entendu, les mod�elisations sont en r�ealit�e bien souvent plus compliqu�ees,
croisant di��erents e�ets entre eux. De plus, il n'est pas toujours �evident de savoir
si un e�et doit entrer dans la mod�elisation avec une nature �xe ou al�eatoire (se
r�ef�erer �a la discussion en p.15-16 de Searle, Casella, et Mc Culloch (1992)).
Mais cet exemple tr�es simple tentait uniquement d'�eclairer les notions d'e�ets �xes
et al�eatoires.

Les mod�eles mixtes contiennent donc ces deux types d'e�ets. Dans ces mo-
d�eles, nous nous int�eressons �a la fois �a l'estimation de l'e�et �xe ainsi qu'�a celle des
composantes de la variance.

Il est important de souligner d'ores et d�eja que, dans tout ce travail, nous sommes
concern�es par la mise en �evidence des sources de variation, et l'identi�cation des va-
riations induites par la pr�esence d'e�ets al�eatoires. Cette extra-variation correspond
donc �a des hypoth�eses de mod�elisation de certains e�ets. Elle n'est pas de même
nature que ce qui est pris en compte dans les mod�eles avec surdispersion. Dans ces
derniers en e�et, on augmente la variance totale des donn�ees sans pour autant avoir
identi��e la source de cette augmentation. Nous reviendrons plus pr�ecis�ement sur
cette remarque dans la section 1.4.1.
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1.3.2 Les hypoth�eses des L2M

Grâce �a cette notion d'e�et al�eatoire, les mod�eles lin�eaires classiques ne contenant
que des e�ets �xes ont pu être enrichis et �elargis. On les appelle alors mod�eles

lin�eaires mixtes { L2M. Une partie al�eatoire vient s'ajouter �a la partie �xe et l'on
peut alors leur associer le formalisme suivant :

Y = X�|{z}
partie e�ets �xes

+ U�|{z}
partie e�ets al�eatoires

+ " (1.1)

o�u

� Y : vecteur al�eatoire �a expliquer, de taille N , dont le vecteur des observations
y = (y1; :::; yN)

0 est une r�ealisation,

� � : vecteur de param�etres inconnus des e�ets �xes, de taille p, et X, de dimen-
sion N � p, sa matrice d'incidence suppos�ee �xe et connue,

� � : vecteur d'e�ets al�eatoire de taille q. En toute g�en�eralit�e, ce vecteur se d�e-
compose en K parties � = (�01; :::; �

0
K)

0 o�u K est le nombre d'e�ets al�eatoires
consid�er�es dans le mod�ele. Chaque composante �j est un vecteur al�eatoire de
dimension qj. Il est consitu�e des qj r�ealisations du j

�eme e�et al�eatoire, obser-
v�ees au sein des donn�ees (

PK
j=1 qj = q).

Remarque : On confond ici, et on le fera par commodit�e dans tout ce docu-
ment, le vecteur al�eatoire et sa r�ealisation.

Dans l'exemple des m�edicaments de la section pr�ec�edente, nous n'avons in-
troduit qu'un seul e�et al�eatoire (K = 1): l'e�et personne. Il sera mod�elis�e
par un vecteur de taille 12 o�u l'on a�ectera une r�ealisation de l'e�et �a chaque
personne. Cela introduit une d�ependance entre les 4 donn�ees relev�ees sur la
personne.
On suppose en g�en�eral une distribution normale centr�ee r�eduite des e�ets
al�eatoires, c'est-�a-dire : 8j 2 f1; :::; Kg ; �j � Nqj(0; �

2
jAj). D'autre part,

8i; j 2 f1; :::; Kg2 ; �i et �j sont ind�ependants. Donc � � NN(0; D) o�u D est
une matrice diagonale par blocs : D = fd �2jAj gj=1;:::;K.
La matrice d'incidence U , connue, est form�ee des di��erentes matrices d'inci-

dence Uj de chaque e�et al�eatoire : U = [U1
... :::

... UK ]. Elle se compose le
plus souvent de 0 et de 1. Dans les cas les plus simples, chaque ligne contient
un 1 et des 0, indiquant ainsi que la mesure concern�ee a �et�e prise pour telle
r�ealisation (niveau) du facteur. Il arrive pourtant que cette matrice U soit plus
compliqu�ee, les e�ets pouvant s'accumuler avec une intensit�e diminuant, par
exemple.
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� " : vecteur al�eatoire d'erreurs de taille N . Puisque le mod�ele consid�er�e est
lin�eaire, la distribution de " est : " � NN(0; �

2
0V0). On notera aussi R = �20V0.

On suppose que 8j 2 f1; :::; Kg ; " et �j sont ind�ependants.

Sous ces di��erentes hypoth�eses, on notera aussi :

var(Y ) = � = R + UDU 0 ;

= �20V0 +
KX
j=1

�2jUjAjU
0
j :

Ce qui, avec 8j 2 f1; : : : ; Kg ; Vj = UjAjU
0
j, donne :

� =
KX
j=0

�2jVj :

La variation totale est donc scind�ee en plusieurs composantes que l'on appelle com-
posantes de la variance.
En�n, par les propri�et�es de conditionnement de la loi normale, on dispose aussi des
distributions suivantes 2 :

� Y j� � NN (X� + U�;R) ;

� Y � NN (X�;�) ;

�
 
Y
�

!
� NN+q

  
X�
0

!
;

 
R + UDU 0 UD

DU 0 D

!!
;

� �jY � Nq (DU
0��1(y �X�); D �DU 0��1UD) :

Dans ce mod�ele, le vecteur des e�ets �xes � ainsi que le vecteur des K + 1
param�etres de variance �2 = (�20 ; :::; �

2
K)

0 sont inconnus et nous nous int�eresserons
plus particuli�erement �a leur estimation.

1.3.3 Les L2M non standards

Nous venons de donner la d�e�nition d'un L2M. Dans ce type de mod�eles, il peut
arriver que certaines des composantes de la variance soient connues ; soit lors de la

2. On �ecrira abusivement dans tout le document Y jX pour signi�er Y jX = x ; mais nous utili-
serons malgr�e cela la r�ealisation x de la variable al�eatoire X dans l'expression associ�ee.
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r�ealisation de l'exp�erience, soit par la mod�elisation retenue. En e�et, nous l'avons fait
remarquer dans le cadre des GLM, dans certains cas, la mod�elisation de l'esp�erance
impose celle de la variance. Cette id�ee propre aux GLM ressurgit ici dans le cadre
des L2M.
C'est une information suppl�ementaire importante qu'il est int�eressant de prendre en
compte. C'est pourquoi nous d�e�nissons une nouvelle classe de mod�ele : lesmod�eles

lin�eaires mixtes non standards { nsL2M.

Leur d�e�nition ne di��ere de celle du L2M que dans la s�eparation des composantes
de la variance connues et inconnues. La matrice de variance V contient les premi�eres
et les secondes constituent le vecteur �2 = (�21 ; :::; �

2
K)

0.
Le mod�ele s'�ecrit alors :

Y = X� +
KX
j=1

Uj�j +  

o�u 8j 2 f1; :::; Kg ; �j � Nqj(0; �
2
jAj) avec �2j inconnu,

et  � NN(0; V ) avec V connue.

En prenant V = 0, on retrouve la d�e�nition du L2M classique, qui apparâ�t
alors comme cas particulier d'un L2M non standard.

Comme nous l'avons signal�e, ces mod�eles trouveront plus particuli�erement leur
justi�cation lorsque nous aborderons la question de l'estimation des param�etres.

1.4 Les mod�eles �etudi�es : les GL2M

Il est maintenant temps de conjuguer ces deux classes de mod�eles (GLM et
L2M) pour d�e�nir les GL2M, notre sujet d'�etude. Les hypoth�eses qui leur sont
associ�ees seront �enonc�ees dans la premi�ere sous-section. Nous donnerons ensuite
deux exemples correspondant �a une telle mod�elisation, avant d'en voir des extensions
possibles.

1.4.1 Les hypoth�eses des GL2M

De même que les e�ets al�eatoires ont �et�e introduits dans les LM, ils peuvent
l'être tout naturellement au sein des GLM pour donner naissance au mod�ele lin�eaire
g�en�eralis�e mixte. C'est alors dans l'expression du pr�edicteur lin�eaire, qu'une partie
al�eatoire vient s'ajouter �a la partie �xe. On additionne e�ets �xes et al�eatoires sur
une même �echelle. Ainsi, en gardant les notations de la section pr�ec�edente concernant
le vecteur des param�etres d'e�ets �xes � et sa matrice associ�ee X ainsi que le vecteur
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des e�ets al�eatoires � et sa matrice associ�ee U , le pr�edicteur s'exprime de la fa�con
suivante :

�� = X� + U� :

Pour bien insister sur l'introduction des e�ets al�eatoires dans ce pr�edicteur, nous
l'avons indic�e par �. Nous conservons la même hypoth�ese de normalit�e sur � : � �
N (0; D) o�u D = fd �2jAj gj=1;:::;K.

Remarque : De même que nous confondons dans � le vecteur al�eatoire et sa r�eali-
sation, �� sera de nature al�eatoire ou non selon les cas.

Nous avons insist�e lors de la d�e�nition du GLM dans la section 1.2.2 sur l'im-
portance des deux fonctions de lien et de variance. Elles restent primordiales pour
les GL2M, mais cette fois-ci dans un raisonnement conditionnel �a �. En e�et, la
fonction de lien relie ici le pr�edicteur lin�eaire �a l'esp�erance conditionelle (que nous
indi�cons �egalement par �) :

�� = g(��) o�u �� = E(Y j�) :
Quant �a la fonction de variance v, elle intervient ici dans l'expression de la variance
conditionnelle :

8i 2 f1; : : : ; Ng ; var(Yij�) = ai(�)v(��;i) :

En�n, c'est sur la loi de Y conditionnelle �a � qu'est formul�ee l'hypoth�ese de
distribution. D'une part on suppose que, conditionnellement �a �, les composantes
de Y sont ind�ependantes, on obtient donc la matrice de variance conditionnelle
suivante :

Var(Y j�) = fd ai(�)v(��;i) gi=1;:::;N :

D'autre part, 8i 2 f1; : : : ; Ng ; Yij� est suppos�ee distribu�ee selon une loi issue de
la famille exponentielle.

Ainsi, conditionnellement �a �, le GL2M conserve toutes les propri�et�es du GLM.
Par cons�equent le GL2M se trouve principalement d�e�ni dans un raisonnement
conditionnel �a �. C'est pourquoi il nous arrivera par la suite de le nommer mod�ele
conditionnel. Il peut être r�esum�e de la fa�con suivante :

� les composantes de Y sont, conditionnellement �a �, ind�ependantes et de loi
appartenant �a la famille exponentielle,

� le pr�edicteur lin�eaire s'�ecrit : �� = X� + U�,

� l'esp�erance conditionnelle de Y est reli�ee au pr�edicteur lin�eaire par la fonction
de lien : �� = g(��).



1.4.1 Les hypoth�eses des GL2M 27

Dans le cas de la loi normale (une des lois de la famille exponentielle), on retrouve
bien la d�e�nition pr�ec�edente du L2M avec un lien identit�e. Ainsi, comme le LM
�etait un cas particulier des GLM, le L2M en est un des GL2M. Cependant il est
important de noter, comme nous l'avons vu en section 1.3.2, que pour les L2M, il
y a conservation de loi lors du passage des lois de Y j� et �, �a celle marginale de Y .
Cette propri�et�e est sp�eci�que �a la loi normale. Elle ne se retrouve pas pour d'autres
lois. Le L2M est donc un cas bien particulier de GL2M.

Le sch�ema suivant r�esume les quatre types de mod�eles pr�esent�es :
- les �eches horizontales repr�esentent une g�en�eralisation en termes d'e�ets al�eatoires,
- les �eches verticales repr�esentent une g�en�eralisation en termes de loi et de fonction
de lien.

GLM

LM

?

- L2M

?

GL2M-

loi

e�ets al�eatoires

Nous revenons sur la notion de surdispersion et la remarque faite au 1.3.1. Comme
nous l'avons dit au 1.2.2, la surdispersion permet de mod�eliser une �eventuelle varia-
tion inattendue des donn�ees par rapport au choix de loi r�ealis�e (la loi imposant une
relation entre esp�erance et variance). Elle est introduite dans les GLM en permettant
au param�etre � de prendre d'autres valeurs que celle impos�ee par la loi consid�er�ee.
Si l'on voulait traduire cette hypoth�ese en termes d'e�ets al�eatoires, cela reviendrait
�a introduire un e�et (que nous nommons ci-dessous e�et surdispersion) avec autant
de r�ealisations que de donn�ees : une par donn�ee. Nous tenons alors �a souligner la
di��erence d'une telle mod�elisation avec les e�ets al�eatoires que nous avons intro-
duits dans les mod�eles. Cette di��erence tient principalement �a deux raisons. D'une
part, en introduisant cet e�et surdispersion nous n'avons pas identi��e la source de
la variation suppl�ementaire. Cela n'a pas r�epondu �a un choix de mod�elisation d'un
certain facteur comme facteur �a e�et al�eatoire. D'autre part, et c'est ce que nous
retiendrons surtout, les composantes de � �etant suppos�ees ind�ependantes, le fait d'en
introduire une par donn�ee, conserve marginalement une ind�ependance des compo-
santes Yi de Y . Au contraire, les e�ets al�eatoires que nous introduisons induisent une
d�ependance entre ces composantes. C'est ce que nous avions �evoqu�e sur l'exemple
des m�edicaments en disant que le fait d'associer une r�ealisation �a chaque personne
traduisait une d�ependance des 4 donn�ees relev�ees pour cette personne.

Nous illustrons cette mod�elisation GL2M sur deux exemples.
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1.4.2 Deux exemples

Permettant de mod�eliser des situations o�u les donn�ees sont discr�etes notamment,
les GLM se sont grandement d�evelopp�es. Leur extension aux GL2M par l'introduc-
tion d'e�ets al�eatoires a suivi naturellement. Nous pr�esentons dans ce paragraphe
deux exemples issus de domaines d'application bien distincts.

1.4.2.1 Un exemple en g�en�etique animale

En biom�etrie, les applications o�u les GLM ont trouv�e leur utilit�e sont multiples.
L'exemple que nous pr�esentons est issu du domaine de la g�en�etique quantitative.
Des donn�ees (non r�eelles), pr�esent�ees par Shaeffer et Wilton (1976) �a l'origine
puis r�eutilis�ees par Gianola et Foulley (1983), illustrent l'�etude de l'�evaluation
g�en�etique pour la facilit�e de vêlage. Nous reprenons ici cette exp�erience en modi�ant
l�eg�erement les termes de la description.

Dans 2 troupeaux, des g�enisses et des vaches sont crois�ees �a 4 p�eres (taureaux)
donnant naissances �a 20 veaux mâles et femelles. Pour chacun, on enregistre la
di�cult�e de vêlage selon 2 cat�egories : facile/di�cile. On note aussi l'âge de la m�ere,
le num�ero du troupeau et le sexe du veau. La variable d'int�erêt est donc l'information
li�ee �a la di�cult�e de vêlage qui peut prendre 2 valeurs possibles (elle est donc
discr�ete).

La mod�elisation retenue consid�ere les e�ets �xes suivants :

� A : l'âge de la m�ere �a 2 niveaux : A1 (g�enisse), A2 (vache),

� T : le troupeau d'origine �a 2 niveaux : T1, T2,

� S : le sexe du veau �a 2 niveaux : S1 (mâle), S2 (femelle),

et comme e�et al�eatoire P, le p�ere dont on observe 4 r�ealisations : P1; P2; P3; P4. On
suppose que P � N (0; �2) et on ne cherche pas �a connâ�tre l'e�et de chacun des 4
niveaux observ�es mais plutot �a estimer �2, la variabilit�e dûe �a cet e�et.
En consid�erant :

� = (A1 + T1 + S1; A2 � A1; T2 � T1; S2 � S1)
0

� = (P1; P2; P3; P4)
0 ;

les matrices d'incidence X et U s'obtiennent simplement. On peut alors �ecrire le
pr�edicteur lin�eaire sous la forme :

�� = X� + U� :
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Conditionnellement �a �, les composantes de Y sont consid�er�ees ind�ependantes et
distribu�ees selon une loi de Bernoulli :

8i 2 f1; :::; 20g ; Yij� � B(p�;i) ;

pour laquelle on a alors : E(Yij�) = p�;i.
Plusieurs fonctions de lien sont envisageables dont :

- le lien logit (lien canonique) : ��;i = log(
p�;i

1� p�;i
),

- le lien probit : ��;i = ��1(p�;i) (� d�esignant la fonction de r�epartition de la loi
normale centr�ee r�eduite).

Le mod�ele adopt�e est donc un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e �a un e�et al�eatoire.
Dans ce genre de situation, on peut tr�es facilement imaginer un prolongement de
mod�elisation avec deux e�ets al�eatoires. On consid�ere par exemple des taureaux issus
de deux races di��erentes. L'e�et al�eatoire associ�e au taureau peut alors se d�ecouper
en un e�et P1 dû �a la race 1 et P2 dû �a la race 2. Chacun serait distribu�e avec son
propre param�etre de variance : P1 � N (0; �21), P2 � N (0; �22). Ainsi, �a l'aide des
estimations des deux composantes de la variance �21 et �22 , on pourra comparer les
races 1 et 2 par exemple.

Ce type de plan d'exp�erience sera utilis�e en de nombreuses occasions dans les
chapitres suivants pour des simulations.

1.4.2.2 Un exemple en �abilit�e des logiciels

On s'int�eresse �a la mod�elisation de l'am�elioration stochastique d'un logiciel par
des corrections apport�ees �a chaque d�efaillance.
Pour cela, on note 8i � 1 :

� Yi : la variable al�eatoire temps inter-d�efaillance. C'est le temps s�eparant la
panne i� 1 de la panne i.

� �i : la variable al�eatoire positive repr�esentant le taux de panne juste avant la
panne i.

On observe les temps inter-d�efaillances. La loi adopt�ee pour mod�eliser ces temps
inter-d�efaillances est la loi exponentielle :

8i 2 f1; : : : ; Ng ; Yij�i � Exp(�i) :

De plus, on fait l'hypoth�ese que les composantes Yi conditionnellement �a �i sont
ind�ependantes.
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�A chaque panne, les corrections vont modi�er le taux de panne pour la d�efaillance
suivante. Ici, on consid�ere des corrections stochastiques ; ce qui entrâ�ne un taux
de panne de nature al�eatoire. Nous supposons que les corrections �a la panne i se
traduisent par l'application d'un facteur multiplicatif. On obtient alors un mod�ele
o�u les taux de d�efaillance sont proportionnels :

�i+1 = Ci�i :

Lorsque Ci < 1, la correction est e�cace, il y a accroissement de la �abilit�e.
Ce coe�cient multiplicatif est plus pr�ecis�ement �ecrit sous la forme :

Ci = exp(�Qi) o�u Qi = � + �i et �i � N (0; �2) :

Ainsi, l'e�et Qi des corrections est r�eparti de fa�con normale autour d'un e�et moyen
� avec une variance �2 inconnue.

Finalement, en prenant �1 = �, on aboutit �a :

8i � 2 ; �i = exp[ln(�)� (i� 1)� �
i�1X
j=1

�j] :

Ce mod�ele est appel�e LPM (Lognormal Proportional Model) par ses auteurs
Gaudoin, Lavergne, et Soler (1994). �A l'aide de N observations de pannes
successives, on estimera les param�etres � = (ln(�);��)0 et �2. L'e�et al�eatoire in-
troduit dans ce cas correspond donc �a la correction. On en observe N�1 r�ealisations :
� = (��1; :::;��N�1)0.
Les matrices X et U s'�ecrivent :

X =

0
BBBBBBB@

1 0
1
2

...
...

1 (N � 1)

1
CCCCCCCA

U =

0
BBBBBBB@

0 : : : : : : 0
1 0 : : : : : : 0
1 1 0 : : : 0
...

. . .
...

1 : : : : : : 1 0

1
CCCCCCCA

Remarquons que bien que que l'on ait introduit autant (except�e pour Y1) de r�ea-
lisations de l'e�et al�eatoire que de donn�ees observ�ees, nous ne sommes pas pour
autant dans un cas similaire �a celui de la surdispersion. Il existe ici en e�et une
forte d�ependance marginale des composantes Yi entre elle par le cumul progressif
des corrections. �A ce sujet, il est possible de diminuer l'impact des corrections pas-
s�ees par un cumul d�egressif. Il su�t pour cela de consid�erer un ensemble d�ecroissant
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(ai)i=1;:::;N�1 d'entr�ees dans la matrice U pour obtenir :

U =

0
BBBBBBB@

0 : : : : : : 0
a1 0 : : : : : : 0
a2 a1 0 : : : 0
...

. . .
. . .

...
aN�1 : : : a2 a1 0

1
CCCCCCCA
:

Pour r�esumer les hypoth�eses de ce mod�ele, on a : 8i 2 f1; :::; Ng ;
� Yij�i � Exp(�i),
� �i = x0i� + u0i� (o�u x

0
i et u

0
i sont respectivement les i

�emes lignes de X et U),

� �i = exp(�i).

C'est donc bien un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e �a un e�et al�eatoire (avec lien non
canonique : lien logarithme).

1.4.3 Des extensions possibles

Pour une grande part dans ce travail, nous avons choisi de nous int�eresser aux
GL2M tels que nous les avons d�ecrits en section 1.4.1. D'un point de vue pratique, ils
o�rent d�ej�a de nombreuses possibilit�es de mod�elisation. Cependant, il en existe des
extensions tout �a fait int�eressantes. Et nous tenons dans ce paragraphe �a �evoquer
trois d'entre elles.

La premi�ere fait appel �a la notion de surdispersion. Nous en avons d�ej�a parl�e dans
les sections pr�ec�edentes. L'id�ee consiste �a permettre au param�etre de surdispersion
� de prendre d'autres valeurs que celle qui lui �etait impos�ee. Nous avons soulign�e
en quoi cette mod�elisation r�epondait �a une d�emarche di��erente. Les mod�eles avec
surdispersion ont fait et font l'objet de nombreuses �etudes. Nous ne les �etudions
pas sp�eci�quement dans ce travail même s'il nous arrivera, au cours de l'expos�e de
m�ethodes d'estimation, d'envisager l'�eventuelle estimation du param�etre �.

La deuxi�eme consiste en une remise en question de l'hypoth�ese de normalit�e des
e�ets al�eatoires. En e�et, depuis quelques ann�ees, certains auteurs ont commenc�e �a
envisager d'autres distributions pour ces e�ets. Cependant, ils ne l'ont pas fait de
fa�con g�en�erale mais dans le cadre bien particulier d'un mod�ele pr�ecis avec des dis-
tributions sp�eci�ques. Cela consistait bien souvent �a prendre pour � la distribution
conjugu�ee �a celle de Y j�, et permettait par l�a même des manipulations math�e-
matiques plus ais�ees. R�ecemment, Lee et Nelder (1996) ont permis une avanc�ee
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majeure dans ce domaine en d�e�nissant une nouvelle cat�egorie de mod�eles : les GLM
hi�erarchiques (HGLM). �A travers eux, dans un cadre g�en�eral de GLM, ils o�rent
de nombreuses possibilit�es de mod�elisation des e�ets al�eatoires, regroupant celles
�evoqu�ees ci-dessus ainsi que l'hypoth�ese gaussienne (r�eserv�ee aux GL2M).
Ce choix concernant la distribution des e�ets al�eatoires est donc un sujet actuel de
d�ebat. L'hypoth�ese gaussienne reste largement r�epandue, peut-être parce que nous
y sommes plus famili�es. N�eanmoins, �a nos yeux, elle o�re surtout d'un point de vue
pratique l'avantage d'interpr�etations plus faciles.

En�n, une autre extension possible conduit �a la cat�egorie des GL2M h�et�erog�enes.
Ces mod�eles constitueront le sujet d'�etude du dernier chapitre de cette th�ese. Il
existe plusieurs fa�con de faire entrer une hypoth�ese d'h�et�erog�en�eit�e dans les GL2M.
En ce qui nous concerne, c'est sur les param�etres de variance des GL2M classiques
(GL2M homog�enes par opposition aux GL2M h�et�erog�enes) que nous formulons cette
nouvelle hypoth�ese. Nous reportons donc au chapitre 4 la description plus pr�ecise
de ces mod�eles.



Chapitre 2

Une m�ethode simple d'estimation

dans les GL2M

2.1 Introduction

Comme nous l'avons pr�esent�e au chapitre pr�ec�edent, ces GL2M que nous �etudions
sont �a la fois un prolongement des GLM et des L2M. L'aspect mod�elisation ayant
�et�e d�ecrit pr�ecis�ement, la question naturelle qui en d�ecoule est celle de l'estimation
des param�etres inconnus. Ils sont de deux types. Il y a d'une part les param�etres
d'e�ets �xes : le vecteur �, et d'autre part les param�etres de variance : le vecteur �2.

Dans ce chapitre, nous commen�cons par revenir sur les m�ethodes d'estimation :
- des e�ets �xes dans les GLM,
- des composantes de la variance dans les L2M.
En combinant ces deux types de techniques, nous serons naturellement conduits vers
une m�ethode d'estimation des param�etres dans les GL2M. C'est une m�ethode simple
(dans sa pr�esentation et dans son impl�ementation) que nous proposons et qui utilise
la double nature de ces mod�eles. Nous pr�esenterons des r�esultats de simulations.

Bien entendu, d'autres travaux ont d�ej�a �et�e r�ealis�es concernant l'estimation dans
les GL2M. En abordant le probl�eme sous des angles di��erents, des auteurs ont
propos�e diverses m�ethodes d'estimation. Nous reviendrons sur celles-ci, en exhibant
les di�cult�es plus sp�eci�ques des GL2M �a ce sujet. Ceci permettra aussi de situer
la m�ethode que nous proposons par rapport �a ces travaux.
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2.2 Estimation dans les GLM

Dans un premier temps, nous nous repla�cons donc dans le cadre des GLM et
nous nous int�eressons �a l'estimation de �. Pour cela, nous d�ecrivons la proc�edure
usuelle permettant d'atteindre l'estimation par maximum de vraisemblance. Nous
donnerons quelques propri�et�es de cette estimation. Et en�n, nous nous arrêterons un
instant sur la notion de quasi-vraisemblance introduite par Wedderburn (1974),
que nous utiliserons par ailleurs dans ce travail.

2.2.1 Estimation maximum de vraisemblance

Consid�erons un mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e tel que nous l'avons d�ecrit �a la section
1.2.2. Au sein de ce mod�ele, nous voulons estimer le vecteur des param�etres �,
de dimension p, coe�cients de la combinaison lin�eaire des covariables permettant
d'expliquer le vecteur Y . Avec l'hypoth�ese d'ind�ependance des coordonn�ees de Y ,
la log-vraisemblance du vecteur des param�etres canoniques �, au vu du vecteur
d'observations y, est :

L(�; y) =
NX
i=1

[
yi�i � b(�i)

�=!i
+ c(yi; �)] =

NX
i=1

Li(�i; yi) :

Le lien entre � et � est d�ecrit par la relation :

X� = g(b0(�)) :

Ainsi, cette fonction L, lue comme log-vraisemblance du vecteur de param�etres �,
peut être d�eriv�ee par rapport �a ses diverses composantes. On a alors :
8i 2 f1; :::; Ng ; 8j 2 f1; :::; pg ;

@Li
@�j

=
@�i
@�j

@�i
@�i

@�i
@�i

@Li
@�i

= Xij
1

g0(�i)

1

b00(�i)

yi � �i
�=!i

;

d'o�u
@L

@�j
=

NX
i=1

Xij
1

g0(�i)2var(Yi)
g0(�i) (yi � �i) :

Ainsi, en consid�erant la matrice :

W� = fd var(Yi)g0(�i)2 gi=1;:::;N = fd �

!i
v(�i)g

0(�i)
2 gi=1;:::;N ;

les �equations du maximum de vraisemblance pour � s'�ecrivent :

X 0W�1
�

d�

d�
(y � �) = 0 : (2.1)
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o�u
d�

d�
= fd d�i

d�i
gi=1;:::;N = fd g0(�i) gi=1;:::;N .

Ce syst�eme d'�equations n'est pas lin�eaire en �, qui intervient �a la fois dans les

matricesW�,
d�

d�
et dans le vecteur �. C'est pourquoi, il en est envisag�e une r�esolution

it�erative. L'algorithme it�eratif usuel mis en place pour cela, est l'algorithme des
scores de Fisher. Il proc�ede aux it�erations suivantes :

�[t+1] = �[t] �
0
@E

"(
@2L

@�@� 0

)#[t]1A�1 @L
@�

[t]

= �[t] +
�
X 0W�1

�[t]
X
��1

X 0W�1
�[t]
d�

d�

[t] �
y � �[t]

�
=

�
X 0W�1

�[t]
X
��1

X 0W�1
�[t]

z[t]

o�u z[t] = X�[t] +
d�

d�

[t] �
y � �[t]

�
.

Remarque : Dans le cas d'un lien canonique, l'algorithme des scores de Fisher est
identique �a celui de Newton-Raphson.

Cet algorithme it�eratif peut être relu de la fa�con suivante. Si l'on introduit le
vecteur d�ependant d�e�ni par :

z� = � +
d�

d�
(y � �) = X� +

d�

d�
(y � �) ;

les �equations (2.1) deviennent alors :

X 0W�1
� (z� �X�) = 0 : (2.2)

o�u l'on a pris soin d'indicer par � les quantit�es qui en d�ependent.
Ainsi, le même algorithme est d�ecrit en r�esolvant it�erativement les �equations (2.2)
comme des �equations normales. �A chaque it�eration, la valeur courante de � permet
le calcul de la matrice des poidsW� et du vecteur d�ependant z�, et alors l'obtention,
par r�esolution de ce syst�eme lin�earis�e, d'une nouvelle valeur de �.

Cette r�e�ecriture (2.2) permet une interpr�etation de type lin�eaire, que nous ex-
ploiterons plus particuli�erement dans le cadre des GL2M. �A � �x�e, en consid�erant
z� comme un nouveau vecteur de donn�ees et W� comme une matrice de poids �x�es,
on reconnait alors dans le syst�eme (2.2) les �equations classiques des moindres carr�es
g�en�eralis�es associ�ees au mod�ele :

Z� = X� + e
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o�u E(e) = 0 et Var(e) = W�. Puisque la i�eme composante du vecteur al�eatoire
Z� = X�+ g0(�)(Y ��) a pour variance : var(Z�;i) = g0(�i)

2var(Yi), W� correspond
bien �a la matrice de variance de Z�.
Ce mod�ele pr�esente deux particularit�es. D'une part, le vecteur �a expliquer Z� n'est
pas observ�e. On en obtient des valeurs �a chaque nouvelle valeur de � et �a l'aide des
observations y. Le vecteur z� est donc recalcul�e �a chaque it�eration. D'autre part, la
matrice des poids d�epend aussi du param�etre �a estimer. Ainsi, �a l'it�eration [t], pour
obtenir l'estimation [t+1] de �, on utilise en r�ealit�e la m�ethode des moindres carr�es
g�en�eralis�es dans le mod�ele que nous notons M[t] : Z�[t] = X� + e[t] o�u E(e[t]) = 0 et

Var(e[t]) = W�[t]. Ce qui est �equivalent �a estimer � dans le mod�eleM[t] par maximum
de vraisemblance apr�es avoir suppos�e une distribution normale et l'ind�ependance
des variables al�eatoires Z�;i. Par la suite, nous appellerons ce mod�ele M[t] : mod�ele
lin�earis�e.

Notons d'une part qu'un d�eveloppement au premier ordre de la fonction de lien
g en � donne g(y) � g(�)+g0(�)(y��) = z. C'est pourquoi z� peut être vue comme
une approximation au premier ordre de g(y) en ��. Cette remarque peut être utilis�ee
pour obtenir une valeur initiale �a � en appliquant une proc�edure de moindres carr�es
ordinaires sur g(y). Cette lin�earisation est aussi pr�esent�ee par certains (cf. Engel
et Keen 1994) comme un d�eveloppement de � autour de �.
Cet algorithme a fait l'objet de divers commentaires et �eclairages dont celui de
Hillis et Davis (1994).

En conclusion, nous retenons que l'estimation du maximum de vraisemblance de
� dans le GLM �ecrit sous la forme :

Y = g�1(�) + " o�u E(") = 0
Var(") = fd a(�)v(�i) gi=1;:::;N

est �equivalent �a l'estimation successive du maximum de vraisemblance dans le LM
M[t] d�e�ni �a l'�etape [t] par :

Z�[t] = � + e[t] o�u E(e[t]) = 0 et Var(e[t]) =W�[t] :

2.2.2 Propri�et�es asymptotiques

Dans cette section, nous nous int�eressons bri�evement aux propri�et�es asympto-
tiques de cet estimateur du maximum de vraisemblance. Pour cela, di��erentes hypo-
th�eses de travail peuvent être envisag�ees qui d�ependent du type de propri�et�es d�esir�e
et des cas particuliers �etudi�es. Dans le cadre g�en�eral des GLM, Fahrmeir et Kauf-
mann (1985) d�emontrent di��erents r�esultats dont nous retenons ici le th�eor�eme sur
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la normalit�e asymptotique de �̂n, solution des �equations du maximum de vraisem-
blance pour un jeu de donn�ees de taille n. Ce th�eor�eme repose sur des hypoth�eses
concernant les matrices hessiennes Hn(�) et d'information de Fisher In(�). Nous le
pr�esentons ici dans le cadre d'un GLM avec lien quelconque, pour lequel l'unicit�e
du maximum de vraisemblance n'est plus assur�e, except�e dans certains cas.

On note ici :

� Ln(�; y) : la log-vraisemblance du param�etre � associ�ee au vecteur de donn�ees
y (de taille n).

� Hn(�) : la matrice Hn(�) = �@
2Ln(�; y)

@�@� 0
.

� In(�) : la matrice d'information de Fisher In(�) = E(Hn(�)) = X 0W�1
� X

o�u W� = fd a(�)b00(�i)g0(�i)2 gi=1;:::;N .

� I1=2n (�) : la matrice v�eri�ant I1=2n (�) I1=2n (�)0 = In(�) et que l'on suppose in-
versible d'inverse I�1=2n (�).

� �0 : vraie valeur inconnue du param�etre.

Consid�erons les deux conditions suivantes :

(C1) :

�min(In(�0))
n!+1�! +1

o�u �min(In(�0)) est la plus petite valeur propre de la matrice d'information
In(�0)

(C2) :

8� > 0; 8� 2 IRp= jj�jj = 1

max�2Vn(�) jjI�1=2n (�0) Hn(�) I
�1=2
n (�0)

0 � Idpjj n!+1�! 0, en probabilit�e sous la
vraie loi P et sous P�n,
o�u �n = �0 + � I�1=2n (�o)

0 �,
et Vn(�) = f� 2 IRp=jjI1=2n (�0)

0 (�0 � �)jj � �g

Dans le cas du lien canonique, cette condition se r�e�ecrit :

(C2*) :

8� > 0; max�2Vn(�) jjI�1=2n (�0) In(�) I
�1=2
n (�0)

0 � Idpjj n!+1�! 0
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Fahrmeir et Kaufmann (1985) d�emontrent alors le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme : Si les hypoth�eses (C1) et (C2) sont v�eri��ees, la suite des estimateurs
de maximum de vraisemblance �̂n est asymptotiquement gaussienne :

I1=2n (�0)
0(�̂n � �0)

n!+1�! N (0; Idp); en loi.

L'estimateur du maximum de vraisemblance �̂n est donc asymptotiquement gaus-
sien : N (�0; (X

0W�1
�0
X)�1).

2.2.3 La notion de quasi-vraisemblance

Jusqu'�a pr�esent, nous nous sommes concentr�es sur l'estimation par maximum
de vraisemblance. En e�et lorsqu'il s'agit d'inf�erence, la th�eorie statistique accorde
une importance primordiale �a cette fonction de vraisemblance. Cependant, tout en
relâchant les hypoth�eses contraignantes des lois de probabilit�es, et en ne retenant
que les deux premiers moments et la fonction qui les relie, Wedderburn (1974)
propose de r�ealiser cette inf�erence grâce �a la fonction de quasi-vraisemblance.
McCullagh et Nelder (1989) consacrent tout un chapitre de leur ouvrage �a
cette notion de quasi-vraisemblance. Nous y revenons succintement pour souligner
son int�erêt au sein des GLM. Et nous l'utiliserons particuli�erement au chapitre 3.

Relâchant les hypoth�eses des GLM, nous supposons ici que :

� les observations sont ind�ependantes,

� le param�etre d'int�erêt intervient dans la mod�elisation de l'esp�erance du vecteur
al�eatoire observ�e : E(Y ) = �(�),

� la matrice de variance de Y s'�ecrit : Var(Y ) = fd a(�)v(�i) gi=1;:::;N , o�u l'on
retrouve une fonction de variance v, de même que dans la d�e�nition d'un
GLM. En toute g�en�eralit�e, nous faisons apparâ�tre dans cette expression un
param�etre �, qui lui ne d�epend en aucun cas de �.

On retient donc essentiellement les deux hypoth�eses fortes au sein des GLM, concer-
nant les deux premiers moments. En e�et, dans certaines exp�eriences, il peut s'av�erer
di�cile de d�ecrire le m�ecanisme probabiliste mis en jeu. L'information n�ecessaire �a
la construction de la fonction de vraisemblance fait alors d�efaut. C'est �a ce moment
que la fonction de quasi-vraisemblance peut jouer un rôle int�eressant.
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Cette fonction de quasi-vraisemblance est construite �a partir des hypoth�eses ci-
dessus de la fa�con suivante.
Soit Ui la fonction associ�ee �a la i�eme composante de y :

Ui(�i; yi) =
yi � �i
a(�)v(�i)

:

On d�e�nit alors le logarithme de la fonction de quasi-vraisemblance, la log-quasi-
vraisemblance, par :

Q(�; y) =
NX
i=1

Z �i

yi
Ui(t; yi) dt

=
NX
i=1

Z �i

yi

yi � t

a(�)v(t)
dt :

Avec cette d�e�nition, puisque E(Ui) = 0, var(Ui) =
1

a(�)v(�i)
et �E(@Ui

@�i
) =

1

a(�)v(�i)
, la log-quasi-vraisemblance va se comporter de la même fa�con qu'une

log-vraisemblance.

Pour estimer le param�etre �, on cherche �a annuler les d�eriv�ees de Q. Autrement
dit, en notant :

U(�) = G0V �1

 
y � �

a(�)

!
; o�u G =

@�

@� 0
; et V = fd v(�i) gi=1;:::;N ;

on cherche �̂ tel que U(�̂) = 0. Cette fonction U(�) est la fonction quasi-score.
En utilisant un algorithme de scores de Fisher pour r�esoudre ces �equations, on
obtient la proc�edure it�erative :

(G0V �1G)��[t] = G0V �1(y � �[t]) :

Comme dans le cadre des GLM, en d�ecrivant de mani�ere plus pr�ecise le lien entre
� et �, on peut alors pr�eciser l'expression de la matrice G. Pour cela, on note g la
fonction de lien consid�er�e et h sa r�eciproque. On a � = h(�). Et on obtient :

G = KX o�u K = fd h(x0i�) g ;

les matrices K, et par cons�equent G, d�ependent de �.
Le sch�ema it�eratif pr�ec�edent peut alors s'�ecrire :

(X 0W [t]�1X)�[t+1] = X 0W [t]�1� [t] ;
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avec � [t] = X�[t] +K [t]�1(y � �[t])
W [t] = K [t]�1V K [t]�1 :

On retrouve le même type de proc�edure it�erative que dans les GLM, pour l'esti-
mation par maximum de vraisemblance. On remarquera que ces �equations corres-
pondent aux �equations classiques d'estimation dans le mod�ele lin�eaire � = X� + "
avec " � N (0;W ). Dans ce mod�ele, les donn�ees sont r�eactualis�ees �a chaque nouvelle
valeur de �.

Il est important de constater que, si le choix de mod�elisation de la fonction de
variance v correspond �a la fonction de variance naturelle associ�ee �a une loi de la
famille exponentielle, cette fonction quasi-score correspond alors �a la fonction score,
dans le GLM d�e�ni par cette loi et la fonction de lien g. On retrouve ainsi les
�equations (2.1). Et la solution �̂ du maximum de quasi-vraisemblance correspondra
�a l'estimation maximum de vraisemblance dans ce mod�ele. Cependant, et c'est l�a un
int�erêt primordial, grâce �a cette notion de quasi-vraisemblance, il est aussi possible
d'envisager d'autres fonctions de variance que celles pr�ecis�ement associ�ees aux lois
classiques. On peut alors poursuivre une inf�erence sans s'appuyer sur une hypoth�ese
de loi de probabilit�e.

En�n, cette notion s'�etend au cas de variables d�ependantes (cf. McCullagh

et Nelder 1989). Elle a �et�e �etudi�ee par di��erents auteurs pour son extension �a
l'estimation du param�etre de dispersion (cf.Davidian etCarroll 1988,Godambe
et Thompson 1989, ou encore Nelder et Pregibon 1987). C'est dans ce cadre
que Nelder et Lee (1992) citent di��erentes situations pour son utilisation.

2.3 Estimation dans les L2M et nsL2M

Apr�es ce retour sur l'estimation dans les GLM, nous nous int�eressons dans cette
troisi�eme section �a l'estimation des param�etres au sein des L2M et nsL2M. Alors que
la section pr�ec�edente �etait consacr�ee �a l'estimation des e�ets �xes, ici c'est davantage
l'estimation des composantes de la variance qui sera �etudi�ee.

Depuis le d�ebut du 20�eme si�ecle, de nombreux travaux sur les L2M ont �et�e r�ea-
lis�es sous des formes et selon des approches di��erentes. Searle, Casella, et Mc

Culloch (1992) y consacrent leur ouvrage. Nous pr�esentons ici quelques unes de
ces m�ethodes ou algorithmes d'estimation : maximum de vraisemblance (ML { Maxi-
mum Likelihood), maximum de vraisemblance restreint (REML { Restricted Maxi-
mum Likelihood), l'algorithme EM (Expectation Maximisation) et une m�ethode dite
\de Henderson". Ces m�ethodes s'appuient particuli�erement sur les hypoth�eses de lois
du mod�ele. Ce qui dans d'autres approches n'est pas forc�ement n�ecessaire.
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Une particularit�e cependant dans cette section : nous verrons �egalement si et com-
ment ces m�ethodes peuvent être adapt�ees au cas o�u des composantes de la variance
sont connues, autrement dit dans un nsL2M.
En�n nous aborderons les propri�et�es asymptotiques de ces estimations.

Rappelons bri�evement les hypoth�eses du L2M d�ecrit en section 1.3.2 :

Y = X� + U� + " (2.3)

o�u

� " � NN(0; �
2
0V0),

� 8j 2 f1; :::; Kg ; �j � Nqj(0; �
2
jAj).

Les �j sont ind�ependants entre eux et ind�ependants de ".
Alors � � Nq(0; D) avec D diagonale par blocs D = fd �2jAj gj=1;:::;K.

On a donc :

� E(Y j�) = X� + U� ;
var(Y j�) = var("j�) = var(") = R = �20V0 ;

� E(Y ) = X� ;
var(Y ) = R + UDU 0

=
PK
j=0 �

2
jVj avec 8j 2 f1; :::; Kg ; Vj = UjAjU

0
j,

= �

On note �2 = (�20 ; �
2
1; : : : ; �

2
K)

0 le vecteur des composantes de la variance.

La fonction de vraisemblance, �etant donn�e le vecteur y des observations, s'�ecrit :

f(�; �2; y) =
1

(2�)N=2 j�j1=2 expf�1
2
(y �X�)0 ��1 (y �X�)g ;

et la log-vraisemblance :

l(�; �2; y) = �N
2
ln(2�)� 1

2
ln(j�j)� 1

2
(y �X�)0 ��1 (y �X�) :

�A l'aide de cette fonction de vraisemblance, nous envisageons dans un premier
temps l'estimation par maximum de vraisemblance.
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2.3.1 Estimation par maximum de vraisemblance

2.3.1.1 D�erivation directe des �equations

En d�erivant la log-vraisemblance ci-dessus, on obtient facilement 1 :8>>>>>>><
>>>>>>>:

@l(�; �2; y)

@�
= X 0 ��1 (y �X�)

8j 2 f0; : : : ; Kg ;
@l(�; �2; y)

@�2j
= �1

2
tr(��1Vj) +

1
2
(y �X�)0 ��1 Vj �

�1 (y �X�) :

Les estimateurs du maximum de vraisemblance (ML) de � et �2 doivent donc non
seulement être solutions du syst�eme pr�ec�edent lorsqu'on �egalise chacune des lignes
�a z�ero, mais aussi v�eri�er �20 > 0 et 8j 2 f1; :::; Kg ; �2j � 0 .
Le syst�eme d'�equations que l'on cherche �a r�esoudre est le suivant :

(
X 0 ��1X � = X 0 ��1 y
tr(��1Vj) = y0 P Vj P y j = 0; :::; K;

(2.4)

o�u P = ��1(I �X(X 0��1X)�1X 0��1).
Les �equations de ce syst�eme sont r�esolues simultan�ement. La matrice � intervient
dans la premi�ere �equation concernant �. Autrement dit, l'estimation de � est rela-
tivement transparente au fait que les composantes de la variance soient connues ou
estim�ees. Si une composante est connue, on reportera dans � cette vraie valeur, si-
non on la remplacera par son estimation. D'autre part, les K+1 autres �equations ne
sont pas lin�eaires en �2. On devra donc envisager une solution it�erative au syst�eme
(2.4).

Cependant, même it�erativement, la r�esolution directe de ce syst�eme n'est pas ai-
s�ee. Plusieurs transformations peuvent en être envisag�ees (dont celle de Hartley-Rao
(cf. Searle et al.)). L'une rapide et tr�es lisible conduit au syst�eme (2.5) �equivalent
�a (2.4) :

8>>>><
>>>>:

X 0 ��1X � = X 0 ��1 y

( tr(��1Vi�
�1Vj) )i;j=0;:::;K

0
BB@

�20
...
�2K

1
CCA = (y0 P Vj P y)j=0;:::;K

(2.5)

1. Rappelons pour cela les r�esultats (cf. Searle et al. (1992) p.456-475) :
@logjAj

@�2j
= tr(A�1

@A

@�2j
) ; et

@A�1

@�2j
= �A�1

@A

@�2j
A�1.
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On a utilis�e pour cela le fait que tr(��1Vi) = tr(��1Vi�
�1�)

=
KX
j=0

�2j tr(�
�1Vi�

�1Vj) :

Malgr�e cette nouvelle pr�esentation, les �equations ne sont toujours pas lin�eaires en
�2, du fait notamment de la pr�esence de � dans les membres des �equations. Elles
permettent cependant de mettre en place tr�es rapidement un algorithme it�eratif
(qui ne sera pas forc�ement optimum). �A partir de valeurs initiales de �2, on it�ere la
r�esolution des �equations concernant les composantes de la variance jusqu'�a conver-
gence, en r�esolvant le syst�eme lin�eaire �a chaque �etape. Puis �a l'aide des valeurs alors
obtenues, on r�esoud la premi�ere �equation de (2.5) pour trouver l'estimation de �.
Cependant rien n'assure la positivit�e des estimations des composantes. Pour cela, si
lors d'une it�eration, l'estimation obtenue est n�egative, on forcera cette composante
�a 0 (ou �a une petite valeur positive) ; ce qui revient �a annuler l'e�et du facteur
correspondant.

Nous retenons donc que les estimations ML �̂ et �̂2 dans un L2M v�eri�ent :

8>>>><
>>>>:

X 0 �̂�1X �̂ = X 0 �̂�1 y

�
tr(�̂�1Vi�̂

�1Vj)
�
i;j=0;:::;K

0
BB@

�̂20
...
�̂2K

1
CCA =

�
y0 P̂ Vj P̂ y

�
j=0;:::;K

(2.6)

dans lequel �̂ d�esigne � o�u l'on a remplac�e �2 par son estimation, et P̂ = �̂�1(y�X�̂)
d'o�u P̂ y = �̂�1(y �X�̂).

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas d'un nsL2M.

2.3.1.2 Adaptation au nsL2M

On suppose pour cela que �20 est connu et que, parmi les K composantes de la
variance, L seulement sont inconnues. On r�e�ecrit alors le mod�ele sous la forme d'un
nsL2M :

Y = X� +
LX
j=1

Uj�j +  ;

avec Var( ) = V connue et � =
PL
j=1 �

2
jVj + V :

Dans une d�emarche d'estimation par maximum de vraisemblance, en annulant
les d�eriv�ees de la vraisemblance, on aboutit alors au syst�eme (2.7), qui n'est autre
que le syst�eme (2.4) o�u les lignes correspondant aux composantes connues ont �et�e
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supprim�ees : 8>>><
>>>:
X 0 ��1X � = X 0 ��1 y

8j 2 f1; : : : ; Lg ;
tr(��1Vj) = y0 P Vj P y :

(2.7)

C'est dans le passage �equivalent �a celui de (2.4) �a (2.5), que l'on va prendre en
compte le fait que V est connue. On obtient alors le syst�eme :

8>>>><
>>>>:

X 0 ��1X � = X 0 ��1 y

( tr(��1Vi�
�1Vj) )i;j=1;:::;L

0
BB@
�21
...
�2L

1
CCA = (y0 P Vi P y � tr(��1Vi�

�1V ))i=1;:::;L

(2.8)

Ainsi, ce syst�eme tient compte de l'information d�etenue sur une partie de la variance.
Comme pr�ec�edemment, il sera r�esolu it�erativement de fa�con �a obtenir les estimations
ML des param�etres d'un nsL2M.

Pour terminer, remarquons que dans le cas o�u V = 0 et L = 1 (cas d'un L2M
avec une seule composante de la variance), on a alors :8>>>>>><
>>>>>>:

� = �21V1 ;

tr(��1V1�
�1V1) =

N

�41
;

y0PV1Py =
y0PV �1

1
y

�21
;

et l'on retrouve �̂21 =
y0P̂V �1

1
y

N
=
jjy �X�̂jj2

V �1
1

N
, l'estimateur du maximum de vrai-

semblance classique.

2.3.2 Estimation par maximum de vraisemblance restreint

Comme son nom l'indique, cette d�emarche d'estimation reste apparent�ee �a celle
pr�ec�edente du maximum de vraisemblance. Mais ici, on se focalise davantage sur
l'estimation des composantes de la variance. Pour cela, on fait disparâ�tre momenta-
n�ement les e�ets �xes pour ne maximiser que la partie de la vraisemblance concer-
nant les composantes et ind�ependante des e�ets �xes.
Cette m�ethode (REML), sous-jacente depuis le d�ebut des ann�ees 50, a �et�e mise au
point de fa�con g�en�erale par Patterson et Thompson dans les ann�ees 70. On peut la
justi�er selon plusieurs points de vue. Nous en �evoquerons deux ici. Et nous verrons
ce �a quoi elle aboutit dans le cas d'un nsL2M.
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2.3.2.1 D�erivation des �equations

A�n d'�eliminer la partie e�et �xe, ce n'est pas directement sur le vecteur Y
que l'on va travailler mais sur une transformation de ce vecteur. On s'int�eresse �a
des combinaisons lin�eaires k0Y ind�ependantes et d'esp�erance nulle, aussi appel�ees
contrastes. Si rang(X) = p, il existe N � p combinaisons lin�eaires ind�ependantes de
la sorte. Elles sont regroup�ees dans la matrice K 0. Puisque K 0X = 0, on a alors
E(K 0Y ) = K 0X� = 0, Var(K 0Y ) = K 0�K, et K 0Y � NN�p(0; K

0�K).
Cela revient �a projeter le mod�ele sur l'orthogonal du sous-espace vectoriel engendr�e
par les colonnes de X not�e X?. Ainsi, la matrice K est la matrice dont les N � p
vecteurs colonnes constituent une base de X? alors K 0X = 0.
Le mod�ele projet�e est donc :

K 0 Y = K 0X � + K 0 U � + K 0 " ;
d'o�u K 0 Y = K 0U � + K 0 " ;
et Var(K 0 Y ) = K 0 �K :

Alors, l'estimation par maximum de vraisemblance restreint n'est autre que l'es-
timation par maximum de vraisemblance dans le mod�ele projet�e. Pour �etablir ces
�equations du maximum de vraisemblance pour les composantes, il su�t de reprendre
les �equations (2.4), de supprimer la premi�ere ligne (celle des e�ets �xes) et d'e�ectuer
le changement de notation : Y ! K 0Y

Ui ! K 0Ui i = 1; :::; K
Vi ! K 0ViK i = 0; :::; K
� ! K 0�K ;

en sachant que K(K 0�K)�1K 0 = P . On obtient alors le syst�eme :n
tr(PVi) = y0 P Vi P y i = 0; :::; K: (2.9)

De même que dans la section pr�ec�edente, on envisage plutôt une r�esolution it�erative
du syst�eme �equivalent suivant :8>><

>>: ( tr(PViPVj) )i;j=0;:::;K

0
BB@
�20
...
�2K

1
CCA = (y0 P Vi P y)i=0;:::;K (2.10)

Ce syst�eme permet donc d'obtenir les estimations REML dans un L2M. Cette
m�ethode d'estimation a l'avantage sur la m�ethode ML de tenir compte de la perte
de degr�es de libert�e occasionn�ee par l'estimation des e�ets �xes. Apr�es avoir estim�e
les composantes de la variance, il su�t alors de former la matrice �̂ pour obtenir
directement l'estimation de �.
Remarquons, et ceci sera utilis�e en d'autres occasions, que pour passer du syst�eme
ML au syst�eme REML, il a su� de remplacer ��1 par P .
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2.3.2.2 Justi�cation bay�esienne de ces �equations

Ces �equations REML peuvent aussi trouver une justi�cation dans un raisonne-
ment bay�esien. Pour cela, on reprend les hypoth�eses du L2M de d�epart mais en
donnant aux param�etres � et �2 une nature al�eatoire. On suppose des connaissances
a priori sur ces param�etres, qui se traduisent par des hypoth�eses sur leur distribu-
tion. Dans tout ce paragraphe, on adopte la notation g�en�erique p pour d�esigner les
lois de probabilit�e.
En supposant a priori :
- les param�etres ind�ependants,
- et une distribution uniforme (non informative) pour �,
on a :

p(�; �2) = p(�)p(�2) / p(�2) :

D'o�u on obtient :
p(yj�; �2) / p(�jy)p(yj�2) :

La fonction de vraisemblance est ainsi d�ecompos�ee en produit de la loi a posteriori
de � et de la vraisemblance de �2.
D'autre part, en remarquant que : jjy�X�jj2��1 = jjy�X�̂jj2��1+jj�̂��jj2Var(�̂)�1

avec

�̂ = (X 0 ��1X)�1X 0 ��1 y, on peut alors �ecrire la fonction de vraisemblance sous la
forme suivante (o�u l'on reconnait les deux parties de la d�ecomposition pr�ec�edente) :

L(�; �2; y) =

jX 0��1Xj� 1
2

(2�)
N�p

2 j�j 12
expf�1

2
jjy �X�̂jj2��1g � 1

(2�)
p

2 jX 0��1Xj� 1
2

expfjj� � �̂jj2Var(�̂)�1g| {z }
densit�e a posteriori de �jy

La vraisemblance \marginale" (celle de �2) apr�es int�egration sur � (puisque l'id�ee
est toujours de faire disparâ�tre les e�ets �xes) est alors :

L(�2; y) =
1

(2�)
N�p

2 j�j 12 jX 0��1Xj 12
expf�1

2
jjy �X�̂jj2��1g ;

et donc la log-vraisemblance :

l(�2; y) = �N � p

2
ln(2�)� 1

2
ln(j�j)� 1

2
ln(jX 0��1Xj)� 1

2
(y�X�̂)0 ��1 (y�X�̂) :

Par d�erivation, on obtient :
@l(�2; y)

@�2j
= �1

2
tr(PVj) +

1
2
y0 P Vj P y j = 0; :::; K .

toujours avec P = ��1(I �X(X 0��1X)�1X 0��1) :

On retrouve donc le syst�eme d'�equations (2.9) et le (2.10) qui s'en d�eduit.
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2.3.2.3 Adaptation au nsL2M

De même que dans 2.3.1.2, on se place maintenant dans un nsL2M o�u une partie
des composantes de la variance est connue. On peut alors adapter le syst�eme (2.10)
au cas o�u L composantes de la variance uniquement restent inconnues. Pour cela,
dans le passage de (2.9) �a (2.10), on utilise la propri�et�e P�P = P . On obtient alors
le syst�eme (2.11) :8>><

>>: ( tr(PViPVj) )i;j=1;:::;L

0
BB@
�21
...
�2L

1
CCA = (y0 P Vi P y � tr(PViPV ))i=1;:::;L (2.11)

Si l'on envisage comme au 2.3.1.2, le cas o�u V = 0 et L = 1, on obtient cette

fois-ci : �̂21 =
jjy �X�̂jj2

V �1
1

N � p
, l'estimateur du maximum de vraisemblance restreint

classique (estimateur non biais�e). On retrouve au d�enominateur le fait que l'esti-
mation REML prend en compte la perte de degr�es de libert�e dans l'estimation des
e�ets �xes.

Un d�ebat a eu lieu pour l'utilisation de l'un ou l'autre de ces estimateurs ML ou
REML. Nous ne reprenons pas ici ces arguments.
Dans la section suivante, nous nous int�eressons plutôt �a l'utilisation de l'algorithme
EM pour atteindre ces estimations ML ou REML.

2.3.3 Utilisation de l'algorithme EM

Les syst�emes (2.4) et (2.9) envisag�es pr�ec�edemment pour l'estimation ML (ou
REML) des composantes de la variance sont des syst�emes non lin�eaires avec con-
traintes. Outre le fait que rien ne nous assure la positivit�e des estimations pas �a
pas, nous ne sommes pas non plus certains qu'ils m�enent �a un maximum global de
la fonction de vraisemblance. D'autres alternatives �a la r�esolution it�erative de ces
syst�emes ont �et�e propos�ees. L'algorithme EM (Esp�erance - Maximisation) en fait
partie. Cette m�ethodologie a �et�e mise en place par Dempster, Laird, et Rubin
(1977). Appliqu�ee aux L2M, elle constitue un outil permettant d'atteindre �egalement
ces estimations ML ou REML.

Nous pr�esentons ici rapidement cet algorithme dans notre cadre bien pr�ecis des
L2M. C'est dans le chapitre 4 que nous en ferons une description plus d�etaill�ee
et dans des termes plus g�en�eraux. Cependant, dans cette section, nous suivrons
davantage une d�emarche utilisant les notions de statistiques exhaustives.

Pour les L2M, l'id�ee est donc la suivante. Supposons qu'au cours de l'exp�erience
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on observe non seulement le vecteur y mais aussi le vecteur d'e�ets al�eatoires �. On
forme alors le vecteur x = (y0; �0)0, que l'on appelle vecteur des donn�ees compl�etes
et qui regroupe toutes les observations. �A l'aide de x, il s'agit ensuite d'obtenir des
statistiques exhaustives t(x) permettant de r�ealiser l'estimation de chacun des pa-
ram�etres d'int�erêt que l'on note ici de fa�con g�en�erique �.
�A ce stade, les e�ets al�eatoires n'�etant en r�ealit�e pas observ�es, on calculera l'es-
p�erance des expressions obtenues conditionnellement au vecteur des donn�ees r�eel-
lement observ�ees y. L'estimateur du maximum de vraisemblance, ou maximum de
vraisemblance restreint, de � sera alors une fonction de l'esp�erance conditionnelle
des statistiques t(x) : E(t(x)jy; �).
En pratique, cet algorithme se d�eroulera de fa�con it�erative, chaque it�eration �etant
constitu�ee de deux �etapes. A l'it�eration [t], partant de la valeur �[t] du param�etre :

� �etape E : calculer l'esp�erance conditionnelle E(t(x)jy; �[t]),

� �etape M : calculer la nouvelle valeur du param�etre �[t+1] en rempla�cant les
statistiques exhaustives par leur esp�erance conditionnelle obtenue �a l'�etape
pr�ec�edente.

Appliquons cela plus pr�ecis�ement pour l'estimation ML et REML.

2.3.3.1 Algorithme EM pour ML

Selon la d�emarche d�ecrite pr�ec�edemment, on compl�ete le vecteur des observations
y par �1; :::; �K. Si l'on observait une r�ealisation du vecteur al�eatoire �j, on estimerait

naturellement �2j par �̂
2
j =

�0jA
�1
j �j

qj
, et � par �̂ = (X 0V �1

0 X)�1X 0V �1
0 (y�PK

j=1 Uj�j).

Cela correspond bien aux estimations obtenues en maximisant la vraisemblance
compl�et�ee. En e�et, les propri�et�es usuelles de conditionnement de la loi normale
nous donne la distribution du vecteur des donn�ees compl�etes x = [y0; �01; :::; �

0
K]
0.

C'est une loi normale de moyenne � =

2
66664
X�
0
...
0

3
77775 et de matrice de variance 2 : � =

2
64 �

n
r �

2
jUjAj

o
j=1;:::;Kn

c �
2
jAjU

0
j

o
j=1;:::;K

n
d �

2
jAj

o
j=1;:::;K

3
75.

2. On d�esigne par fc aj g la matrice A obtenue en superposant en colonne les �el�ements aj et par
fr ai g la matrice A obtenue en juxtaposant en ligne les �el�ements ai.
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Le calcul du d�eterminant et d'une d�ecomposition de l'inverse de � (cf Searle et al.
1992 p 450) aboutissent �a :

� j�j =
KY
j=1

[(�2j )
qj jAjj]� j��

KX
j=1

�2jUjAjU
0
jj

=
KY
j=1

[(�2j )
qj jAjj]� j�20V0j

=
KY
j=0

[(�2j )
qj jAjj] en notant q0 = N , A0 = V0 et U0 = IN ,

� ��1 =

2
64 0 0

0 fd
A�1j
�2j

gj=1;:::;K

3
75

+

"
I

�fc U 0j gj=1;:::;K

#
(��

KX
j=1

�2jUjAjU
0
j)
�1
h
I �fr Uj gj=1;:::;K

i
:

La fonction de vraisemblance des donn�ees compl�etes est donc :

l(�; �2; x) = �1

2
(
KX
j=0

qj) ln(2�)� 1

2

KX
j=0

(qj ln(�
2
j ) + ln(jAjj))� 1

2

KX
j=0

�0jA
�1
j �j

�2j

avec �0 = " = y �X� �
KX
j=1

Uj�j.

Ainsi les estimateurs du maximum de vraisemblance bas�ee sur les donn�ees compl�etes

sont :

8>>>><
>>>>:
�̂2j =

�0jA
�1
j �j

qj
8j 2 f0; :::; Kg ;

(X 0V �1
0 X)�̂ = X 0V �1

0 (y �
KX
j=1

Uj�j)
.

Or, comme on ne dispose que d'observations de y, EM propose de remplacer les
statistiques exhaustives �0jA

�1
j �j et y�PK

j=1 Uj�j par leurs esp�erances conditionnelles
sachant y et les valeurs courantes des param�etres.
D'apr�es les r�esultats sur le conditionnement des variables al�eatoires normales, on a :
8j 2 f0; : : : ; Kg :
E(�jjy) = �2jAj U

0
j �

�1 (y �X�)
E(�0jA

�1
j �jjy) = �4j (y �X�)0 ��1 Vj �

�1 (y �X�) + tr(�2j Iqj � �4j U
0
j �

�1 UjAj)
= �4j (y �X�)0 ��1 Vj �

�1 (y �X�) + qj�
2
j � �4j tr(�

�1Vj)

et E(Y �PK
j=1 Uj�jjy) = y �PK

j=1 �
2
jVj�

�1(y �X�)
= y � (�� �20V0)�

�1(y �X�)
= X� + �20V0�

�1(y �X�)
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Deux sch�emas it�eratifs peuvent alors être retenus : le premier donne �a chaque pas des
nouvelles valeurs �a chacun des param�etres, le deuxi�eme it�ere uniquement pour des
estimations successives des �2j , estimant � �a la convergence. �A partir des estimations
obtenues �a l'�etape m :

� Version 1 :8>><
>>:
qj�

2(m+1)
j = �

4(m)
j (y �X�(m))0 ��1(m) Vj �

�1(m) (y �X�(m))

+qj�
2(m)
j � �

4(m)
j tr(��1(m) Vj)

X�(m+1) = X(X 0V �1
0 X)�1X 0V �1

0 (X�(m) + �
2(m)
0 V0 V

�1(m) (y �X�(m)))

� Version 2 :(
qj�

2(m+1)
j = �

4(m)
j y0 P (m) Vj P

(m) y + qj�
2(m)
j � �

4(m)
j tr(��1(m) Vj)

�a la convergence : X�̂ = X (X 0 �̂�1X)�1X 0 �̂�1 y

En consid�erant la situation de convergence o�u �̂ = �(m+1) = �(m) et �̂2 =
�2(m+1) = �2(m), on peut montrer que l'on retrouve les �equations du syst�eme (2.4).
L'algorithme EM fournit bien des solutions aux �equations d'estimation du maximum
de vraisemblance.

Cet algorithme constitue donc une alternative �a la r�esolution du syst�eme (2.4).
Pourtant, certaines di�cult�es persistent. D'une part, cet algorithme peut s'av�erer
tr�es lent. D'autre part, même si on est sûr de faire crô�tre pas �a pas la valeur de la
fonction de vraisemblance et de rester dans l'espace des param�etres, cet algorithme
peut en pratique rest�e coinc�e en un maximum local de la fonction. Cela constitue un
probl�eme important. C'est pourquoi, des auteurs ont propos�e di��erentes extensions
�a cet algorithme, qui tentent de contourner cette di�cult�e en lui permettant notam-
ment des sauts al�eatoires (cf. McLachlan et Krishnan 1997). Il existe aussi des
conditions th�eoriques sur la fonction de vraisemblance pour assurer la convergence
vers le maximum global mais qui sont di�ciles �a v�eri�er en pratique.

2.3.3.2 Algorithme EM pour REML

Il s'agit donc de reprendre l'algorithme EM pour ML mais cette fois-ci dans
le mod�ele projet�e. Mettant de cot�e l'estimation de �, on utilisera donc la version 2
d�ecrite pr�ec�edemment. Dans le sch�ema it�eratif d'estimation, en utilisant la remarque
faite �a la �n du 2.3.2.1, on remplace ��1 par P . On obtient ainsi l'algorithme EM
adapt�e au maximum de vraisemblance restreint. Cet algorithme �a la convergence
atteint les solutions du syst�eme (2.9) sous les mêmes r�eserves que pr�ec�edemment.
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2.3.3.3 Adaptation au nsL2M

Certaines composantes sont maintenant suppos�ees connues. Nous reprenons le
mod�ele d�ecrit au 2.3.1.2 o�u la variance se d�ecompose en L composantes inconnues
regroup�ees dans le vecteur ��2 = (�21 ; :::; �

2
L)
0, et une matrice V connue.

Dans cette situation, adaptant la m�ethodologie EM, nous envisageons de compl�eter
le vecteur des observations par les vecteurs d'e�ets al�eatoires �j correspondant aux
composantes inconnues uniquement. Nous r�eduisons ainsi le vecteur des donn�ees
compl�etes par rapport �a la section pr�ec�edente. Et la log-vraisemblance compl�et�ee
s'�ecrit :

l(�; ��2; y) = �1
2
(N +

PL
j=1 qj) ln(2�)� 1

2
[
PL
j=1(qj ln(�

2
j ) + ln(jAjj)) + ln(jV j)]

�1
2

PL
j=1

�0jA
�1
j �j

�2j
� 1

2
�00V

�1
 �0

avec �0 =  = y �X� �PL
j=1 Uj�j :

En d�erivant cette log-vraisemblance par rapport �a � et aux di��erentes composantes
de la variance inconnues �2j ; j 2 f1; :::; Lg, on obtient les estimations du maximum
de vraisemblance pour les donn�ees compl�etes :

(X 0V �1
 X)�̂ = X 0V �1

 (y �PL
j=1 Uj�j) ;

8j 2 f1; :::; Lg ; qj�̂
2
j = �0jA

�1
j �j :

L'�etape suivante consiste �a en calculer les esp�erances conditionnelles aux donn�ees
observ�ees y. Elles s'expriment ici de fa�con similaire �a la section pr�ec�edente :

8j 2 f1; :::; Lg ;
E(�0jA

�1
j �jjy) = �4j (y �X�)0��1Vj�

�1(y �X�) + qj�
2
j � �4j tr(�

�1Vj) ;

E(Y �PL
j=1 Uj�jjy) = y �PL

j=1 �
2
jVj�

�1(y �X�)
= y � (�� V )�

�1(y �X�)
= X� + V �

�1(y �X�) :

On obtient alors l'algorithme :

8j 2 f1; :::; Lg ; qj�
2(m+1)
j = �

4(m)
j (y �X�(m))0��1(m)Vj�

�1(m)(y �X�(m))

+qj�
2(m)
j � �

4(m)
j tr(��1(m) Vj) ;

(X 0V �1
 X)�(m+1) = X 0V �1

 (X�(m) + V �
�1(m)(y �X�(m))) :

De la même fa�con, on adapte tr�es rapidement cet algorithme �a l'estimation
REML.
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Remarquons que dans le nsL2M, le vecteur des r�esidus " a �et�e remplac�e par
	. Et alors que la matrice de variance r�esiduelle contenait pr�ec�edemment un pa-
ram�etre inconnu �a estimer, la matrice V	 ici est enti�erement connue. Pourtant,
pr�ec�edemment �a l'aide de y et de �, on r�ealisait aussi l'estimation de �20. Ainsi, avec
x = [y0; �01; : : : : ; �

0
K]
0, il est possible d'estimer K+1 composantes, ou plus exactement

K composantes et une r�esiduelle. Cela signi�e aussi que lorsqu'une seule composante
de la variance est connue �20 , le vecteur des donn�ees compl�etes n'est pas r�eduit. Il
reste le même.
En�n, comme pour les autres cas, en consid�erant la situation de convergence o�u
�̂ = �(m+1) = �(m) et �̂2 = �2(m+1) = �2(m) , ces valeurs sont solutions des �equations
de MV du nsL2M avec de nouveau les mêmes r�eserves algorithmiques.

2.3.4 La m�ethode de Henderson

La derni�ere m�ethode d'estimation des composantes de la variance que nous en-
visageons ici se pr�esente comme un sous-produit de la r�esolution des �equations de
Henderson. La d�emarche n'est pas tout �a fait similaire aux pr�ec�edentes. En e�et,
Henderson, au cours de ses nombreux travaux, s'est plus particuli�erement int�eress�e
�a l'estimation du m�erite g�en�etique de certains animaux. Lors d'un processus de s�e-
lection de taureaux par exemple, on cherche �a d�eterminer, au vu des productions
laiti�eres des �lles, le p�ere id�eal pour la prochaine g�en�eration. Pour cela, on est amen�e
�a pr�edire des r�ealisations non observ�ees d'un e�et al�eatoire �a l'int�erieur d'un mod�ele
mixte. Ainsi la pr�ediction de � devient un �el�ement important et indispensable �a
l'�etude. Cette pr�ediction sera seulement ensuite utilis�ee pour l'estimation des com-
posantes de la variance.

2.3.4.1 Les �equations de Henderson

Plusieurs pr�edictions de � sont envisageables. Celle que nous consid�erons ici
est nomm�ee BLUP (Best Linear Unbiased Predictor). Cette pr�ediction ~�, fonction
lin�eaire des donn�ees sera non biais�ee (E(~�) = E(�)) et la meilleure au sens des carr�es
moyens (pour toute matrice A sym�etrique, d�e�nie, positive E((~� � �)0A(~� � �)) est
minimum).

Nous reprenons le L2M d�ecrit au d�ebut de la section 2.3 comprenant �a la fois
e�ets �xes (� param�etre) et e�ets al�eatoires (� vecteur al�eatoire). Dans ce mo-
d�ele, Henderson, Kempthorne, Searle, et VonKrosig (1959) ont propos�e des
�equations qui permettent d'obtenir simultan�ement la pr�ediction BLUP de � et l'es-
timation BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) de � (estimation, not�ee ici �̂,
�equivalente au maximum de vraisemblance sous des hypoth�eses de normalit�e ad�e-
quates). Pour former ce syst�eme d'�equations, la distribution jointe de Y et � est
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maximis�ee en � et �. Ainsi apr�es avoir utilis�e sa distribution pour construire la fonc-
tion de vraisemblance, � joue ensuite le rôle de param�etre. Cette distribution jointe
s'�ecrivant :

f(y; �) =
1

(2�)
N+q
2 jRj 12 jDj 12

expf�1

2
[(y �X� � U�)0R�1(y�X� � U�) + �0D�1�]g ;

on en d�eduit le syst�eme d'�equations : 
X 0R�1X X 0R�1U
U 0R�1X U 0R�1U +D�1

! 
�
�

!
=

 
X 0R�1y
U 0R�1y

!
: (2.12)

Ces �equations sont souvent appel�ees �equations du mod�ele mixte (MME - Mixed
Model Equation). Les r�esoudre n�ecessite l'inversion des matrices R et D (souvent
diagonales) et de la matrice du syst�eme (d'ordre p+q). Remarquons que sans la
pr�esence de D�1 dans la partie inf�erieure droite de ce syst�eme, il correspondrait aux
�equations du maximum de vraisemblance lorsque l'on traite � comme un e�et �xe.
Donc par l'introduction de D�1, on prend en compte en partie la nature al�eatoire
de �.
Ce syst�eme est �equivalent �a :(

X 0��1X � = X 0��1 y
� = DU 0��1 (y �X�) = E(�jy) : (2.13)

Puisque �̂ et ~� sont solutions de (2.12), elles le sont donc aussi de (3.2). Cependant
le syst�eme (2.13) n�ecessite l'inversion de � non diagonale et d'ordre N souvent plus
grand que p+ q.
Ainsi, pour obtenir l'estimation BLUE de � et la pr�ediction BLUP de �, les �equations
de Henderson constituent une alternative �a l'inversion de � et �a la r�esolution directe
de (2.13).

�A l'aide de �̂ et ~�, il nous reste maintenant �a estimer les composantes de la
variance.

2.3.4.2 Estimation ML et REML par Henderson

Dans le syst�eme (2.12), les matrices R et D d�ependent respectivement des va-
leurs �20 et �21; :::; �

2
K toutes inconnues. L'estimation de ces composantes est donc

une n�ecessit�e. Pour cela, les valeurs de � et � obtenues par r�esolution du syst�eme
de Henderson, vont permettre de calculer les estimations ML et REML dans un
sch�ema it�eratif (Harville 1977). C'est ce qui constitue un int�erêt suppl�ementaire
aux �equations (2.12). En e�et, �a partir des syst�emes (2.4) pour ML et (2.9) pour
REML, on peut construire les proc�edures it�eratives suivantes :
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ML 2
66664
�
2(m+1)
j =

�
0(m)
j A�1j �

(m)
j

qj � tr(P
(m)
jj )

; j = 1; : : : ; K

�2(m+1)
0 =

y0 V �1
0 (y �X�(m) � U�(m))

N

(2.14)

o�u P = (I + U 0R�1UD)�1

Pjj : j
�emesous matrice de P:

REML 2
666664
�
2(m+1)
j =

�0(m)
j A�1j �(m)

j

qj � tr(Q
(m)
jj )

; j = 1; : : : ; K

�
2(m+1)
0 =

y0 V �1
0 (y �X�(m) � U�(m))

N � rg(X)

(2.15)

o�u Q = (I + U 0SUD)�1

Qjj : j
�emesous matrice de Q,

et S = R�1(I �X(X 0R�1X)�1X 0R�1)

Ainsi la proc�edure d'estimation alterne entre :
� pour des valeurs de �2j (�xant les valeurs de R et D), la r�esolution de (2.12),

et
� pour des valeurs de � et �, la r�esolution de (2.14) ou (2.15).

Notons que le syst�eme d'�equations de Henderson peut être l�eg�erement transform�e
en posant �� = D� de fa�con �a �eviter les probl�emes num�eriques li�es �a l'inversion de D
dans le cas d'estimation de �2j tr�es petits.

De fa�con �equivalente, on peut aussi utiliser les sch�emas it�eratifs suivants :

ML 2
6666666664

�
2(m+1)
j =

�
0(m)
j A�1j �

(m)
j

qj � tr(C�(m)
jj

)

�
2(m)
j

�
2(m+1)
0 =

(y �X�(m) � U�(m))0 V �1
0 (y �X�(m) � U�(m))

N �PK
j=1(qj �

tr(A�1
j
C
�(m)
jj

)

�
2(m)
j

)

(2.16)

o�u C� : est l'inverse de la matrice form�ee par les q derni�eres lignes et colonnes de
la matrice des coe�cients du syst�eme de Henderson (2.12),

C�
jj : j

�eme sous matrice de C�; correspondant au j�eme e�et al�eatoire:
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REML

2
666666664

�2(m+1)
j =

�
0(m)
j A�1j �

(m)
j

qj � tr(C(m)
jj

)

�
2(m)
j

�
2(m+1)
0 =

(y �X�(m) � U�(m))0 V �1
0 (y �X�(m) � U�(m))

N � rg(X)�PK
j=1(qj �

tr(A�1
j
Cjj)

�
2(m)
j

)

(2.17)

o�u C : est la matrice form�ee des q derni�eres lignes et colonnes de l'inverse de la
matrice des coe�cients du syst�eme de Henderson (2.12),

Cjj : j
�emesous matrice de C, correspondant au j�eme e�et al�eatoire.

Ce sch�ema it�eratif peut s'av�erer plus utile d'un point de vue pratique. En e�et, lors
de la r�esolution du syst�eme (2.12), les matrices C et C� s'obtiennent facilement. Il
est notamment utilis�e par Schall (1991).

2.3.4.3 Adaptation au nsL2M

Il peut être pour cette m�ethode plus d�elicat d'envisager une adaptation au
nsL2M. En e�et, la pr�ediction de � �etant un point central, la question se pose
de savoir si l'on d�esire obtenir des pr�edictions des e�ets al�eatoires dont les compo-
santes sont connues. En supposant que non, la d�emarche est alors identique �a celle
de l'algorithme EM. Le vecteur � intervenant dans le syst�eme est r�eduit aux �j dont
les composantes sont inconnues. Les matrices U et D sont naturellement adapt�ees
�a ce nouveau vecteur ��. On s'int�eresse donc �a la vraisemblance jointe de (y; ��). V 
remplace R et le syst�eme s'�ecrit :

 
X 0V �1

 X X 0V �1
 U

U 0V �1
 X U 0V �1

 U +D�1

! 
�̂
~��

!
=

 
X 0V �1

 y
U 0V �1

 y

!
:

Ensuite, lorsqu'il s'agit d'obtenir les estimations ML et REML de ��2 = (�21 ; :::; �
2
L)
0,

on reprend les syst�emes (2.14) et (2.15), en les r�eduisant aux L composantes de la
variance inconnues :

ML : 8j 2 f1; :::; Lg ; �
2(m+1)
j =

�
0�(m)
j A�1j �

�(m)
j

qj � tr(P
(m)
jj )

;

REML : 8j 2 f1; :::; Lg ; �
2(m+1)
j =

�
0�(m)
j A�1j �

�(m)
j

qj � tr(Q
(m)
jj )

:

La matrice V �etant connue, il n'y a plus de variance r�esiduelle (comme �20 pr�ec�e-
demment) �a estimer.
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2.3.5 Propri�et�es asymptotiques

Lorsqu'on s'int�eresse aux propri�et�es asymptotiques des estimateurs des compo-
santes de la variance, il faut être vigilant vis-�a-vis de la notion de grands �echantillons.
En e�et, �a cause de la pr�esence des e�ets al�eatoires, les questions de limite doivent
être manipul�ees avec pr�ecaution : N ! +1 ne dit pas comment ces donn�ees suppl�e-
mentaires se r�epartissent (nombre de niveau des facteurs, nombre de r�ealisations des
e�ets al�eatoires ...). Bien souvent d'ailleurs, lorsque N ! +1, p et q augmentent
aussi. Ici, on se place �a nombre de r�ealisations des e�ets �x�e.

Sous des conditions de r�egularit�e concernant la fonction de vraisemblance, les
estimateurs de maximum de vraisemblance et maximum de vraisemblance restreint,
poss�edent des propri�et�es de convergence presque sûre et de normalit�e asymptotique.
L'�enonc�e de ces r�esultats, les di��erentes conditions n�ecessaires et les d�emonstrations,
pourront être trouv�es dansRao etKleffe (1988), ou de fa�con plus sp�eci�que au cas
de l'estimateur ML dans Sweeting (1980) et de l'estimateur REML dans Cressie
et Lahiri (1993) (selon les conditions adopt�ees, di��erentes nuances peuvent être
apport�ees �a ces r�esultat). On donne ici uniquement, dans les deux cas, les matrices
de variance asymptotiques, qui sont :

ML :

Var

"
�̂
�̂2

#
'

 
I

"
�
�2

#!�1

=

"
(X 0��1X)�1 0

0 2[ftr(��1Vi��1Vj)gi;j=1;:::;K]
�1

#

REML :

Var

"
�̂
�̂2

#
'

 
I

"
�
�2

#!�1

=

"
(X 0��1X)�1 0

0 2[ftr(PViPVj)gi;j=1;:::;K]
�1

#

2.4 Estimation dans les GL2M

Apr�es ce retour sur l'estimation dans les GLM en section 2.2 et dans les L2M (ou
nsL2M) en section 2.3, il est tout naturel maintenant de nous int�eresser �a la question
de l'estimation dans les GL2M. Pour cela, nous reprenons les hypoth�eses du GL2M
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d�ecrites au 1.4.1. C'est plus particuli�erement sur l'estimation des composantes de la
variance que nous portons notre attention dans toute cette section.

Nous rappelons qu'un GL2M peut se r�esumer bri�evement par :

� conditionnellement �a �, les Yi sont ind�ependantes et de loi appartenant �a la
famille exponentielle,

� le pr�edicteur lin�eaire contient e�ets �xes et e�ets al�eatoires : �� = X� + U�,
et l'on maintient l'hypoth�ese de normalit�e sur � faite au 1.3.2.

� on relie l'esp�erance math�ematique conditionnelle �� = E(Y j�) au pr�edicteur
lin�eaire par une fonction de lien g : �� = g(��).

On dispose d'observations yi des Yi mais on n'observe pas les e�ets al�eatoires �
r�ealis�es au cours de l'exp�erience.

Dans cette section, nous pr�esentons une m�ethodologie simple d'estimation tirant
pro�t de la double nature de ces mod�eles et utilisant �a chaque �etape les outils propres
aux GLM puis aux L2M. Nous reviendrons ensuite sur d'autres travaux d�ej�a r�ealis�es
par divers auteurs. Et nous tenterons de comparer les di��erentes approches sur une
�echelle que nous appelons �echelle de d�econditionnement.

2.4.1 M�ethode d'estimation propos�ee

La m�ethode que nous proposons se d�ecrit en deux �etapes. L'une s'inspire du fait
que le GL2M peut être consid�er�e comme l'extension d'un GLM, l'autre le regarde
davantage comme l'extension d'un L2M. Ainsi, la premi�ere �etape consiste en une
lin�earisation conditionnelle �a � et analogue �a celle utilis�ee dans les GLM. Le mod�ele
alors obtenu est un nsL2M. La deuxi�eme �etape proc�ede ensuite �a l'estimation dans
ce mod�ele lin�earis�e. Cette m�ethode d�ecoule donc tout naturellement de ce qui a �et�e
pr�esent�e aux sections pr�ec�edentes.

2.4.1.1 �Etape de lin�earisation

Dans un premier temps, on regarde donc davantage le GL2M comme extension
d'un GLM. Pour cela, on se place conditionnellement �a �. Si � �etait un param�etre
�x�e, le mod�ele consid�er�e serait alors un GLM que l'on pourrait �ecrire :

Y = g�1(��) + " ;

avec les hypoth�eses de lois conditionnelles ad�equates. Sachant �, en reprenant alors
la d�emarche d�ecrite au paragraphe 2.2.1 pour les GLM, on introduit la variable
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d�ependante z�;� = X� + U� + (y � ��)g
0(��). Et on est ensuite amen�e �a consid�erer

le mod�ele lin�earis�e que l'on note M� :

Z�;� = X� + U� + e ;

o�u E(Z�;�j�) = X� + U�
Var(Z�;�j�) = Var(ej�) = W�;� :

En se pla�cant conditionnellement �a �, on a fait perdre momentan�ement �a l'e�et
al�eatoire sa nature al�eatoire. Consid�er�e comme une param�etre, on pourrait alors
l'estimer par moindres carr�es g�en�eralis�es it�er�es selon la technique des GLM. Alors,
de même qu'au 2.2.1, dans ce mod�ele M�, la variable d�ependante Z�;� n'est pas
observ�ee mais calcul�ee pour les valeurs courantes de � et � par :

z�;� = g(��) + (y � ��)g
0(��) � g(y)

= �� + " g0(��)
= X� + U� + " g0(��) ;

pouvant toujours être vu comme un d�eveloppement limit�e au premier ordre de g en
��. La proc�edure de moindres carr�es it�er�es utiliserait alors la matrice des poids ou
matrice de variance du vecteur des erreurs conditionnelle �a � :

W�;� = Var("g0(��)j�)
= fd g0(��;i)2var("ij�) g :

Ce qui dans le cas d'un lien canonique n'est autre queW�;� = fd a(�)g0(��;i) g. Ainsi,
on nommera plus pr�ecis�ement M� mod�ele lin�earis�e conditionnel. Dans le tableau
2.1, on trouvera l'expression de cette matrice de variance, pour les lois classiques
(mentionn�ees au premier chapitre) de la famille exponentielle et en consid�erant le
lien canonique associ�e.

Remarquons que dans le cas de la loi normale, lien identit�e, cette �etape de lin�eari-
sation n'a bien entendu aucun e�et. Le mod�ele M� est le mod�ele initial.

2.4.1.2 �Etape d'estimation

C'est maintenant davantage l'aspect extension d'un L2M qui pr�edomine. Dans
le mod�ele lin�earis�e conditionnelM� :

Z�;� = X� + U� + e ;
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lien canonique matrice variance conditionnelle
B(n; �)
n

g(x) = ln(
x

1� x
) W�;� = fd 1

ni

(1 + e(X�+U�)i)2

e(X�+U�)i
g

P(�) g(x) = ln(x) W�;� = fd 1

e(X�+U�)i
g

Exp(�) g(x) =
1

x
W�;� = fd (X� + U�)2i g

G(a; �) g(x) =
1

x
W�;� = fd a(X� + U�)2i g

N (�; �20) g(x) = x W�;� = fd �20 g

Tab. 2.1 { Matrice de variance du mod�ele lin�earis�e conditionnel associ�e aux lois
usuelles de la famille exponentielle.

on redonne �a � sa nature al�eatoire et l'on plonge alors ce mod�ele dans la structure
d'un L2M o�u :

E(Z�;�j�) = X� + U�
Var(Z�;�j�) = W�;�

et donc
E(Z�;�) = X�
Var(Z�;�) = UDU 0 + E(W�;�)

= UDU 0 + W�

= � :

La matrice de variance des erreurs de ce mod�ele lin�eaire mixte est donc W� =
E(W�;�) = E(fd g0(��;i)2var("ij�) g). Ce qui, dans le cas d'un lien canonique aboutit
�a W� = E(fd a(�)g0(��;i) g). Cette fois-ci c'est la matrice de variance marginale qui
intervient. Et on fera r�ef�erence �a ce mod�ele M par mod�ele lin�earis�e marginal.

Le mod�ele M obtenu est un peu particulier dans la mesure o�u la matrice de
varianceW� des erreurs e d�epend des param�etres mod�elisant l'esp�erance. On proc�ede
donc �a l'estimation de fa�con it�erative. Nous d�ecrivons l'algorithme dans la section
suivante. �A chaque it�eration, les valeurs de z�;� et W� sont calcul�ees et on estime les
param�etres du mod�ele alors d�e�ni.
Cependant, il est important d'observer aussi que la matrice W� n'introduit pas de
nouvelle composante inconnue �a la variance, except�e pour le cas de la loi normale,
dont l'�etude a d�eja �et�e envisag�ee au 2.3, ainsi que le cas de la loi gamma o�u le
param�etre a inconnu intervient. Dans les autres cas (o�u le param�etre � est connu),
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pour des valeurs �x�ees de � et �2, la matrice est totalement d�etermin�ee. Le mod�ele
M� s'�ecrit donc sous la forme d'un nsL2M �a K composantes inconnues o�u  =
e et V = W�. Pour proc�eder �a l'estimation des param�etres dans ce mod�ele, on
utilise alors les m�ethodes d'estimation adapt�ees au nsL2M. Le syst�eme REML adapt�e
s'�ecrit :

8>><
>>: ( tr(PViPVj) )i;j=1;:::;K

0
BB@

�21
...
�2K

1
CCA =

�
z0�;� P Vi P z�;� � tr(PViPW�)

�
i=1;:::;K

(2.18)

que l'on pourra r�esoudre soit de mani�ere directe, soit par l'algorithme EM ou encore
par les m�ethodes de Henderson. Dans tous les cas, on utilisera donc les versions
adapt�ees au nsL2M.
L'estimation de � est alors donn�ee par :

�̂ = (X 0�̂�1X)�1X 0�̂�1z�;� (2.19)

Dans ses travaux, Schall (1991) utilise la structure de variance : �� = UDU 0 +
W�;� du mod�ele lin�earis�e conditionnel. Ici, on remplace W�;� par W� = E(W�;�) =
E(fd g0(��;i)2var("ij�) g). On relâche donc un peu le conditionnement. Nous appro-
fondirons ce point �a la section 2.4.2.
Dans le cas lien canonique et sous l'hypoth�ese � � N (0; D) avec D diagonale par

blocs : D = fd �2jAj g, ceci conduit au calcul de E(fd �

!i
g0(��;i) g). Ce qui donne

les r�esultats exhib�es dans le tableau 2.2 pour les lois classiques de la famille expo-
nentielle.

Malheureusement, ce calcul de E(W�;�) n'est pas toujours r�ealisable analytiquement.
Nous voyons dans le tableau 2.2 qu'il ne pose pas de probl�eme particulier dans le
cas de lien canonique. Il est aussi possible de calculer cette matriceW� dans certains
cas de liens non canoniques. Remarquons, par exemple, que pour la loi exponentielle
{ lien log, ces deux matrices sont �egales : W� = W�;� = IN . Notons aussi et nous y
reviendrons que dans le cas de la loi normale (lien identit�e), on aW�;� = W� = �20 IN .

Ainsi, il apparâ�t donc possible de tirer partie de l'information suppl�ementaire
apport�ee dans les GL2M par la fonction de variance. Elle implique en e�et ici que
dans le mod�ele lin�earis�e la matrice de variance des r�esidus est connue et donc une
composante de la variance est connue. Cependant, notons tout de même que, si
jamais le param�etre � est inconnu, il nous est aussi laiss�e la possibilit�e de l'estimer
au même titre que les autres composantes de la variance.
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loi matrice variance marginale a, b

B(n; �)
n

W� = fd 2

ni
[1 + ch((X�)i) exp[

KX
j=1

�2jUjiAjU
0
ji

2
] g

P(�) W� = fd exp[�(X�)i +
KX
j=1

�2jUjiAjU
0
ji

2
] g

Exp(�) W� = fd (X�)2i +
KX
j=1

�2jUjiAjU
0
ji g

G(a; �) W� = fd a[(X�)2i +
KX
j=1

�2jUjiAjU
0
ji] g

N (�; �20) W� = fd �20 g

Tab. 2.2 {Matrice de variance du mod�ele lin�earis�e marginal associ�e aux lois usuelles
de la famille exponentielle.

aOn note Uji la i�eme ligne de la matrice Uj .

bOn note ch la fonction cosinus hyperbolique : ch(x) =
ex + e�x

2
.

2.4.1.3 L'algorithme

L'algorithme va bien entendu suivre les deux �etapes de lin�earisation puis estima-
tion. Dans le syst�eme (2.18), la d�ependance de P;W� et z�;� aux valeurs courantes
des param�etres sugg�ere imm�ediatement un algorithme it�eratif.
Soient �[t] et �2[t] = (�

2[t]
1 ; :::; �

2[t]
K )0, les valeurs obtenues �a l'�etape t, l'algorithme

e�ectue alors les pas suivants :

Pas 1 : r�eactualisation des donn�ees : on calcule z[t+1],
Pas 2 : calcul de W

[t]
� ;�

[t] et P [t],

le mod�eleM[t] : Z [t] = X� + U� + e[t] est alors d�e�ni,
Pas 3 : r�esolution du syst�eme (2.18) pour l'obtention de �2[t+1],
Pas 4 : �a l'aide de (2.19), calcul de (� [t+1]),
puis incr�ementation de t et retour au pas 1.

On it�ere ce processus jusqu'�a la convergence de � et �2.
Di��erentes modi�cations peuvent être envisag�ees �a cette proc�edure. Par exemple :

� changer l'ordre des �etapes,

� remplacer le pas 3 par : \on it�ere la r�esolution de (2.18) jusqu'�a convergence
de �2".
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Quoiqu'il en soit, on e�ectue toujours un va-et-vient incessant entre la constitution
du mod�ele M[t] (pour les donn�ees r�eactualis�ees z[t] et avec la matrice de variance

W
[t]
� ) et la r�esolution du syst�eme REML adapt�e. �A chaque it�eration, le mod�ele

lin�earis�e est donc modi��e.

Cependant, cet algorithme n'est pas encore complet. En e�et, l'�etape de r�eac-
tualisation des donn�ees implique le calcul de :

z[t+1] = X�[t] + U�[t] + (y � �
[t]
� )g

0(�
[t]
� ) o�u �

[t]
� = g�1(X�[t] + U�[t]) :

Il n�ecessite donc de donner non seulement des valeurs �a �[t] mais aussi �a �[t]. Or, si
dans l'algorithme pr�ec�edent, �a chaque �etape on dispose de nouvelles valeurs de � et
�2, rien implique que l'on donne aussi des valeurs �a �.
Dans le cas o�u le syst�eme (2.18) est r�esolu par l'interm�ediaire des �equations de Hen-
derson, le probl�eme ne se pose plus puisque l'algorithme fournit naturellement des
valeurs pour �. Comme mentionn�e au paragraphe 2.3.4.1, ces valeurs correspondent
�a E(�jz) : ~� = DU 0��1(z�X�) donnant �a l'�etape t : �[t+1] = DU 0�[t]�1(z[t]�X� [t]) :
Sinon, plusieurs d�emarches sont envisageables :

� dans le mod�ele Z = X� + U� + e o�u Var(e) = W�, consid�erons � connu et
� param�etre �a estimer. Alors en r�e�ecrivant le mod�ele : Z � X� = U� + e, on
aboutit �a l'estimation (même si ici des pr�ecautions doivent être prises quant �a
l'emploi du mot estimation) usuelle : ~� = (U 0W�1

� U)�1U 0W�1
� (z �X�),

� un raisonnement similaire peut être men�e dans le mod�ele lin�earis�e conditionnel
�a � : Z �X� = U� + e o�u Var(ej�) =W�.
Alors ~� = (U 0W�1

�;�U)
�1U 0W�1

�;� (z �X�),

� on reprend, conditionnellement �a �, le raisonnement menant aux �equations de
Henderson : ~� = DU 0��1� (z �X�) o�u �� = UDU 0 +W�;� ;

� on peut aussi tenter d'approcher le calcul de E(�jy), o�u y sont les donn�ees
d'origine. Mais ce calcul semble d�elicat.

Notons en�n, �a ce sujet, que l'on peut aussi envisager de remplacer les donn�ees
r�eactualis�ees par d'autres valeurs ne n�ecessitant pas la connaissance de �. En e�et,
nous avons remarqu�e pr�ec�edemment que z�;� apparaissait comme un d�eveloppement
limit�e de g en ��. Ainsi, une valeur approch�ee de z�;� peut être g(y).
En�n, en a�nant ce raisonnement, on peut apporter une correction correspondante
au calcul de l'esp�erance du premier terme n�eglig�e dans le d�eveloppement limit�e :

E

 
(Y � ��)

2

2
g00(��)

!
.
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Autant de fa�con de r�esoudre le probl�eme de la r�eactualisation. Nous garderons dans
notre impl�ementation la r�esolution par les �equations de Henderson puisque cette
m�ethode semble être rapide et source de moindres probl�emes num�eriques.

2.4.1.4 Des r�esultats de simulation

Nous proc�edons �a quelques simulations dans le cas des lois binomiales, Poisson
et exponentielle. Les plans d'exp�eriences utilis�es sont non �equilibr�es pour les e�ets
�xes comme pour les e�ets al�eatoires. On inclut 4 r�ealisations de l'e�et al�eatoire et
3 niveaux d'e�et �xe. Le vecteur des donn�ees simul�ees est de taille 36. On simule
200 jeux de donn�ees et l'on trouve dans les trois tableaux ci-apr�es les r�esultats des
moyennes et �ecarts-types des estimations obtenues pour di��erentes valeurs de �2, la
valeur de � ayant �et�e �x�ee en simulation �a � = (0;�1; 2)0.

� Cas binomial - lien logit

Tableau 2.3 suivant.

� Cas Poisson - lien log

Tableau 2.4 suivant.

� Cas exponentiel - lien log

Tableau 2.5 suivant.

On constate dans ces trois situations un bon comportement g�en�eral de cette
m�ethode, que ce soit pour l'estimation des param�etres d'e�ets �xes ou pour celle
des param�etres de variance. Bien entendu, plus la valeur simul�ee de la composante de
la variance est importante, plus la pr�ecision de ces estimations diminue en ce sens o�u
les �ecarts-types augmentent. On peut noter une l�eg�ere surestimation de la variance
dans le cas exponentiel et en particulier pour une valeur faible de �2 = 0:05. Dans
ce cas pr�ecis, c'est pour une distribution binomiale que les estimations s'av�erent les
meilleures avec les �ecarts-types plus faibles.
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Valeurs estim�ees

Valeurs simul�ees �̂2 �̂

�2 = 0:05 moy. 0:0543 �0:0194 �1:0215 2:0001

e.t. 0:0487 0:1166 0:1316 0:1567

�2 = 0:5 moy. 0:4763 0:0017 �0:9956 2:0177

e.t. 0:4214 0:3627 0:3680 0:3775

�2 = 1 moy. 1:0505 �0:0376 �1:0463 1:9499

e.t. 0:9429 0:4740 0:4803 0:4945

�2 = 1:5 moy. 1:5376 �0:0428 �1:0513 1:9666

e.t. 1:2639 0:6320 0:6450 0:6479

�2 = 2 moy. 1:9848 �0:0061 �1:0234 2:0157

e.t. 1:7356 0:7341 0:7501 0:7478

Tab. 2.3 { R�esultats d'estimation par la m�ethode propos�ee sur 200 simulations :
mod�ele binomial - lien logit.
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Valeurs estim�ees

Valeurs simul�ees �̂2 �̂

�2 = 0:05 moy. 0:0931 �0:0517 �1:1033 1:9833

e.t. 0:0991 0:2887 0:5986 0:1841

�2 = 0:5 moy. 0:6062 �0:0647 �1:1207 1:9502

e.t. 0:6435 0:4888 0:6983 0:4421

�2 = 1 moy. 1:0675 �0:0907 �1:1382 1:9494

e.t. 1:0052 0:6203 0:8268 0:5901

�2 = 1:5 moy. 1:6859 �0:0957 �1:1855 1:9492

e.t. 1:4196 0:6859 0:8892 0:6396

�2 = 2 moy. 1:8989 0:0948 �0:9267 2:1591

e.t. 1:4093 0:7672 0:8940 0:7088

Tab. 2.4 { R�esultats d'estimation par la m�ethode propos�ee sur 200 simulations :
mod�ele Poisson - lien log.
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Valeurs estim�ees

Valeurs simul�ees �̂2 �̂

�2 = 0:05 moy. 0:1363 �0:0562 �1:0633 1:9509

e.t. 0:1289 0:2640 0:3314 0:3641

�2 = 0:5 moy. 0:6049 �0:0856 �1:1343 1:8952

e.t. 0:5310 0:4497 0:4499 0:4533

�2 = 1 moy. 1:0928 �0:1228 �1:1205 1:8266

e.t. 0:9353 0:5716 0:5493 0:6410

�2 = 1:5 moy. 1:5282 �0:1300 �1:1316 1:8292

e.t. 1:2857 0:6660 0:6800 0:7140

�2 = 2 moy. 2:0458 �0:1014 �1:0839 1:8535

e.t. 1:7155 0:7009 0:6877 0:7984

Tab. 2.5 { R�esultats d'estimation par la m�ethode propos�ee sur 200 simulations :
mod�ele exponentiel - lien log.
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2.4.2 D'autres d�emarches pour l'estimation

Nous donnons un aper�cu des travaux d�ej�a r�ealis�es avant de nous arrêter sur deux
de ces m�ethodes : Schall et GAR (du nom de leurs auteurs). Nous tenterons ensuite
de les comparer �a la m�ethode que nous venons de proposer.

2.4.2.1 Un aper�cu des travaux d�ej�a r�ealis�es

La question de l'estimation des e�ets �xes et des composantes de la variance
dans les GL2M a �et�e consid�er�ee par de nombreux auteurs dans des travaux tr�es
dispers�es. Elle continue de susciter beaucoup d'int�erêt et de faire l'objet de nom-
breuses publications. D'une part, peut être, parce que l'int�erêt pratique de ce type
de mod�elisation est grandissant. D'autre part, semble-t-il, il n'est pas une m�ethode,
s'il devait en exister une, qui fasse r�eellement l'unanimit�e. �A notre connaissance,
aucun ouvrage �a ce jour n'a permis d'uni�er et de comparer les di��erents travaux
r�ealis�es et leurs enjeux.
C'est pourquoi il semble di�cile de faire un descriptif global et g�en�eral de ces tra-
vaux. Et nous n'en donnons ici qu'un bref aper�cu.

Parmi ces travaux, il en est un certain nombre qui ne concernent souvent qu'un
cas particulier de loi au sein de la famille exponentielle (souvent le cas de la loi
binomiale pour des donn�ees binaires) ou une mod�elisation particuli�ere des e�ets
al�eatoires (surdispersion ou e�ets al�eatoires embô�t�es par exemple). Moins nom-
breux sont ceux qui s'int�eressent �a ces mod�eles de fa�con g�en�erale. Citons tout de
même Schall (1991), Breslow et Clayton (1993) et plus r�ecemment encore
McGilchrist (1994) ou Engel et Keen (1994). Et c'est plus dans cette optique
g�en�erale que nous nous pla�cons ici.

Comme nous l'avons d�eja �evoqu�e �a la section 1.4.1, un GL2M est correctement
d�e�ni conditionnellement aux e�ets al�eatoires �. C'est ce qui constitue l'obstacle
principal �a la mise en place de proc�edures d'estimation dans la mesure o�u ces e�ets
al�eatoires se r�ealisent au cours de l'exp�erience et ne sont pas observ�es. Cet obs-
tacle est d'autant plus important que l'on cherche �a estimer des param�etres (les
composantes de la variance) de leur distribution. Les approches adopt�ees par les
divers auteurs peuvent alors se di��erencier selon leur fa�con de lever ce conditionne-
ment, ou encore par leur degr�e de d�econditionnement comme nous le verrons plus
particuli�erement au 2.4.2.4.

Une d�emarche de d�econditionnement complet consiste en l'obtention de la fonc-
tion de vraisemblance marginale et en sa maximisation. Puisque l'on ne connait
que la loi des observations conditionnellement aux e�ets al�eatoires, la fonction de
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log-vraisemblance des param�etres � et �2 s'obtient par int�egration :

L(�; �2; y1; ::; yn) =
Z
IRq

nY
i=1

f(yij�)f(�): (2.20)

Ce calcul d'int�egrale multiple est num�eriquement tr�es exigeant. Et malgr�e le d�e-
veloppement des capacit�es informatiques, il est di�cilement pratiquable en toute
g�en�eralit�e. Nous �ecartons ici les mod�elisations ne correspondant pas aux hypoth�eses
d�ecrites au chapitre 1, en particulier celles o�u la distribution des e�ets al�eatoires est
choisie conjugu�ee �a la distribution conditionnelle de Y de sorte que ce calcul int�egral
ne pose pas de probl�eme. De fa�con g�en�erale, ce calcul est donc peu envisageable.
Dans certains cas cependant (surdispersion, e�ets emboit�es), cette int�egrale multiple
peut être scind�ee et on peut alors en envisager une approximation num�erique telle
que la quadrature gaussienne par exemple. Cette d�emarche a �et�e adopt�ee notam-
ment par Anderson et Aitkin (1985) pour des donn�ees binaires.
En dehors de ces cas particuliers, d'autres approximations de la vraisemblance
marginale (2.20) ont �et�e pratiqu�ees : approximation de Solomon et Cox (1992),
approximation de Laplace pour la d�e�nition d'une quasi-vraisemblance p�enalis�ee
(Breslow et Clayton 1993). Cette derni�ere d�emarche ne correspond pas r�eel-
lement �a un d�econditionnement au même titre que celui de l'approximation par
quadrature gaussienne. En e�et, plutôt que de faire disparâ�tre les e�ets al�eatoires,
la quasi-vraisemblance p�enalis�ee en d�e�nitive rajoute un terme les concernant.

Puisque la distribution marginale des observations est di�cile �a atteindre, une
autre fa�con de raisonner sur un mod�ele marginal associ�e est la suivante. Sans aller
jusqu'au calcul de la loi marginale, on s'arrête au calcul des deux premiers moments
marginaux : l'esp�erance et la variance \d�econditionn�ees". Cela permet ensuite l'uti-
lisation de m�ethodes de quasi-vraisemblance. C'est ce que font , dans le cas de
donn�ees binomiales Gilmour, Anderson, et Rae (1985), dans le cas de donn�ees
poissoniennes Foulley et Im (1993), ou encore Breslow et Clayton (1993) en
d�e�nissant une quasi-vraisemblance marginale. Nous reviendrons sur cette m�etho-
dologie que nous proposons d'�etendre �a d'autres types de lois et d'autres fonctions
de lien au chapitre 3. Mais c'est un calcul qui s'av�ere aussi d�elicat dans un cadre
tr�es g�en�eral.

La m�ethode propos�ee par Schall (1991), quant �a elle, d�ebute par un raisonne-
ment conditionnel pour e�ectuer une lin�earisation du mod�ele. Ainsi replong�e dans
un cadre lin�eaire, le probl�eme du calcul int�egral est alors contourn�e. Nous revenons
plus longuement sur cette m�ethode dans la section suivante. La d�emarche men�ee par
McGilchrist (1994) s'inscrit aussi davantage dans un raisonnement conditionnel
puisque c'est la vraisemblance jointe que l'on cherche �a maximiser apr�es approxi-
mation. On n'aborde pas directement le d�econditionnement. C'est le même type
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de d�emarche que celle men�ee par Henderson dans le cas lin�eaire (cf. 2.3.4) pour
construire ses �equations.

D'autres approches encore ont �et�e d�evelopp�ees. L'algorithme EM a �et�e utilis�e
dans des cas particuliers de mod�elisation des e�ets al�eatoires (Anderson et Hinde
1988) ou de lois (Hinde 1982). Au chapitre 4, nous d�ecrirons plus pr�ecis�ement les
limites de cet algorithme dans le cadre des GL2M.
Des raisonnements bay�esiens ont �et�e mis en place, notamment pour des donn�ees
binaires ou �a cat�egories ordonn�ees (Gianola et Foulley 1983, Harville etMee

1984, Albert et Chib 1993). Pour cela, le mod�ele est relu sous un angle bay�esien.
On suppose une distribution a priori pour �, et les hypoth�eses sur la distribution
de � constituent l'a priori le concernant (avec �eventuellement un a priori sur les
hyper-param�etres que sont les param�etres de sa distribution). S'en suivent alors le
calcul des modes a posteriori ou la mise en place de proc�edure d'�echantillonage, tel
l'�echantillonage de Gibbs, de la distribution a posteriori.

Nous revenons maintenant plus pr�ecis�ement sur les m�ethodes que nous nommons
Schall (Schall 1991) et GAR (Gilmour, Anderson, et Rae 1985). Si nous avons
choisi ces deux m�ethodes c'est parce qu'elles nous semblent illustrer clairement des
fa�cons oppos�ees d'aborder le d�econditionnement du mod�ele. Cela nous servira �a les
comparer �a la m�ethode que nous avons propos�ee au 2.4.1.

2.4.2.2 La m�ethode Schall

Schall (1991) propose une m�ethode d'estimation des param�etres dans un GL2M
analys�e de mani�ere globale, c'est-�a-dire sans sp�eci�cation particuli�ere de loi ou de
mod�elisation des e�ets. Sa d�emarche consiste en une lin�earisation du mod�ele condi-
tionnellement �a �, puis en l'estimation des param�etres par utilisation des �equations
de Henderson pour les mod�eles lin�eaires mixtes. Finalement, on retrouve les deux
�etapes, d�ecrites au 2.4.1, de lin�earisation et d'estimation et la mise en place d'une
proc�edure it�erative. �A ce niveau, notre m�ethode est tout �a fait similaire ainsi que
celle d'Engel et Keen (1994). Lors de la lin�earisation, la variable d�ependante est
introduite de fa�con identique. Cependant, le mod�ele lin�earis�e adopt�e par la suite,
di��ere. En e�et, le point de vue de Schall est de se placer dans le mod�ele que nous
avons appel�e mod�ele lin�earis�e conditionnelM� : Z = X� + U� + " o�u la matrice de
variance des r�esidus estW�;� = Var("j�). L'analyse de ce mod�ele comme un L2M im-
plique alors que � retrouve sa nature al�eatoire mais seulement partiellement puisque
l'on maintient, �a l'int�erieur de la structure de variance, la matrice de variance condi-
tionnelle des r�esidus. �A aucun moment il ne consid�ere le calcul de W� = E(W�;�),
la matrice de variance marginale des r�esidus. Cela le prive de la prise en compte,
dans un nsL2M, d'une �eventuelle information d�etenue sur une partie de la variance.
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Ainsi, la di��erence entre ces deux m�ethodes r�eside essentiellement dans le mod�ele
lin�earis�e consid�er�e : conditionnel (M�) ou marginal (M).

Avec le choix de M�, Schall est alors amen�e au cours de son raisonnement �a
�ecrire : Var(Z) = UDU 0+W�;� = �� (cf. Schall 1991 p. 721). Cette �ecriture semble
peu coh�erente puisque les deux termes de cette somme sont de nature di��erente. Le
premier prend en compte la nature al�eatoire de � (d'o�u la pr�esence de la matrice
D de variance de ce vecteur), alors que le deuxi�eme est conditionnel �a �. Pourtant,
ce raisonnement n'est pas totalement injusti��e. En e�et, Schall utilise les �equations
de Henderson pour obtenir les estimations dans le L2M associ�e. Or, nous l'avons
�evoqu�e dans la section 2.3.4.1, la construction de ces �equations se base sur la loi
du couple (Z; �) comme produit de la loi conditionnelle de Z �a � et de la loi de �.
Ainsi dans l'approximation normale de cette loi conditionnelle, c'est bien la matrice
W�;� qui intervient et c'est donc bien celle que l'on retrouve lors de la d�erivation des
�equations. Ceci peut donc justi�er le fait de conserver le conditionnement et donc
W�;�. Par contre, si, pour l'estimation, on cherche �a utiliser les �equations directes
ML (2.4) ou REML (2.9), ces �equations �etant construites �a partir de la distribution
marginale de Y , c'est la structure de variance � = UDU 0 +W� qui interviendrait
plus naturellement. Cette ambigu��t�e nâ�t de l'approximation par un mod�ele gaussien
du mod�ele lin�earis�e alors que W�;� 6= W�. Ce qui n'est jamais le cas dans un r�eel
L2M.
Cependant, ce choix deM� lui o�re l'avantage de ne pas être limit�e dans l'utilisation
des fonctions de lien. A contrario, nous l'avons vu au 2.4.1.2, le calcul de W� n'est
pas r�ealisable quel que soit la fonction de lien associ�e au mod�ele.
En�n, en utilisant les �equations de Henderson, il dispose �a chaque �etape de valeurs
de � lui permettant �a la fois de r�eactualiser les donn�ees et de calculer W�. Mais au
vu des remarques au 2.4.1.3, la question se pose de savoir si ces valeurs de � sont les
plus appropri�ees.

Depuis sa mise en place, cette m�ethode Schall a re�cu divers �eclairages. En e�et,
les d�emarches suivies par certains auteurs ont abouti aux mêmes �equations et se
sont donc av�er�es être autant de fa�con de justi�er cette m�ethode.
Il y a d'une part la m�ethode de quasi-vraisemblance p�enalis�ee de Breslow et Clay-
ton (1993). Nous l'avons d�ej�a �evoqu�e pr�ec�edemment, elle s'appuie sur le fait que les
param�etres maximisant la vraisemblance marginale approch�ee (par approximation
de Laplace) se r�ev�elent être ceux qui maximisent la quasi-vraisemblance p�enalis�ee
de Green (1987). Or, l'�ecriture des �equations de maximisation en � et � de cette
quasi-vraisemblance p�enalis�ee, conduit (cf. Breslow et Clayton 1993 p.11) au
syst�eme (r�esolu it�erativement) de Henderson dans le mod�ele lin�earis�eM� de Schall : 

X 0W�1
�;�X X 0W�1

�;�U
U 0W�1

�;�X U 0W�1
�;�U +D�1

! 
�
�

!
=

 
X 0W�1

�;� z
U 0W�1

�;� z

!
; (2.21)
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o�u z est la variable d�ependante d�e�nie par : z = X�+U�+ g0(��)(y���). En pour-
suivant ensuite d'autres approximations, l'estimation des composantes propos�ee par
Breslow et Clayton est identique �a l'estimation REML par Henderson dans un
mod�ele gaussien d�e�ni sur z.
Cette approximation de Laplace a �et�e reprise dans le cadre plus g�en�eral des HGLM
(Hierarchical Generalized Linear Models qui englobent les GL2M) par Lee et Nel-
der (1996). Dans ces mod�eles, ils d�e�nissent la h-vraisemblance comme la vraisem-
blance jointe d�e�nie �a partir de la loi jointe comme produit de la loi de Y j� et de
celle de �. Dans le cas d'une hypoth�ese normale sur la loi de Y j� ainsi que sur celle de
�, cette h-vraisemblance n'est autre que la vraisemblance jointe de Henderson. Dans
le cas des GL2M, la maximisation de cette vraisemblance jointe est identique �a la
maximisation de la quasi-vraisemblance p�enalis�ee. Or, ils montrent que la solution
en � de la maximisation jointe de la h-vraisemblance maximise la vraisemblance
marginale approch�ee �a l'aide de l'approximation de Laplace. La solution en �, quant
�a elle, est ensuite utilis�ee pour l'estimation des composantes par une proc�edure de
nouveau �equivalente dans le cas des GL2M �a celle de Schall (1991), Breslow et
Clayton (1993) ou McGilchrist (1994).
Il est important de souligner ici, que ces deux types de travaux se veulent bas�es
sur le fait que la miximisation de la vraisemblance jointe correspond, en �, �a la
maximisation de l'approximation de Laplace de la vraisemblance marginale. Ce qui
tendrait �a relier un point de vue conditionnel �a un point de vue marginal approch�e
pour �.
En�n, cette m�ethode trouve aussi une justi�cation du point de vue bay�esien adopt�e
par Stiratelli, Laird, et Ware (1984), qui s'int�eressent au mode a posteriori
lorsque l'on suppose un a priori non informatif uniforme sur �. En e�et, comme l'a
sugg�er�e Schall, en notant p(�jG) la distribution a priori normale centr�ee, de variance
G du vecteur de param�etre �, et ind�ependante de p(�jD) la distribution normale
des e�ets al�eatoires consid�er�ee comme distribution a priori, on a alors :

f(�; �jY ;G;D) / f(Y j�; �) p(�jG) p(�jD)
/ f(Y; �j�;D) p(�jG) :

Ainsi, en prenant un a priori di�us (G�1 �! 0), on a f(�; �jY ;G;D) / f(Y; �j�;D).
La maximisation de la densit�e a posteriori de � et � correspond alors �a la maximi-
sation de la vraisemblance jointe de (Y; �). Ce raisonnement bay�esien aboutit donc
encore aux même �equations (2.21).

Ainsi, toutes ces d�emarches s'inscrivent dans un raisonnement conditionnel puis-
qu'elles conduisent �a la maximisation de la vraisemblance jointe de (Y; �). Et même si
elles se justi�ent par une approximation de la vraisemblance marginale, cela concerne
surtout le param�etre � et moins les composantes de la variance (qui sont estim�ees
dans une �etape ult�erieure), et elles �evitent en tout cas le calcul int�egral.
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2.4.2.3 La m�ethode GAR

Gilmour,Anderson, etRae (1985) pr�esentent une m�ethode d'estimation dans
un mod�ele �a e�ets al�eatoires pour des donn�ees binomiales et avec un lien probit (qui
n'est pas le lien canonique). Cette m�ethode concerne donc un mod�ele sp�eci��e par
une loi et une fonction de lien particuli�eres. Cependant, Foulley et Im (1993) l'ont
�etendue au cas d'une distribution de Poisson et nous proposons au chapitre 3 de
l'adapter encore �a d'autres cas. Ce qui nous int�eresse ici, c'est davantage l'id�ee qui
la fonde, la d�emarche adopt�ee (notamment vis-�a-vis du conditionnement).

Cette m�ethode se base, dans un premier temps, sur le calcul des deux pre-
miers moments marginaux : l'esp�erance et la variance. Ceux-ci permettent ensuite
la d�e�nition d'une fonction de quasi-vraisemblance, que l'on cherchera �a maximiser
pour proc�eder �a l'estimation. Cependant, cette fonction de quasi-vraisemblance est
construite, non pas �a partir de l'expression exacte de la variance, mais �a l'aide d'une
approximation de celle-ci. En e�et, apr�es approximation, on reconnâ�t la forme de
la structure de variance d'un L2M. Il est alors possible d'utiliser les m�ethodes d'es-
timation propres aux L2M. Et c'est par r�esolution des �equations de Henderson que
les auteurs obtiennent �nalement leurs estimations. Ainsi, dans cette m�ethode, la
lin�earisation est r�ealis�ee par approximation de la variance marginale.

Le raisonnement suivi par ces auteurs d�ebute donc par un d�econditionnement. Ce
n'est ensuite qu'au niveau du mod�ele marginal (oumod�ele d�econtionn�e) qu'intervient
la lin�earisation, contrairement �a la m�ethode Schall o�u la premi�ere �etape consiste �a
e�ectuer cette lin�earisation. Une fois l'approximation de la variance marginale faite,
l'utilisation des �equations de Henderson implique de fa�con indirecte la r�eintroduc-
tion d'e�ets al�eatoires. On ne connâ�t pas pour autant leur lien r�eel avec les e�ets
al�eatoires du mod�ele d'origine, si ce n'est qu'ils poss�edent la même distribution et
en particulier la même variance. On peut donc s'interroger quant �a la pertinence de
la pr�ediction de � obtenue.

Breslow etClayton (1993) ont suivi la même d�emarche, dans la deuxi�eme m�e-
thode qu'ils proposent, en d�e�nissant une fonction de quasi-vraisemblance marginale.
Cependant, l'approximation des moments marginaux, utilis�es pour la construction
de cette quasi-vraisemblance, est sensiblement di��erente. Nous revenons de mani�ere
plus pr�ecise sur ce point et sur la m�ethode GAR au chapitre suivant.

2.4.2.4 Des lectures di��erentes du même mod�ele initial

Nous reprenons quelques unes des remarques faites pour tenter de jeter un regard
en parall�ele sur ces trois m�ethodes.
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Comme nous venons de le signaler, l'id�ee premi�ere de la m�ethode GAR est de
se lib�erer du conditionnement pour proc�eder ensuite �a l'estimation dans le mod�ele
d�econtionn�e associ�e. Ce mod�ele, au niveau marginal, est lin�earis�e par approxima-
tion de la variance. Ainsi, cette m�ethode s'oppose totalement �a celle de Schall, pour
laquelle le raisonnement est men�e conditionnellement au vecteur al�eatoire �. Même
apr�es la lin�earisation, c'est toujours la matrice conditionnelle W�;� qui intervient
dans le mod�ele. D'o�u le nom du L2M associ�e M� : mod�ele lin�earis�e conditionnel.
Notre m�ethode apparâ�t alors comme interm�ediaire entre ces deux m�ethodes puis-
qu'on relâche ce conditionnement. De même que pour Schall, la lin�earisation se fait
conditionnellement �a �, cependant dans le L2M associ�eM, c'est cette fois-ci avec la
matrice de variance d�econditionn�e W� que nous travaillons.
Lorsqu'on plonge le mod�ele lin�earis�e dans la structure d'un L2M, l'approximation
normale peut se r�ealiser de deux fa�cons :

� soit sur la loi conditionnelle de Z �a �. Ceci permet alors d'expliquer l'utilisation
de la matrice W�;� dans les �equations de Henderson. Et il est possible de
construire, utilisant W�;�, un syst�eme REML �equivalent (avec ��).

� soit sur la loi marginale de Z. Ceci permet alors d'expliquer l'utilisation de la
matrice W� dans le syst�eme REML. Et il est possible de construire, utilisant
W�, des �equations de Henderson �equivalentes.

Cependant, ces deux approches, �equivalentes dans le cas normal, ne le sont plus dans
le cas g�en�eral du fait que W� 6=W�;�.

Ainsi, alors que le positionnement du probl�eme initial et la d�e�nition même du
GL2M, se font conditionnellement �a �, les trois m�ethodes peuvent être di��erenci�ees
au regard de leur degr�e de d�econditionnement. Si l'on mesurait cet indice pour
chacune des m�ethodes ; la m�ethode GAR se situerait �a une extr�emit�e de l'�echelle,
Schall �a l'autre et notre m�ethode entre les deux. On aurait cependant tendance
�a rapprocher ces deux derni�eres m�ethodes puisqu'elles suivent une même premi�ere
�etape de lin�earisation, alors qu'�a l'inverse c'est d'abord le d�econditionnement qui
prime dans la m�ethode GAR, la lin�earisation intervenant ensuite. Nous repr�esentons
cette �echelle �a la �gure 2.1.

De fa�con imag�ee, on peut ensuite ajouter une notion d'�elasticit�e �a cette �echelle.
En e�et, ces di��erentes m�ethodes, appliqu�ees au cas de la loi normale - lien identit�e,
sont en fait toutes identiques. Il n'y a e�ectivement plus d'approximation ou de
lin�earisation. Mais elles se di��erencient de plus en plus lorsque l'on s'�ecarte du
mod�ele gaussien, donc lorsque les approximations e�ectu�ees pour la lin�earisation
sont de moins en moins valides. On tirera donc plus ou moins sur l'\�elastique" selon
les lois et les fonctions de lien choisies.
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--

?

mod�ele conditionnel

?

m�ethode
Schall

?

notre
m�ethode

?

m�ethode
GAR

?

mod�ele marginal

Fig. 2.1 { �Echelle de d�econditionnement pour une comparaison des trois m�ethodes.

Il est important de constater que notre m�ethode, dans certains cas (lorsque
W�;� = W�), s'identi�e �a la m�ethode Schall, alors que pour d'autres cas, elle s'iden-
ti�e �a la m�ethode GAR. Ce qui la positionne bien dans son rôle interm�ediaire. Nous
avons, pour souligner cela, r�esum�e dans le tableau (2.6) les di��erents cas en indi-
quant :
- les �equivalences,
- le cas o�u, faute de savoir calculer W�, notre m�ethode n'est pas d�e�nie,
- le cas o�u la m�ethode GAR n'a pu être �etendue (la colonne GAR de ce tableau
faisant r�ef�erence soit �a la m�ethode d'origine, soit �a ses extensions).

Ces trois m�ethodes permettent donc de couvrir un �eventail allant du raisonne-
ment marginal pour GAR au raisonnement conditionnel pour Schall.

2.4.3 Simulations compar�ees

A�n de faire tourner en parall�ele ces trois m�ethodes d'estimation, de nombreuses
simulations num�eriques ont �et�e e�ectu�ees. Nous avons consid�er�e di��erentes lois (bi-
nomiale, Poisson, exponentielle) et di��erentes fonctions de lien pour chacune d'elles.

Dans le tableau (2.7), nous pr�esentons les r�esultats de simulation obtenus dans
un mod�ele avec loi binomial et lien logit. Nous avons pris un plan d'exp�erience avec
un seul e�et al�eatoire ayant 4 r�ealisations selon un plan �equilibr�e. Pour chaque valeur
de la variance �2 de cet e�et (allant de 0.05 �a 4), nous avons simul�e 200 vecteurs de
donn�ees de longueur 40. Le tableau contient alors le r�esum�e (moyenne, �ecart-type)
des 200 estimations par chacune des trois m�ethodes.

Remarque : la m�ethode GAR dans ce cas est en fait l'extension (pr�esent�ee au chapitre
suivant) de la m�ethode d'origine dans le cas du lien logit.

�A l'aide de ce tableau et d'autres simulations r�ealis�ees, nous pouvons faire les
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Schall Notre GAR
m�ethode

probit � ? �

Binomial
logit � � �

logarithme � � �

Poisson
identit�e � � = �

logarithme � = � �

Exponentielle inverse � � ?

identit�e � � = �

Normale identit�e � = � = �

Tab. 2.6 { D�e�nitions et �equivalences des trois m�ethodes.

remarques suivantes.

� Pour �2 = 2, la m�ethode GAR donne des r�esultats d�elirants. En e�et, plus
les valeurs de �2 en simulation sont �elev�ees, plus la m�ethode se d�et�eriore.
Ceci s'explique par le fait que la m�ethode GAR utilise une approximation
de la variance. Or, cette approximation est valide pour les faibles valeurs de
�2. Donc ces r�esultats confortent l'id�ee que cette m�ethode est �a utiliser avec
pr�ecautions dans un domaine de validit�e de l'approximation.

� On ne constate pas de di��erence signi�cative entre notre m�ethode et celle de
Schall. Ce qui est un peu d�ecevant mais pas compl�etement surprenant dans la
mesure o�u la di��erence entre ces deux m�ethodes r�eside dans l'�eloignement des
matrices W�;� et W� = E(W�;�). Or, prendre la moyenne sur 200 simulations
a peut-être aussi pour e�et de moyenner la di��erence entre W�;� et W�, qui
logiquement devrait être faible. Cependant, en regardant de plus pr�es les tra-
jectoires sur ces 200 simulations, même di��erentes, elles restent tr�es proches.

� Lorsqu'on augmente le nombre de r�ealisations q de l'e�et al�eatoire (de 4 �a 8
par exemple), on am�eliore la r�eponse de la m�ethode GAR pour les grandes
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Valeurs estim�ees

Schall Notre m�ethode GAR

Valeurs simul�ees �̂2 �̂ �̂2 �̂ �̂2 �̂

� = 1 �2 = 0:05 moy. 0:0558 1:0016 0:0558 1:0031 0:0569 1:0013

e.t. 0:0484 0:1055 0:0484 0:1057 0:0508 0:1057

� = 1 �2 = 0:5 moy. 0:4924 0:9637 0:4931 0:9656 0:5831 0:9642

e.t. 0:4122 0:3439 0:4124 0:3448 0:8470 0:3510

� = 1 �2 = 1 moy. 0:9141 0:9679 0:9151 0:9701 1:1351 0:9734

e.t. 0:6960 0:4591 0:6964 0:4604 1:1373 0:4713

� = 1 �2 = 2 moy. 1:8247 0:8822 1:8229 0:8849 242:898 1:5926

e.t. 1:3365 0:6127 1:3306 0:6145 3288:39 7:6353

Tab. 2.7 { R�esultats simulation compar�ee des trois m�ethodes : mod�ele binomial - lien
logit.

valeurs de �2. De plus, on observe qu'�a N=q �x�e, les r�esultats se d�et�eriorent
avec N diminuant.

� En termes du nombre d'it�erations n�ecessaire �a la convergence (pour un test
d'arrêt sur les valeurs des param�etres � et �2), l�a encore, notre m�ethode et celle
de Schall se tiennent mais la m�ethode GAR n�ecessite un nombre d'it�erations
plus important.

Ces di��erentes tendances se retrouvent de fa�con g�en�erale pour les di��erents mo-
d�eles simul�es. Nous avons aussi essay�e de changer les matrices U de plan des e�ets
al�eatoires mais sans noter de r�esultats r�eellement di��erents.

Dans les algorithmes que nous avons impl�ement�es, nous avons toujours retenu
l'estimation par r�esolution du syst�eme de Henderson (plutot que le syst�eme REML
ou autre), source de moindres probl�emes num�eriques. Mais ceci n'est pas forc�ement
le meilleur moyen de tirer partie de la connaissance d'une composante de la variance.
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Ce type de r�esolution par syst�eme de Henderson ne permet pas l'estimation dans
des mod�eles voulant prendre en compte la surdispersion. En e�et, dans ces cas l�a,
en introduisant une r�ealisation de l'e�et al�eatoire par donn�ee (cf 1.3.1), on a alors
(avec p la taille du vecteur d'e�et �xe) p+ q > N . Il est alors di�cile d'envisager de
r�esoudre un syst�eme �a p+ q inconnues et N �equations.

Notons pour �nir que ces trois m�ethodes, pour �2 petit, donnent de tr�es bons
r�esultats. La m�ethode Schall et la notre continuent de bien se comporter pour des
plus grandes valeurs de �2. C'est ce qui est primordial.

2.4.4 Point de vue asymptotique

Dans cette section, nous �evoquons la question du comportement asymptotique
des estimateurs �̂ et �̂2 dans les GL2M.

Nous avons vu dans le cadre des GLM et dans celui des L2M que, sous des
conditions bien pr�ecises, des r�esultats de normalit�e asymptotique ont �et�e d�emontr�es.
Malheureusement, comme le mentionnent Breslow et Clayton (1993), il n'existe
pas de telles justi�cations formelles dans le cadre des GL2M. Les seuls r�esultats qui
peuvent être �enonc�es le sont de fa�con approch�es et sans mesurer r�eellement le degr�e
de cette approximation.

Ainsi, pour l'estimateur �̂ de la m�ethode Schall, il est donn�e la matrice de va-
riance approch�ee (avec nos notations) :

Var(�̂) =
�
X 0��1�;�X

��1
: (2.22)

o�u ��;� = UDU 0 +W�;�.
Ce r�esultat se trouve dans les di��erents travaux Schall (1991),Breslow et Clay-
ton (1993) et McGilchrist (1994), qui, sous des arguments d'approximation de
nature di��erente, r�ef�erent au même estimateur. Il copie les r�esultats exacts dans la
th�eorie usuelle gaussienne. Notons que cette matrice de variance (2.22) correspond
aux p premi�eres lignes et colonnes de l'inverse de la matrice du syst�eme (2.21) (sys-
t�eme de Henderson adapt�e �a l'estimation dans les GL2M).
En ce qui concerne les composantes de la variance, en appliquant les r�esultats de
la th�eorie normale �a la variable d�ependante Z, il est donn�e la matrice de variance
approch�ee :

Var(�̂2) =
�
1

2
ftr(PViPVj)g

��1
; (2.23)

o�u P = ��1�;�(I �X(X 0��1�;�X)�1X 0��1�;�).
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Sans plus de justi�cation th�eorique, nous pouvons reprendre le même type d'argu-
ments approch�es dans notre m�ethode pour donner la matrice de variance approch�ee
de �̂ :

Var(�̂) =
�
X 0��1� X

��1
;

o�u �� = UDU 0 +W�,

et celle de �̂2 :

Var(�̂2) =
�
1

2
ftr(PViPVj)g

��1
;

o�u P = ��1� (I �X(X 0��1� X)�1X 0��1� ).



Chapitre 3

Extension de la m�ethode GAR

3.1 Introduction

D�evelopp�ee par Gilmour, Anderson, et Rae (1985), la m�ethode que nous
�etudions tout au long de ce chapitre, a �et�e initialement con�cue pour estimer les
e�ets �xes dans un mod�ele mixte adapt�e �a des donn�ees binomiales. Elle permet
aussi une pr�ediction des e�ets al�eatoires ainsi qu'une estimation de leur variance.
Nous la d�esignons par GAR dans tout le document.

Les donn�ees binomiales pour lesquelles elle a �et�e mise en place, r�esultent d'une
classi�cation en deux cat�egories. Cette classi�cation suppose l'existence sous-jacente
d'une variable al�eatoire, de loi normale, dont on ne peut observer aucune r�ealisation
mais pour laquelle on sait dire si un seuil a �et�e atteint.
Pour ce type de donn�ees discr�etes, ou pour leur extension �a des donn�ees polyto-
miques r�esultant d'une classi�cation en plusieurs cat�egories ordonn�ees, Gianola
(1980) constate l'inadaptation des m�ethodes d'analyse d�evelopp�ees pour des don-
n�ees continues distribu�ees selon une loi normale. Pour pallier cela, divers auteurs
(Gianola et Foulley 1983, Harville et Mee 1984, Stiratelli et al. 1984) d�e-
veloppent des m�ethodes d'estimation dans des mod�eles non gaussiens plus adapt�es,
des GL2M. Ces m�ethodes utilisent des arguments di��erents (bay�esiens notamment)
mais sont en �nalit�e �equivalentes. La m�ethode GAR, quant �a elle, apparâ�t alors
comme originale. Elle se base sur l'utilisation de la fonction de quasi-vraisemblance
marginale (cf. 2.2.3). Cette fonction est construite �a partir du calcul de l'esp�erance
et de la variance marginales. Comme nous l'avons d�ecrit au 2.4.2, parmi les di��e-
rents points de vue permettant d'aborder l'estimation dans les mod�eles mixtes, cette
approche GAR est davantage marginale. Nous ne reprenons pas ici la discussion �a
ce sujet.

L'article fondateur de cette m�ethode a fait l'objet de diverses relectures : Foul-
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ley, Gianola, et Im (1990), Foulley et Manfredi (1991). Une extension aux
donn�ees multicat�egories en a �et�e propos�ee par les auteurs eux-mêmes (Gilmour,
Anderson, et Rae 1987). Et Foulley et Im (1993) en sugg�erent une adaptation
dans le cas de donn�ees poissonniennes.

Dans ce chapitre, nous pr�esentons dans un premier temps, une nouvelle lecture
de cette m�ethode, dans le cas de donn�ees binomiales, en relâchant l'hypoth�ese d'ori-
gine selon laquelle les variances des variables sous-jacentes sont homog�enes. Puis, la
deuxi�eme section montre comment une d�emarche similaire peut être adopt�ee pour
traiter le cas de donn�ees poissonniennes. Ces deux situations sont bien entendu trai-
t�ees en lien �etroit avec les travaux respectivement de Gilmour et al. (1985) et de
Foulley et Im (1993).
Ensuite, nous proposons une adaptation de la m�ethode �a des donn�ees exponentielles
dans un mod�ele avec lien logarithmique (lien non canonique).
Ces trois cas ayant �et�e �etudi�es, nous proposons un formalisme permettant de les
uni�er. En e�et, grâce �a une même �ecriture, il s'av�ere possible de prendre en compte
des arguments d'approximation di��erents pour chacun des trois cas. Cette forma-
lisation permet d'envisager d'autres cas et notamment celui, tr�es usit�e, de donn�ees
binomiales dans un mod�ele avec lien (canonique) logistique : c'est ce qui fait l'objet
de la derni�ere section.

3.2 Donn�ees binomiales - Lien probit

Dans cette section, nous relisons donc la m�ethode d'origine, en commen�cant par
une pr�esentation du mod�ele envisag�e parGilmour et al. (1985), puis une description
pr�ecise de la m�ethode, avant de �nir par quelques remarques.

3.2.1 Le mod�ele et les notations

Vu le type de donn�ees auquel on s'int�eresse (cf. 3.1), et �etant donn�ee la distri-
bution normale sous-jacente, le mod�ele adopt�e est, dans la famille des GL2M, un
mod�ele binomial mixte avec lien probit.
Remarquons bri�evement que ce n'est donc pas le lien canonique qui est envisag�e ici,
la fonction de lien canonique associ�ee �a la loi binomiale �etant la fonction de lien
logit.

Nous rappelons ci-dessous les hypoth�eses de ce mod�ele, cas particulier de GL2M
d�ecrit pr�ecis�ement au 1.4.1, et les notations adopt�ees.

Soit y le vecteur (N � 1) des observations, r�ealisation du vecteur al�eatoire Y .
Conditionnellement au vecteur d'e�ets al�eatoires �, on suppose que les composantes
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Yi sont ind�ependantes et que :
1

8i 2 f1; :::; Ng ; Yi j � � B(ni; p�;i) ;
ou encore de fa�con �equivalente :

8i 2 f1; :::; Ng ; Yi =
niX
r=1

Yir o�u Yir j � � B(1; p�;i) et ind�ependantes:

On s'int�eresse au vecteur (N � 1) des fr�equences

fi =
yi
ni
;

et l'on note Fi les variables al�eatoires dont elles sont issues, composantes du vecteur
F (de dimension N � 1).

Le pr�edicteur lin�eaire intervenant dans le mod�ele comporte les parties �xe et
al�eatoire (cf. 1.4.1) :

�� = X� + U�

o�u les dimensions des di��erents objets X;Z; �; � sont respectivement N � p; N �
q; p� 1; et q � 1. Le vecteur � regroupe K e�ets al�eatoires : � = (�01; : : : ; �

0
K)

0. On
suppose

8j 2 f1; : : : ; Kg ; �j � Nqj(0; �
2
j Aj) ;

les matrices Aj, de dimension qj � qj (avec q =
PK
j=1 qj) �etant connues. Ainsi,

� � N (0; D) ;

o�u la matrice de variance D est diagonale par blocs : D = fd �2j Aj gj=1;:::;K.

Le vecteur d'e�ets �xes � et le vecteur des composantes de la variance �2 =
(�21 ; : : : ; �

2
K)

0 sont les param�etres du mod�ele �a estimer.

Le lien entre le pr�edicteur lin�eaire et l'esp�erance conditionnelle des Fi se fait alors
par l'interm�ediaire de la fonction de r�epartition de la loi normale centr�ee r�eduite :

E(Fij�) = p�;i = �(��;i)
= �((X� + U�)i)
= �(x0i� + u0i�)

o�u x0i et u
0
i sont les i

�emes lignes de X et U respectivement.
Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, ce lien est inh�erent �a l'hypoth�ese d'existence

1. Comme indiqu�e au chapitre 1, nous confondons dans �, le vecteur al�eatoire et sa r�ealisation.
De plus, nous indi�cons par �, tous les objets qui en d�ependent.
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de variables normales sous-jacentes. En e�et, pour chacune des variables Yir, notons
Lir la variable latente associ�ee : Yir = 1 () Lir > 0 (on �xe ici le seuil � �a 0).
Supposons ensuite que :

8i 2 f1; : : : ; Ng; 8r 2 f1; : : : ; nig; Lir = x0i� + u0i� + "ir o�u "ir � N (0; 1) ;

et qu'elles sont toutes ind�ependantes, on obtient alors :

p�;i = E(Fij�) = E(Yirj�) = P (Yir = 1j�) = P (Lir > 0j�)
= 1� �(�x0i� � u0i�)
= �(x0i� + u0i�)

De plus, on peut calculer les covariances et corr�elations entre ces variables sous-
jacentes. On a :
8i 2 f1; :::; Ng ; 8r 6= r0 2 f1; :::; nig ; cov(Lir; Lir0) = u0iDui ;

et 8i 6= j 2 f1; :::; Ng ; 8r 2 f1; :::; nig ; 8r0 2 f1; :::; njg ;
cov(Lir; Ljr0) = u0iDuj :

Ce qui, en notant �2
i = u0iDui, nous permet d'obtenir :

corr(Lir; Lir0) =
�2
i

1 + �2
i

= tii

corr(Lir; Ljr0) =
u0iDujq

1 + �2
i

q
1 + �2

j

= tij :

On d�esignera par T (N�N) la matrice de corr�elations des variables sous-jacentes.

Remarquons ici que le param�etre introduit �2
i = u0iDui co��ncide bien souvent avec la

composante de la variance �2i . En e�et, dans de nombreux cas comme par exemple
dans des mod�eles li�es �a la s�election animale (Gianola et Foulley 1983), le vecteur
ligne u0i n'est compos�e que d'un seul 1 et de 0.

Le mod�ele �etant d�e�ni et les notations prises, nous pouvons maintenant pr�esenter
la m�ethode d'estimation.

3.2.2 La m�ethode d'estimation

La m�ethode d'estimation propos�ee par Gilmour et al. (1985), se d�ecoupe prin-
cipalement en deux �etapes. Les e�ets al�eatoires n'�etant pas directement observ�es,
on se lib�ere dans un premier temps du conditionnement pour pouvoir raisonner au
niveau d'un mod�ele marginal, o�u Y vecteur �a expliquer est observ�e. Pour cela, on
proc�ede au calcul de l'esp�erance et de la matrice de variance marginales. Ensuite,
apr�es approximation de la matrice de variance de Y , on pourra proc�eder �a l'estima-
tion des composantes de la variance par l'interm�ediaire des �equations de Henderson.
C'est en fait plus sp�ecialement avec F que l'on va travailler.
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3.2.2.1 �Etape de \marginalisation" et estimation de �

On \int�egre" donc les e�ets al�eatoires dont la pr�esence introduit une d�ependance
entre les donn�ees. Ensuite, les expressions obtenues permettent de construire la fonc-
tion de quasi-vraisemblance marginale (�a d�efaut de pouvoir obtenir la vraisemblance
marginale, la densit�e n'ayant pas d'expression explicite). On peut alors estimer le
param�etre �.

Calcul de l'esp�erance marginale : �

E(Fi) = �i = E(E(Fij�))
= E(p�;i)
= E (�(x0i� + u0i�))

on obtient (le calcul est donn�e �a la �n de ce chapitre) :

�i = �

0
@ x0i�q

1 + �2
i

1
A :

On notera par la suite ��i =
x0i�q
1 + �2

i

, que nous d�esignerons par pr�edicteur lin�eaire

dans le mod�ele marginalis�e.

Ainsi, dans ce mod�ele marginalis�e, le lien entre l'esp�erance et le pr�edicteur li-
n�eaire se fait par l'interm�ediaire de la fonction de lien probit. Cette conservation du
lien, lors du passage de l'esp�erance conditionnelle �a l'esp�erance marginale, est une
propri�et�e inh�erente �a la fonction de lien inverse �. Nous verrons cependant qu'elle
s'applique �a d'autres cas. Elle s'av�ere essentielle pour la mise en place de cette m�e-
thode.
Nous nous apercevons ici que le mod�ele marginalis�e ainsi consid�er�e, o�u

�i = �

0
@ x0i�q

1 + �2
i

1
A, et le mod�ele marginal d�e�ni par Breslow et Clayton (1993)

par �i = �(x0i�), ne co��ncident pas. La pr�esence de l'e�et multiplicatif 1p
1+�2

i

, in-

dique que le mod�elemarginalis�e a su prendre en compte des perturbations introduites
par les e�ets al�eatoires tandis que le mod�ele marginal dans sa d�e�nition oublie leur
pr�esence.

D'autre part, il est important de noter que la m�ethode GAR a �et�e introduite dans
le cas o�u 8i 2 f1; :::; Ng ; �2

i = �2. Avec cette hypoth�ese, il est possible d'envisager

le changement d'�echelle suivant : ~� =
�p

1 + �2
, et de poursuivre les calculs sur cette
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nouvelle �echelle. C'est ce qu'ont fait Foulley etManfredi (1991). Cependant, on
abandonne ici cette interpr�etation puisqu'on supprime l'hypoth�ese d'homog�en�eit�e
des variances pour consid�erer le cas plus g�en�eral de variances h�et�erog�enes.

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale : V

Int�eressons nous tout d'abord au calcul des �el�ements diagonaux de V : variances
des variables Fi.

On a : var(Fi) =
1

n2i

2
4 niX
r=1

var(Yir) +
X
r 6=r0

cov(Yir; Yir0)

3
5 :

Or, d'une part, l'utilisation de la formule classique :

var(Yir) = E(var(Yirj�)) + var(E(Yirj�)) ;
nous permet d'obtenir :

var(Yir) = E(p�;i(1� p�;i)) + var(p�;i)
= �i(1� �i) :

Et d'autre part, �a l'aide des variables normales sous-jacentes Lir, on a :

cov(Yir; Yir0) = P ((Lir > 0) \ (Lir0 > 0))� P (Lir > 0)2

= �2(�
�
i ; �

�
i ; tii)� �(��i )

2 ;

o�u �2 d�esigne la fonction de r�epartition de la loi normale bivari�ee 2.

Ainsi,

var(Fi) =
�i(1� �i) + (ni � 1)[�2(�

�
i ; �

�
i ; tii)� �(��i )

2]

ni

=
�i(1� �i)� [�2(�

�
i ; �

�
i ; tii)� �(��i )

2]

ni
+ [�2(�

�
i ; �

�
i ; tii)� �(��i )

2] :

Ensuite, les covariances des variables Fi; Fj, pour i 6= j (�el�ements non diagonaux
de V ), s'expriment de la fa�con suivante :

cov(Fi; Fj) = cov(Yir; Yjr0)
= �2(�

�
i ; �

�
j ; tij)� �(��i )�(�

�
j ) ;

2. On note �2(y1; y2; �) = P ([Y1 � y1] \ [Y2 � y2]) o�u Y1; Y2 sont identiquement distribu�ees de
loi N (0; 1) avec corr(Y1; Y2) = �.
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On peut ainsi d�ecomposer V en somme de deux matrices (dont l'une est diago-
nale) :

V = A+B ;

o�u A =

(
d
�i(1� �i)� [�2(�

�
i ; �

�
i ; tii)� �(��i )

2]

ni

)
i=1;:::;N

et B =
n
�2(�

�
i ; �

�
j ; tij)� �(��i )�(�

�
j )
o
i;j=1;:::;N

:

Estimation par maximum de quasi-vraisemblance

Ayant ainsi obtenu l'expression des deux premiers moments marginaux du vec-
teur F = (F1; :::; FN)

0, on est en mesure de d�e�nir la fonction de quasi-vraisemblance
associ�ee. Et c'est l'estimation par maximisation de cette fonction que l'on va consi-
d�erer. En e�et, comme nous l'avons d�ej�a signal�e, il apparait impossible d'obtenir
une expression analytique de la fonction de vraisemblance. L'utilisation de la quasi-
vraisemblance nous permet dans ce cas, de prendre en compte l'information contenue
dans le calcul des deux premiers moments marginaux.

Pour cela, en supposant dans un premier temps que les composantes de la va-
riance sont connues (V d�epend alors uniquement du param�etre �), on maximise la
quasi-vraisemblance comme d�ecrit au 2.2.3. On obtient le syst�eme it�eratif suivant (t
d�esignant l'indice d'it�eration) :

(G0V [t]�1G)��[t] = G0V [t]�1(f � �[t]) ;

o�u f est le vecteur des fr�equences observ�ees, et G =
@�

@� 0
.

D'apr�es l'expression de � obtenue pr�ec�edemment, et en d�e�nissant les matrices :

� K = fd '(��i ) gi=1;:::;N , o�u ' est la fonction de densit�e de la loi normale centr�ee
r�eduite,

� M =

8<
:d

1q
(1 + �2

i )

9=
;
i=1;:::;N

, qui contient donc l'e�et multiplicatif introduit

par l'int�egration des e�ets al�eatoires,

on exprimera alors G de la fa�con suivante :

G = KMX

= LX avec L = KM =

8<
:d

'(��i )q
(1 + �2

i )

9=
;
i=1;:::;N

:
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Notons qu'avec cette d�e�nition de la matrice M , l'�el�ement diagonal de la matrice T
peut aussi s'�ecrire tii = u0iMDMui.

Avec ces notations, on aboutit donc au syst�eme r�esolu it�erativement en � (cf. 2.2.3) :

(X 0W [t]�1X)�[s+1] = X 0W [t]�1� [t] ; (3.1)

o�u � [t] = X�[t] + L[t]�1(f � �[t])
W [t] = L[t]�1V [t]L[t]�1 :

Remarquons que les matrices V; L ainsi queW d�ependent de la valeur courante de �.
Comme pour la proc�edure d'estimation dans les GLM (cf. 2.2.1), on reconnâ�t dans
le syst�eme (3.1), une proc�edure de moindres carr�es pond�er�es it�er�es. Cette proc�edure
peut être associ�ee au mod�ele lin�eaire :

� = X� + e o�u Var(e) = W :

Ainsi, la matrice W apparâ�t comme la matrice de variance de �.

On a donc obtenu un algorithme it�eratif pour r�ealiser l'estimation par maximum
de quasi-vraisemblance de �. Malheureusement, dans ce qui pr�ec�ede, les valeurs
�2
1; :::; �

2
N d�ependent des composantes de la variance �21; :::; �

2
K par l'expression �2

i =
u0iDui, o�u D = fd �2jAj gj=1;:::;K. Or, ces composantes de la variance sont des
param�etres inconnus. Il est donc n�ecessaire de proposer une m�ethode d'estimation
de ces param�etres, a�n de pouvoir remplacer dans le syst�eme (3.1) les valeurs des
�2j par leurs estimations.

3.2.2.2 �Etape d'approximation de V et estimation des �2j

A�n de proposer une estimation des composantes de la variance, on approche
la matrice de variance V , et de ce fait, la matrice W . On reconnait alors dans le
r�esultat obtenu pourW , la forme classique de la structure de variance d'un L2M (cf.
1.3.2). Ainsi, l'estimation de � peut aussi se r�ealiser par r�esolution des �equations de
Henderson. En e�et (cf. 2.3.4), la solution en � correspond �a celle du syst�eme (3.1)
pr�ec�edent, prenant en compte l'approximation de V . L'avantage est qu'�a l'aide de ces
�equations, il sera possible d'obtenir simultan�ement une estimation des composantes
de la variance (cf. 2.3.4). Notons qu'elles permettent aussi de donner une pr�ediction
du vecteur d'e�ets al�eatoires �.

Approximation de la matrice V

On suppose que les �el�ements de la matrice T (d�e�nie au 3.2.1) sont petits. Ce qui
�equivaut �a consid�erer que 8i; j 2 f1; :::; Ng, les �el�ements u0iDuj sont petits ou encore
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bien souvent que les composantes de la variance elles-même sont petites. On peut
alors proc�eder �a une approximation au premier ordre de la fonction de r�epartition
�2, pour � proche de 0 :

�2(y1; y2; �) � �(y1)�(y2) + �'(y1)'(y2) ;

et on obtient :

A � V0 =

(
d
�i(1� �i)� tii'

2(��i )

ni

)
i=1;:::;N

B � V1 =
n
tij'(�

�
i )'(�

�
j )
o
i;j=1;:::;n

=

8<
: '(��i )q

1 + �2
i

u0iDuj
'(��j )q
1 + �2

j

9=
;
i;j=1;:::;N

:

Ainsi, on a :
V � V0 + V1

� V0 + LUDU 0L :

Ce qui donne comme approximation de W :

W � L�1V0L
�1 + UDU 0

� R + UDU 0 ;

o�u R est donc de la forme :

R =

(
d
1

ni
[
�i(1� �i) (1 + �2i )

'2(��i )
� �2i ]

)
i=1;:::;N

:

Les �equations de Henderson

La matrice des poids W (ou matrice de variance de �) �etant ainsi approch�ee et
�ecrite sous la forme : R+UDU 0, cela nous permet d'obtenir une estimation de � par
r�esolution it�erative du syst�eme d'�equations de Henderson :

 
X 0R[t]�1X X 0R[t]�1U
U 0R[t]�1X U 0R[t]�1U +D�1

! 
�
�

!
=

 
X 0R[t]�1� [t]

U 0R[t]�1� [t]

!
: (3.2)
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Sachant que D = fd �2jAj gj=1;:::;K, on peut alors estimer le vecteur des composantes
de la variance �2 = (�21; ::; �

2
K)

0, en adoptant une d�emarche REML, par la m�ethode
it�erative (cf. 2.17) :

8j 2 f1; :::; Kg ; �̂
2 [t+1]
j =

�̂0jA
�1
j �̂j

qj �
tr(A�1j Cjj)

�̂
2 [t]
j

o�u Cjj est le j
�eme bloc correspondant au j�eme e�et al�eatoire (�j) dans l'inverse de la

matrice du syst�eme.
Le sous-produit �̂ obtenu est interpr�et�e comme une pr�ediction du vecteur d'e�ets
al�eatoires dans le L2M associ�e.

Ainsi, on pourra it�erer la r�esolution du syst�eme de Henderson pr�ec�edent �a partir
des valeurs courantes de �; �2 pour obtenir une estimation de ces deux vecteurs de
param�etres ainsi qu'une pr�ediction de �.

3.2.3 Remarques

Nous venons de le mentionner, les auteurs de la m�ethode GAR analysent les
valeurs de � obtenues �a la convergence de l'algorithme comme une pr�ediction des
e�ets al�eatoires du mod�ele initial. Autant l'interpr�etation donn�ee au sous-produit �̂
parâ�t pertinente dans le L2M associ�e, autant on peut discuter le lien �etabli avec
les e�ets al�eatoires du mod�ele initial. En e�et, pour proc�eder �a l'estimation, on
s'est justement plac�e dans le mod�ele marginalis�e dans lequel les e�ets al�eatoires
n'interviennent plus. Et, l'�etape de \marginalisation" a d�ej�a pris en compte, par
l'interm�ediaire de l'e�et multiplicatif, la pr�esence initiale de ces e�ets.

D'autre part, l'approximation e�ectu�ee sur V (pour des petites valeurs des com-
posantes de la variance), implique une lin�earisation du mod�ele marginalis�e. Cette
lin�earisation se traduit par le plongement de � dans un L2M, avec par cons�equent
les hypoth�eses gaussiennes ad�equates.

En�n, revenons sur le type des donn�ees consid�er�ees, qui sont, dans cette section,
des donn�ees binomiales. Comme nous l'avons d�eja mentionn�e, ces donn�ees sont issues
de somme de donn�ees binaires �a seuil. En e�et, �a partir d'une variable normale sous-
jacente non observ�ee, les donn�ees r�ev�elent si un seuil � a �et�e atteint ou non (� ayant
�et�e �x�e �a 0 dans la pr�esentation). De même, on peut imaginer une classi�cation en
plusieurs cat�egories ordonn�ees associ�ees �a plusieurs seuils. C'est ce �a quoi se sont
int�eress�es les auteurs dans leur second articleGilmour, Anderson, et Rae (1987).
D'autres auteurs ont aussi envisag�e ce cas. Nous ne pr�esentons pas ici l'extension de
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la m�ethode GAR �a ce type de donn�ees. La d�emarche est tout �a fait semblable au
cas binomial. Cependant, tout en pla�cant le premier seuil �a 0, ce type de donn�ees
introduit des param�etres suppl�ementaires �a estimer, �a savoir les autres seuils.

3.3 Donn�ees poissonniennes - Lien logarithme

Apr�es l'analyse de donn�ees binomiales, nous nous int�eressons �a pr�esent �a des don-
n�ees toujours discr�etes, mais distribu�ees, conditionnellement aux e�ets al�eatoires,
selon une loi de Poisson. Foulley, Gianola, et Im (1987) justi�ent l'utilisation
de cette distribution pour mod�eliser des donn�ees de reproduction.
Foulley et Im (1993) ont d�ecrit comment la m�ethode GAR, initialement d�evelop-
p�ee pour des donn�ees binomiales avec lien probit, pouvait être adapt�ee �a ce type
de donn�ees. Cette adaptation qu'ils proposent, reste �d�ele �a la m�ethodologie GAR,
dans la mesure o�u elle repose sur l'estimation par maximum de quasi-vraisemblance.
La fonction de quasi-vraisemblance est construite �a partir des expressions marginales
de l'esp�erance et d'une approximation de la matrice de variance-covariance. La d�e-
marche reste donc identique �a celle du cas binomial, mais c'est l'�etape de calcul et
d'approximation de cette matrice qui di��ere.
Nous pr�esentons cette adaptation dans des termes similaires �a ceux du paragraphe
pr�ec�edent, et nous nous attachons �a consid�erer de nouveau le cas o�u les variances
des variables sous-jacentes ne sont pas homog�enes.

3.3.1 Le mod�ele et les notations

Nous reprenons succintement les hypoth�eses du cas particulier, dans la famille
des GL2M, d'un mod�ele de Poisson avec lien logarithmique. Pour cela, nous consi-
d�erons que les composantes du vecteur Y (dont le vecteur des observations y est une
r�ealisation) sont, conditionnellement �a �, ind�ependantes et de loi :

8i 2 f1; :::; Ng ; Yi j � � P(��;i)
Le param�etre ��;i de cette loi est une r�ealisation de la variable al�eatoire ��;i li�ee �a la
i�eme composante du pr�edicteur lin�eaire. Nous envisageons ici le cas du lien canonique :

ln(��;i) = x0i� + u0i� = ��;i :

On a donc pour cette distribution :

E(Yij�) = ��;i = exp(x0i� + u0i�) = ��;i:

On �emet toujours l'hypoth�ese selon laquelle les e�ets al�eatoires sont distribu�es selon
une loi normale : � � N (0; D) avec D = fd �2jAj gj=1;:::;K, matrice de variance des
K e�ets al�eatoires.
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3.3.2 La m�ethode d'estimation

3.3.2.1 �Etape de \marginalisation" et estimation de �

Le premier objectif est la construction de la fonction de quasi-vraisemblance sur
laquelle se basera l'estimation. Pour cela, il est n�ecessaire d'obtenir une expression
de l'esp�erance et de la matrice de variance-covariance marginales.

Calcul de l'esp�erance marginale : �

On int�egre les e�ets al�eatoires :

E(Yi) = �i = E(E(Yij�))
= E(��;i)
= E(exp(x0i� + u0i�)) :

Du fait de la distribution normale de � et en utilisant l'expression de la fonction
g�en�eratrice de cette distribution, on obtient :

�i = exp(x0i� +
u0iDui
2

)

= exp(�i�)

o�u �i� = x0i� +
u0iDui
2

, que nous nommerons pr�edicteur lin�eaire marginalis�e.

Une fois de plus, on peut constater que la \marginalisation" a conserv�e la fonc-
tion de lien inverse (ici la fonction exponentielle) reliant l'esp�erance et le pr�edicteur
lin�eaire. C'est donc la même fonction tant au niveau conditionnel qu'au niveau mar-
ginal. Comme le remarquent Breslow et Clayton (1993), cette \marginalisation"
introduit uniquement un d�ecalage dans le pr�edicteur mais, au contraire du cas bino-
mial au paragraphe pr�ec�edent, n'a aucun e�et multiplicatif sur le param�etre �. On
peut tout de même noter que, comme pr�ec�edemment, la pr�esence des e�ets al�eatoires
entraine une d�ependance entre les donn�ees.

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale : V

En utilisant les propri�et�es standards des lois de Poisson et log-normales, et la
formule de conditionnement, on obtient :

8i 2 f1; : : : ; Ng ; var(Yi) = E(��;i) + var(��;i)
= �i + �2i [exp(u

0
iDui)� 1] ;

et 8i 6= j 2 f1; : : : ; Ng ; cov(Yi; Yj) = E(��;i��;j)� E(��;i)E(��;j)
= �i�j [exp(u

0
iDuj)� 1] :
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On peut donc, dans ce cas aussi, lire la matrice de variance de Y , comme une somme
de matrices (dont l'une est diagonale) :

V = A+B ;

o�u A = fd �i gi=1;:::;N

et B = f�i�j (exp(u0iDuj)� 1)gi;j=1;:::;N :

Estimation par maximum de quasi-vraisemblance

On proc�ede alors �a la construction de la fonction de quasi-vraisemblance et �a sa
maximisation. Et l'on obtient les �equations suivantes :

G0V �1(y � �) = 0 ;

o�u G =
@�

@� 0
= KX avec K = fd exp(��i ) gi=1;:::;N :

Remarque : Comparativement �a la section pr�ec�edente, il n'y a pas ici de matrice
M , puisque comme nous l'avons signal�e, aucun e�et multiplicatif n'est introduit �a
l'int�egration des e�ets al�eatoires.

La r�esolution de ces �equations (cf. 2.2.3), conduit �a l'algorithme it�eratif :

(X 0W [t]�1X)�[t+1] = X 0W [t]�1� [t] ;

avec � [t] = X�[t] +K [t]�1(y � �[t]) ;
W [t] = K [t]�1V [t]K [t]�1 :

Ceci serait su�sant si l'on connaissait les composantes de la variance. Comme
dans le cas binomial, nous allons proc�eder �a leur estimation.

3.3.2.2 �Etape d'approximation de V et estimation des �2j

De même que l'on utilise un d�eveloppement au premier ordre de la fonction
�2 pour le cas binomial lien probit, on utilise dans le cas Poisson lien logarithme,
l'approximation de la fonction exponentielle au voisinage de 0 pour obtenir, pour
tout i; j 2 f1; :::Ng o�u u0iDuj est proche de 0 :

A = V0 = fd �i gi=1;:::;N

B � V1 = f�i�j u0iDujgi;j=1;:::;N :

Ainsi, en remarquant que : V0 = fd �i gi=1;:::;N = fd exp(��i ) gi=1;:::;N = K, on a :
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V � V0 + V1
� V0 + KUDU 0K ;

d'o�u on approche la matrice des poids W par :

W � K�1V0K
�1 + UDU 0

� R + UDU 0 ;

o�u R prend la forme suivante :

R = K�1 = fd 1

�i
gi=1;:::;N = fd exp(���i ) gi=1;:::;N :

Cette approximation �etant r�ealis�ee, la proc�edure est ensuite tout �a fait identique
�a celle de la section 3.2.2.2. On r�esout it�erativement les �equations de Henderson pour
obtenir l'estimation de � (avec W approch�ee) et l'estimation des composantes de la
variance. Les valeurs courantes des param�etres �[t] et �2 [t] obtenues, interviennent
�a chaque it�eration pour former �

� [t]
i et donc obtenir R[t], � [t] et approcher W [t] �

R[t] + UD[t]U 0.

3.3.3 Remarques

Dans ce cas aussi, il a donc �et�e possible de donner une approximation de W
permettant de reconnâ�tre une structure de variance identique �a celle d'un L2M,
nous permettant d'utiliser les �equations de Henderson. Pour pouvoir r�ealiser cette
approximation, il est n�ecessaire de v�eri�er que les �el�ements u0iDuj sont proches de
0, ou encore que les composantes de la variance sont petites.

De même que dans le cas binomial :

� lors du calcul de l'esp�erance marginale la fonction de lien a �et�e conserv�ee,

� l'approximation de V implique une lin�earisation du mod�ele marginal qui se
traduit par des hypoth�eses gaussiennes sur �,

� en�n, on peut aussi �emettre des r�eserves quant �a la pr�ediction de � obtenue.

3.4 Donn�ees exponentielles - Lien logarithme

Dans toute cette section, nous allons maintenant consid�erer des donn�ees dis-
tribu�ees, conditionnellement aux e�ets al�eatoires, selon une loi exponentielle (no-
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t�ee 3E(�)). Ces donn�ees continues sont de nature tout �a fait di��erente de celle des
cas pr�ec�edents. Elles ne rel�event pas du même cadre non plus. Alors que dans le cas
des donn�ees binomiales ou de Poisson, de nombreuses applications existent dans le
domaine de la g�en�etique animale (Ducrocq 1990), on peut trouver des applications
de mod�eles de loi exponentielle �a e�ets al�eatoires dans le domaine de la �abilit�e des
logiciels (Gaudoin, Lavergne, et Soler 1994). Ces deux situations sont illustr�ees
par les deux exemples cit�es au 1.4.2.

Nous proposons ici une adaptation de la m�ethode GAR pour ce type de mod�ele
mixte avec la loi exponentielle, dans le cas d'un lien (non canonique) logarithmique.
Notons que pour la distribution exponentielle, le lien canonique associ�e est la fonc-
tion inverse.

Pour cela, nous reprenons la d�emarche des deux sections pr�ec�edentes. Elle con-
siste toujours �a exprimer tout d'abord l'esp�erance et la matrice de variance-covarian-
ce marginale V (l'introduction d'e�ets al�eatoires ayant induit une d�ependance entre
les donn�ees), puis, par l'interm�ediraire de la fonction de quasi-vraisemblance et apr�es
approximation de V , �a proc�eder �a la phase d'estimation.

3.4.1 Le mod�ele et les notations

Nouveau cas particulier de GL2M, nous retrouvons les trois hypoth�eses d�e�nis-
sant le mod�ele.

� Les composantes de Y sont, conditionnellement �a �, ind�ependantes et de loi :

8i 2 f1; :::; Ng ; Yi j � � E(��;i):

Ceci implique donc notamment E(Yij�) = ��;i = ��;i.

� Chacun des ��;i est reli�e �a la i�eme composante du pr�edicteur lin�eaire
��;i = x0i� + u0i� par la fonction de lien logarithme :

��;i = ln(��;i) () ��;i = exp(x0i� + u0i�) = ��;i :

Une raison qui justi�e le choix de ce lien, est notamment le fait que ce lien
peut assurer la positivit�e du param�etre de la loi exponentielle, ce qui n'est pas
le cas du lien inverse.

� On garde la même distribution normale pour les e�ets al�eatoires.

3. Comme au premier chapitre, la loi d�esign�ee par E(�) d�esigne la loi exponentielle de densit�e
d�e�nie par : f(x) = 1

�
e�

x

� 1IR+(x).
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3.4.2 La m�ethode d'estimation

3.4.2.1 �Etape de \marginalisation" et estimation de �

Le choix de la fonction de lien est le même que celui de la section pr�ec�edente
pour des donn�ees poissonniennes, et l'esp�erance conditionnelle s'exprime de la même
mani�ere �a l'aide des e�ets �xes et al�eatoires. Ainsi, on peut envisager le calcul des
�el�ement marginaux en utilisant de nouveau les propri�et�es inh�erentes �a la distribution
log-normale ou �a la fonction g�en�eratrice de la loi normale.

Calcul de l'esp�erance marginale : �

E(Yi) = �i = E(E(Yij�))
= E(��;i)

= E(exp(x0i� + u0i�)

= exp(x0i� +
u0iDui
2

)

= exp(�i�)

:

avec �i� = x0i� +
u0iDui
2

: pr�edicteur lin�eaire marginalis�e.

Comme dans le cas poissonnien, on observe la conservation du lien et le fait que
la \marginalisation" n'a pas introduit d'e�et multiplicatif sur � mais uniquement
un d�ecalage dans le pr�edicteur lin�eaire.

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale : V

D'apr�es les hypoth�eses de loi et d'ind�ependance des variables al�eatoires, condi-
tionnellement �a �, on a :

8i 2 f1; : : : ; Ng ; var(Yij�) =
1

�2�;i
= exp(2(x0i� + u0i�)) = �2�;i

8i 6= j 2 f1; : : : ; Ng ; cov(Yi; Yjj�) = 0 :

Ce qui nous permet d'obtenir :

8i 2 f1; : : : ; Ng ; var(Yi) = E(var(Yij�)) + var(E(Yij�))
= 2 � E(�2�;i)� E(��;i)

2

= �2i [2 � exp(u0iDui)� 1] ;

et, 8i 6= j 2 f1; : : : ; Ng ; cov(Yi; Yj) = E(��;i��;j)� E(��;i)E(��;j)
= �i�j[exp(u

0
iDuj)� 1] :
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V s'�ecrit donc comme somme de deux matrices (dont l'une est diagonale) :

V = A+B ;

o�u A = fd �2i exp(u0iDui) gi=1;:::;N

et B = f�i�j (exp(u0iDuj)� 1)gi;j=1;:::;N :

Estimation par maximum de quasi-vraisemblance

La d�emarche reste la même. Les deux premiers moments �etant calcul�es, on
construit et on maximise la fonction de quasi-vraisemblance. On est amen�e, dans ce
cas, �a r�esoudre le syst�eme it�eratif :

(X 0W [t]�1X)� [t+1] = X 0W [t]�1� [t] ; (3.3)

avec � [t] = X� [t] +K [t]�1(y � �[t]) ;
W [t] = K [t]�1V [t]K [t]�1 ;

et K [t] = fd exp(��i )[t] gi=1;:::;N :

Remarque: La matriceK est la même qu'au 3.3.2. En e�et, l'esp�erance s'exprimant

de la même fa�con, la matrice G =
@�

@� 0
= KX, ne change pas. Il n'y a toujours pas

d'e�et multiplicatif.

3.4.2.2 �Etape d'approximation de V et estimation des �2j

Faisant l'hypoth�ese que 8i; j 2 f1; :::; Ng2 ; les �el�ements u0iDuj sont proches de
0, on utilise, de même que pour le cas Poisson, une approximation de la fonction
exponentielle au voisinage de 0 pour obtenir :

A � V0 = fd �2i (1 + u0iDui) gi=1;:::;N

B � V1 = f�i�j u0iDujgi;j=1;:::;N :

Ainsi, on a :

V � V0 + V1
� V0 + KUDU 0K :

Ce qui nous conduit �a l'approximation de W suivante :

W � K�1V0K
�1 + UDU 0

� R + UDU 0

o�u R s'�ecrit :
R = fd 1 + u0iDui gi=1;:::;N :
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W �etant approch�ee sous cette forme d'une structure de variance d'un L2M, on ne
r�esout pas directement le syst�eme (3.3) (avec W approch�ee), mais on en obtient
des solutions grâce aux �equations de Henderson (3.2). Cela nous permet, grâce aux
valeurs de � obtenues par r�esolution de ce syst�eme, d'estimer les composantes de la
variance. Les expressions de R et de � n�ecessaires pour (3.2) sont d�ecrites ci-dessus.

3.4.3 Remarques

Remarquons que la condition d'approximation repose de nouveau sur la proxi-
mit�e des u0iDuj �a 0. Les remarques sont similaires �a celles des 2 cas pr�ec�edents, la
d�emarche l'�etant aussi.

3.5 Une formalisation commune

Notre objectif ici, est de proposer une �ecriture commune, permettant de re-
grouper les trois cas envisag�es jusqu'�a pr�esent. Cette formalisation nous conduira �a
d�evelopper une nouvelle d�emarche, qui permettra par la suite d'�etudier l'adaptation
de la m�ethode GAR �a d'autres situations.

3.5.1 Des objets communs

Tout d'abord, r�esumons rapidement les objets utilis�es dans les sections pr�ec�e-
dentes. Pour cela, dans toute cette section, nous r�ef�ererons aux cas 1, 2 et 3 respec-
tivement les trois situations :
� Cas 1 : Donn�ees binomiales - Lien probit.
� Cas 2 : Donn�ees poissonniennes - Lien logarithme.
� Cas 3 : Donn�ees exponentielles - Lien logarithme.

Il est essentiel de remarquer que dans tous les cas, la matrice de variance V de
Y , obtenue apr�es approximation se pr�esente sous la forme :

V0 + LZDZ 0L o�u L = KM :

C'est ce qui permet ensuite l'utilisation des �equations de Henderson pour obtenir
les estimations. Les matrices K et M sont d�e�nies comme suit.
D'une part pour M , on a :

- cas 1 : M =

8<
:d 1q

1 + u0iDui

9=
;
i=1;:::;N

- cas 2 et 3 : M = IN .
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Cette matrice M correspond �a la matrice des e�ets multiplicatifs que la \margina-
lisation" (ou l'int�egration des e�ets al�eatoires) a pu introduire sur �.
Ainsi on a pu �ecrire :

�� =M� + C

o�u
�� : pr�edicteur lin�eaire marginalis�e, introduit aux sections pr�ec�edentes,
� = X� : pr�edicteur lin�eaire marginal, en r�ef�erence �a Breslow et Clayton

(1993), qui interpr�etent � comme le pr�edicteur lin�eaire dans le mo-
d�ele marginal,

C : vecteur de d�ecalage.

D'autre part, la matrice K s'�ecrit dans les trois cas :

K = fd h0(��i ) gi=1;:::;N ;

o�u h = g�1 : inverse de la fonction de lien.
En e�et : - cas 1 : K = fd '(��i ) gi=1;:::;N

- cas 2 et 3 : K = fd exp(��i ) gi=1;:::;N .

Bien que l'approximation de la matrice V repose sur une approximation dans un
cas, de la fonction de r�epartition de la loi normale centr�ee r�eduite bivari�ee, et dans
les autres, de la fonction exponentielle, nous allons voir qu'une nouvelle d�emarche
permet d'aboutir �a la même approximation �nale.

3.5.2 Une nouvelle d�emarche

Le principe de la m�ethode GAR repose sur une estimation par maximisation
de la fonction de quasi-vraisemblance marginale. Cette fonction est construite �a
partir des deux premiers moments marginaux. Cependant, le calcul exact de la
matrice de variance marginale V peut, dans certains cas, s'av�erer di�cile. D'autre
part, les composantes de la variance, intervenant notamment dans l'expression de
V , constituent des param�etres inconnus du mod�ele et qu'il est n�ecessaire d'estimer.
C'est pourquoi, nous sommes amen�es �a consid�erer une approximation de V , dont
la forme permet d'utiliser les �equations de Henderson, pour maximiser la quasi-
vraisemblance approch�ee et estimer les composantes de la variance.

Dans la nouvelle d�emarche que nous proposons ici, nous conservons le sch�ema
g�en�eral en deux �etapes, observ�e lors de l'�etude pr�ec�edente : \marginalisation" puis
utilisation des �equations de Henderson pour l'estimation. Notre d�emarche s'appuie
sur la d�e�nition d'un mod�ele approch�e pour un nouveau vecteur al�eatoire ~Y , dont y
serait issu. Dans ce mod�ele approch�e, la fonction de quasi-vraisemblance marginale
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est identique �a celle construite, dans le mod�ele initial, apr�es approximation de V .
Pour cela, il est n�ecessaire d'imposer une hypoth�ese suppl�ementaire au mod�ele initial.

3.5.2.1 Le mod�ele initial

Nous consid�erons le GL2M dont nous rappelons bri�evement les hypoth�eses :

� soit Y le vecteur �a expliquer et y son observation,

� on suppose que, conditionnellement aux e�ets al�eatoires, les composantes de
Y sont ind�ependantes et distribu�ees selon une loi de la famille exponentielle
pour laquelle on a :

E(Yij�) = ��;i
et var(Yij�) = v(��;i) o�u v est la fonction de variance,

� on consid�ere le pr�edicteur lin�eaire :

�� = X� + U� ;

� on relie ce pr�edicteur lin�eaire �a l'esp�erance conditionnelle par la fonction de
lien g (h = g�1) :

�� = g(��) :

L'hypoth�ese suppl�ementaire au mod�ele est la suivante. Nous supposons que le calcul
de l'esp�erance marginale est r�ealisable et que l'on peut �ecrire :

E(Yi) = E(E(Yij�))
= E(h(��;i))
= h(�i�) ;

avec �� = MX� + C : pr�edicteur lin�eaire marginalis�e (pr�edicteur au niveau mar-
ginal). M est la matrice des e�ets multiplicatifs. C est un vecteur de d�ecallage
ind�ependant de �.

Cette hypoth�ese de travail impose donc une conservation de la fonction de lien
inverse. Notons qu'elle est v�eri��ee dans les trois cas �etudi�es.

3.5.2.2 Le mod�ele approch�e

Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, nous allons mod�eliser le vecteur des obser-
vations y par le vecteur al�eatoire ~Y .
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D�e�nition de ~Y

Consid�erons le vecteur al�eatoire ~Y dont les composantes ~Yi sont ind�ependantes.

L'esp�erance conditionnelle de ~Yi est donn�ee par :

E( ~Yij�) = ~��;i
= h(��i ) + h0(��i )~u

0
i� ;

o�u ~u0i est la i
�eme ligne de la matrice ~U = MU . Grâce �a l'hypoth�ese �emise sur le

mod�ele initial, nous connaissons �� et M .

La variance conditionnelle de ~Yi est d�e�nie par :

var( ~Yij�) = v(~��;i) ;

avec la même fonction de variance v que pour Yi, dans le mod�ele initial.

D�e�nissons un nouveau pr�edicteur lin�eaire conditionnel par :

~�� = �� +MU� ;

o�u l'on rajoute �a �� une partie al�eatoire, �a laquelle on applique l'e�et multiplicatif
introduit lors de la marginalisation. Alors que Foulley et Manfredi (1991) in-
terpr�etaient, dans le cas de variances homog�enes, cet e�et multiplicatif comme un
changement d'�echelle sur �, on peut ici le lire comme un changement d'�echelle dans
l'expression des r�egresseurs.
En e�et, on a aussi : ~�� = M�� + C

= ~X� + ~U� + C o�u ~X =MX
~U =MU:

�A l'aide de ce pr�edicteur lin�eaire conditionnel, remarquons qu'une r�ealisation de
l'esp�erance conditionnelle ~��;i, peut être vue comme un d�eveloppement limit�e au
premier ordre de h(~��;i) en �

�
i (pour � proche de 0).

Int�eressons nous maintenant au calcul de l'esp�erance et de la matrice de variance
marginales de ~Y .

Esp�erance et variance marginales de ~Y

Tout d'abord, l'esp�erance marginale de ~Yi est :

E( ~Yi) = E(~��;i) = h(��i ) = E(��;i) = E(Yi) :

Ainsi, les variables Yi et ~Yi ont même esp�erance marginale.
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Pour la matrice de variance marginale ~V , on a :

8i 2 f1; :::; Ng ; var( ~Yi) = E(var( ~Yij�)) + var(E( ~Yij�))
= E(v(~��;i)) + var(~��;i)
= E(v(~��;i)) + h0(��i )

2 ~ui
0D ~ui ;

et,

8i 6= j 2 f1; :::; Ng ; cov( ~Yi; ~Yj) = E(cov( ~Yi; ~Yjj�)) + cov(E( ~Yij�); E( ~Yjj�))
= 0 + cov(~��;i; ~��;j)
= h0(��i )h

0(��j ) ~ui
0D ~uj :

D'o�u ~V s'�ecrit sous la forme :

~V = Var( ~Y ) = E(v(~��)) + K ~UD ~U 0K
= V0 + KMUDU 0MK ;

o�u K est toujours la matrice d�e�nie par : K = fd h0(��i ) gi=1;:::;N .

V�eri�ons que ~V est bien la même matrice que celle obtenue, apr�es approximation,
dans les sections pr�ec�edentes. En ce qui concerne le deuxi�eme terme de la somme,
on retrouve bien la même expression. Mais qu'en est-il du premier terme : la matrice
V0? Reprenons les trois cas :

� Cas 1 : Pour un GLM avec loi binomiale, la fonction de variance associ�ee est :

v(�i) =
�i(1� �i)

ni
.

D'o�u :

V0ii = E(
~��;i(1� ~��;i)

ni
)

= E(
1

ni
[h(��i ) + h0(��i ) ~ui

0�][1� h(��i )� h0(��i ) ~ui
0�])

=
1

ni
[h(��i )(1� h(��i ))� h0(��i )

2 ~ui
0D ~ui]:

Notons que cette expression �etablie pour des donn�ees binomiales reste vraie quelle
que soit la fonction de lien inverse h. On en verra l'utilisation dans la section suivante.
Pour le lien probit, h = � et h0 = ', on obtient donc :

V0 =

(
d
�(��i )(1� �(��i ))� '(��i )

2u0iMDMui
ni

)
i=1;:::;N

:

Ce qui, �etant donn�e que l'on peut �ecrire �i = �(��i ) et tii = u0iMDMui (cf para-
graphe 3.2.2), nous redonne bien la même expression de V0, et donc de ~V .
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� Cas 2 : Pour un GLM avec loi de Poisson, la fonction de variance associ�ee est :
v(�i) = �i.
D'o�u :

V0ii = E(~��;i)
= h(��i ) = �i :

Donc on v�eri�e encore :
V0 = fd �i gi=1;:::;N :

� Cas 3 : Pour un GLM avec loi exponentielle, la fonction de variance associ�ee est :
v(�i) = �2i .
D'o�u :

V0ii = E(~�2�;i)
= E([h(��i ) + h0(��i ) ~ui

0�]2)
= h(��i )

2 + h0(��i )
2 ~ui

0D ~ui
= �2i + �2i ~ui

0D ~ui:

Or, dans ce cas, M = IN , d'o�u ~ui = ui, et on v�eri�e une fois encore :

V0 =
n
d �

2
i (1 + u0iDui)

o
i=1;:::;N

:

Dans les trois cas, la matrice de variance marginale ~V de ~Y dans le mod�ele
approch�e, est donc bien la même que l'approximation de V du mod�ele initial, calcul�ee
pour l'utilisation des �equations de Henderson dans les d�emarches directes.

3.5.2.3 La m�ethode d'estimation

Dans un mod�ele approch�e, on a donc d�e�ni un vecteur al�eatoire ~Y tel que :

� son esp�erance marginale est �egale �a celle de Y ,

� sa matrice de variance marginale ~V correspond �a la matrice de variance mar-
ginale approch�ee de Y .

La quasi-vraisemblance �etant construite �a partir des deux premiers moments mar-
ginaux, nous obtenons la même fonction. Ainsi, sa maximisation par r�esolution des
�equations de Henderson aboutira donc aux mêmes estimations (en consid�erant bien
entendu y comme r�ealisation de ~Y ).

Le d�etour par ~Y que nous proposons, permet d'�eviter le calcul exact de la ma-
trice de variance V , mais aussi de prendre en compte des approximations de nature
di��erentes r�ealis�ees sur la fonction de lien.
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3.5.3 Commentaires

�A l'aide du formalisme que nous venons de pr�esenter, la m�ethode GAR, d�eve-
lopp�ee �a l'origine dans le cadre bien pr�ecis d'un mod�ele probit pour donn�ees bino-
miales, peut s'�etendre �a d'autres types de mod�elisations. L'utilisation de la quasi-
vraisemblance marginale �a partir des deux premiers moments marginaux devrait
pouvoir s'appliquer �a de nombreux cas. Cependant notre pr�esentation se limite �a
l'hypoth�ese forte de conservation du lien inverse, lors du calcul de l'esp�erance mar-
ginale. Elle est v�eri��ee dans les trois cas �etudi�es auparavant, et le sera aussi de fa�con
approch�ee �a la section 3.6. Elle semble être la cl�e principale �a cette m�ethodologie
GAR.
Notons que dans tous les mod�eles avec lien identit�e (h = Id), cette hypoth�ese
est v�eri��ee puisqu'alors ��;i = ��;i = x0i� + u0i� et �i = ��i = x0i�. Prenons pour
exemple le cas tr�es simple de donn�ees poissonniennes o�u l'esp�erance conditionnelle
s'�ecrit : ��;i = x0i� + u0i� et la fonction de variance : v(x) = x. L'�echelle margi-
nale alors est la même que celle d'origine : M = IN , ~��;i = ��;i et K = IN . Aussi,
~��;i = ��;i donc ~V = V , la matrice de variance s'�ecrit directement sous la forme
V = V0 +KMUDU 0MK avec V0 = fd x0i� gi=1;:::;N . Dans ce cas tr�es simple, nous
v�eri�ons encore la validit�e du formalisme.
D'autre part, certaines applications utilisent la mod�elisation exponentielle avec lien

inverse (lien canonique : h(x) =
1

x
). Outre le fait que ce lien ne permette pas d'as-

surer la positivit�e du param�etre de la loi, le calcul de ��i = E(��;i) = E

 
1

��;i

!
=

E

 
1

x0i� + u0i�

!
pour � � N (0; D), lorsqu'il converge, s'av�ere d�elicat. Pourtant, il est

possible d'envisager un d�eveloppement limit�e de l'esp�erance conditionnelle (pour �
proche de 0) :

1

x0i� + u0i�
=

1

x0i�
[1� u0i�

x0i�
+ (

u0i�

x0i�
)2 + o(�2)] :

Selon que l'on se restreint �a un d�eveloppement limit�e au premier ordre ou au second
ordre, on aura :

� �i = h(��i ) avec �
�
i = x0i� (d'o�u M = IN) dans un cas ;

� et ��i =
x0i�

1 +
u0iDui
(x0i�)

2

(d'o�u M =

8>>>><
>>>>:d

1

1 +
u0iDui
(x0i�)

2

9>>>>=
>>>>;
i=1;:::;N

) dans l'autre.

Il est alors possible de poursuivre avec :

~��;i =
1

~x0i�
� ~u0i�

(~x0i�)
2
;
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o�u ~X =MX et ~U =MU . On aboutit alors �a

~V = V0 +KMUDU 0MK

o�u K = f� 1

(~x0i�)
2
gi=1;:::;N

et V0ii = E(v(~��;i))

= E(~�2�;i)

= E((
1

~x0i�
� ~u0i�

(~x0i�)
2
)2)

=
1

(~x0i�)
2
(1 +

~u0iD~ui
(~x0i�)

2
) :

Ainsi, même s'il est limit�e par l'hypoth�ese prise, ce formalisme permet d'�etendre la
m�ethode GAR �a d'autres situations.

D'autre part, notons que dans la d�emarche initiale, l'approximation de V �etait
r�ealis�e sous l'hypoth�ese de composantes de la variance petites. Cette hypoth�ese inter-
venait donc directement, et ce ne semble plus être le cas dans la nouvelle d�emarche.
Pourtant, le mod�ele approch�e ne sera justi��e que parce qu'il permet d'aboutir no-
tamment �a l'expression de la variance marginale approch�ee. Ainsi, sans intervenir
explicitement, cette hypoth�ese de �2 proche de 0 est sous-jacente.

En�n, dans leur article, Breslow et Clayton (1993) envisagent une autre d�e-
marche pour d�e�nir un mod�ele marginal et utiliser la quasi-vraisemblance marginale.
Zeger, Liang, et Albert (1988) ont adopt�e une d�emarche similaire. Nous y avons
d�ej�a fait r�ef�erence mais revenons-y �a titre de comparaison.

En gardant les mêmes notations, le mod�ele initial, d�e�ni conditionnellement aux
e�ets al�eatoires, est un GLM, que l'on peut �ecrire sous la forme :

Yi = ��;i + "i
= h(x0i� + u0i�) + "i ;

(3.4)

avec E(Yij�) = ��;i = h(��;i) = h(x0i� + u0i�)
V (Yij�) = V ("ij�) = v(��;i) :

Les auteurs sp�eci�ent alors un mod�ele marginal en termes de l'esp�erance marginale
par :

E(Yi) = �i = h(x0i�) ;
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utilisant le pr�edicteur lin�eaire marginal �i = x0i�. L'esp�erance marginale ainsi d�e�-
nie, �a moins d'un lien identit�e (c'est le cas du L2M), ne co��ncide pas avec le vrai
calcul de l'esp�erance marginale.
Cependant, ils remarquent aussi que ce mod�ele marginal peut être d�eriv�e du mo-
d�ele initial par une approximation au premier ordre de l'�equation (3.4), lorsque les
composantes de dispersion tendent vers 0. En e�et, on obtient alors :

Yi � h(x0i�) + h0(x0i�)u
0
i� + "i

Tout ceci les conduit �a consid�erer la matrice de variance marginale :

V = V (Y ) = V0 +KUDU 0K

avec V0 = fd v(�i) gi=1;:::;N ;
K = fd h0(�i) gi=1;:::;N :

Cette �ecriture, au contraire de la m�ethode GAR, ne tient pas du tout compte des
e�ets multiplicatifs introduits lors de la \marginalisation". Et cela implique aussi,
de fa�con peu justi��ee, que :

V0ii = V ("i) = E(V ("ij�))
= v(�i) = E(v(��;i)) :

3.6 GAR - Donn�ees binomiales - Lien logit

Utilisant le formalisme de la section 3.5, nous envisageons maintenant une adap-
tation de la m�ethode GAR au cas o�u les donn�ees sont distribu�ees selon une loi
binomiale, dans un mod�ele o�u l'on consid�ere le lien logit. Ce type de mod�elisation
est tr�es r�epandu, et est beaucoup plus utilis�ee que le lien probit, notamment dans
le milieu m�edical. Remarquons aussi que le lien logit correspond au lien canonique
associ�e �a la loi binomiale.

A�n de poursuivre la d�emarche pr�ec�edente, nous allons tout d'abord d�etermi-
ner la nouvelle �echelle marginale (en identi�ant l'e�et multiplicatif), pour pouvoir
ensuite approcher la matrice de variance-covariance V et proc�eder �a l'estimation.

3.6.1 Mod�ele et notations

Comme dans le cadre de la section 1, la distribution des composantes Yi est,
conditionnellement aux e�ets al�eatoires, binomiale. On a :

8i 2 f1; :::; Ng ; Yi j � � Bin(ni; p�;i) ;
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et l'on s'int�eresse toujours aux fr�equences : Fi =
Yi
ni

.

Mais ici, le lien entre p�;i et le pr�edicteur lin�eaire ��;i = x0i� + u0i� se fait par
l'interm�ediaire de la fonction logistique :

ln(
p�;i

1� p�;i
) = ��;i () p�;i =

exp(��;i)

1 + exp(��;i)
:

et l'on note g(x) = ln(
x

1� x
) et h(x) =

exp(x)

1 + exp(x)
(h = g�1).

On suppose toujours une distribution gaussienne pour les e�ets al�eatoires : � �
N (0; D).

3.6.2 Calcul de ��

On s'int�eresse tout d'abord au calcul du pr�edicteur lin�eaire marginalis�e �� et �a
l'identi�cation de M .

8i 2 f1; : : : ; Ng ;
E(Fi) = E(E(Fij�)) = E(p�;i)

= E(h(��;i))

= E

 
exp(��;i)

1 + exp(��;i)

!
:

Malheureusement, ce calcul exact est di�cilement r�ealisable. Nous envisageons alors
l'approximation usuelle de la fonction logistique (Zeger et al. 1988) :

exp(x)

1 + exp(x)
� �(cx) o�u c =

16
p
3

15�
:

Ce passage par la fonction � est r�ealis�e successivement dans un sens puis dans l'autre.
C'est un arti�ce de calcul permettant d'utiliser les propri�et�es de cette fonction pour
le calcul de l'esp�erance marginale. Cela signi�e que, momentan�ement, on se place
dans un mod�ele avec lien probit.
Ainsi,

E(Fi) � E(�(c��;i))
� E(�(cx0i� + cu0i�))

� �

0
@ cx0i�q

1 + c2u0iDui

1
A :
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�A l'aide de l'approximation inverse, on a alors :

E(Fi) �
exp

0
@ x0i�q

1 + c2u0iDui

1
A

1 + exp

0
@ x0i�q

1 + c2u0iDui

1
A

= h(��i ) = �i ;

avec ��i =
x0i�q

1 + c2u0iDui
;

d'o�u M =

8<
:d 1q

1 + c2u0iDui

9=
;
i=1;:::;N

:

Maintenant que l'on a su identi�er �� etM , on peut d�e�nir le pr�edicteur lin�eaire
conditionnel sur la nouvelle �echelle :

~�� = �� +MU�

= �� + ~U� ;

ainsi que la matrice K :

K = fd h0(��i ) gi=1;:::;N

=

(
d

exp(��i )

(1 + exp(��i ))
2

)
i=1;:::;N

= fd �i(1� �i) gi=1;:::;N :

3.6.3 Calcul de ~V

Pour calculer ~V , les matrices K et M �etant connues, il reste �a d�eterminer V0.
D'apr�es l'expression obtenue au 3.5.2.2, dans le cas binomial avec une fonction de

lien quelconque ; on a ici, avec h(x) =
exp(x)

1 + exp(x)
:

V0ii =
1

ni
[h(��i )(1� h(��i ))� h0(��i )

2 ~ui
0D ~ui]

=
exp(��i )

ni(1 + exp(��i ))
2
[1� exp(��i )

(1 + exp(��i ))
2
u0iMDMui] :

La matrice ~V s'�ecrit alors :

~V = V0 +KMUDU 0MK
= V0 + LUDU 0L
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avec L = KM =

8<
:d

h0(��i )q
1 + c2u0iDui

9=
;.

3.6.4 M�ethode d'estimation

On proc�ede donc �a l'estimation par maximisation de la fonction de quasi-vrai-
semblance. Pour cela, si D est connue, on r�esout le syst�eme it�eratif suivant :

(X 0W [t]�1X)�[t+1] = X 0W [t]�1� [t] ; (3.5)

avec � [t] = X� [t] + L[t]�1(f � �[t])
et W [t] = L[t]�1V [t]L[t]�1 :

D �etant inconnue, on approche V par ~V et on consid�ere :

~W [t] = L[t]�1 ~V [t]L[t]�1

= L[t]�1V
[t]
0 L[t]�1 + UDU 0

= R[t] + UDU 0 ;

o�u R est alors de la forme :

R =

(
d
1

ni
[
(1 + exp(��i ))

2(1 + c2u0iDui)

exp(��i )
� u0iDui]

)
i=1;:::;N

=

(
d
1

ni
[
1 + c2u0iDui
�i(1� �i)

� u0iDui]

)
i=1;:::;N

:

On obtient donc une solution aux �equations (3.5) avec ~W , par r�esolution des
�equations de Henderson. Pour cela, on utilise le sous-produit �̂ obtenu, comme pr�e-
diction de � ainsi que pour l'estimation des composantes de la variance.

3.6.5 Quelques simulations

Dans le tableau ci-dessous, nous pr�esentons les r�esultats de quelques simulations.
Si nous avons choisi ce cadre particulier du mod�ele binomial - lien logit pour r�ealiser
des simulations, c'est qu'une m�ethodologie GAR a pu être envisag�ee dans ce type
de mod�ele grâce au formalisme propos�e.

Dans ce mod�ele, nous avons simul�e des vecteurs de donn�ees de taille 20. Un seul
e�et al�eatoire avec 4 r�ealisations a �et�e introduit. Apr�es avoir impos�e un e�et �xe
nul, nous avons r�ealis�e, pour chaque valeur de �2 consid�er�ee, 200 simulations. Les
r�esultats des moyennes et �ecart-types pour � et �2 obtenues sont les suivantes :
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�2 simul�e �2=0.01 �2=0.1 �2=0.5 �2=1 �2=2 �2 = 4

�2 estim�e 0.013 0.115 0.536 1.336 11.378 384.2
�ecart type 0.015 0.112 0.543 1.459 114.878 3973.163

� estim�e -0.005 -0.010 0.014 -0.011 0.059 0.930
�ecart type 0.065 0.151 0.304 0.501 1.278 7.838

Tab. 3.1 { R�esultats d'estimation des param�etres par la m�ethode GAR adapt�ee �a un
mod�ele binomial - lien logit.

Ainsi �a partir de �2 = 1 et surtout pour �2 = 2 et �2 = 4, les estimations obtenues se
d�et�eriorent. Nous retrouvons l�a le fait que l'utilisation de cette m�ethode est r�eserv�ee
au domaine de validit�e de l'approximation de la matrice de variance V par ~V ; c'est-
�a-dire pour des petites valeurs des composantes de la variance.

En�n, nous avons eu l'occasion d'�emettre des doutes quant �a la pr�evision de
� obtenue. Des simulations e�ectu�ees ne sont pas venues diminuer ces doutes, en
comparant le � simul�e et le � pr�edit.
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Annexe au chapitre 3

Propri�et�e : Si X � N (�; �2) alors E(�(X)) = �(
�p

1 + �2
) ;

avec � : fonction de r�epartition de la loi normale centr�ee r�eduite.

D�emonstration :

E(�(X)) =
Z +1

�1
�(x)fX(x)dx

avec fX : fonction de densit�e de la loi normale N (�; �2).

Soit U variable al�eatoire de loi N (0; 1) ind�ependante de X, alors :

E(�(X)) =
Z +1

�1
P (U � x)fX(x)dx

=
Z +1

�1
(
Z x

�1
fU(u)du)fX(x)dx

=
Z Z

u�x
fU(u)fX(x)dudx

= P (V 2 D)

o�u : V = (U;X) couple de composantes ind�ependantes
D est le domaine d�e�ni par D = f(u; x) 2 IR2=u � xg :

E(�(X)) = P (U � X)

= P (U �X � 0) avec U �X � N (��; 1 + �2)

= P

 
U �X + �p

1 + �2
� �p

1 + �2

!

= �

 
�p

1 + �2

!
:

2





Chapitre 4

Une h�et�erog�en�eit�e dans les

mod�eles mixtes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons �a une nouvelle cat�egorie de mod�eles
que sont les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es mixtes �a variances h�et�erog�enes.
Comme leur nom l'indique, nous restons dans le cadre d'une mod�elisation liant e�ets
al�eatoires et mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es. Notre attention se porte toujours sur
l'estimation des param�etres de variance de ces e�ets al�eatoires { les composantes de
la variance. Cependant, nous introduisons ici de nouveaux param�etres de variance
a�n de mod�eliser l'h�et�erog�en�eit�e, et le but de ce chapitre est d'en proposer une
m�ethode d'estimation.

Si la notion de mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e mixte, sujet central de cette th�ese, a �et�e
largement d�ecrite dans les chapitres pr�ec�edents, il n'en est pas de même en ce qui
concerne celle d'h�et�erog�en�eit�e. Cette notion d'h�et�erog�en�eit�e peut recouvrir des sens
di��erents selon les auteurs et les contextes, et peut donner lieu �a des mod�elisations
vari�ees. Aussi, dans un premier temps, nous pr�ecisons le sens que nous lui accordons
ici, et nous donnons une d�e�nition des mod�eles �etudi�es en soulignant les di�cult�es
particuli�eres qu'ils soul�event pour la mise en place de proc�edure d'estimation.

Dans ce chapitre et pour atteindre notre objectif, l'algorithme EM va s'av�erer
un outil essentiel. Ainsi l'objet de la section 4.3 est de revenir tout d'abord sur son
utilisation dans le cadre g�en�eral des mod�eles �a e�ets al�eatoires. Puis, apr�es avoir
d�ecrit cet algorithme dans le cas particulier d'un GLM avec surdispersion, nous
verrons qu'il semble peu envisageable de prolonger, sans autre d�etour, cette d�emarche
pour un GL2M quelconque. Malgr�e tout, nous nous arrêtons dans la section 4.4 sur
sa mise en place dans les mod�eles lin�eaires mixtes. Ce qui donne alors naissance �a
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di��erents algorithmes que nous pr�esentons, et souligne le bien-fond�e de la d�emarche
EM pour traiter l'h�et�erog�en�eit�e.

C'est pourquoi nous r�eutilisons cette id�ee, de fa�con indirecte cette fois-ci, en sec-
tion 4.5 pour en arriver �a proposer une m�ethode d'estimation des composantes de
la variance dans un GL2M h�et�erog�ene. Cette m�ethode combine �a la fois la lin�eari-
sation du mod�ele lin�eaire g�en�eralis�e �a e�ets al�eatoires, d�ej�a rencontr�ee au chapitre
2, et l'utilisation des algorithmes propos�es dans la section pr�ec�edente au sein des
mod�eles lin�eaires mixtes �a variances h�et�erog�enes. Nous verrons comment cette m�e-
thode, dans le cas particulier de l'homog�en�eit�e, nous ram�ene aux travaux pr�esent�es
au deuxi�eme chapitre. Des r�esultats de simulations seront pr�esent�es pour observer
son comportement.

4.2 Introduction de l'h�et�erog�en�eit�e dans les mo-

d�eles mixtes

4.2.1 La notion d'h�et�erog�en�eit�e et les L2M �a variances h�e-

t�erog�enes

La notion d'h�et�erog�en�eit�e et, �a l'oppos�e, celle d'homog�en�eit�e sont utilis�ees par
de nombreux auteurs dans des contextes tr�es vari�es. Cette multiplicit�e donne lieu �a
des d�e�nitions tr�es vagues dans le cadre g�en�eral. D'autant plus vagues qu'�a ces deux
notions viennent parfois se gre�er, voire se confondre, celles d'h�et�erosc�edasticit�e et
d'homosc�edasticit�e. Si bien qu'une di��erenciation pr�ecise de ces termes n'est pas
toujours tr�es claire dans la litt�erature, mais ce n'est pas notre sujet. Nous nous
int�eressons ici aux mod�eles �a variances h�et�erog�enes et nous pr�ecisons dans cette
section le sens que nous donnons �a ces termes.

L'�etude de la nature des variations observ�ees dans des donn�ees relev�ees sur une
population, est l'un des objectifs principaux de la statistique. Lorsqu'une population
se divise en sous-groupes, il est int�eressant de savoir si les observations se comportent
de mani�ere identique d'un sous-groupe �a l'autre. Si c'est le cas, cette r�epartition en
sous-population sera dite dans le langage usuel homog�ene. A contrario, constater une
h�et�erog�en�eit�e peut constituer une source d'information importante lors de l'analyse
de donn�ees. Nous allons voir comment une mod�elisation peut justement prendre en
compte ces di��erences de comportement d'un sous-groupe �a un autre.

Tout d'abord, le d�ecoupage en sous-groupes (ou classes ou sous-population) peut
être pr�ecis ou au contraire ou. En e�et, dans certaines situations une h�et�erog�e-
n�eit�e des donn�ees est pressentie sans bien savoir �a quel d�ecoupage elle correspond
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pr�ecis�ement ; autrement dit, si telle donn�ee appartient ou non �a tel sous-groupe.
Les mod�eles de m�elange apparaissent alors comme un outil naturel permettant de
prendre en compte ce type d'h�et�erog�en�eit�e. Des lois sont suppos�ees pour chaque
classe, et en a�ectant �a chaque donn�ee une certaine probabilit�e d'appartenance aux
di��erentes classes, ces mod�eles permettent de respecter la non connaissance exacte
du d�ecoupage. Dans ce cadre, on peut se r�ef�erer notamment aux travaux de Dietz
(1992), Dietz et B�ohning (1995), qui �etudient justement les m�elanges de GLM.

Ici, nous nous int�eressons davantage au cas o�u les sous-populations sont par-
faitement d�e�nies par l'exp�erience : on connait le groupe auquel appartient chaque
donn�ee. Ce d�ecoupage est indic�e par i. Au cours de la mod�elisation, un vecteur
al�eatoire est introduit, dont plusieurs r�ealisations interviennent (non exclusivement)
dans la i�eme sous-population. Alors pour traduire des di��erences de comportement
d'une sous-population �a l'autre, on suppose que la composante de ce vecteur, associ�ee
�a la i�eme sous-population, est distribu�ee normalement avec un param�etre de variance
�egal �a �2i . L'h�et�erog�en�eit�e s'exprime alors par une di��erence entre ces param�etres de
variance �2i �a travers les sous-groupes.

Il est possible d'ins�erer cette description de l'h�et�erog�en�eit�e �a di��erents niveaux.
Dans le cadre des mod�eles lin�eaires, le vecteur al�eatoire introduit pr�ec�edemment,
et sur la distribution duquel s'exprime l'h�et�erog�en�eit�e, peut correspondre �a deux
sources d'al�ea. Il repr�esente, en e�et, soit la composante r�esiduelle du mod�ele, soit
le vecteur d'e�ets al�eatoires. Nous d�ecrivons ces deux situations.

� Cas 1 : l'h�et�erog�en�eit�e se situe au niveau de la distribution des erreurs.
Dans cette situation, le vecteur al�eatoire est de même taille que celui des
donn�ees. Chaque r�ealisation est associ�ee �a une et une seule donn�ee. Le vecteur
peut alors être d�ecoup�e selon les sous-populations. Dans ce cadre, on pourra
consid�erer un mod�ele lin�eaire avec ou sans e�ets al�eatoires. Aitkin (1987)
envisage le cas du mod�ele lin�eaire �a variances h�et�erog�enes lorsqu'il reprend
la mod�elisation de l'h�et�erog�en�eit�e propos�ee par Cook et Weisberg (1983).
Dans son travail, chaque donn�ee correspond �a un sous-groupe, et de plus un
mod�ele log-lin�eaire pour les di��erents param�etres de variance est suppos�e.
D'autres auteurs, comme Foulley, San Cristobal,Gianola, et Im (1992),
ont consid�er�e le cas des mod�eles lin�eaires mixtes �a variances h�et�erog�enes, en
supposant de même un mod�ele pour la variance.

� Cas 2 : l'h�et�erog�en�eit�e se situe au niveau de la distribution des e�ets al�eatoires.
Le vecteur al�eatoire n'est alors plus de même taille que celui des donn�ees. Une
même r�ealisation peut intervenir aupr�es de plusieurs donn�ees et le vecteur ne
peut alors plus se d�ecouper selon les sous-populations. Ainsi, pour d�ecrire cela,
on suppose qu'un deuxi�eme d�ecoupage de la population, indic�e par j celui-l�a,
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est e�ectu�e, embô�t�e ou crois�e au d�ecoupage pr�ec�edent. On oublie un instant
le premier d�ecoupage et l'on suppose qu'�a la j�eme sous-population est asso-
ci�e le niveau d'un facteur �j. Ce facteur est ensuite consid�er�e au cours de la
mod�elisation comme facteur �a e�et al�eatoire, c'est-�a-dire que les �j sont des
r�ealisations ind�ependantes d'une loi normale centr�ee de variance �2. Le vec-
teur � = (�1; :::; �j; :::)

0 rassemble ces r�ealisations, que nous n'observons pas
directement au cours de l'exp�erience. En reprenant maintenant le d�ecoupage
selon les classes, on renouvelle les hypoth�eses pr�ec�edentes et l'on suppose que
les �j dans la i

�eme classe sont des r�ealisations ind�ependantes d'une loi normale
centr�ee de variance �2i , cette fois-ci d�ependante (indice i) de la classe. Dans
cette situation alors, l'hypoth�ese d'h�et�erog�en�eit�e se traduit encore par les dif-
f�erences entre les �2i . Cette h�et�erog�en�eit�e concernant les e�ets al�eatoires, avec
ou sans association �a une h�et�erog�en�eit�e r�esiduelle, correspond au type de mo-
d�elisation consid�er�e notamment par Gianola (1986), ou encore Foulley et
Quaas (1995).

Notons que certains auteurs ont adopt�e d'autres d�e�nitions de la notion d'h�et�ero-
g�en�eit�e. Selon Jacqmin-Gadda et Commenges (1995) par exemple, cette notion
se rapporte davantage �a la pr�esence ou non des e�ets al�eatoires. Dans notre tra-
vail, nous conservons cependant la description pr�ec�edente du cas 2. Cela r�epond
�a de nombreuses situations pratiques en g�en�etique animale. Garrick, Pollak,
Quaas, et Van Vleck (1989) le soulignent par des exemples dans le domaine de la
production animale. Hill (1984) a mis en �evidence qu'il �etait important de ne pas
oublier de prendre en compte cette h�et�erog�en�eit�e dans des proc�edures d'�evaluation
g�en�etique. Depuis, divers travaux ont eu lieu dans ce domaine.

Ainsi, c'est cette d�e�nition, selon laquelle l'h�et�erog�en�eit�e se traduit par des dif-
f�erences sur les param�etres de variance d'un vecteur al�eatoire, et plus pr�ecis�ement
des e�ets al�eatoires, que nous reprenons dans ce travail en l'�elargissant au cadre
des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es mixtes. Nous d�ecrivons plus pr�ecis�ement dans la
sous-section suivante les mod�eles �etudi�es.

4.2.2 D�e�nition des GL2M �a variances h�et�erog�enes

La mod�elisation avec variances h�et�erog�enes pr�esente un int�erêt certain en pra-
tique. Mais jusqu'�a pr�esent, les travaux r�ealis�es (notamment par Gianola (1986),
Aitkin (1987),Gianola et al. (1992),Foulley etQuaas (1995)) concernent prin-
cipalement l'h�et�erog�en�eit�e dans les mod�eles lin�eaires ou mod�eles lin�eaires mixtes.
Nous reprenons ici le point de vue selon lequel l'h�et�erog�en�eit�e se traduit par des
hypoth�eses sur la distribution des e�ets al�eatoires, et nous l'�etendons au sein des
mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es mixtes.
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Pour cela, nous supposons une certaine strati�cation des donn�ees et c'est relati-
vement �a celle-ci que s'�enoncera une fois de plus l'hypoth�ese d'h�et�erog�en�eit�e. Dans
le contexte de la g�en�etique animale, les di��erents niveaux de cette strati�cation
correspondent souvent �a di��erents environnements (pouvant être des troupeaux,
des r�egions ...). Nous supposons disposer de I environnements et nous cherchons �a
mettre en �evidence des di��erences de comportements entre les environnements. En
ce qui concerne les e�ets al�eatoires, nous ne faisons pas ici d'hypoth�eses suppl�emen-
taires : ils peuvent être crois�es, embô�t�es ou correspondre �a une surdispersion. Nous
pr�esentons dans un premier temps les mod�eles avec un seul e�et al�eatoire, puis nous
en donnerons ult�erieurement l'extension �a un nombre K d'e�ets.

Pour d�e�nir les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es mixtes �a variances h�et�erog�enes, nous
reprenons les trois hypoth�eses classiques de d�e�nition des mod�eles lin�eaires g�en�era-
lis�es mixtes. Parmi elles, les hypoth�eses d'une part sur la distribution conditionnelle
aux e�ets al�eatoires du vecteur r�eponse, que l'on suppose appartenir �a la famille
exponentielle, d'autre part sur la fonction de lien reliant l'esp�erance conditionnelle
et le pr�edicteur lin�eaire, restent identiques. C'est par contre dans l'expression du
pr�edicteur lin�eaire qu'intervient la mod�elisation de l'h�et�erog�en�eit�e. En e�et, pour
tout environnement i, on d�e�nit le pr�edicteur lin�eaire associ�e au sous-vecteur Yi (de
taille ni) du vecteur r�eponse (observations pour le i�eme environnement), de la fa�con
suivante :

8i 2 f1; :::; Ig ; �i = Xi� + �iUi�

o�u Xi et Ui (respectivement ni� p et ni� q) sont les sous-matrices de X et U �x�ees
par l'exp�erience, et � le vecteur des param�etres �xes inconnus de taille p. Le vecteur
al�eatoire �, �a q composantes, est le vecteur des e�ets al�eatoires. Il est distribu�e selon
la loi normale multivari�ee centr�ee r�eduite. Il se r�ealise en � = (�1; : : : ; �j; : : : ; �q)

0 au
cours de l'exp�erience, r�ealisations qui ne sont pas observ�ees directement.

Remarque : Nous rappelons que, pour des commodit�es d'�ecriture, et dans tout le
document, nous d�esignons par � �a la fois le vecteur al�eatoire et sa r�ealisation.

En notant x0im et u0im les m�emes lignes de Xi et Ui, le pr�edicteur lin�eaire pour la m
�eme

observation de l'environnement i est donc :

�im = x0im� + �iu
0
im� :

Dans cette expression du pr�edicteur lin�eaire, il est important de noter les deux
points suivants.

� Les param�etres de variance �2i d�ependent de chaque environnement (indice i).
L'h�et�erog�en�eit�e nâ�t donc dans cette di��erence exprim�ee d'un environnement
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�a l'autre. Ils ont �et�e sortis de la distribution du vecteur d'e�ets al�eatoires � et
interviennent comme param�etre d'�echelle. La loi normale suppos�ee a alors une
variance unit�e. Si � �etait un vecteur �xe, ces param�etres de variance pourraient
être vus comme de nouveaux param�etres de r�egression.

� Le vecteur � est le seul non indic�e par i. Autrement dit, c'est le même vec-
teur al�eatoire qui intervient dans les di��erents environnements. Ce qui signi�e
qu'un d�ecoupage de �, en s�eparant les di��erents niveaux du facteur �a e�ets
al�eatoires selon les environnements, n'est pas toujours r�ealisable. Il se peut
qu'une même r�ealisation d'un des niveaux du facteur intervienne dans plu-
sieurs environnements. Ce sont ensuite les �el�ements de la matrice U qui en
donneront l'indication. En pratique, cela se traduit de la fa�con suivante. Re-
prenons l'exemple classique en g�en�etique animale de mod�elisation des mesures
sur les veaux et o�u �a chaque taureau p�ere, on fait correspondre une r�ealisation
d'un facteur �a e�et al�eatoire. On imagine alors qu'un même taureau peut être
transf�er�e dans plusieurs environnements. La r�ealisation de l'e�et al�eatoire qui
lui sera a�ect�ee interviendra alors dans deux environnements di��erents i et i0,
associ�ee �a deux pr�edicteurs di��erents �i et �i0 avec deux param�etres d'�echelle
di��erents �i et �i0 . Cette hypoth�ese ne pouvait alors se traduire autrement que
dans une �ecriture o�u le param�etre �i est sorti de la distribution de �, sans quoi
une même r�ealisation n'aurait pu être r�ealisation de 2 lois di��erentes.

Ces deux points traduisent la d�elicate introduction de l'h�et�erog�en�eit�e dans ces
mod�eles. �A cause du deuxi�eme point mentionn�e, alors que les param�etres �i avaient
�et�e sortis de la distribution de � au d�ebut par commodit�e d'�ecriture, il semble main-
tenant impossible de les y replacer : on doit les maintenir comme facteur d'�echelle.

Ces remarques auront toute leur importance ensuite lors de la mise en place des
proc�edures d'estimation. En e�et, sans l'h�et�erog�en�eit�e, dans les mod�eles lin�eaires
mixtes, le param�etre �2 peut être maintenu comme param�etre de variance dans la
distribution de l'e�et al�eatoire. On a vu alors dans les chapitres pr�ec�edents que la
variance empirique des valeurs pr�edites (i.e. des valeurs estim�ees des r�ealisations non
observ�ees : �̂k; k = 1; :::; q) de l'e�et al�eatoire permet d'en estimer la variance. Ici,
on ne peut plus se ramener �a cela puisqu'une même r�ealisation peut être associ�ee �a
deux param�etres de variance di��erents. Gianola (1986) explique cependant que la
proc�edure BLUP usuelle est adaptable au cas h�et�erog�ene. Mais il envisage pour cela
une mod�elisation di��erente. Pour tout j, il r�ep�ete la r�ealisation de l'e�et al�eatoire �j
autant de fois qu'elle intervient dans des environnements di��erents. Puis il a�ecte
chacune de ces r�ep�etitions aux environnements concern�es. En�n, bien entendu, pour
mod�eliser le fait que ces r�ep�etitions sont fortement li�ees entre elles (puisqu'issues
d'une même r�ealisation), il introduit des coe�cients de corr�elation. Il nous semble
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cependant plus naturel de garder une seule et même r�ealisation au sein du mod�ele
lorsque c'est un même taureau par exemple qui intervient dans des environnements
di��erents. Mais cela implique de nouvelles di�cult�es pour d�e�nir des proc�edures
d'estimation. C'est ce que nous �etudions dans les sections 4.4 et 4.5.

Pour �nir, l'extension �a la mod�elisation avec plusieurs e�ets al�eatoires est imm�e-
diate. Supposons K e�ets al�eatoires : � = (�01; :::; �

0
j; :::; �

0
K)

0 o�u �j (nj � qj) contient
maintenant les qj r�ealisations du j

�eme e�et al�eatoire. Le pr�edicteur lin�eaire s'exprime
alors de la fa�con suivante :

�i = Xi� +
KX
j=1

�ijUij�j

o�u �2ij est la variance du j
�eme e�et al�eatoire dans le i�eme environnement.

4.3 Utilisation directe de l'algorithme EM dans

les mod�eles mixtes

Nous venons d'exposer les hypoth�eses de mod�elisation que nous adoptons a�n
de traduire une certaine h�et�erog�en�eit�e des donn�ees. Ces hypoth�eses concernent les
param�etres de variance des e�ets al�eatoires. La question naturelle qui en d�ecoule
est bien entendu celle de l'estimation de ces param�etres : nous rejoignons alors le
point d'ancrage principal de cette th�ese. Pour cette estimation, nous l'avons d�ej�a
bri�evement �evoqu�e et nous y reviendrons, la plupart des algorithmes usuels n'ont plus
cours. L'algorithme EM pr�esente, quant �a lui, de nombreux atouts. Nous consacrons
la section 4.4 �a son utilisation au sein des L2M, et la section 4.5 �a l'utilisation que
nous en proposons au sein des GL2M h�et�erog�enes. Mais avant cela, nous d�ecrivons
dans cette section d'une part l'id�ee qui anime cet algorithme lorsqu'il s'agit d'un
mod�ele quelconque �a e�ets al�eatoires et d'autre part, dans les GL2M, les limites de
son utilisation directe au cas de donn�ees surdispers�ees.

4.3.1 La d�emarche EM dans les mod�eles �a e�ets al�eatoires

Depuis sa mise en place par Dempster, Laird, et Rubin (1977), l'algorithme
EM a permis, dans des contextes vari�es, de r�esoudre de nombreux probl�emes li�es �a
l'estimation de param�etres. En e�et, cet algorithme constitue un outil conceptuelle-
ment simple pour obtenir des estimations du maximum de vraisemblance. Il permet,
dans diverses situations, de contourner la di�cult�e d'obtention de la vraisemblance
des observations lorsque la distribution \marginale" de ces observations est d�elicate
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�a sp�eci�er. Il r�ealise cela par l'introduction de donn�ees manquantes, que l'on n'ob-
serve pas au cours de l'exp�erience, mais dont on connâ�t la vraisemblance jointe aux
donn�ees observ�ees. Cet algorithme est �a la base de nombreux travaux et diverses
extensions en ont �et�e propos�ees (cf. McLachlan et Krishnan 1997).

Les mod�eles �a e�ets al�eatoires sont un cadre naturellement propice �a l'utilisation
de cette m�ethodologie. En e�et, dans ces mod�eles, la distribution conditionnelle du
vecteur r�eponse conditionnellement aux e�ets al�eatoires, et la distribution marginale
des e�ets al�eatoires sont connues. Ainsi, la distribution jointe du vecteur r�eponse Y
et des e�ets al�eatoires � s'obtient imm�ediatement. Ce qui est loin d'être le cas de la
distribution marginale de Y .
Puisque nous n'observons pas les e�ets al�eatoires, ils joueront logiquement le rôle
des donn�ees manquantes. Et la distribution jointe pr�ec�edente constitue alors la dis-
tribution des donn�ees compl�etes. En notant � le vecteur des param�etres �a estimer,
ceci se d�ecrit par : f(Y; �j�) = f(Y j�;�):f(�j�) (on adopte ici la notation g�en�erique
de f comme fonction de densit�e des lois des variables indiqu�ees).
L'algorithme est it�eratif et se d�ecoupe �a chaque pas en deux �etapes. Soit �(t) la
valeur des param�etres au pas t, nous d�ecrivons ces deux �etapes de la fa�con suivante :

� l'�etape E (Expectation) : les e�ets al�eatoires n'�etant pas observ�es, on remplace
la log-vraisemblance des donn�ees compl�etes par son esp�erance selon la distri-
bution conditionnelle des e�ets al�eatoires sachant les donn�ees observ�ees et l'on
s'int�eresse �a la fonction de � suivante :

Q(�j�(t)) = E[ln(f(Y; �j�))jy;�(t)]

� l'�etape M (Maximization) : on maximise Q(�j�(t)) pour obtenir �(t+1) :

�(t+1) = argmax(Q(�j�(t))) :

Pour �nir, on it�ere ces deux �etapes jusqu'�a convergence. De fa�con g�en�erale, de nom-
breux travaux th�eoriques, pour �etudier les conditions de convergence et de conver-
gence vers le maximum de vraisemblance de cet algorithme (ou de ses extensions),
ont �et�e r�ealis�es (cf. Wu 1983). Nous n'insistons pas ici sur ce point.

Dans le cadre des mod�eles lin�eaires mixtes, cet algorithme en a rejoint d'autres
permettant d'obtenir des estimations du maximum de vraisemblance ou maximum
de vraisemblance restreint. Il a notamment l'avantage de pouvoir �eventuellement
s'�etendre �a des hypoth�eses de lois sur les e�ets al�eatoires autres que la loi normale,
�a partir du moment o�u l'on dispose de la loi de ces e�ets conditionnellement aux ob-
servations. Dans la section suivante, nous verrons comment cet algorithme s'adapte
tr�es bien �a l'introduction de l'h�et�erog�en�eit�e dans les L2M.
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Pour les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es mixtes, de nombreux travaux ont �et�e r�ea-
lis�es. La di�cult�e principale est alors li�ee au calcul de l'int�egrale �a l'�etape E : que ce
soit pour le calcul de l'esp�erance de la log-vraisemblance compl�ete ou pour celui de
sa d�eriv�ee (apr�es �echange des signes de somme et de d�erivation puisque l'on cherche
�a maximiser la fonction Q). Pour r�ealiser ce calcul, Bock et Aitkin (1981) ont pro-
pos�e l'utilisation d'une approximation num�erique : la quadrature gaussienne. Cette
id�ee a �et�e reprise par de nombreux auteurs par la suite. Citons notamment Hinde
(1982) pour des donn�ees Poissonniennes (il programme la m�ethode en GLIM), An-
derson et Aitkin (1985), Jansen et Hoekstra (1993) pour des donn�ees binaires
(ou multicat�egories), et dans un cadre g�en�eral Anderson et Hinde (1988). Nous
d�ecrivons plus pr�ecis�ement cette d�emarche dans la sous-section suivante. Cependant,
il est important de noter d'ores et d�ej�a que ces travaux concernent essentiellement
les cas de donn�ees surdispers�ees, tout en s'adaptant plus ou moins facilement au cas
d'e�ets al�eatoires embô�t�es.

D'autres d�eveloppements ont �et�e r�ealis�es �a ce sujet. Im et Gianola (1988) ont
compar�e cette m�ethode avec une proc�edure du simplex. A l'instar des travaux de
Stiratelli, Laird, et Ware (1984) qui r�ealisent �a la fois une approximation nu-
m�erique et analytique au premier ordre de l'int�egrale, Steele (1996) propose de
remplacer la quadrature gaussienne par l'approximation analytique de Laplace. En-
�n, en levant les hypoth�eses faites sur la distribution des e�ets al�eatoires, Aitkin
(1996) propose une estimation maximum de vraisemblance non param�etrique de
cette distribution. On retombe alors dans le cadre des mod�eles de m�elange.

Notons en�n, même si cela s'�ecarte de notre sujet, que l'algorithme EM a suscit�e
de même de nombreux travaux dans le cadre des mod�eles non lin�eaires �a e�ets
al�eatoires. Walker (1996) a derni�erement propos�e un algorithme o�u l'�etape E est
r�ealis�ee par une m�ethode de Monte Carlo.

4.3.2 Limites de l'algorithme EM au cas du GLM surdis-

pers�e

Si l'on applique directement le raisonnement EM dans le cadre des mod�eles li-
n�eaires g�en�eralis�es mixtes, on butte sur l'obstacle du calcul de l'esp�erance, r�ealisable
avec la loi normale grâce aux r�egles de conditionnement, mais plus di�cile pour
d'autres lois. Devant la di�cult�e de ce calcul int�egral, divers auteurs ont pris le
parti, dans certains cas, d'utiliser une approximation par quadrature gaussienne.
Nous d�ecrivons ici plus pr�ecis�ement cette d�emarche. Cependant cette description
est r�eserv�ee au cas d'un GLM surdispers�e, la surdispersion �etant mod�elis�ee par l'in-
troduction d'un e�et al�eatoire, dont on a�ecte �a chaque donn�ee une r�ealisation di��e-
rente. Ceci nous donnera l'occasion de souligner pourquoi cette d�emarche d'approxi-
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mation semble peu adapt�ee au cas d'e�ets al�eatoires quelconques (et notamment
non embô�t�es).

On note toujours Y le vecteur �a expliquer, et � le vecteur d'e�ets al�eatoires
exprimant la surdispersion. Selon l'hypoth�ese de mod�elisation de la surdispersion
d�ecrite ci-dessus, Y et � sont de même taille et la i�eme composante du pr�edicteur
lin�eaire s'�ecrit : �i = x0i� + �i. On suppose : �i � N (0; �2) et pour tout i di��erent de
j, �i et �j ind�ependants. D'autre part, conditionnellement �a �, les composantes Yi
de Y sont ind�ependantes, et distribu�ees selon une loi de la famille exponentielle. On
peut r�e�ecrire le pr�edicteur lin�eaire en sortant le param�etre � sous la forme :

�i = x0i� + ��i o�u �i � N (0; 1) : (4.1)

Cette �ecriture, tr�es utile en pratique, est souvent adopt�ee. Elle est indispensable,
comme nous l'avons vu dans la section pr�ec�edente, pour d�ecrire les mod�eles avec
variances h�et�erog�enes. Les �i vont donc jouer le rôle des donn�ees manquantes et l'on
note � = (� 0; �)0, le vecteur des param�etres inconnus.

Remarque : Dor�enavant, on conserve l'hypoth�ese d'une distribution normale cen-
tr�ee r�eduite des composantes de �. On d�esignera par f les di��erentes fonctions de
densit�e des lois mises en jeu.

La premi�ere �etape de l'algorithme EM nous conduit �a nous int�eresser �a la fonc-
tion :

Q(�j�(t)) = E[ln(f(y; �j�))jy;�(t)] :

Ici, de par l'hypoth�ese de surdispersion, les di��erents couples (Yi; �i) sont ind�epen-
dants, mais ce n'est pas le cas autrement. Ainsi, on peut �ecrire : ln[f(y; �j�)] =
NX
i=1

ln[f(yi; �ij�)].

D'o�u Q(�j�(t)) =
NX
i=1

Z
R

ln[f(yi; �ij�)]f(�ijyi;�(t))d�i

=
NX
i=1

k�1i

Z
R

ln[f(yi; �ij�)]f(yij�i;�(t))f(�i)d�i :

On d�esigne par ki la constante de normalisation r�esultant de l'application de la r�egle

de Bayes : ki =
Z
R

f(yij�i;�(t))f(�i)d�i.

On s'aper�coit donc que l'hypoth�ese de surdispersion se r�ev�ele importante puisque non
seulement elle n'a pas introduit de d�ependance entre les di��erents couples (Yi; �i),
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mais elle a aussi permis de r�eduire l'int�egrale multiple �a N dimensions (sur toutes
les composantes des e�ets al�eatoires) en une somme d'int�egrales simples.

Lors de la seconde �etape, c'est la maximisation en � de cette fonction Q(�j�(t))
qui nous int�eresse. Par inversion des signes int�egral et d�eriv�ee, on obtient pour la
d�eriv�ee de Q par rapport �a la r�eme composante de � :

@Q(�j�(t))

@�r
=

NX
i=1

k�1i

Z
R

@ ln[f(yi; �ij�)]
@�r

f(yij�i;�(t))f(�i)d�i :

De plus, ln[f(yi; �ij�)] = ln[f(yij�i;�)] + ln[f(�i)]. Or, grâce �a l'�ecriture (4.1) pr�ec�e-
dente du pr�edicteur lin�eaire, le param�etre de variance a �et�e sorti de la distribution
des e�ets. Ainsi f(�i) ne d�epend pas de �. On aboutit alors �a :

@Q(�j�(t))

@�r
=

NX
i=1

k�1i

Z
R

@ ln[f(yij�i;�)]
@�r

f(yij�i;�(t))f(�i)d�i :

Au vu de cette expression, c'est donc la distribution conditionnelle du vecteur
r�eponse sachant les e�ets al�eatoires que l'on va d�eriver par rapport aux di��erentes
composantes de � et par rapport �a �. Et, c'est cette int�egrale de dimension 1 que
l'on approche par quadrature gaussienne. Cette technique consiste �a discr�etiser l'in-
t�egrale. C'est �a dire qu'elle est remplac�ee par une somme �nie en l points que l'on
appelle les points de quadrature (cf. Stroud et Secrest 1966) et que l'on note ici
�m, m = 1; : : : ; l. Dans cette somme en pratique, les valeurs k�1i f(yij�m;�(t))f(�m)

sont remplac�ees par des poids wm;i, avec
lX

m=1

wm;i = 1. Le nombre de points de

quadrature l est �a �xer au pr�ealable. On obtient ainsi :

@Q(�j�(t))

@�r
=

NX
i=1

lX
m=1

wm;i
@ ln[f(yij�m;�)]

@�r
:

Pour poursuivre le d�eveloppement de cette expression, on reprend les notations du
premier chapitre, o�u b d�esigne l'application qui relie l'esp�erance � au param�etre
canonique � d'une loi de la famille exponentielle (�i = b0(�i)). Et on a :

@ ln[f(yij�m;�)]
@�r

=
@�i
@�r

[yi � b0(�i)] :

On cherche donc, pour chaque composante de �, �a r�esoudre l'�equation :

lX
m=1

NX
i=1

wm;i
@�i
@�r

[yi � b0(�i)] = 0 o�u b0(�i) = g�1(x0i� + ��m) :
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La solution du syst�eme ainsi obtenue nous donne l'estimation recherch�ee du vecteur
des param�etres �. Sous cette forme, le param�etre � a rejoint � comme param�etre
de r�egression associ�e au nouveau vecteur de r�egression constitu�e par les points de
quadratures �m. Ainsi, pour r�esoudre ces �equations, on peut reprendre la proc�edure
des moindres carr�es g�en�eralis�es it�er�es, utilis�ee pour l'estimation des param�etres de
r�egression dans les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es classiques. A chaque it�eration, les
poids wm;i devront être recalcul�es. Ceci combine donc les techniques EM et GLM.

Cette proc�edure, d�ecrite dans le cas d'un mod�ele avec surdispersion, s'adapte
plus ou moins facilement au cas d'e�ets al�eatoires embô�t�es. Anderson et Ait-
kin (1985), Im et Gianola (1988) ont envisag�e le cas d'un embô�tement �a deux
niveaux. Dans un cadre g�en�eral toutefois (e�ets al�eatoires crois�es par exemple),
Steele (1996) notamment souligne la d�elicate adaptation de cette m�ethode pour
des int�egrales multiples. De plus, en g�en�etique animale en g�en�eral, les bases de don-
n�ees sont souvent tr�es grandes et exigent des calculs informatiques importants. Cette
complexit�e, combin�ee �a celle d'un algorithme aussi exigeant �a la base, ne facilite en
rien l'utilisation de cette m�ethode.

D'autre part, il reste que la rapidit�e de convergence de l'algorithme est mal
maitris�ee. Les remarques faites �a ce sujet dans le cas lin�eaire par Thompson et
Meyer (1986), nous incitent ici �a dire que plus la valeur de l'estimation de �2 est
petite (tend vers z�ero), plus la vitesse de convergence va avoir tendance �a diminuer.
Pour acc�elerer cette convergence, certaines techniques peuvent être propos�ees comme
l'acc�el�eration d'Aitken.

En�n, un autre inconv�enient �a noter pour cette m�ethode est que cet algorithme
ne fournit pas d'erreur standard pour les estimations (alors qu' Im et Gianola
(1988) souligne que la m�ethode du simplex peut être adapt�ee pour donner la variance
asymptotique et o�re d'autre part une convergence plus rapide).

Ceci dit, comme nous allons le voir, même si l'utilisation de l'approximation gaus-
sienne nous semble peu attrayante pour une mise en place directe de l'algorithme EM
dans les GL2M, ceci n'enl�eve en rien son int�erêt pour appr�ehender l'h�et�erog�en�eit�e
dans les mod�eles mixtes.
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4.4 Estimation des composantes de la variance

dans les L2M h�et�erog�enes

Nous nous limitons dans cette section au cas lin�eaire gaussien. Nous pr�esen-
tons dans un premier temps un exemple d'une telle mod�elisation, pour ensuite nous
int�eresser plus particuli�erement au probl�eme de l'estimation. Nous expliquons pour-
quoi certaines d�emarches usuelles, même dans ce cas particulier de la loi normale,
semblent limit�ees face �a l'h�et�erog�en�eit�e. Ce n'est cependant pas le cas de la d�e-
marche EM et nous d�ecrivons di��erentes proc�edures (soit existantes, soit que nous
proposons) bas�ees sur cette d�emarche. Pour des raisons de clart�e de pr�esentation,
nous consid�erons uniquement, dans toute cette section, des mod�eles avec un seul
e�et al�eatoire. Notons n�eanmoins que ceci peut se r�e�ecrire dans le cas de plusieurs
e�ets al�eatoires.

4.4.1 Un exemple simple

Le petit exemple suivant est issu de Foulley et Quaas (1995) et concerne le
domaine de la g�en�etique animale, mais peut être repris dans di��erents cadres. C'est
un exemple simpli��e de mod�ele lin�eaire mixte avec un seul e�et al�eatoire �a variances
h�et�erog�enes. Les di��erents algorithmes �evoqu�es au cours de cette section seront
appliqu�es �a cet exemple. Et le même plan d'exp�erience sera utilis�e en simulations.

Il s'agit d'un relev�e (tableau 4.1) de 36 observations sur des animaux provenant de
3 environnements di��erents. Un e�et �xe est associ�e �a chacun de ces environnements
et un e�et al�eatoire est associ�e au p�ere g�eniteur. Les 36 sujets sont issus de 4 p�eres
di��erents qui interviennent tous (sauf pour le p�ere 1) dans les 3 environnements.
L'e�et al�eatoire a donc 4 r�ealisations crois�ees avec les 3 environnements.

On associe alors �a cette exp�erience le mod�ele lin�eaire mixte �a variances h�et�ero-
g�enes suivant :
8i 2 f1; 2; 3g ; (environnement)
8j 2 f1; 2; 3; 4g ; (p�ere)
8k 2 f1; : : : ; nijg ; (nij nombre d'individus de p�ere j dans l'environnement i)

Yijk = �i + �i�j + "ijk (4.2)

o�u � � N (0; I4) et "ijk � N (0; �2eiI36).

De cette fa�con, il est possible de prendre en compte les deux types d'h�et�erog�en�eit�e :
- celle sur l'e�et al�eatoire : avec des �i di��erents pour les 3 environnements,
- celle sur les erreurs : avec des �ei di��erents pour les 3 environnements.
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No Indiv. Observ. Environ. P�ere No Indiv. Observ. Environ. P�ere
1 470 1 1 19 385 2 1
2 510 1 1 20 450 2 2
3 345 1 1 21 605 2 2
4 395 1 1 22 575 2 3
5 450 1 2 23 530 2 4
6 345 1 2 24 310 2 4
7 495 1 2 25 415 2 4
8 410 1 3 26 370 2 4
9 335 1 3 27 805 3 2
10 362 1 3 28 475 3 2
11 480 1 3 29 875 3 3
12 410 1 4 30 850 3 3
13 330 1 4 31 510 3 3
14 300 1 4 32 310 3 3
15 330 1 4 33 565 3 4
16 530 2 1 34 330 3 4
17 880 2 1 35 410 3 4
18 575 2 1 36 480 3 4

Tab. 4.1 { Exemple de mod�elisation par un mod�ele lin�eaire mixte �a variances h�et�e-
rog�enes. Donn�ees pr�esent�ees dans Foulley et Quaas (1995) .

Notons sur cet exemple qu'il a �et�e n�ecessaire d'adopter l'�ecriture du mod�ele avec
�i sorti de la distribution de �. Dans le cas des erreurs par contre, vu qu'�a chaque
donn�ee est associ�ee (par d�e�nition) une r�ealisation, il reste possible de maintenir le
param�etre de variance �a l'int�erieur de la distribution de "ijk.
Dans la suite, cet exemple sera utilis�e �a diverses occasions.

4.4.2 Limites de certaines d�emarches usuelles

Dans les L2M h�et�erog�enes, notre objectif reste l'estimation des param�etres et
en particulier des di��erents param�etres de variance. Comme nous l'avons �evoqu�e
bri�evement dans la section 4.2, les proc�edures usuelles d'estimation existantes pour
les L2M homog�enes semblent mal s'adapter �a l'introduction de l'h�et�erog�en�eit�e. C'est
ce dont nous discutons ci-dessous.

Consid�erons le cas simple du mod�ele lin�eaire mixte suivant avec un seul e�et
al�eatoire (�a q r�ealisations) et deux environnements (dans lesquels nous disposons
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respectivement de n1 et n2 observations, N = n1 + n2), une h�et�erog�en�eit�e de l'e�et
al�eatoire, mais pas des erreurs :

environnement 1 : Y1 = X1� + �1U1� + "1
environnement 2 : Y2 = X2� + �2U2� + "2 ;

o�u :
" = ("01; "

0
2)
0 � N (0; �20IN)

� � N (0; Iq) :

Dans un premier temps, int�eressons nous �a une m�ethode directe de r�esolution des
�equations de maximum de vraisemblance. Pour cela, nous �ecrivons ces �equations. La
distribution de Y est :

Y =

 
Y1
Y2

!
� N

  
X1�
X2�

!
;

 
�21U1U

0
1 + �20In1 �1�2U1U

0
2

�1�2U
0
1U2 �22U2U

0
2 + �20In2

!!
:

Notons V sa matrice de variance. Remarquons d�es �a pr�esent que les param�etres de
variance �2i de cette matrice ne peuvent pas être factoris�es, au contraire du cas o�u
�21 = �22 . La vraisemblance de � = (�; �20; �

2
1 ; �

2
2)
0 au vu des observations y s'�ecrit

alors :

l(�; y) = �N
2
ln(2�)� 1

2
ln(jV j)� (y �X�)0V �1(y �X�)

2

o�u X =

 
X1

X2

!
.

Il s'agit ensuite de d�eriver cette vraisemblance par rapport aux composantes de �.
Pour cela, on utilise les r�esultats :

@V �1

@�2
= �V �1 @V

@�2
V �1 et

@ ln(jV j)
@�2

= tr

 
V �1 @V

@�2

!
:

Ce qui conduit �a :

@l(�; y)

@�
= 0 () X 0V �1(y �X�) = 0 ;

8i 2 f0; 1; 2g ;
@l(�; y)

@�2i
= 0 () �1

2
tr

 
V �1 @V

@�2i

!
+
1

2
(y �X�)0V �1 @V

@�2i
V �1(y �X�) = 0 ;

avec :
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@V

@�21
=

0
BB@ U1U

0
1

�2
�1
U1U

0
2

�2
�1
U 01U2 0

1
CCA et

@V

@�22
=

0
BB@ 0

�1
�2
U1U

0
2

�1
�2
U 01U2 U2U

0
2

1
CCA

@V

@�20
= IN

Comme dans le cas classique, on aboutit donc �a un syst�eme d'�equations non lin�eaire
mais dont il est di�cile cette fois-ci de proposer une transformation permettant
l'�elaboration d'un algorithme it�eratif simple. En e�et, la pr�esence des rapports �1

�2
et �2

�1
dans les matrices de variance d�eriv�ees en constitue un frein. �A la di��erence du

cas homog�ene, il n'y a pas de simpli�cation naturelle. Ainsi aboutir directement �a
un syst�eme ML (ou REML) �a r�esolution it�erative simple comme dans le cas du L2M
homog�ene semble donc peu envisageable dans le cas du L2M h�et�erog�ene.

Int�eressons nous maintenant �a un autre type de d�emarche et essayons de pour-
suivre un raisonnement type Henderson. Pour cela, nous cherchons tout d'abord �a
�ecrire la loi du couple (Y; �). Nous l'obtenons comme produit de la loi conditionnelle
�a � par la loi de � :

fY;�(y; �) = fY j�(y) � f�(�)
= �N

2
ln(�20)�

1

2

2X
i=1

(yi �Xi� � �iUi�)
0(yi �Xi� � �iUi�)

�20
� 1

2
�0� :

La d�emarche consiste ensuite �a d�eriver cette expression par rapport �a � et � :
@fY;�(y; �)

@�
= � 1

�20

2X
i=1

X 0
iXi� �X 0

i(yi � �iUi�) ;

@fY;�(y; �)

@�
= � 1

�20

2X
i=1

�2iU
0
iUi� � �iU

0
i(yi �Xi�)� � :

Le syst�eme, correspondant aux �equations du mod�ele mixte, est donc le suivant : 
X 0

1X1 +X 0
2X2 �1X

0
1U1 + �2X

0
2U2

�1X1U
0
1 + �2X2U

0
2 �21U1U

0
1 + �22U2U

0
2 + �20Iq

! 
�
�

!
=

 
X 0

1y1 +X 0
2y2

�1U
0
1y1 + �2U

0
2y2

!

Toute la di�cult�e r�eside alors dans l'obtention d'estimation des �2i �a l'aide des
valeurs de �̂, solutions de ce syst�eme. Ce qui est d'autant plus di�cile que ces
param�etres ne correspondent plus �a la variance de � et que des mêmes valeurs
de � interviennent dans des environnements di��erents. Dans le cas homog�ene, les
expressions des estimations obtenues �a l'aide de �̂ fournissaient des solutions au
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syst�eme d'�equations ML (ou REML). Ceci ici, n'est pas facilit�e par le fait que ce
dernier syst�eme, on l'a vu pr�ec�edemment, est lui-même mal d�ecrit.

Ces deux d�emarches d'estimation des composantes de la variance pr�esentent, �a
nos yeux, des di�cult�es pour être adapt�ees dans le cas de variances h�et�erog�enes.
Aussi, l'algorithme EM va s'av�erer être un outil tr�es utile. En e�et, la proc�edure
EM, associ�ee au fait que les �i aient �et�e sortis de la distribution de �, pr�esente un
grand int�erêt au vu de la d�emarche qu'elle adopte. Dans un premier temps, cette
proc�edure se focalise sur la distribution conditionnelle de Y �a � (la distribution
de � n'apportant aucune information sur les param�etres). Les �i sont alors bien
pr�esents comme param�etres de r�egression. On peut alors obtenir une estimation
de ces param�etres en fonction du vecteur des donn�ees compl�etes et c'est ensuite,
dans le calcul de l'esp�erance conditionnelle, qu'intervient la distribution de � qui
ne modi�e alors en rien la d�emarche d'estimation. Cette proc�edure semble donc
particuli�erement adapt�ee. Nous la d�ecrivons en d�etail dans la sous-section suivante.

4.4.3 EM dans le cas du L2M homog�ene

Nous nous int�eressons tout d'abord au cas du L2M homog�ene. En e�et, avant
d'introduire l'h�et�erog�en�eit�e, nous allons d�ecrire les proc�edures EM pour l'estimation
maximum de vraisemblance et maximum de vraisemblance restreint des composantes
de la variance. Nous envisageons pour cela deux �ecritures possibles du mod�ele (selon
que le param�etre de variance se trouve �a l'int�erieur ou �a l'ext�erieur de la distribution
des e�ets al�eatoires). Ce qui donne naissance �a 4 algorithmes, que nous pr�esentons et
dont nous v�eri�erons qu'ils sont bien 2 �a 2 �equivalents, dans le sens o�u ils conduisent
�a la convergence aux mêmes estimations. Les 2 �ecritures possibles du mod�ele sont
les suivantes :

� Ecriture 1 : Y = X� + U� + " o�u � � N (0; �2Iq)
" � N (0; �20R) ;

� Ecriture 2 : Y = X� + �U� + " o�u � � N (0; Iq)
" � N (0; �20R) :

On note � = (� 0; �2; �20)
0 le vecteur des param�etres �a estimer. On suppose la matrice

R connue.
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4.4.3.1 Algorithme 1

Consid�erons l'�ecriture 1 du mod�ele. Des hypoth�eses de lois et des r�egles de condi-
tionnement sur la loi normale, il d�ecoule les r�esultats suivants : 

�
Y

!
� N

  
0
X�

! 
�2Iq �2U 0

�2U �20R + �2UU 0

!!

�jy � N (�2U 0V �1(y �X�); �2Iq � �4U 0V �1U)

o�u V = �20R + �2UU 0.

Suivant la m�ethodologie EM, nous �ecrivons tout d'abord la vraisemblance des don-
n�ees compl�etes, autrement dit celle issue de la loi du couple (Y; �). La log-vraisem-
blance jointe est :

l(�; y; �) = const�N
2
ln(�20)�

(y �X� � U�)0R�1(y �X� � U�)

2�20
� q

2
ln(�2)� �0�

2�2
:

Ce qui donne pour ses d�eriv�ees :

@l(�; y; �)

@�2
= � q

2�2
+
�0�

2�4
@l(�; y; �)

@�20
= � N

2�20
+
(y �X� � U�)0R�1(y �X� � U�)

2�40
@l(�; y; �)

@�
=

�X 0R�1X� +X 0R�1(y � U�)

�20
:

Ainsi, en annulant les d�eriv�ees de Q(�j�(m)) = E
�
l(�; y; �)jy;�(m)

�
par rapport

aux composantes de �, on obtient le sch�ema it�eratif :

�2(m+1) =
E
�
�0�jy;�(m)

�
q

�
2(m+1)
0 =

E
�
(y �X� � U�)0R�1(y �X� � U�)jy;�(m)

�
N

�(m+1) = (X 0R�1X)�1X 0R�1
�
y � UE(�jy;�(m)))

�
:

D'o�u :

q �2(m+1) = E(�jy;�(m))0E(�jy;�(m)) + tr(Var(�jy;�(m)))

N �
2(m+1)
0 = [y �X�(m) � UE(�jy;�(m))]0R�1[y �X�(m) � UE(�jy;�(m))]

+ tr[U 0R�1U Var(�jy;�(m))]

�(m+1) = (X 0R�1X)�1X 0R�1
�
y � UE(�jy;�(m))

�
:
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En utilisant les r�esultats pr�ec�edents sur les distributions et apr�es quelques calculs,
on aboutit �a :

q �2(m+1) = �4(m)(y �X�(m))0V (m)�1UU 0V (m)�1(y �X�(m))
+ tr[�2(m)Iq � �4(m)U 0V (m)�1U ]

N �
2(m+1)
0 = �

4(m)
0 (y �X�(m))0V (m)�1RV (m)�1(y �X�(m))

+ tr[�2(m)
0 IN � �4(m)

0 RV (m)�1]

�(m+1) = (X 0R�1X)�1X 0R�1
�
y � �2(m)UU 0V (m)�1(y �X�(m))

�
:

Ce qui d�e�nit compl�etement l'algorithme.

A la convergence de cet algorithme, pour �2(m) = �2(m+1) = _�2 et �(m) =
�(m+1) = _�, on a :

q _�2 = _�4(y �X _�)0 _V �1UU 0 _V �1(y �X _�) + _�2tr[Iq � _�2U 0 _V �1U ]

= _�4(y �X _�)0 _V �1UU 0 _V �1(y �X _�) + q _�2 � _�4tr[ _V �1UU 0]

d'o�u
tr[ _V �1UU 0] = (y �X _�)0 _V �1UU 0 _V �1(y �X _�) (4.3)

de même,

N _�20 = _�4(y �X _�)0 _V �1R _V �1(y �X _�) + _�20tr[IN � _�20R _V �1]

= _�4(y �X _�)0 _V �1R _V �1(y �X _�) +N _�20 � _�40tr[ _V
�1R]

d'o�u
tr[ _V �1R] = (y �X _�)0 _V �1R _V �1(y �X _�) (4.4)

et en�n,

_� = (X 0R�1X)�1X 0R�1
�
y � _�2UU 0 _V �1(y �X _�)

�
= (X 0R�1X)�1X 0R�1

�
y � ( _V � _�20R) _V

�1(y �X _�)
�

= (X 0R�1X)�1X 0R�1
�
X _� + _�20R _V �1(y �X _�)

�
d'o�u

X 0 _V �1(y �X _�) = 0 : (4.5)

Les �equations (4.3), (4.4) et (4.5) sont bien les �equations du maximum de vrai-
semblance. Les estimations obtenues �a la convergence seront donc bien celles du
maximum de vraisemblance.
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4.4.3.2 Algorithme 2

Avec la même �ecriture du mod�ele, nous d�ecrivons maintenant l'algorithme EM
pour l'obtention des estimations maximum de vraisemblance restreint. Cette proc�e-
dure REML peut être construite d'un point de vue fr�equentiste par une transforma-
tion du mod�ele �a l'aide de la matrice des contrastes. Ici, nous employons un point
de vue bay�esien pour reprendre la d�emarche notamment suivie par Foulley et
Quaas (1995) dans le cas h�et�erog�ene. Nous a�ectons �a � une distribution a priori
normale d'esp�erance �0 et de matrice de variance B. Nous faisons ensuite tendre
cette variance vers l'in�ni, ou plus exactement en termes matriciels, son inverse vers
0. Cette d�emarche bay�esienne est ici davantage un arti�ce de calcul a�n d'atteindre
des estimations REML, qu'un r�eel souci de prendre en compte une certaine informa-
tion a priori. Un raisonnement bay�esien r�eel complet (et c'est ce que font certains
auteurs) aurait aussi impos�e une distribution a priori sur les param�etres de variance.
Nous ne prenons pas ici ce parti.

Nous revenons aux hypoth�eses du mod�ele, en notant D la matrice de variance
de �, W = �20R la matrice de variance r�esiduelle, d'o�u V = UDU 0 +W et en�n on
introduit G = XBX 0 + UDU 0 +W . Avec les hypoth�eses de lois normales pour Y; �
et �, on obtient (cf. p. 329-332 Searle et al. 1992) :

� �jy � N (esp�; var�)

o�u esp� = (X 0V �1X +B�1)�1(X 0V �1y +B�1�0)
var� = (X 0V �1X +B�1)�1

ce qui, lorsque B�1 �! 0, donne :
esp� = (X 0V �1X)�1(X 0V �1y)
var� = (X 0V �1X)�1

� �jy � N (esp�; var�)

o�u esp� = [U 0(W�1 �W�1X(B�1 +X 0W�1X)�1X 0W�1)U +D�1]�1

� U 0(W�1 �W�1X(B�1 +X 0W�1X)�1X 0W�1)(y �X�0)
var� = [U 0(W�1 �W�1X(B�1 +X 0W�1X)�1X 0W�1)U +D�1]�1

ce qui, lorsque B�1 �! 0, donne :
esp� = DU 0V �1(I �X(X 0V �1X)�1X 0V �1)y
var� = [U 0(W�1 �W�1X(X 0W�1X)�1X 0W�1)U +D�1]�1

Pour reprendre la d�emarche EM dans ce cadre, les donn�ees compl�etes sont main-
tenant rassembl�ees dans le vecteur (Y 0; �0; � 0)0. La distribution de � n'apportant
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aucune information sur le vecteur de param�etres � = (�20; �
2)0, elle disparâ�tra lors

de la d�erivation de Q(�j�(m)). Autrement dit, la partie apportant de l'information
correspond �a la même vraisemblance compl�et�ee que dans le traitement non bay�e-
sien pr�ec�edent. Ainsi, on obtient le même sch�ema it�eratif (en supprimant l'�equation
correspondant �a �) :

�2(m+1) =
E[�0�jy;�(m)]

q

�
2(m+1)
0 =

E[(y �X� � U�)0R�1(y �X� � U�)jy;�(m)]

N
:

En poursuivant le calcul, on a :

q �2(m+1) = E[�jy;�(m)]0E[�jy;�(m)] + tr(Var[�jy;�(m)])

N �
2(m+1)
0 = E[(y �X�)0R�1(y �X�)jy;�(m)]

� 2E[�0U 0R�1(y �X�)jy;�(m)] + E[�0U 0R�1U�jy;�(m)] ;

avec, en notant E� = E[�jy;�(m)] et E� = E[�jy;�(m)] :

E[(y �X�)0R�1(y �X�)jy;�(m)] = (y �XE�)
0R�1(y �XE�)

+ tr(X 0R�1X Var[�jy;�(m)])

E[�0U 0R�1(y �X�)jy;�(m)] = E 0
�U

0R�1(y �XE�)
� tr(U 0R�1XCov[�; �jy;�(m)])

E[�0U 0R�1U�jy;�(m)] = E 0
�U

0R�1UE� + tr(U 0R�1U Var[�jy;�(m)]) :

Le calcul des esp�erances et variances conditionnelles peut alors être r�ealis�e de
deux fa�cons :

- en utilisant les r�esultats sur les lois �enonc�es �a la page pr�ec�edente,

- en utilisant les valeurs fournies par le syst�eme de Henderson.

Cette deuxi�eme solution est un arti�ce de calcul adopt�e par divers auteurs et que
nous exploiterons en particulier dans le cas h�et�erog�ene pour d�ecrire la proc�edure
propos�ee par Foulley et Quaas (1995). Nous montrons ci-dessous que ces deux
d�emarches sont bien �equivalentes.

Le syst�eme de Henderson associ�e au mod�ele lin�eaire mixte consid�er�e est le suivant :"
X 0W�1X X 0W�1U
U 0W�1X U 0W�1U +D�1

# "
�
�

#
=

"
X 0W�1y
U 0W�1y

#
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On d�esigne par C l'inverse de la matrice des coe�cients du syst�eme que l'on d�ecoupe

en quatre blocs selon les tailles de � et � de la fa�con suivante : C =

"
C�� C��
C�� C��

#
.

La d�emarche consiste alors �a remplacer les esp�erances et variances conditionnelles,
respectivement par les solutions �̂ et �̂ de ce syst�eme, et par les �el�ements de la matrice
C. Or, parmi les propri�et�es de ce syst�eme �gurent le fait que �̂ et �̂ v�eri�ent :

�̂ = E[�jy;�(m)]

�̂ = E[�jy;�(m)] :

Mais on a aussi, et c'est moins naturel :

C�� = Var[�jy;�(m)]
C�� = Var[�jy;�(m)]
C�� = Cov[�; �jy;�(m)] :

En e�et, d'apr�es les r�egles d'inversion de matrice par blocs, on a :

C�� = (X 0W�1X)�1 + (X 0W�1X)�1X 0W�1UC��U
0W�1X(X 0W�1X)�1

et C�� = ((U 0W�1U +D�1)� U 0W�1X(X 0W�1X)�1X 0W�1U)
�1

En utilisant le r�esultat relatif aux inversions de matrices : (F �CA�1B)�1 = F�1 +
F�1C(A� BF�1C)�1BF�1, appliqu�e aux matrices :

A = U 0W�1U +D�1

B = U 0W�1X

C = X 0W�1U

F = X 0W�1X ;

on obtient alors :

C�� = (X 0W�1X �X 0W�1U(U 0W�1U +D�1)�1U 0W�1X)�1

= (X 0(W�1 �W�1U(U 0W�1U +D�1)�1U 0W�1)X)�1

= (X 0(W + UDU 0)�1X)�1

= (X 0V �1X)�1

et,
C�� = (U 0(W�1 �W�1X(X 0W�1X)�1X 0W�1)U +D�1)�1

On retrouve donc bien les expressions des variances de � et � a posteriori don-
n�ees pr�ec�edemment. C'est ce qui montre que l'une et l'autre des fa�cons de calculer
ces �el�ements a posteriori sont bien �equivalentes. Il su�t �a pr�esent de replacer ces
expressions dans le sch�ema it�eratif pour que l'algorithme soit compl�etement d�e�ni.
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4.4.3.3 Algorithme 3

Nous consid�erons maintenant l'�ecriture 2 du mod�ele. Elle n'est pas ici n�ecessaire
mais comme nous l'avons d�ej�a r�ep�et�e, elle le sera dans le cas h�et�erog�ene. R est
toujours suppos�ee connue. On a juste sorti le param�etre � de la distribution de �
qui est maintenant normale centr�ee r�eduite. On obtient alors pour la loi du couple
et la loi conditionnelle de � �a Y :

 
�
Y

!
� N

  
0
X�

! 
Iq �U 0

�U �20R + �2UU 0

!!

�jy � N (�U 0V �1(y �X�); Iq � �2U 0V �1U)

o�u on note toujours V = �20R + �2UU 0.

Reprenons la d�emarche EM pour ML. La log-vraisemblance jointe du param�etre
� = (� 0; �2; �20)

0 s'�ecrit alors :

l(�; y; �) = const� (y �X� � �U�)0R�1(y �X� � �U�)

2�20
� N

2
ln(�20)�

�0�

2
:

Les d�eriv�ees par rapport aux composantes de � sont :

@l(�; y; �)

@�2
=

� 1

�
�0U 0R�1(y �X�) + �0U 0R�1U�

2�20
@l(�; y; �)

@�20
= � N

2�20
+
(y �X� � �U�)0R�1(y �X� � �U�)

2�40
@l(�; y; �)

@�
=

�X 0R�1X� +X 0R�1(y � �U�)

�20
:

Ainsi, on obtient cette fois-ci le sch�ema it�eratif :

�(m+1) =
E
�
�0U 0R�1(y �X�)jy;�(m)

�
E (�0U 0R�1U�jy;�(m))

�
2(m+1)
0 =

E
�
(y �X� � �U�)0R�1(y �X� � �U�)jy;�(m)

�
N

�(m+1) = (X 0R�1X)�1X 0R�1
�
y � �UE(�jy;�(m))

�
:

Ce qui donne, en utilisant les lois conditionnelles et en adoptant la notation
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A(m) = (y �X�(m))0V (m)�1U :

�(m+1) =
�(m)A(m)U 0R�1(y �X�(m))

�2(m)A(m)U 0R�1UA0(m) + tr(U 0R�1U(Iq � �2(m)U 0V (m)�1U))

N�
2(m+1)
0 = �

4(m)
0 (y �X�(m))0V (m)�1RV (m)�1(y �X�(m))

+ tr[�
2(m)
0 IN � �

4(m)
0 RV (m)�1]

�(m+1) = (X 0R�1X)�1X 0R�1
�
y � �2(m)UU 0V (m)�1(y �X�(m))

�
:

Pla�cons nous de nouveau �a la convergence de cet algorithme. Le sch�ema it�eratif
pour � et �20 n'ayant pas chang�e, regardons uniquement l'�equation dont est solution
_�2 :

_� =
_� _AU 0R�1(y �X _�)

_�2 _AU 0R�1U _A0 + tr(U 0R�1U(Iq � _�2U 0 _V �1U))

() _�2 _AU 0R�1U _A0 + tr(U 0R�1U(Iq � _�2U 0 _V �1U)) = _AU 0R�1(y �X _�)

() _AU 0R�1(y �X _� � _�2U _A0) = tr(R�1(IN � _�2UU 0 _V �1)UU 0)

() (y �X _�)0 _V �1UU 0 _V �1(y �X _�) = tr( _V �1UU 0)

On retrouve donc bien une fois de plus (et heureusement) les �equations du maximum
de vraisemblance. Les algorithmes 1 et 3 sont donc bien �equivalents. Ce dernier
pr�esente n�eanmoins l'avantage de pouvoir être r�eutilis�e dans le cas h�et�erog�ene.

4.4.3.4 Algorithme 4

�A ces trois algorithmes que nous venons de d�ecrire, il est possible d'en associer
un quatri�eme que nous n'explicitons pas ici puisqu'il sera repris en d�etails dans le
cas du mod�ele �a variances h�et�erog�enes dans la section suivante. Cet algorithme 4
allie l'approche par la deuxi�eme �ecriture du mod�ele (o�u � est sorti de la distribution
de �) et la d�emarche REML avec traitement bay�esien de �. En e�et, �a l'instar de ce
que nous venons de pr�esenter pour l'algorithme 3, associant l'�ecriture 2 du mod�ele
et la d�emarche EM-ML de l'algorithme 1, il est naturel de reprendre la d�emarche de
l'algorithme 2 avec cette même �ecriture. L'algorithme obtenu est alors �equivalent,
�a la convergence, �a l'algorithme 2 ; puisque l'estimation REML est une estimation
ML dans un mod�ele particulier (le projet�e du mod�ele initial - cf. chapitre 2) et que
nous avons prouv�e l'�equivalence entre les algorithmes 1 et 3.
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4.4.3.5 Quelques r�esultats num�eriques

Nous r�esumons ces quatre algorithmes dans le tableau suivant :

ML REML

Ecriture 1 Algo 1 Algo 2
Ecriture 2 Algo 3 Algo 4

Notons que ces 4 algorithmes peuvent être adapt�es sans aucun probl�eme au cas de
variances h�et�erog�enes pour les erreurs. Il su�t alors, pour chaque environnement, de
reprendre l'expression de �2(m+1)

0 , et de d�ecouper les observations pour ne consid�erer
que celles appartenant �a l'environnement concern�e.

Nous appliquons dans un premier temps ces quatre proc�edures sur l'exemple
pr�esent�e en d�ebut de section. Voici les estimations de � et des composantes, obtenues
ainsi que le nombre d'it�erations n�ecessaires �a cette estimation :

� dans le cas d'erreurs �a variances homog�enes :

�̂ �̂2 �̂20 niter

Algo 1 399:12 519:36 575:34 2383:89 17062:49 38
Algo 2 399:29 520:39 577:55 3668:42 18214:49 37
Algo 3 399:12 519:36 575:34 2383:89 17062:49 34
Algo 4 399:29 520:39 577:55 3668:42 18214:49 40

� dans le cas d'erreurs �a variances h�et�erog�enes :

�̂ �̂2 �̂20 niter

Algo 1 399:09 515:42 573:51 1157:29 3717:23 18650:32 36128:34 38
Algo 2 399:25 515:91 575:15 1730:24 3878:56 20041:79 39566:60 39

Algo 3 399:09 515:42 573:51 1157:29 3717:23 18650:32 36128:35 34
Algo 4 399:25 515:91 575:15 1730:24 3878:56 20041:79 39566:60 46

Nous avons utilis�e comme test d'arrêt des quatre proc�edures, un test sur les
valeurs de �̂; �̂2 et �̂20. C'est-�a-dire que pour une pr�ecision choisie (ici de 10�4), on
teste si les composantes des di��erents param�etres sont stables en valeur absolue et
en valeur relative de l'it�eration t �a l'it�eration t+ 1 :

� jpar(t+1) � par(t)j < precision

� jpar
(t+1) � par(t)

par(t)
j < precision.
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Notons, qu'apr�es ces tests d'arrêt, nous avons laiss�e courir l'algorithme sur 10000
it�erations a�n de v�eri�er qu'une certaine stabilit�e avait �et�e atteinte. Aucun r�esultat
n'a �et�e modi��e !

Dans les deux cas, nous constatons bien entendu l'�equivalence des algorithmes 1
et 3 et celle des algorithmes 2 et 4, la di��erence entre ces deux cat�egories �etant
attribu�ee �a la di��erence entre les estimations ML et REML. Cette �equivalence peut
aussi constituer un moyen pratique de v�eri�er que la convergence a �et�e atteinte.

Regarder pratiquement les qualit�es de ces estimations sera envisag�e dans la sec-
tion suivante, dans le cas des mod�eles �a variances h�et�erog�enes pour les e�ets (puisque
notre objectif reste celui-ci). C'est davantage sur la derni�ere colonne de ce tableau
que nous nous arrêtons momentan�ement dans les simulations ci-dessous. Nous com-
parons plus pr�ecis�ement le nombre d'it�erations necessaires aux proc�edures 1 et 3 et
aux proc�edures 2 et 4 pour converger ; �a savoir si de deux �ecritures di��erentes d'un
même mod�ele naissent deux algorithmes de rapidit�e di��erente. Bien entendu, ceci
reste inh�erent au test d'arrêt choisi (et pr�ecis�e ci-dessus). Nous savons en e�et qu'il
faut être prudent en ce qui concerne la notion de convergence, en particulier pour
cet algorithme EM. Avec ce test d'arrêt, nous avons donc r�ealis�e des simulations
en conservant le même plan d'exp�erience que celui de l'exemple, dans les deux cas
d'erreurs �a variances homog�enes et h�et�erog�enes, et pour di��erentes grandeurs rela-
tives des valeurs simul�ees des param�etres de variance (�2err pour les erreurs et �

2
e�

pour les e�ets). Nous donnons les moyennes et �ecart-types des nombres d'it�erations
n�ecessaires �a la convergence des algorithmes (i.e. arrêt des proc�edures) pour 100
simulations :

� dans le cas d'erreurs �a variances homog�enes :

ML REML
Valeurs simul�ees Nbre d'it�erations Algo 1 Algo 3 Algo 2 Algo 4

�2err = 0:5 moy. 386:9 341:6 9:9 426:3
�2e� = 10 e.t. 246:0 184:7 0:4 240:9

�2err = 2 moy. 52:3 42:3 16:8 43:0
�2e� = 1:5 e.t. 39:7 26:5 12:7 27:0

�2err = 10 moy. 104:9 24:2 35:8 22:6
�2e� = 0:5 e.t. 144:9 11:5 23:1 7:6
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� dans le cas d'erreurs �a variances h�et�erog�enes :
ML REML

Valeurs simul�ees Nbre d'it�erations Algo 1 Algo 3 Algo 2 Algo 4

�2err = 1 0:5 1:5 moy. 385:6 329:4 12:0 406:7
�2e� = 10 e.t. 255:6 193:1 3:0 253:9

�2err = 1 1:5 2 moy. 67:5 60:4 15:3 60:4
�2e� = 1:5 e.t. 58:6 48:6 10:5 52:6

�2err = 6 8 9 moy. 75:4 26:5 30:0 25:9
�2e� = 0:5 e.t. 115:4 14:2 18:0 7:8

Que ce soit dans le cas de variances des erreurs homog�enes ou h�et�erog�enes, on
constate que l'�ecriture 2 (� sorti de la distribution), pour l'estimation ML, r�eduit
le nombre d'it�erations. Ceci est d'autant plus vrai que la variance des erreurs est
grande devant celle des e�ets al�eatoires. Dans ces mêmes conditions, cette remarque
est aussi valable pour l'estimation REML. Cependant cela n'est plus vrai dans les
autres cas et on note une di��erence importante entre l'algorithme 2 et l'algorithme
4 dans le cas extrême de variance des e�ets tr�es grande devant celle des erreurs.
Globalement, l'algorithme 2 est celui qui est le plus rapide. Et de fa�con g�en�erale,
l'h�et�erog�en�eit�e des erreurs ne semble pas agir sur le nombre d'it�erations.

4.4.4 EM dans le cas du L2M h�et�erog�ene

Nous en venons maintenant au cas du L2M h�et�erog�ene. Cette h�et�erog�en�eit�e d�e-
signe bien sûr celle des variances des e�ets al�eatoires. Mais nous consid�ererons aussi
le cas �ech�eant celle des erreurs. Pour des raisons que nous avons d�ej�a �evoqu�ees �a la
section 4.2, nous adoptons alors l'�ecriture du mod�ele correspondante �a l'�ecriture 2
pr�ec�edente et nous s�eparons ici les I environnements :

8i 2 f1; : : : ; Ig ; Yi = Xi� + �iUi� + "i

o�u � � N (0; Iq) et

� si les erreurs sont �a variances homog�enes : "i � N (0; �20Ri) ;

on notera dans ce cas W =

0
BB@
�20R1 0

. . .

0 �20RI

1
CCA = �20 R

� si les erreurs sont �a variances h�et�erog�enes : "i � N (0; �20iRi) ;

avec W =

0
BB@
�201R1 0

. . .

0 �20IRI

1
CCA et �20 =

0
BB@
�201
...
�20I

1
CCA :
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Avec cette �ecriture, ce sont donc les algorithmes 3 et 4 que nous allons adapter
�a l'h�et�erog�en�eit�e des e�ets al�eatoires. Nous obtenons ainsi un premier algorithme
(LINHE ML) qui fournit une estimation ML et utilise pour le calcul des moments les
distributions conditionnelles. Un deuxi�eme algorithme (LINHE REML), construit
grâce �a une hypoth�ese bay�esienne sur �, fournit quant �a lui une estimation REML
utilisant le syst�eme de Henderson pour le calcul des moments. C'est l'algorithme
pr�esent�e par Foulley et Quaas (1995). Il en existe un �equivalent fr�equentiste
pr�esent�e par De Stefano (1983).

4.4.4.1 Algorithme LINHE ML

Pour ce premier algorithme, nous reprenons l'algorithme 3 d�ecrit pr�ec�edemment
et nous l'adaptons au cas de �i di��erents pour les I environnements.

Pour cela, on adopte les notations suivantes :

Y =

0
BB@
Y1
...
YI

1
CCA " =

0
BB@
"1
...
"I

1
CCA X =

0
BB@
X1
...
XI

1
CCA U =

0
BB@
U1
...
UI

1
CCA �2 =

0
BB@
�21
...
�2I

1
CCA ;

et en�n soit T la matrice diagonale par blocs d�e�nie par :

T =

0
BB@
�1 In1 0

. . .

�I InI

1
CCA

o�u ni est le nombre d'observations pour l'environnement i.

Avec ces notations, le mod�ele peut s'�ecrire sous la forme :

Y = X� + TU� + " :

La distribution associ�ee est : 
�
Y

!
� N

  
0
X�

!
;

 
Iq U 0T
TU T 2UU 0 +W

!!
;

d'o�u �jy � N (U 0TV �1(y �X�); Iq � U 0TV �1TU) avec V = T 2UU 0 +W .

Suivant la d�emarche EM pour ML, la log-vraisemblance jointe du param�etre
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� = (� 0; �2
0
; �20

0
) est :

l(�; y; �) = const� (y �X� � TU�)0W�1(y �X� � TU�)

2
� 1

2
ln(jW j)� �0�

2

= const �
IX
i=1

(yi �Xi� � �iUi�)
0R�1i (yi �Xi� � �iUi�)

2�20i

�
IX
i=1

ni
2
ln(�20i)�

�0�

2

avec dans un cas d'homog�en�eit�e des variances des erreurs : 8i 2 f1; : : : ; Ig �20i = �20.

Ce qui donne pour ses d�eriv�ees :

8i 2 f1; : : : ; Ig ; @l(�; y; �)

@�2i
=

1

�i
�0U 0iR

�1
i (yi �Xi�)� �0U 0iR

�1
i Ui�

�20i
@l(�; y; �)

@�
= �X 0W�1X� +X 0W�1(y � TU�) ;

et � dans le cas d'erreurs �a variances homog�enes :

@l(�; y; �)

@�20
= � N

2�20
+
(y �X� � TU�)0R�1(y �X� � TU�)

2�40

� dans le cas d'erreurs �a variances h�et�erog�enes : 8i 2 f1; : : : ; Ig ;
@l(�; y; �)

@�20i
= � ni

2�20i
+
(yi �Xi� � �iUi�)

0R�1i (yi �Xi� � �iUi�)

2�40i
.

Pour la suite, nous distinguons les deux cas pour les erreurs.

� Cas d'erreurs �a variances homog�enes :
En annulant les d�eriv�ees, on obtient :

8i 2 f1; : : : ; Ig ; �
(m+1)
i =

E
�
�0U 0iR

�1
i (yi �Xi�)jy;�(m)

�
E
�
�0U 0iR

�1
i Ui�jy;�(m)

�

�
2(m+1)
0 =

E
�
(y �X� � TU�)0R�1(y �X� � TU�)jy;�(m)

�
N

�(m+1) = E
�
X 0W�1Xjy;�(m)

��1
E
�
X 0W�1(y � TU�)jy;�(m)

�
:

En notant E(m)
c et V (m)

c , l'esp�erance et la variance conditionnelles de � �a y :

E(�jy;�(m)) = E(m)
c = U 0T (m)V (m)�1(y �X�(m))

Var(�jy;�(m)) = V (m)
c = Iq � U 0T (m)V (m)�1T (m)U ;
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le sch�ema it�eratif de l'algorithme peut alors s'�ecrire :

8i 2 f1; : : : ; Ig ; �
(m+1)
i =

E(m)0

c U 0iR
�1
i (yi �Xi�

(m))

E
(m)0
c U 0iR

�1
i UiE

(m)
c + tr(U 0iR

�1
i UiV

(m)
c )

N�
2(m+1)
0 = (y �X�(m))0R�1(y �X�(m))� 2(y �X�(m))0R�1T (m)UE(m)

c

+ E(m)0

c U 0T (m)R�1T (m)UE(m)
c + tr[U 0T (m)R�1T (m)UV (m)

c ]

�(m+1) = (X 0W (m)�1X)�1X 0W (m)�1(y � T (m)UE(m)
c ) :

� Cas d'erreurs �a variances h�et�erog�enes :
On reprend uniquement les �equations qui subissent une modi�cation, c'est-�a-dire
celles concernant les variances des erreurs. Ainsi, l'annulation des d�eriv�ees donne :

8i 2 f1; : : : ; Ig ; �2(m+1)
0i =

E
�
(yi �Xi� � �iUi�)

0R�1i (yi �Xi� � �iUi�)jy;�(m)
�

ni

Et on change donc dans le sch�ema it�eratif pr�ec�edent la r�eactualisation de �20 par :
8i 2 f1; : : : ; Ig ;
ni�

2(m+1)
0i = (yi �Xi�

(m))0R�1i (yi �Xi�
(m))� 2�(m)

i (yi �Xi�
(m))0R�1i UE(m)

c

+ �
2(m)
i E(m)0

c U 0iR
�1
i UiE

(m)
c + �

2(m)
i tr[U 0iR

�1
i UiV

(m)
c ] :

4.4.4.2 Algorithme LINHE REML

Ce deuxi�eme algorithme adopte une optique EM pour REML. Il a �et�e propos�e
dans le cadre des L2M h�et�erog�enes par Foulley et Quaas (1995). Il combine �a la
fois la d�emarche ayant conduit �a l'algorithme 2 et l'�ecriture du mod�ele h�et�erog�ene
(avec � sorti). Ce qui correspond �a l'algorithme 4 �evoqu�e pr�ec�edemment. Nous le
d�ecrivons dans ses grandes lignes, en traitant directement le cas d'erreurs �a variances
h�et�erog�enes, le cas homog�ene s'en d�eduisant tr�es facilement.

�A la log-vraisemblance du param�etre � pour les donn�ees compl�etes de la section
pr�ec�edente, se rajoute l'a priori sur � avec une variance �x�ee �a l'in�ni qui n'apporte
pas d'information sur � = (�02; �020 )

0. Ainsi, les d�eriv�ees restent identiques et l'on a :

8i 2 f1; : : : ; Ig ;

@l(�; y; �; �)

@�2i
=

1

�i
�0U 0iR

�1
i (yi �Xi�)� �0U 0iR

�1
i Ui�

2�20i
@l(�; y; �; �)

@�20i
= � ni

2�20i
+
(yi �Xi� � �iUi�)

0R�1i (yi �Xi� � �iUi�)

2�40i
:
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D'o�u les r�eactualisations des param�etres :
8i 2 f1; : : : ; Ig ;

�
(m+1)
i =

E
�
�0U 0iR

�1
i (yi �Xi�)jy;�(m)

�
E
�
�0U 0iR

�1
i Ui�jy;�(m)

� (4.6)

�
2(m+1)
0i =

E
�
(yi �Xi� � �iUi�)

0R�1i (yi �Xi� � �iUi�)jy;�(m)
�

ni
(4.7)

�A ce stade, la m�ethodologie pr�econise de r�ealiser le calcul des esp�erances �a l'aide
des �el�ements du syst�eme de Henderson, qui s'�ecrit ici :

 
X 0W�1X X 0W�1TU
U 0TW�1X U 0TW�1TU + Iq

! 
�
�

!
=

 
X 0W�1y
Z 0W�1y

!
:

Alors, en notant comme pr�ec�edemment �̂ et �̂ les solutions de ce syst�eme, et C

l'inverse de la matrice des coe�cients : C =

 
C�� C��
C�� C��

!
, on a :

E(�0U 0iR
�1
i (yi �Xi�)jy;�(m)) = �̂0U 0iR

�1
i (yi �Xi�̂)� tr(U 0iR

�1
i XiC��)

E(�0U 0iR
�1
i Ui�jy;�(m)) = �̂0U 0iR

�1
i Ui�̂ + tr(U 0iR

�1
i UiC��)

E((yi �Xi� � �iUi�)
0R�1i (yi �Xi� � �iUi�)jy;�(m)) =

(yi �Xi�̂ � �
(m)
i Ui�̂)

0R�1i (yi �Xi�̂ � �
(m)
i Ui�̂)

+ tr(X 0
iR

�1
i XiC��) + 2�

(m)
i tr(U 0iR

�1
i XiC��) + �

2(m)
i tr(U 0iR

�1
i UiC��) :

En repla�cant ces expressions dans (4.6) et (4.7), on obtient alors le sch�ema it�eratif
de l'algorithme.

4.4.4.3 R�esultats sur l'exemple

Nous reprenons le petit exemple pr�esent�e en d�ebut de cette section. Nous donnons
ci-dessous les r�esultats obtenus par chacun des deux algorithmes dans les deux types
de mod�elisation avec ou sans erreurs �a variances h�et�erog�enes.



142 4.4.5 Simulations

� Cas d'erreurs �a variances homog�enes :

LINHE ML LINHE REML

�̂2err 16365:22 17447:40
1 679:73 987:60

�̂2e� 2 3744:46 5452:92

3 5516:45 8895:20
1 398:54 398:58

�̂ 2 521:82 522:19
3 583:59 587:80

niter 39 46

� Cas d'erreurs �a variances h�et�erog�enes :

LINHE ML LINHE REML

1 3615:31 3793:80
�̂2err 2 17410:67 18703:50

3 34052:87 36972:49
1 789:35 1145:29

�̂2e� 2 3833:50 5523:34

3 5772:37 9246:40
1 398:78 398:85

�̂ 2 519:54 520:00
3 589:47 593:96

niter 39 47

4.4.5 Simulations

Nous venons de pr�esenter deux algorithmes pour l'estimation des composantes de
la variance dans un mod�ele lin�eaire mixte �a variances h�et�erog�enes, c'est-�a-dire pour
lequel la variance des e�ets al�eatoires d�epend de l'environnement. Nous mettons
maintenant ces algorithmes �a l'epreuve sur des jeux de donn�ees simul�ees, de fa�con
�a analyser num�eriquement la qualit�e des estimations obtenues. Une fois de plus,
nous utilisons le plan d'exp�erience du même exemple et nous simulons des donn�ees
�a partir du mod�ele (4.2), ceci dans les deux cas d'erreurs �a variances homog�enes et
h�et�erog�enes. Dans les tableaux ci-dessous, nous faisons �gurer �a chaque fois :

- les valeurs des param�etres du mod�ele en simulation,

- la moyenne et l'�ecart-type, sur 200 jeux de donn�ees simul�ees, des estimations
obtenues par chacun des deux algorithmes.
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4.4.5.1 Simulations avec erreurs �a variances homog�enes

Valeurs estim�ees
Valeurs simul�ees LINHE ML LINHE REML

moy. e.t. moy. e.t.

�2err 1:5 1:30 0:35 1:38 0:38
1 0:5 0:41 0:46 0:56 0:62

�2e� 2 3 2:40 2:39 3:30 3:20

3 2 1:52 1:71 2:22 2:39
1 2 2:04 0:45 2:04 0:45

� 2 0 0:03 0:92 0:04 0:93
3 �1:5 �1:43 0:84 �1:43 0:84

De fa�con g�en�erale, nous constatons que les moyennes des estimations obtenues
sont relativement �d�eles aux valeurs en simulation. C'est particuli�erement le cas
pour les estimations des e�ets �xes �, qui, par ailleurs, ne di��erent pas entre les
deux algorithmes. En ce qui concerne l'estimation des variances des e�ets al�eatoires,
les deux proc�edures ont r�eussi �a d�eceler l'h�et�erog�en�eit�e. On retrouve les di��erences
entre les proc�edures ML et REML, avec une l�eg�ere sous-estimation pour la premi�ere
et une l�eg�ere surestimation pour la deuxi�eme. Notons en�n que les �ecart-types pour
ces mêmes estimations sont du même ordre que les moyennes.

4.4.5.2 Simulations avec erreurs �a variances h�et�erog�enes

� Variances des erreurs inf�erieures �a celles des e�ets :

Valeurs estim�ees
Valeurs simul�ees LINHE ML LINHE REML

moy. e.t. moy. e.t.

1 0:5 0:45 0:18 0:46 0:19
�2err 2 1 0:84 0:42 0:91 0:46

3 1:5 1:29 0:70 1:40 0:78
1 3 2:13 1:84 2:84 2:44

�2e� 2 2:5 1:84 1:75 2:46 2:32

3 4 2:89 2:80 3:93 3:75
1 2 1:89 0:78 1:89 0:78

� 2 0 �0:09 0:79 �0:09 0:79
3 �1:5 �1:62 0:96 �1:62 0:96
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� Variances des erreurs de même grandeur que celles des e�ets :

Valeurs estim�ees
Valeurs simul�ees LINHE ML LINHE REML

moy. e.t. moy. e.t.

1 0:5 0:47 0:18 0:49 0:19
�2err 2 1:5 1:18 0:58 1:29 0:64

3 1 0:82 0:40 0:88 0:43
1 1 0:78 0:72 1:05 0:95

�2e� 2 0:5 0:54 0:66 0:74 0:89

3 1:5 1:14 1:12 1:64 1:57
1 2 2:08 0:54 2:08 0:54

� 2 0 0:03 0:47 0:03 0:47
3 �1:5 �1:39 0:73 �1:39 0:73

� Variances des erreurs sup�erieures �a celles des e�ets :

Valeurs estim�ees
Valeurs simul�ees LINHE ML LINHE REML

moy. e.t. moy. e.t.

1 3 2:55 1:01 2:69 1:08
�2err 2 2:5 2:24 1:09 2:39 1:20

3 4 3:64 1:99 3:92 2:17
1 0:5 0:57 0:70 0:81 0:95

�2e� 2 1 0:97 1:07 1:42 1:51

3 1:5 1:50 2:28 2:40 3:62
1 2 1:98 0:55 1:98 0:55

� 2 0 0:01 0:73 0:01 0:74
3 �1:5 �1:50 0:89 �1:50 0:90

Au vu de ces trois tableaux de r�esultats, on constate que l'introduction de l'h�e-
t�erog�en�eit�e sur les erreurs n'alt�ere pas la qualit�e de l'estimation de � et que glo-
balement on arrive �a retrouver les di��erences entre les variances estim�ees selon les
environnements. Il n'est pas surprenant de s'apercevoir que les grandes valeurs des
param�etres de variance ont plus de mal �a être atteintes par l'estimation. En ce
qui concerne les composantes de l'e�et, on remarque comme pr�ec�edemment que les
�ecart-types sont du même ordre de grandeur que les moyennes. D'autre part, les deux
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estimations ML et REML, selon les valeurs des variances r�esiduelles, encadrent la
vraie valeur du param�etre ou sont d�ecall�ees �a droite ou �a gauche de celle-ci. Plus
les erreurs sont grandes et plus les estimations des variances de l'e�et s'�eloignent de
la vraie valeur. Les composantes r�esiduelles sont quant �a elles toujours l�eg�erement
sous-estim�ees.
Notons en�n que les �ecart-types des estimations des composantes de � sont rang�es
dans le même ordre que la somme des composantes de la variance pour chaque en-
vironnement, ce qui a du sens �etant donn�e le mod�ele choisi (o�u chaque composante
de � est a�ect�ee �a un environnement).

4.5 Estimation des composantes de la variance

dans un GL2M h�et�erog�ene

Apr�es avoir trait�e le cas gaussien, nous en arrivons naturellement �a l'estimation
des composantes de la variance dans les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es mixtes �a va-
riances h�et�erog�enes. Nous avons d�e�ni pr�ecis�ement, en section 4.2, cette classe de
mod�eles et en particulier la mod�elisation de l'h�et�erog�en�eit�e que nous avons adop-
t�ee et que nous conservons dans tout ce chapitre. Dans cette probl�ematique, nous
avons pu constater, en section 4.3, que l'estimation par utilisation directe de l'algo-
rithme EM (avec approximation int�egrale par quadrature gaussienne pour le calcul
des esp�erances) �etait peu envisageable (même si souvent adopt�ee dans le cas de
la surdispersion). Pourtant, selon les r�esultats de la section 4.4, la d�emarche EM
semble être un outil tr�es int�eressant pour faire face au probl�eme de l'h�et�erog�en�eit�e.
Dans cette derni�ere section, nous proposons donc une m�ethode d'estimation dans
les GL2M h�et�erog�enes mettant �a pro�t cet atout.

Cette m�ethode est une m�ethode it�erative dont chaque it�eration se pr�esente en
deux �etapes :

� la lin�earisation r�ealis�ee par l'introduction d'une variable d�ependante en sui-
vant la proc�edure d'estimation classique dans les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es,

� l'estimation ayant alors lieu dans le mod�ele lin�earis�e obtenu �a l'�etape pr�e-
c�edente, sur lequel nous formulons des hypoth�eses de mod�ele lin�eaire mixte �a
variances h�et�erog�enes.

C'est une d�emarche �a laquelle nous sommes accoutum�es puisqu'elle sous-tendait d�ej�a
le travail pr�esent�e au chapitre 2. La premi�ere �etape de lin�earisation suit le même
sch�ema et se justi�e de fa�con identique. La deuxi�eme �etape s'appuie essentiellement
sur les travaux pr�esent�es �a la section 4.4 dans le cadre des mod�eles lin�eaires mixtes
�a variances h�et�erog�enes.
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Nous nous limitons pour pr�esenter cette m�ethode �a un mod�ele avec un seul e�et
al�eatoire. Nous �evoquerons ensuite son extension possible �a plusieurs e�ets al�eatoires.

Reprenons les notations du mod�ele au travers des trois hypoth�eses suivantes.

� Le vecteur d'observations y = (y01; :::; y
0
i; :::; y

0
I)
0 rassemble les observations des

I environnements (ni observations pour l'environnement i) et le vecteur d'ef-
fet al�eatoire � = (�1; :::; �q)

0 poss�ede q niveaux. Le vecteur y est r�ealisation du
vecteur r�eponse Y dont les composantes, conditionnellement �a �, sont ind�e-
pendantes et distribu�ees selon une loi de la famille exponentielle :

8i 2 f1; :::; Ig ; 8j 2 f1; :::; nig ; f(yijj�) = exp

 
yij�ij � b(�ij)

a(�)
+ c(yij;�)

!
:

Dans cette expression, la fonction a est soit une fonction �a valeurs connues,
soit elle s'�ecrit �a l'aide d'un param�etre inconnu �a estimer (comme pour la
loi gamma par exemple). On conserve donc la notation a(�) = �, et l'on ne
tiendra pas compte le cas �ech�eant des �equations concernant l'estimation de �,
que l'on aura pris soin de remplacer alors par la valeur connue.

� Le pr�edicteur lin�eaire inclut l'h�et�erog�en�eit�e :

8i 2 f1; :::; Ig ; �i = Xi� + �iUi�

o�u Xi et Ui (ni � p et ni � q) sont des matrices �x�ees,
� et �i des param�etres �a estimer.

On suppose � � N (0; Iq) (on pourrait aussi remplacer Iq par une matrice
sym�etrique d�e�nie positive A).

� Le lien entre �ij et �ij est :

8i 2 f1; :::; Ig ; 8j 2 f1; :::; nig : �ij = g(�ij) :

4.5.1 Proposition d'une m�ethode d'estimation

4.5.1.1 �Etape de lin�earisation

Conditionnellement �a �, le mod�ele consid�er�e est tout simplement un GLM. Ainsi,
comme nous l'avons d�ej�a r�ealis�e au chapitre 2, en suivant le sch�ema classique des
moindres carr�es pond�er�es it�er�es dans les GLM, nous introduisons le vecteur z dont
chaque composante est d�e�nie par :

8i 2 f1; :::; Ig ; 8j 2 f1; :::; nig ; zij = x0ij� + �iu
0
ij� + g0(�ij)(yij � �ij) :
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En �ecrivant le mod�ele initial conditionnel �a � sous la forme :

Yij = �ij + eij
= g�1(�ij) + eij ;

o�u E(eijj�) = 0
var(eijj�) = � b00(�ij) ;

cette expression de zij peut être vue comme un d�eveloppement limit�e au premier
ordre de g(yij) en �ij.

Notons 8i 2 f1; :::; Ig ; 8j 2 f1; :::; nig ; "ij = g0(�ij)(Yij � �ij) = g0(�ij)eij :
Nous consid�erons alors la mod�elisation suivante pour le vecteur al�eatoire Z (dont z
est issu) :

8i 2 f1; :::; Ig ; 8j 2 f1; :::; nig ; Zij = x0ij� + �iu
0
ij� + "ij ; (4.8)

�ecriture �a laquelle sont associ�ees des hypoth�eses de lois normales pour les distribu-
tions de � et " et donc de Z. La loi de � reste N (0; Iq). Quant �a celle de ", elle
respecte :

8i 2 f1; : : : ; Ig ; 8j 2 f1; : : : ; nig ; E("ijj�) = 0
var("ijj�) = � g0(�ij)

2 b00(�ij) :

Conditionnellement �a �, les "ij �etant ind�ependants, la matrice diagonale, de taille
N =

PI
i=1 ni, d�e�nie par :

W� = fd � g0(�ij)
2 b00(�ij) gi=1;:::;I;j=1;:::;ni ;

est la matrice de variance r�esiduelle, conditionnelle �a �, du mod�ele (4.8). Dans le cas
d'un lien canonique, cette matrice s'�ecrit :

W� = fd � g0(�ij) gi=1;:::;I;j=1;:::;ni :

On peut aussi la d�ecouper en blocs de matrices diagonales et on note W�;i la matrice
r�esiduelle correspondant au i�eme environnement :

W�;i = fd � g0(�ij)
2 b00(�ij) gj=1;:::;ni

En�n, on notera W et Wi les esp�erances de ces matrices :

Var(") = W = E(W�)
Var("i) = Wi = E(W�;i) :
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Et on d�esignera par W �
� et W � les matrices mises �a l'�echelle : W� = �W �

� et W =
�W �, de même pour W �

�;i et W
�
i .

Ce mod�ele, d�e�ni par (4.8) et les hypoth�eses qui suivent, sera appel�e mod�ele
lin�earis�e. De même qu'au deuxi�eme chapitre, toutes les hypoth�eses sont donc r�eunies
pour reconnâ�tre dans ce mod�ele lin�earis�e un mod�ele lin�eaire mixte mais cette fois-ci
�a variances h�et�erog�enes pour l'e�et al�eatoire. Pourtant, cette hypoth�ese gaussienne
va en contradiction avec le fait que, de fa�con g�en�erale, les matrices W et W� sont
di��erentes. Cette distinction a d'ailleurs abouti aux deux m�ethodes (celle propos�ee
par Schall et la notre) dont nous avons discut�e au chapitre 2. Pour ne pas reprendre
ici ce d�ebat, nous adopterons la notationW pour d�esigner indi��eremmentW et W�.
De même, nous noteronsWi le bloc deW correspondant �a l'environnement i etW�,
W�

i ces mêmes matrices mises �a l'�echelle.

D'autre part, d'un point de vue de l'estimation et comme dans le cas classique
des GLM, les param�etres inconnus du mod�ele lin�earis�e interviennent �a la fois dans
la partie explicative du mod�ele, dans la matrice de variance r�esiduelle W ainsi que
dans la d�e�nition de z. C'est pourquoi nous envisageons une proc�edure it�erative
pour l'estimation. �A chaque it�eration, z et W sont �evalu�ees aux valeurs courantes
des param�etres. Ainsi, �a la t�eme it�eration, pour les valeurs �[t] et �

[t]
i (i = 1; :::; I) des

param�etres et pour �[t], la valeur de zij sera calcul�ee par :

z
[t]
ij = x0ij�

[t] + �
[t]
i u

0
ij�

[t] + g0(�
[t]
ij )(yij � �

[t]
ij ) :

Le vecteur z prendra donc une nouvelle valeur �a chaque fois.

Pour cet algorithme it�eratif, au pas t de l'it�eration, on consid�erera donc le mod�ele
lin�earis�e dans lequel :
- les valeurs observ�ees des Zij sont les z

[t]
ij ,

- la matrice de variance r�esiduelle (conditionnelle ou non) est W [t].
On obtient alors les valeurs [t+1] en proc�edant �a l'estimation au sein de ce mod�ele,
ce que nous d�ecrivons ci-dessous.

4.5.1.2 �Etape d'estimation

Dans toute cette section, nous nous pla�cons donc dans le cadre du mod�ele li-
n�earis�e obtenu apr�es la t�eme lin�earisation et d�ecrit dans les lignes pr�ec�edentes. Nous
le regardons comme un mod�ele lin�eaire mixte �a variances h�et�erog�enes, dans lequel
nous pouvons utiliser les algorithmes LINHE ML et LINHE REML �etabli en section
4.4. Nous reprenons ici plus sp�ecialement la d�emarche ayant conduit �a l'algorithme
LINHE REML et bas�ee sur les travaux de Foulley et Quaas (1995). Comme
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eux, nous envisageons un traitement bay�esien du vecteur �. Pour cela, un a priori
non informatif (avec une variance in�nie) est suppos�e pour ce param�etre. La pro-
c�edure propos�ee permet alors d'estimer, dans une d�emarche EM, les param�etres
�2 = (�21; :::; �

2
I )
0 et � le cas �ech�eant.

Notations :
� Pour all�eger l'�ecriture dans toute la suite, nous supprimons les exposants des vec-
teurs z et Z ainsi que des matrices W et Wi et leurs correspondantes r�e�echelonn�ees
(autrement dit tous les �el�ement dont la valeur a �et�e �x�ee par la t�eme it�eration) mais

c'est bien z[t], Z [t], W [t], W [t]
i , W�[t] et W�[t]

i que nous d�esignons.
� On note toujours � �a la fois le vecteur al�eatoire et sa r�ealisation.
� La proc�edure mise en place dans ce t�eme mod�ele lin�earis�e est une proc�edure it�erative
dont m repr�esentera l'indice d'it�eration.

Nous nous attachons dans un premier temps �a �ecrire la vraisemblance des donn�ees
compl�etes : X = (Z 0; �0; � 0)0; z jouant le rôle, dans l'algorithme EM, des donn�ees
observ�ees, et � et � celui des donn�ees manquantes. Nous notons � = (�20;�)0 le
vecteur des param�etres �a estimer. Ainsi, la vraisemblance compl�ete s'�ecrit :

L(�; x) = ln[f(z; �; �j�)]
= ln[f(zj�; �; �)] + ln[f(�j�; �)] + ln[f(�j�)] :

Avec les hypoth�eses de distributions normales du mod�ele lin�earis�e, on a :

f(zj�; �; �) =
IY
i=1

1

(2�)
ni
2 jWij 12

exp[�1

2
(zi �Xi� � �iUi�)

0W�1
i (zi �Xi� � �iUi�)]

=
IY
i=1

1

(2�)
ni
2 jW�

i j
1
2�

ni
2

exp[� 1

2�
"0iW��1

i "i] ;

d'o�u ln[f(zj�; �; �)] = const�
IX
i=1

ni
2
ln(�)�

IX
i=1

1

2�
"0iW��1

i "i.

On a aussi : ln[f(�j�; �)] = �q
2
ln(2�)� 1

2
�0�.

Ce n'est pas directement cette vraisemblance compl�ete L que l'on maximise, mais
son esp�erance conditionnelle aux observations, �etant donn�ees les valeurs courantes
des param�etres ; autrement dit la fonction Q(�j�[m]) = E(ln[f(z; �j�)]jz; �[m]), �a l'it�e-
ration [m] de l'algorithme. Dans l'objectif de la maximisation de cette fonction, nous
conservons uniquement les �el�ements contenant une information sur les param�etres
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et qui ne disparâ�tront pas �a la d�erivation. Ce qui donne :

Q(�j�[m]) = const� N

2
ln(�)� 1

2�

IX
i=1

E( "0iW��1
i "i jz; �[m]) :

Il s'agit maintenant de d�eriver cette fonction par rapport aux divers param�etres
composant �. Notons que les matrices de variance W et ses associ�ees s'expriment
�a l'aide de ces param�etres. Cependant dans le mod�ele lin�earis�e, elles ont �et�e �x�ees
par les valeurs �a l'�etape t et sont donc consid�er�ees ici comme constantes. On obtient
alors les d�eriv�ees suivantes :

8i 2 f1; ::; Ig ; @Q(�j�[m])

@�2i
= � 1

2�

�
1

�i
E
h
�0U 0iW��1

i (zi �Xi�) jz; �[m]
i

� E
h
�0U 0iW��1

i Ui� jz; �[m]
io

et
@Q(�j�[m])

@�
= � 1

2�

(
N � 1

�

IX
i=1

E
h
"0iW��1

i "i jz; �[m]
i)

:

Ce qui conduit, en annulant ces d�eriv�ees, au sch�ema it�eratif :

8i 2 f1; ::; Ig ; �[m+1]
i =

E
h
�0U 0iW��1

i (zi �Xi�) jz; �[m]
i

E
h
�0U 0iW��1

i Ui� jz; �[m]
i

et, �[m+1] =

IX
i=1

E
h
"0iW��1

i "i jz; �[m]
i

N
:

Pour calculer ces esp�erances conditionnelles, nous utilisons les solutions du syst�eme
des �equations de Henderson du mod�ele lin�eaire mixte et la matrice des coe�cients
de ce syst�eme. Pour le mod�ele lin�earis�e (4.8), ce syst�eme d'�equations est le suivant

(en notant toujours sans exposants z[t] et W [t]
i ) :

2
66664

IX
i=1

X 0
iW�1

i Xi

IX
i=1

�[m]
i X 0

iW�1
i Ui

IX
i=1

�
[m]
i U 0iW�1

i Xi

IX
i=1

�
2[m]
i U 0iW�1

i Ui + I

3
77775
"
�
�

#
=

2
66664

IX
i=1

X 0
iW�1

i zi

IX
i=1

�
[m]
i U 0iW�1

i zi

3
77775

On note toujours �̂ et �̂ les solutions obtenues �a ce syst�eme d'�equations et C l'inverse
de la matrice des coe�cients. Les esp�erances conditionnelles s'expriment alors sous
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la forme :

E1
[m]
i = E

h
�0U 0iW��1

i (zi �Xi�) jz; �[m]
i

= �̂0U 0iW��1
i (zi �Xi�̂)� tr(U 0iW��1

i XiC��)
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Ceci permet d'a�ecter les nouvelles valeurs suivantes �a �i et � :

8i 2 f1; : : : ; Ng ; �
[m+1]
i =

E1
[m]
i

E2
[m]
i

; et �[m+1] =

IX
i=1

E3
[m]
i

N
:

Si l'on veut proc�eder �a l'estimation des param�etres du mod�ele lin�earis�e dans lequel
nous nous sommes plac�es au d�ebut de cette section, il reste �a it�erer ce processus,
c'est-�a-dire former le nouveau syst�eme de Henderson �a l'�etape [m+ 1] pour obtenir
des estimations [m + 2] et ainsi de suite . . . �A la convergence de cette proc�edure �a

l'�etape [t], on obtient les valeurs _�i et _�, et l'on pose alors �
[t+1]
i = _�i, �

[t+1] = _�,
� [t+1] = �̂ et �[t+1] = �̂. �A l'aide de ces nouvelles valeurs, il est maintenant possible de
proc�eder �a une nouvelle lin�earisation, i.e. calculer les z[t+1] et W [t+1] et donc d�e�nir
le nouveau mod�ele lin�earis�e.

4.5.1.3 La proc�edure

La proc�edure que nous proposons alterne donc entre ces deux phases de lin�ea-
risation et d'estimation. D'un point de vue algorithmique, deux it�erations sont ici
imbriqu�ees : la proc�edure globale de r�eactualisation du mod�ele lin�earis�e, qui, pour
chaque mod�ele, fait appel �a une proc�edure d'estimation, elle même it�erative (comme
la plupart des proc�edures d'estimation des composantes de la variance �evoqu�ees jus-
qu'ici). Pour l'impl�ementation, nous avons choisi de ne r�ealiser qu'un seul pas de la
proc�edure d'estimation �a l'int�erieur de chaque phase de lin�earisation. Nous avions
d�ej�a r�ealis�e ce même choix au chapitre 2, et ceci en vue de simulations �a r�ealiser.
D'autres alternatives pourraient consister �a en r�ealiser un nombre de pas �x�e, voire
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de la laisser converger, avant une nouvelle lin�earisation. Il faudra de toute fa�con
rester prudent puisque rien ne nous assure qu'avec les crit�eres d'arrêt choisis, la
convergence soit atteinte. De plus, cette derni�ere solution pr�esente le d�esavantage
d'être plus longue. Pour pallier cela, une derni�ere alternative peut encore être envi-
sag�ee, qui consiste �a avancer rapidement en d�ebut de proc�edure (avec un seul pas
de EM) pour ensuite laisser EM davantage travailler sur la �n. Il nous semble que
ce n'est pas ici le lieu pour discuter de ces di��erences algorithmiques.

D'autre part, des deux algorithmes pr�esent�es dans le cas lin�eaire h�et�erog�ene,
nous avons uniquement repris ici l'algorithme LINHE REML. Selon la pr�esentation
que nous en avons faite, l'avantage de celui-ci r�eside dans l'utilisation du syst�eme de
Henderson qui, ne se contentant pas de permettre le calcul des esp�erances, fournit
aussi des valeurs pour �. Or, comme nous l'avions soulign�e au chapitre 2, ceci est
important pour la r�eactualisation des valeurs de z et �eventuellement de W (si on
utilise W�) lors de la phase de lin�earisation. Cependant, �a d�efaut, il existe d'autres
fa�cons d'obtenir des valeurs pr�edites pour �. Nous en avons pr�esent�e au chapitre 2.
Nous utiliserons donc aussi l'algorithme LINHE ML lors des simulations mais nous
ne le d�etaillons pas ici : il se r�e�ecrit de fa�con similaire.

Revenons un instant sur la matriceW. En e�et, pour reprendre une remarque de
la section 4.5.1.1, la di��erence entre les matrices W et W� fait nâ�tre une ambiguit�e
dans l'approximation \lin�eaire" (hypoth�ese de loi normale) du mod�ele lin�earis�e. Le
choix entre l'une de ces deux matrices reste un sujet de d�ebat. Nous verrons dans la
section suivante que dans le cas homog�ene, ce choix d�ebouche sur les deux alterna-
tives dont nous avons largement discut�e au deuxi�eme chapitre et dont les arguments
ont d�eja �et�e expos�es.
Ici, lors de la mise en place de la proc�edure d'estimation, la premi�ere fois o�u la ma-
trice W intervient se situe dans l'expression de la loi conditionnelle de Z �a � (ceci
est dû au fait que l'algorithme EM se construit �a partir de la loi conjointe de Z et
�). Il semblerait alors plus naturel d'utiliser la matrice W�. Cependant, si tel �etait
le cas, il serait alors n�ecessaire lors du calcul des esp�erances conditionnelles de tenir
compte du fait que cette matrice est al�eatoire. Ainsi, on devrait en calculer aussi son
esp�erance ou sa covariance avec les autres variables al�eatoires selon la distribution
de � sachant z. Pour ces raisons, ainsi que celles �evoqu�ees au deuxi�eme chapitre,
nous pr�ef�erons choisir pour W la matrice W et non W�.

Il est important de rappeler que si les estimations de �i n'avaient pas �et�e cons-
truites �a l'aide de la d�emarche EM, nous n'aurions pas su �a partir du syst�eme de
Henderson obtenir des estimations de ces composantes de la variance. En e�et, �ecrit
sous la forme pr�ec�edente, aucune �equation de ce syst�eme ne nous conduit �a cette
estimation. Et même si nous avions laiss�e les �2i comme param�etres de variance
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de la distribution des �, l'obtention des valeurs de � ne nous permettait pas non
plus cette estimation, puisqu'une même composante peut intervenir pour des �i
di��erents. Nous avons d�ej�a �evoqu�e ce probl�eme li�e �a l'h�et�erog�en�eit�e en section 4.4.2.
Ainsi, l'algorithme EM, �ecrit en sortant �i de la distribution de �, trouve ici une
grande utilit�e.
De plus, le fait d'être pass�e par une �etape de lin�earisation pr�esente au moins deux
avantages :

- le probl�eme du calcul int�egral (et de son approximation) ne se pose plus.
En e�et, dans le cas gaussien, les r�egles de conditionnement r�epondent au
probl�eme.

- traiter l'h�et�erog�en�eit�e dans le cas lin�eaire est plus simple et nous en avons
discut�e des solutions pr�ec�edemment.

Pour �nir, nous avons pr�esent�e notre proc�edure uniquement dans le cas d'un
mod�ele avec un seul e�et al�eatoire. Elle peut être �etendue sans aucun probl�eme au
cas de plusieurs e�ets al�eatoires. Le mod�ele lin�earis�e s'�ecrira pour K e�ets :

8i 2 f1; : : : ; Ig ; Zi = Xi� +
KX
j=1

�ijUij�j + "i o�u Var("i) =Wi :

Il en d�ecoule ensuite l'�ecriture habituelle du syst�eme de Henderson.

4.5.2 Le cas particulier de l'homog�en�eit�e

Dans ce paragraphe, nous cherchons �a savoir ce que devient la proc�edure d'esti-
mation que nous venons de mettre en place, dans le cas particulier de l'homog�en�eit�e,
c'est-�a-dire dans le cas o�u 8i 2 f1; : : : ; Ig ; �2i = �2. Nous consid�erons �a nouveau
un mod�ele avec un seul e�et al�eatoire. Il n'est plus n�ecessaire, avec cette hypoth�ese
d'homog�en�eit�e, de faire la distinction entre les di��erents environnements. On ras-
semble les N individus, que l'on indice dor�enavant par i. Les matrices ne sont plus
red�ecoup�ees en sous-blocs, x0i et u

0
i concernent le i

�eme individu et d�esignent les i�emes

lignes de X et U . Le param�etre � est toujours sorti de la distribution du vecteur �.
Et en�n, le pr�edicteur lin�eaire peut s'�ecrire vectoriellement (� est alors de taille N)
sous la forme simple :

� = X� + �U� :

Dans l'�etape de lin�earisation, aucune modi�cation de fond n'est n�ecessaire. Le
mod�ele lin�earis�e s'�ecrit alors :

Z = X� + �U� + "
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o�u Var("j�) = W� = fd �g0(�i)2b00(�i) gi=1;:::;N

Var(") = W = E(W�)
= � W � :

De même que pr�ec�edemment, les param�etres �a estimer �etant pr�esents �a la fois dans
la partie explicative et dans la matrice r�esiduelle, il est naturel d'envisager un algo-
rithme d'estimation it�eratif. Ainsi, �a l'it�eration t, la matrice de variance du mod�ele
lin�earis�e est W [t] (W d�esigne toujours indi��eremment les matrices W ou W�) et la
r�ealisation de Z est z[t].
Dans toute la suite, on omettra les exposants de ces �el�ements et on �ecrira W, W�

et z pour d�esigner W [t], W�[t] et z[t].

L'�etape suivante d'estimation reprend la d�emarche it�erative EM, au cours de
laquelle les expressions des param�etres �a l'�etape [m + 1] sont :

�[m+1] =
E
h
�0U 0W��1(Z �X�) jz; �[m]

i
E [ �0U 0W��1U� jz; �[m]]

et, �[m+1] =
E
h
"0W��1" jz; �[m]

i
N

:

Ils seront de même calcul�es �a l'aide des coe�cients et des solutions du syst�eme de
Henderson, associ�e au mod�ele lin�earis�e.
�A la convergence de cette proc�edure d'estimation, on obtient (on l'a vu en section
4.4.3) les estimations REML des param�etres du mod�ele lin�earis�e �a l'�etape [t]. Ces
estimations sont donc identiques �a celles auxquelles on aboutit dans le même mod�ele
r�e�ecrit avec � rentr�e dans la distribution de �, �a l'aide de la r�esolution direct du
syst�eme REML ou par le syst�eme de Henderson. Et c'est cette derni�ere d�emarche
qu'adoptent les algorithmes pr�esent�es au chapitre 2.

Tout ceci reste vrai �a chaque �etape [t] de lin�earisation. C'est pourquoi de fa�con
globale l'algorithme obtenu ici est �equivalent �a ceux du deuxi�eme chapitre. Et le
même propos peut être tenu pour les estimations ML avec l'algorithme LINHE ML
transpos�e au cas homog�ene. Cependant, ici, comme au chapitre 2, nous avons choisi
de n'e�ectuer qu'un seul pas de la proc�edure d'estimation �a l'int�erieur de chaque
phase de lin�earisation. Ceci serait donc susceptible de perturber l'�equivalence entre
les algorithmes ; puisqu'apr�es un seul pas, les estimations obtenues par les divers
algorithmes sont cette fois-ci di��erentes et le mod�ele lin�earis�e �a l'�etape [t + 1] le
sera donc aussi. N�eanmoins, nous avons observ�e que, quel que soit l'algorithme
d'estimation du mod�ele lin�eaire utilis�e (EM, syst�eme REML, Henderson), cette im-
pl�ementation n'a�ectait pas les estimations obtenues en �n de proc�edure.
Nous en concluons donc que la proc�edure propos�ee dans ce chapitre aboutit, dans
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le cas homog�ene, aux mêmes estimations que :

- la proc�edure SCHALL lorsque W = W�,

- notre proc�edure du premier chapitre lorsque W =W .

4.5.3 Simulations

Apr�es avoir pr�esent�e une m�ethode d'estimation des composantes de la variance
dans les GL2M h�et�erog�enes, et avoir vu qu'elle n'�etait pas sans lien avec les m�ethodes
discut�ees au chapitre 2, il est maintenant indispensable d'observer son comportement
num�erique. C'est ce que nous faisons sur des simulations. Nous consid�erons pour
cela di��erentes lois de la famille exponentielle et di��erentes fonctions de lien. Bien
entendu nous ne reprenons pas le cas de la loi normale, auquel la section 4.4 a �et�e
consacr�ee. Nous envisageons ici les cas :

� loi binomiale - lien logit,

� loi de Poisson - lien log,

� loi exponentielle - lien log.

En ce qui concerne le pr�edicteur, nous conservons toujours le plan d'exp�erience de
l'exemple (cf. 4.4.1). Nous simulons 200 jeux de donn�ees, et nous donnons dans les
tableaux ci-dessous les r�esultats des moyennes et �ecart-types des 200 estimations
obtenues par les di��erents algorithmes : approche REML, approche ML soit avec
W�, soit avec W (dans le cas o�u ces matrices sont di��erentes). Evidemment, lorsque
nous d�esignons les colonnes de ces tableaux par REML ou ML, nous ne faisons en
aucun cas r�ef�erence �a des d�emarches de vraisemblance dans le GL2M d'origine, mais
uniquement aux algorithmes choisis dans les mod�eles lin�earis�es successifs.
Ces simulations sont r�ealis�ees pour deux valeurs di��erentes du vecteur de param�etres
�2 : �2 = (1:5; 0:5; 1)0 et �2 = (0:05; 4; 1)0. Pour �, nous conservons le vecteur nul de
fa�con �a �eviter des probl�emes num�eriques notamment dans le cas du lien logarithme
o�u l'esp�erance des lois simul�ees pourrait alors atteindre de tr�es grandes valeurs.

En�n, avant de pr�esenter ces tableaux, rappelons que, dans la con�guration de
r�ef�erence, le vecteur des donn�ees est de taille n = 36 et que le vecteur des e�ets
al�eatoires poss�ede q = 4 r�ealisations, deux chi�res relativement faibles.
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� Cas binomial - lien logit

Valeurs estim�ees
REML ML

Valeurs W� W W� W
simul�ees moy. e.t. moy. e.t. moy. e.t. moy. e.t.

1:5 1:32 1:03 1:33 1:04 1:00 0:79 1:00 0:79
�2 0:5 0:44 0:34 0:45 0:34 0:33 0:26 0:33 0:26

1 0:87 0:69 0:87 0:69 0:65 0:53 0:65 0:53
0 0:08 0:64 0:08 0:65 0:08 0:64 0:08 0:64

� 0 0:05 0:39 0:05 0:39 0:05 0:39 0:05 0:39
0 0:08 0:53 0:08 0:53 0:08 0:52 0:08 0:53

0:05 0:05 0:04 0:05 0:05 0:04 0:03 0:04 0:03
�2 4 3:42 2:79 3:42 2:74 2:56 2:10 2:59 2:14

1 0:84 0:69 0:84 0:73 0:63 0:52 0:62 0:53
0 0:00 0:12 0:00 0:12 0:00 0:12 0:00 0:12

� 0 0:05 0:94 0:05 0:95 0:05 0:93 0:05 0:95
0 0:03 0:49 0:03 0:49 0:03 0:48 0:03 0:49

Manifestement, quelles que soient les valeurs de �2, les di��erents algorithmes ont tr�es
bien d�ecel�e l'h�et�erog�en�eit�e. Et même si les estimations sont plus ou moins proches
des valeurs simul�ees selon les cas REML/ML, les ordres de grandeur des di��erentes
valeurs des composantes de �2 sont respect�es. De même, les r�esultats sur � sont tr�es
bons dans tous les cas.
En ce qui concerne les dispersions de ces estimations, notons que :

- pour �2, les �ecart-types restent de même grandeur que les moyennes obtenues
donc suivent grosso modo les grandeurs simul�ees,

- l'�ecart-type de �i est proche de
�i
2
!

En�n, au moins dans ce cas, nous ne lisons pas de di��erence entre les proc�edures
utilisant W et celles utilisant W�.

Dans le tableau ci-dessous, nous observons l'�evolution de ces estimations lorsque :

- nous doublons le nombre de donn�ees, c'est-�a-dire que nous doublons le nombre
d'observations par environnement et nous r�ep�etons une deuxi�eme fois le plan
d'exp�erience,

- nous doublons le nombre de donn�ees et nous doublons le nombre de p�eres,
donc le nombre de r�ealisations de l'e�et al�eatoire.
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Nous donnons uniquement les r�esultats de la proc�edure REML / W.

Valeurs estim�ees
Valeurs n = 36 n = 72 n = 72
simul�ees q = 4 q = 4 q = 8

moy. e.t. moy. e.t. moy. e.t.

1:5 1:33 1:04 1:20 0:78 1:20 0:72
�2 0:5 0:45 0:34 0:40 0:27 0:40 0:25

1 0:87 0:69 0:80 0:53 0:79 0:48
0 0:08 0:65 �0:01 0:58 �0:00 0:86

� 0 0:05 0:39 �0:01 0:34 �0:01 0:50
0 0:08 0:53 �0:01 0:48 �0:00 0:70

Il n'est pas surprenant de constater que le fait de doubler n entrâ�ne une diminu-
tion de la dispersion des estimations. Pour �2, cette diminution s'accentue encore
davantage en augmentant q le nombre de r�ealisations de l'e�et al�eatoire. Mais inver-
sement, la dispersion des estimations de � augmente alors. �A n �x�e, la variance de
�̂ augmente avec le nombre de r�ealisations de l'e�et al�eatoire.

� Cas Poisson - lien log

Valeurs estim�ees
REML ML

Valeurs W� W W� W
simul�ees moy. e.t. moy. e.t. moy. e.t. moy. e.t.

1:5 1:49 1:62 1:70 1:70 0:98 1:03 1:34 1:46
�2 0:5 0:83 1:26 1:08 1:84 0:51 0:65 0:78 1:37

1 1:11 1:35 1:53 2:45 0:66 0:75 1:03 1:71
0 0:09 0:64 �0:05 0:70 0:13 0:62 �0:06 0:70

� 0 �0:10 0:56 �0:20 0:62 �0:07 0:53 0:19 0:62
0 0:05 0:63 �0:07 0:70 0:08 0:62 �0:07 0:70

0:05 0:19 0:28 0:33 0:72 0:12 0:18 0:25 0:60
�2 4 2:54 1:71 2:58 1:79 1:65 1:20 1:96 1:49

1 1:12 1:47 1:60 2:48 0:67 0:75 1:06 1:70
0 �0:07 0:30 �0:13 0:34 �0:07 0:29 �0:12 0:34

� 0 0:22 0:90 0:06 0:95 0:30 0:87 0:06 0:92
0 �0:02 0:61 �0:15 0:75 0:01 0:59 �0:13 0:74

Les estimations obtenues ont su rendre l'id�ee de l'h�et�erog�en�eit�e simul�ee, même si
les grandes valeurs de �2 restent di�ciles �a atteindre. On note une plus grande
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disparit�e entre les algorithmes utilisant W et ceux utilisant W�, particuli�erement
pour l'estimation des composantes de la variance. Cette di��erence tend sensiblement
vers une plus grande dispersion des estimations dans le cas de l'utilisation de W .

� Cas exponentiel - lien log

Valeurs estim�ees
Valeurs REML ML
simul�ees moy. e.t. moy. e.t.

1:5 1:62 1:49 1:17 1:12
�2 0:5 0:68 0:80 0:49 0:58

1 1:29 1:59 0:85 1:02
0 �0:16 0:57 �0:16 0:57

� 0 �0:11 0:45 �0:11 0:45
0 �0:18 0:59 �0:16 0:59

0:05 0:14 0:20 0:10 0:14
�2 4 3:34 3:10 2:37 2:30

1 1:14 2:21 0:67 1:24
0 �0:05 0:32 �0:05 0:32

� 0 �0:12 1:19 �0:10 1:20
0 �0:06 0:72 �0:06 0:69

Dans ce cas, les matrices W et W� sont les mêmes puisqu'elles sont �egales �a la ma-
trice identit�e. Les r�esultats sont relativement similaires �a ceux du cas binomial pour
l'estimation de �2 : une fois de plus l'h�et�erog�en�eit�e est bien d�etect�ee avec toujours
la même di��erence sensible entre les estimations REML et ML ! Notons, en ce qui
concerne �, que la qualit�e de l'estimation n'est pas sans lien avec l'importance des
valeurs des composantes de l'e�et.



Conclusion

La mod�elisation avec e�ets al�eatoires a ouvert de nouveaux horizons sur les
fa�cons d'envisager, au sein de mod�eles, l'explication d'une variable observ�ee lors
d'une exp�erience. La g�en�etique animale en est actuellement un domaine d'application
privil�egi�e, mais ce type de mod�elisation peut s'av�erer utile en bien d'autres situations
encore. Ainsi, la pertinence de la classe des mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es �a e�ets
al�eatoires n'est plus �a d�emontrer.

Dans ce travail, nous nous sommes int�eress�es �a la question de l'estimation des
param�etres d'e�ets �xes et des composantes de la variance de tels mod�eles.

Nous l'avons soulign�e �a plusieurs reprises : ces GL2M sont d�e�nis conditionnelle-
ment aux e�ets al�eatoires, qui ne sont pas directement observ�es. Toute la di�cult�e
r�eside donc dans la lev�ee du conditionnement. C'est pourquoi, pour faire face �a ce
probl�eme, les m�ethodes d'estimation construites s'appuient sur diverses approxima-
tions. Tout en gardant un point de vue global sur ces mod�eles, nous avons tent�e de
d�egager les di��erents types d'approximations mis en jeu et les di��erents niveaux de
d�econditionnement du mod�ele r�ealis�e.

Au cours des chapitres 2 et 3, nous avons pu explorer deux voies principales de
raisonnement :

- soit en se pla�cant au niveau du mod�ele conditionnel, la lin�earisation est alors
e�ectu�ee au tout d�ebut de la d�emarche (chapitre 2),

- soit en ce pla�cant au niveau du mod�ele marginal, la lin�earisation est alors
r�ealis�ee en cours de route (chapitre 3).
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Nous avons essay�e d'�eclairer et de comparer ces di��erents points de vue, en notant
aussi les cas o�u ils co��ncidaient.

Dans le chapitre 2, nous avons propos�e une m�ethode simple d'estimation, combi-
nant les techniques GLM et L2M, par une relecture de la proc�edure GLM �a l'aide du
mod�ele lin�earis�e. Cette m�ethode s'est av�er�ee proche de celle propos�ee par Schall
(1991), les di��erences �etant principalement r�esum�ees par l'utilisation respective des
matrices W et W�. Si cette derni�ere m�ethode a re�cu les �eclairages de diverses d�e-
marches permettant d'y aboutir, il serait int�eressant d'�etudier comment ces mêmes
raisonnements peuvent être appliqu�ees pour justi�er, de fa�con similaire, l'utilisation
de la matrice W .

La m�ethode que nous proposons permet en outre de tirer partie d'une information,
apport�ee dans certains cas par les GL2M, sur la structure de variance. Mais cela ne
nous prive pas pour autant, si n�ecessaire, d'une �eventuelle estimation du param�etre
de dispersion.

Les simulations que nous avons r�ealis�ees ne montrent pas de di��erence entre l'utili-
sation de W et celle de W�, autrement dit entre notre m�ethode et celle de Schall. Il
est donc n�ecessaire, dans un premier temps, de compl�eter ces simulations, et, le cas
�ech�eant, �a d�efaut d'exhiber des di��erences, de d�eterminer les raisons th�eoriques qui
rendraient semblables ces deux m�ethodes.

Dans le chapitre 3, nous avons �etendu la m�ethodologie d�evelopp�ee parGilmour,
Anderson, et Rae (1985). Nous esp�erons avoir donn�e un cadre plus g�en�eral �a son
utilisation, tout en soulignant le domaine de validit�e restreint de cette m�ethode aux
faibles valeurs des composantes.

Au chapitre 4, nous avons introduit une notion d'h�et�erog�en�eit�e au sein des mo-
d�eles lin�eaires g�en�eralis�es �a e�ets al�eatoires. C'est en nous appuyant sur les travaux
r�ealis�es au chapitre 2, que nous avons pu mettre en place une m�ethode d'estima-
tion dans ce nouveau cadre. L'outil principal de ce chapitre est l'algorithme EM.
Nous n'avons trait�e que de sa mise en place pour r�epondre �a notre probl�ematique,
sans pour autant faire d'�etude th�eorique de cet algorithme. Celui-ci a par ailleurs
d�ej�a fait l'objet de nombreux travaux. Une poursuite int�eressante pourrait donc être
d'�etudier de fa�con plus approfondie, �a l'aide de ces travaux, les propri�et�es d'un tel
algorithme dans notre cadre pr�ecis.

De plus, �a la lumi�ere de ce chapitre, di��erentes autres mod�elisations de l'h�et�erog�e-
n�eit�e m�eriteraient aussi d'être �etudi�ees.
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De fa�con g�en�erale, �a la question de l'estimation des param�etres d'un mod�ele
succ�edent bien entendu celles sur la possibilit�e de construire des tests sur ces para-
m�etres, ou encore d'�etablir des m�ethodes de choix de mod�ele. Ce sujet est d'autant
plus d�elicat que les m�ethodes d'estimation sont, elles mêmes, approch�ees et que ces
approximations sont plus ou moins bien maitris�ees. Cependant, certains auteurs ont
commenc�e �a s'y int�eresser (cf. Lin (1997)). En�n, l'article fondamental de Lee et
Nelder (1996) ouvre aussi des perspectives �a ce sujet dans le cadre plus large des
HGLM.
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