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Chapitre 1

Introduction

Les syst�emes qui interagissent avec leur environnement sont d'une importance capitale
en informatique. Le comportement d'un tel syst�eme r�eactif est donn�e par une suite d'�etats
et d'actions qui peut être in�nie. La sp�eci�cation d�ecrit le comportement (in�ni) attendu
du syst�eme. La v�eri�cation d'un syst�eme consiste �a montrer qu'il satisfait sa sp�eci�cation.

Les syst�emes sont g�en�eralement in�nis, dans le sens qu'ils ont un nombre in�ni d'�etats.
Par exemple, le nombre d'�etats d'une machine de Turing est in�ni, puisque la taille de
son ruban n'est pas born�ee. Un des r�esultats fondamentaux sur les machines de Turing est
l'ind�ecidabilit�e du probl�eme de l'arrêt. Le probl�eme de l'arrêt est �equivalent au probl�eme
d'atteignabilit�e, c'est-�a-dire le probl�eme de savoir si un �etat donn�e peut être atteint �a
partir de l'�etat initial. L'ind�ecidabilit�e du probl�eme de l'arrêt implique par cons�equent que
la plupart les probl�emes \int�eressants" de v�eri�cation pour ces syst�emes sont ind�ecidables.

Des syst�emes qui n'ont pas la puissance des machines de Turing sont utilis�es largement
dans di��erents domaines de l'informatique. Pour ces syst�emes, la v�eri�cation automatique
(c.-�a-d. algorithmique) de certaines propri�et�es est possible. La recherche concernant la
v�eri�cation automatique de syst�emes r�eactifs a commenc�e dans les ann�ees 70 avec l'�etude
des syst�emes �a nombre �ni d'�etats. Il y a deux m�ethodes bien �etablies pour la v�eri�cation
automatique des syst�emes �nis. D'une part la m�ethode bas�ee sur la notion d'�equivalence
comportementale et d'autre part le model-checking.

Dans la premi�ere m�ethode, la sp�eci�cation d'un syst�eme est donn�ee par un autre sys-
t�eme �ni, et la v�eri�cation consiste �a montrer que les deux syst�emes sont �equivalents
modulo une relation d'�equivalence. Un exemple d'une telle relation est la bisimulation
[Mil89, Par81].

Dans la m�ethode de model-checking la sp�eci�cation est exprim�ee par des formules de
logiques temporelles. Les logiques temporelles permettent de raisonner sur l'�evolution d'un
syst�eme dans le temps. Le probl�eme de la v�eri�cation est de savoir si le syst�eme satisfait
une propri�et�e donn�ee par une formule de la logique. Pour les syst�emes �nis, beaucoup de
r�esultats ont �et�e prouv�es pour di��erentes logiques temporelles et des outils performants
ont �et�e d�evelopp�es [CE81, QS82, CES83, VW86, McM93, Kur94]. Dans ce m�emoire nous
consid�erons la m�ethode du model-checking.

Les deux questions principales que nous nous posons dans cette th�ese sont

11



12 Chapitre 1 : Introduction

Pour quels syst�emes in�nis et quelles propri�et�es la v�eri�cation automatique
est-elle possible?

Si le probl�eme de la v�eri�cation est ind�ecidable en g�en�eral, est-ce qu'il existe des
m�ethodes de semi-d�ecision puissantes qui permettent dans certains cas d'ana-
lyser automatiquement un syst�eme?

1.1 Syst�emes in�nis

Plusieurs formalismes couramment utilis�es dans di��erents domaines de l'informatique
d�e�nissent des syst�emes in�nis. Nous consid�erons en particulier les alg�ebres de processus
et les automates d'�etats �nis munis de structures de donn�ees non-born�ees.

Consid�erons d'abord les alg�ebres de processus [BW90]. Un processus est d�ecrit par un
ensemble �ni de r�egles sur un ensemble �ni de variables de processus. Un processus d�ecrit
un syst�eme de transitions, o�u les �etats sont des termes de l'alg�ebre et les transitions sont
�etiquet�ees par des actions. Les op�erations autoris�ees pour composer des termes dont les
r�egles d�eterminent le pouvoir expressif de l'alg�ebre. L'alg�ebre de processus CCS [Mil89] par
exemple a le pouvoir expressif des machines de Turing. Un petit nombre d'op�erations tr�es
simples peut donner un formalisme qui permet de d�ecrire des syst�emes in�nis. Il su�t par
exemple de consid�erer le non-d�eterminisme (\+"), la composition s�equentielle (\�") et la
r�ecursion. L'alg�ebre ainsi d�e�ni s'appelle BPA (Basic Process Algebra) [BW90]. Consid�erons
par exemple un processus BPA qui mod�elise un compteur:

Z = deb�X �Z

X = inc� Y �X + fin

Y = inc� Y �Y + dec

Le syst�eme de transitions �etiquet�es g�en�er�e par ce processus est donn�e �gure 1.1. Intui-
tivement, le nombre de Y dans les termes indiquent la valeur du compteur.

Z X:Z Y:X:Z Y:Y:X:Z : : :

deb inc

decfin

inc

dec

Fig. 1.1 { Un processus BPA
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Si nous rempla�cons dans BPA la composition s�equentielle par la composition parall�ele
(asynchrone) et si nous ajoutons l'op�eration de pr�e�xage (a:t), nous obtenons l'alg�ebre
de processus BPP (Basic Parallel Processes) [Chr93]. Un processus BPP simple est par
exemple donn�e par:

X = a�(XkY ) + c

Y = b

Le syst�eme de transitions �etiquet�es g�en�er�e par ce processus est donn�e �gure 1.2.

X XkY XkY kY : : :

0 Y Y kY : : :

a a

b b

b b

c c c � � �

Fig. 1.2 { Un processus BPP

Nous obtenons l'alg�ebre PA (Process Algebra) [BK88] en autorisant le non-d�eterminisme,
les compositions s�equentielles et parall�eles ainsi que la r�ecursion. Il est possible de consid�e-
rer des classes de processus encore plus g�en�erales: par exemple les Process Rewrite Systems
[May98].

Un autre formalisme largement utilis�e pour d�e�nir des syst�emes in�nis est donn�e par
les automates �nis munis de structures de donn�ees non-born�ees. Les structures de donn�ees
peuvent être s�equentielles (piles ou �les) ou des variables enti�eres ou r�eelles. Une machine
de Turing par exemple consiste en un automate �ni avec un ruban non-born�e. Les au-
tomates communicants (Communicating Finite-State Machines ou CFSM) introduits par
Bochmann [Boc78] sont des automates �nis qui communiquent d'une mani�ere asynchrone
via des �les non-born�ees. Ce mod�ele a la puissance d'une machine de Turing et est �a la
base des langages de sp�eci�cation ESTELLE [ISO89] et SDL [CCI88]. Des exemples de
syst�emes qui n'ont pas la puissance d'une machine de Turing sont: les automates �a pile, les
r�eseaux de Petri [Pet62] (Syst�eme d'addition de vecteurs) qui peuvent être vus comme un
automate �ni avec des variables enti�eres (avec des tests restreints sur les variables) et les
automates temporis�es [AD94] qui sont des automates qui manipulent des variables r�eelles.

1.2 M�ethodes de v�eri�cation algorithmiques

Pour les syst�emes in�nis qui n'ont pas la puissance d'une machine de Turing une v�eri-
�cation algorithmique peut être envisag�ee. Ces derni�eres ann�ees un grand e�ort a �et�e fait
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pour �etendre les r�esultats obtenus pour la v�eri�cation de syst�emes �nis vers les syst�emes
in�nis.

Moller donne dans [Mol96] un r�esum�e tr�es d�etaill�e des r�esultats obtenus jusqu'�a pr�e-
sent pour la v�eri�cation automatique avec la m�ethode bas�ee sur la notion d'�equivalence
comportementale.

Nous nous int�eressons ici �a la m�ethode de model-checking. La sp�eci�cation d'un syst�eme
est donn�ee par une formule de logique temporelle. On distingue deux familles de logiques
temporelles: Les logiques arborescentes qui permettent de raisonner sur les arbres (in�nis)
et les logiques lin�eaires o�u on raisonne sur des ensembles de s�equences (in�nis). L'utilisa-
tion d'une logique temporelle comme langage de sp�eci�cation a �et�e introduite par Pnueli
[Pnu77], qui a d�e�ni la logique LTL (Linear temporal logic). Plusieurs logiques temporelles
lin�eaires et arborescentes ont �et�e propos�ees ensuite. Dans le cadre lin�eaire la logique clas-
sique la plus expressive est le �-calcul propositionnel lin�eaire [Koz83, Var88] (LTL en est
une sous-classe) et dans le cadre arborescent le �-calcul arborescent [Koz83].

Le �-calcul lin�eaire a une caract�erisation par les automates �nis de B�uchi, c'est-�a-
dire qu'�etant donn�e une formule, l'ensemble des mod�eles est donn�e par le langage d'un
!-automate de B�uchi. Cette relation forte entre logique et automate permet d'utiliser les
r�esultats de la th�eorie des !-automates pour la v�eri�cation de syst�emes. Le probl�eme de
v�eri�cation est transform�e vers un probl�eme d'inclusion de !-langage [Var96, VW86].

Le tableau 1.1 r�esume les r�esultats de d�ecidabilit�e et de complexit�e obtenus jusqu`�a
pr�esent pour le probl�eme de la v�eri�cation de di��erentes classes de syst�emes in�nis par
rapport aux �-calculs.

j= �-calcul arborescent �-calcul lin�eaire,LTL

PA ind�ecidable[Esp97] ind�ecidable [Hab98]
automates �a pile DEXPTIME-complet[Wal96] DEXPTIME-complet [BEM97]

BPA DEXPTIME [BS97] DEXPTIME-complet [May98]
r�eseaux de Petri EXPSPACE-complet (syst�eme)[Hab98]

et BPP
ind�ecidable [Esp97]

PSPACE-complet (formule)[Hab98]

Tab. 1.1 { Le probl�eme de la v�eri�cation

Dans ce m�emoire nous montrons notre contribution �a ce tableau. Nous montrons l'ind�e-
cidabilit�e du probl�eme de model-checking de LTL (et par cons�equent du �-calcul lin�eaire)
par rapport �a PA (voir section 4.6.2). Nous analysons aussi la complexit�e de la v�eri�cation
du �-calcul lin�eaire pour les r�eseaux de Petri et les BPP (voir chapitre 3). Nous montrons
que ce probl�eme est EXPSPACE-complet dans la taille du syst�eme et PSPACE-complet
dans la taille de la formule.

Une �etude tr�es compl�ete de la d�ecidabilit�e et de la complexit�e du probl�eme de v�eri�ca-
tion de syst�emes in�nis par rapport �a plusieurs logiques temporelles lin�eaires et arbores-
centes a r�ecemment �et�e faite par Mayr [May98]. Deux autres r�esum�es peuvent être trouv�es
dans [Esp96, BE97].
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1.3 Propri�et�es non-r�eguli�eres

Tous les travaux existants mentionn�es ci-dessus consid�erent le probl�eme de la v�eri�ca-
tion des syst�emes in�nis par rapport �a des propri�et�es r�eguli�eres, c'est-�a-dire les propri�et�es
d�e�nies par des automates �nis sur les s�equences ou des arbres in�nis [Tho90]. Cependant,
il existe des propri�et�es signi�catives de syst�emes in�nis qui ne sont pas r�eguli�eres. Par
exemple, deux propri�et�es importantes du processus de la �gure 1.1 sont donn�ees par:

1. Entre deb et fin il y a le même nombre de inc que de dec.

2. Le nombre de dec n'est jamais plus grand que le nombre de inc.

Ces exemples montrent que des propri�et�es signi�catives de syst�emes in�nis sont essen-
tiellement des propri�et�es temporelles imposant des contraintes sur le nombre d'occurrences
d'�ev�enements. Il est �evident que ces propri�et�es ne peuvent pas être exprim�ees par les lo-
giques de sp�eci�cation r�eguli�eres (logiques temporelles et �-calculs propositionnels). Nous
introduisons dans le chapitre 4 la logique temporelle lin�eaire CLTL (Constraint Linear Tem-
poral Logic) qui permet d'exprimer des contraintes lin�eaires sur le nombre d'occurrences
d'�ev�enements. Le pouvoir expressif \r�egulier" de CLTL est maximal dans le sens qu'elle
peut exprimer toutes les propri�et�es !-r�eguli�eres sur les s�equences. CLTL permet en plus
de d�e�nir des propri�et�es non-r�eguli�eres grâce �a l'utilisation de contraintes arithm�etiques
exprim�ees en arithm�etique de Presburger [Pre29].

Par exemple, la propri�et�e 1 ci-dessus peut être exprim�ee dans CLTL avec la formule

2 (deb) [x; y : inc; dec]: 2 (�n) (x = y)))

Intuitivement, la construction [x; y : inc; dec] permet d'initialiser deux compteurs qui
compte le nombre d'occurrences de inc respectivement dec. La formule x = y permet de
tester si le nombre d'occurrences de inc et �egal au nombre d'occurrences de dec �a partir
du point o�u les compteurs ont �et�e initialis�es. De la même mani�ere nous pouvons exprimer
la propri�et�e 2 avec

2 (deb) [x; y : inc; dec]: (x � y)U �n)

Nous �etudions le probl�eme de la v�eri�cation de plusieurs classes de syst�emes in�nis
par rapport �a la logique CLTL et �a plusieurs de ses fragments. Nous obtenons plusieurs
r�esultats de d�ecidabilit�e du probl�eme de la v�eri�cation pour des classes de syst�emes in�nis
(r�eseaux de Petri, automates �a pile) et pour des fragments de CLTL qui sont plus expressifs
que les logiques de sp�eci�cations classiques.

Nous abordons ensuite le probl�eme de la v�eri�cation des automates communicants.

1.4 M�ethodes semi-algorithmiques

Les automates communicants (CFSM) ont le même pouvoir expressif que les machines
de Turing [BZ83]. La v�eri�cation automatique est donc en g�en�eral ind�ecidable. Nous mon-
trons dans ce m�emoire comment analyser ces syst�emes d'une mani�ere semi-algorithmique.
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C'est-�a-dire nous obtenons des algorithmes qui, s'ils s'arrêtent, permettent d'analyser cer-
tains aspects du syst�eme. Nous appliquons le principe de l'analyse symbolique.

Le calcul des �etats atteignables est souvent �a la base de l'analyse d'un syst�eme. Si on
veut v�eri�er que tous ses comportements sont sûrs, il su�t de tester que l'intersection de
l'espace des �etats atteignables �a partir des �etats initiaux avec l'ensemble des �etats mauvais
est vide. Ce probl�eme peut aussi être r�esolu en testant que l'intersection des �etats initiaux
avec tous les pr�ed�ecesseurs des mauvais �etats est vide. Le calcul des pr�ed�ecesseurs ou des
successeurs d'un ensemble d'�etats S donn�e est donc �a la base de beaucoup de techniques de
v�eri�cation. Pour simpli�er la pr�esentation nous ne consid�erons dans la suite que le calcul
des successeurs (le calcul des pr�ed�ecesseurs est sym�etrique).

L'ensemble de tous les successeurs d'un ensemble d'�etats S peut être vu comme la limite
de la s�equence in�nie croissante (Xi)i�0 avec Xi+1 = Xi [ post(Xi), Xi = S et post(Xi)
est l'ensemble des successeurs imm�ediats de Xi. La limite de la s�equence est atteinte si
Xi = Xi+1.

Dans les syst�emes �nis on atteint toujours la limite puisque tous les ensembles sont �nis.
Par contre pour les syst�emes in�nis, les Xi sont en g�en�eral in�nis et la s�equence (Xi)i�0
ne converge pas en un nombre �ni de pas. Pour v�eri�er les syst�emes in�nis nous avons
donc besoin de structures �nis qui permettent de repr�esenter un nombre in�ni d'�etats.
Pour pouvoir calculer la s�equence (Xi)i�0 et tester Xi = Xi+1, ces structures doivent
être e�ectivement ferm�ees par union, intersection et la fonction post et leur probl�emes
d'inclusions et du vide doivent être d�ecidables. Un autre probl�eme est la convergence de
la s�equence (Xi)i�0. Pour faire face �a ce probl�eme nous consid�erons l'acc�el�eration exacte
du calcul de la limite. Cette technique d�e�nit une autre s�equence qui a la même limite que
(Xi)i�0 mais dont le calcul termine dans des cas o�u (Xi)i�0 ne termine pas.

Pour l'analyse des CFSM Boigelot et Godefroid [BG96] (voir aussi [BGWW97]) pro-
posent des structures, appel�ees Diagrammes de d�ecision de contenu de �le (QDD). Un
ensemble de contenus de plusieurs �les est repr�esent�e par un automate d'�etats �nis. Ils
adaptent une technique d'acc�el�eration introduite dans [BW94] pour des syst�emes avec
variables enti�eres. Elle est bas�ee sur la notion de m�eta-transition. Une m�eta-transition cor-
respond a un circuit � dans le graphe de contrôle du syst�eme et le calcul de la limite est
acc�el�er�e en ajoutant �a chaque pas tous les successeurs apr�es un nombre quelconque de
r�ep�etitions du circuit. Cette op�eration est appel�e post��.

Le probl�eme est de d�eterminer pour quels circuits � la classe des structures de repr�esen-
tation est ferm�ee par post��. Cet ensemble de circuits est caract�eris�e dans [BGWW97] pour
les QDD. Il est assez restreint pour pouvoir garantir que l'image d'un ensemble r�egulier par
post�� est aussi un ensemble r�egulier. Par exemple un circuit qui envoie le même message �a
deux �les n'est pas dans cet ensemble.

Dans ce m�emoire nous proposons dans le chapitre 5 une g�en�eralisation de l'approche
de [BG96] et [BGWW97] en consid�erant l'acc�el�eration exacte pour chaque circuit dans le
graphe de transitions du syst�eme. Le probl�eme principal de cette nouvelle approche vient
du fait que l'ensemble des �etats atteignables par un circuit g�en�eral peut être non-r�egulier.
Par cons�equent, nous avons besoin de structures de repr�esentation qui sont plus expressives
que les automates �nis.



1.5 : Organisation du document 17

Nous proposons une structure, appel�ee diagrammes de d�ecision de contenu de �les
contraints (CQDD). Cette structure combine une sous-classe des automates �nis avec des
contraintes lin�eaires sur le nombre de fois que les transitions dans leurs calculs accepteurs
sont prises. Nous montrons que les CQDD's satisfont toutes les propri�et�es d'une \bonne"
structure de repr�esentation (fermeture par union, intersection, etc.) Le r�esultat principal
est que les CQDD's sont ferm�es par post�� pour chaque circuit �. Ce r�esultat permet de
d�e�nir un semi-algorithme g�en�eral d'analyse d'atteignabilit�e param�etr�e par l'ensemble de
circuits consid�er�es pour l'acc�el�eration.

1.5 Organisation du document

Dans le chapitre 2 nous donnons quelques d�e�nitions de base et introduisons les sys-
t�emes �nis et in�nis que nous consid�erons dans ce m�emoire. Dans le chapitre 3 nous �etudions
la complexit�e du probl�eme de model-checking des r�eseaux de Petri par rapport au �-calcul
propositionelle lin�eaire. Le chapitre 4 introduit plusieurs logiques temporelles lin�eaires avec
contraintes qui permettent de sp�eci�er des propri�et�es non-reguli�eres. Nous montrons des
r�esultats de d�ecidabilit�e du probl�eme de la v�eri�cation de ces logiques pour plusieurs classes
de syst�emes in�nis. Ensuite nous analysons dans le chapitre 5 le probl�eme de la v�eri�cation
pour les automates communicants avant de conclure dans le chapitre 6.
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Chapitre 2

Syst�emes

Dans ce chapitre nous pr�esentons les syst�emes que nous consid�erons dans ce m�emoire,
et nous �etablissons quelques r�esultats pr�eliminaires les concernant. Nous commen�cons par
donner les notations et d�e�nitions de base sur les langages et l'arithm�etique de Presbur-
ger. Ensuite nous introduisons les syst�emes de transitions �etiquet�ees. Nous introduisons
les automates et !-automates �nis et les automates et !-automates �a pile. Ensuite, nous
d�e�nissons les alg�ebres de processus que nous consid�erons et nous donnons des r�esultats pr�e-
liminaires les concernant. Ensuite, nous introduisons les r�eseaux de Petri et pour conclure
ce chapitre nous d�e�nissons les syst�emes semilin�eaires et nous analysons l'expressivit�e de
toutes les classes de syst�emes introduits dans ce chapitre.

2.1 Pr�eliminaires

Dans cette section nous donnons les d�e�nitions de base sur les langages et l'arithm�etique
de Presburger.

2.1.1 Langages

Nous donnons quelques d�e�nitions de base sur les langages.

D�e�nition 2.1 (s�equences, langages) :

Soit � un alphabet �ni. Alors �� est l'ensemble des s�equences �nies sur �.
�! est l'ensemble des s�equences in�nies sur �. Un langage sur � est un sous-
ensemble de �� et un !-langage L est un sous-ensemble de �!. Nous �ecrivons
�1 pour �� [ �!.

D�e�nition 2.2 (Concat�enation) :

�Etant donn�es deux langages L1; L2 2 ��, la concat�enation de L1 et L2 est
L1:L2 := fw1:w2 : w1 2 L1 et w2 2 L2g

19
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D�e�nition 2.3 (D�erivation �a gauche) :

�Etant donn�es deux langages L1; L2 2 ��, la d�eriv�ee �a gauche de L1 par L2 est
L�12 :L1 := fw 2 �� : 9w0 2 L2: w0:w 2 L1g.

D�e�nition 2.4 (Expressions r�eguli�eres) :

�Etant donn�e un alphabet �ni �, les expressions r�eguli�eres sont les expressions
form�ees par les r�egles suivants:

{ ;, � et chaque a 2 � sont des expressions r�eguli�eres

{ si � et � sont des expressions r�eguli�eres, alors � + �, �� et �� sont aussi
des expressions r�eguli�eres.

Le langage d�e�ni par une expression r�eguli�ere est d�e�ni comme habituellement.

D�e�nition 2.5 (Langage sans hauteur d'�etoile) :

Un langage L 2 �� est sans hauteur d'�etoile s'il peut être g�en�er�e par les op�era-
tions bool�eennes et la concat�enation �a partir d'ensembles �nis.

Une s�equence in�nie � 2 �! peut être vue comme une fonction de IN vers �. � est donc
�egal �a �(0)�(1) � � � . Une s�equence �ni � 2 �! peut être vue de la même mani�ere comme
une fonction partielle de IN vers �.

D�e�nition 2.6 (�(i; j); P ref(�)) :

Soit � 2 �1. �Etant donn�es i et j avec i; j 2 IN et i � j � j�j, nous �ecrivons
�(i; j) pour la s�equence �nie �(i) � � ��(j) (avec �(i; i) = �(i)). �Etant donn�ee
une s�equence � 2 �!, nous �ecrivons Pref(�) pour l'ensemble des s�equences
�nies qui sont des pr�e�xes �nis de �, i.e.,

Pref(�) = f�(0; i) : 0 � i < j�j+ 1g

Nous avons besoin des notions et Lemmes suivants pour les r�esultats du chapitre 4.
Pour les trois d�e�nitions suivantes, soient P un ensemble �ni, � = 2P , P 0 un ensemble �ni
avec P 0 � P et �0 = 2P

0
.

D�e�nition 2.7 (Projection) :

�Etant donn�ee une s�equence �0 2 (�0)1, la projection de � sur �, repr�esent�ee
par �0j�, est la s�equence � 2 �1 telle que pour chaque i � 0, �(i) = �0(i)\P.

D�e�nition 2.8 (Cylindri�cation) :

�Etant donn�ee une s�equence � 2 (�)1, la cylindri�cation de � vers �0, repr�e-
sent�ee par e� est l'ensemble de s�equences �0 2 (�0)1 tel que � = �0j�.
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Les deux d�e�nitions pr�ec�edentes sont g�en�eralis�ees �a des ensemble de s�equences comme
suit:

D�e�nition 2.9 :

Soit L0 � (�0)1. La projection de L0 sur � est d�e�nie par:

L0j� = f�0j� : �0 2 L0g

Soit L � (�0)1. La cylindri�cation de L vers �0 est d�e�nie par:

eL =
[
�2L

e�

Nous avons les r�esultats suivants pour la projection. Les preuves des trois lemmes
suivants sont triviales.

Lemme 2.1 :

Soit L � (�0)! tel que pour tout � 2 L nous avons 8i 2 IN: �(i)\� 6= ;. Alors
L = ; si et seulement si Lj� = ;.

Lemme 2.2 :

Soit L1; L2 � (�0)!. Alors (L1 [ L2)j� = L1j� [ L2j�

Lemme 2.3 :

Soit L1; L2 � (�0)!. Alors (L1 \ L2)j� � L1j� \ L2j�. L'inverse n'est g�en�erale-
ment pas vrai.

Lemme 2.4 :

Soient L1; L2 � �! et L02 � (�0)! tel que L2 = L02j�. Alors, L1\L2 = (fL1\L02)j�.

Preuve:

{ Soit � 2 L1 \L2. Alors, puisque L2 = L02j�, � 2 L2 implique 9�0 2 L02 avec �
0j� = �.

En plus �0 2 fL1 par d�e�nition. Donc �0 2 fL1 [ L2 et �0j� = �. Il s'en suit que

� 2 (fL1 \ L02)j�.
{ Soit � 2 (fL1 \L02)j�. En utilisant le Lemme 2.3 il s'en suit que � 2 fL1j� et � 2 L02j�.
Alors par d�e�nition � 2 L1, et parce que L2 = L02j�, nous avons aussi � 2 L2.

2
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2.1.2 L'arithm�etique de Presburger

Dans cette section nous donnons la d�e�nition de l'arithm�etique de Presburger [Pre29]
et les ensembles semilin�eaires.

Soit V un ensemble de variables. Nous utilisons x; y; : : : pour des �el�ements de V.

D�e�nition 2.10 (Terme de l'arithm�etique de Presburger) :

Les termes de l'arithm�etique de Presburger sont donn�es par

t ::= 0 j 1 j x j t� t j t+ t

Nous utilisons des abr�eviations pour les constantes k 2 IN et pour la multiplication avec
constante kt.

D�e�nition 2.11 (Formule de Presburger) :

L'ensemble des formules de Presburger est d�e�nit par

f ::= t � t j :f j f _ f j 9x: f

Notation 2.1 :

Nous utilisons les abr�eviations usuelles suivantes:

f1 ^ f2 = :(f1 _ f2)

f1 ) f2 = :f1 _ f2

f1 , f2 = (f1 ) f2) ^ (f2 ) f1)

8x: f = :9x: :f

La notion de variable libre est d�e�nie comme d'habitude. Nous �ecrivons f(x1; : : : ; xn)
pour indiquer que f contient x1; : : : ; xn comme variables libres. La s�emantique des formules
de Presburger est d�e�nie de mani�ere standard.

D�e�nition 2.12 (Valuation) :

�Etant donn�e un ensemble de variables V = fx1; : : : ; xng � V, une valuation E
est une fonction E : V ! IN (aussi repr�esent�ee par un vecteur (k1; : : : ; kn) 2
INn) qui associe �a chaque variable xi un entier ki.
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D�e�nition 2.13 (Relation de satisfaction) :

Soit f(x1; : : : ; xn) une formule de Presburger et E une valuation. E satisfait f ,
repr�esent�e par E ` f , si f(E) est vraie.

D�e�nition 2.14 (ensemble caract�eristique) :

Soit f une formule de Presburger avec n variables libres. hjf ji � INn est l'en-
semble des valuations qui satisfont f .

D�e�nition 2.15 (Formule valide, satisfaisable) :

Une formule de Presburger f avec n variables libres est satisfaisable (resp.
valide), ssi hjf ji 6= ; (resp. hjf ji = INn).

Th�eor�eme 2.1 (Presburger[Pre29]) :

Les probl�emes de satisfaisabilit�e et de validit�e d'une formule de Presburger sont
d�ecidables.

L'ensemble hjf ji des valuations qui satisfont une formule de Presburger f peut être
caract�eris�e par un ensemble semilin�eaire, que nous d�e�nissons ci-dessous.

D�e�nition 2.16 (Ensemble lin�eaire) :

Un ensemble lin�eaire est un sous-ensemble de INn de la forme

f~v + k1~u1 + � � �+ km~um : k1; : : : ; km 2 INg

o�u n;m > 0 et ~v; ~u1; � � � ; ~um 2 IN
n.

D�e�nition 2.17 (Ensemble semilin�eaire) :

Un ensemble semilin�eaire est une union �nie d'ensembles lin�eaires.

Nous avons la relation suivante entre les formules de Presburger et les ensembles semi-
lin�eaire (pour une preuve voir par exemple [Har78]).

Lemme 2.5 ([Har78]) :

Pour chaque formule de Presburger f , l'ensemble caract�eristique hjf ji est semi-
lin�eaire. Et chaque sous-ensemble semilin�eaire L de INn peut être caract�eris�e
par une formule de Presburger g avec n variables libres, hjgji = L.

Corollaire 2.1 :

Les ensembles semilin�eaires sont ferm�es par intersection, union et n�egation.
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2.2 Syst�emes de transitions �etiquet�ees

Chaque syst�eme que nous consid�erons dans ce m�emoire peut être d�ecrit comme un
syst�eme de transitions �etiquet�ees.

D�e�nition 2.18 (Syst�eme de transitions �etiquet�ees) :

Un syst�eme de transitions �etiquet�ees est un quadruplet S = (Q;�; q0; �) o�u:

{ Q est un ensemble d'�etats,

{ � est un ensemble �ni d'�etiquettes, l'alphabet

{ q0 est l'�etat initial,

{ et � � Q� ��Q est la relation de transition.

Pour (q1; a; q2) 2 � nous �ecrivons aussi q1
a
!� q2 ou q1

a
! q2, si � est clairement donn�e

par le contexte.

D�e�nition 2.19 (Syst�eme de transitions �etiquet�ees d�eterministe) :

Un syst�eme de transitions �etiquet�ees est d�eterministe si
8q 2 Q 8a 2 �: il existe au plus un q0 2 Q avec (q; a; q0) 2 �.

D�e�nition 2.20 (Syst�eme de transitions �etiquet�ees �ni) :

Un syst�eme de transitions �etiquet�ees (Q;�; q0; �) est �ni si l'ensemble Q est
�ni.

D�e�nition 2.21 (calcul) :

�Etant donn�es un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;�; q0; �) et une
s�equence � 2 �1, un calcul de S sur � est une s�equence � 2 Q1 avec

{ �(0) = q0

{ 8i � 0: (�(i); �(i); �(i + 1)) 2 � si j�j =1, sinon

{ 8i 2 f0; : : : ; j�j � 1g: (�(i); �(i); �(i + 1)) 2 �.

�A chaque calcul � 2 Q! est associ�e la s�equence �0 2 �! des transitions corres-
pondantes. Un calcul � sur un � 2 �� est terminant si pour tout q 2 Q et a 2 �
il n'existe pas de transition (�(j�j); a; q) 2 �.
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2.3 Automates et !-automates �nis

Dans cette section, nous d�e�nissons les automates �nis et les !-automates �nis ainsi
que les langages associ�es �a ces automates.

D�e�nition 2.22 (Automate �ni) :

Un automate �ni sur � est un quintuplet A = (Q;�; q0; �; F ), o�u

{ (Q;�; q0; �) est un syst�eme de transitions �etiquet�ees �ni, not�e par SA

{ F � Q est l'ensemble d'�etats terminaux

D�e�nition 2.23 (Langage d'un automate �ni) :

�Etant donn�e un automate �ni A = (Q;�; q0; �; F ), le langage de A, not�e L(A),
est donn�e par l'ensemble de s�equences � telles qu'il existe un calcul � de SA sur
� tel que �(j�j) 2 F . Ce calcul est appel�e calcul accepteur.

D�e�nition 2.24 (Circuit, Boucle) :

SoitA = (Q;�; q0; �; F ) un automate �ni. Un circuit de taille n � 1 est une suite
d'�etats q1; : : : ; qn de Q tel que q1 = qn et 8i 2 f1; : : : ; ng 9a 2 � qi

a
!� qi+1.

Une boucle est un circuit de taille 1.

D�e�nition 2.25 (Automate �ni d�eterministe, complet) :

Un automate �ni A = (Q;�; q0; �; F ) est d�eterministe si SA est d�eterministe.
A est complet ssi 8q 2 Q 8a 2 � 9q0 2 Q (q; a; q0) 2 �.

Nous avons le lemme bien connu suivant:

Lemme 2.6 :

Pour chaque automate �niA, il existe un automate �niA0 complet avec L(A) =
L(A0).

D�e�nition 2.26 (!-automate) :

Un !-automate d'�etats �nis est un quintuplet A = (Q;�; q0; �; C) o�u

{ (Q;�; q0; �) est un syst�eme de transitions �etiquet�ees �ni, repr�esent�e par
SA et

{ C est une condition d'acceptation (voir tableau 2.1).

D�e�nition 2.27 (!-automate d�eterministe) :

Un !-automate A = (Q;�; q0; �; C) est d�eterministe si SA est d�eterministe.



26 Chapitre 2 : Syst�emes

Type Syntaxe S�emantique
B�uchi F � Q Inf(�) \ F 6= ;
Rabin

W
i Li ^ :Ui 9i : Inf(�) \ Li 6= ; ^ Inf(�) \ Ui = ;

Streett
V

i Li ! Ui 8i : Inf(�) \ Li = ; _ Inf(�) \ Ui 6= ;

o�u Li et Ui (le couple accepteur) sont des sous-ensembles de Q.

Tab. 2.1 { Les conditions d'acceptation

D�e�nition 2.28 (calcul accepteur) :

Soit A = (Q;�; q0; �; C) un !-automate. Soit � 2 Q! un calcul de SA. Nous
�ecrivons Inf(�) pour l'ensemble d'�etats tel que 91i 2 IN avec �(i) = q. Un
chemin � est accepteur s'il satisfait une des conditions d'acceptation donn�ees
dans le tableau 2.1.

Nous appelons !-automate de B�uchi (resp. Rabin, Streett) un !-automate avec une
condition d'acceptation de B�uchi (resp. Rabin, Streett).

D�e�nition 2.29 (!-langage d'un !-automate) :

Le !-langage d'un !-automates A, not�e L(A), est l'ensemble des s�equences
� 2 �! tel que SA a un calcul accepteur sur �.

Nous avons le th�eor�eme suivant pour les !-automates non-d�eterministes.

Th�eor�eme 2.2 ([Tho90]) :

Les automates (non-d�eterministes) de B�uchi, Rabin et Streett reconnaissent la
même classe de langages.

D�e�nition 2.30 (!-langage r�egulier) :

Un !-langage L 2 �! est appel�e !-r�egulier si il existe un !-automate de B�uchi
A avec L(A) = L.

D�e�nition 2.31 (!-langage sans hauteur d'�etoile) :

Un !-langage est sans hauteur d'�etoile si L est une union �nie d'ensembles de
la forme L1L

!
2 , o�u L1; L2 2 �� sont sans hauteur d'�etoile, et L2L2 � L2.

Le lemme suivant est de [Tho90]:

Lemme 2.7 :

La classe des langages !-r�eguliers (resp. !-langages sans hauteur d'�etoile) est
ferm�ee par toutes les op�erations bool�eennes.
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2.3.1 !-langages simples

Nous introduisons une classe de !-langages qui est moins expressive que les !-langages
sans hauteur d'�etoile. Nous appelons cette classe !-r�egulier simple.

D�e�nition 2.32 (!-langage r�egulier simple) :

Un !-langage L � �! est appel�e !-r�egulier simple s'il existe un automate de
B�uchi A = (Q;�; q0; �; F ) tel que tous les circuits de A sont des boucles et
L(A) = L.

Lemme 2.8 :

La classe des langages !-r�eguliers simples est ferm�ee par intersection et union
mais pas par compl�ementation.

Preuve:

{ La fermeture par union est triviale (Les automates sont non-d�eterministes).

{ La fermeture par intersection: Soit A1 (avec condition d'acceptation F1) et A2 (avec
condition d'acceptation F2) deux automates de B�uchi tels que chaque circuit dans ces
automates est une boucle. En utilisant la construction standard (voir par exemple
[Var96]) pour construire l'intersection de deux !-automates de B�uchi, l'automate
construit peut contenir un circuit qui n'est pas une boucle. Mais nous pouvons uti-
liser la construction standard pour l'intersection des automates �nis. La condition
d'acceptation de l'automate produit est donn�e par F1 � F2. La propri�et�e essentielle
pour montrer que l'automate produit accepte exactement L(A1) \ L(A2) est: si un
calcul de A1 ou A2 quitte un �etat accepteur, il n'y peut jamais revenir (tous les
circuits sont des boucles). Cela n'est pas vrai en g�en�eral pour tous les !-automates
de B�uchi.

{ Non-fermeture par compl�ementation: Soit � = fa; bg, et L = ��:b!. Alors �� n L
est l'ensemble de s�equences avec un nombre in�ni de a. Pour d�ecrire ce langage nous
avons besoin d'un automate avec un circuit avec deux �etats.

2

2.4 Syst�emes �a pile

Dans cette section nous d�e�nissons les automates �a pile, les !-automates �a pile et les
grammaires hors-contextes ainsi que les langages d�e�nis par eux.

D�e�nition 2.33 (Automate �a pile (PDA)) :

Un automate �a pile est un sextuplet A = (Q;�;�; �; q0; Z0), o�u

{ Q est un ensemble �ni d'�etats,
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{ � est un alphabet �ni,

{ � est un alphabet de pile

{ � � ((Q� �� � �)� (Q� ��)) est la relation de transition,

{ q0 est l'�etat initial,

{ Z0 est le symbole initiale de la pile,

Une con�guration d'un automate �a pile est un couple (q; ), o�u q 2 Q et  2 ��.

D�e�nition 2.34 :

Soit A = (Q;�;�; �; q0; Z0) un automate �a pile. Le syst�eme de transition �eti-
quet�ees SA = (Q0;�0; q00; �

0) associ�e �a A, est donn�e par

{ Q0 = Q� ��,

{ �0 = ��,

{ q00 = (q0; Z0),

{ �0 est le plus petit ensemble inclus dans Q0 � �0 � Q0 tel que: pour tout
; � 2 ��, w 2 ��, Z 2 � et p; q 2 Q:
Si ((p; w; Z); (q; �)) 2 � alors ((p; Z); w; (q; �)) 2 �0.

D�e�nition 2.35 (Langage �ni et !-langage d'un automate �a pile) :

Soit A = (Q;�;�; �; q0; Z0) un automate �a pile et SA = (Q0;�0; q00; �
0) le sys-

t�eme de transitions �etiquet�ees associ�e. Le langage de mots �nis de A, not�e
Lfin(A) est l'ensemble des s�equences � 2 �� tel qu'il existe �0 2 (��)� avec
�(0)�(1) : : : �(j�j � 1) = �0(0)�0(1) : : : �(j�0j � 1) et � a un calcul terminant
dans SA.

Le !-langage, not�e L(A) est l'ensemble de s�equences � 2 �! tel qu'il existe
�0 2 (��)! avec �(0)�(1) : : : = �0(0)�0(1) : : : et � a un calcul dans SA.

Remarque: Le langage de mots �nis d'un automate �a pile est le langage accept�e par
pile vide. Le !-langage est donn�e par toutes les s�equences in�nies.

Une autre fa�con de produire des langages de mots �nis des automates �a pile est donn�ee
par les grammaires hors-contextes. Les grammaires hors-contextes et les automates �a pile
d�e�nissent la même classe de langages de mots �nis.

D�e�nition 2.36 (Grammaire hors-contexte) :

Une grammaire hors-contexte est un quadruplet G = (V ar;�; R; S), o�u

{ V ar est un alphabet �ni constituant les symboles non-terminaux,

{ � est un alphabet �ni disjoint de V ar, les symboles terminaux,



2.4 : Syst�emes �a pile 29

{ R � (V ar � (V ar [ �)�) est un ensemble de r�egles, appel�ees aussi pro-
ductions. Nous �ecrivons aussi V !G � pour (V; �) 2 R

{ S 2 V ar est le symbole de d�epart.

D�e�nition 2.37 :

Soient G = (V ar;�; R; S) une grammaire et u 2 (V ar [ �)+, v 2 (V ar [ �)�.
Alors, nous �ecrivons u)G v, si u = xu0y, v = xv0y et (u0; v0) 2 R. La fermeture
r�eexive et transitive de la relation )G est repr�esent�ee par )�G.

D�e�nition 2.38 (Langage d'une grammaire) :

Soit G = (V ar;�; R; S) une grammaire. Le langage �ni de G, d�enot�e L(G), est
donn�e par:

L(G) = fv 2 �� : S )�G vg

Si nous mettons des conditions d'acceptation sur les calculs in�nis du syst�eme de transi-
tions �etiquet�ees associ�e �a un automate �a pile, nous obtenons un !-automate �a pile [CG77a].
Nous utilisons la condition d'acceptation la plus g�en�erale.

D�e�nition 2.39 (!-automate �a pile) :

Un !-automate �a pile est un septuplet A = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ), o�u

{ (Q;�;�; �; q0; Z0) est un automate �a pile,

{ F � 2Q.

D�e�nition 2.40 (calcul accepteur) :

Soient A = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ) un !-automate �a pile et � 2 (Q;��)! un calcul
de SA. Nous �ecrivons Inf(�) pour l'ensemble d'�etats tel que 91i 2 IN avec
9 2 ���(i) = (q; ). � est accepteur si Inf(�) 2 F .

D�e�nition 2.41 (!-langage d'un !-automate �a pile) :

Le !-langage d'un automate �a pile A, not�e L(A), est l'ensemble des s�equences
� 2 �! tel que il existe �0 2 (��)! avec �(0)�(1) : : : = �0(0)�0(1) : : : et SA a
un calcul accepteur sur �0.

D�e�nition 2.42 (Langage !-hors-contexte) :

Un !-langage accept�e par un !-automate �a pile est appel�e !-hors-contexte.
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Les langages !-hors-contexte ont �et�e �etudi�es dans [CG77a, CG78, CG77b]. Ils peuvent
aussi être d�e�nis par les grammaires !-hors-contextes. Nous utilisons les r�esultats suivants
de [CG77a, CG77b]:

Th�eor�eme 2.3 :

La classe des langages !-hors-contexte est ferm�ee par intersection avec les lan-
gages !-r�eguliers.

Th�eor�eme 2.4 :

Soit L un langage !-hors-contexte. Alors Pref(L) est hors-contexte.

2.5 Les alg�ebres de processus

Nous d�e�nissons l'alg�ebre de processus PA [BK88] (Process Algebra). Nous donnons la
syntaxe de processus PA et d�e�nissons leur s�emantique op�erationnelle. PA est une classe
de processus d�e�nie par un ensemble de processus atomiques en consid�erant le choix non-
d�eterministe, la composition s�equentielle, la composition parall�ele (sans communication)
et la r�ecursion. Nous d�e�nissons des sous-classes de PA: BPA (Basic Process Algebra)
qui correspondent aux processus hors-contexte et BPP (Basic Parallel Processes). BPA ne
permet pas la composition parall�ele et BPP ne permet pas la composition s�equentielle. La
classe RP correspond aux processus r�eguliers qui ont le même pouvoir expressif que les
automates �nis.

2.5.1 La syntaxe des alg�ebres PA, BPA, BPP, RP

Nous donnons la d�e�nition des alg�ebres de processus PA (Process Algebra), BPA (Basic
Process Algebra), BPP (Basic Parallel Processes) et RP (Regular Processes). Soit � un
alphabet �ni et Var un ensemble de variables. Nous utilisons les lettres a; b; : : : pour les
�el�ements de � et X; Y; : : : pour les �el�ements de Var.

D�e�nition 2.43 (Termes de PA) :

L'ensemble T des termes de PA construit sur Var et � est d�e�ni par la gram-
maire suivante:

t ::= 0 j a j X j t + t j t � t j tkt

Par exemple, (XkY ) � ((Xka) + (Xkb)) est un terme de PA.

D�e�nition 2.44 (Termes de BPA) :

L'ensemble T des termes de BPA construit sur Var et � est d�e�ni par la
grammaire suivante:

t ::= 0 j a j X j t + t j t � t
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Par exemple, X � a � Z + a est un terme de BPA.

D�e�nition 2.45 (Termes de BPP) :

L'ensemble T des termes de BPP construit sur Var et � est d�e�ni par la
grammaire suivante:

t ::= 0 j a j X j t + t j a � t j tkt

Par exemple, (XkXkXk(Z +X)) est un terme de BPP.

D�e�nition 2.46 (Termes de RP) :

L'ensemble T des termes de RP construit sur Var et � est d�e�ni par la gram-
maire suivante:

t ::= 0 j X j t + t j a � t

Intuitivement, 0 repr�esente le processus inactif, a est une action atomique, l'op�erateur
\+" designe le choix non-d�eterministe, l'op�erateur \�" est la composition s�equentielle, \k"
est la composition parall�ele (sans synchronisation).

D�e�nition 2.47 (Processus PA) :

Soit � un alphabet �ni. Un processus PA S = (Var;�;�; X1) est donn�e par:

{ un ensemble �ni de variables de processus Var = fX1; : : : ; Xng,

{ un ensemble �ni � d'actions atomiques,

{ un ensemble d'�equations r�ecursives � = fXi b= ti : 1 � i � ng o�u chaque
terme ti est un terme de PA sur Var et �.

{ une variable X1 2 V ar, appel�ee la racine

D�e�nition 2.48 (Processus BPA,BPP,RP) :

Soit � un alphabet �ni. Un processus BPA (resp. BPP, RP) S = (Var;�;�; X1)
est un processus PA tel que tous les termes dans les �equations sont des termes
de BPA (resp. BPP, RP).

D�e�nition 2.49 (Processus gard�e) :

Une occurrence d'une variableX dans un terme t de PA est gard�ee si t comprend
un sous-terme a:t0, o�u a est une action atomique et t0 contient l'occurrence de
X. Un terme t de PA est gard�ee si toutes les occurrences de variables dans t sont
gard�ees. Un processus S = (Var;�;�; X1) avec � = fXi b= ti : 1 � i � ng
est gard�e si tous les termes ti sont gard�es.

La notion de processus gard�e nous permet de d�e�nir une s�emantique op�erationnelle qui est
�a branchement �ni.
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2.5.2 S�emantique op�erationnelle et langages g�en�er�es

Nous donnons dans cette section la d�e�nition de la s�emantique op�erationnelle des pro-
cessus ainsi que leur langages associ�es.

D�e�nition 2.50 (S�emantique op�erationnelle d'un processus PA) :

La s�emantique op�erationnelle d'un processus gard�e de PA S = (Var;�;�; X1)
est donn�ee par le syst�eme de transitions �etiquet�ees S 0 = (T ;�; X1; �) o�u � est
la plus petite relation telle que:

{ a
a
! 0

{ X = t 2 � et t
a
! t0 implique X

a
! t0,

{ t1
a
! t01 implique t1 + t2

a
! t01,

{ t1
a
! t01 implique t2 + t1

a
! t01,

{ t1
a
! t01 implique t1 � t2

a
! t01 � t2,

{ t1
a
! t01 implique t1kt2

a
! t01kt2,

{ t1
a
! t01 implique t2kt1

a
! t2kt01

D�e�nition 2.51 (langage de PA,BPA,BPP,RP) :

Soit S = (Var;�;�; X1) un processus PA (resp. BPA,BPP,RP) et S 0 = (T ;�; X1; �)
le syst�eme de transitions correspondant. Le langage �ni de S est donn�e par:

Lfin(S) = f� 2 �� : il existe un calcul terminant � dans S 0 sur �g

D�e�nition 2.52 (!-langage de PA,BPA,BPP,RP) :

Soit S = (Var;�;�; X1) un processus PA (resp. BPA,BPP,RP) et S 0 = (T ;�; X1; �)
le syst�eme de transitions correspondant. Le !-langage de S est donn�e par:

L(S) = f� 2 �! : il existe un calcul sur � de S 0g

Exemple 2.1 :

Soit S = (Var;�;�; X1) un processus PA donn�e par

{ Var = fX1; X2; X3g

{ � = fa; b; c; dg

{ � comporte les r�egles:

{ X1 b= b � (X2kX3)
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{ X2 b= a �X2 � b

{ X3 b= c �X3 � d

Alors, le \d�ebut" du syst�eme de transitions �etiquet�ees associ�e �a S est donn�e
par l'image suivante:

(X2 � b)kX3

(X2 � b � b)kX3)

(X2 � b)k(X3 � d)

X2k(X3 � d)

X2k(X3 � d � d)

� � �

� � �

� � �

� � �

a

a

a

a

a

a

c

c

c

c

c

c

X2kX3

b

X1

Le langage de S est ; et le !-langage de ce processus est fa; cg!

2.5.3 Forme normale

Nous introduisons une forme sp�eciale syntaxique de processus PA, qui est une g�en�era-
lisation de la forme normale de Greibach utilis�ee dans la th�eorie des langages formels (voir
[Har78]).

D�e�nition 2.53 (Termes de la forme normale) :

Soit Var un ensemble de variables de processus. L'ensemble Tn des termes de
forme normale construit sur Var est d�e�ni par la grammaire suivante:

t ::= 0 j X j t � t j tkt
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D�e�nition 2.54 (Forme normale de PA) :

Un processus PA (Var;�;�; X1) avec � = fXi b= ti : 1 � i � ng est en forme
normale, si chaque terme ti est soit 0 soit de la forme

ai1 � �
i
1 + � � �+ aimi

� � imi

o�u ai1; : : : ; a
i
mi
2 � et � i1; : : : ; �

i
mi
2 Tn et telle qu'aucune variable Xk dans un

� ij est d�e�nie comme un processus inactif, c.-�a-d.. Xk b= 0 2 �.

Proposition 2.1 (Forme normale de processus PA) :

Soit (Var;�;�; X1) avec � = fXi b= ti : 1 � i � ng un processus PA gard�e.
Alors il existe un processus PA S1 en forme normale, tel que les syst�emes de
transitions d�e�nissent les mêmes !-langages, i.e. L(S) = L(S1)

Preuve:
Par induction sur la structure des termes et en transformant les termes par rapport aux
�equations suivantes

(t1 + t2) � t3 = t1 � t3 + t2 � t3 (2.1)

t3 � (t1 + t2) = t3 � t1 + t3 � t2 (2.2)

(t1 + t2)kt3 = (t1kt3) + (t2kt3) (2.3)

t3k(t1 + t2) = (t3kt1) + (t3kt2) (2.4)

qui sont valides modulo �equivalences des langages, c'est-�a-dire deux termes li�es par ces
�equations g�en�erent les mêmes langages. Avec ces �equations les termes peuvent être trans-
form�es de sorte que les op�erateurs + sont au premier niveau. Puisque le processus est gard�e
nous pouvons obtenir la forme exig�ee.

2

De la même mani�ere nous pouvons d�e�nir des formes normales pour les processus BPA
et BPP.

Exemple 2.2 :

La forme normale du processus de l'exemple 2.1 est donn�ee par les �equations:

{ X1 b= b � (X2kX3)

{ X2 b= a �X2 �X4

{ X3 b= c �X3 �X5

{ X4 b= b

{ X5 b= d
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2.5.4 Notations et r�esultats pr�eliminaires

Nous introduisons dans cette section quelques notations et des r�esultats pr�eliminaires
concernant les alg�ebres de processus.

D�e�nition 2.55 :

Soit S = (V ar;�;�; X1) en forme normale. Nous d�e�nissons l'ensemble de
r�egles de transitions suivant:

�S = fXi ! aij:�
i
j : Xi b= ai1 � �

i
1 + � � �+ aij � �

i
j + � � �+ aimi

� � imi
2 �g

[ fXi ! 0 : Xi b= 0 2 �g

D�e�nition 2.56 (Positions) :

Soit � 2 T . L'ensemble de toutes les positions de � est un sous-ensemble de IN�

inductivement d�e�ni comme suit:

Pos(0) = ;;
P os(X) = f�g; o�u � est la suite vide;
P os(�1 op �2) = f1 � p : p 2 Pos(�1)g [ f2 � p : p 2 Pos(�2)g

o�u op est k ou �

D�e�nition 2.57 (Position ex�ecutable) :

L'ensemble de positions ex�ecutables est d�e�ni inductivement sur les termes
comme suit:

Exec(0) = ;;
Exec(X) = f�g;
Exec(�1 � �2) = f1 � p : p 2 Exec(�1)g;
Exec(�1k�2) = f1 � p : p 2 Exec(�1)g [ f2 � p : p 2 Exec(�2)g:

Nous disons qu'une variable X est ex�ecutable dans le terme � s'il y a une position
p 2 Exec(�) telle que le sous-terme de � �a la position p est X. Nous notons V arExec(�)
l'ensemble de toutes les variables ex�ecutables dans � .

La notion de variable ex�ecutable nous permet de d�e�nir une relation de transition
entre termes de T en utilisant des r�egles de transition dans �S . Ces r�egles peuvent être
interpr�et�ees comme des r�egles de r�e�ecriture.

Soient � 2 T , X une variable avec X 2 V arExec(�), p une position ex�ecutable de
� et une r�egle r = X ! a:� 2 �S . Alors nous �ecrivons �

a
!r � 0, o�u � 0 est le terme

o�u la variable X �a la position p a �et�e remplac�e par le terme �. Nous g�en�eralisons cette
notation �a des s�equences de transitions en �ecrivant �

�
!S � 0, ou � = a1 � � �an 2 �+ si

�
a1!r1 �1 � � �

an!rn �n = � 0 et fr1; � � � ; rng � �S . Une s�equence �
a1!S �1 � � �

an!S �n correspond
exactement �a la même s�equence dans le syst�eme de transition associ�e �a S.

D�e�nition 2.58 (variables norm�ees) :

Soit S = (V ar;�;�; X1) un processus PA. L'ensemble de variables norm�ees
qui peuvent se r�eduire �a 0 est d�e�ni par:

NormS = fX 2 V ar : 9� 2 �+:X
�
!S 0g
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Nous pouvons calculer cet ensemble d'une mani�ere it�erative. Toutes les variables avec
X

a
!S 0 sont dans NormS et si pour une variables X 0 avec X 0

a
!S � , toutes les variables

de � sont dans NormS alors X est aussi dans NormS .
Nous consid�erons au chapitre 4 la v�eri�cation de processus PA par rapport �a des lo-

giques. Pour cela nous supposons que � = 2P o�u P est un ensemble �ni de propositions
atomiques. Soit � une formule propositionnelle sur P. Nous d�e�nissons l'ensemble de toutes
les variables qui peuvent se r�eduire �a 0 en satisfant continûment �.

D�e�nition 2.59 :

Soit S = (V ar;�;�; X1) un processus PA. L'ensemble de variables norm�ees
qui peuvent se r�eduire �a 0 en satisfaisant continûment � est d�e�ni par:

Norm�
S = f� 2 T : 9� 2 �+:�

�
!S 0 et 8i 2 f0; : : : ; j�j � 1g; �(i) j= �g

Cet ensemble peut être calculer de la même mani�ere que NormS .

D�e�nition 2.60 :

Soient S = (V ar;�;�; X1) un processus PA et � une formule d'�etats, alors
l'ensemble de variable de processus qui peuvent r�ep�eter in�niment souvent �
est d�e�nie comme suit:

Boucle�S = fX 2 Var� : 9� 2 �+; et 9�; tel que X
�
!S �;

X 2 V arExec(�); et 8i 2 f0; : : : ; j�j � 1g; �(i) j= �g

Intuitivement, si X 2 Boucle�S alors il existe une s�equence in�ni �a partir de X qui
satisfait continûment �.

Nous pouvons calculer l'ensemble Boucle�S comme l'ensemble de nonterminaux recur-
sives dans une grammaire hors-contexte en utilisant l'ensemble Norm�

S .
Nous terminons cette section avec un r�esultat pr�eliminaire sur les langages de PA.

Lemme 2.9 :

Soit S = (Var;�;�; X1) un processus PA en forme normale. Alors il existe un
processus S 0 = (Var0;�;�0; X 01) tel que Lfin(S 0) = ; et L(S) = L(S 0).
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Preuve:
La construction du processus S 0 est tr�es simple. Nous devons assurer que dans chaque terme
dans le syst�eme de transition d�ecrit par S 0 il y a exactement une variable qui ne peut pas
terminer (n'est pas inclus dans NormS0). Pour chaque variable X nous introduisons une
copieX t qui ne peut pas terminer et nous changeons les r�egles de sorte que dans le syst�emes
de transitions associ�e �a S 0 chaque terme contient exactement une variable de la forme X t.
Formellement, S 0 = (Var0;�;�0; X 01) est donn�e par:

{ Si Var = fX1; : : : ; Xng alors Var
0 = Var [ fX t

1; : : : ; X
t
ng

{ �0 est l'ensemble plus petit qui satisfait:

{ � � �0,

{ Si X b= Pn
i=1 ai � �i 2 � alors

X t b= P
�i 6=0

(
P

�2T (�i)
ai � �) 2 �0 o�u T (�i) est l'ensemble de termes o�u exacte-

ment une des variables X de �i a �et�e remplac�e par X t

{ X 01 = X t
1

Il est �evident que Lfin(S 0) = ; et L(S) = L(S 0).
2

2.6 Les r�eseaux de Petri

Dans cette section nous d�e�nissons les r�eseaux de Petri et un mod�ele �equivalent: les
syst�emes d'addition de vecteurs avec �etats (SAVE). Ces d�e�nitions peuvent être trouv�ees
par exemple dans [Reu89]. Nous mentionnons ensuite un r�esultat de Christensen qui a
montr�e dans [Chr93] que l'alg�ebre de processus BPP est une sous-classe des r�eseaux de
Petri.

2.6.1 Les r�eseaux de Petri

D�e�nition 2.61 (r�eseau de Petri) :

Un r�eseau de Petri est un sextuplet N = (�;P;T;F;MN ;�) o�u,

{ � est un alphabet �ni,

{ P est un ensemble �ni de places,

{ T est un ensemble �ni de transitions,

{ P \T = ;,

{ F : (P�T) [ (T�P)! IN est la fonction de ot,
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{ MN : P ! IN est le marquage initial et � : T ! � est la fonction
d'�etiquetage des transitions.

D�e�nition 2.62 (Marquage, Tir d'une transition) :

Soit N = (�;P;T;F;MN ;�). Un marquage M est une fonction qui associe �a
chaque place un entier (nombre de jeton). Nous repr�esentons un marquage aussi
comme un vecteur dans IN jPj. Nous �ecrivons M [ti si, 8p 2 P , M(p) � F(p; t),
et nous �ecrivons M [tiM 0 (t est tir�e �a partir de M et donne M 0), si M [ti et
8p 2 P ,M 0(p) =M(p)�F(p; t)+F(t; p). �Etant donn�e un a 2 �, nous �ecrivons
M

a
! (resp. M

a
!M 0) si 9t 2 T tel que M [ti (resp. M [tiM 0) et �(t) = a.

La d�e�nition de M [tiM 0 (resp. M
a
! M 0) est �etendue d'une mani�ere �evidente vers

des s�equences de transitions dans � 2 T� (respectivement des s�equences d'�etiquettes de
transition � 2 ��). La d�e�nition M [ti (respectivement M

a
!) est �etendue d'une mani�ere

�evidente vers des s�equences de transitions dans � 2 T! (resp. des s�equences d'�etiquettes
de transition � 2 �!).

D�e�nition 2.63 (Ensemble de marquages atteignables) :

Soit N = (�;P;T;F;MN ;�). L'ensemble de marquages atteignablesR(N ) est
donn�e par:

R(N ) = fM : 9� 2 T�: MN [�iMg

D�e�nition 2.64 (!-langage d'un r�eseau de Petri) :

Soit N = (�;P;T;F;MN ;�). Le !-langage de N , repr�esent�e par L(N ), est
donn�e par:

L(N ) = f� 2 �! :MN
�
!g

D�e�nition 2.65 (M1(N ; t)) :

Soit N = (�;P;T;F;MN ;�). �Etant donn�e un t 2 T, nous �ecrivonsM1(N ; t)
pour l'ensemble de marquageM telle que 9� 2 T! avec M [�i et 91i 2 IN avec
�(i) = t, i.e. l'ensemble de tous les marquages �a partir desquels il existe une
s�equence in�nie de transitions qui contient in�niment souvent t.

Nous avons le th�eor�eme suivant prouv�e ind�ependemment par [Kos82] et [May81].

Th�eor�eme 2.5 (Atteignabilit�e) :

Soit N = (�;P;T;F;MN ;�) un r�eseau de Petri et M un marquage. Alors, le
probl�eme

M 2 R(N )?

est d�ecidable.
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Nous terminons cette section avec un r�esultat sur les ensembles semilin�eaires de mar-
quages.

Th�eor�eme 2.6 :

Soit N = (�;P;T;F;MN ;�) et M un ensemble semilin�eaire de marquage.
Alors, le probl�eme R(N ) \M 6= ; est d�ecidable.

Preuve:

{ D'abord nous pouvons montrer que le probl�eme si R(N1) \ R(N2) 6= ; pour deux
r�eseaux de Petri N1 et N2 avec le même nombre de places est d�ecidable. En e�et,
ce probl�eme peut être r�eduit au probl�eme d'atteignabilit�e dans les r�eseaux de Petri
(qui est d�ecidable, voir Th�eor�eme 2.5): D'abord nous pouvons ajouter �a N1 et N2

des transitions qui enl�event simultan�ement un par un les jetons des places avec le
même indice. Alors, R(N1)\R(N2) 6= ; ssi le marquage vide est atteignable dans le
r�eseau ainsi construit: Si R(N1) \ R(N2) 6= ;, alors on peut atteindre le marquage
vide trivialement. Si le marquage vide est atteignable dans le r�eseau construit, alors
il existe une s�equence de transitions qui l'atteint. Cette s�equence peut toujours être
r�earrang�ee telle que les nouvelles transitions qui vident les places sont ex�ecut�ees �a la
�n. Il s'en suit qu'il y a un marquage dans R(N1) \ R(N2).

{ Soit L un ensemble lin�eaire. Nous pouvons facilement construire un r�eseau de Petri
NL avec R(NL) = L.

Le probl�eme R(N )\L 6= ; pour un ensemble lin�eaire L peut donc être r�eduit vers le pro-
bl�eme d'atteignabilit�e. Puisque un ensemble semilin�eaire est une union �nie d'ensembles
lin�eaires ce raisonnement peut facilement être g�en�eralis�e.

2

2.6.2 Les syst�emes d'addition de vecteurs avec �etats

Nous utilisons un mod�ele �equivalent aux r�eseaux Petri. La d�e�nition des syst�emes d'ad-
dition de vecteurs avec �etats peut par exemple être trouv�ee dans [Reu89].

D�e�nition 2.66 (Vecteurs) :

Pour un vecteur ~u 2 ZZk et un i avec 1 � i � k, nous �ecrivons ~u(i) pour la
i-�eme composante de ~u. ~u(i) est aussi appel�e i-�eme place.

D�e�nition 2.67 (Op�erations sur les vecteurs) :

Soient ~u,~v 2 ZZk. L'addition ~u+ ~v, la soustraction ~u� ~v et les pr�edicats ~u = ~v,
~u � ~v et ~u < ~v sont d�e�nies comme d'habitude par composante. ~0 d�enote le
vecteur dont toutes les composantes sont 0.
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D�e�nition 2.68 (SAVE) :

Un syst�eme d'addition de vecteurs avec �etats �a k dimensions �etiquet�e est un
6-uplet (�; ~v0; A;Q; q0; �), o�u

{ � est un alphabet �ni,

{ ~v0 2 IN
k est le vecteur de d�ebut,

{ A est un ensemble de vecteur de ZZk (l'ensemble d'addition),

{ Q est un ensemble d'�etats de contrôle,

{ q0 2 Q est l'�etat initial,

{ � � Q� ��Q� A est la relation de transition.

Une transition (q1; b; q2;~a) 2 � est normalement �ecrit dans la forme q1
b
! (q2;~a) (si

le b nous n'int�eresse pas nous �ecrivons aussi q1 ! (q2;~a)). Une con�guration d'un SAVE
est un couple (q; ~v), o�u q 2 Q et ~v 2 INk. La con�guration initiale est le couple (q0; ~v0).

Une con�guration (q1; ~v) peut tirer une transition q1
b
! (q2;~a) en donnant la con�guration

(q2; ~v + ~a) si ~v + ~a � ~0. Nous notons cela (q1; ~v)
b
; (q2; ~v + ~a) (o�u (q1; ~v) ; (q2; ~v + ~a)).

Cette d�e�nition peut être g�en�eralis�e d'une mani�ere �evidente pour des s�equences de �1.
Nous �ecrivons ;+ (respectivement ;�), pour la fermeture transitive (resp. transitive et
r�eexive) de ;.

D�e�nition 2.69 (! langage d'un SAVE) :

Le !-langage d'un SAVE S, appel�e L(S), est d�e�ni par l'ensemble des s�equences
in�nies � 2 �! tel que (q0; ~v0)

�
;.

Il est clair que pour chaque SAVE �a k dimension et n �etats, il y a un r�eseau de Petri
�equivalent (�equivalent dans le sens qu'il d�ecrit le même syst�eme �a transitions �etiquet�e) �a
k+n dimensions (chaque �etat correspond �a une nouvelle place). Et chaque r�eseau de Petri
peut être d�e�nie par un SAVE. Nous utilisons les SAVE dans le chapitre 3 pour avoir une
repr�esentation ad�equate pour le produit d'un automate de B�uchi et d'un r�eseau de Petri.

2.6.3 R�eseau BPP et SAVE

Les processus BPP peuvent être vus comme une sous-classe des r�eseaux de Petri.

D�e�nition 2.70 :

Un r�eseau BPP est un SAVE (�; ~v0; A;Q; q0; �) tel queQ = fq0g et A ne contient
que de vecteurs qui ont une seule composante n�egative. Cette composante doit
avoir la valeur �1.

Christensen a montr�e dans [Chr93] que les r�eseaux BPP et les processus BPP d�e�nissent
la même classe de syst�eme de transitions �etiquet�es.

Lemme 2.10 :

Les r�eseaux BPP et les processus BPP d�e�nissent la même classe de syst�eme �a
transitions �etiquet�es.
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2.7 Semilin�earit�e

Dans cette section nous d�e�nissons les syst�emes semilin�eaires. Les syst�emes semili-
n�eaires sont des syst�emes qui g�en�erent des !-langages dont l'image de Parikh des pr�e�xes
est semilin�eaire. Cette propri�et�e nous permet de raisonner facilement sur les nombres d'oc-
currences de symboles dans ces syst�emes (voir chapitre 4). Nous donnons des exemples de
syst�emes semilin�eaires et montrons des r�esultats les concernant.

2.7.1 D�e�nitions

Dans cette section nous d�e�nissons les syst�emes semilin�eaires. Ce sont les syst�emes dont
les images de Parikh des pr�e�xes de leurs !-mots sont semilin�eaires. Soient � un alphabet
�ni et � 2 ��. Pour chaque a 2 �, j�ja est le nombre d'occurrences de a dans �.

D�e�nition 2.71 (Image de Parikh) :

Soit � = fa1; : : : ; ang. L' image de Parikh de � 2 ��, repr�esent�ee par [�], est
le vecteur (j�ja1 ; � � � ; j�jan) de IN

n. Soit S � ��, alors [S] = f[�] : � 2 Sg.

D�e�nition 2.72 (Langage semilin�eaire) :

Un ensemble S � �� est un langage semilin�eaire si [S] est semilin�eaire.

D�e�nition 2.73 (!-langage semilin�eaire) :

Un ensemble S � �! est un !-langage semilin�eaire si [Pref(S)] est semilin�eaire.

D�e�nition 2.74 (Syst�eme semilin�eaire) :

Un syst�eme est semilin�eaire si son !-langage S est semilin�eaire et tel qu'une
repr�esentation de [Pref(S)] peut être construite �a partir d'une repr�esentation
de S.

2.7.2 R�esultats

Dans cette section nous pr�esentons quelques r�esultats concernant les syst�emes semi-
lin�eaires. Nous montrons que les langages hors-contextes et !-hors-contextes sont semi-
lin�eaires. Par cons�equent les processus BPA et les automates �a pile sont des syst�emes
semilin�eaires. Nous montrons aussi que les processus PA sont semilin�eaires. Ensuite nous
montrons que la classe des syst�emes semilin�eaires n'est pas ferm�ee par intersection.

Le th�eor�eme suivant est du �a Parikh [Par66].

Th�eor�eme 2.7 :

Les langages hors-contextes sont semilin�eaires.
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En utilisant le Th�eor�eme 2.4 on d�eduit:

Th�eor�eme 2.8 :

Les langages !-hors-contextes sont semilin�eaires.

Du fait que BPA et les automates �a pile g�en�erent des langages !-hors-contextes nous
obtenons:

Corollaire 2.2 :

Les processus BPA et les automates �a pile sont semilin�eaires.

Nous prouvons maintenant que les processus PA sont semilin�eaires

Th�eor�eme 2.9 :

Les !-langages de PA sont semilin�eaires.

Preuve:
Soit S = (Var;�;�; X1) un processus PA. Puisque nous consid�erons ici le langage produit
par S nous pouvons supposer que S est en forme normale. Nous supposons aussi que le
langage �ni de S est vide (Lemme 2.9). La construction de [Pref(L(S))] se fait en deux
partie:

{ Construction d'un processus PA Sfin avec Lfin(Sfin) = Pref(L(S)),

{ Construction d'une grammaire hors-contexte G avec [L(G)] = [Lfin(Sfin)].

D'abord nous construisons le processus Sfin = (Varfin;�;�fin; Xfin). Pour chaque va-
riable X nous introduisons une copie Xp de cette variable qui peut produire les pr�e�xes
des s�equences produite par X. Ensuite nous ajoutons des r�egles pour ces variables qui
permettent de produire les pr�e�xes. Par exemple pour X b= a � Y � Z nous ajoutons
Xp = a+ a � Y p + a � Y � Zp. Formellement:

{ Si Var = fX1; : : : ; Xng alors Varfin = Var [ fXp
1 ; : : : ; X

p
ng,

{ �fin est le plus petit ensemble qui satisfait:

{ � � �fin

{ Si X b= Pn
i=1 ai � �i 2 � alors

Xp b= Pn
i=1(ai+

P
�2Pr(�i)

ai � �) 2 �fin o�u Pr est r�ecursivement d�e�nie comme
suit:

Pr(X) = fXpg

Pr(�1 � �2) = f� 01 : � 01 2 Pr(�1)g [ f�1 � �
0
2 : � 02 2 Pr(�2)g

Pr(�1k�2) = f� 01 : � 01 2 Pr(�1)g

[ f� 02 : � 02 2 Pr(�1)g

[ f� 01k�2 : � 01 2 Pr(�1)g

[ f�1k�
0
2 : � 02 2 Pr(�2)g

[ f� 01k�
0
2 : � 01 2 Pr(�1) ^ �

0
2 2 Pr(�2)g
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{ Xfin = XP
1

La grammaire hors-contexte G = (VarG;�; R; S) est construite en rempla�cant toutes les
compositions parall�eles dans le processus Sfin par des compositions s�equentielles. Cela ne
change pas l'image de Parikh d'un mot g�en�er�e. Formellement:

{ VarG = Varfin

{ R est le plus petit ensemble qui satisfait:

{ Si X b= Pn
i=1 ai � �i 2 �fin alors

8i 2 f1; : : : ; ng: X )G aiStr(�i) o�u Str est d�e�nie r�ecursivement comme suit:

{ Str(0) = �

{ Str(X) = X

{ Str(�1 � �2) = Str(�1k�2) = Str(�1)Str(�2)

{ S = Xfin

Il est �evident que [L(G)] = [Lfin(Sfin)]. D'apr�es le Th�eor�eme 2.7 [L(G)] est semilin�eaire.
2

Pour les !-langages de processus BPP nous pouvons montrer que leur intersection avec
un !-langage sans hauteur d'�etoile peut donner un langage qui n'est pas semilin�eaire. Cela
montre que la classe des syst�emes semilin�eaires n'est pas ferm�ee par intersection bien que
les ensembles semilin�eaires le sont.

Proposition 2.2 :

Il existe un processus BPP S avec 4 variables et un !-langage sans hauteur
d'�etoile R descriptible par un automate avec 2 �etats, tels que [Pref(L(S)\R)]
n'est pas semilin�eaire.

Preuve:
La preuve est inspir�e d'un exemple dans [HP79] d'un syst�eme d'addition de vecteurs avec
�etats �a 3 dimensions qui a un ensemble d'�etats atteignables qui est non-semilin�eaire.

Soit S = (V ar;�;�; X1) un processus BPP avec:

{ V ar = fX1; X2; X3; X4g,

{ � = ft1; t2; t3; t4; initg,

{ � est l'ensemble des cinq �equations suivantes:

{ X1 b= init �X2kX3

{ X2 b= t1 �X4

{ X3 b= t2 �X3
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{ X3 b= t4 �X3

{ X4 b= t3 � (X2kX2)

Soit R le langage donn�e par l'automate �ni B avec �etats p et q, �etat initial q, vocabulaire
ft1; t2; t3; t4; initg et transitions

{ p
init
! p,p

t1! p,p
t2! q,q

t3! q et q
t4! p.

Remarque: Le langage L(S)\L(B) peut être vu comme le langage produit par le SAVE
(voir d�e�nition 2.68) donn�e dans �gure 2.1.

t3

t2

(0;�1; 0; 1)
(�1; 1; 1; 0)

(0; 2; 0;�1)

(0; 0; 1; 0)

t4

initt1

q

p

(0; 0; 1; 0) (0; 0;�1; 0)

(0; 0;�1; 0)

Fig. 2.1 { Un SAVE qui produit un langage non-semilin�eaire

Soit L l'ensemble de s�equences Pref(L(S) \ L(B)). Nous montrons que [L] n'est pas
semilin�eaire. Pour � 2 L soit ai = j�jti et in = j�jinit. Soient

{ P (a2; a3; a4) � (a2 = a4) ^ (a3 + 1 � 2a4)

{ Q(a1; a2; a4) � (a2 = a4 + 1) ^ (a1 + 1 � 2a4+1)

{ R(a1; a2; a3; a4; in) �
(in = 0) ^ ((in = 1) ^ (0 � a3 � a1 � 2a3 + 1) ^ (a4 � 0)^
(P (a2; a3; a4) _Q(a1; a2; a4)))
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Alors nous avons le lemme suivant �a partir duquel nous pouvons d�eduire que [L] n'est
pas semilin�eaire parce que les relations dans R contiennent des fonctions exponentielles.

Lemme 2.11 :

(a1; a2; a3; a4; in) 2 [L] () R(a1; a2; a3; a4; in)

La partie \)" est facilement prouv�e en montrant qu'apr�es un pas R(0; 0; 0; 0; 1) est vrai et
que R(a1; a2; a3; a4; in) est un invariant par rapport �a l'application simultan�ee des transi-
tions (r�egles) de � et B. Pour cela il faut aussi raisonner sur la forme des �etats atteignables.
Consid�erons maintenant la partie \(". Elle est montr�ee par induction sur a4.

{ a4 = 0:
Si a4 = 0 alors si a2 = 0 alors a3 = 0 et a1 = 0 ou a1 = 1. Nous avons (0; 0; 0; 0; 1) 2

[L] ainsi que (1; 0; 0; 0; 1) 2 [L] par X1
init
! X2kX3

t1! X4kX3 et p
init
! p

t1! p.

Si a2 = 1 alors aussi a1 = 0 ou a1 = 1 et nous avons (0; 1; 0; 0; 1) 2 [L] par X1
init
!

X2kX3
t2! X2kX3 et p

init
! p

t2! q ainsi que (1; 1; 0; 0; 1) 2 [L] par X1
init
! X2kX3

t1!

X4kX3)
t2! X4kX3 et p

init
! p

t1! p
t2! q.

{ a4 = n:
Nous supposons que pour tout a4 < n,R(a1; a2; a3; a4; in) implique (a1; a2; a3; a4; in) 2
[L].
Il y a deux cas:

1. a2 = a4:
Soit (v1; : : : ; v5) un vecteur qui satisfait R.

{ 0 < v3 + 1 � 2v4�1:
En utilisant l'hypoth�ese d'induction nous savons que (v1; v2�1; v3; v4�1) 2

[L]. Il existe donc un calcul: X1
init
! X2kX3 !

� (Xk
2kX

j
4kX3) (avec k; j � 0)

et un calcul p
init
!!� p tel que le deux produisent une s�equence � avec

[�] = (v1; v2 � 1; v3; v4 � 1; v5). �A partir de ce point nous appliquons les
�equations X3 b= t2 � X3 et X3 b= t4 � X3 et simultan�ement les transitions

p
t2! q et q

t4! p et nous obtenons (v1; v2; v3; v4; v5) 2 [L].

{ 2v4�1 < v3 + 1 � 2v4

Fixons un b avec v3 + 1 = 2v4�1 + b et 0 < b � 2v4�1. Consid�erons le
vecteur (v3; v4 � 1; 2v4�1 � 1; v4 � 1; v5). Ce vecteur satisfait R et par hy-

poth�ese d'induction il existe un calcul X1
init
! X2kX3 !� Xk

2kX
j
4kX3 (on

peut montrer k = v3 � 2b � 0 et j = b) et un calcul p
init
! p !� p tel

que le deux produisent une s�equence � avec [�] = (v1; v2 � 1; v3; v4 � 1; v5).
�A partir de ce point nous appliquons les �equations et nous pouvons pro-
duire avec le BPP et l'automate simultan�ement la s�equence t2t

b
3t4t

v1�v3
1 .

Cela donne une s�equence �0 avec [�0] = (v1; v4; 2
v4�1 � 1 + b; v4; v5). Parce

que v3 = 2v4�1 � 1 + b, (v1; v2; v3; v4; v5) 2 [L].
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2. a2 = a4 + 1:
Un argument similaire que dans le cas a2 = a4.

2

Le corollaire suivant est une cons�equence directe de la Proposition 2.2. Ce corollaire
suit aussi directement du fait que l'ensemble des marquages atteignables d'un r�eseau de
Petri peut être non-semilin�eaire [HP79].

Corollaire 2.3 :

Les !-langages de r�eseaux de Petri ne sont pas semilin�eaires.

2.8 L'expressivit�e

Dans cette section nous �etudions l'expressivit�e des di��erentes classes de syst�emes que
nous consid�erons dans cette th�ese. Nous �etudions d'abord les di��erentes classes par rapport
aux langages �nis qu'ils g�en�erent. Ensuite, nous consid�erons l'expressivit�e par rapport aux
!-langages.

2.8.1 Langages de mots �nis

Il est clair que BPA et BPP sont plus expressifs que RP . Les processus BPA g�en�erent
les langages hors-contexte [BBK87] (donc les mêmes que les automates �a pile (PDA)) et
Christensen a montre dans [Chr93] que BPP n'est pas comparable avec BPA. Par exemple,
le langage fanbn : n > 0g peut être d�e�ni par le BPA avec une �equation

X1 b= a �X � b + a � b

Ce langage ne peut pas être g�en�er�e par un BPP. Par contre le langage f� 2 �+ : j�ja =
j�jb = j�jcg, qui n'est pas hors-contexte peut être g�en�er�e par le BPP:

X b= a � (bkckX + bkc) + b � (akckX + akc) + c � (akbkX + akb)

PA est par cons�equent strictement plus expressif que BPA et BPP. Nous pouvons
montrer que PA est même strictement plus expressive que l'union de BPA et BPP (BPA
] BPP), i.e. PA peut g�en�er�e des langages qui ne sont ni g�en�er�e par BPP ni par BPA, par
exemple

f� 2 �+ : �jfa;bg 2 fa
nbn : n > 0g et �jfc;dg 2 fc

ndn : n > 0gg

Ce langage peut être g�en�er�e par un PA qui est la composition parall�ele de deux proces-
sus BPA. Cet exemple montre aussi que BPA n'est pas ferm�e par composition parall�ele.
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Christensen a montr�e que BPP n'est pas ferm�ee par composition s�equentielle. Nous �ecri-
vons kk-BPA (resp. �k-BPP) pour la classe de processus obtenue par composition parall�ele
(resp. s�equentielle) de k processus BPA (resp. BPP). Soit k-BPA =

S
k 2 INkk-BPA et

�-BPP=
S
k 2 IN�-BPA.

Lemme 2.10 montre que les processus BPP peuvent être d�e�nie comme un R�eseau de
Petri et puisque les r�eseaux de Petri sont ferm�e par concat�enation, �-BPP est inclus dans
BPA. Par contre il y a un r�eseau de Petri qui d�e�nit le langage fanbn : n > 0g, qui n'est
pas d�e�nissable par un �-BPP. Finalement, les r�eseaux de Petri ne sont pas comparables
avec BPA [Chr93]. Nous obtenons l'image 2.2 ou les arêtes repr�esentent l'inclusion stricte
entre les classes de langages.

RP

BPA

BPP

PDA

BPA ] BPP

k � BPA

�� BPP

PA

PN

SAVE

Fig. 2.2 { Les syst�emes

2.8.2 !-langages

La situation dans la �gure 2.2 ne change �evidemment pas si nous consid�erons les !-
langages g�en�er�es par les di��erentes classes de processus. Les !-langages simples sont in-
comparables avec tous les !-langages de RP,BPA,BPP,PN,PA. Les classes des !-langages
simples, sans hauteurs d'�etoile, !-r�egulier et !-hors-contexte forment une hi�erarchie stricte.
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Chapitre 3

La complexit�e du �-calcul lin�eaire

pour les r�eseaux de Petri

Dans ce chapitre nous �etudions la complexit�e du probl�eme du model-checking des r�e-
seaux de Petri par rapport au �-calcul propositionnel lin�eaire (en consid�erant les transitions
comme propositions atomiques). Esparza a montr�e que ce probl�eme est d�ecidable [Esp94].
La complexit�e en espace de son algorithme est exponentielle dans la taille du syst�eme
(nombre de places du r�eseau) et double-exponentielle dans la taille de la formule. Nous
montrons dans ce chapitre que la complexit�e dans la taille de la formule est polynômiale.
Nous montrons que nous ne pouvons essentiellement pas faire mieux en prouvant que notre
borne sup�erieure pour la complexit�e est presque optimale. Pour cela nous prouvons que
le probl�eme est PSPACE-di�cile dans la taille de la formule et EXPSPACE-di�cile dans
la taille du syst�eme. Nous montrons que cette borne inf�erieure peut d�ej�a être �etablie pour
la sous-classe BPP. Cela est assez surprenant puisque BPP est une sous-classe simple des
r�eseaux de Petri (chaque transition a au plus une entr�ee). Nous montrons aussi que les
r�esultats restent les mêmes en passant �a LTL, une logique moins expressive que le �-calcul
propositionnel lin�eaire.

Pour obtenir la borne sup�erieure de la complexit�e en espace nous utilisons les syst�emes
d'addition de vecteurs avec �etats (SAVE), d�e�nis dans le chapitre 2. Nous r�eduisons le
probl�eme du model-checking au probl�eme de r�ep�etition d'un �etat dans les SAVE, c.-�a-.d.
le probl�eme d'existence d'une s�equence de transitions qui passe in�niment souvent par
un �etat de contrôle donn�e. Nous analysons ce probl�eme dans les SAVE en utilisant les
techniques de [Rac78] et [RY86] qui prouvent des bornes sup�erieures pour la complexit�e en
espace du probl�eme du caract�ere born�e des r�eseaux de Petri et des SAVE. Ces techniques
consistent essentiellement �a montrer que, s'il y a une s�equence de transitions dans un SAVE
qui montre que ce SAVE est non-born�e, alors il y a une telle s�equence d'une longueur qui
peut être born�ee par une constante qui ne d�epend que de la taille du syst�eme.

La borne inf�erieure est obtenue par r�eduction d'un probl�eme EXPSPACE-di�cile dans
les r�eseaux de Petri.

Les r�esultats de ce chapitre ont �et�e publi�es dans [Hab97].
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3.1 Pr�eliminaires

Dans cette section nous donnons quelques d�e�nitions et r�esultats pr�eliminaires sur les
!-automates, le �-calcul lin�eaire et les classes de complexit�e que nous consid�erons.

3.1.1 R�esultats de complexit�e sur les !-automates

Dans la section 3.1.2 nous construisons \�a la vol�ee" l'automate de B�uchiA' qui est �equi-
valent �a une formule ' du �-calcul lin�eaire pour r�esoudre le probl�eme de model-checking.
Cette construction comprend la compl�ementation et l'intersection d'automates de B�uchi.
Pour la preuve d'une borne inf�erieure de la complexit�e en espace du probl�eme de model-
checking dans la section 3.3 nous devons construire l'automateA' \�a la vol�ee", c.-�a-d. nous
construisons l'information sur l'automate seulement quand elle est utilis�ee dans notre algo-
rithme de model-checking. Nous avons donc besoin de bornes sur la taille d'une description
d'un �etat et la taille de l'automate dans ces constructions. Les lemmes suivants donnent
ses bornes. Nous commen�cons avec l'intersection. Ensuite, pour la compl�ementation nous
avons besoin de la d�eterminisation.

Lemme 3.1 :

Pour deux automates de B�uchi A1 (resp. A2) avec n1 (resp. n2) �etats, o�u la
description d'un �etat a la taille d1 (resp. d2), il existe un automate de B�uchi A3

et qui a 2n1n2 �etats tel que L(A3) = L(A1) \ L(A2). Pendant la construction
de A3 la description d'un �etat a la taille d1 + d2 + 1.

Preuve:
Ce lemme se d�eduit de la construction habituelle pour l'intersection de deux automates de
B�uchi (voir par exemple [Var96]).

2

Lemme 3.2 :

Pour chaque automate de B�uchi A1 avec n �etats il existe un automate de Rabin
d�eterministe A2 avec L(A1) = L(A2) et qui a 2O(nlog(n)) �etats et O(n) couples
accepteurs. Pendant la construction de A2 une description d'un �etat a la taille
O(n2).

Preuve:
Ce lemme se d�eduit de l'algorithme de d�eterminisation de Safra [Saf88]. La taille d'une
description d'un �etat de A2 est O(n2) parce qu'un �etat est un arbre avec au maximum
n n�uds et chaque n�ud est constitu�e d'un sous-ensemble de l'ensemble d'�etats de A1.
Chaque couple accepteur est d�etermin�e de mani�ere unique par un n�ud de l'arbre.

2
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Lemme 3.3 :

Pour chaque automate de Streett A1 avec n �etats (avec une description d'un
�etat de taille d) et h couples accepteurs il existe un automate de B�uchi A2 tel
que L(A1) = L(A2) et qui a n � 2O(h) �etats. Pendant la construction de A2 la
description d'un �etat a la taille d �O(h2).

Preuve:
Ce d�eduit facilement de [Saf88].

2

Lemme 3.4 :

Pour chaque automate de B�uchi A1 avec n �etats il existe un automate de B�uchi
A2 tel que L(A2) = L(A1) qui a 2O(nlog(n)) �etats. Pendant la construction de
A2 la description d'un �etat a la taille O(n4).

Preuve:
Nous commen�cons par d�eterminiser A1 en utilisant le Lemme 3.2. Soit R l'automate de
Rabin ainsi obtenu. Ensuite nous construisons un automate S en compl�etant R et en l'in-
terpr�etant comme automate de Streett. Finalement, nous obtenons un automate de B�uchi
de la taille requise d'apr�es le Lemme 3.3.

2

3.1.2 Le �-calcul propositionnel lin�eaire

Dans cette section nous d�e�nissons le �-calcul propositionnel lin�eaire [Var88] et nous
donnons des r�esultats concernant sa relation avec les automates de B�uchi.

D�e�nition 3.1 (Formule du �-calcul lin�eaire) :

Soit X un ensemble �ni de variables. Alors l'ensemble des formules du �-calcul
propositionnel lin�eaire est donn�e par la grammaire suivante:

' ::= Z 2 X j :' j ' ^ ' j ' j �Z:'(Z)

avec une condition de monotonie: �Etant donn�ee une formule �Z:'(Z), chaque
occurrence libre de Z dans '(Z) doit être dans la port�ee d'un nombre pair de
n�egations.
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� est l'op�erateur de plus petit point �xe. Nous utilisons l'abr�eviation �Z:'(Z) = :�Z::'(:Z).
� est l'op�erateur de plus grand point �xe.

D�e�nition 3.2 (Mod�ele) :

Un mod�eleM d'une formule associe �a chaque variable Z 2 X un sous-ensemble
M(Z) � IN . Les mod�eles sont g�en�eralis�es �a toutes les formules par:

M(:') = IN nM(')

M(' ^  ) = M(') \M( )

M(') = fi j i + 1 2 M(')g

M(�Z:'(Z)) =
\
fA � IN j M[Z 7! A](') � Ag

o�uM[Z 7! A] est le mod�ele qui associe A �a Z et co��ncide avecM sur les autres
variables.

D�e�nition 3.3 (Interpr�etation) :

Soit Y � X l'ensemble des variables propositionnelles libres dans une formule '
et � = 2Y . Alors, un mod�eleM de ' d�etermine une s�equence in�nie �M 2 �!

donn�ee par �M(i) = fZ 2 � j i 2 M(Z)g. L'interpr�etation de ' (not�ee [[']])
est d�e�nie par

[[']] = f�M j 0 2 M(') pour un mod�eleMg

i.e. l'ensemble de toutes les s�equences in�nies qui satisfont '.

Th�eor�eme 3.1 :

Soit ' une formule du �-calcul lin�eaire '. Alors, il existe un automate de B�uchi
A', tel que L(A') = [[']] et vice versa.

Une traduction des automates de B�uchi vers le �-calcul lin�eaire est par exemple donn�ee
dans [Par81] ou [Dam92]. La construction d'un automate �a partir d'une formule est d�etaill�ee
dans [Var88]. Ici, nous donnons les grandes lignes de la construction, dont nous avons besoin
pour prouver une borne sup�erieure de la complexit�e du probl�eme de model-checking.

Soit n la taille (nombre de sous-formules) de '. Pour construire l'automate de B�uchi
correspondant nous transformons d'abord ' dans une formule '0 en forme normale positive,
c.-�a-d. que toutes les sous-formules qui ne sont pas des variables propositionnelles sont
positives. Cela peut être fait avec une augmentation lin�eaire de la taille de la formule en
utilisant des r�egles de transformation standards comme :�Z:'(Z) = �Z::'(:Z).

Apr�es, [['0]] est donn�ee par la projection sur les variables propositionnelles libres du
produit de deux automates de B�uchi A1 et A2 d�e�nis comme suit:
A1 correspond �a la formule sans tenir compte des plus petits points �xes, c.-�a-d. il

accepte les pre-mod�eles de la formule.A1 accepte des s�equences qui ne sont pas des mod�eles,
parce qu'il n'exige pas que l'�evaluation des plus petits points �xes termine.
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Pour obtenir les mod�eles, A2 est le compl�ement d'un automate de B�uchi A3 qui accepte
toutes les s�equences o�u un plus petit point �xe est r�eg�en�er�e in�niment souvent (voir [Var88]
pour les d�etails de la construction). L'automate A3 a O(n

2) �etats. En utilisant le Lemme
3.4 nous pouvons construire A2 avec 2

O(n2log(n)) �etats et une description d'un �etat pendant
la construction de A2 a une taille polynômiale. Nous obtenons donc d'apr�es le Lemme 3.1:

Lemme 3.5 :

Soit ' une formule du �-calcul lin�eaire de taille n. Alors, il existe un automate
de B�uchi A' avec 2O(n

2log(n)) �etats tel que L(A') = [[']]. En plus, pendant la
construction de A', la description d'un �etat a une taille polynômiale en n.

3.1.3 Les classes de complexit�e

Nous utilisons les classes de complexit�e habituelles PSPACE et EXPSPACE d�e�nies
par exemple dans [Pap94]. Un probl�eme de d�ecision est en SPACE(f(n)) s'il y a une
machine de Turing d�eterministe qui le d�ecide et qui est born�ee en espace par f(n). Nous
avons

PSPACE =
[

k2IN

SPACE(nk)

et

EXPSPACE =
[

k2IN

SPACE(2n
k

):

Soit

ESPACE =
[

k2IN

SPACE(kn)

Nous modi�ons le Lemme 20.1 de [Pap94] qui concerne la complexit�e en temps pour la
complexit�e en espace et nous obtenons:

Lemme 3.6 :

Pour chaque probl�eme P dans EXPSPACE il y a un probl�eme P 0 dans ESPACE
tel que P se r�eduit (en temps polynômial) �a P 0.

Avec ce lemme nous montrons facilement:

Lemme 3.7 :

Un probl�eme est EXPSPACE-di�cile ssi il est ESPACE-di�cile.

et de la même mani�ere

Lemme 3.8 :

Si un probl�eme est SPACE(2n)-di�cile il est EXPSPACE-di�cile.

Pour montrer qu'un probl�eme est EXPSPACE-di�cile il su�t donc de montrer qu'il est
SPACE(2n)-di�cile.
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3.2 R�esultat de complexit�e pour les SAVE

Le probl�eme du model-checking pour les r�eseaux de Petri et les processus BPP par
rapport au �-calcul lin�eaire est r�esolu en le transformant vers le probl�eme de r�ep�etition d'un
�etat de contrôle d'un SAVE. Le probl�eme de r�ep�etition d'un �etat de contrôle d'un SAVE est
le probl�eme d'existence d'une s�equence de transitions commen�cant avec la con�guration
initiale et qui visite in�niment souvent un �etat de contrôle donn�e. Dans ce chapitre nous
analysons en d�etail la complexit�e en espace de ce probl�eme. Nous donnons une borne
sup�erieure qui est param�etr�ee par la dimension du SAVE, le nombre d'�etats et la valeur
absolue la plus grande des composantes des vecteurs de l'ensemble d'addition. La technique
de preuve que nous utilisons est proche des techniques utilis�ees dans [Rac78] et [RY86] qui
�etablissent des bornes sup�erieures pour le probl�eme du caract�ere non-born�e des r�eseaux de
Petri.

3.2.1 Notation

Pour prouver la borne sup�erieure nous avons besoin d'introduire quelques d�e�nitions et
notations. Toutes ces d�e�nitions et notations peuvent être essentiellement trouv�ees dans
[Rac78] et [RY86].

D�e�nition 3.4 (Chemin et e�et) :

Soit (�; ~v0; A;Q; q0; �) un SAVE de dimension k. Un chemin de longueur m �a
partir de (q; ~v) est une s�equence de paires (q1; ~w1),(q2; ~w2), : : : , (qm; ~wm) telle
que

{ (q1; ~w1) = (q; ~v),

{ 8i avec 1 � i � m: qi 2 Q et ~wi 2 ZZ
k,

{ 8i avec 1 � i < m: qi ! (qi+1; ~wi+1 � ~wi) 2 �.

L'e�et d'un chemin est le vecteur ~wm � ~w1.

Intuitivement, un chemin est une s�equence de transitions qui ne respecte pas la propri�et�e:
chaque vecteur qui apparâ�t dans la s�equence ne contient pas des composantes n�egatives.

D�e�nition 3.5 (vecteurs et chemins born�es) :

Soit ~w 2 ZZk et 0 � i � k. Le vecteur ~w est appel�e i born�e ssi 8j avec 1 � j �
i: ~w(j) � 0. Pour un r 2 IN+ tel que 0 � ~w(j) < r pour 1 � j � i; ~w est appel�e
i-r born�e. Un chemin d'un SAVE est appel�e i born�e (resp. i-r born�e) si tous les
vecteurs contenus dans le chemin sont i born�es (resp. i-r born�es).
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Remarque: Pour un chemin k born�e (q1; ~w1); (q2; ~w2); : : : ; (qm; ~wm) d'un SAVE �a k
dimension �a partir de la con�guration initiale nous avons (q1; ~w1) ; (q2; ~w2) ; : : : ;
(qm; ~wm). Un chemin k born�e correspond donc �a une s�equence de transitions.

D�e�nition 3.6 (i boucle) :

Une i boucle est un chemin (q1; ~w1); : : : ; (qm; ~wm) o�u q1 = qm et ~w1(j) = ~wm(j)
pour tout j avec 1 � j � i.

Nous pouvons donner maintenant notre r�esultat principal sur les SAVE.

3.2.2 Probl�eme de r�ep�etition d'un �etat de contrôle

Dans cette partie nous obtenons une borne sup�erieure de la complexit�e en espace du
probl�eme suivant:

Probl�eme 3.1 :

Soit (�; ~v0; A;Q; q0; �) un SAVE. Est-ce qu'il existe une s�equence de transition
�a partir de la con�guration initiale qui visite in�niment souvent un �etat de
contrôle q 2 Q donn�e?

Du fait que � sur INk est un bel ordre (il n'y a pas de s�equences in�nis ~v1; ~v2; : : : avec
~vi 6� ~vj pour tout i < j), le probl�eme 3.1 est �equivalent au probl�eme:

Probl�eme 3.2 :

Soit (�; ~v0; A;Q; q0; �) un SAVE et q 2 Q un �etat de contrôle. Est-ce qu'ils
existent des con�gurations (q; ~w), (q; ~w0) telles que (q0; ~v0);

� (q; ~w);+ (q; ~w0)
et ~w0 � ~w?

Ce probl�eme est tr�es proche du probl�eme de couverture et du caract�ere non-born�e d'un
r�eseau de Petri (voir [Rac78]). En e�et, si nous consid�erons un SAVE avec un �etat et si
nous rempla�cons la condition ~w0 � ~w par ~w0 > ~w, nous obtenons une condition n�ecessaire
et su�sante pour le caract�ere non-born�e d'un r�eseau de Petri. Ainsi, pour obtenir une
borne sup�erieure de notre probl�eme nous adaptons la preuve d'une borne sup�erieure de la
complexit�e du probl�eme de couverture [Rac78]. Nous avons besoin d'une borne sup�erieure
param�etr�ee par le nombre d'�etats du SAVE. Nous suivons donc l'approche de Rosier et
Yen [RY86] qui analysent en d�etail le probl�eme du caract�ere non-born�e pour les r�eseaux
de Petri et les SAVE.

Nous nous int�eressons �a la complexit�e en espace du probl�eme 3.2. Par cons�equent, nous
montrons que s'il y a une s�equence de transitions qui satisfait la propri�et�e du probl�eme 3.2,
alors il y a une s�equence de transitions d'une certaine longueur qui la satisfait. Alors, il
su�t de tester si dans toutes les s�equences jusqu'�a cette longueur il y en a une qui satisfait
la propri�et�e. Nous montrons qu'il y a une borne sup�erieure sur la longueur par induction
sur la dimension du SAVE. Nous montrons qu'il y a une borne sup�erieure pour les chemins
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qui sont \corrects" (dans le sens de ;) pour les premi�eres i dimensions, c.-�a-d. qui sont i
born�es. Finalement, nous obtenons une borne pour les chemins k born�es qui correspondent
�a des s�equences de transitions.

Pour commencer, consid�erons un SAVE (�; ~v0; A;Q; q0; �) �a k dimensions et n �etats.
Nous supposons que les valeurs absolues des composantes des vecteurs de A sont inf�erieures
�a l. Soit q 2 Q.

D�e�nition 3.7 (chemin qui r�ep�ete q) :

Un chemin qui r�ep�ete q �a partir de (q0; ~v) dans un SAVE est un chemin �a partir
de (q0; ~v) de la forme (q1; ~w1); (q2; ~w2); : : : ; (qm; ~wm) tel que 9j: 1 � j < m avec
qj = q, qm = q et ~wm � ~wj.

Un chemin k born�e qui r�ep�ete q est une s�equence de transition qui satisfait la propri�et�e du
Probl�eme 3.2.

Nous avons besoin de la d�e�nition suivante dans les preuves de cette section.

D�e�nition 3.8 (�Elimination d'une i-boucle dans un chemin) :

Soit � = (q1; ~w1); (q2; ~w2); : : : ; (qm; ~wm) un chemin avec une i boucle de la forme
(qj1; ~wj1); : : : ; (qj2 ; ~wj2) avec 1 � j1 < j2 � m. Alors, le chemin �0 o�u la boucle
est �elimin�ee est donn�e par

�0 = (q1; ~w1); : : : ; (qj1 ; ~wj1); (qj2+1; ~w
0
j2+1

); : : : ; (qm; ~w
0
m)

o�u pour j avec j2 + 1 � j � m, nous avons ~w0j = ~wi1 � ~wi2 + ~wj.

Remarque: Dans un chemin � avec une i boucle, les �etats et les i premi�eres composantes
des vecteurs qui ne font pas partie de la boucle ne changent pas en �eliminant la boucle.

D�e�nition 3.9 (Fonction m) :

Soit i avec 0 � i � k. Pour chaque paire (q0; ~v) avec q0 2 Q et ~v 2 ZZk,m(i; q0; ~v)
est la longueur du plus petit chemin i born�e �a partir de (q0; ~v) qui r�ep�ete q, si
un chemin i born�e existe, sinon m(i; q0; ~v) est �egale �a 0.

D�e�nition 3.10 (Fonction f) :

Soit f(i) = maxfm(i; q0; ~v) j q0 2 Q;~v 2 ZZkg.

Remarque: Cette d�e�nition ne d�epend pas de l'�etat initial et du vecteur de d�ebut du
SAVE.

Nous montrons une borne sup�erieure sur f(i) par induction. Au bout du compte, nous
sommes seulement int�eress�es par f(k).

Pour la preuve du pas d'induction nous avons besoin d'une borne sup�erieure sur la
longueur des chemins i-r born�es qui r�ep�etent q dans le SAVE (�; ~v0; A;Q; q0; �). Pour
montrer cette borne nous utilisons un lemme de la programmation lin�eaire, qui montre
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pour un certain type de syst�eme d'�equations que s'il y a une solution de ce syst�eme, il y a
une solution o�u les valeurs des variables sont born�ees. Ce lemme est de [Rac78] et la preuve
se trouve dans [BT76].

Lemme 3.9 :

Soient d1; d2 2 IN
+ et B une d1�d2 matrice d'entiers. Soient b une d1�1 matrice

d'entiers et d � d2 une borne sup�erieure sur les valeurs absolues des entiers de
B et b. S'il existe un vecteur ~v 2 INd2 qui est une solution de B~v � b, alors
pour une constante c ind�ependante de d; d1; d2, il existe un vecteur ~v 2 INd2 tel
que B~v � b et ~v(i) < dcd1 pour tout i; 1 � i � d2.

Lemme 3.10 :

S'il existe un chemin i-r born�e �a partir de (q0; ~v) qui r�ep�ete q, alors il existe un
chemin i-r born�e �a partir de (q0; ~v) qui r�ep�ete q avec une taille < (rnl)k

c

, o�u c
est une constante ind�ependante de r; l; k et n.

Preuve:
La preuve est proche des preuves similaires de [Rac78] et [RY86]. Nous appelons � le chemin
i-r born�e �a partir de (q0; ~v) qui r�ep�ete q avec � = (q1; ~w1); : : : ; (qm; ~wm). Puisque � r�ep�ete
q nous pouvons obtenir deux chemins �1 et �2 tels que �1 = (q1; ~w1); : : : ; (qm0 ; ~wm0) avec
qm0 = q et �2 = (qm0 ; ~wm0) : : : (qm; ~wm) o�u qm = q et ~wm � ~wm0 . Nous pouvons supposer
que �1 n'est pas plus long que r

in � rkn, parce que sinon il y aurait deux paires (qj1; ~wj1)
et (qj2; ~wj2) avec 1 � j1 < j2 � m0 telles que qj1 = qj2 , et ~wj1 et ~wj2 s'accordent sur
les premi�eres i composantes. Dans ce cas nous pourrions obtenir un nouveau chemin plus
court qui serait i-r born�e et qui r�ep�eterait q en �eliminant de �1 la i boucle entre (qj1; ~wj1)
et (qj2; ~wj2). Cela ne changerait pas la propri�et�e ~wm � ~wm0 .

Pour obtenir une borne sup�erieure sur la longueur de �2 nous montrons essentiellement
comment �eliminer les i boucles. Nous ne pouvons pas appliquer la même technique utilis�ee
pour �1, parce que nous devons assurer que la propri�et�e ~wm � ~wm0 est toujours vraie apr�es
�elimination d'une boucle.

Le chemin �2 peut être d�ecompos�e en plusieurs i boucles et le reste du chemin, appel�e �3,
tel qu'aucune paire (qj; ~wj) faisant partie d'une i boucle, n'apparâ�t en �3. Cela garantit
que chaque boucle peut toujours être ex�ecut�ee apr�es �elimination des autres boucles. La
taille de �3 est strictement inf�erieure �a (rkn+1)2. Si elle �etait plus grande, nous pourrions
toujours trouver une autre i boucle telle qu'aucune paire dans la boucle n'apparâ�t en
dehors de la boucle.

La taille d'une i boucle peut être choisie inf�erieure ou �egale �a rin � rkn. Les e�ets des
boucles sont donc la somme d'au plus rkn vecteurs qui ont des valeurs absolues d'au plus
l. Par cons�equent, il y a au plus (2 � lrkn + 1)k d'e�ets de boucles di��erents. Appelons les
e�ets de boucles di��erents lj.

Du fait que �2 est un chemin qui r�ep�ete q, nous savons que le syst�eme d'�equation
n1l1 + � � �+ nplp + e(�3) � ~0, o�u e(�3) est l'e�et de �3, a une solution dans INp.
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En posant d = max(l(rkn + 1)2; (2 � lrkn + 1)k) et d1 = k et en utilisant le Lemme 3.9
nous voyons qu'il y a une solution avec pour tous les j, nj < (lrn)k

c

pour une certaine
constante c. Cela nous donne une borne sur le nombre de fois une certaine boucle doit être
ex�ecut�ee. Grâce �a la construction de �3 chaque boucle avec nj > 0 peut être ex�ecut�ee �a
partir d'une paire de �3. Par cons�equent nous pouvons construire �a partir de �3 un chemin

i-r born�e qui r�ep�ete q avec une taille < (lrn)k
c

rkn+ (rkn + 1)2 + rkn < (lrn)k
c0

.
2

Finalement, nous sommes en mesure d'�etablir par induction une borne sup�erieure pour
f(i).

Lemme 3.11 :

f(0) < (l2n)k
c

pour une constante c ind�ependante de l; k et n.

Preuve:
Ce lemme se d�eduit du Lemme 3.10 et du fait qu'un chemin 0 born�e qui r�ep�ete q est tri-
vialement un chemin 0-1 born�e qui r�ep�ete q.

2

Lemme 3.12 :

8i � 0: f(i+ 1) < (l2nf(i))k
c

pour une constante c ind�ependante de l; k et n.

Preuve:
Consid�erons un chemin quelconque i+1 born�e �a partir de (q0; ~v) qui r�ep�ete q. Ce chemin
est donn�e par � = (q1; ~w1) : : : (qm; ~wm). Nous consid�erons deux cas:

{ Cas 1: Si � est (i+1)-lf(i) born�ee, alors avec lemme 3.10 il existe un chemin i+1
born�e qui r�ep�ete q avec taille < (l2nf(i))k

c

.

{ Cas 2: � n'est pas (i+1)-lf(i) born�e. D'abord, nous pouvons construire facilement un
chemin �0 = ��1 tel que (qm; ~wm)�1 est (i+1) born�e et r�ep�ete q. � n'est pas (i+1)-
lf(i) born�e. Donc, il existe un premier point m0 sur ce chemin, o�u le vecteur n'est
pas lf(i) born�e. Sans perte de g�en�eralit�e nous supposons que ~wm0(i + 1) � lf(i) et
(qm0 ; ~wm0) : : : (qm; ~wm)�1 (appel�e �2) est un chemin (i+1) born�e �a partir de (qm0 ; ~wm0)
qui r�ep�ete q.

Par ailleurs, nous pouvons supposer que m0 < (lf(i))i+1n, parce que sinon il y aurait
deux paires (qj1 ; ~wj1) et (qj2 ; ~wj2) avec 1 � j1 < j2 � m0 tel que qj1 = qj2 et ~wj1

et ~wj2 s'accordent sur les premi�eres i+1 composantes. Et nous pourrions obtenir un
nouveau chemin i+1 born�e qui r�ep�ete q en �eliminant de � la boucle entre (qj1; ~wj1)
et (qj2; ~wj2).

Parce que �2 est un chemin (i+1) born�e qui r�ep�ete q, il est trivialement un chemin
i born�e qui r�ep�ete q. Donc, en utilisant l'hypoth�ese d'induction il y a un chemin i
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born�e �a partir de (qm0 ; ~wm0) qui r�ep�ete q avec une taille � f(i). A cause du fait que
~wm0(i + 1) � lf(i) et chaque transition enl�eve au plus l de chaque composante ce
chemin est aussi i+ 1 born�e.

En mettant ensemble les deux chemins nous obtenons un chemin i+1 born�e qui r�ep�ete
q de taille < (lf(i))i+1n+ f(i) < (l2nf(i))k

c

.

2

D'apr�es les Lemmes 3.11 et 3.12 nous avons f(k) < (ln)(k
c)
k

= (ln)2
cklog(k)

pour une
constante c. Un algorithme non-d�eterministe pour r�esoudre le Probl�eme 3.2 devine un
chemin �a partir de la con�guration initiale qui r�ep�ete q. La longueur de ce chemin peut
être born�ee par (ln)2

cklog(k)
. Cet algorithme peut être ex�ecut�e avec un espace born�e par

O((log(l) + log(n))2cklog(k)). D'o�u:

Th�eor�eme 3.2 :

�Etant donn�e un SAVE (�; ~v0; A;Q; q0; �) �a k dimension avec n �etats, o�u les
valeurs absolues de vecteurs de A sont inf�erieurs �a l, le Probl�eme 3.2 peut être
r�esolu enO((log(l)+log(n))2cklog(k)) espace non-d�eterministe avec une constante
c ind�ependante de l,k et n.

Nous utilisons ce th�eor�eme dans la partie suivante pour prouver une borne sup�erieure sur
le probl�eme de model-checking des r�eseaux de Petri par rapport au �-calcul lin�eaire.

3.3 La borne sup�erieure

Dans cette partie nous donnons une borne sup�erieure pour la complexit�e en espace du
probl�eme de model-checking des r�eseaux de Petri par rapport au �-calcul propositionnel
lin�eaire. Ce probl�eme a �et�e montr�e d�ecidable par Esparza [Esp94]. Sa d�e�nition de la
s�emantique d'une formule du �-calcul propositionnel lin�eaire est di��erente de la notre. Il
consid�ere aussi des s�equences �nies pour exprimer des propri�et�es de blocages. Le probl�eme
de model-checking dans ce cas est r�eduit au probl�eme d'atteignabilit�e dans les r�eseaux de
Petri. Pour ce probl�eme il n'existe jusqu'�a pr�esent pas de borne sup�erieure �el�ementaire. Une
analyse d�etaill�ee param�etr�ee de la complexit�e du probl�eme d'atteignabilit�e reste encore �a
faire. Cependant, ici nous ne consid�erons que le cas o�u une formule d�e�nit un ensemble de
s�equences in�nies. Dans ce cas, l'algorithme de Esparza utilise un espace exponentiel dans
la taille (nombre de places, dimension) du r�eseau de Petri et un espace double-exponentiel
dans la taille de la formule. Cela vient du fait que dans l'algorithme d'Esparza l'automate
de B�uchi qui correspond �a la formule est consid�er�e comme un r�eseau de Petri, c.-�a-d. les
�etats de l'automate sont consid�er�es comme des places dans un r�eseau de Petri. En ce qui
nous concerne, nous utilisons pour repr�esenter les �etats de l'automate les �etats d'un SAVE
et nous pouvons par cons�equent exploiter le fait que ce sont des �etats et non des places.
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Cela nous permet de montrer que le probl�eme du model-checking exige seulement un espace
polynômial dans la taille de la formule, tout en demandant un espace exponentiel dans la
taille du r�eseau de Petri.

Le probl�eme du model-checking par rapport au �-calcul est d�e�ni comme suit:

D�e�nition 3.11 :

Soit ' une formule interpr�et�ee sur � et N un r�eseau de Petri avec alphabet �.
Le r�eseau de Petri satisfait la formule ' ssi L(N ) � [[']].

L(N ) � [[']] est �equivalent �a L(N ) \ [[:']] = ;. Pour r�esoudre ce probl�eme nous construi-
sons un automate de B�uchi A:', qui correspond �a [[:']] et ensuite le \produit" entre cet
automate et le r�eseau de Petri. Nous avons vu dans la section 2.6.2 qu'un r�eseau de Petri
peut être vu comme un SAVE avec un seul �etat. Le produit que nous obtenons est donc
un SAVE avec une condition d'acceptation \�a la B�uchi". Nous r�esolvons le probl�eme du
langage vide pour ce SAVE en utilisant les r�esultats de la section 3.2.

D�e�nition 3.12 :

Soit S = (�; ~v0; A;Q; q0; �) un SAVE avec un �etat et A = (�; Q0; q00; �
0; F ) un

automate de B�uchi. Le produit S �A est un SAVE (�; ~v0; A;Q
00; q000 ; �

00) o�u

{ Q00 = Q�Q0,

{ q000 = (q0; q
0
0),

{ ((q1; q
0
1); b; (q2; q

0
2);~a) 2 �

00 ssi (q1; b; q2;~a) 2 � et (q01; b; q
0
2) 2 �

0.

Nous avons �evidemment L(S)\L(A) � L(S �A). Maintenant, pour obtenir l'autre direc-
tion de l'inclusion nous avons besoin de mettre une condition d'acceptation sur les chemins
de S � A. Le lemme suivant se d�eduit facilement.

Lemme 3.13 :

Soit S = (�; ~v0; A;Q; q0; �) un SAVE avec un �etat et A = (Q0;�; q00; �
0; F ) un

automate de B�uchi. Alors L(S)\L(A) 6= ; si et seulement si il y a une s�equence
de transitions de S�A = (�; ~v0; A;Q

00; q000 ; �
00) �a partir de l'�etat initial qui visite

in�niment souvent un �etat q00 = (q; q0) o�u q0 2 F .

En utilisant ce lemme, nous voyons que pour r�esoudre le probl�eme du model-checking pour
un r�eseau de Petri N qui est un SAVE S avec un �etat et une formule ', nous devons
r�esoudre quelques instances du probl�eme 3.2 pour le SAVE S �A:'.

Dans la section 3.2 nous avons donn�e une borne sup�erieure pour la complexit�e en
espace du probl�eme 3.1. Le probl�eme est logarithmique dans le nombre d'�etats de contrôle
du SAVE, parce que l'algorithme qui r�esout le probl�eme d'une mani�ere non-d�eterministe
devine les chemins qui r�ep�etent q. Nous savons que la taille de l'automate de B�uchi A'

qui correspond �a la formule du �-calcul lin�eaire ' peut être exponentielle dans la taille de
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la formule. Si nous devons construire tout cet automate, nous aurions besoin d'un espace
exponentiel dans la taille de la formule. Mais, si nous pouvons construire l'automate \�a la
vol�ee", nous obtenons un algorithme de model-checking, qui est polynômial dans la taille
de la formule.

\�A la vol�ee" veut dire qu'�etant donn�e ', l'algorithme calcule l'information sur A:'
seulement quand elle est utilis�ee dans l'algorithme pour r�esoudre le Probl�eme 3.1. L'algo-
rithme devine un �etat r�ep�et�e r et essaie de construire d'une mani�ere non-d�eterministe une
s�equence de l'�etat initial vers r et une s�equence de r vers r. Pour chaque pas de l'algorithme
nous n'avons besoin de m�emoriser que trois �etats de l'automate (l'�etat r, l'�etat courant et
un possible successeur). Le Th�eor�eme 3.2 donne une borne sup�erieure sur le nombre de pas
n�ecessaires. Ce nombre peut être m�emoris�ee dans un espace polynômial dans la taille de
la formule.

Pour montrer que nous pouvons construire A:' �a la vol�ee nous devons montrer (voir
[VW94]) qu'une description d'un �etat de A:' a besoin au plus d'un espace polynômial et
que toute l'information sur l'automate (Est-ce que deux �etats sont reli�es par � ?, Est-ce
qu'un �etat donn�e est r�ep�et�e?, etc.) peut être calcul�ee en espace polynômial.

Nous prouvons cela par une inspection soigneuse de la construction de A:'. Le lemme
3.5 montre qu'une description d'un �etat de A:' a une taille polynômiale. En plus, tous les
pas de la construction (d�eterminisation, intersection) peuvent être e�ectu�es �a la vol�ee en
espace polynômial.

En utilisant le th�eor�eme bien connu de Savitch [Sav70] nous pouvons �eliminer le non-
d�eterminisme dans le Th�eor�eme 3.2 et nous obtenons les deux th�eor�emes suivants. La taille
d'un r�eseau de Petri est d�e�nie comme le nombre de places (dimensions).

Th�eor�eme 3.3 :

Le probl�eme de model-checking des r�eseaux de Petri par rapport au �-calcul
lin�eaire peut être r�esolu en PSPACE d�eterministe dans la taille de la formule.

Th�eor�eme 3.4 :

Le probl�eme de model-checking des r�eseaux de Petri par rapport au �-calcul
lin�eaire peut être r�esolu en espace O(2cnlog(n)) d�eterministe pour une constante
c o�u n est la taille du r�eseau de Petri.

Du fait que les processus BPP sont strictement moins expressifs que les r�eseaux de
Petri nous obtenons les mêmes bornes sup�erieures pour les processus BPP. Dans le chapitre
suivant nous allons montrer que nous ne pouvons essentiellement pas faire mieux.

3.4 La borne inf�erieure

Dans cette section nous montrons que le probl�eme du model-checking de processus BPP
par rapport �a LTL est EXPSPACE-di�cile dans la taille du syst�eme et PSPACE-di�cile
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dans la taille de la formule. La d�e�nition de LTL est donn�e dans la section 4.1.

Th�eor�eme 3.5 :

Le probl�eme du model-checking de processus BPP par rapport �a LTL est
PSPACE-di�cile dans la taille de la formule.

Preuve:
Cela se d�eduit directement du fait [Var96] que le model-checking de syst�eme d'�etats �nis
est PSPACE-complet dans la taille de la formule.

2

Nous utilisons le probl�eme suivant pour obtenir une borne inf�erieure dans la taille du
syst�eme.

Probl�eme 3.3 :

Soit (�; ~v0; A;Q; q0; �) un SAVE �a k dimensions tel que les vecteurs dans A
n'ont que des composantes �1,0 and 1 et soit q 2 Q un �etat de contrôle. Est-ce
qu'il n'existe pas une s�equence de transition (q0; ~v0); (q; ~v) pour un ~v?

Nous pouvons montrer que ce probl�eme est EXPSPACE-di�cile dans la dimension du
SAVE. Ce fait se d�eduit d'un r�esultat de Lipton [Lip76], qui montre essentiellement qu'il
existe un r�eseau de Petri de dimension n tel que les vecteurs dans A ont seulement des
composantes de valeurs �1,0 et 1, qui peut simuler correctement un compteur de valeur
0 �a 22

n

. Par cons�equent, pour chaque machine de Turing qui utilise un espace born�e par
2n nous pouvons construire un SAVE tel que q n'est pas atteignable si et seulement si la
machine de Turing accepte. Cela peut être fait en simulant la machine de Turing par une
machine �a 3 compteurs comme dans [RY86]. Avec les r�esultats dans la section 3.1.3 nous
obtenons:

Th�eor�eme 3.6 :

Probl�eme 3.3 est EXPSPACE-di�cile dans la dimension du SAVE.

Maintenant, nous pouvons prouver le th�eor�eme suivant o�u la taille d'un BPP est d�e�nie
comme le nombre de dimensions.

Th�eor�eme 3.7 :

Le probl�eme du model-checking BPP par rapport �a LTL est EXPSPACE-
di�cile dans la taille du syst�eme.
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Preuve:
Nous montrons que le Probl�eme 3.3 est r�eductible en temps polynômial au probl�eme de
model-checking des BPP par rapport �a LTL. Nous construisons �a partir d'un SAVE donn�e
un BPP P et une formule ' de LTL, tel que P satisfait ' ssi l'�etat de contrôle q dans le
SAVE ne peut pas être atteint.

Posons un SAVE S = (�; ~v0; A;Q; q0; �) �a k dimensions tel que les vecteurs de l'ensemble
d'addition A n'ont que de composantes de valeur �1,0 et 1 et soit q un �etat de contrôle. Les
�etiquettes des transitions ne sont pas importantes pour notre construction. Nous pouvons
supposer que toutes les transitions sont �etiquet�es di��eremment. Les vecteurs des transitions
dans S peuvent contenir plus qu'une composante avec valeur �1. Dans un processus BPP,
chaque transition contient au plus un �1. Nous divisons donc chaque transition � contenant
m composantes de valeur �1 enm transitions, telles que chacune de ces transitions contient
seulement une composante �1 et tel que l'e�et global de l'ex�ecution de ces transitions est
le même que celui de � .

Par exemple, q1 ! (q2; (�1;�1;�1; 1; 0)) est remplac�ee par q1 ! (q3; (�1; 0; 0; 1; 0)),
q3 ! (q4; (0;�1; 0; 0; 0) et q4 ! (q2; (0; 0;�1; 0; 0)).

Les �etats de contrôle interm�ediaires (ici q3 et q4) n'apparaissent pas ailleurs dans le

SAVE construit. En sus, nous ajoutons une transition q
t
! (q;~0) au SAVE qui ne peut être

ex�ecut�ee que si q est atteignable. Appelons le SAVE ainsi construit S 0. La construction est
polynômiale dans la taille de S.
S 0 peut être obtenu comme un produit d'un processus BPP P et d'un automate �ni AS0.

L'automate AS0 repr�esente la structure de contrôle du SAVE, donn�ee par les transitions
sans vecteurs, tandis que le BPP P est donn�e par le SAVE, o�u tous les �etats de contrôle
sont confondus en un seul. Puisque toutes les transitions sont �etiquet�ees di��eremment,
nous pouvons construire une formule de LTL ' = (\chemin de AS0" ) 2:t) qui a comme
mod�ele toutes les s�equences d'�etiquettes de transitions qui, si elles sont des chemins de
l'automate AS0 ne contiennent jamais t.

Finalement, nous avons P satisfait ' si et seulement si il n'y a pas de s�equence de
transitions dans S tel que (q0; ~v0); (q; ~v) pour un ~v.

2

Un corollaire simple du Th�eor�eme 3.7 est que le probl�eme du model-checking de r�eseaux
de Petri par rapport au �-calcul lin�eaire est aussi EXPSPACE-di�cile.

Avec les r�esultats des chapitres 3.3 et 3.4 nous obtenons le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 3.8 (R�esultat principal) :

Le probl�eme du model-checking de BPP et des r�eseaux de Petri par rapport �a
LTL ou le �-calcul lin�eaire est EXPSPACE-complet dans la taille du syst�eme
et PSPACE-complet dans la taille de la formule.

Remarque: Il reste un �ecart entre la borne inf�erieure qui est dans O(2cn) et la borne
sup�erieure qui est dans O(2cnlog(n)). Cet �ecart est le même que pour le probl�eme du caract�ere
non-born�e.
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Chapitre 4

La logique temporelle lin�eaire

contrainte

Dans ce chapitre nous introduisons la logique temporelle lin�eaire CLTL (Constraint
Linear Temporal Logic). CLTL est une extension de la logique temporelle lin�eaire LTL
introduite par Pnueli [Pnu77].

Il est bien connu que LTL d�e�nit exactement la classe des !-langages sans hauteur
d'�etoile [Tho79, Wol83] et est par cons�equent moins expressive que des logiques comme
ETL [Wol83] et le �-calcul lin�eaire. Pour obtenir le pouvoir expressif de ces logiques nous
�etendons LTL avec la possibilit�e d'ajouter des contraintes de motif, c'est-�a-dire on peut
exiger que la s�equence �a partir d'un certain point doit être incluse dans un langage �ni.
Par exemple, la formule u:2Au exprime la propri�et�e que chaque s�equence �ni �a partir de
l'�etat courant (repr�esent�e par u) doit être dans le langage de A.

Nous avons choisi cette fa�con d'�etendre LTL parce que cela nous permet d'une mani�ere
facile d'introduire les constructions pour pouvoir exprimer des propri�et�es non-r�eguli�eres.

Pour exprimer des propri�et�es non-r�eguli�eres nous utilisons des variables de comptages,
�a qui sont associ�ees des formules propositionnelles. Ces variables sont utilis�ees pour d�e�nir
des contraintes lin�eaires sur le nombre de fois les formules propositionnelles correspondantes
sont satisfaites dans la s�equence. Par exemple, dans la formule [x : �1; y : �2]: 3(x < y),
la construction [x : �1; y : �2] associe �1 �a x et �2 �a y. La variable x (resp. y) va compter
le nombre de fois que �1 (resp. �2) est satisfaite dans la s�equence. Et la formule est vraie
s'il existe un point dans la s�equence o�u le nombre de fois que �2 est vraie est sup�erieur au
nombre de fois que �1 est vraie.

Nous appelons ALTL l'extension de LTL avec les contraintes de motif seulement. Nous
montrons que ALTL a le même pouvoir expressif que le �-calcul propositionnel lin�eaire (ou
les !-automates de B�uchi). Nous appelons l'extension de LTL avec seulement les contraintes
de comptages PLTL (Presburger LTL).

Nous montrons que le probl�eme de satisfaisabilit�e de CLTL (et PLTL) est ind�ecidable
(�1

1-dur) et le probl�eme de v�eri�cation de PLTL est ind�ecidable même pour les syst�emes
�nis. Pour obtenir un fragment d�ecidable nous d�e�nissons un fragment syntaxique de CLTL,
appel�e CLTL2, et le fragment correspondant de PLTL, appel�e PLTL2. Ces fragments

65
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ne sont pas ferm�es par n�egation. Nous caract�erisons donc d'une mani�ere syntaxique les
fragments compl�ementaires de CLTL2 et PLTL2 en introduisant CLTL3 et PLTL3. Les
fragments CLTL2 et CLTL3 sont tous les deux plus expressifs que le �-calcul lin�eaire et
peuvent par cons�equent exprimer toutes les propri�et�es !-r�eguli�eres. Les fragments PLTL2
et PLTL3 sont plus expressifs que LTL et peuvent donc exprimer toutes les !-propri�et�es
sans hauteur d'�etoile.

Pour ces fragments nous obtenons des r�esultats de d�ecidabilit�e concernant les probl�emes
de satisfaisabilit�e, de validit�e et de v�eri�cation. Le th�eor�eme principal qui nous permet de
d�eduire ces r�esultats est que les propri�et�es de CLTL3 peuvent être d�ecompos�ees en des
propri�et�es !-r�eguli�eres et des propri�et�es d'in�evitabilit�e de comptage, c.-�a-d. des contraintes
sur l'ensemble de pr�e�xes. Le même th�eor�eme est vrai pour PLTL3 et les !-propri�et�es sans
hauteur d'�etoile. Avec cette d�ecomposition nous pouvons transformer le probl�eme de la
v�eri�cation vers un probl�eme du vide contraint, c.-�a-d. le probl�eme d'existence d'un pr�e�xe
dans un certain ensemble qui satisfait une contrainte. Nous �etudions la d�ecidabilit�e de ce
probl�eme et les techniques qui peuvent être appliqu�ees pour le r�esoudre selon des propri�et�es
et des syst�emes consid�er�es.

Nous consid�erons les syst�emes d�e�nis dans le chapitre 2. La premi�ere m�ethode que
nous consid�erons est la r�eduction du probl�eme vers le probl�eme du vide d'un ensemble
semilin�eaire. Cette r�eduction est possible si l'intersection du !-langage du syst�eme avec la
partie !-r�eguli�ere de la propri�et�e est semilin�eaire. Cela est le cas pour les automates �a pile
par exemple. Leur probl�eme de la v�eri�cation par rapport �a CLTL2 est donc d�ecidable. Le
probl�eme de la v�eri�cation est par cons�equent d�ecidable pour les processus BPA. De plus,
nous montrons que cette r�eduction n'est pas possible pour toute la classe des syst�emes
semilin�eaires. En e�et, nous montrons qu'elle ne peut pas être appliqu�ee pour les BPP.
Nous montrons que pour les processus PA, qui sont semilin�eaires (voir le Th�eor�eme 2.9),
le probl�eme de la v�eri�cation par rapport �a LTL est en fait ind�ecidable. Par cons�equent
nous introduisons une autre paire de fragments: PLTL2 simple et PLTL3 simple et nous
montrons que le probl�eme de la v�eri�cation de PLTL2 simple par rapport �a des processus
de PA est d�ecidable.

Puisque les r�eseaux de Petri ne sont pas semilin�eaires nous ne pouvons pas appliquer
la technique de r�eduction vers le probl�eme du vide d'un ensemble semilin�eaire. Mais nous
pouvons r�eduire le probl�eme de la v�eri�cation de CLTL2 vers le probl�eme d'atteignabi-
lit�e dans les r�eseaux de Petri. Le probl�eme de la v�eri�cation de CLTL2 par rapport aux
processus BPP est donc aussi d�ecidable.

Les r�esultats pr�esent�es dans ce chapitre ont �et�e publi�es dans [BEH95] et [BH96].

4.1 La logique CLTL

Dans cette section nous d�e�nissons la logique CLTL (Constraint Linear Temporal Lo-
gic).

CLTL est une extension de la logique temporelle lin�eaire LTL [Pnu77] avec la possi-
bilit�e d'exprimer des contraintes de motif et des contraintes de comptage sur des calculs
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(s�equences de transitions). Les contraintes de motif sont exprim�ees en utilisant les auto-
mates �nis. Ils permettent de dire que le calcul �a partir d'un point dans le pass�e donn�e
correspond �a un certain motif. Ce motif contraint par exemple l'ordre d'apparence d'une
certaine transition (action, �ev�enement). Les contraintes de comptage sont exprim�ees en
utilisant des formules de l'arithm�etique de Presburger. Elles permettent de dire que le
nombre d'occurrences de certaines transitions dans le calcul apr�es un point �x�e satisfait
des contraintes arithm�etiques sp�eci��ees par la formule.

4.1.1 Syntaxe

Nous commen�cons avec la d�e�nition de la logique LTL (Linear Temporal Logic) intro-
duit par Pnueli [Pnu77]. Soit P un ensemble �ni de propositions de base.

D�e�nition 4.1 (Formules de LTL) :

L'ensemble de formules de LTL est donn�e par:

 ::= P 2 P j : j  _  j  j  U 

Un ingr�edient de base de CLTL sont les formules propositionnelles compos�ees de pro-
position de bases et des op�erateurs bool�eens.

D�e�nition 4.2 (Formules propositionnelles) :

L'ensemble de formules propositionnelles est donn�e par:

� ::= P 2 P j :� j � _ �

D�e�nition 4.3 (Formules de CLTL) :

L'ensemble de formules de CLTL est donn�e par:

' ::= P 2 P j :' j ' _ ' j ' j 'U' j e9x:' j [x : �]:' j f j u:' j Au

Nous d�e�nissons aussi deux sous-classes de CLTL, en consid�erant l'extension de LTL
avec seulement les contraintes de motif soit les contraintes de comptage. La premi�ere sous-
classe s'appelle ALTL (Automates + LTL)

D�e�nition 4.4 (ALTL) :

L'ensemble de formules de ALTL est donn�e par:

 ::= P j : j  _  j  j  U j u: j Au
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La deuxi�eme sous-classe s'appelle PLTL (Presburger LTL).

D�e�nition 4.5 (PLTL) :

L'ensemble de formules de PLTL est donn�e par

 ::= P j : j  _  j  j  U j e9x:' j [x : �]: j f

Notation 4.1 :

Nous utilisons les abr�eviations suivantes:

true = :P _ P

false = :true

'1 ^ '2 = :('1 _ '2)

'1 ) '2 = :'1 _ '2

e8x:' = :e9x::'1
3' = trueU'

2' = :3:'

'1U'2 = '1U('1 ^ '2)

[~x : ~�]:' = [x1 : �1]: � � � [xn : �n]:'

[x1; : : : ; xn : �1; : : : ; �n]:' = [x1 : �1]: � � � [xn : �n]:'

[xi : �i]
n
i=1:' = [x1 : �1]: � � � [xn : �n]:'

Dans la formule [x : �]: ' (resp u:'), la construction \[x : �]:" (resp. \u:") lie la variable
x (resp. u) dans la formule '.

Une variable x 2 V peut être li�ee par soit e9, soit la quanti�cation de l'arithm�etique de
Presburger ou par la construction \[x : �]:". Une variable de position u 2 W peut être li�ee
par la construction \u:". Nous appelons \[x : �]:" (resp. \u:") la quanti�cation de remise
�a z�ero (resp. quanti�cation de position).

Nous supposons sans perte de g�en�eralit�e que chaque variable est li�ee au moins une fois.
Chaque variable dans une formule est soit li�ee soit libre.

D�e�nition 4.6 (F(')) :

Soit ' une formule. Nous �ecrivons F(') pour l'ensemble de variables libres de
'.

D�e�nition 4.7 (formule ferm�ee, ouverte) :

Une formule ' est ferm�ee si toutes ses variables sont li�ees, sinon ' est ouverte.
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4.1.2 S�emantique

Les formules de CLTL sont interpr�et�es sur des s�equences in�nies sur �. Les op�erateurs
, U ,3, et 2, sont les op�erateurs next, until, eventually, et always de LTL; U est l'op�erateur
until ferm�e �a droite.

L'op�erateur e9 est la quanti�cation sur les entiers positifs. Nous distinguons entre e9 et
le quanti�cateur 9 de l'arithm�etique de Presburger puisqu'ils n'ont pas la même port�ee.
La construction \[x : �]:" introduit une variable de comptage x �a laquelle est associ�ee la
formule propositionnelle �. La variable x compte �a partir de la position courante le nombre
d'�etiquettes de transitions qui satisfont �. x peut être utilis�e ensuite dans des formules de
Presburger f pour exprimer des contraintes de comptage (qui peuvent contenir plusieurs
variables de comptage). Par exemple, la formule �1:

�1 = [x; y : �1; �2]:2(P ) (x � y))

exprime le fait qu'�a partir de maintenant, �a chaque fois que P est vrai, le nombre de
transitions qui satisfont �2 est plus grand que le nombre de transitions qui satisfont �1.

La construction \u:" associe �a la variable de position u la position courante sur la s�e-
quence. La variable u est utilis�e comme �etiquette pour faire r�ef�erence �a sa position associ�ee.
u peut être utilis�ee pour exprimer des contraintes de motif Au qui dit que la sous-s�equence
�a partir de la position u doit être accept�ee par l'automate A. Par exemple, la formule �2

�2 = u:[x; y : �1; �2]:2(A
u ) (x � y))

exprime le fait qu'�a partir de maintenant, dans chaque sous-s�equence �nie accept�ee par A,
le nombre de transitions qui satisfont �2 est plus grand ou �egal que le nombre de transitions
qui satisfont �1.

La s�emantique formelle de CLTL est d�e�nie en utilisant une relation de satisfaction j=
entre s�equences de �! (avec � = 2P), des positions (entiers positifs) et des formules.

Parce que des formules peuvent être ouvertes, la relation est param�etr�ee par une �eva-
luation E de variables de V, une fonction � qui associe �a chaque variable de position ou
de comptage la position o�u elle �etait introduite, et une fonction � qui associe �a chaque
variable de comptage la formule propositionnelle correspondante.

Soit � �egal �a E, �, ou �. Alors, nous �ecrivons D(�) pour le domaine de �. La fonction
� telle que D(�) = ; est appel�ee ;. Nous �ecrivons �[z  �] pour la fonction �0 telle que
D(�0) = D(�) [ fzg, qui associe la valeur � �a z et co��ncide avec � sur toutes les autres
variables.

D�e�nition 4.8 (relation de satisfaction) :

Soit � 2 �!. Pour chaque i � 0, chaque �evaluation E, chaque � (tel que 8z 2
D(�), 0 � �(z) � i) et chaque �, nous d�e�nissons h�; ii j=(E;�;�) ' inductivement
sur la structure de ' comme suit:
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h�; ii j=(E;�;�) P ssi P 2 �(i)

h�; ii j=(E;�;�) :' ssi h�; ii 6j=(E;�;�) '

h�; ii j=(E;�;�) '1 _ '2 ssi h�; ii j=(E;�;�) '1 ou h�; ii j=(E;�;�) '2

h�; ii j=(E;�;�) ' ssi h�; i + 1i j=(E;�;�) '

h�; ii j=(E;�;�) '1U'2 ssi 9j: i � j: h�; ji j=(E;�;�) '2 et
8k: i � k < j: h�; ki j=(E;�;�) '1

h�; ii j=(E;�;�)
e9x:' ssi 9k 2 IN: h�; ii j=(E0;�;�) ' o�u E 0 = E[x k]

h�; ii j=(E;�;�) [x : �]:' ssi h�; ii j=(E;�0;�0) ' o�u �0 = �[x i] et �0 = �[x �]

h�; ii j=(E;�;�) f ssi E 0 j= f o�u
E 0 = E[x jfj 2 [�(x); i] : h�; ji j= �(x)gj]x2D(�)

h�; ii j=(E;�;�) u:' ssi h�; ii j=(E;�0;�) ' o�u �0 = �[u i]

h�; ii j=(E;�;�) A
u ssi �(�(u); i) 2 L(A)

Soit ' une formule ferm�ee. Il est clair que h�; ii j=(E;�;�) ' si et seulement si h�; ii j=(;;;;;)

', et par cons�equent nous �ecrivons simplement h�; ii j= '. Nous �ecrivons aussi � j= ' et
nous disons que � satisfait ', si h�; 0i j= '.

D�e�nition 4.9 (S�emantique d'une formule ferm�ee) :

Soit ' une formule ferm�ee. Alors [[']] := f� 2 �! : � j= 'g.

D�e�nition 4.10 (�Equivalence de deux formules) :

Soient '1 et '2 deux formules ferm�ees. Elles sont �equivalentes, repr�esent�e par
'1 = '2, ssi [['1]] = [['2]].

D�e�nition 4.11 (satisfaisable, valide) :

Pour chaque S � �!, ' est satisfaisable (resp. valide) relative �a S ssi S\[[']] 6= ;
(resp. S � [[']]), et ' est satisfaisable (resp. valide) ssi elle est satisfaisable (resp.
valide) relative �a �!.

D�e�nition 4.12 (Probl�eme de v�eri�cation) :

�Etant donn�e une formule ' est un S � �!, le probl�eme de v�eri�cation est de
savoir, si ' est valide relative �a S.

4.2 Expressivit�e

Dans cette section nous �etudions l'expressivit�e de la logique CLTL. Nous consid�erons
d'abord l'expressivit�e de CLTL par rapport aux propri�et�es r�eguli�eres et ensuite par rapport
aux propri�et�es non-r�eguli�eres.
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4.2.1 Propri�et�es r�eguli�eres

Nous montrons que ALTL a le même pouvoir expressif que les !-automates. Pour cela
nous montrons entre autre qu'une formule de ALTL peut être traduite vers une formule
�equivalente (modulo projection) d'une version de ETL [Wol83] (Extended Temporal Logic).
Nous donnons d'abord la d�e�nition de ETLl.

D�e�nition 4.13 (formule de ETLl) :

Soit P un ensemble de propositions atomiques. L'ensemble de formules de ETLl
est donn�e par:

' ::= P 2 P j :' j ' _ ' j A('1; : : : ; 'n)

o�u A('1; : : : ; 'n) (appel�e automate ETLl) est un syst�eme de transitions �etique-
t�ees �ni (Q; f'1; : : : ; 'ng; q0; �).

D�e�nition 4.14 (relation de satisfaction de ETLl) :

Soient � 2 �! et ' une formule de ETLl. Alors nous d�e�nissons h�; ii j= '
inductivement comme suit:

h�; ii j= P ssi P 2 �(i)

h�; ii j= :' ssi h�; ii 6j= '

h�; ii j= '1 _ '2 ssi h�; ii j= '1 ou h�; ii j= '2

h�; ii j= A('1; : : : ; 'n) ssi A('1; : : : ; 'n) a un calcul l-accepteur sur �(i)�(i+ 1) � � �

Un calcul l-accepteur de A('1; : : : ; 'n) sur � est un calcul � 2 Q! de A('1; : : : ; 'n)
tel que 8i 2 IN si (qi; 'j; qi+1) 2 � alors h�; ii j= 'j.

Cette variante de ETL s'appelle ETLl parce que la d�e�nition d'un calcul accepteur
est la looping acceptance, c.-�a-d. un calcul est accepteur s'il est in�ni. Les notions de
satisfaisabilit�e, s�emantique d'une formule etc. sont d�e�nies comme pour CLTL. Nous avons
le th�eor�eme suivant [VW94]:

Th�eor�eme 4.1 :

Pour chaque formule ' de ETLl il existe un automate de B�uchi A tel que
[[']] = L(A) et vice versa.

Th�eor�eme 4.2 :

Soit ' une formule ferm�ee de ALTL avec un ensemble de propositions atomiques
P. Soit � = 2P . Alors, il existe une formule '0 de ETLl telle que [[']] = [['0]]j�
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Preuve:
Soit ' une formule de ALTL. Soit fA1; : : : ; Ang l'ensemble d'automates �nis qui sont
utilis�es dans '. Nous supposons que les automates Ai sont complets (voir le Lemme 2.6). En
plus nous supposons que pour chaque variable de position u il y a exactement un automate
Ai associ�e tel que A

u
i apparâ�t dans la formule. D'abord nous observons que les op�erateurs

U et peuvent facilement être traduit vers des formules de ETLl (voir [VW94]). Ils restent
les construction u:' et Au �a traduire. Nous donnons d'abord l'id�ee intuitive: Nous ajoutons
des proposition atomiques �a P qui indiquent quand un des automates entre dans un �etat
�nal. Nous transformons les automates Ai ainsi. Ensuite pour chaque u:' nous \lan�cons"
l'automate qui fait r�ef�erence �a u. Les propositions Au dans ' sont remplac�ees par une des
nouvelles propositions correspondantes. Formellement:

Soient P 0 = P [ ffin(A1); : : : ; f in(An)g et �0 = 2P
0
. Pour chaque automate Ai =

(Qi;�; q
i
0; �i; Fi) nous construisons un automate ETLl A

0
i(�
0) = (Qi;�

0; qi0; �
0
i) o�u �

0
i est le

plus petit ensemble qui satisfait:

{ Si (q1; a; q2) 2 �i et q2 62 Fi, alors 8a0 2 ~a: (q1; a
0 n ffin(Ai)g; q2) 2 �0i

{ Si (q1; a; q2) 2 �i et q2 2 Fi, alors 8a0 2 ~a: (q1; a
0 [ ffin(Ai)g; q2) 2 �0i

Maintenant, pour obtenir une formule de ETLl nous rempla�cons chaque u:'1 dans ' par
A0i(�

0) ^ '1, o�u A0i est l'automate ETLl construit �a partir de l'automate Ai associ�e a u.
Ensuite, chaque formule de la forme Au

i dans ' est remplac�e par la proposition fin(Ai).
Nous appelons '0 la formule ETLl ainsi obtenu. Il est facile de voir que [[']] = [['0]]j�. En
e�et, les nouvelles propositions fin(Ai) imposent qu'�a chaque point o�u la proposition Au

i

apparâ�t, la s�equence entre le point u et ce point doit être dans le langage de Ai. Puisque
les automates Ai sont complets et grâce �a la construction des A0i, il n'y a pas d'autres
contraintes impos�ees dans '0 pour les s�equences �a partir du point u.

2

Th�eor�eme 4.3 :

Pour chaque formule ferm�ee de ALTL ' il existe un automate de B�uchi A avec
[[']] = L(A) et vice versa.

Preuve:
Nous montrons d'abord que pour chaque automate de B�uchi il existe une formule de ALTL
�equivalente. D'apr�es le th�eor�eme de McNaughton [Tho90] chaque langage !-r�egulier peut
être d�e�ni par une formule de ALTL de la forme

u:
n_
i=1

(23Au
i ^32B

u
i )

Nous montrons ensuite que chaque formule de ALTL peut être d�ecrite par un automate de
B�uchi. Pour chaque formule ferm�ee de ALTL ', nous pouvons construire un !-automate de
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B�uchi qui reconnâ�t [[']] en construisant d'abord la formule de ETLl '
0 avec [[']] = [['0]]j� en

utilisant le Th�eor�eme 4.2. Ensuite nous construisons l'automate de B�uchiA0 �equivalent �a '0

par le Th�eor�eme 4.1. Finalement nous obtenons un automate de B�uchi A avec L(A) = [[']]
en projetant A0 sur �.

2

La logique ALTL peut donc exprimer toutes les propri�et�es !-r�eguli�eres comme la logique
ETL [Wol83] (extended temporal logic) ou le �-calcul lin�eaire �TL [Var88].

4.2.2 Propri�et�es non-r�eguli�eres

En utilisant les contraintes de comptages nous pouvons exprimer dans CLTL des pro-
pri�et�es non-r�eguli�eres, i.e. des propri�et�es qui ne peuvent pas être exprim�ees par les auto-
mates !-r�eguliers.

Par exemple, consid�erons la propri�et�e suivante:

Propri�et�e 4.1 :

�Etant donn�e une s�equence in�nie de transitions (�ev�enements), chaque a est
suivi par un b, et �a chaque position entre un a et le prochain b le nombre de c
et plus grand ou �egal au nombre de d et en plus, �a b le nombre de c et de d est
�egal.

Formellement, la propri�et�e impose que les s�equences entre deux a et b successifs soient
dans le langage

f� 2 �� : j�jc = j�jd et 8i � j�j; j�(0; i)jc � j�(0; i)jdg

Cette propri�et�e peut être exprim�ee par la formule PLTL:

2 (a) [x; y; z : c; d; b]: ((x � y U b) ^2 ((b ^ z = 1)) x = y))) (4.1)

L'introduction des contraintes de comptage permet de caract�eriser des langages non-
r�eguliers qui peuvent être hors-contextes comme dans (4.1) mais aussi d�ependant du
contexte si nous consid�erons des contraintes qui lient plus que 2 variables de comptages.

L'introduction des contraintes de motifs permet de contraindre l'ordre d'apparence
d'�ev�enements. Supposons par exemple que nous voulons renforcer la propri�et�e 4.1 en im-
posant qu'entre deux a et b successifs, tous les c apparaissent avant les d.

Propri�et�e 4.2 :

�Etant donn�ee une s�equence in�nie de transitions (�ev�enements), chaque a est
suivi par un b, et �a chaque position entre un a et le prochain b, le nombre de c
est plus grand ou �egal au nombre de d et, �a b le nombre de c et de d est �egal.
Entre deux a et b successifs, tous les c apparaissent avant les d.
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Cette nouvelle propri�et�e peut être exprim�ee par la conjonction de la formule de LTL
2(a) 3b) (chaque a est suivi d'un b) avec la formule de CLTL:

u: [x; y : c; d]: 2 (Au ) (Bu ^ x = y)) (4.2)

o�u A et B sont des automates d'�etats �nis, tels que

L(A) = ��a(�� fa; bg)�b

et

L(B) = ��a(�� fdg)�(�� fcg)�b

La propri�et�e 4.2 peut être exprim�ee sans contrainte de motif puisque la contrainte de
motif utilis�ee peut être exprim�ee en LTL. En fait, cette propri�et�e correspond �a la conjonc-
tion de la formule de LTL

2 (a) (:dU :cU b))

avec la formule (4.1). Puisque LTL peut seulement exprimer les !-propri�et�es sans hauteur
d'�etoile [Tho79, Wol83] et puisque les contraintes de comptages ne peuvent pas contraindre
l'ordre entre �ev�enements, l'utilisation de contraintes de motifs enrichit l'expressivit�e de
PLTL.

Finalement, nous donnons un exemple de l'utilisation de la quanti�cation e8. Cette
quanti�cation permet d'une part de mettre en relation des contraintes de comptage �a des
positions di��erentes de la s�equence et permet d'autre part d'exprimer des contraintes de
comptages sur le nombre d'occurrences d'�ev�enements dans des sous-s�equences di��erentes.
Par exemple, consid�erons la propri�et�e suivante:

Propri�et�e 4.3 :

Chaque a est suivi d'un b, et entre deux a et b successif les sous-s�equences sont
dans le langage

f�s�0 : �; �0 2 (�� fa; b; sg)�; j�jc = j�
0jdg

La Propri�et�e 4.3 peut être exprim�ee par la conjonction de la formule de LTL:

2 (a) (:sU (s ^ (:sU b))))

avec la formule de PLTL:

e8n:2 (a) [x; y; z : c; d; b]:2 ((s ^ x = n)) 2 ((b ^ z = 1)) y = n))) (4.3)

La variable n dans (4.3) est utilis�ee pour m�emoriser le nombre de c entre a et s et ce
nombre est compar�e ensuite avec le nombre de d entre s et b.
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4.3 R�esultats d'ind�ecidabilit�e pour CLTL

Dans cette section nous montrons des r�esultats d'ind�ecidabilit�e concernant la logique
CLTL et ses sous-classes. Tous ces r�esultats sont bas�es sur le fait que dans CLTL on peut
exprimer des propri�et�es d'invariance de contraintes qui permettent de simuler les tests
sur z�ero d'une machine �a deux compteurs (machine de Minsky). Nous donnons d'abord
la d�e�nition d'une machine �a deux compteurs. Il est bien connu qu'une machine �a deux
compteurs peut simuler une machine de Turing.

D�e�nition 4.15 (Machine �a deux compteurs) :

Une machine �a deux compteursM est un programme d'�etats �nis avec 2 comp-
teurs c1 et c2 et m 2 IN instructions �etiquet�ees

s1 : com1;
s2 : com2;
...

...
sm�1 : comm�1;
sm : halt:

Les instructions comi ont la forme

{ ci := ci + 1; goto sk o�u

{ if ci = 0 then goto sk1 sinon ci := ci � 1; goto sk2

L'ex�ecution d'une machine �a deux compteursM commence avec com1, o�u les deux comp-
teurs ont la valeur 0 et parcourt les instructions comme indiqu�e par les instructions goto.
L'ex�ecution s'arrête si l'�etat halt est atteint.

Nous pouvons d'abord montrer que le probl�eme de satisfaisabilit�e de PLTL et CLTL
est \hautement" ind�ecidable. Une d�e�nition de l'hi�erarchie arithm�etique peut être trouv�e
dans [Rog87].

Th�eor�eme 4.4 :

Les probl�emes de satisfaisabilit�e de PLTL et CLTL sont �1
1-complets.

Preuve:

{ La satisfaisabilit�e d'une formule ' de CLTL peut être exprim�ee en �1
1. La formule

�1
1 exprime l'existence d'une s�equence qui satisfait la formule '. Chaque s�equence

in�nie peut être cod�ee par un nombre �ni d'ensembles in�nis d'entiers qui indiquent
�a quel point dans la s�equence les propositions atomiques sont satisfaites. La relation
de satisfaction peut être exprim�ee par un pr�edicat du premier ordre.
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{ Pour montrer que le probl�eme est �1
1-di�cile nous montrons que nous pouvons co-

der le probl�eme de calcul r�ecurrent (c'est-�a-dire le probl�eme d'existence d'un calcul
qui passe in�niment souvent par l'�etat initial de la machine) d'une machine �a 2
compteurs non-d�eterministe comme la satisfaisabilit�e d'une formule PLTL. [HPS83]
et [AH89] ont prouv�e que le probl�eme de calcul r�ecurrent est �1

1-di�cile. �Etant
donn�ee une machine �a deux compteur M, nous construisons une formule ([xi; yi :
inci; deci]

2
i=12') ^ 23P o�u ' code la relation de transition de M (le test sur z�ero

est fait en comparant les deux variables de comptages xi et yi; inci correspond �a
l'action ci := ci + 1 et deci �a l'action ci := ci � 1 et P est une proposition atomique
qui correspond �a l'�etat initial de la machine.

2

Une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 4.4 est le corollaire suivant.

Corollaire 4.1 :

Les probl�emes de validit�e de PLTL et CLTL sont �1
1-complet.

Th�eor�eme 4.5 :

Le probl�eme de v�eri�cation de syst�eme de transitions �etiquet�es �ni par rapport
�a PLTL et CLTL est �1

1-complets.

Preuve:
Ce th�eor�eme se d�eduit imm�ediatement du th�eor�eme 4.4 puisque �! peut être g�en�er�e par
un syst�eme de transitions �etiquet�ees �ni.

2

Nous pouvons prouver l'ind�ecidabilit�e du probl�eme de v�eri�cation pour une classe tr�es
simple de formules de PLTL, les propri�et�es d'in�evitabilit�e de comptage.

D�e�nition 4.16 (Propri�et�e d'in�evitabilit�e de comptage) :

Une propri�et�e d'in�evitabilit�e de comptage est une formule de la forme:

[~x : ~�]: 3f(~x) (4.4)

Proposition 4.1 :

Le probl�eme de v�eri�cation de syst�eme de transitions �etiquet�ees �ni par rapport
�a des propri�et�es d'in�evitabilit�e de comptage est �0

1-complet.
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Preuve:

{ Puisque les syst�emes de transitions �etiquet�ees �nis sont �a branchement �ni et les
contraintes de comptage d�ependent seulement du pass�e, la v�eri�cation d'une formule
3f pour de tels syst�emes est semi-d�ecidable (dans �0

1).

{ Nous montrons que le probl�eme de v�eri�cation est �0
1-di�cile en r�eduisant le probl�eme

de l'arrêt d'une machine �a deux compteurs d�eterministe. La structure de contrôle
d'une machine �a deux compteurs peut être vue comme un syst�eme de transitions
�etiquet�ees �ni S avec les �etiquettes inci; deci; zi (i = 1; 2) o�u inci correspond �a ci :=
ci + 1, deci �a ci := ci � 1 et zi �a ci = 0. Nous ajoutons en plus une boucle �a l'�etat
d'arrêt. La s�emantique d'un syst�eme est donn�ee par toutes ses s�equences in�nies. La
formule f d�ecrit toutes les s�equences de S qui sont un mauvais calcul de la machine
�a deux compteurs ou qui atteignent l'�etat d'arrêt. Soit ' donn�ee par:

([xi; yi : inci; deci]
2
i=1: 3((zi ^ (xi � yi) 6= 0) _ ai)

o�u ai est la transition qui m�ene vers l'�etat d'arrêt. Les propositions atomiques zi et
ai peuvent être cod�ees par des compteurs pour obtenir une formule de la forme (4.4).

Par exemple pour chaque transition q1
ai! q2 nous ajoutons deux �etats nouveaux q01

et q02 avec q1
iai! q01

ai! q02
dai! q2. jiaij � jdaij = 1 signi�e que la prochaine transition

doit être un ai. La proposition ai peut donc être cod�ee par des compteurs.

Soit S l'ensemble de toutes les s�equences de calcul in�ni de S. Alors nous avons '
est valide relative �a S si et seulement si la machine �a deux compteurs s'arrête.

2

Pour obtenir des r�esultats de d�ecidabilit�e pour le probl�eme de la v�eri�cation nous devons
par cons�equent interdire des formules de la forme (4.4). Pour cela nous introduisons des
fragments de CLTL dans la section suivante.

4.4 Les fragments de CLTL

Dans cette section nous introduisons plusieurs fragments de CLTL. Ces fragments sont
d�e�nis de fa�con qu'ils ne contiennent pas des formules qui causent l'indecidabilit�e du pro-
bl�eme de v�eri�cation, i.e. des formules de la forme3f . Ces fragments ne sont pas ferm�es par
n�egation. Pour chacun des fragments nous introduisons un autre fragment tel que chaque
formule dans le premier est �equivalent �a une formule du deuxi�eme et vice versa.

4.4.1 D�e�nitions

Nous commen�cons avec la d�e�nition des fragments les plus expressifs, CLTL2 et CLTL3.
Pour d�ecrire facilement les restrictions syntaxiques qui correspondent �a ces fragments, nous
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introduisons d'abord la forme positive de formules de CLTL donn�ee par:

D�e�nition 4.17 (Forme positive de CLTL) :

Une formule en forme positive de CLTL est donn�ee par:

' ::= e9x:' j e8x:' j [x : �]:' j f j u:' j Au j P j :P j (4.5)

' _ ' j ' ^ ' j ' j 2' j 'U'

Lemme 4.1 (Forme positive) :

Chaque formule CLTL a une formule �equivalente en forme positive.

Preuve:
Nous prouvons ce lemme par induction structurelle en utilisant les propri�et�es des op�erateurs
bool�eens et les �equivalences de formules ( �A est l'automate compl�ementaire de A):

:[x : �]: ' = [x : �]: :' (4.6)

:u: ' = u: :' (4.7)

:Au = �Au (4.8)

:' = :' (4.9)

:('1U'2) = (2:'2) _ (:'2U:'1) (4.10)

2

Les formes positives de formules ALTL (resp. PLTL) correspondent �a (4.5) sans quan-
ti�cation de remise �a z�ero (resp. position) et contraintes de comptage (resp. motif).

La Proposition 4.1 montre que le probl�eme de v�eri�cation devient ind�ecidable d�es que
des formules de la forme 3f sont consid�er�ees. Pour �eviter ce genre de formules nous d�e-
�nissons le fragment CLTL2 en imposant que dans (4.17) la partie droite de U doit être
une formule de ALTL (c'est-�a-dire sans contraintes de comptages). Nous admettons dans
ce fragment aussi des formules U avec la même restriction. Nous interdisons aussi dans
CLTL2 l'op�erateur e9. Le fragment CLTL3 est d�e�ni de sorte qu'il caract�erise exactement
les n�egations de formule de CLTL2. Nous d�e�nissons ensuite les fragments correspondants
pour PLTL. Dans PLTL2 la partie �a droite de U doit être une formule de LTL. Finale-
ment, nous d�e�nissons les fragments PLTL2 simple et PLTL3 simple. Dans PLTL2 simple
la partie �a droite de U doit être une formule propositionnelle.

D�e�nition 4.18 (CLTL2) :

Les formules de CLTL2 sont donn�ees par:

' ::= e8x:' j [x : �]:' j f j u:' j Au j P j :P j ' _ ' j ' ^ ' j ' j 2' j 'U j 'U 

o�u  est une formule de ALTL.
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D�e�nition 4.19 (CLTL3) :

Les formules de CLTL3 sont donn�ees par:

' ::= e9x:' j [x : �]:' j f j u:' j Au j P j :P j ' _ ' j ' ^ ' j ' j 2 j  U' j  U'

o�u  est une formule de ALTL.

D�e�nition 4.20 (PLTL2) :

Les formules de PLTL2 sont donn�ees par:

' ::= e8x:' j [x : �]:' j f j P j :P j ' _ ' j ' ^ ' j ' j 2' j 'U j 'U 

o�u  est une formule de LTL.

D�e�nition 4.21 (PLTL3) :

Les formules de PLTL3 sont donn�ees par:

' ::= e9x:' j [x : �]:' j f j P j :P j ' _ ' j ' ^ ' j ' j 2 j  U' j  U'

o�u  est une formule de LTL.

D�e�nition 4.22 (PLTL2 simple) :

Les formules de PLTL2 simple sont donn�ees par:

' ::= e8x:' j [x : �]:' j f j P j :P j ' _ ' j ' ^ ' j ' j 2' j 'U j 'U 

o�u  est une formule propositionnelle.

D�e�nition 4.23 (PLTL3 simple) :

Les formules de PLTL3 simple sont donn�ees par:

' ::= e9x:' j [x : �]:' j f j P j :P j ' _ ' j ' ^ ' j ' j 2 j  U' j  U'

o�u  est une formule propositionnelle.

Proposition 4.2 :

Pour chaque formule ferm�ee ' de CLTL2 (resp. PLTL2, PLTL2 simple) il
existe une formule ferm�ee '0 de CLTL3 (resp. PLTL3, PLTL3 simple) telle que
[[:']] = [['0]], et vice versa.

Preuve:
Par induction structurelle en utilisant les �equivalences:

:('1U'2) = (2:'2) _ (:'2U:'1) (4.11)

:('1U'2) = (2:'2) _ (:'2U:'1) (4.12)

:' = :' (4.13)

:e8x:' = e9x::' (4.14)

2
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4.4.2 Expressivit�e

Il est clair que l'ensemble de formules de ALTL en forme positive est un sous-ensemble
de CLTL2 et CLTL3. Par cons�equent, CLTL2 et CLTL3 peuvent exprimer toutes les
propri�et�es !-r�eguli�eres. Mais, ces deux fragments n'expriment �evidemment pas les même
classes de propri�et�es non-r�eguli�eres. Par exemple, (4.2) peut être exprim�ee en CLTL2 mais
pas sa n�egation.

D'une mani�ere similaire, PLTL2 et PLTL3 peuvent exprimer toutes les formules de la
logique LTL et peuvent donc exprimer toutes les !-propri�et�es sans hauteur d'�etoile. En
plus, il est facile de voir que PLTL3 simple peut exprimer toutes les langages !-r�eguliers
simples et PLTL2 simple toutes leur compl�ements.

La même dualit�e qui existe entre CLTL2 et CLTL3 par rapport �a des propri�et�es non-
r�eguli�eres existe aussi entre leurs sous-fragments. Même restreints, ses sous-fragments per-
mettent de capturer des classes signi�catives de propri�et�es non-r�eguli�eres. Par exemple, les
formules (4.1) and (4.3) sont dans PLTL2 simple. Ces fragments de PLTL peuvent par
ailleurs exprimer des !-propri�et�es qui ne sont pas sans hauteur d'�etoile en utilisant des
formules de Presburger. Par exemple, la propri�et�e qu`�a chaque position paire, la propri�et�e
P est vrai [Wol83] peut être exprimer par la formule PLTL2 simple

[x : true]:2((9y: 2y = x)) P ) (4.15)

La �gure suivante montre les inclusions entre les logiques di��erentes que nous utilisons

6
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k
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PLTL2 simple
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Fig. 4.1 { Les fragments de CLTL
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4.4.3 Les probl�emes de satisfaisabilit�e et validit�e pour les frag-

ments

Nous avons les r�esultats suivants concernant les probl�emes de satisfaisabilit�e et validit�e
des fragments de CLTL introduit dans cette section.

Th�eor�eme 4.6 :

Les probl�emes de satisfaisabilit�e de PLTL2 simple, PLTL2, et CLTL2 sont
�1
1-complets.

Preuve:
La formule qui permet dans la preuve du th�eor�eme 4.4 de coder le probl�eme de calcul
r�ecurrent d'une machine �a 2 compteurs est une formule de PLTL2 simple.

2

Corollaire 4.2 :

Les probl�emes de validit�e de PLTL3 simple, PLTL3, et CLTL3 sont �
1
1-complets.

4.5 La d�ecomposition de formules CLTL3

Nous montrons dans cette section que chaque propri�et�e CLTL3 peut être d�ecompo-
s�ee (modulo projection) en une propri�et�e !-r�eguli�ere et une propri�et�e d'in�evitabilit�e de
comptage. Plus pr�ecis�ement, chaque propri�et�e CLTL3 est une union �nie de projections
d'ensembles qui sont des intersections de propri�et�es !-r�eguli�eres avec des propri�et�es d'in-
�evitabilit�e de comptage.

Cette d�ecomposition nous permet de raisonner sur le probl�eme de satisfaisabilit�e (re-
lative) de CLTL3 et par cons�equent sur le probl�eme de v�eri�cation de CLTL2, puisque
CLTL2 et CLTL3 sont duaux (voir Proposition 4.2).

4.5.1 Forme normale

Nous d�e�nissons d'abord une forme normale pour CLTL3 et nous montrons que chaque
formule de CLTL3 est �equivalente �a une formule en forme normale.

D�e�nition 4.24 (Forme normale pour CLTL3) :

Soit � = fa1; � � � ; ang, et pour chaque i 2 f1; � � � ; ng, soit �i = (
V

P2ai
P ) ^

(
V

P 62ai
:P ). Une formule de CLTL3 est en forme normale si elle est donn�ee

par la grammaire suivante:

� ::=
We9~x: '

' ::= u: [xi : �i]
n
i=1: ( ^ ( 

0U(f ^'))) j u: 

o�u  et  0 sont des formules de ALTL sans construction \u:".
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Proposition 4.3 (Forme normale de CLTL3) :

Pour chaque formule de CLTL3 il y a une formule �equivalente de CLTL3 qui
est en forme normale.

Preuve:

Nous montrons d'abord que il existe pour chaque formule une formule �equivalent en
forme normal sans la restriction que les [~x : ~�] qui apparaissent dans la formule doivent
avoir la forme [xi : �i]

n
i=1. Nous prouvons le lemme sans cette restriction par induction sur

la structure des formules CLTL3 en utilisant les r�egles suivantes:

e9x:('1 _ '2) = (e9x:'1) _ (e9x:'2) (4.16)

[x : �]:('1 _ '2) = ([x : �]:'1) _ ([x : �]:'2) (4.17)

[~x : ~�]:e9x:' = e9x:[~x : ~�]:' (4.18)

[~x : ~�]:u:' = u:[~x : ~�]:' (4.19)

f = [x : true]:(trueU((x = 1) ^ f)) (4.20)

 = [x : true]:( U(x = 1)) (4.21)

e9x:'1 ^ e9y:'2 = e9x:e9y('1 ^ '2) si x di��erent de y (4.22)

u:('1 ^ '2) = u:'1 ^ u:'2 (4.23)

u:('1 _ '2) = u:'1 _ u:'2 (4.24)

[x : �1]:'1 ^ [y : �2]:'2 = [x; y : �1; �2]:'1 ^ '2 (4.25)

si x di��erent de y et F('1) \ F('2) = ;

( 1U'2) ^ ( 2U'2) = ( 1 ^  2)U('1 ^ '2) _ ( 1 ^  2)U('1 ^ ( 2U'2))

_( 1 ^  2)U('2 ^ ( 1U'1)) (4.26)

('1 _ '2) = '1 _'2 (4.27)

e9x:' = e9x:' (4.28)

[x : �]:' = (� ^ [x : �]:'[x+ 1=x]) _ (:� ^ [x : �]:') (4.29)

' = [x : true]:trueU(x = 1 ^') (4.30)

 U('1 _ '2) = ( U'1) _ ( U'2) (4.31)

 U(e9x:') = e9x:( U') (4.32)

 U' = ' _ ( U(')) (4.33)

 U('1 _ '2) = ( U'1) _ ( U'2) (4.34)

 U(e9x:') = e9x:( U') (4.35)

 U' = ( ^ ') _ ( U(( ^ '))) (4.36)

Maintenant, nous obtenons la forme normale en rempla�cant chaque contrainte d'occur-
rences [~x : ~�] par [xi : �i]

n
i=1 et en modi�ant les contraintes d'occurrences en cons�equence

(un x qui �etait li�e �a � est remplac�e dans une formule f par une somme de tout les xj, tel
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que � implique �j). 2

Exemple 4.1 :

Soient P = fP;Qg et � = ffg; fPg; fQg; fP;Qgg. Alors �1 = :P ^ :Q,
�2 = P ^ :Q, �3 = :P ^Q et �4 = P ^Q. Pour transformer

' = u:[x; y : P;Q]: (PU(Au ^ (x � y)))

en forme normale, nous utilisons d'abord les r�egles (4.20) et (4.21) pour trans-
former Au et x � y en forme normale. Ensuite nous utilisons essentiellement la
r�egle (4.26) pour obtenir une formule �equivalente en forme normale. [x; y : P;Q]
est remplac�ee par [xi : �i]

4
i=1 et x � y par x2 + x4 � x1 + x3.

Le corollaire suivant s'obtient en �ecrivant d'une autre mani�ere les formules en forme
normale.

Corollaire 4.3 :

Pour chaque formule de CLTL3 il y a une formule �equivalente de CLTL3 qui
est une disjonction de formules de la forme:

e9~y: u0: [x0i : �i]ni=1: ( 0 ^ ( 00 U (f0 ^u1: [x1i : �i]ni=1: ( 1 ^ ( 01 U (f1 ^ � � �
um: [x

m
i : �i]

n
i=1: ( m ^ ( 

0
m U (fm ^um+1:  m+1))) � � � )))))) (4.37)

4.5.2 Forme normale mono-contrainte

Nous d�e�nissons une deuxi�eme forme normale pour CLTL3, appel�ee mono-contrainte
et nous montrons que pour chaque formule de CLTL3 il existe une formule �equivalente
dans cette forme normale modulo projection. Les formules dans la forme normale mono-
contrainte contiennent une seule contrainte arithm�etique.

D�e�nition 4.25 (Forme normale mono-contrainte) :

Soit ' une formule de CLTL3 de la forme (4.37). Soit atj pour chaque j 2
f0; � � � ; m + 1g, une nouvelle proposition atomique. Soit �j = atj ^

V
k 6=j :

atk. Soient P 0 = P [
Sm+1

j=0 fatjg et �
0 = 2P

0
. Alors, la forme normale mono-

contrainte de ', appel�e b' est donn�e par:

e9~y: u0: [zji : �i ^ �j]j=0::mi=1::n : ( 0 ^ (( 
0
0 ^ �0)U � � � (4.38)

um: ( m ^ (( 
0
m ^ �m)U ((

m̂

j=0

gj) ^um+1: ( m+1 ^ 2�m+1)))) � � � ))
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o�u

gj = fj[

jX
`=k

z`i=x
k
i ]
k=0::j
i=1::n) (4.39)

et les automates A dans la formule ' sont remplac�es par des automates A0 tel

que L(A0) = gL(A)
Proposition 4.4 :

Soit ' une formule de CLTL3 de la forme (4.37) et b' sa forme normale mono-
contrainte correspondante. Alors, [[']] = [[b']]j�.

Preuve:
Les �j sont mutuellement exclusive et �a chaque variable zji est associ�e �i ^ �j. Chaque
variable zji compte donc le nombre d'occurrences de �i exactement dans la sous-s�equence
entre uj (inclue) et uj+1 (exclue). Chaque contrainte de comptage fj peut donc être d�e-
plac�ee vers la position um+1 en rempla�cant chaque variable de comptage xki dans fj, pour
k � j par la somme �j

`=kz
`
i . 2

Exemple 4.2 :

Soit

' = u0:[x
0
i : �i]

4
i=1:(P ^ (Q U(x

0
1 > x02 ^

u1:[x
1
i : �i]

4
i=1:(Q ^ (P U(x

1
1 = x02 ^u2:true))))))

Alors

b' = u0:[z
0
i : �i ^ �0]

4
i=1:[z

1
i : �i ^ �1]

4
i=1:(P ^ ((Q ^ �0) U

u1:(Q ^ ((P ^ �1) U((z
0
1 > z02 ^ z

1
1 = z02 + z12) ^

u2:(true ^ 2�2))))))

4.5.3 D�ecomposition

Nous d�e�nissons ici la d�ecomposition d'une formule de CLTL3 en une formule de ALTL
et une propri�et�e d'in�evitabilit�e de comptage.

D�e�nition 4.26 :

Soit ' une formule de CLTL3 de la forme (4.37) et b' sa forme normale mono-
contrainte correspondante. Alors, soit b'� la formule de ALTL:

u0: ( 0 ^ (( 
0
0 ^ �0)U (4.40)

� � �um: ( m ^ (( 
0
m ^ �m)U um+1: ( m+1 ^2�m+1))) � � � ))
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et b'# la formule d'in�evitabilit�e

[zji : �i ^ �j]
j=0::m
i=1::n : [z : �m+1]:3(z = 1 ^ 9~y:

m̂

j=0

gj) (4.41)

La formule

f
b' = (z = 1 ^ 9~y:

m̂

j=0

gj) (4.42)

est appel�ee contrainte caract�eristique de '.

Remarque: La quanti�cation globale e9~y dans (4.38) est remplac�e dans (4.41) par une
quanti�cation 9~y de Presburger.

Exemple 4.3 :

�Etant donn�e la formule ' de l'exemple 4.2 nous avons

b'� = u0:(P ^ ((Q ^ �0) Uu1:(Q ^ ((P ^ �1) Uu2:(true ^2�2))))))

et

b'# = [z0i : �i ^ �0]
n
i=1:[z

1
i : �i ^ �1]

n
i=1:[z : �2]:3(z = 1 ^ (z01 > z02 ^ z

1
1 = z02 + z12))

Proposition 4.5 (D�ecomposition) :

Soit ' une formule de CLTL3 de la forme (4.37) et b' sa forme normale mono-
contrainte correspondante. Alors [[b']] = [[b'�]] \ [[b'#]].

Preuve:
�Etant donn�ee une s�equence qui satisfait b'�, les positions u0; : : : ; um+1 sont d�etermin�ees
par la validit�e des �j's. La contrainte z = 1 assure en plus que les contraintes de comptages
sont test�ees �a um+1. 2

Th�eor�eme 4.7 (D�ecomposition) :

Soit ' une formule ferm�ee de CLTL3. Soit
W`

i=1 'i la formule �equivalente en

forme normale. Alors [[']] =
S`

i=1([[b'�i ]] \ [[b'#i ]])j�.
Preuve:
En utilisant les Propositions 4.5 et 4.4.

2
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4.5.4 Satisfaisabilit�e et validit�e relative de CLTL3 et CLTL2

Avec les r�esultats obtenus dans la section pr�ec�edente nous pouvons montrer

Th�eor�eme 4.8 :

Soient S � �!, ' une formule ferm�ee de CLTL3 et
W`

i=1 'i une formule en forme
normale �equivalente �a '. Alors, ' est satisfaisable relative �a S si et seulement
si
S`

i=1(
eS \ [[b'�i ]] \ [[b'#i ]]) 6= ;.

Preuve:
En utilisant le Th�eor�eme 4.7 et les Lemmes 2.1 et 2.4.

2

Nous utilisons ce th�eor�eme pour obtenir des r�esultats g�en�eraux pour le probl�eme de
satisfaisabilite relative de CLTLDiamond et de validit�e relative de CLTL2.

Th�eor�eme 4.9 :

Soient S � �!, ' une formule ferm�ee de CLTL3 et
W`

i=1 'i une formule en
forme normale �equivalente �a ' (d'apr�es Proposition 4.3). Alors

S \ [[']] 6= ; ssi 9i 2 f1; : : : ; `g: [Pref(eS \ [[b'�i ]])] \ hjfb'iji 6= ;: (4.43)

Preuve:
D'apr�es le Th�eor�eme 4.8, nous avons

S \ [[']] 6= ; ssi 9i 2 f1; : : : ; `g; eS \ [[b'�i ]] \ [[b'#i ]] 6= ;
i.e., b'#i est satisfaisable relative �a eS\ [[b'�i ]]. Alors, eS\ [[b'�i ]]\ [[b'#i ]] 6= ; ssi il existe un pr�e�xe
�ni d'une s�equence � dans eS \ [[b'�i ]] dont l'image de Parikh satisfait f

b'i , c'est-�a-dire pour
un pr�e�xe �(0; j) nous avons [�(0; j)] 2 hjf

b'iji. 2

Ce th�eor�eme permet de r�eduire le probl�eme de la satisfaisabilit�e relative de formules
CLTL3 au probl�eme du vide d'ensemble semilin�eaire, si l'ensemble S et la formule ' sont
tels tous les (eS \ [[b'�i ]])'s sont semilin�eaires.

Nous obtenons les trois th�eor�emes suivants:

Th�eor�eme 4.10 :

Soit C une classe de !-langages sur � tel que: Pour chaque �0 � �, pour
chaque S 2 C et pour chaque langage !-r�egulier R, eS \ R est semilin�eaire.
Alors, le probl�eme de satisfaisabilit�e de formules ferm�ees de CLTL3 relative
aux !-langages de C est d�ecidable et par cons�equent le probl�eme de validit�e de
CLTL2 relative �a C est d�ecidable.
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Preuve:
En utilisant le Th�eor�eme 4.9 et le fait que toutes les formules b'�i sont des formules de
ALTL, i.e [[b'�i ]] est un langage !-r�egulier (d'apr�es le Th�eor�eme 4.3).

2

Th�eor�eme 4.11 :

Soit C une classe de !-langages sur � tel que: Pour chaque �0 � �, pour chaque
S 2 C et pour chaque !-langage sans hauteur d'�etoile R, eS\R est semilin�eaire.
Alors, le probl�eme de satisfaisabilit�e de formules ferm�ees de PLTL3 relative
aux !-langages de C est d�ecidable et par cons�equent le probl�eme de validit�e de
PLTL2 relative �a C est d�ecidable.

Preuve:
En utilisant le Th�eor�eme 4.9 et le fait que dans ce cas toutes les formules b'�i sont des
formules de LTL.

2

Th�eor�eme 4.12 :

Soit C une classe de !-langages sur � tel que: Pour chaque �0 � �, pour chaque
S 2 C et pour chaque langage !-r�egulier simple R, eS\R est semilin�eaire. Alors,
le probl�eme de satisfaisabilit�e de formules ferm�ees de PLTL3 simple relative
aux !-langages de C est d�ecidable et par cons�equent le probl�eme de validit�e de
PLTL2 simple relative �a C est d�ecidable.

Preuve:
En utilisant le Th�eor�eme 4.9 et le fait que dans ce cas chaque formule [[b'�i ]] est un langage
!-r�egulier simple.

2

Th�eor�eme 4.10 nous permets de d�eduire plusieurs r�esultats de d�ecidabilit�e. D'abord
nous �etudions le probl�eme de satisfaisabilit�e et validit�e de CLTL3 respectivement CLTL2.
En mettant C = f�!g nous obtenons avec Th�eor�eme 4.10:

Corollaire 4.4 :

Le probl�eme de satisfaisabilit�e de formules ferm�ees de CLTL3 est d�ecidable.

Corollaire 4.5 :

Le probl�eme de validit�e de formules ferm�ees de CLTL2 est d�ecidable.
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4.6 Le probl�eme de la v�eri�cation pour CLTL2

Nous consid�erons dans cette section le probl�eme de la v�eri�cation de syst�emes. Nous
commen�cons avec les !-automates �a pile.

4.6.1 V�eri�cation des !-automates �a pile

Th�eor�eme 4.13 (CLTL2 vs. !-automates �a pile) :

Le probl�eme de satisfaisabilit�e (resp. validit�e) de formules de CLTL3 (resp.
CLTL2) relative �a des langages !-hors-contexte est d�ecidable. En particulier,
le probl�eme de la v�eri�cation de !-automate �a pile par rapport �a des formules
ferm�ees de CLTL2 est d�ecidable.

Preuve:
En utilisant le Th�eor�eme 4.10 et

{ Les langages !-hors-contextes sont ferm�es par cylindri�cation: Soit L un langage
! hors-contexte. Dans le !-automate �a pile qui d�e�nit L nous rempla�cons dans la
relation de transition chaque � 2 �� par toutes les � 2 (�0)� avec j�0j� = �.

{ Les langages !-hors-contextes sont ferm�es par intersection avec des langages !-
r�eguliers (Th�eor�eme 2.3),

{ Les langages !-hors-contextes sont semilin�eaires (Th�eor�eme 2.8).

2

Corollaire 4.6 :

Le probl�eme de satisfaisabilit�e (resp. validit�e) de formules de CLTL3 (resp.
CLTL2) relative �a des !-langages BPA et des !-langages d'automate �a pile est
d�ecidable. En particulier, le probl�eme de la v�eri�cation des processus BPA et des
automates �a pile par rapport �a des formules ferm�ees de CLTL2 est d�ecidable.

Pour les processus BPP nous avons montr�e que l'intersection avec un !-langage sans
hauteur d'�etoile peut donner un langage qui n'est pas semilin�eaire (voir la Proposition
2.2). Par cons�equent nous ne pouvons pas appliquer l'approche pr�ec�edente pour r�esoudre
le probl�eme de la v�eri�cation. Ce probl�eme est n�eanmoins d�ecidable (voir section 4.6.3).

4.6.2 V�eri�cation de processus PA

Dans cette section nous consid�erons le probl�eme de la v�eri�cation de processus PA.
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4.6.2.1 R�esultat d'ind�ecidabilit�e

Nous pouvons montrer que le Th�eor�eme 4.13 n'est pas vrai pour toute la classe des
syst�emes semilin�eaires. En e�et, nous avons le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 4.14 (LTL vs. processus PA) :

Le probl�eme de satisfaisabilit�e de formules de LTL relative �a des !-langages
semilin�eaires (en particulier les PA !-langages) est ind�ecidable. Par cons�equent,
le probl�eme de la v�eri�cation de syst�emes semilin�eaire par rapport �a LTL est
ind�ecidable.

Preuve:
Nous pouvons coder le probl�eme de l'arrêt d'une machine �a deux compteurs (voir section
4.3) comme le fait que l'intersection d'un !-langage sans hauteur d'�etoile R avec un !-
langage S n'est pas vide. Le langage S est donn�e par un processus PA S = (V ar;�;�; X1)
construit comme suit: S est donn�e par la composition parall�ele (sans synchronisation) de
deux processus BPA qui simulent les deux compteurs et un processus r�egulier qui simule
le contrôle �ni de la machine. L'intersection avec un langage tr�es simple R donne ensuite
toutes les calculs \correctes" de la machine.

SoitM une machine �a deux compteur avec m instructions. Nous construisons d'abord
pour chaque compteur de la machine un processus BPA qui le simule.
Soit Si = (V ari;�i;�i; X i

1) pour i 2 f1; 2g avec

{ V ari = fX i
1; X

i
2g,

{ �i = finci; deci; zig,

{ Les �el�ements de �i sont donn�es par

{ X i
1 b= zi �X

i
1,

{ X i
1 b= inci �X i

2 �X
i
1,

{ X i
2 b= deci,

{ X i
2 b= inci �X

i
2.

Intuitivement, le terme X i
1 repr�esente la valeur z�ero et le terme X i

2 � � �X
i
2 �X

i
1 avec n X

i
2's

repr�esente la valeur n du compteur i.
Nous simulons le contrôle �ni de la machine par un processus r�egulier C = (V arc;�c;�c; Xc

1)
donn�e par:

{ V arc = fXc
i : 1 � i � mg,

{ �c = fincc1; dec
c
1; z

c
1; inc

c
2; dec

c
2; z

c
2; haltg,

{ �c est le plus petit ensemble qui satisfait:

{ Si (sj : ci := ci+1; goto sk) est une commande de M, alors (Xj b= incci �Xk) 2 �c,
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{ Si (sj : if ci = 0 then goto sk1 else ci := ci � 1 goto sk2) est une commande de
M, alors (Xj b= zci �Xk1) 2 �c et (Xj b= decci �Xk2) 2 �c

{ Xm b= halt �Xm 2 �c

Nous ajoutons Xm b= halt �Xm pour avoir des s�equences in�nies.
Maintenant, le processus PA S = (V ar;�;�; X1) est donn�e par:

{ V ar = V ar1 [ V ar2 [ V arc [ fX1g,

{ � = �1 [ �2 [ �c

{ � = �1 [�2 [�c [ fX1 b= X1
1kX

2
1kX

c
1g,

Soit R le !-langage sans hauteur d'�etoile donn�e par l'expression !-r�eguli�ere

((inc1:inc
c
1) + (dec1:dec

c
1) + (z1:z

c
1) + (inc2:inc

c
2) + (dec2:dec

c
2) + (z2:z

c
2))
�:halt!

Alors

R \ L(S) 6= ; ssi M s'arrête

puisque R force la synchronisation entre les deux compteurs et le contrôle �ni.
2

4.6.2.2 R�esultat de d�ecidabilit�e

Si nous nous restreignons aux propri�et�es de PLTL3 simple nous pouvons n�eanmoins
montrer la d�ecidabilit�e du probl�eme de satisfaisabilit�e relative �a des !-langages PA.

Th�eor�eme 4.15 (PLTL2 simple vs. processus PA) :

Le probl�eme de satisfaisabilit�e (resp. validit�e) de formules ferm�ees de PLTL3
simple (resp. PLTL2 simple) relative �a des !-langages PA est d�ecidable. Par
cons�equent, le probl�eme de la v�eri�cation de processus PA par rapport �a des
formules ferm�ees de PLTL2 simple est d�ecidable.

Preuve:
Nous utilisons les notations de la section 2.5.4. Soient S = (Var;�;�; X1) un processus
PA et ' une formule de PLTL3 simple. Soit S le !-langage de S. Soit

W`
i=1 'i une formule

en forme normale �equivalente �a '. D'apr�es le Th�eor�eme 4.9 nous avons: ' est satisfaisable
relative �a S si et seulement si

9i 2 f1; : : : ; `g: [Pref (eS \ [[b'�i ]])] \ hjfb'i ji 6= ;
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Nous �xons un i et �etudions le probl�eme

[Pref(eS \ [[b'�i ]])] \ hjfb'i ji 6= ;
D'abord nous pouvons facilement obtenir un processus S 0 avec L(S 0) = eS (comme dans la
preuve du th�eor�eme 4.13 pour les automates �a pile). La formule b'�i a la forme

( 0 ^ (( 
0
0 ^ �0)U � � �( m ^ (( 

0
m ^ �m)U  ( m+1 ^ 2�m+1))) � � � ))

Puisque ' est une formule de PLTL3 simple, nous savons que  0; : : : ;  m sont des formules
propositionnelles et  00; : : : ;  

0
m+1 sont des formules compos�ees de formules propositionnelles

et de 2 (o�u  est une formule propositionnelle). Sans perte de g�en�eralit�e nous pouvons
supposer que 2 n'apparâ�t que dans  0m+1 ((2 1)U 2 est �equivalente �a  1U( 2 ^2 1)).
Par cons�equent, L = [[b'�i ]] peut être �ecrit de la forme:

B�1;0:B
�
0;0:B0;1:B

�
1;1:B1;2 : : : B

�
m;m:Bm;m+1:B

!
m+1;m+1

avec toutes les Bi;i � �0 et Bi;i+1 � �0.
Puisque f

b'i = (z = 1 ^ 9~y:
Vm

j=0 gj) et z compte les �m+1, il su�t de consid�erer dans
Pref(L(S 0) \ L) les pr�e�xes qui contiennent exactement un b 2 �0 tel que b j= �m+1. Soit
P 0 cet ensemble. La construction de b'�i implique que tous les �el�ements de Bm;m+1 satisfont
�m+1 et tous les �el�ements des Bi;i et Bi;i+1 avant ne satisfont pas �m+1. Il su�t donc de
montrer le lemme suivant:

Lemme 4.2 :

[P 0] est semilin�eaire.

Nous donnons d'abord une id�ee intuitive de la preuve. Nous devons caract�eriser l'ensemble
[P 0]. Il est facile de voir qu'un �el�ement �0 de P 0 est donn�e par une s�equence de la forme

X1
b�1;0
�!S0 �0

�0;0
�!S0 �0;1

b0;1
�!S0 �1;1 � � � �m;m+1

bm;m+1
�! S0 �m+1;m+1

�m+1;m+1
�! S0 �m+1;m+2 � � �

(4.44)

o�u

{ �0 = b�1;0�0;0b0;1�1;1 � � � bm;m+1

{ 8i 2 f�1; : : : ; mg: bi;i+1 2 Bi;i+1

{ 8i 2 f0; : : : ; m+ 1g: �i;i 2 (�0)� avec 8j 2 f0; : : : ; j�i;ij � 1g: �i;i(j) 2 Bi;i

{ Le terme �m+1;m+2 contient une variable ex�ecutable qui est dans l'ensemble Boucle
�
S0

(voir la d�e�nition 2.60), o�u � =
W

b2Bm+1;m+1
(
V

P2b P ^
V

P =2b :P ).
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Puisque nous sommes seulement int�eress�es par l'image de Parikh de P 0 l'ordre dans
lequel les �el�ements de la s�equence �0 sont produits n'est pas important. Nous construi-
sons une grammaire hors-contexte G = (VarG;�

0; R; S) tel que [L(G)] = [P 0]. G est une
grammaire qui produit les �0 2 P 0 dans un autre ordre que S 0.

L'id�ee derri�ere la construction de cette grammaire est la suivante: Les symboles non-
terminaux de la grammaire sont donn�ees par les variables de S 0 avec un ensemble d'indices
qui indiquent �a quel moment dans la s�equence de la forme (4.44) la variable et les va-
riables g�en�er�ees par elle \produisent" des symboles. Par exemple une variable de la forme
[X; f(0; 1); (2; 2); (m+1; m+1); (m+2; m+2)g] est une variable qui produit des symboles
aux niveaux (0; 1); (2; 2); (m+1; m+1) et (m+2; m+2). Le niveau (m+2; m+2) indique
qu'un descendant de la variable apparâ�t dans le terme �m+1;m+2. Dans les niveaux (i; i+1)
(pour �1 � i � m) il y a exactement un symbole qui est produit. La variable �a qui est
associ�ee le niveau (m+ 1; m+ 2) doit être une variable dans l'ensemble Boucle�S0.

Chaque r�egle du processus PA est traduit vers plusieurs productions de la grammaire
hors-contexte qui indiquent toutes les possibilit�es de d�ecouper l'ensemble d'indice associ�e
�a la variable. Ce d�ecoupage doit être compatible avec les op�erateurs k et � dans les r�egles.

Par exemple, soit X une variable et f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g un ensemble d'indice. L'en-
semble f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g indique que X doit produire un symbole au niveau (0; 1) et aux
niveaux (1; 1) et (3; 3). Nous avons donc besoin d'une r�egle dans S 0 pour X qui produit un
symbole a 2 B0;1. Soit donn�ee une r�egle de la forme X b= a � (Y kZ). Dans la grammaire il
y aura les r�egles

[X; f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g] ! a:[Y; f(1; 1); (3; 3)g]:[Z; f(1; 1); (3; 3)g]

[X; f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g] ! a:[Y; f(1; 1); (3; 3)g]:[Z; f(1; 1)g]

[X; f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g] ! a:[Y; f(1; 1); (3; 3)g]:[Z; f(3; 3)g]

[X; f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g] ! a:[Y; f(1; 1)g]:[Z; f(1; 1); (3; 3)g]

[X; f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g] ! a:[Y; f(1; 1)g]:[Z; f(3; 3)g]

[X; f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g] ! a:[Y; f(3; 3)g]:[Z; f(1; 1); (3; 3)g]

[X; f(0; 1); (1; 1); (3; 3)g] ! a:[Y; f(3; 3)g]:[Z; f(1; 1)g]

Nous construisons la grammaire formellement comme suit: Nous pouvons d'abord sup-
poser que S 0 est en forme normale simpli��ee. Nous d�e�nissons ensuite l'ensemble de niveaux
possibles et les fonctions qui permettent de r�epartir les indices sur les variables en respec-
tant les op�erateurs de composition parall�ele et s�equentielle.

Soient

Ind = f(i; i+ 1) : �1 � i � m+ 1g [ f(i; i) : 0 � i � m+ 2g

J = f(i; i+ 1) : �1 � i � m + 1g

et I � Ind. Soient seq et par deux fonctions d�e�nies comme suit:

seq(I) := f(I1; I2) : I1 [ I2 = I ^ I1 6= ; ^ I2 6= ;

^((max(I1) = min(I2) ^max(I1) =2 J) _ I1 \ I2 = ;)
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et

par(I) := f(I1; I2) : I1 [ I2 = I ^ I1 6= ; ^ I2 6= ; ^ I1 \ I2 \ J = ;g

Soit Te(t; I) avec t 2 T et I � f1; : : : ; m+ 1g d�e�nie r�ecursivement comme suit:

{ Te(0; I) = f�g,

{ Te(X; I) = f[X; I]g,

{ Te(�1 � �2; I) =
S

(I1;I2)2seq(I)
f� 01�

0
2 : � 01 2 Te(�1; I1) ^ �

0
2 2 Te(�2; I2)g,

{ Te(�1k�2; I) =
S

(I1;I2)2par(I)
f� 01�

0
2 : � 01 2 Te(�1; I1) ^ �

0
2 2 Te(�2; I2)g

Soit � =
W

b2Bm+1;m+1
(
V

P2b P ^
V

P =2b :P ). G = (VarG;�
0; R; S) est donn�ee par:

{ V arG = f[X; I] : X 2 V ar
0 ^ I � Indg.

{ R est le plus petit ensemble qui satisfait:

{ si Xi b= ti 2 �0 avec ti = ai1 � t
i
1 + � � �+ aimi

� timi
alors

8I � Ind avec min(I) =2 f(m+ 1; m+ 1); (m+ 1; m+ 2); (m+ 2; m+ 2)g)
8j 2 f1; : : : ; mig:
8t 2 Te(tij; I):
aij 2 Bmin(I) et min(I) =2 J implique

[Xi; I]!G aij:t
et 8t 2 Te(tij; I nmin(I))

aij 2 Bmin(I) implique
[Xi; I]!G a

i
j:t

^ 8I � f(m+ 1; m+ 1); (m+ 1; m+ 2); (m+ 2; m+ 2)g
8j 2 f1; : : : ; mig:
8t 2 Te(tij; I):
aij 2 Bmin(I) et min(I) =2 J implique

[Xi; I]!G t
et 8t 2 Te(tij; I nmin(I))

aij 2 Bmin(I) implique
[Xi; I]!G t

{ [Xi; f(m+ 1; m+ 2); (m+ 2; m+ 2)g]!G � si Xi 2 Boucle�S0

{ [Xi; f(m+ 1; m+ 2)g]!G � si Xi 2 Boucle
�
S0

{ [Xi; (m+ 2; m+ 2)]!G �

{ 8I � Ind avec J � I \ Ind: S !G [X; I].
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Nous prouvons dans la suite que pour chaque �0 pour lequel il existe une s�equence de la
forme (4.44) il existe un mot w produit par la grammaire hors-contexte qui a le même
image de Parikh (c'est-�a-dire [�0] = [w]) et vice versa.

{ Soit �0 2 P 0 tel qu'il existe une s�equence de la forme (4.44). Alors nous connaissons
pour chaque variable qui est ex�ecut�ee dans cette s�equence le niveau dans lequel elle
est ex�ecut�ee. Et nous pouvons d'une mani�ere �evidente construire une d�erivation d'un
mot dans la grammaire qui a le même image de Parikh que �0. Par exemple: Soient
m = 1 et Y une variable qui permet de r�ep�eter continûment �. Consid�erons la
s�equence suivante d'un processus PA:

X
b�1;0
�! Y kZ

b0;1
�! (X:Y )kZ

b1;1
�! (X:Y )k(Y:Z)

b0
1;1
�! (X:Y:Y )k(Y:Z)

b1;2
�! (X:Y:Y )kZ

b2;2
�! (Y:Y )kZ

Cette s�equence correspond �a la d�erivation dans la grammaire:

X )G [X; f(�1; 0); (0; 1); (1; 1); (1; 2); (2; 2); (2; 3); (3; 3)g]

)G b�1;0:[Y; f(0; 1); (1; 1); (2; 2); (2; 3)g]:[Z; f(1; 1); (1; 2); (3; 3)g]

)G b�1;0:b0;1:[X; f(1; 1); (2; 2); (2; 3)g]:[Y; f(3; 3)g]:[Z; f(1; 1); (1; 2); (3; 3)g]

)G b�1;0:b0;1:[X; f(1; 1); (2; 2); (2; 3)g]:[Y; f(3; 3)g]:b1;1 :[Y; f(1; 2)g]:[Z; f(3; 3)g]

)G b�1;0:b0;1:b
0
1;1:[X; f(2; 2)g]:[Y; f(2; 3)g]:[Y; f(3; 3)g]:b1;1 :[Y; f(1; 2)g]:[Z; f(3; 3)g]

)G b�1;0:b0;1:b
0
1;1:[X; f(2; 2)g]:[Y; f(2; 3)g]:[Y; f(3; 3)g]:b1;1 :b1;2:[Z; f(3; 3)g]

)G b�1;0:b0;1:b
0
1;1:[Y; f(2; 3)g]:[Y; f(3; 3)g]:b1;1 :b1;2:[Z; f(3; 3)g]

)G b�1;0:b0;1:b
0
1;1:b1;1:b1;2

{ Soit w un mot produit par la grammaire. Alors, il existe une d�erivation S )�G w.
Par construction de la grammaire nous savons que pour chaque indice (i; i + 1) 2
J cette d�erivation contient au maximum une application d'une r�egle de la forme
[X; I]!G t o�u min(I) = (i; i+ 1). Nous pouvons supposer que dans cette d�erivation
l'application des r�egles de la grammaire est ordonn�ee par niveaux: D'abord la r�egle
avec la partie de gauche de la forme [X; I] avec min(I) = (�1; 0), ensuite les r�egles
qui ont une partie gauche de la forme [X; I] avec min(I) = (0; 0) (il n'y en a peut-
être pas), apr�es la r�egle pour [X; I] avec min(I) = (0; 1), et ainsi de suite. �A partir
de cette d�erivation nous pouvons facilement construire une suite de la forme (4.44)
telle que �0 2 P 0 et [�0] = [w] en choisissant pour chaque application d'une r�egle
de la grammaire la r�egle correspondante dans le processus S 0. Les productions de la
forme [Xi; f(m + 1; m + 2); (m + 2; m + 2)g] !G �, [Xi; f(m + 1; m + 2)g] !G � et
[Xi; (m+2; m+2)]!G � ne correspondent pas �a l'application d'une r�egle du processus
S 0 mais signi�ent que la variable de la partie gauche appartient au terme �m+1;m+2.

2



4.6 : Le probl�eme de la v�eri�cation pour CLTL2 95

4.6.3 V�eri�cation de r�eseaux de Petri

Nous �etudions dans cette section le probl�eme de satisfaisabilit�e de formules ferm�ees
de CLTL3 relative aux r�eseaux de Petri. Ces syst�emes ne sont pas semilin�eaires. Nous ne
pouvons donc pas appliquer le même raisonnement que dans la section pr�ec�edente et r�eduire
le probl�eme au probl�eme du vide des ensembles semilin�eaires. N�eanmoins nous pouvons
montrer la d�ecidabilit�e du probl�eme en le transformant au probl�eme d'atteignabilit�e des
r�eseaux de Petri. Ce r�esultat �etend le r�esultat de Esparza [Esp94] pour les r�eseaux de
Petri et le �-calcul lin�eaire, parce que CLTL2 est strictement plus expressif que le �-
calcul lin�eaire. En plus, CLTL2 permet d'exprimer des contraintes sur les places d'un
r�eseaux de Petri en comptant les transitions entrantes et sortantes. Alors, le r�esultat peut
être consid�er�e comme un r�esultat de d�ecidabilit�e pour une logique sur les marquages de
r�eseaux de Petri. Dans ce contexte, notre r�esultat est incomparable aux r�esultats existants
[HRY91, Jan90].

Soient N un r�eseau de Petri, ' une formule ferm�ee de CLTL3 et
W`

i=1 'i la formule en
forme normale �equivalente �a '. En utilisant le Th�eor�eme 4.8, nous avons

L(N ) \ [[']] 6= ; ssi 9i 2 f1; : : : ; `g; gL(N ) \ [[b'�i ]] \ [[b'#i ]] 6= ;
o�u gL(N ) et les b'�i 's et b'#i sont d�e�nis sur le nouvel alphabet �0. Fixons un i 2 f1; : : : ; `g
et �etudions le probl�eme

gL(N ) \ [[b��i ]] \ [[b�#i ]] 6= ;
Le r�eseau N peut être transform�e facilement dans un r�eseau eN sur �0 tel que L( eN ) =

gL(N ). Par d�e�nition de [[b'#i ]] nous avons

gL(N ) \ [[b'�i ]] \ [[b'#i ]] 6= ; ssi 9� 2 Pref(L( eN ) \ [[b'�i ]]): [�] j= f
b'i (4.45)

b'�i est une formule de ALTL et nous pouvons construire un automate de B�uchi A =
(SA; F ) tel que L(A) = [[b'�i ]].

Soit eN � SA le r�eseau produit de eN et SA en consid�erant chaque �etat de SA comme
une place. Chaque transition de eN � SA a comme source une transition de eN et de SA.
Soit T1 l'ensemble de transitions de eN �SA qui a comme source une transition de SA de
la forme q ! q0, avec q 2 F . Alors, L( eN )\ [[b��i ]] est l'ensemble de s�equences in�nies sur �0
g�en�er�ees par des s�equences de transitions dans eN �SA qui contiennent in�niment souvent
une des transitions de T1.

Pref(L( eN ) \ [[b��i ]]) peut donc être caract�eris�e comme l'ensemble de s�equences �nies

sur �0 g�en�er�ees par des s�equences de transitions de eN � SA qui atteignent des marquages
�a partir desquels il y a des s�equences in�nies de transitions avec in�niment souvent une
transition de T1.

L'ensemble de ces marquages est semilin�eaire et peut être construit en utilisant le
r�esultat suivant prouv�e dans [VJ85]:
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Lemme 4.3 (Valk et Jantzen) :

SoientN un r�eseau de Petri et t une des transitions. Alors, l'ensembleM1(N ; t)
(voir d�e�nition 2.65) est semilin�eaire et peut être construit.

Soit L1 l'ensemble semilin�eaire
[

t2T1

M1( eN � SA; t)

Alors, avec (4.45) nous obtenons

gL(N ) \ [[b'�i ]] \ [[b'#i ]] 6= ; ssi 9� 2 (�0)�: 9M 2 L1: M eN�SA

�
!M et [�] j= f

b'i

(4.46)

Pour traiter les contraintes de comptages nous �etendons le r�eseau eN � SA avec des
nouvelles places qui codent les variables de comptages dans f

b'i .
�A chaque nouvelle place

est associ�ee une �etiquette de �0. La place �a laquelle est associ�e par exemple a, compte le
nombre de fois les transitions de eN � SA �etiquet�e par a sont tir�ees. Soient P# l'ensemble
de nouvelles places et eN#

A le r�eseau �etendu. hjf
b'i ji est un ensemble semilin�eaire inclus dans

INd, si d = jP#j. Soit hjf
b'iji
0 (resp. L01) l'ensemble de tous les marquages de eN#

A dont les

projection sur P# (resp. les places de eN � SA) sont dans hjfb'iji (resp. L1). Les ensembles
hjf

b'iji
0 et L01 sont semilin�eaires et peuvent être facilement construit �a partir de hjf

b'i ji et
L1. Puisque la classe des ensembles semilin�eaires est ferm�ee par intersection, l'ensemble
L01 \ hjfb'i ji

0 est aussi semilin�eaire. Il s'en suit avec (4.46) que:

gL(N ) \ [[b'�i ]] \ [[b'#i ]] 6= ; ssi 9� 2 (�0)�: 9M 2 (L01 \ hjfb'i ji
0): M

eN#
A

�
!M (4.47)

Nous avons par cons�equent r�eduit le probl�eme gL(N ) \ [[b'�i ]] \ [[b'#i ]] 6= ; vers un pro-
bl�eme d'atteignabilit�e d'un ensemble semilin�eaire d'un r�eseau de Petri, i.e. le probl�eme s'il
existe un marquage atteignable inclus dans un ensemble semilin�eaire donn�e. En utilisant
le Th�eor�eme 2.6 ce probl�eme est d�ecidable et nous obtenons le r�esultat:

Th�eor�eme 4.16 (CLTL2 vs. r�eseaux de Petri) :

Le probl�eme de satisfaisabilit�e de formules ferm�ees de CLTL3 relative au r�e-
seaux de Petri est d�ecidable. Le probl�eme de la v�eri�cation des r�eseaux de Petri
par rapport �a des formules ferm�ees de CLTL2 est par cons�equent d�ecidable.

4.7 Conclusion

Nous terminons ce chapitre avec un tableau r�ecapitulatifs des r�esultats concernant le
probl�eme de la v�eri�cation.
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j= LTL ALTL PLTL CLTL PLTL2 simple PLTL2 CLTL2

Syst. de trans. �nis oui oui non non oui oui oui
Automates �a pile oui oui non non oui oui oui
processus PA non non non non oui non non

r�eseaux de Petri oui oui non non oui oui oui

Tab. 4.1 { D�ecidabilit�e du probl�eme de la v�eri�cation
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Chapitre 5

Analyse d'automates communicants

Dans ce chapitre nous consid�erons le probl�eme de la v�eri�cation pour les automates
communicants (CFSM) introduit par Bochmann [Boc78]. Ce sont des automates �nis qui
communiquent entre eux via des canaux non-born�es g�er�es de mani�ere FIFO. Ces syst�emes
ont le pouvoir expressif d'une machine de Turing. Nous ne pouvons donc pas obtenir des
r�esultats de d�ecidabilit�e pour leur probl�eme de la v�eri�cation. Par contre, nous pouvons
obtenir des m�ethodes de semi-d�ecision. Nous appliquons la m�ethode de l'analyse symbolique
aux automates communicants.

Les r�esultats dans ce chapitre ont �et�e publi�es dans [BH97].

5.1 Introduction

L'analyse du comportement d'un syst�eme se r�eduit souvent �a un probl�eme d'atteigna-
bilit�e dans le mod�ele du syst�eme. Ce mod�ele est habituellement un syst�eme de transitions,
qui peut être in�ni. Par exemple, si on veut v�eri�er que tous les comportements d'un sys-
t�eme sont sûrs, il su�t de tester si l'ensemble des �etats mauvais n'est jamais atteint �a
partir des �etats initiaux. Cela peut se faire en calculant les �etats atteignables �a partir des
�etats initiaux et en v�eri�ant que l'intersection de cet ensemble avec l'ensemble des mauvais
�etats est vide (voir Figure 5.1). Une autre mani�ere de proc�eder consiste �a tester si l'inter-
section de l'ensemble des bons �etats avec l'ensemble des �etats �a partir desquels un mauvais
�etat est atteignable est vide (voir Figure 5.2). Ces deux fa�cons de reformuler le probl�eme
correspondent respectivement aux algorithmes d'analyse d'atteignabilit�e en avant et en ar-
ri�ere. Par cons�equent, le calcul des pr�ed�ecesseurs ou des successeurs d'un ensemble d'�etats
S donn�e est un outil fondamental pour l'analyse des syst�emes.

Soient S un ensemble d'�etats et post(S) (resp. pre(S)) l'ensemble de successeurs (resp.
pr�ed�ecesseurs) imm�ediats de S. Soient post�(S) (resp. pre�(S)) l'ensemble de tous les suc-
cesseurs (resp. pr�ed�ecesseurs) de S. Alors, post�(S) est la limite d'une s�equence in�nie
croissante (Xi)i�0 donn�ee par X0 = S et Xi+1 = Xi [ post(Xi) pour chaque i 2 IN . De
mani�ere similaire, pre�(S) est la limite d'une s�equence in�nie en consid�erant la fonction pre
au lieu de post. En partant de ces d�e�nitions nous pouvons d�eriver une proc�edure it�erative
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�etats
initiaux
S post�(S)

mauvais

�etats

post(S)
S [ S [

post(S) [
post2(S)

Fig. 5.1 { Analyse en avant

pour calculer l'ensemble post�(S) (resp. pre�(S)). Cette proc�edure consiste simplement �a
calculer les �el�ements de la s�equence (Xi)i�0 et �a tester si Xi+1 = Xi. Dans ce cas, la li-
mite de la s�equence est atteinte. Pour des syst�emes qui sont mod�elis�es par un automate
d'�etat �ni ces algorithmes terminent toujours, puisque les ensembles d'�etats Xi's sont �-
nis. N�eanmoins, plusieurs techniques symboliques ont �et�e d�evelopp�ees pour repr�esenter de
mani�ere succincte des ensembles �nis d'�etats de grande taille, par exemple les diagrammes
de d�ecision binaire (BDD) [Ake78, Bry86].

Pour des syst�emes plus g�en�eraux qui sont mod�elis�es par des automates avec des struc-
tures de donn�ees non-born�ees (les variables enti�eres, les variables r�eelles, les piles, les �les,
etc.), les ensembles Xi's sont en g�en�eral in�nis et il n'est pas sûr que la s�equence (Xi)i�0
converge dans un nombre �ni de pas. Pour v�eri�er ces syst�emes nous devons trouver des
structures �nies qui permettent de repr�esenter les ensembles in�nis d'�etats auxquels nous
nous int�eressons. En sus, pour appliquer les algorithmes d'analyse en avant (resp. en ar-
ri�ere) ces structures devraient être e�ectivement ferm�ees au moins par union, intersection
et par les fonctions post et pre. Pour tester si la s�equence converge, nous avons besoin de
tester l'inclusion sur des ensembles d'�etats et nous voulons aussi tester si un ensemble est
vide. Par cons�equent, les probl�emes d'inclusion et du vide pour ces structures doivent être
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�etats
initiaux

S S [ S [
pre(S) pre(S) [

pre2(S)

pre�(S)

mauvais
�etats

Fig. 5.2 { Analyse en arri�ere

d�ecidables.

Par exemple, pour des syst�emes qui manipulent des variables enti�eres ou r�eelles comme
les r�eseaux de Petri (syst�emes �a addition de vecteurs) ou les automates temporis�es et hy-
brides, des structures de repr�esentations bas�ees sur les poly�edres convexes ou les ensembles
de contraintes lin�eaires ont �et�e consid�er�ees (voir [AD94, ACH+95, BW94, ME96]). Dans
les syst�emes qui manipulent des structures de donn�ees s�equentielles comme des piles ou des
�les, les ensembles d'�etats (con�gurations) sont des vecteurs de mots. Pour ces syst�emes
on peut utiliser de mani�ere naturelle des structures bas�ees sur les automates �nis (voir
[BM96, BEM97, BG96, FWW97])

Outre les exigences sur les structures expliqu�ees ci-dessus, nous devons consid�erer le
probl�eme de la convergence de la s�equence (Xi)i�0. En g�en�eral cette s�equence n'atteint
jamais sa limite. Pour faire face �a ce probl�eme nous pouvons consid�erer l'acc�el�eration
exacte du calcul de la limite.

Cette technique consiste �a d�e�nir une autre s�equence (Yi)i�0 telle que Yi � Xi et
Yi �

S
j2IN Xj pour tout i 2 IN . Ce qui veut dire que (Xi)i�0 et (Yi)i�0 ont la même

limite. Si (Xi)i�0, alors (Yi)i�0 converge aussi. Par contre, (Yi)i�0 peut converger l�a o�u
(Xi)i�0 ne converge pas.
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Cette approche �a �et�e utilis�ee dans [BM96, BEM97] pour d�e�nir des algorithmes de
model-checking pour les automates �a pile et di��erentes logiques temporelles lin�eaires et ar-
borescentes. Ces algorithmes utilisent comme structures de repr�esentation pour les contenus
de piles les automates d'�etats �ni (alternant). Dans ce cas il est garanti que la s�equence
(Yi)i�0 termine.

Pour l'analyse des CFSM Boigelot et Godefroid [BG96] (voir aussi [BGWW97]) pro-
posent des structures, appel�ees Diagrammes de d�ecision de contenu de �le (QDD). Un
ensemble de contenus de plusieurs �les est repr�esent�e par un automate d'�etats �ni. Contrai-
rement aux automates �a pile, l'ensemble de con�gurations d'un CFSM est en g�en�eral non-
r�egulier et par cons�equent ne peut pas être repr�esent�e par un QDD. Puisque le probl�eme
d'atteignabilit�e est ind�ecidable le mieux que l'on puisse faire est d'utiliser des techniques
d'acc�el�eration a�n d'augmenter la chance de terminaison.

Une technique d'acc�el�eration est introduite dans [BW94] pour des syst�emes avec va-
riables enti�eres. Cette technique est adapt�ee dans [BG96] pour l'analyse des CFSM's. Elle
est bas�ee sur la notion de meta-transition. Une meta-transition correspond �a un circuit
dans le graphe de contrôle du syst�eme. Ce circuit doit avoir une forme sp�eciale. Les
successeurs ou pr�ed�ecesseurs d'un ensemble d'�etats par une meta-transition sont donn�es
par un nombre quelconque d'ex�ecutions du circuit. �Etant donn�e la s�equence (Xi)i�0 avec
X0 = S et Xi+1 = Xi [ post(Xi), la s�equence acc�el�er�ee (Yi)i�0 est donn�ee par Y0 = X0 et
Yi+1 = Yi[post(Yi+1)[post��(Yi). L'ensemble post

�
�(Yi) correspond �a l'ensemble de tous les

successeurs de Yi apr�es autant de r�ep�etitions du circuit � que possible.
Le probl�eme est de d�eterminer pour quels circuits � la classe des structures de repr�esen-

tation est ferm�ee par post��. Dans [BG96] les circuits consid�er�es sont restreints pour garantir
que l'image d'un ensemble r�egulier par post�� est aussi un ensemble r�egulier. [BGWW97]
donnent une caract�erisation de tous les circuits qui satisfont cette propri�et�e.

Dans ce m�emoire nous proposons une g�en�eralisation de l'approche de [BG96] en consid�e-
rant l'acc�el�eration exacte en utilisant tout circuit dans le graphe de transition du syst�eme.
Le probl�eme principal de cette nouvelle approche vient du fait que l'ensemble des �etats
atteignables par un circuit peut être non-r�egulier. Par exemple, consid�erons un CSFM avec
2 �les. Un circuit qui envoie un message a �a une �le et le message b a une autre, g�en�ere (en
partant de �les vides) un ensemble d'�etats atteignables de la forme f(ak; bk) : k 2 INg.
Par cons�equent, nous avons besoin de structures de repr�esentation qui sont plus expressives
que les automates �nis.

Nous proposons dans la section 5.3 une structure, appel�ee diagrammes de d�ecision de
contenu de �les contraints (CQDD) qui combine une sous-classe des automates �nis avec
des contraintes arithm�etiques lin�eaires sur le nombre de fois que des transitions dans leurs
calculs accepteurs sont prises. Nous montrons dans les sections 5.3 et 5.4 que les CQDD's
satisfont toutes les propri�et�es d'une \bonne" structure de repr�esentation, c'est-�a-dire ils
sont ferm�ees par union, intersection, post et leur probl�emes d'inclusion et du vide sont
d�ecidables. Ensuite, nous montrons dans la section 5.4 le r�esultat principal que les CQDD's
sont ferm�es par post�� pour chaque circuit �. Nous montrons aussi que la classe des images
inverses des ensembles CQDD repr�esentables est ferm�ee par pre�� pour chaque circuit �.
Ces deux r�esultats nous permettent de d�e�nir des algorithmes g�en�eriques d'atteignabilit�e
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en avant et en arri�ere dans la section 5.5. Ces algorithmes sont param�etr�es par un ensemble
de circuits. �A la �n de ce chapitre nous comparons nos r�esultats avec d'autre travaux.

5.2 Les automates communicants

Dans cette section nous d�e�nissons les automates communicants et nous donnons quelques
notations utilis�ees plus tard pour l'analyse de ces syst�emes.

5.2.1 D�e�nitions

Nous consid�erons ici une g�en�eralisation des automates communicants ( communica-
ting �nite-state machines (CFSM) d�e�nis dans [Boc78]. Un automate communicant est un
automate �ni qui peut envoyer et recevoir des messages sur un ensemble �ni de canaux
FIFO (�rst in �rst out). Dans la d�e�nition habituelle des automates communicants, une
transition ajoute un message �a la �n d'un canal o�u enl�eve un message du d�ebut du canal.
Nous g�en�eralisons cette d�e�nition en permettant que l'automate peut ajouter et enlever
des messages de plusieurs canaux simultan�ement.

D�e�nition 5.1 (Automate Communicant) :

Un automate communicant est un quadruple (S;K;�; T ) o�u

{ S est un ensemble �ni d'�etats de contrôle,

{ K est un ensemble �ni de canaux FIFO, aussi appel�e �les,

{ � est un ensemble �ni de messages,

{ T est un ensemble �ni de transitions

Chaque transition a la forme (s1; op; s2), o�u s1 et s2 2 S, et op est un ensemble
�ni d' op�erations de canaux de la forme �i!w ou �i?w avec �i 2 K et w 2 ��

tel que pour chaque canal �i il y a au plus une �etiquette �i!w ou �i?w dans op.

Dans notre mod�ele, il y a une seule structure de contrôle donn�e par S. Dans la d�e�-
nition d'origine de Bochmann [Boc78], il y a plusieurs automates �nis. En consid�erant la
composition parall�ele de ces automates nous obtenons une structure de contrôle donn�e par
un seul automate.

D�e�nition 5.2 (Con�guration) :

Une con�guration deM est un paire  = (s; ~w) o�u s est un �etat de contrôle de
S, et ~w = (w1; : : : ; wjKj) est un vecteur �a jKj-dim de mots (c.-�a-d. un jKj-uplet
dans (��)jKj), o�u chaque wi est le contenu du canal �i. Nous �ecrivons C onf pour
l'ensemble de toutes les con�gurations deM, c'est-�a-dire C onf = S � (��)jKj.
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D�e�nition 5.3 (Relation de transition globale) :

La relation de transition globale entre con�gurations est d�e�nie comme suit:
Soient  = (s; w1; : : : ; wjKj) et 

0 = (s0; w01; : : : ; w
0
jKj) deux con�gurations et

soit op l'ensemble d'op�erations de canaux. Alors, 
op
! 0 si et seulement s'il

existe une transition (s1; op; s2) 2 T telle que, pour chaque i 2 f1; : : : ; jKjg,

{ si �i?w 2 op alors ww0i = wi,

{ si �i!w 2 op alors w0i = wiw,

{ sinon w0i = wi.

D�e�nition 5.4 (transition ex�ecutable, successeur et pr�ed�ecesseur imm�ediat) :

Soit � = (s; op; s0) 2 T une transition. � est dite ex�ecutable pour  = (s; ~w) s'il

existe 0 = (s0; ~w0) telle que 
op
! 0. Dans ce cas, 0 est le successeur imm�ediat

de  par � , et  est le pr�ed�ecesseur de 0 par � .

D�e�nition 5.5 (fonctions de pr�ed�ecesseurs et successeurs) :

Les fonctions de pr�ed�ecesseurs et successeurs sont d�e�nies comme suit: pre� et
post� sont des fonctions 2

Conf ! 2Conf , telles que, pour chaque ensemble C de
con�gurations pre� (C) (resp. post� (C)) est l'ensemble de pr�ed�ecesseurs (resp.
successeurs) imm�ediats des con�gurations dans C par la transition � .

D�e�nition 5.6 (pre et post) :

pre et post sont des fonctions 2Conf ! 2Conf d�e�nies par

pre(C) =
S

�2T pre� (C) et post(C) =
S

�2T post� (C)

La notion d'ex�ecutabilit�e peut être g�en�eralis�ee facilement aux s�equences de transitions,
en particulier aux circuits du graphe de transitions qui correspond �a T .

D�e�nition 5.7 (Circuit) :

Une s�equence � de transition de T est un circuit si elle est de la forme

(s0; op0; s1)(s1; op1; s2) � � � (sn�1; opn; sn)

avec s0 = sn.

D�e�nition 5.8 :

La d�e�nition de pre� and post� est g�en�eralis�ee aux s�equences de transitions
par:

pre�1:::�n = pre�1 � : : : � pre�n et post�1:::�n = post�n � : : : � post�1
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�Etant donn�ee une s�equence de transitions �, les fonctions pre�� et post�� sont les fer-
metures r�eexives et transitives de pre� et post�, respectivement. Cela veut dire, qu'�etant
donn�e un ensemble de con�gurations C, pre��(C) (resp. post

�
�(C)) est l'ensemble de pr�e-

d�ecesseurs (resp. successeurs) de con�gurations de C obtenus par un nombre quelconque
d'it�erations de la s�equence �. Le nombre d'it�erations ne peut être sup�erieur �a un que si �
est un circuit.

Nous d�e�nissons les fonctions pre� et post� comme la fermeture r�eexive et transitive
de pre et post. La fonction pre� (resp. post�) donne l'ensemble de tous les pr�ed�ecesseurs
(resp. successeurs) d'un ensemble donn�e de con�gurations.

D�e�nition 5.9 (Concat�enation de n-uplets de mots) :

�Etant donn�es deux n-uplets de mots ~u = (u1; : : : ; un) et ~v = (v1; : : : ; vn), ~u:~v
est le multi-mot (u1:v1; : : : ; un:vn).

D�e�nition 5.10 (out(�)) :

Soit � = (s; op; s0) une transition d'un CFSM (S;K;�; T ). Alors out(�) est le
jKj-uplet de mots (w1; : : : ; wjKj) 2 (��)jKj tel que, pour chaque i 2 f1; : : : ; jKjg,
wi = w si �i!w 2 op, sinon wi = �.

D�e�nition 5.11 (in(�)) :

Soit � = (s; op; s0) une transition d'un CFSM (S;K;�; T ). Alors in(�) est le jKj-
uplet de mots (w1; : : : ; wjKj) 2 (��)jKj tel que, pour chaque i 2 f1; : : : ; jKjg,
wi = w si �i?w 2 op, sinon wi = �.

Intuitivement, out(�) est la sortie du syst�eme vers les canaux en ex�ecutant � , tandis
que in(�) est l'entr�ee du syst�eme des canaux. Ces d�e�nitions peuvent être g�en�eralis�ees
aux s�equences de transitions: Pour � = �1 � � � �n, out(�) = out(�1)out(�2) � � �out(�n) et
in(�) = in(�1)in(�2) � � � in(�n).

5.3 Diagrammes de d�ecision de contenu de �les contraints

(CQDD)

Dans cette section nous introduisons les structures de repr�esentation pour des ensembles
de contenus de �les (ensembles de con�gurations d'un automate communicant). Ces struc-
tures, appel�es CQDD, combinent des automates d'�etats �nis s�equentiels (c'est-�a-dire sans
circuits imbriqu�ees) avec des contraintes lin�eaires sur le nombre de fois les transitions dans
ces automates sont prises en acceptant un mot. Cette combinaison permet de repr�esenter
des ensembles non-r�eguliers de contenus de �les. sur-ensemble Nous introduisons d'abord
les automates s�equentiels qui sont �a la base des CQDD. Nous montrons des r�esultats inter-
m�ediaires sur ces automates qui sont utilis�es plus tard. Nous d�e�nissons ensuite les CQDD
et nous montrons des propri�et�es de fermeture et la d�ecidabilit�e des probl�emes de l'inclusion
et du vide.



106 Chapitre 5 : Analyse d'automates communicants

5.3.1 Les automates s�equentiels

5.3.1.1 D�e�nitions

Dans cette section nous d�e�nissons les structures de bases n�ecessaires pour repr�esenter
des ensembles de con�gurations d'un automate communicant.

D�e�nition 5.12 (Automate s�equentiel) :

Un automate s�equentiel (SA) sur � est un automate d'�etats �ni
A = (Q;�; q0;!; fqmg) muni d'un ensemble �ni d'indices I � IN2 o�u

{ I � IN2 tel que

{ 8(i; j) 2 I: i � j � m.

{ 8(i; j) 2 I: 8(i1; j1) 2 I: ((i1; j1) 6= (i; j)) (i1 > j _ j1 < i))

{ Q est un ensemble �ni d'�etats tel que Q = fq0; q1; : : : ; qmg [
S

(i;j)2I Pi;j

et Pi;j = fp
1
i;j; : : : ; p

`i
i;jg,

{ !� Q � � � Q est l'ensemble de transitions d�e�ni comme �etant le plus
petit ensemble tel que (nous �ecrivons q

a
! q0 au lieu de (q; a; q0) 2!) :

1. 8i 2 f0; : : : ; m� 1g: 9!a 2 �: qi
a
! qi+1,

2. 8(i; j) 2 I, si Pi;j 6= ; alors

{ 9!a 2 �: qj
a
! p1i;j,

{ 8k 2 f1; : : : ; `i � 1g: 9!a 2 �: pki;j
a
! pk+1i;j ,

{ 9!a 2 �: p`ii;j
a
! qi

3. 8(i; j) 2 I, si Pi;j = ; alors 9!a 2 � avec qj
a
! qi

4. si Pm;m = ; et (m;m) 2 I alors 9!�0 � �: 8a 2 �0: qm
a
! qm

{ l'�etat �nal unique est qm.

Les automates s�equentiels sont des automates qui sont des s�equences de circuits. Chaque
�etat apparâ�t au plus dans un circuit, sauf peut-être le dernier �etat.

Exemple 5.1 :

Un automate s�equentiel:

q0 q1 q2 q3

a b

q4

a

a b a b

a

b

p12;2
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Cet automate reconnâ�t le langage a(aa)�b(ab)�ab(a + b)�.

D�e�nition 5.13 (Automate s�equentiel restreint) :

Un automate s�equentiel restreint (RSA) est un automate s�equentiel tel que le
point 4 de la d�e�nition d'un automate s�equentiel est remplac�e par:

40: si Pm;m = ; et (m;m) 2 I alors 9!a 2 �: qm
a
! qm.

Un automate s�equentiel restreint est un automate s�equentiel o�u le dernier �etat a le
même statut que les autres.

Exemple 5.2 :

Un automate s�equentiel restreint:

q0 q1 q2 q3

a b b

q4

a
a

a b a b

p12;2
p13;4

Cet automate accepte le langage a(aa)�b(ab)�ab(abb)�

Dans les automates s�equentiels le degr�e de sortie des �etats qi, sauf peut-être qm, est au
plus deux, tandis que le degr�e de sortie des �etats dans les Pi (resp. Pi;j) est toujours un.

D�e�nition 5.14 (circuit) :

�Etant donn�e un couple (i; j) 2 I, le circuit d�e�ni par (i; j) est la s�equence de
transitions

(qi; bi+1; qi+1) � � � (qj�1; bj; qj)(qj; a0; p
1
i )(p

1
i;j; a1; p

2
i;j) � � � (p

`i
i;j; a`i; qi)

Nous appelons qi la racine de ce circuit. Le circuit forme le mot bi+1 : : : bja0 : : : a`i.
Un circuit simple est un circuit d�e�ni par un couple dans I de la forme (i; i).

L'�etat qm a un statut particulier parce qu'il peut être la racine de plusieurs circuits,
mais dans ce cas tous les circuits doivent être des boucles (voir D�e�nition 2.24). Dans les
RSA l'�etat qm a le même statut que les autres qi's.

Des choix non-d�eterministes peuvent seulement apparâ�tre dans les �etats qi.

D�e�nition 5.15 (Automate s�equentiel d�eterministe) :

Nous �ecrivons DSA (resp. DRSA) pour un SA (resp. RSA) d�eterministe.

Les RSA's acceptent des langages sur � qui sont d�e�nissables par des expressions r�egu-
li�eres de la forme u1v

�
1u2v

�
2 � � �unv

�
nun+1 o�u les ui's et les vi's sont des mots sur � tels que

seuls u1 et un+1 peuvent être vides. Les SA's acceptent des mots u1v
�
1u2v

�
2 � � �un(a1+ : : :+

a`)
� o�u les ai's sont des symboles de �.
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5.3.1.2 R�esultats sur les automates s�equentiels

Dans cette section nous pr�esentons quelques r�esultats pr�eliminaires sur les automates
s�equentiels.

Lemme 5.1 :

Soient A1 un DRSA et A2 un DSA. Alors il existe un DRSA A0 tel que
L(A0) = L(A1) \ L(A2).

Preuve:
Soit A0 = A1�A2 l'automate obtenu par la construction de produit d'automates classique.
Il est �evident que cet automate est un DRSA (en enlevant toutes les transitions et �etats
inutiles).

2

Lemme 5.2 :

Soit A un DRSA. Alors il existe un k 2 IN et des DSA's A1; : : : ; Ak tels que
�� n L(A) = [ki=1L(Ak).

Preuve:
Nous utilisons la construction classique pour la compl�ementation d'un automate. Pour
obtenir une union de DSA nous le modi�ons en ajoutant un �etat pour chaque lettre et
chaque �etat qui n'a pas de transitions sortantes avec cette lettre. Nous montrons d'abord
la construction dans un exemple:

Exemple 5.3 :

Soit � = fa; bg et A donn�e par:

a

a b

p r

s
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Alors un automate qui reconnâ�t �� n L(A) est donn�e par:

r

b
a

b

b

b

b

a

a

a

aa

b
s

qcp;b

qcr;a

qcs;b

p

Il est �evident que le langage de cet automate peut être d�ecrit par une union de
langages donn�es par des DSA's.

Suite de la preuve: Soit A = (Q;�; q0;!; qm). Nous construisons d'abord un automate
complet Ac = (Qc;�; qc0;!

c; F ) de la fa�con suivante:

{ Qc = Q [ fqcq;ajq 2 Q ^ a 2 �^ 6 9q0 2 Q:q
a
! q0g,

{ qc0 = q0,

{ !c est le plus petit ensemble qui satisfait:

{ !c�!

{ 8b 2 �: qcq;a
b

!c qcq;a

{ 8qcq;a 2 Q
c: q

a

!c qcq;a

{ F = Qc n fqmg

Finalement nous obtenons pour chaque �etat accepteur de Ac un automate Ai qui reconnâ�t
le langage accept�e par cet �etat accepteur. Cet automate n'est peut-être pas un DSA mais
nous pouvons couper toutes les transitions qui m�enent vers un �etat �a partir duquel l'�etat
�nal n'est pas atteignable. Nous obtenons un DSA.

2

Lemme 5.3 :

Soient A1 et A2 deux DRSA. Alors il existe un ensemble �ni de DRSA's tel que
l'union de leurs langages est �egal �a L(A2)

�1:L(A1) et il existe un ensemble �ni
de DRSA's tel que l'union de leurs langages est �egal �a L(A2) \ Pref(L(A1))



110 Chapitre 5 : Analyse d'automates communicants

Preuve:
Soit A1 = (Q1;�; q

1
init;!1; fq

1
fing) et A2 = (Q2;�; q

2
init;!2; fq

2
fing). Soit A1�A2 le produit

de A1 et A2 donn�e par la construction classique. Soit

F = fq 2 Q1 : (q; q2fin) est un �etat de A1 � A2g

Pour chaque q 2 F , soit
 �

Aq
1;2 l'automate qui est une copie de A1 � A2 avec (q1init; q

2
init)

comme �etat initial et (q; q2fin) comme �etat �nal et soit
�!

Aq
1 une copie de A1 tel que l'�etat

initial est q. Les
 �

Aq
1;2 et

�!

Aq
1 sont des DRSA's. Clairement,

[
q2F

L(
 �

Aq
1;2) = L(A2) \ Pref(L(A1))

et

[
q2F

L(
�!

Aq
1) = L(A2)

�1 � L(A1)

2

Exemple 5.4 :

Soit A1 donn�e par:

q0 q1

p10 p11

a
b ab

b

et A2 donn�e par:

q0 q1

p11

ab

b

a
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Alors A1 � A2 est donn�e par:

ba a

(p10; q0)(q0; q0) (q0; q1)

b

(p10; p
1
1)

b

b a

(q1; q1)

(p11; p
1
1)

et par exemple
�!

Aq0
1 est �egal �a A1 et

 �

Aq0
1;2 est donn�e par A1 � A2 o�u (q0; q1) est

l'�etat �nal.

5.3.2 Formule caract�eristique

Les structures de repr�esentation pour les ensembles de con�gurations d'un automate
communicant m�elangent des structures d'automates s�equentiels avec des contraintes li-
n�eaires sur les transitions. Nous avons besoin de caract�eriser les calculs accepteurs d'un
automate s�equentiel par une formule de Presburger (la d�e�nition d'une formule de Pres-
burger se trouve dans section 2.1).

Soit A = (Q;�; q0;!; qm) un automate s�equentiel. Soit XA l'ensemble de variable
fxt : t 2!g. Nous consid�erons pour chaque calcul � de A la valuation �� des variables de
XA telle que, pour chaque xt 2 X, ��(x) = j�

0jt (�
0 est d�e�nie dans la d�e�nition 2.21).

Nous d�e�nissons la formule de Presburger [A] sur XA qui caract�erise l'ensemble des
valuations qui correspondent �a tous les calculs de A.

Pour cela nous introduisons quelques d�e�nitions. Nous �ecrivons T pour l'ensemble de
transitions ft 2! : 9i 2 f0; : : : ; m � 1g: 9a 2 �: t = (qi; a; qi+1)g. Pour chaque �etat
q 2 Q, nous d�esignons q+ (resp. q�) pour l'ensemble des transitions de la forme (q0; a; q)
(resp. (q; a; q0)) pour q0 2 Q et a 2 �.

D�e�nition 5.16 (Formule caract�eristique) :

Soit A un automate s�equentiel. La formule caract�eristique de A, repr�esent�e par
[A] est donn�e par:

(
^

q2Qnfq0;qmg

X
t2q+

xt =
X
t2q�

xt) ^ (1 +
X
t2q+0

xt =
X
t2q�0

xt) ^ (
X
t2q+m

xt = 1 +
X
t2q�m

xt)

(5.1)
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Puisque chaque calcul accepteur d'un automate simple doit visiter au moins une fois
les �etats fq0; � � � ; qmg le lemme suivant suit facilement.

Lemme 5.4 :

Soit A un automate s�equentiel. Alors, pour chaque valuation � des variables de
X, � satisfait [A] si et seulement s'il existe un calcul accepteur � de A tel que
� = ��.

Il est bien connu que pour chaque automate �ni nous pouvons construire une formule
de Presburger caract�eristique grâce au th�eor�eme de Parikh [Par66]. La formule que nous
donnons ci-dessus est plus simple et exploite la structure des automates s�equentiels.

5.3.3 Structures de repr�esentation de contenus de �les

Dans cette section nous introduisons les structures de repr�esentation pour des ensembles
de contenus de �les. Ces structures combinent des automates d'�etats �nis (automate s�e-
quentiel restreint d�eterministe) avec des contraintes lin�eaires sur le nombre de fois des
transitions dans ces automates sont prises. Nous montrons ensuite des propri�et�es de fer-
meture et la d�ecidabilit�e de l'inclusion et du probl�eme du vide.

D�e�nition 5.17 (automates s�equentiels avec contraintes) :

Pour chaque n � 1, un automate s�equentiel avec contraintes (CSA) est un
ensemble de composantes d'acceptation C = fhA1; f1i; : : : ; hAm; fmig o�u, pour
chaque i 2 f1; : : : ; mg,

{ Ai est un n-uplet de n automates s�equentiels (Ai
1; : : : ; A

i
n) sur �,

{ fi est une formule de Presburger sur l'ensemble de variables Vi qui contient
l'ensembleXi = fxt : t 2 Tig, o�u Ti est l'ensemble de toutes les transitions
des automates dans Ai, i.e., Ti =

Sn
j=1 !

i
j.

Le CSA C accepte un multi-langage �a n dimensions, i.e. un ensemble de n-uplets de
mots.

D�e�nition 5.18 (multi-langage accept�e par une composante) :

Pour chaque i 2 f1; : : : ; mg, Le multi-langage d'une composante d'acceptation
hAi; fii, not�e par L(hAi; fii) est l'ensemble de n-uplets de mots (w1; : : : ; wn) 2
(��)n pour lesquelles il y a des calculs accepteurs (�1; : : : ; �n) des automates
(A1

i ; : : : ; A
n
i ), tels que 9(Vi nXi): fi est satisfaite par la valuation (��1 ; : : : ; ��n)

(i.e., la valuation qui associe �a chaque variable xt l'entier j�01 : : : �
0
njt, o�u t 2 Ti).

D�e�nition 5.19 (multi-langage accept�e par un CSA) :

Le multi-langage d'un CSA C, not�e par L(C), est l'union
Sm

i=1 L(hAi; fii).
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Notation 5.1 :

Nous utilisons l'abr�eviation tt pour la formule

^
t2Ti

xt � 0 (5.2)

c.-�a-d. la formule qui n'impose aucune contrainte.

D�e�nition 5.20 (CDSA) :

Un CDSA �a n dimensions est un CSA �a n dimensions tel que tous ses automates
sont d�eterministes (DSA's).

D�e�nition 5.21 (CQDD) :

Un CQDD �a n dimensions est un CDSA �a n dimensions tel que tous ses auto-
mates sont restreints (DRSA's).

D�e�nition 5.22 (n-CQDD) :

Pour chaque n � 1, nous �ecrivons n-CQDD (resp. n-CDSA,) pour la classe de
tous les CQDD's �a n dimensions (resp. CDSA's �a n dimensions).

D�e�nition 5.23 (CQDD d�e�nissable) :

Un multi-langage �a n dimensions L est CQDD (resp. CDSA) d�e�nissable s'il
existe un CQDD �a n dimensions (resp. CDSA) C tel que L(C) = L.

D�e�nition 5.24 (CQDD inverse d�e�nissable) :

Un multi-langage �a n dimensions L est CQDD (resp. CDSA) inverse d�e�nissable
si son image inverse, not�e LR, est CQDD (resp. CDSA) d�e�nissable.

5.3.4 Expressivit�e

Avec des CQDD's nous pouvons d�e�nir des langages non-r�eguliers. Par exemple, le
langage d�ependant du contexte L1 = fanbmanbm : n;m � 1g. Pour d�e�nir L1, nous
utilisons l'automate A1 donn�e par la �gure suivante:

a ab b

q0 q1 q2 q3 q4q2

a a bb
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�A chaque transition t de A1 est associ�e une variable xt. L1 est d�e�nie par le CQDD �a
une dimension fhA1; f1ig o�u f1 est:

x(q1;a;q1) = x(q3;a;q3) ^ x(q2;b;q2) = x(q4;b;q4)

Consid�erons le multi-langage �a deux dimensions L2 = f(anbmanbm; cmdnam) : n;m �
1g. Pour d�e�nir ce multi-langage nous utilisons deux automates, l'automate A1 d�e�ni pr�e-
c�edemment et l'automate A2 donn�e par la �gure suivante:

a

a

c

c

d

d

q00 q01 q02 q03

L2 est d�e�nie par le CQDD �a deux dimensions fh(A1; A2); f2ig o�u f2 est:

x(q1;a;q1) = n ^ x(q3;a;q3) = n ^ x(q02;d;q02) = n ^
x(q2;b;q2) = m ^ x(q4;b;q4) = m ^ x(q01;c;q01) = m ^ x(q03;a;q03) = m

Ces exemples montrent que les CQDD's permettent d'exprimer des multi-langages non-
r�eguliers qui comportent des contraintes sur le nombre d'occurrences de symboles �a des
positions qui peuvent être dans le même mot (comme dans L1), o�u dans des mots di��erents
(comme dans L2). Cela permet de repr�esenter des ensembles de contenus de �les o�u il y a
des contraintes (arithm�etiques) qui relient les contenus de �les di��erentes.

5.3.5 Op�erations de base et probl�emes de d�ecision

Dans cette section, nous donnons et prouvons des r�esultats concernant les op�erations
bool�eennes sur les CQDD's.

Nous montrons d'une part que les CQDD's sont ferm�es par union et intersection et
d'autre part que leur compl�ementation donne des CDSA's. En plus, l'intersection d'un
CQDD avec un CDSA est un CQDD. En outre, nous montrons que les CQDD's sont fer-
m�es par concat�enation et d�erivation �a gauche. Ces deux derni�eres op�erations sont utilis�ees
pour la construction des ensembles de successeurs et pr�ed�ecesseurs pour un automate com-
municant (voir section 5.4). Finalement, nous montrons que les probl�emes d'appartenance,
du vide et d'inclusion sont d�ecidables.

Pour simpli�er la pr�esentation nous donnons les preuves d'abord pour le cas des CQDD's
�a une dimension et une composante d'acceptation. �A la �n de chaque preuve nous indiquons
comment la g�en�eraliser aux CQDD's �a n dimensions. Toutes les preuves peuvent être
g�en�eralis�ees facilement aux CQDD's avec plusieurs composantes d'acceptations.
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5.3.5.1 Fermeture par union et intersection

Proposition 5.1 :

Pour chaque n � 1, la classe n-CQDD est ferm�ee par union et intersection.

Preuve:
La fermeture par union est triviale (par d�e�nition). Consid�erons d'abord la fermeture
par intersection pour les CQDD �a une dimension. Consid�erons les deux CQDD C1 =
fhA1; f1(V1)ig et C2 = fhA2; f2(V2)ig o�u, pour i 2 f1; 2g, Vi est un de Xi = fxt : t 2!ig.

Soit A1 � A2 l'automate produit de A1 et A2. qui accepte le langage L(A1) \ L(A2).
(son �etat �nal unique est le couple d'�etats �nals de A1 et A2). Cet automate est d'apr�es le
Lemme 5.1 un DRSA. Chaque transition de A1 �A2 est compos�e d'une transition t1 dans
A1 et une transition t2 dans A2. Soit ht1; t2i cette transition. Alors, il est facile de voir que
L(C1) \ L(C2) est accept�e par le CQDD:

C1 � C2 = fhA1 � A2; f1;2(X1;2 [ V1 [ V2)ig (5.3)

o�u X1;2 = fxht1;t2i : t1 2!1 et t2 2!2g et la formule f1;2 est donn�ee par:

f1 ^ f2 ^
^

t12!1

(xt1 =
X
t22!2

xht1;t2i) ^
^

t22!2

(xt2 =
X
t12!1

xht1 ;t2i) (5.4)

G�en�eralisation de la preuve �a n dimensions:

Soit C1 = fh(A1
1; : : : ; A

n
1 ); f1(V1)ig et C2 = fh(A

1
2; : : : ; A

n
2); f2(V2)ig o�u pour i 2 f1; 2g,

Vi est un sur-ensemble de Xi = fxt : t 2 [nj=1 !
j
ig. Alors, L(C1) \ L(C2) est accept�e par

le CQDD:

C1 � C2 = fh(A
1
1 � A

1
2; : : : A

n
1 � A

n
2 ); f1;2(X1;2 [ V1 [ V2)g (5.5)

o�u X1;2 = [nj=1fxhtj1;t
j
2i

: tj1 2!
j
1 et tj2 2!

j
2g et la formule f1;2 est donn�ee par:

f1 ^ f2 ^
n̂

j=1

(
^

tj12!
j
1

(xtj1
=
X
tj22!

j
2

xhtj1;t
j
2i
)) ^

n̂

j=1

(
^

tj22!
j
2

(xtj2
=
X
tj12!

j
1

xhtj1;t
j
2i
)) (5.6)

2

D'apr�es le Lemme 5.1 nous savons que le produit d'un DRSA avec un DSA est un
DRSA. Par cons�equent, la même construction nous permet de d�eduire:

Proposition 5.2 :

Pour chaque n � 1, l'intersection d'un n-CQDD avec un n-CDSA est un n-
CQDD.
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5.3.5.2 Compl�ementation

Proposition 5.3 :

Pour chaque n � 1, le compl�ement d'un n-CQDD est un n-CDSA.

Preuve:
Consid�erons le CQDD C = fhA; f(V )ig o�u V est un sur-ensemble de X = fxt : t 2!g.
D'apr�es le Lemme 5.2 le compl�ement d'un DRSA est un DSA i.e., L(A) peut être �ecrit
comme

Sm
i=1 L(Ai) o�u chaque Ai est un DSA. Soit !i la relation de transition de Ai et

soit Xi = fxt : t 2!ig. Alors, le langage L(fCg) est accept�e par le CDSA:

C = fhAi; tti : 1 � i � mg [ fhA;:9(V nX): fig (5.7)

Il est important ici que l'automate A soit d�eterministe, i.e. chaque mot a exactement un
calcul.

G�en�eralisation de la preuve �a n dimensions:

Dans ce cas, un multi-mot (w1; : : : ; wn) n'est pas dans le langage d'un n-CQDD donn�e
si

{ au moins une composante wi du multi-mot n'est pas dans le langage de l'automate
pour cette composante.

{ toutes les composantes wi sont accept�ees par les automates correspondants mais ne
satisfont pas la contrainte f .

Formellement:

Soit C = fh(A1; : : : ; An); f(V )ig o�u V est un sur-ensemble de X = fxt : t 2 [nj=1 !
jg.

L(Aj) peut être �ecrit comme
Smj

i=1 L(A
j
i ) o�u chaque Aj

i est un DSA. Soit!j
i la relation de

transition de Aj
i et soit Xi = fxt : t 2 [nj=1 !

j
ig. Alors, le langage L(fCg) est accept�e par

le CDSA:

C = fh(B1; B2; : : : ; Bn); tti :

(8k 2 f1; : : : ; ng(Bk = Ak _ 9j 2 f1; : : : ; mjg:B
k = Aj

k))

^ 9k 2 f1; : : : ; ng(Bk 6= Ak)g

[ fh(A1; : : : ; An);:9(V nX): fig

2
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5.3.5.3 Fermeture par concat�enation

Dans cette section nous montrons que les CQDD's sont ferm�ees par concat�enation.

D�e�nition 5.25 :

Soit L1 et L2 deux multi-langages �a n dimensions. La concat�enation de L1 et
L2, not�ee L1 � L2, est l'ensemble f~w 2 (��)n : 9u 2 L1: 9v 2 L2: ~w = ~u~vg.

La concat�enation de deux automates s�equentiels restreints A1 et A2 peut donner un
automate non-d�eterministe. Nous pouvons d�eterminiser cet automate et sommes confront�es
au probl�eme de d�e�nir une contrainte qui relie les variables associ�ees aux transitions de
cet automate avec les variables associ�ees aux transitions de A1 et A2. Nous illustrons
ce probl�eme avec un exemple. Soient C1 = fhA1; f1(V1)ig et C2 = fhA2; f2(V2)ig deux
CQDD's, o�u pour i 2 f1; 2g, Ai = (Qi;�; q

i
init;!i; q

i
fin), et Vi est un sur-ensemble de

Xi = fxt : t 2!ig. Soit A1 l'automate:

d

0

a
1

b

2

et A2 l'automate

a a

c cb

b

b

3

4 5

6 7

8 9

Si nous concat�enons les deux automates (en identi�ant l'�etat �nal de A1 avec l'�etat initial
de A2) et si nous d�eterminisons avec la construction classique (subset construction) nous
obtenons un automate Ad o�u chaque transition est un sous-ensemble de transitions de A1

et A2. Notez que dans cet exemple, les sous-ensembles f2; 6g et f4g apparaissent deux fois.

d a b

c

b b a

c b

b

a

f0g

c

f1; 3g f2; 6g

f6g f7g

f5; 9g

f1; 3; 7g

f4; 8g

f8g
f9g

f5g

f4g

f4g

c

b

f2; 6g0



118 Chapitre 5 : Analyse d'automates communicants

Soit Xd = fxt : t 2!dg. Pour d�e�nir L(C1) �L(C2) nous devons associer �a Ad une formule
fd(Vd) (o�u Vd est un sur-ensemble de Xd). �Etant donn�e un mot w 2 L(Ad) cette formule
doit exprimer le fait qu'il existe w1 2 L(A1) et w2 2 L(A2) tels que w = w1:w2 et la
valuation induite par le calcul de w1 (resp. w2) sur A1 (resp. A2) satisfait f1 (resp. f2). La
formule fd doit par cons�equent relier les variables Xd avec les variables X1 et X2.

Dans l'exemple ci-dessus consid�erons deux mots accept�es par Ad:

{ Le mot dababacbbacb 2 L(Ad) induit une valuation des variables: xf0g = xf1;3g =
xf2;6g = 1, xf2;6g0 = xf4;8g = xf5;9g = 2, xf1;3;7g = 3 et toutes les autres variables
valent 0. Cela correspond �a dabab 2 L(A1) et acbbacb 2 L(A2) avec la valuation
x0 = x3 = x4 = x5 = x6 = x7 = x8 = x9 = 1 et x1 = x2 = 2.

{ Le mot dabababacbcb 2 L(Ad) induit la même valuation des variables Xd que le
premier mot. dabababacbcb correspond �a dabab 2 L(Ad) et abacbcb 2 L(A2) avec la
valuation x0 = x3 = x6 = x7 = 1, x1 = x2 = x8 = x9 = 2 et x4 = x5 = 0.

Cet exemple montre qu'une valuation des variables Xd peut correspondre �a plusieurs
valuations des variables X1 et X2.

Nous avons besoin d'une mani�ere syst�ematique de d�e�nir cette correspondance. Cela
est di�cile en g�en�eral parce que

{ un mot w 2 Ad peut parfois être divis�e de mani�eres di��erentes en deux mots w1 et
w2 tels que w = w1:w2, w1 2 L(A1) et w2 2 L(A2),

{ les transitions de Ad peuvent être �etiquet�ees par le même sous-ensemble de transitions
de A1 et A2,

{ les transitions de A1 ou A2 peuvent apparâ�tre plusieurs fois dans des transitions de
Ad.

Dans ce qui suit nous donnons des lemmes techniques qui montrent que nous pouvons
toujours transformer les automates A1 et A2 de sorte que l'automate Ad calcul�e ait une
structure qui nous permette de d�e�nir facilement la correspondance entre X1,X2 et Xd.

Lemme 5.5 :

Soit C = fhA; f(V )ig un CQDD tel que l'�etat �nal de A est dans un circuit.
Alors, il existe un CQDD C 0 = fhA0; f 0(V 0)ig avec L(C) = L(C 0) et l'�etat �nal
de A0 est dans un circuit simple.

Preuve:
Soit I l'ensemble d'indices associ�e �a A = (Q;�; q0;!; fqmg). Si le dernier circuit de A n'est
pas simple, alors il existe une paire (i;m) 2 I tel que les �etats qi; : : : ; qm 2 Q sont dans
le dernier circuit. Un calcul accepteur visite au moins une fois ces �etats. Soit A00 l'auto-
mate construit �a partir de A en d�eroulant le dernier circuit jusqu'�a l'�etat qm, c'est-�a-dire



5.3 : Diagrammes de d�ecision de contenu de �les contraints (CQDD) 119

les �etats qi; : : : ; qm�1 sont copi�es et la relation de transition est modi��ee de telle mani�ere
que la premi�ere visite de ces �etats se fait en dehors du dernier circuit et l'autre dedans.
Maintenant, l'�etat �nal de A00 est dans un circuit simple. Clairement L(A) = L(A00). Soit
C 0 = fhA0; f 0(V 0)ig = C � fhA00; ttig. Puisque nous n'imposons pas de contraintes sur A00,
nous avons L(C) = L(C 0). L'�etat �nal de A0 est dans un circuit simple et l'op�eration �
construit f 0 �a partir de f .

2

Nous montrons que chaque CQDD peut être d�ecompos�e dans une union �ni de CQDD's
dont les automates ont un dernier circuit d'une taille arbitrairement grande.

Lemme 5.6 :

Soit C = fhA; f(V )ig un CQDD tel que l'�etat �nal de A est dans un circuit.
Soit w le mot form�e par ce circuit. Alors, 8n 2 IN: 8i 2 IN avec (0 � i < n) il
existe des CQDD's Ci = fhAi; fi(Vi)ig tels que le dernier circuit de chaque Ai

est simple, contient l'�etat �nal, et forme le mot wn. En plus, L(C) =
Sn�1

i=0 L(Ci).

Preuve:
Soit C = fhA; f(V )ig un CQDD avec A = (Q;�; q0;!; fqmg) et un ensemble d'indices
I tel que l'�etat �nal est dans un circuit qui forme le mot w. D'apr�es le Lemme 5.5 nous
pouvons supposer que ce circuit est simple. Soit n 2 IN . �A partir de A nous construisons
n automates A0i tels que L(A) =

Sn�1
i=0 L(A

0
i) et tels que le dernier circuit des A0i's forme

le mot wn: Nous obtenons l'automate A0i �a partir de A en d�eroulant le dernier circuit i
fois et le dernier circuit de A0i forme le mot wn au lieu de w. Le reste de l'automate n'est
pas modi��e. Pour chaque i avec 0 � i < n les CQDD's Ci sont donn�es par C�fhA0i; ttig. 2

Lemme 5.7 :

Soit C = fhA; f(V )ig un CQDD tel qu'il existe k1; k2 2 IN avec k2 > k1 et
w 2 �+ tels que

{ les premiers k1jwj �etats de A ne sont pas dans un circuit et forment le mot
wk1,

{ le premier circuit de A a k2jwj �etats et forme le mot wk2.

Alors, il existe un CQDD C 0 = fhA0; f 0(V 0)ig tel que L(C) = L(C 0) et l'�etat
initial de A0 est dans un circuit de taille k2jwj qui forme le mot wk2.

Preuve:
Soit A = (Q;�; q0;!; fqmg) et soit I l'ensemble d'indices associ�e. Intuitivement, nous
devons faire correspondre les premiers k1jwj �etats de A avec les premiers k1jwj �etats de
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son premier circuit. Soit c1 = k1jwj et c2 = k2jwj. L'automate A consiste en trois parties:
Premi�erement, c1 �etats qui ne sont pas dans un circuit. Deuxi�emement, un circuit avec c2
�etats et troisi�emement, le reste de l'automate (qui peut être vide). Deux cas se pr�esentent:
Ou bien il y a au maximum une transition t �a partir d'un �etat q de la deuxi�eme partie vers
la troisi�eme ou alors la deuxi�eme partie contient l'�etat �nal q. Dans ces deux cas, soit w0

le mot form�e par les transitions de A de l'�etat initial vers q.
Par exemple,

w3 w2
q

t1

tl3jwj+1

w2

Partie 1 Partie 2 Partie 3

Ici, nous avons w0 = w5. Soient t1; : : : ; tc1 les premi�eres c1 transitions de A et tl1; : : : ; t
l
c2

les c2 transitions du premier circuit de A et T l'ensemble de toutes les autres transitions.
T peut être vide.

Nous construisons un automate A0 de la mani�ere suivante: La premi�ere partie contient
l'�etat initial dans un circuit de taille c2 qui forme le mot wk2. Soit q0 l'�etat obtenu en
d�eroulant w0 sur ce circuit �a partir de l'�etat initial. Puisque jw0j < c1 + c2 < 2c2 (du fait
que k2 > k1) le calcul de w

0 sur ce circuit visite l'�etat initial au maximum deux fois.

{ Si l'�etat q de A d�e�ni ci-dessus est l'�etat �nal de A, alors l'�etat �nal de A0 est q0.

{ S'il y a une transition t de l'�etat q dans A vers la troisi�eme partie de A, alors �a partir
de q0 il y a la même transition dans A0 et la deuxi�eme partie de A0 est une copie de
la troisi�eme partie de A.

Par exemple,

w3

q0t01 w

Partie 1 Partie 2

Il est clair que A0 est un DRSA. Pour �nir la construction du CQDD nous devons d�e�nir
la formule f 0(V 0): Une ex�ecution d'une transition dans le premier circuit de A0 correspond
soit �a une ex�ecution d'une transition dans la premi�ere partie de A soit �a l'ex�ecution d'une
transition de la deuxi�eme partie (le premier circuit) de A. En plus, nous devons exprimer le
fait que les nombres d'ex�ecutions des transitions de A doivent correspondre �a un calcul ac-
cepteur dans A et qu'ils satisfont f . Cela peut être exprim�e par la contrainte f 0(V 0). Soient
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t01; : : : ; t
0
c2
les transitions du premier circuit de A0 et T 0 l'ensemble des autres transitions.

Alors, f 0(V 0) est donn�ee par:

f(V ) ^ [A] ^
c1̂

i=1

(xt0i = xti + xtl
(i+c1)mod c2

) ^
c2̂

i=c1+1

(xt0i = xtl
(i+c1)mod c2

) ^
^
t2T

xt = xt0

Dans l'exemple, nous avons entre autre xt01 = xt1 + xtl
3jwj+1

.

La contrainte f 0 peut imposer, que le premier circuit de A0 doit être pris au moins une
fois. Cela correspond au cas, o�u le d�eroulement de w0 sur le circuit visite deux fois l'�etat
initial (voir exemple ci-dessus).

Il est facile de voir que L(C) = L(C 0).
2

Le Lemme suivant montre qu'un CQDD dont l'automate A satisfait une certaine condi-
tion peut être d�ecompos�e en deux CQDD's.

Lemme 5.8 :

Soit C = fhA; f(V )ig un CQDD avec A = (Q; q0;!; fqmg). Soient k1; k2 2 IN

avec k2 > k1 et w 2 �+ tels qu'il existe q1 2 Q avec q0
wk1

! q1
wk2

! q1. Alors, il
existe deux CQDD C 0 et C 00 avec L(C) = L(C 0) [ L(C 00) tels que

{ pour tout automate A0 dans C 0 nous avons

{ l'�etat initial est dans un circuit,

{ le circuit contenant l'�etat initial a la taille k2jwj et forme le mot wk2.

{ pour tout automate A00 dans C 00, nous avons wk1 62 Pref(L(A00)).

Preuve:
�� peut s'�ecrire L [ L avec L = wk1:(wk2)�:��

Il est facile de voir que L peut être exprim�e comme l'union de langages d'automates
s�equentiels d�eterministes A01; : : : ; A

0
n0 tel que les premiers k1jwj �etats de ces automates ne

sont pas dans un circuit et forment le mot wk1. En plus, le premier circuit a la taille k2jwj
et forme le mot wk2. Alors, le produit des automates A et A0i est un automate tel que les
premiers k1jwj �etats de ces automates ne sont pas dans un circuit et forment le mot wk1.
En plus, le premier circuit a la taille k2jwj et forme le mot wk2.

Alors, d'apr�es le Lemme 5.7 nous pouvons transformer le CQDD C 0 = C � fhA0i; tti :
1 � i � n0g tel que les automates ont la forme voulue.

L peut être �ecrit comme une union de langages d'automates s�equentiels d�eterministes
A001; : : : ; A

00
n00. Alors, C

00 est donn�e par C � fhA00i ; tti : 1 � i � n00g.
2
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Lemme 5.9 :

Soit C = fhA; f(V )ig un CQDD et k 2 IN . Alors, il existe un CQDD C 0 tel
que L(C) = L(C 0) et pour tous les automates dans C 0 les premiers k �etats (s'ils
existent) ne sont pas dans un circuit.

Preuve:
Il est facile de voir que �� peut être �ecrit comme une union �nie de langages d'automates
s�equentiels d�eterministes A1; : : : ; An tels que pour tous les automates Ai les premiers k
�etats (s'ils existent) ne sont pas dans un circuit.

Alors, C 0 est donn�e par
Sn

i=1(C � fhAi; ttig). 2

Avec tous ces lemmes techniques, nous sommes en mesure de prouver la proposition
suivante.

Proposition 5.4 :

Pour tout n � 1, la classe n-CQDD est ferm�ee par concat�enation.

Preuve:
Consid�erons les deux CQDD's C1 = fhA1; f1(V1)ig et C2 = fhA2; f2(V2)ig o�u, pour i 2
f1; 2g, Ai = (Qi;�; q

i
init;!i; q

i
fin), et Vi est un sur-ensemble de Xi = fxt : t 2!ig. Nous

construisons un CQDD qui accepte L(C1) � L(C2).
Si l'�etat �nal de A1 n'est pas dans un circuit nous concat�enons les deux automates

A1 et A2 (cela donne un automate s�equentiel restreint d�eterministe) et nous prenons la
conjonction des deux formules f1 et f2. Si l'�etat �nal est dans un circuit, l'automate que
nous obtenons en concat�enant A1 et A2 peut être non-d�eterministe. La d�eterminisation
modi�e sa structure et nous devons red�e�nir les contraintes. Dans ce qui suit nous utilisons
les lemmes pr�ec�edents qui nous permettent de supposer que C1 et C2 ont une structure
sp�eciale.

Soit w le mot donn�e par le circuit qui contient l'�etat �nal de A1.
Nous consid�erons deux cas:

{ Cas 1: 9k 2 IN: 8k0 � k: wk0 62 Pref(L(A2))
Cette condition peut facilement être test�ee sur l'automate A2 (voir Cas 2). Nous
pouvons supposer par le Lemme 5.6 que

(1) le dernier circuit de A1 est simple, forme le mot wk et a la taille kjwj.

En plus, nous supposons par le Lemme 5.9 que

(2) ou bien A2 n'a pas de circuits et moins que kjwj �etats ou alors les premiers kjwj
�etats ne sont pas dans un circuit.
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La concat�enation des deux DRSA A1 et A2 est un RSA (nous identi�ons l'�etat q1fin
avec l'�etat q2init). Soit A1 �A2 l'automate ainsi obtenu. Puisque les CQDD's sont d�e�nis
en utilisant les automates s�equentiels restreints d�eterministes nous devons d�etermi-
niser A1 � A2. Nous utilisons pour cela la construction standard de sous-ensembles.
Nous appelons l'automate obtenu par cette construction Ad. Chaque �etat de Ad est
un sous-ensemble d'�etats de A1 et A2. �A chaque transition de Ad est associ�e un sous-
ensemble de!1 [ !2. Examinons la structure de Ad en d�etail. Grâce aux conditions
(1) et (2) Ad consiste en trois parties:

{ Partie 1: Une copie de A1 sans son dernier circuit. �A chaque transition est associ�e
une transition de A1.

{ Partie 2: Chaque �etat de cette partie est soit un ensemble qui consiste en un �etat
de A1 ou un �etat de A1 et un des premiers kjwj �etats de A2. Cette partie forme
un circuit avec racine fq2initg. �A cause de wk 62 Pref(L(A2)) il y a au moins une
transition de ce circuit �a laquelle est associ�ee exactement une transition de A1,
parce qu'�a un certain point, A2 est en d�esaccord avec le dernier circuit de A1.

{ Partie 3: Une copie du reste de A2 (peut être vide, si A2 n'a pas de circuits). �A
toutes les transitions sont associ�ees une transition de A2.

Il y a exactement une transition de la partie 1 vers la partie 2, de même que de la
partie 2 vers la partie 3 (si elle existe). L'automate Ad est donc un DRSA. Nous
illustrons cela par un exemple sch�ematique: Soit A1 donn�e par:

wk

Reste de A1

et A2 donn�e par:

kjwj q�etats
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Alors Ad a la forme:

q

wk

< kjwj�etats

Partie 1 Partie 2 Partie 3

Le probl�eme qui reste �a traiter est de d�e�nir une formule pour cet automate. Soit!d

l'ensemble de transitions de Ad et Xd = fxt : t 2!Ad
g. Pour une transition t 2!d

soit �(t) l'ensemble de transitions associ�ees de A1 et A2. Grâce aux conditions (1) et
(2) chaque transition de A1 et A2 apparâ�t exactement une fois dans une transition
de Ad. Par cons�equent, l'ex�ecution d'une transition de t dans Ad corresponds �a l'ex�e-
cution d'une des transitions dans �(t). Cela impose une contrainte exprim�ee par la
formule fd(V1 [ V2 [Xd):

^
t2!d

(xt =
X
t02�(t)

xt0)

En sus, nous devons exprimer le fait que les nombres d'ex�ecutions des transitions
dans A1 et A2 correspondent �a un calcul accepteur dans A1 et A2 et qu'il doivent
satisfaire f1^f2. Alors, les contraintes sont donn�ees par la formule fdet(V1[V2[Xd):

[A1] ^ [A2] ^ f1 ^ f2 ^ fd(V1 [ V2 [Xd)

et il est facile de voir que le langage L(C1) � L(C2) est accept�e par le CQDD:

C1 � C2 = fhAd; fdetig

{ Cas 2: 8n 2 IN : wn 2 Pref(L(A2))
Cette condition peut être facilement test�ee sur A2. Puisque A2 est un automate
s�equentiel d�eterministe, il existe n�ecessairement k1; k2 2 IN avec k2 > k1 et q1 2 Q2

tels que q2init
wk1

! q1
wk2

! q1 (pour garantir k2 > k1, le chemin q1
wk2

! q1 peut correspondre
�a des r�ep�etitions du circuit).

Par le Lemme 5.8 nous pouvons partager C2 en deux CQDD's:

{ C 002 , o�u pour tout automate A00 nous avons wk1 62 Pref(L(A00)). Pour ces CQDD's
nous pouvons raisonner comme dans le cas 1.

{ C 02, o�u tous les automates ont une forme sp�eciale.

nous pouvons supposer que

(1) l'�etat initial de A2 est dans un circuit qui forme le mot wk2 et a la taille k2jwj.
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En sus, nous pouvons supposer (Lemme 5.6) que

(2) le dernier circuit de A1 est simple, forme le mot wk2 et a la taille k2jwj.

Comme dans le cas 1 nous construisons l'automate Ad et nous d�e�nissons !d, Xd et
�(t). Ad consiste en trois parties:

{ Partie 1: Une copie de A1 sans le dernier circuit. �A chaque transition est associ�ee
une transition de A1

{ Partie 2: La superposition du dernier circuit de A1 et du premier circuit de A2

(ce deux circuits ont exactement la même forme). Chaque �etat est un couple
avec un �etat du dernier circuit de A1 et un �etat du premier circuit de A2.

{ Partie 3: consiste en le reste de A2 (peut être vide si l'�etat �nal de A2 est dans
le premier circuit.

Il y a exactement une transition de la partie 1 vers la partie 2, de même que de la
partie 2 vers la partie 3 (si elle n'est pas vide). Ad est donc un DRSA.

Nous illustrons cela avec un exemple sch�ematique: Soit A1 l'automate:

wk2

Reste de A1

et A2:

wk2

Alors, Ad a la forme:

wk2

Partie 1 Partie 2 Partie 3
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Chaque transition de A1 et A2 apparâ�t exactement une fois dans une transition de
Ad. Comme dans le cas 1 nous d�e�nissons fd(V1 [ V2 [Xd):

^
t2!d

(xt =
X
t02�(t)

xt0)

et fdet(V1 [ V2 [Xd):

[A1] ^ [A2] ^ f1 ^ f2 ^ fd(V1 [ V2 [Xd)

Alors, le langage L(C1) � L(C2) est accept�e par le CQDD:

C1 � C2 = fhAd; fdetig

G�en�eralisation de la preuve �a n dimensions: Nous pouvons supposer pour chaque
dimension que les deux automates A1 et A2 ont la forme sp�eciale demand�ee. Ensuite, nous
construisons une composante d'acceptation en prenant comme contrainte la conjonction
des contraintes pour chaque dimension.

2

5.3.5.4 Fermeture par d�erivation �a gauche

Dans cette section nous montrons que les CQDD's sont ferm�ees par d�erivation �a gauche.

D�e�nition 5.26 :

Soient L1 et L2 deux multi-langages �a n dimensions. La d�eriv�ee gauche de L1
par L2, not�e L

�1
2 � L1 est l'ensemble f~w 2 (��)n : 9~w0 2 L2: ~w

0 ~w 2 L1g i.e.,
l'ensemble de tous les multi-mots qui permettent de d'�etendre un �el�ement de
L2 �a un �el�ement de L1.

�Etant donn�e un multi-langage L, nous �ecrivons Pref(L) pour l'ensemble de pr�e�xes de
multi-mots dans L, i.e., f~w 2 (��)n : 9~w0 2 (��)n: ~w~w0 2 Lg.

Proposition 5.5 :

Pour chaque n � 1, la classe des CQDD �a n dimensions est ferm�ee par d�erivation
gauche.

Preuve:
Consid�erons les deux CQDD's C1 = fhA1; f1(V1)ig et C2 = fhA2; f2(V2)ig o�u, pour i 2
f1; 2g, Ai = (Qi;�; q

i
init;!i; q

i
fin), et Vi et un sur-ensemble de Xi = fxt : t 2!ig. Nous

montrons qu'il y a un CQDD qui accepte L(C2)�1 � L(C1). Nous construisons d'abord les

automates
�!

Aq
1 et

 �

Aq
1;2 et l'ensemble F comme dans la construction du Lemme 5.3.
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Nous devrons exprimer le fait que les mots accept�es doivent être des su�xes de mots
dans L(C1) et des prolongations de mots dans L(C2)\ Pref(L(C1)). Donc, nous acceptons

des �el�ements de L(
�!

Aq
1) seulement les mots w (soit �w le calcul accepteur de w dans

�!

Aq
1)

tels qu'il existe un mot w0 (le pr�e�xe enlev�e) ayant un calcul accepteur �w0 dans
 �

Aq
1;2 qui

satisfait f2 (i.e., �w0 satisfait f2 ^ [
 �

Aq
1;2]), et tel que �w0�w (qui est un calcul accepteur de

w0w dans A1) satisfait la formule f1. La seule di�cult�e vient du fait que les transitions
du calcul accepteur pour ww0 dans A1 qui sont dans le circuit avec l'�etat q peuvent faire

partie de
 �

Aq
1;2 o�u de

�!

Aq
1).

Pour exprimer les contraintes nous avons besoin de renommer les variables associ�ees
aux transitions de A1 et A2.

Soit Yi = fyt : t 2!ig et soient Ui = (Vi nXi) [ Yi, pour i 2 f1; 2g. Alors, soient

Xq = fxt : t 2 T (
�!

Aq
1) et t est dans le circuit contenant qg

et

X 0q = fxt : t 2 T (
�!

Aq
1)g.

Le langage L(C2)�1 � L(C1) est accept�e par le CQDD:

C�12 � C1 = fh
�!

Aq
1; f

q
deriv((X

0
q nXq) [ U1 [ U2 [X1;2)i : q 2 Fg (5.8)

o�u X1;2 = fxht1;t2i : t1 2!1 et t2 2!2g et la formule f
q
deriv est donn�ee par:

f 01 ^ f
0
2 ^ [

 �

Aq
1;2] ^

^
t12!1

yt1 =
X
t22!2

xht1;t2i ^
^

t22!2

yt2 =
X
t12!1

xht1;t2i (5.9)

o�u les formules f 01 et f
0
2 sont d�e�nies par:

f 01 = f1[yt=xt : xt 2 X1 nX
0
q][(yt + xt)=xt : xt 2 Xq]

f 02 = f2[yt=xt : xt 2 X2]

G�en�eralisation de la preuve �a n dimensions:

Nous construisons d'abord les automates
�!

Aq
1 et

 �

Aq
1;2 pour chaque dimension. Pour

chaque combinaison de ces automates nous obtenons une composante d'acceptation o�u
les contraintes sont modi��ees simultan�ement pour chaque dimension.

2

5.3.5.5 Probl�emes du vide, d'appartenance et d'inclusion

Nous montrons que le probl�eme du vide est d�ecidable pour toute la classe CSA.

Proposition 5.6 :

Le probl�eme du vide est d�ecidable pour CSA's.
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Preuve:
Soit C = fh(A1; : : : ; An); fig un CSA. Clairement, L(C) 6= ; si et seulement si la formule
de Presburger [A1] ^ � � � ^ [An] ^ f est satisfaisable.

2

Avec les propositions 5.2, 5.3, et 5.6, nous montrons le corollaire suivant:

Corollaire 5.1 :

Pour chaque n � 1, le probl�eme d'appartenance ainsi que le probl�eme d'inclu-
sion sont d�ecidables pour CQDD's �a n dimensions.

5.4 Repr�esentation et manipulation d'ensembles de

con�gurations

Dans cette section nous montrons comment les CQDD's peuvent être utilis�es pour
repr�esenter des ensembles de con�gurations d'automates communicants. Nous montrons
que la classe d'ensemble de con�gurations CQDD repr�esentables est ferm�ee par union,
intersection et la fonction de successeur post. En plus, les probl�emes du vide et d'inclusion
de cette classe sont d�ecidables. Les CQDD's peuvent donc être utilis�es comme une structure
de repr�esentation dans une analyse en avant. Nous pr�esentons ensuite le r�esultat principal
de cette section: Les CQDD's sont ferm�es par post��, c.-�a-d. on peut calculer l'e�et d'un
nombre quelconque d'it�eration d'un circuit � sur un ensemble de con�gurations CQDD
repr�esentables.

Nous montrons aussi, que les CQDD's peuvent aussi être utilis�es pour l'analyse en
arri�ere. Pour cela, il su�t de consid�erer les images miroirs de contenus de �les.

5.4.1 Repr�esentation d'ensemble de con�gurations

Soit M = (S;K;�; T ) un CFSM. Chaque ensemble de con�gurations C � C onf
peut être �ecrit comme une union

S
s2Sfsg � Ls o�u les Ls's sont des multi-langages �a jKj

dimensions.

D�e�nition 5.27 (CQDD repr�esentable) :

Un ensemble C � C onf de con�gurations est CQDD repr�esentable (resp. in-
verse repr�esentable) si pour chaque s 2 S, le multi-langage Ls est CQDD d�e�-
nissable (resp. inverse d�e�nissable)

Consid�erons comme exemple le syst�emeM repr�esent�e par la �gure suivante:

f�1!ag

f�2!a; �3!ag

s0

f�1?a; �2!bg

s1
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L'ensemble de con�guration atteignable �a partir de la con�guration (s0; �; �) est donn�e par:

fs0g � f(a
n; (ba)m; am) : n;m � 0g [ fs1g � f(a

n; (ba)mb; am) : n;m � 0g (5.10)

et est clairement CQDD repr�esentable.

5.4.2 Op�erations de bases sur les ensembles de con�gurations

Dans cette section, nous pr�esentons les r�esultats qui permettent de manipuler et de
raisonner sur des ensembles de con�gurations qui sont CQDD repr�esentables ou inverse
CQDD repr�esentable. D'abord avec Propositions 5.1 et 5.6, et Corollaire 5.1 nous d�eduisons:

Th�eor�eme 5.1 :

La classe des ensembles de con�gurations CQDD repr�esentable (resp. inverse
repr�esentable) est ferm�ee par union, intersection et son probl�eme de vide et
d'appartenance est d�ecidable.

Nous montrons ensuite que la classe des ensemble de con�gurations CQDD repr�esen-
table est ferm�e par les op�erations post (resp. pre).

Proposition 5.7 :

Soit (S;K;�; T ) une CFSM. Alors, pour chaque s 2 S, pour chaque � =
(s; op; s0) 2 T et pour chaque CQDD C �a jKj dimension, nous pouvons construire
un CQDD C 0 tel que fs0g � L(C 0) = post� (fsg � L(C)).

Preuve:
Soit I un CQDD avec L(I) = fin(�)g et O un CQDD avec L(O) = fout(�)g. Alors en
utilisant les Propositions 5.5 et 5.4, nous construisons le CQDD C 0 = (I�1 � C) � O.

2

Th�eor�eme 5.2 :

Pour chaque ensemble de con�guration C, qui est CQDD repr�esentable, l'en-
semble de con�gurations post(C) est CQDD repr�esentable et constructible.

Preuve:
Ce th�eor�eme d�ecoule imm�ediatement du fait que les CQDD's sont ferm�e par union (Propo-
sition 5.1), que la fonction post distribue par rapport �a l'union, et de la Proposition 5.7.

2

Nous obtenons des r�esultats similaires pour les pr�ed�ecesseurs imm�ediats.

Proposition 5.8 :

Soit (S;K;�; T ) un CFSM. Alors, pour chaque s 2 S, pour chaque � =
(s0; op; s) 2 T et pour chaque CQDD C �a jKj dimension, nous pouvons construire
un CQDD C 0 tel que fs0g � L(C 0)R = pre� (fsg � L(C)

R).
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Preuve:
La preuve est sym�etrique �a la preuve de Proposition 5.7. Soit I un CQDD avec L(I) =
fin(�)Rg et O un CQDD avec L(O) = fout(�)Rg. Alors, C 0 = (O�1 � C) � I.

2

Th�eor�eme 5.3 :

Pour chaque ensemble de con�guration C, qui est CQDD inverse repr�esen-
table, l'ensemble de con�gurations pre(C) est inverse CQDD repr�esentable et
constructible.

Preuve:
Ce th�eor�eme d�ecoule imm�ediatement du fait que les CQDD sont ferm�e par union, que la
fonction pre distribue par rapport �a l'union et de Proposition 5.7.

2

5.4.3 Calcul de l'e�et d'un circuit

Dans cette section nous montrons le r�esultat technique principal du chapitre. Nous
prouvons que les CQDDs sont ferm�es par l'op�eration post��.

Th�eor�eme 5.4 :

Pour chaque ensemble de con�guration C, qui est CQDD repr�esentable et
chaque circuit �, l'ensemble de con�gurations post��(C) est CQDD repr�esen-
table et constructible.

Preuve:
Nous donnons ici les grandes lignes de la preuve. Tous les d�etails de la preuve se trouvent
dans l'annexe A.

Soit (S;K;�; T ) un CFSM. Nous montrons que pour tout s 2 S, pour tout circuit �
qui commence avec s et pour tout CQDD C �a jKj dimensions, nous pouvons construire un
CQDD C 0 avec fsg � L(C 0) = post��(fsg � L(C)).

Puisque post distribue par rapport �a l'union, il su�t de consid�erer des CQDD's C qui
consistent en une seule composante d'acceptation hA; fi. Soit A = (A1; : : : ; AjKj).

Le sch�ema de la preuve est le suivant:

{ Nous construisons pour chaque �le ind�ependamment les successeurs possibles apr�es
un certain nombre d'ex�ecutions de �. Ce nombre est repr�esent�e par une variable x�.
Pour cela nous ne consid�erons pas les contraintes impos�ees par f sur les transitions
des automates A1; : : : ; AjKj (ces contraintes sont introduites plus tard). Pour chaque
i 2 f1; : : : ; jKjg, nous calculons l'e�et de � apr�es x� it�erations comme si le syst�eme
n'avait qu'une seule �le �i et les con�gurations �etaient donn�ees par L(Ai). Cela nous
donne un CQDD Di �a une dimension tel qu'un de ses �el�ements est un couple hBi; gii.
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La formule gi contient comme variables libres x� et les variables qui correspondent
aux transitions des automate Ai et Bi. Par cons�equent, la formule gi �etablit un lien
entre les contenus initiaux et �naux et tiens compte du fait que ces contenus �naux
sont obtenus en ex�ecutant le circuit x� fois.

{ Le r�esultat global est calcul�e ensuite de la mani�ere suivante: Le CQDD qui repr�esente
le r�esultat est une union �nie de composantes d'acceptation construites comme suit:
Nous prenons de chaque CQDD Di un couple hBi; gii et nous construisons une com-

posante d'acceptation �a jKj dimensions h(B1; : : : ; BjKj); hi, o�u h =
VjKj

i=1 gi ^ f . La
formule h fait un lien entre les contenus initiaux et �naux et impose que les contenus
initiaux satisfont la formule f . En plus, la formule h fait un lien entre les contenus
�naux des �les, puisque chaque formule gi d�epend de lamême variable x�, c'est-�a-dire
ces contenus correspondent au même nombre d'it�erations du circuit �.

La partie essentielle de la preuve est donc de montrer que l'e�et d'un circuit sur chaque
�le peut être construit comme un CQDD �a une dimension. La preuve utilise une id�ee de
Jeron [J�er91], qui donne une condition su�sante pour qu'une suite de transitions puisse
être r�ep�et�ee perp�etuellement. Finkel et Marc�e [FM96] ont obtenu ind�ependemment de nous
une partie des r�esultats pr�esent�es dans l'annexe A.

Fixons un circuit � et une �le �i et soit out = out(�) la sortie du syst�eme et in = in(�)
l'entr�ee du syst�eme par �. La preuve consiste en une analyse de l'e�et de � sur le contenu
de �. Cette analyse d�epend de out, in et la forme du contenu initial. Cette analyse est
e�ectu�ee d'une mani�ere g�en�erique puisque l'e�et ne doit pas être calcul�e seulement pour
un seul contenu mais pour un nombre in�ni de contenus.

Les cas in = � ou out = �

Commen�cons cette analyse avec les deux cas simples, o�u l'un des mots in ou out est
vide.

{ in = �:
En commen�cant avec une con�guration w l'e�et de r�ep�eter le circuit � x� fois est de
concat�ener le mot outx� �a droite. Cela donne w:outx� . Ils est �evident que cet e�et
peut être construit par un CQDD en utilisant l'op�eration de concat�enation.

{ out = �:
L'e�et de r�ep�eter le circuit � x� fois �a partir d'un mot w est donn�e par (inx�)�1:w.
Cet e�et peut être construit en utilisant l'op�eration de d�erivation �a gauche entre
CQDD's.

Le cas out 6= � et in 6= �

Consid�erons un contenu de la forme ink:x o�u k est un entier positif et x un mot sur �.
Dans ce cas on voit que � peut être it�er�e au moins k fois. Apr�es k it�erations, les contenus
sont donn�es par x:outk.
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La premi�ere question est si � peut être encore ex�ecut�e. Pour cela, nous avons n�ecessai-
rement qu'ou bien in est un pr�e�xe de x ou alors x est un pr�e�xe de in. Sinon le syst�eme
ne serait pas capable de consommer x. Il su�t de consid�erer le cas o�u x est un pr�e�xe de in
parce que nous pouvons nous restreindre �a des contenus de la forme ink:x avec jxj < jinj.
Si �a partir de x:outk le syst�eme peut encore ex�ecuter le circuit �, alors nous savons que
le syst�eme consomme x et va consommer des symboles du mot outk (par la gauche), et
qu'�a chaque fois que in peut être consomm�e, out est ajout�e �a droite, etc. La question est
combien d'it�erations peuvent être e�ectu�ees de cette mani�ere. Cela d�epend �evidemment de
in, out et x.

Nous consid�erons deux cas:

1. jinj � joutj
Le probl�eme est de d�eterminer si � peut être r�ep�et�e perp�etuellement ou seulement
un nombre �ni de fois et quels sont les contenus atteignables. Nous donnons des
conditions sur les mots in, out et x qui caract�erisent exactement le cas o�u le circuit
peut être r�ep�et�e perp�etuellement. Ses conditions expriment qu'il doit y avoir un mot
u tel que out = c:x:u o�u x est un pr�e�xe de in avec in = x:c et c:x:u = u:c:x. En
plus, nous montrons qu'en commen�cant par une con�guration ink:x les con�gurations
atteignables apr�es x� it�erations de � sont donn�ees par in

k:x:ux� . L'e�et de � est donc
donn�e en concat�enant le langage funjn � 1g tel que n = x�. Ce langage est clairement
CQDD d�e�nissable.

Exemple 5.5 :

Soient in = ba, out = abab, and x = b. Alors, nous avons c = a, u = ab et
c:x:u = abab = u:c:x. Donc, en commen�cant par le contenu in:x = bab, les
contenus atteignables apr�es n it�erations de � sont in:x:un = bab(ab)n. En
e�et, nous avons

in:x = bab

; x:out = babab = in:x:u

; x:u:out = x:out:u = bababab = in:x:u2

; x:u2:out = x:out:u2 = babababab = in:x:u3

; � � �

Nous montrons aussi que si les conditions mentionn�es ci-dessus ne sont pas satisfaites,
alors il y a une borne k0 qui est d�e�nie en fonction de in, out et x, tel que pour chaque
contenu de la forme x:outk le circuit � peut être ex�ecut�e au plus k0 fois.

2. jinj > joutj
Dans ce cas, pour un contenu �xe le nombre d'it�erations est �ni. N�eanmoins, nous
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consid�erons ici des ensembles in�nis de con�gurations et nous devons d�e�nir l'en-
semble des con�gurations atteignables �a partir de toutes les con�gurations initiales.
La di�cult�e vient du fait que la sortie du syst�eme peut être r�eutilis�e comme entr�ee
pour le syst�eme. Nous illustrons ce probl�eme par un exemple.

Exemple 5.6 :

Soient in = abab, out = ba et x = a. Alors, en commen�cant de in5:x =
(abab)5:a nous avons la s�equence suivante de con�gurations atteignables:

in5:x = (abab)5:a

; in4:x:out = (abab)4:a:ba

; in3:x:out2 = (abab)3:a:(ba)2

� � �

;
� x:out5 = a:(ba)5 = (abab)2:a:ba = in2:x:out

� � �

;
� x:out3 = a:(ba)3 = (abab):a:ba = in:x:out

; x:out2 = ababa = in:x

; x:out = aba

Apr�es 5 it�erations, le syst�eme consomme in5 et produit out5, qui permet
d'atteindre la con�guration x:out5. En fait, x:out5 est �egal �a in2:x:out.
Cela permet deux it�erations suppl�ementaires vers la con�guration x:out3.
Puisque cette con�guration est �egale �a in:x, le circuit peut être ex�ecut�e
encore une fois.

Nous prouvons dans l'annexe que sous certaines conditions sur in, out et x, toutes les
con�gurations atteignables �a partir de ink:x qui ont une taille sup�erieure �a une borne
k0 (d�e�nie en fonction de la taille de in et out) ont une certaine forme. Cette forme
est inp:x:outq, o�u p et q sont reli�es avec x� et k par des contraintes lin�eaires. En plus,
nous montrons que pour chaque k, il y a un successeur de cette forme qui a une taille
inf�erieure �a k0. Donc, nous construisons d'abord l'ensemble de tous les successeurs
de la forme d�e�nie ci-dessus (cet ensemble est CQDD repr�esentable). Ensuite nous
calculons leurs successeurs jusqu'�a k0 it�erations de � (l'image par postk

0

� ). Cela permet
de capturer toutes les successeurs qui restent, puisque pour chaque con�guration, la
taille des successeurs d�ecrô�t strictement.

Si ces conditions mentionn�ees ci-dessus sur in, out et x ne sont pas satisfaites, nous
pouvons montrer qu'il existe une constante k00 telle que, pour chaque contenu de la
forme x:outk, le circuit � peut être ex�ecut�e au plus k00 fois.

2
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Nous pouvons aussi prouver que la classe d'ensemble de con�gurations CQDD inverse
repr�esentable est ferm�ee par la fonction pre��, pour chaque circuit �.

Th�eor�eme 5.5 :

Pour chaque ensemble de con�guration C, qui est CQDD inverse repr�esentable
et chaque circuit �, l'ensemble de con�gurations pre��(C) est CQDD inverse
repr�esentable et constructible.

Preuve:
La preuve est la même que pour le Th�eor�eme 5.4 en inversant l'interpr�etation de in(�) et
out(�) et en utilisant leur image inverse (en suivant le même principe que pour transformer
la preuve de Proposition 5.7 vers la preuve de Proposition 5.8).

2

5.5 Analyse d'atteignabilit�e en avant et en arri�ere

Le probl�eme de v�eri�cation de base est de tester si une mauvaise con�guration ne
peut jamais être atteinte �a partir d'une con�guration initiale. �Etant donn�e un ensemble de
con�gurations initiales I et un ensemble de con�guration mauvaise B, le probl�eme peut
être formul�ee de deux fa�cons:

P1. B \ post�(I) = ;,

P2. I \ pre�(B) = ;.

La premi�ere formulation correspond �a une analyse d'atteignabilit�e en avant de l'espace de
con�guration, tandis que la deuxi�eme correspond �a une analyse en arri�ere.

Donc, �etant donn�e un ensemble de con�gurations C, nous aimerions calculer l'ensemble
des ces successeurs et pr�ed�ecesseurs, i.e. post�(C) et pre�(C). Par d�e�nition, pour � 2
fpost; preg, nous avons:

��(C) =
[
i�0

Ci

o�u

C0 = C

Ci+1 = Ci [ �(Ci) pour tout i � 0

Dans le cas � = post (resp. � = pre), si C est CQDD repr�esentable (resp. inverse repr�e-
sentable), avec les Th�eor�eme 5.1, 5.2, et 5.3 nous pouvons d�eduire que tous les Ci's sont
CQDD repr�esentables (resp. inverse repr�esentables). Les �equations ci-dessus donnent donc
directement un semi-algorithme 1 pour calculer ��(C) bas�e sur le calcul it�eratif des Ci's.

1: semi dans le sens qu'il ne s'arrête pas toujours



5.5 : Analyse d'atteignabilit�e en avant et en arri�ere 135

Puisque la s�equence des Ci's est croissante, leur limite est atteinte si pour un indice i nous
avons Ci = Ci+1. Dans ce cas, le semi-algorithme s'arrête et retourne Ci. Nous pouvons
d�etecter si Ci = Ci+1 puisque le probl�eme d'inclusion est d�ecidable pour des ensembles de
con�gurations CQDD repr�esentables (resp. inverse repr�esentables) (Th�eor�eme 5.1). Si les
ensembles des �etats initiaux respectivement mauvais sont aussi CQDD repr�esentable (resp.
inverse repr�esentable), le probl�eme P1 (resp. P2) peut être r�esolu par Th�eor�eme 5.1.

Parce que le probl�eme d'atteignabilit�e pour les CFSM's est ind�ecidable, en g�en�eral il
n'existe pas d'indice i tel que Ci = Ci+1. Le semi-algorithme na��f ci-dessus ne s'arrête pas
en g�en�eral.

Nous proposons une m�ethode pour faire face �a ce probl�eme de divergence qui s'inspire
des \meta"-transitions de Boigelot et Wolper [BW94]. Cette m�ethode consiste en une
acc�el�eration exacte du calcul it�eratif de la limite ��(C). �Etant donn�e un ensemble de circuits
� du graphe de transitions du syst�eme, nous ajoutons �a chaque pas de calcul l'ensemble de
successeurs (ou pr�ed�ecesseurs) par chaque circuit dans �. Cette op�eration est exacte parce
que toutes les con�gurations ajout�ees font partie de ��(C). Chaque circuit � 2 � peut être
consid�er�e comme une meta-transition dans le sens de [BW94].

Nous calculons ��(C) comme limite d'une autre s�equence croissante de con�gurations
(Di)i�0 donn�ee par:

D0 = C

Di+1 = Di [ �(Di) [
[
�2�

���(Di) pour chaque i � 0

�Evidement nous avons Ci � Di pour chaque i � 0. La chance d'atteindre la limite
��(C) dans un nombre de pas �ni est plus grand ou �egale, si on consid�ere la s�equence des
Di's au lieu de la s�equence des Ci's. Cette chance augmente avec la taille de �.

En utilisant les Th�eor�emes 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, et 5.5, nous obtenons un semi-algorithme
qui calcule (s'il termine) l'ensemble des successeurs (resp. pr�ed�ecesseurs) d'un ensemble de
con�gurations CQDD repr�esentable (resp. inverse repr�esentable). Cet algorithme est donn�e
par:

Atteignabilit�e (�, C):
X := C ;
R�ep�eter

Y := X ;
X := X [ �(X) [

S
�2� �

�
� (X)

jusqu'�a X = Y ;
Retourner(X)

Fin Atteignabilit�e

Plusieurs semi-algorithmes d'atteignabilit�e peuvent être d�eriv�es de Atteignabilit�e
(�; C) en d�eterminant des strat�egies ad�equates pour choisir l'ensemble de circuits �.
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Par exemple, le semi-algorithme d'atteignabilit�e en avant donn�e dans [BG96] peut être
vu comme une instance particuli�ere de notre algorithme si l'analyse commence avec un
ensemble �ni d'�etats initiaux.

5.6 Comparaison avec d'autres travaux existants

Dans cette section nous comparons notre travail avec d'autres travaux sur la v�eri�cation
de syst�emes �a �le. Dans [QJ96, BQ96, Que97] un semi-algorithme de model-checking pour
les CFSM est propos�e. Ce semi-algorithme essaie d'abord de construire une repr�esentation
�nie du graphe d'�etats in�ni g�en�er�e par le syst�eme. Cette repr�esentation est donn�ee par
une grammaire de graphe. Ensuite, des propri�et�es exprim�ees par la logique temporelle CTL
peuvent être v�eri��es sur cette repr�esentation. Cette approche est di��erent de la notre, parce
qu'elle est bas�ee sur la repr�esentation �nie du graphe in�ni d'�etats du syst�emes, tandis que
la notre est bas�ee sur la repr�esentation �ni d'ensembles d'�etats in�nis. D'autres auteurs
[AJ96, CFI96] analysent des CFSM's qui utilisent des �les d'un fonctionnement incertain
(perte de messages, duplication de messages etc.). Dans [CF97] une classe restreintes de
CFSM's est introduite pour qui l'espace d'�etats atteignables est r�egulier et constructible. Si
le CFSM a deux �les la restriction est que dans chaque con�guration atteignable au moins
une des �les doit être vide. Les CFSM's que nous consid�erons n'ont pas ces restrictions.

Dans [BGWW97] le pouvoir des QDD's de [BG96] est analys�e en d�etail. Des conditions
n�ecessaires et su�santes sur la forme d'un circuit � dans le graphe de contrôle sont donn�ees,
pour que l'image par post�� d'un ensemble r�egulier reste un ensemble r�egulier. Un algorithme
pour calculer l'image par post�� pour ces circuits est donn�e. Cela permet de consid�erer plus
de circuits que dans [BG96]. Cette classe de circuit reste n�eanmoins assez restreinte. Notre
approche permet de consid�erer tout circuit.

Finalement, Peng et Puroshotham [PP91] proposent des algorithmes (qui terminent
toujours) qui calculent des approximations sup�erieures de l'ensemble de con�gurations
atteignables.
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Chapitre 6

Conclusion

Bilan

Nous avons �etudi�e dans cette th�ese le probl�eme de la v�eri�cation de syst�emes in�nis.
Nous avons consid�er�e la m�ethode du model-checking. Nous avons dans une premi�ere partie
obtenu des r�esultats d'ind�ecidabilit�e et de complexit�e pour le model-checking de syst�emes
in�nis par rapport �a des logiques de sp�eci�cation propositionnelles (r�eguli�eres).

Nous avons consid�er�e ensuite le probl�eme de la v�eri�cation pour des propri�et�es non-
r�eguli�eres. En e�et, les logiques temporelles propositionnelles classiques bien adapt�ees pour
la sp�eci�cation de syst�emes �nis ne permettent pas d'exprimer des propri�et�es importantes
de syst�emes in�nis. Nous avons consid�er�e des propri�et�es non-r�eguli�eres qui portent sur le
nombre d'occurrences d'�ev�enements. Nous avons introduit la logique temporelle CLTL qui
est une combinaison de la logique temporelle lin�eaire propositionnelle avec l'arithm�etique
de Presburger. Nous avons �etudi�e en d�etail la d�ecidabilit�e du probl�eme de la v�eri�cation de
CLTL et de plusieurs de ses fragments pour plusieurs classes de syst�emes in�nis. Nous avons
obtenu des r�esultats de d�ecidabilit�e du probl�eme de la v�eri�cation de classes signi�catives
de syst�emes in�nis (r�eseaux de Petri, automates �a pile) pour des logiques qui sont plus
expressives que les logiques temporelles propositionnelles classiques.

Nous nous sommes ensuite int�eress�es aux automates communicants qui ont la puissance
d'une machine de Turing. Nous avons appliqu�e l'approche de l'analyse symbolique. Nous
avons introduit des structures �nies de repr�esentation de con�gurations, appel�ees CQDD,
qui permettent de repr�esenter un nombre in�ni de con�gurations. Ces structures de re-
pr�esentation combinent les automates �nis avec des contraintes arithm�etiques lin�eaires et
permettent de repr�esenter des ensembles non-r�eguliers de con�gurations. Le r�esultat princi-
pal est que ces structures permettent de calculer l'e�et de l'ex�ecution r�ep�et�ee de tout circuit
dans le graphe de contrôle de l'automate communicant. Ce r�esultat g�en�eralise les r�esultats
obtenus jusqu'�a pr�esent. En utilisant ce r�esultat nous avons d�e�ni un algorithme qui, s'il
s'arrête, calcule l'espace de con�gurations atteignables d'un automate communicant.

La logique CLTL et les CQDD sont tous les deux bas�es sur une combinaison d'une
structure r�eguli�ere (logique temporelle propositionnelle respectivement automate �ni) avec
l'arithm�etique de Presburger. Cette combinaison permet dans les deux cas d'�etendre les



r�esultats existants et de d�ecrire d'une part des propri�et�es non-r�eguli�eres et d'autre part des
ensembles de con�gurations non-r�eguli�eres.

Perspectives

La th�eorie de la v�eri�cation automatique de syst�emes in�nis est encore �a ses d�ebuts.
Puisque ces mod�eles sont utilis�es dans beaucoup de domaines, ils existent une multitude de
di��erents formalismes. Par cons�equent, beaucoup de probl�emes concernant la v�eri�cation
automatique restent ouverts.

Propri�et�es non-r�eguli�eres

La logique CLTL2 pour qui nous avons prouv�e des r�esultats de d�ecidabilit�e du probl�eme
de la v�eri�cation a un pouvoir expressif \r�egulier" maximal et �etait obtenu en interdisant
dans CLTL les formules qui causent l'ind�ecidabilit�e du probl�eme de v�eri�cation. La v�eri�-
cation de formules de la forme [~x : ~�]: 3f(~x) est ind�ecidable d�ej�a pour les syst�emes �nis.
Autrement dit, le probl�eme de satisfaisabilit�e relative �a un syst�eme �ni d'une formule de la
forme [~x : ~�]: 2g(~x) est ind�ecidable. Une mani�ere d'obtenir un fragment plus expressif que
CLTL2 serait donc d'autoriser des propri�et�es d'in�evitabilit�e o�u les formules de Presburger
ont une forme restreinte, par exemple en interdisant des comparaison entre deux variables.

Les logiques temporelles lin�eaires r�eguli�eres ont une caract�erisation par les !-automates
�nis. Il serait int�eressant d'�etudier si la logique CLTL peut être caract�eris�ee par une sous-
classe des automates avec contraintes arithm�etiques [Pei94] en ajoutant des conditions
d'acceptation \�a la B�uchi".

L'analyse des automates communicants

Pour analyser les automates communicants nous avons donn�e une m�ethode d'analyse en
calculant l'espace de con�gurations atteignables avec un semi-algorithme qui est param�etr�e
par un ensemble de circuits qui sont utilis�es pour l'acc�el�eration du calcul. Une question
importante est de savoir quels circuits faut-il choisir pour un certain syst�eme pour garantir
l'arrêt. Un autre probl�eme est de trouver des sous-classes de syst�emes pour qui on peut
prouver que le semi-algorithme s'arrête toujours. L'application pratique des r�esultats se
heurtent �a la complexit�e du calcul des successeurs ou pr�ed�ecesseurs. D'o�u l'importance de
savoir pour quel genre de circuits le calcul des successeurs ou de pr�ed�ecesseurs peut être
simpli��e.
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Annexe A

Preuve du Th�eor�eme 5.4

A.1 Analyse de l'e�et d'un circuit

Dans cette section nous analysons l'e�et sur le contenu d'une �le de l'ex�ecution r�ep�et�ee
d'un circuit � dans le graphe de transition d'un automate communicant Nous supposons
pour cette analyse que toutes les autres �les restent inchang�ees. Nous consid�erons le cas
o�u le contenu de la �le est tel que le circuit peut être ex�ecut�e en consommant des messages
au-del�a du contenu de d�epart, c'est-�a-dire l'ajout de messages �a la �n de �le permet de
continuer l'ex�ecution du circuit apr�es avoir consommer tous les messages qui y �etaient
initialement. Tous les autres cas sont faciles �a analyser.

Soit �i une �le.

D�e�nition A.1 :

Pour chaque �le dans l'automate communicant le circuit � d�e�nit un mot ini
(la composante i de in(�)) et un mot outi (la composante i de out(�)).

Nous consid�erons deux cas:

{ La taille du contenu de la �le crô�t ou reste constante apr�es une ex�ecution du circuit
et un contenu donn�e.

{ La taille du contenu de la �le d�ecrô�t apr�es une ex�ecution du circuit et un contenu
donn�e.

A.1.1 Analyse d'un circuit avec taille croissante

Dans ce cas, nous consid�erons ini et outi de la forme

joutij � jinij; outi 6= � et ini 6= � (A.1)

Ici la taille de ce qui est �ecrit dans la �le est sup�erieure ou �egale de ce qui y est lu. �Etant
donn�e un contenu �xe de la �le, ce contenu crô�t ou reste de la même taille. Nous montrons
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ici qu'il est possible de d�ecider si un circuit peut être ex�ecut�e perp�etuellement et nous
donnons l'e�et de son ex�ecution r�ep�et�e sur le contenu de la �le. Il est �evident que pour
ex�ecuter le circuit un nombre in�ni de fois les contenus de d�epart doivent avoir la forme
inki :x o�u x est un pr�e�xe de ini. Soit donc dans ce que suit ini = x:c avec x; c 2 �� et
c 6= �.

D�e�nition A.2 :

Nous appelons x r�ep�etant si et seulement si

9u; c1; c2 2 �� 9k1 � 0 avec outi = c:x:u; u = (c:x)k1 :c1 et c:x = c1:c2
(A.2)

et

c:x:u = u:c:x (A.3)

Lemme A.1 :

Si x est r�ep�etant alors outi:u = u:outi

Preuve:
Nous avons avec (A.3) outi:u = c:x:u:u = u:c:x:u = u:outi. 2

Nous pouvons prouver que les x's qui sont r�ep�etants permettent d'ex�ecuter un nombre
in�ni de fois le circuit et si le circuit peut être ex�ecut�e un nombre in�ni de fois, x doit être
r�ep�etant. Formellement:

Lemme A.2 :

x est r�ep�etant si et seulement si �a partir d'un contenu inki :x et k > 0 le circuit
peut être ex�ecut�e un nombre in�ni de fois. Si x est r�ep�etant, le contenu apr�es
n ex�ecutions est donn�e par inki :x:u

n.

Preuve:

{ \)": Soit x r�ep�etant. Nous prouvons par induction qu'�a partir d'un contenu inki :x
et k > 0 le circuit peut être ex�ecut�e un nombre in�ni de fois et que le contenu apr�es
n ex�ecutions est donn�e par inki :x:u

n.

{ Base de l'induction:
�Etant donn�e inki :x, une ex�ecution du circuit donne ink�1i :x:outi. En utilisant
(A.2) c'est �egal �a ink�1i :x:c:x:u. Puisque ini = x:c cela donne inki :x:u.
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{ Pas de l'induction:
inki :x peut être ex�ecut�e n fois en donnant inki :x:u

n. Ensuite, une autre ex�ecution
donne ink�1i :x:un:outi. Utilisant le Lemme A.1 c'est �egal �a ink�1i :x:outi:u

n =
ink�1i :x:c:x:u:un = inki :x:u

n+1.

{ \(": �A partir d'un contenu ink:x, k ex�ecutions du cycle donne d'abord un contenu
x:outk. Ensuite, puisque le circuit peut être ex�ecut�e un nombre in�ni de fois, pour
tout k0 2 IN il existe un x0 2 �� tel que

x:outk+k
0

i = ink
0

i :x
0 (A.4)

Puisque ini = x:c, (A.4) est �equivalent �a

outk+k
0

i = (c:x)k
0�1:c:x0 (A.5)

(A.5) implique

9u; c1; c2 2 �� 9k1 � 0 avec outi = c:x:u; u = (c:x)k1 :c1 et c:x = c1:c2 (A.6)

ce qui est �equivalent �a la condition (A.2).

En utilisant les �equations de (A.2) dans (A.5) nous obtenons

(c:x:(c:x)k1 :c1)
k+k0 = (c:x)k

0�1:c:x0 (A.7)

pour tout k0 2 IN . Nous avons donc

c:x:
k1 foisz }| {

c:x: : : : :c:x :c1:c:x � � � = c:x:
k1 foisz }| {

c:x: : : : :c:x :c:x:c1:c2 � � �

Cela implique c1:c:x = c:x:c1. L'�equation

c:x:u = u:c:x (A.8)

d�ecoule facilement.

2

Si la condition (A.6) n'est pas satisfaite, alors en commen�cant par un contenu x:outki le
circuit peut être ex�ecut�e au plus maxfk3 : 9d 2 ��: outi = (c:x)k3 :dg fois. Si la condition
(A.6) est satisfaite, pour obtenir (A.8) nous avons besoin de k0 � k1 + 3. Pour les x's qui
ne sont pas r�ep�etants nous obtenons donc le corollaire suivant

Corollaire A.1 :

Si x n'est pas r�ep�etant alors, �a partir d'un contenu x:outki le circuit peut être
ex�ecut�e au plus k2 fois o�u k2 est une constante qui ne d�epend que de outi, ini
et x. k2 est donn�e par maxfk3 + 3 : 9d 2 �� : outi = (c:x)k3 :dg
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A.1.2 Analyse d'un circuit avec taille d�ecroissante

Ici nous consid�erons ini et outi avec les conditions suivantes:

jinij > joutij; outi 6= � et ini 6= � (A.9)

Dans ce cas, si nous commen�cons �a ex�ecuter le circuit �a partir d'un contenu �xe, il y a
seulement un nombre �ni de successeurs possibles, parce que la longueur du contenu de
�le d�ecrô�t apr�es chaque pas. Mais parce que nous consid�erons des ensembles in�nis de
con�gurations. Nous avons donc besoin de d�e�nir l'ensemble de con�gurations atteignables
pour tous.

�Etant donn�e un contenu inki :x, k ex�ecutions du circuit donne le contenu x:outki . Nous
pouvons montrer qu'il y a une constante k2 qui ne d�epend que de ini et outi telle que si nous
pouvons ex�ecuter le circuit plus que k2 fois �a parti d'un contenu x:outki , alors les contenus
doivent avoir une forme sp�eciale que nous pouvons exprimer par des contraintes lin�eaires.
Pour ces �etats nous allons donner une caract�erisation de tous leurs �etats successeurs.

Soit pour le reste de cette section ini = x:c avec x; c 2 �� et c 6= �.

D�e�nition A.3 :

Nous appelons x r�ep�etant si et seulement si

9 c1; c2 2 �� 9 k1 > 0 avec c:x = outk1i :c1 et c1:c2 = outi (A.10)

et

c1:c2 = c2:c1 (A.11)

Lemme A.3 :

Si x est r�ep�etant, alors

in
joutij
i :x = x:out

jinij
i (A.12)

Preuve:
(A.11) implique outi:c1 = c1:outi. Par ailleurs pour tout m 2 IN nous avons outmi = cm1 :c

m
2 .

En posant m = joutij, on obtient

out
jc1j
i = c

joutij
1 (A.13)

Donc, in
joutij
i :x = (x:c)joutij:x = x:(c:x)joutij = x:(outk1i :c1)

joutij = x:out
k1joutij
i :c

joutij
1

= x:out
k1jout1j+jc1j
i = x:out

jinij
i .

2
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Un corollaire simple du Lemme A.3:

Corollaire A.2 :

Si x est r�ep�etant, alors

8 d1 > 0; in
d1joutij
i :x = x:out

d1jinij
i (A.14)

Lemme A.4 :

x n'est pas r�ep�etant si et seulement s'il y a une constante k2 2 IN telle qu'�a
partir d'un contenu x:outki avec k > 0 le circuit peut être ex�ecut�e au plus
k2 = maxfk3 + 3 : 9d 2 ��: c:x = outk3i :dg fois.

Preuve:

{ \)": Supposons que la constante n'existe pas. Nous montrons que cela implique que
x est r�ep�etant. Posons un contenu x:outki . Pour chaque k

0, le circuit peut être ex�ecut�e
k0 fois. Cela implique que pour tout k0 il existe un x0 2 �� avec

x:outk+k
0

i = ink
0

i :x
0 (A.15)

Pour k0 > 0 (A.15) est �equivalent �a

outk+k
0

i = (c:x)k
0�1:c:x0 (A.16)

Pour k0 > 1, parce que (A.16) et jinij > joutij nous avons

9 c1; c2 2 �� 9 k1 > 0 avec c:x = outk1i :c1 et c1:c2 = outi (A.17)

Cela correspond �a la condition (A.10). Utilisant les �equations (A.10) dans (A.16)
implique

(c1:c2)
k+k0 = ((c1:c2)

k1:c1)
k0�1:c:x0 (A.18)

Maintenant, si k0 � k1 + 3 alors (A.18) implique

k1 foisz }| {
c1:c2 : : : c1:c2 :c1:c2:c1 � � � =

k1 foisz }| {
c1:c2 : : : c1:c2 :c1:c1:c2 � � � (A.19)

Il s'en suit que

c1:c2 = c2:c1 (A.20)

.
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{ \(": Supposons que x est r�ep�etant. Alors, nous avons

9 c1; c2 2 �� 9 k1 > 0 avec c:x = outk1i :c1 et c1:c2 = outi

et c1:c2 = c2:c1. Avec le Corollaire A.2 nous avons

8 d1 > 0; in
d1joutij
i :x = x:out

d1jinij
i

La constante ne peut donc pas exister parce que d1jinij n'est pas born�e et l'�equation

in
d1joutij
i :x = x:out

d1jinij
i montre que le circuit peut être ex�ecut�e.

2

Avec ce lemme et le Corollaire A.2 nous prouvons le lemme suivant. Soit n1 = joutij et
n2 = jinij.

Lemme A.5 :

Si x est r�ep�etant, alors pour des contenus inki :x avec k � 4n1, si le contenu du
successeur apr�es n0 du circuit a une taille � 3n1n2 + jxj, alors il a la forme

inn1+d2�d4 :x:out(d1�1)n2�d3(n2�n1)+d4

o�u

{ n1 = joutij et n2 = jinij,

{ k = d1n1 + d2 avec 0 � d2 < n1,

{ n0 = d3n1 + d4 avec 0 < d4 � n1,

{ (d1 � 1)n2 � d3(n2 � n1) + d4 � 0

Preuve:
Fixons un k avec k � 4n1. Nous montrons le lemme par induction sur n0. Comme base
d'induction nous montrons que le lemme est vrai pour tout n0 � n1. Ensuite, nous montrons
que pour tout d3 2 IN si le lemme est vrai pour n0 � (d3 + 1)n1 alors il est vrai pour tout
n0 avec (d3 + 1)n1 < n0 � (d3 + 2)n1.

{ Base d'induction: 1 � n0 � n1: Dans ce cas, d4 = n0, d3 = 0 et tous les successeurs
de ink:x = ind1n1+d2 :x sont donn�es par ind1n1+d2�n

0
:x:outn

0
. Parce que n1 + d2 � n0

et avec le Corollaire A.2 nous avons

ind1n1+d2�n
0

:x:outn
0

= inn1+d2�n
0

:x:out(d1�1)n2+n
0

qui a la forme requise.
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{ Pas d'induction:
�Etant donn�e un d3 2 IN , soit n0 tel que (d3 + 1)n1 < n0 � (d3 + 2)n1. Cela implique
que n0 = (d3 + 1)n1 + d4 avec 0 < d4 � n1. Supposons que in

k a un successeur apr�es
n0 ex�ecutions avec taille � 3n1n2 + jxj. Alors, le successeur apr�es n0 � n1 ex�ecutions
du circuit a aussi une taille � 3n1n2 + jxj (la taille diminue apr�es chaque ex�ecution
du circuit).

D'apr�es l'hypoth�ese d'induction les successeurs apr�es n0 � n1 = d3n1 + d4 ex�ecutions
sont donn�es par

inn1+d2�d4i :x:out
(d1�1)n2�d3(n2�n1)+d4
i

Puisque la longueur des contenus obtenus est sup�erieure �a 3n1n2 + jxj = 2n1jinij +
jxj+n2joutij nous avons (d1�1)n2�d3(n2�n1)+d4 � n2 et en utilisant le Corollaire
A.2 nous avons

inn1+d2�d4 :x:out(d1�1)n2�d3(n2�n1)+d4 = in2n1+d2�d4 :x:out(d1�1)n2�(d3+1)(n2�n1)�n1+d4

Donc, les successeurs apr�es n1 pas en plus sont donn�es par

inn1+d2�d4 :x:out(d1�1)n2�(d3+1)(n2�n1)+d4

2

A.2 Fermeture par post��
Avec les r�esultats de la section pr�ec�edente nous pouvons montrer que la classe des

ensembles de con�gurations CQDD repr�esentables est ferm�ee par la fonction post�� pour
chaque circuit � dans le graphe de transitions du syst�eme.

Th�eor�eme 5.4:

Pour chaque ensemble de con�guration C, qui est CQDD repr�esentable et
chaque circuit �, l'ensemble de con�gurations post��(C) est CQDD repr�esen-
table et constructible.

Pour prouver ce th�eor�eme il su�t de prouver la proposition suivante.

Proposition A.1 :

Soit (S;K;�; T ) une CFSM. Alors, pour chaque circuit � �a partir d'un s 2 S,
et pour chaque CQDD �a jKj dimension C, nous pouvons construire un CQDD
C 0 avec fsg � L(C 0) = post��(fsg � L(C)).
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Preuve:
Parce que post distribue par rapport �a l'union, il su�t de raisonner sur des CQDD's C qui
consistent en une composante d'acceptation hA; fi. Soit A = (A1; : : : ; AjKj).

D'abord nous construisons pour chaque �le ind�ependamment tous les �etats successeurs
possibles apr�es n ex�ecution de �. Pour faire cela nous ne consid�erons pas la contrainte f
sur les transitions de A1; : : : ; AjKj, c'est-�a-dire que nous calculons les successeurs des �etats
donn�es par L(Ai). Cela nous donne un CQDD �a une seule dimension pour chaque �le.
Chaque �el�ement de ce CQDD est un couple hBi; gii. La formule gi contient des variables
libres qui viennent des transitions de l'automate initiale Ai, des automates interm�ediaires
utilis�es dans la construction, et de Bi. En plus gi contient comme variable libre x� qui
repr�esente le nombre d'ex�ecutions d'un circuit.

Les r�esultats sont connect�es en construisant tous les jKj-uplets possibles en choisissant
un �el�ement de chaque CQDD pour toutes les �les et en prenant comme contrainte la
conjonction

VjKj
i=1 gi ^ f . Cela impose que x� doit avoir la même valeur pour chaque �le et

que toutes les variables associ�ees aux transitions des automates Ai satisfont la contrainte
f .

Soit �i une �le quelconque. Pour cette �le nous montrons dans ce que suit comment
calculer les �etats successeurs possibles apr�es x� ex�ecution du circuit.

Ces �etats vont être donn�e par un CQDD �a une dimension Di qui contient x� comme
variable libre.

Pour donner cette construction nous utilisons les r�esultat de la section A.1 et nous
avons besoin de quelques d�e�nitions.

D�e�nition A.4 :

Soit y 2 �� Ay est l'automate simple restreint qui accepte le langage fyg et
By� (resp. Cy�) est l'automate simple qui accepte le langage y�.

Noter que By� et Cy� consistent exactement en un circuit. Soit tB (resp. tC) une tran-
sition de By� (resp. Cy�).

Maintenant pour d�e�nir Di nous utilisons les op�erations (d�erivation �a gauche, concat�e-
nation, produit) d�e�nie dans la section 5.3.5. Nous consid�erons cinq cas:

{ Cas 1: outi = � et ini = �

Dans ce cas, il n'y a ni �ecriture ni lecture dans la �le. Le contenu de la �le ne change
donc pas. D'o�u:

Di = fhAi; ttig

{ Cas 2: outi = � and ini 6= �

Dans ce cas, il n'y a pas d'�ecriture dans la �le mais il y a lecture de la �le. On peut
lire ini de la �le, si le contenu de la �le commence avec ini. Ceci peut se r�ep�eter
plusieurs fois. Donc, pour des contenus de la forme inki :x 2 L(Ai) pour un k 2 IN et
x 2 ��, ink�x�i :x est le nouveau contenu apr�es x� lectures si k � x�. Nous avons donc

Di = (hBin�i
; xtB = x�i)

�1 � hAi; tti
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{ Cas 3: ini = � and outi 6= �

Dans ce cas, il n'y a pas de lecture de la �le, mais il y a �ecriture dans la �le. On
peut toujours �ecrire dans une �le. Par cons�equent, pour chaque contenu y 2 L(Ai),
y:outx�i est le nouveau contenu apr�es x� ex�ecution du circuit. Donc,

Di = hAi; tti � hBout�i
; xtB = x�i

{ Cas 4: joutij � jinij; outi 6= � and ini 6= �

Dans ce cas, la taille de ce qui est �ecrit dans la �le est sup�erieure ou �egale de ce qui
y est lu. �Etant donn�e un contenu �xe de la �le, la taille de ce contenu crô�t ou reste
la même.

Nous avons analys�e une partie de ce cas dans la section A.1. Nous avons donn�e avec
le Lemme A.2 une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'un circuit puisse être
ex�ecut�e perp�etuellement �a partir d'un contenu de �le.

Cas 4.1

D'abord nous traitons le cas pour les mots dans L(Ai) qui ont la forme inki :x, o�u x
n'est pas un pr�e�xe de ini et ini n'est pas un pr�e�xe de x. Dans ce cas le circuit peut
être ex�ecut�e au plus k fois. Les contenus atteignables �a partir de ces mots sont donc
donn�es par ink�x�i :x:outx�i si k � x�. Par cons�equent, Di est donn�e par

Di = (((hBin�i
; xtB = x�i)

�1 � hAi; tti) � hCout�i
; xtC = x�i

L(Di) contient aussi des successeurs des contenus trait�es dans le cas suivant. Mais il
est �evident que tous les mots dans L(Di) sont des successeurs.

Cas 4.2:

Nous consid�erons ici des mots dans L(Ai) qui ont la forme inki :x, o�u x est un pr�e�xe
(peut être �) de ini avec jxj < jinij. Dans ce cas, le circuit peut être ex�ecut�ee au moins
k fois. Apr�es cela, la forme de outi d�etermine si le circuit peut encore être ex�ecut�e.
Soit c 2 �� telle que ini = x:c. L'ex�ecution du circuit k fois donne des contenus de
la forme x:outki , et le circuit pourrait toujours être ex�ecut�e.

Cas 4.2.1 x est r�ep�etant:

Utilisant le Lemme A.2 nous voyons qu'�a partir de inki :x = (x:c)k:x pour k > 0, le
circuit peut être ex�ecut�e un nombre in�ni de fois et pour x� ex�ecutions cela donne
les contenus inki :x:u

x� . A partir d'un contenu x nous pouvons ex�ecuter le circuit in�-
niment souvent, si nous pouvons l'ex�ecuter une fois. Cela peut être facilement test�ee
et d�epend de l'ordre de l'ajout et de suppression de messages du circuit.

Construction de Di:
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Di est donn�e par l'union �nie de CQDD's Ex o�u x est un pr�e�xe de ini. Ex est construit
de la fa�con suivante:

Si u = � alors

Di = fhAi; ttig

Sinon, si le circuit peut être ex�ecut�e une fois �a partir de x, alors

Ex = ((hBin�i
; tti � hAx; tti)� hAi; tti) � hCu�; xtC = x�i

sinon

Ex = ((hBin�i
; tti � hAini:x; tti)� hAi; tti) � hCu�; xtC = x�i

Cas 4.2.2 x n'est pas r�ep�etant:

Apr�es n0 ex�ecution l'ensemble de contenus atteignables est donn�e par ink�n
0

i :x:outn
0

i

avec k � n0. Par le Corollaire A.1 il y a une constante k2 telle qu'�a partir d'un
contenu de la forme x:outn

0

i le circuit peut être ex�ecut�e au plus k2 fois. Pour capturer
tous les successeurs possibles de ces contenus il su�t de calculer les successeurs de
ink�n

0

i :x:outn
0

i avec k � n0 apr�es au plus k2 ex�ecutions du circuit.

Construction de Di:

Di est donn�e par une union �nie de CQDD's Ex o�u x est un pr�e�xe de ini. Ex est
construit de la fa�con suivante:

D'abord soit

Fx = (((hBin�i
; xtB = n0i) � hAx; tti)

�1 � hAi; tti) � hCout�i
; xtC = n0i

Cela nous donne tous les successeurs de la forme ink�n
0

i :x:outn
0

i . Si n
0 = x� cela nous

donne toutes les successeurs d�ej�a g�en�er�es dans le cas 4.1.

Pour obtenir tous les successeurs jusqu'�a k2 ex�ecutions du circuit �a partir des �etats
de Fx nous construisons pour chaque j 2 IN avec 0 � j � k2, le CQDD F j

x tel
que fsg � L(F j

x) = postj�(fsg � L(Fx)). Cela est possible, puisque les ensembles
CQDD repr�esentables sont ferm�es par l'op�eration post� pour chaque transition (voir
Th�eor�eme 5.2).



A.2 : Fermeture par post�� 149

Remarquez que Fx = F0
x . Nous devons tenir compte du nombre global x� d'ex�ecutions

du circuit. Ce nombre est donn�e par x� = n0 + j. Par cons�equent,

Ex =
k3[
j=0

add(F j
x; x� = n0 + j)

o�u add(F j
x; x� = n0 + j) remplace chaque formule f qui apparâ�t dans le CQDD F j

x

vers f ^ x� = n0 + j.

{ Cas 5: jinij > joutij; outi 6= � and ini 6= �

Pour ce cas nous utilisons les r�esultat de section A.1. Il y a deux cas �a consid�erer.

Cas 5.1

Les contenus ont la forme inki :x, o�u x n'est pas un pr�e�xe de ini et ini n'est pas un
pr�e�xe de x. Alors, l'ensemble de contenus atteignables est donn�e par ink�x�i :x:outx�i
avec k � n. Di est donc calcul�e comme dans cas 4.1.

Cas 5.2

Les contenus ont la forme inki :x, o�u x est un pr�e�xe de ini (peut être �) avec jxj < jinij.
Soit c 2 �� avec ini = x:c.

Cas 5.2.1 x est r�ep�etant:

Nous utilisons le Lemme A.5. Soit n1 = joutij et n2 = jinij. Pour un contenu inki :x
avec k � 4n1, l'ensemble des successeurs apr�es n

0 ex�ecutions du circuit qui sont de
longueur � 3n1n2 + jxj est donn�e par

inn1+d2�d4 :x:out(d1�1)n2�d3(n2�n1)+d4 (A.21)

o�u

{ n1 = joutij et n2 = ini,

{ k = d1n1 + d2 avec 0 � d2 < n1,

{ n0 = d3n1 + d4 avec 0 < d4 � n1,

{ (d1 � 1)n2 � d3(n2 � n1) + d4 � 0

Il est clair que chaque inki :x avec k � 4n1 a un successeur uk de taille inf�erieure �a
4n1jinij qui est de la forme (A.21). Nous rappelons qu'�a chaque pas la taille d�ecrô�t
par n2 � n1. Donc, il doit y avoir un successeur avec une taille entre 3n1n2 + jxj et
4n1n2+ jxj). Pour capturer les successeurs de inki :x qui restent, il su�t de calculer les
successeurs de contenus de la forme (A.21) apr�es 4n1n2 + jxj ex�ecutions du circuit.
En e�et, pour chaque k nous capturons bien tous les successeurs de uk parce que la
taille de chaque con�guration d�ecrô�t apr�es chaque ex�ecution de �.
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Construction de Di:
Di est donn�e par l'union �nie de CQDD's Ex o�u x et un pr�e�xe de ini. Ex est construit
comme suit:

Nous construisons une formule pour calculer toutes les valeurs possibles de k dans les
�etats de la forme inki :x. Soit Fx = (hBin�i

; xtB = ki � hAx; tti)� hAi; tti. Maintenant,
soit fx la disjonction de toutes les formules de Presburger de chaque �el�ement de Fx.
Intuitivement, fx nous donne des contraintes sur k.

Pour calculer l'ensemble des �etats successeurs soient gx la formule de Presburger

fx ^ n0 = d3n1 + d4 ^ k = d1n1 + d2 ^ 0 < d4 � n1
^ 0 � d2 < n1 ^ (d1 � 1)n2 � d3(n2 � n1) + d4 � 0

Soit

Gx = hB0in�i ; xtB0 = n1 + d2 � d4i � hAx; tti�

hCout�i
; xtC = (d1 � 1)n2 � d3(n2 � n1) + d4 ^ gxi

Cela nous donne toutes les successeurs de la forme (A.21). Soit k2 = 4n1n2+ jxj. Pour
obtenir les successeurs jusqu'�a k2 ex�ecutions du circuit �a partir des con�gurations de
Gx nous proc�edons comme dans le cas 4.2.2 et obtenons Ex.

Cas 5.2.2 x n'est pas r�ep�etant:

Similaire au cas 4.2.2.

Finalement, nous pouvons donner le CQDD C 0 qui d�ecrit toutes les �etats successeurs. C 0

est le plus petit ensemble tel que

8hB1; g1i 2 D1 � � � 8hBjKj; gjKji 2 DjKj: h(A1; : : : ; AjKj);

jKj^
i=1

gi ^ fi 2 C
0

2
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R�esum�e: Cette th�ese traite du probl�eme de la v�eri�cation de syst�emes ayant un nombre in�ni
d'�etats. Ces syst�emes peuvent être d�ecrits par plusieurs formalismes tels que des alg�ebres de
processus ou des automates �nis munis de structures de donn�ees non-born�ees (automates �a pile,
r�eseaux de Petri ou syst�emes �a �les).

Dans une premi�ere partie de la th�ese nous nous int�eressons �a la caract�erisation de classes
de syst�emes in�nis et de propri�et�es pour lesquels le probl�eme de v�eri�cation est d�ecidable. Nous
consid�erons d'abord la complexit�e de la v�eri�cation du mu-calcul lin�eaire pour les r�eseaux de
Petri. Ensuite, nous d�e�nissons des logiques temporelles qui permettent d'exprimer des propri�et�es
non-r�eguli�eres comportant des contraintes lin�eaires sur le nombre d'occurrences d'�ev�enements.
Ces logiques sont plus expressives que les logiques utilis�ees dans le domaine. Nous montrons en
particulier que le probl�eme de la v�eri�cation d'une logique qui est plus expressive que le mu-calcul
lin�eaire est d�ecidable pour des classes de syst�emes in�nis telles que les automates �a pile et les
r�eseaux de Petri.

Une deuxi�eme partie de la th�ese est consacr�ee aux syst�emes communicant par �les d'at-
tente, dont le probl�eme de v�eri�cation est en g�en�eral ind�ecidable. Nous appliquons le principe
de l'analyse symbolique �a ces syst�emes. Nous proposons des structures �nies qui permettent de
repr�esenter et de manipuler des ensembles in�nis de con�gurations de tels syst�emes. Ces struc-
tures permettent de calculer l'e�et exact d'une ex�ecution r�ep�et�ee de tout circuit dans le graphe de
transitions du syst�eme. Ainsi, chaque circuit peut être consid�er�e comme une nouvelle \transition"
du syst�eme. Nous utilisons ce r�esultat pour acc�el�erer le calcul de l'ensemble des con�gurations
atteignables d'un syst�eme a�n d'augmenter les chances de terminaison de ce calcul.

Mots-cl�es: v�eri�cation automatique, logiques temporelles, model-checking, syst�emes d'�etats in-
�nis, r�eseaux de Petri, automates communicants

Abstract: This thesis is about the veri�cation problem of systems having an in�nite number of
states. These systems can be described by several formalisms like process algebras or automata
together with unbounded data-structures (push-down automata, Petri nets or communicating
�nite-state machines).

In a �rst part of the thesis we study the characterization of classes of in�nite-state systems
and properties for which the veri�cation problem is decidable. First, we consider the complexity
of the veri�cation problem of the linear-time mu-calculus for Petri nets. Then, we de�ne temporal
logics which allow to express non-regular properties containing linear constraints on the number
of occurrences of events. These logics are more expressive than known logics in this domain. We
show in particular that the veri�cation problem of a logic which is more expressive than the
linear-time mu-calculus is decidable for classes of systems like push-down automata and Petri
nets.

A second part of the thesis is dedicated to communicating �nite-state machines. Their ve-
ri�cation problem is in general undecidable. We apply the symbolic analysis principle to these
systems. We propose �nite structures which allow to represent and manipulate in�nite sets of
con�gurations of these systems. These structures allow to calculate the exact e�ect of a repeated
execution of every circuit in the transition graph of the system. Thus, every circuit of the tran-
sition graph of the system can be considered as a new \transition" of the system. We use this
result to accelerate the computation of the set of reachable states of a system in order to increase
the chance of termination.

Keywords: automatic veri�cation, temporal logic, model-checking, in�nite-state systems, Petri
nets, communicating �nite-state machines


