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sous la direction de Radu Horaud





TH�ESE

pr�esent�ee par

St�ephane Christy

pour obtenir le grade de docteur

de l'Institut National Polytechnique de Grenoble

(Arrêt�e minist�eriel du 30 Mars 1992)

Sp�ecialit�e : Informatique

Localisation et mod�elisation tridimensionnelles

par approximations successives

du mod�ele perspectif de cam�era

Date de soutenance : 17 septembre 1998

Composition du jury : Pr�esident : Jean-Marie Laborde

Rapporteurs : Daniel Dementhon

Michel Dhome

Examinateurs : Pierre Comon

Radu Horaud

Bruno Mazar

Brigitte Plateau

Th�ese pr�epar�ee au sein du laboratoire gravir - imag - inria Rhône-Alpes
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R�esum�e

Dans le cadre de cette th�ese, nous proposons un algorithme g�en�erique permettant de
r�esoudre le probl�eme de calcul de pose et le probl�eme de reconstruction avec un mod�ele
perspectif de cam�era.

�Etant donn�es une image et un mod�ele 3d de la sc�ene (ou objet) visible dans l'image,
le calcul de pose consiste �a calculer la position et l'orientation de la cam�era par rapport �a
la sc�ene. Nous �etudions successivement le cas de correspondances 2d/3d de points, et le
cas des droites. La m�ethode propos�ee am�eliore de mani�ere it�erative la pose calcul�ee avec
un mod�ele a�ne de cam�era (orthographique �a l'�echelle ou paraperspectif) pour converger,
�a la limite, vers une estimation de la pose calcul�ee avec un mod�ele perspectif de cam�era.
Nous �etudions les relations math�ematiques et g�eom�etriques existant entre les mod�eles or-
thographique �a l'�echelle, paraperspectif et perspectif de cam�era. Nous introduisons une
fa�con simple de prendre en compte la contrainte d'orthogonalit�e associ�ee �a une matrice de
rotation. Nous analysons la sensibilit�e de la m�ethode par rapport aux erreurs d'�etalonnage
de la cam�era et nous d�e�nissons les conditions exp�erimentales optimales par rapport �a un
�etalonnage impr�ecis. Nous �etudions la convergence de la m�ethode sur la base de consi-
d�erations num�eriques et exp�erimentales et nous testons son e�cacit�e avec des donn�ees
synth�etiques et r�eelles.

Dans un second temps, nous �etendons les algorithmes de calcul de pose pr�ec�edents au
probl�eme de la reconstruction euclidienne avec un mod�ele perspectif de cam�era, �a partir
d'une s�equence d'images. La m�ethode propos�ee converge en quelques it�erations, est e�cace
du point de vue calculatoire, et ne sou�re pas de la nature non lin�eaire du probl�eme trait�e.
Comparativement �a des m�ethodes telles que la factorisation ou les invariants a�nes, notre
m�ethode r�esout le probl�eme de l'ambigu��t�e de signe d'une fa�con tr�es simple et fournit des
r�esultats bien plus pr�ecis. Nous d�ecrivons la nouvelle m�ethode en d�etail, et comparons la
complexit�e de la m�ethode propos�ee avec une m�ethode de minimisation non lin�eaire.

Nous pr�esentons ensuite une seconde approche du probl�eme de reconstruction eucli-
dienne en consid�erant un mod�ele a�ne de cam�era non �etalonn�ee mont�ee sur le bras d'un
robot. Nous montrons comment utiliser l'information euclidienne fournie par le d�epla-
cement du robot a�n d'obtenir une reconstruction euclidienne, et expliquons comment
obtenir l'�etalonnage du mod�ele a�ne de cam�era ainsi que l'�etalonnage cam�era-pince.

A�n de pouvoir utiliser en pratique ces algorithmes de reconstruction, nous pr�esen-
tons une m�ethode de poursuite de points caract�eristiques sur une s�equence monoculaire
d'images, puis sur une s�equence st�er�eoscopique. Nous proposons �egalement une m�ethode
pour obtenir une pr�ecision sous-pixellique des positions des points dans les images pour
un faible coût calculatoire.

Mots cl�es : vision par ordinateur, reconstruction tridimensionnelle (euclidienne et af-
�ne), calcul de pose, mise en correspondance, corr�elation, mod�ele perspectif de cam�era,
mod�ele a�ne de cam�era, mod�ele orthographique �a l'�echelle, mod�ele paraperspectif, �eta-
lonnage d'une cam�era.



Abstract

In this report, we propose a generic algorithm to compute objet pose and reconstruc-
tion, with a perspective camera model.

Given one image and a 3d model of the scene, object pose consists in recovering the
position and the orientation of the camera with respect to the camera. We successively
study the case of 2d to 3d point correspondences, and the case of line correspondences. The
method consists in iteratively improving the pose computed with an a�ne camera model
(weak perspective or paraperspective) to converge, at the limit, to the pose estimation
computed with a perspective camera model. We analyze mathematical and geometric
relationships between weak perspective, paraperspective and perspective camera models.
We introduce a simple way to take into account the orthogonality constraint associated
with the rotation matrix. We analyze the sensitivity to camera calibration errors and we
de�ne the optimal experimental setup with respect to imprecise camera calibration. We
study its convergence based on numerical and experimental considerations, and we test
its e�ciency with both synthetic and real data.

In a second time, we extend the previous object pose algorithms for Euclidean recon-
struction from a sequences of images, by using a perspective camera model. The proposed
method converges in a few iterations, is computationally e�cient, and does not su�er from
the non linear nature of the problem. With respect to factorization and/or a�ne-invariant
methods, this method solves for the sign (reversal) ambiguity in a very simple way and
provides much more accurate reconstruction results. We give a detailed account of the
method and compare its complexity with respect to a non linear minimization method.

Then, we present a second approach for recovering Euclidean reconstruction, with an
uncalibrated a�ne camera mounted onto a robot arm. We show how using Euclidean
information given by the robot motion. We also explain how obtaining camera calibration
and hand-eye calibration.

In order to use these algorithms for reconstruction from a practical point of view, we
present a method to do the tracking of characteristic points along a sequence of images.
Moreover, we also present a method to obtain a subpixel accuracy of the image point
coordinates for a low computation cost.

Keywords : computer vision, 3d reconstruction (Euclidean and a�ne), object pose,
tracking, correlation, perspective camera model, a�ne camera model, weak perspective
model, paraperspective model, camera calibration.
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Notations
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M , M0, M j , Sj , � j, 
 j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vecteurs (gras italique)

A, B, C, D, H, K, L, N, O, P, Pp, Ppf , Ppp,

Q, R, S, T, U, W, Yi, � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . matrices (gras)

a, aj, b, bj , c, cj , d, e, f , i, j, k, n s, tx, ty, tz, u, v, uc, vc,

x, y, x0, y0, xj, yj, xij , yij, X, Y , Z, Z0,

�, �u, �v, �, 
, ", �, �, �, �, ',  , �, � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . scalaires (italique)
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j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . points g�eom�etriques (italique)

l, li, dj , Dj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . droites g�eom�etriques (italique)
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Introduction

\Il y a diverses sortes de curiosit�e : l'une d'int�erêt, qui
nous porte �a d�esirer d'apprendre ce qui nous peut être
utile, et l'autre d'orgueil, qui vient du d�esir de savoir ce
que les autres ignorent."

La Rochefoucauld, Maximes, 1678.

La vision est un de nos sens les plus puissants. L'�il humain nous permet de perce-
voir et d'interagir avec l'environnement qui nous entoure, de recueillir des informations
tridimensionnelles d'une sc�ene, d'estimer des distances et des vitesses, et de reconnâ�tre
des objets ou des personnes. La vision par ordinateur combine l'utilisation de cam�eras
num�eriques et l'informatique et vise �a donner aux robots la capacit�e de percevoir l'espace
qui les entoure. Cependant, la mise en �uvre n'est pas simple car le fonctionnement de la
vision humaine reste mal connu.

La vision par ordinateur poss�ede un grand nombre d'applications. Elle nous permet
par exemple de pouvoir e�ectuer des op�erations �a distance dans des milieux hostiles (sites
nucl�eaire, espace...), en installant des cam�eras sur des robots. Ceux-ci doivent pouvoir
�evoluer avec une certaine autonomie, avec l'aide �eventuelle d'un op�erateur humain (t�el�e-
robotique, t�el�emanipulation). La cr�eation de robots ou de v�ehicules autonomes conduit �a
d�evelopper des strat�egies sur leur comportement, �a pouvoir d�etecter et �eviter des obstacles,
et �eventuellement �a l'estimation de la localisation de ces engins (dans le cas de l'�evolution
dans un site connu). Certaines applications n�ecessitent �egalement la commande de bras
manipulateurs par asservissement visuel (saisie d'objets).

Le probl�eme de la reconnaissance d'objets est �egalement un probl�eme d'actualit�e, pour
des applications robotiques, militaires ou civiles. Di��erentes solutions peuvent être utilis�ees
pour r�esoudre ce probl�eme : reprojection du mod�ele 3d suivant di��erentes orientations puis
identi�cation (reconnaissance 2d-3d), reconstruction de l'objet puis identi�cation 3d-3d,
ou recherche dans une base de donn�ees constitu�ee d'images (reconnaissance 2d-2d).

La reconstruction �a partir d'une s�equence d'images ou vid�eo est utilis�ee pour la cr�eation
automatique ou assist�ee de mod�eles tridimensionnels.

L'imagerie m�edicale est �egalement un domaine en plein essor, les domaines d'applica-
tion principaux �etant l'aide au diagnostic et l'assistance aux op�erations chirurgicales.

En�n, il existe d'autres applications de la vision bas�ees sur la synth�ese d'images : syn-
th�ese de nouveaux points de vue �a partir de vues existantes, cr�eation et navigation dans
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un monde virtuel, simulation de ph�enom�enes physiques, incrustation d'images (insertion
de panneaux publicitaires autour d'un stade pour une retransmission t�el�evis�ee). L'analyse
de s�equences vid�eo (d�ecoupage de �lms, vid�eo cliquable...) connâ�t �egalement un d�evelop-
pement important.

Suivant les applications �nales, les traitements sont e�ectu�es soit de mani�ere autonome,
soit de mani�ere assist�ee par l'homme.Dans le cadre de cette th�ese, nous nous int�eresserons
plus particuli�erement �a deux aspects de la vision par ordinateur :

{ au probl�eme du calcul de pose : il s'agit d'estimer, �a partir d'une image et d'un mod�ele
d'un objet, la position de la cam�era par rapport �a l'objet (ou de mani�ere �equivalente
la position de l'objet par rapport �a la cam�era). Les applications courantes du calcul
de pose sont la robotique (asservissement visuel a�n de saisir un objet avec la pince
d'un robot, navigation d'un robot mobile) et les domaines militaires (localisation
d'un engin a�erien ou terrestre, guidage d'un missile).

{ au probl�eme de la reconstruction �a partir d'une s�equence d'images : on s'int�eressera
plus particuli�erement �a la reconstruction euclidienne. Les application sont la robo-
tique (robotique mobile, asservissement visuel), reconnaissance d'un objet, construc-
tion d'un mod�ele 3d (mod�ele num�erique de terrain...), retrouver des distances, des
angles, et de mani�ere g�en�erale des informations 3d �a partir d'images 2d.

Nous nous int�eresserons �egalement �a un probl�eme plus bas niveau, la poursuite de
points sur une s�equence d'images, a�n de mettre des points en correspondance sur une
s�equence d'images en vue d'e�ectuer une reconstruction de la sc�ene.

Contributions

Les contributions de cette th�ese sont les suivantes.

{ Nous avons propos�e un algorithme de poursuite de points pour une s�equence
monoculaire d'images { �etape indispensable a�n d'e�ectuer une reconstruction 3d.
Nous avons montr�e comment �etendre la m�ethode pour une s�equence st�er�eoscopique,
et comment utiliser la g�eom�etrie �epipolaire pour acc�el�erer et valider les appariements.
Nous montrons �egalement comment obtenir une pr�ecision sous-pixellique pour un
faible coût calculatoire suppl�ementaire (chapitre 1).

{ Nous avons �etabli le lien existant entre les mod�eles paraperspectif et perspectif de
cam�era, et nous avons d�evelopp�e un algorithme g�en�erique permettant de r�esoudre
les deux probl�emes connexes que sont le calcul de pose et la reconstruction 3d.
L'algorithme se d�ecline en deux variantes, la premi�ere utilisant la relation existant
entre le mod�ele orthographique �a l'�echelle de cam�era et le mod�ele perspectif, la
seconde utilisant la relation entre le mod�ele paraperspectif et le mod�ele perspectif.

Ainsi, nous avons d�evelopp�e une m�ethode it�erative de calcul de pose �a partir de
correspondances de points. L'algorithme propos�e e�ectue un calcul de pose en
am�eliorant de mani�ere incr�ementale la pose obtenue avec un mod�ele de paraperspectif
de cam�era, pour converger, �a la �n, vers la solution obtenue avec un mod�ele perspectif
de cam�era (il s'agit d'une extension de la m�ethode propos�ee par Dementhon et Davis
[Dem 92b, Dem 93]). Nous avons �egalement �etudi�e le cas d'un mod�ele coplanaire qui
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conduit �a une r�esolution sp�eci�que du syst�eme d'�equations obtenu, et nous avons
introduit un moyen simple a�n de tenir compte de la contrainte d'orthogonalit�e de
la matrice de rotation 3� 3 repr�esentant l'orientation entre l'objet 3d et la cam�era
(chapitre 3).

{ Nous avons ensuite �etendu la m�ethode au probl�eme du calcul de pose �a partir de
correspondances de droites, en faisant le lien entre les mod�eles orthographique �a
l'�echelle et perspectif, puis paraperspectif et perspectif. Nous avons �egalement �etudi�e
le cas d'un mod�ele coplanaire, ainsi que les con�gurations valides et d�eg�en�er�ees pour
l'application de la m�ethode propos�ee (chapitre 4).

{ Nous nous sommes int�eress�es au probl�eme de la reconstruction euclidienne �a partir
d'une s�equence d'images. Nous avons �etendu les algorithmes it�eratifs de calcul de
pose au cas de la reconstruction euclidienne avec un mod�ele perspectif de

cam�era �etalonn�ee. La m�ethode peut être �egalement vue comme une extension
de la m�ethode de factorisation propos�ee par Tomasi et Kanade [Tom 91a, Tom 92].
L'avantage de la m�ethode propos�ee est d'utiliser les relations math�ematiques existant
entre les mod�eles a�nes de cam�era et le mod�ele perspectif. La m�ethode r�esout le
probl�eme de l'ambigu��t�e de signe (solution miroir) inh�erent aux mod�eles a�nes de
cam�era, et ne n�ecessite que des calculs alg�ebriques simples. Nous avons d�emontr�e que
la reconstruction obtenue est faiblement in
uenc�ee par l'�etalonnage de la cam�era, et
nous avons compar�e le coût de la m�ethode propos�ee par rapport �a une m�ethode de
minimisation non lin�eaire (chapitre 5).

{ Nous avons �egalement propos�e une m�ethode de reconstruction euclidienne avec

un mod�ele a�ne de cam�era non �etalonn�ee mont�ee sur le bras d'un ro-

bot, en utilisant l'information euclidienne fournie par le d�eplacement du robot. Les
mouvements e�ectu�es par le robot sont connus, mais la position de la cam�era par
rapport au robot est inconnue. Nous expliquons comment e�ectuer une reconstruc-
tion euclidienne, et nous avons montr�e comment obtenir l'�etalonnage de la cam�era
ainsi que l'�etalonnage cam�era-pince (chapitre 7).

{ En�n, cette th�ese a fait l'objet d'un transfert technologique avec la Soci�et�e

A�erospatiale. Les exp�erimentations ont �et�e e�ectu�ees non seulement sur des
donn�ees de laboratoire (contexte robotique), mais �egalement sur des images infra-
rouge fournies par la Soci�et�e. Les applications qui ont fait l'objet d'une collaboration
sont les suivantes : poursuite de points sur des vues a�eriennes, recalage d'un missile,
poursuite de cibles, reconstruction et reconnaissance de bâtiments. Le chapitre 8
pr�esente une partie de ces travaux.

Plan de la th�ese

Nous pr�esentons au chapitre 1 un algorithme de poursuite de points �a partir d'une
s�equence monoculaire d'images, puis nous l'�etendons pour des images st�er�eoscopiques. Le
probl�eme d'extraction et de mise en correspondances de points entre plusieurs image est
une op�eration de bas niveau indispensable pour pouvoir e�ectuer une reconstruction 3d
d'un objet que nous �etudierons au chapitre 5.



6 Introduction

Le chapitre 2 e�ectue le lien entre le mod�ele perspectif de cam�era et les mod�eles a�nes,
puis introduit un algorithme g�en�erique it�eratif permettant de r�esoudre �a la fois le probl�eme
le calcul de pose �a partir d'une seule image, et le probl�eme de reconstruction �a partir d'une
s�equence d'images, en utilisant un mod�ele perspectif de cam�era.

Le chapitre 3 traite du probl�eme du calcul de pose �a partir d'une image et d'un mo-
d�ele 3d de la sc�ene (objet), �a partir de correspondances de points.

Le chapitre 4 �etend l'algorithme de calcul de pose au cas de correspondances de droites.
Nous regarderons �egalement comment mixer les points et les droites.

Le chapitre 5 explique les di��erentes �etapes de la m�ethode it�erative a�n d'e�ectuer une
reconstruction euclidienne avec un mod�ele perspectif de cam�era �etalonn�ee (extension des
algorithmes it�eratifs de calcul de pose). Nous nous int�eresserons �egalement au probl�eme
des occultations dans les images, et nous analyserons de mani�ere th�eorique la complexit�e
de la m�ethode propos�ee par rapport �a une m�ethode de minimisation non lin�eaire.

Le chapitre 6 analyse la convergence des deux variantes de l'algorithme it�eratif propos�e,
et l'in
uence de l'�etalonnage de la cam�era.

Le chapitre 7 pr�esente une application de la reconstruction euclidienne dans le cas o�u
l'on consid�ere un mod�ele a�ne de cam�era non calibr�ee mont�ee sur le bras d'un robot.

Le chapitre 8 pr�esente quelques travaux e�ectu�es en collaboration avec la Soci�et�e A�e-
rospatiale.

En�n, nous r�esumerons les di��erents travaux et pr�esenterons quelques perspectives.



Chapitre 1

Poursuite de points

sur une s�equence d'images

\Les principes de la g�eom�etrie proviennent de l'apparence
g�en�erale des objets puisque toutes nos id�ees proviennent
de nos impressions. Ainsi la g�eom�etrie ne peut aspirer �a
l'enti�ere certitude, �a cause de l'impr�ecision qui caract�erise
le jugement des sens."

David Hume, Trait�e de la nature humaine, xviiie s.

Les op�erations de traitement d'images peuvent être class�ees en plusieurs cat�egories.
Les op�erations de bas niveau extraient des informations simples �a partir des images. Il
s'agit en g�en�eral d'extraction de primitives (points, contours courbes ou sous la forme de
segments de droites, r�egions...). Les op�erations de plus haut niveau e�ectuent des op�era-
tions plus �elabor�ees comme la reconstruction 3d, la reconnaissance d'objet, l'indexation,
l'asservissement visuel, etc. Dans le cadre de ce rapport, nous nous int�eressons au pro-
bl�eme de la reconstruction 3d �a partir d'une s�equence d'images. Il nous faut donc dans
un premier temps extraire des primitives dans les images, et être capable de les mettre en
correspondance d'une image �a l'autre. Le probl�eme d'extraction et de mise en correspon-
dance n'est pas le sujet principal de cette th�ese, mais c'est cependant une �etape n�ecessaire
et trop souvent suppos�ee r�esolue pour le probl�eme de reconstruction. Dans ce chapitre,
nous proposons une m�ethode pour e�ectuer la poursuite 1 de points caract�eristiques dans
une s�equence d'images. Nous montrerons �egalement comment obtenir une pr�ecision sous-
pixellique des positions des points dans les images. Nous nous int�eressons d'abord au cas

1. En anglais : tracking.
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d'une s�equence d'images monoculaires. Nous �etendons ensuite la m�ethode au cas d'une
s�equence d'images st�er�eoscopiques.

Plan du chapitre

Le paragraphe 1.1 pr�esente un �etat de l'art sur les d�etecteurs de points d'int�erêt
(sous-paragraphe 1.1.1), sur le probl�eme d'appariement entre deux images (sous-paragra-
phe 1.1.2), et sur le probl�eme de poursuite de points dans une s�equence d'images (sous-
paragraphe 1.1.3). Nous nous int�eresserons ensuite �a la poursuite de points caract�eristiques
sur d'une s�equence monoculaire d'images (paragraphe 1.2.1). Nous proposerons �egalement
une m�ethode permettant d'obtenir une pr�ecision sous-pixellique pour les positions des
points poursuivis dans les images (paragraphe 1.2.1.2). En�n, le paragraphe 1.2.2 �etend la
m�ethode de poursuite de points sur une s�equence d'images st�er�eoscopiques.

1.1 �Etat de l'art

1.1.1 D�etecteurs de points d'int�erêts

Les d�etecteurs de points d'int�erêts peuvent être class�es en trois cat�egories :

{ Les approches bas�ees sur les contours e�ectuent d'abord une extraction des
contours. Ensuite, plusieurs solutions sont possibles pour extraire les points d'int�erêt :
Asada et Brady [Asa 86] calculent les changements de courbure, ces changements
�etant class�es en plusieurs cat�egories li�es �a la nature du point image correspondant
(coin...) ; M�edioni et Yasumoto [Med 87] e�ectuent une approximation des contours
par des B-splines, puis recherchent les extrema de courbure ; Horaud et al. [Hor 90]
e�ectuent une approximation polygonale, les points d'int�erêt �etant donn�es par les
points d'intersection et d'in
exion des segments calcul�es.

{ La seconde cat�egorie concerne les approches bas�ees sur le signal, et conduisent en
g�en�eral �a des calculs de d�eriv�ees dans l'image. De nombreux travaux ont �et�e e�ectu�es
suivant cette voie. Beaudet [Bea 78] a propos�e un op�erateur bas�e sur les d�eriv�ees
secondes du signal pour d�etecter les points d'int�erêt. Les approches de Kitchen et
Rosen�eld [Kit 82] et Dreschler et Nagel [Dre 82] sont bas�ees sur la courbure de
courbes planes. Harris et Stephens [Har 88] utilisent une matrice li�ee �a la fonction
d'autocorr�elation qui prend en compte les valeurs des d�eriv�ees premi�eres du signal
sur une fenêtre. Cottier [Cot 94] a am�elior�e la localisation des points d�etect�es par
le d�etecteur de Harris, en appliquant le d�etecteur de Harris uniquement sur les
contours de l'image, et en utilisant successivement deux tailles de support di��erentes.
Schmid [Sch 96a] a �egalement propos�e une am�elioration du d�etecteur de Harris, en
am�eliorant la robustesse du calcul des d�eriv�ees. F�orstner [F�87] a utilis�e une fonction
d'autocorr�elation conjointement avec une m�ethode statistique. Heitger et al. [Hei 92]
ont utilis�e des �ltres de Gabor.

{ En�n, la troisi�eme classe d'approches concerne les approches bas�ees sur un mo-

d�ele th�eorique du signal, le but �etant d'obtenir une pr�ecision sous-pixellique
de la localisation des points dans l'image. Ces m�ethodes ne sont utilisables que
pour des types bien d�e�nis de points d'int�erêt : jonctions de plusieurs lignes (Rohr
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[Roh 92], Deriche et Blaska [Der 93a]), coins (Deriche et Giraudon [Der 90b], Brand
et Mohr [Bra 94]), points elliptiques (Noble [Nob 88]).

Schmid [Sch 96a] a compar�e plusieurs de ces approches en mesurant le contenu infor-
matif des points extraits, ainsi que la r�ep�etabilit�e de la localisation des points. Le choix
d'utilisation de l'un de ces extracteurs de points d'int�erêt d�ependra des propri�et�es recher-
ch�ees : pr�ecision de localisation des points, invariance aux rotations ou aux changements
d'�echelle, temps de calcul, type d'image (objet poly�edrique ou courbe).

1.1.2 Appariement

De mani�ere g�en�erale, une seule image ne fournit que peu d'informations sur la sc�ene
si l'on ne poss�ede aucune information �a priori sur celle-ci. A�n de pouvoir e�ectuer une
reconstruction tridimensionnelle d'un objet, il est n�ecessaire de consid�erer plusieurs images
de la même sc�ene, sous des points de vue di��erents. Ceci nous conduit �a mettre en corres-
pondance les primitives communes entre les images.

Le probl�eme de la mise en correspondance entre deux images consiste �a trouver, pour
chaque primitive d'une image, la primitive correspondante dans l'autre image. Nous nous
int�eresserons ici au cas des correspondances de points. Ces appariements sont e�ectu�es
apr�es calcul d'une mesure de ressemblance. De nombreuses mesures ont �et�e propos�ees.

Mesures de corr�elation standard. Les mesures de corr�elation sont les mesures les plus
utilis�ees pour e�ectuer des appariements de points entre images. Ces mesures sont
bas�ees sur les di��erences d'intensit�e lumineuse entre deux sous-fenêtres de taille
(2n+ 1)� (2n+ 1) pixels dans chacune des deux images. Quelques mesures de cor-
r�elation usuelles sont rappel�ees dans le tableau 1.1. Aschwanden [Asc 92] a �etudi�e et
compar�e 19 mesures de corr�elation. Ses r�esultats ont montr�e que la mesure de cor-
r�elation sad donne de tr�es bons r�esultats, sauf pour les changements de luminosit�e.
Blanc [Bla 98] a �egalement travaill�e sur le probl�eme d'appariement, et il conseille de
faire une correction globale sur une des deux images en cas de changement de lumi-
nosit�e importante entre les deux images. Les fenêtres de taille 5 � 5 et 7 � 7 pixels
sont g�en�eralement de bonnes valeurs �a adopter ; un masque plus grand aboutit �a
des r�esultats similaires, mais respecte moins bien l'hypoth�ese d'un mouvement de
translation (la taille �a utiliser d�epend cependant du contenu informatif de l'image).
Zhang [Zha 94c, Zha 95c] a �egalement travaill�e sur le probl�eme d'appariement entre
deux images st�er�eoscopiques �a partir de corr�elations. Il a propos�e une m�ethode de
mise en correspondance robuste bas�ee sur l'estimation de la matrice fondamentale
et sur des contraintes g�eom�etriques locales autour des points en correspondance.

Mesures de corr�elation robustes. D'autres mesures, robustes au probl�eme d'occul-
tation, ont �et�e propos�ees. Zahib [Zab 94] a d�e�ni la transformation rank. Celle-ci
transforme chaque pixel en une valeur indiquant le nombre de pixels voisins (parmi
les 8) qui lui sont inf�erieurs. Ensuite, la mesure sad est utilis�ee pour calculer la
ressemblance entre les deux images. Il a �egalement d�ecrit une variante, la transfor-
mation census qui transforme chaque pixel en une châ�ne de 8 bits indiquant quels
sont les pixels voisins qui lui sont inf�erieurs. La mesure de distance utilis�ee entre
les images transform�ees est une distance de Hamming. Bhat [Bha 96] a propos�e une
autre transformation consistant �a transformer chaque pixel en une suite de 9 chi�res
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Mesure Expression
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Tab. 1.1: Quelques mesures de corr�elation usuelles : sad et ssd sont bas�ees sur les di��e-
rences de niveaux de gris, zsad et zssd sont les mesures centr�ees correspondantes, ncc
est une mesure normalis�ee, et zncc est une mesure normalis�ee et centr�ee.

(allant de 1 �a 9) correspondant �a la num�erotation des 9 pixels du voisinage 3�3 dans
l'ordre croissant de leur intensit�e. Lan [Lan 97] utilise une m�ethode faisant appel aux
statistiques robustes pour d�etecter les occultations. Le principe consiste �a utiliser la
mesure de corr�elation zssd, mais seulement sur les pixels de la fenêtre qui ne sont pas
occult�es. Pour d�eterminer les pixels occult�es, il suppose que les pixels des fenêtres en
correspondance subissent une translation d'intensit�e qu'il calcule de mani�ere robuste
(statistiques), puis estime ensuite la distribution de l'erreur. Il peut alors d�eterminer
les pixels occult�es, puis e�ectuer une corr�elation sur la partie non occult�ee. En�n,
Blanc [Bla 98] a propos�e une am�elioration de cette m�ethode en tenant compte de la
compacit�e des pixels occult�es : ceux-ci doivent se trouver dans un même voisinage.

Mesures de corr�elation sous-pixellique. Ces mesures calculent l'intensit�e du signal
sur des coordonn�ees non enti�eres dans l'image. Pour ce faire, les m�ethodes existantes
e�ectuent une interpolation des intensit�es des pixels entiers les plus proches. Brand
[Bra 95] et Gruen [Gru 85] supposent que deux masques en correspondance sont
d�eform�es par une transformation a�ne. Lan [Lan 97] suppose que le mouvement de
la cam�era est une translation. En�n, Blanc [Bla 98] sous-�echantillonne les pixels pour
calculer l'intensit�e lumineuse sur des pixels non entiers, puis e�ectue une corr�elation.
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Mesures bas�ees sur les invariants. Les mesures de corr�elation pr�ec�edentes ne s'ap-
pliquent pas en cas de rotation importante ou de changement d'�echelle. Schmid
[Sch 96a] a propos�e 9 invariants aux rotations d�e�nis �a partir des d�eriv�ees du signal-
image. La mise en correspondance est ensuite e�ectu�ee �a l'aide d'une mesure de
ressemblance d�e�nie par une distance de Mahalanobis.

1.1.3 Poursuite de points

Le probl�eme de la poursuite de points { ou tracking en anglais { suppose que les images
sont prises �a fr�equence �elev�ee, et que le d�eplacement dans l'image est faible et conserve
une certaine coh�erence locale.

Tomasi et Kanade [Tom 91b] font l'hypoth�ese que le d�eplacement entre deux images
peut être mod�elis�e par une translation, plus du bruit. Le probl�eme consiste �a minimiser
une erreur r�esiduelle.

Les m�ethodes bas�ees sur l'estimation du 
ot optique permettent d'estimer le d�eplace-
ment d'un ensemble de points entre deux images proches et d'assurer une certaine coh�e-
rence locale sur le d�eplacement des points voisins. Le calcul est g�en�eralement e�ectu�e en
deux �etapes : (i) appariement entre les deux images (le plus souvent par corr�elation), et
(ii) r�egularisation ou lissage des mouvements des points. De nombreux auteurs s'int�eressent
�a ce probl�eme parmi lesquels Nagel [Nag 83, Nag 87], Barron et al. [Bar 94] (classi�cation
et comparaison de di��erentes approches), Anandan [Ana 89] (approche hi�erarchique), Sze-
liski et Shum [Sze 95b] (mod�elisation du 
ot optique par des splines).

D'autres approches sont bas�ees sur la poursuite d'un objet dont le mod�ele 3d est
connu. L'objet est mod�elis�e par un ensemble de points ou de segments de droites [Dau 95,
Der 90a, Zha 94b, Har 92a]. L'utilisation d'un �ltre de Kalman permet de stabiliser le
processus de poursuite et de pr�edire la position des primitives dans les images suivantes.

Uenohara et Kanade [Uen 96] se sont int�eress�es �a la v�eri�cation de la poursuite en
utilisant des invariants d�e�nis �a partir de 5 points coplanaires et des moments a�nes.

1.2 Poursuite de points sur une s�equence d'images

1.2.1 Cas d'une s�equence monoculaire d'images

1.2.1.1 Algorithme

Nous nous sommes plac�es dans un contexte o�u la fr�equence d'acquisition des images
est relativement �elev�e (le d�eplacement des objets dans l'image est faible entre deux images
cons�ecutives), et le calcul des correspondances doit être rapide. De plus, nous voulons un
outil g�en�eral sans faire d'hypoth�ese �a priori sur le type de mouvement de la cam�era, qui
est suppos�e inconnu. L'extraction de points caract�eristiques �etant p�enalisante en temps de
calcul, nous ne l'e�ectuons qu'�a la premi�ere image (ou sur un nombre r�eduit d'images), et
nous utilisons une m�ethode bas�ee sur la corr�elation pour pr�edire les points d'une image �a
l'autre. L'algorithme propos�e est le suivant.

1. Extraire des points dans la premi�ere image, en utilisant par exemple le d�etecteur de
Harris am�elior�e propos�e par Schmid [Sch 96a].

2. Pour chaque nouvelle image, faire une corr�elation entre les points de l'image pr�e-
c�edente et l'image courante a�n de pr�edire leur position dans la nouvelle image.
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Prendre une fenêtre de recherche r�eduite (g�en�eralement comprise entre 20 � 20 et
60 � 60 pixels suivant l'�echantillonage des images) a�n de restreindre le nombre de
mauvais appariements et de diminuer le temps de calcul. La mesure de corr�elation
utilis�ee est sad ou ssd avec une taille de masque comprise entre 5 � 5 et 11 � 11
pixels.

3. Faire une interpolation sur les scores de corr�elation avec les points voisins pour
avoir une position sous-pixellique de la localisation des points dans l'image (voir le
paragraphe suivant pour le principe de calcul).

4. Pour chaque point pr�edit dans la nouvelle image, faire une corr�elation crois�ee pour
valider les appariements. Il s'agit, �a partir des points pr�edits dans la nouvelle image,
de calculer leur position dans l'image pr�ec�edente par corr�elation et de v�eri�er que
l'on retrouve les points initiaux [Fua 91].

5. Si le nombre de points restants dans l'image est inf�erieur �a un certain seuil, refaire une
extraction de points. Pour ne pas avoir de points en double, ne conserver les nouveaux
points que s'ils sont su�samment �eloign�es (typiquement 5 pixels) des points d�ej�a
existants, a�n de tenir compte d'une d�erive �eventuelle de la position des points.

1.2.1.2 Pr�ecision sous-pixellique

Nous proposons dans ce paragraphe de calculer les positions sous-pixelliques des points
trouv�es par corr�elation dans la nouvelle image, en utilisant les scores de corr�elation des
points voisins.

Interpolation par deux paraboles

Pour tenir compte des scores de corr�elation des points voisins, nous pouvons successi-
vement consid�erer les scores obtenus avec les deux points voisins situ�es sur la même ligne
ou sur la même colonne de l'image. En supposant que la fonction de corr�elation est une
fonction continue, nous pouvons obtenir une pr�ecision sous-pixellique en interpolant les
scores de corr�elation calcul�es sur les positions enti�eres. Si l'on e�ectue une interpolation
sur trois points, il est naturel de choisir une fonction d�ependant de trois param�etres.

Nous faisons donc l'hypoth�ese que chaque point de la nouvelle image correspond �a un
extremum local pour la fonction de corr�elation (minimum pour sad et ssd), et que le score
de corr�elation peut être approch�e par deux paraboles, l'une suivant l'axe des abscisses de
l'image, et l'autre suivant l'axe des ordonn�ees (voir �gure 1.1) :

sx;0 = g(x) = ax2 + bx+ c
s0;y = h(y) = dy2 + ey + f

Nous calculons les coe�cients (a, b, c, d, e, f) �a partir des cinq mesures de corr�elation
entre le point de coordonn�ees p de la premi�ere image et le point q de la seconde image et
de ses quatre voisins. Nous consid�erons donc les 5 mesures de corr�elation correspondant
aux couples suivants : (p; q), (p; q+(�1; 0)), (p; q+(1; 0)), (p; q+(0;�1)), (p; q+(0; 1)).
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x xx� 1 x+ 1

s

score de
corr�elation

position sous-pixellique

Fig. 1.1: Interpolation du score de corr�elation par une parabole suivant chaque axe (suivant
l'axe x sur le sch�ema).

Nous obtenons ainsi le syst�eme suivant :8>>>>>><>>>>>>:

a� b+ c = s�1;0

c = s0;0
a+ b+ c = s1;0
d� e+ f = s0;�1

f = s0;0
d+ e+ f = s0;1

d'o�u l'on d�eduit les coe�cients a, b, d, e :8>><>>:
a = (s�1;0 � 2s0;0 + s1;0)=2
b = (s1;0 � s�1;0)=2
d = (s0;�1 � 2s0;0 + s0;1)=2
e = (s0;1 � s0;�1)=2

et l'extremum correspond au point :

q0 = q +

�
�
b

2a
;�

e

2d

�
Dans le cas o�u a = 0 ou d = 0, on ne fait pas d'ajustement dans la direction consid�er�ee,
et on prend respectivement xq0 = xq ou yq0 = yq. Comme la corr�elation entre les points p
et q donne un meilleur score que les deux voisins respectivement sur l'axe des abscisses
ou sur l'axe des ordonn�ees, cette m�ethode assure que l'ajustement du point est inf�erieur
�a 1 pixel dans chaque direction.

Interpolation par un parabolo��de

L'interpolation pr�ec�edente ne tient compte que du voisinage en 4-connexit�e de la se-
conde image, sans utiliser l'information donn�ee par les voisins diagonaux. Nous supposons
maintenant que le score de corr�elation d�ecrit un parabolo��de qui est une g�en�eralisation na-
turelle d'une parabole. On estime les coe�cients �a partir des valeurs de corr�elation entre
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Fig. 1.2: Interpolation du score de corr�elation par un parabolo��de.

p et q et ses 8 voisins (voir �gure 1.2) :

sx;y = ax2 + by2 + cxy + dx+ ey + f

Nous avons donc 9 �equations fournies par les valeurs de corr�elation, et 6 inconnues (a,
b, c, d, e, f) que l'on peut estimer au sens des moindres carr�es. Le syst�eme matriciel s'�ecrit
sous la forme :

Ax = b

o�u

A =

0BBBBBBBBBBBB@

1 1 1 �1 �1 1
1 0 0 �1 0 1
1 1 �1 �1 1 1
0 1 0 0 �1 1
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1
1 1 �1 1 �1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

1CCCCCCCCCCCCA
x =

0BBBBBB@

a
b
c
d
e
f

1CCCCCCA b =

0BBBBBBBBBBBB@

s�1;�1

s�1;0

s�1;1

s0;�1

s0;0
s0;1
s1;�1

s1;0
s1;1

1CCCCCCCCCCCCA
La solution de ce syst�eme est donn�ee par :

x = Ayb

o�u l'exposant y indique qu'il s'agit de la matrice pseudo-inverse, et :

Ay =
1

36

0BBBBBB@

6 6 6 �12 �12 �12 6 6 6
6 �12 6 6 �12 6 6 �12 6
9 0 �9 0 0 0 �9 0 9
�6 �6 �6 0 0 0 6 6 6
�6 0 6 �6 0 6 �6 0 6
�4 8 �4 8 20 8 �4 8 �4

1CCCCCCA
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L'extremum local est atteint en un point o�u les d�eriv�ees partielles par rapport �a x et y
s'annulent, on obtient ainsi :

q0 = q +
1

c2 � 4ab

�
2bd� ce; 2ae � cd

�
Le calcul est tr�es rapide car la matrice Ay peut être pr�ecalcul�ee, et les coe�cients a, b, c, d,
e et f sont obtenus par une simple multiplication matricielle. Contrairement �a la m�ethode
d'interpolation par deux paraboles, nous ne sommes plus assur�es d'avoir un ajustement
inf�erieur �a 1 pixel car la r�esolution est e�ectu�ee au sens des moindres carr�es (voir �gure 1.3).
Si l'ajustement est sup�erieur �a 1 pixel, ou si le d�enominateur s'annule, nous rejetons la
valeur trouv�ee, et nous pouvons soit prendre q0 = q, soit faire une interpolation par deux
paraboles (voir le paragraphe pr�ec�edent). Ce probl�eme arrive dans environ 5% des cas.

(a) (b)
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Fig. 1.3: Illustration de la m�ethode d'interpolation du score de corr�elation par un para-
bolo��de : les �gures (a) et (b) repr�esentent le comportement dans le cas g�en�eral, et les
�gures (c) et (d) repr�esentent deux cas d�eg�en�er�es o�u la courbe interpol�ee n'est pas un pa-
rabolo��de. Ces deux derniers cas conduisent en g�en�eral �a un ajustement sup�erieur �a un
pixel, et celui-ci est par cons�equent rejet�e.

1.2.1.3 R�esultats exp�erimentaux

Dans ce paragraphe, nous nous int�eressons �a deux types d'exp�erimentations.

{ Dans un premier temps, nous �etudions de mani�ere qualitative les m�ethodes de corr�e-
lation sous-pixellique par rapport �a une corr�elation pixellique, ainsi que par rapport
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�a deux autres m�ethodes de corr�elation sous-pixellique propos�ee respectivement par
Blanc [Bla 98] et Lan [Lan 97].

{ Ensuite, nous montrons des r�esultats obtenus en e�ectuant une poursuite de points
sur plusieurs s�equences d'images par la m�ethode propos�ee.

La �gure 1.4 repr�esente le couple d'images de synth�ese qui a �et�e utilis�e a�n d'analyser
les performances des di��erents algorithmes de corr�elation. Ces images repr�esentent trois
surfaces tridimensionnelles textur�ees. Le processus exp�erimental utilis�e est le suivant.

{ Nous avons d'abord e�ectu�e une extraction des points caract�eristiques dans les deux
images en utilisant le d�etecteur de Harris am�elior�e propos�e par Schmid [Sch 96a].

{ Nous avons ensuite e�ectu�e une mise en correspondance automatique entre les deux
images �a l'aide de corr�elations (il peut donc y avoir quelques mauvais appariements).

{ Sur les correspondances trouv�ees, nous n'avons conserv�e que celles correspondant �a
un minimum local pour le score de corr�elation, soit 606 points. Cette hypoth�ese doit
en e�et être v�eri��ee pour utiliser les m�ethodes d'interpolation d�ecrites pr�ec�edem-
ment. Notons par ailleurs que cette hypoth�ese est toujours v�eri��ee pour la m�ethode
de poursuite de points que nous avons propos�ee.

{ Nous avons ensuite utilis�e successivement chaque m�ethode de corr�elation sous-pixel-
lique pour r�eestimer de mani�ere plus pr�ecise les points de l'image de droite, les points
de l'image de gauche �etant �x�es.

{ En�n, pour chaque m�ethode de corr�elation sous-pixellique, nous avons calcul�e l'erreur
sur la localisation des points dans l'image de droite, entre la position th�eorique et
la position estim�ee par corr�elation. Pour connâ�tre la position th�eorique du point,
nous reconstruisons le point 3d �a partir de l'image de gauche en e�ectuant du ray-
tracing inverse, puis nous reprojetons le point 3d trouv�e dans l'image de droite.
Nous pouvons ainsi calculer l'erreur en x et y par rapport �a la position trouv�ee par
corr�elation.

Les �gures 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, et 1.9 repr�esentent les r�esultats obtenus pour chacune des
m�ethodes de corr�elation. Plus le pic est resserr�e et haut autour de z�ero, meilleure est la m�e-
thode. Nous pouvons en d�eduire que les m�ethodes de corr�elation sous-pixellique donnent
des r�esultats beaucoup plus pr�ecis qu'une corr�elation pixellique simple. La m�ethode it�e-
rative propos�ee par Blanc [Bla 98] est celle qui donne les meilleurs r�esultats (pr�ecision de
l'ordre du dixi�eme de pixel), mais c'est de loin la plus lente (temps de calcul sup�erieur
�a une minute sur une UltraSparc 1/170). La m�ethode d'interpolation par un parabolo��de
et la m�ethode de Lan [Lan 97] donnent des r�esultats l�eg�erement moins bons (pr�ecision de
l'ordre de 0,15 pixel), suivi par la m�ethode d'interpolation par deux paraboles (pr�ecision
de l'ordre de 0,25 pixel) (voir tableau 1.2).

Dans un second temps, nous avons test�e l'algorithme de poursuite de points sur plu-
sieurs s�equences d'images r�eelles. Les �gures 1.10, 1.11, 1.12, 1.13 et 1.14 repr�esentent,
pour chaque s�equence, la premi�ere image dans laquelle les points caract�eristiques ont �et�e
extraits par le d�etecteur de Harris, ainsi que plusieurs images interm�ediaires dans lesquelles
�gurent les trajectoires des points. Remarquons que c'est dans les premi�eres images que
l'on perd le plus de points, car le d�eplacement des points sur le devant ou le derri�ere de
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M�ethode Pr�ecision (en pixel)

pixellique 0,5

2 paraboles 0,25

parabolo��de 0,15

Blanc 0,10

Lan 0,15

Tab. 1.2: Ordre de grandeur des pr�ecisions des m�ethodes de corr�elation sous-pixellique.

Fig. 1.4: Couple d'images de synth�ese utilis�e pour comparer les mesures de corr�elation.
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Fig. 1.5: Erreur d'appariement dans l'image en pixels (en x �a gauche et en y �a droite) en
utilisant une corr�elation pixellique.
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Fig. 1.6: Erreur d'appariement dans l'image en pixels (en x �a gauche et en y �a droite) en
utilisant une corr�elation sous-pixellique (interpolation par deux paraboles).
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Fig. 1.7: Erreur d'appariement dans l'image en pixels (en x �a gauche et en y �a droite) en
utilisant une corr�elation sous-pixellique (interpolation par un parabolo��de).
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Fig. 1.8: Erreur d'appariement dans l'image en pixels (en x �a gauche et en y �a droite) en
utilisant une corr�elation sous-pixellique (m�ethode it�erative de Blanc).
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Fig. 1.9: Erreur d'appariement dans l'image en pixels (en x �a gauche et en y �a droite) en
utilisant une corr�elation sous-pixellique (m�ethode de Lan).

la sc�ene est souvent plus important que la taille de la fenêtre de recherche. Le taux de
trajectoires de points correctes sur les s�equences trait�ees est en g�en�eral sup�erieur �a 98%.

Pour une �etude plus exhaustive des di��erents param�etres du probl�eme d'appariement,
on pourra se r�eferrer �a la th�ese de Blanc [Bla 98] (mesures de corr�elation, taille du masque,
etc.).

1.2.2 Cas d'une tête st�er�eoscopique

1.2.2.1 Algorithme

Nous nous int�eressons maintenant au cas d'une tête st�er�eoscopique. L'algorithme sui-
vant est une extension de la m�ethode de poursuite de point pour une s�equence d'images
st�er�eoscopiques (voir �gure 1.15 pour illustration).

1. Faire une extraction des points caract�eristiques sur le premier couple d'images gauche-
droite, les mettre en correspondance, estimer la matrice fondamentale de mani�ere
robuste, puis rejeter les faux appariements [Zha 95c].

2. Estimer de mani�ere sous-pixellique la position des points de l'image de droite, les
points de gauche �etant �x�es (utiliser une des interpolations pr�ec�edentes).

3. Pour chaque nouveau couple d'images, faire une corr�elation entre les points de l'image
pr�ec�edente de gauche et l'image courante de gauche (suivant le même principe que
pour le cas d'une s�equence monoculaire). Pour chaque point pr�edit dans l'image de
gauche, estimer une pr�ecision sous-pixellique, puis e�ectuer une corr�elation crois�ee
pour valider les appariements.

4. Pour chaque point pr�edit dans la nouvelle image de gauche, estimer la ligne �epipolaire
correspondante dans l'image de droite, puis rechercher les points de l'image de droite
(par corr�elation �a partir de l'image de droite pr�ec�edente) sur une zone r�eduite autour
de la ligne �epipolaire.

5. �Eventuellement, r�eestimer la g�eom�etrie �epipolaire toutes les quelques images (typi-
quement 5 images).
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1.10: S�equence monoculaire 1 : (a) 92 points extraits, 1re image, (b) 80 points,
15e image, (c) 75 points, 30e image, (d) 58 points, 50e image.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1.11: S�equence monoculaire 2 : (a) 94 points extraits, 1re image, (b) 72 points,
15e image, (c) 55 points, 25e image, (d) 36 points, 35e image.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1.12: S�equence monoculaire 3 : (a) 96 points extraits, 1re image, (b) 63 points,
10e image, (c) 50 points, 20e image, (d) 35 points, 30e image.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1.13: S�equence monoculaire 4 : (a) 228 points extraits, 1re image, (b) 194 points,
20e image, (c) 161 points, 35e image, (d) 122 points, 50e image.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1.14: S�equence monoculaire 5 : (a) 230 points extraits, 1re image, (b) 174 points,
10e image, (c) 100 points, 20e image, (d) 88 points, 30e image.
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6. Si le nombre de points restant dans les images est inf�erieur �a un certain seuil, refaire
une extraction de points, ne conserver que les points su�samment �eloign�es des points
existants, puis faire une mise en correspondance sur les nouveaux points extraits.

i

i

i0

j j0

F

F

images gauches images droites

images n� 1

images n

Fig. 1.15: Principe de la poursuite de points pour des images st�er�eoscopiques (voir texte).

1.2.2.2 R�esultats exp�erimentaux

Les �gures 1.16 et 1.17 illustrent les r�esultats obtenus pour deux s�equences d'images
st�er�eoscopiques :

{ une s�equence de 18 paires d'images ;

{ une s�equence de 25 paires d'images.

L'utilisation de la contrainte �epipolaire permet d'�eliminer la plupart des mauvais apparie-
ments pr�edits dans l'image de gauche.

1.3 Conclusion

Nous avons pr�esent�e un algorithme permettant d'e�ectuer la poursuite de points ca-
ract�eristiques sur une s�equence d'images, sans faire d'hypoth�ese sur le type de mouvement,
et rapide en temps de calcul.

L'algorithme g�en�ere peu de mauvaises correspondances entre deux images successives :
la fenêtre de recherche est r�eduite, les mauvaises correspondances (rares) sont en g�en�eral
dues �a des motifs r�ep�etitifs dans l'image ou �a des occultations. L'utilisation d'une corr�ela-
tion inverse (v�eri�cation crois�ee) permet de valider les appariements et rejette de mani�ere
e�cace les mauvais appariements.

Les mesures de corr�elation utilis�ees, sad ou ssd, sont tr�es rapides par rapport aux
autres mesures de corr�elation (l'utilisation d'un tableau pr�ecalcul�e permet d'am�eliorer le
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Fig. 1.16: S�equence st�er�eoscopique 1 (corr�elation ssd, fenêtre de recherche �30 pixels) {
1re ligne : 176 points extraits et mis en correspondance, 1re paire d'images { 2e ligne : 98
points suivis, 10e paire d'images { 3e ligne : 72 points suivis, 18e paire d'images.
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Fig. 1.17: S�equence st�er�eoscopique 2 (corr�elation ssd, fenêtre de recherche �25 pixels) {
1re ligne : 260 points extraits et mis en correspondance, 1re paire d'images { 2e ligne : 197
points suivis, 13e paire d'images { 3e ligne : 145 points suivis, 25e paire d'images.
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temps de calcul de ssd, même si ce gain est minime). Le choix de ces mesures est justi��e
par le fait que le changement d'�eclairage est faible entre deux images cons�ecutives, les deux
images �etant proches l'une de l'autre.

L'obtention d'une pr�ecision sous-pixellique est peu coûteuse en temps de calcul (mul-
tiplication par une matrice pseudo-inverse pr�ecalcul�ee). Le fait d'avoir une pr�ecision sous-
pixellique permet d'�eviter d'avoir une d�eviation trop importante sur la localisation des
points lorsque le nombre d'images augmente.

La m�ethode a �et�e �etendue au cas d'une s�equence d'images st�er�eoscopiques. L'utilisation
de la g�eom�etrie �epipolaire permet d'acc�el�erer la mise en correspondance et d'�eliminer la
plupart des faux appariements.



Chapitre 2

Cam�era : le lien entre les mod�eles

perspectif et a�nes

\La g�eom�etrie est la seule des ((sciences humaines)) �a pro-
duire des d�emonstrations infaillibles fond�ees sur des d�e-
�nitions nominales."

Blaise Pascal, �uvres compl�etes, 1963.

2.1 Mod�eles de cam�era

2.1.1 Mod�ele perspectif de cam�era

Consid�erons un mod�ele perspectif de cam�era (voir �gure 2.1). Soient (i, j, k) l'orien-
tation et t = t( tx ty tz ) la translation de la cam�era par rapport �a l'objet. Ainsi, la
matrice :

T =

0BB@
ti tx
tj ty
tk tz
t0 1

1CCA =

�
R t
t0 1

�
4�4

repr�esente la matrice de passage du rep�ere objet au rep�ere cam�era.

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que les param�etres intrins�eques de
la cam�era sont connus. Pour un point mj appartenant �a l'image, consid�erons les �equa-
tions math�ematiques liant les coordonn�ees cam�era (xj , yj) et les coordonn�ees image en
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Fig. 2.1: Cette �gure repr�esente la mod�elisation g�eom�etrique d'une cam�era. Un point de
l'objet M0 (�eventuellement point virtuel) est choisi comme �etant l'origine du rep�ere objet.
Le probl�eme consiste �a calculer l'orientation i, j, k et la position de la cam�era par rapport
au rep�ere de l'objet.

pixels (uj , vj) :

xj =
uj � uc
�u

(2.1)

yj =
vj � vc
�v

(2.2)

Dans ces �equations, �u et �v sont les facteurs d'�echelle vertical et horizontal, et uc et vc
sont les coordonn�ees du centre de l'image. Nous montrerons par la suite que la qualit�e de
la pose ou de la reconstruction obtenues par la m�ethode propos�ee ne d�epend fortement
que du rapport �u=�v , et qu'elle est tr�es peu sensible aux erreurs sur uc et vc.

Consid�erons maintenant un point Mj appartenant de l'espace, et ayant pour coordon-
n�ees euclidiennes Xj , Yj et Zj dans un rep�ere li�e �a l'objet. Le point Mj se projette sur
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l'image en un point mj de coordonn�ees normalis�ees xj et yj, et v�eri�e :

0@ sxj
syj
s

1A =

0@ 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

1A� R t
t
0 1

�0BB@
Xj

Yj
Zj
1

1CCA (2.3)

=
�
R t

�0BB@
Xj

Yj
Zj
1

1CCA (2.4)

Ainsi la matrice de projection s'�ecrit, pour un mod�ele perspectif de cam�era �etalonn�ee :

Pp =
�
R t

�
3�4

Introduisons les notations suivantes :

{ I =
i

tz
, J =

j

tz
,K =

k

tz
sont respectivement la premi�ere, seconde et troisi�eme lignes

de la matrice de rotation �a un facteur d'�echelle pr�es qui est la composante en z de
la translation ;

{ x0 =
tx
tz

et y0 =
ty
tz

sont les coordonn�ees cam�era de m0, projection du point M0 {

origine du rep�ere de l'objet.

La matrice de projection �etant d�e�nie �a un facteur d'�echelle pr�es, nous pouvons �ecrire :

Pp =

0@ tI x0
tJ y0
tK 1

1A
Exprimons maintenant les �equations liant un point 3d de l'objet et sa projection dans

l'image (M j est le vecteur allant du point M0 au point Mj) :

�
smj

s

�
=

0@ tI x0
tJ y0
tK 1

1A� M j

1

�

=

0@ I �M j + x0
J �M j + y0
K �M j + 1

1A
Nous en d�eduisons :

xj =
I �M j + x0

1 + "j
(2.5)

yj =
J �M j + y0

1 + "j
(2.6)

o�u

"j = K �M j =
k �M j

tz
(2.7)
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Nous pouvons �egalement �ecrire ces �equations sous la même forme que Dementhon et Davis
[Dem 92b, Dem 95] :

xj(1 + "j)� x0 = I �M j (2.8)

yj(1 + "j)� y0 = J �M j (2.9)

Si l'objet est loin de la cam�era, alors les "j sont petits par rapport �a 1. Nous pouvons
donc introduire deux approximations des �equations perspectives : les mod�eles perspectif
faible et paraperspectif.

2.1.2 Mod�ele perspectif faible ou orthographique �a l'�echelle de cam�era

Le mod�ele perspectif faible 1 suppose que les points de l'objet appartiennent �a un plan
parall�ele au plan image et passant par l'origine du rep�ere M0. Cela revient �a e�ectuer une
approximation �a l'ordre 0 :

8j 2 f1; : : : ; ng;
1

1 + "j
� 1

Avec cette approximation, les �equations (2.5) et (2.6) deviennent :

xpfj � x0 = I �M j (2.10)

ypfj � y0 = J �M j (2.11)

Dans ces �equations, xpfj et ypfj sont les coordonn�ees normalis�ees de la projection du
point mj selon un mod�ele perspectif faible. Par identi�cation avec les �equations (2.8)
et (2.9), nous pouvons faire le lien entre les projections perspective et orthographique �a
l'�echelle du point Mj :

xpfj = xj(1 + "j) (2.12)

ypfj = yj(1 + "j) (2.13)

Ces �equations nous permettent de calculer l'erreur faite par l'approximation perspec-
tive faible par rapport �a la projection perspective. Ainsi,

�xpf = jxpfj � xjj = jxj"j j (2.14)

�ypf = jypfj � yjj = jyj"jj (2.15)

Ainsi, la qualit�e de l'approximation d�epend �a la fois de la valeur de "j et de la position
du point dans l'image. Consid�erons par exemple une image de taille 512 � 512, et les
param�etres intrins�eques suivants : �u = �v = 1000, et uc = vc = 256. Par suite, en
utilisant les �equations (2.1) et (2.2), nous avons :

0 � jxj j ; jyjj � 0; 25

La borne inf�erieure correspond au point d'intersection de l'axe optique avec le plan
image (xj = yj = 0), et la borne sup�erieure correspond aux bords de l'image :

xj =
uj � uc
�u

=
512 � 256

1000
= 0; 25

1. On dira indi��eremment perspectif faible ou orthographique �a l'�echelle.
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En conclusion, lorsque le rapport distance objet-cam�era/taille de l'objet est petit, c'est-
�a-dire pour des grandes valeurs de "j , le mod�ele perspectif reste valide �a condition que
l'objet reste au voisinage de l'axe optique.

2.1.3 Mod�ele paraperspectif de cam�era

Le mod�ele paraperspectif peut être vu comme une approximation �a l'ordre 1 du mod�ele
perspectif. Avec l'approximation :

8j 2 f1; : : : ; ng;
1

1 + "j
� 1� "j

on peut exprimer la projection paraperspective du point Mj :

xppj = (I �M j + x0)(1� "j)

= (I �M j + x0)(1�K �M j)

= I �M j + x0 � x0 K �M j

= (I � x0 K) �M j + x0

o�u le terme en 1=t2z a �et�e n�eglig�e. On peut faire de même pour yppj .
Finalement, les �equations paraperspectives sont les suivantes :

xppj � x0 = Ip �M j (2.16)

yppj � y0 = Jp �M j (2.17)

o�u l'on a pos�e :

Ip = I � x0 K =
i� x0 k

tz
(2.18)

Jp = J � y0 K =
j � y0 k

tz
(2.19)

Comme pr�ec�edemment, en identi�ant les �equations (2.16) et (2.17) avec les �equa-
tions (2.8) et (2.9), on obtient la relation entre les projections paraperspective et pers-
pective du point Mj :

xppj = xj(1 + "j)� x0"j (2.20)

yppj = yj(1 + "j)� y0"j (2.21)

Comme dans le paragraphe pr�ec�edent, on peut facilement calculer l'erreur entre les
projections paraperspective et perspective :

�xpp = jxppj � xjj = j(xj � x0)"j j (2.22)

�ypp = jyppj � yjj = j(yj � y0)"j j (2.23)

Lorsqu'un point Mj de l'objet est �eloign�e de l'axe optique, le mod�ele perspectif faible
est une mauvaise approximation. Cependant, l'utilisation du mod�ele paraperspectif et un
choix judicieux de l'origine { c'est-�a-dire M0 { permettent de rendre l'erreur petite. Dans
ce cas, le mod�ele paraperspectif est une bonne approximation du mod�ele perspectif, même
si les "j sont grands.
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de projection

Fig. 2.2: Cette �gure montre le principe de projection d'un mod�ele paraperspectif de ca-
m�era. Nous consid�erons le plan passant par M0 et parall�ele au plan image. Un point 3dMj

se projette d'abord dans ce plan suivant la direction CM0, et se projette ensuite dans
l'image suivant une droite passant par C. Remarquons que les deux vecteurs Ip et Jp sont
perpendiculaires �a la direction de projection CM0 (seul Ip est repr�esent�e sur la �gure).

2.2 D'un mod�ele a�ne de cam�era au mod�ele perspectif

2.2.1 Du mod�ele orthographique �a l'�echelle au mod�ele perspectif

A�n de r�esoudre le probl�eme du calcul de pose 2, Dementhon et Davis [Dem 93, Dem 95]
ont remarqu�e que les �equations (2.10) et (2.11) sont similaires aux �equations (2.8) et (2.9)
lorsque les "j sont �egaux �a 0. Ils en d�eduisent :

{ lorsque les "j sont �x�es (pas n�ecessairement nuls), les �equations de pose (2.8) et (2.9)
deviennent lin�eaires en I et J . Une solution peut être obtenue si l'on a au moins
4 points de l'objet non coplanaires (voir paragraphe 3.2) ;

{ il est possible de r�esoudre les �equations (2.8) et (2.9) de mani�ere it�erative par ap-
proximations lin�eaires successives.

Dans ce cas, l'algorithme propos�e dans [Dem 93, Dem 95] e�ectue une initialisation avec
la pose calcul�ee avec un mod�ele orthographique �a l'�echelle. Cette pose approximative est
ensuite am�elior�ee de la mani�ere suivante.

1. Pour tout j, j 2 f1; : : : ; ng, n � 3, initialiser "j = 0.

2. R�esoudre le syst�eme lin�eaire surcontraint form�e par les �equations (2.8) et (2.9). La
solution fournit une estimation des vecteurs I et J (paragraphe 3.2).

2. Le calcul de pose consiste �a d�eterminer la position et l'orientation d'une cam�era par rapport �a un
objet, �a partir d'une seule image et d'un mod�ele 3d de l'objet (cf. chapitre 3).
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3. Calculer la position et l'orientation de la cam�era par rapport �a l'objet :

tz =
1

2

�
1

kIk
+

1

kJk

�
i =

I

kIk

tx = x0tz j =
J

kJk

ty = y0tz k = i ^ j

4. Pour tout j, calculer :

"j =
k �M j

tz

Si les "j calcul�es �a cette it�eration sont �egaux �a ceux de l'it�eration pr�ec�edente, alors
arrêter l'algorithme, sinon retourner �a l'�etape 2.

Le comportement de l'algorithme it�eratif est illustr�e sur la �gure 2.3. �A la premi�ere
it�eration, l'algorithme consid�ere les vraies projections perspectives des pointsMj, et tente
d'e�ectuer un calcul de pose en supposant que les points image ont �et�e projet�es suivant un
mod�ele orthographique �a l'�echelle de cam�era (un raisonnement semblable peut être suivi
pour un mod�ele paraperspectif). �A la seconde it�eration, l'algorithme consid�ere les posi-
tions modi��ees des points image (en tenant compte des valeurs estim�ees pour les "j). �A la
derni�ere it�eration, les positions des points image ont �et�e modi��ees de sorte qu'elles cor-
respondent �a des projections suivant un mod�ele orthographique �a l'�echelle. Les positions
relatives des projections perspectives et orthographiques �a l'�echelle v�eri�ent les relations
th�eoriques donn�ees par les �equations (2.12) et (2.13). Remarquons que la projection pers-
pective du point M0 est identique �a la projection obtenue avec un mod�ele orthographique
�a l'�echelle (ou paraperspectif), donc la projection de ce point n'est pas modi��ee.

Les �equations (2.8) et (2.9) peuvent être interpr�et�ees de deux mani�eres di��erentes :

{ on peut consid�erer xj et yj comme �etant la projection perspective du point Mj ;

{ on peut consid�erer xj(1+"j) et yj(1+"j) comme �etant la projection orthographique
�a l'�echelle de Mj .

2.2.2 Du mod�ele paraperspectif au mod�ele perspectif

Dans ce paragraphe, nous �etendons l'algorithme pr�ec�edent pour un mod�ele parapers-
pectif de cam�era. Consid�erons de nouveau les �equations (2.8) et (2.9) :

xj(1 + "j)� x0 = I �M j

yj(1 + "j)� y0 = J �M j

et rempla�cons I et J par les expressions donn�ees par les �equations (2.18) et (2.19) :

I = Ip + x0 Kj

J = Jp + y0 Kj

"j = K �M j
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Fig. 2.3: Le principe de la m�ethode consiste �a modi�er les coordonn�ees des points image
correspondant �a une projection perspective en des points correspondant �a une projection
perspective faible (ici sur la �gure) ou paraperspective.

Nous obtenons :

(xj � x0)(1 + "j) = Ip �M j (2.24)

(yj � y0)(1 + "j) = Jp �M j (2.25)

Remarquons que lorsque les "j sont nuls, les �equations perspectives ci-dessus, (2.24)
et (2.25), deviennent identiques aux �equations du mod�ele paraperspectif, (2.16) et (2.17).
Les �equations (2.24) et (2.25) peuvent être interpr�et�ees de deux mani�eres di��erentes :

{ on peut consid�erer xj et yj comme �etant la projection perspective du point Mj ;

{ on peut consid�erer xj(1 + "j)� x0i"j et yj(1 + "j)� y0i"j comme �etant la projection
paraperspective de Mj .

Comme dans le cas du mod�ele orthographique �a l'�echelle, nous avons une m�ethode
lin�eaire pour calculer la pose avec un mod�ele paraperspectif, et une m�ethode it�erative
pour calculer la pose avec un mod�ele perspectif par approximations successives par un
mod�ele paraperspectif.

1. Pour tout j, j 2 f1; : : : ; ng, n � 3, initialiser "j = 0.

2. R�esoudre le syst�eme lin�eaire surcontraint form�e par les �equations (2.24) et (2.25).
La solution fournit une estimation des vecteurs Ip et Jp (paragraphe 3.2).

3. Calculer la position (tx, ty, et tz) et l'orientation (i, j, et k) de la cam�era par rapport
�a l'objet.

4. Pour tout j, r�eestimer les "j. Si les "j calcul�es �a cette it�eration sont �egaux �a ceux de
l'it�eration pr�ec�edente, alors arrêter l'algorithme, sinon retourner �a l'�etape 2.



2.2 D'un mod�ele a�ne de cam�era au mod�ele perspectif 37

Regardons plus en d�etails comment calculer la position tx, ty, tz, et l'orientation i, j
et k �a partir de Ip et Jp.

D�eterminons d'abord la position de la cam�era. Nous remarquons que :

kIpk
2 =

(i� x0 k) � (i� x0 k)

t2z

=
1 + x20
t2z

et

kJpk
2 =

1 + y20
t2z

Nous obtenons ainsi :

tz =
1

2

 p
1 + x20
kIpk

+

p
1 + y20
kJpk

!
(2.26)

et

tx = x0tz

ty = y0tz

Dans un second temps, nous calculons les vecteurs i, j et k de la fa�con suivante. En
th�eorie, les trois vecteurs sont deux �a deux orthogonaux, mais en pratique, les calculs
ne garantissent pas qu'ils le soient r�eellement. La m�ethode propos�ee n'assure pas que i
et j soient orthogonaux, mais assure que le troisi�eme vecteur k est orthogonal aux deux
premiers. Les �equations (2.18) et (2.19) s'�ecrivent :

i = tz Ip + x0 k (2.27)

j = tz Jp + y0 k (2.28)

Le troisi�eme vecteur, k, est le produit vectoriel des deux premiers :

k = i ^ j

= t2z Ip ^ Jp + tzy0 Ip ^ k � tzx0 Jp ^ k

Soit [u]� la matrice antisym�etrique associ�ee au vecteur u de taille 3. Si u = t( ux uy uz ),
alors :

[u]� =

0@ 0 �uz uy
uz 0 �ux
�uy ux 0

1A
et le produit vectoriel u ^ v peut s'�ecrire [u]�v. Posons �egalement I3 la matrice identit�e
de taille 3� 3. L'�equation pr�ec�edente s'�ecrit donc :

(I3 � tzy0 [Ip]� + tzx0 [Jp]�)| {z }
B

k = t2z Ip ^ Jp (2.29)
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Cette �equation nous permet de calculer le vecteur k �a condition que le syst�eme lin�eaire
pr�ec�edent soit de rang plein. En e�et, nous pouvons remarquer que la matrice B est de la
forme :

B =

0@ 1 c �b
�c 1 a
b �a 1

1A
Son d�eterminant est strictement positif :

det(B) = 1 + a2 + b2 + c2

Par cons�equent, la matrice B est de rang 3 et le vecteur k peut être calcul�e �a partir
de l'�equation (2.29). Les vecteurs i et j peuvent ensuite être estim�es �a partir des �equa-
tions (2.27) et (2.28). Il est donc toujours possible de calculer la pose, c'est-�a-dire i, j, k,
tx, ty, tz, et d'estimer les "j pour chaque image et pour chaque point (�equation (2.7)). Il
est alors facile de calculer les "j .

2.3 Une approche uni��ee pour les probl�emes de calcul de

pose et reconstruction

Le probl�eme du calcul de pose et le probl�eme de reconstruction font intervenir les
mêmes �equations (2.8) et (2.25), sous deux hypoth�eses di��erentes :

{ le calcul de pose est e�ectu�e �a partir d'une seule image, le mod�ele 3d de l'objet �etant
connu (i.e. les vecteurs M j sont donn�es) ;

{ la reconstruction est obtenue �a partir d'une s�equence d'images, seuls les points images
(xij , yij) �etant connus.

R�e�ecrivons les �equations (2.8) et (2.9) faisant le lien entre le mod�ele orthographique �a
l'�echelle et perspectif, pour un ensemble d'images (l'indice i repr�esente la i-i�eme image, et
l'indice j repr�esente le j-i�eme point) :

xij(1 + "ij)� x0i = I i �M j (2.30)

yij(1 + "ij)� y0i = J i �M j (2.31)

o�u

Ii =
ii

tzi
J i =

ji
tzi

Ki =
ki

tzi
x0i =

txi
tz

y0i =
tyi
tzi

et les �equations (2.24) et (2.25) faisant le lien entre le mod�ele paraperspectif et perspectif,
pour un ensemble d'images :

(xij � x0i)(1 + "ij) = Ipi �M j (2.32)

(yij � y0i)(1 + "ij) = Jpi �M j (2.33)

o�u

Ipi = I i � x0iKi =
ii � x0i ki

tzi

Jpi = J i � y0iKi =
ji � y0i ki

tzi
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Nous proposons un algorithme it�eratif permettant de calculer la pose (�a partir d'une
seule image) ou d'e�ectuer une reconstruction euclidienne (pour une s�equence d'images),
en utilisant un mod�ele perspectif de cam�era. �A chaque pas d'it�eration, on utilise un mod�ele
a�ne, mais l'algorithme converge �a la �n vers la solution obtenue avec un mod�ele perspectif
de cam�era. L'algorithme est le suivant.

1. Initialiser tous les "j (resp. "ij) �a z�ero.

2. E�ectuer un calcul de pose ou une reconstruction euclidienne (suivant le cas) avec
un mod�ele a�ne de cam�era (orthographique �a l'�echelle ou paraperspectif). Plus
pr�ecis�ement, l'enchâ�nement des �etapes est le suivant (nous reprendrons plus en
d�etails chacune des �etapes aux chapitres 3, 4, et 5) :

{ Pour le calcul de pose : (i) estimer la translation dans l'image (x0, y0), (ii) cal-
culer les vecteurs I et J (ou Ip et Jp), (iii) en d�eduire la translation dans
l'espace (tx, ty, tz), puis l'orientation (i, j, k), (iv) orthogonaliser la matrice de
rotation.

{ Pour la reconstruction : (i) estimer la translation dans chaque image (x0i , y0i),
(ii) e�ectuer une reconstruction a�ne puis le passage �a une reconstruction eu-
clidienne en utilisant les contraintes sur les vecteurs Ii et J i (ou Ipi et Jpi),
(iii) en d�eduire les coordonn�ees euclidiennes des points 3d (M j), les translations
dans l'espace (txi , tyi , tzi) et les orientations (ii, ji, ki) pour chaque image.

3. R�eestimer les "j (resp. les "ij) :

"j =
k �M j

tz

�
resp. "ij =

ki �M j

tzi

�
Si les epsilons calcul�es �a cette it�eration sont �egaux �a ceux de l'it�eration pr�ec�edente,
alors arrêter l'algorithme, sinon retourner �a l'�etape 2.
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Chapitre 3

Calcul de pose �a partir de

correspondances de points

\La v�erit�e n'est pas seulement une connaissance, mais la
v�eri�cation d'une connaissance par la pratique."

William James, Le Pragmatisme, 1968.

3.1 �Etat de l'art

Le calcul de pose consiste �a d�eterminer la position et l'orientation d'une cam�era par
rapport �a un objet, c'est-�a-dire les param�etres extrins�eques de la cam�era. Dans ce chapitre
nous supposerons donn�es un mod�ele 3d d'un objet { mod�elis�e par un ensemble de points
ou de droites { ainsi qu'une image dans laquelle cet objet est visible.

Le probl�eme du calcul de pose est un probl�eme tr�es actif dans le domaine de la vision
par ordinateur et de la photogramm�etrie, et a fait l'objet d'un grand nombre de publica-
tions. Haralick et al. [Har 89] citent une dissertation allemande de 1958 qui recense pr�es
de 80 solutions di��erentes de la litt�erature photogramm�etrique qui ont �et�e d�evelopp�ees de-
puis 1841. Les di��erentes approches pour r�esoudre le probl�eme du calcul de pose peuvent
être class�ees en deux cat�egories distinctes : les solutions exactes et les solutions num�eriques
(approch�ees).

Les solutions exactes ne peuvent être appliqu�ees que pour un nombre limit�e de primi-
tives mises en correspondance (Dhome et al. [Dho 89], Fischler et Bolles [Fis 81], Horaud
et al. [Hor 89], F�orstner [F�or 87]). Cependant, le fait d'utiliser le minimum de points
(soit 3 points) conduit �a une ambigu��t�e de la solution obtenue qui n'est pas unique
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[Har 89, Fis 81, F�or 87]. Dans ce cas, il peut y avoir jusqu'�a quatre solutions di��erentes,
et des hypoth�eses suppl�ementaires sont n�ecessaires pour lever cette ambigu��t�e. D�es lors
que l'on dispose d'au moins 4 points, nous obtenons en g�en�eral une solution unique sauf
pour quelques con�gurations particuli�eres de points dans l'espace [Tho 66, Wro 92].

Cependant, lorsque le nombre de correspondances est sup�erieur �a 4, les solutions
exactes deviennent trop compliqu�ees et il faut alors utiliser des m�ethodes num�eriques
it�eratives (Haralick et al. [Har 89], Lowe [Low 91], Yuan [Yua 89]). Ces m�ethodes sont en
g�en�eral tr�es robustes, et convergent vers la solution exacte �a condition d'avoir une bonne
estimation de la solution exacte. Phong et al. [Pho 95] proposent une m�ethode qui utilise
une optimisation par r�egions de con�ance, moins sensible �a l'initialisation que les autres
m�ethodes. Cependant, la m�ethode propos�ee par Phong et al. ne donne de bons r�esultats
lorsque le nombre de correspondances est important. Lorsque ce nombre de correspon-
dances est compris entre 3 et 10, alors la m�ethode de minimisation par r�egion de con�ance
demande soit un grand nombre d'it�erations, soit ne converge pas vers la bonne solution.
D'un point de vue pratique, il est important d'avoir un algorithme pouvant r�esoudre le
probl�eme de pose ne n�ecessitant pas un trop grand nombre de correspondances et ne
sou�rant pas des limitations inh�erentes aux m�ethodes de r�esolution exactes.

La m�ethode propos�ee r�ecemment par Dementhon et Davis [Dem 92b, Dem 93, Dem 95]
permet d'utiliser un nombre de correspondances quelconques. Il faut au minimum 4 points,
et ces points ne doivent pas être coplanaires. La m�ethode est rapide et robuste par rapport
aux donn�ees image et �a l'�etalonnage de la cam�era. La m�ethode consiste �a am�eliorer, de
mani�ere it�erative, la pose obtenue avec un mod�ele orthographique �a l'�echelle de cam�era
pour converger, �a la �n, vers la pose obtenue avec un mod�ele perspectif de cam�era. �A notre
connaissance, cette m�ethode est l'une des premi�eres tentatives de faire le lien entre des
techniques de r�esolutions lin�eaires (associ�ees aux mod�eles a�nes de cam�era) et le mod�ele
perspectif. En e�et, la solution obtenue avec un mod�ele a�ne de cam�era est simple �a
calculer mais n'est qu'une approximation de la solution pr�ecise, alors que les m�ethodes de
r�esolutions non lin�eaires donnent une solution pr�ecise mais requi�erent une initialisation
correcte.

Une fa�con de faire le lien entre le mod�ele de perspectif de cam�era et les mod�eles a�nes
consiste �a utiliser la solution obtenue avec un mod�ele a�ne pour initialiser le probl�eme de
minimisation non lin�eaire li�e au mod�ele perspectif de cam�era. Cependant, cette approche
a plusieurs inconv�enients. Premi�erement, cette m�ethode de r�esolution ne prend pas en
compte le lien existant entre le mod�ele perspectif et ses approximations lin�eaires. Ensuite,
la solution obtenue avec un mod�ele a�ne peut être �eloign�ee de la vraie solution. Dans ce
cas, un grand nombre d'it�erations est n�ecessaire a�n d'obtenir une solution stable par le
processus de minimisation non lin�eaire.

La projection perspective peut être mod�elis�ee comme �etant une transformation d'un
espace projectif 3d dans un espace projectif 2d. Les mod�eles perspectif faible et parapers-
pectif sont les approximations a�nes les plus courantes du mod�ele perspectif. La m�ethode
propos�ee par Dementhon et Davis [Dem 92b, Dem 93, Dem 95] commence par calculer
la pose avec un mod�ele orthographique �a l'�echelle, puis converge en quelques it�erations
vers la pose obtenue avec un mod�ele perspectif. La m�ethode est �el�egante, tr�es rapide, et
pr�ecise. Elle est cependant limit�ee aux cas o�u l'approximation perspective faible est valide.
Si l'objet est proche de la cam�era et/ou d�ecal�e de mani�ere importante par rapport �a l'axe
optique, alors l'algorithme de Dementhon et Davis ne converge pas toujours.
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Dans ce chapitre, nous montrons comment �etendre la m�ethode initiale propos�ee par
Dementhon et Davis pour un mod�ele paraperspectif. Nous �etudions �egalement le cas par-
ticulier d'un ensemble de points coplanaires dont la r�esolution est sp�eci�que. De plus, nous
introduisons un moyen simple de prendre en compte la contrainte d'orthogonalit�e de la
matrice de rotation 3�3 repr�esentant l'orientation entre l'objet 3d et la cam�era. En e�et,
un algorithme de calcul de pose lin�eaire ne garantit pas que cette matrice est orthogonale.
La m�ethode d'orthogonalisation propos�ee utilise des quaternions unitaires. Cette �etape
am�eliore la pr�ecision de la m�ethode et ne n�ecessite que peu de calculs suppl�ementaires.

Plan du chapitre

L'organisation du chapitre est le suivant. Le paragraphe 3.2 explique comment r�esoudre
le syst�eme lin�eaire associ�e au probl�eme du calcul de pose, dans le cas d'un mod�ele non
planaire ou planaire. Le paragraphe 3.3 explique comment am�eliorer les performance des
algorithmes en introduisant de mani�ere simple l'orthogonalit�e de la matrice de rotation
repr�esentant l'orientation entre le mod�ele 3d et la cam�era. Le paragraphe 3.4 compare les
deux m�ethodes l'une par rapport �a l'autre, puis par rapport �a une m�ethode de minimisation
non lin�eaire. De nombreux exemples d'application sont �egalement pr�esent�es.

3.2 R�esolution du syst�eme lin�eaire

Les deux algorithmes it�eratifs (orthographique �a l'�echelle ou paraperspectif) ont besoin
de r�esoudre un syst�eme lin�eaire surcontraint, form�e par les �equations (2.8), (2.9) (mod�ele
orthographique �a l'�echelle) :

xj(1 + "j)� x0 = I �M j (3.1)

yj(1 + "j)� y0 = J �M j (3.2)

ou (2.24), (2.25) (mod�ele paraperspectif) :

(xj � x0)(1 + "j) = Ip �M j (3.3)

(yj � y0)(1 + "j) = Jp �M j (3.4)

Sous forme matricielle, ces �equations peuvent s'�ecrire :

M|{z}
n�3

I|{z}
3�1

= x|{z}
n�1

(3.5)

M|{z}
n�3

J|{z}
3�1

= y|{z}
n�1

(3.6)

o�u M est une matrice n� 3 form�ee par les coordonn�ees 3d des n vecteurs M1, . . . , Mn :

M =

0B@ X1 Y1 Z1
...

...
...

Xn Yn Zn

1CA
Soit 1 = t( 1 : : : 1 ) le vecteur de dimension n compos�e de 1. Multiplions �a gauche les
�equations (3.5) et (3.6) par t1 . Si l'on exprime les coordonn�ees 3d des points par rapport
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au centre de gravit�e de l'objet, nous avons t1M = t
0 . Nous obtenons ainsi :

t
1x = t

0

t
1y = t

0

Nous en d�eduisons les coordonn�ees (x0, y0) de la projection du centre de gravit�e dans
l'image, pour un mod�ele orthographique �a l'�echelle de cam�era :

x0 =
1

n

nX
j=1

xj(1 + "j)

y0 =
1

n

nX
j=1

yj(1 + "j)

et pour un mod�ele paraperspectif de cam�era :

x0 =

nX
j=1

xj(1 + "j)

nX
j=1

(1 + "j)

y0 =

nX
j=1

yj(1 + "j)

nX
j=1

(1 + "j)

Il nous reste ensuite �a d�eterminer l'orientation mod�elis�ee par les vecteurs I et J (ou
Ip et Jp) des �equations (3.5) et (3.6). A�n de r�esoudre ces �equations lin�eaires, il nous faut
distinguer deux cas : la cas o�u le mod�ele 3d est non planaire et le cas o�u il est planaire.

3.2.1 Objet non planaire

Si les points de l'objet ne sont pas coplanaires, le rang deM est 3, et par cons�equent les
vecteurs I et J (ou de mani�ere �equivalente Ip et Jp) sont calcul�es simplement en calculant
la matrice pseudo-inverse de M :

I = My x

J = My y

o�u My = (tMM)�1 tM est la matrice pseudo-inverse de M. Notons que cette matrice
pseudo-inverse peut être calcul�ee une fois pour toute. De cette mani�ere, le calcul de I et J
est particuli�erement rapide.

3.2.2 Objet planaire

Lorsque les points de l'objet sont coplanaires, le rang de la matrice M est 2, et le
syst�eme ne peut plus être r�esolu de la même fa�con que pr�ec�edemment. Consid�erons le
plan form�e par les points de l'objet, et u le vecteur unitaire orthogonal �a ce plan. Les
vecteurs I et J (ou Ip et Jp) peuvent être d�ecompos�es comme �etant la somme d'un vecteur
appartenant �a ce plan et d'un vecteur perpendiculaire �a ce plan. Plus pr�ecis�ement [Dem 93,
Obe 93] (voir �gure 3.1) :

I = I0 + � u (3.7)

J = J0 + � u (3.8)
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M1
M2

M3

M4

M5

u
u

I0
J0

I
J

Fig. 3.1: Cas d'un objet planaire.

En rempla�cant ces expressions de I et J dans les �equations (3.5) et (3.6), nous obte-
nons :

M I0 = x

M J0 = y

Ces �equations peuvent être r�esolues si l'on ajoute les contraintes suppl�ementaires sui-
vantes :

u � I0 = 0

u � J0 = 0

Nous en d�eduisons ainsi I0 et J0 :

I0 = M0y

�
x

0

�
J0 = M0y

�
y

0

�
o�u M0 est d�e�nie par :

M0 =

�
M
tu

�
De mani�ere �evidente, le rang de M0 est �egal �a 3. A�n d'estimer I et J (ou Ip et Jp), il
nous reste �a estimer les deux r�eels � et �.

{ Dans le cas d'un mod�ele orthographique �a l'�echelle, Oberkampf, Dementhon et Davis
[Obe 93] ont propos�e une solution �a partir des contraintes kIk = kJk et I � J = 0.

{ Dans le cas d'un mod�ele paraperspectif, nous pouvons �etablir une solution de la
même mani�ere �a partir des contraintes sur Ip et Jp (d�eduites des �equations (2.18)
et (2.19)) :

kIpk
2 =

1 + x20
t2z
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kJpk
2 =

1 + y20
t2z

Ip � Jp =
x0y0
t2z

En �eliminant tz, nous obtenons deux contraintes :

Ip � Jp =
x0y0
1 + x20

kIpk
2

Ip � Jp =
x0y0
1 + y20

kJpk
2

En substituant dans ces �equations les expressions de Ip et Jp donn�ees par les �equa-
tions (3.7) et (3.8), nous avons :

I0 � J0 + � � =
x0y0
1 + x20

(kI0k
2 + �2)

I0 � J0 + � � =
x0y0
1 + y20

(kJ 0k
2 + �2)

Et �nalement, en �eliminant �, nous obtenons une �equation bicarr�ee avec une seule
inconnue :

A �4 + B �2 + C = 0 (3.9)

o�u :

A = a2 � g

B = 2 a2d� g d+ e� 2 a c

C = a2d2 + c2 � 2 a c d

a =
x0y0
1 + x20

b =
x0y0
1 + y20

c = I0 � J0

d = kI0k
2

e = kJ0k
2

g =
1 + y20
1 + x20

�Etudions le nombre de solutions r�eelles de l'�equation (3.9). Posons t = �2 :

A t2 + B t+ C = 0

La quantit�e C=A est �egale au produit des racines. Nous avons :

C

A
= f(x0; y0; c; d)

=
�x20y

2
0 d

2 � (1 + x20)
2 c2 + 2x0y0(1 + x20) c d

1 + x20 + y20

= �
(x0y0 d� (1 + x20) c)

2

1 + x20 + y20
� 0
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Ainsi, C=A est toujours n�egatif ou nul. Il y a donc une racine positive (ou nulle) et
une racine n�egative (ou nulle) pour t. Il y a donc deux racines r�eelles pour � (une
positive et une n�egative), et deux racines imaginaires.

C

Mj
M 0
j

mj

m0
j M0i

k

Ip

plan image

plan de sym�etrie

axe optique

premi�ere orientation

seconde orientation

centre

de projection

projection paraperspective

de Mj et M
0
j

Fig. 3.2: Un objet planaire conduit �a deux orientations possibles. Cependant, les deux
orientations conduisent �a deux projections perspectives distinctes dans l'image { mj et m

0
j.

Les deux racines r�eelles pour � fournissent deux solutions pour �, et par cons�equent
deux solutions pour Ip et Jp. Il y a donc deux solutions correspondant au probl�eme
connu d'ambigu��t�e de signe pour un mod�ele a�ne de cam�era. Ces deux solutions sont
repr�esent�ees sur la �gure 3.2. Les points Mj (appartenant au plan de l'objet dans
une orientation) et M 0

j (appartenant au plan de l'objet dans une autre orientation)
ont les mêmes projections paraperspectives, mais ont des projections perspectives
di��erentes. Remarquons que ces orientations sont sym�etriques par rapport �a un plan
perpendiculaire �a la ligne de vue passant par M0.

Ainsi, l'algorithme it�eratif propos�e au paragraphe 2.3 conduit �a deux poses �a chaque
it�eration. Ces deux poses ont les mêmes vecteurs de translation mais ont des orien-
tations di��erentes. Ainsi, apr�es n it�erations, nous avons th�eoriquement 2n solutions.
Pour �eviter la multiplication du nombre de solutions, nous proc�edons comme suit.
�A la premi�ere it�eration, nous conservons les deux solutions ; aux it�erations suivantes,
nous ne conservons qu'une seule des solutions { la solution la plus proche de celle de
l'it�eration pr�ec�edente. �A la convergence de l'algorithme, nous obtenons ainsi deux
solutions pour l'orientation de la cam�era : une solution associ�ee �a la branche gauche
de l'arbre de recherche, et une autre associ�ee �a la branche droite de l'arbre (voir
�gure 3.3). Parmi les deux solutions �nales, l'une co��ncide g�en�eralement mieux avec
les points image donn�es, il est alors possible de choisir la solution correcte. Cepen-
dant, si le plan de l'objet est proche du plan de sym�etrie, alors l'ambigu��t�e n'est pas
r�esolue.
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bonbon

bonbon

bonbon
mauvais mauvais

mauvaismauvais

solution
unique

1re it�eration

2e it�eration

Ne it�eration

Fig. 3.3: Arbre binaire de recherche pour le choix de la meilleure pose possible pour un
objet planaire.

3.3 Contrainte d'orthogonalit�e

Les algorithmes d�ecrits jusqu'�a maintenant ne garantissent pas que la matrice repr�e-
sentant l'orientation de la cam�era par rapport �a l'objet est une vraie matrice de rotation.
Cette matrice est form�ee par les trois vecteurs lignes ti, tj, et tk. Ces vecteurs sont mis
�a jour �a chaque pas d'it�eration des algorithmes, et nous voulons calculer une \vraie" ma-
trice de rotation �a partir de ces trois vecteurs. Math�ematiquement, cela signi�e que nous
cherchons une matrice de rotation R qui v�eri�e :

Rt

0@ ti
tj
tk

1A = I3

Cette expression peut se r�e�ecrire :

R i = e1

R j = e2

R k = e3

o�u ei est le i-i�eme vecteur colonne de la matrice identit�e. La solution est donn�ee par la
matrice de rotation qui minimise le crit�ere :

min
R

3X
i=1

kRvi � eik
2

o�u vi repr�esente l'un des vecteurs i, j, ou k. Il est bien connu que ce probl�eme de mi-
nimisation poss�ede une solution exacte [Fau 93]. En e�et, si la matrice de rotation est
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repr�esent�ee par un quaternion unitaire q, alors le probl�eme de minimisation devient :

min
q
(tqBq)

o�u B est une matrice 4 � 4 sym�etrique, semi-d�e�nie positive. Par cons�equent, le quater-
nion q qui minimise la forme quadratique est le vecteur propre associ�e �a la plus petite
valeur propre de B. Remarquons que deux vecteurs (c'est-�a-dire i et j) sont su�sants
pour calculer la matrice orthogonale R. Un rappel sur les quaternions ainsi que la m�e-
thode d�etaill�ee sont pr�esent�es dans l'annexe C.

3.4 R�esultats exp�erimentaux

Dans ce paragraphe, nous �etudions les performances des algorithmes it�eratifs orthogra-
phique �a l'�echelle et paraperspectif. Nous nous int�eressons en particulier �a deux crit�eres :

{ la pr�ecision de la pose en position et orientation en fonction de la distance de l'objet
par rapport �a la cam�era ;

{ la convergence (nombre d'it�erations) des algorithmes it�eratifs de pose en fonction de
la distance de l'objet par rapport �a la cam�era.

Pour la premi�ere classe d'exp�erimentations (pr�ecision), nous comparons les r�esultats
obtenus �a partir de trois algorithmes : les deux algorithmes it�eratifs lin�eaires d�ecrits ci-
dessus, et une m�ethode bas�ee sur une minimisation non lin�eaire. Pour la seconde classe
d'exp�erimentations (convergence et nombre d'it�erations), nous comparons les deux al-
gorithmes lin�eaires. Dans chacun des cas, nous utilisons des donn�ees simul�ees. L'objet
consid�er�e repr�esente une maison form�ee par 14 points.

Pour chaque exp�erience, nous pla�cons l'objet �a di��erentes positions de la cam�era, et
pour chacune de ces positions, nous pla�cons l'objet dans 500 orientations al�eatoires. Les
matrices de rotation d�e�nissant ces 500 orientations sont calcul�ees �a partir des angles
d'Euler choisis de mani�ere al�eatoire dans l'intervalle [0; 2�]. La position de l'objet par
rapport �a la cam�era est repr�esent�ee par un vecteur de translation du centre de projection
de la cam�era �a l'origine du rep�ere objet (choisie comme �etant le centre de gravit�e de l'objet).
D'un point de vue quantitatif, nous calculons l'erreur entre la pose th�eorique et la pose
calcul�ee par l'un des algorithmes. Pour chaque position, nous tra�cons l'erreur moyenne �a
partir des 500 orientations. Les crit�eres d'erreur sont l'erreur en position et l'erreur en
orientation. L'erreur en orientation est d�e�nie par l'angle de rotation en degr�es n�ecessaire
pour aligner le rep�ere de l'objet dans l'orientation calcul�ee avec l'orientation th�eorique.
L'erreur en position est d�e�nie par la norme du vecteur repr�esentant la di��erence entre les
deux vecteurs de translation (le vecteur calcul�e et le vecteur th�eorique), divis�ee par la taille
de l'objet. Les axes des abscisses des graphiques des �gures 3.4, 3.5 et 3.6 repr�esentent la
composante en z du vecteur de translation divis�ee par la taille de l'objet.

Les �gures 3.4 et 3.5 repr�esentent respectivement l'erreur en position et orientation
en pr�esence de bruit gaussien (d'�ecart-type � = 1 pixel) en fonction du rapport entre
la distance cam�era-objet et la taille de l'objet. Nous nous sommes successivement plac�es
dans deux con�gurations : lorsque l'objet est centr�e sur l'axe optique (�gures de gauche),
et lorsque l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique (�gures de droites). Dans le pre-
mier cas, le centre de l'objet se projette au point de coordonn�ees (256, 256) dans l'image;
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dans le second cas, il se projette en (100, 100). Les deux algorithmes it�eratifs (orthogra-
phique �a l'�echelle et paraperspectif) donnent des r�esultats similaires. Ceci s'explique car
ils convergent tous les deux vers la même solution correspondant au mod�ele perspectif
de cam�era. L'erreur augmente en fonction de la distance cam�era-objet car la pr�esence de
bruit dans les images devient plus signi�cative lorsque la taille de l'objet est petite dans
l'image. La m�ethode de minimisation non lin�eaire a �et�e initialis�ee �a partir des r�esultats
fournis par une des m�ethodes it�eratives. On constate une am�elioration des r�esultats, mais
cette am�elioration est relativement faible en pourcentage.

La �gure 3.6 repr�esente le nombre d'it�erations (nombre moyen et maximum) en fonction
du rapport entre la distance cam�era-objet et la taille de l'objet. L'algorithme parapers-
pectif it�eratif converge en moins d'it�erations que l'algorithme orthographique �a l'�echelle
lorsque l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique. En e�et, la pose obtenue apr�es la
premi�ere it�eration avec un mod�ele paraperspectif est plus pr�ecise (plus proche du mod�ele
perspectif) que la pose obtenue avec un mod�ele orthographique �a l'�echelle. Notons que les
deux algorithmes ont converg�e dans 100 % des con�gurations.

Une des applications du calcul de pose est l'asservissement visuel. Dans ce contexte,
la cam�era et le traitement d'image associ�e sont ins�er�es dans une boucle temps r�eelle a�n
de d�eplacer un robot manipulateur. Celui-ci doit être d�eplac�e vers une position �nale en
tenant compte du mouvement apparent dans l'image. Il s'agit de convertir les variations
dans l'image en commande 3d du robot. Dans le cas o�u l'on utilise une seule cam�era, le
calcul de pose devient capital [Esp 92] et doit être r�ealis�e en quelques millisecondes.

Une application plus particuli�ere de l'asservissement visuel est la saisie d'un objet
poly�edrique par une pince mont�ee sur un robot et compos�ee de deux mâchoires paral-
l�eles [Hor 97b]. Une seule cam�era observe �a la fois l'objet et la pince. A�n de commander
le robot, nous devons localiser la position et l'orientation de la cam�era par rapport �a l'objet,
c'est-�a-dire calculer la pose. La �gure 3.8 montre une image d'un objet poly�edrique devant
être localis�e (en haut �a gauche) et sa repr�esentation en �l de fer (en haut �a droite). Nous
faisons l'hypoth�ese d'une connaissance grossi�ere de la position et orientation de l'objet.
L'image et le mod�ele sont mod�elis�es par un ensemble de segments de droites et de jonctions
qui sont mis en correspondance en utilisant une m�ethode similaire �a celle propos�ee dans
[Gro 93a]. Nous avons ainsi obtenu 10 jonctions correctement mises en correspondance
(au milieu). Le r�esultat obtenu �a la premi�ere it�eration est repr�esent�e en bas �a gauche cor-
respondant �a la pose obtenue avec un mod�ele paraperspectif de cam�era. Apr�es seulement
trois it�erations, l'algorithme d�etermine de mani�ere correcte la position et l'orientation de
l'objet par rapport �a la cam�era (en bas �a droite).

Le second exemple, �gure 3.9 est une situation o�u seules 4 jonctions ont �et�e mises en
correspondance. Ces jonctions trouv�ees sont planaires (en haut). La premi�ere it�eration
trouve une pose approch�ee (en bas �a gauche), et le r�esultat correct est obtenu au bout de
trois it�erations (en bas �a droite).

Sur ces deux exemples, l'algorithme paraperspectif it�eratif a converg�e en 0; 7 � 10�3

secondes sur une Sun/Sparc10.
Le troisi�eme exemple, �gure 3.10, repr�esente l'image d'une sc�ene o�u l'on a extrait

et mis en correspondance 11 points (�a gauche), et le r�esultat obtenu avec l'algorithme
paraperspectif it�eratif (�a droite).
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Fig. 3.4: Erreur en position en fonction de la distance cam�era-objet en pr�esence de bruit
gaussien �a partir de correspondances de points : (a) l'objet est centr�e sur l'axe optique,
(b) l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique.
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Fig. 3.5: Erreur en orientation en fonction de la distance cam�era-objet en pr�esence de
bruit gaussien �a partir de correspondances de points : (a) l'objet est centr�e sur l'axe optique,
(b) l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique.
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Fig. 3.6: Rapidit�e de convergence en fonction de la distance cam�era-objet en pr�esence
de bruit gaussien �a partir de correspondances de points : (a) l'objet est centr�e sur l'axe
optique, (b) l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique.

Fig. 3.7: Les quatre points de la pince sont planaires. Comme l'objet est d�ecal�e par rap-
port �a l'axe optique, l'algorithme paraperspectif it�eratif donne de meilleurs r�esultats que
l'algorithme orthographique �a l'�echelle it�eratif.
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Fig. 3.8: Exemple d'application de l'algorithme paraperspectif it�eratif pour un ensemble de
points non coplanaires.
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Fig. 3.9: Exemple d'application de l'algorithme paraperspectif it�eratif pour un ensemble de
4 points coplanaires.

Fig. 3.10: Le temps de calcul est de 1,47 millisecondes sur une Sun-Sparc en utilisant
l'algorithme paraperspectif it�eratif.
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3.5 Conclusion

Nous avons propos�e une extension pour le cas paraperspectif de l'algorithme de calcul
de pose it�eratif d�evelopp�e par Dementhon et Davis [Dem 92b, Dem 93], �a partir de corres-
pondances de points. Nous avons �etabli le lien entre le mod�ele paraperspectif et le mod�ele
perspectif de cam�era. La m�ethode propos�ee calcule la pose de mani�ere lin�eaire grâce �a
un algorithme it�eratif qui e�ectue une succession d'approximations par un mod�ele para-
perspectif, pour converger, �a la limite, vers la solution obtenue avec un mod�ele perspectif.
Lorsque l'objet est relativement pr�es de la cam�era et �eloign�e de l'axe optique, l'algorithme
paraperspectif it�eratif a plus de chance de converger que l'algorithme orthographique �a
l'�echelle. De plus, il converge g�en�eralement en moins d'it�erations. Nous avons �egalement
pr�esent�e un moyen simple de prendre en compte la contrainte d'orthogonalit�e de la matrice
de rotation entre l'objet et la cam�era.

Nous avons compar�e la qualit�e des r�esultats obtenus avec une m�ethode it�erative et une
m�ethode de minimisation non lin�eaire. La premi�ere m�ethode est beaucoup plus rapide que
la seconde et pratiquement aussi pr�ecise. Cependant, en pr�esence de bruit dans l'image, les
performances des m�ethodes lin�eaires se d�egradent plus vite lorsque l'amplitude du bruit
augmente, par rapport �a une m�ethode non lin�eaire. Ceci s'explique par le fait que les
m�ethodes de minimisation num�eriques non lin�eaires sont beaucoup plus robustes au bruit
que les techniques lin�eaires alg�ebriques.

Lorsque la vitesse est primordiale, on pr�ef�erera les algorithmes it�eratifs lin�eaires. Si l'on
d�esire avoir une meilleure estimation, on aura int�erêt �a utiliser un algorithme de minimi-
sation non lin�eaire, en prenant pour initialisation le r�esultat fourni par un des algorithmes
it�eratifs. La valeur donn�ee pour l'initialisation �etant proche de la solution �nale, le nombre
d'it�erations est faible (g�en�eralement 1 �a 3 it�erations) et donc peu p�enalisante en temps de
calcul. Le probl�eme de tomber dans un minimum local est �egalement moindre.
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Chapitre 4

Calcul de pose �a partir de

correspondances de droites

\Une d�emonstration n'est pas autre chose que la r�esolu-
tion d'une v�erit�e en d'autres v�erit�es d�ej�a connues."

Leibnitz.

Nous venons de pr�esenter au chapitre pr�ec�edent deux algorithmes it�eratifs permettant
de r�esoudre le probl�eme du calcul de pose �a partir de correspondances de points. Cepen-
dant, dans certains contextes, il peut être utile de travailler avec d'autres primitives { des
droites par exemple. Les droites, par rapport aux points, ont l'avantage d'être extraites de
mani�ere plus pr�ecises dans les images, et sont �egalement plus robustes face au probl�eme de
la mise en correspondance 2d/3d en pr�esence d'occultations. Pour des applications temps
r�eel, il est g�en�eralement plus facile de consid�erer des droites, en particulier pour e�ectuer
la mise en correspondance sur une s�equence d'images. Dans certains cas o�u l'extraction des
contours est di�cile, les points extraits peuvent être localis�es de mani�ere impr�ecise �a cause
de segments manquants. Ce probl�eme conduit �a de mauvaises mises en correspondance qui
pourraient être �evit�ees si l'on consid�erait des droites.

Dans ce paragraphe, nous �etendons les algorithmes pr�ec�edents pour r�esoudre le pro-
bl�eme du calcul de pose �a partir de correspondances de droites. Nous faisons le lien entre
les mod�eles a�nes de cam�era (orthographique �a l'�echelle et paraperspectif) et le mod�ele
perspectif pour des droites, et nous proposons deux algorithmes it�eratifs correspondants.
Nous �etudions �egalement les con�gurations de droites d�eg�en�er�ees. En�n, nous comparons
les algorithmes propos�es avec les algorithmes pr�esent�es dans le paragraphe pr�ec�edent pour
des correspondances de points.
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Plan du chapitre

Au paragraphe 4.1, nous �etablissons les �equations de projections pour le cas des droites
pour les mod�eles perspectif, orthographique �a l'�echelle et paraperspectif. Nous d�etaillons
l'algorithme au paragraphe 4.2, et la r�esolution du syst�eme au paragraphe 4.3. Le para-
graphe 4.4 �evalue les performances des algorithmes.

En�n, le paragraphe 4.5 explique comment m�elanger des correspondances de points et
de droites, et le paragraphe 4.6 r�esume les r�esultats obtenus.

4.1 �Equations de base

La �gure 4.1 repr�esente le sch�ema g�en�eral pour le calcul de pose �a partir de droites.
Nous reprenons les notations des chapitres pr�ec�edents.

{ L'origine du rep�ere sc�ene 3d est un point de l'objet M0.

{ Soient ti, tj, tk les lignes de la matrice de rotation R et t = t( tx ty tz ) le vecteur
de translation repr�esentant la transformation rigide entre le rep�ere de l'objet et le
rep�ere cam�era :

T =

�
R t
t
0 1

�
{ Une droite 3d (de l'objet) est not�ee Dj . Celle-ci est repr�esent�ee par un point de
r�ef�erence 
j et un vecteur directeur Dj .

4.1.1 Mod�ele perspectif de cam�era

Nous �etablissons ici les �equations de base pour un mod�ele perspectif de cam�era. SoitMj

un point 3d appartenant �a une ligne j de l'espace. On peut alors �ecrire (
 j est le vecteur
allant de l'origine du rep�ere au point 
j) :

M j = 
 j + �Dj

Nous supposons que la cam�era est �etalonn�ee. La matrice de projection 3� 4 d�ecrivant la
projection de l'espace 3d euclidien dans l'image 2d est donn�ee par :

Pp =

0@ tI x0
tJ y0
tK 1

1A
La projection de ce point dans l'image v�eri�e donc :�

smj

s

�
= Pp

�
M j

1

�

=

0@ I �
 j + x0
J �
 j + y0

1 + �j

1A+ �

0@ I �Dj

J �Dj

�j

1A (4.1)

avec
�j =K �
 j et �j =K �Dj
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Fig. 4.1: Cette �gure repr�esente le sch�ema g�en�eral pour le calcul de pose �a partir de droites.
Le point M0 est l'origine du rep�ere de l'objet, et il se projette en m0. Une droite 3d est
repr�esent�ee par un point de r�ef�erence 
j et un vecteur directeur Dj exprim�es dans le
rep�ere de l'objet (
 j ?Dj). La droite Dj se projette en dj dans l'image.

D'autre part, le point mj doit appartenir �a la droite dans l'image ayant pour �equation
ajx+ bjy+ cj = 0. En rempla�cant x et y par les expressions donn�ees par l'�equation (4.1),
et apr�es avoir regroup�e les termes, on obtient :

ajI �
 j + bjJ �
 j + ajx0 + bjy0 + cj(1 + �j) + �(ajI �Dj + bjJ �Dj + cj�j) = 0

Cette �equation est v�eri��ee pour tout point Mj appartenant �a la droite du mod�ele, elle
est donc vraie quel que soit la valeur de �. Par cons�equent, on obtient �nalement deux
�equations :

ajI �
 j + bjJ �
 j + ajx0 + bjy0 + cj(1 + �j) = 0 (4.2)

ajI �Dj + bjJ �Dj + cj�j = 0 (4.3)

Les inconnues sont les param�etres de pose I, J , x0 et y0, ainsi que les �j et �j repr�e-
sentant l'e�et de perspective. Pour n correspondances de droites, on a 2n �equations.
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De mani�ere �equivalente, on peut �ecrire ces �equations en faisant intervenir Ip et Jp.
�A partir des �equations (2.18) et (2.19), on en d�eduit :

I = Ip + x0K

J = Jp + y0K

En�n, en rempla�cant dans les �equations (4.2) et (4.3), on obtient �nalement :

ajIp �
 j + bjJp �
 j + (ajx0 + bjy0 + cj)(1 + �j) = 0 (4.4)

ajIp �Dj + bjJp �Dj + (ajx0 + bjy0 + cj)�j = 0 (4.5)

4.1.2 Mod�ele perspectif faible de cam�era

Les �equations reliant une droite de la sc�ene et sa projection avec un mod�ele perspectif
faible de cam�era d�ecoulent du paragraphe pr�ec�edent. En e�et, il su�t de reprendre les
calculs avec la matrice de projection qui s'�ecrit, dans ce cas :

Ppf =

0@ tI x0
tJ y0
t0 1

1A (4.6)

Nous obtenons ainsi :

ajI �
 j + bjJ �
 j + ajx0 + bjy0 + cj = 0 (4.7)

ajI �Dj + bjJ �Dj = 0 (4.8)

Par cons�equent, en prenant �j = �j = 0 dans les �equations (4.2) and (4.3), on retrouve les
�equations caract�erisant les correspondances de droites 2d/3d.

4.1.3 Mod�ele paraperspectif de cam�era

De mani�ere similaire, en utilisant la matrice de projection pour un mod�ele parapers-
pectif de cam�era :

Ppp =

0B@
tIp x0
tJp y0
t0 1

1CA (4.9)

o�u

Ip = I � x0K (4.10)

Jp = J � y0K (4.11)

nous obtenons les �equations suivantes :

ajIp �
 j + bjJp �
 j + ajx0 + bjy0 + cj = 0 (4.12)

ajIp �Dj + bjJp �Dj = 0 (4.13)

Par cons�equent, en prenant �j = �j = 0 dans les �equations (4.4) and (4.5), on retrouve les
�equations caract�erisant les correspondances de droites 2d/3d.
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4.2 Algorithme

Les �equations que nous venons d'�etablir nous permettent de calculer les param�etres de
pose pour chacun des mod�eles de projection.

{ Perspectif faible : les �equations (4.7) et (4.8) sont lin�eaires en I, J , x0 et y0. Puisqu'il
y a huit inconnues, et que chaque correspondance de droite fournit deux �equations,
il faut au minimum quatre droites pour r�esoudre le syst�eme �a partir desquels les
param�etres de pose (matrice de rotation et vecteur de translation) peuvent être
estim�es.

{ Paraperspectif : les �equations (4.12) et (4.13) sont lin�eaires en Ip, Jp, x0 et y0.
Sous les mêmes conditions que pr�ec�edemment, les param�etres de pose peuvent être
estim�es.

{ Perspectif : dans ce cas, les param�etres de pose peuvent être estim�es de mani�ere
lin�eaire en r�esolvant soit les �equations (4.2) et (4.3) (it�erations avec un mod�ele pers-
pectif faible) ou les �equations (4.4) et (4.5) (it�erations avec un mod�ele paraperspec-
tif). Dans chacun de ces deux cas, l'algorithme it�eratif est le suivant.

1. Pour tout j, j 2 f1; : : : ; ng, initialiser �j = �j = 0.

2. R�esoudre le syst�eme lin�eaire surcontraint form�e par les �equations (4.2) et (4.3),
ou (4.4) et (4.5).

3. Estimer le vecteur de translation (tx, ty, et tz) et la matrice de rotation form�ee
par les vecteurs i, j, et k en lignes ; orthogonaliser cette matrice a�n d'estimer
la rotation R.

4. Pour tout j, calculer :

�j =
k �
 j

tz
et �j =

k �Dj

tz

Si les �j et �j calcul�es �a cette it�eration sont �egaux �a ceux calcul�es �a l'it�eration
pr�ec�edente, alors arrêter l'algorithme, sinon retourner �a l'�etape 2.

4.3 R�esolution du syst�eme lin�eaire

Les deux algorithmes it�eratifs (orthographique �a l'�echelle et paraperspectif) doivent
r�esoudre un syst�eme lin�eaire surcontraint form�e par les �equations (4.2), (4.3) (orthogra-
phique �a l'�echelle) ou (4.4), (4.5) (paraperspectif). Sous forme matricielle, ces �equations
peuvent s'�ecrivent :

A|{z}
2n�8

x|{z}
8�1

= b|{z}
2n�1

(4.14)

Plus pr�ecis�ement, nous avons :0BBB@
: : : : : : : : : : : :

aj
t
 j bj

t
 j aj bj

aj
tDj bj

tDj 0 0

: : : : : : : : : : : :

1CCCA
0BBB@

tI
tJ

x0

y0

1CCCA =

0BBB@
: : :

�cj(1 + �j)

�cj�j

: : :

1CCCA
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ou de mani�ere �equivalente :0BBB@
: : : : : : : : : : : :

aj
t
 j bj

t
 j aj(1 + �j) bj(1 + �j)

aj
tDj bj

tDj aj�j bj�j

: : : : : : : : : : : :

1CCCA
0BBB@

tIp
tJp

x0

y0

1CCCA =

0BBB@
: : :

�cj(1 + �j)

�cj�j

: : :

1CCCA
Nous rappelons qu'une droite 3d est repr�esent�ee par un point de r�ef�erence 
j arbitraire
de cette droite, et par un vecteur directeur Dj . La droite image 2d correspondante est
repr�esent�ee par les scalaires aj, bj , et cj .

Le vecteur inconnu x a 8 composantes. Par cons�equent, la matrice A de taille 2n� 8
doit être de rang �egal �a 8. Remarquons que pour le mod�ele orthographique �a l'�echelle,
cette matrice ne d�epend pas des \distorsions perspectives" �j et �j .

4.3.1 Analyse du rang

Nous analysons ici les con�gurations g�eom�etriques pour lesquelles la matrice A v�e-
ri�e la contrainte du rang donn�ee ci-dessus, et nous identi�ons les con�gurations pour
lesquelles la pose ne peut pas être calcul�ee. Du fait que l'analyse du rang est bas�ee sur des
con�gurations g�eom�etriques 3d, il est facile d'�eviter les con�gurations d�eg�en�er�ees.

Dans un premier temps, nous pouvons remarquer que les deux �equations donn�ees par
une correspondance de droites, (4.2) et (4.3) 1, sont ind�ependantes. Le seul cas pour lequel
ces deux �equations ne sont pas ind�ependantes est lorsque la droite passe par le centre de
projection. Dans ce cas, nous avons 
 j = �Dj et la droite est r�eduite �a un point dans
l'image.

Consid�erons maintenant deux droites 3d. Ces droites se projettent en deux droites
images distinctes, et nous avons deux plans de projection distincts associ�es (voir �gure 4.1).
Par cons�equent, deux correspondances de droites donnent 4 �equations ind�ependantes.

En�n, consid�erons trois droites 3d, �gure 4.2 (a) et (b). Si ces droites s'intersectent en
un point commun, alors les plans de projection forment un faisceau de plans, et l'un de
ces plans est combinaison lin�eaire des deux autres plans. Un faisceau de trois droites ou
plus, concourantes ou parall�eles, ne seront �equivalentes qu'�a deux droites.

La �gure 4.3 montre quelques exemples de con�gurations de droites qui peuvent être
utilis�ees avec l'�equation (4.14).

Consid�erons �nalement le cas d'un objet planaire. Nous allons montrer ci-dessous que
la contrainte de coplanarit�e peut être prise en compte de mani�ere explicite, et que 3 droites
coplanaires sont su�santes pour calculer la pose.

4.3.2 Cas d'un objet form�e de lignes coplanaires

Lorsque les droites de l'objet sont coplanaires, la contrainte de coplanarit�e peut être
explicitement utilis�ee pour calculer la pose. Comme nous allons le montrer ci-dessous,
l'avantage pratique est que le nombre minimum de droites n�ecessaires est dans ce cas �egal
�a 3 (au lieu de 4).

Consid�erons le plan passant par les droites de l'objet, et soit u le vecteur unitaire
orthogonal �a ce plan. Comme dans le cas des points, les vecteurs I et J s'�ecrivent comme

1. Les �equations (4.4) et (4.5) sont �equivalentes aux �equations (4.2) et (4.3).
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.2: Cette �gure montre toutes les con�gurations g�eom�etriques qui font �echouer l'al-
gorithme propos�e. Dans le cas d'un mod�ele non planaire, le seul cas interdit est un faisceau
de trois droites ou plus, que ces droites s'intersectent en un même point (a) ou qu'elles
soient parall�eles (b). Dans le cas d'une con�guration planaire, trois droites sont su�santes,
mais celles-ci ne doivent pas être concourantes (c) ou parall�eles (d).

combinaison lin�eaire d'un vecteur appartement �a ce plan, et du vecteur u (un raisonnement
similaire est valable pour les vecteurs Ip et Jp) :

I = I0 + � u (4.15)

J = J0 + � u (4.16)

L'id�ee consiste �a remplacer les inconnues I et j par I0 et J0, et �a ajouter au syst�eme
lin�eaire deux contraintes suppl�ementaires, I0 � u = 0 et J0 � u = 0. En substituant les
�equations (4.15) et (4.16) dans les �equations (4.2) et (4.3), et en remarquant que 
 j �u = 0
et Dj � u = 0, nous obtenons :

A0x0 = b0

o�u 0@ A
tu t0 0 0
t0 tu 0 0

1A
0BB@

I0
J0

x0
y0

1CCA =

0@ b

0
0

1A
Comme le vecteur u est perpendiculaire aux lignes de l'objet, les deux lignes suppl�e-

mentaires de la matrice A0 sont ind�ependantes des lignes de la matrice A. Puisque la
matrice A0 doit être de rang 8, il est su�sant que le rang de A est �egal �a 6. Ainsi, trois
droites (non toutes parall�eles ou concourantes) sont su�santes pour calculer x0. Nous
obtenons ainsi une solution pour I0, J0, x0 et y0 :

x0 = Ayb0
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.3: Cette �gure repr�esente quelques exemples de con�gurations non planaires (a)
et (b), et planaires (c) et (d) qui peuvent être utilis�ees pour calculer la pose avec l'un des
deux mod�eles de cam�era propos�es.

Pour �nir, a�n d'estimer I et J �a partir des vecteurs I0 et J0 estim�es, il reste �a
d�eterminer � et �. Ceci peut être fait facilement en combinant les �equations (4.15) et (4.16)
avec les contraintes kIk = kJk et I � J = 0. Pour plus de d�etails sur l'estimation de �
et �, voir [Obe 93] et le paragraphe 3.2.2.

4.4 R�esultats exp�erimentaux

A�n de valider la m�ethode, nous avons test�e l'algorithme sur un grand nombre de
con�gurations. Nous avons lanc�e les algorithmes orthographique �a l'�echelle et parapers-
pectif it�eratifs en pr�esence de bruit gaussien sur les donn�ees image, et nous avons analys�e
les r�esultats en fonction de la distance relative de l'objet par rapport �a la cam�era. Nous
avons �etudi�e :

{ la pr�ecision de la pose en fonction de la position et de l'orientation de la cam�era par
rapport �a l'objet ;

{ la convergence des algorithmes it�eratifs.

Nous avons utilis�e les param�etres suivants :

{ les param�etres intrins�eques de la cam�era sont uc = vc = 256, �u = �v = 1000 ;

{ nous avons ajout�e un bruit gaussien d'�ecart-type � = 1 pixel sur les donn�ees image,
et nous avons e�ectu�e 500 mesures pour chaque exp�erience (l'objet a �et�e tourn�e dans
500 orientations al�eatoires) ;
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{ le mod�ele 3d est une maison synth�etique compos�ee de 18 droites.

Les �gures 4.4 et 4.5 repr�esentent respectivement l'erreur en position et en orienta-
tion de la cam�era en pr�esence de bruit gaussien en fonction du rapport entre la distance
cam�era-objet et la taille de l'objet. Comme dans le cas des points, les deux algorithmes
it�eratifs (orthographique �a l'�echelle et paraperspectif) donnent des r�esultats similaires car
ils convergent vers la même solution perspective.

La �gure 4.6 repr�esente le nombre d'it�erations en fonction de la distance relative. Le
nombre d'it�erations n�ecessaires est g�en�eralement inf�erieur de une �a deux it�erations avec le
mod�ele paraperspectif par rapport au mod�ele orthographique �a l'�echelle.

Les performances de ces algorithmes bas�es sur les correspondances de droites sont
comparables (tr�es l�eg�erement moins bonnes) par rapport aux algorithmes bas�es sur les
points. Cependant, nous n'avons pas tenu compte du fait que l'on peut extraire les droites
avec une plus grande pr�ecision que les points.

Convergence : Dans toutes ces con�gurations, les deux algorithmes ont converg�e dans
100% des con�gurations, en 3 �a 5 it�erations.

Temps d'ex�ecution : Sans aucune optimisation, le temps d'ex�ecution est de 0,04 se-
conde par it�eration sur une UltraSparc 1/170 (pour 18 droites).

Reprenons l'application de la saisie d'un objet poly�edrique par une pince mont�ee sur un
robot. L'image acquise est segment�ee en un ensemble de jonctions et segments de droites,
et ces jonctions et segments sont ensuite mis en correspondance avec un mod�ele 3d en �ls
de fer de l'objet. Le r�esultat de cette �etape est une liste de points et une liste de droites
mis en correspondance (voir �gure 4.7). Le calcul de pose peut être ensuite e�ectu�e �a
partir de points ou de droites. La �gure 4.8 montre des r�esultats obtenus avec di��erents
algorithmes :

{ (a) { orthographique �a l'�echelle �a partir de correspondances de droites, c'est-�a-dire le
r�esultat obtenu apr�es la premi�ere it�eration de l'algorithme orthographique �a l'�echelle
it�eratif ;

{ (b) { paraperspectif �a partir de correspondances de droites, c'est-�a-dire le r�esultat
obtenu apr�es la premi�ere it�eration de l'algorithme paraperspectif it�eratif ;

{ (c) { perspectif �a partir de correspondances de droites en utilisant l'algorithme or-
thographique �a l'�echelle it�eratif ;

{ (d) { perspectif �a partir de correspondances de points en utilisant l'algorithme or-
thographique �a l'�echelle it�eratif ;

{ (e) { perspectif �a partir de correspondances de droites en utilisant la m�ethode non
lin�eaire propos�ee dans [Pho 95] ;

{ (f) { perspectif �a partir de correspondances de points en utilisant la même m�ethode
non lin�eaire.
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Fig. 4.4: Erreur en position en fonction de la distance cam�era-objet en pr�esence de bruit
gaussien �a partir de correspondances de droites : (a) l'objet est centr�e sur l'axe optique,
(b) l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique.
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Fig. 4.5: Erreur en orientation en fonction de la distance cam�era-objet en pr�esence de bruit
gaussien �a partir de correspondances de droites : (a) l'objet est centr�e sur l'axe optique,
(b) l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique.
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Fig. 4.6: Rapidit�e de convergence en fonction de la distance cam�era-objet en pr�esence
de bruit gaussien �a partir de correspondances de droites : (a) l'objet est centr�e sur l'axe
optique, (b) l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique.
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Fig. 4.7: Droites et jonctions extraites �a partir de l'image initiale (en haut). Un mod�ele
en �l de fer de l'objet est mis en correspondance avec les droites et jonctions extraites
(en bas). Le r�esultat est un ensemble de correspondances de droites et un ensemble de
correspondances de jonctions.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 4.8: Pose calcul�ee suivant : (a) { orthographique �a l'�echelle et droites, (b) { para-
perspectif et droites, (c) { algorithme orthographique �a l'�echelle it�eratif et droites, (d) {
algorithme orthographique �a l'�echelle it�eratif et points, (e) { m�ethode de minimisation non
lin�eaire et droites, (f) { m�ethode de minimisation non lin�eaire et points.
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4.5 M�elanger points et droites

Dans ce paragraphe, nous montrons comment �etendre les algorithmes pr�ec�edents pour
calculer la pose �a partir de correspondances de points et de droites.

4.5.1 Mod�ele perspectif faible de cam�era

Consid�erons dans un premier temps le cas de l'algorithme orthographique �a l'�echelle it�e-
ratif. En combinant les �equations obtenues pour les cas de points (�equations (3.1) et (3.2))
et de droites (�equations (4.2) et (4.3)), le syst�eme d'�equations peut s'�ecrire :

I �M j = xj(1 + "j)� x0

J �M j = yj(1 + "j)� y0

ajI �
 j + bjJ �
 j = �ajx0 � bjy0 � cj(1 + �j)

ajI �Dj + bjJ �Dj = �cj�j

Lorsque les "j , �j et �j sont �x�es, ce syst�eme est lin�eaire en I, J , x0 et y0. Nous utilisons
donc un algorithme it�eratif similaire �a ceux des paragraphes pr�ec�edents. Le point 3d de
r�ef�erence M0 peut être soit l'un des points, soit le centre de gravit�e des points. Si M0 est
un des points de l'objet, alors sa projection (x0, y0) dans l'image est connue; si M0 est le
centre de gravit�e des points, (x0, y0) peut être facilement calcul�e comme �etant le centre
de gravit�e des points dans l'image. �A chaque pas d'it�eration, nous calculons l'orientation
de la cam�era I et J (6 inconnues). Ensuite, on peut d�eduire i, j et tz, puis r�eestimer les
valeurs des "j , �j et �j. Pour �nir, on teste la convergence de l'algorithme. Sous forme
matricielle, les �equations pr�ec�edentes peuvent être �ecrites de la fa�con suivante :0BBBBBBBB@

: : : : : :
tM j

t0

t0 tM j

aj
t
 j bj

t
 j

aj
tDj bj

tDj

: : : : : :

1CCCCCCCCA
 
I

J

!
=

0BBBBBBBB@

: : :

xj(1 + "j)� x0

yj(1 + "j)� y0

�ajx0 � bjy0 � cj(1 + �j)

�cj�j

: : :

1CCCCCCCCA
4.5.2 Mod�ele paraperspectif de cam�era

Dans ce cas, en combinant les �equations pour les correspondances de points (�equations
(3.1) et (3.2)) et de droites (�equations (4.4) et (4.5)), nous obtenons :

Ip �M j = (xj � x0)(1 + "j)

Jp �M j = (yj � y0)(1 + "j)

ajIp �
 j + bjJp �
 j = �(ajx0 + bjy0 + cj)(1 + �j)

ajIp �Dj + bjJp �Dj = �(ajx0 + bjy0 + cj)�j

Comme pr�ec�edemment, nous calculons (�a chaque pas d'it�eration) d'abord les valeurs de x0
et y0 (si n�ecessaire), et ensuite l'orientation de la cam�era repr�esent�ee par les vecteurs Ip
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et Jp. Sous forme matricielle :0BBBBBBBB@

: : : : : :
tM j

t0

t0 tM j

aj
t
 j bj

t
 j

aj
tDj bj

tDj

: : : : : :

1CCCCCCCCA
 
Ip

Jp

!
=

0BBBBBBBB@

: : :

(xj � x0)(1 + "j)

(yj � y0)(1 + "j)

�(ajx0 + bjy0 + cj)(1 + �j)

�(ajx0 + bjy0 + cj)�j

: : :

1CCCCCCCCA
4.6 Conclusion

Nous avons �etendu les deux algorithmes it�eratifs (orthographique �a l'�echelle et para-
perspectif) pour le cas de correspondances de droites. Notons cependant que dans le cas
des droites, la matrice pseudo-inverse ne peut être calcul�ee une fois pour toute que dans le
cas orthographique �a l'�echelle et non dans le cas paraperspectif. En e�et, dans ce dernier
cas, la matrice d�epend des distorsions perspectives (�j et �j) qui varient �a chaque pas
d'it�eration.

Les r�esultats obtenus dans le cas des points ou de droites sont comparables, avec en
moyenne un l�eger avantage pour les points (mais cela d�epend des con�gurations). Ceci
s'explique par le fait qu'un point image donne plus d'information (plus de contrainte)
sur le point 3d correspondant (le point 3d appartient �a la droite passant par le centre de
projection et le point image), qu'une droite image (la droite 3d appartient au plan passant
par le centre de projection et la droite image). En�n, l'�etude (et le test) des con�gurations
d�eg�en�er�ees est plus simple dans le cas des points que dans le cas des droites.



Chapitre 5

Reconstruction

\Un ph�enom�ene n'est pas une simple apparence : il re-
pr�esente r�eellement l'objet tel qu'il nous apparâ�t dans
l'espace et le temps, mais non tel qu'il est en lui-même."

Emmanuel Kant, Critique de la raison pure, xviiie s.

5.1 �Etat de l'art

Le probl�eme de reconstruction 3d d'un objet �a partir d'une s�equence d'images a suscit�e
beaucoup d'attention ces derni�eres ann�ees. Les approches existantes peuvent être class�ees
en di��erentes cat�egories suivant le nombre d'images utilis�ees (2, 3, ou n images), suivant
que la cam�era est �etalonn�ee ou non (i.e. les param�etres intrins�eques de la cam�era sont
connus ou non), suivant le mod�ele de cam�era utilis�e (a�ne ou perspectif), suivant le
type de primitives consid�er�ees (points, droites, ellipses, contours, contours occultant...), et
suivant le type de reconstruction obtenue : projective, a�ne ou euclidienne.

Reconstruction �a partir de 2 images. Si l'on consid�ere deux vues �a partir de cam�e-
ras non �etalonn�ees, il est possible d'obtenir une reconstruction projective �a par-
tir de points appari�es (Faugeras [Fau 92a], Hartley [Har 92b], Kara et al. [Kar 94],
Longuet-Higgins [LH 81]). Si les cam�eras sont �etalonn�ees, il est alors possible d'ob-
tenir une reconstruction a�ne [Koe 91] ou euclidienne [Zhu 86].

Le probl�eme de reconstruction �a partir de 2 images peut être vu comme un probl�eme
de triangulation [Tos 87, Bea 94, Bea 95, Wen 88]. Hartley et Sturm ont propos�e
di��erentes m�ethodes de triangulation qui ont la propri�et�e d'être invariantes soit �a
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des transformations a�nes, soit �a des transformation projectives [Har 94a, Har 97,
Stu 97].

Shashua [Sha 93] e�ectue une reconstruction projective via un invariant projectif
appel�e \profondeur projective". Cet invariant est calcul�e �a partir de 4 points de
r�ef�erence.

En�n, Quan [Qua 96a] s'est int�eress�e au probl�eme de la reconstruction projective et
euclidienne de coniques �a partir de deux vues.

Reconstruction �a partir de 3 images. Shashua [Sha 94, Sha 95b] a �etabli une rela-
tion trilin�eaire reliant les coordonn�ees d'un point visible dans 3 images et le point
tridimensionnel correspondant. Ces relations (valables pour chaque point) peuvent
être utilis�ees pour e�ectuer une reconstruction projective.

Hartley [Har 94c] propose d'aligner le rep�ere de reconstruction avec la premi�ere image
pour simpli�er les matrices de projection.

Quan [Qua 95a] e�ectue une reconstruction projective en utilisant les invariants pro-
jectifs �a partir de 6 points et 3 images. Quan [Qua 97c] s'est �egalement int�eress�e au
probl�eme de reconstruction a�ne �a partir de droites, avec une cam�era non �etalonn�ee.

Reconstruction �a partir de n images. Le probl�eme de reconstruction �a partir d'une
s�equence d'images avec un mod�ele perspectif de cam�era non �etalonn�ee conduit �a
des �equations non lin�eaires. Mohr et al. [Moh 93c, Moh 93a], Boufama [Bou 94b,
Bou 94a], Szeliski et Keng [Sze 94, Sze 95a] ont propos�e des m�ethodes non lin�eaires
(ajustement de faisceaux) pour e�ectuer une reconstruction projective avec une ca-
m�era non �etalonn�ee. Boufama [Bou 93] a montr�e comment introduire des connais-
sances sur la sc�ene pour e�ectuer le passage d'une reconstruction projective �a une
reconstruction euclidienne. Il existe �egalement de nombreuses approches bas�ees sur
l'utilisation d'un �ltre de Kalman initialis�e �a partir de 2 ou 3 images [Aya 87, Bro 86,
Mat 89, May 90, Vi 94, Vi 95a, Zha 90b, Wen 93, Zha 90a].

D'autres m�ethodes de r�esolution du probl�eme de reconstruction utilisent un mod�ele
a�ne de cam�era qui est un mod�ele approch�e (plus simple) que le mod�ele perspectif.
Weinshall [Wei 93] a utilis�e les invariants a�nes pour e�ectuer une reconstruction
a�ne, puis a montr�e comment faire le passage �a une reconstruction euclidienne. To-
masi, Poelman et Kanade e�ectuent une reconstruction euclidienne avec un mod�ele
a�ne de cam�era (orthographique, orthographique �a l'�echelle et paraperspectif). La
m�ethode, bas�ee sur la factorisation d'une matrice contenant les mesures images, sera
reprise au paragraphe 5.3.2.2. La reconstruction est e�ectu�ee en deux �etapes : (i) re-
construction a�ne, et (ii) passage d'une reconstruction a�ne �a une reconstruction
euclidienne. La m�ethode a ensuite �et�e reprise par Quan [Qua 95b, Qua 96b] pour
une cam�era a�ne non �etalonn�ee, par Morita [Mor 94, Mor 97] pour e�ectuer la re-
construction de mani�ere incr�ementale au fur et �a mesure de l'acquisition des images,
puis par Costeira [Cos 95] pour le cas de plusieurs objets ayant des mouvements
ind�ependants. Hu et Ahuja [Hu 94] ont analys�e les cas d'ambigu��t�e pour la recons-
truction en utilisant un mod�ele a�ne de cam�era. Debrunner et Ahuja [Deb 92] ont
propos�e une autre m�ethode de factorisation �a partir d'un mod�ele orthographique �a
l'�echelle. La di��erence, par rapport �a Tomasi et Kanade, provient de la mod�elisation
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du mouvement. Sturm et Triggs [Stu 96, Stu 97] ont �etendu la m�ethode de factorisa-
tion pour e�ectuer une reconstruction projective �a partir d'un mod�ele perspectif de
cam�era non �etalonn�ee. L'algorithme se d�eroule en deux �etapes : (i) calcul des facteurs
d'�echelle �ij (tels que �ijmij = PiM j), et (ii) factorisation de la matrice de mesures
normalis�ee.

Ainsi, avec une cam�era �etalonn�ee, il est possible d'e�ectuer une reconstruction eucli-
dienne �a un facteur d'�echelle pr�es en utilisant un mod�ele perspectif de cam�era [Cui 90,
Tay 91, Tay 95, Bro 91] ou a�ne [Deb 92, Tom 91a, Tom 92, Wei 93, Koe 91, Poe 94,
Poe 95]. Avec une cam�era non �etalonn�ee, la reconstruction est d�etermin�ee �a une transfor-
mation projective pr�es [Fau 92a, Bou 93, Bou 94a, Har 93b, Vi 94], ou �a une transforma-
tion a�ne pr�es [Fau 92a, Har 93b]. Dans le cadre de ce rapport, nous nous int�eressons au
probl�eme de la reconstruction euclidienne avec une cam�era �etalonn�ee.

Le mod�ele perspectif de cam�era conduit g�en�eralement �a des techniques de recons-
truction non lin�eaires. Le probl�eme conduit �a utiliser des m�ethodes de minimisation non
lin�eaires pour lesquelles une �etape d'initialisation est n�ecessaire [Cui 90, Tay 91, Tay 95,
Bro 91, Sze 94, Bou 93, Bou 94a, Har 93b, Vi 94]. Si l'estimation initiale est trop �eloi-
gn�ee de la vraie solution, alors le processus de minimisation est lent ou converge vers une
mauvaise solution. Les mod�eles a�nes de cam�era conduisent, en g�en�eral, �a des m�ethodes
de r�esolution lin�eaires [Deb 92, Tom 91a, Tom 92, Wei 93, Koe 91, Poe 94, Poe 95], mais
la solution est d�e�nie �a une transformation miroir pr�es (ambigu��t�e de signe), et ces solu-
tions ne sont que des approximations de la solution exacte. La �gure 5.1 repr�esente quatre
formes 3d euclidiennes. A�n de les visualiser et de se rendre compte des côt�es parall�eles,
celles-ci ont �et�e projet�ees orthogonalement dans l'image. La premi�ere (en haut �a gauche)
repr�esente le mod�ele th�eorique. La seconde (en haut �a droite) est la reconstruction obtenue
en utilisant un mod�ele perspectif de cam�era. La troisi�eme et la quatri�eme (en bas �a gauche
et en bas �a droite) sont les deux reconstructions sym�etriques obtenues avec un mod�ele
perspectif faible de cam�era.

Les m�ethodes de reconstruction non lin�eaires classiques ont besoin d'une initialisation.
Celle-ci est, en g�en�eral, e�ectu�ee �a partir d'une solution obtenue avec un mod�ele a�ne
de cam�era. Cependant, cette approche conduit �a plusieurs probl�emes : (i) elle ne prend
pas en compte le lien existant entre le mod�ele perspectif et ses approximations lin�eaires
(nous l'avons d�ej�a mentionn�e au d�ebut du chapitre 2 sur le calcul de pose) ; (ii) rien ne
prouve math�ematiquement que le syst�eme non lin�eaire est initialis�e correctement avec une
solution obtenue par une m�ethode lin�eaire ; (iii) en�n, nous obtenons deux solutions avec
un mod�ele a�ne et il n'est pas facile de savoir comment choisir l'une des deux solutions
pour l'initialisation.

Nous proposons d'�etendre l'algorithme it�eratif utilis�e pour le calcul de pose, au pro-
bl�eme de la reconstruction euclidienne �a partir d'une s�equence d'images, sans aucune
connaissance �a priori sur le mouvement de la cam�era ou sur l'objet �a reconstruire.

La m�ethode propos�ee dans ce chapitre e�ectue une reconstruction euclidienne avec un
mod�ele a�ne de cam�era �a chaque pas d'it�eration, mais converge vers la solution obte-
nue avec un mod�ele perspectif. L'originalit�e de la m�ethode propos�ee est double : (i) elle
�etend l'algorithme de calcul de pose it�eratif pr�esent�e dans [Dem 93, Dem 95] et dans le
chapitre pr�ec�edent pour r�esoudre le probl�eme de reconstruction �a partir d'une s�equence
d'images, et (ii) c'est une g�en�eralisation de la m�ethode de factorisation [Tom 91a, Tom 92,
Poe 94, Poe 95] et de la m�ethode des invariants a�nes [Wei 93]. La m�ethode it�erative
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Fig. 5.1: Cette �gure repr�esente un mod�ele 3d th�eorique (en haut �a gauche), et trois
reconstructions obtenues �a partir d'une s�equence de 10 images. La premi�ere reconstruction
(en haut �a droite) est obtenue �a partir d'un mod�ele perspectif de cam�era, en utilisant
l'algorithme pr�esent�e dans la suite. La seconde reconstruction (en bas �a gauche), et son
inverse (en bas �a droite) sont obtenues en utilisant un mod�ele perspectif faible de cam�era
et la m�ethode de factorisation propos�ee par Poelman et Kanade.

de reconstruction que nous proposons ici poss�ede un certain nombre de caract�eristiques
int�eressantes.

{ La m�ethode r�esout le probl�eme d'ambigu��t�e de signe (solution miroir) inh�erent aux
mod�eles a�nes de cam�era.

{ Elle est rapide car elle converge en quelques it�erations (en g�en�eral 3 �a 5 it�erations),
chaque it�eration ne n�ecessitant que des calculs alg�ebriques simples. En particulier,
il n'y a pas d'inversion de matrice comme dans le cas des techniques it�eratives de
minimisation non lin�eaires.

{ Nous d�emontrons que la qualit�e de reconstruction euclidienne obtenue n'est que
faiblement in
uenc�ee par l'erreur d'�etalonnage de la cam�era. Le param�etre le plus
important est le rapport d'�echelle entre la taille des pixels horizontaux et verticaux
{ rapport qui est donn�e par le constructeur et qui est connu comme �etant tr�es
stable [Tsa 87].

{ Nous pouvons utiliser, au choix, le mod�ele orthographique �a l'�echelle ou parapers-
pectif comme approximation �a chaque pas d'it�eration.

{ La m�ethode peut être combin�ee avec n'importe quelle m�ethode de reconstruction
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a�ne. En particulier, nous montrons comment utiliser la m�ethode des invariants
a�nes [Wei 93] ou la m�ethode de factorisation [Tom 91a, Tom 92, Poe 94, Poe 95].

Plan du chapitre

Le paragraphe 5.2 explique comment e�ectuer une reconstruction en utilisant un mo-
d�ele perspectif de cam�era, par it�erations successives d'un algorithme de reconstruction
utilisant un mod�ele orthographique �a l'�echelle ou paraperspectif. Le paragraphe 5.3 rap-
pelle comment e�ectuer une reconstruction a�ne avec un mod�ele a�ne de cam�era, en
utilisant la m�ethode des invariants a�nes ou la m�ethode de factorisation. Il explique �ega-
lement comment passer d'une reconstruction a�ne �a une reconstruction euclidienne. Le
paragraphe 5.4 explique comment r�esoudre le probl�eme de l'ambigu��t�e de la reconstruction
(ambigu��t�e de signe) associ�e �a un mod�ele a�ne de cam�era. Le paragraphe 5.5 compare
de mani�ere th�eorique la complexit�e de la m�ethode it�erative propos�ee par rapport �a une
m�ethode de minimisation non lin�eaire. Le paragraphe 5.6 explique comment traiter le
probl�eme des occultations. En�n, le paragraphe 5.7 �evalue la m�ethode sur des donn�ees
synth�etiques sur di��erents types de mouvements, puis sur des images r�eelles.

5.2 Reconstruction avec un mod�ele perspectif de cam�era

Reprenons les notations des chapitres pr�ec�edents, et consid�erons de nouveau un mod�ele
perspectif de cam�era. Soient (i, j, k) l'orientation et t = t( tx ty tz ) la position de la
cam�era par rapport �a l'objet.

Nous avons �etabli au paragraphe 2.2 deux couples d'�equations �equivalentes faisant
intervenir les coordonn�ees normalis�ees des points images, les premi�eres permettant de
faire le lien entre le mod�ele orthographique �a l'�echelle de cam�era et le mod�ele perspectif :

xij(1 + "ij)� x0i = I i �M j (5.1)

yij(1 + "ij)� y0i = J i �M j (5.2)

o�u

Ii =
ii

tzi
J i =

ji
tzi

Ki =
ki

tzi
x0i =

txi
tz

y0i =
tyi
tzi

les secondes permettant de faire le lien entre le mod�ele paraperspectif de cam�era et le
mod�ele perspectif :

(xij � x0i)(1 + "ij) = Ipi �M j (5.3)

(yij � y0i)(1 + "ij) = Jpi �M j (5.4)

o�u

Ipi = I i � x0iKi =
ii � x0i ki

tzi
(5.5)

Jpi = J i � y0iKi =
ji � y0i ki

tzi
(5.6)

Comme dans le cas du calcul de pose, l'id�ee de base de notre m�ethode consiste �a
estimer les valeurs des "ij de mani�ere incr�ementale de fa�con �a calculer les projections pers-
pectives faibles ou paraperspectives des points Mj �a partir des points images donn�es qui
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correspondent aux projections perspectives. Ainsi, le probl�eme de reconstruction avec un
mod�ele perspectif de cam�era se r�eduit �a e�ectuer une reconstruction it�erative en utilisant
un mod�ele perspectif faible ou paraperspectif de cam�era.

Les deux �equations (5.1) et (5.2), ou (5.3) et (5.4) peuvent s'�ecrire :

sij|{z}
2�1

= Ri|{z}
2�3

M j|{z}
3�1

(5.7)

Pour le mod�ele orthographique �a l'�echelle, nous avons :

sij =

�
xij(1 + "ij)� x0i
yij(1 + "ij)� y0i

�
(5.8)

Ri =

 
tIi
tJ i

!

et pour le mod�ele paraperspectif :

sij =

�
(xij � x0i)(1 + "ij)
(yij � y0i)(1 + "ij)

�
(5.9)

Ri =

 
tIpi
tJpi

!

Dans les �equations pr�ec�edentes, "ij est d�e�ni pour chaque point et pour chaque image :

"ij =
ki �M j

tzi
(5.10)

Le probl�eme de reconstruction consiste �a r�esoudre simultan�ement 2� n� k �equations
de la forme de l'�equation (5.7). Les inconnues sont les suivantes :

{ les coordonn�ees 3d des points Mj (3� n variables) ;

{ les coe�cients des matrices de projection Ri (2� 3� k variables) ;

{ les termes de corrections perspectives "ij (n� k variables).

A�n de pouvoir r�eestimer les "ij , il nous faut d'abord e�ectuer une reconstruction
euclidienne avec un mod�ele a�ne de cam�era. Cette �etape peut se d�ecomposer en deux
phases : (i) e�ectuer une reconstruction a�ne, (ii) faire le passage de la reconstruction
a�ne obtenue en une reconstruction euclidienne.

Le probl�eme de la reconstruction a�ne revient �a d�eterminer Ri et M j , pour tout i
et pour tout j, cf. �equation (5.7), lorsque les sij sont connus. R�e�ecrivons l'�equation (5.7)
sous forme matricielle pour l'ensemble des points et des images :0B@ s11 : : : s1n

...
...

sk1 : : : skn

1CA =

0B@ R1
...
Rk

1CA� M1 : : : Mn

�
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c'est-�a-dire :
� = RM

Cette �etape d�etermine la reconstruction et le mouvement (rotation) �a une transformation
a�ne 3d pr�es. En e�et, pour toute matrice U inversible de taille 3� 3, nous avons :

� = RM (5.11)

= (RU)(U�1M) (5.12)

= NS (5.13)

Nous utiliserons les conventions suivantes :

{ R etM repr�esentent respectivement le mouvement et la reconstruction euclidiennes ;

{ N et S repr�esentent respectivement le mouvement et la reconstruction a�nes.

Pour e�ectuer le passage d'une reconstruction a�ne �a une reconstruction euclidienne,
il nous faut consid�erer des contraintes euclidiennes li�ees au mouvement de la cam�era ou
�a l'objet visible dans les images. Comme nous utilisons ici une cam�era �etalonn�ee, nous
pouvons utiliser les contraintes li�ees au mouvement rigide et au mod�ele de cam�era (ortho-
graphique �a l'�echelle ou paraperspectif) [Tom 92], [Poe 94]. Par cons�equent, l'�etape 3 de
l'algorithme fournit �a la fois la reconstruction euclidienne ( M 1 : : : Mn ) et le mouve-
ment euclidien repr�esent�e par k matrices de la forme :0BBB@

tii txi
tji tyi
tki tzi
t0 1

1CCCA
Il existe plusieurs m�ethodes pour e�ectuer le passage d'une reconstruction a�ne �a

une reconstruction euclidienne, soit avec une cam�era calibr�ee ou partiellement calibr�ee
[Tom 92], [Wei 95] (orthographique �a l'�echelle), [Poe 94] (paraperspective), soit avec une
cam�era non calibr�ee [Qua 95b, Qua 96b]. Une fois la reconstruction euclidienne obtenue,
nous pouvons r�eestimer les "ij pour tout i et pour tout j �a partir de l'�equation (5.10).

L'algorithme propos�e e�ectue une reconstruction euclidienne avec un mod�ele perspec-
tif de cam�era par it�erations successives d'une reconstruction euclidienne avec un mod�ele
a�ne de cam�era. Par cons�equent, il est n�ecessaire d'avoir un aper�cu du probl�eme de re-
construction euclidienne avec un mod�ele a�ne de cam�era comme nous l'expliquons au
paragraphe suivant.

5.3 Reconstruction avec un mod�ele a�ne de cam�era

Dans ce paragraphe, nous expliquons plus en d�etails comment e�ectuer une recons-
truction euclidienne avec un mod�ele a�ne de cam�era. Nous montrons que la m�ethode de
reconstruction en utilisant les invariants a�nes est similaire �a la m�ethode de factorisation.
Ces deux m�ethodes utilisent un mod�ele lin�eaire de cam�era et donnent une reconstruc-
tion 3d a�ne si nous avons au moins 2 vues et 4 points non coplanaires, et si le mouvement
de la cam�era n'est pas une translation pure. Bien que la m�ethode des invariants a�nes
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nous permette de mieux analyser le probl�eme (voir ci-dessous), la m�ethode de factorisa-
tion est plus commode d'utilisation car elle ne n�ecessite pas un choix de base explicite. La
m�ethode des invariants a�nes a d�ej�a �et�e d�ecrite dans [Koe 91] et [Wei 93]. La m�ethode
de factorisation a �et�e introduite par Tomasi et Kanade [Tom 92] (mod�ele orthographique
de cam�era), puis a �et�e reprise par Poelman et Kanade [Poe 94] (mod�ele orthographique �a
l'�echelle et paraperspectif).

5.3.1 Estimation de la translation

La premi�ere �etape consiste �a d�eterminer la position du point de r�ef�erence (x0i ; y0i) dans
chaque image a�n d'avoir une estimation de la matrice �. Reprenons l'�equation (5.11) :

� = RM

et introduisons 1 = t( 1 : : : 1 ) le vecteur de dimension n compos�e de 1. En multipliant
les deux membres de l'�equation pr�ec�edente �a droite par le vecteur 1 , et en remarquant
queM 1 = 0 (car les coordonn�ees 3d des points sont exprim�ees par rapport au centre de
gravit�e de l'objet), nous obtenons :

�1 = 0

Cette �equation signi�e que la somme des coe�cients de chaque ligne de la matrice � est
nulle. Nous en d�eduisons les coordonn�ees (x0i ; y0i) de la projection du centre de gravit�e
dans l'image, dont les formules sont identiques �a celles obtenues dans le cadre du calcul
de pose (voir paragraphe 3.2).

5.3.2 Reconstruction a�ne

5.3.2.1 M�ethode des invariants a�nes

Consid�erons quatre points non coplanaires de la sc�ene, M0, M1, M2, et M3 d�e�nissant
ainsi une base a�ne de l'espace. Introduisons S1, S2, et S3 les trois vecteurs unitaires
associ�es �a la base a�ne : S1 = t( 1 0 0 ), S2 = t( 0 1 0 ), et S3 = t( 0 0 1 ).
Soit Sj les coordonn�ees a�nes du point Mj dans cette base a�ne. Sj peut donc s'�ecrire
comme combinaison lin�eaire des trois vecteurs de base :

Sj = �jS1 + �jS2 + 
jS3

En combinant cette �equation avec l'�equation (5.13), nous obtenons :

sij = �jNiS1 + �jNiS2 + 
jNiS3

= �jsi1 + �jsi2 + 
jsi3

Pour k images et pour chaque point j, avec j � 4, nous obtenons l'�equation matricielle
suivante : 0B@ s11 s12 s13

...
...

...
sk1 sk2 sk3

1CA
0@ �j

�j

j

1A =

0B@ s1j
...
skj

1CA
ou de mani�ere plus compacte :

B|{z}
2k�3

Sj|{z}
3�1

= � j|{z}
2k�1
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La matrice pseudo-inverse de B peut être calcul�ee si le rang de B est �egal �a 3. Cette
condition est v�eri��ee si :

{ le nombre d'images (k) est sup�erieur ou �egal �a 2 ;

{ les projections des vecteurs de base ne sont pas colin�eaires dans l'image ;

{ le mouvement de la cam�era n'est pas r�eduit �a un mouvement de translation pure ou
�a une rotation autour de l'axe optique.

Si ces conditions sont v�eri��ees, nous pouvons calculer les coordonn�ees a�nes de tous les
points j de l'espace (j � 4) :

Sj = By
� j

L'exposant y indique qu'il s'agit de la pseudo-inverse de la matrice. L'expression pr�ec�edente
peut s'�ecrire pour tout j, j � 4 :

S� = By��

o�u

S� =
�
S4 : : : Sn

�
�� =

�
� 4 : : : �n

�
Ainsi, la reconstruction a�ne est d�e�nie par la matrice S de taille 3� n :

S =
�
S1 S2 S3 S�

�
Il ne reste qu'�a d�eterminer les matrices de transformations a�nesNi. En reprenant l'�equa-
tion (5.13) :

� = NS

nous en d�eduisons les matrices de projections a�nes :

tN = (tS)yt�

5.3.2.2 M�ethode de factorisation

D'apr�es l'�equation (5.13), la matrice � peut s'�ecrire comme �etant le produit de deux
matrices, l'une repr�esentant l'orientation de la cam�era, l'autre d�ependant des points de la
sc�ene :

� = NS

Le probl�eme de calcul deN et S se pose comme �etant un probl�eme de factorisation. Tomasi
et Kanade [Tom 91a, Tom 92] ont remarqu�e que les matricesN et S peuvent être calcul�ees
simultan�ement en e�ectuant une d�ecomposition en valeurs singuli�eres de la matrice � de
taille 2k � n :

� = O1DO2

telle que tO1O1 =
tO2O2 = O2

tO2 = In et les valeurs singuli�eres soient tri�ees par ordre
d�ecroissant sur la diagonale de la matrice D : �1 � �2 � : : : � �n.
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La matrice N est de taille 2k � 3, et la matrice S est de taille 3� n. Par cons�equent,
la matrice de mesures � est th�eoriquement de rang inf�erieur ou �egal �a trois :

rang � � 3

En pratique, le rang de � d�epend du rang de la matrice D qui est de taille n�n. �A cause
d'instabilit�es num�eriques et du bruit dans les images, le rang de � peut être sup�erieur
�a 3. Tomasi et Kanade ont propos�e de r�esoudre le probl�eme du rang en tronquant la
matrice D et en ne conservant que les trois plus grandes valeurs singuli�eres, les autres
valeurs singuli�eres �etant dues au bruit dans la matrice de mesures. En partitionnant les
matrices O1, D, et O2 de la mani�ere suivante :

O1 =
�
O0

1 O00
1

�
g2k|{z}

3
|{z}
n�3

D =

�
D0 0

0 D00

�
g3
gn�3|{z}

3
|{z}
n�3

O2 =

�
O0

2

O00
2

�
g3
gn�3|{z}

n

la matrice � se d�ecompose en :

� = O0
1D

0O0
2 +O00

1D
00O00

2

o�u D0 est une matrice diagonale de taille 3 � 3 contenant les trois plus grandes valeurs
singuli�eres de D. Nous en d�eduisons ainsi le mouvement et la reconstruction a�nes :

N = O0
1(D

0)1=2

S = (D0)1=2O0
2

Notons que Tomasi et Kanade ne furent pas les premiers �a proposer une m�ethode
consistant �a factoriser une matrice, puis �a tronquer les matrices obtenues. Hartley [Har 95a]
rappelle que la m�ethode est due �a Tsai et Huang [Tsa 84] qui ont introduit une m�ethode
de factorisation pour extraire la translation et la rotation �a partir de la matrice essentielle
{ matrice de taille 3� 3 et de rang 2. Hartley [Har 95a] rappelle �egalement que la matrice
tronqu�ee obtenue (qui revient �a �xer un certain nombre de valeurs singuli�eres �a z�ero) est
la meilleure approximation de la matrice initiale par une matrice de rang donn�ee au sens
de la norme de Frobenius.

5.3.3 D'une reconstruction a�ne �a une reconstruction euclidienne

Nous venons de pr�esenter dans le paragraphe pr�ec�edent comment e�ectuer une re-
construction a�ne. Le probl�eme est maintenant de faire le passage �a une reconstruction
euclidienne en introduisant des contraintes euclidiennes li�ees au mod�ele de cam�era utilis�e.
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Nous cherchons donc �a d�eterminer une matrice U de taille 3� 3 inversible qui transforme
la reconstruction a�ne en une reconstruction euclidienne :�

M 1 : : : Mn

�
= U�1

�
S1 : : : Sn

�
et le mouvement a�ne en un mouvement rigide :0B@ R1

...
Rk

1CA =

0B@ N1
...
Nk

1CAU

Pour �eviter toute confusion, S et N repr�esentent la reconstruction et le mouvement a�nes,
et M et R repr�esentent la reconstruction et le mouvement euclidiens.

La m�ethode de factorisation d�ecrite dans le paragraphe pr�ec�edent ne fournit pas une
d�ecomposition unique de la matrice �. Tomasi & Kanade [Tom 92] ont propos�e une solu-
tion pour un mod�ele orthographique de cam�era. Poelman et Kanade [Poe 95], et Weinshall
et Tomasi [Wei 95] ont propos�e une solution pour un mod�ele orthographique �a l'�echelle
de cam�era. En�n, Poelman et Kanade [Poe 94, Poe 95] ont propos�e une solution pour un
mod�ele paraperspectif. La m�ethode que nous d�ecrivons pour retrouver une reconstruction
euclidienne avec un mod�ele paraperspectif est une approche di��erente de celle d�ecrite dans
[Poe 94, Poe 95].

5.3.3.1 Avec un mod�ele perspectif faible de cam�era

Ce paragraphe explique comment calculer la matriceU pour un mod�ele orthographique
�a l'�echelle de cam�era. Rappelons l'expression des matrices Ri pour ce mod�ele :

Ri =

 
tIi
tJ i

!
o�u Ii = ii=tzi et J i = ji=tzi . Par cons�equent, les lignes de la matrice Ri v�eri�ent, pour
tout i :

kI ik = kJ ik (5.14)

I i � J i = 0 (5.15)

Notons tai et
tbi les vecteurs lignes de la matrice Ni. Nous avons donc les relations :

tIi = taiU

tJ i = tbiU

Les contraintes (5.14) et (5.15) se r�e�ecrivent :

taiU
tUai �

tbiU
tUbi = 0 (5.16)

taiU
tUbi = 0 (5.17)

Ces contraintes sont homog�enes par rapport aux coe�cients de la matrice U. Pour �eviter
la solution nulle triviale, nous �xons le facteur d'�echelle en imposant :

tz1 = 1
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On obtient ainsi deux contraintes suppl�ementaires (en fait l'une des deux est redondante
avec la contrainte (5.16)) :

ta1U
tUa1 = 1 (5.18)

tb1U
tUb1 = 1 (5.19)

Ces contraintes sont non lin�eaires par rapport aux coe�cients de la matrice U. En
posant :

Q = UtU

les �equations (5.16), (5.17), (5.18) et (5.18) deviennent lin�eaires. Q �etant une matrice
3 � 3 sym�etrique semi-d�e�nie positive, nous avons donc 6 inconnues. D'autre part, nous
avons 2k + 1 contraintes ind�ependantes, il faut donc au moins 3 images a�n d'estimer la
matrice Q. Apr�es avoir calcul�e cette matrice, nous pouvons d�eduire U en factorisant la
matrice Q (d�ecomposition de Choleski ou d�ecomposition en valeurs propres). Nous mon-
trerons cependant au paragraphe 5.4 qu'il y a une ambigu��t�e li�ee �a la factorisation d'une
matrice semi-d�e�nie positive. Ce probl�eme est la cause de l'ambigu��t�e de la reconstruction
associ�ee �a un mod�ele a�ne de cam�era.

Apr�es avoir d�etermin�e la matrice U, nous pouvons en d�eduire la reconstruction eu-
clidienne M j = U�1Sj et le mouvement rigide Ri = NiU. Pour �nir, nous calculons
l'orientation (ii, ji, ki) et la position (txi , tyi , tzi) en utilisant les formules donn�ees au
paragraphe 2.2.1.

5.3.3.2 Avec un mod�ele paraperspectif de cam�era

Consid�erons maintenant un mod�ele paraperspectif de cam�era. Dans ce cas, les ma-
trices Ri s'�ecrivent :

Ri =

 
tIpi
tJpi

!
o�u

Ipi =
ii � x0iki

tzi
et Jpi =

ji � y0iki
tzi

Les contraintes euclidiennes nous permettant de calculer la matrice U sont donc les sui-
vantes :

kIpik
2

1 + x20i
=
kJpik

2

1 + y20i

et

Ipi � Jpi =
x0iy0i
2

 
kIpik

2

1 + x20i
+
kJpik

2

1 + y20i

!
Comme pr�ec�edemment, en notant ai et bi les vecteurs lignes de Ni, nous obtenons 2k
contraintes pour la matrice U :

taiU
tUai

1 + x20i
�

tbiU
tUbi

1 + y20i
= 0

taiU
tUbi =

x0iy0i
2

 
taiU

tUai

1 + x20i
+

tbiU
tUbi

1 + y20i

!
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Nous pouvons �egalement �xer le facteur d'�echelle tz1 = 1 qui donne les contraintes sup-
pl�ementaires suivantes :

kIp1k
2 = 1 + x201

kJp1k
2 = 1 + y201

que l'on peut �egalement �ecrire :

ta1U
tUa1 = 1 + x201

tb1U
tUb1 = 1 + y201

On obtient ainsi 2k + 1 contraintes ind�ependantes pour 6 inconnues. Par cons�equent,
comme pour un mod�ele orthographique �a l'�echelle, il nous faut au moins 3 images pour
pouvoir e�ectuer le passage d'une reconstruction a�ne �a une reconstruction euclidienne.

Nous pouvons ensuite d�eterminer l'orientation (ii, ji, ki) et la position (txi , tyi , tzi)
de chaque cam�era comme nous l'avons expliqu�e au paragraphe 2.2.2.

5.4 R�esolution de l'ambigu��t�e de signe

L'algorithme d�ecrit dans le paragraphe 5.3.3 e�ectue une reconstruction euclidienne
avec un mod�ele perspectif de cam�era de mani�ere it�erative, en supposant �a chaque pas
d'it�eration un mod�ele orthographique �a l'�echelle ou paraperspectif de cam�era. Dans ce
paragraphe, nous montrons comment modi�er cet algorithme it�eratif de mani�ere �a tenir
compte du probl�eme d'ambigu��t�e de la reconstruction propre aux mod�eles a�nes de ca-
m�era. En e�et, consid�erons de nouveau la reconstruction et le mouvement a�nes d�ecrits
dans le paragraphe pr�ec�edent. Le principe consiste �a estimer la transformation U permet-
tant de convertir la structure a�ne en une structure euclidienne. Cette transformation
doit être calcul�ee �a partir de la d�ecomposition d'une matrice sym�etrique semi-d�e�nie po-
sitive Q :

Q = UtU

Nous avons au moins deux mani�eres pour d�eterminer la matrice U :

1. Par une d�ecomposition en valeurs propres, Q peut s'�ecrire :

Q = ODtO

o�u O est une matrice orthogonale contenant les vecteurs propres de Q, et D est une
matrice diagonale contenant les valeurs propres de Q. Puisque les valeurs propres
d'une matrice sym�etrique semi-d�e�nie positive sont toutes r�eelles et positives (ou
nulles), on peut �ecrire Q de la fa�con suivante :

Q = (OD1=2)t(OD1=2) = KtK

2. De mani�ere �equivalente, nous pouvons faire une d�ecomposition Choleski de la ma-
trice Q :

Q = LtL

o�u L est une matrice triangulaire inf�erieure.
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Soit H une matrice non singuli�ere telle que :

L = KH

alors, nous avons :

Q = LtL

= KHtHtK

= KtK

Nous en concluons que la matrice H est orthogonale. L'orthogonalit�e de H a aussi �et�e
mentionn�ee dans [Wei 95], mais sans preuve formelle. Par cons�equent, la matrice H repr�e-
sente soit une rotation, soit un antid�eplacement (son d�eterminant est +1 ou �1). Il y a
donc deux classes de formes reconstruites possibles :

{ une reconstruction directe d�e�nie �a une rotation pr�es ;

{ une reconstruction invers�ee obtenue en appliquant un antid�eplacement sur la recons-
truction directe.

Puisque la reconstruction est d�e�nie �a une rotation pr�es, nous pouvons supposer, sans perte
de g�en�eralit�e, que la matrice d'antid�eplacement est (�I) o�u I est la matrice identit�e. Par
cons�equent, les deux solutions pour la reconstruction s'�ecrivent :

� = NS = (�N)(�S)

�A cause de cette ambigu��t�e de signe, nous avons deux solutions pour les "ij �a chaque
pas d'it�eration.

Consid�erons un mod�ele paraperspectif (un raisonnement similaire s'applique pour
un mod�ele orthographique �a l'�echelle). Les vecteurs ki sont calcul�es �a partir de l'�equa-
tion (2.29). Cette �equation peut être utilis�ee soit avec les vecteurs Ip et Jp (la premi�ere
solution) ou �Ip et �Jp (la seconde solution). Par cons�equent, nous obtenons deux solu-
tions distinctes, soient k1i et k

2
i . Les deux solutions pour "ij correspondent �a k

1
i etM j , et

�a k2i et �M j :

"1;2ij = �
k
1;2
i �M j

tzi
�A chaque pas d'it�eration de l'algorithme, nous calculons deux valeurs pour "ij . Par

cons�equent, apr�es N it�erations, il y aura 2N solutions possibles. Ces solutions ne sont
cependant pas forc�ement coh�erentes avec les donn�ees images, et une technique simple
de v�eri�cation permet de v�eri�er cette coh�erence a�n d'�eviter l'explosion du nombre de
solutions. Finalement, une seule solution est retenue.

La premi�ere it�eration de l'algorithme induit deux solutions { une reconstruction \po-
sitive" S(1) et une solution \n�egative" R(1) (R(1) = �S(1)) { qui sont toutes les deux
retenues. Pour chaque it�eration suivante, nous obtenons quatre formes reconstruites pos-

sibles : S
(i)
1 et S

(i)
2 issues de la solution positive, etR

(i)
1 etR

(i)
2 issues de la solution n�egative.

Nous conservons les reconstructions S et R les plus coh�erentes avec les reconstructions
obtenues aux it�erations pr�ec�edentes. La solution �nale est obtenue en choisissant la re-
construction (parmi les deux choix possibles) dont les points reprojet�es dans les images
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Fig. 5.2: Strat�egie pour le choix de la solution correcte.

sont les plus proches des points images donn�es. Le processus de s�election de la solution
est illustr�e �gure 5.2.

Le processus de s�election des solutions que nous venons de d�ecrire est illustr�e �gures 5.1
(en bas), et 5.3. L'algorithme calcule d'abord deux reconstructions �a partir d'un mod�ele
a�ne de cam�era (�gure 5.1 en bas) : une reconstruction \positive" S(1) (�gure 5.1 en bas �a
gauche) et une reconstruction \n�egative" R(1) (�gure 5.1 en bas �a droite). �A la convergence,
nous obtenons deux reconstructions possibles issues de S(i) (�gure 5.3 �a gauche) et de R(i)

(�gure 5.3 �a droite). La solution issue des reconstructions de la famille R (�a droite) est
la plus coh�erente avec les points images donn�es, elle est donc s�electionn�ee comme �etant la
solution unique pour le probl�eme de reconstruction avec un mod�ele perspectif de cam�era.

5.5 Comparaison avec une m�ethode de minimisation non

lin�eaire

Par le pass�e, un grand nombre d'auteurs ont essay�e d'e�ectuer une reconstruction
euclidienne en utilisant des techniques non lin�eaires. Dans sa forme la plus g�en�erale, le
probl�eme revient �a minimiser la fonction d'erreur [Sze 94] :

f(X) =
X
ij

�
(xij � bxij)2 + (yij � byij)2�

o�u xij et yij sont les coordonn�ees d'un point dans l'image et bxij et byij sont les coordonn�ees
de la projection du point reconstruit en utilisant un mod�ele perspectif de cam�era. bxij et byij
sont donn�ees par les �equations (2.5) et (2.6).

Pour n points et k images, la fonction d'erreur ci-dessus a 2 � n � k termes positifs
au carr�e. Le vecteur X regroupe les inconnues du probl�eme : 3 � n coordonn�ees et 6 � k
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Fig. 5.3: R�esolution du probl�eme d'inversion de la solution : les deux reconstructions ini-
tiales (obtenues �a la premi�ere it�eration) donnent chacune, �a la convergence de l'algo-
rithme, une reconstruction correspondant �a un mod�ele perspectif de cam�era, mais seule
l'une d'entre elles co��ncide avec les points images donn�es.

param�etres li�es au mouvement. Nous recherchons donc une valeur de X qui minimise la
fonction d'erreur. Le jacobien de f(X) est une matrice m� p, et nous avons :

m = 2� n� k

p = 3� n+ 6� k

Les m�ethodes non lin�eaires recherchent le minimum de fa�con incr�ementale. �A chaque
it�eration, le syst�eme suivant doit être r�esolu de mani�ere �a calculer dX , a�n de remplacer
ensuite X par X + dX :

tJ(X)J(X) dX = b

Par cons�equent, la complexit�e �a chaque it�eration est domin�ee par la complexit�e d'inversion
d'une matrice sym�etrique d�e�nie positive { le hessien. La taille de cette matrice est p� p
et d�epend de n et k. De plus, en prenant en compte le fait que le hessien est une matrice
bande, la complexit�e de l'inversion est de l'ordre de p3+82+p op�erations 
ottantes [Gol 89].
En rempla�cant p par son expression, on obtient la complexit�e suivante :

27n3 + 162n2k + 324nk2 + 216 k3 + 72n2 + 288nk + 288 k2 + 3n+ 6 k

En ne gardant que les termes �a l'ordre 3, on obtient �nalement :

27n3 + 162n2k + 324nk2 + 216 k3 (5.20)

A�n de comparer notre m�ethode it�erative avec les m�ethodes non lin�eaires, calculons la
complexit�e d'une it�eration de notre m�ethode. La partie la plus consommatrice de temps
est la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de la matrice � de taille 2k�n. La complexit�e
de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres est [Gol 89] :

22n3 + 8nk2 (5.21)

La complexit�e de la m�ethode de factorisation et des m�ethodes de minimisation non
lin�eaires sont r�ecapitul�ees dans le tableau 5.1 pour trois cas : le nombre d'images (k) est
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grand par rapport au nombre de points (n), le nombre d'images est sensiblement �egal au
nombre de points, et le nombre d'images est petit par rapport au nombre de points.

Les comparaisons sont donn�ees pour une it�eration. Nous pouvons conclure que la m�e-
thode propos�ee est intrins�equement plus rapide qu'une m�ethode de minimisation non li-
n�eaire. Remarquons que la complexit�e des m�ethodes non lin�eaires augmente tr�es rapide-
ment lorsque le nombre d'images est plus grand que le nombre de points.

M�ethode k � n=10 k � n k � 10n

Factorisation 22n3 30n3 822n3

Non lin�eaire (une it�eration) 46n3 729n3 250000n3

Tab. 5.1: Ce tableau indique le nombre d'op�erations 
ottantes en fonction du nombre de
points (n) et du nombre d'images (k). Si le nombre d'images est petit par rapport au
nombre de points, alors les deux m�ethodes sont de complexit�es comparables. Cependant,
si le nombre d'images augmente, les m�ethodes de minimisation non lin�eaires demandent
beaucoup plus de calculs.

5.6 Traitement des occultations

Le principal probl�eme des m�ethodes de factorisation est la n�ecessit�e d'avoir une ma-
trice de mesures � compl�ete, sans donn�ees manquantes. Ces points manquants sont dus
soit aux occultations, soit �a un �echec lors de la mise en correspondance. En e�et, il est
n�ecessaire d'avoir une matrice pleine pour pouvoir e�ectuer une d�ecomposition en valeurs
singuli�eres. R�esoudre ce probl�eme n'est pas simple et les m�ethodes existantes ont chacune
des inconv�enients.

{ Tomasi et Kanade [Tom 91a] proposent d'e�ectuer la factorisation d'une sous-matrice
de la matrice de mesures, sans donn�ees manquantes. On obtient ainsi la reconstruc-
tion d'un sous-ensemble de points et la d�etermination de la position et orientation
d'un sous-ensemble d'images. On peut ensuite estimer les points manquants dans
les autres images de proche en proche. L'inconv�enient de cette approche vient du
fait que la qualit�e du r�esultat provient de la factorisation initiale. Le choix de la
sous-matrice a factoriser { qui doit être la plus grande possible { n'est pas simple :
il s'agit d'un probl�eme np-complet dans le cas g�en�eral [Jac 97a].

{ Wiberg [Wib 76], Shum et al. [Shu 94, Shu 95] ont propos�e une m�ethode bas�ee sur
une analyse en composantes principales des donn�ees incompl�etes. Il est cependant
n�ecessaire de disposer d'une initialisation de la structure ou du mouvement.

{ R�ecemment, Jacobs [Jac 97a] a montr�e comment d�eterminer une matrice de rang r
approchant au mieux une matrice donn�ee incompl�ete et de même rang r. L'avantage
de la m�ethode est la prise en compte simultan�ee de toutes les donn�ees et l'absence
d'initialisation. Cependant, cette m�ethode est complexe en temps de calcul.

Nous proposons ici une solution similaire �a celle propos�ee par Tomasi et Kanade
[Tom 91a], en utilisant un mod�ele perspectif de cam�era. Le principe de la m�ethode est
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le suivant.

1. E�ectuer une factorisation, puis le passage �a une reconstruction euclidienne, �a partir
de la plus grande sous-matrice de � possible (maximiser le nombre de coe�cients
de la matrice). Le choix de la sous-matrice peut être e�ectu�e de mani�ere simple
en tenant compte des propri�et�es de l'algorithme de poursuite de points pr�esent�e au
chapitre 1. Si l'extraction de points n'est e�ectu�ee qu'�a la premi�ere image, la premi�ere
image est celle qui contient le plus de points. On extrait donc une sous-matrice de �
en commen�cant �a la premi�ere image, et en consid�erant le plus grand nombre possible
d'images cons�ecutives.

2. Estimer de proche en proche les coordonn�ees 3d de chaque point, et la position et
l'orientation des images qui n'ont pas �et�e estim�ees �a la premi�ere �etape.

{ Estimation d'un point 3d visible dans un certain nombre d'images : r�esoudre
un syst�eme d'�equations lin�eaires dont les �equations sont de la forme :

(Ii � xijKi) �M j = xij � x0i

(J i � yijKi) �M j = yij � y0i

{ Estimation de la position et orientation d'une image : e�ectuer un calcul de
pose.

5.7 R�esultats exp�erimentaux

5.7.1 Donn�ees synth�etiques

Dans ce paragraphe, nous �etudions les performances des m�ethodes it�eratives et nous
les comparons avec la m�ethode de factorisation. Deux types de r�esultats sont analys�es :

1. la qualit�e de la reconstruction tridimensionnelle en fonction de di��erents types de
mouvement en pr�esence de bruit gaussien sur les pixels ;

2. la convergence des algorithmes it�eratifs en fonction de di��erents types de mouvement.

Dans toutes les exp�erimentations de ce paragraphe, nous nous pla�cons dans les condi-
tions suivantes.

{ Les param�etres intrins�eques de la cam�era sont : uc = vc = 256, �u = �v = 1000.

{ On e�ectue la reconstruction �a partir de 15 images et 42 points (les donn�ees synth�e-
tiques utilis�ees sont repr�esent�ees sur la �gure 5.1).

{ Pour tous les types de mouvements consid�er�es, la variation angulaire entre deux vues
cons�ecutives est de 2o : la variation totale est donc de 28o.

{ Du bruit gaussien a �et�e ajout�e sur les points des images, avec un �ecart-type � = 1
pixel. 200 exp�eriences ont �et�e e�ectu�ees pour chaque cas (c'est-�a-dire pour chaque
point des graphiques) avec des bruits di��erents.
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{ Un param�etre important pour chacune des exp�erimentations est la distance moyenne
entre les points par rapport �a la cam�era. Soit D la distance du centre de gravit�e des
points 3d au centre de projection, divis�e par le diam�etre de l'ensemble des points 3d.
D est donc sans unit�e et nous l'appellerons distance relative. Remarquons que D est
approximativement �egal �a 1="j o�u "j est la valeur moyenne des "j pour tous les
points.

{ Pour les exp�erimentations o�u D varie, la variation est �egale �a 5.

{ La qualit�e des r�esultats de reconstruction est �evalu�ee en calculant les erreurs eucli-
diennes moyenne et maximum entre les points 3d th�eoriques et les points 3d estim�es
(le facteur d'�echelle est ajust�e en cons�equence), et les erreurs angulaires moyenne et
maximum entre deux paires de segments 3d th�eoriques et estim�es.

Les �gures 5.4 et 5.5 �etudient la qualit�e de reconstruction (erreur en distance et erreur
en orientation) lorsque la cam�era reste �a distance constante de l'objet et tourne autour de
celui-ci. L'objet reste centr�e sur l'axe optique de la cam�era.

Les �gures 5.6 et 5.7 �etudient la qualit�e de reconstruction lorsque la distance cam�era-
objet varie.

Les �gures 5.8 et 5.9 s'int�eressent au cas o�u l'objet est d�ecal�e par rapport �a l'axe
optique.

5.7.2 Donn�es r�eelles

Dans ce paragraphe, nous consid�erons plusieurs exemples de s�equences compos�ees
d'images r�eelles et nous �etudions le comportement de l'algorithme paraperspectif it�era-
tif :

{ une s�equence de 5 images d'un cube sur laquelle 38 points ont �et�e suivis sur la
s�equence (�gure 5.10) ;

{ une s�equence de 5 images d'une maison sur laquelle 36 points ont �et�e suivis (�-
gure 5.11) ;

{ une s�equence de 10 images repr�esentant une pi�ece en bois sur laquelle 10 points ont
�et�e suivis (�gure 5.12).

Dans chaque cas, le centre de l'image a �et�e �x�e �a uc = vc = 256, et les facteurs d'�echelles
verticale et horizontale sont �u = 1500 et �v = 1000. Le mouvement de la cam�era est tr�es
g�en�eral. Remarquons la di��erence de qualit�e de la reconstruction obtenue avec la m�ethode
de factorisation et la m�ethode it�erative. L'�ecart est particuli�erement visible lorsque l'objet
reconstruit est vu de dessus.

Le tableau 5.2 r�ecapitule les performances de l'algorithme it�eratif obtenues avec des
donn�ees synth�etiques et r�eelles.
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Fig. 5.4: Qualit�e de reconstruction en distance en fonction de D (voir texte) lorsque le
mouvement de la cam�era est parall�ele au plan image.
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Fig. 5.5: Qualit�e de reconstruction (erreur angulaire) en fonction de D (voir texte) lorsque
le mouvement de la cam�era est parall�ele au plan image.
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Fig. 5.6: Qualit�e de reconstruction en distance en fonction de D lorsque la distance
cam�era-objet varie. La variation de profondeur entre deux images cons�ecutives est 0,5.
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Fig. 5.7: Qualit�e de reconstruction (erreur angulaire) en fonction de D lorsque la distance
cam�era-objet varie. La variation de profondeur entre deux images cons�ecutives est 0,5.
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Fig. 5.8: Qualit�e de reconstruction en fonction de D lorsque la distance cam�era-objet varie,
et lorsque le centre de gravit�e est d�ecal�e par rapport �a l'axe optique.
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Fig. 5.9: Comme ci-dessus mais pour l'erreur angulaire.
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Fig. 5.10: Cette �gure montre respectivement une image (en haut �a gauche) sur une s�e-
quence de 5 images acquises avec une cam�era en mouvement, et le r�esultat de la recons-
truction par la m�ethode it�erative �a partir de 38 points extraits (en haut �a droite). Les vues
de dessus de la sc�ene reconstruite permettent de comparer quantitativement les r�esultats
de la m�ethode de factorisation (en bas �a gauche) avec les r�esultats obtenus avec la m�ethode
it�erative d�ecrite pr�ec�edemment (en bas �a droite).
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Nb points Nb images Temps cpu/ it�eration Nb it�erations S�equences d'images

38 5 0,31 5 \cube"

10 10 0,37 4 \pi�ece en bois"

42 15 1,50 4 images synth�etiques

Tab. 5.2: R�ecapitulation des r�esultats obtenus par la m�ethode de reconstruction it�e-
rative. Le temps cpu est exprim�e en secondes et a �et�e obtenus sur une station
Sun/Sparc10/SunOs.

Fig. 5.11: Mêmes commentaires que la �gure pr�ec�edente pour une autre s�equence de
5 images et 46 points.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Fig. 5.12: Cette �gure montre (a) une image parmi une s�equence de 10 images o�u 10 points
ont �et�e mis en correspondance et reconstruits. La premi�ere ligne (b) et (c) repr�esente le
r�esultat de la reconstruction obtenu avec la m�ethode de factorisation, alors que la seconde
ligne (d), (e) et (f) repr�esente le r�esultat de la reconstruction obtenu avec la m�ethode
it�erative et un mod�ele perspectif de cam�era. Dans cet exemple, l'algorithme a converg�e en
4 it�erations.
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5.8 Conclusion

Nous avons propos�e une m�ethode pour e�ectuer une reconstruction euclidienne �a partir
d'une s�equence d'images en utilisant un mod�ele perspectif de cam�era. La reconstruction
est e�ectu�ee de mani�ere incr�ementale, en utilisant �a chaque pas d'it�eration un mod�ele or-
thographique �a l'�echelle ou paraperspectif. La m�ethode peut être vue comme une extension
de la m�ethode de factorisation propos�ee par Tomasi et Kanade [Tom 91a, Tom 92], mais
pour un mod�ele perspectif de cam�era. Par rapport aux m�ethodes existantes ant�erieures,
l'avantage de l'algorithme est d'être beaucoup plus e�cace, du point de vue temps de
calcul, par rapport aux m�ethodes de minimisation non lin�eaires. L'algorithme converge en
moyenne en 5 it�erations, et celui-ci peut utiliser un nombre quelconque d'images (k � 3)
et de points (n � 4 non coplanaires), sans privil�egier une image ou un point par rapport
aux autres.

�A chaque pas d'it�eration, deux �etapes principales sont e�ectu�ees : nous faisons d'abord
une reconstruction a�ne, puis le passage �a une reconstruction euclidienne. Notons qu'il
est n�ecessaire d'avoir au moins un mouvement de rotation pour pouvoir e�ectuer le pas-
sage d'une reconstruction a�ne �a une reconstruction euclidienne (voir paragraphe 5.3.3).
En pratique, et dans nos conditions de prise de vues (voir paragraphe 5.7), nous avons
constat�e qu'il faut avoir un mouvement de rotation d'au moins une vingtaine de degr�es
sur l'ensemble de la s�equence d'images pour avoir une reconstruction euclidienne correcte
(information sur la profondeur). Cette valeur d�epend cependant des param�etres de la ca-
m�era, ainsi que du bruit dans les images. Plus le bruit est important, plus le mouvement
de la cam�era doit être important pour compenser ce bruit.

Les r�esultats obtenus sont bien sûr l�eg�erement moins bons que ceux obtenues avec
une m�ethode de minimisation non lin�eaire. Comme dans le cas du calcul de pose, nous
pouvons utiliser la solution obtenue par la m�ethode it�erative pour initialiser une m�ethode
de minimisation non lin�eaire. Dans ce cas, le nombre d'it�erations de l'algorithme non
lin�eaire est tr�es faible, mais cette �etape reste lente (comparativement beaucoup plus lente
que dans le cas du calcul de pose).

Bien que les r�esultats exp�erimentaux nous aient montr�e qu'il y a peu de probl�emes de
convergence, l'�etude de la convergence de l'algorithme est di�cile d'un point de vue th�eo-
rique. N�eanmoins, il n'existe pas non plus de justi�cation de convergence des algorithmes
de reconstruction bas�es sur des m�ethodes de minimisation non lin�eaires. La comportement
de la m�ethode propos�ee a l'avantage de pouvoir être expliqu�e de mani�ere g�eom�etrique. Nous
avons �etudi�e la convergence sur des consid�erations num�eriques et pratiques a�n de pouvoir
d�eterminer �a l'avance les conditions optimales d'utilisation de la m�ethode.

Nous avons �egalement montr�e comment traiter les probl�emes d'occultations, et r�e-
soudre le probl�eme de l'ambigu��t�e de la solution associ�e �a un mod�ele a�ne de cam�era.
Notons que dans le cas o�u le bruit dans les images est important, et lorsque l'e�et de pers-
pective est faible (i.e. la cam�era est loin de l'objet), l'ambigu��t�e sur le choix de la bonne
solution demeure : les deux solutions obtenues se projettent sur des points tr�es proches
dans les images.



Chapitre 6

Analyse de l'algorithme

\La science commence par une rupture avec l'objet de la
connaissance sensible. Elle cherche l'�evidence rationnelle
et non la satisfaction intime et �echappe ainsi aux fausses
�evidences d�esir�ees."

Gaston Bachelard,
La formation de l'esprit scienti�que, 1970.

Le paragraphe 6.1 analyse la convergence des deux variantes de l'algorithme it�eratif �a
partir de consid�erations num�eriques, et le paragraphe 6.2 explique pourquoi la m�ethode
propos�ee est peu sensible aux erreurs d'�etalonnage de la cam�era.

6.1 Analyse de la convergence

A�n d'analyser la convergence des algorithmes it�eratifs de calcul de pose ou de recons-
truction, nous consid�erons s�epar�ement les �equations du mod�ele orthographique �a l'�echelle
et celles du mod�ele paraperspectif. L'analyse de la convergence est di�cile d'un point de
vue th�eorique. Par cons�equent, nous baserons notre analyse sur des consid�erations num�e-
riques en comparant la valeur des termes n�eglig�es par rapport �a ceux conserv�es.

Consid�erons les �equations (2.8), (2.9) et (2.24), (2.25). Ces deux ensembles d'�equations
sont celles du mod�ele perspectif d'une cam�era �etalonn�ee. Le premier ensemble exprime le
probl�eme du calcul de pose (ou de la reconstruction) par un algorithme orthographique
�a l'�echelle it�eratif, alors que le second ensemble exprime le probl�eme avec un algorithme
paraperspectif it�eratif. Si de bonnes estimations pour les "j sont disponibles, alors le
probl�eme du calcul de pose se r�eduit au probl�eme du calcul de pose avec un mod�ele
a�ne de cam�era. Bien sûr, en pratique, il n'est pas possible d'avoir de telles estimations.
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Nous montrons ici qu'en initialisant "j �a z�ero, nous obtenons un bon comportement de
l'algorithme, même dans le cas o�u l'objet est proche de la cam�era. Ceci explique que
l'algorithme converge en quelques it�erations. Nous regardons dans un premier temps le
cas orthographique �a l'�echelle, puis le cas paraperspectif.

Soient, pour n points, "?j les vraies valeurs que l'algorithme est sens�e calculer. �A la
premi�ere it�eration, l'algorithme e�ectue un calcul de pose avec un mod�ele orthographique
�a l'�echelle. Par cons�equent, l'erreur est proportionnelle �a l'erreur induite par le mod�ele
orthographique �a l'�echelle jxj"

?
j j et jyj"

?
j j, d'apr�es les �equations (2.14) et (2.15). Si ces

erreurs sont importantes, la solution obtenue avec un mod�ele orthographique �a l'�echelle
sera tr�es di��erente de la solution recherch�ee, et la convergence de l'algorithme ne pourra
être garantie. Dans leur travaux sur l'estimation de pose, Dementhon et Davis [Dem 95]
ont remarqu�e que l'algorithme orthographique �a l'�echelle it�eratif converge même dans le
cas o�u les valeurs des "j sont proches de 1, �a condition que les points de la sc�ene soient
proches de l'axe optique. En e�et, lorsque les points de la sc�ene sont proches de l'axe
optique, les coordonn�ees image de leur projection, xj et yj , sont petites (l'origine du
rep�ere cam�era appartient �a l'axe optique) et elles compensent les grandes valeurs des "?j .
De plus, comme nous l'avons vu dans le paragraphe pr�ec�edent, des valeurs plus r�ealistes
pour "?j sont inf�erieures �a 0,5.

L'algorithme paraperspectif it�eratif est capable de traiter des con�gurations pour les-
quelles l'algorithme orthographique �a l'�echelle it�eratif diverge. En e�et, pour le mod�ele
paraperspectif, les erreurs initiales sont j(xj � x0)"

?
j j et j(xj � x0)"

?
j j, d'apr�es les �equa-

tions (2.22) et (2.23). Lorsque le point M0 est proprement choisi (ce devrait être typique-
ment le centre de gravit�e des points image), alors les di��erences (xj � x0) et (yj � y0)
sont petites et compensent de grandes valeurs pour "?j . Par cons�equent, l'algorithme pa-
raperspectif est capable de converger dans un plus grand nombre de con�gurations que
l'algorithme orthographique �a l'�echelle.

Cas de la reconstruction

La �gure 6.1 indique le nombre d'it�erations moyen pour les deux m�ethodes (seuls les
cas ayant converg�es sont pris en compte).

La �gure 6.2 repr�esente le pourcentage de convergence des deux variantes de l'algo-
rithme it�eratif.

En�n, les �gures 6.3 et 6.4 comparent l'algorithme orthographique �a l'�echelle it�eratif et
l'algorithme paraperspectif it�eratif. Les performances obtenues par ces deux variantes sont
comparables car les deux algorithmes convergent vers la même solution correspondant au
mod�ele perspectif de cam�era.

6.2 Sensibilit�e �a l'�etalonnage de la cam�era

Nous avons suppos�e jusqu'�a maintenant que la cam�era est �etalonn�ee, ce qui signi�e que
les param�etres intrins�eques �u, �v, uc, vc sont connus dans les �equations (2.1) et (2.2).
Le probl�eme de l'�etalonnage d'une cam�era est di�cile et les param�etres de la cam�era sont
instables avec le temps ou le mouvement. Nous savons que le seul param�etre intrins�eque
stable est le rapport entre la taille des pixels horizontale et verticale :
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Consid�erons de nouveau les �equations (2.8) et (2.9). En les combinant avec les �equa-
tions (2.1) et (2.2), nous obtenons :

uj(1 + "j)� u0 � uc"j = 
�vI �M j

vj(1 + "j)� v0 � vc"j = �vJ �M j

Lorsque la cam�era est �etalonn�ee, nous pouvons obtenir des valeurs relativement pr�ecises
pour les facteurs d'�echelles vertical et horizontal �u et �v, alors que les coordonn�ees du
centre de l'image uc et vc peuvent varier jusqu'�a 10% de leur vraies valeurs (Tsai [Tsa 87],
Faugeras [Fau 93]). En analysant les �equations pr�ec�edentes, nous pouvons remarquer que
l'in
uence de uc et vc est pond�er�e par "j . Pour tout point Mj de l'objet, "j repr�esente
la projection du vecteur M0M j suivant l'axe optique, divis�e par la composante en z du
vecteur de translation t.

Si l'objet est loin de la cam�era, l'in
uence de uc et vc peut être n�eglig�ee, mais les points
image doivent être extraits avec une grande pr�ecision. Si l'objet est proche de la cam�era,
l'in
uence de uc et vc devient importante. En pratique, la valeur maximum pour "j peut
monter jusqu'�a 0,5, mais des valeurs plus r�ealistes sont dans l'intervalle [0; 1; 0; 2]. Dans ce
cas, les erreurs sur uc et vc sont divis�ees par un facteur allant de 5 �a 10.

En examinant les �equations ci-dessus, nous pouvons remarquer que le param�etre in-
trins�eque �v agit comme un facteur d'�echelle sur la reconstruction. Cependant, comme la
reconstruction est e�ectu�ee �a un facteur d'�echelle pr�es, le connaissance exacte de �v a�ecte
peu la reconstruction. Dans le cadre de la reconstruction, le seul param�etre intrins�eque
qu'il est n�ecessaire de connâ�tre est le rapport entre la taille horizontale des pixels et la
taille verticale.
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Chapitre 7

Reconstruction euclidienne

et �etalonnage a�ne d'une cam�era

mont�ee sur le bras d'un robot

\Ce n'est pas parce que les choses sont di�ciles que nous
n'osons pas, c'est parce que nous n'osons pas qu'elles sont
di�ciles."

S�en�eque.

7.1 Contexte

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons au probl�eme de la reconstruction avec un mo-
d�ele a�ne de cam�era mont�ee sur le bras d'un robot. Les mouvements e�ectu�es par le robot
sont connus, mais nous ne connaissons pas la position de la cam�era par rapport au bras du
robot. Des travaux r�ecents ont montr�es que l'utilisation des mouvements du robot en utili-
sant un mod�ele perspectif de cam�era ne simpli�e pas le probl�eme reconstruction [Hor 95c].
Le mod�ele de cam�era que nous utilisons est un mod�ele a�ne. Ce mod�ele est un mod�ele
simpli��e par rapport au mod�ele projectif. Il existe cependant de nombreuses applications
pour lesquelles la cam�era est loin de l'objet ; dans ce cas, le mod�ele a�ne est une bonne
approximation.

Comme la cam�era est mont�ee sur le bras d'un robot, il existe une transformation
rigide �x�ee entre le rep�ere de la cam�era et le rep�ere du bras. Cette transformation n'est
pas connue �a l'avance et par cons�equent, le mouvement de la cam�era n'est connu qu'�a une
rotation et une translation pr�es.
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Plus formellement, le probl�eme que l'on se propose de r�esoudre ici est le suivant : �etant
donn�es un mod�ele a�ne de cam�era mont�ee sur le bras d'un robot, un certain nombre
de points mis en correspondance sur une s�equence d'images, et le mouvement du robot
entre ces images, le probl�eme est (i) de d�eterminer une reconstruction euclidienne de la
sc�ene, (ii) d'�etalonner la cam�era, et (iii) d'estimer la transformation cam�era-pince. Ce
dernier probl�eme est �egalement connu comme �etant le probl�eme de l'�etalonnage cam�era-
pince. Des approches ant�erieures du probl�eme de l'�etalonnage cam�era-pince proposent de
r�esoudre le probl�eme en deux �etapes : dans un premier temps, le robot est d�eplac�e en des
positions pr�ed�etermin�ees, et en chacune de ces positions, les param�etres intrins�eques et
extrins�eques sont calcul�es en utilisant une mire 3d d'�etalonnage connue ; dans un second
temps un syst�eme d'�equations homog�enes est r�esolu de mani�ere �a d�eterminer la transfor-
mation cam�era-pince [Hor 95b]. La m�ethode propos�ee peut être vue comme une m�ethode
d'�etalonnage en ligne qui ne demande aucune grille d'�etalonnage ni la connaissance des pa-
ram�etres intrins�eques. Cependant, comme nous consid�erons ici un mod�ele a�ne de cam�era,
seule la matrice de rotation de la transformation cam�era-pince peut être calcul�ee.

Les principales contributions sont les suivantes :

{ nous montrons que le probl�eme de reconstruction euclidienne avec un mod�ele a�ne
de cam�era non �etalonn�ee conduit �a une formulation lin�eaire simple si la cam�era est
mont�ee sur un robot, et si le robot e�ectue des mouvements connus ;

{ nous e�ectuons �a la fois une reconstruction euclidienne de la sc�ene, l'�etalonnage de

P1 Y1 Pi

Yi

P

P

B1i

cam�eracam�era

rep�ere sc�ene
(a�ne)

rep�ere robot
(euclidien)

points de la sc�ene

position 1
position i

d�eplacement du bras du robot

Fig. 7.1: Cette �gure montre la cam�era �x�ee sur le bras d'un robot. Le bras e�ectue un
d�eplacement rigide (ainsi que la cam�era), et la cam�era observe une sc�ene 3d mat�erialis�ee
par en ensemble de points.
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la cam�era et l'�etalonnage cam�era-pince.

7.2 Mod�ele a�ne de cam�era

Rappelons la mod�elisation math�ematique d'un mod�ele a�ne de cam�era :

m ' PaM (7.1)

o�u m est un point image exprim�e en coordonn�ees image, M repr�esente les coordonn�ees
d'un point 3d exprim�e dans un rep�ere euclidien, et Pa est une matrice 3� 4 de la forme :

Pa =

0@ p11 p12 p13 p14
p21 p22 p23 p24
0 0 0 1

1A
L'�equation (7.1) peut �egalement s'�ecrire :

�
u
v

�
=

�
p11 p12 p13
p21 p22 p23

�
| {z }

N

0@ X
Y
Z

1A+

�
p14
p24

�
| {z }

n

(7.2)

Nous pouvons �eliminer la translation en faisant un changement d'origine du rep�ere
image : �

u0

v0

�
=

�
u� p14
v � p24

�
= N

0@ X
Y
Z

1A (7.3)

Le vecteur n de dimension 2 repr�esente l'origine du nouveau rep�ere image et celui-ci est
en fait la projection de l'origine du rep�ere 3d de l'objet.

De mani�ere �a faire apparâ�tre de mani�ere explicite les param�etres intrins�eques et extrin-
s�eques d'un mod�ele a�ne de cam�era, une m�ethode consiste �a e�ectuer une d�ecomposition
qr de la matrice N [Qua 95b, Qua 96b] :

N =

�
a 0
b c

�
| {z }

A

�
ti
tj

�
| {z }
R2�3

(7.4)

Cette d�ecomposition est unique si le rang de la matrice N est �egal �a 2. La matrice A
d�epend de 3 param�etres associ�es �a un mod�ele a�ne de cam�era, et R2�3 contient les deux
premi�eres lignes d'une matrice de rotation, la troisi�eme pouvant facilement être calcul�ee
par la formule :

k = i ^ j

Nous avons introduit au chapitre 2 deux cas particuliers de mod�eles a�nes de cam�era :
orthographique �a l'�echelle et paraperspectif. Cependant, dans la suite, nous ne ferons
aucune supposition sp�eci�que sur l'un ou l'autre de ces deux mod�eles.
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7.3 Formulation du probl�eme

Consid�erons maintenant une cam�era mont�ee rigidement sur le bras d'un robot, et
nous associons un rep�ere euclidien au bras du robot. Soit ( R t ) la transformation
rigide (rotation et translation) entre le rep�ere du bras du robot et le rep�ere cam�era. Les
matrices R et t repr�esentent l'�etalonnage cam�era-pince. Cependant, avec un mod�ele a�ne
de cam�era, seuls les param�etres de rotation (la matrice R) peuvent être calcul�es.

La matrice de projection s'�ecrit :

Pa =

�
AR2�3 n

t0 1

�
=

�
N n
t0 1

�
(7.5)

o�u A contient les 3 param�etres intrins�eques du mod�ele a�ne de cam�era et R2�3 contient
les deux premiers vecteurs de la matrice de rotation R.

Par cons�equent, la d�etermination de la matrice Pa d�epend �a la fois du probl�eme de
l'�etalonnage de la cam�era et du probl�eme de l'�etalonnage cam�era-pince. Cette matrice Pa
ne peut être estim�ee de mani�ere directe. Nous proposons une m�ethode qui e�ectue d'abord
une reconstruction de la sc�ene, et ensuite un �etalonnage de la cam�era ainsi que l'estimation
de la transformation cam�era-pince.

Nous supposons maintenant que la cam�era et le robot subissent une succession de
mouvements rigides, et que les matrices A, R et t restent constantes pendant ces d�epla-
cements. Ainsi, la matrice Pa reste �egalement �xe. La cam�era observe une sc�ene 3d et
la mise en correspondances des points sur la s�equence d'images permet d'e�ectuer une
reconstruction a�ne de la sc�ene. Pour ce faire, il est possible d'utiliser la m�ethode de fac-
torisation ou la m�ethode des invariants a�nes. A�n d'e�ectuer cette reconstruction a�ne,
nous associons un rep�ere a�ne �a la sc�ene. Soient Sj les coordonn�ees a�nes des points de
la sc�ene exprim�ees dans ce rep�ere et Pi la matrice de passage de ce rep�ere a�ne au rep�ere
euclidien associ�e �a la i-i�eme image (voir �gure 7.1). Par cons�equent, Sj etM j repr�esentent
le même point physique 3d exprim�e dans deux rep�eres di��erents : un rep�ere a�ne et un
rep�ere euclidien.

Soit Yi une matrice 4 � 4 inversible repr�esentant la transformation entre le rep�ere
euclidien associ�e �a la pince (�a la position i) et le rep�ere a�ne de la sc�ene. La matrice Yi

est une transformation 3d a�ne. Ainsi, la matrice Pa peut s'�ecrire comme combinaison
de deux transformations a�nes (voir �gure 7.1) :

Pa = P1Y1

= : : :

= PiYi (7.6)

= : : :

= PkYk

Dans ces �equations, P1, . . . , Pi, . . . , Pk sont des matrices de taille 3 � 4 d�ecrivant
la transformation a�ne entre le rep�ere a�ne de la sc�ene et le rep�ere euclidien associ�e �a
chaque image. De plus, posons B1i la matrice 4 � 4 repr�esentant le mouvement rigide
du bras du robot entre la position initiale { 1 { et n'importe quel autre position { i. La
relation entre Y1, Yi, et B1i est simplement :

Yi = Y1B
�1
1i
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En substituant Yi dans l'�equation (7.6), nous obtenons k � 1 �equations matricielles :8><>:
P1Y1B12 = P2Y1

...
P1Y1B1k = PkY1

(7.7)

Chacune de ces �equations peut s'�ecrire de la fa�con suivante :�
N1 n1
t0 1

�
| {z }

3�4

�
X1 x1
t0 1

�
| {z }

4�4

�
Ri ti
t0 1

�
| {z }

4�4

=

�
Ni ni
t0 1

�
| {z }

3�4

�
X1 x1
t0 1

�
| {z }

4�4

Cette �equation matricielle peut se d�ecomposer par :

N1X1Ri = NiX1 (7.8)

N1X1ti + (N1 �Ni)x1 = ni � n1 (7.9)

La premi�ere de ces �equations est compos�ee de matrices de taille 2� 3 et est homog�ene
par rapport aux �el�ements de la matriceX1 de taille 3�3. La seconde �equation est compos�ee
de vecteurs de dimension 2 et les inconnus sont la matrice X1 et le vecteur x1 :

Y1 =

�
X1 x1
t0 1

�
Nous avons donc 12 inconnues, et chaque d�eplacement de cam�era conduit �a 6 + 2

contraintes. Pour k positions de la cam�era, nous avons k � 1 d�eplacements, soit 8(k � 1)
�equations lin�eaires. Par cons�equent, k doit être au moins �egal �a 3 a�n de pouvoir calculer
les �el�ements de la matrice Y1.

Avant d'aller plus loin et de d�evelopper la solution du probl�eme, r�ecapitulons les prin-
cipales �etapes de la m�ethode.

1. E�ectuer un certain nombre (au moins 2) de d�eplacements du robot sur lequel une
cam�era a �et�e �x�ee. Ces d�eplacements fournissent les �el�ements des matrices B1i =
( Ri ti ). Faire l'acquisition d'une image �a chaque position et mettre les points en
correspondance entre les images.

2. D�eterminer une reconstruction a�ne et le d�eplacement a�ne �a partir des points
extraits des images, c'est-�a-dire d�eterminer les coordonn�ees a�nes Si et les matrices
de projection Pi qui projettent ces points Si dans les images. Cette �etape estime la
matrice Ni et le vecteur ni des �equations (7.8) et (7.9).

3. Transformer la reconstruction a�ne en une reconstruction euclidienne. Il s'agit de
r�esoudre un syst�eme lin�eaire surcontraint form�e par les �equations (7.8) et (7.9). Nous
calculons ainsi X1 et x1, c'est-�a-dire la matrice Y1. Apr�es avoir d�etermin�e Y1, la
transformation des coordonn�ees a�nes des points en coordonn�ees euclidiennes est
donn�ee par la formule :

8j 2 f1; : : : ; ng; M j = Y�1
1 Sj (7.10)
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4. L'�etalonnage de la cam�era et l'�etalonnage cam�era-pince sont calcul�es �a partir de la
matrice Pa = ( N n ) qui peut être estim�ee �a partir de n'importe quelle expression
donn�ee par l'�equation (7.6). Comme nous l'avons expliqu�e au paragraphe 7.2, les
param�etres intrins�eques et extrins�eques du mod�ele a�ne de cam�era sont calcul�es en
faisant une d�ecomposition qr de la matrice N de taille 2� 3. L'�etalonnage cam�era-
pince est donn�ee par la matrice de rotation 3� 3.

Unicit�e de la solution Horaud et al. [Hor 95a] ont d�emontr�e une condition su�sante
pour pouvoir r�esoudre le syst�eme (7.7) : parmi l'ensemble des d�eplacements B1i du robot,
(i) au moins deux mouvements doivent avoir un axe de rotation distinct, et (ii) au moins
un d�eplacement doit avoir son vecteur de translation non orthogonal �a l'axe de rotation.
Remarquons que la premi�ere condition est identique �a celle pour l'unicit�e de la solution de
l'�etalonnage euclidien cam�era-pince [Che 91b]. Si la derni�ere condition n'est pas v�eri��ee,
la reconstruction euclidienne est e�ectu�ee �a un facteur d'�echelle pr�es.

7.4 R�esolution du probl�eme

Soient fM1; : : : ;Mng un ensemble de points de la sc�ene dont nous cherchons les co-
ordonn�ees euclidiennes repr�esent�ees par les vecteurs M1; : : : ;Mn. Comme nous l'avons
expliqu�e pr�ec�edemment, nous calculons d'abord les coordonn�ees a�nes des points, puis
nous convertissons ces coordonn�ees en coordonn�ees euclidiennes.

7.4.1 Reconstruction et mouvements a�nes

Consid�erons une base a�ne de l'espace, et soient S1, . . . , Sn les coordonn�ees a�nes
des points de la sc�ene dans ce rep�ere. Reprenons les notations du paragraphe 5.7, et
notons sij le vecteur allant du point m0i au point mij. Ainsi, pour tout i et pour tout j
(i 2 f1; : : : ; kg, j 2 f1; : : : ; ng), l'�equation (7.2) devient :

sij = NiSj (7.11)

m0i = ni (7.12)

La premi�ere �equation ci-dessus peut s'�ecrire pour k images et n points :0B@ s11 : : : s1n
...

...
sk1 : : : skn

1CA =

0B@ N1
...
Nk

1CA� S1 : : : Sn
�

ou sous forme matricielle :

� = NS (7.13)

Nous avons vu dans le paragraphe 5.3.2 deux m�ethodes pour r�esoudre cette �equation : la
m�ethode des invariants a�nes et la m�ethode de factorisation. La m�ethode de factorisa-
tion est la m�ethode utilis�ee en pratique car elle ne n�ecessite pas de choix explicite d'une
base a�ne form�ee par 4 points non coplanaires. La m�ethode de factorisation calcule la
reconstruction et le d�eplacement a�ne en même temps en e�ectuant une d�ecomposition
en valeurs singuli�eres de la matrice � de taille 2k � n (�equation (7.13)).
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7.4.2 Reconstruction et d�eplacements euclidiens

Nous sommes maintenant capables de calculer Y1 �gurant dans les �equations (7.7), o�u
chaque contrainte matricielle peut se d�ecomposer en deux �equations (7.8) et (7.9) :

N1X1Ri = NiX1

N1X1ti + (N1 �Ni)x1 = ni � n1

Dans la premi�ere �equation, X1 est inconnue. En combinant k � 1 �equations de cette
forme, nous obtenons un syst�eme lin�eaire homog�ene surcontraint de la forme suivante
(X 1 est un vecteur de dimension 9 form�e avec les �el�ements de X1) :

A|{z}
6(k�1)�9

X 1|{z}
9�1

= 0 (7.14)

Ce syst�eme est homog�ene. En imposant kX 1k = 1, la solution optimale pour X 1 est
obtenue en r�esolvant :

min
X1

�
kAX 1k

2 + �(1� kX 1k
2)
�

La solution est le vecteur propre associ�e �a la plus petite valeur propre de la matrice semi-
d�e�nie positive tAA. Ainsi, les �el�ements de X1 sont d�e�nis �a un facteur multiplicatif
pr�es : �X1.

En substituant �X1 dans la seconde �equation, nous obtenons :

�N1X1ti + (N1 �Ni)x1 = ni � n1

Pour k positions de la cam�era (c'est-�a-dire k � 1 d�eplacements), nous avons un syst�eme
lin�eaire d'�equations de la forme :

B|{z}
2(k�1)�4

�
�
x1

�
| {z }

4�1

= b

Ce syst�eme lin�eaire a une solution �evidente si le rang de B est �egal �a 4. Les coordonn�ees
euclidiennes des points de la sc�ene sont ensuite calcul�ees en utilisant l'�equation (7.10) :

M j = Y�1
1 Sj

7.4.3 �Etalonnage de la cam�era et �etalonnage cam�era-pince

L'�etalonnage de la cam�era, ainsi que l'�etalonnage cam�era-pince sont incluses dans la
matrice de projection Pa (�equation (7.5)), qui est obtenue en multipliant les deux matrices
que nous venons de calculer :

Pa = P1Y1

Cette �equation est la premi�ere du syst�eme (7.6). Par la suite, les param�etres intrins�eques
de la cam�era et la matrice de rotation entre la cam�era et le bras du robot sont calcul�es en
e�ectuant une d�ecomposition qr de N { sous-matrice 2� 3 de Pa.

Les param�etres intrins�eques sont extraits sous la forme d'une matrice A triangulaire
basse de taille 2� 2, d'apr�es l'�equation (7.4). Cette matrice correspond au mod�ele g�en�eral
d'un mod�ele a�ne de cam�era, et les param�etres (a, b, et c) ont la signi�cation suivante :

{ Si l'�el�ement b est petit par rapport aux �el�ements diagonaux, alors celui-ci peut être
n�eglig�e et le mod�ele de cam�era est �equivalent au mod�ele orthographique �a l'�echelle.
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{ Dans le cas contraire (si b est grand), le mod�ele de cam�era peut s'identi�er au mod�ele
paraperspectif.

7.5 R�esultats exp�erimentaux

La cam�era est mont�ee sur un robot et observe un objet 3d sous 12 positions di��erentes.
La �gure 7.2 montre la premi�ere (a) et la dixi�eme (b) image de cette s�equence. L'objet est
un parall�el�epip�ede sur lequel �gurent des rectangles noirs sur les faces. La position exacte
et la taille de ces rectangles noirs ne sont pas connus. La taille de ce parall�el�epip�ede est
de 5� 4� 4 cm et celui-ci se trouve �a une distance approximative de 50 cm de la cam�era.
Ainsi, l'e�et de perspective est faible, et la projection des points dans l'image suit une
projection a�ne.

Les points d'int�erêt ont �et�e d�etect�es et poursuivis sur la s�equence d'images : 132 points
ont �et�e d�etect�es. Sur cette s�equence, les appariements ont �et�e e�ectu�es �a la main �a cause
des motifs trop r�ep�etitifs, mais pour d'autres s�equences d'images r�eelles, nous avons utilis�e
la m�ethode d�evelopp�ee au chapitre 1.

La �gure 7.2 montre les r�esultats obtenus pour la reconstruction 3d de l'objet en
utilisant deux m�ethodes di��erentes : la m�ethode que nous venons de d�ecrire et qui utilise
le mouvement du robot, et la m�ethode it�erative que nous avons pr�esent�ee au d�ebut du
chapitre (cette m�ethode ne n�ecessite aucune connaissance sur le d�eplacement, mais les
param�etres intrins�eques doivent être connus). La �gure 7.2 montre une vue de dessus et
une vue lat�erale de la reconstruction pour chacune des m�ethodes : (c) et (d) correspondent
�a la m�ethode utilisant le mouvement du robot, et (e) et (f) correspondent �a la m�ethode
it�erative. Il y a deux di��erences importantes entre ces deux m�ethodes : (i) la premi�ere
utilise une cam�era non �etalonn�ee, alors que la seconde utilise une cam�era �etalonn�ee, et
(ii) la premi�ere m�ethode suppose un mod�ele a�ne de cam�era alors que la seconde utilise
un mod�ele perspectif de cam�era.

Il n'est pas facile de comparer les r�esultats des deux reconstructions car les rep�eres 3d
utilis�es pour chaque m�ethode sont di��erents. Dans le cas de la premi�ere m�ethode, le
rep�ere 3d euclidien est celui du bras du robot. Pour la seconde m�ethode, le rep�ere 3d
est centr�e par rapport �a l'objet et est align�e avec le rep�ere cam�era �a la premi�ere position.

Les param�etres obtenus pour la cam�era avec la s�equence pr�ec�edente sont les suivants :

N = 
AR2�3

= 1; 36

�
0; 58 0
0; 06 1

��
�0; 97 �0; 12 +0; 18
+0; 12 �0; 99 �0; 02

�
Le facteur d'�echelle inclut �a la fois la distance moyenne de l'objet par rapport �a la

cam�era et la distance focale de la cam�era. Comme l'�el�ement en dessous de la diagonale
de A peut être n�eglig�e, le mod�ele de cam�era peut dans ce cas être approch�e par un mod�ele
orthographique �a l'�echelle.

7.6 Conclusion

Nous avons propos�e une m�ethode pour calculer la structure 3d euclidienne d'une sc�ene
en utilisant un mod�ele a�ne de cam�era non �etalonn�ee mont�ee sur le bras d'un robot. L'in-
formation euclidienne est fournie par le d�eplacement connu du robot. Nous avons propos�e
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 7.2: Cette �gure montre deux images (a) et (b) sur une s�equence de 12 images acquises
avec une cam�era �x�ee sur le bras d'un robot, et le r�esultat de la reconstruction : la vue de
dessus (c) et g�en�erale (d) de la reconstruction obtenue avec la m�ethode ci-dessus, et la
vue de dessus (e) et g�en�erale (f) de la reconstruction obtenue avec un mod�ele perspectif de
cam�era.
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une m�ethode de r�esolution lin�eaire tr�es simple pour e�ectuer la reconstruction et d�etermi-
ner les param�etres intrins�eques et extrins�eques de la cam�era. Les param�etres intrins�eques
permettent de d�eterminer s'il s'agit d'un mod�ele perspectif faible ou paraperspectif de
cam�era. Les param�etres extrins�eques (matrice de rotation) correspondent �a l'orientation
relative entre le rep�ere associ�e au bras du robot et le rep�ere cam�era.

La m�ethode propos�ee peut s'appliquer d�es que l'on peut e�ectuer un ensemble de
d�eplacements contrôl�es. C'est le cas lorsque l'on dispose d'une cam�era mont�ee sur un
robot ou d'une tête active st�er�eo. De mani�ere similaire, un certain nombre d'auteurs ont
montr�e que le probl�eme de l'�etalonnage d'une cam�era est plus simple si l'on e�ectue des
d�eplacements particuliers dans l'espace [Har 94a]. Il n'est cependant pas toujours facile
d'e�ectuer une rotation d'une cam�era autour d'un axe align�e avec l'axe optique.

Une extension de ces travaux serait de g�en�eraliser la m�ethode pour un mod�ele perspectif
de cam�era, avec une m�ethode it�erative modi�ant de mani�ere incr�ementale la position des
points dans les images.



Chapitre 8

Transfert technologique

\Toute connaissance d�ebute avec l'exp�erience mais n'en
d�erive pas."

Emmanuel Kant, Critique de la raison pure, xviiie s.

Ce chapitre pr�esente quelques travaux e�ectu�es en collaboration avec la Soci�et�e A�e-
rospatiale.

La strat�egie de guidage d'un missile est un des sujets les plus importants dans le
domaine de la D�efense. Un missile est dirig�e par un syst�eme de centrale inertielle utilisant
des senseurs et des gyroscopes permettant de mesurer les acc�el�erations et les changements
de direction. Ainsi, le mouvement relatif entre deux images cons�ecutives est connu mis �a
part le fait que les donn�ees inertielles sont a�ect�ees par du bruit et un certain biais.

La vie d'un missile peut se d�ecomposer en trois parties : la lancement, le vol �a vitesse
de croisi�ere, et la phase terminale. Cette phase de guidage terminal commence typique-
ment dans les derniers deux/trois kilom�etres avant d'atteindre la cible. Au d�ebut de cette
derni�ere phase, la cible peut ne pas être visible dans l'image �a cause des erreurs sur les
donn�ees inertielles fournies par le missile. La premi�ere �etape consiste donc �a retrouver la
position de la cible et �a r�eestimer la position du missile : il s'agit de la phase d'acquisition.

La seconde �etape est la poursuite de la cible. Une fois la position de la cible estim�ee
pendant la phase d'acquisition, nous pr�edisons sa position d'image en image en tenant
compte du mouvement relatif du missile.

La connaissance de la position exacte du missile et de la distance missile-cible augmente
de mani�ere consid�erable la pr�ecision du guidage du missile. Ces valeurs sont aussi utiles
a�n de projeter correctement le mod�ele 3d de la sc�ene sur l'image, et de pouvoir pr�edire
la position d'un point de l'image { la position de la cible par exemple. Le calcul de pose
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est donc primordial pour e�ectuer ces corrections. De plus, deux contraintes doivent être
respect�ees :

{ les calculs doivent pouvoir être e�ectu�es en temps r�eel ;

{ l'algorithme doit pouvoir s'accommoder de tout type de sc�ene : non planaire ou
planaire.

8.1 Acquisition

La premi�ere �etape de la phase terminale du guidage d'un missile est la pr�eacquisition/-
acquisition qui consiste �a estimer la position initiale de la cible dans l'image et r�eestimer
la position du missile.

Le principe de l'algorithme est de calculer la position du missile sur les premi�eres
images, pour �nalement mettre �a jour les donn�ees inertielles du missile. Ainsi, �a chaque
image, nous calculons la position du missile, et nous utilisons un �ltre de Kalman pour
fusionner les r�esultats. Le �ltre de Kalman nous donne �egalement l'incertitude sur le
r�esultat, ce qui nous permet de d�ecider du moment du passage de la position donn�ee par
la centrale inertielle �a la position donn�ee par le �ltre de Kalman.

Donn�ees initiales

Projection du mod�ele 3D

Image

Segmentation

Mise en correspondance

Calcul de pose

Filtre de Kalman

et mise �a jour de la position

Fig. 8.1: Principe du calcul de pose.

Le calcul de pose est e�ectu�e �a partir de correspondances 2d-3d de points, de la mani�ere
suivante (voir �gure 8.1).

1. Extraire des points dans l'image courante.

2. En même temps, projeter le mod�ele 3d sur l'image.

3. Mettre en correspondance les deux ensembles de points. Pour ce faire, calculer dans
un premier temps la taille maximum de la fenêtre de recherche en tenant compte des
erreurs inertielles.
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4. La mise en correspondance fournit des correspondances 2d-3d de points (nous pou-
vons faire le lien entre les points 3d du mod�ele et les points 2d du mod�ele projet�e).

5. E�ectuer un calcul de pose a�n de calculer la position du missile et les attitudes �a
partir de ces correspondances.

8.2 Poursuite

Une fois la phase d'acquisition r�eussie, la seconde �etape est la poursuite de la cible
jusqu'au point d'impact. La principe consiste �a pr�edire la position de la cible dans chaque
image �a partir du mouvement relatif entre deux images cons�ecutives, puis �a am�eliorer la
position 2d par une corr�elation locale (voir �gure 8.2). A�n de valider la cible poursuivie,
nous e�ectuons des r�eacquisitions en tâche de fond. Un superviseur se charge de v�eri�er
la coh�erence entre la r�eacquisition et la poursuite.

image n

image n+ 1

image n� i

cible (n)

pr�ediction de la cible (n+ 1)

extraction du

motif de corr�elation (n)

pr�ediction du

motif de corr�elation (n+ 1)

Acquisition en tâche de fond Poursuite locale (corr�elation)

Fusion

Fig. 8.2: Principe de la poursuite.

8.2.1 Pr�ediction de la position de la cible

�A chaque image, nous pr�edisons la localisation de la cible �a partir de l'image pr�ec�edente.
La pr�ediction d'un point est e�ectu�ee en deux �etapes.

1. Nous e�ectuons d'abord une reconstruction du point �a partir de l'image pr�ec�edente
en utilisant un mod�ele orthographique �a l'�echelle de cam�era. Rappelons que ce mod�ele
est valide lorsque la distance cam�era-objet est importante par rapport �a la taille de
l'objet. Ce mod�ele pr�esuppose que tous les points 3d se trouvent dans un plan
parall�ele �a l'image, et qu'ils sont situ�es �a une distance tz du centre de projection.
Ainsi, un point de coordonn�ees pixelliques (u; v) a pour coordonn�ees 3d :

M =
t
�

u� u0
�u

tz
v � v0
�v

tz tz

�
o�u (u0; v0; �u; �v) sont les quatre param�etres intrins�eques de la cam�era (centre de
l'image et facteurs d'�echelle).
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2. Ensuite, le point est reprojet�e dans l'image courante :

m =

0@ �u 0 u0 0
0 �v v0 0
0 0 1 0

1A� R t
t0 1

�
M

o�u R et t repr�esentent le mouvement relatif entre les deux images.

Rep�ere

terrestre
image n

image n� 1

reprojection

P

P
0

C

C0

x

y

x tz

y tz

tz

M

m

A = ( R t )

Fig. 8.3: Pr�ediction d'un point de l'image : le point est d'abord reconstruit dans l'image
pr�ec�edente en utilisant un mod�ele orthographique �a l'�echelle de cam�era, et est ensuite
reprojet�e dans l'image courante en tenant compte du mouvement relatif entre les deux
images.

8.2.2 Corr�elation

La corr�elation permet de localiser de mani�ere pr�ecise la position dans l'image. Le
motif de corr�elation est calcul�e en e�ectuant une pr�ediction sur chaque pixel. La mesure
de corr�elation utilis�ee est sad (somme des carr�es des di��erences de niveaux de gris). Cette
mesure donne des r�esultats satisfaisants car le changement d'intensit�e lumineuse est faible
entre deux images cons�ecutives.

8.3 R�esultats exp�erimentaux

L'algorithme de calcul de pose a �et�e utilis�e sur un grand nombre de sc�enes : sc�enes
rurales et urbaines. Cet algorithme calcule la position et les attitudes du missile en temps
r�eel, et permet d'am�eliorer la distance entre le point vis�e et le point d'impact de 30 %.

Les �gures 8.4 et 8.5 montrent les performances de l'algorithme sur quelques images.
Remarquons que le mod�ele projet�e co��ncide exactement avec les points extraits apr�es le
calcul de pose (ce n'est pas le cas avec les donn�ees inertielles). L'erreur sur la distance
missile-cible estim�ee par l'algorithme est environ 5 %.
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(a) (b)

Fig. 8.4: (a) Contours extraits (b) Image and segments projet�es du mod�ele suivant les
donn�ees inertielles du missile.
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(a) (b)

Fig. 8.5: (a) Points extraits (b) Projection du mod�ele 3d apr�es calcul de pose. Remarquons
que le mod�ele co��ncide avec les points extraits.



Conclusion et perspectives

\Quelque incertitude et quelque vari�et�e qui paraisse dans
le monde, on y remarque n�eanmoins un certain enchâ�ne-
ment secret, et un ordre r�egl�e de tout temps par la Pro-
vidence, qui fait que chaque chose marche en son rang,
et suit le cours de sa destin�ee."

La Rochefoucauld, Maximes, 1678.

Dans le cadre de cette th�ese, nous nous sommes int�eress�es successivement :

{ �a la poursuite de points (mise en correspondance) sur une s�equence d'images (mo-
noculaire et st�er�eoscopique) ;

{ au probl�eme du calcul de pose �a partir d'une image et d'un mod�ele 3d, �a partir de
correspondances de points ou de droites ;

{ au probl�eme de reconstruction euclidienne �a partir de points sur une s�equence
d'images, sous deux approches di��erentes :

1. avec un mod�ele perspectif de cam�era �etalonn�ee, le mouvement de la cam�era
�etant inconnu ;

2. avec un mod�ele a�ne de cam�era non �etalonn�ee mont�ee sur le bras d'un robot.

Poursuite de points

Le probl�eme de mise en correspondance de points sur une s�equence d'images est une
�etape requise pour de nombreux probl�emes en vision par ordinateur utilisant plusieurs
images. Le principe de la m�ethode propos�ee consiste �a e�ectuer une extraction de points
caract�eristiques sur la premi�ere image, puis �a pr�edire, uniquement par corr�elation, la po-
sition de ces points sur les images suivantes.

A�n d'obtenir une pr�ecision sous-pixellique des positions des points dans les images,
nous avons propos�e une m�ethode bas�ee sur l'interpolation des scores de corr�elation avec les
points voisins, et analys�e la pr�ecision obtenue avec les m�ethodes propos�ees (interpolation
par deux paraboles ou un parabolo��de). L'avantage de la m�ethode est le faible coût en
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temps de calcul (la m�ethode se r�eduit �a la multiplication d'une matrice et d'un vecteur
pour chaque point).

Nous avons �etendu la m�ethode de poursuite de points au cas d'une s�equence d'images
st�er�eoscopiques. L'utilisation de la g�eom�etrie �epipolaire permet de r�eduire la fenêtre de re-
cherche pour la localisation des points, et d'�eliminer de mauvaises mises en correspondance
gauche-droite. L'obtention de mise en correspondance de points sur des couples d'images
est utile pour pouvoir e�ectuer l'auto-�etalonnage d'une tête st�er�eoscopique par exemple
(Horaud et Csurka [Hor 98], Csurka et al. [Csu 98]).

Calcul de pose et reconstruction

Nous avons propos�e une approche uni��ee pour les probl�emes de calcul de pose et de re-
construction dont les �equations de base sont identiques. La di��erence provient du nombre
d'�equations (pour le probl�eme de reconstruction, on s'int�eresse �a plusieurs images), et des
inconnues. Nous avons suppos�e que les param�etres intrins�eques de la cam�era sont connus
(en pratique, on peut utiliser les param�etres du constructeur). Nous avons utilis�e le lien
existant entre les mod�eles a�nes de cam�era (orthographique �a l'�echelle ou paraperspectif)
et le mod�ele perspectif. Nous avons �etendu l'algorithme it�eratif propos�e par Dementhon
faisant le lien entre le mod�ele orthographique �a l'�echelle et perspectif, pour le cas de la
reconstruction �a partir d'une s�equence d'images. Nous avons propos�e une variante fai-
sant le lien entre le mod�ele paraperspectif et perspectif. Ces algorithmes font l'hypoth�ese,
�a chaque pas d'it�eration, d'un mod�ele a�ne de cam�era, mais convergent, �a la �n, vers
la solution obtenue avec un mod�ele perspectif. L'int�erêt de cette approche est d'obtenir
la solution suivant une bonne mod�elisation g�eom�etrique d'une cam�era, en utilisant une
succession d'approximations du mod�ele a�n de simpli�er les calculs. La m�ethode ne fait
intervenir que des calculs alg�ebriques simples : le calcul de pose se limite �a la r�esolution
d'un syst�eme lin�eaire, et la complexit�e de la m�ethode de reconstruction se r�eduit �a la
d�ecomposition en valeur singuli�ere d'une matrice. Le comportement (et la convergence)
des algorithmes s'explique �egalement d'un point de vue g�eom�etrique, contrairement aux
m�ethodes de minimisation non lin�eaires pour lesquelles se pose aussi le probl�eme de l'ini-
tialisation. Les r�esultats obtenus par ces m�ethodes it�eratives sont proches des solutions
obtenues avec une m�ethode de minimisation non lin�eaire.

Les algorithmes it�eratifs propos�es peuvent être vus comme des extensions de travaux
existants :

{ de la m�ethode it�erative pour le calcul de pose propos�ee par Dementhon (lien entre
le mod�ele orthographique �a l'�echelle et perspectif) [Dem 92a, Dem 93] ;

{ de la m�ethode de factorisation pour la reconstruction propos�ee par Tomasi, Poelman
et Kanade (mod�ele a�ne de cam�era) [Tom 91a, Tom 92, Poe 94, Poe 95].

Calcul de pose

L'algorithme complet de calcul de pose peut se r�esumer de la fa�con suivante.

1. E�ectuer une segmentation de l'image : extraction des points caract�eristiques et des
segments.
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2. Projeter le mod�ele dans l'image (suivant une orientation approximative connue) et
mettre en correspondance les points ou les segments de droites entre le mod�ele projet�e
et les primitives extraites dans l'image (appariement 2d/2d).

3. E�ectuer un calcul de pose en utilisant un des algorithmes it�eratifs ; en d�eduire la
position et l'orientation de la cam�era par rapport �a l'objet (ou de mani�ere �equivalente
la position de l'objet par rapport �a la cam�era).

4. �Eventuellement, e�ectuer une minimisation non lin�eaire pour am�eliorer la qualit�e de
la reconstruction obtenue (m�ethode de Levenberg-Marquardt).

Reconstruction

Nous disposons d'une châ�ne de traitement compl�ete pour e�ectuer une reconstruction
euclidienne �a partir d'une s�equence d'images, sans connaissance �a priori du mouvement
de la cam�era. Les �etapes peuvent être r�esum�ees de la fa�con suivante.

1. Faire l'acquisition d'une s�equence d'images. Extraire les points caract�eristiques sur
la premi�ere image, et retrouver leur position sur les images suivantes (algorithme de
poursuite de points).

2. E�ectuer une reconstruction euclidienne sur le plus grand sous-ensemble de points
visibles sur le plus grand sous-ensemble d'images. Pour ce faire, on maximise le
nombre de coe�cients de la matrice extraite de la matrice de mesure contenant
les points, en commen�cant �a la premi�ere image. La reconstruction est e�ectu�ee en
deux �etapes : nous e�ectuons d'abord une reconstruction a�ne, puis le passage de la
reconstruction a�ne �a une reconstruction euclidienne.

3. Calculer les points manquants dans les images �a partir de la reconstruction pr�ec�e-
dente par propagation des donn�ees.

4. E�ectuer une reconstruction euclidienne sur la matrice compl�ete.

5. �Eventuellement, e�ectuer une minimisation non lin�eaire pour am�eliorer la qualit�e de
la reconstruction obtenue (m�ethode de Levenberg-Marquardt).

6. Visualiser la reconstruction obtenue.

L'algorithme de reconstruction calcule non seulement la structure 3d de la sc�ene (les
coordonn�ees 3d des points), mais �egalement la position et orientation de la cam�era par
rapport �a l'objet pour chaque image.

Notons que l'extension de la m�ethode de reconstruction it�erative �a partir de droites a
peu d'int�erêt d'un point de vue pratique. Quan a montr�e qu'il faut au moins 7 orientations
di��erentes pour utiliser la m�ethode de reconstruction euclidienne avec un mod�ele a�ne de
cam�era propos�ee dans [Qua 97b, Qua 97c].

Nous avons �egalement pr�esent�e une seconde approche du probl�eme de reconstruction :
reconstruction euclidienne avec un mod�ele a�ne de cam�era non �etalonn�ee mont�ee sur le
bras d'un robot, l'information euclidienne �etant fournie par le d�eplacement euclidien du
robot.
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Perspectives

Ces travaux ouvrent plusieurs voies de recherche dont certaines sont en cours de d�eve-
loppement.

{ La mise en correspondance de points poss�ede de nombreuses applications (robo-
tique...)

{ Il serait int�eressant de pouvoir e�ectuer une reconstruction euclidienne sur une s�e-
quence d'images avec un mod�ele perspectif de cam�era non �etalonn�ee (i.e. les para-
m�etres intrins�eques sont inconnus). Sturm et Triggs ont propos�e une m�ethode de
factorisation pour e�ectuer une reconstruction projective avec un mod�ele perspectif
de cam�era non �etalonn�ee. Il serait cependant int�eressant de pouvoir e�ectuer une
reconstruction euclidienne en faisant l'hypoth�ese que les param�etres intrins�eques
restent constants le long de la s�equence d'images.

{ Le probl�eme de reconstruction euclidienne avec une cam�era mont�ee sur un robot peut
être repris en supposant un mod�ele perspectif (et non plus a�ne), et en s'int�eressant
�egalement �a l'estimation de la transformation cam�era-pince.

{ La m�ethode de reconstruction propos�ee est bien adapt�ee pour des s�equences d'images
pas trop longues. Le probl�eme de reconstruction �a partir d'une longue s�equence
d'images n'est pas simple car chaque point n'est visible que sur un petit sous-
ensemble d'images : dans ce cas, la matrice de mesures est creuse, et l'estimation
des points manquants n'est pas �able.



Annexe A

Mod�ele paraperspectif :

Interpr�etation g�eom�etrique

Cette annexe apporte quelques d�etails suppl�ementaires sur le mod�ele paraperspectif
d'une cam�era. En e�et, nous avons consid�er�e au paragraphe 2.1.3 que le mod�ele parapers-
pectif d'une cam�era est une approximation �a l'ordre 1 du mod�ele perspectif :

1

1 + "
� 1� "

Nous justi�ons ici l'interpr�etation g�eom�etrique du mod�ele paraperspectif (voir �gure A.2).

Rappel math�ematique Pla�cons-nous dans un espace 3d muni d'un rep�ere euclidien,
et consid�erons un plan � ayant pour normale le vecteur n et situ�e �a une distance d de
l'origine du rep�ere. Soit M un point de l'espace et M 0 la projection de ce point dans le
plan � suivant la direction r. Les coordonn�ees du point M 0 v�eri�ent :

OM 0 = OM �
OM � n� d

r � n
r (A.1)

2

O

M

M 0

r

n

d

�

Fig. A.1: Projection du point M de l'espace dans le plan � suivant la direction r. Le plan �
est situ�e �a une distance d de l'origine du rep�ere et a pour normale le vecteur n.
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Mj
M 0
j

mj

x0

x0
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n

plan image plan local

axe optiquecentre

de projection

Fig. A.2: Mod�elisation g�eom�etrique d'un mod�ele paraperspectif de cam�era.

Consid�erons un mod�ele paraperspectif de cam�era (voir �gure A.2) et exprimons les
coordonn�ees du point M 0

j en utilisant la formule pr�ec�edente. Nous nous pla�cons dans
un espace muni d'un rep�ere euclidien ayant pour origine M . Le plan de projection est
le plan local repr�esent�e sur la �gure A.2. Comme celui-ci passe par l'origine du rep�ere,
nous avons d = 0. La direction de projection dans ce plan est d�e�nie par le vecteur
r = CM0, et la normale �a ce plan est n = k. Remarquons �egalement que le d�enominateur
de l'�equation (A.1) se simpli�e : r � n = k �CM 0 = tz. Ainsi, nous obtenons :

M0M
0
j = M0M j �

k �M0M j

tz
CM0

= M0M j � (K �M 0M j)CM0 (A.2)

D'autre part, en utilisant le th�eor�eme de Thal�es en faisant intervenir le plan local et
le plan image de la �gure A.2, nous avons :

xj � x0 =
i �M0M

0
j

tz
= I �M 0M

0
j

En�n, en rempla�cant M0M
0
j par l'expression donn�ee par l'�equation (A.2) :

xj � x0 = I � (M 0M j � (K �M 0M j)CM0)

En remarquant que
I �CM0 = x0

nous avons �nalement :

xj � x0 = (I � x0K) �M0M j

= Ip �M0M j

De mani�ere similaire, nous pouvons montrer que :

yj � y0 = Jp �M0M j

Nous retrouvons ainsi les expressions donn�ees par les �equations (2.16) et (2.17). Ce calcul
montre ainsi que le mod�ele paraperspectif est bien une approximation �a l'ordre 1 du mod�ele
perspectif.



Annexe B

D�ecomposition ql d'une matrice

Une matrice peut se d�ecomposer en un produit de deux matrices : une matrice ortho-
gonale Q suivie d'une matrice triangulaire basse L. Cette d�ecomposition est une variante
de la d�ecomposition qr, et elle est utile pour extraire les param�etres intrins�eques et ex-
trins�eques d'une cam�era �a partir d'une matrice de projection.

Mettons en �evidence le lien existant entre une d�ecomposition qr et une d�ecomposi-
tion ql, et montrons comment obtenir une d�ecomposition ql d'une matrice A de taille
m� n en utilisant un algorithme de d�ecomposition qr.

Soit P la matrice de permutation carr�ee n�n compos�ee de 1 sur la seconde diagonale :

P =

0@ 0 1
�

1 0

1A
et e�ectuons tout d'abord une d�ecomposition qr du produit AP. Nous obtenons :

AP = QR

Comme nous avons :
PP = In

il s'en suit :
A = (QP)(PRP)

Posons :

Q0 = QP

L = PRP

On a bien A = Q0L avec Q0 orthogonale et L triangulaire inf�erieure. Pour �nir, nous
pouvons nous arranger pour que detQ0 = +1 et choisir le signe des coe�cients diagonaux
de la matrice L en multipliant Q0 �a droite et L �a gauche par une matrice P0 de la forme :

P =

0@ �1 0
�

0 �1

1A
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car on a l'�egalit�e :
A = Q0L = (Q0P0)(P0L)



Annexe C

Quaternions et rotations

Les quaternions, invent�es en 1843 par le math�ematicien irlandais William Hamilton,
jouent en dimension 3 et 4, vis �a vis des groupes orthogonaux, un rôle analogue �a celui
des nombres complexes en dimension 2.

C.1 Rappel sur les quaternions

Il existe une alg�ebre H de dimension 4 sur IR, appel�ee alg�ebre des quaternions, munie
d'une base 1, i, j, k, telle que :

{ 1 est �el�ement neutre pour la multiplication ;

{ i2 = j2 = k2 = �1 ;

{ jk = �kj = i, ki = �ik = j, ij = �ji = k.

Soient q et q0 deux quaternions :

q = q0 + qxi+ qyj + qzk = (q0;w)

q0 = q00 + q0xi+ q0yj + q0zk = (q00;w
0)

Grâce �a ces formules, nous pouvons calculer le produit de deux quaternions, not�e \*" :

q � q0 = (q0;w) � (q00;w
0)

= (q0q
0
0 �w �w0;w ^w0 + aw0 + a0w)

Ce produit, non commutatif, peut �egalement s'�ecrire sous forme matricielle :

q � q0 = Q(q)q0

= W(q0)q
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o�u

Q(q) =

0BB@
q0 �qx �qy �qz
qx q0 �qz qy
qy qz q0 �qx
qz �qy qx q0

1CCA et W(q0) =

0BB@
q00 �q0x �q0y �q0z
q0x q00 q0z �q0y
q0y �q0z q00 q0x
q0z q0y �q0x q00

1CCA
On d�e�nit le conjugu�e q de q par :

q = q0 � qxi� qyj � qzk

et la norme par :

kqk =
p
qq =

p
qq =

q
q20 + q2x + q2y + q2z

Nous avons les propri�et�es suivantes :

qq0 = q0q

q = q

kqq0k = kqk kq0k

q�1 =
q

kqk2

C.2 Repr�esentation des rotations par les quaternions uni-

taires

Soit q un quaternion unitaire, et soit l'application :

Sq : Q �! Q
p 7�! p0 = q � p � q

Nous avons les propri�et�es suivantes :

{ Sq est bijective, et (Sq)
�1 = Sq ;

{ Sq1�q2 = Sq1Sq2 ;

{ Sq conserve la norme : kSq(p)k = kpk ;

{ l'image d'un quaternion imaginaire pur est un quaternion imaginaire pur.

Exprimons l'image p0 de p sous forme matricielle :

p0 = q � p � q

= (q � p) � q

= (Q(q)p) � q

= W(q)(Q(q)p)

= (tW(q)Q(q))p
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On v�eri�e que la matrice tW(q)Q(q) est une matrice orthonorm�ee :

tW(q)Q(q) =

�
1 t0

0 R

�
4�4

o�u

R =

0@ q20 + q2x � q2y � q2z 2(qxqy � q0qz) 2(qxqz + q0qy)

2(qxqy + q0qz) q20 � q2x + q2y � q2z 2(qyqz � q0qx)

2(qxqz � q0qy) 2(qyqz + q0qx) q20 � q2x � q2y + q2z

1A (C.1)

La matrice R est la matrice de rotation associ�ee au quaternion unitaire q

Propri�et�es

{ Sq laisse IR
3 (assimil�e �a l'ensemble des quaternions purs) invariants et la restriction

de Sq �a IR3 est une rotation.

{ Toute rotation est repr�esent�ee par un quaternion unitaire.

{ Les quaternions q et q0 repr�esentent la même rotation (Sq = Sq0) �equivaut �a q = �q0

{ Le produit de deux rotations est d�ecrit par le produit des quaternions associ�ees.

{ Une rotation R d'axe n et d'angle � est repr�esent�ee par les quaternions :

q = �

�
cos

�
�

2

�
; sin

�
�

2

�
n

�

C.3 Probl�eme de minimisation

Dans l'algorithme du calcul de pose, nous avons introduit une contrainte d'orthogo-
nalit�e a�n d'assurer que la matrice repr�esentant l'orientation de la cam�era par rapport �a
l'objet soit une \vraie" matrice de rotation. Dans le cadre de la reconstruction d'un objet,
nous alignons le rep�ere de l'objet avec la premi�ere image pour faire le choix des solutions
�a conserver ou �a rejeter. Ces deux cas conduisent �a r�esoudre le même probl�eme : il s'agit
d'estimer la \meilleure" matrice de rotation R telle que :

R

t
0@ ti

tj
tk

1A = I3

Cette expression peut se r�e�ecrire :

8i 2 f1; 2; 3g; Rvi = ei

o�u ei est le i-i�eme vecteur colonne de la matrice identit�e, et v1 = i, v2 = j, v3 = k. Nous
cherchons donc la matrice de rotation qui minimise le crit�ere :

min
R

 
3X
i=1

kRvi � eik
2

!
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En repr�esentant la matrice de rotation par un quaternion unitaire q, alors le probl�eme de
minimisation devient :

min
kqk=1

 
3X
i=1

kq � vi � q � eik
2

!
(C.2)

En utilisant le fait que kqk = 1 :

kq � vi � q � eik
2 = kq � vi � q � eikkqk

2

= kq � vi � q � q � ei � qk
2

= kq � vi � ei � qk
2

= k(Q(ei)�W(vi))qk
2

= tqt[Q(ei)�W(vi)][Q(ei)�W(vi)]q

= tqAiq

o�u Ai est la matrice sym�etrique de taille 4� 4 d�e�nie par :

Ai =
t[Q(ei)�W(vi)][Q(ei)�W(vi)]

Le crit�ere �a minimiser (C.2) devient :

min
q

 
3X
i=1

tqAiq

!
= min

q

 
tq

 
3X
i=1

Ai

!
q

!
= min

q

�
tqBq

�
avec

B =
3X
i=1

Ai

Sous la contrainte que le quaternion doit être unitaire, le crit�ere �a minimiser devient :

min
q
Q = min

q

�
tqBq + �(1� tqq)

�
(C.3)

En d�erivant Q par rapport �a q, et en annulant la d�eriv�ee, nous obtenons :

dQ

dq
= 2(Bq � �q) = 0

Nous en d�eduisons :
�q = Bq

puis
�tqq = tqBq

En substituant cette solution dans l'�equation (C.3), nous avons :

Q = �

Le quaternion unitaire qui minimise Q est donc le vecteur propre unitaire de la ma-
trice B associ�e �a la plus petite valeur propre de B, soit �.

La matrice de rotation correspondant au quaternion unitaire q = (q0; qx; qy; qz) est
alors donn�ee par l'�equation (C.1).
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D�emonstration La matrice B est sym�etrique, r�eelle, et d�e�nie positive, elle est donc
diagonalisable et ses valeurs propres sont positives. Soient u1, u2, u3, u4 les vecteurs
propres unitaires de B associ�es aux valeurs propres �1, �2, �3, �4 avec �1 < �2 < �3 < �4.
Nous avons :

8i 2 f1; : : : ; 4g; Bui = �iui

Les vecteurs ui forment une base orthonorm�ee, et le quaternion q peut s'�ecrire dans cette
base :

q =

4X
i=1

�iui

En tenant compte du fait que les vecteurs propres forment une base orthonorm�ee, nous
pouvons �ecrire :

tqBq =

4X
i=1

�2i�i

Comme le quaternion est unitaire, nous avons
P4

i=1 �
2
i = 1. L'expression pr�ec�edente est

donc minimale lorsque �1 = 1 et �2 = �3 = �4 = 0. Nous obtenons ainsi :

q = u1

tqBq = �1

Le quaternion unitaire optimal est donc le vecteur propre unitaire de B associ�e �a sa plus
petite valeur propre.
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Annexe D

M�ethode

de reconstruction non lin�eaire

D.1 Pr�esentation de la m�ethode

La m�ethode de reconstruction non lin�eaire estime �a la fois les coordonn�ees tridimen-
sionnelles des points observ�es, et les matrices de projection entre l'objet et chaque image
(cela revient �a estimer une matrice de rotation et un vecteur de translation pour chaque
position de la cam�era). Elle minimise la somme des carr�es des distances entre les projec-
tions dans les images des points reconstruits et les positions des points observ�es. �Ecrivons
l'expression de la projection d'un point j dans une image i :

bxij =
ii �M j + txi
ki �M j + tzibyij =
ji �M j + tyi
ki �M j + tzi

En notant xij et yij les positions des points extraits dans les images, nous cherchons �a
minimiser la quantit�e :

D = f(: : : ;Ri; ti; : : : ;M j; : : :) =
X
ij

�
(xij � bxij)2 + (yij � byij)2�

sous la contrainte que chaque matrice Ri doit être une matrice de rotation. La fonction �a
minimiser devient :

min

(
f(: : : ;Ri; ti; : : : ;M j; : : :) + �

X
i

kRi
tRi � I3k

2

)

Cette fonction est non lin�eaire, il faut donc utiliser des m�ethodes d'optimisation non
lin�eaires. Nous avons choisi d'utiliser la m�ethode de Levenberg-Marquardt qui est une
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m�ethode dite �a r�egion de con�ance, et qui a un comportement am�elior�e par rapport aux
m�ethodes de Newton classiques. L'algorithme de Levenberg-Marquardt consiste �a passer
continûment de la m�ethode de descente de gradient �a la m�ethode de quasi-Newton au fur
et �a mesure que l'on s'approche du minimum. On trouvera une description d�etaill�ee de
la m�ethode dans [Pre 92]. Cependant, pour pouvoir utiliser une m�ethode de minimisation
non lin�eaire, il est indispensable de disposer d'une solution approch�ee pour s'assurer de
la convergence de l'algorithme. Nous utilisons, pour initialisation, la solution obtenue par
une des deux m�ethodes it�eratives pr�esent�ees au chapitre 5.

D.2 Param�etrisation de la matrice de rotation

Chaque matrice de rotationRi poss�ede 9 coe�cients (matrice 3�3), mais n'a cependant
que 3 degr�es de libert�e. Ceci implique qu'il existe de nombreuses contraintes sur cette
matrice (les vecteurs lignes et colonnes sont norm�es et orthogonaux). Il est donc pr�ef�erable
d'utiliser une param�etrisation d'une matrice de rotation avec moins de param�etres.

Une param�etrisation minimale est d'utiliser les angles d'Euler. Dans ce cas, une matrice
de rotation s'�ecrit comme �etant le produit de trois matrices de rotation par rapport �a
chacun des axes, sous la forme suivante :

R(';�; ) =

0@ cos' � sin' 0
sin' cos' 0
0 0 1

1A0@ cos � 0 sin �
0 1 0

� sin � 0 cos �

1A0@ 1 0 0
0 cos � sin 
0 sin cos 

1A
=

0@ cos' cos � � sin' cos + cos' sin � sin sin� sin + cos' sin � cos 
sin' cos � cos' cos + sin' sin � sin � cos' sin + sin' sin � cos 
� sin � cos � sin cos � cos 

1A
Le probl�eme avec cette param�etrisation est qu'elle est parfois ambigu�e : il peut y avoir

plusieurs valeurs pour les angles possibles pour une matrice de rotation donn�ee.
A�n de de pas être confront�e �a ce probl�eme, nous proc�edons comme suit. Soit bRi la

matrice de rotation donn�ee pour initialisation, et Ri la vraie matrice de rotation. Nous
pouvons alors �ecrire :

Ri = bRi
eRi (D.1)

o�u eRi repr�esente la rotation relative entre la vraie rotation et l'orientation estim�ee. Si bRi

est une bonne estimation deRi, la matrice eRi = R('i;�i; i) peut être approch�ee au premier
ordre par la matrice suivante :

eRi =

0@ 1 �'i �i
'i 1 � i
��i  i 1

1A
Ainsi, nous supposons que les matrices bRi sont �x�ees, et nous estimons les matrices eRi

dont les inconnues s'�ecrivent : f'i; �i;  ig. L'expression �a minimiser s'�ecrit maintenant :

minff(: : : ; 'i; �i;  i; ti; : : : ;M j ; : : :)g

Notons cependant les matrices eRi ne sont pas exactement des matrices de rotation.
Pour y rem�edier, �a chaque pas pas d'it�eration de l'algorithme de Levenberg-Marquardt,
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nous multiplions la matrice bRi dans l'�equation (D.1) �a droite par R('i;�i; i) et non pas eRi,
puis les variables sont ensuite remises �a z�ero. On s'assure ainsi que les matrices Ri dont
toujours des matrices de rotation. L'approximation par les matrices eRi n'est utilis�ee que
dans l'algorithme de minimisation a�n de simpli�er la fonction �a minimiser (ainsi que
les d�eriv�ees �a calculer). De plus, comme les matrices bRi sont mises �a jour �a chaque pas
d'it�eration, nous nous assurons que les changements sur ces matrices sont r�ealis�es par des
petites rotations qui peuvent être approch�ees pendant la minimisation. L'algorithme peut
se r�esumer de la mani�ere suivante.

1. Initialiser 'i = �i =  i = 0.

2. E�ectuer une it�eration de l'algorithme de minimisation de Levenberg-Marquardt
(estimation de 'i; �i;  i; ti;M j).

3. Mettre �a jour les matrices de rotation bRi = bRiR('i;�i; i).

4. Tant que l'algorithme n'a pas converg�e, retourner �a l'�etape 1.
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Localisation et mod�elisation tridimensionnelles

par approximations successives du mod�ele perspectif de cam�era

R�esum�e

Dans le cadre de cette th�ese, nous proposons un algorithme g�en�erique permettant de r�esoudre le
probl�eme de calcul de pose et le probl�eme de reconstruction avec un mod�ele perspectif de cam�era.

�Etant donn�es une image et un mod�ele 3D de la sc�ene (ou d'un objet) visible dans l'image, le calcul
de pose consiste �a calculer la position et l'orientation de la cam�era par rapport �a la sc�ene. Nous �etudions
successivement le cas de correspondances 2D/3D de points, et le cas de droites. La m�ethode propos�ee
am�eliore de mani�ere it�erative la pose calcul�ee avec un mod�ele a�ne de cam�era (orthographique �a l'�echelle
ou paraperspectif) pour converger, �a la limite, vers une estimation de la pose calcul�ee avec un mod�ele
perspectif de cam�era.

Dans un second temps, nous �etendons les algorithmes de calcul de pose pr�ec�edents au probl�eme de
la reconstruction euclidienne avec un mod�ele perspectif de cam�era, �a partir d'une s�equence d'images. La
m�ethode propos�ee converge en quelques it�erations, est e�cace du point de vue calculatoire, et ne sou�re
pas de la nature non lin�eaire du probl�eme trait�e. Nous pr�esentons ensuite une seconde approche du
probl�eme de reconstruction euclidienne en consid�erant un mod�ele a�ne de cam�era non �etalonn�ee mont�ee
sur le bras d'un robot.

A�n de pouvoir utiliser en pratique ces algorithmes de reconstruction, nous pr�esentons une m�ethode
de poursuite de points caract�eristiques sur une s�equence monoculaire d'images, puis sur une s�equence
st�er�eoscopique. Nous proposons �egalement une m�ethode pour obtenir une pr�ecision sous-pixellique des
positions des points dans les images.

Mots clefs : vision par ordinateur, reconstruction tridimensionnelle (euclidienne et a�ne), calcul de
pose, mise en correspondance, corr�elation, mod�ele perspectif de cam�era, mod�ele a�ne de cam�era, mod�ele
orthographique �a l'�echelle, mod�ele paraperspectif, �etalonnage d'une cam�era.

Three-dimensional localization et modeling

by successive approximations of the perspective camera model

Abstract

In this report, we propose a generic algorithm to compute objet pose and reconstruction, with a
perspective camera model.

Given one image and a 3d model of the scene, object pose consists in recovering the position and the
orientation of the camera with respect to the camera. We successively study the case of 2d to 3d point
correspondences, and the case of line correspondences. The method consists in iteratively improving the
pose computed with an a�ne camera model (weak perspective or paraperspective) to converge, at the
limit, to the pose estimation computed with a perspective camera model.

In a second time, we extend the previous object pose algorithms for Euclidean reconstruction from
a sequences of images, by using a perspective camera model. The proposed method converges in a few
iterations, is computationally e�cient, and does not su�er from the non linear nature of the problem.
Then, we present a second approach for recovering Euclidean reconstruction, with an uncalibrated a�ne
camera mounted onto a robot arm.

In order to use these algorithms for reconstruction from a practical point of view, we present a
method to do the tracking of characteristic points along a sequence of images. Moreover, we also present
a method to obtain a subpixel accuracy of the image point coordinates for a low computation cost.

Keywords : computer vision, 3d reconstruction (Euclidean and a�ne), object pose, tracking,
correlation, perspective camera model, a�ne camera model, weak perspective model, paraperspective
model, camera calibration.
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