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Chapitre 1

Introduction

Si au cours de ces derni�eres ann�ees les programmes informatiques sont deve-
nus de plus en plus sûrs, on est encore loin de la perfection. S'il est bien connu
que cette perfection nous est inaccessible, nous chercherons �a nous en rappro-
cher. Et ce d'autant plus que les syst�emes sur lesquels nous travaillons sont de
plus en plus complexes, et que les sources d'erreurs sont donc multipli�ees.

Cette complexit�e peut venir de di��erents facteurs. Tout d'abord, on peut
vouloir augmenter la qualit�e des contrôleurs de certains syst�emes extrêmement
critiques n�ecessitant une r�eponse tr�es rapide �a certains �ev�enements. On re-
gardera entre autre du côt�e des centrales nucl�eaires, ou du domaine spatial.
Ensuite, les syst�emes r�epartis se multiplient. Ainsi, dans le domaine de la t�e-
l�ephonie mobile, on g�ere un tr�es grand nombre d'appareils qui peuvent se d�e-
placer, se connecter ou se d�econnecter du r�eseau. Parfois, les deux probl�emes
sont pr�esents, comme dans les r�eseaux de transport. De nombreux appareils
circulent et communiquent pour assurer un haut d�ebit de circulation tout en
�evitant les collisions, mais il faut aussi pouvoir r�eagir aux accidents tels que des
probl�emes m�ecanique sur un v�ehicule, une voie impraticable, ou un probl�eme
de communication.

Pour valider ces programmes, et plus g�en�eralement, tous les programmes dits
r�eactifs (qui r�eagissent �a leur environnement), il faut être capable de mod�eliser
aussi leur environnement. En e�et il est n�ecessaire de confronter un programme
de ce genre �a son environnement pour �evaluer son comportement, mais dans
de nombreux cas on ne peut tester le programme sur un environnement r�eel,
pour des raisons de coût ou de s�ecurit�e. Il reste alors �a confronter le programme
�a un mod�ele de l'environnement. De plus en plus, on a alors besoin de mod�e-
liser le temps, qui est un param�etre important de cet environnement surtout
s'il y a interactions entre plusieurs syst�emes. Les interactions sont en g�en�eral
mod�elis�ees par des compositions parall�eles, qui posent un certain nombre de
probl�emes lorsqu'elles sont utilis�ees avec des syst�emes temporis�es. Cette th�ese
propose un mod�ele de temporisation permettant de r�esoudre une partie de ces
probl�emes, les propri�et�es dites de progr�es maximal et de r�eactivit�e temporelle
�etant notamment assur�ees par construction.

Avant de rentrer plus en d�etail dans le sujet, voyons quelques notions qui
permettront de cerner les probl�emes que nous chercherons �a r�esoudre.
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1.1 Syst�emes de transitions

L'objet de base pour mod�eliser un syst�eme en informatique est le syst�eme
de transition. Il s'agit d'un graphe orient�e (au sens math�ematique du terme),
dont les sommets repr�esentent les �etats du syst�eme et les arcs repr�esentent les
actions, ou transitions. Si l'on isole un �etat initial dans ce graphe, les di��erents
chemins du graphe partant de cet �etat repr�esentent les di��erentes �evolutions
possibles pour le syst�eme mod�elis�e.

Ce mod�ele, s'il est extrêmement simple, est aussi extrêmement puissant puis-
qu'il permet de repr�esenter un tr�es grand nombre de syst�emes. Des mod�eles plus
�evolu�es ont �et�e d�e�nis, qui permettent de structurer les syst�emes de transitions.
Tous ces mod�eles ont en commun le fait que leur s�emantique est d�e�nie sur
les syst�emes de transitions, et qu'ils permettent donc de repr�esenter des sous-
classes de ces syst�emes de transitions. Parmi ces mod�eles, on remarquera entre
autres, les r�eseaux de Petri, les automates et les alg�ebres de processus.

Pour des raisons de g�en�eralit�e nous travaillerons donc sur les syst�emes de
transitions (�a part dans le chapitre 3, o�u nous nous placerons dans le cadre
plus restreint des automates temporis�es). Les r�esultats qui seront donn�es ici
pourront alors être appliqu�es �a toute la gamme des mod�eles informatiques que
nous venons de citer.

1.2 Syst�emes temporis�es et syst�emes hybrides

L'un des principaux probl�emes de ces mod�eles apparâ�t lorsque l'on veut
sp�eci�er des syst�emes o�u le temps intervient. Cette situation est de plus en plus
courante avec le d�eveloppement des syst�emes r�epartis, o�u les di��erentes parties
du syst�eme sont oblig�ees de se synchroniser pour fonctionner correctement. On
la retrouve aussi lorsque le syst�eme n�ecessite une r�eponse rapide �a certains �ev�e-
nements.

Tout d'abord nous remarquerons que les probl�emes temporels peuvent être
vus di��eremment suivant que l'on cherche �a programmer un syst�eme ou �a le
sp�eci�er. En e�et, lors de la programmation, on n'appr�ehendera le temps et les
actions de l'environnement que par l'ordre dans lequel ils arrivent. On tiendra
alors compte de la nature de ces �ev�enement pour fournir des donn�ees au sys-
t�eme. En aucun cas on ne pourra poser de contrainte sur l'environnement, en
particulier sur l'�ecoulement du temps.

�A l'oppos�e, lors de la sp�eci�cation de syst�emes, nous avons un certain
nombre d'informations sur l'environnement, en particulier une relation de cau-
salit�e entre les �ev�enements est donn�ee. De plus, pour mod�eliser l'urgence de
certaines actions on peut se permettre de stopper le temps, for�cant ainsi les
actions �a s'ex�ecuter. Pour introduire les incertitudes qui apparâ�traient dans
l'environnement, on utilisera alors le non d�eterminisme, �a savoir que si dans
certains �etats plusieurs �ev�enements sont possibles, un seul sera e�ectu�e, mais
cet �ev�enement est susceptible de changer d'une ex�ecution du syst�eme sur l'autre.
On aura ainsi un moyen de repr�esenter di��erentes situations possibles (ou dif-
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f�erentes �evolutions de l'environnement) en un seul syst�eme.

D'autre part, deux approches sont possibles pour int�egrer le temps dans un
syst�eme. Lorsque l'on programme, on sait tr�es bien que toute action a un certain
d�elai d'ex�ecution non nul. Mais lorsque l'on sp�eci�e, on peut tr�es bien consid�erer
que les actions sont instantan�ees. Cette approche peut surprendre, mais elle est
�equivalente �a la premi�ere en ce sens qu'une action est alors repr�esent�ee comme
un d�ebut d'ex�ecution, une attente, puis une �n d'ex�ecution. Si seul le r�esultat de
l'action compte, on pourra repr�esenter une action par sa dur�ee et sa terminaison,

ainsi s0
3
! s1

a
! s2 peut repr�esenter une action a de dur�ee 3. Une autre vision

de cette seconde approche est de consid�erer que le passage du temps repr�esente
une �evolution du syst�eme suivant un comportement donn�e (par exemple pour
un contrôleur de chaudi�ere, le chau�age est en marche) et que les actions sont
des changements de comportement (on allume ou �eteint le chau�age). Quelle
que soit l'optique envisag�ee, cette seconde approche est tr�es pratique pour la
sp�eci�cation puisqu'elle permet de s�eparer tr�es clairement les actions qui seront
consid�er�ees comme instantan�ees et le passage du temps. Dans le cadre de cette
�etude, cela permettra aussi de se focaliser sur la gestion du temps dans les
mod�eles. C'est pour cette raison que j'ai choisi cette approche.

Comme les syst�emes non temporis�es sont �etudi�es depuis plus longtemps,
et que l'on sait mieux les d�ecrire, l'habitude a �et�e prise de baser les syst�emes
temporis�es sur un squelette non temporis�e que l'on habille ensuite selon des
techniques de temporisations qui peuvent varier.

De nombreuses temporisations ont �et�e e�ectu�ees sur les alg�ebres de proces-
sus et les automates. On parle habituellement de syst�emes hybrides pour le cas
g�en�eral, et de syst�emes temporis�es dans le cas plus restreint o�u les seules gran-
deurs continues sont des horloges permettant de mesurer des laps de temps. Le
terme temporisation sera n�eanmoins employ�e dans le sens le plus g�en�eral dans
la suite.

La plupart des temporisation est r�ealis�ee par l'adjonction de variables qui
sont modi��ees par le passage du temps et que l'on peut tester. Ceci permet de
savoir quand on peut prendre une transition et quand on doit la prendre. Il y
a donc deux types de conditions :

{ des conditions, souvent appel�ees gardes, qui disent quand une action est
possible. Les gardes sont donc des conditions qui restreignent les moments
o�u les actions sont possibles.

{ des conditions sur la progression du temps qui interdisent au temps de
progresser �a certains moments. Cela permet de simuler l'urgence d'une
ou plusieurs actions, car en empêchant le temps de progresser on force les
actions �a être e�ectu�ees. Apr�es avoir e�ectu�e une action, on change d'�etat,
et le temps peut alors progresser �a nouveau. Ces conditions n'ont donc pas
pour but de bloquer le temps, mais de forcer des actions �a être r�ealis�ees
�a certains moment, le temps devant pouvoir progresser en permanence.

Ce type de temporisation est celui adopt�e par les di��erents automates tem-
poris�es [NSY92, MP91, AD90], automates hybrides [NSY92, PV94, MMP92],
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prompt

fin

fin

bonne reponse

trop tard

Affichage

Attente

Sortie

Session

y := 0
y = 6 x < 30

x = 30

x = 30

y � 6

x; y := 0

FAUX

V RAI

y � 6 ^ x � 30

V RAI

Fig. 1.1 { Proc�edure de login

r�eseaux de Petri temporis�es [Ram74] et de nombreuses alg�ebres de processus
temporis�es (telles que ATP [NRSV90], ou ET-LOTOS [LL95]).

La �gure 1.1 montre un syst�eme temporis�e donn�e sous forme d'un automate
temporis�e. Il s'agit d'une proc�edure de login correspondant �a la situation sui-
vante : la proc�edure ne peut durer plus de 30 secondes, pass�e ce d�elai on sort
et l'utilisateur ne peut se loger. Pendant les 30 secondes qui lui sont imparties,
l'utilisateur a droit �a un nombre d'essais ind�e�ni, mais chaque essai est lui aussi
limit�e dans le temps et ne peut durer plus de 6 secondes. Chaque essai se d�e-
compose en deux �etapes : l'a�chage d'un prompt, et la lecture de la r�eponse.
La �gure se lit comme suit : on a un graphe sur lequel on peut reconnâ�tre la
boucle repr�esentant la succession des essais, et les deux sorties possibles. Les
sommets du graphe sont appel�es �etats de contrôle. Sur ce graphe, on a ajout�e
des conditions portant sur les horloges (ici x et y, dont nous verrons la signi�-
cation ci-apr�es) et des remises �a z�ero de ces horloges (not�ees x := 0 et y := 0).
On reconnâ�tra les gardes associ�ees aux transitions et les conditions de pro-
gression du temps associ�ees aux �etats. Dans cet exemple, x mesure le temps
depuis le d�ebut de la proc�edure, pour savoir si les 30 secondes imparties ne sont
pas �ecoul�ees, auquel cas on e�ectue l'action nomm�ee �n. De même y mesure le
temps �ecoul�e pour chaque essai. On remarquera que la condition de progression
du temps associ�ee �a l'�etat Sortie est V RAI, c'est-�a-dire que l'on peut rester
ind�e�niment dans cet �etat, de même pour Session. Au contraire, l'�etat a�chage
ne correspond qu'�a un point de contrôle o�u l'on ne peut attendre, la condition
associ�ee est alors FAUX. Par contre dans cet �etat, suivant la valeur de x on
prendra soit la transition �n soit la transition prompt.

Nous reviendrons ult�erieurement sur cette mani�ere de d�ecrire des syst�emes
r�eactifs.



1.3. COMPOSITION PARALL�ELE 9
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a

b

c d

d
a

1.2.1 1.3.1 1.4.1

2.2.1 2.3.1 2.4.1

b
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b
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e

a

a

2.2.2

1.2.2
b
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b

1.3.2

c

2.4.2

b

1.4.2e

b

c

c

c

d

d
c

f

f

c

c

Fig. 1.2 { Un exemple simple : �emetteur - r�ecepteur

1.3 Composition parall�ele

On assiste au d�eveloppement des syst�emes distribu�es, c'est-�a-dire form�e
d'un certain nombre de composants, lesquels sont r�epartis sur plusieurs sites
et �evoluent en parall�ele tout en communicant entre eux pour se synchroniser
ou transmettre des donn�ees. Pour repr�esenter cela, on utilise en g�en�eral des
compositions parall�eles. L'op�erateur de composition parall�ele [Mil80] permet
de regrouper plusieurs syst�emes simples pour donner un seul syst�eme qui re-
pr�esente l'ensemble des comportements des petits syst�emes mis en pr�esence les
uns des autres.

Cet op�erateur pr�esente plusieurs avantages. Tout d'abord, il est plus facile
de repr�esenter deux petits syst�emes qu'un gros. Ceci est illustr�e sur l'exemple
suivant.

La �gure 1.2 nous montre un exemple compos�e de trois syst�emes, un �emet-
teur, une ligne de transmission et un r�ecepteur. Ce syst�eme est tr�es simpli��e.
Le comportement de la ligne est mod�elis�e comme suit. Dans l'�etat 1 la ligne
attend un message de l'�emetteur qui la fera passer dans l'�etat 2. Le message est
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alors transmis �a l'autre bout de la ligne, celle-ci arrive dans l'�etat 3. Elle d�elivre
alors le message au r�ecepteur et passe dans l'�etat 4. Finalement, elle �emet un
signal indiquant qu'elle est �a nouveau prête �a transmettre. L'�emetteur est plus
simple, il produit un message et le donne �a la ligne. De même le r�ecepteur re�coit
le message de la ligne et e�ectue ensuite un certain traitement sur ce message.
Pour compl�eter le syst�eme, nous imposerons des contraintes de synchronisa-
tion : l'�emetteur d�elivre le message �a la ligne au moment o�u celle-ci le re�coit,
de même que la ligne d�elivre le message au r�ecepteur au moment o�u celui-ci
le re�coit. Le syst�eme compos�e est alors form�e de 16 �etats et 28 transitions. Ce
syst�eme, pourtant relativement simple, commence �a devenir illisible.

Si la composition parall�ele est apparue pour repr�esenter des syst�emes dis-
tribu�es, elle s'est d�evelopp�ee pour d'autres applications. Il existe aujourd'hui
des langages de programmation, tel ET-LOTOS ([LL95] permettant de d�ecrire
un syst�eme complexe comme composition parall�ele de syst�emes plus simples,
même dans le cas de syst�emes non distribu�es. Outre la facilit�e apport�ee par une
telle description, on gagne en place m�emoire. En e�et, la description par com-
position parall�ele n'oblige pas �a calculer le syst�eme compos�e (qui est proche du
produit cart�esien des composants), mais permet de travailler directement sur
les composants et leurs interactions. Cette approche est aussi utilis�ee lorsque
l'on veut e�ectuer certains traitements �a ces syst�emes complexes, par exemple
les v�eri�er. On proc�ede alors avec les techniques dites �a la vol�ee [VW86].

L'op�erateur de composition parall�ele apparâ�t alors comme un outil indis-
pensable pour construire ou v�eri�er des syst�emes.

1.4 Expos�e du probl�eme

�Etant donn�es deux syst�emes S1 et S2 non temporis�es, on sait e�ectuer leur
composition parall�ele (S1 k S2) et l'on sait temporiser chacun des trois sys-
t�emes (pour obtenir St

1, S
t
2 et (S1 k S2)

t). Ce que l'on aimerait c'est avoir une
composition parall�ele sur les syst�emes temporis�es (kt) qui rende le diagramme
de la �gure 1.3 commutatif.

Or ceci n'est pas r�ealisable avec la composition parall�ele classique. En ef-
fet, la composition parall�ele sur les syst�emes non temporis�es correspond �a une
sp�eci�cation �a base de processus communicants. Il s'agit de processus compl�ete-
ment s�epar�es qui ne communiquent qu'au travers de certaines synchronisations,
pour �echanger des donn�ees ou coordonner leurs actions. Lorsque l'on cherche
�a �etendre cette composition aux syst�emes temporis�es, on se heurte au fait que
le temps (physique) est une donn�ee partag�ee, même si cette donn�ee n'apparâ�t
que pour indiquer comment �evoluent les autres donn�ees, en particulier les hor-
loges. Il est alors facile de faire apparâ�tre des blocages : le syst�eme ne peut ni
e�ectuer d'action, ni laisser passer le temps, comme c'est le cas sur l'exemple
suivant issu de [SY96].

Cet exemple (�gure 1.4), qui repr�esente un syst�eme form�e d'un producteur
qui met �a disposition le produit pendant une dur�ee limit�ee avant de recom-
mencer �a produire, et d'un consommateur qui cherche un produit pendant un
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(S1 ; S2) S1 k S2

(S1 k S2)
t

k

kt

(St
1 ; S

t
2)

temp temp

Fig. 1.3 { Composition parall�ele des syst�emes temporis�es
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Fig. 1.4 { Producteur - Consommateur
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certain temps puis le consomme. Les intervalles associ�es aux transitions in-
diquent �a quels moments les transitions peuvent être prises, le temps �ecoul�e
dans l'�etat de contrôle devant appartenir �a l'intervalle donn�e. Ainsi, pour le
producteur, en partant de l'�etat A, on peut e�ectuer la transition produit en
ayant attendu au moins i1 unit�es de temps, on devra avoir pris cette transition
avant s1. Apr�es avoir e�ectu�e cette transition on arrive dans l'�etat B, o�u il
faudra attendre entre i2 et s2 pour e�ectuer la transition �echange.

Le producteur et le consommateur doivent se synchroniser sur l'�echange
du produit (transition �echange), les actions de production et de consommation
�etant ind�ependantes. Le squelette de la composition est donn�e �gure 1.4. Le
calcul de l'intersection des comportements peut introduire des blocages, c'est �a
dire que le syst�eme est dans un �etat ou non seulement il ne peut plus e�ectuer
de transition, mais en plus il ne peut pas laisser passer le temps. Pour certaines
valeurs des intervalles, il est même impossible d'�eviter les blocages, car les deux
syst�emes seront compl�etement d�esynchronis�es.

Regardons ce qui se passe pour les valeurs suivantes : i1 = 1, s1 = 3, i2 = 2,
s2 = 5, i3 = 2, s3 = 4, i4 = 3 et s4 = 4. Dans certaines conditions le sys-
t�eme peut fonctionner. Par exemple, en partant de l'�etat A k C, les transitions
suivantes peuvent être prises :

2
!

produit
!

1
!

consomme
!

3
!

echange
! : : :

En e�et, ayant attendu entre 1 et 3 on peut e�ectuer la transition produit apr�es
quoi le syst�eme se trouve dans l'�etat de contrôle B k C, le consommateur n'a pas
chang�e d'�etat de contrôle. Le temps de r�ef�erence pour savoir si l'on peut prendre
la transition consomme est donc le d�elai �ecoul�e depuis le d�ebut de l'ex�ecution.
En attendant encore 1 unit�e de temps on aura donc un d�elai total de 3 qui est
compris entre i3 et s3, on peut donc e�ectuer consomme pour se trouver dans
l'�etat B k D. Ensuite si l'on attend 3 unit�es de temps suppl�ementaires, on sera
depuis 4 unit�es de temps dans B, ce qui permet d'e�ectuer �echange, et depuis
3 dans D, ce qui permet �egalement d'e�ectuer �echange. Ces transitions �echange
�etant autoris�ee simultan�ement dans les deux composants, leur composition est
autoris�ee, on peut ainsi continuer avec les mêmes d�elais.

Par contre, les mêmes valeurs pour les intervalles induisent un blocage si
l'on commence par la s�equence suivante, toujours �a partir de ApC :

1
!

produit
!

3
!

consomme
!

2
!

Cette s�equence est valide au sens o�u chaque transition peut être e�ectu�ee sui-
vant les contraintes d�e�nies ci-dessus. Par contre, elle conduit �a un �etat o�u le
temps ne peut plus progresser : on est dans B depuis 5 unit�es de temps, ce qui
est le maximum autoris�e avant de prendre �echange, et dans D depuis 2, ce qui
est inf�erieur �a la limite inf�erieure i4 pour e�ectuer �echange. Les deux transitions
�echange ne pouvant se r�ealiser simultan�ement, leur synchronisation ne peut se
faire en ce point. On est donc dans un �etat o�u ni action, ni passage du temps
ne sont possibles.
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Avec d'autres valeurs pour les intervalles, on r�ealise facilement des syst�emes
se bloquant forc�ement. Or le blocage est quelque chose qui nous semble irr�ealiste,
puisqu'en aucun cas dans la r�ealit�e on ne peut empêcher le temps de passer.
On cherchera donc �a produire des syst�emes qui peuvent toujours laisser passer
le temps, si besoin apr�es avoir e�ectu�e des transitions discr�etes (actions).

Une solution possible serait d'autoriser les deux transitions �echange �a s'e�ec-
tuer s�epar�ement, mais alors un autre probl�eme se pose : ces transitions entrent
en concurrence avec la synchronisation. La propri�et�e que nous appellerons de
progr�es maximal dit que dans ce cas la synchronisation doit être favoris�ee. Pour
r�ealiser le progr�es maximal on ajoute souvent un op�erateur de masquage, per-
mettant de supprimer les transitions ind�esirables. Nous chercherons �a nous pas-
ser de cet op�erateur, ou plus exactement �a l'int�egrer �a la composition parall�ele.
Le but de cette th�ese est de r�ealiser un syst�eme satisfaisant la condition de
progr�es maximal, et temporellement r�eactif (c'est-�a-dire ne bloquant jamais to-
talement le syst�eme).

1.5 Plan de la th�ese

Pour r�esoudre le probl�eme envisag�e, nous commencerons par une �etude de
la temporisation dans le chapitre 2. Nous en tirerons des conclusions quant �a
la forme que peuvent prendre les contraintes temporelles. Habituellement les
contraintes r�egissant la progression du temps sont li�ees aux �etats de contrôle.
Nous verrons que pour des raisons de sp�eci�cation, et pour des raisons de
exibilit�e dans la composition parall�ele, nous attacherons ces contraintes aux
transitions. Ceci semble naturel aussi par le fait que le but premier de ces
contraintes est de caract�eriser l'urgence des transitions. L'�etude portera donc
sur ces contraintes, que nous appellerons �ech�eances.

Nous verrons au chapitre 3 un mod�ele g�en�eral (les SHEC) satisfaisant les
propri�et�es de r�eactivit�e temporelle et de progr�es maximal. La r�eactivit�e tem-
porelle est une version a�aiblie de la propri�et�e de non-blocage, mais elle est
associ�ee �a chaque transition s�epar�ement; la propri�et�e de non-blocage exigerait
au contraire d'examiner simultan�ement toutes les transitions. Le progr�es maxi-
mal est assur�e par un op�erateur de choix particulier : le choix avec priorit�es qui
permet de favoriser certaines transitions par rapport �a d'autres. Ce mod�ele est
tr�es puissant, mais nous verrons qu'il n'est pas utilisable dans la pratique : une
grande gamme d'op�erateurs aussi bien pour le choix que pour la composition
parall�ele sont disponibles, mais les interactions entre di��erents op�erateurs sont
parfois di�ciles �a pr�evoir. Par contre, si l'on se restreint �a quelques op�erateurs,
on peut avoir une puissance d'expression tr�es grande et simultan�ement une
grande facilit�e d'utilisation.

Le chapitre 4 pr�esente l'un de ces mod�eles, que nous appellerons les Au-
tomates Temporis�es �a Transitions Typ�ees. Dans ce mod�ele, nous ne garderons
qu'un seul op�erateur de choix (le choix avec priorit�es) et nous utiliserons trois
modes de synchronisation ET (synchronisation classique), MAX (synchronisa-
tion avec attente) et MIN (interruption). De plus nous verrons que nous n'uti-
liserons pas directement les �ech�eances, mais des types permettant de sp�eci�er
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l'urgence d'une transition en calculant son �ech�eance �a partir de sa garde.
En�n, nous ferons le point sur le travail e�ectu�e au chapitre 5.
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Chapitre 2

Sp�eci�cation de l'urgence

2.1 Pr�esentation du probl�eme

2.1.1 Le probl�eme lui-même

Jusqu'�a pr�esent la mani�ere de g�erer le passage du temps dans les syst�emes
temporis�es et hybrides a �et�e tr�es peu �etudi�ee de fa�con th�eorique. En e�et, dans
ces syst�emes il est n�ecessaire d'interdire au syst�eme d'�evoluer continûment, ce
qui revient �a arrêter la progression du temps c'est-�a-dire rendre urgentes cer-
taines actions. A cet e�et, l'utilisation de conditions li�ees aux �etats et sp�eci�ant
si la progression du temps est autoris�ee semble naturelle, mais elle devient in-
su�sante si l'on veut simuler le syst�eme. En e�et un pr�edicat sur les �etats du
syst�eme permet de savoir si le temps peut s'�ecouler dans un �etat donn�e mais ne
permet pas de quanti�er directement le laps de temps qui peut s'�ecouler. Pour
passer du qualitatif au quantitatif on est oblig�e de calculer une fonction per-
mettant de savoir si l'on peut attendre dans un �etat donn�e pendant une dur�ee
donn�ee. Cette fonction, que nous appellerons \fonction de d�elais possibles", est
plus g�en�erale et pourrait être utilis�ee pour sp�eci�er le comportement temporel
d'un syst�eme si elle n'avait ce grave d�efaut d'être complexe �a manipuler. Nous
en sommes donc r�eduits �a utiliser deux entit�es, l'une simple (les pr�edicats sur
les �etats) et l'autre puissante (les fonction de d�elais possibles) et �a passer de
l'une �a l'autre. Nous �etudierons donc dans cette partie ce que sont ces deux
entit�es et comment elles sont li�ees.

2.1.2 Mod�elisation du temps

Nous allons �etudier une m�ethode classique pour sp�eci�er la progression du
temps et l'urgence dans les syst�emes hybrides et temporis�es. Il s'agit de la
m�ethode consistant �a ajouter des variables �a un syst�eme discret, ces variables
�evoluant avec le passage du temps, le comportement discret du syst�eme �etant
alors limit�e par des contraintes sur les variables.

Les �etats du syst�eme sont donc d�e�nis par un couple (�etat discret, valuation
des variables). Nous d�ecrirons le temps comme une grandeur r�eelle, c'est-�a-dire
que toute progression du temps sera quanti��ee par un nombre r�eel. C'est cette
repr�esentation du temps par les r�eels qui nous permettra de mod�eliser des ph�e-
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nom�enes continus.

Nous �etudierons certains aspects de la sp�eci�cation des comportements tem-
porels d'un syst�eme hybride. Ces syst�emes peuvent �evoluer de fa�con continue
et changer de comportement par des actions discr�etes. Il est donc important
de savoir quand le syst�eme peut �evoluer et dans ce cas comment il �evolue. Les
deux aspects de l'�evolution (quand, comment) peuvent être rassembl�es en une
seule fonction ou s�epar�es en deux. C'est cette deuxi�eme approche que nous uti-
liserons; en e�et, nous porterons le plus gros de notre �etude sur la sp�eci�cation
de l'urgence.

L'�evolution du syst�eme avec le passage du temps est g�en�eralement don-
n�ee par l'utilisation d'�equations di��erentielles avec des d�eriv�ees par rapport au
temps. Nous supposerons ici que les �equations sont r�esolues et que la solution
est unique, c'est-�a-dire que l'on peut pr�edire l'�etat qui sera atteint en laissant
passer le temps. Ceci nous permet de d�e�nir les fonctions d'�evolution.

D�e�nition 1 Fonction d'�evolution
L'�evolution du syst�eme sera donn�ee par une fonction . qui �a un �etat (s; v)
et une dur�ee t associe l'�etat atteint �a partir de (s; v) en laissant s'�ecouler

t unit�es de temps. . est donc une fonction de (S�V )�R+ dans (S�V ),
o�u V est l'ensemble des valuations et S l'ensemble des �etats.

Notation 1 Pour plus de simplicit�e on notera (s; v).t l'image de ((s; v); t) par
.. De plus, on s�eparera la loi d'�evolution en lois d'�evolution locales �a chaque

�etat de contrôle, .s : V �R+ ! V qui donne l'�evolution dans chaque �etat de

contrôle.

Remarque 1

Cette s�eparation en lois d'�evolutions locales est justi��ee par le fait que le
passage du temps n'autorise que des �evolutions continues du syst�eme et
donc interdit de changer d'�etat de contrôle.

On supposera de plus que pour tout �etat (s; v), la fonction t 7! v .s t
est d�e�nie sur R+. Cela signi�e que l'on donne une valeur �a tous les
successeurs temporels d'un �etat donn�e, ind�ependamment du fait que ces
successeurs soient accessibles ou non. Ceci peut surprendre, mais cette
technique ne change rien par rapport �a celle consistant �a ne donner de va-
leurs qu'aux successeurs accessibles, puisque celles-ci ne seront pas prises
en compte lors de l'ex�ecution du syst�eme. Par contre nous verrons par
la suite qu'il peut être tr�es utile de connâ�tre l'�evolution \spontan�ee" du
syst�eme lorsque l'on oblige le temps �a s'�ecouler en interdisant toute action
discr�ete.

Pour clore le sujet des fonctions d'�evolution nous remarquerons que du fait
du d�eterminisme du temps elles doivent satisfaire la propri�et�e suivante :

D�e�nition 2 D�eterminisme temporel

On dit qu'une fonction f : V �R+ ! V est d�eterministe temporellement

lorsqu'elle satisfait l'�egalit�e suivante :

8v 2 V;8t1; t2 2 R+ : f(f(v; t1); t2) = f(v; t1 + t2)
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Pour une loi d'�evolution cela signi�e simplement que l'�evolution est la même
en laissant passer une dur�ee t1 puis une dur�ee t2 ou en laissant passer une seule
dur�ee t1 + t2.

Remarque 2 Nous utiliserons des lois d'�evolutions .s d�eterministe
temporellement. On en d�eduit que (v .s t) .s 0 = v . t, pour tout v et
t. Nous g�en�eraliserons cette propri�et�e en exigeant que v .s 0 = v même
si v n'est successeur temporel d'aucune valuation. Cela revient �a dire
qu'attendre une dur�ee 0 ne change pas l'�etat, ce qui est normal puisque
attendre pendant une dur�ee 0 revient �a ne pas �evoluer.

Pour simpli�er les notations par la suite, nous utiliserons souvent le symbole
. pour une fonction d'�evolution locale �a un �etat de contrôle lorsqu'il n'y a pas
d'ambigu��t�e sur cet �etat de contrôle ou si cet �etat de contrôle est insigni�ant
dans le contexte �etudi�e. Par abus nous parlerons aussi de fonction d'�evolution
dans les mêmes conditions, sans pr�eciser qu'elle est locale. La di��erence entre
une fonction d'�evolution globale et une fonction d'�evolution locale est facile �a
remarquer puisque la premi�ere s'applique �a un �etat complet alors que la seconde
ne s'applique qu'�a la partie continue de l'�etat, la valuation.

2.2 Les �ech�eances

Classiquement on utilise des conditions de progression du temps li�ees aux
�etats pour sp�eci�er si l'attente est possible dans un syst�eme. Les conditions de
progression du temps sp�eci�ent les �etats accessibles par passage du temps, on
doit donc prohiber toute attente menant dans un �etat qui ne satisfait pas la
condition. Ceci est bien sûr li�e �a la volont�e de sp�eci�er l'urgence d'une action.

Les automates temporis�es, qui sont des automates �etendus par des hor-
loges, sont ainsi d�e�nis de la mani�ere suivante. Partant d'un automate discret,
on ajoutera des contraintes de temps (cf �gure 2.1). Les variables x et y sont
des horloges qui mesurent le temps �ecoul�e depuis leur derni�ere remise �a z�ero (in-
diqu�ee par x := 0 et y := 0), ou depuis le d�ebut de l'ex�ecution du syst�eme. Un
�etat du syst�eme est alors d�e�ni par un �etat de contrôle (un �etat de l'automate
discret), et un �etat des horloges. La contrainte sur un �etat de contrôle, appe-
l�ee condition de progression du temps, indique les �etats des horloges possibles
dans cet �etat de contrôle. Les contraintes sur les transitions, appel�ees gardes,
indiquent les �etats des horloges pour lesquels ces transitions sont autoris�ees.
Cela permet de limiter les moments o�u les transitions peuvent être e�ectu�ees.

On remarquera que les conditions de progression du temps, qui limitent
le passage du temps dans cet �etat de contrôle, peuvent être donn�ees ind�epen-
damment des actions possibles depuis cet �etat de contrôle. Il est alors facile de
bloquer le temps quand aucune action n'est possible. On exigera donc de relier
les conditions permettant de bloquer le temps aux conditions autorisant les ac-
tions. Il nous est alors paru naturel que si la gestion du passage du temps devait
être li�ee aux actions, on pouvait d�e�nir deux conditions pour chaque action. La
premi�ere, la garde, dit quand l'action est possible. La seconde, l'�ech�eance, dit
quand l'action est obligatoire. L'�ech�eance est donc le compl�ement d'une condi-
tion de progression du temps, en ce sens que lorsqu'elle est vraie le temps ne
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Fig. 2.1 { Automates temporis�es

peut progresser. Nous reviendrons sur ce choix dans la partie suivante.
Nous utiliserons donc au cours de cette partie la convention suivante.

D�e�nition 3 �Ech�eances

Une �ech�eance est un pr�edicat sur les valuations d'un syst�eme hybride,

autrement dit une fonction de V dans fvrai; fauxg. L'�ech�eance sp�eci�e

les �etats �a partir desquels le temps ne peut plus progresser, rendant une

action urgente. Les �etats satisfaisant l'�ech�eance ne sont pas tous inacces-

sibles : le temps ne doit s'arrêter que lorsque l'�ech�eance est devenue vraie.

Des �ech�eances seront li�ees �a chaque transition, mais une condition globale

�a chaque �etat de contrôle sera induite et permettra donc de connâ�tre la
progression du temps dans cet �etat de contrôle.

Remarque 3 Ce qu'il faut retenir de cette d�e�nition est que les �ech�ean-
ces, li�ees aux actions, identi�ent les �etats o�u l'action est urgente et donc
o�u le temps est arrêt�e. Ceci nous permet de calculer une condition, par
exemple une condition de progression du temps, pour chaque �etat de
contrôle. Ceci est illustr�e sur l'exemple suivant.

Exemple 1

La �gure 2.2 nous montre un �etat s d'o�u partent deux transitions �etiquet�ees
par a et b; on supposera qu'il n'y a que deux variables. Les �ech�eances sont les
suivantes : a est urgente si x > 4 ^ y > 3 et b est urgente si x = 3 _ x = 5.
Le temps ne peut progresser que si aucune des actions n'est urgente, donc si
:((x > 4 ^ y > 3) _ (x = 3 _ x = 5)). La condition de progression du temps
d'un �etat de contrôle n'est donc que la n�egation de l'union des �ech�eances des
actions issues de cet �etat de contrôle.

Le choix qui a �et�e fait que certains �etats satisfaisant l'�ech�eance soient ac-
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a b

x < 5

s

x > 4

x > 4 ^ y > 3 x = 3 _ x = 5

Fig. 2.2 { Condition de progression du temps et �ech�eances

cessibles est discutable. N�eanmoins, il permet de simpli�er consid�erablement
les mod�eles que nous �etudierons par la suite. Nous verrons plus tard que si les
�ech�eances �etaient inaccessibles, la d�e�nition d'un mod�ele temporellement r�eactif
serait beaucoup plus complexe, et d�epasserait le cadre de notre propos.

Dans toute la suite, nous utiliserons la dualit�e qui existe entre les pr�edicats
sur un ensemble et les parties de cet ensemble : un pr�edicat peut être repr�esent�e
par l'ensemble des �el�ements qui ont vrai pour image par ce pr�edicat et inverse-
ment un ensemble peut être repr�esent�e par le pr�edicat dont l'image des �el�ements
de cet ensemble est vrai et l'image des autres �el�ements est faux. Ainsi sur R,
on utilisera indi��eremment le pr�edicat x <= 4 ou l'intervalle (�1; 4]. Nous
pr�ef�ererons cependant travailler sur des pr�edicats en utilisant des op�erateurs
logiques, et illustrer les exemples �a l'aide d'ensembles, plus faciles �a visualiser.

Nous pro�terons de plus de la structure de treillis existant sur les pr�edicats
sur V pour induire une telle structure sur les �ech�eances. Cependant, nous inver-
serons l'ordre : en e�et nous consid�ererons que la plus petite �ech�eance est celle
qui ne laisse pas passer le temps, soit V RAI : v 7! vrai. Au contraire la plus
grande sera celle qui laisse toujours passer le temps, soit FAUX : v 7! faux.
Nous verrons une autre raison, technique, de cette inversion de l'ordre en 2.4.

Notation 2 Nous noterons E le treillis des �ech�eances.

2.3 Les fonctions de d�elais possibles

Si les �ech�eances sont faciles d'utilisation, elles sont insu�santes d�es qu'il
s'agit de d�eterminer une dur�ee pendant laquelle le syst�eme peut �evoluer. Or
ce besoin se pr�esente si l'on veut ex�ecuter ou simuler le syst�eme, c'est-�a-dire
si l'on ne consid�ere pas le syst�eme comme un objet statique �a �etudier, mais
comme un objet dynamique. Dans notre cas, il est facile de pallier ce probl�eme
en consid�erant une fonction qui, pour une valuation x et une dur�ee t donn�ees,
dit si l'on rencontre une �ech�eance ou non. Pour un �etat de contrôle s source
d'une unique transition d'�ech�eance c, nous obtenons la fonction suivante :

f(v; t) = 8t0 2 [0; t) : :c(v .s t
0)
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On remarquera que l'on ne tient pas compte de la valeur de c en x . t puisque,
comme indiqu�e pr�ec�edemment, c empêche le temps de progresser �a partir d'un
�etat et non pas d'atteindre cet �etat. Par contre tous les �etats interm�ediaires
sont examin�es pour savoir si le temps n'est pas bloqu�e avant d'atteindre v .s t

0.

Cette fonction satisfait la propri�et�e d'additivit�e, d�e�nie ci-apr�es, qui signi�e
que si le temps peut avancer de t1 puis de t2, alors il peut avancer de t1 + t2
directement, et inversement toute progression du temps peut être scind�ee en
deux progressions successives.

D�e�nition 4 Additivit�e
�Etant donn�ee une fonction d'�evolution .s, un pr�edicat sur V �R+ est dit
additif s'il satisfait l'�equivalence suivante :

8v 2 V;8t1; t2 2 R+ : p(v; t1) ^ p(v .s t1; t2), p(v; t1 + t2)

Une cons�equence directe de l'additivit�e est que pour tous r�eels positifs t et t0

tels que t soit sup�erieur �a t0 on a l'implication :

p(v; t)) p(v; t0)

Ce qui signi�e simplement que si l'on peut attendre plus longtemps qu'une
dur�ee t0 alors on peut attendre une dur�ee t0.

On a même une propri�et�e encore plus forte.

Propri�et�e 1

Si p est additif, alors pour tout v 2 V , ou bien p(v; t) est vrai pour tout t, ou
bien il existe un r�eel positif t0, tel que pour tout t < t0, p(v; t) vaut vrai et
pour tout t > t0, p(v; t) vaut faux.

Preuve 1

Imm�ediate avec l'implication pr�ec�edente.

2

On voit aussi que f(v; 0) est vrai pour tout v, c'est-�a-dire que l'on autorise
toujours d'attendre 0 unit�e de temps.

Comme nous n'avons pas besoin, a priori, d'autres propri�et�es sur les pr�edi-
cats pour qu'ils puissent servir �a g�erer le temps, nous d�e�nirons les fonctions
de d�elais possibles comme des pr�edicats additifs.

D�e�nition 5 Fonctions de d�elais possibles

Une fonction de d�elais possibles, ou FDP, pour l'�etat de contrôle s est un
pr�edicat f sur V �R+ additif par rapport �a la loi d'�evolution .s, tel que
pour tout v 2 V , f(v; 0) vaut vrai.

Remarquons tout de suite que cette d�e�nition ne permet pas de reconnâ�tre
ais�ement si un pr�edicat est une FDP ou non.

Exemple 2

Voici quelques exemples de pr�edicats que l'on �etudiera dans le cas tr�es simple o�u
l'on n'a qu'une seule variable x et o�u l'�evolution est lin�eaire : x.t = v+ t. Sur la
�gure 2.3, f1 et f2 sont des FDP (cela est laiss�e au lecteur). Par contre, f3, qui
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est la disjonction de f1 et f2, n'en est pas une. En e�et, on peut attendre 3 unit�es
de temps �a partir de 1, et donc atteindre le point 4, �a partir duquel on peut
attendre 4 unit�es de temps, mais on ne peut pas attendre directement 7 unit�es
de temps �a partir de 1. La propri�et�e d'additivit�e est donc viol�ee. Inversement
f4 est une FDP car au point 4, le temps est arrêt�e.

Comme on vient de le voir, l'additivit�e n'est pas pr�eserv�ee par union. Mais
tout espoir n'est pas perdu.

Proposition 2

L'additivit�e est pr�eserv�ee par conjonction.

Preuve 2

Soient f1 et f2 deux FDP, pour tous r�eels positifs t1 et t2 et toute valuation v,
on a l'�equivalence :

(f1 ^ f2)(v; t1 + t2) , f1(v; t1 + t2) ^ f2(v; t1 + t2)
, f1(v; t1) ^ f1(v .s t1; t2) ^ f2(v; t1) ^ f2(v .s t1; t2)
, (f1 ^ f2)(v; t1) ^ (f1 ^ f2)(v .s t1; t2)

2

Ceci nous incite �a chercher une structure de treillis sur les FDP, pour l'ordre
). Pour cela il nous faut d�eterminer la borne sup�erieure de deux FDP, la borne
inf�erieure �etant la disjonction. Si l'on note respectivement u et t les bornes
inf�erieure et sup�erieure dans ce treillis, nous obtenons le r�esultat suivant.

Proposition 3

(TP;);u;t) est un treillis distributif avec :

f1 u f2 = f1 ^ f2 et f1 t f2 =
i=1_
i=1

f1 _i f2

avec :

f1 _1 f2 = f1 _ f2
(f1 _i+1 f2)(q; t) = 9t0 0 � t0 � t : (f1 _i f2)(q; t

0) ^ (f1 _ f2)(q . t
0; t� t0)

Preuve 3

On va d'abord d�eterminer les bornes sup�erieure et inf�erieure et ensuite montrer

la distributivit�e.

{ u = ^ est �evident.

{ Montrons maintenant que f1 t f2 =
Wi=1

i=1 f1 _i f2 :
f1 et f2 impliquent

W1
i=1 f1 _i f2, en e�et : fj ) f1 _1 f2 )

W1
i=1 f1 _i f2

pour j valant 1 ou 2. Montrons que toute fonction d'�evolution f impliqu�ee

par f1 et f2, est impliqu�ee par f1 t f2 =
Wi=1

i=1 f1 _i f2. Pour cela nous

allons montrer par induction que 8i 2 N : f1 _i f2 ) f :
f1 _1 f2 ) f (par choix de f).
Si f1 _i�1 f2 ) f , alors pour tous (q; t) tels que (f1 _i f2)(q; t) = vrai,
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f1(v; t) = (0 � x ^ x+ t � 4) _ (t = 0)

f2(v; t) = (4 � x ^ x+ t � 8) _ (t = 0)

f3 = f1 _ f2

f4(v; t) = (0 � x ^ x+ t � 4)_

(4 < x ^ x+ t � 8) _ (t = 0)

Fig. 2.3 { Quels pr�edicats sont des FDP?
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nous avons par d�e�nition :

9t0 0 � t0 � t : (f1 _i�1 f2)(q; t
0) ^ (f1 _ f2)(q . t

0; t� t0)
et par cons�equent : 9t0 0 � t0 � t : f(q; t0) ^ f(q . t0; t� t0)
f �etant additive, on a donc : f(q; t) = vrai.

{ Il reste �a montrer la distributivit�e. Cela n�ecessite quelques calculs peut-

être longs, mais relativement simples.

Remarquons tout d'abord que _i peut aussi s'exprimer par la formule

suivante :

(f1_if2)(v; t) =

�
9t0 = 0; 9t1 � t0; : : : ;9tk � tk�1; : : : ;9ti = t � ti�1;
8j 2 f1; : : : ; ig : (f1 _ f2)(v . tj�1; tj � tj�1)

�

qui signi�e que (f1 _i f2)(v; t) vaut vrai si l'on peut d�ecouper l'intervalle

[0; t] en i sous-intervalles [tj; tj+1] sur lesquels soit f1(v . tj; tj+1� tj) soit
f2(v . tj; tj+1 � tj) vaut vrai. Autrement dit, le temps peut passer par

f1 _i f2 s'il peut passer alternativement par f1 et f2, en ne changeant que

(i � 1) fois de fonction pour laisser passer le temps (voir la �gure 2.4).

Ceci se d�emontre par r�ecurrence sur i.

{ Cas de base : pour i = 1, comme _1 est la disjonction, il est �evident

que la formule suivante vaut vrai :

(f1 _1 f2)(v; t) = f9t0 = 09t1 = t � t0(f1 _ f2)(v . t0; t1 � t0)g

{ Supposons maintenant que la formule soit �egale �a vrai pour i � 1,
c'est-�a-dire

(f1 _i�1 f2)(v; t) =�
9t0 = 0; 9t1 � t0; : : : ;9tk � tk�1; : : : ;9ti�1 = t � ti�2;
8j 2 f1; : : : ; i� 1g : (f1 _ f2)(v . tj�1; tj � tj�1)

�

et prouvons la pour i : Par d�e�nition de _i on a :

(f1 _i f2)(v; t) = 9t0 2 [0; t] : (f1 _i�1 f2)(v; t
0)^ (f1_ f2)(v . t

0; t� t0)

En appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence pour d�evelopper (f1 _i�1

f2)(v; t
0) on obtient facilement le r�esultat :

(f1 _i f2)(v; t) =�
9t0 = 0; 9t1 � t0; : : : ;9tk � tk�1; : : : ;9ti = t � ti�1;
8j 2 f1; : : : ; ig : (f1 _ f2)(v . tj�1; tj � tj�1)

�

Ensuite il est facile de voir que f1 _i+1 f2 implique f1_i f2. Ceci implique

que pour f1, f2, v et t donn�es, si (f1 t f2)(v; t) vaut vrai alors il existe
i 2 N tel que (f1 _i f2)(v; t) vaut vrai.

A partir de ces deux remarques, la preuve de la distributivit�e de t et u
revient �a trouver le bon d�ecoupage de l'intervalle [0; t] en sous-intervalles

idoines sur lesquels on pourra appliquer la distributivit�e de _ et ^. Cela
est laiss�e au lecteur.
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f1

f2

f1 t f2 :

f1 _ f2 compl�et�e

par additivit�e

Fig. 2.4 { E�et de t
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2

Les FDP forment donc un treillis distributif, qui est une structure bien connue.
Sur ce treillis le minimum est �v; t:(t = 0) et le maximum est V RAI.

Notation 3 Nous noterons FDP le treillis des FDP.

2.4 La correspondance de Galois entre E et FDP

Maintenant que nous avons deux treillis distributifs, E (treillis des �ech�ean-
ces) et FDP (treillis des fonctions de d�elais possibles), nous allons chercher �a les
relier. Ceci nous permettra de passer de l'un �a l'autre donc de calculer la FDP
correspondant �a une �ech�eance et, r�eciproquement, d'e�ectuer des op�erations sur
l'un des treillis en ayant des op�erations correspondantes sur l'autre treillis. Ainsi
nous pourrons, par exemple, calculer la FDP de l'union de deux �ech�eances �a
partir des FDP de ces deux �ech�eances.

On peut les d�e�nir assez naturellement les fonctions qui permettent de pas-
ser de l'une des structures �a l'autre. Nous avons d�ej�a la fonction fdp d�e�nie
par

8(v; t) 2 V �R+ : fdp(c)(v; t) = 8t0 2 [0; t) : :c(v . t0)

qui calcule la FDP associ�ee �a une �ech�eance. Il nous reste �a trouver une �ech�eance
�a partir d'une FDP. Si l'on se rappelle que les �ech�eances caract�erisent les �etats �a
partir desquels le temps ne peut progresser, il su�t de rep�erer les �etats �a partir
desquels la FDP ne laisse progresser le temps par aucun d�elai positif, �a part
�eventuellement 0 qui ne correspond pas �a une attente. Ceci nous donne donc la
fonction ec suivante :

8v 2 V : ec(f)(v) = 8t > 0 : :f(v; t)

La premi�ere relation �a v�eri�er est : est-ce que cela nous donne une bijection?
La r�eponse est �evidemment non, comme on peut le voir sur le contre-exemple
suivant.

Exemple 3

Pour une seule variable x, et en prenant comme fonction d'�evolution v.t = x+t,
posons c(v) = x > 3. Ce pr�edicat ne peut être l'image d'une FDP f par ec.
Supposons, en e�et, que ce soit le cas : il existerait f telle que ec(f)(v) = x > 3.
Alors n�ecessairement pour x > 3, f ne pourrait laisser progresser le temps. Par
contre, pour x = 3 (qui n'appartient pas �a l'�ech�eance), le temps doit pouvoir
progresser d'une dur�ee strictement positive. Notons t0 cette dur�ee, on aurait
alors f(x = 3; t0) = vrai et (par additivit�e) f((x = 3) . t0=2; t0=2) = vrai. Ce
qui contredit le fait que f ne peut laisser le temps progresser pour x > 3.

Une autre relation classique est la correspondance de Galois. C'est une ver-
sion tr�es a�aiblie de la bijection o�u deux ensembles de cardinaux di��erents
peuvent être en correspondance. Par contre la correspondance assure un cer-
tain nombre de propri�et�es qui en font une relation tr�es utile. Elle permet en
particulier de dire qu'un ensemble peut être approch�e par un autre. On trouvera
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Fig. 2.5 { Correspondance de Galois

dans [CC77, CC92] et [LGS+95] un expos�e des propri�et�es de cette correspon-
dance. On retiendra cependant qu'il y a correspondance entre deux ensembles
2A et 2B s'il existe deux fonctions croissantes � : 2A ! 2B et � : 2B ! 2A telles
que :

8x � A : x � �(�(x))
8y � B : �(�(y)) � y

Cette relation est illustr�ee sur la �gure 2.5

Regardons donc si la paire (fdp; ec) forme une correspondance de Galois.
Pour commencer, il nous faut des fonctions croissantes, ce qui est le cas car
l'ordre sur E est l'ordre inverse de l'ordre habituel (cf 2.2). Ensuite il faut
montrer que ec � fdp et fdp � ec sont impliqu�ees par l'identit�e. Ceci est donn�e
par les deux propositions suivantes.

Proposition 4

Pour toute �ech�eance c, on a l'implication : c) ec(fdp(c)).

Preuve 4

En appliquant directement les d�e�nitions de fdp et ec :

ec(fdp(c))(v) = 8t > 0 : :fdp(c)(v; t)
= 8t > 0 : :8t0 2 [0; t) : :c(v . t0)
= 8t > 0 : 9t0 2 [0; t) : c(v . t0)

On remarque que si c(v) = vrai alors en prenant t0 = 0, on a

ec(fdp(c))(v) = vrai. D'o�u l'implication recherch�ee.

2

Proposition 5

Pour toute FDP f , on a l'implication : f ) fdp(ec(f)).
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Preuve 5

Toujours en appliquant les d�e�nitions :

fdp(ec(f))(v; t) = 8t0 2 [0; t) : :ec(f)(v . t0)
= 8t0 2 [0; t) : :8t00 > 0 : :f(v . t0; t00)
= 8t0 2 [0; t) : 9t00 > 0 : f(v . t0; t00)

f �etant additive si f(v; t) vaut vrai alors il en est de même pour f(v . t0; t� t0)
pour tout t0 dans [0; t). Pour tout t0 il su�t alors de prendre t00 = t� t0, qui est
strictement positif. Ceci permet de conclure.

2

On a donc bien une correspondance de Galois entre E et FDP . Si nous
avions choisi l'ordre habituel sur les �ech�eances, nous n'aurions pas ce r�esultat,
c'est pour cela que nous avons dû inverser l'ordre. De nombreuses propri�et�es
d�ecoulent de cette correspondance. Ce sont des r�esultats classiques, donc nous
n'en donnerons pas de preuve. Dans le cas qui nous int�eresse, les preuves sont
assez triviales, et des r�esultats plus g�en�eraux peuvent être vus dans [CC77,
CC92].

Proposition 6

fdp � ec � fdp = fdp et ec � fdp � ec = ec
fdp(c1 _ c2) = fdp(c1) u fdp(c2) = fdp(c1) ^ fdp(c2)
ec(f1 t f2) = ec(f1) ^ ec(f2)

Ceci est un d�ebut, mais c'est insu�sant pour les calculs que nous voulons
faire. Il serait en e�et int�eressant d'avoir un homomorphisme pour pouvoir
e�ectuer des op�erations sur E ou FDP en sachant quel e�et cela aura sur les
FDP ou �ech�eances correspondantes.

N�eanmoins, il est facile de v�eri�er que les images de E par fdp et de FDP
par ec sont en bijection par ces fonctions, du fait de la correspondance de Galois.
Cherchons donc �a caract�eriser ces ensembles.

Nous avons vu �a l'exemple 3 que x > 3 n'est pas dans l'image Im(ec) de
FDP par ec. Par contre x � 3 est l'image de x+ t < 3. La di��erence est due �a
une question de fermeture. Nous allons voir aussi que seule compte la \direction
du temps", au sens o�u les seules propri�et�es importantes portent sur l'�evolution
temporelle t 7! v . t pour une valuation v donn�ee. C'est pourquoi nous allons
d�e�nir les notions suivantes.

D�e�nition 6 Fermeture (pr�edicats)
�Etant donn�e un pr�edicat temporel g
(g : R+ ! fvrai; fauxg), nous dirons que g est ferm�e �a gauche si

8t0 : :g(t0)) 9� > 0 : 8�0 � � : :g(t0 + �0)

Nous dirons que g est ferm�e �a droite s'il v�eri�e la formule pr�ec�edente o�u

l'on a remplac�e g(t0 + �0) par g(t0 � �0).

Remarque 4

Cette d�e�nition est simplement la d�e�nition duale de celle des ensembles
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sens du temps

v

t

Fdp ferm�ee �a droite.

�Ech�eance ferm�ee �a droite et �a

gauche pour tout sens du temps

�Ech�eance ferm�ee �a gauche

ouverte �a droite

t

v

Fdp ouverte �a droite.

Fig. 2.6 { �Ech�eances et FDP ferm�ees et ouvertes

ferm�es �a droite ou �a gauche sur R+ : c est ferm�e �a gauche s'il est le dual
d'un sous-ensemble ferm�e �a gauche de R+.

Il est alors facile de parler de pr�edicats ouverts �a gauche ou �a droite,
suivant le même principe.

D�e�nition 7 Fermeture (�ech�eances, FDP)

Nous dirons qu'une �ech�eance c est ferm�ee �a gauche (resp. �a droite) dans le
sens du temps si pour toute valuation v0 le pr�edicat temporel t 7! c(v0 . t)
est ferm�e �a gauche (resp. �a droite).

Nous dirons qu'une FDP f est ferm�ee �a droite dans le sens du temps
si pour toute valuation v0 le pr�edicat temporel t 7! f(v0; t) est ferm�e �a

droite.

On d�e�nira de même l'ouverture �a gauche et �a droite dans le sens du

temps.

Remarque 5 De par leur d�e�nition, les FDP sont n�ecessairement fer-
m�ees �a gauche (voir propri�et�e 1), c'est pour cela que nous n'avons pas
pris soin de d�e�nir la fermeture �a gauche sur les FDP.

Quelques exemples d'�ech�eances ouvertes ou ferm�ees sont donn�es dans la
�gure 2.6.
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Ceci nous permet maintenant de caract�eriser Im(ec) et Im(fdp).

Proposition 7

{ L'image de FDP par ec est l'ensemble des �ech�eances ferm�ees �a gauche
dans le sens du temps.

{ L'image de E par fdp est l'ensemble des FDP ferm�ees �a droite dans le
sens du temps.

Preuve 7

{ Montrons d'abord que Im(ec) ne contient que des �ech�eances ferm�ees �a

gauche. Puis que toute �ech�eance ferm�ee �a gauche est dans Im(ec), on
aura alors l'�egalit�e cherch�ee.

Pour toute FDP f , on a ec(f)(v) = 8t > 0 : :f(v; t) et donc :ec(f)(v) =
9t > 0 : f(v; t). Supposons que ec(f)(v . t0) = faux (voir la d�e�nition de

la fermeture), et posons v0 = v . t0. On a alors d'apr�es ce qui pr�ec�ede :

9t1 > 0 : f(v0; t1). Pour tout � strictement inf�erieur �a t1 on a donc, par

additivit�e : 9t0 = t1 � � : f((v0 . �); t
0), c'est-�a-dire ec(f)(v0 . �) = faux.

Ce qui prouve la fermeture de ec(f).

Soit maintenant une �ech�eance c ferm�ee �a gauche. Montrons qu'elle est

invariante par ec � fdp, donc qu'elle est l'image de fdp(c) et qu'elle est

dans Im(ec). On a vu c ) ec(fdp(c)), montrons l'implication inverse.
Supposons que c(v) = faux, comme c est ferm�ee �a gauche :

9t > 0;8t0 2 [0; t) : :c(v . t0)

Or on a calcul�e que :

ec(fdp(c))(v) = 8t > 0;9t0 2 [0; t) : c(v . t0)

On en d�eduit que ec(fdp(c))(v) = faux, et donc ec(fdp(c)) ) c. Ce qui
nous donne l'�egalit�e ec(fdp(c)) = c.

Ceci su�t pour a�rmer que Im(ec) est l'ensemble des �ech�eances ferm�ees
�a gauche.

{ Montrons de même que Im(fdp) ne contient que des FDP ferm�ees �a

droite, puis que toutes les FDP ferm�ees �a droite sont dans Im(ec).

Pour toute �ech�eance c, on a fdp(c)(v; t) = 8t0 2 [0; t) : c(v . t0) et donc
:fdp(c)(v; t) = 9t0 2 [0; t) : :c(v . t0). Supposons que fdp(c)(v; t0) =
faux. On a d'apr�es ce qui pr�ec�ede : 9t0 2 [0; t) : :c(v . t0). Ce que l'on

peut r�ecrire en 9t0 2 (0; t] : :c(v.t�t0). Posons alors t0 = t�t0. Pour tout
t00 strictement inf�erieur �a t0 on a 0 � t0 < t� t00 et c(v . t0) = vrai ce qui
est la même chose que fdp(c)(v; t� t00) = faux. Ceci prouve la fermeture

de fdp(c).

Soit maintenant f ferm�ee �a droite. Montrons qu'elle est invariante par

fdp � ec. On a vu f ) ec(fdp(c)), montrons l' implication inverse. Sup-

posons que fdp(ec(f))(v; t) vaut vrai. On sait que

fdp(ec(f))(v; t) = 8t0 2 [0; t); 9t00 > 0 : f(v . t0; t00)
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On en d�eduit que f(v; t00) est vrai pour au moins une valeur stricte-

ment positive de t00. Et par fermeture �a droite de f , il existe t0 maxi-

mum (�eventuellement in�ni) tel que f(v; t0) soit vrai. t0 �etant maximal,

il en d�ecoule que 8t00 > 0 : :f(v; t0 + t00). Par additivit�e, on a donc :

8t00 > 0 : :f(v . t0; t
00). En comparant cela �a la valeur de fdp(ec(f))(v; t),

on en d�eduit que t0 � t. On a donc n�ecessairement f(v; t) = vrai. Donc,
fdp(ec(f))) f , et �nalement fdp(ec(f)) = f .

Im(fdp) est donc l'ensemble des FDP ferm�ees �a droite.

2

La question que l'on peut se poser maintenant est la suivante : serait-il
raisonnable de se restreindre �a Im(ec) et Im(fdp)?

Qu'apportent les �ech�eances qui ne sont pas ferm�ees �a gauche? Vu l'approche
que nous avons prise, la r�eponse est simple : elles ne nous apportent que des
probl�emes. En e�et aux points de la fronti�ere gauche d'une �ech�eance, qu'ils
soient dans l'�ech�eance ou non, le temps ne peut progresser, car toute attente
m�ene dans l'�ech�eance. Il est donc utile de se restreindre �a des �ech�eances ferm�ees
�a gauche.

Quant aux FDP, on ne les manipulera pas directement. On les calculera �a
partir d'�ech�eances, donc ce n'est pas un probl�eme de se restreindre �a Im(fdp).

2.5 Traduction des �ech�eances en FDP

2.5.1 �Ech�eances bien d�e�nies

Les r�esultats pr�ec�edents montrent une puissante corr�elation entre les �ech�ean-
ces et les FDP. Dans la pratique cependant nous utilisons des syst�emes com-
plexes qui sont obtenus en combinant des syst�emes plus simples. D�es lors, les
�ech�eances d'un syst�eme hybride, ou de fa�con �equivalente toute forme de condi-
tions de progression du temps, sont obtenues comme combinaison des �ech�eances
de ses composants. Nous �etudierons dans cette partie les r�esultats permettant
le calcul compositionnel des FDP, c'est-�a-dire un calcul de FDP comme combi-
naisons de FDP plus simples, et nous verrons que les �ech�eances seront obtenues
par combinaisons d'�ech�eances plus simples. Nous chercherons d'abord les condi-
tions sous lesquelles nous avons un morphisme de treillis entre E et FDP . Nous
verrons ensuite les r�esultats sur la traduction des �ech�eances de forme modale
en FDP. Les �ech�eances de forme modale sont des �ech�eances particuli�eres, bien
adapt�ees aux syst�emes hybrides car elles sont d�e�nies �a partir de gardes, ce qui
permet d'avoir facilement les propri�et�es liant �ech�eances et gardes.

Si nous voulons avoir un morphisme de treillis, il est n�ecessaire d'avoir une
bijection. Nous nous restreindrons donc aux �ech�eances ferm�ees �a gauche et aux
FDP ferm�ees �a droite. De plus, nous avons besoin de la propri�et�e :

fdp(c1 ^ c2) = fdp(c1) t fdp(c2)

Observons que dans le cas g�en�eral, cette �egalit�e n'est pas satisfaite.
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Fig. 2.7 { Les ensembles de l'exemple 4.

Exemple 4

Regardons ce qui se passe pour les conditions c1 et c2 d�e�nies par :

c1 =
W

i p2i
c2 =

W
i p2i+1

avec pi(v) = 1� 2�i � x < 1� 2�(i+1)

dans le cas o�u nous n'avons qu'une seule variable, x, et que la fonction d'�evo-
lution est v . t = x+ t. Ces ensembles sont repr�esent�es �gure 2.7

Il est facile de voir que c1 ^ c2 = FALSE et par cons�equent fdp(c1 ^ c2) =
TRUE. Mais, par d�e�nition de t, on a pour tout r�eel t sup�erieur �a 1 : (fdp(c1)t
fdp(c2))(0; 1) = false. On a vu l'implication fdp(c1)t fdp(c2)) fdp(c1 ^ c2),
on sait donc maintenant que dans le cas g�en�eral cette implication est stricte.
Ici cela provient du fait que chaque FDP permet de faire progresser le temps
jusqu'�a un point o�u il peut progresser par l'autre FDP, mais si l'on veut faire
progresser le temps de 1 ou plus il faut changer in�niment souvent de FDP or,
par d�e�nition, t ne permet qu'un nombre �ni de tels changements.

Ceci nous am�ene �a poser la d�e�nition suivante.

D�e�nition 8 �Ech�eances bien d�e�nies

Nous dirons qu'une �ech�eance c est bien d�e�nie si elle est ferm�ee �a gauche

et si elle est telle que �t:c(v . t) ne change qu'un nombre �ni de fois de

valeur sur un intervalle de temps �ni, et ce pour toute valuation v.

Remarque 6 L'ensemble des �ech�eances bien d�e�nies est stable par dis-
jonction et conjonction. Il forme de plus un sous-treillis de E de même
minimum et même maximum.



32 CHAPITRE 2. SP�ECIFICATION DE L'URGENCE

Il ne nous reste plus qu'�a voir que ce sont l�a les objets que nous cherchons.

Proposition 8

La restriction de fdp aux �ech�eances bien d�e�nies est un morphisme de treillis.

Preuve 8

Par d�e�nition de fdp, nous avons imm�ediatement fdp(c1 _ c2) = fdp(c1) u
fdp(c2) et fdp(c1)tfdp(c2)) fdp(c1^c2). Pour avoir un morphisme de treillis,

il nous reste donc �a montrer l'implication fdp(c1 ^ c2)) fdp(c1) t fdp(c2).

Supposons donc que fdp(c1 ^ c2)(v; t) = vrai, et regardons si l'on peut

d�ecouper [0; t] en sous-intervalles [0; t1], [t1; t2],: : :, [tn�1; tn] avec (fdp(c1) _
fdp(c2))(v . ti; ti+1 � ti) = vrai pour chaque i < n. On a :

fdp(c1 ^ c2) = 8t0 2 [0; t) : :(c1 ^ c2)(v . t
0)

= 8t0 2 [0; t) : (:c1(v . t
0)) _ (:c2(v . t

0))

Or ��:c1(v . �) et ��:c2(v . �) ne changent qu'un nombre �ni de fois de valeur

sur [0; t]. On peut donc diviser cet intervalle en un nombre �ni, n, de sous-

intervalles [t0; t1], [t1; t2],: : :, [tn�1; tn] sur l'int�erieur desquels c1 et c2 ont une

valeur constante. Autrement dit :

t0 = 0 , tn = t et 8i < n : ti+1 � ti
8i < n : (8t0 2 (ti; ti+1) : :c1(v . t

0)) _ (8t0 2 (ti; ti+1) : :c2(v . t
0))

Cela ne nous satisfait pas tout �a fait, car il faut encore que si l'on ait :c1 sur
(ti; ti+1) on ait aussi :c1 en ti, sinon le temps se trouverait bloqu�e en ti, et l'on
n'aurait pas fdp(c1)(v . ti; ti+1 � ti).

On va utiliser ici le fait que les �ech�eances consid�er�ees, c1 et c2, sont ferm�ees
�a gauche. Si l'on a :c1 sur (ti; ti+1), avec ti+1 > ti, n�ecessairement on a :c1 en
ti. Le cas ti+1 = ti n'est pas gênant. Ceci nous donne donc pour chaque i < n :

8i < n : (8t0 2 [ti; ti+1) : :c1(v . t
0)) _ (8t0 2 (ti; ti+1) : :c2(v . t

0))

Ce qui se traduit en :

8i < n : fdp(c1)(v . ti; ti+1 � ti) _ fdp(c2)(v . ti; ti+1 � ti)

Et �nalement nous obtenons : (fdp(c1) t fdp(c2))(v; t) = vrai.
2

Nous avons donc d�e�ni une classe d'�ech�eances avec lesquelles il est particu-
li�erement pratique de travailler. Nous remarquerons de plus que les restrictions
apport�ees pour les �ech�eances ne sont pas particuli�erement contraignantes, puis-
qu'en pratique les �ech�eances correspondent �a des ensembles convexes ou, plus
rarement, �a des unions �nies d'ensembles convexes et que la fermeture �a gauche
est de toute mani�ere impos�ee. Les �ech�eances bien d�e�nies sont donc bien adap-
t�ees �a l'utilisation que l'on veut en faire.
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2.5.2 Traduction des �ech�eances de forme modale

Nous allons voir ici les r�esultats sur le calcul compositionnel des FDP lorsque
les �ech�eances sont donn�ees par des formules modales. Mais commen�cons par
voir ce que sont les formules modales. Intuitivement, ce sont des pr�edicats sur
les �etats dans lesquels on fait intervenir des �ev�enements pass�es et futurs. Plus
formellement, nous utiliserons la d�e�nition suivante.

D�e�nition 9 �Ech�eances de forme modale

Les �ech�eances de forme modale sont donn�ees par le langage dont la syntaxe

est la suivante :

c ::= g j g #j FAUX
g ::= V RAI j FAUX j p j g ^ g j g _ g j 2g j 3g j 2- g j 3- g

avec p 2 P . P est un ensemble de pr�edicats atomiques sur les �etats.

Ces pr�edicats, vus en tant qu'�ech�eances, sont bien d�e�nis et ferm�es �a

droite. Nous d�e�nirons la s�emantique des �ech�eances de forme modales par

la fonction j : j, qui �a une formule c associe un pr�edicat sur V , j c j. Cette
fonction est d�e�nie par induction sur la structure de c.

j FAUX j = FAUX
j V RAI j = V RAI
j g1 ^ g2 j = j g1 j ^ j g2 j
j g1 _ g2 j = j g1 j _ j g2 j
j 3g j (v) = 9t � 0 : j g j (v . t)
j 2g j (v) = 8t � 0 : j g j (v . t)
j 3- g j (v) = 9t � 0 : 9v0 : v = v0 . t ^ j g(v0) j
j 2- g j (v) = 8t � 0 : 8v0 : v = v0 . t )j g(v0) j
j g #j (v) = j g j (v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : j :g j (v . t0)

Remarque 7

Observons que 2;3;2- ;3- ne correspondent pas aux modalit�es usuelles de
la logique temporelle [Pnu77], signi�ant respectivement dor�enavant, in-
�evitablement, jusqu'�a pr�esent et pr�ec�edemment. En e�et, la logique pr�e-
c�edemment cit�ee tient compte des actions. Ici, nous ne tenons compte
que de l'�evolution virtuelle du syst�eme o�u seul interviendrait le passage
du temps, non limit�e par les conditions de progression du temps. Nous
verrons au chapitre suivant que cela permet de d�e�nir les propri�et�es tem-
porelles locales �a un �etat de contrôle donn�e, dans le cas d'une �evolution
id�eale se d�eroulant enti�erement dans cet �etat de contrôle, et ind�ependam-
ment de l'�evolution r�eelle faisant intervenir les actions.

L'op�erateur # est l'op�erateur de front descendant, qui associe �a une
formule c la formule dont la s�emantique est la fronti�ere droite de j c j.

Nous d�e�nirons en 3.1.1 les �ech�eances �a partir de gardes. C'est pour cela que
nous d�e�nissons la grammaire en deux �etapes, g correspondant ici aux gardes.
Cependant la grammaire donn�ee o�re un choix plus g�en�eral, et si e�ectivement
chaque �ech�eance est d�e�nie �a partir d'une garde, ce ne sera pas n�ecessaire-
ment celle-ci qui sera la garde li�ee �a la transition. La seule contrainte que nous
exigeons est que les �ech�eances soient incluses dans les gardes.
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C'est pour cette raison, et �a cause de l'op�erateur #, que nous imposons que
toutes les formules pr�ec�edentes soient ferm�ees �a droite. Comme les op�erateurs
que nous utilisons pr�eservent la fermeture, il su�t d'exiger que les pr�edicats
atomiques de P soient ferm�es �a droite. C'est dans la même optique que nous
n'utilisons pas la n�egation, qui ne pr�eserve pas la fermeture.

Cependant dans les calculs qui suivent nous serons amen�es �a faire apparâ�tre
des formules n�egatives. Nous utiliserons alors la signi�cation usuelle de :, ce
qui implique les relations suivantes :

:V RAI = FAUX :FAUX = V RAI
:(g1 ^ g2) = :g1 _ :g2 :(g1 _ g2) = :g1 ^ :g2
:2g = 3:g :3g = 2:g
:2- g = 3- :g :3- g = 2- :g

De plus, nous serons amen�es �a fermer les formules ouvertes ainsi cr�e�ees. Nous
utiliserons pour cela l'op�erateur de fermeture F , qui est formellement d�e�ni par
la formule suivante :

D�e�nition 10 Op�erateur de fermeture F

F(g)(v) = g(v) _ ( :g(v)^

9t > 0 : (
(8t0 2 (0; t] : g(v . t0))_
(8t0 2 (0; t]; 9v0 2 V : v = v0 . t0 ^ g(v0))

))

Voyons maintenant comment l'on s'y prend pour le calcul des FDP.

Th�eor�eme 9

Pour toute �ech�eance c, fdp(c) peut être exprim�ee comme une formule du langage
suivant :

f ::= �v; t::g(v) _ (t = 0) j �v; t:g(v) _ (t = 0) j �v; t:F(:g)(v . t) _ (t = 0) j
�v; t:g(v . t) _ t = 0 j fdp(p) j fdp(:p) j f ^ f j f t f

o�u g est encore dans le langage pr�ec�edent, et p appartient �a P .

Preuve 9

Par induction sur la structure de c, dans le langage pr�ec�edent.

{ fdp(g) : le calcul se fait par induction sur la structure de g :

{ fdp(V RAI), fdp(FAUX), fdp(p), fdp(g1 ^ g2) et fdp(g1 _ g2) se
r�eduisent facilement. Il reste le cas des quatre op�erateurs modaux.

{ Si 3g ou 2- g sont faux �a un �etat, ils resterons toujours faux. D'apr�es

la d�e�nition de fdp, il est alors su�sant de tester leur valeur �a

l'�etat courant pour savoir si le temps peut passer : fdp(3g)(v; t) =
:3g(v) _ (t = 0) et fdp(2- g)(v; t) = :2- g(v) _ (t = 0).

{ Si 2g ou 3- g sont vrais �a un �etat donn�e, il le resteront toujours. Pour
pouvoir avancer de v �a v . t sans rencontrer 2g, par exemple, il su�t

de savoir si 2g(v . t) vaut faux, ou si v . t est le premier point o�u 2g
vaut vrai, ce qui revient �a savoir si F(:2g)(v) vaut vrai. On obtient

ainsi les formules suivantes : fdp(2g)(v) = F(:2g)(v . t) _ (t = 0)
et fdp(3- g)(v) = F(:3- g)(v . t) _ (t� 0).
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{ fdp(g #) : nous allons prouver que pour g bien d�e�nie et ferm�ee c'est �egal

�a fdp(g) t fdp(:g).

Commen�cons par �etudier fdp(g) t fdp(:g). On sait que cette FDP per-

met au temps de progresser si alternativement fdp(g) et fdp(:g) lui per-
mettent de progresser. Mais voyons ce qu'il se passe si l'on veut enchâ�ner

un passage du temps par fdp(:g) puis un par fdp(g), en d'autres termes

que vaut la formule :

9t0 2 [0; t) : fdp(:g)(v; t0) ^ fdp(g)(v . t0; t� t0)

On peut la r�ecrire en :

9t0 2 [0; t) : (8t00 2 [0; t0)g(v . t00)) ^ (8t00 2 [t0; t):g(v . t))

g �etant ferm�ee, cette formule ne peut valoir vrai que si t = 0. On en d�eduit
que l'on ne peut laisser progresser le temps de la mani�ere envisag�ee ci-

dessus. D�es lors, on peut simpli�er l'expression de fdp(g) t fdp(:g) :

(fdp(g)t fdp(:g))(v; t) = 9t0 2 [0; t] : fdp(g)(v; t0)^ fdp(:g)(v . t0; t� t0)

Revenons maintenant �a fdp(g #) :

fdp(g #)(v; t) = 8t0 2 [0; t) : :(g #)(v . t0)
= 8t0 2 [0; t) : :(g(v . t0) ^ 9t1 > 0;

8t1
0 2 (0; t1] : :g(v . t

0 + t1
0))

= 8t0 2 [0; t) : :g(v . t0)_
8t1 > 0; 9t1

0 2 (0; t1] : g(v . t
0 + t1

0)

Cette formule est de la forme 8t0 2 [0; t) : A_B. On va montrer que si B
est vrai en t0 alors il le reste sur [t0; t). Ce qui permettra de conclure que

la formule est �equivalente �a 9t0 : (8t00 2 [0; t0) : A ^ 8t00 2 [t0; t) : B).

g �etant ferm�ee �a gauche, on a l'implication :

8t1 > 0; 9t1
0 2 (0; t1] : g(v . t

0 + t1
0)) g(v . t0)

Supposons que fdp(g #)(v; t) = vrai, et que 8t1 > 0; 9t1
0 2 (0; t1] : g(v .

t0 + t1
0) est vrai en t0 = t0. Alors, par fermeture �a droite de g, ou bien

g reste vraie sur [t0;+1), ou bien il existe t1 > t0 maximum tel que g
reste vraie sur [t0; t1], et devienne fausse imm�ediatement apr�es. Comme

t1 ne satisfait aucun des deux termes de la disjonction :g(v . t0) _ 8t1 >
0; 9t1

0 2 (0; t1] : g(v . t
0 + t1

0), on en d�eduit que t1 > t. Dans tous les cas
g reste vraie sur [t0; t). On a alors l'implication :

fdp(g #)(v; t)) 9t0 2 [0; t] : fdp(g)(v; t0) ^ fdp(:g)(v . t0; t� t0)

L'implication inverse est imm�ediate. On a donc l'�egalit�e. Et �nalement :

fdp(g #) = fdp(g) t fdp(:g)

Ce r�esultat est illustr�e dans l'exemple 5.
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g

g # g #

0 5 101 6

Fig. 2.8 { FDP et front descendant

{ Il nous faut donc maintenant calculer fdp(:g), pour g ferm�ee. On obtient

facilement que :

fdp(:V RAI) = V RAI
fdp(:FAUX)(v; t) = (t = 0)
fdp(:(g1 ^ g2)) = fdp(:g1) ^ fdp(:g2)
fdp(:2g)(v; t) = 2g(v) _ (t = 0)
fdp(:3- g)(v; t) = 3- g(v) _ (t = 0)
fdp(:3g)(v; t) = 3g(v . t) _ (t = 0)
fdp(:2- g)(v; t) = 2- g(v . t) _ (t = 0)

Il reste le cas fdp(:(g1 _ g2)), car :g1 et :g2 n'�etant pas bien d�e�nies,
on ne peut appliquer le morphisme de treillis. Cependant :g1 et :g2
�etant toutes les deux ouvertes, on a quand même l'�egalit�e : fdp(:(g1 _
g2)) = fdp(:g1)t fdp(:g2). La d�emonstration pour le cas o�u l'on a deux

pr�edicats ouverts est tout �a fait semblable �a celle o�u l'on a deux pr�edicats

ferm�es.

2

Exemple 5

Sur la �gure 2.8, on a g(v) = 1 � x � 5 _ 6 � x � 10 donc (g #)(v) = (x =
5) _ (x = 10) ce qui nous donne :

fdp(g)(v; t) = x+ t � 1 _ (x > 5 ^ x+ t � 6) _ x > 10 _ (t = 0)
fdp(:g)(v; t) = (1 � x ^ x+ t � 5) _ (6 � x ^ x+ t � 10) _ (t = 0)
fdp(g #)(v; t) = x+ t � 5 _ (x > 5 ^ x+ t � 10) _ x > 10 _ (t = 0)

On voit que fdp(g) permet de progresser jusqu'en 1, o�u l'on peut progresser
par fdp(:g) jusqu'en 5. De même en 6. Par contre aucune de ces deux FDP ne
permet de progresser �a partir de 5 ou 10. La dissym�etrie est engendr�ee par le
fait que g est ferm�ee �a droite, mais pas :g.

Il est ensuite facile de v�eri�er fdp(g) t fdp(:g) = fdp(g #).

Ce th�eor�eme permet donc un calcul �a la vol�ee des FDP. On remarquera
n�eanmoins que ce calcul va faire intervenir l'op�erateur t qui est tr�es coûteux,
voire même dans le cas g�en�eral incalculable (parce que faisant intervenir un
nombre non born�e de quanti�cateurs). C'est pourquoi il vaut mieux essayer de
r�eduire les �ech�eances avant de calculer leur FDP.
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Voyons donc comment se distribue l'op�erateur #.

Propri�et�e 10

Pour toutes gardes g, g1, g2, nous avons les relations :

V RAI #= FAUX = FAUX #
(g1 ^ g2) #= (g1 # ^g2) _ (g1 ^ g2 #)
(g1 _ g2) #= (g1 # ^:g2) _ (:g1 ^ g2 #) _ (g1 # ^g2 #)
(2g) #= FAUX = (3- g) #

Preuve 10

On a par d�e�nition :

g # (v) = g(v) ^ 9t > 0 : 8t0 0 < t0 � t : :g(v . t0)

Cela implique que pour que g # vaille vrai en un point, il faut que g vaille

vrai en ce point et devienne faux plus tard. Donc pour toutes les formules qui

restent ind�e�niment �a vrai d�es qu'il y a un point o�u elles ont valu vrai, le front
descendant donne FAUX. On a donc :

V RAI #= FAUX = FAUX #= (2g) #= (3- d) #

Regardons maintenant ce qui se passe pour la disjonction ou la conjonction. In-

tuitivement, le front descendant de la conjonction de deux gardes est l'ensemble

des points o�u le front descendant d'une garde est vrai et o�u l'autre garde est

vraie. Le front descendant de la disjonction est l'ensemble des points o�u le front

descendant de l'une des gardes est vrai et o�u l'autre garde est fausse, addition-

n�es des points communs aux deux fronts descendants. Ceci est illustr�e par la

�gure 2.9, et d�emontr�e par les calculs suivants (qui peuvent parâ�tre relative-

ment r�ebarbatifs).

En appliquant les d�e�nitions :

(g1 ^ g2) # (v) = (g1 ^ g2)(v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :(g1 ^ g2)(v . t
0)

= (g1 ^ g2)(v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : (:g1(v . t
0) _ :g2(v . t

0))

Utilisons le fait que g1 et g2 sont bien d�e�nies, et donc que les fonctions �t
0:g1(v.

t0) et �t0:g2(v . t
0) ne changent qu'un nombre �ni de fois de valeur sur [0; t]. On

a l'implication suivante :

(8t0 2 (0; t] : :g1(v.t
0)_:g2(v.t

0)) ) 9t1 2 (0; t] :
(8t0 2 (0; t1] : :g1(v . t

0))
_
(8t0 2 (0; t1] : :g2(v . t

0))

La r�eciproque �etant �evidente, on a l'�egalit�e et on en d�eduit :

(g1 ^ g2) # (v) = (g1 ^ g2)(v) ^ 9t > 0 :(8t0 2 (0; t] : :g1(t
0))_

(8t0 2 (0; t] : :g2(t
0))

= g1(v) ^ g2(v) ^ ((9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g1(t
0))_

(9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g2(t
0)))

= (g1 # (v) ^ g2(v)) _ (g1(v) ^ g2 # (v))
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Voil�a pour la conjonction !

Et voici pour la disjonction :

(g1 _ g2) # (v) = (g1 _ g2)(v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :(g1 _ g2)(v . t
0)

= (g1 _ g2)(v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : (:g1 ^ :g2)(v . t
0)

= (g1 _ g2)(v) ^ 9t > 0 : (8t0 2 (0; t] : :g1(v . t
0)_

8t0 2 (0; t] : :g2(v . t
0))

Or on a l'�equivalence :

9t > 0 : ( 8t0 2 (0; t] : f1(t
0) ^ 8t0 2 (0; t] : f2(t

0))
, (9t1 > 0 : 8t0 2 (0; t1] : f1(t

0)) ^ (9t2 > 0 : 8t0 2 (0; t2] : f2(t
0))

On en d�eduit :

(g1 _ g2) # (v) = (g1(v) _ g2(v)) ^ (9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g1(v . t
0)_

9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g2(v . t
0))

= (g1(v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g1(v . t
0)^

9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g2(v . t
0))_

(g2(v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g1(v . t
0)^

9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g2(v . t
0))

= (g1 # (v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t]:g2(v . t
0))_

(g2 # (v) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t]:g1(v . t
0))

= (g1 # (v) ^ (g2(v) _ :g2(v)) ^ 9t > 0 : 8t0 2 (0; t]:g2(v . t
0))_

(g2 # (v) ^ (g1(v) _ :g1(v))9t > 0 : 8t0 2 (0; t]:g1(v . t
0))

= (g1 # (v) ^ (g2 # (v)_
(:g2(v)9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g2(v . t

0))))_
(g2 # (v) ^ (g1 # (v)_

(:g1(v)9t > 0 : 8t0 2 (0; t] : :g1(v . t
0))))

Du fait de la fermeture de g1 et g2, on a l'implication : :g1(v)) 9t > 0 : 8t0 2
[0; t] : :g1(v . t

0). On en d�eduit :

(g1 _ g2) # (v) = (g1 # (v) ^ :g2(v)) _ (g2 # (v) ^ :g1(v)) _ (g1 # (v) ^ g2 # (v))

2

Cette propri�et�e permet de n'avoir �a calculer les fronts descendants que de
trois types de gardes :

{ les gardes atomiques, p 2 P , que l'on connâ�t a priori sans avoir aucune
composition �a faire,

{ les gardes de la forme 3g,

{ les gardes de la forme 2- g.

Pour ces deux derniers cas, le front descendant est facile �a calculer puisque ce
sont des gardes ayant une seule composante connexe dans le sens du temps, au
maximum : elles ne peuvent en aucun cas être vraies �a un moment puis fausses
apr�es un certain temps puis �a nouveau vraies.
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^

sens

du

temps

_

Fig. 2.9 { Fronts descendants de conjonction et de disjonction

D'autre part on pourra �eviter de calculer certains fronts descendants grâce
aux propri�et�es suivantes.

Propri�et�e 11

2(g #) = 2- (g #) = FALSE
3(g #) = 3(g ^ :2g)
3- (g #) = 3- (:g ^3- g) _ g #

Ceci nous permettra de limiter au maximum les calculs de fronts descendants
au prix, il est vrai, de l'introduction de la n�egation.

2.6 Conclusion de cette �etude

Nous avons vu dans ce chapitre que l'on ne peut prendre n'importe quelle
condition sur les valuations pour d�e�nir des �ech�eances. Avec la fonction FDP,
permettant de calculer les fonctions de progressions du temps �a partir des
�ech�eances que nous nous sommes donn�ees (fdp(c)(v); t = 8t0 2 [0; t) : :c(v.t0)),
il faut que les �ech�eances soient ferm�ees �a gauche dans le sens du temps.

Nous avons vu que si l'on se limite aux �ech�eances bien d�e�nies, alors on
peut calculer les fonctions de progression du temps de fa�con compositionnelle.
Cependant ce calcul pose probl�eme, car l'op�erateur t permettant de calculer la
FDP d'une disjonction d'�ech�eances coûte cher �a calculer, quand il est calculable.

Par contre nous avons vu que le calcul d'�ech�eances de forme modale peut
être simpli��e, car on peut presque �eliminer les occurrences de l'op�erateur de
front descendant #. En se pla�cant dans le cadre des �ech�eances de forme modale,
on peut alors esp�erer r�ealiser des compositions d'�ech�eances �a faible coût.
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On remarquera que pour pouvoir avoir des �ech�eances ouvertes �a gauche, il
aurait fallu prendre une autre fonction pour calculer les FDP :

fdp2(c)(v; t) = 8t0 2 [0; t] : :c(v . t0)

qui interdit d'atteindre les �etats o�u l'�ech�eance est vraie. Or ceci compliquerait
le mod�ele que nous allons voir, o�u les blocages sont impossibles par le simple
fait de n'arrêter le temps que si une action peut être e�ectu�ee. En e�et, ceci est
r�ealis�e en imposant que l'�ech�eance est contenue dans la garde, et cela deviendrait
insu�sant si l'on utilise fdp2. On pourrait envisager d'imposer une contrainte
plus forte, qui permettrait la r�eactivit�e temporelle sur ce type de syst�emes. Ceci
peut être r�ealis�e assez simplement sur le mod�ele simpli��e des ATTT (chapitre 4),
mais l'�etude compl�ete n'a pas �et�e r�ealis�ee dans le cadre du mod�ele g�en�eral des
SHEC (chapitre 3). Le principe est d'�etendre la garde �a gauche de l'�ech�eance,
de fa�con �a permettre �a l'action de s'ex�ecuter avant que le temps ne soit arrêt�e.
Cela interdit donc de sp�eci�er des actions urgentes et ponctuelles (ne pouvant
être e�ectu�ees qu'�a un seul moment pr�ecis). Pour cette raison nous avons choisi
de ne pas utiliser fdp2, mais de rester dans le cadre d�e�ni dans ce chapitre.



41

Chapitre 3

Des syst�emes hybrides : les

SHEC

Nous venons de constater qu'il y a certaines contraintes �a respecter pour
sp�eci�er le temps dans les syst�emes temporis�es. Cela va nous permettre de r�egler
la question de la construction de syst�emes temporis�es simples en garantissant
l'absence de blocage. Par contre, d�es qu'il s'agit de composer des syst�emes,
d'autres probl�emes vont surgir, comme nous l'avons �evoqu�e dans l'introduction.

Nous allons voir une m�ethode pour construire des syst�emes hybrides qui
satisfont les propri�et�es de r�eactivit�e temporelle et de progr�es maximal, avec
des op�erateurs qui pr�eservent ces propri�et�es. Nous appellerons ces syst�emes les
SHEC (Syst�emes Hybrides �a �ECh�eances).

Dans ce chapitre seront expos�es des r�esultats g�en�eraux et puissants, mais
malheureusement di�cilement exploitables tels quels. Nous examinerons au cha-
pitre suivant un cas particulier, qui restreint quelque peu l'expressivit�e du mo-
d�ele mais dont l'utilisation est facilit�ee par une simpli�cation de certains aspects
du mod�ele g�en�eral.

3.1 Syst�emes s�equentiels

Nous regarderons dans cette partie comment temporiser un syst�eme discret.
Nous �etudierons d'abord une adaptation de la m�ethode classique pour �etendre
le choix non d�eterministe puis nous nous int�eresserons �a une g�en�eralisation
permettant de d�e�nir d'autres op�erateurs de choix. Nous nous attarderons sur
l'op�erateur de choix avec priorit�es dont nous noterons plus tard qu'il est indis-
pensable pour la composition parall�ele (voir 3.2.3). Nous verrons aussi l'op�era-
teur de choix consensuel qui ne sera utile que dans certains cas tr�es pr�ecis, mais
qui prouve aussi que notre mod�ele o�re la possibilit�e de sp�eci�er par un seul
op�erateur des comportements relativement complexes.

3.1.1 Une premi�ere temporisation

Nous allons temporiser des syst�emes discrets en assurant la r�eactivit�e tem-
porelle. Grâce �a l'utilisation de gardes et d'�ech�eances (cf chapitre pr�ec�edent),
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cela est facile : il su�t de v�eri�er que les �ech�eances sont contenues dans les
gardes. Ainsi si le temps est arrêt�e c'est qu'une �ech�eance est satisfaite, donc la
garde correspondante aussi et une action est n�ecessairement possible. Le sys-
t�eme n'est donc jamais totalement bloqu�e.

Comment allons nous proc�eder en pratique ? Nous allons d�e�nir la tem-
porisation sur un syst�eme de transitions �etiquet�ees. Comme les syst�emes de
transitions servent de mod�ele s�emantique pour nombre de syst�emes discrets,
cette d�e�nition pourra s'appliquer pour d�e�nir de nombreuses extensions.

La temporisation se passe en trois �etapes : une premi�ere �etape consiste �a
ajouter un ensemble de variables X d�e�nies sur un ensemble dense B et une
fonction d'�evolution ., la deuxi�eme �etape consiste �a modi�er les �etiquettes du
syst�eme de transitions et la derni�ere consiste �a donner une signi�cation �a ces
�etiquettes.

Variables et fonction d'�evolution

Les variables sont d�e�nies classiquement pour mesurer le temps ou des quan-
tit�es li�ees au syst�eme et �evoluant dans le temps. On adoptera les notations
suivantes.

Notation 4 L'ensemble des variables utilis�ees par le syst�eme sera not�e X. Le

domaine de ces variables sera identique pour toutes les variables et sera not�e

B. On notera V l'ensemble des valuations, c'est-�a-dire l'ensemble des fonctions

de X dans BX.

Sur ces variables on d�e�nira la fonction d'�evolution . : V � R+ ! V .
Cette fonction d'�evolution globale sera divis�ee en fonctions d'�evolution locales
�a chaque �etat s, .s : V ! V .

Remarque 8 Le fait d'avoir un seul domaine pour toutes les va-
riables n'est pas discriminant. Cela permet simplement de simpli�er les
notations.

Modi�cation des �etiquettes

Ainsi une transition (s; a; s0), aussi not�ee s
a
! s0, deviendra (s; (a; g; c; f); s0)

ou bien s
a;g;c;f
! s0. Il restera �a d�e�nir la signi�cation de cette nouvelle �etiquette.

D�e�nition 11 Transition temporis�ee
�A toute transition discr�ete (s; a; s0) on associera une transition temporis�ee

(s; (a; g; c; f); s0) o�u g et c sont des pr�edicats sur V et f une fonction de
V dans V . g sera appel�ee la garde de la transition, c sera l'�ech�eance de la
transition et f la fonction de transfert de la transition. On exigera de g et
c qu'elles soient ferm�ees �a gauche dans le sens du temps (cf d�e�nition 6)

et form�ees d'un nombre �ni de composantes connexes. De plus on aura

l'implication c) g.
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Attente

Boisson

piece bouton
Choix Disponible?

rend_piece

rend_piece

Fig. 3.1 { Le distributeur de boissons (non temporis�e)

Syst�eme de transitions temporis�e

Il nous reste maintenant �a d�e�nir la signi�cation de ces �etiquettes. Cela se
fera en construisant un syst�eme de transitions qui tiendra compte du temps et
donc d'un contexte temporel.

D�e�nition 12 �Etat temporis�e

Pour un syst�eme de transitions discret donn�e, un �etat temporis�e est un

couple (s; v) o�u s est un �etat du syst�eme discret et v est une valuation (v
appartient �a V d�e�ni ci-dessus).

Nous d�e�nirons alors un syst�eme de transitions pour ces �etats temporis�es grâce
aux r�egles suivantes.

D�e�nition 13 SHEC - s�emantique
�Etant donn�es un syst�eme discret SD, un ensemble de variables X, un

ensemble de valuations V , une fonction d'�evolution et une temporisation

pour chacune des transitions, on d�e�nit le syst�eme hybride SH par les

deux r�egles d'induction :

s
a;g;c;f
! s0 et g(v)

(s; v)
a
! (s0; f(v))

8t0 2 [0; t) : :
W

s
a;g;c;f
! s0

c(v . t0)

(s; v)
t
! (s; v . t)

On remarquera que la premi�ere r�egle sp�eci�e la fa�con dont sont e�ectu�ees les
actions discr�etes et la seconde sp�eci�e le passage du temps.

L'exemple suivant montre la temporisation d'un syst�eme rudimentaire.

Exemple 6

Cherchons �a sp�eci�er un distributeur de boissons. Comment se comporte-t-
il? Au repos, il attend que l'on introduise une pi�ece. Ensuite, il attend que l'on
choisisse une boisson (en appuyant sur le bouton correspondant) ou alors, si l'on
attend trop longtemps, il rend la pi�ece. En�n apr�es avoir v�eri��e si la boisson est
disponible il la donne ou il rend la pi�ece. Ce peut être mod�elis�e par l'automate
suivant (�gure 3.1).

Si l'on veut temporiser, il faut regarder maintenant chaque transition et
voir les conditions qui leur sont appliqu�ees. On remarquera d'abord que l'on
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pieceAttente

Boisson

rend_piece

bouton

rend_piece

Choix Disponible?

x = 10

x � 30
x � 30

x := 0

V RAI

FAUX FAUX

x := 0_x = 1

x � 30

2 � x � 10

x = 10

x � 10

_x = 1 _x = 1

Fig. 3.2 { Le distributeur de boissons (temporis�e)

ne cherche qu'�a mesurer le temps, et uniquement le temps �ecoul�e depuis la
derni�ere action. Une seule horloge est donc n�ecessaire, nous l'appellerons x.
Aucune condition ne peut être appliqu�ee quant au moment o�u l'on va introduire
la pi�ece (si le distributeur est en attente), donc la garde est V RAI et l'�ech�eance
est FAUX. Par contre on va mesurer le temps �ecoul�e depuis l'introduction de
la pi�ece, on va donc remettre l'horloge �a z�ero, ce qui est indiqu�e par la ligne
x := 0. Ensuite, on a 30 secondes pour appuyer sur le bouton, sans obligation de
le faire. L'horloge est aussi remise �a z�ero ici pour mesurer le temps de r�eaction
avant de distribuer la boisson ou de rendre la pi�ece. Rendre la pi�ece est une
action qui doit être e�ectu�ee rapidement, c'est pour cela que l'�ech�eance est
�egale �a la garde : d�es que l'action est possible il faut r�eagir. Ceci nous donne
l'automate temporis�e de la �gure 3.2.

On remarquera que dans l'�etat choix, pour x = 30, il peut se passer deux
choses : ou bien le bouton est enfonc�e et l'on regarde si la boisson est disponible,
ou bien on rend la pi�ece. Cette derni�ere action peut être e�ectu�ee même si le
bouton est enfonc�e. Ceci est impos�e par le fait que les gardes sont ferm�ees.
On peut voir cela comme une limite du syst�eme. Cependant la simultan�eit�e
stricte est quelque chose qu'il est di�cile d'appr�ehender en pratique, et l'on peut
concevoir que si l'on accepte l'�ev�enement qu'est le bouton, c'est que celui-ci a
�et�e enfonc�e juste avant la date x = 30, mais de fa�con non mesurable, par contre
si le distributeur rend la pi�ece, c'est que les 30 secondes se sont e�ectivement
�ecoul�ees. Cela correspond �a une certaine fa�con de voir l'�ecoulement du temps :
on ne peut isoler un instant pr�ecis dans le passage du temps, et des erreurs
non mesurables sont toujours possibles. On tiendra bien entendu compte du
fait de ce qu'on est ici au niveau de la sp�eci�cation, et que l'implantation d'un
tel syst�eme pourra par exemple �eviter que l'on tienne compte du bouton pour
x = 30.

En soi ce mod�ele est pour l'instant identique aux mod�eles habituels. Il est
en e�et facile de passer des �ech�eances aux conditions de progression du temps
et vice versa. Si l'utilisation des �ech�eances n�ecessite d'�ecrire une condition pour
chaque transition, elle permet de ne pas avoir �a calculer la condition de pro-
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a et b paresseuse

FAUX

CP = TRUE

FAUX

a b

x � 5 y � 6

a urgente

a b

x � 5

b retardable

x � 5 y = 6

y � 6

CP = x > 5 _ (y 6= 6)

a b

x � 5

a et b retardables

x = 5 y = 6

y � 6

CP = (x 6= 5) _ (y 6= 6)

Fig. 3.3 { Exemple de sp�eci�cation de l'urgence

gression du temps lorsque l'on connâ�t l'urgence de chaque action, comme sur
l'exemple de la �gure 3.3. Nous allons voir de plus que nous pouvons a�ner la
temporisation de fa�con �a obtenir di��erents comportements �a partir d'un même
ensemble de transitions issues du même �etat. Il faut pour cela d�e�nir di��erentes
mani�eres de temporiser le choix non d�eterministe, ce qui revient �a modi�er les
r�egles d'inf�erence utilis�ees pour d�e�nir les syst�emes de transitions temporis�es.

3.1.2 Op�erateurs de choix

Nous consid�ererons ici que la garde et l'�ech�eance d'une action d�e�nissent le
comportement maximal de cette action, �a savoir que l'action ne peut être ex�e-
cut�ee que si sa garde est vraie et elle ne peut devenir urgente que si l'�ech�eance
est vraie. Par contre, une telle action mise en concurrence avec d'autres ac-
tions pourra voir son comportement limit�e et devenir �equivalente �a une action
de garde et �ech�eance plus petites que la garde et l'�ech�eance initiales. Ce sera
fait �a travers des op�erateurs de choix, qui sont des extensions temporelles du
choix non d�eterministe. Nous nous baserons donc sur l'op�erateur de choix non
d�eterministe, not�e

P
, des alg�ebres de processus.

Notation 5 Un �etat not�e
P

i2I ai:si peut e�ectuer chacune des actions ai, me-

nant dans l'�etat si. Ainsi, si �a partir de s on a les deux transitions s
a1! s1

et s
a2! s2, on pourra �ecrire s =

P
i2f1;2g ai:si, ou encore dans ce cas pr�ecis

s = a1:s1 + a2:s2.

Nous verrons que dans le cas temporis�e, il est possible de d�e�nir plusieurs
�equivalents de

P
, comme illustr�e �gure 3.4. Nous verrons donc dans un premier

temps quelles sont les r�egles g�en�erales que nous voulons respecter lors de la
d�e�nition des op�erateurs de choix, puis dans un second temps nous examinerons
deux exemples int�eressants : le choix avec priorit�es et le choix consensuel.
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(ai)i2I

(bi)i2I

P
i2I ai:si

PF
i2I bi:si

P
i2I bi:si

Fig. 3.4 { Choix temporis�es

G�en�eralit�es

Nous allons d�e�nir des op�erateurs de choix sur le mod�ele suivant. Pour un
�etat donn�e, nous consid�ererons toutes les transitions issues de cet �etat, et nous
modi�erons la temporisation de chaque transition en tenant compte de toutes
les transitions issues de l'�etat.

Voyons alors la forme g�en�erale que nous adopterons pour les op�erateurs de
choix.

D�e�nition 14 Op�erateurs de choix

Un op�erateur de choix
PF est associ�e �a la fonction de restriction

F : B� ! B�, telle que pour tout vecteur �ni d'actions temporis�ees

(ai; gi; ci; fi)i2I , F ((ai; gi; ci; fi)i2I) est de la forme (ai; g
0
i; c

0
i; fi)i2I avec

pour tout i de I, g0i ) gi et c
0
i ) ci. L'op�erateur

PF est alors d�e�ni par

la formule :

X
i2I

F
(ai; gi; ci; fi):si =

X
i2I

(ai; g
0
i; c

0
i; fi):si

en respectant les notations pr�ec�edentes

(i.e. F ((ai; gi; ci; fi)i2I) = (ai; g
0
i; c

0
i; fi)i2I).

On d�e�nit le choix
PF comme �etant le choix non d�eterministe appliqu�e �a

des actions restreintes par F . F est appel�ee la fonction de restriction du choixPF , car elle transforme un vecteur de n actions en un autre vecteur de n actions
o�u seules sont modi��ees les gardes et les �ech�eances. Nous verrons plus loin que
l'on ne peut pas prendre n'importe quelle fonction de restriction. Mais d�ej�a la
d�e�nition apporte les pr�ecisions suivantes :

{ les gardes obtenues apr�es restrictions (g0i) ne d�ependent que des gardes
avant restrictions, mais chaque garde peut être modi��ee par toutes les
autres.

{ pour les �ech�eances, il en va de même, sauf que l'on veut pr�eserver la
r�eactivit�e temporelle (c0i ) g0i), donc les �ech�eances sont aussi a�ect�ees
par les gardes.

Si nous nous contentons de cette d�e�nition, nous aurons la possibilit�e de d�e-
�nir des choix qui ne font rien (g0i = FAUX). Ceci ne nous int�eresse pas. Plus
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pr�ecis�ement, nous imposerons de conserver les possibilit�es d'actions, �eventuelle-
ment avec un certain retard. Cette exigence r�epond au besoin que si le syst�eme
est sp�eci��e comme actif (pouvant e�ectuer une action dans l'avenir), alors nous
obtenons e�ectivement un syst�eme actif. Nous appellerons cette propri�et�e la
conservation de l'activit�e.

D�e�nition 15 Conservation de l'additivit�e

Une fonction F utilis�ee pour d�e�nir un op�erateur de choix conserve l'ac-

tivit�e si la formule suivante est v�eri��ee :

_
i2I

3g0i =
_
i2I

3gi

avec les notations de la d�e�nition pr�ec�edente.

Nous ne nous int�eresserons qu'aux op�erateurs de choix d�e�nis grâce �a des fonc-
tions conservant l'activit�e. D'autres op�erateurs peuvent être envisag�es, mais au
risque d'avoir des situations o�u la garde d'une transition est vraie, alors que le
seul comportement possible pour le syst�eme est d'attendre ind�e�niment. Ceci
ne semble pas raisonnable.

Voyons maintenant deux exemples de ce que l'on peut d�e�nir comme choix.
Le premier, le choix avec priorit�es, se r�ev�elera d'une importance capitale par
la suite (voir chapitre 3.2.3). Le second, le choix consensuel, est un peu plus
exotique, mais nous verrons que dans certains cas nous pouvons l'utiliser pour
mod�eliser un partage de ressources.

Choix avec priorit�es

Nous voulons, par le moyen ce choix, avoir un moyen simple de sp�eci�er
plusieurs actions possibles �a partir d'un �etat donn�e, en favorisant certaines
de ces actions. Favoriser une action peut se faire de plusieurs mani�eres. Nous
utiliserons des priorit�es : une action a sera prioritaire sur une autre, b, si lorsque
a peut être e�ectu�ee b est prohib�ee. Ainsi on limite b pour que a puisse se faire
plus sûrement, mais cette limitation peut être �etendue. En e�et, dans le cas
temporis�e o�u nous nous pla�cons, on peut empêcher b d'être e�ectu�ee si l'on sait
que dans l'avenir a sera e�ectu�ee.

Pour formaliser cette notion, nous commencerons par d�e�nir un ordre de
priorit�es, �a partir duquel nous pourrons d�e�nir le choix.

D�e�nition 16 Ordre de priorit�es

Un ordre de priorit�es sur l'alphabet A est une relation < sur A�N[f1g�
A satisfaisant les propri�et�es donn�ees ci-dessous. On notera a <k b le fait

que le triplet (a; k; b) appartienne �a <. <k peut alors être vue comme une

relation sur A.

< doit satisfaire :

{ pour tout k 2 N [ f1g, <k est une relation d'ordre partiel sur A.

{ si pour un k donn�e on a a1 <k a2, alors pour tout k0 inf�erieur �a k,
a1 <k0 a2.

{ si a1 <k a2 et a2 <l a3 alors a1 <k+l a3.
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On a alors trivialement la propri�et�e :

Propri�et�e 12

La relation � d�e�nie par a1 � a2 = 9k 2N [ f1g : a1 <k a2 est une relation
d'ordre.

Nous allons maintenant utiliser cet ordre de priorit�es pour d�e�nir des prio-
rit�es entre actions. Les priorit�es auront une certaine port�ee dans le temps. Ainsi
a1 <k a2 signi�e que lorsque la garde de a2 est vraie ou sera vraie avant k unit�e
de temps alors a1 est inhib�ee. Si k vaut 1, alors il su�t que la garde de a2
soit vraie dans l'avenir pour que a1 ne puisse pas être ex�ecut�ee. Si k vaut 0, la
priorit�e est imm�ediate : a1 est inhib�ee uniquement si la garde de a2 est vraie.

Pour exprimer ces propri�et�es, nous avons besoin d'�etendre les op�erateurs
temporels d�e�nis en 2.5.2. C'est pourquoi nous posons les d�e�nitions suivantes.

D�e�nition 17 Op�erateurs modaux

Les op�erateurs 3k et 2k sont d�e�nis comme suit pour tout pr�edicat p sur

les valuations et tout k 2 N [ f1g :

(3kp)(v) = 9t 2 [0; k] : p(v . t)
(2kp)(v) = 8t 2 [0; k] : p(v . t)

On remarquera que 31 = 3 et 21 = 2 (voir la d�e�nition en 2.5.2). De plus
30p = p = 20p et pour tout k 3kp = :(2:p).

Ceci nous permet de d�e�nir les op�erations de restriction pour l'op�erateur de
choix avec priorit�es.

D�e�nition 18 Choix avec priorit�es
�Etant donn�e un ordre de priorit�es <, on d�e�nit le choix avec priorit�es,P< de la fa�con suivante :

X
i2I

<
(ai; gi; ci; fi):si =

X
i2I

(ai; g
0
i; c

0
i; fi)

avec
g0i = gi ^

V
j2I;ai<kaj

:3kgj
c0i = ci ^

V
j2I;ai<kaj

:3kgj

Pour ne pas surcharger les notations, il n'est pas indiqu�e dans les d�e�ni-

tions ci-dessus que k d�epend de i et j : il s'agit de l'entier maximum tel

que ai <k aj ou de 1 si ai <1 aj. Si l'on ne peut trouver un tel k, alors
il n'y a aucun terme en :3kgj. Ceci est normal puisque aj n'�etant pas

prioritaire sur ai, gj n'intervient pas dans le calcul de g0i.

Notation 6 Pour les cas o�u il n'y aurait que deux transitions en jeu, on utili-

sera l'op�erateur binaire <+, d�e�ni par :

X
i2f1;2g

<
bi:si = b1:s1 <+b2:s2

Attention, malgr�e la notation qui peut induire en erreur, <+ est bien commu-

tatif !
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1 2 3 4 5 6 7 8 90

g1

g2

a1 <1 a2

a1 <1 a2

a1 <0 a2g1
0

g1
0

g1
0

Fig. 3.5 { Di��erentes priorit�es

Un exemple de ce que peut donner une telle d�e�nition est donn�e en �gure 3.5,
pour deux actions a1 et a2 de gardes respectives g1 et g2.

Remarque 9 Cette d�e�nition peut induire des gardes et �ech�eances
ouvertes �a gauches, �a cause de la n�egation. Cependant, si l'on consid�ere
l'ensemble des actions, il est facile de v�eri�er que l'union des gardes est
ferm�ee �a gauche (cf exemple suivant), donc la r�eactivit�e temporelle est
maintenue.

Exemple 7

Ne consid�erons que deux transitions a1 et a2, a2 ayant une priorit�e imm�ediate
sur a1. Supposons que a1 ait pour garde g1 = 6 � x � 10 et pour �ech�eance
c1 = 8 � x � 10, et que a2 ait pour garde g2 = 3 � x � 9 et pour �ech�eance
c2 = 8 � x � 9. a2 �etant prioritaire verra sa garde et son �ech�eance inchang�ees.
Par contre pour a1, on obtient :

g01 = (6 � x � 10) ^ :(3 � x � 9) = 9 < x � 10
c01 = (8 � x � 10) ^ (9 < x � 10) = 9 < x � 10

Ainsi, si l'on consid�ere uniquement a1, en x = 9 le temps est bloqu�e (s'il pro-
gresse on entre dans c01), et a1 n'est pas possible (g

0
1 est fausse en ce point). Par

contre si l'on tient compte de a2, il n'y a plus de probl�eme, car a2 est possible
en x = 9.

Si la priorit�e n'avait pas �et�e imm�ediate, cela n'aurait rien chang�e. Intuiti-
vement, la n�egation induit une garde ouverte �a gauche pour g1, uniquement
sur le front descendant (fronti�ere arri�ere) de 3kg2, c'est-�a-dire lorsque g2 est
satisfaite. Donc l'union est ferm�ee �a gauche (cf �gure 3.6).
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g1

g1 ^ :g2

g1 ^ :32g2

2

g2

Fig. 3.6 { Fermeture pour la priorit�e

Tout cela vient du fait que pour une garde g ferm�ee �a gauche, g _:3kg est
ferm�ee �a gauche.

Propri�et�e 13

Pour toute garde g ferm�ee �a gauche, et tout k 2 N[f1g, le pr�edicat g_:3kg
est ferm�e �a gauche.

Preuve 13

Supposons que pour une valuation v on a (g_:3kg)(v) = faux. Cela implique

g(v) = faux et 3kg(v) = vrai. g �etant ferm�ee �a gauche, il existe t > 0, tel
que pour tout t0 2 (0; t] on ait g(v . t0) = faux. On a alors n�ecessairement

3kg(v . t
0) = vrai, et par cons�equent (g _ :3kg)(v . t

0) = faux.
2

On remarquera de plus que les c0i ainsi d�e�nis satisfont c
0
i = ci ^ g0i. Une

autre fa�con de d�e�nir c0i aurait �et�e :

c0i = ci ^ g
0
i ^

^
j2I;ai<kaj

:3kcj

Mais il est facile de voir que ces deux d�e�nitions donnent le même r�esultat.

Proposition 14

ci ^ g
0
i ^

^
j2I;ai<kaj

:3kcj = ci ^
^

j2I;ai<kaj

:3kgj
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Preuve 14

En e�et, on a :

ci ^ g
0
i ^

V
j2I;ai<kaj

:3kcj
= ci ^ gi ^

V
j2I;ai<kaj

:3kgj ^
V

j2I;ai<kaj
:3kcj

= ci ^ gi ^
V

j2I;ai<kaj
(:3kgj ^ :3kcj)

= ci ^ gi ^
V

j2I;ai<kaj
:3k(gj _ cj)

= ci ^
V

j2I;ai<kaj
:3kgj

car c) g.
2

Pour des raisons pratiques, nous allons chercher �a savoir comment ce choix
interagit avec le choix non d�eterministe. En e�et, dans certains cas il sera in-
t�eressant de grouper des transitions par le choix non d�eterministe avant de
regarder les priorit�es; ce sera notamment le cas si l'on d�ecrit le syst�eme par des
alg�ebres de processus. On cherche donc �a e�ectuer un choix plus complexe en
combinant le choix non d�eterministe et le choix avec priorit�es.

La raison cach�ee de ce nouveau choix est que l'on veut que le choix avec
priorit�es soit associatif. Cela n'aurait aucun sens si l'on se limitait �a la d�e�nition
pr�ec�edente, on �etendra donc cette d�e�nition pour capter la situation d�ecrite
�gure 3.7, qui correspond �a (

P
i2[0::n] bi:si) <+(

P
i2[n+1::m] bi:si). L'associativit�e

permet alors de combiner des actions en plusieurs fois �a l'aide du choix avec
priorit�es, et le r�esultat sera ind�ependant de cet ordre. Il s'agit donc d'une facilit�e
de sp�eci�cation. Nous verrons aussi que cette associativit�e sera tr�es utile lorsque
nous mod�eliserons la composition parall�ele.

D�e�nition 19 Choix avec priorit�es - cas g�en�eral

Nous conviendrons que la valeur de

(
P

i2I(ai; gi; ci; fi):si) <+(
P

j2J(aj ; gj ; cj ; fj):sJ) est
(
P

i2I(ai; gi=J ; ci=J ; fi):si) + (
P

j2J(aj ; gj=I ; cj=I ; fj):sj) avec

gi=J = gi ^
V

j2J;ai<kaj
:3kgj

ci=J = ci ^
V

j2J;ai<kaj
:3kgj

gj=I et cj=I sont d�e�nis de mani�ere similaire.

Nous avons donc choisi dans ce cas de ne restreindre chaque transition que par
rapport aux actions qui ne sont pas du même côt�e de l'op�erateur <+.

Attention, ceci implique que <+ n'est pas distributif par rapport �a + :

(b1:s1 + b2:s2) <+b3:s3 6= (b1:s1 <+b3:s3) + (b2:s2 <+b3:s3)

En e�et, si a3 (�etiquette de b3) est l'action la moins prioritaire, alors dans
(b1:s1 + b2:s2) <+b3:s3, b3 sera restreinte par les b1 et b2 simultan�ement, tandis
que dans (b1:s1 <+b3:s3) + (b2:s2 <b3:s3), b3 est restreinte par b1 et b2 s�epar�e-
ment puis on fait l'union de ces deux comportements. Dans le premier cas le
comportement de b3 sera restreint plus encore que pour b1:s1 <+b3:s3), alors
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b1

: : :

bnb2 bn+1

bm: : :

bm�1

D
+
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: : :: : :

b2
bn+1

bm�1

b1

bn

Fig. 3.7 { Choix avec priorit�es �etendu
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que c'est le contraire pour le second cas.

N�eanmoins, cette d�e�nition a deux avantages. Tout d'abord, il est facile de
g�en�eraliser l'op�erateur pour obtenir une somme n-aire et non plus simplement
binaire. De plus on peut v�eri�er une propri�et�e d'associativit�e.

Propri�et�e 15

Si l'on note bi les actions temporis�ees (ai; gi; ci; fi), on a :

((
P

i2I bi:si) <+(
P

j2J bj :sj)) <+(
P

k2K bk:sk) =

(
P

i2I bi:si) <+((
P

j2J bj:sj) <+(
P

k2K bk:sk)

Preuve 15

On va en fait montrer que ((
P

i2I bi:si) <+(
P

j2J bj :sj)) <+(
P

k2K bk:sk)
est �egal au r�esultat de l'op�erateur ternaire appliqu�e aux termes

P
i2I bi:si,P

j2J bj :sj et
P

k2K bk:sk. L'op�erateur <+ �etant commutatif, cela sera su�-

sant pour montrer son associativit�e.

Calculons donc ce que cela vaut :

((
P

i2I bi:si) <+(
P

j2J bj :sj)) <+(
P

k2K bk:sk)

= ((
P

i2I b
0
i:si) + (

P
j2J b

0
j :sj)) <+(

P
k2K bk:sk)

= ((
P

i2I b
00
i:si) + (

P
j2J b

00
j:sj)) <+(

P
k2K b00k:sk)

avec
g0i = gi ^

V
j2J;ai<laj

:3l(gj)

g0j = gj ^
V

i2I;aj<lai
:3l(gi)

g00i = g0i ^
V

k2K;ai<lak
:3l(gk)

g00j = g0j ^
V

k2K;aj<lak
:3l(gk)

g00k = gk ^
V

i2I;ak<lai
:3l(g

0
i) ^
V

j2J;ak<laj
:3l(g

0
j)

Ce que l'on veut montrer c'est que :

g00i = gi ^
V

j2J;ai<laj
:3l(gj) ^

V
k2K;ai<lak

:3l(gk)

g00j = gj ^
V

i2I;aj<lai
:3l(gi) ^

V
k2K;aj<lak

:3l(gk)

g00k = gk ^
V

i2I;ak<lai
:3l(gi) ^

V
j2J;ak<laj

:3l(gj)

Les deux premi�eres �egalit�es sont imm�ediates. La derni�ere est plus dure �a v�eri�er.

Tout d'abord constatons qu'il su�t de montrer :_
i2I[J;ak<lai

3l(g
0
i) =

_
i2I[J;ak<lai

3l(gi)

L'�egalit�e pr�ec�edente en d�ecoule alors trivialement. Cette derni�ere propri�et�e est

donn�ee par le lemme suivant.

2

Lemme 16 Pour tout ordre de priorit�e < sur un ensemble d'actions faigi2I ,
on a pour tout i 2 I :_

j2I;ai<laj

3l(gj ^
^

k2I;aj<mak

:3mgk) =
_

j2I;ai<laj

3l(gj)
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Preuve 16

Montrons le r�esultat par r�ecurrence sur l'ordre inverse de <.

{ Si ai est maximal pour <, il n'y a rien �a montrer.

{ Supposons que pour tout ai0 sup�erieur �a ai (dans l'ordre <), on ait

_
j2I;ai0<laj

3l(gj ^
^

k2I;aj<mak

:3mgk) =
_

j2I;ai0<laj

3l(gj)

Montrons que cette �egalit�e est vraie pour ai. Par transitivit�e de < et du

fait que 3l3mg = 3l+mg, on a :

W
j2I;ai<lij

aj
3lij (gj ^

V
k2I;aj<ljk

ak
:3ljkgk)

=
W

j2I;ai<lij
aj
(3lij (gj ^

V
k2I;aj<ljk

ak
:3ljkgk)_W

j02I;aj<l
jj0

aj0
3lij0

(gj0 ^
V

k2I;aj0<l
j0k

ak
:3lj0k

gk))

=
W

j2I;ai<lij
aj
3lij((gj ^

V
k2I;aj<ljk

ak
:3ljkgk)_W

j02I;aj<l
jj0

aj0
3ljj0

(gj0 ^
V

k2I;aj0<l
j0k

ak
:3lj0k

gk))

=
W

j2I;ai<lij
aj
3lij((gj ^

V
k2I;aj<ljk

ak
:3ljkgk)_W

j02I;aj<l
jj0

aj0
3ljj0

gj0)

=
W

j2I;ai<lij
aj
3lij(gj _

W
k2I;aj<ljk

ak
3ljkgk)

=
W

j2I;ai<lij
aj
(3lijgj _

W
k2I;aj<ljk

ak
3lij3ljkgk)

=
W

j2I;ai<lij
aj
3lijgj

2

La propri�et�e pr�ec�edente permet donc d'a�rmer que l'op�erateur de choix
avec priorit�es tel que nous l'avons d�e�ni est un op�erateur associatif. De plus le
lemme va permettre de montrer que cet op�erateur conserve l'activit�e.

Propri�et�e 17

Tout op�erateur de choix conserve l'activit�e.

Preuve 17

Le lemme pr�ec�edent nous donne :

^
ai<laj

3l(g
0
j) =

^
ai<laj

3l(gj)

or, par d�e�nition,

g0i = gi ^ :
_

ai<laj

3l(gj)

Nous avons donc :

g0i _
W

ai<laj
3l(g

0
j) = gi ^ :

W
ai<laj

3l(gj) _
W

ai<laj
3l(gj)

= gi _
W

ai<laj
3l(gj)
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En appliquant 3 qui est distributif par rapport �a la disjonction :

3g0i _
_

ai<laj

3g0j = 3gi _
_

ai<laj

3gj

En faisant l'union sur toutes les actions intervenant dans le processus :
_
i2I

3g0i =
_
i2I

3gi

2

Un autre propri�et�e importante de ce choix est qu'il conserve l'�equivalence
entre syst�emes donn�ee par le remplacement d'une transition par deux transi-
tions de même comportement. Plus pr�ecis�ement, nous avons la propri�et�e sui-
vante.

Proposition 18

La scission d'une transition (s; a; g; c; f; s0) en deux transitions (s; a; g1; c1; f; s
0)

et (s; a; g2; c2; f; s
0), avec g = g1 _ g2 et c = c1 _ c2, a le même e�et que le choix

soit non d�eterministe ou avec priorit�es.

Preuve 18

Par d�e�nition du choix avec priorit�es, on a :

X
i2I

<
(ai; gi; ci; fi):si =

X
i2I

(ai; g
0
i; c

0
i; fi)

avec
g0i = gi ^

V
j2I;ai<kaj

:3kgj
c0i = ci ^

V
j2I;ai<kaj

:3kgj

Comme :3kgj;1 ^ :3kgj;2 = :3k(gj;1 _ gj;2), il est �evident que scinder une

transition n'a�ecte pas la fa�con dont les autres transitions sont modi��ees.
De plus, si l'on scinde la transition i en i; 1 et i; 2, avec gi = gi;1 _ gi;2 et ci =
ci;1_ci;2, comme i; 1 et i; 2 ont même �etiquette, elles seront incomparables entre

elles, et auront les même priorit�es que la transition i. Il est alors �evident que les
gardes et �ech�eances transform�ees satisferont : g0i = g0i;1_g

0
i;2 et c

0
i = c0i;1_c

0
i;2.

2

Nous verrons par la suite que cet op�erateur est capital pour la composition.
Mais examinons maintenant un autre op�erateur de choix.

3.1.3 Choix consensuel

Nous d�e�nirons ici un choix tr�es sp�eci�que correspondant �a la situation sui-
vante. Le syst�eme est compos�e d'un serveur pouvant servir deux clients avec
des contraintes sp�eci�ques �a chaque client( �gure 3.8). On veut assouplir ces
contraintes pour ne favoriser aucun client, on r�eduira donc les �ech�eances cor-
respondantes de fa�con �a ne bloquer le temps que dans les deux cas suivants :

{ les deux clients sont d'accord pour bloquer le temps.
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attente

sers1 sers2

fin2
deb1

fin1
deb2

Fig. 3.8 { Sch�ema du syst�eme

{ l'un des clients n'aura plus besoin de bloquer le temps, l'autre pourra
alors le faire normalement.

Ainsi un client ne peut bloquer le temps pour obliger le serveur �a le servir que si
l'autre client est hors course. On r�eduira chaque �ech�eance en tenant compte de
l'�ech�eance de l'autre action. On aurait pu a�ner encore en tenant compte de la
garde de l'autre action, mais le but de cet exercice est uniquement de faire un
choix qui ne fonctionne que sur les �ech�eances et ignore les gardes. L'inverse est
impossible, car si l'on r�eduit les gardes on est oblig�e de r�eduire les �ech�eances.

On cherche donc �a obtenir des �ech�eances v�eri�ant l'�equation suivante :

c1 = c1 ^ (c2 _2:c2)
c2 = c2 ^ (c1 _2:c1)

Ceci est bien sûr une �equation de point �xe. �A cause des n�egations, on ne
peut appliquer les m�ethodes classiques de recherche du plus grand ou plus petit
point �xe, qui n�ecessitent des fonctions monotones. N�eanmoins, on cherchera �a
calculer les �ech�eances r�eduites en rempla�cant c1 et c2 dans les �equations pr�ec�e-
dentes, au moins partiellement. C'est ainsi qu'a �et�e trouv�ee la solution suivante.

Proposition 19

Si c1 et c2 sont des �ech�eances, les �ech�eances c
0
1 et c

0
2 obtenues par

c01 = c1 ^ (c2 _2(:c2 _ (:c1 ^3c1)))
c02 = c2 ^ (c1 _2(:c1 _ (:c2 ^3c2)))

satisfont l'�equation pr�ec�edente. Ce couple forme la solution maximale (pour
l'implication) satisfaisant 3(c01 _ c

0
2) = 3(c1 _ c2) et inf�erieur �a (c1; c2).

Preuve 19

Nous allons v�eri�er que c01 et c02 satisfont chacune des propri�et�es de la propo-

sition.

{ Il est �evident que c01 ) c1 et c02 ) c2.
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{ Voyons maintenant que 3(c01 _ c02) = 3(c1 _ c2). L'implication 3(c01 _
c02)) 3(c1 _ c2) est �evidente, montrons l'implication inverse. Supposons

pour cela que pour la valuation v, on a 3c1(v) = vrai, et montrons

que 3(c01 _ c
0
2)(v) = vrai. c1 et c2 ayant un nombre �ni de composantes

connexes, il existe une derni�ere composante connexe dans le sens du temps.
Soit t1, tel que v . t1 appartienne �a la derni�ere composante connexe de

c1, on a donc 2(c1 _ 2:c1). Et par cons�equent : c
0
1(v . t1) = (c1 ^ (c2 _

2:c2))(v.t1) = (c2_2:c2)(v.t1). Le seul cas o�u c
0
1(v.t1) vaut faux est si

(:c2^3c2)(v.t1). Il existe alors une date t2 sup�erieure �a t1, telle que v.t2
soit dans la derni�ere composante connexe de t2. Comme pr�ec�edemment

on a c02(v . t2) = (c1 _2:c1)(v . t2), ce qui vaut vrai car t2 > t1. Si l'on
r�esume, on a soit c01(v . t1), soit c

0
2(v . t2). Dans tous les cas, on obtient :

3(c01 _ c
0
2)(v).

{ Le couple (c01; c
0
2) est solution de l'�equation : vue la sym�etrie de l'expres-

sion, il su�t de v�eri�er que c01 = c01 ^ (c02 _ 2:c
0
2). Nous allons en fait

montrer que c01 ^ :c
0
2 ^3c

0
2 = FALSE. On a en e�et :

3c02 = 3((c1 ^ c2) _ (c2 ^2(:c1 ^ (:c2 _3c2))))
= 3(c1 ^ c2) _3(c2 ^2(:c1 ^ (:c2 _3c2)))

:c02 = :(c1 ^ c2) ^ :(c2 ^2(:c1 _ (:c2 ^3c2)))
c01 = (c1 ^ c2) _ (c1 ^2(:c2 _ (:c1 ^3c1)))

On en d�eduit :

c01 ^ :c
0
2 = c1 ^2(:c2 _ (:c1 ^3c1)) ^ :(c1 ^ c2)^

:(c2 ^2(:c1 _ (:c2 ^3c2)))
= c1 ^ :c2 ^2(:c2 _ (:c1 ^3c1))^

:(c2 ^2(:c1 _ (:c2 ^3c2)))
= c1 ^ :c2 ^2(:c2 _ (:c1 ^3c1))

On remarquera que 2(:c2 _ (:c1 ^3c1)) implique 2:(c1 ^ c2). D'o�u :

c01^:c
0
2^3c

0
2 = c1^:c2^2(:c2_(:c1^3c1))^3(c2^2(:c1_(:c2^3c2)))

Nous allons montrer par l'absurde que cette expression vaut FAUX.

Supposons en e�et qu'il existe une valuation v telle que (c01 ^ :c
0
2 ^

3c02)(v) = vrai. N�ecessairement, il existe t1 positif tel que (c2 ^2(:c1 _
(:c2 ^ 3c2)))(v . t1) = vrai. De plus, on a 2(:c2 _ (:c13c1))(v) donc

aussi 2(:c2 _ (:c13c1))(v . t1). v . t1 satisfait donc c2 _ :c1. Il existe
alors t2 > t1 tel que c1(v . t2), et aussi (2(:c2 _ (:c1 ^ c1)))(v . t2),
(2(:c1 _ (:c2 ^ c2)))(v . t2) et :c2(v . t2). On peut recommencer et

construire une suite in�nie (ti) telle que

(c1 _ :c2)(v . t2i) = vrai = (c2 _ :c1)(v . t2i+1)

Ceci �etant incompatible avec le fait que c1 et c2 ont un nombre �ni de

composantes connexes, l'hypoth�ese (c01^:c
0
2^3c

0
2)(v) = vrai est fausse.
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{ (c01; c
0
2) est solution maximale : supposons que ce ne soit pas le cas, il

existerait un couple (c001; c
00
2) qui soit solution et tel que c01 ) c001 ) c1

et c02 ) c002 ) c2. De plus, on aura c001 6= c01 ou c002 6= c02 (au moins pour

certains couples (c1; c2)). Supposons alors qu'il existe une valuation v telle
que (c001 ^ :c

0
1)(v) = vrai. On a alors aussi c1(v) = vrai. Par d�e�nition

de c01, v satisfait

:c2 ^3(c2 ^ (c1 _2:c1))

Il existe alors t0 > 0 tel que (c2 ^ (c1 _ 2:c1))(v . t0) = vrai. On a de

plus c2(v) = faux, donc c002(v) = faux, et comme (c001; c
00
2) v�eri�e c

00
1 =

c001^(c
00
2_2:c

00
2), on a3:c

00
2(v) = vrai. Ceci implique:c002(v.t0) = vrai

et donc :c02(v.t0). v.t0 satisfait donc c2^:c
0
2. On peut alors recommencer

l'op�eration pr�ec�edente et obtenir une suite (ti) telle que :

(c1 ^ :c
0
1)(v . t2i+1) (c2 ^ :c

0
2)(v . t2i)

Comme (c1 ^ :c
0
1) ) c1 ^ :c2, cette suite contredit le fait que c2 ait un

nombre �ni de composantes connexes. Donc c001 ) c01. D'o�u c001 = c01 et

de même c002 = c02. (c
0
1; c

0
2) est donc maximal.

2

Une autre propri�et�e int�eressante de cet op�erateur est que la fermeture �a
gauche est conserv�ee :

Propri�et�e 20

Si c1 et c2 sont ferm�es �a gauche alors c1 ^ (c2 _3(:c2 ^ (:c1 _3c1))) est ferm�e
�a gauche.

Preuve 20

Nous allons v�eri�er que c2 _ 3(:c2 ^ (:c1 _ 3c1)) est bien ferm�e �a gauche.

Supposons donc que pour une valuation v on ait

:(c2 _3(:c2 ^ (:c1 _3c1)))(v) = vrai

v satisfait alors :

:c2 ^2(c2 _ (c1 ^2:c1))

c2 �etant ferm�e, il existe t > 0 tel que :

8t0 2 [0; t] : :c(v . t0)

Comme de plus on a 2(c2 _ (c1 ^2:c1))(v), on obtient :

8t0 2 [0; t] : 2(c2 _ (c1 ^2:c1))(v . t
0)

Et par cons�equent :

8t0 2 [0; t] : :(c2 _3(:c2 ^ (:c1 _3c1)))(v . t
0)

c1 ^ (c2 _ 3(:c2 ^ (:c1 _ 3c1))) est donc ferm�e �a gauche, ce qui permet de

conclure quant �a la propri�et�e.

2
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Ce choix est d�e�ni comme un op�erateur binaire, mais on peut g�en�eraliser
�a un nombre quelconque d'op�erandes, il su�t alors de prendre la d�e�nition
suivante :

c0i = ci ^
^
j 6=i

(cj _2(:cj _ (:ci ^3ci)))

Les propri�et�es ci-dessus sont conserv�ees (il est relativement simple d'adapter
les preuves). On a donc obtenu un op�erateur de choix consensuel n-aire.

Cet op�erateur, s'il n'est applicable que dans certains cas n'en pas moins int�e-
ressant, car il montre que l'on peut faire facilement sp�eci�er des comportements
relativement complexes avec un unique op�erateur. Comme ce choix se traduit
en un choix non d�eterministe, on aurait tr�es bien pu repr�esenter le comporte-
ment souhait�e avec ce choix non d�eterministe, n�eanmoins cela aurait n�ecessit�e
des calculs pr�ealables, et ce pour chaque �etat o�u l'on veut utiliser ce type de
choix. On peut ainsi d�e�nir des op�erateurs complexes permettant de sp�eci�er
plus simplement certains comportements.

3.2 Compositions parall�eles

3.2.1 Introduction

Nous venons de voir que l'on peut sp�eci�er des comportements relativement
complexes avec des op�erateurs de choix. Cependant d'autres comportements
peuvent être envisag�es, qui ne correspondent pas �a des op�erateurs de choix. De
plus, on peut d�ecomposer des syst�emes complexes en syst�emes plus simples que
l'on voudra relier par la suite. C'est l�a le rôle des op�erateurs de composition
parall�ele.

Les op�erateurs classiques, comme nous l'avons constate sur l'exemple 1.4,
posent quelques probl�emes dûs �a la fa�con de sp�eci�er le temps. Nous verrons
ici comment construire des op�erateurs de composition parall�ele qui conservent
la r�eactivit�e temporelle, tout en garantissant le progr�es maximal.

Nous nous baserons pour cela sur des syst�emes ne comportant que des op�e-
rateurs de choix avec priorit�es. Cela peut sembler restrictif, n�eanmoins si l'on
remarque que le choix non d�eterministe est un choix avec priorit�e o�u toutes
les actions sont incomparables entre elles, on voit que l'on capture la plupart
des syst�emes. D'autre part, tous les op�erateurs de choix que nous avons d�e-
�nis pr�ec�edemment se ram�enent �a des op�erateurs de choix non d�eterministe.
On pourra donc sp�eci�er les composants d'un syst�eme avec des op�erateurs de
choix quelconques, les traduire en syst�emes avec des op�erateurs de choix non
d�eterministes et en�n appliquer les compositions.

D'autre part, l'id�ee importante que nous retrouverons ici est que l'on doit
relier les comportement temporels aux actions, même dans les compositions
parall�eles. Cela nous donnera des compositions plus exibles que la composition
habituelle, en ce sens que l'on admettra d'in�echir les exigences que l'on a
impos�ees sur le passage du temps, et ceci a�n d'�eviter les blocages. Comme les
conditions de progression du temps sont li�ees �a la d�e�nition de l'urgence des
actions, cela signi�e que l'on admet de diminuer cette urgence.
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1

2

3

4

a b c d

Fig. 3.9 { Automates �a composer

Cette approche est en opposition avec une approche de v�eri�cation, puisque
la v�eri�cation chercherait �a d�etecter ces blocages. Par contre pour sp�eci�er des
syst�emes, elle apporte la facilit�e que l'absence de blocage est assur�ee. Cette
propri�et�e pourra être utilis�ee si l'on cherche �a faire de la synth�ese de syst�emes.

3.2.2 Composition de syst�emes discrets

Regardons d'abord comment faire pour des syst�emes non temporis�es. Nous
�etendrons ensuite la m�ethode aux syst�emes hybrides.

Pour composer deux syst�emes non temporis�es, nous utiliserons la m�ethode
suivante. Nous commencerons par sp�eci�er pour chaque couple d'actions si ces
actions synchronisent ou non, et si oui, quel est le r�esultat de cette synchroni-
sation. Cela se fera avec l'op�erateur p : si a et b ne synchronisent pas on aura
apb = ? sinon, apb sera l'�etiquette de la synchronisation de a et b. On appellera
Ap l'ensemble des �etiquettes obtenues en combinant des �etiquettes de A par un
nombre quelconque de synchronisations.

Le syst�eme de transitions r�esultant est alors obtenu �a partir des syst�emes
de transitions des composants par les r�egles suivantes :

p1
a
!p0

1

p1kp2
a
!p0

1kp2

p2
b
!p0

2

p1kp2
b
!p1kp0

2

p1
a
!p0

1
, p2

b
!p0

2
, apb6=?

p1kp2
apb
!p0

1kp
0

2

Regardons ce que cela donne pour l'exemple suivant d�ecrit par des auto-
mates.

Exemple 8

Sur les automates de la �gure 3.9, nous prendrons les synchronisations sui-
vantes : apd = ?, apc = ac, bpc = bc, bpd = bd. Les syst�emes de transitions sont
les suivants :

1
a
! 2 3

c
! 4

2
b
! 1 4

d
! 3
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2313

14 24

c d dc

a

b

a

b

bd
bc

ac

Fig. 3.10 { Automate compos�e

Si l'on note 13 l'�etat 1 k 3, le r�esultat est alors :

13
a
! 23 13

c
! 14 13

ac
! 24

23
b
! 13 23

c
! 24 23

bc
! 14

14
a
! 24 14

d
! 13

24
b
! 14 24

d
! 23 24

bd
! 13

Ce qui donne l'automate de la �gure 3.10.

Remarque 10 On remarquera que ce mod�ele permet la synchronisa-
tion de deux actions et l'avancement ind�ependant des deux composants.
On peut interdire la synchronisation, mais en aucun cas on ne peut inter-
dire �a un composant de progresser isol�ement. Ceci peut être gênant, mais
nous verrons que dans le cas temporis�e le probl�eme peut être r�egl�e.

En g�en�eral, les syst�emes un peu complexes n�ecessitent plusieurs composants.
On cherchera alors �a ce que le r�esultat ne d�epende pas de l'ordre de compo-
sition. Si l'on exige que p soit un op�erateur commutatif, associatif et ayant ?
comme �el�ement absorbant, alors la composition parall�ele est commutative et
associative.

3.2.3 Composition des SHEC

Sch�ema g�en�eral

Pour les syst�emes hybrides, nous garderons les mêmes transitions, mais il
faut maintenant d�e�nir les gardes, �ech�eances, etc... de ces transitions. Rappe-
lons nous les propri�et�es que nous exigeons de la composition. Nous voulons que,
si dans un �etat l'un des syst�emes, pris isol�ement, peut e�ectuer une action, alors
le syst�eme compos�e puisse aussi faire une action (synchronisation ou �echappe-
ment); nous voulons de plus favoriser la synchronisation (propri�et�e de progr�es
maximal).
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Pour cela nous allons bien sûr utiliser les priorit�es. Ainsi on utilisera le
sch�ema suivant, o�u b1 = (a1; g1; c1; f1) et b2 = (a2; g2; c2; f2) :

b1:p1 k b2:p2 = b1:(p1 k b2:p2) <+b2:(b1:p1 k p2) <+(b1pb2)(p1 k p2)

Si nous voulons utiliser ce sch�ema, il nous faut �etendre la d�e�nition de p aux
actions temporis�ees. Nous allons voir comment proc�eder.

Composition des actions temporis�ees

Le principe de synchronisation des actions temporis�ees est une simple ex-
tension de la synchronisation des actions non temporis�ees. Cela signi�e que l'on
d�e�nira (a1; g1; c1; f1)p(a2; g2; c2; f2) comme (a1pa2; g1pg2; c1pc2; f1pf2). a1pa2 est
d�e�ni pr�ec�edemment; si a1pa2 vaut ?, alors la synchronisation est impossible.

Les gardes et �ech�eances compos�ees posent un certains nombre de probl�emes,
aussi les �etudierons-nous plus loin en d�etail. Si les composants ne partagent
aucune variable, alors on notera (v1; v2) la juxtaposition de deux valuations v1
et v2, et nous utiliserons la d�e�nition :

f1pf2(v1; v2) = (f1(v1); f2(v2))

Nous nous limiterons �a ce cas. Techniquement il est possible (et facile) de sp�e-
ci�er des variables partag�ees (il su�t de v�eri�er la coh�erence des �evolutions
des variables partag�ees dans les deux composants). Mais les variables partag�ees
pouvant poser de nombreux probl�emes, en particulier lors de la v�eri�cation,
nous n'utiliserons pas cette possibilit�e.

Passons donc �a la composition des gardes et des �ech�eances. Nous ne don-
nerons ici que des principes g�en�eraux. Des exemples seront donn�es au chapitre
suivant. Tout d'abord int�eressons nous aux gardes. Il nous parâ�t n�ecessaire de
respecter un certain principe de causalit�e : si une synchronisation peut se pro-
duire, c'est que l'une au moins des actions composantes peut se produire. Pour
une synchronisation, nous pourrions exiger que les deux actions composantes
s'e�ectuent pour que la synchronisation ait lieu, mais nous �etendrons la notion
de synchronisation pour pouvoir capter d'autres formes de coordination, comme
les interruptions par exemple. Nous exigerons aussi que si les deux composantes
d'une synchronisation sont prêtes �a coop�erer, alors la composition peut se faire.
En d'autres termes nous demandons que :

g1 ^ g2 ) g1pg2 ) g1 _ g2

Nous exigerons de même :

c1 ^ c2 ) c1pc2 ) (c1 _ c2) ^ (g1pg2)

Remarque 11 Il faut bien noter que g1 j g2 (resp. c1 j c2) ne d�epend
pas uniquement de g1 et g2 (resp. c1 et c2). En e�et, suivant les �etiquettes
a1 et a2 des actions �a composer, on pourra vouloir e�ectuer un traitement
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di��erent sur les gardes et les �ech�eances. De plus pour assurer la r�eacti-
vit�e temporelle, il faut relier c1 j c2 �a g1 j g2. Ceci n'est pas uniquement
un d�etail technique, mais repr�esente une modi�cation fondamentale par
rapport �a l'approche traditionnelle de la composition. En e�et, tradition-
nellement le comportement temporel du syst�eme compos�e �etait calcul�e
sans tenir compte des actions de ce syst�eme. C'est l�a la cause des blo-
cages que l'on pouvait obtenir. En faisant intervenir les gardes dans le
calcul des �ech�eances, nous tenons compte des actions dans le calcul du
comportement temporel. Revenons aux sources de la composition pour
comprendre un peu mieux les m�ecanismes mis en jeu. Sur les syst�emes
discrets, on a d�e�ni une composition parall�ele que l'on a �etendu aux sys-
t�emes temporis�es. Or cette composition des syst�emes discrets �etait valable
pour des processus communicants, c'est-�a-dire sans variables partag�ees,
les communications s'e�ectuant lors de la synchronisation d'actions. Le
probl�eme de la temporisation est que le temps est une variable partag�ee.
Cette variable n'apparâ�t peut-être pas directement dans la mod�elisation
des syst�emes, mais elle r�egit l'�evolution des variables continues de chacun
des syst�emes et est utilis�ee par ce biais dans tous les composants. Nous
apportons ici une m�ethode pour composer les syst�emes en tenant compte
de ce fait.

En adoptant les contraintes pr�ec�edentes, on peut v�eri�er que b1:p1 k b2:p2 a
la même activit�e que b1:p1 + b2:p2. En e�et

b1:p1 k b2:p2 = b1:(p1 k b2:p2) <+b2:(b1:p1 k p2) <+(b1pb2):(p1 k p2)

Donc son activit�e est :

3g1 _3g2 _3(g1pg2)

qui vaut trivialement 3(g1_g2). Cela nous permet de garantir que localement la
composition ne \perd pas d'action", au sens o�u si une action est possible avant
composition, in�evitablement une action sera possible dans la composition.

3.2.4 Garde de la synchronisation

Les contraintes que nous avons donn�ees pour la synchronisation sont tr�es
faibles. Si nous nous en tenions �a cette situation, nous aurions certes un tr�es
grand choix de synchronisations possibles, mais au prix de la perte d'un certain
nombre de propri�et�es. Ces propri�et�es, que nous allons voir ici, nous semblent
su�samment importantes pour que l'on �elimine les synchronisations qui ne les
respectent pas. Regardons d'abord ce que nous exigerons sur les gardes.

L'une des exigences que l'on attendra de la composition parall�ele est qu'elle
pr�eserve une certaine forme d'�equivalences entre syst�emes. Si S1 est �equivalent
�a S2 (en un sens que l'on verra ci-dessous), on voudra que S1 k S soit �equivalent
�a S2 k S, pour tout SHEC S.

L'une des �equivalences que l'on peut souhaiter garder, est que scinder une
transition en deux transitions sp�eci�ant le même comportement temporel donne
un syst�eme �equivalent. Plus pr�ecis�ement, si S0 est le syst�eme S o�u l'on a rem-
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plac�e la transition s
(a;g;c;f)
! s0 par les transitions s

(a;g1;c1;f)
! s0 et s

(a;g2;c2;f)
! s0

telles que g = g1 _ g2 et c = c1 _ c2 alors S et S0 sont �equivalents.

Il peut parâ�tre �etrange de demander cette �equivalence, alors que l'un des
choix que nous avons pr�esent�es (le choix consensuel), ne la respecte pas. N�ean-
moins, observons que les deux choix qui servent de base �a notre mod�ele, le
choix non d�eterministe et le choix avec priorit�es, la respecte. Pour le choix non
d�eterministe, c'est trivial d'apr�es la s�emantique des SHEC. Pour le choix avec
priorit�es, nous l'avons vu avec la propri�et�e 18. Il parâ�t alors raisonnable de
demander que la composition parall�ele pr�eserve cette �equivalence. Pour cette
raison, nous limiterons les gardes compos�ees �a celles de la forme suivante.

D�e�nition 20 Synchronisation des gardes

La garde de la composition de deux transitions de gardes g1 et g2 seront

de la forme :

g1pg2 = (g1 ^m2(g2)) _ (m1(g1) ^ g2)

avec des fonctions m1 et m2 satisfaisant :

{ 8x : x) mi(x)

{ 8x; y : mi(x _ y) = mi(x) _mi(y)

Ceci nous garantit que la synchronisation satisfait :

g1 ^ g2 ) g1pg2 ) g1 _ g2

On a alors la propri�et�e voulue :

Propri�et�e 21

Les synchronisations de la forme pr�ec�edente satisfont :

(g1 _ g2)pg3 = (g1pg3) _ (g2pg3)

Preuve 21

Par distributivit�e de m1, on a :

(g1 _ g2)pg3 = ((g1 _ g2) ^m2(g3)) _ (m1(g1 _ g2) ^ g3)
= (g1 ^m2(g3)) _ (m1(g1) ^ g3)_

(g2 ^m2(g3)) _ (m1(g2) ^ g3)
= (g1pg3) _ (g2pg3)

2

3.2.5 Synchronisation des �ech�eances

Nous imposerons une valeur pour l'�ech�eance compos�ee. En e�et, seule l'�ech�e-
ance c1pc2 = (g1pg2) ^ (c1 _ c2) semble raisonnable. Toutes les autres �ech�eances
donneraient des synchronisations qui perdraient de l'urgence. Or, par d�e�nition
de la composition parall�ele, l'urgence est d�ej�a r�eduite �a cause du choix avec
priorit�es que nous utilisons. En outre, cela permet de simpli�er la d�e�nition
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d'une synchronisation. En e�et, apr�es avoir d�e�ni l'�etiquette de la synchroni-
sation, il ne reste qu'�a calculer sa garde pour la d�e�nir compl�etement. Nous
utiliserons donc la notion suivante.

D�e�nition 21 Modes de synchronisation
Nous appellerons mode de synchronisation l'op�erateur qui �a (g1; c1) et

(g2; c2) associe le couple (g1pg2; c1pc2) et on le notera mode((g1; c1); (g2; c2)).

Ceci assure la propri�et�e suivante.

Propri�et�e 22

L'�ech�eance c1pc2 peut être calcul�ee directement par :

c1pc2 = (c1 ^m2(g2)) _ (m1(g1) ^ c2)

Preuve 22

Comme on a ci ) gi ) mi(gi), on a:

c1pc2 = (g1pg2) ^ (c1 _ c2)
= ((g1 ^m2(g2)) _ (m1(g1) ^ g2)) ^ (c1 _ c2)
= (c1 ^m2(g2)) _ (c1 ^ g2) _ (g1 ^ c2) _ (m1(g1) _ c2)
= (c1 ^m2(g2)) _ (m1(g1) ^ c2)

2

On peut aussi v�eri�er que l'�ech�eance calcul�ee est pr�eserv�ee par scission d'une
transition.

Propri�et�e 23

mode((g1; c1) _ (g2; c2); (g3; c3)) =
mode((g1; c1); g3; c3) _mode((g2; c2); (g3; c3))

Preuve 23

Il su�t de montrer que (g1 _ g2)pg3 = (g1pg3)_ (g2pg3) et (c1 _ c2)pc3 = (c1pc3)_
(c2pc3). La premi�ere �egalit�e a �et�e montr�ee dans la propri�et�e 21. La seconde se

montre de même.

(c1 _ c2)pc3 = ((c1 _ c2) ^m2(g3)) _ (m1(g1 _ g2) ^ c3)
= (c1 ^m2(g3)) _ (m1(g1) ^ c3)_

(c2 ^m2(g3)) _ (m1(g2) ^ c3)
= (c1pc3) ^ (c2pc3)

2

En�n, nous pouvons g�en�eraliser le sch�ema de composition. En e�et, pour
de nombreux modes les op�erateurs obtenus ne sont pas associatifs. Il faut donc
d�e�nir des op�erateurs n-aires, correspondant �a la composition de n syst�emes en
parall�ele. La d�e�nition pr�ec�edente se g�en�eralise alors pour un ensemble �ni de
transitions.

D�e�nition 22 Mode - cas g�en�eral

Si l'on note G la garde de la transition compos�ee pour les actions (ai)i2I ,
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il su�t de prendre :

G =
W

i2I(gi ^
V

j2I;j 6=imj(gj))

mode((gi)i2I ; (ci)i2I) = (G;G ^
W

i2I ci)

avec les mêmes contraintes sur les mj.

On peut v�eri�er que les propri�et�es concernant le calcul des �ech�eances et la
scission de transitions sont conserv�ees.

3.2.6 Composition de plus de deux actions

Nous venons de voir comment composer deux processus qui ne d�ebutent
que par une seule action, et non par un choix. L'id�ee intuitive pour r�ealiser la
composition parall�ele dans le cas de processus plus complexes serait alors :

P
i2I bi:pi k

P
j2J bj:pj =

P
i2I bi:(pi k

P
j2J bj :pj)

<+
P

j2J bj:(
P

i2I bi:pi k pj)

<+
P

i2I;j2J;aipaj 6=?
(bipbj):(pi k pj)

Cependant, cette d�e�nition pose un gros probl�eme : même dans le cas tr�es simple
o�u la synchronisation est d�e�nie par gipgj = gi^gj , on n'obtient pas un op�erateur
associatif. En e�et, �a cause des priorit�es, les gardes des actions qui s'e�ectuent
isol�ement sont modi��ees, et lors d'une composition ult�erieure ce ne sont plus
les mêmes actions qui sont compos�ees !

Le probl�eme vient du fait que l'on m�elange deux types de choix : le choix
non d�eterministe et le choix avec priorit�es. Comme on veut garder le choix avec
priorit�es pour avoir la propri�et�e de progr�es maximal, on va changer la d�e�nition
pour ne garder que des choix de ce type.

D�e�nition 23 Composition parall�ele

Nous d�e�nirons l'op�erateur de composition parall�ele associ�e �a la fonction

de synchronisation p par la formule suivante :

P<
i2I bi:pi k

P<
j2J bj:pj =

P<
i2I bi:(pi k

P<
j2J bj :pj)

<+
P<

j2J bj:(
P<

i2I bi:pi k pj)

<+
P<

i2I;j2J;aipaj 6=?
(bipbj):(pi k pj)

On peut remarquer que cette d�e�nition est quelque peu incompl�ete, car on va
regarder des priorit�es entre des actions compos�ees et des actions simples. Il faut
donc �etendre l'ordre de priorit�e de A �a Ap. Cela se fera de la fa�con suivante.

D�e�nition 24 Extension de l'ordre de priorit�es

L'ordre de priorit�es sur Ap est obtenu par une extension naturelle de

l'ordre sur A,<. On prendra pour cela le plus petit ordre sur Ap au-dessus

de < tel que :

8a1; a2 2 A : a1 <1 a1pa2 et a2 <1 a1pa2
8a1; a2; a3 2 A : a1 <k a2 ) a1 <k a2pa3
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D�es lors, du fait des propri�et�es d'associativit�es du choix avec priorit�es, l'op�e-
rateur de composition parall�ele est associatif si la fonction de synchronisation
est associative sur les actions temporis�ees (c'est-�a-dire b1p(b2pb3) = (b1pb2)pb3).
Cela ne d�epend que de la synchronisation des gardes et �ech�eances, puisque p est
associatif par d�e�nition sur A et que les fonctions de transfert se composent de
fa�con associative.

De nombreuses fa�con d'e�ectuer la synchronisation existent. Parmi celles-ci,
peu se r�ev�elent int�eressantes. Nous verrons au chapitre suivant trois synchroni-
sations qui se distinguent des autres : ET, MIN et MAX.

3.3 Critique du mod�ele

Le mod�ele des SHEC, que nous venons de pr�esenter, correspond �a ce que
nous attendions, �a savoir :

{ il est r�eactif temporellement, et cette propri�et�e est pr�eserv�ee par compo-
sition parall�ele.

{ La composition parall�ele garantit par construction les propri�et�es de pro-
gr�es maximal et de conservation de l'activit�e.

Nous avons de plus une grande gamme d'op�erateurs aussi bien pour le choix
que la composition parall�ele. Nous avons ainsi mis en �evidence les possibilit�es
qu'o�re la temporisation.

Cependant, du fait de cette grande libert�e qui nous est o�erte, on peut être
amen�e �a sp�eci�er des syst�emes dont le comportement est tout �a fait al�eatoire en
associant di��erentes compositions �a des choix exotiques. Le fait que la composi-
tion parall�ele soit d�e�nie �a partir du choix avec priorit�es complique �enorm�ement
les calculs d�es lors que l'on veut utiliser un autre choix, et il devient di�cile
de savoir ce que l'on a sp�eci��e. Dans de nombreux cas, on peut n�eanmoins se
contenter de quelques compositions et du choix avec priorit�es. De plus, il est
souvent possible de d�eterminer les �ech�eances �a partir des gardes d'une fa�con ou
d'une autre. C'est pour cette raison que nous d�e�nirons un mod�ele simpli��e,
moins puissant, mais probablement plus facile �a utiliser.
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Chapitre 4

Un mod�ele simpli��e : les

ATTT

4.1 Pourquoi un autre mod�ele?

Le mod�ele que nous venons d'�etudier, s'il est satisfaisant du point de vue
th�eorique, a quelques gros d�efauts du point de vue pratique. Comme nous
l'avons vu, sa richesse en fait un outil di�cile �a exploiter. Un humain peut
d�ej�a se perdre dans la diversit�e des op�erateurs de choix et de composition pa-
rall�ele, mais si l'on a une id�ee de ce que l'on fait, on peut tirer pro�t de cette
diversit�e. Par contre, lorsque l'on veut faire de la synth�ese automatique, ce mo-
d�ele est compl�etement inutilisable. C'est pourquoi nous nous contenterons d'un
mod�ele simpli��e, moins expressif, mais utilisable d'un point de vue pratique.
Nous appellerons ce mod�ele simpli��e les ATTT (Automates Temporis�es �a Tran-
sitions Typ�ees). Ce mod�ele, s'il est moins riche, est su�sant dans bien des cas
pratiques. De plus, il est facile d'y ajouter des extensions si besoin.

Par rapport au mod�ele des SHEC, nous nous baserons sur les automates
et non plus simplement sur les syst�emes de transitions. Ceci permettra une
�ecriture plus compacte du syst�eme. Nous limiterons de plus plusieurs aspects
du mod�ele g�en�eral :

{ On se placera dans le cas temporis�e et non plus hybride, �a savoir que les
variables seront des r�eels servant �a mesurer le temps. Pour cette raison,
la fonction d'�evolution . sera +. On se limitera de plus aux fonctions de
transfert qui soit ne changent pas les variables, soit les remettent a z�ero.

{ Les �ech�eances ne seront plus d�e�nies comme des conditions ind�ependantes
des gardes, mais comme le r�esultat de fonctions appliqu�ees aux gardes.
Nous obtiendrons ainsi des transitions temporis�ees typ�ees, le type corres-
pondant �a l'urgence de la transition.

{ Nous ne garderons que l'op�erateur de choix avec priorit�es, indispensable
pour la composition parall�ele, et qui couvre le choix non d�eterministe.
Les autres choix, qui peuvent être int�eressants dans des cas pr�ecis, sont
rarement n�ecessaires, et on a bien souvent avantage �a calculer directement
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les gardes que l'on d�esire plutôt que de calculer un op�erateur parfois tr�es
complexe.

{ Nous ne garderons que trois op�erateurs de composition parall�ele : ET ,
MIN et MAX. Nous verrons ces op�erateurs en 4.4.1.

Regardons plus en d�etail chacun de ces aspects.

4.2 Transitions typ�ees

Jusqu'�a pr�esent, nous avons sp�eci��e les �ech�eances ind�ependamment des
gardes, or bien souvent nous d�esirons simplement sp�eci�er le \degr�e d'urgence"
d'une transition. C'est-�a-dire qu'une fonction permettant de calculer l'�ech�eance
en fonction de la garde su�t.

Nous utiliserons trois fonctions (ou types) particuli�erement int�eressantes :

{ les transitions paresseuses (en anglais lazy), sont celles qui ne bloquent
jamais le temps. Ces transitions sont optionnelles : même s'il n'y a pas la
concurrence d'autres actions, elle peuvent ne jamais avoir lieu. Cela peut,
par exemple, repr�esenter des perturbations du syst�eme, dont l'occurrence
est incertaine. Nous utiliserons la fonction � pour les repr�esenter :

8g : �(g) = FAUX

Ainsi les transitions paresseuses auront une �ech�eance toujours fausse, ce
qui correspond �a la d�e�nition que nous avons donn�ee.

{ les transitions retardables (en anglais delayable), sont les plus courantes.
Ce sont des transitions qui peuvent ne pas être ex�ecut�ees imm�ediatement,
mais qui doivent être ex�ecut�ees avant que leur garde ne soit d�epass�ee (�a
part si une transition concurrente est ex�ecut�ee avant). Cela repr�esente
toutes les transitions dont la date d'ex�ecution est soumise �a une certaine
incertitude, comme nous le verrons plus loin. Nous utiliserons la fonction
� pour les repr�esenter :

8g : �(g) = g #

L'�ech�eance est alors le front descendant de la garde. La transition peut
être ex�ecut�ee d�es que la garde est vraie mais doit être ex�ecut�ee au plus
tard lorsque l'�ech�eance devient vraie, c'est-�a-dire au dernier moment o�u
la garde est vraie.

Ce type n'est possible que si la garde est ferm�ee �a droite dans le sens du
temps, sinon l'�ech�eance ne serait pas incluse dans la garde.

{ les transitions imm�ediates (en anglais eager), sont les transitions �a ex�ecu-
ter aussi tôt que possible. Nous les repr�esenterons par la fonction � :

8g : �(g) = g

L'�ech�eance �etant �egale �a la garde, le temps est bloqu�e d�es que la transition
est possible. Ceci impose une ex�ecution imm�ediate. On notera cependant
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g�

g�

g�

Fig. 4.1 { �Ech�eances engendr�ees par les types

que, du fait de la d�e�nition que nous avons prise pour les choix, le temps
est bloqu�e, mais une autre action peut être ex�ecut�ee.

Nous repr�esenterons les gardes typ�ees avec la notation suivante : gtype. Ainsi
l'action maximale aura pour garde typ�ee V RAI�.

Voyons sur des exemples ce que donnent ces trois types.

Exemple 9

Tout d'abord, la �gure 4.1 nous montre les di��erentes �ech�eances engendr�ees
par les di��erents types. L'une des mani�eres d'utiliser les types, mais il y en
bien d'autres, est d'attribuer un type aux actions en fonction de la nature de
l'action :

{ une action du syst�eme sera imm�ediate.

{ une action non contrainte de l'environnement sera paresseuse.

{ une action de l'environnement n�ecessitant une r�eaction du syst�eme sera
retardable.

La distinction est arbitraire, et la fronti�ere entre les deux derniers cas est relati-
vement oue. N�eanmoins, pour essayer de �xer les id�ees on regardera ce mod�ele
tr�es simpli��e de t�el�ephone (�gure 4.2). Les actions du t�el�ephone lui-même seront
imm�ediates, celles de l'utilisateur seront paresseuses sauf celles soumises �a une
contrainte de temps. Ainsi, on ne laissera qu'un certain d�elai pour num�eroter.
Ce mod�ele est extrêmement simpli��e et omet certains aspects, aussi les gardes
ne sont-elles pas donn�ees.

Pour conclure, nous remarquerons que nous ne perdons ici aucune g�en�eralit�e,
puisque toute transition avec garde et �ech�eance peut se d�ecomposer en une
transition imm�ediate et une transition paresseuse.

Propri�et�e 24

Une transition de garde g et d'�ech�eance c quelconques peut être repr�esent�ee par
l'union de la transition imm�ediate de garde c et de la transition paresseuse de
garde g ^ :c.
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Fig. 4.2 { Un t�el�ephone simpli��e

Nous avons ajout�e le type retardable, car il est souvent utile. Mais on pourra
au besoin le consid�erer comme une macronotation puisqu'il est couvert par les
deux autres types.

En conclusion, nous avons gard�e trois types, qui sont les plus utilis�es, et qui
couvrent la totalit�e des cas. Cependant, si un syst�eme utilise abondamment un
autre type, celui-ci pourra être d�e�ni comme une macronotation �a partir des
trois types de bases, ce qui permettra de simpli�er la sp�eci�cation. Dans certains
cas, comme pour les transitions retardables, on pourra e�ectuer des composi-
tions directement avec les types sp�eci��es (cf 4.4.2), mais dans la plupart des
cas, on se contentera de les traduire en transitions paresseuses et imm�ediates.

4.3 Choix

Pour simpli�er la sp�eci�cation des composants �el�ementaires du syst�eme,
nous n'utiliserons que l'op�erateur de choix avec priorit�es. Plus exactement, nous
n'utiliserons qu'un op�erateur de choix. Nous d�e�nirons un ordre de priorit�es sur
l'alphabet du syst�eme, qui sera utilis�e pour tous les choix de tous les compo-
sants. Cette restriction, qui peut sembler s�ev�ere, est n�ecessaire pour pouvoir
utiliser la composition parall�ele simplement.

Dans le cas o�u l'on voudrait avoir des ordres di��erents suivant les compo-
sants, il faudra soit ajouter de nouvelles �etiquettes (ce qui se r�ealise simplement,
mais ne correspond pas forc�ement �a ce que l'on veut), soit calculer �a l'avance
les gardes correspondant au r�esultat des priorit�es. Cette derni�ere solution a
l'inconv�enient que la composition parall�ele peut alors donner des r�esultats tr�es
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di��erents de ce que l'on attendrait. Ceci est donc �a �eviter autant que possible, ce
qui devrait g�en�eralement être le cas. En e�et, on aura rarement plus de quelques
�etiquettes qui seront comparables, et le cas que nous venons d'�evoquer ne de-
vrait se pr�esenter qu'avec une extrême raret�e.

Une caract�eristique importante du choix avec priorit�es est aussi qu'il est
stable par rapport aux trois types utilis�es.

Proposition 25

Si l'on r�eduit le choix avec priorit�es �a un choix non d�eterministe, les transitions
imm�ediates et paresseuses restent respectivement imm�ediates et paresseuses.
De plus les transitions retardables sont transform�ees en transitions qui peuvent
être d�ecompos�ees en une transition paresseuse et une transition retardable.

Preuve 25

Par d�e�nition du choix avec priorit�es, il est �evident que les transitions pares-

seuses restent paresseuses et que les transitions imm�ediates restent imm�ediates.

Quant aux transitions retardables, on peut les voir comme des transitions pa-

resseuses jusqu'�a leur front descendant qui est imm�ediate. L'e�et du choix avec

priorit�es peut alors supprimer le front descendant, ce qui donne une transition

paresseuse, ou non, ce qui donne une transition retardable. Une transition re-

tardable est donc transform�ee en l'union de deux transitions, l'une paresseuse,

l'autre retardable, d�e�nies suivants les endroits o�u le front descendant de la

transition initiale est supprim�e.

2

Cette preuve est insatisfaisante, dans le sens o�u elle ne permet pas de
construire e�ectivement la d�ecomposition d'une transition retardable. N�ean-
moins, elle assure que le calcul des gardes et �ech�eances e�ectives d'un syst�eme
(par r�eduction du choix avec priorit�es au choix non d�eterministe), est stable par
rapport aux types utilis�es. De plus on pourra utiliser le fait que le choix avec
priorit�es pr�eserve l'�equivalence induite par scission d'une transition en deux
autres. C'est-�a-dire que nous appliquerons la d�ecomposition de toute transition
en une transition paresseuse et une transition imm�ediate en �etant assur�es que
le choix avec priorit�es ne modi�e pas le comportement du syst�eme.

4.4 Compositions parall�eles

Nous allons voir trois modes de synchronisation. Ces trois modes ont �et�e
choisis pour deux raisons. La premi�ere est qu'ils couvrent une grande partie des
interactions entre deux syst�emes. La seconde est une propri�et�e li�ee aux types :
on peut typer les gardes obtenues (au besoin en scindant la synchronisation).
De plus, nous apporterons une simpli�cation suppl�ementaire qui consistera �a
d�e�nir un seul op�erateur de composition parall�ele, mais pouvant utiliser les
trois modes de synchronisation. Ce mode sera choisi en fonction des transitions
�a synchroniser.
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4.4.1 Modes de synchronisation

Les trois modes de synchronisation que nous avons gard�es sont les suivants :
ET , MAX et MIN .

Le mode ET correspond �a la synchronisation traditionnelle, c'est-�a-dire que
la transition compos�ee peut avoir lieu lorsque les deux transitions composantes
peuvent avoir lieu. On obtient alors g1pg2 = g1 ^ g2. Ceci correspond �a ce que
l'on comprend habituellement par synchronisation : les composantes coop�erent
pour donner une action compos�ee. S'il y a d�esynchronisation (les composantes
ne pouvant être e�ectu�ees simultan�ement), la synchronisation ne peut avoir lieu.

Le mode MAX correspond �a une synchronisation avec attente : la premi�ere
action pouvant s'e�ectuer attend la seconde pour synchroniser, et ce même si
la deuxi�eme action devient possible �a un moment o�u la premi�ere ne l'est plus.
Ceci est r�ealis�e par : g1pg2 = (g1 ^ 3- g2) _ (3- g1 ^ g2). La garde compos�ee est
vraie lorsque l'une des gardes est vraie et l'autre l'a �et�e dans le pass�e. Le nom
de cette synchronisation vient du fait que si les deux gardes g1 et g2 sont des
intervalles, alors la garde synchronis�ee est aussi un intervalle, dont la borne
sup�erieure est le maximum des bornes sup�erieures des deux intervalles et la
borne inf�erieure est le maximum de leur borne inf�erieure. Cela peut être simul�e
avec des compositions ET , tant que l'on ne cherche pas �a composer �a nouveau le
syst�eme obtenu; dans le cas contraire cela ne peut être r�ealis�e car la composition
donn�ee par MAX est atomique tandis que la version faite avec ET comporte
des �etats interm�ediaires.

On remarquera de plus que MAX ne correspond e�ectivement �a une syn-
chronisation avec attente que si l'on peut contrôler la valeur des variables lorsque
le syst�eme entre dans l'�etat de contrôle concern�e. Supposons en e�et que l'on
veuille composer par MAX deux transitions dont les gardes respectives sont
g1 = (x > 5) et g2 = (y = 3) dans le cas o�u x et y sont des horloges. Si lorsque
le syst�eme entre dans l'�etat de contrôle on a x = y = 6, alors g2 n'a jamais �et�e
vraie dans l'�evolution du syst�eme, par contre 3- g2 est vraie, donc la synchro-
nisation est possible. Il faut bien voir que nous avons ici des propri�et�es locales
�a un �etat de contrôle et que les op�erateurs modaux ne tiennent pas compte de
l'�evolution r�eelle du syst�eme, mais d'une �evolution virtuelle dans le cas o�u toute
l'�evolution se ferait dans l'�etat de contrôle donn�e sans aucune transition discr�ete.

Le mode MIN correspond �a une interruption : la premi�ere action pouvant
s'e�ectuer interrompt la seconde et force la synchronisation. On r�ealise cela par
g1pg2 = (g1 ^3g2) _ (3g1 ^ g2). La garde compos�ee est vraie lorsque l'une des
deux gardes est vraie et l'autre sera vraie dans l'avenir. Le nom MIN vient
d'une propri�et�e similaire �a celle observ�ee pour MAX.

La �gure 4.3 nous montre les gardes compos�ees pour chacun des trois modes
dans le cas o�u g1 = (1 � x � 3) et g2 = (2 � y � 4).

Une propri�et�e int�eressante de ces trois modes de synchronisation est qu'ils
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Fig. 4.3 { Les trois modes de compositions
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sont associatifs.

Propri�et�e 26

Les trois mode ET , MAX et MIN sont associatifs.

Preuve 26

Commen�cons par ET . Comme on a vu que l'on peut scinder toute transition

en une transition imm�ediate et une transition paresseuse, on ne consid�erera que

les types � et �. On utilisera de plus l'ordre sur les types : � > �.
On a alors, pour les transitions typ�ees g�11 et g�22 :

ET (g�11 ; g�22 ) = (g1 ^ g2)
max(�1;�2)

Pour trois gardes typ�ees on a alors :

ET ( ET (g�11 ; g�22 ) ; g�33 ) = (g1 ^ g2 ^ g3)
max(�1;�2;�3)

L'associativit�e en d�ecoule trivialement.

Passons maintenant aux typesMAX etMIN . Les preuves �etant identiques,

on ne verra ici que la preuve pour MIN . De même que pour ET , on ne consi-

d�erera que les types � et �. On a alors :

MIN(g�11 ; g�22 ) = (g1 ^3g2)
�1 _ (3g1 ^ g2)

�2

Et en cons�equence :

MIN( MIN(g�11 ; g�22 ) ; g�33 ) =
=MIN((g1 ^3g2)

�1 ; g�33 ) _MIN((3g1 ^ g2)
�2 ; g3�3)

= (g1 ^3g2 ^3g3)
�1 _ (3(g1 ^3g2) ^ g3)

�3_
(3g1 ^ g2 ^3g3)

�2 _ (3(3g1 ^ g2) ^ g3)
�3

= (g1 ^3g2 ^3g3)
�1 _ (g2 ^3g1 ^3g3)

�2_
((3(g1 ^3g2) _3(3g1 ^ g2)) ^ g3)

�3

Or on a 3(g1 ^ 3g2) _ 3(3g1 ^ g2) = 3(g1) ^ 3(g2). On obtient ainsi une

expression sym�etrique en g1, g2 et g3. L'associativit�e en d�ecoule.

2

4.4.2 �A propos des �ech�eances

De même que nous avons typ�e les transitions, nous allons chercher �a typer les
transitions compos�ees. Mais un probl�eme se pose alors. Nous exigeons c1pc2 =
(g1pg2) ^ (c1 _ c2). Comme le montre la �gure 4.4, les transitions obtenues par
synchronisation ne sont pas directement typables. Il faut donc les d�ecomposer
en plusieurs transitions qui elles seront typ�ees. Nous allons voir ici comment
e�ectuer cette d�ecomposition dans le cas o�u les transitions sont soit imm�ediates
soit paresseuses (ce qui recouvre donc tous les cas), et une simpli�cation dans
le cas o�u les deux transitions sont retardables.

Nous allons utiliser les propri�et�es suivantes.

Propri�et�e 27

Pour � appartenant �a f�; �g, on a :

1. mode(g�1 ; g
�
2 ) = (g1pg2)

�
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Fig. 4.4 { �Ech�eances apr�es composition
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2. mode(g�1; g
�
2 ) = (g1 ^m2(g2))

� _ (m1(g1) ^ g2)
�

3. mode(g�1 ; g
�
2) = (g1 ^m2(g2))

� _ (m1(g1) ^ g2)
�

Preuve 27

1. Comme g1pg2 ) g1 _ g2, on a :

mode(g�1; g
�
2) = (g1pg2; (g1pg2) ^ (g1 _ g2))

= (g1pg2; g1pg2)
= (g1pg2)

�

mode(g�1 ; g
�
2 ) = (g1pg2; (g1pg2) ^ (FAUX _ FAUX))

= (g1pg2; FAUX)
= (g1pg2)

�

2. Comme gi ) mi(gi), on a :

mode(g�1; g
�
2 ) = (g1pg2; (g1pg2) ^ (g1 _ FAUX))

= ((g1 ^m2(g2)) _ (m1(g1) ^ g2); g1 ^m2(g2))
= (g1 ^m2(g2))

� _ (m1(g1) ^ g2)
�

3. idem

2

Ces trois propri�et�es nous donnent la d�ecomposition des transitions lorsque
les seuls types utilis�es sont � et �. Ceci est su�sant puisque nous avons vu
que l'on peut d�ecomposer toute transition en une transition imm�ediate et une
paresseuse. Dans le cas o�u les deux transitions sont retardables, nous pouvons
nous passer de cette d�ecomposition, comme le montre la propri�et�e suivante.

Propri�et�e 28

On a les �egalit�es suivantes :

ET (g�1; g
�
2) = (g1 ^ g2)

�

MAX(g�1; g
�
2) = (g1 ^3- g2)

� _ (3- g1 ^ g2)
�

MIN(g�1; g
�
2) = (g1 ^3g2)

� _ (3g1 ^ g2)
�

Preuve 28

Pour les gardes ferm�ees �a gauche, on a (g1 ^ g2) #= (g1 # ^g2)_ (g1 ^ g2 #). On
a alors imm�ediatement :

ET (g�1; g
�
2) = (g1 ^ g2; (g1 # ^g2) _ (g1 ^ g2 #))

= (g1 ^ g2)
�
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De plus, si g est ferm�ee �a gauche, il en est de même pour 3g et 3- g. Ce qui

nous donne :

(g1 ^3g2)
# _(3g1 ^ g1)

#

= (g1 # ^3g2) _ (g1 ^ (3g2) #) _ ((3g1) # ^g2) _ (3g1 ^ g2 #)
= (g1 # ^3g2) _ (3g1 ^ g2 #)

(g1 ^3- g2)
# _(3- g1 ^ g1)

#

= (g1 # ^3- g2) _ (g1 ^ (3- g2) #) _ ((3- g1) # ^g2) _ (3- g1 ^ g2 #)
= (g1 # ^3- g2) _ (3- g1 ^ g2 #)

On en d�eduit :

MAX(g�1; g
�
2) = ((g1 ^3- g2) _ (3- g1 ^ g2); (g1 # ^3- g2) _ (3- g1 ^ g2 #))

= (g1 ^3- g2)
� _ (3- g1 ^ g2)

�

MIN(g�1; g
�
2) = ((g1 ^3g2) _ (3g1 ^ g2); ; (g1 # ^3g2) _ (3g1 ^ g2 #))

= (g1 ^3g2)
� _ (3g1 ^ g2)

�

2

4.4.3 R�ealisation de la composition

Il reste �a r�ealiser la composition parall�ele. Nous le ferons en sp�eci�ant le
mode de composition sur les �etiquettes. Nous avons vu que chacun des modes
est associatif. Pour assurer l'associativit�e de la composition parall�ele on d�e�nira
un mode pour les �etiquettes, et seules les �etiquettes de même mode pourront
synchroniser. La composition parall�ele est alors donn�ee par :

{ l'op�erateur p qui donne l'�etiquette a1pa2 de la synchronisation de deux
transitions d'�etiquettes a1 et a2 quand cette synchronisation existe, et qui
indique que la synchronisation est impossible (par?) dans le cas contraire.

{ le mode mode(a) de toute action de A. Les actions de modes di��erents ne
pourront synchroniser. On �etendra de fa�con naturelle le mode aux actions
compos�ees : si a1 et a2 ont le même mode, alors a1pa2 aura aussi ce mode.
On choisira le mode parmi les trois disponibles : ET, MAX ou MIN.

Les trois modes utilis�es donnent les gardes et les �ech�eances de la synchronisation,
et nous avons vu que cette synchronisation peut être d�ecompos�ee ais�ement
en transitions typ�ees. On obtient ainsi des transitions dont les �etiquettes, les
gardes et les types sont connus. Les fonctions de transfert se composant de fa�con
unique, la synchronisation est enti�erement sp�eci��ee. Et nous avons vu que cela
su�t pour sp�eci�er la composition parall�ele grâce �a la formule d'expansion :

P<
i2I bi:pi k

P<
j2J bj:pj =

P<
i2I bi:(pi k

P<
j2J bj :pj)

<+
P<

j2J bj:(
P<

i2I bi:pi k pj)

<+
P<

i2I;j2J;aipaj 6=?
(bipbj):(pi k pj)
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4.5 Synth�ese

Maintenant que nous avons donn�e tous ces aspects techniques, voyons com-
ment l'on peut d�e�nir un ATTT, et r�ecapitulons les propri�et�es qui en d�ecoulent.

D�e�nition 25 ATTT

Un ATTT est un n-uplet (S;A;X; .; s0; <) o�u :

{ S est un ensemble �ni de places, appel�ees �etats de contrôle.

{ A est un alphabet �ni.

{ X est un ensemble de variables r�eelles. On notera respectivement V ,
G et F l'ensemble des valuations de X, l'ensemble des pr�edicats sur

V et l'ensemble des fonctions de V dans V .

{ ! est un sous-ensemble �ni de S � (A�G� f�; �; �g � F )� S ap-

pel�e ensemble des transitions. Pour une transition (s; (a; g; �; f); s0)
appartenant �a !, on dit que

{ s est l'�etat source de la transition.

{ a est l'�etiquette de la transition.

{ g est la garde de la transition.

{ � est le type de la transition.

{ f est la fonction de transfert de la transition.

{ s0 est l'�etat d'arriv�ee de la transition.

On utilisera aussi la notation s
a;g�;f
! s0 pour repr�esenter une tran-

sition. On exigera par ailleurs que g soit ferm�ee �a gauche dans le

sens du temps et ait un nombre �ni de composantes connexes. Si le

type est �, on exigera aussi que g soit ferm�ee �a droite. De plus la

fonction de transfert f ne pourra a�ecter les variables que de deux

mani�eres : o�u bien elles resteront inchang�ees, ou bien elles seront

remises �a z�ero.

{ s0 appartient �a S et est appel�e l'�etat de d�epart du syst�eme.

{ < est un ordre de priorit�es sur A.

Le mod�ele s�emantique de ce syst�eme est un syst�eme de transitions calcul�e
en deux �etapes :

{ on commence par calculer le syst�eme temporis�e avec choix non d�etermi-
niste �equivalent au ATTT consid�er�e (voir 3.1.2).

{ le syst�eme de transitions est ensuite calcul�e par les r�egles d'induction
suivantes :

s
a;g;�;f
! s0 et g(v)

(s; v)
a
! (s0; f(v))

8t0 2 [0; t) : :
W

s
a;g;�;f
! s0

�(g)(v . t0)

(s; v)
t
! (s; v . t)

Les transitions (s; v)
a
! (s0; f(v)) sont appel�ees les actions et les transi-

tions (s; v)
t
! (s; v.t) sont appel�ees des progressions du temps, la notation

v . t repr�esentant la valuation o�u toutes les horloges ont �et�e augment�ees
de la dur�ee t.
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Les ATTT v�eri�ent la propri�et�e de r�eactivit�e temporelle : ou bien une tran-
sition est possible, ou bien on peut laisser passer le temps.

Cette propri�et�e n'implique pas la propri�et�e dite \non-Z�enon", qui assure que
le syst�eme ne peut e�ectuer une s�equence in�nie d'actions en un temps �ni.

Pour construire des syst�emes complexes, nous disposons de l'op�erateur de
composition parall�ele qui �a partir de deux ATTT en construit un troisi�eme.
Cet op�erateur n'est d�e�ni que pour deux syst�emes T = (S;A;X; .;!; s0; >) et
T 0 = (S0; A0;X 0; .0;!0; s00; >

0) qui satisfont :

{ A = A0

{ X \X 0 = ;

{ > = >0

On d�e�nit alors sur A deux fonctions :

{ le mode mode : A! fET;MAX;MINg.

{ la fonction de composition p : A�A! B [ f?g. B est un alphabet dont
l'intersection avec A est vide. ? est une �etiquette sp�eciale n'appartenant
ni �a A, ni �a B et qui repr�esente l'impossibilit�e de la synchronisation. Deux
�etiquettes de mode di��erent ne synchroniseront pas.

Ces deux fonctions d�eterminent la composition parall�ele. T k T 0 est alors le
syst�eme (S00; A00;X 00; .00;!00; s000; >

00) d�e�ni par :

{ S00 = S�S0 (� est le produit cart�esien). On notera s k s0 le couple (s; s0).

{ A00 = A [ fa1pa2 = a1 2 A; a2 2 Ag

{ X 00 = X [ X 0. On notera (v; v0) une valuation sur X 00, o�u v et v0 sont
respectivement une valuation sur X et X 0 (d�e�nies de fa�con non ambigu�e
puisque X et X 0 sont s�epar�es).

{ .00 = .0 = . par d�e�nition des ATTT.

{ !00=! [ !0 [ !c. !c est l'ensemble des synchronisations et est d�e�ni
par la r�egle :

s
a;g�;f
�! s1 ; s

0
a0;g0�

0

;f 0

�!0 s01 ; apa0 6= ?

s k s0
apa0;mode(a)(g�;g0�0

);f pf 0

�!c s1 k s01

la composition des fonctions de transfert �etant d�e�nie simplement par :
f pf 0(v; v0) = (f(v); f 0(v0)).

{ s000 = s0 k s00

{ >00 est l'ordre minimal induit sur A00 par les r�egles :

{ a1 2 A et a2 2 A impliquent a1 <k a2 , a1<
00
ka2

{ a1 2 A implique 8a2 2 A : a1<
00
1a1pa2

{ a1 2 A, a2 2 A et a1 <k a2 impliquent 8a3 2 A : a1pa3<
00
ka2pa3
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4.6 Pr�esentation sous forme d'alg�ebre de processus

Nous allons pr�esenter ici une esquisse de formalisation des ATTT sous forme
d'alg�ebre temporis�ee.

Nous ne travaillerons pour cela que sur des processus ayant un alphabet
A, un ensemble de variables X et un ordre de priorit�es < communs. Nous
repr�esenterons les ATTT par des termes de l'alg�ebre :

p ::= Nil j b:p j p <+p j p k p j Z j RecZ:p

avec b appartenant �a l'ensemble B des actions de A temporis�ees sur X et Z
appartenant �a l'ensemble des variables de processus �.

On interpr�etera les di��erents op�erateurs de la fa�con suivante :

{ Nil est le processus oisif : il ne peut que laisser passer le temps. Il corres-
pond donc �a un �etat puits.

{ b:p est le pr�e�xage du processus p par l'action b.

{ l'op�erateur <+ est l'op�erateur de choix avec priorit�es des ATTT.

{ RecZ:p est l'op�erateur de r�ecursion, permettant de repr�esenter les cycles
dans les ATTT. On ne consid�erera que les termes bien form�es, c'est-�a-dire
sans variable libre, et o�u toute variable li�ee apparâ�t apr�es un op�erateur
de pr�e�xage. On interdira aussi les compositions parall�eles �a l'int�erieur
des r�ecursions.

Ces op�erateurs v�eri�ent alors les propri�et�es suivantes, par d�e�nition :

Nil <+p = p Nil k p = p
b1:p1 k b2:p2 = (b1:(p1 k b2:p2) <+b2:(b1:p1 k p2))

<+(b1pb2):(p1 k p2)
RecZ:p = p[p=Z]

De plus <+ �etant associatif, on pourra utiliser la notation
P<. Les formules

pr�ec�edentes permettent alors d�ecrire tout terme sous la forme

p =
X
i2I

<
bi:pi

Si I est vide, on obtient Nil.

Nous ne donnerons pas ici la construction des termes de l'alg�ebre �a partir
des ATTT. Cette construction est tout �a fait similaire �a celle faite sur les auto-
mates classiques. Nous nous int�eresserons, en revanche, �a l'�equivalence induite
sur les processus par une �equivalence sur les actions.
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4.6.1 �Equivalence sur les actions temporis�ees

L'un des probl�emes pos�es par la temporisation est la pr�esence d'actions
dont la garde est fausse. Comme ces actions ne peuvent être e�ectu�ees, nous
les consid�ererons toutes comme �equivalentes. Nous utiliserons alors la notation
CUT qui repr�esentera une action de garde fausse. Nous allons voir que cette
notation est justi��ee, car l'�etiquette est sans importance.

Remarquons que pour les trois modes de composition ET, MAX et MIN, si
la garde de l'une des actions est fausse alors la garde de la synchronisation est
fausse :

8b 2 B : bpCUT = CUT

Attention, cette notation fait disparâ�tre le fait que les �etiquettes sont di��e-
rentes.

4.6.2 �Equivalence sur les processus

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, il est intuitif de consid�erer l'�equivalence � sur les
processus d�e�nie par :

CUT:p � Nil
p1 � p2 ) b:p1 � b:p2
p1 � p2 ) p1 <+p

0 � p2 <+p
0

p1 � p2 ) p1 k p
0 � p2 k p

0

p1 � p2 ) RecZ:p1 � RecZ:p2

On remarquera que si p1 et p2 sont �equivalents par �, alors p1 et p2 ne dif-
f�erent que par la pr�esence �eventuelle d'actions temporis�ees de gardes fausses.
Intuitivement, p1 et p2 se comportent donc de la même mani�ere : c'est le sens
du r�esultat suivant.

Th�eor�eme 29

Si deux processus p1 et p2 sont �equivalents par � alors pour toute valuation v,
(p1; v) et (p2; v) sont fortement bisimilaires.

Preuve 29

On va proc�eder par induction sur la preuve que p1 et p2 sont �equivalents par

� :

{ Si p1 = Cut:p et p2 = Nil (ou l'inverse), ni (p1; v) ni (p2; v) ne peuvent

e�ectuer d'actions, et tous deux peuvent laisser passer le temps ind�e�ni-

ment. Ils sont donc bisimilaires.

{ Si p1 = (a; g; c; f):p01 et p2 = (a; g; c; f):p02 : si v satisfait g alors on a

les transitions (p1; v)
a
! (p01; f(v)) et (p2; v)

a
! (p02; f(v)) avec p01 �

p02, sinon ni (p1; v), ni (p2; v) ne peuvent e�ectuer d'action discr�ete. Les

comportements temporels sont li�es de même.

{ Si p1 = p01 <+p et p2 = p02 <+p : p1 et p2 ne di��erent que par des

�eventuelles transitions de garde vide, or ces transitions ne modi�ent pas

les autres transitions et de plus elles ne peuvent jamais être prises. Ceci
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implique que si (p1; v) peut laisser passer le temps par t, il en est de

même pour (p2; v), et l'inverse est vrai �egalement. Si (p1; v) peut e�ectuer
une action discr�ete, il s'agit soit d'une action que peut e�ectuer (p; v), et
alors (p2; v) peut l'e�ectuer aussi (les restrictions sur les actions de p sont
les mêmes dans p01 <+p et p02 <+p), soit d'une action que (p01; v) peut
e�ectuer, alors (p02; v) peut l'e�ectuer et (p2; v) peut aussi l'e�ectuer, car
p n'empêchant pas l'action dans (p1; v), il ne peut l'empêcher dans (p2; v).
Dans tous les cas, les �etats atteints apr�es transition sont �equivalents.

Ceci se voit bien sur le processus CUT:p <+b:p : CUT ne modi�ant pas le
comportement de b et ne pouvant que laisser passer le temps, CUT:p <b:p
se comporte comme b:p, c'est-�a-dire Nil <b:p.

{ Si p1 = p01 k p et p2 = p02 k p : en fait, vue la r�egle d'expansion d�e�nissant

k, il su�t de v�eri�er que CUT:p1 k p2 � Nil k p2 = p2. On a

CUT:p1 k
P

i2I
<bi:qi = CUT:(p1 k

P
i2I

<bi:qi)
<
P

i2I
<bi(CUT:p1 k qi)

<
P

i2I
<(CUT pbi):(p1 k qi)

Or CUT pbi = CUT , et CUT:p <+p0 = p0 donc

CUT:p1 k
X
i2I

<
bi:qi =

X
i2I

<
bi(CUT:p1 k qi)

Ceci prouve que CUT:p1 k
P

i2I
<bi:qi et

P
i2I

<bi:qi sont bisimilaires.

{ Si p1 = RecZ:p01 et p2 = RecZ:p02 : en utilisant le fait que RecZ:p =
p[RecZ:p=Z], le r�esultat est �evident.

Ceci est plus un squelette de preuve qu'une preuve compl�ete, n�eanmoins on

pourra compl�eter les points qui restent ous en regardant la s�emantique des

op�erateurs <+ et k.
2

On aurait pu aller un peu plus loin, et regarder l'�equivalence qui semble
naturelle :

(a; g1 _ g2; c1 _ c2; f):p � (a; g1; c1; f):p <+(a; g2; c2; f):p

Cependant montrer un r�esultat de bisimilitude sur cette �equivalence n�ecessi-
terait de donner les r�egles d'inf�erence permettant de construire le syst�eme de
transition correspondant �a l'alg�ebre de processus que nous �etudions. Ces r�egles
�etant quelque peu complexes (�a cause de la s�emantique du choix avec priorit�es),
il devient alors di�cile de les utiliser dans une preuve. Si tous les espoirs sont
permis quant �a l'obtention de cette preuve, cela n'a pu être concr�etis�e, faute de
temps.
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Chapitre 5

Conclusions et perspectives

5.1 Objectifs

Nous avons cherch�e au cours de cette th�ese �a voir comment obtenir par
construction des syst�emes corrects. Cette exigence provient du fait que la v�eri-
�cation des syst�emes complexes est extrêmement di�cile, voire impossible. On
cherchera donc �a �eliminer certaines sources d'erreur �a la conception même du
mod�ele. Le probl�eme que nous avons abord�e en priorit�e est celui de la composi-
tion parall�ele des syst�emes temporis�es, qui peut engendrer des blocages si l'on
ne fait pas attention.

La composition usuelle sur les syst�emes temporis�es est une extension de la
composition parall�ele sur les processus communicants. Or les syst�emes tempori-
s�es ont une variable commune, le temps, même si cette variable n'apparâ�t pas
directement dans la description des syst�emes. Ces syst�emes ayant des espaces
d'�etats partag�es ne sont donc pas des syst�emes communicants au sens propre
du terme et il est souhaitable d'adapter les op�erateurs de compositions pour
tenir compte de ce fait.

5.2 R�esultats

Nous avons commenc�e par une �etude pr�eliminaire sur la fa�con de mod�eliser
le temps et l'urgence des actions dans les syst�emes temporis�es. Cette �etude nous
a apport�e un cadre dans lequel les liaisons entre sp�eci�cation des contraintes
temporelles (par les �ech�eances) et utilisation de ces contraintes (par les fonctions
de d�elais possibles) sont facilement formalisables. Nous avons vu que si nous
nous restreignons �a des �ech�eances de forme modale, alors le calcul des FDP
correspondantes peut être fait de fa�con relativement simple.

Tenant compte de ce r�esultat, nous avons d�evelopp�e un mod�ele de sys-
t�emes hybrides, les SHEC, qui par construction satisfont deux propri�et�es int�e-
ressantes :

{ la r�eactivit�e temporelle : il s'agit en fait de l'absence de blocage : si le
temps est arrêt�e, alors une action est possible. Comme cette propri�et�e
est une propri�et�e locale, elle ne garantit pas que le temps pourra toujours
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progresser (propri�et�e dite de Z�enon). Par contre, elle assure que si le temps
est bloqu�e c'est qu'on a sp�eci��e une in�nit�e d'actions en un temps �ni.

{ le progr�es maximal : cette propri�et�e concerne les syst�emes obtenus par
composition parall�ele, et dans lesquels on a concurrence entre des syn-
chronisations et des transitions d'entrelacement permettant au syst�eme de
transitions de progresser si la synchronisation est impossible. Le progr�es
maximal est la propri�et�e que les synchronisations sont alors prioritaires
sur les autres transitions. Contrairement aux autres solutions propos�ees
jusqu'ici, nous n'avons pas ajout�e d'op�erateur de restriction, mais nous
avons d�e�ni un op�erateur de composition parall�ele qui respecte cette pro-
pri�et�e.

Pour r�ealiser ce mod�ele, nous avons apport�e deux innovations :

{ nous avons reli�e le comportement temporel des syst�emes �a leur comporte-
ment discret en imposant que les �ech�eances devaient être incluses dans les
gardes. Au-del�a du d�etail technique il faut voir ici une volont�e de satis-
faire par construction des propri�et�es temporelles sur les syst�emes. Ceci ne
peut être r�ealis�e si l'on sp�eci�e ind�ependamment comportement temporel
et comportement discret.

{ nous avons montr�e qu'il existe de nombreuses fa�cons de temporiser les
op�erateurs de composition discrets (op�erateur de choix non d�eterministe
et de composition parall�ele). �Evidemment parmi la grande vari�et�e d'op�era-
teurs que nous pouvons construire, un grand nombre n'ont aucun int�erêt.
N�eanmoins, on remarquera tout particuli�erement les op�erateurs de choix
avec priorit�es et les compositions parall�eles utilisant les synchronisations
ET, MAX et MIN.

En�n, nous avons montr�e un mod�ele simpli��e, les ATTT. Ce mod�ele ne conserve
que les op�erateurs les plus int�eressants. En restreignant les choix possibles,
nous gagnons en facilit�e d'utilisation. Par ailleurs, on a pouss�e plus loin la
formalisation des ATTT, et si ceci n'est qu'esquiss�e dans le pr�esent ouvrage,
une formalisation plus compl�ete sous forme d'alg�ebre de processus et d'alg�ebre
d'actions est en cours de r�ealisation.

5.3 Perspectives

Par la structure même de ce document, nous voyons que de nombreuses
sp�ecialisations du mod�ele des SHEC sont possibles. Nous n'en avons pr�esent�e
qu'une seule, mais on pourra au cas par cas �etudier des mod�eles plus adapt�es
�a certaines situations et faisant intervenir d'autres op�erateurs. Mais avant de
chercher ces variantes, on s'attachera �a valider le mod�ele originel par la pratique.
Si plusieurs applications ont �et�e r�ealis�ees (cf [BST97, Goe98, Alt98]), elles sont
encore insu�santes.

Même si l'on a un champ tr�es vaste concernant les possibilit�es de forma-
lismes utilisant les notions que nous avons pr�esent�ees, nous sommes limit�es par
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certaines contraintes qui pourraient �eventuellement être assouplies. Ainsi une
�etude plus compl�ete dans le cas o�u l'on autorise les �ech�eances ouvertes �a gauche
permettrait d'augmenter sensiblement la puissance de notre mod�ele. Ceci n�e-
cessitera cependant de r�egler une foultitude de d�etails techniques.

Mais l'une des voies les plus prometteuses est d'appliquer les techniques que
nous avons d�ecrites �a d'autres syst�emes continus que les syst�emes temporis�es. En
e�et, partant de probl�emes de temporisation, nous avons obtenu un op�erateur
de choix avec priorit�es utilisant des modalit�es temporelles. Il est tout �a fait
envisageable d'adapter les r�esultats obtenus au cas o�u l'on voudrait travailler
sur des probl�emes de coût (quel que soit le sens exact de ce coût), pour avoir
des priorit�es li�ees �a ce coût et donc adapter le mod�ele au calcul d'optimisations.
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