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Introduction générale

Le transport des matériaux en riviere est I’un des phénomenes physiques les plus im-
portants et les plus compliqués de I’hydraulique des rivieres alluvionnaires ; c’est aussi un
aspect capital de I’hydraulique fluviale. Ce transport et la sédimentation jouent un role
fondamental sur le changement de l’environnement naturel comme l'irrigation, 1’évolu-
tion du lit d’une riviere, la formation et 1’évolution d’un delta, ’expansion de la plaine
alluviale, autant d’éléments qui doivent étre pris en compte dans les projets de travaux

hydrauliques ou de navigation.

Pour mieux prévoir les résultats de I’évolution de la sédimentation, il est nécessaire de
simuler la circulation des courants fluviaux, le transport et la sédimentation des matériaux.
En revanche, du point de vue physique et mathématique, la simulation de 1’évolution de
la riviere est une tache tres délicate car I’écoulement et le transport des sédiments sont
dans un régime non-permanent, non-uniforme et non-équilibré. Soumise aux interventions
d’événements naturels (crues exceptionnelles) ou humains (construction d’un barrage ou
aménagement), I’évolution du lit d’une riviere est, en effet, le résultat d’interactions a
long terme entre ’écoulement et le lit. Le temps nécessaire a une riviere pour atteindre
un état relativement équilibré est tres long, la simulation, par un modele physique, en
vue de la prévision, est tres coiiteuse si on veut la réaliser en laboratoire. C’est pour cela
que 'on emploi d’'un modele numérique est souhaitable. Actuellement les progres dans le
domaine des performances des méthodes numériques permettent un calcul plus précis et

plus stable durant une longue période d’intégration numérique.

Les sédiments transportés par I’écoulement ou les matériaux constituant le lit sont
naturellement non-uniformes. Le transport de matériaux aux des diametres différents se
manifeste principalement sous deux modes: charriage et suspension. Ces deux types de
transport, ajoutés au mouvement liquide, augmentent le degré de complexité du phéno-
mene physique d’évolution du lit. De plus, les deux transports sont en état de déséqui-
libre, dépendant étroitement des conditions de la phase liquide et des caractéristiques
des sédiments. Un modele de simulation numérique qui résout les équations décrivant les

mouvements du fluide et de matériaux est toujours insuffisant pour simuler 1’évolution

11



12 Introduction générale

d’une riviere et pour faire une bonne prévision a cause des simplifications employées :

Par exemple, on impose dans les modeles :
— une condition d’équilibre instantané entre transport potentiel et transport effectif;

— des sédiments uniformes (un diametre représentatif des matériaux du lit est choisi

pour représenter la granulométrie qui n’est jamais uniforme en réalité) ;
— le mode de transport est unique (par charriage ou par suspension).

Et il manque aussi des connaissances des mécanisme de transport des sédiments en
suspension et des parametres physiques dans le processus d’érosion et de dépoét : la capacité
potentielle de transport des sédiments, la condition de démarrage d’une particule immobile
du lit surtout en granulométrie étendue, mais aussi les échanges entre les sédiments en
suspension et charriés ou les matériaux du lit.

Ces derniers parametres sont difficiles a évaluer non seulement par mesure expérimen-
tale en laboratoire mais aussi par 'observation. Ils sont souvent décrits par le dévelop-
pement d’une formule analytique empirique. Parmi les parametres inconnus, I’estimation
de la condition initiale et les conditions aux limites du systeme dynamique évolutif sont

difficiles a déterminer.

[’objet de cette these est de déterminer les parametres inconnus et d’améliorer des
reconstructions numériques d’un modele de transport de sédiments en introduisant les
données d’observation afin de produire une simulation plus conforme a la réalité. 1l s’agit
d’étudier la faisabilité de méthodes numériques d’optimisation de type controle optimal

appliquées aux problemes d’assimilation des données de transport de sédiments en riviere.

[’assimilation de données variationnelles est une technique dont le but est de dé-
terminer des parametres inconnus dans un modele en combinant des informations dans
I’observation et le modele dynamique afin que les parametres identifiés permettent les
comportements du systeme de s’accorder avec les observations réelles. Le principe de
la méthode variationnelle basée sur la théorie du controle optimale est d’introduire une
fonctionnelle dépendant des parametres de controle et de la minimiser en cherchant des
valeurs optimales de ceux-ci dans un espace de controle admissible. Dans la plupart des
cas, la fonctionnelle (fonction cout) est choisie comme étant I’écart quadratique entre le
champs analysé (ou bien la prévision du modele) et les données observées. Les valeurs
optimales des parametres inconnus de cette fonction cout peuvent étre trouvées par un
algorithme de minimisation sans contrainte. Pour y parvenir, on a besoin du gradient
de la fonctionnelle par rapport a un nombre — qui peut-étre tres grand — de variables.
La méthode classique (par différences finies) de la détermination du gradient n’est pas

efficace pour un probleme de grande taille a cause du cout de calcul. La méthode adjointe
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est plus pratique et plus efficace. Ceci nécessite le développement d’un modele adjoint qui

est le transposé du systeme linéaire tangent du modele de simulation.

Beaucoup de techniques d’assimilation de données sont développées en météorologie
et en océanographie. Des bibliographies peuvent étre trouvées dans Navon [47], Le Dimet
et Navon [39], Ghil et Malanotte-Rizzoli [26] et Daley [15]. Ces techniques sont basées sur
la théorie du controle optimal due a Lions [41] et pour une application générale en météo-
rologie, on peut citer LeDimet et Talagrand [38]. Des succes importants ont été remportés
pour des modeles de la prévision du temps en météorologie, par exemple, Derber [17],
Lewis et Derber [40], Courtier et Talagrand [10], Talagrand et Courtier [58], et dans les
modeles de circulation océanique, comme Moore [46], Thacker et Long [61], Harland et
O’Brien [32], Benett [2] etc. Au vu de ces succes, I'attention s’est alors portée a I'appli-

cation dans les modeles hydrologiques.

Mais les techniques d’assimilation de données sont difficiles a appliquer a un modele
de simulation complet et les données d’observation réelles sont peu nombreuses surtout
pour les modeles de transport. Il en résulte donc tres peu d’applications. Cette difficulté
est liée, d’une part, en pratique, a la densité insuffisante des observations en temps et en
espace et aux observations bruitées ou inexactes, d’autre part a I'instabilité numérique
de la technique difficile a maitriser lorsqu’on doit "appliquer aux modeles non-linéaires.
Il s’agit de 'impact des observations incompletes sur I’existence et 'unicité de la solution
et le taux de convergence du processus de minimisation (cf. Zou, Navon et al. [48], [77]).
Il faut donc d’abord tester la faisabilité de ’approche de 1’assimilation de données varia-
tionnelles avant que les données réelles soient introduites. Notre travail a utilisé pour cet
objectif un modele simplifié concernant plus particulierement le transport solide uniforme

dans le cadre bidimensionnel et nous avons utilisé des observations simulées.

Nous donnons dans le chapitre I une breve présentation de la modélisation générale
dans le cadre unidimensionnel. Il s’agit d’une connaissance nécessaire des lois physiques du
transport et de la sédimentation en riviere et de généralité sur la formulation du modele
mathématique satisfaisant ces lois. Apres avoir introduit les équations de base générale-
ment utilisées dans les modeles unidimensionnels décrivant le transport des sédiments en
riviere et la variation du fond de la riviere, on rappelle quelques formules semi-empiriques
déterminant des variables physiques dans un modele unidimensionnel afin de compléter

les équations de base, ainsi que les méthodes de la résolution numérique.

Le chapitre II se limite a la mise en équation du probleme étudié dans le cadre bidi-
mensionnel d’évolution du lit soumis au transport complet par charriage et suspension.

Nous utilisons, en fait, le modele développé par Zeng, Guo et al. [73], qui est un couplage
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du transport en liquide et en solide. le transport liquide est une version bidimensionnelle
des équations de Saint-Venant. La fermeture du systeme est effectuée par I'introduction
de formules empiriques. Un changement de variables donne une preuve de la conservation

de la masse et de I’énergie du fluide dans la couche liquide.

Le chapitre III se concentre sur 'analyse numérique de la stabilité du schéma aux
différences finies choisi et est consacré a la mise au point de la résolution numérique du
transport des matériaux convectés par I’écoulement. On a établi la stabilité du schéma a
pas fractionnaires sous une forme générale caractérisée par un parametre. On parvient a
un algorithme de simulation de type “time-splitting” en vue d’une économie du cott de
calcul. On montre également la conservation de I’énergie des équations aux différences de
Saint-Venant discrétisées en espace par un maillage alterné. Comme illustration, on four-
nit des résultats numériques mis en oeuvre dans le cas d’une modélisation de la formation

d’un delta dans une riviere.

Le chapitre IV est destiné a la description et a la construction du code de 'adjoint
du modele de simulation et est consacré a 'application au probleme d’assimilation de
données au transport des matériaux en riviere. On a testé la faisabilité de cette méthode
La validation est testée par la détermination des conditions initiales des champs d’écoule-
ment et du fond du lit. Des résultats encourageants montrent que 1’état initial du fond a
un role dominant pour 1’évolution de la riviere. Nous utilisons également ce code adjoint
pour l'identification de parametres empiriquement déterminés par une régression linéaire.
Les résultats obtenus montrent I'intérét de la méthode et les points cruciaux de sa mise

€11 oeuvre.

La réduction de la taille du probleme de contréle optimal est étudiée dans le chapitre V
pour le probleme d’estimation des erreurs du modele. L’utilisation des vecteurs singuliers
associés aux plus grandes valeurs singulieres de la matrice résolvante du systeme linéaire
tangent donnent une idée de reconstituer une nouvelle base d’espace. Ces vecteurs sont
déterminés grace a l'algorithme de Lanczos par 'application itérative des versions linéaire
tangente et adjointe du modele (Laccarra & Talagrand [35], Buizza et al. [5]). Ces vecteurs

représentent les directions dans lesquelles les perturbations s’amplifient le plus vite.

Les discussions sur les résultats obtenus et perspectives sont présentées dans la conclu-

sion générale.



Chapitre 1

Introduction a la modélisation du
transport des sédiments

1.0.1 Introduction

Le transport des sédiments est un aspect fondamental de I’hydraulique des rivieres al-
luviales. Le lit de ces rivieres est en effet dans un état d’équilibre asymptotique dépendant
étroitement de deux phases transportées, liquide et solide. Cette notion d’équilibre n’a
toutefois de sens qu’associée a une certaine échelle de temps. A 1’échelle des temps géolo-
giques, il ne peut y avoir équilibre, la planete étant en perpétuelle évolution. En revanche,
a I’échelle du temps humain, hormis quelques fluctuations liées au caractere aléatoire des

crues, le lit des rivieres laissées a ’état naturel est en équilibre.

Les divers aménagements réalisés sur les rivieres remettent en cause cet équilibre. Par
exemple, les barrages piegent les sédiments transportés, générant un remous solide en
amont, tandis qu’une érosion du lit se produit en aval. D’autre part, des mesures tres cou-
teuses doivent étre prises pour fixer le lit de la riviere et protéger les ouvrages existants,
par exemple en renforcant les berges ou en implantant des seuils au fond de la riviere.

Entre deux seuils peut s’établir a terme un nouvel état d’équilibre du bief.

Les phénomenes physiques mis en jeu sont particulierement complexes et les diverses
interventions sur la riviere ont des effets couplés. Les mesures compensatoires permet-
tant de maitriser 1’évolution de la riviere étant particulierement cotteuses, il est donc
nécessaire de chercher a se doter des moyens qui permettent de déterminer les impacts
prévisibles d’actions déja entreprises, en cours ou en projets sur la riviere. Il est en parti-
culier important de pouvoir déterminer quel sera le nouvel équilibre a terme de la riviere

suite a un certain nombre d’actions et quelle sera I’échelle de temps de 1’évolution du lit.

Il est également de la plus grande importance de chercher a déterminer la durée de

15



16 Introduction a la modélisation du transport des sédiments

vie d’une retenue, a savoir, I’échelle de temps du comblement de la retenue par les sédi-
ments. Des mesures compensatoires ou limitantes peuvent étre envisagées, il importe d’en

apprécier I'incidence.

Les moyens nécessaires a ’appréciation de l'incidence de diverses actions sur 1’évolu-
tion morphodynamique d’une riviere passe d’abord par une bonne connaissance de celle-ci.
Ces connaissances générales de la riviere peuvent étre prolongées par une approche simple
du probleme, qui est basée sur les équations classiques de I’hydraulique fluviale appliquées
a des sections simplifiées en prenant globalement en compte les phénomenes principaux

de la dynamique fluviale.

[’étude de I’évolution des fonds nécessite dans certains cas le recours a la modéli-
sation physique, en particulier pour les problemes locaux ou la prise en compte de la
bidimensionnalité ou tridimensionnalité de I’écoulement est nécessaire (par exemple pour
la détermination de I’affouillement généré par les piles d’un pont, pour I’évolution d’un
delta, I'expansion de la plaine alluviale....). Les modeles numériques déterministes sont
en revanche beaucoup mieux adaptés pour résoudre les problemes a grande échelle d’es-
pace et de temps, d’autant qu’il est alors possible de considérer la riviere comme filaire
et d’effectuer une modélisation unidimensionnelle. Les premiers modeles ont été élaborés
par De Vries [18], Cunge et Perdreau [14], qui considéraient une granulométrie uniforme
et résolvaient les équations de bilan des phases liquides et solides de facon découplée.
Ultérieurement des modeles ont été mis au point, qui résolvent ces équations de facon
couplée. Plus récemment, des modeles qui prennent en compte I’étendue de la courbe gra-
nulométrique ont été élaborés. Il existe de nombreux modeles développés en laboratoire
dans un cadre plus général s’appliquant a des cas réels de rivieres, mais ils sont toujours
limités au transport solide par charriage dans un bief de riviere du fait de la complexité
des conditions naturelles.

Dans la suite, nous présenterons le phénomene physique de la sédimentation afin d’in-
troduire les connaissances élémentaires permettant d’établir un modele mathématique.
Apres avoir introduit les équations de base généralement utilisées dans les modeles uni-
dimensionnels décrivant le transport des sédiments en riviere et la variation du fond de
la riviere, on rappelle quelques formules semi-empiriques déterminant des variables phy-
siques afin de compléter les équations de base. Dans le chapitre suivant, on étudie le
systeme de transport des matériaux dans le cadre bidimensionnel, ainsi lque la fermeture
du systeme est effectuée par 'introduction des formules semi-empiriques appliquées dans
le cas bimensionnnel.
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1.1 Lois physiques de la sédimentation

Il faut naturellement introduire dans un modele un certain nombre de lois qui serviront

d’hypotheses de base susceptibles d’étre modifiées par la suite.

1.1.1 Deux phases: liquide-solide

Au cours de son cheminement, la riviere se charge en sédiments divers de sorte que
la riviere transporte non seulement de 1’eau mais également des graviers, des sables, des
limons... Ces sédiments transportés par la riviere tapissent également le fond du lit. Aussi,
faut il considérer a la fois I’écoulement liquide et les sédiments qu’il transporte et les trai-

ter comme un fluide diphasique.

La turbulence de 1’écoulement est le moteur du transport solide. Sur le fond du lit,
elle est responsable du départ des particules qui se produit lorsque les fluctuations de la
force tractrice dépassent un certain seuil. Ces particules peuvent étre ensuite charriées
par ’écoulement. Elles se déplacent alors en glissant, en roulant ou par petits sauts. Elles
peuvent également étre entrainées au sein de 1’écoulement et pourront y étre maintenues
en suspension grace a la turbulence qui contrebalance les effets de gravité. De 1’énergie
et de la masse sont échangées entre ces deux phases qui interagissent. Il en résulte un

probleme couplé.

La vitesse de I’écoulement peut étre a la fois influencée par les variations de profondeur
de I'eau (qui est la conséquence de la variation du lit fluvial) et aussi par le frottement

sur le fond qui dépend de la rugosité, de la composition et du diametre des particules.

1.1.2 Echelle de temps

Le transport des matériaux suspendus au sein de ’écoulement pose un probleme diffi-
cile car ce transport convecte avec une vitesse caractéristique égale a celle de I’écoulement,
mais beaucoup plus vite que celle du charriage et de 1’évolution du fond. Donc on peut
considérer deux échelles différentes de temps en ce qui concerne 1’évolution globale du

systeme :

— une échelle de temps courte en ce qui concerne 1’écoulement, I'apparition et la dis-

parition de rides au fond de la riviere;

— une échelle de temps généralement beaucoup plus grande en ce qui concerne 1’évo-

lution de la forme du lit.

Du fait de la turbulence, I'interaction locale liquide-solide a un caractere aléatoire.

La mise en mouvement des particules doit probablement étre associée au phénomene
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turbulent appelé rafale qui, localement, a pour incidence le départ simultané d’un paquet
de particules. Des échanges entre les matériaux du lit et la couche de charriage sont
possibles, de méme qu’entre la couche de charriage et la couche de suspension. Les échanges
entre les sédiments suspendus et le lit sont supposés s’effectuer nécessairement a travers

cette couche de charriage.

1.2 Modele unidimensionnel du transport des sédi-
ments

1.2.1 Description d’une riviere schématisée

Le fond réel de la riviere possédant une géométrie complexe et non-homogene, il est
difficile de le représenter par une variable continue par rapport au temps et a ’espace.
Avant d’introduire les équations de base générales, il nous faut alors en faire une re-
présentation schématique afin d’assurer certaines propriétés mathématiques comme par
exemple, la continuité.

Un troncon filiaire de la riviere, tel que schématisé dans la figure 1.1, est décomposé

en trois couches:

— La Couche 1 d’écoulement liquide est principalement occupée par de 'eau et des
sédiments en suspension ou par des substances dissoutes. La vitesse des sédiments
est approximativement la vitesse moyenne d’écoulement. Selon le degré de satura-
tion de I’écoulement, on peut distinguer un écoulement en régime non-saturé ou un

écoulement en régime saturé.

— La Couche II de charriage contient les sédiments charriés. Les particules se déplacent
sous |'effet de 1’écoulement possédant un mouvement de glissement, de roulement

ou de saut a proximité du fond.

— La couche III d’immobilité représente le fond de la riviere, lequel comprend le lit a
partir d’une cote de référence. Les sédiments dans cette couche ne satisfont pas a la
condition critique de début de transport. Cette couche est constitué des sédiments
en granulométrie étendue, qui peut aussi étre divisée en sous-couches pour mettre

la simulation de 1’évolution de la composition du fond.

On représente le fond rugueux par une courbe lisse ayant une certaine pente afin d’as-
surer 1’écoulement. Celle-ci représente la surface moyenne du lit. Dans la couche III se

trouve la variation du fond.
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écoulement

R —

- couchel

surface moyenne
du fond

FiGc. 1.1 — Description de la riviere schématisée

1.2.2 Equations fondamentales

Comme dans toute modélisation, il s’agit de prendre en compte les caracteres essen-
tiels du probleme physique. Ici, il s’agit de reproduire au mieux I’écoulement liquide, le
transport solide et I’évolution du fond de la riviere. Pour cela, la conservation de la masse
et de la quantité de mouvement ou de I’énergie sont utilisées pour déduire les équations
de base du mouvement de I’écoulement liquide transportant des sédiments.

Ici, on considere le cas d’une granulométrie uniforme (les sédiments ont tous la meéme

taille). Dans ce cas, les lois de conservation suivantes doivent étre considérées :
— conservation de I’écoulement liquide ;
— conservation des sédiments ;
— conservation de la quantité de mouvement.

Il est aussi possible de considérer une granulométrie non constante. On discrétise alors
la fonction de répartition en classes étendues, mais dans ce cas il faut ajouter a ce systeme

d’équations les lois de conservation de chaque classe granulométrique.

Dans notre cas, la granulométrie du lit est donc caractérisée par une seule valeur de
diametre des sédiments. Les équations d’évolution dans le temps et dans 1’espace du fond

des rivieres comprennent cinq équations: trois correspondent aux lois de conservation et
deux expriment les relations entre

e Le débit solide d’équilibre et les parametres hydrauliques,
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e la dissipation par frottement et ces mémes parametres hydrauliques.

On décrit ci-dessous les équations unidimensionnelles établies pour le cas simplifié d’un
écoulement en canal rectangulaire. Les équations adaptées au cadre bidimensionnel seront

discutées au chapitre suivant.

1. Equation de conservation liquide (les phénomenes tels que la pluie peuvent étre

ajoutés comme terme source)

oh oh ou .

2. Equation de la quantité de mouvement

ou Ju oh 0z

ot —I_uax—l_g@x—l_g@x—l_gsf 0 (1.2)
3. Equation de conservation solide
0z 1 0gs
—+— = 0; 1.3
ot + 1—pox ’ (13)
4. Formulation du transport solide
fi(gs,u, h) = 0; (1.4)
5. Dissipation par frottement
fQ(vauvh) =0; (15)

ou:

p — 1 décrit les termes sources de la pluie et I'infiltration, A est la hauteur d’eau,
u est la vitesse de I’écoulement,

z est la cote du fond,

gs est le transport solide d’équilibre (charriage) par unité de largeur,

Sy est la pente d’énergie,

g est 'accélération de la pesanteur,

p est la porosité du matériau au fond du lit,

f1, f2 sont les relations semi-empiriques.

On distingue deux sortes d’équations: les équations (1.1) - (1.3) sont déduites mathé-
matiquement et sont exprimées par des équations aux dérivées partielles, et les équations
semi-empiriques (1.4) et (1.5) traduisent une réalité physique complexe et sont déduites

d’expérimentation en laboratoire. Ces équations semi-empiriques peuvent étre algébriques
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ou aux dérivées partielles. La variété des modeles de transport des sédiments s’explique

par un grand nombre de ces formules semi-empiriques.

Dans un cadre unidimensionnel, méme si on sait qu’il n’existe pas un mouvement uni-
dimensionnel dans la réalité a cause de la géométrie complexe de la riviere, la modélisation
est faite en partant de la supposition que toutes les variables physiques de I’écoulement
et des sédiments sont homogenes dans la section. Cette modélisation sera adaptée a la

résolution des problemes a grande échelle d’espace et de temps.

1.3 Equations semi-empiriques

1.3.1 Le frottement

Le frottement auquel I'écoulement est soumis dans les rivieres alluviales est di a
plusieurs causes: rugosité des parois, rides du sable, force extérieure des constructions
artificielles, etc. La dissipation de 1’énergie mécanique de 1’écoulement est la conséquence
de la synthese de ces frottements ainsi que de la variation des éléments hydrauliques,

comme le débit, la hauteur de I'eau et du lit, etc.

La formulation la plus générale du frottement peut s’écrire:
f(Sg,uh,...)=0,

ou le frottement Sy (ou la pente d’énergie) est une fonction implicite des autres variables
du probleme. A I’heure actuelle, il reste encore des difficultés pour déterminer les relations
entre les variables, cependant, plusieurs formules semi-empiriques ont été établies a partir
d’essais en canaux de laboratoire ou en conduites ayant généralement des parois fixes
et dans les conditions de régime permanent uniforme. Ces formules sont utilisées pour
la simulation des écoulements a fond fixe graduellement variés et donnent des résultats

corrects.

La difficulté avec les écoulements a fond mobile réside dans la variabilité de la rugosité
du lit de la riviere. Cette variabilité est essentiellement due a deux phénomenes différents

qui peuvent d’ailleurs se combiner :

1) la déformation du fond avec le possible développement de dunes a certains régimes
g
et

(2) I’évolution de la rugosité en fonction des changements de composition granulomé-

trique de la couche de fond au contact direct avec 1’écoulement.
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La variabilité liée aux ondulations du lit est surtout importante dans les rivieres dont
le fond est sablonneux. Notant cependant qu’un lit plat n’est qu’approximativement plat
car il existe toujours des instabilités tridimensionnelles dans un écoulement. Les rides et
les dunes apparaissent a certains régimes subcritiques et aux régimes super-critiques. Il
existe donc un fort couplage physique entre la phase solide et la phase liquide a travers la
rugosité des fonds. Cet argument plaide en faveur de la résolution couplée des équations
des phases liquides et solides.

Chollet [8] tout en considérant un débit constant résout de facon couplée les équations
de 'énergie, de la continuité liquide, du débit solide et une équation spécifique pour le
frottement qui tient compte de la variabilité des formes du lit, laquelle est basée soit sur
la théorie d’Engelund [24], soit sur la théorie d’Einstein [23].

Actuellement, les formules semi-empiriques suivantes sont souvent utilisées a détermi-
ner la pente d’énergie Sy :

— La formule de STRICKLER
QZ

St = K2A2RY? (1.6)
ou:
Q est le débit du fluide;
K est le coefficient de STRICKLER ;
A est la surface de la section
R est le rayon hydraulique de la section.

— La formule de MANNING
22
g =Y (1.7)

= AZRAE
ou n est le coeflicient de MANNING.

On voit que ces deux formules sont équivalentes lorsque les coefficients ont entre eux
la relation :

et qu’elles ont les parametres nécessaires pour représenter globalement une dissipation
d’énergie en fonction des variables de 1’écoulement, du moins pour des écoulements hy-
drauliquement rugueux. Le coefficient K caractérise une rugosité de paroi et le rayon

hydraulique R permet une certaine prise en compte de la forme de la section.
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1.3.2 Loi de chargement

Par définition, la capacité de transport de 1’écoulement correspond au débit solide a
I’équilibre. Quand le lit de la riviere se trouve dans un état d’équilibre, il n’y a ni dépot
ni érosion, et dans le cas de transport en suspension, ceci correspond a une concentration
de saturation critique telle que si cette valeur est dépassée (super-saturation) il y a dépdot
et dans le cas contraire (sub-saturation) érosion. Dans le cas du transport non-équilibré,
le débit solide s’écarte de la valeur a I’équilibre et la loi de chargement a pour le but
de préciser cet écart en le reliant a la capacité de transport. Parallelement, I’équation
de continuité lie cette différence a la déformation du lit. Donc, si un écoulement est
supposé en régime saturé, la capacité de transport des sédiments peut étre exprimée dans
I’équation continue, la différence entre le débit des sédiments venant de I'amont et celui
des sédiments se déposant au fond de la riviere.

Puisque les moteurs du mouvement de ces deux sortes de sédiments ne fonctionnent
pas de la méme maniere, et puisque les énergies fournies par I’écoulement pour maintenir
ces deux mouvements ne sont pas du méme type, nous allons préciser séparément les lois
de chargement pour la suspension et le charriage. De nombreuses formules semi-empiriques

décrivent ces processus, nous nous attacherons ici a celles qui sont utilisées le plus souvent.

1.3.2.1 Capacité de transport en suspension

La formule suivante a été trouvée par I'Institut de 1’énergie hydraulique et électrique

de Wuhan (Chine) dans les années 1960 :

3 m
S*=K (%) , (1.8)

U est la vitesse de I’écoulement(m/s),

ou:

R est le rayon hydraulique de la section (m),
w est la vitesse de dépot des sédiments (m/s),
g est I'accélération de la pesanteur (m/s?),

K est le coefficient de rapport (kg/m?),

m est une constante empirique.
Cette formule a déja été utilisée dans de nombreux travaux hydrauliques.

1.3.2.2 La capacité du transport de charriage

Un grand nombre de problemes fluviaux peuvent étre résolus par une approche unidi-
mensionnelle. Dans ce cadre, plusieurs chercheurs ont tenté d’établir des formules semi-

empiriques de transport solide comme Meyer-Peter [45] et Einstein [23] qui sont calées
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sur des données expérimentales obtenues en canal de laboratoire. Ces formules fournissent
une relation univoque entre le débit liquide et le débit solide pour un diametre des parti-
cules donné. Ce sont des relations d’équilibre en ce sens qu’elles ont été établies dans des
conditions d’écoulements stationnaires et uniformes et ne sont valables en toute rigueur
que pour ces conditions. Le transport solide calculé par ces formules est un transport
solide d’équilibre.

La formule de Meyer-Peter et Muller s’écrit :

3/2

p

%(Km)m hS;
Q [/XT pS _pdm
1%

—0,047] (1.9)

ou:
gs est le débit volumique de sédiments charriés par unité de largeur (il s’agit unique-
ment du volume de la matiére, les vides ne sont pas comptés) (m?/s),
ps est la masse volumique des sédiments (kg/m?),
p est la masse volumique de I'eau (kg/m?),
d,, est le diametre moyen de la granulométrie des sédiments (m),
Q est le débit liquide (m?3/s),
Qs est la portion du débit liquide efficace pour le charriage,
K,, est le coefficient de Strickler du lit (m'/3s=1),
K, est le coefficient de Strickler relatif aux grains (m!/3s=1),
h est la hauteur d’eau,

Sy est la pente de énergie.

Cette formule d’équilibre a été établie a 1'aide de granulométrie uniforme ou peu
étendue caractérisée par un diametre unique. Pour un diametre donné des particules, le
transport solide d’équilibre correspond a une saturation de la capacité de I’écoulement
a transporter ces particules. Pour un autre diametre de particules, le transport solide

d’équilibre peut-étre tout autre, éventuellement nul.

Mais les granulométries des rivieres sont souvent étendues et le fond des rivieres n’étant
généralement pas homogene, il peut étre nécessaire de considérer différentes couches gra-
nulométriques, chaque couche granulométrique ou strate de dépot ayant sa propre granu-
lométrie, caractérisée par les pourcentages de chacune des classes granulométrique. Les

travaux se rapportant a ceci concernant peuvent étre trouvés dans Rahuel [52] etc.
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1.4 Méthodes numériques

Pour résoudre numériquement les équations de base qui gouvernent le mouvement de
I’écoulement liquide du transport solide et de la variation du fond de la riviere, il existe
trois méthodes possedant des avantages différents suivant les modeles. Ces méthodes ayant

des propriétés différentes sont :
e la méthode des caractéristiques;
e les méthodes d’éléments finis ;

o les méthodes aux différences finies.

1.4.0.3 Méthode des caractéristiques

La méthode des caractéristiques est tres bien adaptée a ’analyse d’un systeme d’équa-
tions hyperboliques, et est donc beaucoup utilisée pour résoudre les équations de Saint-
Venant unidimensionnelles. Cette méthode est a la base de plusieurs modeles d’écoulement
a fond fixe. Elle consiste a calculer la solution a un instant donné en allant chercher I'in-
formation par le biais des caractéristiques le long desquelles se propage cette information.
Il s’agit d’'une méthode générale tres performante et bien adaptée au traitement des dis-
continuités (Vila [66]). Un de ses avantages, pour traiter un modele unidimensionnel est
que 'on peut déterminer ou I'on va imposer les conditions aux limites (en amont ou en

aval). Cela assure que le probleme étudié est bien posé.

Cependant, cette méthode devient rapidement complexe lorsque 1’on cherche a 'ap-

pliquer a la modélisation des rivieres a fond mobile (De Vries [18]).

1.4.0.4 Méthodes d’éléments finis

Les méthodes d’éléments finis se sont avérées particulierement intéressantes dans la
modélisation bidimensionnelle ou tridimensionnelle. Elles ont le gros avantage sur les mé-
thodes aux différences finies d’étre beaucoup plus souples d’emploi pour représenter les

frontieres a géométrie complexe.

En revanche, les résultats obtenus en modélisation unidimensionnelle des écoulements
a fond fixe ont été, jusqu’a récemment, sujets a de sérieux problemes d’oscillation pa-
rasites et de stabilité (Cooley et Moin [9]). En raison des difficultés rencontrées pour la
modélisation des rivieres a fond fixe, la méthode des éléments finis a été jusqu’a présent

peu ou pas appliquée a la modélisation des rivieres a fond mobile.
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1.4.0.5 Méthodes aux différences finies

Dans le cadre des méthodes aux différences finies, des schémas centrés ou décentrés,
implicites ou explicites, ont été mises au point aussi bien dans le domaine de I’hydrodyna-
mique que dans celui de I'aérodynamique (Yee [72]). Les méthodes aux différences finies
sont actuellement les plus utilisées pour résoudre les équations de base (par exemple, dans
le cas unidimensionnel, ce sont les équations (1.1) - (1.5)). Différentes approches ont été

tentées avec plus ou moins de succes.

Les méthodes les plus simples résolvent le systeme d’équations de facon découplée,
explicitement et sous I'hypothese simplificatrice d’'un débit liquide constant le long du
chenal. Cette approche a été utilisée dans des modeles plus connue tels HEC6 (Thomas et
Prasuhn [62]) ou IALLUVIAL (Karim et Kennedy [34]). Elle a ’avantage d’étre simple a
mettre en oeuvre mais elle nécessite I'utilisation de petits pas de temps pour que la varia-
tion du fond de la riviere reste suffisamment faible d’un pas de temps a 'autre. Comme
toutes les méthodes qui supposent un débit liquide constant par paliers, elle ne peut étre
appliquée qu’a des rivieres dont la variation du débit d’un palier a ’autre n’est pas trop

rapide.

D’autres modeles réalisent également une résolution découplée des équations liquide-
solide en considérant un débit liquide variable. C’est le cas de CHARI (Perdreau et Cunge
[51]). Dans un premier temps, les deux équations de Saint-Venant sont résolues de fagon
couplée en utilisant le schéma implicite de Preissmann. Dans une version généralisée et
pour une équation hyperbolique de la forme:

Ou , DA(u)

ot ox

=0,

les dérivées spatiales et temporelles sont discrétisées selon :

Ou _ (it = ) + (1= 0 = )
ot At

et
A 0o(ATH — AT + (1= 05)(AT,
or Ax

On obtient ainsi un schéma général du premier ordre. Le schéma de Preissmann pro-

— A7)

prement dit est obtenu pour #; = 1/2 et est du second ordre.

Dans un deuxieme temps, I’équation de continuité solide est résolue explicitement en

utilisant un schéma décentré :



1.4 Méthodes numériques 27

(n+1)At

nAt

Fig. 1.2 -

9z 2 =27

a At
ags n n
5 = s)in = (g)7

Il en résulte une formule pour szll permettant de calculer, de I’amont vers 'aval, 1’évo-

lution du lit de la riviere :

O—Aﬁ((%)?ﬂ —(g5)7).

Le schéma étant explicite, sa stabilité numérique n’est que conditionnelle.

Cette approche du probleme n’est valable que si les variations du débit liquide sont
suffisamment lentes pour que ’on puisse considérer des paliers de débit. Pour les rivieres
dont la variabilité du débit est forte (comme le cas de crues), il n’y a de transport solide

que lors des crues et celles-ci ne durent que quelques heures.

Pour modéliser le transport solide dans ces rivieres au régime tres variable, Cunge
et Perdreau [13] et Lyn [1] utilisent le systeme d’équation complet de facon couplée en
utilisant un schéma implicite de Preissmann a quatre points. Ce schéma est incondition-
nellement stable et permet de choisir des pas de temps assez grands, ce qui évite des

calculs trop cotteux.

Pour d’autres modeles, on peut citer Cunge et al. [12], dans lequel une analyse com-

parée de plusieurs modeles est présentée.
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Chapitre 11

Modele bidimensionnel de la
sédimentation

Contrairement a la modélisation en une dimension, ou 'on tient en compte de 1’évo-
lution d’une riviere dans sa globalité, la mise en oeuvre de la modélisation dans le cadre
bidimensionnel est avantageuse dans le traitement du probleme de la sédimentation local
sur un troncon de riviere, comme le réservoir, ’estuaire, la baie, la sortie d’eau, etc. Dans
ce contexte, un modele numérique développé par Zeng [73] en géométrie bidimensionnelle

sera introduit dans ce chapitre.

Apres une description breve de ce modele, nous présentons également une forme al-
ternative des équations de Saint-Venant gouvernant le systeme dynamique par un chan-
gement de variables. Nous allons montrer sous cette forme, que notre systeme possede,
sous certaines conditions, de bonnes caractéristiques importantes telles que la conserva-
tion de la masse et la conservation de ’énergie, lesquelles nous devons garder apres la

discrétisation.

2.1 Description du modele choisi

Le transport solide en eau douce fait référence a un milieu hétérogene que l'on peut
diviser en trois parties: le lit, constitué de grains compacts et considérés ici sans cohésion
les uns avec les autres, 1’écoulement de 'eau situé au-dessus de celui-ci et une couche
de grains transportés dans la partie inférieure a la couche fluide. Une telle hétérogénéité
combinée avec des échanges de matiere et d’énergie spécifique entre les trois milieux sug-

gere un modele diphasique réalisant le couplage entre les phases liquide et granulaire (ou

solide).
Comme nous allons le voir, nous disposons pour la phase liquide d’'un modele ma-

29
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thématique reposant sur les principes de conservation de la masse et de la quantité de
mouvement : le systeme de Saint-Venant, systeme communément utilisé en hydrologie et
qui a fait ses preuves. Un tel modele devra toutefois étre adapté pour tenir compte de la

concentration granulaire dans ’écoulement et de la rugosité du lit.

Le transport solide, cependant, ne présente pas les mémes caractéristiques. Les modele
disponibles reposent en partie seulement sur les principes de conservation (essentiellement
conservation de la masse), on utilise par ailleurs des lois empiriques (lois de débit solide
ou de mise en charge) englobant différents mécanismes. I.’objectif de ce chapitre est donc
de s’appuyer le plus possible sur les principes de conservation en vue de réduire cette
partie empirique et amener le modele relatif a la phase solide au niveau de description de
I’hydraulique. La phase solide sera décrite par la variable “concentration granulaire” (ou
plus précisément fraction volumique solide) moyennée sur la hauteur de la couche fluide,
symétriquement a la phase liquide décrit par les variables hauteur d’eau - vitesse du
fluide. Une telle approche permettra notamment de mettre en évidence les effets d’inertie
du transport solide et I'influence de la concentration solide de la couche de transport sur
I’écoulement.

Un modele bidimensionnel horizontal (sur le plan x —y) décrit généralement une valeur
moyenne de toutes les variables physiques de I’écoulement et des sédiments intégrées sur la
hauteur de I'eau. Il décrit également la variation du fond de la riviere au cours de I’écoule-
ment et le long de la direction transverse. Parmi le grand nombre de modeles existants, on
choisit un modele développé par Zeng, Guo et al. ([73]) qui a déja été appliqué a certains

travaux et qui s’est révélé effectif. Ce modele est un couplage des trois processus suivants:

— les équations hydrodynamiques régissant 1’écoulement fluvial ;
— le transport des sédiments en suspension dans le fleuve;

— la variation du fond de la riviere du fait d’érosion et dépot.

2.1.1 Equations de Saint-Venant

Un écoulement a surface libre est un milieu tridimensionnel délimité par une surface
rigide, le fond ou surface du lit et la surface libre séparant le liquide de 1’air. Moyennant
des conditions aux limites adaptées a ces deux types de frontieres, un systeme d’équa-
tions de Navier-Stokes tridimensionnel est tout a fait envisageable pour le calcul d’un tel
écoulement. Dans ce cas, il faut bien entendu s’attendre a des temps de calcul importants.
D’autre part, dans certaines applications, il n’est pas toujours indispensable de connnaitre

le profil de vitesse suivant la profondeur.
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Les équations aux dérivées partielles gouvernant un fluide peu profond peuvent étre
déduites d’une forme limitée des équations générales de la mécanique des fluides lorsque
la profondeur de 'eau est assez petite par rapport a la longueur d’onde d’une onde de
surface typique. L’intégration de ces équations (en utilisant I’hypothese hydrostatique) sur
la hauteur (suivant 1’axe vertical) est alors intéressante : elle supprime 1’équation de quan-
tité de mouvement suivant la direction verticale Oz, la composante de la vitesse verticale
associée a la surface libre. Le vecteur vitesse ne possede donc plus que deux composantes

horizontales dans la direction d’écoulement et de transverse caractérisant la couche fluide.

En tenant compte de la viscosité turbulente du fluide, le systeme d’équations obtenu
est le systeme de Saint-Venant bidimensionnnel, qui décrit la conversation de la masse et
la quantité de mouvement dans le fluide. Ce systeme est souvent appliqué en hydraulique
a surface libre bidimensionelle pour décrire le comportement du fluide. Les équations de

Saint-Venant s’écrivent :

du  Odu  Ou E | U |u
a—l_u@_x—l_vﬁ_y_fv__g@_x—l_klAu_CD o

@+ @+ @+f __a_Z_|_kA - C |1_L>|'U (2.1)
ot T ar T Vay TN T T, TRV T DT

oh  d(uh) 9d(vh)

8t+ Ox + dy =0,

ou:

U est le vecteur représentant le champ de vitesse de I’écoulement , u et v sont les deux

composantes de 1_;, respectivement sur la direction Ouest-Est et Sud-Nord,
h est la profondeur de la couche liquide, avec la contrainte qu’elle est toujours positive,

z est ’élévation de la surface libre de ’eau (z = h+ 7, avec Z, la hauteur de la surface

du lit fluvial ou bien la cote du fond de la riviere),
kq est le coefficient de viscosité turbulente,

Cp est le coefficient de friction,
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A est I'opérateur laplacien,
f est le parametre de Coriolis,
et g est 'accélération de la pesanteur.

La pente de I'énergie S; du modele mentionnée au chapitre 11, lequel décrit le frotte-
ment de I’écoulement engendré par la rugosité du fond de la riviere, est en fait un vecteur
en deux dimensions. On peut donc noter Sy=(Sy,;, Sy,), Sy est la pente d’énergie le
long du cours de 1’écoulement suivant ’axe des x et Sy, est la pente de 'énergie dans la
direction transverse suivant 1’axe des y . Si on estime que la rugosité est isotrope, c’est a
dire ne dépend pas de la direction, et que Cp est le coefficient de friction au fond de la

riviere, alors Sy, et Sy, sont donnés par:

(2.2)

2.1.2 Transport solide

Dans I’hypothese de transport en régime non-équilibré, c’est-a-dire, il y a le processus
de dépot-érosion dans la couche solide au fond de la riviere qui n’est pas en état d’équi-
libre, et le taux de saturation ne peut étre satisfait simultanément, la concentration des
sédiments transportés par le fluide s’écarte de la capacité de 1’écoulement a transporter
des sédiments et elle atteint seulement une valeur approximative de cette capacité.

Dans ce cas-la, en supposant par ailleurs un diametre uniforme des sédiments, et a
partir de I’équilibre des échanges de sédiments dans la couche proche du lit de la riviere,
ou bien a partir de la conservation de la masse solide, on déduit une équation qui décrit le
transport des sédiments en suspension. Celle-ci se caractérise par la variable de la concen-

tration des sédiments dans 1’écoulement :

Equation de concentration:

a(hS)
a1

+ V- (U hS) =K'V - (hVS) + aw(S* — 9), (2.3)

ol
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S est la concentration des sédiments dans 'eau, i.e. la masse des sédiments secs par

unité de volume,
k' est le coefficient de diffusion de sédiments,
w est la vitesse de dépot de sédiments,

S* est la capacité de 1’écoulement a transporter des sédiments;

Une autre équation décrit la variation de la cote du fond de la riviere en négligant

I’épaisseur de la couche des sédiments charriés décrite dans le chapitre I;

Equation de la variation de la hauteur du lit:

A

’Olﬁ = ozw(S — S*) — Tr, (24)

avec pp la densité seche des sédiments sur le lit de la riviere, T, = V - 57;, la masse des
matériaux transportés sur la surface du fond de la riviere, avec 57; = (Gbe, Gby) le taux de
transport des sédiments charriés par unité de largeur, les deux composantes de gy, et g,
correspondent aux taux de transport des sédiments charriés par unité de longueur le long

de I’axe des x et des y respectivement.

Beaucoup de modeles différents ont été développés pour modéliser le transport des sé-
diments. Les différences entre ces modeles apparaissent dans des conditions aux limites et
dans les termes de dépot et d’érosion. Dans les équations (2.3) et (2.4), le terme aw (S —S5*)
représente les processus de dépot et d’érosion, c’est-a-dire, I’échange entre les sédiments
en suspension dans le fluide et ceux a la surface du lit. Les sédiments sont enlevés de
la surface du lit par le fluide sous l'effet de la diffusion turbulente. I’agglomération des
sédiments sur le lit se fait par Ueffet de la gravité. Par ailleurs, on néglige la sédimentation
et I’érosion sur les bords latéraux, c’est-a-dire qu’on ne considere pas les échanges entre

les sédiments dans le fluide et les parois latérales.

2.1.3 Formules semi-empiriques pour le modele bidimensionnel

Comme dans le chapitre précédent, il reste a déterminer des variables inconnues afin
de compléter les équations de base données ci-dessus. Elles sont toujours fournies par des
formules semi-empiriques. Dans le cas bidimensionnel, il n’y a pas beaucoup de résultats

de recherche pour déterminer ces variables hydrauliques, la plupart des formules actuelles
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étant développées a partir des formules unidimensionnelles en deux dimensions.

Ici, 1l faut déterminer la capacité du fluide a transporter des sédiments 5™ et le taux
de transport des sédiments charriés par unité de longueur (gsz, gy ). Les formules que nous

allons donner ci-dessous sont aussi choisies les mémes que Zeng et al. ([74]).

2.1.3.1 La capacité de transport en suspension

On rappelle d’abord la définition de la capacité de I’écoulement a transporter des sédi-
ments qui est déja donnée dans la section 1.3.2.2, qui est le débit maximum de matériaux

transportés vers 1’aval.

On applique ici la formule (1.8) au cas bidimensionnel

— 3m
| u |

ol

|w"| = Vu? + v? désigne la vitesse du fluide, avec u et v les composantes de la vitesse

dans la direction d’écoulement et transverse;
m et K sont des constantes empiriques.

2.1.3.2 Le taux de transport de charriage par unité de largeur

En supposant une granulométrie uniforme, c’est a dire, un diametre uniforme des sé-
diments (on choisit un diametre moyen), le taux de transport des sédiments par unité
de largeur est aussi une représentation de la capacité de ’écoulement a transporter des
sédiments charriés. Il existe peu de résultats de recherche sur le taux de transport de
charriage dans la direction transverse. On a supposé dans cette formule les transport des

matériaux possédant des capacités équivalentes suivant deux directions horizontales.

Ve

. T(1— —)|u | hede i, if v, < ||,
g = | u | . (2.6)
0, if v.>|ul,

ou v, est une constante empirique représentant la vitesse minimum pour que les sédiments

commencent a étre transportés par le fluide de la surface du fond de la riviere, et ou les
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autres parametres a, K, I', v., m,n, p, g sont tous des constantes empiriques.

Faute de résultats de recherche concernant 1’étude du taux de transport de charriage
dans la direction transverse, on suppose implicitement qu’il existe des capacités équiva-

lentes pour le transport des matériaux le long des deux directions horizontales.

2.2 Conditions aux limites

Conditions aux bords:

On considere un domaine €2 dont la frontiere est composée de trois parties : 92, 35, 093,
qui représentent respectivement le bord du flux entrant, les parois solides latérales et la

sortie du fluide :

%
o
2

_

083

o

L

0y
Fic. I1.1 — La composition du domaine .

On suppose que la riviere s’écoule d’Ouest en Est avec des bords latéraux au Nord et

. , - = =
au Sud. On donne a 'entrée (en amont) un flux u - n, u - [, et une hauteur de 'eau h
et une concentration des sédiments S qui est prise comme une source des sédiments en

— . . . , , . - . .
amont. n est la direction normale orientée vers l'extérieur et [ la direction tangente.
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- =
u-n=u <0,

-

u - lZO,h:hl, (27)
S:Sh

Zb:Zbl'

En vue d’une modélisation sur un domaine plus réel, on donne a la sortie (en aval de
la riviere) une condition de type frontiere ouverte couramment utilisée pour traiter des
problemes en océanographie. Dans ce cas, la conservation de la masse totale des sédiments
servant a déterminer la condition de la concentration de sédiments contenus a la frontiere
est difficile a obtenir. Pour simplifier le probleme, le domaine du modele ne prend pas
en compte le cas de l'estuaire, ou il y a peut étre de flux entrant sur la frontiere ouverte
comme la marée.

Les conditions sur ce bord sont données par:

=~

Q

oh 8s 87,
=0 =0, =0
an n n (2.8)

2
I
=
|

Q

Sur les parois latérales, les conditions aux bords générales sont données par:

617 — as
(Aa—g+ﬂﬂ‘)- [=0 et =i = n(S - S+ M, (2.9)

ou u,k sont deux coefficients non négatifs, KS™ et M sont les taux d’absorption des
sédiments et d’écroulement de parois respectivement. S—5** > 0 indique que les sédiments
sont transportés par I’écoulement et déposés aux parois, tandis que S — S** < 0 signifie

le cas du processus au contraire. En raison de la simplification, on prend au cas présent
u=r=M=0,

ce qui veut dire que l'on ne considere pas d’échanges de sédiments entre le fluide et les
parois, et commeil n’y a pas de déformation des parois verticales, on choisit une condition

de glissement sans frottement :

S5 o oh oS o7,
u - n=70, — =0, — =0, — = 0. 2.10
on on on (2.10)

Condition initiale:
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Au temps initial, on donne des valeurs, sur tout le domaine, de la vitesse de 1’écoule-
ment 1_;, de I’élévation de la surface de 'eau z, de la concentration de sédiment S et de la
hauteur du lit 73 .

U (t=0)=ug,  h(t=0)=ho,
(2.11)
S(t=0) =295, Zn(t =0) = Zo.

Ainsi, on est ramené a un systeme des équations non linéaire avec conditions ini-
tiales et conditions aux limites. Il reste a prouver mathématiquement que le probleme est
bien posé (existence, unicité, stabilité). Dans le chapitre suivant, nous nous attacherons

exclusivement aux solutions données au cas numérique.

2.3 L’énergie totale

Nous voulons maintenant étudier I’énergie totale de notre systeme de la sédimentation,
en prenant en compte les processus de dépot et d’érosion dans la couche solide au fond de
la riviere conséquence du transport de sédiments, on va considérer la partie de I’énergie liée
a ces processus. Si le fluide considéré est un mélange d’eau et de sédiments en suspension,
si po est la densité constante de ’eau douce, et si .S est la concentration de sédiments dans

le fluide, alors la densité du fluide p s’écrit :
p=po(l+5).

En fait, on peut écrire les équations (2.1) - (2.4) sous la forme d’un couplage des

équations vectorielles suivantes :

— 5
%+W(v-rﬁ)+f(z?xv—>):—gvz+k1Aw—cD|“h|” : (2.12)

h
on + V- (v"h) =0, (2.13)

ot

d(hS
(at ) + V- (0hS) = 'V - (hVS) + aw(S5* — ), (2.14)
07
prt = awl(S = 57) =V -, (2.15)
ot v7 = (u,v) est le vecteur du champ de vitesse, = (0,0,1) désigne le vecteur unité
. . 2 . 2 .
suivant la coordonnée verticale, V(-) = (%, %y)) et A(+) = 68—352) + %—;2)
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En multipliant les équations (2.13) et (2.14) par po, I’équation concernant la variation

de la masse du fluide est donnée par leur combinaison :

2 4 V- (Vph) = K'YV - (hVp) + aw(po(S* +1) — p). (2.16)

On peut toujours supposer que z > 0 et 22 > Z7Z, qui assure que 1’énergie potentielle
du fluide 1gp(z? — Z}) et Dénergie cinétique thp|v”|? sont positives. L’énergie totale du
systeme de la sédimentation est la somme de 1’énergie cinétique et de I’énergie potentielle.

On s’intéresse donc a étudier I'expression de ’énergie totale du systeme:
9 7', py
— h (22 = 7)) dA.
PN //Q (P’ 5 T3 (2 b)
e

En multipliant I’équation (2.12) par phv” et I"équation (2.16) par |T, la somme de

ces deux équations nous donne:

157 |* dph o’
-~ ho? ——
2 o P

1
= —§phv_> N(|T)?) = fphT - Eox o — pghv’ - Vz

—12

R ph T AT — Cppl TP — L (ph)
v, .

+5 - (K'V - (AVp) + aw(po(S™ + 1) = p))

i

— V- (ph
V- (ph—

') — pghv’ - Vz

+kiphv? AT — Cpp|o7]?

v

+ﬂ(k'v-(w 4 1) —
5 p) + aw(po(S™+1) — p)),
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d’autre part, grace a la relation z = h + 7 :

9 .pg
#-z) = Dz
z + Zy (ph) N pgha_h N haZb

2 ol 9 ot P e

9 pg
ot 2

mais, due a I’équation (2.16), on obtient

24 Zy d(ph) d(ph) gh Oh  gh* dp
T o T T PR 2o

= g2(=V - (phT") + K'V - (hVp) + aw(po(S* + 1) — p))

pgh Ok gh*® dp

2 Ot 2 Ot

Pour conclure, ’énergie totale du systeme hydraulique devient :

0 T pg, .
a//ﬂ[ph 5 —I-?(Z —z;) | dQ

s
= // -V phWT — pghv'NVz — 2V (pghv?)
Q

+ ﬂ_|_ ! * _
g9z | (K'V(hVp) + aw(pe(S™ + 1) — p))

2

aZy,  gh*dp 43

oM
= //Q [( 5 + gz) (K'V(RhVp) + aw(po(S™ + 1) —p)))

gh? dp 07

+ kypho? AT? — pgh

——— 4 pgh—— + klphv_>Av_> — C’Dph|v_>|3 + By + Bg} df).

2 0t at

g ou

(2.17)

(2.18)



40 Modéle bidimensionnel de la sédimentation

Apres l'intégration des termes By et By sur €2, on obtient 'intégration sur les bords

qui dépend des conditions aux bords choisies.

—2
//(Bl + B;)dQ) = / (,Ohu + pghz)v” - w'dl,
Q 290 2
dont 7" est la direction normale extérieure.

[’équation d’énergie (2.17) est assez compliquée, et I'interprétation physique de chaque
terme n’est pas simple. L’étude concernant la simplification de cette formule nécessite
I’introduction de certaines hypotheses afin de déduire des résultats intéressants. En négli-
geant, par défaut, le terme de viscosité turbulente (le laplacien) et du frottement ou de
la force d’extérieur, on considere seulement 1’équation s’agissant le dynamique du fluide
qui correspond essentiellement aux processus rapides ou 1’on ne prend pas en compte la
variation de la concentration de sédiments donc de la densité du fluide et du lit de la

riviere au cours du temps:

07,
7
ot ’
Iexpression d’énergie (2.17) devient
32 —52
9 ,oh|v | + %(22 —22) | dQ = / (,ohu + pghz)v” - wrdl, (2.19)
at | Ja 2 2 50 2
ce qui, si I’on considere un domaine fermé, implique la propriété de la conservation de
I’énergie :
d 77", pg
— h (2 —2)| dQ = 0. 2.20
5 [ |+ e = (220)

2.4 Changement de la forme du modele

En pratique, il est important que les équations discrétisées gardent les propriétés des
équations continues, notamment, les propriétés de conservation de masse et de quantité
de mouvement. Avant de discrétiser les équations envisagées, nous allons d’abord changer

la forme de nos équations en introduisant un changement de variables.

2.4.1 Transformation des variables pour les équations de Saint-
Venant

Pour étudier les propriétés des équations de Saint-Venant, comme dans Zeng et al.

[73], on introduit d’abord un changement de variable suivant en posant :
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= \gh = \/9(z — Zy) = /b — g7,
U = ud, (2.21)
V =0vd.

Pour les équations de Saint-Venant, on ne considere pas le processus de dépot ou
d’érosion au fond de la riviere, c’est a dire que I'on ne prend pas en compte la variation
du lit fluvial au cours du temps:

07
o

Donc, les équations (2.1) s’expriment avec ces variables de la maniere suivante :

o "\ " 2ae "3y

oU oulU U odu ovU U dv
Jy 2 dy

0P U U
:fv_q)a—;[j—l—qu)A <6>—Q2CD U2—|—V2q)3,

5A% <8uV V@u) ((%V V@v) (2.92)
2 dy

2 "\ or 202

V

0
V 2 2 2
(I)> g CpvU2+V PER

=—fU— (I)—+k1q)A<

do OUP) I(V)
8t+ Ox + Jy

On montre alors que les équations ci-dessus avec le changement de variable peuvent

=0.

étre écrites sous forme vectorielle, en posant

V= U, V), v = (u,v),

nous allons montrer la proposition suivante:

Proposition 1
oV’ — 1 — A
i (V-V)+§(V vV + f(k xV):—@ng—l—kﬁI)A(a) F', (2.23)
d¢ —
— + V- (V") =0, (2.24)
ot
b
Vv U V
avee F = g2C'D| q)|3 = (¢*CpVU? + ‘/2(1)3,92017\/(]2 + VQq)S)
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A partir de I"équation (2.13), on obtient I’équation (2.24) par la multiplication du
coefficient g, et pour la preuve de (2.23), nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1

A PR e vl s SR R St v (2.25)

Démonstration

Pour un vecteur v’ = (u,v), on note les deux composantes par
-7 — 77 —
(v =u,  [v7]y =,

alors on écrit (2.25) composante par composante, c.-a-d. :

V(Y- o)), — _W%—? :[W(V-V)]ﬁ[%(v-mﬁ]m (2.26)
A P LA B o W 1 o PR L)

Y

mais comme la démonstration est identique, on ne prouve que la premiere composante

(2.26).

Sous I'hypothese de la variation nulle de la cote du fond de la riviere, on obtient de
(2.21) que

op . 0P

— =20— 2.2
ot ot’ (2.28)
et grace a (2.24), on a
0P 1 0¢ 1 —
o= = _pr. —2° — 7.__
[U 8tL BT YT v g v (@Y

w AOU) (V)
ﬁ( oz i dy )

u oU 0P oV 0P
= 5505 TUG +O5, V)
vl wUO0® woV uVood

29z T200: T20y T 200y
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par suite de I'équation (2.21), il vient:
uboe E(a_U _ 8_“)
20 0xr 2 Oz dx
1, oU du
= 3l V5
de méme, on a
uVod 1/ oV Jdv
oy e ) 22
d’ou
0P ou oV 1 Jdu  OJv
_ o= = TS I e
{” 8t} “(ax + ay> 2U<ax+ay>' (2:30)
De plus, grace a
oo - 779, 0| gy (Ou, O
[V(V v)]x_[v(ﬁx—l_@y)]x_U(@x—l—@y , (2.31)
donc
—>‘_>__>8_<I)__8_U @_V_@_u_@ 9239
VAV -7)]. {v ol u@x—l_u@ —I—QUax—I—QUay. (2.32)
Si on considere le terme de droite de (2.26), on voit que:
o TV _, oU 8\/ B a_U a_V
! 1 L ou 0 ou D
A v vl B e ge g2t
{Q(V ’ )VL [2(81: 8y>v N (U@;L' +U@y)’
on obtient donc 1’égalité voulue.
|

Pour démontrer I'équation (2.23), nous multiplions I’équation (2.12) par ®, qui donne

%
q)a@—t + \7>(V ST+ f(l{:_> X ‘7>) = —OVo+ ki PA(
et grace a
%
W07 _ o
ot ot at

et a 'application du lemme 1, nous obtenons I’équation (2.23).

) —

e\ﬂ

(2.33)

(2.34)

A Taide de ces équations sous forme vectorielle obtenues par le changement de variable,

nous regarderons maintenant les propriétés de conservation du systeme de Saint-Venant.
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2.4.2 Propriétés de conservation des équations de Saint-Venant
2.4.2.1 Conservation de la masse

Si on integre I’équation (2.24) sur un domaine 2, en supposant implicitement sur ce

domaine une vitesse non nulle et une hauteur de la couche liquide positive, on obtient :

%//ngdﬂ = //QV-(CI)V)dQ

= f oV - wt)dl,
o0

ou fﬁaﬂ désigne 'intégration sur 9N la frontiere du domaine 2, 7 étant la normale unitaire
extérieure a ). Puisque ¢ = gz désigne le géopotentiel, on voit de cette expression que
la variation de la masse totale du fluide dans la couche liquide est égale a I'intégrale du
débit du fluide sur les bords, en conséquence, si le domaine ) est supposé fermé, comme

v’ - 7n’ =0 sur S, on obtient I’équation de conservation de la masse du fluide :

// ¢df) = constante. (2.35)
Q

2.4.2.2 Conservation de ’énergie

Pour examiner la propriété essentielle des équations (2.22), on néglige, par défaut, le
terme de viscosité turbulente (le laplacien) et du frottement ou de la force d’extérieur.

On s’intéresse donc a étudier la variation d’énergie totale du volume du fluide:

0 1
5 //Q 5 [ph|T?)* + pg(2* — Z7)] dzdy. (2.36)

En appliquant le changement de variable (2.21), 'expression de 1’énergie totale est

ramenée a étudier I'expression équivalente suivante en négligeant la déformation au fond :

%// %(U2 +Vit ¢2)d;r;dy. (2.37)
Q p

En fait, multiplions I’équation (2.23) par ‘7>, et I’équation (2.24) par ¢, la somme des

intégrations de ces deux termes dans le domaine {2 donne:
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~—~

%//Q%(UQ—I—VQ—I-qbQ)dxdy _ //Q [—7- PV ) - V(7))

V)=V - (V) — 6V - (@7)} dzdy.

Pour examiner cette expression, on prouve d’abord une relation suivante:

Lemme 2
— —» J R —» V2
V-(W(V-V))+§V-((V-W)V):V-( 5 7). (2.38)
Démonstration

Considérons tout d’abord le coté gauche de ’égalité (2.38), on a

V.-V = V(v
1
= —_>'V|‘7>|2,
2
et
1 1
57 (VT = 5|7|2\7 e (2.39)

Regardons la somme de ces deux égalités, on en déduit donc le lemme.

En plus, f étant constante, il est évident que le terme V. f(k_> X ‘7) est nul et que

V' (OVG) + ¢V - (0V) = V - (607,

Par conséquent, ’on obtient ’expression de I’énergie du systeme de Saint-Venant :

VP

5 [0 eviasan = - [[9-@ov) 4 v e

- —f( 2' T 4 ¢V - 7, (2.40)
a0
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ce qui, si I’on considere un domaine fermé, implique la propriété de la conservation de
I’énergie. Avec cette expression, on peut considérer le probleme dans 'espace de L?(),
on obtient

d
U1+ IVIE+14l%) = o,

a partir de laquelle, on déduit 'unicité de la solution du probleme (2.22) avec conditions

initiales.

Puisque la stabilité du calcul est liée étroitement a la propriété de conservation d’éner-
gie, 1l est important de conserver cette propriété de conservation lorsque l'on veut dis-
crétiser les équations (2.22) selon un certain schéma aux différences finies. Nous allons

I’envisager dans le chapitre suivant.

2.5 Conclusion

Nous avons donné les équations générales du transport des sédiments pour effectuer la
fermeture des systemes, nous avons également introduit les formules empiriques en préci-
sant la concentration en fonction des parametres caractéristiques de I’écoulement et des
matériaux.

L’introduction d’un changement de variable nous permettent d’étudier les propriétés
de conservation de la masse et de 1’énergie de I’équation gouvernant 1’écoulement dans un
cadre d’espace de L2, puis dans le prochain chapitre, les équations discretes adaptées a

certain maillage de discrétisation, lesquelles garderont les mémes propriétés.



Chapitre 111

Discrétisation du modele

Dans ce chapitre, nous présentons des schémas numériques qui permettent le calcul
d’une solution approchée. On se concentre sur ’analyse numérique de la stabilité du
schéma aux différences finies choisi pour le modele dans le chapitre précédent, en pre-
nant en compte la mise au point de la résolution numérique du transport des matériaux
convectés dans I’écoulement. Apres avoir établi un théoreme de stabilité du schéma a pas
fractionnaires avec une forme générale caractérisée par un parametre, on introduit un
algorithme de simulation de type “time-splitting” permettant d’un économie de cott de
calcul a long terme. On montre également la conservation de I’énergie des équations aux
différences de Saint-Venant discrétisées en espace par le maillage de type ARAKAWA. En
application, on montre des résultats numériques mis en oeuvre dans le cas de la modéli-

sation de la formation d’un delta dans une riviere.

3.1 Meéthodes numériques pour résoudre I’équation
d’évolution

La solution des équations non-linéaires ou quasi-linéaires souvent utilisées dans le
domaine de mécanique du fluide et de la prévision du temps ne peut étre approchée qu’a
I’aide des méthodes numériques. Pour cela, 1’étude préalable concernant le bon choix du
schéma, surtout sa stabilité de calcul, doit étre réalisée avant la mise en pratique de la
méthode numérique. Un schéma non stable est sensible a I’erreur d’arrondi propageant
dans le calcul numérique et peut provoquer une explosion de la solution numérique qui
differe considérablement de celle du probleme différentiel. On s’intéresse aux méthodes de

type différences finies pour la résolution des équations utilisées en hydrologie.

47
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3.1.1 Notations

Nous prenons les équations quasi-linéaires dans un cadre plus général en tenant en
compte des problemes d’évolution, il s’agit de trouver une fonction ou une famille de
fonctions X (z,t) vérifiant :

0X
W—I—F-X:Q, dans Q x [0,T],
(3.1)

X(t=0)=X° dans 0,

ou X = X(z,t),z € Q, t € [0,T], est la variable d’état, k dénote la dimension d’espace,

F = F(t,z, X) est un opérateur non-linéaire dépendant de la solution X. La solution du

probleme peut étre de plus demandée de vérifier des certaines conditions sur le bord 9f).
Par exemple, pour les équations de Saint-Venant sans terme de diffusion,

ou ou ou 0¢

a—l—ua—w—l—va—y—l—%—fv:(),

Ov Ov ov 0

d¢ | d(ug)  I(ve) _
E+ oz i dy =0

on décrit la variable X et 'opérateur F de la maniere suivante:

U
X=| v (3.3)
¢
et
o 9 P
0y a_f P aa:
9 9 9.9
9z p) Yoz T Yoy

Soient ¥V, H deux espaces de Hilbert avec V C H (par exemple H = L*(Q)), V est
dense dans H. Si V' désigne le dual de V, on a, en identifiant H & son espace dual:
YV CH C V' Siun opérateur A défini par:

AH =V, (3.5)
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on dit que A est positif s’il vérifie
(AY,Y) > 0, vY e V.

La norme de 'opérateur A est définie par

AY, AY)
./4 2 — ( ?
A= s vy

Pour résoudre numériquement les équations (3.1) avec une méthode de différences
finies, on les discrétise d’abord en espace. Supposons que le domaine d’espace ) ouvert
dans R?, et choisissons les pas d’espace §z et dy, ainsi, le domaine est discrétisé par un
maillage rectangulaire. On note M le nombre des unités de maillage. Si le domaine est
irrégulier, la frontiere sera approchée par une interpolation réalisée sur les points de grille

les plus proches. Pour deux fonctions définies sur 2, on munit du produit scalaire suivant :
M
(X,Y) =) XYiAy,,

ot Ayr = dxdy désignant la mesure de chaque unité du maillage. La L?*-norme de X est

donnée par || X|| = (X, X)'/2,

3.1.2 Résultat de stabilité

Pour éviter les abus des indices, dans ’étude suivante, on considere I’équation déja
discrétisée en espace, on obtient un systeme d’équation différentielle ordinaire qui s’écrit

de la forme suivante:

X
a__|_F.X:G, danstX[O,T],

ot (3.6)
X(t=0)= X dans .

ou F' et G sont 'opérateur aux différences correspondant a F et G dans I’équation (3.1).

Soit N un entier, on divise I'intervalle du temps [0, T] en N parties, soit 7 = % le
pas de temps, donc ¢, = n7, n = 0, ..., N, sont les instants discrets. On s’intéresse aux
schémas numériquement stables et possédant une plus grande précision d’approximation,
car il y a naturellement beaucoup d’autres schémas qui ont été proposés. Dans Zeng[75],
on a utilisé un schéma aux différences finies selon ’espace, avec une discrétisation en
temps dépendant d’un parametre. Soit 0 < 8 < 1, il s’agit de trouver une solution X" de

I’équation discrétisée en temps suivante :
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Xn—l—l o Xn
T F(n+1,n) . [0Xn+1 + (1 . H)Xn] — G(n+1,n)’

- (3.7)
Xn|n=0 = X07

ot X” dénote I'approximation de I’état au temps ¢*, F("+1%) désigne I'approximation de
'opérateur F. Grace a la dépendance de F de la variable X, F("+t1%) dépend une combi-
naison linéaire des variables discrétisées X™ et X"*1, Grtln) — gantl 4 (1 —-6)G™.

En fait, on constate que le schéma (3.7) possede une forme plus générale que des sché-
mas couramment utilisés. Dans cette partie, on va établir les conditions de stabilité en ce
qui concerne le schéma (3.7).

Pour étudier la stabilité du schéma (3.7), on définit le sens de stabilité comme suit :

Définition 1 (1) On dil que un schéma est stable, si quelque soit h et 0 <n < N, avec

T(= N7) fizé, lorsque T est suffisamment petit, il existe une constante C indépendante
de 7, h et X} telle que la solution numérique vérifiant

X< 1+ O(n)]|X | + 7| GUHD.

(2) Un schéma sera absolument stable s’il est stable pour un choiz arbitraire de 7 > 0 el
h > 0. Autrement, s’il y a quelque condition a satisfaire entre T et h afin que le schéma
soit stable, on dit que le schéma est conditionnellement stable.

Théoréme 1 (1)Soil § € [0,1], pourvu que F = FU) est un opérateur positif,
c’est-a-dire, (FY,Y) >0, alors:

1
(1) Si 3 <0 <1, le schéma (3.7) est absolument stable.
(2) Si 0 =0, le schéma est stable si de plus F' satisfait la condition suivante :

11+ ||FH27'2 —2mmy| <14 O(7), (3.8)
ol 2
_(FY,Y)
~qnf D)
T e Y
Preuve:

On décrit le principe de la démonstration du théoreme comme ci-dessous:
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(1) Si £ <6 <1, posons
X' =ox™ 4 (1-0)X",
son produit scalaire avec I’équation (3.7) donne
(X7, X = X™) = —r(FX', X))+ 7(G, X,

on a aussi

01X |* — (1 = )| X" + (1 — 20) (X", X™)
= —r(FX",X") 4+ 7(G,X"),
car F' est positif et
= 0 al n n
(G, X)) < |G @I XFH + (1 = )] X",
on en déduit que
n 2 n n n Val n n
DX = (1= 0) X7 < (20— 1)(X™1, X™) 4 o[ OI X" + (1 — )| X",

Grace a % <80 <1, et au fait que

n n n 2 n
(LX) < SOX+ X701,

DO | —

on a
n 2 ral n Val n Val n ral
X" = 200) G X+ (RO GID? < X7+ 200 GIIX )+ (r0)| G112,
c’est-a-dire que
X" < X+ G
dont on peut stirement déduire la condition de la stabilité d’apres la définition 1.

Si # = 0, on prend en général F"* = F(X"), I"équation (3.7) revient au schéma expli-

cite:

Xn—l—l - Xn

T

L EmXT = G,

donc

Xt = (I —7F")X" +1G",

mais

(1= PFP) X = X 4 2 X 2, X,
d’apres (3.8) et || F"X|| < ||F™]|]| X]|, on a

(7 = 7F™)X"* < (14 72 F7)| = 2rm?) [ X7* < (14 O(n))IX"".
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Quand 7 est suffisamment petit, on obtient
14+ 0(r) =14 0O(7),

dont on déduit
[ X" < [T+ OIX"| + 7IG",

ce qui revient a la stabilité quand 6 = 0.

1
Corollaire: Si G = 0 et (FX,X) = 0, lorsque § = 27 le schéma (3.7) conserve
I’énergie du systeme au sens de

X7 =X

3.1.3 Résultat de convergence

Quand les indices de discrétisation h, 7 tendent vers zéro, on veut savoir si la solution
numérique obtenue par I'intégration des équations de différences (3.7) tend vers la solution

des équations continues (3.1). Si 'on pose un probleme sous la forme suivante:
LhTXhT — th7

ot I'opérateur L' et les fonctions X7 et f* sont discrétisés en temps et en espace.
Filippov ([25]) a défini la stabilité comme étant pour I'opérateur (L"")~1 d’étre borné

uniformément, c’est-a-dire le fait qu’il existe une constante uniforme C' tel que
Iz )= < C.

et 1l a prouvé que, dans le cas linéaire, la consistance et la stabilité impliquent la conver-
gence de la solution de I’équation aux différences finies vers celle de I’équation différen-
tielle. Pour un probleme d’évolution bien posé, Lax a proposé un systeme de définitions
de consistance et de stabilité avec lesquelles la stabilité est déduite simultanément avec la
convergence quand la consistance est établie, ceci est connu comme le théoreme de Lax
(cf. Richtmyer et Morton [53]).

Maintenant, on veut étudier I’approximation du schéma (3.7) lorsque 6 = %, on réécrit

ici le schéma pour ’équation homogene ci-dessous :

ntl n n+1 n
XX 4 pltin) <¥> = 0. (3.9)
T

A propos, on donne une proposition suivante :
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Proposition 2 Le schéma

Xn+1 - Xn Xn+1 Xn Xn+1 Xn
P ) =0
T 2 2

a une approximation d’ordre 2 par rapport au temps.

Démonstration
D’abord, on définit HX par:
0X
HXEE%—F(X)-X, (3.10)
et son approximation H?, dont X" signifie la projection de la solution exacte de (3.1) sur

le maillage discrétisé au temps ¢,,, par:

Xn+1 - Xn Xn+1 _I_ Xn Xn+1 _I_ Xn
H'X" = —— 4+ F : : 3.11
T — e () (3.11)
On définit une norme || - ||, qui estime "approximation de la discrétisation :
(XY = H2 X7, = [H2 X", = ma |2 X7, (3.1
ou || - || désigne la norme sur le maillage défini (pour ¢t = t,).
Si on suppose que X, étant la solution de I’équation
HX =0, ie. Xy = —F(X)- X, (3.13)
est d’ordre 3, noté X; = 38—)5, on écrit le développement de Taylor:
-2
Xn+1 = X" + T(Xt)n + 5(Xtt)n + .- 5 (314)
on a
Xu = g (F(X)-X)
Y ’
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avec lequel, 'application de (3.14) sur les variables discretes implique que
2 /ToF]"
Xn+1 — X" _ ™. X" + % <|:8_X:| Fr.xn + (Fn)2> X" —|—O(T3),

ou F™ = F(X") désigne la valeur d’approximation de F' en prenant les coefficients X au

temps i,.

Donc on peut mesurer la norme de la différence entre ’opérateur continu et discret de

fagon que:
|H2X™ = (HX) o, (= | HP X", car (3.13))

nyYyn T aFn n n n\2 n
= II’%SXH—FX +§<[8—X] " X +(F)>-X

Xn+1—|—Xn n T nvn 7—2 aF " n n ny\2 n 3
rrC e - T T ([ ] s ) o6
Xn+1 Xn
= H%axHF(%)-X”—F”-X”
- aF n . . o Xn+1 _I_Xn . . )
2 ([55] o r ESES ) o ey

De plus, si I'on suppose aussi que 'opérateur F' est suffisamment régulier par rapport

au temps et a X, on peut obtenir

Xn+1 Xn
P(E——"2) = PO = ZF"X" 4 0(r),
— n Z 8_F ! nyn 2
= F(X7) z{ax] F"X" 4+ 0(2),

en appliquant ceci a (3.15) on en déduit que
[H7X" = (HX)"||c, = O().

ce qui démontre la proposition. [ |

3.2 Schémas a pas fractionnaires

Supposons que dans la section précédente, 'opérateur différentiel F admet une sorte

de décomposition “naturelle” :

F(X) =) Fi(X), (3.16)
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et il est raisonnable de se demander si I’on peut tenir compte de cette décomposition pour

fractionner les calculs.

Une méthode est fournie pour le schéma suivant : supposant X" "approximation dis-
crete de la variable X au temps nAt est connue, ou At le pas de temps discret, soit

0 <8 <1,réel, 1 <1 < m, entier, posons

i—1
’

X xR 4 (1 - )X

on détermine X"*! I"approximation au pas de temps suivant en m étapes, par:

Xrtm — X" T
v + Fl(nH’n)-X +m =0, 1=1,
Xmtm — X —
Xn+1 - Xn+mT_l
At + FUHIX 20, =m,

ou Fi(n+1’n) représente "approximation discrete de 'opérateur F;.

Cette méthode a été introduite par Yanenko [70], Marchuk [42], Samarskii [56] etc.
[’application de cette méthode, en particulier a des problemes de météorologie, est pré-
sentée dans Marchuk [44]. 1l s’agit de variantes des méthodes des directions alternées,

pour lesquelles on peut consulter Douglas et Rachford [22] et Douglas et Gunn [21].

3.2.1 Résultat de la convergence au cas linéaire

Dans les travaux de Temam [59] , la stabilité et la convergence des méthodes a pas

fractionnaires ont été étudiées pour deux type d’approximations.

3.2.1.1 Approximation semi-discrete.

Supposons F dans I’équation (3.1) est un opérateur linéaire qui ne dépend pas de temps
ni de X et admet une décomposition comme (3.16), X" connue, X" étant ’approximation
au temps nAt, Uintervalle [0, T'] est divisé en N intervalles de longueur At¢, At est destiné
a tendre vers 0, donc on va définir X™*! de la facon suivante:

On considere d’abord 1’équation en prenant X” comme la condition initiale
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§Xn+#(t)+f1 X =0, nAl<t< (n+1)AL
t (3.18)

X"t m(nAt) = X",

Ce probleme admet une solution unique dans (nAt, (n+1)At) ; on définit ensuite Xt
pour ¢ > nAt comme étant la solution des équations suivantes avec X”"‘#((n + 1)At)

comme condition initiale:

d 2 2
— X" (t) + Fp- X =0, nAt <t < (n+1)At,
dt (3.19)

X (nAt) = X T ((n 4 1)At).

~ o , . KR .
e la méme maniere, on dédui m b <icm—1 par des processus successifs, on ob-
De l , déduit { X7t d fs, b
tient

d m m
%X”"'E(t)—l—fm-)(”‘FE =0, nAt <t < (n+1)At,
(3.20)

X"HE (L) = X5 (4 1)A0)
et on prend finalement
XM= X7 ((n 4 1)At).

Il a été montré (cf. Temam [59]) que la convergence, lorsque At — 0, de la fonction
X" dans l'intervalle (nAt, (n + 1)At), vers la solution X du probleme initial, a bien lieu.

3.2.1.2 Approximation discrete
Les principes sont les méme que précédemment mais les équations aux dérivées par-

tielles sont remplacées par des équation aux différences finies.

Un point doit étre bien noté, c’est la maniere de bien choisir la forme discrete des
opérateurs F; décomposés de F pour assurer la positivité de chaque F,. Dans le cas
quasi-linéaire ou non-linéaire, les opérateurs de différences de F; dépendent du temps et

de la forme discrete de la variables X.

3.2.2 Etude de la stabilité des schémas (3.17)

Dans cette partie, on revient au schéma (3.17), on veut étudier la convergence et la

condition de la stabilité du schéma pour I'approximation discrete. Si ’on suppose que,
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pour 1 <1 < m, lopérateur est positif au sens dans la section 3.1, on constate que la
1-eme équation :

i—1

Xt — X -
. PR — g, (3.21)
avec ‘ ,
7?:0X”+#-|-(1—9)Xn+%, pour 0 <0 <1,

possede la méme forme que I’équation (3.7).
De la méme maniere, on établie un théoreme de stabilité analogue et en méme temps

la convergence du schéma (3.17):

Théoreme 2 Si ['on suppose pour chaque 1, les opérateurs Fi(nH’n) sont positifs, et si
% <0 <1, le schéma (3.17) est stable au sens:

|\X”+# < O X7, C' élant une constante indépendante de T, h; (3.22)

St % < 0 <1, il est convergent au sens suivant :
lorsque At — 0, X"*w — X dans L*(0,T; H) faible,

ou X est la solution du probleme initial.

Démonstration

En utilisant la méme méthode que pour démontrer le théoreme 1, on peut obtenir
facilement la stabilité du schéma au sens de (3.22), car on peut déduire la relation suivante
de I’équation (3.21):

i—1

<X <X, 1<i<m. (3.23)

X

On va démontrer la convergence.

En multipliant 1’équation (3.21) par

i—1

X! =X 4 (1 - )X+,

on en déduit que

OIIX™ 5| = (1 0)| X"+ 5| = (20 — )X+, X5 = —AWFTIRT YD),

Du fait que % <OH<1et Fl-(n—l_l’n) est positif, en utilisant la relation

1
(a;a =) = S(llall* = 161" + lla = &%),
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on a
i—1 i—1

2 1 " 2 1 et N 2
—SIXT 4+ (0 - )X - X <,

1o
x|

i—1,,2

m ) < CAL

N
i i—1 2 1 i
SOIXTE - XE AL < o SO X

20 — 1 <

1 n=0 2N

m

k3

dont C' dépend de || X°|.
Par conséquent, lorsque At — 0,

X' — XS 50 dans L2(0,T; H).

Par extraction éventuellement de sous suite, on déduit alors de (3.22) que X+
converge vers la méme limite quel que soit 7, d’ou le théoreme.
|

3.3 Meéthode de prédiction-correction

La méthode prédicteur-correcteur peut étre considérée comme une des multiples formes
de la méthode a pas fractionnaires, bien qu’elle ait été appliquée antérieurement et in-
dépendamment a des problemes divers. Elle peut étre appliquée pour la construction de
schéma a corrections d’approximation, et dans le cas des équations non-linéaires, elle
peut étre aussi utilisée pour la construction de schémas conservatifs. L’utilisation d’un
prédicteur pour les équations non-linéaires a été proposée récemment dans les travaux de
Douglas [20], S.K. Godonnov et K. A. Semendjaev [28], et Marchuk [43], N. N. Yanenko
[69].

Le schéma prédicteur-correcteur, excepté la variant du choix de la forme, est principa-
lement composé de deux parties, le prédicateur et le correcteur. On propose ici un schéma

prédicteur-correcteur pour résoudre les équations (3.1) que 1'on traite comme suit :

Xn—}—% o Xn
7 F(X™)X™ =0, (3.24)
Xn+1 - Xn L Xn+1 Xn
-4 F(X”+5)+ = 0. (3.25)
T

L’équation (3.24) constitue le prédicateur donnant X au temps (n+1)7 par un schéma
explicite; 'équation (3.25) est le correcteur. Normalement la preuve de la stabilité du

schéma n’est pas toujours évidente a cause des cas complexes, méme pour un probleme
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linéaire. Nous allons prendre en compte ci-dessus la stabilité de ce schéma et la précision
de "approximation de la solution numérique vers la solution continue.

En ce qui concerne la stabilité, on suppose que F(X”+%) est positif, vérifiant ici

ol Xn+1 _I_Xn Xn+1 +Xn
R ) EL

d’apres le théoreme 1, le schéma (3.25) est inconditionnellement stable au sens de:
X7 < X7

De plus, ce schéma a une précision de second ordre par rapport au temps. En fait,

grace a 1’équation (3.24), on a
Xy = X %F(X”) X", (3.26)

donc en identifiant

Fr = F(X™),

et en supposant que I'opérateur F' est assez régulier par rapport a la solution X, on écrit

son développement de Taylor

F(X™3) = P(X"— %ann)
n T aF ! nyn 2

(3.27)

De la méme facon que la démonstration de la proposition 2, on déduit la précision en

remplacant dans (3.15) la discrétisation de l'opérateur H” X™ par

Xt xn 1

T

Xn+1 _I_ Xn)

on obtient ainsi

I(HX)" = HIX" o, = O(r?).

3.4 Caracteres du modele direct discret

3.4.1 Choix du maillage

Avant de discrétiser en espace les équations (2.1)-(2.4) aux dérivées partielles qui gou-
vernent le systeme hydraulique avec une méthode de différences finies, on définit d’abord

les variables physiques sur un maillage entrecroisé rectangulaire de type ARAKAWA -
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maillage de “grille-C”. Dans le plan x — y, les coordonnées des points de grille sont définis

par:

ry=1Azx, 1 =0,1,...M;
(3.28)
yy=JAy,J=0,1,...N;

avec Az et Ay les pas en espace.

Avec ceci, la valeur d’une certaine variable X en un certain point s’écrit :

X(xr,y5) = X1

y
N | | |
I | | o
T N T
j+1/2 I Vv :
I | | | ‘
A S S (VA T AV B
A N
j-12 i v 1
- L :L L I
7777‘7777\ 77777777 N \777‘.7777
l 1 |
12 8! o
0 . i M X
v2 i-1/2 i+1/2 M-1/2

Fia. III.1 — Distribution des variables dans un maillage de type “grille-C”.

Dans ce maillage, on définit trois types de point. On définit un A-point par les coordon-
nées entieres (i,7), pour ¢ = 0,1,..M,j = 0,1,...N. Ce sont les points ou l’on calcule les
approximations des variables h, ¢, ®, S et Z;. Un u—point sera défini par les coordonnées
(t4+1/2,5),1=0,1,...,M,5 =0,1,..., N, ou les variables u et U seront approximées, et
un v-point sera défini par les coordonnées (i,7 + 1/2), ¢ = 0,1,...M,5 = 0,1,...N, ou les
variables v, V' seront calculées. La distribution de ces trois types de points est montrée
dans la figure Fig.I11.1.

Ce type de maillage s’appelle aussi un maillage de type “grille-C”. 1l nous permet de
choisir la position du domaine réel dans le maillage d’apres les conditions que 1’on donne
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aux bords. Dans notre cas, les parois du Nord et du Sud passent respectivement les v-
points de coordonnées (i, N —1/2) et (i,1/2) , ou 1 = 0,1,..., M. Sur ces deux bords, il
: . . , o o
n’y a que des v—points, d’apres les conditions aux bords données: v - n=0, on a v =0
identiquement. On remarque alors que les approximations des variables u et h n’ont pas
besoin d’étre calculées sur ces deux frontieres. (a évite aussi le probleme lié au compor-
tement irrégulier sur les parois quand la profondeur de 'eau est égale a zéro (h = 0). Par
contre, on suppose que I'entrée (Ouest) de I’écoulement passe par les u-points avec les

coordonnées (1/2,7), et la sortie (Est) passe par (M —1/2,j), 5 =0,1,...,N.

3.4.2 Discrétisation spatiale

Avec la définition du maillage de “grille-C”, nous discrétisons le systeme de sédimen-
tation en espace par un schéma de différences finies sur le grille Fig. 1II.1 avec le méme
pas d’espace dans les deux directions x et y. Puisque les variables sont situées de maniere
alternée sur le maillage, pour éviter les abus de langage, soit dh la discrétisation en es-
pace, on exprime la discrétisation des dérivées partielles par rapport aux coordonnées des
espaces sans distinguer les indices entiers et demi-entiers.

Si une certaine variable X n’est pas définie sur un certain noeud, on lui fournit une ap-

proximation en prenant la valeur moyenne des valeurs de la variable sur les noeuds voisins.

Si l'on pose

I=i+ioui, i=01,.., M,
{ J:j—l—%ouj7 j=0,1,...,N, (3.29)
on définit :
=T _XI+%7J+XI_%7J
1J = 5 ,
X014+ X, 1
e R (3.30)
7 2
XY XI"'%’J"‘% + XI—%,J+% + XI+%7J_% + XI—%,J—%
XI,J = - .
Par le méme sens de (/,.J), nous posons
0X Xppr =Xy
B 10~ Ke)rg = — =, 3.31
()7~ (Xa)ra o (3.31)
et
X XIJ+l _XLJ_L

(a—y)LJ%(Xy)LJ: ’ 25h z, (332)
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[’opérateur laplacien, est approché par le schéma classique a cinq points:

X + X0+ X + X7y —4X
(AX),, = I+1,7 I-1,7 51};?1 I,J-1 g (3.33)

On rappelle d’abord les équations gouvernant le systeme de sédimentation apres le

changement de variables donné au chapitre I1:

ou a(uU)_ga_u)_l_(a(vU) Uav)

En ( oz 2 Oz ot 2 dy
_ ¢ Uy_ 2 pavo Rl
_fV—CDam —I—qu)A(q))—g CpVvU? +V o
v owV) Vou awv) K@) (3.34)

AT ¥ R T Yy

do 1% 1%
= —fU — (I)a_y + qu)A(a) — 920D U2 + VQE,

dp OUP) O(Ve)
EJF Ox + dy =0

d(hS) ~O(uhS) O(vhS) i 9S g 8_5' .
ot o T gy =k ax(hax)+ay(hay> +aw(S*—S5),  (3.35)

aZb a * agbx agby
T aw(S — S7) < 5 + 9y ) (3.36)

Avec les notations (3.29)-(3.33), on discrétise ces équations en espace qui s’écrivent a

Pintérieur du domaine:
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= [V -0 ¢x]+1 +[k1<b A(_—x)—FX} :
® i+ 5.5
ov T Lo, T |
aul—l—(uV)x—§Vur_”1—|—(vV)y—§Vvy . (3.37)
2,7+ i+ 3 Gty

ou
— — U
Fx' = g*Cp/JU? + (V)2 —=—,
x =¢°Cp V) @)

F_yy = gZCD (Uzy)Q + V2 =
(®)

Si I'on suppose que les variables i, S et Z; se trouvent sur les h-points avec les
coordonnées (1, 7), on peut discrétiser I’équation concernant la concentration de sédiments

(3.35) par:

a(hS S — g .
DO [ @] = KOS+ (5, + (7 = S
2,7 ’
(3.38)
et ’équation de ’évolution du lit de la riviere par (3.36):
a7 .
o |G| = (5" = )l e + (il (3.3
i\j

oul gy, et gy, sont deux composantes du vecteur g, leurs discrétisations dépendent de

celles des variables qui les constituent.

Pour étudier les propriétés du schéma aux différences finies (3.37), on néglige les termes

de la dissipation et du frottement du fond, en dénotant Xj, = (U1, Vi 1,6i;), le
27 I T3

k3

systeme (3.37) s’écrit aussi de la maniere que

X}
— = 3, X,
En hAR
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En considérant le domaine borné décrit dans la figure Fig. I11.1, nous allons montrer

que

Théoreme 3 Si le domaine est fermé et les conditions auzx bords satisfaient :
Urj=Un_y;=Vir =Vin-
alors lopérateur Fj, est positif au sens de
(FXn, X1) =0,
c’est-a-dire que, a l'intérieur du domaine, la somme vérifiant

(F3 X, Xp)

- - —rT7T 1 — —xTT —r
= Z£12 2;\7:11 {Ui+%,j [(U U)e — §UUI] + Ui+§,j [(U Uy)y - —va]
it1.

i+l

_Uz'+§,j [fvxy - aw%]wg,j}

e 1 _ [
|:(uyV )l‘ — §Vug,:| -I— ‘/27]+% |:(va1/):[/ — §VUZ:| o
Z7]+

ijt+3

NI

+ TR {m
Ao T )
+ DT {eu (030, + (Ve )

= 0.

En vue de la démonstration, nous allons montrer les lemmes suivants.

3.4.3 Lemmes utiles

Lemme 3

= 1
Ui+%,j [(EIU o — §Uﬂ§] = les termes aux bords .

Démonstation

Pour obtenir cette égalité, nous avons besoin de deux égalités suivantes:
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(@ T"),] IR [Uuz]ips; + [ﬂrUrm]H%,J‘a (3.40)
(@ (7)), wy, = T ET], (3.41)

ou:

- o1 ,
(Ui = Uty - Uy U=t 5, oude

En fait, a partir des notations précédentes, le terme de gauche de 1’égalité (3.40)

devient,

[(azUz)z]H%,j
[@U Jip1y — [@U L,
h M)

h 2 2 2

De méme, le terme de droite devient,

[Uz]is; + @00 g
N Sh 9 ’

Uiy (gt Uil tuy
oh 2 2

B 1(Uz’+%,j+u¢+§,j Uipgj t Uiy Wiply t oy Uit + Uiy

1 Uipg i Vs — Uiy gty Ui
2

2 2 Sh 2 Sh

1 Uiggy YUt Uns v Uty ugr U+ U
2 + ’

on en déduit donc I’égalité (3.40).

2 2 i i—3d
5 5h i 5 5h ) !
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Regardons maintenant 1’égalité (3.41), on a pour le terme de gauche,

B oh ’
1 (Uigsj+Uigt; Uipdj + Uit
= E( 5 UnzlUins;—— 5 Uil ),

avec le résultat obtenu au pas précédent, on a pour le terme de droite

(% +20(@ 0,7,

i+l
— 2 Uip2j — 2——J+u —Uipl
== L1 -
3 26h
1 wigstugr; Ups ;= U
+2U+ \J
2 2 oh
L b tu1; Ui — Uy
2 oh ’

U., 3 . —I— U1 -
. 1+ 35,7 +5,7 2 2
B 285k <U2+ iJ + U+1 JU’H' J Uz-I-QJ
uz-l—%d' + u, -1

s Uit Uk~ U ilig):

_|_

par comparaison de ces deux termes, on a démontré 1’égalité (3.41).

Alors :

Uir [(ﬂfU Vo — §Ua§] o= [UQﬂﬁ—I-U(WUI ) — §U2a§] -
5,0 5.0
1 2 T
:§[U 2420w U, ), ey
=LY [
2 e il

Sommons maintenant en tous les indices 1 et j,avece =1,... M -2, 5 =1,...,

(3.42)

N—-1
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en appliquant ces deux égalités (3.40) et (3.41), nous obtenons:

i+5,7
it1,j
| No1M-2 Uoa -+ Usp 1 s Ujpl s+ U1,
S (1 e s s,
— [ o3 U001 — 1 U1
25h < . L 450 450 9 it g0 i g 2 ’
]: 1=
N-1
U 1 U 3 Us U1
— _1 Usw 1 Usr s M=3. i M=3: U U, 22 i 2+
2 h — M_Evj M_EJ 2 57] 57] 2
]:
[ |
Lemme 4
M—1N—2 1
Y
E Vz’j+l [(va )y — §VEZ} = les termes aux bords .
’ 2 ..
=1 j5=1 Z7]+%
Démonstration

On prouve ce lemme de la méme maniere que le lemme 3, seulement en changant les
positions de u et v.

|
Lemme 5
M-2N-1 1
Uz‘+%,j [(Ezﬁy)y — 5Uﬁ§} = les termes aux bords.

=1 j=1 +35,7
Démonstration
Pour prouver ce lemme, on va d’abord établir ’égalité suivante:

—aT7Y —r 77 oY
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En fait, si nous regardons le terme de gauche de cette égalité, on a

—rT7Y S—— /]
R T el G e

— 7Y .
[(’U U )Q]H_%J' - Sh 5
_ 1 (Vg F Vg Vi Ui
Y 2 2
R T et T as T
2 2 ‘

De "autre coté de ’égalité (3.43), nous voyons que

[ ies et = [lies s

O Ulisss = Uiy, sh )

Uil (Visrgel T Vel Vigrj-1 T 051
oh 2 2 ’

et

057, = W lir g ey + 10Nt
v ittt 9 )

_ 1 (”Hlﬁ% t 041 Uing i = Uigg,

2 2 oh
+”i+m—% -1 Uirgg = Vigg
2 5h ’

leur sommes nous donnent :

1 (%Lﬁ% L Uin L +Uigy

[E;U]i-l—%,j + [Uyﬁr ] = 2 2

i+1.i Sh
Vig1,j-1 T V551 Uz’+§,y’ + Ui+%,j—1)
Y

2 2

d’ou I’égalité (3.43), avec laquelle le terme de gauche dans ce lemme devient
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U 7=U’ L e = L Loy
wpa (T =gUm| = U O
d 57]
1 —z (TTY\2
= o |E@]
2 i+3.
(3.44)
o (U3 = Uisgiss  Uingimy-

La derniere égalité est établie grace

a

U2 . V. . v, - V. . v, -
(025" + 20T,7"] _ Yirkg (Vigad T OGeL Vol TV
o1 —
v YU ditgi §h 2 9
U Uirdjrr = Uil Vign e L+ Vijad
i+%7j Sh D)
+Ui+§,j ~Uipljo1 Vg -1 T -1
oh 2 ’
T e e Uit 3Uitdim
2 oh
Vipr,j—t T 0ot Ut U1
2 oh ’
EZ(UZ/)Z o 59."([]@/)2
1 .51 21
. +5.0+5 i+5.0-3
oh ’
_ —r(TTY\2
= @@,
Z+57]
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Donc
M-2N-1 |
—— —
UZ-}-%,] |:(U U )y - §va:|' .

i=1 j=1 1+ 5,0

M-2N-1

o 1 Uit1 ]—I—1 + v 7]-I-l UZ+27]Ui+%7j+1

2 £~ < 2 oh

=1 =1
it F Vi U Ui o

2 oh

M-2
1 Z Vigr,N-1L + ViN-1 i+%,N—1Ui+%,N
2 4 2 oh

=1

Vit1,L + v, A Vgl lUi—I—%,O
2 oh
|
Lemme 6
M—1N-2 1
— YL —
Viiel [(uyV )o — SVug} = les termes auz bords .
=1 j5=1 - 27]+%
Démonstration

La démonstration de ce lemme et du lemme 5

sont similaires a cause de positions
symétriques de u et v, U et V.

Pour la méme raison, on va prouver un des deux lemmes suivants qui sont équivalents :

Lemme 7
M—1N-1 M—1N—2
Z Z bi; [(V it Z Z ! CI) qby] 1= = les termes aux bords.
i=1 j=1 =1 j=1
Lemme 8
M—-1N-1 M—2N-1
Z Z 992] U(I) -I- Z Z qu] = les termes auz bords .
i=1 j=1 i=1 j=1
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Démonstration

On prouve ici seulement le lemme 8.

En fait,
- [Uar]z-}-% J [Uq) ]2—— \7
¢ij [(U®):],; = iy 57
bij Qi1+ D O, + Dy
— ! L1 S C— .1 RS LA .4
oh UZ+57J 2 Vit 2 ’ (3:4)
et
Gip1;+ @i bigr; — bi
UH— J [(I) szL_,_w] Ui+%,j ]2 : ]d.h z, (3.46)
donc
M-1N-1 M—2N-1
<¢2J [(U(I) )J@j) + ( 2+ ][ Qbr]H_ ])
=1 =1 =1 =1
N-1M-1 ,,
_ Dig1,; U 4(I)i-|—1,j + o, ; (b”U 1 4(1)2',]‘ +®,_4q;
§h e 2 oh T2 2
=1 =1
sz U O+ Prr1j Omj — Om—1yj
M=3. 2 Sh
7=1
= Opi+ @ O+
, M, M—1,j . 1, 0,
= Q—Z <¢]\/[7jUM_%7]' ! 2 ! —¢1]U1]#>
= les termes aux bords.
[ |
Lemme 9
M—2N-1 M-1N-2
ZZUH%][]CV i+l ZZ ”_l_l[fUIy”_I_l = les termes aux bords.
=1 j=1 i=1 j=1
Preuve

De méme, f étant une constante, on constate que
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M-2 N-1 M-1N=2
UZ+%7]|:fV 2+27] Z Z 7.7+1 [fU Z]+%
=1 j=1 =1 j=1
M-1N-1
= (Uz+%,j[fv y]H—%,j - U-|— [fU ] ,j+%)
=1 j=1
N-1
UM——J[fV y]M—— + Z 7N—%[fU ]"N—%
7=1
malis
M-1N-1
(UH-%,]'[JCV y]H—%,j - u+ [fU ] ,j+%>
=1 =1
TR R Vierger tVigas + Vit + Vit
T4 Uity 4
=1 j=1
Ui+27]+1 + U——]+1 + Uz+ W + UZ—LJ
f N-1
-1 {VM,H%(UM—%J + UM—%J-H) - VLJ’+§(U + UL J+1)}
7=1

d’ou le lemme.

- Ui+%,N(Vi,N—% + V;'+1,N—%)} )

En conséquence, le théoreme 3, c’est-a-dire la positivité de I'opérateur aux différences

finies (3.40) peut étre conduite de ces lemmes. Cette propriété nous permet d’appliquer les

résultats de stabilité au début de ce chapitre pour analyser la stabilité du schéma (3.37).

3.4.4 Discrétisation temporelle

En définissant les séquences de temps

t, =nAt,n=0,1,...

avec At le pas en temps, X" désignant "approximation a l'instant ¢,,.
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Nous utilisons un schéma implicite pour la discrétisation en temps:

Xn+1 - Xn Xn+1 _I_Xn Xn+1 _I_Xn B

P .
A TP —) ———=0

c’est-a-dire, si 'on pose

Xn+1_Xn _
Xj= — X =
! At

Xn+1 _I_ Xn
9 )

on remplace dans les équations discrétes (3.37) U par U, V par V et ¢ par &. D’apres les
résultats de stabilité au début de ce chapitre, et grace au théoreme 3, 'opérateur de dif-
férences gouvernant le systeme d’évolution discret est positif, qui entraine que le schéma

choisi est inconditionnellement stable et de second ordre de précision par rapport au temps.

Pour calculer I’énergie du systeme discret, on multiplie UH-Lj , Vz’j+£ et ¢, ; séparé-
27 9, 2 ?

ment par chacune des équations (3.37), et grace aux lemme 3 - lemme 9, nous obtenons

Théoreme 4 [’expression de la variation temporelle de [’énergie du systéme discret
s’éerit
M=-2N-1 M—1N=2 M—-1N-1
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
M—-2N-1 07 M—-1N-2 v
77 x w S Va Y =
= UH—;,] |:k1q) A(E_)_FX :| ‘|‘ V%]‘}'% |:k‘1q) A(?)—Fy o
=1 j=1 3.7 =1 j=1 4+ 5
(3.47

A partir de cette expression, on trouve que si I’on ne prend pas en compte les termes du
frottement au fond et de la dissipation turbulente (le laplacien), on obtient la conservation

de ’énergie du systeme discret de Saint-Venant :

M-2N-1 M-1N=2 M-1N-1
S S+ 3 S0 S e - e, a9
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

Cela signifie que les équations discrétisées possedent la méme propriété de conservation
que les équations différentielles continues, et que le schéma de discrétisation a 1’avantage
d’étre conservatif en énergie. Si le domaine n’est pas fermé, le schéma sera aussi conser-
vatif en énergie au sens que: le flux entrant d’énergie est égal au flux sortant. Cela donne

un critere pour tester la solution numérique du probleme envisagé.
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3.5 Résolution numérique du probleme

3.5.1 Application de la méthode de “time-splitting”

Grace au fait que I’évolution du lit d’une riviere est le résultat d’interaction entre
I’écoulement diphasique et le lit, et que la vitesse de I’écoulement et la cote de I’eau sont
a la fois influencées par la déformation du fond de la riviere, il conduit a beaucoup de dif-
ficultés pour la construction des équations fondamentales, la résolution numérique, ainsi

le choix des équations complémentaires.

Dans le cadre bidimensionnel, surtout pour les problemes lorsque la profondeur de I’'eau
est assez petite et qu’il ne contient pas beaucoup de sédiments dans le fluide, on propose
souvent des méthodes non-couplées. Mais dans le cas ou la concentration de sédiments de
I’écoulement est assez grande, les influences de la variation de la géométrie du lit de la
riviere et de la concentration ne peuvent pas étre négligées. En plus, d’apres 1’étude faite
au chapitre I, on tient compte du fait que par rapport a la variation du lit de la riviere,
les échelles de temps en ce qui concerne I’écoulement et le transports solide sont beaucoup
plus courtes. Si 'on prend un petit pas de temps pour résoudre toutes les équations, ¢a va
couter tres cher. Par conséquent, nous allons adopter une méthode de "time-splitting” qui
implicitement mettre en ceuvre I'interaction entre le solide et le liquide, que nous pouvons

réaliser itérativement par trois étapes en prenant trois pas de temps différents pour:
— Dynamique du fluide (avec pas de temps Aty);
— Transport des sédiments (avec pas de temps At,);
— Déformation du fond de la riviere (avec pas de temps At,);

dont le pas de temps pour la déformation est beaucoup plus grand que les deux autres:

AL > Aty > A,

A chaque date T':

— Dans la premiere étape, en fixant les variables liées a la concentration de sédiments
S et a la cote du fond Z;, on integre I’équations de ’écoulement (3.37) par le pas
de temps Als jusqu’a ce que le comportement de ’écoulement atteignent un état

d’équilibre ;

— Dans la deuxieme étape, prenant de la premiere étape les valeurs du champ de
vitesse U et la hauteur de ’eau h, on intégre I’équation du transport des sédiments

(3.38) jusqu’a un état d’équilibre;
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— Dans la troisieme étape, en utilisant toute les variables hydrauliques obtenues et en
intégrant de I’équation de la variation du lit (3.39), on obtient un nouveau fond 7,

a la date prochaine 7'+ 1.

3.5.1.1 Application du schéma a pas fractionnaires

En ce qui concerne la résolution de I’équation dynamique (3.37), on va mettre en
ceuvre 'utilisation de la méthode a pas fractionnaires (voir la section 3.2), qui s’inspire
de la méthode de décomposition de opérateurs. On décompose le systeme dynamique par

trois processus :
- Processus géostrophique;
- Processus d’advection ;

- Processus de dissipation ;

Le schéma est adopté de la maniere suivante : dans Uintervalle [¢,,, t,41] (tp41 —1, = Aty
qui est le pas de temps), supposant X" = (U™, V", ¢") la variable discrete au temps ¢,

connu, on détermine X" *! par trois processus:

(1) Processus géostrophique

[OU] s
. = (V7 =00)], 11, L€ tun]

OV .

- = [T - T9), s

o (3.49)
™ o -

£ [(U®"), + (VD) ],

qui donne Ul = U(tpy1), VI = V(tps1), et &' = d(tny1);

(2) Processus d’advection
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_ _ . 1 - - 1 -
Tas = (ﬂzU )I - §Uﬂi + (5IUy)y - §U5§ > l E]tnatn+1]

ditlg dig+1 dig+i

o1 1 1
dij+3 - Juity - “nits

(3.50)

qui donne U = U(t,q1), VI = V(ta), et ¢! = ¢(t,41), les conditions initiales sont

celles données par le résultat du processus géostrophique;

(3) Processus de dissipation

-at-z’+§,j
[0V] [
— o
| Ot ]

i+l (3.51)
96

L0t ],
Ult,) = UH,V(tn) = VH,qé(tn) = o'

qui donne U™ = U(t,41), V" = V(tpy1) et " = d(tngr)-

Il doit étre remarqué que les valeurs de u, v, et ® doivent étre modifiées a la fin de

chaque processus par le changement de variables:

" B U] B Uity
+3.d | FHT - ’
2 L0 ey i+ P

- _K] _ iy (3.52)
RN K ig+d D1+ Pij’

®;; = [V¢ - ga]i,j'
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Sachant qu’il s’agit de trois processus de vitesses différentes, on choisit des pas de
temps différents pour chaque processus. En général, le processus de géostrophique varie
beaucoup plus vite que les deux autres processus, pour permettre un calcul plus précis, on
a adopté un pas de temps plus petit que les autres processus. Par cette méthode, on prend
un pas de temps Aty pour le processus d’advection et pour le processus de dissipation, et

un pas de temps Aty plus petit pour le processus géostrophique, avec

Aty
Aty =—1
2 Ng )

ou N, un entier positif.

Comme étant un corollaire du théoreme 3 et 4, on peut prouver pour les processus

géostrophique et d’advection les propriétés de la conservation de I’énergie.

En résumé, on décompose le systeme de la sédimentation en trois processus: le dy-
namique du fluide et le transport du solide correspondant aux processus rapides, la dé-
formation géométrique du fond correspondant au processus tres lent, et le dynamique du
fluide est elleeméme décomposé en 3 processus. Il nous permet de résoudre les équations
envisagées par des schémas numériques d’un ordre de précision plus élevé et a la fois
d’économiser le temps de calcul. En revanche, la décomposition dépend beaucoup de la

connaissance de chaque équation concrete, sinon, il entrainera une mauvaise modélisation.

3.5.2 Description de ’expérimentation et des parametres

Prenons un exemple analogue a celui dans Zeng [73], on a appliqué le schéma numé-
rique décrit précédemment a la simulation numérique de la sédimentation et a 1’évolution

d’un delta, nous avons testé la stabilité de ce schéma pour une longue période de calcul.

On fait ici une expérience numérique sur un domaine d’un lac-riviere (comme sur Fig.
I11.2), qui est de 100 km de long et de 100 km de large. Dans la figure Fig. 111.4, on donne
une forme initiale pour le lit, ou il y a un canal central dans la riviere avec une pente
descendante uniforme (voir Fig. II1.3). On discrétise ce domaine par des pas d’espace:
Az = Ay = 2km et les pas de temps Aty = 140sec pour les processus de dissipation

et d’advection dans 1’écoulement, si N, = 5, donc soit un pas de temps 28sec pour le

9
processus de géostrophique ; Aty = 70sec pour le transport des sédiments et At, = 3jour

pour la variation du lit fluvial.

. . - - _
A T'entrée du fluide, on donne un flux dont v - n= ug = 2m - sec™!, avec les valeurs

connues de la profondeur A qui est de 10 metres, et la hauteur du fond 7, est de 2 metres,

3

la concentration de sédiments est de 1.2 kg - m™>, ce qui assure un débit de I’écoulement
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ainsi qu’une source de sédiments constante.

FiGc. 111.2 — Le domaine lac-riviére du modéle.

8m X

P

Fia. 1.3 — La géomélrie initiale du lit de la riviere dans la section verticale de direction
de l’écoulement.



3.5 Résolution numérique du probleme 79
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Fia. 111.4 — Le profil initial du canal de navigation au centre du lac .

On donne ci-dessous un tableau des parametres (voir Tab. III.1) que I'on a utilisé
dans le modele de simulation. Pour déterminer la capacité du transport solide S* et g’
qui sont données par les formules empiriques mentionnées au Chapitre 11, on choisit des

parametres qui proviennent de l'observation dans la section au milieu du fleuve Yangzé

[19]:

H parametre H valeur ‘ unité H

f 10E4 | 1/s
g 9.8 m/s?
ky 1.25E2 | m?/s
Cho 5.0E-3 -
k' 1.0 m?*/s
w 1.0E-2 | m/s
P1 1.4E3 | kg/m?
o' 0.3 -
K 0.35 -
m 0.92 -
Ve 0 m/s
n 3 -
p -0.25 -
q 0.25 -
d 1.0E-3 m

TaB. III.1 — Tableau des parameétres
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3.5.3 Algorithme de la simulation

A partir des résultats numériques, on remarque que 1’évolution du lit de la riviere est
un processus tres lent ce qui est en accord avec I’évolution de I'environnement naturel en
comparaison de I’évolution du champ de vitesse de ’écoulement et de la concentration de
sédiments en suspension dans ’eau. On a testé I'algorithme de simulation de type “time-

splitting”.

Si 'on fixe d’abord la forme du lit et si 'on calcule ’écoulement a partir d’un état
initial au repos, on va voir que, apres une période d’environ 16 heures, le champ de vitesse
atteint une situation d’équilibre comme il est décrit dans la Fig. II1.5, selon le critere que
la diffrence de la valeur maximum du champ de vitesse entre deux pas de temps successif

est assez petite:

max|| w | || < e (3.53)
ici, on prend € = 5 x 107*. Et |u’|" désigne la vitesse du fluide au temps t,,.

De méme, on constate que la distribution de la concentration de sédiments en suspen-
sion atteint une situation de balance, aprés a peu pres 10 heures (Fig. 111.6), selon un

critere d’équilibre similaire.

(m/s)
0.0025

n|

T T
max|[if]" ! — |i]

0.002

0.0015 |

0.001

0.0005

0 I I I I I
200 250 300 350 400 450 500

temps(= n pas de temps)

Fia. 1.5 — La différence mazimum du champ de vitesse entre deuzx pas de temps successifs
apres 200 pas de temps.
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(kg /m?)
0.004

T T
0.0035 max|S"t — §7| |

0.003

0.0025 |
0.002|
0.0015 |_

0.001 |

0.0005 |-

0 I I I I I
100 120 140 160 180 200 220

temps (= n pas de temps)

Fic. 111.6 — La différence mazimum du champ de concentration de sédiments entre deux
pas de temps successifs apres 100 pas de temps.

Cependant, on constate de nos expériences que une petites variations de la surface du
lit (on prend 0.25 metre dans notre modele) sont excitées pour une durée approximative
de 3 jours. Ces résultats indiquent que la méthode de "time-splitting” assure un calcul
assez précis. Il faut remarquer que, pour donner un résultat plus visible, les parametres

sont choisis pour accélérer le processus de la sédimentation.

3.5.4 Résultats numériques

3.5.4.1 Expérience I — simulation de delta

A partir des résultats numériques de simulation sur le domaine que ’'on considere, on
voit que le probleme modélisé correspond a un processus d’évolution de delta, processus

qui est tres non-linéaire.

Au début, on remarque sur le champ de vitesse (Fig.II.7(a)) que la vitesse est tres
petite sauf dans la région pres de I'entrée de 1’écoulement, on voit aussi sur la figure (Fig.
IT1.7(b)) que I’élévation de la surface libre de 1’eau a une pente descendante le long de la
direction Ouest-Est, ceci pour compenser la dissipation de I’énergie cinétique a cause de

la friction sur le fond. La non-symétrie résulte de 'effet de la force de Coriolis.

Les sédiments en suspension dans l'eau se déposent a l’entrée de la riviere, il en ré-
sulte 'augmentation de 1’élévation du lit dans cette région-la. Avec ’agglomération des

sédiments, la profondeur de ’eau devient plus petite, par conséquent, la vitesse de ’eau
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devient plus grande. Lorsque la vitesse de I’écoulement a passé une vitesse critique, les
sédiments sur le lit seront enlevés et transportés en aval et dans les régions latérales du

canal, ou les sédiments se déposent tres vite.

Apres une simulation de 50 années, les résultats montrent qu’un delta se forme avec
une ile isolée sous marin dans son début et un canal au centre (voir Fig. I11.8, aussi Fig.
I11.9(d)). La hauteur de I'eau sur le delta est tres petite, ceci est lié au fait que le champ
de vitesse a considérablement augmenté (Fig. 111.9(a)) et que le niveau de la surface de
I'eau a augmenté a peu pres 1 metre (Fig. II1.9(b)). La distribution de la concentration
de sédiments est représentée par Fig. 111.9(c) ou 'on remarque que la concentration est
importante pres du canal central du delta. Tous ceci corresponde a des phénomenes que

I’on peut observer dans la nature.
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le champ de vitesse

5 10 15 20 25 30 35 45

(a) Le champ de vitesse

0.05

0
5 10 15 20 25 30 35 40 45

(b) L’élévation de la surface de I’eau

Fia. 1I1.7 — L’¢tat stationnaire du fleuve au début de la simulation.

Fia. 111.8 — Le fond de la riviere

x 2km

obtenu aprés une simulation de 50 années .
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le champ de vitesse
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(b) L’élévation de la profondeur de I'eau

20 45

x 2km

(¢) La concentration de sédiments (d) L’élévation de la surface du lit

Fiag. 111.9 — L’état de Uécoulement et la distribution de la concentration de sédiments en
riviere apres une simulation de 50 années.

3.5.4.2 Expérience II

Puisque la sédimentation en riviere est un tres lent processus naturel, nous allons voir
qu’apres une longue période de temps, c’est 1’état initial du fond de la riviere qui joue
le role dominant dans le processus d’évolution de la riviere, et qu’au contraire, le champ
de vitesse et la concentration de sédiments ont seulement tres peu de rapport avec leur
situations initiales et peuvent étre déterminés par la variation du lit obtenue récemment.

Ceci est prouvé par les résultats numériques ci-dessous.

Dans les deux expériences ci-dessous, en utilisant les mémes conditions aux limites que

I’expérience I, on a proposé deux conditions initiales différentes. Dans le cas I, les champs
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initiaux de I’écoulement et de la distribution des sédiments sont donnés par les résultats
de la simulation de 50 années. Dans le cas 11, I’état initial du champ de 1’écoulement est
un état au repos: maxq |0’| = 6,0 < § < 1, et la concentration des sédiments S = S.
est constante. A partir de ces états initiaux et de la méme hauteur du fond de la riviere,
leurs états d’équilibre sont comparés séparément dans le canal ou la sédimentation est la
plus importante (voir les Fig IT11.10 et Fig II1.11). Plus précisément, les différences entre
ces deux cas sont évaluées par

luls . — u2; ;.

Erreurl = max
1Sigs0 fulyg,

et

5155, — 52,
Erreur2 = max
1<i<s0 [ STy,

ou ul; ;. ,u2;; sont respectivement les valeurs absolues de la vitesse de I’écoulement dans
le cas I et le cas 11 aux noeuds (1, j.), ici, j.=26; S1; ;. et S2;; désignent la concentration

de sédiments aux mémes noeuds.
A partir de ces deux figures, on obtient
Erreurl= 0.693 %,
Erreur2= 1.356 %.

18 cas| —

<&
L6k cas Il

14 T

0.8 -
0.6 : i
0.4 ) i

0.2 3

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

x2km

Fia. I11.10 — Le résultat comparatif de Uétat d’équilibre du champ de vitesse dans le canal
a partir de différentes conditions initiales du champ de vitesse (l'unité est de m/s).
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Fia. I11.11 — Le résultat comparatif de U'état d’équilibre de la distribution de concentration
de sédiments dans le canal a partir de différentes conditions initiales (I'unité est de kg/m>).

Cette expérience est utile notamment pour un probleme d’assimilation de données -
controle des conditions initiales - que nous allons traiter dans le chapitre suivant. D’apres
cette expérimentation, nous avons remarqué que le controle de la condition initiale de la
variation du lit de la riviere est plus important que celui du champ de 1’écoulement et de

la distribution de la concentration de sédiments en riviere.

3.5.5 Conclusion

Dans cette partie, un schéma numérique et son analyse de stabilité sont discutés pour
résoudre un systeme de sédimentation en riviere avec des méthodes de différences finies,
ce schéma de discrétisation est utilisé pour mener a bien des expériences de simulation de
I’évolution d’un delta dans un domaine analogue a un estuaire. On peut tirer les conclu-

sions suivantes :

1. Le choix du maillage de discrétisation de type “grille-C”, ou I'on décale le champ de
vitesse et le champ potentiel, a fait faire des économies de temps de calcul et de sto-

ckage, il est aussi adapté a traiter des frontieres irrégulieres séparant I’eau et le paroi.

2. Les équations aux différences finies sur ce type d’équation évolutive déterminée par

un opérateur positif, permettent une stabilité numérique.
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3. En décomposant les équation discrétisées de Saint-Venant en trois parties selon les
processus physiques, nous avons fait une grande économie sur la résolution numé-

rique pour un schéma en temps implicite.

4. Les équations discrétisées ont conservé la propriété sur 1’énergie du probleme origi-

nel.
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Chapitre IV

Problemes d’assimilation de données

Dans ce chapitre, nous présentons des problemes d’assimilation variationnelle de don-
nées au transport des sédiments en riviere. Dans ces problemes, on cherche les solutions
des problemes de controle optimal. Les méthodes adjointes permettent de déterminer le
gradient d’une fonction cott par rapport aux parametres a assimiler dans le processus
d’optimisation. De ce point de vue, nous rappelons et appliquons les techniques de dé-
veloppement du code adjoint du modele décrit aux chapitres précédents. Pour mettre en
valide ce code et tester la faisabilité de la méthode d’optimisation, nous avons reconstruit
I’état initial des variables hydrauliques d’une riviere a partir des observations simulées
(Yang et Le Dimet [71]). Nous avons également discuté le probleme d’identification des

parametres empiriques concernant le transport des sédiments en suspension et charriés.

4.1 Développement du modele adjoint

4.1.1 Introduction

Pour résoudre numériquement le probleme de controle optimal, nous utilisons la tech-
nique de minimisation de la fonctionnelle de 1’écart au sens des moindres carrés par des
algorithmes utilisant le vecteur gradient de cette fonctionnelle. La plupart de ces algo-
rithmes de minimisation (sans contrainte) reposent une méthode de descente: en par-
tant d’un point quelconque de 'espace, 1’algorithme construit une suite de points qui
convergent vers le point de contréle optimal en faisant diminuer le plus rapidement pos-
sible la fonctionnelle calculée en ces points. La direction reliant deux points successifs est
appelée “ la direction de descente”. Cette direction est calculée par I'algorithme grace aux

directions du gradient et aux valeurs de la fonctionnelle évaluée en différents points.

L’efficacité d’un algorithme de minimisation dépend surtout de la qualité du calcul de

la direction de descente, cela permet a ’algorithme de converger avec moins d’itérations

89



90 Problémes d’assimilation de données

possibles. Dans les algorithmes de descente, on a besoin, a chaque itération, du vecteur
gradient de la fonctionnelle par rapport au parametre de contréle (par exemple, la condi-
tion initiale). Une idée simple pour calculer ce gradient est de calculer la variation de
la fonctionnelle en perturbant le parametre a contréler a chaque itération. Evidemment,
pour obtenir une variation de la fonctionnelle, il faut intégrer une fois le modele dans la
période de temps analysée, de plus, le vecteur de controle est toujours de grande taille, ceci
entraine que cette méthode est impossible a mettre en pratique. Par suite de I'exigence
du temps CPU, on a besoin d’une autre maniere pour calculer le gradient. On intro-
duit ici la méthode adjointe, dans laquelle a chaque itération de ’algorithme de descente,
on a seulement besoin d’'une intégration du modele de prévision et d’une intégration en
sens inverse, du temps final au temps initial de 1’équation adjointe, qui est 1’adjointe de
I’équation linéaire tangente. La deuxieme intégration nous donne le gradient exigé.
Grace a cela, ces méthodes ont eu beaucoup d’autres applications, méme pour des pro-
blemes en dehors de I"assimilation de données. Pour réaliser ces méthodes numériquement,
il n’est pas conseillé de discrétiser séparément les deux équations directe et adjointe. Car
en faisant ainsi, il y a tres peu de chance que I’équation adjointe discrétisée soit le vrai
adjoint de I’équation directe discrétisée. En effet, I'expérience montre qu’il est préférable
de prendre directement 1’adjoint du systeme direct discrétisé. Dans le cas contraire, on

risque d’observer une divergence de 'algorithme de minimisation.

Le travail peut donc étre fait a partir du code direct de I’équation directe pour dé-
duire le code de I’équation adjointe, dont la programmation demande le plus grand soin
de la part du développeur afin d’assurer une vraie transposition du code direct (cf. Chao
et Chang [7], Rostaing et Dalmas [55]). Ceci demande généralement un investissement
humain non négligeable, méme pour des codes de calculs de moyenne taille et d’un ni-
veau moyen de complexité. Il existe plusieurs directions de recherche d’études de logiciel
(par exemple, Odyssée) qui permettent de traiter de facon automatique la transposition
des codes en langage fortran ADIFOR, notamment de la part de chercheurs de I'INRIA
(Gilbert [27] ou Rostaing et Hassold [54]), et en langage C/C++ ADIC (Griewank [31]).

Dans cette partie, nous allons présenter quelques unes de nos expériences de trans-
position discrete qui permettent de déduire le systeme adjoint discret a partir du code
direct.

4.1.2 Méthodes adjointes

Les méthodes adjointes sont des méthodes qui ont été récemment beaucoup utilisées
dans les problemes de contréle optimal et d’assimilation de données. La raison est que

I’assimilation de données variationnelle revient a minimiser une fonction cotit qui mesure
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I’écart entre la prévision du modele et les observations. Les valeurs optimales des variables
de controle sont obtenues quand le minimum de la fonction coiit est atteinte. Donc il
est toujours nécessaire de connaitre le gradient de la fonction par rapport aux variables
de contréle dans la procédure de minimisation. Les méthodes adjointes sont alors des
méthodes pour déterminer ce gradient.

On présente ici I’application pratique a partir d’'un code réel. Supposons que u € R™
est un vecteur d’entrée d’un systeme décrit par ’équation directe, soit G 'opérateur, qui
représente de maniere pratique le total des instructions du programme, et qui transforme

u en vecteur de sortie v € R":
v =G(u). (4.1)

Soit une fonctionnelle .J, dont ’expression du gradient par rapport a v: V,.J est facilea
déduire, le probleme est de calculer le gradient de .J par rapport a u. S’il y a une direction
de perturbation du autour de u, cela provoquera une perturbation dv de la sortie, a I'ordre

un, on obtient

G
v = {au} du, (4.2)

0
ou {a—} est la matrice Jacobienne de G par rapport a u. La Gateaux dérivée de .J par
u

rapport a v dans la direction h est égale a

J'(v,0v) =< V,.J,0v >, (4.3)
grace a (4.2), il vient
oG 0GY"
J'(v,6v) =<V, J, | —| du>=< |—| V,J,du >,
du du
. [oc7" : . : . :
ou | = est la matrice transposée du Jacobien. Par conséquent, le gradient de la fonc-
u

tionnelle J par rapport a u est donné par:

ek
7.0 2] v »

Si 'opérateur G se décompose en une suite d’opérations:
G=Gyno..0oGy0G,,

son adjoint s’écrit

1t ot 1t 1t
G'=G"0G, .. .0oGy,
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dont G"%, i =1,..., N, désigne le transposé du opérateur linéarisé de G;.

Cela montre que pour obtenir le gradient de la fonctionnelle J par rapport a w, il
faut d’abord linéariser chacune des opérations puis parcourir en sens inverse la liste des
adjoints pour transposer la linéarisation. Voici le principe des méthodes adjointes, mais
il reste encore des difficultés techniques pour ses applications, il s’agit notamment des

problemes de stockage et de linéarisation.

4.1.3 Notations

Les problemes d’assimilation de données sont composés souvent des ingrédients sui-

vants :

Une variable de controle: Par exemple, on peut prendre la condition initiale
U = X(t = 0) comme variable de controle du systeme, sous I’hypothese que 1’équation a
une unique solution sur I'intervalle de temps [0, T]. On note U 'espace des variables de

controdle.

Un modele: En discrétisant en espace les équations d’évolution d’'un systeme de
sédimentation par des méthodes de différences finies, d’éléments finis ou de méthodes
spectrales etc. , on représente ces équations sous la forme d’une équation différentielle

ordinaire :

%—X—I—F-X:O, sur Q x [0,7T],
! (4.5)
X(0) = U,

ou I désigne un opérateur, X représente le vecteur des variables physiques aux points de
discrétisation du modele, qui est appelée aussi la variable d’état du systeme appartenant

a un espace X'. On suppose que, si U est donnée, on admet une unique solution pour le

modele (4.5).

Des observations: X" dans le domaine Q et sur I'intervalle de temps [0, T], consi-
dérées continues en temps.En supposant que X°* est dans I'espace d’observations X°%,
qui n’est pas toujours le méme que celui de la variable d’état, nous introduisons 'opé-
rateur linéaire C' : X — X°* qui permet de passer de I'espace des variables d’état X &

’espace des observations A%
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Une fonction cotit: Nous définissons une fonctionnelle .J de 'espace U de la variable

de contréle U a R:

1 /7

J(U) = 5/0 |C - X (U, t) — X (1)||3dt, (4.6)
qui mesure ’écart entre les observations et la solution du modele déterminée par la va-
riable de controle U et le systeme d’évolution (4.5). Pour chercher le minimum de cette
fonctionnelle, on cherche une valeur optimale de la variable de contréle qui minimise cet
écart. || - ||a est une norme définie sur le domaine © déduite d’un produit scalaire <, >gq.
On peut prendre par exemple ici la norme de L*(Q) et Popérateur C' € L(L*(Q), L*(Q)).
Si C est I'identité, on observe X(U,t) sur €, ou bien, si C est la multiplication par la

fonction caractéristique de Qy C €, on observe X (U, t) sur €.

4.1.4 Systeme d’optimalité

Pour déduire le systeme adjoint a partir du systeme direct, il faut d’abord linéariser

le systeme direct afin de déduire le systeme linéaire tangent et son adjoint.

On étudie toujours le modele d’évolution sous la forme abstraite d’un probleme de

Cauchy :

a—X—I—F(t,)()-)(:(), sur 2x]0, T
ot (4.7)

X(t=0)=0, sur €1,

ou F' est I'opérateur quasi-linéaire dépendant de ¢ et X.

Soit 4U une perturbation sur la condition initiale U, et U + §U la nouvelle condition
initiale. On définit la variable tangente Xy, qui est la Gateaux-dérivée de X au point U

dans la direction 06U, par:

G — pin XU A1)~ X(U)

t—0 t

(4.8)

La dérivée de 'opérateur F' par rapport a la condition initiale /' peut donc étre donnée

par

Vu b = {—} Xu.

Donc Xy est aussi la solution du systeme linéaire tangent suivant, avec condition
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initiale U :

X U or
0X

— | Xy =0, sur Qx]0, 71,
ot ] (4.9)
)A(U(t =0) =40, sur §).

De plus, GradyJ étant la dérivée de la fonctionnelle .J définie dans (4.6) par rapport
a la condition initiale U dans la direction §U est donné par:

I .
<GradUJ, (SU> = 5/ <0X — Xobs,CX>th.
0

Si 'on suppose qu’une variable P (on l'appelle variable adjointe de X)) satisfait les

équations suivantes, qui sont appelées également les équations adjointes :

1
%—P + {S—F} P=CHCX — Xon),
b loX (4.10)

P(T) =0,
ou C" est ’adjoint de I'opérateur C', qui vérifie
< CX,Y >=< X,C'Y >, VX e XY € xobs
Alors le gradient de .J par rapport a la condition initiale U/ peut étre donné par:
GradyJ = —P(0), (4.11)
et la condition initiale optimale est solution de 1’équation :
GradyJ = —P(0) = 0.
Pour conclure, la valeur optimale de la condition initiale (la variable de controle) est

caractérisée par un systéme d’optimalité:

X
= FFX) X =0,

oF 7’ .
a + |:6—X:| P=C (CX _Xobs)7

(4.12)
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On constate que par l'intégration des équations adjointes une fois au sens inverse a
partir du temps final au temps initial, on peut obtenir le gradient de la fonction cofiit par
rapport a la variable de controle, qui est toujours nécessaire pour le processus de mini-
misation. Les observations sont utilisées ici comme un terme de forcage dans I’équation

adjointe.

4.1.5 Méthode de transposition

La discrétisation du systeme d’optimalité n’est en général pas la méme que le systeme
d’optimalité discret, parce que lorsque 1'on integre par partie, pour le modele continu,
on utilise la formule de Green, alors que pour déduire le systeme d’optimalité discret,
on utilise la formule d’Euler. On rencontre toujours la difficulté pour déduire 1’écriture
du code adjoint qui est la transposition du code linéarisé a partir de celui du modele de

simulation :

— Il demande un travail tres précis de la part du développeur afin d’assurer une vraie
transposition du code direct, qui permet de calculer le vecteur gradient de la fonc-

tionnelle & minimiser.

— Dans un code de grande taille (méme en moyenne taille) ou d’un niveau moyen de
complexité, dont le nombre d’instructions exécutables en langage fortran est non-
négligable, il nous demande de bien connaitre le graphe d’exécution pour le dualiser
en exécutant a I’ordre inverse, a cause de celui-ci, le résultat de chaque étape doit étre
sauvegardé en introduisant des variables intermédiaires, il s’agira donc la stratégie

de stockage.

A partir du systeme linéaire tangent (4.10), on voit que, pour faire la transposition,

on a besoin de garder la valeur du Jacobien sur un état de la variable X :

oF
ax
Mais dans un programme, le Jacobien est décomposé et exprimé par une série des
instructions, et ces instructions se répartissant en moyenne sur des certaines subroutines.
Par un exemple simple mais typique de Chao et Chang ([7]), on explique un technique
principal pour déduire le code adjoint associé a une instruction dans le code du modele
direct.

Supposons une instruction en langage fortran s’écrit :

W = AW + BXY, (4.13)
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ou W, X et Y sont les variables intermédiaires, A et B sont les constantes. L’instruction

correspondante dans le code linéaire tangent est
W'= AW'+ BY X' + BXY", (4.14)

dont W', X" et Y’ sont les variables perturbées par rapport a la variable de controle.

On remarque que nous avons besoin des valeurs de X et Y stockées, si 'on les pris
comme étant un opérateur linéaire a transporter, ou bien on doit les recalculer. Donc un
probleme se pose sur ’estimation du temps d’exécution et le nombre de variables inter-
médiaires dans le code direct pour pouvoir réaliser un code adjoint avec une négociation
entre la place de stockage des variables intermédiaires et le temps nécessaire pour recal-

culer ces variables dans le code adjoint.

Maintenant on peut traiter chaque instruction dans le code linéaire tangent comme

un opérateur linéaire, on peut ’écrire de la maniere suivante :
W/ — A1W’ —|— BlX/ —|— Clyl, (415)

ou Ay, By et 'y sont soit les constantes, ou les variables dans le code direct. Supposons

le vecteur W = (W', X' Y")! et la matrice M tels que W = MW, c.-a-d. ,

W/ Al Bl Cl W/
X =0 1 o0 X . (4.16)
1% 0 0 1 Y

En introduisant le vecteur des variables adjointes W* = (W*, X*, Y*)!| par définition

de la transposition de M?, on a

< W W S=< W MW >=< MW* W >,

qui donne
W* = M'W*,
on ’écrit dans le code adjoint par
W A 00 w>
X = By 1 0 X (4.17)
Y= Cy 01 Y=

c’est-a-dire que
Y*=C/W*+ Y™,
X = BW*+ X~ (4.18)
W* - A1W*
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Il faut remarquer que la troisieme instruction ne peut pas changer la place avec les

autres. En fait, on peut aussi écrire (4.15) de la facon suivante en introduisant une variable

VA

_ ! ! !
{ 7 =AW+ B X'+ CY, (4.19)

w'="7.

Pour la méme raison, on écrit la transposition de chaque instruction au sens inverse:

7*=W~,
Y*=C1 2" 4+ Y™,
W* - AIZ*

[’étape de la linéarisation du modele direct est simple a mettre en oeuvre sauf quelques

fonctions qui ne sont pas différentiables, par exemple

flz) = +/z, quand z = 0,
f(xay = Inax (:E;y)7
flz) = |z|, quand x =0,

Dans ces cas, avant de linéariser le code direct, si c’est possible, nous pouvons réécrire
le code direct en remplagant les instructions comprenant cette sorte de fonctions indiffé-
rentiables par d’instructions [F THEN-ELSE, avec lesquelles on rassure la linéarisation.
En conséquence, les conditions de IF THEN-EISE doivent étre les mémes dans le code
adjoint pour déterminer laquelle séquence des instructions que I'on doit suivre et transpo-
ser, et si dans le cas ou elles comprennent les variables du code direct, il est nécessaire de
stocker ces conditions ou des recalculer. En revanche, 1'utilisation d’instructions IF-THEN
peut faire obstacle au taux de la convergence de 'optimisation. C’est grace a ces natures
mécaniques et épineuses de 1’écriture du code adjoint, le développement de 1'opérateur

adjoint automatique a attiré beaucoup d’attentions la dessus (Griewank [31]).

4.1.6 L’algorithme de minimisation

Rappelons d’abord que 1’algorithme de Newton pour la recherche du zéro d’une fonc-
tion au voisinage du point courant est de résoudre successivement des problemes linéarisés,

ce qui donne 'algorithme suivant :

Soit G : R" — R", et soit a résoudre G(X) = 0. En partant d’un point Xq € R"
quelconque, on calcule la suite X € R™, qui converge vers un zéro de (G sous certaines

conditions, définie par:

Xk-l—l = Xk - [JGCG(Xk)]_l . G(Xk),
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ou JacG(X}) est le Jacobien de (& calculé au point Xj.

Dans un probleme de minimisation, la fonction G dont on veut chercher le zéro est la
fonction qui, a chaque point de 'espace associe le vecteur gradient de la fonctionnelle J
a minimiser, calculée en ce point:

G: R"—-R"

X—>V>\7(X).

Le Jacobien JacG(Xy) de G au point X dans ce cas est le Hessien de la fonction cott
J calculé au méme point. L’algorithme de Newton pour un probleme de minimisation
peut s’écrire

Xyt = Xp — [HessT (X)) T (Xe),

dans le probleme d’optimisation, on ajoute un parametre de pas de descente et ’algorithme
s’écrit

Xipr = X — pelHess T (X)) 'V T(Xe),
ou py est le pas de descente.

La méthode de minimisation appliquée dans nos tests est un algorithme de type quasi-
Newton a mémoire limitée (QNML), la forme utilisée est dite « BFGS » (resp. « BFGS »
inverse) due a Broyden, Fletoher et al., qui fournit une fagon d’évaluer récursivement une
approximation du Hessien (resp. de I'inverse du Hessien) du point de Xj. Cette formule
utilise uniquement les vecteurs gradients G, = G(X}) et les points X} auxquels GGy ont
été évalués. La méthode de quasi-Newton est en réalité une méthode du type gradient car

elle utilise les différentielles seulement jusqu’a 1’ordre un de la fonctionnelle J a minimiser.

Nous avons utilisé plus précisément I'algorithme « M1QN3 » programmé par J. C. Gil-
bert et C. Lemaréchal de 'INRIA. D’apres lequel le programme pour le cas de la double

précision a été aussi développé et nommeé par « N1QN3».

Maintenant nous allons introduire le principe de la méthode QNML. Pour chaque

itération de I'algorithme, le point X3 € R" connu, on effectue:

1. Calcul du gradient au point Xy
Gr =V T (Xe);
2. Calcul de la direction de descente
dy = —Hp Gy,

o Hy = By ", By ~ HessJ(Xy);
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3. Calcul du pas de descente pg

T ( Xk + prdy) = pigrf{j(Xk + pdy),
i.e. on cherche le minimum de J dans la direction de descente.

4. Définition du point X1 :
X1 = X + prdy

A chaque itération By ou Hj sont mis a faire par I'une des formules :

1. la formule BFGS

Yr @ Yx [(Br - sx) @ (By - si)].

B =B —
Brnl =1 k]+<yk73k> < Sk, By - sp >

2. la formule BFGS inverse
(s — Hryr) @ si] + [sk @ (sp — Hyy)]

Hyq1] = [Hi] +
(Hin] = 1] ot
< s, — Hy - >
_ k‘ k yk72yk [Sk ® Sk]
< Yk, Sk >
ou
sp = Xpy1 — Xi

est la différence entre deux points,
yr = Grpr — Gy,

est la différence entre deux gradients; < .,. > est un produit scalaire choisi dans

R"™; [ ® -] est le produit tensoriel associé a ce produit scalaire, c.-a-d. :

®: R"xR" = L(R"),
(U, V)= [U®V] UV eR”,
avec: [U@V]- X =<V, X>U VX e R".

Remarque 1 : Dans le cas ou le produit scalaire choisi est le produit scalaire Euclidien,

alors la matrice dans la base canonique (¢€;), .., du produit tensoriel [U®V] s’écrit [U-V7].

Remarque 2 Les formules de BFGS et BFGS inverse ont la propriété de conserver le
caractere défini positif de By et Hy si et seulement si < yg, sp > est positif, ce qui assure

que dj, est une direction de descente.



100 Problémes d’assimilation de données

En pratique, dans un probleme de grande taille, il n’est pas possible de calculer et
de mémoriser tous les coefficients des matrices By ou Hy, mais seulement k couples de

vecteurs (y;, $;)1<i<k. Avec un algorithme spécialisé, on peut calculer la direction de des-
k'€ étape de la minimisation. Par conséquent, la méthode quasi-Newton a

cente d;, a la
mémoire limitée (QNML) consiste a calculer la matrice Hy en ne faisant intervenir qu’un
nombre limité de couples de vecteurs (y;, s;) les plus récents. La méthode QNML est donc

une méthode tres efficace pour une capacité de stockage raisonnable.

4.1.7 Critere d’arrét de 1’algorithme de minimisation

Dans le processus de minimisation, il faut toujours choisir un bon critere pour arréter
I’algorithme, surtout pour un systeme de grand taille. Parce que, soit on arréte 'algorithme
trop tot, et la convergence n’est pas encore arrivée vers le controle optimal, soit on a
perdu du temps de calcul. Quand 1’état de controle est proche de 1’état optimal dans
I’optimisation, la fonction coit et son vecteur gradient par rapport au vecteur de controle
convergeront vers la valeur nulle d’apres la théorie du controle optimal. Dans notre cas,
nous utilisons un critere d’arrét qui est tres couramment utilisé dans les algorithmes
de minimisation et il a été prouvé qu’il peut donner des résultats assez satisfaisants.

[’algorithme s’arréte lorsque la condition suivante est réalisée:

IV 7 (x| .
TR -

ot n est un seuil fixé de I'ordre de 107*, k& désigne le nombre d’itérations.

Le seul point important de ce test est qu’il faut faire attention dans le cas ou le
vecteur d’initialisation Xy est proche de 1’état optimal car la quantité Hﬁj(XO)H est

alors initialement petite.

4.2 Assimilation de données I — Controle des condi-
tions initiales

Dans cette partie, nous présentons une application de la méthode adjointe pour le
probleme de transport des sédiments. On considere a résoudre un probleme numérique de
type controle optimal, ou les conditions initiales des variables d’état sont prises comme
étant les variables de controle. Dans ce probleme, on cherche a reconstruire le champ initial
du systeme hydraulique a partir des données observées, afin que 1’évolution de la riviere

surtout la déformation du fond de la riviere approche le mieux possible les observations.
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4.2.1 Forme continue du systeme adjoint

Posons la variable d’état X = (u,v,h, S, Z,) comme étant la solution du modele (4.7),
et supposons que ’on observe sur le champ de vitesse T° 55 = (Uobs, Vobs), la concentra-
tion de sédiments S, la profondeur de 'eau A5 et 1’élévation du lit de la riviere Zp ;.
Pour simplifier, on suppose d’abord que ces observations sont denses sur tout 1’espace et
a tout I'instant. C’est-a-dire que 1’on a des observations sur tous les noeuds de grille, bien
que ceci n’est pas toujours possible dans la réalité. On discutera plus tard le cas ou les

observations ne sont pas denses.

Considérons la fonction cott suivante:

1
J = 5 fD((Cﬂu - u058)2 + (CUU - Uobs)2 + (Chh - hobs)2
(4.22)

+(CsS = Sops)?> + (Cz, Zp — Zpops)?)dD,

dans laquelle C' représentant 'opérateur de projection de I'espace d’état dans celui des
observations. D = Q x [0,7], avec © le domaine discrétisé et [0, 7] I'intervalle du temps

d’intégration.

Posons HX = (Hu,HU,Hh,HS,HZb) une perturbation sur la condition initiale U/ =
X(t = 0), X = (1, b, h, 8, Zb) la variable tangente la Gateaux-dérivée de X vérifiant
(4.8), on écrit d’abord le systeme linéaire tangent a partir des équations (2.1), (2.3) et
(2.4):

g _ o ow oi o oh %
a —  "or "oz "oy oy X 9z
. |77 |4 (utt 4+ vo) |77 | ;
+ klAu—C’D A CD |v_>|h OD h2 h,
ov _Ov ov . 0v 873 oh 7
27— 52 D fh— — 4.23
ot u@:z: u@:z: Uay @y “ g@y oy Jy ( )
|77 | (utt + v0) |77 |v
+ kA Cp—— A —Cp |U_>|h +Cp 12 h7
Oh  Q(ah)  O(uh) (k)  O(vh)
at Oz Oz Jy dy '
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o(hS)  9(hS)  A(huS)  O(hiS)  9(huS)
ot N ot Jx Oz Oz
d(hvS)  A(hdS)  A(hvS) N
_ 3 oy + aw(S* — 9) (4.24)

bR S (hS2) + o (h52) + (b ) + o (h

a0 9,05 9,05 0 aé)
Oz Oz oz dy Jy ’

0% 1 . a (Ogn  Odn
—__aw(S_S)_<8:c+8y )

TR (4.25)

D’apres les formules (2.5) et (2.6), S* et (gse, gsy) sont en fonction de ©* et h, on a
donc

.« ~ aS*A ~ _agbe agbrA agbuvA .
S* = U+ v+ h, Ghw = auu—l— @’UU—I_ ahh,x—:zcouy.

Les conditions initiales des équations linéaires tangentes sont données par:

A A
e

4(0) = Hy; 8(0) = H,; h(0) = Hy; S(0) = Hg; Z,(0) = Hy,,

et des conditions aux limites sont homogene de type Dirichlet.

Considérant les variables Py = (P, P,, Pn, Ps, Pz,), duales de X, en multipliant Py

par les équations (4.23)-(4.25) et ensuite les intégrant sur D, on obtient:
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i 9 oh d(hS) 87,
A(Pua-l-PuE—I-PhE—I-Ps By -I-sz—)dD

[ (a2 0,
= LU\ T 0 T ey T ey Y

oh 07, . 15?4 (uil + vi)u 157w s
- P (9—$—I— 8—x_k1A +Cp ; Cp Bl Cp e

_ P, gg—Z—l—g%—:Z;b—klAﬁ—l—CD—;ﬁ OD(“7;|7;L@)“ CD|Z>2UE>
_p a(aaxhua;ufuag;) a(;yib))

_ »p, a(/;z;a .\ a(gza .\ a(gé) .\ 6(75';5) ., a(gza .\ a(g;é))
L op(# %(E‘Z%H%(hg—iwa%(ﬁg—j) a%(hg—i)])

Sous I'hypothese que toutes les variables tangentes sont nulles sur les bords, et avec

la formule d’intégration par parties, il en résulte la forme continue suivante du systeme



104

Problémes d’assimilation de données

adjoint :

0P,
ot

0P,
ot

0P,
ot

dPs
ot

ot

avec !

aP,

Ju  J(P,u) N d(P,v) ov

—P,— — P, — [P,
oz + Ox Jy oz /
Py, dPs |7 | u? uv
as* 1 0S*, 0Pz 0g.. =~ 0Pz Ogy,
P - _P - b L ! u - obns /y
aw( > ou 7y 8u)+ dr Ou + dy Ou + CulCute = ttons)

ou  O(P,u) N d(P,v) ov

—Pua—y+ 2 7y —Pua—y+fPu

h%—];h n hS%—ZS L kAP, — PUOD@ —PCp |U_”j|h - PHCD%
aw(Ps% - sz%aai*) + a;jb (?gzm + ag;b aagzy + CHCyv — vais),
ua;; + vaa];h + a;;SS + US% + vSaa];h + ga;;u + gaaiv

% (%g—i + %—ng—i) + CpP, 'Z'“ + CpP, 'Z'“

ais% - Zbo‘p—“l"%i* + agjb 8529” + a;yzb %";j + CL(Cwh — hays),

0Ps dPs K [0 0Ps d 0Ps
e i g gy

1 1
—awPs + —awPyz, + CL(CsS — Sops),

h plh
0P, 0P,

(4.26)
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4.2.2 Systeme adjoint des équations de Saint-Venant alternées

4.2.2.1 Adjoint du systéme avec le changement des variables

Dans le cas ou un changement de variables a été utilisé, toutes les variables apparais-
sant ne sont pas indépendantes, donc il n’est pas nécessaire d’observer en méme temps
toutes les variables. Par exemple, soient deux variables d’état X et Y vérifiant les équa-

tions suivantes:

‘il_)t( = F(X,Y), sur Qx]0, 7],

(4.27)
G(X,Y) =0, sur Qx]0, 71,
X(t=0)=Xo, surf,

avec I et (¢ deux opérateurs différentiels non-linéaires. Soit Yj la condition initiale de Y,

elle peut étre déterminée par la relation suivante:
G(Xo,Yo) = 0. (4.28)

La fonction cott a minimiser supposée la différence entre la solution X du modele et

P’observation sur X est traduite de la maniere suivante:

T(X0) = 5 /0 1CX (Ko, ) = Xops (1), (4.29)

ou (' est un opérateur linéaire de 'espace de la variable d’état X a celle de ’observation

Xops, et T est le temps final.
Si I'on impose une perturbation Hx autour de la condition initiale Xy et X' et Y’

sont les Gateaux dérivées de X et Y par rapport a Xy respectivement, d’apres le systeme

(4.27), on peut déduire que:

ax' [aF] e {8F} v

dt T |9X oY
Gl o, oG] o, (4.30)
x) X+ [gy] v =e

X'(0) = Hy.
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Posons ensuite X* et Y* les variables adjointes de X et Y, qui sont les solutions des

équations suivantes :

X t t
di {8F:| b [8G} Y* = CHCOX — Xop),

di 0X 0X

oF" . [0G]' ... (4.31)
{a_y] X +[8_Y} )

X*(t=T)=0,

dont A’ signifie opérateur adjoint s’il vérifie la relation :
(AX,Y*)g = (X, A'Y")q,

avec (, ) le produit scalaire défini dans 'espace ), alors le gradient de la fonctionnelle par

rapport a Xy est égal a
Vx,J =—=X*(t =0). (4.32)

Pour le montrer, on multiplie la premiere équation de (4.31) par X’ et en integrant du

temps initial au temps ¢t = T, on obtient :

Todax* JerF1' . Toa1'. . ., T ,
/0< 7 _|_|:8—X:|X—|—|:8X:|Y,X >—/0 <O(OX—Xobs)7X >,

apres une intégration par parties, on a

T dx’ F T
/ < X*, - +[a—]-X’>+/ <Y*,[8—G]X’>—<X*(0)7HX>
0 0

dt 0X 0X

T
— / < Ot(CX — Xobs)aX/ >,
0

d’apres (4.30), il vient

T oF T oG T
X —|—|Y'>— Y |—|Y' > — X — Xops, X’
/0 < , {81/] > /0 < ’[ay} > /0 <C bsy O X' >

=< X*(0), Hy > . (4.33)

Multipliant maintenant la deuxieme équation de (4.31) par Y’ et I'intégrant sur I'in-
tervalle [0, T'], on obtient

T Tor1! T 19G7"
| x*v vy s=
/0<[8Y] | >+/0<[8Y} V=0,
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qui donne de (4.33)
T
—/ < CX = Xops, CX' >=< X*(0), Hx >,

0

et grace a la Gateaux dérivée de J par rapport a Xy sur la direction Hy arbitraire:
T
J(X', Hy) = / <OX — X, CX' >
0

on en déduit le gradient (4.32).

4.2.2.2 Adjoint des méthodes de splitting

Dans le chapitre précédent, nous avons donné ’algorithme a pas fractionnaires qui
décompose 'opérateur déterminant le modele d’évolution en trois opérateurs, on présente
le systeme adjoint associé a cet algorithme.

Supposons Uy est la variable d’entrée, on résout la variable finale Us par trois processus,

Processus 1 : Uy = G1(Uy),
Processus 2 : Uy = Gy(Uy), (4.34)
Processus 3 : Us = G3(Uy).

La fonction cott J = J(Us) est en fonction de Us, on cherche le gradient de .J par rapport
a la variable Uj.
Soit H une perturbation sur Uy et * la dérivée directionnelle sur la direction H, on

obtient le systeme linéarisé des trois processus ci-dessous :

=[]
Uz = ggf U, (4.35)
et la dérivée directionnelle de J devient
J(Us, H) =< Vi, J,Us > . (4.36)

Soit Py, Py, P3 les variables adjointes de Uy, Uy, Us respectivement, en multipliant trois

membres de 1’équation (4.35) par Pi, P, et Ps et en les sommant, on a

(Pla(jl) + (P27[j2) + (P37U3) =
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9G]’ . [0G] . [0Gs]
H |—| ‘P —| - P —| - Ps).
i |G| o+ @ | G2 o+ 52
Définissons
Py =V, J, (4.37)
alors
J(Us, H) = (Py,Us) t t t
~ 603 A @Gg aGl
= —| -Ps—P —| P —P H |—| - P).
(Us, |:3U2:| 3 ») + (Uh, |:@U1:| 2 )+ (H, |:an:| 1)
(4.38)
Donc si nous définissons puis
t
et
t
alors il reste .
A aG,
Hy=(=—| -A,H
‘](U37 ) (|:an:| 1, )7
H étant arbitraire, par identification, il vient
t
Vu,d = {Z—iﬂ - Py, (4.41)
qui est aussi
t t t
Vu,J = |:Z—CU¥;:| 0 {g—ij 0 |:g—CU¥j:| oV, J. (4.42)

La regle est donc d’effectuer les processus adjoints en ordre inverse. Le gradient sera

obtenu par I'application du dernier processus a la derniere variable adjointe.

4.2.2.3 Application aux équations de Saint-Venant alternées

En ce qui concerne le systeme alterné de Saint-Venant (3.34), qui est décomposé en
trois équations (3.49) - (3.51), nous appliquons les résultats des deux parties ci-dessus.

Supposant respectivement Py = (Py, Py, Py) et Py = (P,, P, Ps) les variables adjointes
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de X = (U,V,¢) et Y = (u,v,®). On prend la fonction cout (4.29). On integre le systeme

adjoint (3.34) en sens inverse a partir du temps final :

Py(T)=0, Py(T)=0, Py(T)=0.

Dans lintervalle de temps t,4; — t,, supposant P¢t' connu, on détermine P} par
trois processus suivants en prenant les conditions initiales données par le résultats du

processus précédent :

(1) Adjoint du processus de dissipation :

0P k
—= = kaPut Pk G A@P) + CH(CuU — U,

0P k
—r = g AR — kP + Pyt CHOVY — Vi),
0 = klA(g)PU + klA(K)PV — ky A(DPy) UQ - klA(CI)PV)KQ (4.43)

d d i) d
ubP, —vP, +20P; + I, Py + F, Py,

0 = P,
0 - P,
0 = P,

(2) Adjoint du processus d’advection :

_88% - “%JF%%PUJrva;;UJr%g—ZPUJFPu

0 = Puau+ P, (4.44)
0 = Py,

P LS L CL ORI L UL:0)

dy 2 dy 2 Iy
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(3) Adjoint du processus géostrophique

0Py OP¢
——— = —fPp4+O——+ P,
ot Th £ oz +
JPy 0P,
—— = fPh+®—+PF,
a1 TPy + @75 "+
0Py d(PPy) 0(PPy)
- - - P Lo — obs
51 5 T oy o + Co(Chd — dobs) (4.45)
d¢ 0o 0P, 0P,
0 = 20Py — Pu—Pv— —Pp— —P4+U—-V—,
¢ " U 9t dy v Ox dy
0 = P90,
0 = P,®.
Les gradients de J par rapport aux composantes de X sont représentés par:
Vud = —Py(0), Vv =—Py(0), Vg = —P,(0). (4.46)

4.2.3 Pseudo-observations et les expériences jumelles

Pour déterminer Ir comportement dynamique qui s’accorde le mieux possible aux don-

nées observées dans la méthode de I’assimilation de données, un point a propos de ces

observations doit étre considéré est qu’il y a quelques caracteres décrits ci-dessous qui

peuvent faire obstacle a la mise en ceuvre de cette méthode pour obtenir des résultats

satisfaisants:

Les données réelles obtenues par des mesures ne sont jamais un champ continuement

distribué, pour cela on introduit les observations dans les formules discretes;

Les données observées réelles n'ont tres peu de chance d’étre une solutions d’un

systeme dynamique ;

Les données sont observées avec une erreur qui est due a la précision limitée d’ins-
truments de mesure, cette erreur est amplifiée et se traduit par un tres grand niveau

d’erreur dans 'estimation du vecteur de controle optimal ;

Les données ne peuvent pas étre fournies completement a tous les instants méme
discrets ou sur tous les points de maillage qui est défini selon un certain schéma
numérique. Car le pas de temps ou le pas d’espace sont choisis d’apres les expéri-
mentations. Si les observations ne sont pas satisfaisantes, la méthode d’assimilation

peut ne pas donner des résultats;
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— La période de 'assimilation n’est pas arbitraire, surtout pour le systeme non linéaire,

elle n’est déterminée que par des expériences.

Par suite de ces raisons, on évite d’introduire des mesures réelles afin de valider une
méthode d’assimilation. Une facon la plus courante est d’utiliser des pseudo-observations
et de tester la méthode par des expériences jumelles. Les observations sont engendrées par
une simulation numérique du modele considéré en partant d’un état quelconque du vecteur
de controle. Par exemple, on choisit U,..; un état de référence du vecteur de controle dans

un systeme discret :

n—l—l: n < <
{X F(X"), 0<n<N, (4.47)

X0 =U,.;.

Les solutions { X"} sont prises comme pseudo-observations { X7

» .}, qui sont completes

en espace et en temps discret, et U, s est I'état de référence du vecteur de controle.

Ces observations sont ensuite utilisées dans des expériences jumelles pour la validation
du code. A partir d’un état qui est completement décorrélé a I’état de référence, ’algo-
rithme d’assimilation nous donnera un état optimal U,,,,, par comparaison entre U,,,, et
U,y suivant un critere, qui porte souvent sur le niveau relatif d’erreur entre ces deux états,
nous pouvons donc vérifier I'exactitude de I'algorithme et tester la capacité d’assimilation

de notre code.

Une fois la validation de notre systeme d’optimalité est vérifiée, la dépendance du taux
de convergence sur la distribution des données peut étre observée, aussi la question concer-
nant la suffisance des données peut étre examinée. Si 1’'on ajoute des erreurs aléatoires
sur les observations générées par le modele ou bien on échantillonne les données dans le
champ d’observation, on peut aussi étudier a quel niveau la méthode d’assimilation va
fonctionner.

4.2.4 Test de I’exactitude du gradient

Dans le processus d’optimisation, il est tres important de calculer correctement le
vecteur gradient de la fonction cott par rapport aux variables de controle afin de trouver
la bonne direction de descente. [.’exactitude du calcul du gradient agit sur la vitesse de
la convergence de la minimisation et sur la valeur correcte du minimum. Donc avant d’
exécuter le processus d’optimisation, on va vérifier le gradient de la fonction coit qui est
obtenu par la méthode adjointe.

Pour tester le gradient, Couriter ([11]) a montré que le test fondé sur le développement

de Taylor a I’ordre un de la fonctionnelle .J est efficace. On écrit le développement de Taylor
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aux points U + ah dans le voisinage de U avec la perturbation ah, h une direction fixée,

a — 0, par:

JWU +ah)—JU)=a< VJU),h>+0(a),
donc on va tester une fonction f(a) pour laquelle

J(U + ah) — J(u)
a<VJU),h> (4.48)

limao f(a) = limaoo

= 1.

Pour vérifier chaque composante du vecteur gradient, on utilise ce test non seulement
pour .J globale mais aussi pour chaque “composante” de la fonction cotit J, par exemple,

S1

JW) = YDA = 5 3N = X,

on va vérifier séparément que chaque .J; satisfait le rapport (4.48). Dans nos tests, on
choisit arbitrairement le vecteur d’état U, les observations sont prises seulement au temps
final, c.-a-d.
1 obs
JU) = IX(T) = X(T) [

la direction perturbée h est choisie comme 'opposé du vecteur gradient calculé au point

U VIO

Du tableau IV.1, on donne I'un des résultats de ce test, on voit que la valeur de la
fonction f(a) tend vers 1 quand a varie de 2° & 272! mais on remarque que si o est

proche du zéro de la machine, il ne vérifie plus ce principe.

e’ Rapport(4.48) || « Rapport(4.48)
20 1.92878 2711 10.999987
2-1 1 1.69950 27121 0.999394
272 1 1.39879 27131 0.999987
273 1 1.21369 2714 10.998404
274 1 1.11040 27151 0.997084
275 1 1.05578 2-161.0.994445
276 1 1.02771 2717 10.996556
2-7 1 1.01348 2-18 1 1.00500
278 1 1.00632 27191 0.988111
279 1 1.00269 2720 11.04723
2-10°11.00081 27211 0.945884

TAB. IV.1 — Test du gradient de la fonction cout
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4.2.5 Expérience numérique

A partir des données simulées, nous allons tester dans cette partie la capacité du sys-
teme adjoint déduit par la méthode adjointe pour assimiler 1’état optimal du vecteur de
controle. Les expériences sont faites en prenant le méme domaine géographique du mo-
dele de simulation au chapitre III, dont 1’on a pris 50 pas d’espace pour la longueur et
52 pour la largeur, le pas de temps correspondant a ’ajustement de la forme du fond
de la riviere At, = 3 jours, le nombre de pas de temps pour I'ajustement d’écoulement
Ny = 200Aty, avec Aty = 140sec, et pour I'ajustement du champ de la concentration de
sédiments Ny, = 200Ats, avec At, = 70sec.

D’apres 'expérience acquise, la condition initiale du fond de la riviere joue le role
dominant dans I’évolution de la riviere, donc on ne reconstruit que 1’état initial du lit de

la riviere. Les expériences sont faites selon le plan suivant :

— On a choisi les résultats de la simulation (cf. Fig. IV.1) comme état de référence, et
I'intégration du modele a partir de cet état comme observations simulées. La période

d’intégration est aussi la période d’assimilation ;

— La procédure d’optimisation est initialisée en ajoutant une perturbation aléatoire a
I’état de référence (voir Fig. IV.2), ou 'état de référence est aussi la solution exacte
de la minimisation. Dans ce cas la, nous connaissons la solution exacte du probleme
de controle et la valeur minimale de la fonction coit qui mesure I’écart entre la
solution du modele associée aux conditions initiales et les observation simulées au

temps final. Cette valeur minimale est égale a zéro;

Dans la premiere expérience, nous faisons d’abord une expérience sur une durée de 15
jours (= 5At,). On ne dispose des observations qu’au temps final. Le but est de vérifier
le bon fonctionnement du code adjoint avant d’envisager son utilisation sur une période
de temps d’assimilation plus longue. Les figures Fig. IV.3 et Fig. IV.4 représentent les
variations de logarithme décimal de la fonction coiit normalisée et du gradient normalisé
en fonction des itérations k, ou .Jg est la fonction cotit et 7)1]0 est le vecteur gradient de la
fonction cotit au début de la procédure d’optimisation. On remarque qu’apres 5 itérations,
la fonctionnelle normalisée est réduite d’un facteur 5,35 a ’échelle du logarithme décimal
tandis que la norme du gradient normalisée I'est de 4,02.

La figure Fig. IV.5 représente 1’état assimilé du fond de la riviere. On compare dans
la figure Fig. IV.6 la cote du fond dans le canal central avant minimisation, apres minimi-
sation et de ’état de référence. Sur le point de I'indice (28,26), on a constaté que Iécart
entre I’état de référence et 1’état de controle diminue de 6,89 metre a 0,0018 metre apres

I'optimisation.
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Dans la deuxieme expérience, le calul est effectué sur une période d’assimilation de 30
jours. Sur les figures Fig. IV.7 et Fig. IV.8, la fonction coiit normalisée est réduite d’un
facteur 5,36 tandis que la norme du gradient I'est de 3,93 apres 58 itérations. La figure
Fig. IV.9 représente la forme du fond de la riviere assimilée en 30 jours. Sur le méme
point de grille dans le canal de coordonnée (28,26), on remarque sur la figure Fig. IV.10
que, lors de la minimisation, I’écart entre la cote du lit de la riviere de 1’état de référence
et ’état de controle est réduit de 6,89 metre a 0,0007 metre.

A partir de ces résultats obtenues, on peux conclure que la méthode fonctionne aussi
bien que pour une durée d’assimilation de 15 jours, mais I'assimilation en 30 jours est
beaucoup plus cotiteuse. Elle coiite 9,29 heures (33436.33s) de temps CPU tandis que

0.33 heures de temps CPU pour 'assimilation en 15 jours.

Remarque: Dans 'étude de I'impact de la distribution temporelle des observations
sur les résultats d’assimilation, on remarque que les résultats sont plus satisfaisants dans
le cas ou les observations sont disponibles au temps initial et au temps final que dans le

cas ou les observations sont disponibles a tous les pas de temps.

Conclusion: Les expériences nous montrent que ’assimilation des données est plus
précise lorsque la durée diminue. Cela résulte du conditionnement de la matrice Hessienne
de la fonction cott par rapport aux variables de controle (ici, ce sont les conditions
initiales), qui se détériore avec I’allongement de I'intervalle de temps d’intégrer du modele.
Pour améliorer la précision des résultats assimilés, I'utilisation des méthodes de controle
optimal pour ’assimilation variationnelle de données sur de longues périodes de temps
devrait tenir compte de 1’étude au second ordre. Dans 'article de Wang, Navon et Le
Dimet [68], des études ont déja été menées pour la détermination du spectre du Hessien
de la fonction colit en supposant I’existence d’un intervalle de temps optimal dans lequel
les résultats d’assimilation ajusteraient le mieux aux observations. Le calcul du produit
de Hessien et vecteur, que ’on a toujours besoin de calculer, peut étre déduit par ’analyse

du systeme adjoint au second ordre du modele direct.
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Fia. IV.1 — L’état de reference du fond de la riviere.
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FiG. IV.2 — L’état d’initialisation (first guess) du fond de la riviére.
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ITERATION

FiG. IV.3 — La variation de log(Jx/Jo) en fonction des itérations k sur lassimilation de
15 jours.
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ITERATION

Fi1G. 1V.4 - La variation de log(||VJi||/|IVJol|) en fonction des itérations k sur lassimi-
lation de 15 jours.
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Fic. IV.5 — L’état optimal du fond initial de la riviere apres ['assimilation sur ['assimila-

tion de 15 jours.
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FiG. IV.6 — Les comparaisons de trois états dans le canal central sur "assimilation de 15

jours.
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ITERATION

FiG. IV.7 — La variation de log(Jx/Jo) en fonction des itérations k sur Uassimilation de
30 jours.

10 20 30 40 50 60
ITERATION

FiG. IV.8 — La variation de log(|V Ji||/||VJo||) en fonction des itérations k sur I'assimi-
lation de 30 jours.
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Fia. IV.10 — Les comparaisons de trois états dans le canal central sur "assimilation de

30 jours.

4.3 Assimilation de données II — Identification des

parametres

4.3.1 Introduction

Pour décrire le transport des sédiments en riviere, qui joue un réle tres important pour

I’évolution de son lit, des formules différentes sont proposées pour déterminer les proces-
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sus de dépot et d’érosion, mais il reste encore des difficultés pour mesurer ou identifier
des parametres du modele pour ces processus que ce soit dans des expériences en labo-
ratoire ou a partir des observations. En plus, il existe plusieurs formules semi-empiriques
décrivant les termes de dépot et d’érosion qui sont établies a partir des données obser-
vées aussi des expériences en laboratoire, parmi elles, il y a des coefficients impossibles a
ajuster sont généralement déduits des observations ou des expériences empiriques. Tout
cela empéche la modélisation numérique du transport des sédiments d’atteindre un bon

niveau de précision.

Dans la partie précédente, nous avons remarqué que la méthode d’assimilation des
données variationnelles est efficace pour déterminer la condition initiale pour le modele
a partir des observations. Nous sommes intéressés par le probleme de controle suivant :
est-ce qu’on peut utiliser cette méthode pour identifier des parametres du modele a partir
des données observées afin de trouver un état optimal du systeme et que la prévision du
modele s’adapte aux données observées? Pour 'instant, il existe déja quelques travaux en
ce sens en océanographie ou en hydrologie (Bennett[3], Panchang[50], Das et Lardner[16],
Panchang et Richardon [49]), mais peu sur le probleme de transport des sédiments. Nous
allons donc utiliser, dans cette partie, la méthode d’assimilation variationnelle de données
pour identifier certains parametres empiriques dans un modele bidimensionnel sur un

domaine représentant un estuaire idéal.

4.3.2 Systeme de controle

L’idée de I'identification des parametres du modele avec la méthode variationnelle a
partir des observations est qu’en prenant le vecteur des parametres comme le vecteur de
contréle, on va minimiser une fonction cott qui mesure I’écart entre la prévision du mo-
dele correspondant au vecteur de controle et les observations en vue de trouver un vecteur

optimal de controle.

Posons K le vecteur des parametres en dimension [, nous considérons ’équation évo-

lutive discrétisée en espace sous une forme générale:

X
ox | F(X(K,t),K) =0,

ot (4.49)
X(K,t=0)=0,

et la fonction cout associée, qui est

1 T
J(K) = 5/0 1C - X(K) — Xobs||5dt (4.50)
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Iei X = (u,v,h,S,7,) est le vecteur d’état.
S’il y a une perturbation Hx sur K, posons Xk la Gateaux dérivée de la variable

d’état X par rapport a K dans la direction Hg, qui est la solution du systeme linéaire
tangent :

0Xx [8F] . [8F]
A XK‘|‘ AT HK :0,
Xk (K,1=0)=0.
La Gateaux dérivée de .J par rapport a K dans la direction Hg vérifie
T
J(K,Hg) = / < C-X(K)— Xops, C - Xg >q dt. (4.52)
0

Pour déterminer le gradient de la fonction cout J(K') par rapport a K dans la direction
Hy, comme pour le probleme de controle des conditions initiales, nous introduisons un
vecteur P, adjoint du vecteur X, en faisant le produit scalaire < -,- > entre P et chacun

des membres de la premiere équation (4.51), et en intégrant sur 'intervalle de temps [0,T],
on obtient :

T ; T T
aX]{ aF S 8F
P di Pl=—|Xxk>dt=— P, |=—| Hg > dt,
/0 <P —==> +/0 < ’{ax] K> /0 < [a[x’} K>

apres une intégration par parties, il vient

. A T P 10
< P(T), Xx(T) > — < P(0), Xk (0) > +/ < o + or P, Xk >dt
0 ot |oX

T t
aF
= — PH{ dt
/ <[6K] e

Si 'on définit le vecteur adjoint P la solution du systeme:

or  [or]
! (4.53)
P(T) =0,
et grace a (4.51), on a donc
. T Tor]!
J([X, HK) = —/0 < -a[{- P, Hyi > dt, (454)

qui donne le gradient de .J par rapport au vecteur K :

Tr 1t

oF

o = — Pdt. 4.5
Vi /0 %] (4.55)
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En remarquant que le systeme adjoint (4.53) est le méme que celui pour le calcul du
gradient de J par rapport a la condition initiale, on trouve que, lorsque 'on a déduit le
systeme adjoint du systeme direct gouverné par des équations aux dérivées partielles, on

peut "appliquer pour la résolution des autres problemes de contréle optimal.

4.3.3 Choix des parametres a identifier

Dans notre modele, nous avons utilisé dans le chapitre IT des formules semi-empiriques
(dans la section 2.1.3) en ce qui concernent les termes hydrauliques dans lesquellesil y a des
coefficients de rapport empiriques. Par exemple, la capacité de I’écoulement a transporter

des sédiments en suspension est caractérisée par:

@\
*—p
i (ghw ’

et le taux de transport des sédiments charriés est décrit par:

P{1— -2 )% "hrded, si v.<|u|
7= K

(4.56)

0, si vc>|1_j|.

La détermination correcte des parameétres particulierement des variables S* et g
est un probleme tres important grace a sa influence indispensable sur 1’exactitude et la
précision du calcul de I’évolution du fond de la riviere et par conséquent sur I’écoulement
liquide.

On se place dans un probleme simplifié ou la taille des particules a transporter sur le
fond est considérée uniforme partout. La vitesse de dépot des sédiments w correspondant
a leur taille peut étre mesurée par les outils scientifiques sans beaucoup de difficulté. En
revanche, les coefficients b, m, ', n, p, ¢ sont empiriques, ainsi que le parametre o dans le
terme représentant les processus de dépot et d’érosion aw(S — S*) pour les équations
de transport des sédiments en suspension et les équations de la variation du fond de la
riviere.

Nous voulons alors essayer d’estimer ces parametres empiriques, en combinant les don-
nées observées, par la résolution d’un probleme d’assimilation variationnelle de données.
Dans ce probleme, on prend K = (a,b,m,I',n,p,q) comme vecteur de controle et on
cherche sa valeur optimale en minimisant une fonction cotit qui mesure I’écart entre la

solution du modéle et les données observées.
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4.3.4 Validation du gradient

Afin de s’assurer que I'on a une bonne direction de descente, dans ’algorithme d’opti-
misation, on vérifie numériquement I'exactitude du gradient (4.55) par rapport a chaque
composante du vecteur K en prenant la méme formule que (4.48). Sur la figure IV.3, on
trouve que la fonction f(«) en fonction du logarithme décimal de « tend vers 1 quand «
varie entre 27! et 272% avec une perturbation dans la direction (Gradg,J(K))i<i<i, avec
[ la dimension de K.

On constate que la précision de la différence entre 1 et f(a) est d’autant meilleure que «
est petit, mais lorsque a devient inférieur & 107, ce rapport augmente & nouveau en raison
des erreurs numériques d’arrondi. Il s’agit donc d’un bon test du gradient lorsque 'on
connait une valeur exacte du gradient, mais cette méthode en elle-méme est a déconseiller

pour un calcul direct du gradient en raison de ces instabilités numériques.

e’ Rapport(4.48) || « Rapport(4.48)
20 22.6728 2= 1 1.0011543
271 | 5.744897 27121 0.999938
272 1 2.599639 27131 0.999903
273 1 1.659436 27141 0.999468
2=% 1 1.299596 27151 0.997084
275 1 1.142836 27161 0.983938
276 11.069749 27171 0.983734
2-7 | 1.034488 2-181.0.989210
278 1 1.017159 27191 1.122073
279 1 1.008566 2720 1 1.126961
2-1011.004353

TAB. IV.2 — Validation du gradient

4.3.5 Expériences numériques - Identification avec des observa-
tions completes

[’expérience jumelle est organisée comme au paragraphe 4.2.5, dans lequel, les obser-
vations sont générées sur le méme domaine par les résultats simulés du modele dont les
parametres sont pris dans la colonne “valeur exacte” du tableau Tab IV.3. Dans un pre-
mier temps, 'identification est effectuée sur la durée d’assimilation de 3 jours, le champs

d’écoulement, la distribution des sédiments et le fond de la riviere sont observés au temps

final.
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Nous connaissons donc la solution exacte du probleme de contréle et la valeur mi-
nimale de la fonction cotlit qui est zéro. Pour initialiser la procédure de minimisation,
nous choisissons pour les valeurs d’initialisation par ajoutant une perturbation aléatoire

de I'ordre maximal de 50% sur les valeurs exactes, on les figure dans la colonne “valeur

initialisée” du Tab 1V.3.

La figure FIG.IV.11 montre la décroissance des logarithmes décimaux de la fonction
cout normalisée sur 50 itérations. A la 50-eme itération le critere d’arrét est satisfait. Ici
nous prenons v =5 x 1077 dans la formule (4.21). La fonction coiit normalisée décroit de
6.74 & 3.58x 107!, La figure 1V.12 représente la décroissance des logarithmes décimaux
de la norme du gradient normalisée de la fonction cout sur 50 itérations, on voit sur cette
figure que la norme décroit de 32.48 & 6.84 x 107°, ce qui s’explique par le fait que I'op-

timisateur a convergé vers un minimum local.

La colonne “valeur identifiée” du tableau TAB. IV.3 donne la valeur optimale du vec-
teur de controle par rapport a l'optimisation. Tous les parametres sauf I' tendent vers
leurs valeurs exactes sur 50 itérations. Sur la figure FIG. IV.13, on voit plus en détail
la variation de chaque parametre durant la minimisation par comparaison a leur valeur
exacte. Les valeurs de n, p et ¢ ne varient pas pendant les premieres itérations de la pro-
cédure d’optimisation, parce que les gradients initiaux de la fonction cout par rapport a
n,p et ¢ sont moins importants que ceux de a, b et m. Et la valeur de I" n’a pratiquement

pas varié durant la procédure d’identification, donc dépend de la valeur de départ.

‘ Parametres H Valeur exacte ‘ Valeur initialisée ‘ Valeur identifiée ‘

b 0.350000 0.385134 0.350000
m 0.920000 1.19991 0.920000
o 0.300000 0.295765 0.300000
I 5.0000 5.20477 5.20924
n 3.00000 2.15512 3.00048
p -0.250000 -0.320287 -0.250718
q 0.250000 0.225900 0.255743

TAB. IV.3 — Résultat de 'identification avec des observations complétes

Les variables hydrauliques n’étant pas indépendants, 'identification de tous les para-
metres peut étre influencée par 'effet du couplage, la mauvaise identification de I' peut

étre due a ce couplage. Pour regarder cette influence sur I'identification, quelques résultats
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numériques ont été constatés dans les expériences suivantes:

— On identifie seulement le parametre I' en fixant les autres parametres a leurs valeurs

exactes. Nous avons résumé dans le tableau TAB. IV.4, dans trois cas, la valeur
de départ Ty, la valeur optimale I',,;, la fonctionnelle au temps initial et au temps
final, ainsi que leurs normes des gradients et le nombre d’itérations. On remarque

que dans tous les cas on a bien retrouvé la valeur exacte de I' qui ne dépend pas de

la valeur d’initialisation.

Iy Uopt Jo JIn |V Jol| N N
0.5 5.0 | 7.16338 x 1077 0 2.65044 x 107 0 3
5.20477 | 5.0 | 1.48316x107° | 9.09495x 10~"* | 1.20613 x 10™* | 1.12053 x107'° | 4
5x10% | 5.0 86.6765 0 0.291548 0 3

TAB. IV.4 — Estimation de I avec les observations compleétes, ou la valeur exacte de I' est

€gale a 5.

— On identifie seulement le parametre g. D’apres nos expériences, meme la détermi-

nation de ¢ est assez délicate. D’abord, le choix de la valeur de départ n’est pas
arbitraire, elle dépend de la taille des particules d. Sinon, il entrainera une diver-
gence de 1’algorithme de minimisation a cause de la instabilité de I'intégration du
modele direct. Par exemple, dans le cas ot d = 1 x 107*m, la minimisation diverge
si la valeur de départ de ¢ ne peut pas dépasser 1. Pour cet exemple, on résume les
résultats d’optimisation dans le tableau TAB.IV.5.

@ Gt To T [Vl [Vl

2.5 x 1072 | 0.249998 0.123140 3.63798 x 10712 1.59432 2.02935%x 107 | 10
0.225900 0.25 2.90158 x 10~* 0 2.12658 x 1072 0 5
1 0.25 8.74447 x10~* 0 2.35391 x 1072 0 5

TAB. IV.5 - Estimation de q avec les observations complétes, ou la valeur exacte de q est
égale a 0.25, la laille des sédiments d =1 x 1073,

— Un autre essai est fait, en prenant le parametre I' a la valeur exacte, sur 1'identi-

fication des six autres parametres. Les résultats au tableau IV.6 nous indique que
en 59 itérations, les différences entre les valeurs finales et les valeurs exactes de
tous les parametres sont inférieures a 0.0013%), surtout le parametre q est beaucoup
mieux identifié sans la présence de I'identification du parametre I'. En revanche, le
contraire n’est pas vrai, c’est-a-dire que la qualité d’identification de I" ne dépend

pas de la présence de gq.
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‘ Parametres H Valeur exacte ‘ Valeur initialisée ‘ Valeur identifiée ‘

b 0.35 0.385134 0.349995
m 0.92 1.19991 0.920006
o 0.3 0.295765 0.300002
n 3.0 2.15512 2.99996
P -0.25 -0.320287 -0.249980
q 0.25 0.225900 0.250002

TAB. 1V.6 — Résultats de ['identification en 6 paramétres a partir des observations

completes.

-10

12

FiG. IV.11 - La variation de log(Ji/Jo) en fonction des itérations k avec des observations

completes.

log(Ju/ o)
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20 25
ITERATION
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Log([[V Tl /1Y oll)

6 | | | | | | | | |
1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

ITERATION

FiGg. IV.12 — La variation de log(||VJi||/||VJo||) en fonction des itérations k avec des
obeservations complétes.
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IV.13 — Résultats de l'identification en 7 paramélres avec des observations complétes.



4.3 Assimilation de données Il — Identification des parametres 129

4.3.6 Expériences numériques - Identification a partir des don-
nées non completes

En réalité, ce n’est pas réaliste que les données soient observées sur tous les points de
grille, parce que les données dans une riviere sont observées ou mesurées par des stations
hydrauliques qui ne sont pas distribuées de maniere homogene dans tout le domaine de
la riviere, ni sur tous les noeuds de maillage. Si I'on veut utiliser des observations non
completes pour spécifier les parametres du modele avec la méthode variationnelle d’assi-
milation, c’est important de tester la capacité de la méthode d’assimilation de données
pour retrouver la valeur optimale du vecteur de controle dans le cas ou le nombre de don-
nées est inférieur a celui de variables de controle. Ce sont des problemes qui intéressent

les mathématiciens et les physiciens.

Dans les premieres expériences, nous allons considérer une question : Quel est le nombre
minimum de observations dont nous avons besoin pour I'identification des parametres et
quels sont leurs meilleurs positions pour donner des résultats satisfaisants? Ensuite, dans
le cas ou les données observées sont clairsemés et ne sont pas suffisantes pour spécifier
de bons résultats pour les parametres a identifier, nous allons introduire une méthode de

régularisation en ajoutant un terme de pénalité sur la fonctionnelle.

Pour traiter les cas ou il y a des observations incompletes, la formule (4.50) qui définit
la fonction cotit fait intervenir une matrice de pondération W qui déclare la situation des

observations. Dans nos expériences, une matrice diagonale
W = dzag(WU, Wv, Wh, Ws, Wzb)

a été choisie pour présenter les poids avec des sous matrices Wy, Wy, W, Ws et W, .

Les éléments des sous matrices sont définis par

(W), = { (1), sjil y a des données sur le noeud (¢, ), (4.57)
, sinon.
La fonction cotit devient
1 /7
J(K) = 5/ CW(C X — X, W(C- X — X,p) > di. (4.58)
0
De la méme maniere, le systeme adjoint correspondant est donné par
or  [or)’
N
! ! (4.59)
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et le gradient de la fonction cotit par rapport au vecteur de controle est le méme que (4.55).

[’expérience est faite sous la méme condition que le paragraphe précédent. Nous sup-
posons que nous n’avons que les données observées au fond de la riviere, notamment dans
le canal central ou I'action de la sédimentation est plus importante par rapport aux autres

régions. Ca veut dire que l'on a,

(WU)W- = (Wv)m- = (Wh)i,j = (Ws)i’j = 0, pour tous 1, 7,

_JLog=1e
Wa,={ o 420 (4.60)
ou jec est I'indice correspondant au centre du canal. Pour un domaine de 50 x 52 points,
je=26.

Comme I'illustrent les figures FIG. IV.14 et FIG. IV.15, on constate que I'algorithme
de minimisation s’arréte a la 61-eme itération avec des décroissances remarquables, ou le
logarithme décimal de la fonction cout normalisée décroit de 0 a -9.63917 et la norme de
son gradient normalisé décroit de 0 a -6.10597. En comparaisons avec les valeurs exactes
de chaque parametre sur des graphiques de la figure Fig. IV.16, qui ont montré la variation
de chaque composante du vecteur de controle au cours de la minimisation. Dans le tableau
Tab. IV.7, nous avons trouvé que, comme dans le cas ou il y a des observations completes,
les valeurs de controle des parametres «, b, m,n,p peuvent converger vers leurs valeurs
exactes a partir d’une valeur perturbée aléatoire, en revanche, la valeur du parametre I’

n’a pas varié beaucoup au cours de I'optimisation, la valeur finale apres la minimisation
est égale a 5.21536 quand la valeur de départ est de 5.20477.

En fait, la figure Fig. IV.17 représente la variation du gradient de la fonction cout
par rapport a chaque parametre au cours de la minimisation, a partir de laquelle nous
remarquons que le gradient par rapport a I' n’a augmenté que 5x1072 au cours de la

minimisation, ce qui nous demande de chercher un autre algorithme pour 'identification

de I'.

Nous sommes intéressés maintenant a la sensibilité des résultats d’assimilation au zone
d’observations. On a réussi a trouver numériquement que, en utilisant I’observation sur
la cote du fond au canal central et en seulement 13 nceuds de grille au début du canal,
le moindre numbre d’observations, on arrive une bonne identification. Le résultat dans le
tableau TAB.IV.7 montre que le résultat est autant satisfaisant que dans le cas ou il y a

des observations completes. Sinon, dans les cas ou le nombre de sites est inférieur a 13,
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ou bien les observations se trouvent plus loin de ’entrée de 1’écoulement, on n’arrive pas

a continuer la procédure de la minimisation.

‘ Parametre H valeur exacte ‘ initialisée ‘ identifiée ‘

b 0.35 | 0.385134 | 0.350007
m 0.92 1.19991 | 0.919986
o 0.3 | 0.295765 | 0.299985
I' 5.0 5.20477 5.20992
n 3.0 2.15512 2.99985
P -0.25 | -0.320287 | -0.250137
q 0.25 | 0.225900 | 0.255875

TAB. IV.7 — Résultats de l'identification avec des observations au fond dans le canal sur

les points (1,7), ou i =1,...,13, j = 26.
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-10 | | | | | |
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Fi1G. IV.14 - La variation de log(Ji/Jo) en fonction des itérations k avec des observations

au fond du canal.

1 Log([IV Tl /1Y Toll)
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ITERATION

70

FiGg. IV.15 — La variation de log(||VJi||/||VJo||) en fonction des itérations k avec des

observations au fond du canal.
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Fic. 1V.16 — Résultats de lidentification en 7 paramélres a partir des observations au
fond du canal, (—) les valeurs de contréle en fonction des itérations et (--- ) les valeurs
exactes.
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Fic. IV.17 — Le gradient de la fonction coul par rapport a chaque composante du vecteur
des parameélres avec des observations au fond du canal central.
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4.3.7 Meéthode de la pénalisation

En pratique, 'effet est remarqué que la solution du modele reconstruite par la méthode
variationnelle d’assimilation de données peut provoquer des oscillations spatiales fortes si
I’on applique les observations clairsemées ou des observations comprenant du bruit. Une
fagon a éliminer des oscillations spatiales est d'utiliser de fausses données afin de mettre en
vigueur 'aspect lisse de la solution, on peut créer des observations par 'interpolation avec
les données aux voisinages des endroits ou il manque d’observations, ou bien on peut aussi
résoudre ce probleme par la méthode de pénalisation en ajoutant un terme de pénalité
a I’ancienne fonction cout pour former une fonctionnelle pénalisée. I.’idée de la méthode
de pénalisation est réduite a beaucoup d’applications (Thacker[60], Zou et Navon [48],
Lardner [36]).

Maintenant on diminue le nombre de points de grille ou il y a des observations. Puisque
I'on a vu que c’est suffisant d’identifier les 7 parametres avec les données dans le canal
de navigation. On diminue le nombre de données observées en prenant dans le centre du
canal des mesures de la hauteur du lit de la riviere tous les 2 points, c.-a-d. le nombre
de données décoit de 50 a 25, le résultat de l'identification des parametres est presque
le méme que dans le cas ou il y a des mesures sur tous les points de grille au canal de
navigation. Apres 'optimisation selon un critere d’arrét, les valeurs finales de tous les

parametres sauf I' sont autant satisfaisant qu’avant la réduction d’observations.

Si 'on diminue encore plus le nombre de données, par exemple on échantillonne I'ob-
servation sur tous les 5 points de grille, le processus de la minimisation n’arrive pas a
continuer a cause d’un arrét d’une erreur d’arrondi. Le tableau IV.8 représente le com-
paraison des résultats de I'identification lorsque le nombre d’observations est diminué.
La figure IV.18 représente les variations de la fonction cout et du gradient normalisé par

rapport aux parametres au cours de la minimisation.
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Parametre || Valeur | Valeur [ Valeur final avec les observations tous les? points
exacte | de départ 1 2 5 10
b 0.35 0.385134 | 0.350353 | 0.350192 | 0.296336 0.360524
m 0.92 1.19991 | 0.919622 | 0.919781 | 0.959065 0.966842
« 0.3 0.295765 | 0.300239 | 0.300132 | 0.305201 0.294712
I 5.0 5.20477 5.21542 5.20598 5.20474 5.20358
n 3.0 2.15512 3.00722 3.00336 2.15096 2.14797
P -0.25 | -0.320287 | -0.250798 | -0.251268 | -0.324778 -0.344579
q 0.25 0.225900 | 0.256352 | 0.255625 | 0.227838 0.309656

TAB. IV.8 — Comparaison des résultats de l'identification avec les différents nombre d’ob-

servations.

FiG. V.18 — La variation de log(Jy./Jo) (a) et de log(||VJ||/||VJol|) (b) en fonction des

itérations k quand les observations sont valables sur tous les un (cas 1), deux (cas 2), cing
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(cas 3) et dix (cas 4) points de grille au canal central.
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Dans ces expériences, si les données d’observation sont échantillonnées tous les cinq
points de maillage au canal de navigation, le tableau Tab.IV.9 montre que nous ne pou-
vons pas réussir a identifier le vecteur de contréle, I’écart entre la valeur exacte et celle
d’identification reste encore assez grande. Pour cela, nous essayons de voir si 'on peut
améliorer les résultats d’identification en utilisant la méthode de pénalisation dans le cas

ou il y a des observations non completes ou bruitées.

Cette méthode est réalisée par ajoutant un terme de pénalisation a la fonction cout.
Supposons qu’il y a d’estimations a priori valables pour les parametres a identifier, ob-
tenues a partir des mesures acquises ou des arguments physiques, dénotés par K. =

(T'ey Ny Pey Gey My @y b, ), alors la fonction cotit pénalisée a minimiser est donnée par :

L1 . .
JK) = Jo(K)+ S BIWi(K — K|

1 /7 1
= 5/ ]\W(O-X—Xobs)”?dtJr55”WK(K—KC)H2, (4.61)
0

ou 3 est le coefficient de pénalité, Wy = diag(Wr, W,,, W,, W,, W,,,, W, W3) désignent les

fonctions de poids attachées a priori aux observations.

En prenant toujours le méme systeme adjoint (4.53), le gradient de la fonction cott

pénalisée par rapport a chaque parametre peut étre obtenu en ajoutant a (4.55) un terme
,B(W]()]-j[(j, ] =1,.., 7,

au gradient de la fonction cott non pénalisée.

Si l'on échantillonne les observations au centre du canal tous les 5 points, on ne peut
pas obtenu une spécification satisfaisante a cause du fait de manque d’observation. En
partant de la méme valeur du vecteur de controle dans la procédure de la minimisation,
on établit une comparaison de l'identification pour les cas sans ou avec application de la

méthode de pénalité.

4.3.7.1 Expérience apres la pénalisation

[’expérience est faite si ’on suppose que il n’y a 'estimation a priori I'. que sur le

parametre I', c’est-a-dire que

Wr=1, W,=W,=W, =W,=W,=0,



138 Problémes d’assimilation de données

: TP | . : R N
on ajoute alors un terme de pénalisation 55@ —T'.)? a la fonction cotit Jo(K'), ou 3 est

bien choisie (ici, # = 10) pour que la procédure de la minimisation soit effectuée. Dans le
tableau Tab. IV.9, on montre que la fonction cout pénalisée (4.61) a trouvé un minimum
local en certains itérations et la qualité de l'identification de parametres est beaucoup
mieux améliorée que dans le cas ou il n’y a pas d’application de la méthode de pénalisa-

tion.

Valeur | Valeur Valeur finale
Parametre || exacte | de départ | sans pénalisation | avec pénalisation §ﬁ(F - T.)?
b 0.35 | 0.385134 0.296336 0.349975
m 0.92 1.19991 0.959065 0.920010
« 0.3 0.295765 0.305201 0.300036
I 5.0 5.20477 5.20474 5.0000
n 3.0 2.15512 2.15096 2.99946
P -0.25 | -0.320287 -0.324778 -0.250050
q 0.25 | 0.225900 0.227838 0.249946
TAB. IV.9 — Comparaison des résultats de lidentification pour les méthodes sans

pénalisation el avec pénalisation en prenant le terme de pénalité %ﬂ([‘ —T.), ou =10,
I'. = 5.0. Les observations sont valables sur la cole du fond de tous les 5 points dans le
canal central.

4.3.7.2 Expériences avec des différents termes de pénalité

Pour comparer I'impact des termes de pénalité sur les résultats de 'identification de
parametre, les expériences sont effectuées avec différents termes de pénalité. Les expé-
riences sont effectuées pour les cas lorsque il n’y a d’estimation a priori que sur I', sur ¢,
sur p, ou bien sur tous les parametres, c¢’est-a-dire que (WK)jj =1, j=1,..., 7. On illustre
les résultats dans le tableau Tab. IV.10, a partir duquel on remarque que I’on obtient le
meilleur résultat de spécification lorsque les estimations a priori sont valables sur tous les
parametres a identifier, ou bien seulement sur I'. Pour les autres cas, en revanche, nous
ne pouvons obtenir que de bonnes spécifications du vecteur de parametre que pour le

parametre sur lequel il y a I'estimation a priori.
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Parametre || Valeur Valeur Valeur finale

exacte | de départ | Wpr =1 ‘ W,=1 ‘ W, =1 ‘ (WK)j =1
b 0.35 0.385134 | 0.349975 | 0.298615 | 0.299921 0.350000
m 0.92 1.19991 0.920010 | 0.955184 | 0.966913 0.920000
« 0.3 0.295765 | 0.300036 | 0.305146 | 0.295469 0.30000
r 5.0 5.20477 5.0000 5.20574 5.20504 5.0000
n 3.0 2.15512 2.99946 2.15405 2.15185 3.0000
P -0.25 | -0.320287 | -0.250050 | -0.245738 | -0.250001 | -0.250000
q 0.25 0.225900 | 0.249946 | 0.250000 | 0.216255 0.250000

TAB. IV.10 — Comparaison de 'identification de parametre en utilisant différents termes
de pénalite, ou le coefficient de pénalité F=10. Les observations sont valables sur la cote
du fond de tous les 5 points dans le canal central.

4.3.7.3 Expériences du coefficient de pénalité

Le coefficient de pénalisation 3 dans I’expression de fonctionnelle pénalisées doit obéir
a une loi de compromis, c’est-a-dire, 3 ne doit pas étre trop grand, sinon, on ne tient pas
compte suffisamment des observations, car le processus de la minimisation va porter tout
son effort pour diminuer seulement le terme de régularisation, si par contre 3 est trop
petit, le probleme de I’identification est trop sensible qui va déduire une mauvaise qualité
de l'identification.

Les expériences sont réalisées en prenant de différentes valeurs du coefficient de pénalité
(. Le tableau Tab.IV.11 nous a montré les résultats de I'identification pour les différents
coefficients de pénalité dans les cas ou ’estimation a priori est seulement valable sur I':
I'. = 5.0. Dans tous les cas, la valeur finale de I' est égale a cette estimation, mais I'iden-
tification des autres parametres peut s’évaluer selon la valeur de 3: quand 3 = 1, les
ecarts entres les valeurs identifiées et exactes sont grandes; si  augmente, par exemple
G = 10, les valeurs finales de tous les parametres approchent bien leur valeurs exactes ; en

revanche, si 3 est devenu trop grand, on trouve que les résultats sont devenues moins biens.

Si nous faisons un autre test pareil mais nous supposons que nous avons ’estimation a

priori sur le parameétre ¢, donc un terme supplémentaire —3(q—g.)? est ajouté pour former
la fonction cotit pénalisée. Du tableau Tab. IV.12, nous trouvons que n’importe comment
qu’il varie le coefficient 3, les valeurs identifiées des parametres sauf ¢ ne peuvent pas

approcher leur valeurs exactes.
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Parametre || Valeur Valeur Valeur finale

exacte | de départ =1 ‘ £5=10 ‘ (=100
b 0.35 0.385134 | 0.296610 | 0.349975 | 0.349357
m 0.92 1.19991 0.958445 | 0.920010 | 0.920654
« 0.3 0.295765 | 0.305132 | 0.300036 | 0.299760
r 5.0 5.20477 5.0000 5.0000 5.0000
n 3.0 2.15512 2.15339 2.99946 2.99473
P -0.25 | -0.320287 | -0.320286 | -0.250050 | -0.249275
q 0.25 0.225900 | 0.223226 | 0.249946 | 0.250522

TAB. IV.11 — Comparaisons des résultats d’identification en utilisant différents coefficients

1
de pénalité 3 pour le terme §ﬁ(F —T.)% La cote du fond de la riviére est observée sur
tous les 5 points du canal central.

Parametre | Valeur Valeur Valeur finale
exacte | de départ p=1 £=10 £=100
b 0.35 0.385134 | 0.298544 | 0.298615 | 0.295418
m 0.92 1.19991 0.955509 | 0.955184 | 0.950209
« 0.3 0.295765 | 0.305290 | 0.305146 | 0.301074
r 5.0 5.20477 5.20595 5.20574 5.20516
n 3.0 2.15512 2.15244 2.15405 2.15407
P -0.25 | -0.320287 | -0.245896 | -0.245738 | -0.317570
q 0.25 0.225900 | 0.250000 | 0.250000 | 0.250000

TAB. IV.12 = Comparaison de l'identification en utilisant différents coefficients de pénalité

(B pour le terme §ﬁ(q—qc)2. La cote du fond de la riviere est observée sur tous les 5 points

du canal central.
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Commentaire : Lorsque les observations contient toujours des erreurs a cause du bruit
ou de la précision de 'appareil de mesure, le résultat de 1’assimilation de donnée sera tres
sensible a la grandeur d’erreur dans les observations. Pour éliminer la sensibilité du vec-
teur de controle optimal obtenu par la minimisation d’une fonction cott, des méthodes de

régularisation par ajoutant un terme de régularisation a la fonction sont toujours utilisées.

4.4 Conclusion

Ce chapitre montre que les méthodes d’assimilation de données peuvent étre appliquées
aux problemes d’hydrologie, pour des problemes tels que la reconstruction de 1’évolution

du lit d’un fleuve ou pour des problemes d’identification.

[.’étape suivante sera de passer a des données réelles ce qui augmentera d’un ordre de
grandeur de cout de calcul. Un des problemes qui devra étre résolu est de savoir quelles
données sont pertinents et quel est le domaine de validité d’un modele.
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Chapitre V

Estimation des erreurs du modele

5.1 Introduction

Dans les méthodes variationnelles d’assimilation de données, le modele pris comme
contrainte dynamique est toujours supposé parfait, et on cherche a minimiser une fonc-
tion cout qui introduit des observations pour que les données observées s’accordent au
mieux avec le systeme dynamique. En revanche, en réalité, méme si ’on ne cesse pas
d’améliorer le modele afin qu’il décrit le comportement d’un systeme dynamique, il reste
toujours des difficultés en raison de connaissances limitées et de la limite du cout de calcul.
Une question se pose donc: comment estimer ces erreurs afin d’améliorer les résultats de

I’assimilation de données?

Il y a plusieurs facteurs qui peuvent entrainer des erreurs du modele. Tout d’abord en
raison du coiit de calcul d’un modele non linéaire, qui est représenté par des équations aux
dérivées partielles, on utilise souvent un modele simplifié en ignorant quelques termes dans
les équations, et d’autre part, pour résoudre ces équations numériquement, certaines mé-
thodes d’approximation peuvent étre adoptées comme les différences finies ou les éléments
finis. Ils intervient alors une erreur d’approximation quand on utilise un schéma pour dis-
crétiser le modele en espace et en temps et pour approcher un opérateur différentiel par
un opérateur aux différences. On remarque que si le schéma est stable, la croissance des
erreurs d’approximation ne peut pas atteindre a une valeur infinie sur une longue période
de temps, c’est-a-dire qu’elle a une énergie limitée. Une autre source d’erreur est qu’il y a
toujours des écarts entre les valeurs réelles des parametres du modele et ses valeurs obser-

vées a cause des limites de précision des instruments de mesure ou de la présence du bruit.

Pour toutes de ces raisons, on souhaite estimer I'erreur d’un modele par la résolution
bl
d’un systeme de controle en prenant I’erreur comme un vecteur de controle. Dans ce cas,

on minimise une fonction cout qui présente I’écart de prévision du modele avec I'erreur et

143
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les observations.

Si les erreurs sont représentées dans la base euclidienne, la dimension du probleme
de contréle sera énorme ainsi que le cott de calcul de 'optimisation, méme pour une
courte période du temps. Une possibilité de diminution de la taille du vecteur de controle
est examinée en choisissant une autre base d’espace, qui permet d’estimer les modes de
croissance les plus rapides de l'erreur du modele. Ces modes sont décrites par une série

de vecteurs propres trouvés par ’algorithme de Lanczos.

Le but de ce chapitre est de tester des méthodes de réduction de la dimension de I’es-
pace de controle. Pour une premiere approche, il nous a semblé plus adapté d’utiliser un
modele simple d’écoulement de fluide géographique utilisé couramment en météorologie
et océanographie. Ce modele est dérivé des équations d’eau peu profonde (Shallow-water)
et décrit dans Grammeltvedt ([30]).

La transposition a un probleme complexe d’hydrologie demandera d’importants res-

sources de calcul. Ces études préliminaires se fait donc avec un modele bien référencé.

5.2 Détermination des erreurs dans la base canonique

5.2.1 Systeme de controle I

On considere un modele évolutif de forme générale auquel on ajoute une erreur V (z, )

dépendant de I'espace et du temps

a—X:F-X(t)—I—B-V(:L',t), sur £ x [0, 7],

ot (5.1)
X(0) =U, sur Q,

ou B est un opérateur linéaire qui permet de transférer V' de son espace V vers celui de

la variable d’état.
Notre probleme revient a chercher une erreur V' qui minimise la fonctionnelle suivante :
I )
J(U, V) = 5 (ICX — Xops||? + B < NV, V >)dt, (5.2)
0
o N € L(V,V) est une matrice définie positive, 3 est le coefficient de régularisation.

Maintenant on va en déduire la condition de minimisation de cette fonction. S’il y a

une perturbation dans la direction hy autour d’une certaine erreur V' et une autre dans la
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direction Ay autour de la condition initiale, la dérivée de Gateaux J de J dans la direction

(htr, hy) est donnée par
A T A
J(U, V, hU,hv) = / (< CX — Xops, CX >+ < NV, hy >)dt, (53)
0

ot X est la dérivée directionnelle de X dans la direction (hu, hv), qui est solution du

systeme ci-dessous :

X Fl .
aa_t _ B—X} X(t)+ Bhy,  sur Qx]0, 7],
(5.4)
X(O) = hy, sur {).
On introduit une variable adjointe P qui satisfait
t

OF oL p_cnex = X,),  sur Qx [0.7],
ot 0X (5.5)
P(T) =0, sur {).

Si 'on multiplie la premiere équation de ce systeme par X et que 'on integre de 0 a
T, on obtient

T P . T F t R T R
/ <8—,X>dt+/ < or P,X>dt:/ < CHOX — Xops), X > dL.

Par I'intégration par partie, il vient

. T X T AF7 . T .
—<X(()),P(0)>+/ <P,——>dt+/ <P |— X>dt:/ < CX—=Xgs,CX > dt,

due au systeme (5.4), on a
T T )
—<hU,P(0)>—/ <P,Bhv>dt:/ < CX — Xy, CX > dt,
0 0

comme hy et hy sont arbitraires, on peut déduire de (5.3) que le gradient de la fonction-

nelle .J par rapport au vecteur (U, V) est égal a:

Vi = —P(0),
{ VvJ = —B'P + BNV, (5.6)

la caratéristique de la variable optimale de controle est donnée par les équations Vi.JJ =0

et VyJ = 0; c’est-a-dire que
V =p"'N"'B'P. (5.7)
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5.2.2 Un modele d’application

Pour examiner les erreurs du modele dans un cadre plus simple, on s’intéresse a un
cas d’écoulement de flux a partir des équations de Shallow-Water sur une surface limitée

qui s’écrivent :

ou ou ou 0
ETR T R A
dv Ov Ov 0o
06 _ 0wd) o(ve)
ot oz oy

dans lesquelles u et v sont les deux composantes de la vitesse horizontale, ¢ = gh est
le géopotentiel, f et g sont respectivement la force de Coriolis et I'accélération de la pe-
santeur. Puisque il n’y pas de force extérieure, ce systeme conserve la masse. Ce systeme
est souvent pris comme un exemple pour étudier des problemes d’assimilation de données
en météorologie, ce qui nous permet de comparer facilement les résultats en faisant des

expériences jumelles.

Ce systeme est discrétisé en différences finies sur un domaine rectangulaire de longueur
L = 6000km, de largeur D = 4400km, dont les pas de discrétisation sont dx = 300km, dy
=220 km en espace, et dt = 600sec en temps. De cette maniere on a construit un maillage
de 21 x 21 points. Une condition initiale est choisie pour ce systeme selon Grammeltvedt

([30]) ou le champ d’altitude initial est déterminé de la facon suivante:

h'=Ho + H tanh(w) + H, Sech(w) sin (QWTJ;)’
u et v étant déduits des relations:
g Oh g Oh
U = _?8_:1; et v = ?8_;13

Les valeurs suivantes étant données pour les expériences numériques :

Ho = 2000m, H; = —220m, H, = 133m,

yo = 2200km, [ =10"*sec™t, g =10m - sec™2. (5.9)

Les conditions périodiques sont choisies sur les bords Ouest-Est, et on suppose que la
longueur d’onde du flux est égale a la longueur du domaine. Sur les bords Nord-Sud, les
conditions de parois solides sont utilisées, c’est-a-dire que la composante normale de la vi-

tesse est nulle: v = 0, et que la dérivée normale du géopotentiel est nulle aussi: d¢/dt = 0.
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En utilisant un schéma leap-frog en temps et un schéma centré en espace, si X[, =
(uf;, v, @) est 'approximation de la solution du systeme X = (u,v,¢) au temps ndt
et au noeud (idx, jdy), on pose

n n n n
Uipr; T Uiy Vi1 T U5

—n o - —
U = 5 et Vii= T 5
on discrétise le systeme (5.8) par:
n+l _  n—1
Wiy —Yij _
26t
n o3 n n [Ty [Ty
B I o R e i n Pir1 T Pic
—ur, _ ", 4 fop, — JHbi Timli
il 20x ol 20y ol 20x
ntl _gn-l
27] 27] —
26t
(5.10)
i3 n n n 7% T
e D T Vi Vit T Vg e Pt T Piien
7
Y W95y i 25y
ntl o pn—l
27] 27] —
26t
o3 T2 o3 T n [T o3 T2
L Uig i Pigry T Wi, Picy Vi P T Vii1Pii
20z 20y

Si nous notons X™ = (u™,v", ¢"), le systeme (5.10) peut s’écrire sous la forme:
Xn+1 — f(Xn) —|—Xn_1,

en posant Y = (u", 0", qg”) la variable linéaire tangente de X™, la linéarisation du systeme

(5.10) devient:
Yo = J(XM)Y" 4+ Y (5.11)

ou J(X™) le Jacobien de f au point X”. Par la méthode de transposition décrite dans le
chapitre précédent, le systeme adjoint est déduit de I’équation linéarisée (5.11), avec lequel
on obtient des équations (5.6) le gradient de la fonctionnelle par rapport aux variables de

controle.

5.2.3 Expériences numériques

Les expériences ont été effectuées en ajoutant sur le modele de petites perturbations

sur tous les points de grille et a tous les pas de temps. Supposons que cettes perturbations
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solent dans les mémes espaces que les solutions du modele. Elles sont représentées dans
la base euclidienne, donc la dimension de I'espace des perturbations est autant que celui
des variables d’état. Grace a 'utilisation des expériences jumelles, les observations sont
générées par l'intégration du systeme Shallow-Water a partir de 1’état initial de Gram-
melvedt (voir Fig. V.1) sur une courte période de temps (48 pas de temps = 8 heures),

Nr = 48 désigne le nombre des pas de temps.

Posons V" = (V7 V., V' )i<n<n, variables d’erreur dans le méme espace de phase que
la solution X" vérifiant

Xn+1 :f‘(Xn)_I_Xn—l _I_B'Vn—}—l’ n 2 2’
X2=f( XY+ X'+ B- V¥ (5.12)
X=X+ VL

Ici, B est I'opérateur identité. La dimension de I'espace de controle est égale a 3 x 19 x
19 x 48=51984. En prenant en compte les degrés de liberté du probleme, la dimension
des observations doit étre supérieure a celle de 'espace de contréle, c’est pourquoi les
observations sont valables a tous les pas de temps. Si on pose X" = (u”,v",¢") et X7, =
(uly,, v o ), on veut chercher les erreurs optimales V' = {Vn}lgnsNT qui minimisent
la fonctionnelle:

1
JV)= ST W <Xt - X

obs?

X —-Xn

obs

(5.13)
1
FBEL N <V,

ou W = (W,,W,,W,) sont les matrices diagonales représentant les poids, et dont les

éléments diagonaux sont, dans nos expériences, tels que
(Wi = W)z =1,(Wy)j; =107%, 1< j <N,

avec N le nombre des pas de l'espace, 3 le coefficient de régularisation et les N/ =
(Ny, Ny, Ny) étant les matrices symétriques définies positives désignant I'inverse de la

covariance d’erreur correspondant a chaque variable.

En ce qui concerne I'initialisation du processus de la minimisation, on assigne a chaque
composante de (V")i<n<n, une valeur aléatoire. En vue d’éviter 'instabilité du systeme
due a la sensibilité du géopotentiel par rapport aux perturbations, on a choisi une erreur
(V2 V) correspondant au champ de vitesse comprise entre —1 m/s et 1 m/s, alors
que Perreur du géopotentiel V' se situe entre -100 metres et 100 metres (le taux de

perturbation soit inférieur a 0.5 % des données observées).
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[’algorithme est dit converge quand le critere d’arrét

IVIX) _
IV =

est satisfait avec un seuil fixé ¢ = 107°. Puisque il n’existe pas en général de critere précis
sur les choix du coefficient de régularisation 3 et des matrices N' = (N,, N,,, Ny) qui doive
obéir a une loi de compromis entre la stabilité et la qualité de minimisation des résidus
par rapport aux observations, en prenant N une matrice diagonale, des essais ont été faits

avec différentes valeurs de 3 et A'. On présente les valeurs choisies dans les cas suivants:
1. 6=0;
2. (Nu)ii = (No)ii = (Ng)i = 1;

(a) B =1, diverge;
(b) B=0.1;
(¢) B =0.01;

(a) B=1
(b) B=0.1;

On a remarqué que:

- Si 'on prend (8 nul, ¢a veut dire que 'on ne prend pas en compte le terme de
régularisation, on constate que le taux de convergence est tres lent. Apres 4000
itérations, la fonction cofit et le gradient n’ont déscendu que de I'ordre 1072 sans

satisfaire la condition de convergences

— Pour comparer le taux de convergence au cours de la minimisation, on présente, pour
les cas 2, 3 et 4, sur les graphiques a gauche dans les figures Fig V.2, V.4 et V.6
les variations du logarithme décimal de la fonction cout normalisée tandis que les
graphiques a droite décrivent les variations du gradient normalisé de la fonctionnelle

par rapport a la variable de controle — les erreurs du modele;;
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— Parmi les cas 2, 3 et 4, on a constaté le taux de convergence le plus grand dans
le cas ott 8 = 0.1 et les coefficients de A/ sont de méme ordre, et plus 3 est petit,

I’algorithme converge moin rapidement.

— On présente dans les figures Fig. V.3, Fig. V.5 et Fig. V.7, pour les derniers trois cas,
les normes des erreurs avant le controle et apres le controle. On observe que, bien
que les erreurs d’initialisation soient données aléatoirement, leurs valeurs optimales

sont décroissantes par rapport au temps.

Remarque: Nous avons observé grace a ces expériences que si ’on veut traiter un
probleme d’optimisation en représentant le vecteur de ’erreur dans la base euclidienne,
ce sera tres couteux et difficile, notamment pour certaines fonctionnelles. C’est pourquoi
nous voulons controler I’erreur du modele en la représentant dans une autre base. Ainsi
le probleme de controle optimal va se traduire par un autre probleme de dimension plus

petite.
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FiG. V.2 — Les figures a gauche décrivent la variation de log(Jy/Jo) en fonction des
itérations k, alors qu’a droite décrivent la variation de log(||VJi||/||VJo||)-
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FiG. V.3 — La norme de Uerreur d’initialisation (a gauche) et optimale (a droile) en

fonction du temps quand 3 =0.1.
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FiG. V.4 — Les figures a gauche décrivent la variation de log(Jy/Jo) en fonction des
itérations k, alors qu’a droite décrivent la variation de log(||VJi||/||VJo||)-
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Fic. V.5 — La norme de Uerreur d’initialisation (a gauche) et optimale (a droile) en

fonction du temps quand 3 = 1.
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(Nu)ii = (Ny)ii = 1,(Ng)i = 0.01
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FiG. V.6 — Les figures a gauche décrivent la variation de log(Jy/Jo) en fonction des
itérations k, alors qu’a droite décrivent la variation de log(||VJi||/||VJo||)-
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Fig. V.7 — La norme de Uerreur d’initialisation (a gauche) et optimale (a droite) en

fonction du temps quand 3 = 10.
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5.3 Les méthodes de vecteur optimal

Avant d’introduire une autre base d’espace, on va présenter deux méthodes utilisées
dans le domaine de prévision de temps qui nous donnent une idée sur comment controler

la croissance de ’'amplitude de ’erreur de modele.

[’estimation de 'amplitude de la prévision de I’erreur d’un systeme est toujours un
probleme intéressant dans le domaine de la prédiction, par exemple en météorologie ou
en I’hydrologie. La croissance de 'erreur traduit, du point de vue de la théorie, I'insta-
bilité du modele. Comme nous le connaissons de la théorie des équations différentielles,
une perturbation assez petite sur la solution d’un systeme dynamique peut se développer
exponentiellement dans un intervalle du temps dont la longueur dépend des propriétés du

systeme.

Pour un modele non linéaire, I’augmentation des erreurs est difficile a déterminer, ce
qui oblige a la décrire par une loi empirique extrémement simple en ignorant la plupart
de la dynamique contenu dans le modele numérique. Pour estimer I’amplitude des erreurs
au cours du temps, un probleme original qui est primitivement technique est d’abord in-
téressé dans le domaine de la prévision. Supposons que 'erreur d’analyse de 1’état initial
du systeme soit connue grossierement, I’idée la plus évidente est d’utiliser un générateur
aléatoire qui possede la méme propriété statistique que celle de ’erreur. Puisque le cout
de calcul est tres limité, c’est important qu’une petite somme des perturbations choisies

puissent représenter 1’évolution dominante de ’erreur du modele.

Il y a deux techniques principales utilisées dans la prévision numérique d’ensemble
pour générer des perturbations initiales, ce sont les méthodes BGM (bred grown modes;
Toth & Kalnay [63] [64]) et OV (”Vecteurs Optimaux”, Buizza et al. [5], Buizza & Palmer
[6]). Par exemple, dans ECMWEF (Europe Center for Medium Range Weather Forecasts),
une combinaison linéaire des vecteurs singuliers basés sur la norme de ’énergie est utilisée
comme analyse perturbée pour la condition initiale. Ces vecteurs singuliers sont des di-
rections suivant lesquelles les erreurs peuvent étre amplifiées le plus rapidement possible.
Et NCEP (National Centers for Environment Prediction), pour le méme but, a adopté la
méthode BGM, étant une extension non-linéaire des vecteurs de Lyapunov pour générer

les perturbations initiales en groupe des vecteurs de breeding.

Pour diminuer la taille du probleme de contréle optimal, nous allons utiliser 1'idée
des vecteurs optimaux pour introduire une nouvelle base d’espace en remplacant ’an-
cienne base euclidienne. Nous allons présenter ci-dessous comment chercher les vecteurs

qui dominent ’amplitude des perturbations par 'algorithme de Lanczos et la méthode
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de puissance itérée en utilisant 'intégration du systeme linéaire tangent et I'intégration

rétrograde du systeme adjoint.

5.3.1 L’opérateur linéaire tangent

On considere toujours le méme systeme

X _ F(X (1)), sur Qx][0,T],
It (5.14)
X(0) =1, sur €,

soit X (¢) € R" la variable d’état apres la discrétisation en espace, F' 'opérateur dépendant
de X et t. Si H est la perturbation sur la condition initiale, la perturbation de la solution

du modele X (t) vérifie le systeme linéarisé :

X [8F] :
= |==|X(t), surQ x][0,T],
X(O) = H, sur €.

Donc I'amplification de la perturbation au temps T' peut étre obtenue par I'intégration
du systeme (5.15) sur un intervalle de temps [0, 7). Le systeme étant linéaire par rapport

a X(t), il existe une matrice résolvante My qui vérifie
X(T) = MrH.

Selon la théorie de la décomposition en valeurs singulieres (SVD [29]), il existe deux

matrices carrées, orthogonales dans R™*" :
U=lup,..., up), V=Tv1, .., v,

satisfaisant

UlU=1etV'V=1I¢cR"™",
telles que

UMV =X = diag(oy, ..., 0,,). (5.16)

U et V sont les vecteurs singuliers a gauche et a droite respectivement de la matrice

My , {o;} sont les valeurs singulieres, avec o1 > 03 > ... > o, > 0, vérifiant les relations:

MTUZ' = O;Uy, 1 S ) § n. (517)



5.3 Les méthodes de vecteur optimal 157

En prenant le produit scalaire euclidien et la norme associée, [uy, ..., u,| et [vy, ..., v,]
forment deux bases orthogonormées dans R". Pour un vecteur arbitraire H, on peut alors

le développer sous la base v; et I’écrire de la maniere suivante :

H=Y" <uv,H>uv, (5.18)

=1

grace a (5.17), la perturbation au temps final initialisée par H est égale a

)A((T) = MrH = Z < UZ',H > Myv;, = Z < UZ',H > 0;U;. (519)

=1 =1
On en déduit que
IX(T)|? =< MrH,MrH >=< MyMrH, H >=>_| <v;, H > [*0;”. (5.20)
i=1

Posons

St = MyMr,

il est facile de montrer que les vecteurs singuliers droits de la matrice My sont les vecteurs

propres de la matrice St, en fait, grace a (5.16),

t t 2
STUZ' = MTMTUi = MTUiui = 0,

% sont les valeurs propres de St, avec \; > ... >\, > 0.

ce qui implique que \; = o;
On remarque que les perturbations aux plus fortes croissances correspondent aux vec-
teurs propres de la matrice St associés a ses plus grandes valeurs propres. En fait, si I'on

considere le facteur d’amplification des perturbations de la maniere suivante :

XS
=P

en fixant la norme de la perturbation initiale ||H||, o atteindra le maximum, si et seule-
ment si H = vy, autrement dit si la perturbation maximale initiale est identique au vecteur

propre associé a la plus grande valeur propre.

St étant une matrice symétrique, on considere a utiliser I’algorithme de Lanczos pour

déterminer les vecteurs propres dominantes de la matrice Sp. Dans cet algorithme, on a
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seulement besoin du produit d’une matrice avec un vecteur.

A partir de la construction du systeme adjoint décrit précédemment, la matrice ré-
solvante du systeme adjoint est justement M, donc pour obtenir le produit SrH, nous
faisons seulement une intégration du systeme linéaire tangent dans I'intervalle de temps
[0, T], en prenant H comme condition initiale, et une intégration rétrograde du systeme

adjoint de facon a ce que

P(T) = X(T),

la valeur au temps initial de la variable adjointe est le produit que nous demandons.

En résumé, on cherche a résoudre le systeme suivant :

X  [0F] »

o [a—x] X

X(0) =H,

oP [oF] (5.21)
En [a—x] F=0,

P(T) = X(T),

SyH = P(0).

5.3.2 Les méthodes de calcul des vecteurs propres dominants

Dans cette partie, on va présenter tout d’abord la méthode de la puissance itérée qui
permet le calcul d’'une approximation de la valeur propre de plus grand module d’une ma-
trice symétrique ainsi que le vecteur propre associé a cette valeur propre. Dans la seconde

partie, on introduit la méthode de Lanczos pour construire plusieurs vecteurs propres.

5.3.3 La méthode de la puissance itérée

Donnons d’abord 1’algorithme de la méthode de la puissance itérée, en normalisant a

chaque itération par une norme quelconque.

Choisir zo € CV tel que l|zo|| = 1.
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Pour k=1, 2, ... calculer:

Yp = Azp_q,

AR (5) = xyk(J). , Jj =1a N (facultativement),
k-1(7) (5.22)

[lyx |

Tk

Si le facteur de convergence d’une suite (zx) qui converge vers z est défini par:

N |
S P

nous avons la convergence des suites (5.22) définies par ’algorithme grace au théoreme
suivant (c.f. Lascaux et Théodor [37]):

Théoreme 5 Soit A une matrice carrée d’ordre N, diagonalisable dont la valeur propre
de plus grand module Ay est unique, c’est-a-dire, que 'on suppose que les valeurs propres
sont rangées par ordre de module décroissant :

M| > he] = o> A

st xo dans la suite définie dans (5.22) n’est pas orthogonale au sous espace propre d
gauche associ€ a Ay, alors on a:

N,
G )

est un vecteur propre de norme unité associ€ a Ay,

lim || Azl = [,
k—+o00

pour 1 < 7 < n, sixg(j) #0.

A
Le facteur de convergence de chacune de cette suite est bt

, ou p est la multiplicité de
1
la valeur propre \;.

Si la matrice n’est pas diagonalisable mais si la valeur propre dominante est unique,
il existe aussi un résultat analogue a celui du théoreme 5. La seule chose qui differe est le

facteur de convergence qui dépend des propriétés de la matrice A.

Remarque: La méthode de la puissance inverse est une application de la méthode de

puissance itérée. C’est la deuxieéme méthode appliquée soit a la matrice A~! qui permet
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d’obtenir la valeur propre de plus petit module et un vecteur propre associé, soit a la ma-
trice (A — vI)~! qui permet d’obtenir la valeur propre la plus proche de v et un vecteur

propre associé.

5.3.4 La méthode de Lanczos

La méthode de Lanczos est une méthode de recherche du spectre d’'une matrice sy-
métrique qui permet de construire progressivement une matrice de Rayleigh dont I'ordre
augmente a chaque itération. Le principe de cette méthode repose sur les propriétés de
convergence de l’espace de Krylov engendré a partir d’un vecteur initial. L’idée est la

méme que celle de la méthode du gradient conjugué.

Soit A une matrice symétrique, la méthode de Lanczos va engendrer une suite de vec-

teurs orthonormés de R” de la maniére récurrente suivante:

Soit ¢ € R"™ tel que ||qi||z = 1, on cherche a construire (g;) ainsi que les (a;, ;)
€ R x R tels que

{ Aql = o1q1 —I_ ﬁ1q27 ) (523)
Aq; = Bj-1qj-1 + a;q; + Biqj+1, J> L

Pour calculer une telle base, I’algorithme suivant est utilisé:
Soit go = 0, ¢y non nul tel que ||¢;|| =1, et 3 =0.

Pour y =1,2,...,

Vo = q1

Bo =

g =0

7=0

FAIRE QUAND (3, # 0)
qj+1 = v;/B; (5.24)
J=J+1
aj = q;Ag;
vi = (A —a;l)g; — Bi-19j-
B = ”UJ'HQ

FIN_FAIRE
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Sil’on les représente en écriture matricielle, au j-eme pas de cet algorithme, on obtient

la matrice tridiagonale T carrée d’ordre j:

oy 0
Ty = o - .ﬁQ
0 Bi-1 o
soit
Qi =lq1,--- 4l
on a alors

AQ; = 15Q);

Les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice 7; peuvent étre trouvés par
I’algorithme QR symétrique ou bien par la méthode de bisection. Supposons (6;,y;),1 <

1 < 7, les éléments propres de la matrice T}, c.-a-d.

qui sont appelés aussi les paires de Ritz de A et donnent une approximation du spectre

de A.
En fait, si {¢g;} C R" une séquence des vecteurs non nuls vérifiant :

[qlv "'7(]j] = [qlqulv "'7Aj_1q1]7

et rappelons que 'espace de Krylov d’ordre j: K(A, ¢1,7) est défini par 'espace vectoriel
engendré par ¢, Aqy, ..., A7 qy, c-a-d.

’C(Aa qlv.j) = [q17 Aq17 REES) Aj_lql]a

il conduit au probleme comment calculer une base orthonormale pour le sous-espace
K(A,q,j). Pour cela, rappelons le lien entre la tridiagonalisation de A et la Q-R fac-
torisation de K(A, g, ). On sait que si Q*AQ = T est diagonale avec Qe; = ¢y, alors on

a

[qla Aq17 EREE) Aj_lql] = Q[€17 Tela ey Tn_lel]a

qui permet de générer g; en tridiagonalizant A avec une matrice orthogonale.
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Théoreme 6 Supposons qu’aprés j pas d’itération de lalgorithme de Lanczos, il existe
0;,1 <1< g, tels que

S;Tij = diag(by,...,0;), (Décomposition de Schur)
siY; € R™™ est définie par
Y= (y1, -, ¥5) = @355,
ot Q; = [q1,...,q;], done pour i =1,2, ..., 7, nous avons

| Ay: — biyilla = 8155l

ot S; = (8p).

La démonstration est dans (Golub et Van Loan [29]). Ce théoreme a fourni une esti-

mation de l'erreur de la valeur propre de la matrice 7} :

UIEI,{\I(I;I})|92_U| < |/8]||Sji|7 12177]

ou A(A) désigne le spectre de A.

5.3.5 Résultats numériques

Les expérimentations sont faites en utilisant le modele de Shallow-Water (5.8) sur
un domaine 21 x 21, avec les pas d’espace dz = 300 km et dy = 220 km et le pas
de temps 6t = 600sec. On a intégré ce modele sur un intervalle de temps [0, T], avec
T = 2884t= 8 heures, pour obtenir les trajectoires du systeme. Ces trajectoires seront
demandées dans 'algorithme de Lanczos qui exige une intégration du systeme linéaire
tangent et une autre en sens inverse du systeme adjoint. Les vecteurs propres ainsi acquis
par ’algorithme correspondent a la matrice Sp = ML Mr, ou Mr est la matrice résolvante

du systeme linéarisé dans I'intervalle [0, T'].

5.3.5.1 Spectre

On présente dans la figure V.8 le spectre pour les 500 premieres valeurs propres corres-
pondant a la période de temps de 8 heures. On a constaté le fait qu’il y a un écart d’ordre
10® entre la premiere et la 361-eme plus grande valeur propre. Ceci correspond aussi au
fait constaté en météorologie que le spectre des équations linéarisées du systeme (5.8)
peut se décomposer en deux parties: les fréquences de Rossby de fréquence lente, et les

fréquences correspondant aux ondes de gravité. Lorsque I'amplitude des champs devient
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grande, le sous-espace vectoriel engendré par les modes de Rossby n’est plus invariant pour
les équations d’évolution. C’est ainsi que le concept de variété lente qui traduit le fait que

les flux atmosphériques consistent essentiellement en des mouvements de fréquence lente.

Lorsque 'on utilise la méthode de la puissance itérée pour chercher le vecteur propre
dominant de la matrice S7 = MA My, ou My est la matrice résolvante du systeme linéaire
tangent, le spectre de cette matrice varie en fonction de la longueur de la période de
I'intégration du systeme (5.21). D’apres nos expériences, on a trouvé que, plus la période
de calcul augmente, la valeur propre dominante devient plus grande. Et effet, selon Szu-
nyogh et al. ([57]), quand le temps tends vers I'infini, le vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre va tendre vers le plus grand exposant de Lyapunov. Les exposants

de Lyapunov globaux d’un systéme dynamique sont définis par Tsonis [65]:

1
Ai = lim —=In(oi(to + 3)),

s—00 8

ou o; sont les valeurs singulieres.

En pratique, le plus grand exposant de Lyapunov local peut étre estimé par rapport

a une période du temps 7 de maniere a ce que:

Xt

1
L(X(t),7)=—IlnA(t, 1), ou A(t,t x
(X(0),7) = ZHnA(t, 7 =

est le facteur d’amplification local. Les vecteurs singuliers a droite (u;) sont les vecteurs

de Lyapunov locaux.

Remarque: Les caractéristiques de Lyapunov d’un systeme dynamique décrivent la
stabilité du systeme sur une longue période du temps. Un exposant positif de Lyapunov
implique un comportement chaotique et au contraire, un exposant négatif traduit une
convergence des trajectoires du systeme dans la direction associée a ce exposant. De plus,

c’est le plus grand exposant de Lyapunov qui joue le réle le plus important.
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Le spectre
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FiGa. V.8 — Les valeurs propres en fonction de son numéro.

5.3.5.2 Vecteurs optimaux

Définissons la perturbation optimale V,,, par le vecteur initial, par rapport a une

norme prédéfinie, qui peut exciter le plus grand taux d’amplification :

X+ Tyl
X

, dont X(to) = Vopts

sur la période d’optimisation donnée T, ou X est la solution du systeme linéaire tangent.
Pour la norme issue du produit scalaire euclidien, ces perturbations optimales sont les vec-
teurs propres associés aux plus grandes valeurs propres de la matrice S; (ici, t = Tpp).
En revanche, les vecteurs obtenus par ’algorithme de Lanczos sont tres sensibles a la pé-
riode du temps d’optimisation 7, et a la norme choisie (cf. Vukicevic [67]). On présente
respectivement dans les figures Fig. V.9 et Fig. V.10 les composantes du géopotentiel des
4 premiers vecteurs propres correspondants aux périodes d’optimisation de 8 heures et
24 heures. On constate qu’il y a des structures analogues entre les vecteurs si les valeurs
propres associées sont plus proches. Par contre, il y a de grandes différences entre les

vecteurs calculés dans la période sur 8 heures et sur 24 heures.

En appliquant un opérateur scalaire sur les variables du modele, on peut introduire
une autre norme. Par la définition d’une autre norme outre que celle de 1’énergie, les per-
turbations sont limitées au temps initial ou final sur certaines caractéristiques statistiques
ou dynamiques. Par exemple, Houtekamer et Derom ([33]) ont utilisé une norme qui a éli-

miné des structures liées aux caractéristiques statistiques des erreurs d’analyse et Buizza
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([4]) a introduit un opérateur de projection locale qui estime les vecteurs optimaux sur
une région géographique définie au préalable. Bien que les perturbations optimales dé-
pendent des choix de la période d’optimisation et de la norme, il faut remarquer que tous
les perturbations aléatoires, les vecteurs optimaux inclues, tendent vers la direction du

premier vecteur de Lyapunov local.
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(a) A = 143285.99010081 (b) A = 142097.97379227

Fic. V.9 — Les composantes du potentiel des vecteurs propres associés aur qualres plus
grandes valeurs propres qui correspondent a la période d’intégration de 8 heures.
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(a) A =123541.17385819 (b) A =123316.38735775

le contour du vecteur propre

(c)A =112585.48404724 (d)A = 111324.83106484

le contour du vecteur propre le contour du vecteur propre
T T

FiGc. V.10 — Les composantes du potentiel des vecteurs propres associ€és auzr quatres plus
grandes valeurs propres qui correspondent a la période d’intégration de 2 heures.
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5.3.6 Critere du choix de la base d’espace composée des vecteurs
propres

Ayant pour but de diminuer la dimension du probleme d’optimisation, nous consi-
dérons a choisir les vecteurs propres d’une matrice, dont le nombre est inférieure a la
dimension de ’espace de controle, comme base d’espace par laquelle I’erreur du modele
sont représentées, une question cruciale concernant est de savoir quels et combien de ces
vecteurs sont nécessaires pour que ’approximation d’une erreur réelle soit suffisamment
bonne.

Le fait est bien connu que, les vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs
propres et trouvés par la méthode singuliere sont les directions permettant aux erreurs de
s’amplifier le plus rapidement possible. Autrement dit, s’il y a des perturbations ont lieu
dans ces directions, elles entrainent I’écart le plus remarquable sur la solution du modele.
Donc il faut chercher un critere pour déterminer quel nombre des vecteurs est suffisant
pour, en un certain sens, approcher les erreurs du modele considéré. Pour I'instant, on a
étudié la base d’espace spatial, quant a la base d’espace temporel, on adopte la fonction
d’indicatrice du temps. Si la période de calcul est tres longue, une base d’ondelette pourra

etre considérée.

Soit H une perturbation arbitraire dans le systeme linéaire tangent (5.15), et soient
les vecteurs propres Y7, Y3, ... associés aux valeurs propres positives Ay, Ay, ..., qui sont
rangées par ordre décroissant, i.e. A\ > Ay > ... . On propose deux criteres suivants pour

chercher le nombre des vecteurs nécessaires :
(i) D’apres I'approximation de la norme L?:
On cherche m 'entier le plus petit lorsque la condition
|H — zm: CiYillrze < & (5.25)
i=1

soit réalisée, ou

C; =< H,Y; >, 1=1,...,m,

sont les coordonnées de H dans la base orthonormées {Y;}i=1,.. m.
(ii) D’apres I'approximation de I’amplification de Ierreur au temps final :

Soit H,, la projection de H sur I’espace engendré par {Yihgigm :

m

=1
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ou C; =< H)Y; >, et X et X,. dénotent respectivement la solutions du systeme (5.15) et

la solution du systeme initialisé de H,, qui vérifient :

X, F1 e
aa— = {g—X} X, sur Qx €[0,7T],
t (5.26)
Xm(t =0)= H,, sur 2.
On cherche I'entier m le plus petit pour que la condition
1X(7) ~ K (T)se _ o

IX(T) e

soit réalisée.

Afin de réaliser ces deux criteres, on emploie le méme modele de Shallow-Water (5.8),
la condition initiale étant toujours donnée par celle de Grammeltvedt, le nombre de pas
d’espace étant N = 1083 et le pas de temps df = 600sec. La période d’intégration est de
48 pas de temps.

Dans le premier test, ¢; dans (5.25) étant un seuil fixé de ordre 10™*, on voit sur la
figure Fig. V.11 que, comme la norme de I’écart entre la perturbation et la projection sur
I’espace engendré par la base {Y;};=1,.. » ne diminue pas beaucoup quand m est égal a la
moitié de la dimension de ’espace, la condition (5.25) est difficile a réaliser. Autrement
dit, ce critere n’est pas utilisable pour notre probleme. Par contre, en ce qui concerne le
deuxieme critere, une expérience a été faite. La figure Fig. V.12 montre que, en fixant
toujours le seuil ¢ = 107*, quand m est supérieur a 371, la condition (5.27) est déja
satisfaite. Cela nous permet d’appliquer ce critere pour déterminer le nombre de vecteurs

de base nécessaires pour générer les erreurs du modele.
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L‘Approximation de la normed
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FiG. V.11 - La variation de |H — ", C;Y;||12 en fonction du nombre m de vecteurs
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FiG. V.12 - La variation logarithme de (|\X(T)—Xm(T)||)/|\X(T)]\ en fonction du nombre

m des vecteurs utilisés.
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5.3.7 Systeme de controle 11

Par suite du cout de calcul, nous cherchons a déterminer des perturbations engendrées
par une autre base canonique que la base euclidienne. Soient {Y;}i<;<ar les M vecteurs
orthonormés dans R™ (ot m = 3n, avec n la dimension de I'espace de discrétisation), qui

vérifient

<YLY >= { Losio =, (5.28)

0, sii# .

et soit {f;(t)}1<j<n une base de fonctions dépendant du temps, définies sur 'intervalle
t € [0,T], dont le nombre peut étre inférieur au nombre de pas de temps Nr. On définit

le produit scalaire entre deux vecteurs de cette base comme suit :

/f )fi(1)dt = { zz;j (5.29)

Si I'on intéresse toujours le systeme (5.1), notre probleme revient a chercher une condi-

tion initiale développée par {Y;}:

ainsi qu’'une erreur de modele développée par {Y;} et {f;}:

M N
V= ZZO‘UJCJ

=1 j=1

Donc I’on ne prend que les coefficients o = (o) et {6;},1 <@ < M, 1 <3 < N, comme

variables de controle, et la dimension du probleme d’optimisation devient M x 1 + N.

Considérons une fonction cotit sous la forme
1 [T )
J(U,V) = 5 (ICX = Xop||* + B <NV, V >) dt, (5.30)
0

ot B est le coefficient de régularisation, N est une matrice symétrique définie positive.
S’il y des perturbations hg et h, sur 6 et a respectivement, qui entraine des perturbations

hy et hy sur la condition initiale U et sur 'erreur V' respectivement par:

M

M N
hU = Z(he)zyu hV = ZZ o ijj

=1 i=1 j7=1
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donc le systeme linéaire tangent est présenté de la maniere suivante

ox [oF] .
— = |ov | X() + B2 ;(ha)ii [;(0)Y:), 1 €]0,T],
oL LoX (5.31)
X(0) = X2;(ha)iYz.
Introduisant le méme systeme adjoint comme dans la partie précédente :
P F
aa— —|— |:§—X:| P — Ot(OX - Xobs)7 t € [O,T],
t (5.32)

P(T) = 0.

et en multipliant I’équation (5.31) par P, on integre entre 0 et T et par intégration par

partie, c’est facile a déduire que:

(Vo hu) = =(P(0), Y _(ho):Yi), et

7

T
(Vadshy) = —/ << D (ha)ii;Ye, B'P > 48 < N> 0y [;Ye, Y (ha)ii fYi >) di.
0 i\ i i\

Ceci fournit le gradient de J par rapport a 6; et o, pour 1 <¢: < M, 1 <j5 < N:

(Vﬂ‘])z =—< P(0)7Y2 >,

T
(VQJ)Z] = / < (—BtP + ﬁNZaszzyk), f]YZ > dt. (533)
0 k.l

Si la fonction cout atteint le minimum, alors (V,.J);; = 0 et on obtient la valeur

optimale du coefficient a;; :
T
aij = / <BTINTIB'P, [;Y: > di. (5.34)
0

5.3.8 Expériences numériques avec réduction de la taille de I’es-
pace de controle

5.3.8.1 Création des observations

En utilisant la méthode variationnelle d’assimilation de données, on veut estimer les
erreurs d’un modele supposé non parfait a partir des observations. En vue d'une com-

paraison des résultats de I’estimation sous la méme condition, on veut créer d’abord des
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observations qui seront utilisées dans nos expériences suivantes. Les observations sont

faites selon les étapes ci-dessous:

— Le probleme de contréle optimal est pris en compte sur le domaine rectangulaire
(voir la figure Fig. V.1) de longueur 6x10° km et de largeur 4.4x10* km, qui est
discrétisé en grille de 21 x 21 points, noté Ga;. On discrétise le domaine d’une
maniere plus fine en choisissant les pas en espace dx = 150 km et dy = 110 km,
on obtient une grille de points 41x 41, noté (G4;. On considere respectivement le

modele correspondant aux grilles G4; et (G3; comme modeles correct et incorrect ;

— Supposons Xg,, et Xg,, sont les solutions numériques apres l'intégration du modele
({41 et du modele GGz; sur une période de temps [0, 7], ou Xg,, est égale au temps

initial la restriction de la condition initiale de X¢,, sur le domaine (51, c’est-a-dire,

XG21 (t = 0) = )(Gu(iL = 0)|G21'

— Nous choisissons nos pseudo-observations sur le domaine (G3; au temps ndt, 1 < n <

N7, de fagon a ce que:

n o __ n
XObS - XG41 |G217

et donc en soustrayant deux solutions, les erreurs par rapport aux observations
s’écrivent :

E:L = Xng - X841 |G21 *
En fait, soit X™ la solution du modele correct, la solution au temps (n + 1)dt est égale

X = (X,

et soit X™ la solution du modéle incorrect, dont la solution au temps (n + 1)dt satisfait

I’équation suivante:

)N(n—H — F()N(n) — F()N(n) T Gn+1

ou F' correspond au modele incorrect.

On a donc

E;’L-}-l — )N(n—}—l - Xn+1 — (F()N(n) - F(Xn)) + Gn—{—l’

qui contient la propagation des erreurs aux temps précédents : F()N(”) — F(X™) et l’erreur
d’approximation due du schéma aux différences G"*!. On présente sur la figure Fig. V.13
I’évolution de I’écart du champ géopotentiel et I'observation durant Iintervalle[0, T, ici

T = 8 heures, soit 48 dt. La croissance de 'amplitude de 'erreur E” est observée.
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Fic. V.13 — L’évolution de l'erreur du champ géopotentiel entre les solutions du modeéle

en grille 41x41 et en grille 21x 21.

5.3.8.2 Expérience I - Choix de base d’espace

D’apres la section 5.3.7, I’estimation de I’erreur du modele se ramene a la détermination

des coefficients d’espace.

Dans les premiers expériences, on estime d’abord les erreurs sur tous les pas de temps

contenant ’erreur de la condition initiale. Pour z = 1,2,..

., N7 + 1, posant les instants

20

20
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discrets

t; = (i — 1)dt,

avec 6t le pas de temps, on définit donc une suite de fonctions de base en temps f;(t) par
la fonction d’indicatrice de Uintervalle [t;, ¢;41[. Dans ce cas la, le nombre de fonctions de
base est égal a celui de pas de temps.

On choisit I'espace de phase engendré par une suite de vecteurs orthonormés {Y;} qui
sont trouvés par l'algorithme de Lanczos. Ces vecteurs sont les vecteurs propres de la ma-
trice ML My, o Mt est la matrice résolvante du systeme linéaire tangent dans I'intervalle

du temps [0, 7], on les numérote par ordre décroissant de leur valeurs propres associées.

Pour étudier I'impact du choix et du nombre des vecteurs formant une base d’espace
sur le résultat, on va comparer les résultats dans les 4 cas différents en utilisant des bases

différentes :
1. Sans réduction : 'espace de dimension 51984 avec la base euclidienne, ;

2. Avec réduction: I'espace de dimension 17280 avec les vecteurs de base {Yy,, }: Ny,

—1-360;

3. Avec réduction : I'espace de dimension 9600 avec les vecteurs de base {Yn,, }: N,, =

1-200;

4. Avec réduction : I'espace de dimension 9600 avec les vecteurs de base {Yy,, }: N,, =

300 - 500.

Les expériences sont effectuées avec les mémes observations créées au début de cette
partie, et le méme coefficient de régularisation 3 = 1.0 et la méme matrice V' (5.30). A
la premiere itération du processus d’optimisation, les valeurs de départ des coefficients
d’espace sont données par des valeurs aléatoires de module inférieure a 1. Si le critere
d’arrét de la minimisation est satisfait, on dit que 'on a trouvé des coefficients optimaux

et les erreurs du modele sont reconstruites avec ces coefficients optimaux.

Les différences entre les résultats sont comparées et remarquées dans trois aspects

suivants:

— On présente dans la figure Fig. V.14 les variations du logarithme décimal de la
fonction cout et de la norme du gradient normalisé en fonction des itérations dans
les cas avec réduction de taille et sans réduction. On a remarqué que, en utilisant
I’espace engendré par les vecteurs propres, l’algorithme converge en beaucoup moins
d’itérations et le gradient a descendu presque de méme ordre. Parmi les trois cas

ou l'on a utilisé une autre base d’espace, le résultat avec les 360 premiers vecteurs
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est le plus proche du cas ou 'on utilise la base canonique de ’espace de phases. Par
rapport au méme nombre de vecteurs de base, le résultat dans le cas ou le numéro
est de 1 a 200 est meilleur que dans le cas de 300 a 500. Ceci correspond a 'analyse

des propriétés des vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres.

On présente dans les figures Fig. V.19 - Fig. V.22 les normes L? des coefficients en
fonction du temps et aussi celles des erreurs obtenues avec la base orthonormée. A
gauche et a droite, on représente respectivement les deux termes: (A) les valeurs au
départ de la minimisation et (B) les valeurs identifiées. On a remarqué une tendance
de descente de la norme des erreurs par rapport au temps. Parce que 'erreur due a

la condition initiale tend a étre “oublié”.

Avec les erreurs reconstruites avec les coefficients optimaux, on a intégré de nou-
veau le modele dont la prévision doit approcher 'observation. On a comparé dans
les figures Fig. V.15 - Fig. V.18 I’écart par rapport a 1’observation du champ géo-
potentiel au temps final avant le contréle et apres l'estimation. On constate que,
apres 'estimation, s’il n’y a pas de réduction (la dimension de I’espace de phase
est de 1083), I’écart de la hauteur maximum du champ du potentiel est inférieur
a 10 metres et si 'on prend les 360 premiers vecteurs singuliers comme base qui
permetent d’approcher au mieux les observations a tous les instants. Mais lorsque

I’on utilise moins de vecteurs de base, I’écart au temps final reste encore plus grand.

Remarque : Malgré que 1’on ait utilisé une base pour réduire la dimension de I'espace

de contréle, le tableau Tab. V.1 montre que le calcul coiite assez cher en raison a ’appel

des vecteurs aux base pour construire I’erreur a chaque étape de la simulation sur tous

les points et a tous les moments et aussi pour chaque itération de 'optimisation. Ceci

nous demande d’optimiser ’algorithme de la programmation. On peut aussi essayer de

réduire le nombre en fonction du temps. Pour cela, les expériences ont été faites et seront

montrées dans la partie suivante.

sans réduction avec réduction

base euclidienne | N,,=1-360 | N,, = 1 - 200 | N,, = 300 - 500

Temps CPU (min) 3,28 26,42 22,02 15,54

TAB. V.1 — Comparaison du temps de CPU

5.3.8.3 Expérience II — Diminution du nombre de fonctions de base en temps

avec réduction de nombre de fonctions de base en temps. Soit M un entier et {&

On veut diminuer en plus, dans cette partie, le nombre des parametres a identifier

" la
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, on prend fi(¢) la fonction d’indicatrice de

partie entiere de Ny /M, pour 1 < k < {%

Vintervalle [t; 4 (h—1)a,, titans], 1-e.

wo={q Gl o

Donc la détermination des erreurs du modele se ramene a identifier les coefficients «;;

de lerreur V', qui est décrite par:

N

N

[5#]

=3

Uf]

avec Y; les vecteurs mentionnés dans la partie précédente. On prend ici N = 360.

IIM

Avec les mémes conditions que l'expérience I, on a comparé les résultats avec les 3
critere quand M, = 2,3.6 et 8. Ce qui sera a estimer I'erreur du modele tous les 2, 3, 6
ou 8 pas de temps. On a représenté sur la figure Fig. V.23 les taux de convergence de la
fonction cott et du gradient. Ce qui est intéressant est que le résultat avec Mg = 3, ou le
nombre de la base de 'espace en temps est de 48/3 = 16, est plus proche du résultat sans
réduction que dans le cas ou M; = 2. Les figures Fig. V.24 - Fig. V.27 représentent I’écart
par rapport a l’observation du champ du potentiel au temps final quand les erreurs sont
données par les coefficients de départ et les coefficients identifiés. Et on a représenté sur
les figures Fig. V.28 - Fig. V.31 les normes de 'erreur au départ et apres I'estimation en

fonction du pas de temps sur M.

On a remarqué que avec la réduction, on a beaucoup diminué le temps de calcul (dans le
tableau Tab. V.2) et en méme temps, cela a assuré le controle de 'amplification de I'erreur.
Par exemple, quand M, = 6, la dimension du probleme de contréle devient 360 x 8 = 2880,
qui est beaucoup plus petite que dans le probleme originel soit 1083 x 48 = 51984, mais

la croissance des erreurs est controlée de facon assez satisfaisante.

controle de 'erreur de tous les M, pas de temps
M;=2|M;,=3| M, =6 M, =38
Temps CPU (min) | 10,38 5,38 2,34 1,40

TAB. V.2 — Comparaison du temps de CPU

5.3.9 Conclusion

Les modeles hydrologique ont des incertitudes qu’il faut tenir compte 'erreur de la

modélisation. Le contréole de 'erreur du modele nous permet d’estimer des incertitudes
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dans le modele. Pour déterminer les ingrédients incertains d’un modele, 'utilisation de
I’espace engendrée par des vecteurs singuliers de la matrice résolvante du systeme linéaire
tangent permet de réduire la dimension du probleme d’optimisation, surtout dans ’aspect
de controle de la propagation des erreurs liées au modele auxquelles la prévision est tres
sensibles. Donc la réduction de I’espace de controle rend I’estimation de I’erreur du modele

possible.

Dans le futur travail. on peut aussi essayer d’introduire d’autres sortes de fonctions de
) p Y
base en temps, ainsi de choisir d’autres bases d’espace avec les vecteurs utiles d’apres leurs
ps, p p
propriétés et les roles joués différentement dans ’analyse de la propagation des erreurs.

Par exemple,
— les vecteurs de Lyapunov ;

— les vecteurs propres du Hessienne, et pour calculer le produit du Hessienne et un

vecteur, on a besoin de développer le systeme adjoint de second ordre;

— les directions de descente dans ’algorithme d’optimisation.
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0 LOGARITHME DE LA FONCTION COUT
T T T T T T T T T
sans reductionr——
Nm= 1-360
Nm=_1-200---- | -
Nm =300 - 500 - - -
35 | | | | 1 i i i i
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
ITERATION
(a)
0 LA VARIATION DU GRADIENT
T T T T T T T T T
-0.5 =
Iy
-1 (v sans reductionr—— —
el Nm= 1-360-----
A5 Nm=_1-200---- i
: ik, Nm = 300- 500 - - -
PYE Y |
" ""9“'; v
LoV
25 ek —
MR
3 : u’n-,,‘-“;::a: ]
. ‘Lli‘;l'i i
35 s -
‘“,ﬂ;}';.‘;. "
-4 i .
451 " -
5 | L ¥ | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
ITERATION
(b)

Fic. V.14 — Les comparaison des variations de log(Jx/Jo) (a) el des variations de
Log(|[VJe|l/ IV Joll) (b) en fonction des itérations k sans la réduction de taille et avec

des bases différentes
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(metre)

[’écart avant contréle par rapport a I’observation du champ du potentiel au temps final

(metre)
I\I) o N D

[.’écart apres controle par rapport a I'observation du champ du potentiel au temps final

Fia. V.15 — Expérience sans réduction de dimension
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[’écart avant contréle par rapport a I’observation du champ du potentiel au temps final

[.’écart apres controle par rapport a I'observation du champ du potentiel au temps final

Fia. V.18 — Expérience avec les numéros des vecteurs N,, = 300 — 500
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120 Norme de I'erreur du modéle en fonction de temps ) Norme de I'erreur du modéle en fonction de temps
T T T T T T T T T T T T T
100 R |
80 1 |
60 - 1 1
40r 1 |
20F 1 |
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
TEMPS(nombre du pas de temps) TEMPS(nombre du pas de temps)
Fic. V.19 — Expérience sans réduction de la taille de l’espace de controle. La norme de
Uerreur avant contréle (a gauche) et de Uerreur optimale (a droite) en fonction du temps.
" Norme de I'erreur du modéle en fonction de temps 18 Norme de I'erreur du modéle en fonction de temps
T T T T T T T T . T T T T T T T
118 ] 161 |
14r I
1161 I
12 I
1141 1 1 1
1n2r 1 08r 1
06 I
11r I
04r I
108+ . a2l |
10.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 40 45 50 0 5 10 40 45 50

15 20 25 30 35 15 20 25 30 35
TEMPS(nombre du pas de temps) TEMPS(nombre du pas de temps)

FiG. V.20 — Ezxpérience avec la base ou le numéro du vecteur N,, =1 —360. La norme de
Uerreur avant contrile (a gauche) et de Uerreur optimale (a droite) en fonction du temps.
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Norme de I‘erreur du modeéle en fonction de temps
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84r

78

7.6
0

FiG. V.21 — Expérience avec la base ou
Uerreur avant controle (@ gauche) et de

10

Norme de I‘erreur du modeéle en fonction de temps
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Norme de I‘erreur du modeéle en fonction de temps
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le numero du vecteur N, =1 —200. La norme de
Uerreur opltimale (a droite) en fonction du temps.
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FiG. V.22 — Fzpérience avec la base ou le numéro du vecteur N,, = 300 — 500. La norme
de Uerreur avant controle (a gauche) et de Uerreur optimale (a droite) en fonction du

lemps.

50
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LOGARITHME DE LA FONCTION COUT

-2.5
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ITERATION
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FiG. V.23 — Les comparaison des variations de log(Jx/Jo) (a) et des variations de
Log(|[V T/ IV Joll) (b) en fonction des itérations k sans la réduction de taille et avec
des bases différentes
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[’écart avant contréle par rapport a I’observation du champ du potentiel au temps final

[.’écart apres controle par rapport a I'observation du champ du potentiel au temps final

FiGa. V.24 — Expérience avec le nombre d’espace de temps sur 2
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[’écart apres controle par rapport a l'observation du champ du potentiel au temps final

FiGg. V.26 — Expérience avec le nombre d’espace de temps sur 6
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[’écart avant controle par rapport a I’observation du champ du potentiel au temps final

Ui |0

s ~; l’l»' L.
AR

[.’écart apres controle par rapport a I'observation du champ du potentiel au temps final

Fia. V.27 — Expérience avec le nombre d’espace de temps sur 8
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Norme de I'erreur du modéle en fonction de temps
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Norme de I‘erreur du modeéle en fonction de temps
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TEMPS(nombre du pas de temps sur 2)

Fi1G. V.28 — Ezpérience avec My = 2 . La norme de Uerreur avant controle (a gauche) et

de Uerreur optimale (a droite) en fonction du temps.

Norme de I'erreur du modéle en fonction de temps
T
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Norme de I‘erreur du modeéle en fonction de temps
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Fi1G. V.29 — Ezpérience avec My = 3 . La norme de Uerreur avant controle (a gauche) et

de Uerreur optimale (a droite) en fonction du temps.
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116 Norme de I'erreur du modéle en fonction de temps 225 Norme de I'erreur du modéle en fonction de temps
. T T T T T . T T T T T
'norm1-380-sur6.dat——
115 . 22
1141 i 2.15
1131 b 21
2.05
1121 7
2
1111 h
1.95
11 7 19
1091 b 1.85
10.8 1.8
10.7 1 1 1 1 1 1 1.75 1 1 1 1 1
1 8 1 8

3 4 5 6 3 4 5 6
TEMPS(nombre du pas de temps sur 6) TEMPS(nombre du pas de temps sur 6)

Fi1G. V.30 — Ezpérience avec My = 6 . La norme de Uerreur avant controle (a gauche) et
de Uerreur optimale (a droite) en fonction du temps.

Norme de I'erreur du modeéle en fonction de temps
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TEMPS(nombre du pas de temps sur 8) TEMPS(nombre du pas de temps sur 8)

FiG. V.31 — Ezpérience avec My = 8 . La norme de Uerreur avant controle (a gauche) et
de Uerreur optimale (a droite) en fonction du temps.



Conclusion générale

Nous avons dans ce travail développé une procédure d’assimilation pour un modele
du transport des sédiments en riviere. La diminution notable de la fonction cotit et de la
norme de son gradient permet de conclure au succes de la méthode et a la validation du
code du modele adjoint. Avec ce code adjoint, on peut aussi étudier d’autres problemes
de controle optimal dans les travaux hydrauliques. Dans Zhu [76], le probleme de controle
optimal tenant compte de draguer des sédiments dans un canal de navigation et celui de
la sensibilité de I'endroit de dragage ont été étudiés, en introduisant une mesure de la

profondeur du canal de navigation.

Le grand inconvénient de la méthode variationnelle reste son cout de calcul impor-
tant, due au stockage de la trajectoire du systeme dynamique que 1’on a besoin pour la

construction du code adjoint, a la grande taille de I’espace de minimisation.

[.’expérience montre qu’il exige une analyse approfondie préalable de chaque probleme
particulier, dans un premier temps en vue d’éviter de stocker ou bien approcher tous les
trajectoires de variables intermédiaires, et ensuite afin d’améliorer et d’adapter au cadre
particulier des algorithmes d’optimisation pour assimiler afin d’assurer une bonne qualité

de l'identification des variables de controle.

L’hypothese sous jacente aux méthodes suppose que le modele utilisé dans la mé-
thode variationnelle est exact. On s’est intéressé enfin dans ce mémoire a ’estimation de
I’erreur liée au modele et on a pris en compte une étude dans la direction de recherche
concernant la réduction de la taille de I’espace de controle dans le cas ou une méthode
est mise en oeuvre d’estimer des ingrédients incertains du controle de telle sorte que on
les détermine avec le recours a des espaces fonctionnels engendrés par un groupe des
vecteurs. Les vecteurs, trouvés par 1'algorithme de Lanczos et 1’application itérative du
code linéaire tangent et adjoint, sont les directions le long desquelles les perturbations
destinées au temps initial s’amplifient avec le taux de croissance le plus grand dans une
période de temps limitée. Dans le cas d’une longue période de temps, au point de vue

théorique, ces vecteurs tendent vers les vecteurs de Lyapunov locaux dominants, ce sera

193
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intéressant d’identifier I’erreur du modele dans I'espace engendré par ces derniers vecteurs.

Dans ce mémoire, on a travaillé avec un modele simplifié qui s’adapte au probleme
a long terme. Les techniques sont espérées aux applications dans le cadre plus réel et
pour des modeles plus complexes, par exemple, en granulométrie étendue, afin d’assurer
une prévision plus précise de I’évolution du fond de la riviere dans le cas d’une structure

compliquée.

Par exemple, un probleme actuel tres important a confronter est la prévision de ’écou-
lement des crues, ou il se limite au transport solide en suspension, le probleme peut étre
résolu par un couplage avec d’autres modeles en météologie ou en océanographie en in-
troduisant d’autres sources des mesures comme la précipitations ou le mouvement de la

marée.
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Résume

La prévision de la sédimentation d’une riviere requiert 'utilisation d’un modele ma-
thématique régissant I’écoulement et de données d’observation. Le but de ce travail est de
proposer une méthode d’assimilation de données qui permet de reconstituer les champs en
tenant en compte du modele et des données d’observation. La méthode qui est proposée
est fondée sur les techniques de controle optimal.

On présente les problemes de sédimentation et leurs approximations numériques, un
algorithme de décomposition est introduit et sa convergence est étudiée. En préalable a
I’exploitation a des problemes réels, on a vérifié la faisabilité de la méthode variationnelle
d’assimilation de données pour trois types de problemes de transport des sédiments: 1)
la détermination du champ initial, 2) I'identification des parametres, 3) I’estimation de
I’erreur de la modélisation.

Les études de sédimentation sur le terrain conduisent a des problemes numériques de
tres grande dimension, dans une derniere partie on s’intéresse a des techniques permettant

la réduction de I’espace de controle pour obtenir des problemes d’une taille raisonnable.

Mots clés : assimilation de données variationnelle, équations de Saint-Venant, sédimen-
tation en riviere, optimisation, méthode adjointe, identification des parametres, méthode

de time-slitting, estimation d’erreur du modele, vecteurs singuliers.

Abstract

The prediction of the sedimentation in rivers requires the utilization of mathematical
models governing the flow and observational data. The objective of this work is to propose
a data assimilation method to retrieve physical fields by combining the model, and the
observation. This method is based on optimal control techniques.

We present sedimentation problems and their numerical approximations, as well as
a splitting algorithm, and a study on convergence is carried out. Before working on real
problems, variational data assimilation methods are developed and tested for their feasi-
bility for three types of sediment transport problems: 1) determination of initial field, 2)
identification of parameters, 3) estimation of model errors.

As the studies on real sedimentation fields will lead to numerical problems of great
dimensionality, we are interested, in the last part, in the techniques of reducing the size

of the control space in order to obtain problems with reasonable size.

Keywords : variational data assimilation, shallow-water equations, sedimentation in ri-
vers, optimization, adjoint method, parameter identification, time-splitting method, model

error estimation, singular vectors.



