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Chapitre 1

Introduction

L’évolution de I'informatique dans les cinquante dernieres années a été
remarquable. Restreinte a ses débuts aux applications scientifiques ou mi-
litaires, elle fait aujourd’hui partie de la vie quotidienne. Une évolution si
rapide que plusieurs ordinateurs qui appartenaient au domaine de la science
fiction il y a vingt ans sont aujourd’hui disponibles pour le grand public.
Deux facteurs principaux ont favorisé ce développement : 'augmentation des
performances et la chute importante du prix du matériel informatique.

Méme avec I’évolution incessante dans le domaine du matériel, il a tou-
jours existé un fossé entre la technologie disponible et les besoins de perfor-
mances. Chaque progression de la technologie ouvre ’horizon a de nouveaux
besoins ; et de nouvelles exigences. La demande pour de nouveaux progres est
constante. En effet, les applications deviennent de plus en plus gourmandes
en temps de calcul et en espace mémoire. Plusieurs applications éprouvent un
besoin croissant en ressources de calcul, notamment les applications temps
réel et les programmes tels que la prédiction météorologique, ou les besoins
de précision, de fiabilité et de plage d’estimation sont toujours croissants.

De tout temps, le parallélisme a été une possibilité de répondre a cette
demande de performances. Ceci est d’autant plus vrai aujourd’hui avec la
présence massive des ordinateurs reliés entre eux. Le parallélisme est présent
dans les ordinateurs paralleles spécialisés, dans les réseaux d’ordinateurs,
dans les télécommunications et méme dans les ordinateurs personnels haut-
de-gamme qui peuvent avoir jusqu’a huit microprocesseurs. Dorénavant, nous
allons utiliser le terme machine parallele pour faire référence aux machines
ou le parallélisme est présent, ainsi que le terme processeur pour dénommer
leurs unités de calcul.

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Le recours au parallélisme est motivé principalement par le besoin de
plus de rapidité - un travail avance plus vite a plusieurs qu’a un seul. Le
concept de base repose sur l'idée intuitive qu’avec m ordinateurs un pro-
gramme s’exécutera m fois plus vite que sur un seul.

Cependant, la programmation sur une machine parallele demande beau-
coup plus d’efforts que I’écriture d’un programme séquentiel. La programma-
tion dépend fortement de la machine cible et de son support au parallélisme.
Par exemple, les processeurs d’une machine parallele peuvent avoir des pro-
priétés distinctes, telles que le mode d’échange des données (mémoire par-
tagée ou distribuée via un réseau d’interconnexion), de méme que la cadence
de son fonctionnement. Il est clair que pour obtenir une implantation efficace
une bonne connaissance de la machine cible et de son support au parallélisme
est essentielle.

L’élaboration des applications paralleles

Dans I'informatique séquentielle, I’écriture d’une application consiste a
choisir un algorithme qui résout un probleme et de faire son analyse. Pour
concevoir une application parallele, nous devons d’abord choisir un algo-
rithme qui résout le probleme envisagé. Cet algorithme est alors parti-
tionné en taches, lesquelles correspondent a des portions du code qui seront
exécutées en séquentiel. Ensuite, le programme parallele est concu en attri-
buant a chaque tache un processeur et une date d’exécution. La performance
de "application est mesurée alors par le temps d’exécution parallele.

Si une tache a besoin des données produites par une autre tache, il existe
une relation de dépendance. Les taches et leurs relations de dépendance sont
représentées sous la forme d’un graphe, ou les sommets correspondent aux
taches et les arcs aux relations de précédence entre elles. Ce graphe exprime
le degré de parallélisme de I'algorithme et est nommé graphe de précédence
ou de taches. L’opération qui attribue aux taches des dates d’exécution et
des processeurs est dénommeée ordonnancement, elle sera présentée en détail
au chapitre 2.

Il est clair qu’il faut distinguer la phase d’extraction du parallélisme d’un
algorithme de la phase d’exploitation de ce parallélisme. Dans un premier
temps un graphe de précédence est construit, et ensuite un schéma d’ordon-
nancement est appliqué. Or, pour certains problemes, le graphe de précédence
est construit au cours de ’exécution. Dans ce cas, les deux étapes ne peuvent
pas étre dissociées dans le temps.
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Les deux phases peuvent se faire d’'une fagon implicite, ou explicite. Lors
de 'extraction du parallélisme, la construction du graphe de précédence peut
étre faite par des techniques de compilation (HPF [86]) de maniere implicite.
Le graphe de précédence peut aussi étre construit de fagon explicite comme en
Ath1 [38] et Cilk [10] ou le passage des arguments ou le retour des résultats
induisent les précédences. L’ordonnancement peut aussi se développer im-
plicitement comme dans Athl et Cilk ou des techniques d’ordonnancement
dynamique avec équilibrage de charge (par exemple vol de travail, en anglais
work stealing) sont utilisées. Pyrros [104] possede un langage de description
du graphe de précédence ainsi que des fonctions pour son ordonnancement.
Rapid [37] est un environnement reposant sur les mmes principes que Pyr-
ros. Dans les deux derniers cas 'ordonnancement est explicite. Pourtant le
spectre des applications disponibles est encore tres restreint.

Nous nous intéressons dans cette these aux problemes ou le graphe de
précédence est fourni de facon explicite avant le début de 1’exécution (or-
donnancement statique). Dans ces problemes d’ordonnancement notre ob-
jectif est de minimiser le temps d’exécution total. L’approche choisie est le
développement d’algorithmes spécialisés, c’est-a-dire d’algorithmes dans les-
quelles 'ordonnancement peut étre décrit de facon explicite.

Idées directrices

Lors d’une exécution séquentielle (ordonnancement sur un seul pro-
cesseur) le choix d’une allocation des taches qui minimise le temps total
d’exécution est facile. Toute attribution de dates, sans temps d’inactivité
entre les taches, qui respecte les contraintes de précédence aura le méme
temps d’exécution et sera valide. Par contre, lorsque plusieurs processeurs
sont disponibles, le probleme de 'ordonnancement devient plus ardu. Dans
ce cas, certains facteurs jouent un role primordial. Parmi eux, nous pouvons
citer 'architecture de la machine parallele, son support d’exécution et les
particularités liées au graphe [54].

Pour I’application, les caractéristiques principales sont la structure de son
graphe de précédence et sa granularité!. La structure détermine les possibi-
lités de parallélisme. La granularité fournie une estimation du temps de calcul
d’une tache par rapport a la quantité des données a échanger. Si ce rapport
est important le graphe est dit a gros grain, sinon il est dit a grain fin.

IDéfini comme le rapport entre le cotit des taches et leurs cotits de communication.
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Selon les caractéristiques de la machine et son support d’exécution, plu-
sieurs facteurs influencent 'ordonnancement. Parmi les plus importants nous
avons le mode d’échange des données entre les processeurs, le synchronisme et
I” uniformité des processeurs. Suivant I’architecture de la machine, I’échange
des données peut s’effectuer soit par une mémoire partagée, soit par un réseau
d’interconnexion. Le synchronisme peut étre en mode strict, s’il existe au
niveau du matériel, ou étre lié au modele de programmation. Le modele
BSP [99] est fondé sur un fonctionnement par étapes, une phase de calcul
étant suivie d’une phase de communication et synchronisation. Les proces-
seurs sont dits uniformes s’ils ont le méme rapport de vitesse pour toutes les
taches. Au cours de cette these, la durée d’exécution de chaque tache est la
meéme sur tous les processeurs, ceux-ci sont alors dits identiques.

Les autres caractéristiques du support d’exécution que nous pouvons aussi
prendre en compte, mais qui ne sont liées ni a la machine, ni au graphe, sont
la possibilité de préempter ou de dupliquer les taches.

La qualité d’un ordonnancement, voir sa validité, dépendent de nombreux
parametres, tant au niveau de la structure de ’application que de la machine
cible et son support d’exécution. L’étude de I'influence de ces parametres est
capitale dans la recherche d’implantations paralleles efficaces. Il est a noter
que la recherche d’un ordonnancement optimal, c’est-a-dire le plus efficace,
est en général un probleme AN P-difficile. Dans ce cas nous recherchons des
heuristiques.

Nous nous intéresserons au cours de cette these a 1’étude des ordonnance-
ments, en particulier, en ce qui concerne les effets des parametres de grain, de
communication et de synchronisme. L’approche choisie est I’étude approfon-
die de quelques problemes, chacun d’entre eux mettant en valeur un aspect
particulier important pour ’ordonnancement.

Au cours de cette these notre intérét est 'ordonnancement, les modeles
de machines étant son support. Nous ne proposons pas de nouveaux modeles
adaptés a tel ou tel algorithme et/ou machine. Selon le probleme, un modele
cohérent est choisi, et un ordonnancement est proposé.

Une des influences les plus importantes est celle de la communication.
Si la granularité est fine un modele ot le makespan® est calculé par rapport
au nombre d’étapes de calcul/communication est bien adapté. Si les com-
munications impliquent tous les processeurs, il est intéressant de grouper les
échanges de messages entre processeurs.

2Temps total d’un ordonnancement.
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Nous étudierons en premier lieu dans cette these I'ordonnancement d’un
graphe de précédence régulier a grain tres fin. Pour ce probleme, afin d’avoir
une exécution efficace, un modele synchrone ou le cout des communications
est implicite s’impose. Puis, nous introduirons les couts de communication,
une contrainte qui s’avere plus réaliste pour la plupart des machines pa-
ralleles courantes, en gardant le synchronisme. Dans ce cas nous étudierons
un probleme autre que a grain fin : 'ordonnancement de chaines. Ensuite,
apres avoir constaté I'importance des couts de communication, nous propose-
rons deux techniques pour alléger ce cotit, la duplication et 'ordonnancement
de communications.

Organisation du document

Dans ce mémoire nous étudions les problemes liés a 'ordonnancement
statique des graphes orientés acycliques. Toutes les notations et les propriétés
de base sont présentées dans le chapitre 2. Nous y détaillons le modele de
graphe de taches et nous introduisons les modeles de machines. Pour chaque
probleme d’ordonnancement développé, nous consacrons un chapitre et une
annexe technique en anglais. [.’objectif de cette organisation est de permettre
une bonne lisibilité, sans surcharge technique, du document. Dans chaque
chapitre sont présentés, le probleme, ses caractéristiques, un état de ’art et
les solutions proposées. Les détails techniques et les preuves completes se
trouvent en annexes.

La résolution du probleme du sac a dos est considérée dans le chapitre 3.
La parallélisation efficace de ce probleme a été largement étudiée dans la
littérature pour les modeles systolique et PRAM?. Nous proposons une so-
lution dans un modele moins restreint que le systolique et plus proche des
machines réelles que le modele PRAM, avec une architecture a mémoire dis-
tribuée. Notre approche est aussi basée sur un algorithme de programmation
dynamique du probleme du sac a dos. Le graphe de précédence correspondant
se caractérise par un grain tres fin. Dans un modele d’exécution synchrone
négligeant le cout des acces mémoire aux données partagées, des algorithmes
d’ordonnancement efficaces peuvent étre mis en ccuvre. Le temps d’exécution
séquentiel de I’algorithme qui résout le probleme du sac a dos est O(mc) ou
m est le nombre d’objets différents et ¢ est la capacité du sac a dos. Nous
proposons d’abord un algorithme qui résout le probleme dans un hypercube

3Modeles synchrones & grain fin, cf section 2.3.1
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avec p processeurs en temps O(%Zm—?") Ol Wiyax €t Wiy sont, respectivement,
les poids des objets le plus lourd et le plus léger. Ensuite nous présentons
un algorithme efficace qui résout le probleme du sac a dos en temps O(%)
dans un hypercube avec p processeurs. Ces algorithmes sont dérivés a partir
des ordonnancements de la grille irreguliere dans I’hypercube. Ce travail a
été mené avec Denis Trystram.

Dans le chapitre 4, nous examinons l’ordonnancement de chaines dans
le modele BSP. Dans ce modele, les échanges de données sont effectuées
avant les phases de synchronisation, mais leurs coiits sont pris en compte.
Contrairement au modele asynchrone I'ordonnancement de chaines sur BSP
est N'P-difficile, notre approche a été la recherche d’algorithmes d’approxi-
mation. Nous avons été capables de proposer des heuristiques quasi opti-
males. Dans ce but, nous avons utilisé deux techniques, le regroupement des
communications asynchrones dans des communications du type BSP, et la
recherche d’un compromis entre le temps d’inactivité et le nombre de com-
munications du type BSP. Nous avons complété ’analyse théorique par un
grand nombre de simulations. Cette étude a été réalisée avec Grégory Mounié
et Denis Trystram.

La réduction de I'impact de la communication en introduisant la duplica-
tion a été bien étudiée dans le cas de ressources illimitées (nombre de proces-
seurs non borné). Dans le cas d’un nombre fixé de processeurs, le probleme
n’a été traité que pour un cas simple (taille des taches et des communica-
tions unitaires). Nous étudions le cas de petits temps de communication.
Nous proposons un algorithme de liste, et nous démontrons qu’il a une ga-
rantie de performance de 2. Cette garantie est tres proche de la garantie
des algorithmes de liste lorsque le temps de communication inter processeurs
n’est pas considéré, qui est 2 — # pour m processeurs. L’idée de base de 1’al-
gorithme est la construction d’un chemin de duplication pour chaque tache
prétet. A partir de ces chemins, ’algorithme possede des informations pour
décider lors de I’allocation d’une tache lesquels de ces prédécesseurs doivent
étre dupliqués. Cette étude a été faite avec Christophe Rapine. Les résultats
sont présentés dans le chapitre 5.

L’ordonnancement de communications est traité dans le chapitre 6. Il
consiste a optimiser les phases de communication en ordonnanc¢ant les mes-
sages sur le réseau d’interconnexion afin de réduire les problemes de conges-
tion et d’optimiser les schémas de diffusions des données. Cependant, trouver

*Une tache est considéré préte quand tous ses prédécesseurs ont été alloués
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la solution optimale est un probleme N P-difficile, par conséquent plusieurs
heuristiques sont proposées. Nous analysons chacune d’entre elles et nous
proposons des criteres qui déterminent ’heuristique la plus adaptée selon
les communications a réaliser et les caractéristiques de la machine. Nous
proposons a la fin du chapitre des algorithmes combinés, c’est-a-dire com-
posés de deux heuristiques différentes. Nous achevons le chapitre avec des
expérimentations et des simulations. Celles-ci confirment les bonnes perfor-
mances des algorithmes combinés. Ce travail a été mené avec Joseph Peters
et Denis Trystram.
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CHAPITRE 1.

INTRODUCTION



Chapitre 2

Concepts d’ordonnancement

Résumé

La mise au point d’algorithmes d’ordonnancement dépend forte-
ment des caractéristiques de 'application et de la machine cible. Pour
décrire ces caractéristiques l'utilisation de modéles s'impose. Nous
présenterons un modele d’application basé sur la notion de graphe de
précédence. Les modeles nécessaires a la programmation sont étudiés
ensuite : modeles de machine et modeles d’exécution. L’objectif de ce
chapitre est de faire un tour d’horizon des modeles pour le parallélisme
et 'ordonnancement statique.

2.1 Introduction

L’étude de 'ordonnancement des taches d’un programme sur une machine
parallele réelle étant tres complexe, I'introduction des modeles s’impose. La
prise en compte de toutes les caractéristiques de la machine s’avere assez
difficile. En outre, le degré d’influence pour certaines caractéristiques est
plus important que pour d’autres. Les modeles considerent quelques unes
d’entre elles, sans prendre en compte d’autres caractéristiques qui influencent
moins les performances. Ils servent a estimer le comportement de la machine
lors d’une véritable exécution. Malheureusement, il n’existe pas de modele
universel pour les machine paralleles similaire au modele d’architecture de
Von Neuman pour les ordinateurs séquentiels.

Un bon modele doit avoir deux qualités : étre réaliste et simple. Le
réalisme est un critere antagoniste a la simplicité. Plus un modele est simple,
donc abstrait, moins il est proche du comportement d’une machine réelle. A
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I'opposé, un modele réaliste s’avere souvent trop complexe a utiliser. Nous
allons classer les modeles utilisés selon trois catégories:

— Les modeles d’application, qui servent a représenter le parallélisme po-

tentiel d’un algorithme.

~ Les modeles de machine, qui décrivent les principales caractéristiques

de la machine parallele comme les flots d’instructions et les communi-
cations entre processeurs.

— Les modeles d’exécution, qui détaillent les formes de programmation

ainsi que ses paradigmes.

Ce n’est pas une classification standard de la littérature spécialisée, ce-
pendant elle est assez logique. Les trois concepts de l'informatique parallele :
algorithme, machine et support d’exécution restent bien délimités. Notons
de plus que la frontiere entre types de modeles n’est pas stricte.

Le développement d’une application parallele sur une machine cible peut
étre vue comme la succession des étapes suivantes :

1. Trouver un modele de machine qui représente la machine cible,

2. Représenter le parallélisme potentiel de 'algorithme et choisir un
modele d’exécution cohérent avec le modele de machine,

3. Rechercher un ordonnancement.

Les étapes 2 et 3 sont les principales. Dans 1’étape 2, le choix du modele
dépend fortement de la machine cible et du parallélisme présent dans 1’al-
gorithme. De méme le choix du niveau de parallélisme releve du modele
d’exécution. Apres le choix des modeles, la recherche d’un ordonnancement
convenable peut commencer.

Dans ce chapitre nous présentons les différentes représentations d’ une ap-
plication, puis les modeles de machines paralleles et les modeles d’exécution.
Nous finissons avec une description détaillée de 1'ordonnancement en
présentant quelques résultats connus.

2.2 Graphe de précédence

La représentation d’un algorithme est faite principalement de deux facons
analogues, chacune utilisant un graphe orienté comme structure de base.
Nous pouvons représenter un programme par un graphe de flots de données
(data-flow graph), par un graphe de précédence (precedence task graph) ou
plus simplement par un graphe de dépendance.
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Dans la représentation d’un programme par un graphe de précédence,
I’algorithme est divisé en unités de base dénommées taches (qui sont des
instructions ou groupes d’instructions). Les taches sont représentées par les
sommets du graphe. Les dépendances entre les taches sont explicitées par des
arcs. L’existence d’un arc (u,v) d’une tache u a une tache v dans le graphe
signifie que la tache v ne peut pas étre exécutée sans les données produites par
la tache u. Nous associons a chaque arc un poids proportionnel a la quantité
de données a transmettre, et a chaque sommet un poids correspondant au
temps de calcul de la tache. Dorénavant, nous ferons référence a ces valeurs
comme poids de 'arc ou du sommet. Lorsque les arcs ne sont pas associés a
des poids, c’est-a-dire seule les dépendances entre les taches est donné nous
avons le représentation par graphe de dépendance.

Le graphe de flots de données est construit a partir de 1’évolution des
données. Les relations de précédence sont induites par la circulation des
données. Typiquement, les sommets correspondent a 1’évaluation d’une ins-
truction et les précédences aux acces en lecture ou écriture des opérandes [25].

Connaissant une représentation d’un programme par un graphe de flots
de données, sa transformation en graphe de précédence est immédiate car
le premier fourni plus d’informations que le dernier. Dans ce mémoire, nous
nous consacrerons a 1’étude des graphes de précédence.

A priori, les taches peuvent étre quelconques, et le graphe de précédence
inconnu au moment de ’exécution d’un programme. Ce qu’est le cas de I'or-
donnancement dynamique. Nous nous intéressons plutot a ’'ordonnancement
statique. Dans nos problemes, le graphe de précédence est connu a ’avance.
Dorénavant, lors de 'utilisation d’un graphe de taches, il sera entierement
connu.

Pour un graphe de précédence (G donné, nous adoptons la terminologie
suivante :

Successeurs : 'ensemble des successeurs d’un sommet v est constitué de
tous les noeuds u tels qu’il existe un chemin orienté de v a u dans G.

Successeurs directs : 'ensemble des successeurs directs d’un sommet v est
constitué de tous les noeuds u tels qu’il existe un arc de v a u dans G.

Prédécesseurs : ’ensemble des prédécesseurs d’un sommet v est constitué
de tous les noeuds u tels qu’il existe un chemin orienté de v a v dans

G.

Prédécesseurs directs : ’ensemble des prédécesseurs d’un sommet v est
constitué de tous les noeuds u tels qu’il existe un arc de v a v dans G.
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Largeur : le cardinal du plus grand ensemble de sommets du graphe tel
qu’il n’existe pas deux sommets appartenant au méme chemin orienté.

Chemin critique : le plus long chemin orienté du graphe, prenant en
compte les temps de calcul.

Granularité : rapport entre le poids des sommets et des arcs. La granularité
p d’un graphe orienté G est le rapport entre le plus petit poids d’un
sommet et le plus grand poids d’un arc de G. Si p <1 alors le graphe
est dit a grain fin, sinon il est dit a gros grain. Intuitivement, les taches
d’un graphe a gros grain calculent plus qu’elles ne communiquent.

Dans ce mémoire nous utilisons toujours la notion de grain de cal-
cul, une autre approche est l'inverse, c’est-a-dire considérer le grain
de communication. Il existe d’autres définitions de la granularité tels
que la granularité globale (rapport entre le travail total et la sommes
des communications) et la granularité locale qui considere le grain de
chaque tache. Gerasoulis et Yang [42] présentent plusieurs définitions
de la granularité.

Pour illustrer ces terminologies, dans le graphe orienté G de la figure 2.1
nous avons : les successeurs du sommet vs sont {vs, vg, v19,v11}, les succes-
seurs de vy sont {ve,v11}. Les prédécesseurs directs de vg sont {vs,vr}. La
largeur du graphe G est 4. Si toutes les taches du graphe G ont le méme
poids, le graphe a trois chemins critiques : (vy, vs, v7,v9), (1,04, v7,09) et

(Ulv Us, Ug, UIO)-

Fia. 2.1 — Graphe de précédence G.
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Dans le but de montrer la construction d’un graphe de taches a partir
d’un algorithme, nous présentons le probleme de multiplication de matrices
carrées de dimensions paires. Si les dimensions sont impaires, il suffit d’ajou-
ter une ligne ou une colonne remplie avec des zéros, ou une ligne et une
colonne remplies avec des zéros. Cet ajout peut s’avérer tres utile lors de
I’application recursive de 'algorithme. La premiere étape consiste a choisir
un algorithme pour résoudre le probleme. L’algorithme que nous avons choisi
est Ialgorithme de Strassen’. Etant données deux matrices n x n, Aet B,
ou n est un entier pair, nous voulons calculer C' = A x B. Avec la partition
des matrices en blocs nous avons :

All A12 > Bll B12 — Cll C’12
A21 A22 B21 B22 C’21 022 ‘

Le symbole x dénote la multiplication de matrices. Chaque quadrant de
la matrice (' est calculé selon ’algorithme 2.1.

Algorithm 2.1 Algorithme de Strassen.
Entrées: Matrices A et B partitionées en quadrants.

Ty = Ap + Arg; To = Az — Aug;

Ty = Ayg — Aga; Ty = Agy + Agg; Ts = Ay + Aga;

Uy = Biy + Baz; Uy = By + By

Us = Bay — Bi1; Uy = Big — Bog; Us = By + Bag;

Py =Ty xUy; Py =Ty X Byy; Py = Ay x Uy;

Py = Agy x Us; Ps =Ty X Byg; Ps =Ty x Uy; Pr = T3 x Us;
Ciu =P+ Py — 5+ Pr; Cig = P+ DPs;

Cor = Py + Py; Cyg = P+ Ps — Py + Is;

Il est clair qu’il existe plusieurs facons de représenter un algorithme
a l'aide d’un graphe de précédence. Dans les cas extrémes, le graphe de
précédence d'un programme peut n’avoir qu’'une seule tache. Dans ce cas,
la tache correspond au programme lui méme. A I'opposé, chaque instruction
élémentaire d’un algorithme peut correspondre a une tache. Le choix de la
représentation est un probleme difficile, souvent fait a la main.

1Cet algorithme effectue un nombre plus petit de multiplications.
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La figure 2.2 illustre un graphe de précédence pour 1’algorithme de Stras-
sen. Dans cette figure, chaque tache recoit une étiquette correspondant a ses
données de sortie. Pour simplifier, les poids des arcs et des sommets ne sont
pas représenteés.

ONoMOMONCEOMONCI Ol

FiG. 2.2 — Un graphe de précédence pour 1’algorithme de Strassen.

Chaque tache U;, T; correspond a la somme/soustraction de matrices. Ces
taches ont n?/4 opérations arithmétiques, donc une autre possibilité était de
partitionner chacune d’elles en n*/4 taches d’une seule instruction. Ceci est
aussi vral pour les taches Cj;. Les taches P; correspondent a des multipli-
cations de matrices. Chacune de ces taches aurait pu étre partitionnée, par
exemple, de facon recursive jusqu’a ce que les taches du graphe ne soient
constituées que par des opérations sur des scalaires.

Fic. 2.3 — Un autre graphe de précédence pour I'algorithme de Strassen.

Un autre graphe de précédence possible pour 1’algorithme 2.1 est présenté
dans la figure 2.3. Dans ce graphe les taches AT (BU) calculent les valeurs
T; (U;). La tache PC calcule les valeurs P; et finalement la matrice C'.

Nous pouvons aussi dériver un graphe de précédence a partir de la des-
cription haut niveau d’un algorithme. Un graphe de précédence pour ’algo-
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rithme 2.2 ci-dessous est illustré par la figure 2.4 (les étiquettes données aux
taches sont évidentes). Ce graphe de taches est une chaine, les taches fi, fs
et f3 doivent s’exécuter dans cet ordre.

Algorithm 2.2 Algorithme séquentiel.
b= fi(a);
c = fo(b);
d = fs(c);

Fia. 2.4 — Graphe de précédence du type chaine.

A partir d’'un graphe de précédence nous disposons de plusieurs informa-
tions sur le parallélisme réalisable. La largeur du graphe donne le nombre de
processeurs nécessaires a son exécution, car lors de 1’allocation des sommets
aux processeurs le nombre maximal de taches différentes qui peuvent étre
exécutées simultanément est égal a la largeur du graphe. Cependant il existe
des résultats classiques ou le nombre de processeurs utilisés est aussi grand
que le nombre de taches [84]. Le chemin critique fournit une borne inférieure
du temps d’exécution. Le grain du graphe donne une estimation du rapport
entre temps de calcul et temps de communication.

Les graphes de précédence proposés pour I'algorithme de Strassen sont a
grain fin, car la quantité de données a communiquer est grande. Si dans 1’al-
gorithme 2.2 les variables sont des matrices et les fonctions f; sont assez com-
plexes (inversion de matrices, valeurs propres, etc) le graphe de précédence
de la figure 2.4 devient a gros grain.

Pour estimer plus finement le temps d’exécution, nous avons besoin d’in-
troduire des modeles de machine et d’exécution.

2.3 Modélisation de machines paralleles

Les modeles sont employés pour classer les machines elles mémes, ainsi
que pour fournir un support pour la programmation. Ces modeles sont
dénommés respectivement modeles de machine et modeles d’exécution. Les
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modeles de machine caractérisent ’architecture du matériel, alors que le
modele d’exécution sert a expliciter le comportement de la machine et a
préciser des caractéristiques telles que la gestion des communications.

2.3.1 Description des caractéristiques des machines

Pendant longtemps la classification la plus utilisée des ordinateurs pa-
ralleles a été celle proposé par Flynn [32]. Les machines peuvent étre classées
selon deux criteres : le flot d’instructions et le flot de données. Quand les flots
d’instructions et de données sont uniques, la machine est dite SISD (single
instruction single data), ce qui correspond aux machines séquentielles. Les
deux autres types de machines courantes sont les machines SIMD (single
instruction multiple data) qui ont un flot d’instructions unique, et plusieurs
flots de données, et les machines MIMD (multiple instruction multiple data)
ou les flots d’instructions et les flots de données sont multiples.

Aujourd’hui la plupart des machines est MIMD, donc la classification de
Flynn devient obsolete au profit d’autres caractéristiques. Il est courant de
diviser la classe MIMD en deux groupes : les multiordinateurs et les multipro-
cesseurs [94]. 1l est a noter que les latences pour ’échange des données sont
plus importantes dans les multiordinateurs que dans les multiprocesseurs.

Un autre point qui différencie les architectures d’ordinateurs paralleles
est 'architecture physique de la mémoire :

UMA : (de I'anglais Uniform Memory Access) il existe un espace d’adres-
sage commun accessible a tous les processeurs. Le temps d’acces a cette
mémoire est le méme pour tous les processeurs.

NUMA : (de l'anglais Non-Uniform Memory Access) chaque processeur
possede sa propre mémoire locale. Dans ce cas, la machine et son
systeme d’exploitation fournissent des primitives de communication
entre les processeurs. Pour un processeur, il existe plusieurs formes
d’acces a la mémoire d’un autre processeur : soit par un espace d’adres-
sage unique comme dans le CRAY T3E, soit par ’échange de messages
comme dans le IBM SP2. Dans une machine a mémoire NUMA le cout
d’un acces a une mémoire non locale est beaucoup plus important que
le cotit d’un acces local. Dans ce cas la notion de localité des données
devient primordiale.

Le fait d’avoir une mémoire avec acces uniforme simplifie le travail de pa-
rallélisation. Cependant, les contraintes technologiques font que le nombre
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de processeurs dans les machines UMA est limité (de I'ordre d’une cin-
quantaine). Pour disposer de beaucoup plus de processeurs, les architectures
NUMA s’imposent. Dans le modele de machines NUMA les processeurs sont
reliés par un réseaux d’interconnexion, la maniere que cette interconnexion
est réalisée définit la topologie du réseau.

Le modele SIMD présuppose un fonctionnement synchrone des proces-
seurs (généralement, il existe une unité centrale de controle responsable pour
le flot d’instructions), chaque processeur exécute des cycles composés de cal-
culs et de communications entre processeurs voisins. A chaque cycle, les pro-
cesseurs exécutent les mémes instructions, mais avec des données différentes.
Dans le modele MIMD les processeurs peuvent fonctionner de facon asyn-
chrone, il n’y a pas de restriction sur le programme exécuté par chaque pro-
cesseur.

Le modele systolique [69] est encore plus restreint que le modele SIMD,
les processeurs sont reliés par un réseaux d’interconnexion, seuls les proces-
seurs a la frontiere peuvent communiquer avec le monde extérieur, et ils ont
une mémoire locale assez réduite. Le fonctionnement est synchrone, et les
processeurs répetent les pas : réception, calcul, envoi. Dans un réseau sys-
tolique, les données sont fournies a rythme régulier, et apres la traversé du
réseau par les données les résultats sont livrés aussi a rythme régulier.

Les modeles de machines servent a classer les machines existantes, mais ils
ne sont pas suffisants lors du développement d’une application. Si nous vou-
lons connaitre le traitement des conflits lors de I"acces a une donnée partagée,
ou les formes de communication entre les processeurs, nous avons besoin des
modeles d’exécution.

2.4 Description des modeles d’exécution

Il est clair que le modele d’exécution doit étre adapté au modele de ma-
chine. Un modele d’exécution qui ne prend pas en compte le temps d’acces a
une donnée distante s’avere peu pratique pour une machine MIMD de type
NUMA. Nous allons diviser la présentation des modeles selon leur origine.
D’abord nous présentons les modeles théoriques, c’est-a-dire, ceux qui n’ont
pas été inspirés de machines existantes. Ensuite les modeles basés sur les
caractéristiques de machines réelles sont présentés. Dans ce chapitre nous
allons étudier de maniere assez breve plusieurs de ces modeles afin de fournir
la connaissance de base du sujet.
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Les modeles d’exécution servent de base a la programmation d’une ma-
chine parallele. Ils donnent la sémantique d’exécution. Un des principaux buts
des modeles d’exécution est de servir a la prédiction du temps d’exécution
d’un programme parallele. De la méme facon que dans le cas de machines
SIMD, le temps d’exécution peut étre mesuré en cycles (calcul plus com-
munication). Nous nous intéresserons plutot aux modeles pour les machines
MIMD.

Nous allons restreindre notre étude a des modeles ou tous les processeurs
sont identiques, c’est-a-dire qu’ils ont la méme vitesse et peuvent exécuter le
meéme ensemble d’instructions.

2.4.1 Un modele pour la complexité : PRAM
Le modele PRAM (de I'anglais Parallel Random Access Machine) est le

premier modele a avoir été proposé pour l'informatique parallele [33]. En-
core aujourd’hui il sert de référence. Il est tres populaire pour 1’évaluation et
la comparaison d’algorithmes paralleles [65]. Dans ce modele les processeurs
identiques fonctionnent en cadence par cycle d’une instruction, et ont acces a
une mémoire globale commune. Le nombre de processeurs ainsi que la taille
de la mémoire sont illimités. Ce modele se révele irréaliste en pratique, car le
cotut de maintien d’'une mémoire globale dépend du nombre de processeurs.
Un modele plus restreint, la p-PRAM, ou le nombre de processeurs est égal a
p, a aussi été proposé dans la littérature. Ce modele sert a approcher le com-
portement des ordinateurs SMP (de I'anglais Symmetric MultiProcessing),
lesquels partagent les ressources mémoire et entrée/sortie. Les ordinateurs
multi processeurs du type PC de derniere génération, ou les cartes meres
peuvent accueillir jusqu’a huit processeurs qui accedent la mémoire de fagon
uniforme, sont des machines SMP.

Dans le but de définir les regles d’acces a la mémoire dans le modele
PRAM, plusieurs versions ont été proposées. Les types sont : le EREW ( Fa-
clusive Read Fxclusive Write), ou chaque cellule est accédée par au plus un
processeur a chaque cycle, le CREW (Concurrent Read Exclusive Write) et le
CRCW (Concurrent Read Concurrent Write) ou I'acces aux cellules peut se
faire par plusieurs processeurs pour la lecture, et pour la lecture et écriture,
respectivement. Dans le dernier cas, des regles de résolution de conflits sont
définies. Les plus courantes, en ordre croissant de complexité sont : arbitraire,
prioritaire et combinaison de valeurs (par un maximum, une somme, etc).

Akl et Guenther [2] ont proposé le modele BSR basée sur la CRCW
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PRAM. Ils ont remarqué que 1’ajout d’une instruction de diffusion en temps
constant n’était pas irréaliste. L’instruction de diffusion présentée autorise
a chaque instant 'acces simultané en écriture de toutes les cellules mémoire
pour chaque processeur. Les regles de résolution de conflit sont similaires a
celles pour la PRAM, avec I’ajout de la notion de données valides.

Plusieurs modifications du modele PRAM original ou les contraintes
d’acces a la mémoire distante sont considérées ont été proposées dans la
littérature. Il en existe deux classes : ceux qui tiennent compte de la topolo-
gie du réseau tel que le modele XRAM [22], et ceux qui I'ignorent. Dans ce
dernier cas le modele le plus connu est la LPRAM [1] (Local-memory PRAM).

Dans les modeles du type PRAM les problemes de communication sont
masqués. La communication est incluse implicitement dans le modele. En
pratique c’est un point important dont il faut tenir en compte.

2.4.2 Modeles avec délail de communication

Dans les modeles avec délai de communication il existe un support pour
la communication entre les processeurs. Ce support consiste en ’envoi et
la réception de messages. Dorénavant nous dénotons par modeles délai, les
modeles que considerent uniquement la taille des taches et le délai de commu-
nication entre taches successives allouées a des processeurs différents, lequel
peut étre aussi considéré comme étant zéro.

Les modeles délai et des techniques d’ordonnancement associées ont été
proposés simultanément. Pour ne pas anticiper la présentation de 'ordonnan-
cement, nous allons donner une description informelle. Un ordonnancement
d’un graphe sur une machine consiste a attribuer a chaque tache du graphe
un processeur et une date de début d’exécution.

Lors de la transmission, ou de la réception, d’un message dans une ma-
chine réelle le processeur est occupé pendant une période de temps (avec des
copies mémoire, allocation de tampons, etc). Les modeles de cette section ne
prennent pas en compte cette période sur le temps d’exécution des proces-
seurs. Le recouvrement total des communications par du calcul est autorisé,
c’est-a-dire que les processeurs peuvent calculer pendant les communications.
Les modeles délai ne prennent également pas en compte la congestion du
réseaux. Le surcoit de communication sur le temps de calcul et la congestion
ont été considérés dans le modele LogP (voir plus loin dans la section 2.4.3).

Nous présentons d’abord le modele avec bande passante illimitée, ¢’est-
a-dire, sans surcout de communication. Ensuite nous présentons les modeles
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avec bande passante limitée, ce qui introduit des délais de communication.
Une des facons d’alléger ce surcott peut se faire a travers la duplication
de taches. Dans ce cas, nous pouvons au lieu de communiquer a partir des
prédécesseurs, dupliquer quelques-uns d’entre eux. Les parametres que nous
utiliserons pour les modeles suivants sont le nombre de processeurs et la
possibilité de dupliquer des taches.

Nous présentons des exemples d’exécutions du graphe GG de la figure 2.1
(page 22) sous différents modeles d’exécution. La représentation utilisée est
le diagramme de Gantt (diagramme espace temps classique, ou 'espace cor-
respond a l'occupation des processeurs), ou les taches, les communications
et les temps d’attente sont placés selon leurs dates, processeurs et durées
d’exécution. Le poids des sommets du graphe & sont identiques, le poids de
ses arcs sera explicité pour chaque modele. Nous allons présenter des schémas
d’exécution sur trois processeurs identiques.

Modeéle UET

L’approche théorique de base est simplement d’ignorer le temps de com-
munication entre processeurs. La bande passante est considérée illimitée. Le
modele UET (unit execution time) a été proposé par Papadimitriou et Ull-
man [83]. Le temps d’exécution des taches est unitaire, les attentes dues
aux communications ne sont pas considérées. Il est clair que dans ce cas la
duplication de taches s’avere inutile.

Ce modele est similaire au modele PRAM. Dans le diagramme de la
figure 2.5 nous présentons un schéma d’exécution optimal.

temps

FiGc. 2.5 — Exécution dans le modele UET.

Les zones rayées correspondent au temps d’inactivité, cette notation sera
utilisée dorénavant.
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Modele UET-UCT

L’extension naturelle du modele UET considere de maniere simplifiée
les communications. Lorsque les temps d’exécution des taches ainsi que les
temps de communication sont unitaires, nous avons le modele UET-UCT
(unit execution time - unit communication time). Ce modele a été proposé
par Rayward-Smith [90]. Les schémas d’exécution avec et sans duplication
sont représentés dans la figure 2.6.

RV Y% | % 0| V7 | Vo RV Y% % V% |V
Riv Y Vi | R Vi Vs Vil Ve
B Vi B Vi Vo | Vs | Vio
temps temps
sans duplication avec duplication

Fia. 2.6 — Exécutions dans le modele UET-UCT sans et avec duplication.

Dans 'exemple de la figure 2.6, en permettant la duplication, le temps
d’exécution a été diminué d’une unité. Dans la figure 2.6 et dorénavant, lors-
qu’une tache est exécutée plusieurs fois, une de ses allocations est dénommé
par 'index de la tache. Les autres exécutions d’une tache v; sont désignées
par vl.

Modele UET-LCT

Le modele proposé par Papadimitriou et Yannakakis [84] considere tou-
jours des taches de durée unitaire, mais le cout de communication est donné
par v > 1. Ce modele est dénommé UET-LCT (unit execution time - large
communication time).

Ce modele convient aux réseaux d’ordinateurs ou les processeurs sont
rapides et le réseau représente le point d’étranglement du systeme. Dans la
figure 2.7, le temps de communication entre taches exécutées sur processeurs
distincts est v = 2,5, c’est-a-dire deux fois et demi le temps d’exécution
d’une tache.

Jusqu’ici, les couts des taches ainsi que les couts des communications ont
été constants. Il existe aussi la possibilité d’avoir des couts variables.
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pl VilVs |V Ve Vo pl ViV (VY| Ve Vo
V )
RV 6 BRIV V% | V5|V
\Y/ V, |V, V, i g
P 5 8 | 10| 1 Bl Vo [V | Vi |V |V
temps temps
sans duplication avec duplication

FiG. 2.7 — Exécutions dans le modele UET-LCT sans et avec duplication.

Modeéle SCT

Il existe d’autres approches tel que le modele SCT (small communication
time) proposé par Colin et Chrétienne [21]. Dans ce cas, les temps d’exécution
sont plus grands que les temps de communication. La figure 2.8 montre des
schémas d’exécution du graphe G, avec et sans duplication. Le temps de
communication est la moitié de la durée d’une tache.

BV Y% | Vs | Vao RV Vs | V% |V
RiY Vs Vil Ve RiY Vi | V7 Ve
B Vi | V6 | Vi B Vi Vo | Vs | Vio
temps temps
sans duplication avec duplication

Fic. 2.8 — Exécutions dans le modele SCT sans et avec duplication.

L’intérét de 'introduction de plusieurs restrictions sur les modeles délai
réside dans la possibilité de pouvoir donner des garanties de performances
plus fines pour les problemes d’ordonnancement.

Modeles plus généraux

Un modele général ou les durées d’exécution des taches dépendent de
leur poids et le colt de communication du poids des arcs a été proposé par
Hwang et al. [62]. IIs ont considéré également la topologie de la machine. Les
auteurs ont proposé une fonction élémentaire I' qui associe a chaque paire
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de processeurs le colit de communication d’un mot. Il perd en simplicité ce
qu’il gagne en réalisme.

Dans les autres modeles avec délai de communication le réseau d’inter-
connexion n’est pas considéré. La position d'un processeur dans le réseau
n’affecte pas le colit de communication.

Dans cette these nous allons nous restreindre aux modeles UET, UET-
UCT, UET-LCT et SCT. Il est a noter que les modeles avec délai de com-
munication ne considerent pas le cout de gestion des communications. Ils
ne considerent pas non plus les effets de la congestion. Ces cotits seront
considérés dans le modele LogP qui est inspiré de ’architecture des machines
paralleles réelles.

2.4.3 Modele LogP

Le modele LogP [24] a le mérite d’avoir été congu conjointement par des
spécialistes en architectures, en environnements d’exécution et en algorith-
mique. Ce modele suppose un nombre fini P de processeurs a mémoire locale.
La topologie du réseau n’est pas prise en compte. Les synchronisations sont
faites par échange de messages. Le temps de communication considere le cotit
d’échanges de message pour chaque processeur.

Dans le modele LogP les coiits de communication sont déterminés a tra-
vers les parametres L, o et g. Lors de I’envoi d’'un message le processeur
expéditeur ne peut pas calculer pendant un période de temps, ce surcout est
dénoté par o (de I'anglais overhead). La réception d’un message coiite aussi
un temps de calcul o du processeur récepteur. 1l existe aussi un intervalle de
temps minimal entre ’envoi de deux messages par le méme processeur, cet in-
tervalle est dénoté par g (de I'anglais gap). Cet intervalle de temps doit aussi
étre respecté lors de la réception des messages. La latence L est le maximum
entre le temps d’envoi d’un message (achevement de 1’opération d’envoi) et le
temps de réception de ce message (début de I'opération de réception), sur des
conditions de communication normales. Pour éviter la congestion du réseau,
au plus [ﬁ messages peuvent transiter simultanément.

Dans la figure 2.9 nous illustrons les parametres du modele LogP, les
“taches noires” sont dues aux surcouts de transmission et de réception. Un
carré gris représente la latence. Entre deux communications consécutives il
existe un intervalle de taille au moins g.

La définition premiere de LogP a été donnée pour de petits messages.
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temps

Fia. 2.9 — Exemple des parametres LogP.

Avec de gros messages, la latence peut devenir négative, le premier mot du
message peut arriver avant le départ de son dernier mot. Quelques variations
plus générales du modele LogP ont été proposées [4, 29]. Les modeles avec
délai de communication peuvent étre vus comme un cas particulier du modele
LogP avec o = g = 0.

Les valeurs des parametres du modele LogP pour plusieurs machines sont
présentés dans la table 2.1. Elles ont été mesurées par plusieurs auteurs [4,
24, 27, 30, 76]. La taille en octets du message transmis est représentée par x.
Nous observons que pour la plupart des machines la valeur de g n’est pas tres
significative (de I'ordre de deux fois 0). Nous constatons aussi que le surcout
d’initialisation est assez important.

L 0 g P
CM-5 6pes 2.2us dps 512
Parsytec Xplorer | —21 — 0.82xus 70 4+ xps 115 4+ 1.43zpus | 8
ParaStation 50 = 0.1zpus | 3+ 0.112zus | 3+ 0.1192us 4
IBM SP-1 1000 cycles 8000 cycles - 16
IBM SP-2 13 — 0.005zps | 8 4 0.008zpus | 104 0.0lzpus | 32
Meiko CS-2 8.64s 1.7us 14.240.03zus | 64

TAB. 2.1 — Parametres du modele LogP sur plusieurs machines.

Les études sur le theme de la duplication de taches sont pour I'instant
restreintes aux modeles avec délai de communication (voir section 2.6). Il
n’existe pas des résultats sur l'influence de la duplication sur le colt de
communication ni sur le modele LogP, ni sur les modeles présentés dans les
sections suivantes. Dorénavant, dans les exemples nous montrons des schémas
d’exécution sans duplication.

La figure 2.10 exhibe deux ordonnancements sous le modele LogP. Dans
le premier (a gauche) o = 0,125 et L = 0,25 du temps d’exécution d’une
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tache, le parametre g est au plus 1. Dans le deuxieme exemple (& droite)
nous utilisons les mémes valeurs pour o et L, cependant g = 1,5. Donc, la
communication de vs a vy est retardée.

pl v1 I V5 Vs V10 p1 Vl I V5 V8 VlO
FE V2 Ve pz V2 Ve V11
30 7/ on/ L
temps
o<1l g=15

Fic. 2.10 — Exécutions dans le modele LogP.

Tous les modeles d’exécution présentés jusqu’a présent (sauf le modele
proposé par Hwang et al. [62]) ne considerent pas la topologie du réseau. Tou-
tefois, une communication entre voisins coiite souvent “moins cher” qu’une
communication distante. Il y a deux arguments pour justifier ces modeles.
D’une part les modes de communication modernes sont peu sensibles a la
notion de localité. D’autre part, ces modeles ont privilégié la simplicité au
réalisme. Nous allons conclure la présentation des modeles d’exécution en
montrant les facons de considérer d’une maniere plus fine le cott des com-
munications.

2.4.4 Modeles plus précis

Une approche consiste a considérer la topologie du réseau ainsi que les
contraintes de communication d’une machine réelle. Une bonne approxima-
tion du temps de communication entre processeurs voisins est fournie par le
modele linéaire (approximation linéaire du premier ordre). La transmission
d’un message dans un réseau sans congestion nécessite une phase d’initiali-
sation (en anglais start-up) correspondant au temps d’initialisation des re-
gistres mémoires plus le temps nécessaire aux protocoles (empaquetage des
données). Ensuite la bande passante est considérée. Dans ce modele le cott
de transmission d’un message de taille S est t. = 3+ S+, ou J est le temps
d’initialisation, et v est 'inverse de la bande passante [26]. Dans I'annexe A
nous proposons une petite discussion a propos de ’acuité de ce modele.
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La communication entre processeurs non adjacents peut se faire, selon
I’architecture de la machine, par des techniques telles que la commuta-
tion des messages (store-and-forward), la commutation de circuits (circuit-
switching) et la commutation par paquets (wormhole). Un (ou plusieurs)
chemins sont choisis entre I’émetteur et le récepteur. Nous présenterons |’es-
timation du temps de communication lorsqu’un seul chemin est utilisé. Une
bonne présentation de ces techniques peut étre trouvée dans [26].

La commutation de messages consiste en plusieurs étapes de communi-
cation voisin a voisin, a chaque transmission le message est stocké sur les
processeurs intermédiaires. Pour une communication a distance d, le temps
nécessaire est d(5+57). Lorsque la communication par circuits ou la commu-
tation par paquets est utilisée, un facteur additif relatif a la distance d entre
les processeurs impliqués est considéré. Dans ce cas le cout de transmission
devient : t. = B+ Sy +dd, ou 4 est le temps induit par la commutation d’un
routeur sur chaque processeur intermédiaire.

Par rapport au modele LogP, ce modele considere la topologie du réseau,
cependant ni les surcotts dis aux envois et réceptions de messages sur le
temps de calcul des processeurs ni la congestion ne sont pas pris en compte.

Il existe d’autres modeles relatifs aux contraintes de communication, si
par exemple, les liens sont bidirectionnels, ou si le nombre de liens qu’un
processeur peut utiliser simultanément est limité. Mais une description aussi
détaillée dépasse le cadre de cette these.

Ces modeles ont été étudiés plutot pour les algorithmes de communica-
tion globale dans une topologie spécifique [34, 58]. Plusieurs résultats sur des
communications comme la diffusion, ’échange total, la distribution, le ras-
semblement et la multidistribution ont été traités il y a une dizaine d’années.
Généralement les études se concentrent sur une topologie cible, tels que I’hy-
percube, I'anneau, la grille ou le tore entre autres. Avec I’évolution des ma-
chines, ces modeles ne sont plus pertinents pour représenter les mécanismes
matériels, méme s’ils peuvent encore étre utiles du point de vue algorith-
mique.

Dans les modeles suivants, contrairement a une approche qui provient des
caractéristiques de la machine, nous allons analyser différentes possibilités
pour la programmation.
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2.4.5 Modele BSP
Plus qu'un modele d’exécution, BSP [59, 78, 99] (Bulk Synchronous Pa-

rallel) est un modele de programmation. Son objectif est de fournir un cadre
permettant de concevoir facilement des algorithmes portables et efficaces. Le
modele BSP n’est pas basé sur des modeles de machines existantes, mais il
convient aux machines MIMD.

L’idée principale du modele BSP est la séparation du calcul de la commu-
nication. Ses concepts de base sont la super-étape (de I'anglais super-step)
et la synchronisation. L’application est divisée en super-étapes. Tous les pro-
cesseurs commencent une super-étape au meéme instant. Entre deux super-
étapes, il existe une étape de synchronisation. Les données communiquées
lors d’une super-étape seront disponibles aux processeurs destinataires au
début de la super-étape suivante. Les trois parametres utilisés afin de décrire
le modele sont p,[ et g. Nous utilisons les mémes notations que ces utilisés
dans [78], malgré I'utilisation de ¢ auparavant pour le description du modele
LogP. Ce choix est motivé par la standardisation de ces notations pour les
deux modeles.

p le nombre de processeurs de la machine;
[ le cout d’une synchronisation globale ;

g le temps de transport d’un mot par le réseau. Autrement dit, 517 est la bande
passante.

Le modele original proposé par Valiant [99] introduit un parametre
qui représente la périodicité d’une synchronisation. Dans son modele, une
vérification globale est effectuée apres chaque période de L unités de temps.
Elle sert a déterminer si la super-étape a été achevée sur tous les proces-
seurs. Dans la version du modele présentée par McColl [78] il n’y a pas de
référence a la périodicité. Cette approche a été probablement choisie parce
que dans les machines courantes la périodicité peut étre aussi petite que le
cotut de synchronisation. C’est cette approche que nous avons adoptée dans
ce document.

Pour pouvoir estimer le temps d’une application BSP nous introduisons
les terminologies suivantes :

— p; - processeurs de la machine (0 <7 < p);

— w; - cout des calculs exécutés par le processeur p; au cours de la super-

étape s;
— h? - désigne le maximum du nombre de mots regus (ou envoyés) par le
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processeur p; au cours de la super-étape s.

Une machine dans le modele BSP est capable d’accomplir une [ﬂ—relation
dans chaque super-étape, cette contrainte est similaire a celle proposée dans
le modele LogP. Une h-relation est une opération d’échanges de données point
a point entre les processeurs, ou chaque processeur peut envoyer et recevoir
au plus h mots. L’estimation de cotit d’une h-relation faite par McColl [78]
était donnée par hg. Cette estimation sert de borne inférieure, mais pour les
machines réelles, ’estimation de Eisenbiegler, Lowe et Zimmermann [28] de
2hg est plus précis. Une discussion a propos de I’estimation de cotit d’une h-
relation est présentée dans [59], en effet les différentes estimations ne changent
le cout que d’un petit facteur constant.

Le colit de communication d’une super-étape s peut étre estimé par 2h°g,
ou h® = max’_, h?. Cette estimation est bonne si le réseau n’est pas conges-
tionné. Le colit d’une super-étape s est borné par ¢ = mazo<;,w! + 2h°g +
[ [28]. L’estimation du temps total d’un programme BSP est obtenu en som-
mant les temps de ses super-étapes.

Avec un regard plus attentif sur la borne de cotit d’une super-étape, nous
observons que le cott d’initialisation lors d’un envoi de message (voir la
section suivante) n’est pas considéré. Cependant ce coit est inclut dans le
cout de synchronisation.

Les valeurs des parametres du modele BSP pour plusieurs machines sont
présentés dans la table 2.22. Dans la deuxieme colonne nous présentons la
vitesse du processeur en Mflops (de I'anglais F'Loating point OPerations per
Second). g est donné en flop par mot et [ en flop. Nous constatons que le
cout d’une synchronisation est tres important pour toutes les machines de la
table.

(Mflops) | g (flop/mot) | | (flop)

400Mhz PII, 100Mb ether. (8 procs.) 88 30.9 18347
Cray T3D, 150Mhz (256 procs.) 12 2.4 387
Cray T3E, 300Mhz(20 procs.) 47 1.63 830
IBM SP2, 66.7Mhz (8 procs.) 26 11.4 5412
Parsytec (8 procs.) 19.3 25.4 29080

TAB. 2.2 — Parametres du modele BSP sur plusieurs machines.

Les démarches pour obtenir une application efficace dans le modele BSP

2Source : www.BSP-Worldwide.org/implmnts/oxtool/params.html
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sont donc : équilibrer la charge de calcul entre les processeurs au cours de
chaque super-étape, équilibrer les communications au cours d’une super-
étape (éviter les congestions) et finalement minimiser le nombre de super-
étapes.

Pour les schémas d’exécution dans le modele BSP nous avons choisi une
représentation légerement différente de la représentation traditionnelle (fi-
gure 2.11 a gauche). Cette représentation explicite les communications entre
processeurs. Cependant 'un des avantages majeurs du modele BSP est d’ef-
fectuer des communications de fagon implicite entre super-étapes. Donc, nous
avons choisi de représenter les communications entre processeurs comme une
barriere grise (correspondant a la h-relation) qui se trouve juste avant la
synchronisation (barriere noire dans la figure 2.11 & droite). De cette facon
les communications restent implicites. Dans 'exemple, le temps pour ache-
ver une hi-relation est 0,5 du temps d’exécution d’une tache. Le temps de
synchronisation est 0,25.

R|Y V5 | Ve
R’ Vs
temps
communications explicites communication implicites

FiG. 2.11 — Schémas d’exécution dans le modele BSP.

2.4.6 Taches malléables

Les taches malléables [98] (de I'anglais malleable tasks) est un modele ou
les taches du graphe de précédence peuvent elles mémes s’exécuter en pa-
rallele. Pour considérer le surcott d’exécution d’'une tache sur plusieurs pro-
cesseurs une fonction d’inefficacité u(p, N) est introduite, ou p est le nombre
de processeurs utilisés lors de I'exécution parallele d’une tache et N est le
nombre d’instructions de la tache. Généralement, cette fonction augmente
avec le nombre de processeurs et diminue avec la taille de la tache.

La figure 2.12 illustre un exemple d’allocation de taches malléables. A
gauche les cinq taches malléables sont alloués une par processeur. A droite
est présentée une allocation ou l'inefficacité est visible, pour chaque tache
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exécutée sur plus d’un processeur un surcott est ajouté. Par exemple la tache
alloué a gauche sur Py est exécutée en 5 unités de temps sur 4 processeurs a
droite, et donc 'inefficacité est p(4,18) = 20 — 18 = 2.

P, P,
P, P,
P, P,
P, P,
P, P,
P P,
0 5 7 10 16 18 0 5 s u

FiG. 2.12 — Schéma d’exécution de taches malléables.

2.5 Ordonnancement

[’exécution d’un programme sur une machine parallele sera vu, dans le
cadre de cette these, comme I'ordonnancement d’un graphe de précédence se-
lon un modele d’exécution. Un ordonnancement consiste a attribuer a chaque
tache un, ou plusieurs, processeurs cibles et les dates d’exécution correspon-
dantes ; cette opération s’appelle allocation d’une tache. Un ordonnancement
pour un graphe G(V, E') est valide s’il vérifie que :

— Chaque tache v € V' est exécutée par au moins un processeur,

— A chaque instant ¢ chaque processeur exécute au plus une tache. Dans
les modeles LogP et BSP, pour rester cohérent avec la notion de tache,
nous ajoutons des taches de préparation a la communication (LogP) et
de communication et de synchronisation (BSP),

— Si une tache v débute son exécution a l'instant ¢ sur un processeur p,
toutes les données nécessaires a ’exécution de v sont déja disponibles
sur p a l'instant .

Le temps total d’'un ordonnancement est le maximum des dates de fin
d’exécution de toutes les taches. Cette quantité est souvent désignée par le
terme makespan. Un ordonnancement optimal est un ordonnancement valide
avec le plus petit makespan.
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Notre intérét est la recherche d’algorithmes qui fournissent des ordon-
nancements a partir de classes de graphes de précédence spécifiques, qui
proviennent des algorithmes a exécuter en parallele.

Nous conseillons au lecteur intéressé par une étude approfondie de 1or-
donnancement de se rapporter aux ouvrages [9, 18, 89, 93].

2.5.1 Evaluation pratique des applications paralleles

Parmi les principaux criteres d’évaluation d’une application parallele nous
pouvons citer 'efficacité et la garantie de performance. L’efficacité compare
le temps de "application parallele avec le temps de la résolution séquentielle.
La garantie de performance confronte dans les mémes conditions ’application
parallele avec une application parallele de plus petit makespan. Le choix du
critere le mieux adapté va dépendre de 'utilisateur.

Efficacité

Pour comparer les algorithmes paralleles entre eux et avec les algorithmes
séquentiels nous allons introduire la notion d’efficacité. Intuitivement, plus
I’exécution d’un programme parallele est efficace plus les ressources de calcul
sont pleinement utilisées.

Etant donnée le graphe de précédence, le travail total ¢; correspond a
la somme du poids de toutes les taches. Ce travail est le temps d’exécution
séquentiel du graphe. Dans un ordonnancement sur m processeurs avec ma-
kespan w, nous utilisons la terminologie suivante : pour chaque processeur
pi(0 <@ < m) dans l'intervalle de temps [0, w], soit

— T(i), la somme du poids des taches exécutées par p; ;

— T.(7), le temps de calcul du processeur p; utilisé pour réaliser et gérer

les communications et les synchronisations ;

— 1d(i), le temps d’inactivité du processeur p;.

Lors d’un ordonnancement aucune nouvelle tache de calcul est créée,
donc il est logique de s’attendre a ce que la somme de T'(z) pour tous les
processeurs soit égale au travail du graphe de précédence t,, c’est-a-dire
(t, = X751 T(i)). Cependant une méme tache peut étre exécutée plusieurs
fois indépendamment, dans ce cas, seul le temps d’une de ces exécutions
est considéré comme temps de calcul, les autres temps sont comptés dans le
temps d’inactivité.
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Les temps totaux d’inactivité Id et de communication 1. correspondent
respectivement a St Id(7) et 275 T.(7). La somme de ces deux temps est
le surcotut (de 'anglais overhead) d’une application parallele. Un programme
parallele idéal aurait un temps d’exécution de fn—s, dans ce cas le travail du
graphe est réparti uniformément parmi les m processeurs sans surcout. Lef-
ficacité est définie par rapport au temps d’exécution séquentiel :

ls

= 2.1
ts+ 1.+ 1d 21)

Dans l'expression 2.1 nous calculons la somme du temps passé dans chaque
état (ce qui correspond a la somme des surfaces de calcul, de communication
et d’inactivité dans les diagrammes de Gantt). Dans 1’équation 2.2, le makes-
pan est multiplié par le nombre de processeurs (ce qui correspond a la surface
totale dans le diagramme de Gantt). Le deux expressions sont équivalentes.

(2.2)

Le surcott de 'ordonnancement, T. + Id, dépends d’un compromis entre
les valeurs de T, et de Id. Si nous voulons un ordonnancement ou 1. = 0,
la minimisation du temps d’inactivité revient généralement a un probleme
NP-difficile (probléme de complexité au moins aussi difficile que le probleme
de la partition [39]). En outre, dans le meilleur ordonnancement avec 7. = 0,
la valeur de Id peut étre importante. D’autre part, avec I’ajout de commu-
nications (7, > 0) nous pouvons espérer réduire le temps d’inactivité. Donc,
pour minimiser le surcott il faut trouver un compromis entre 71, et Id.

Garantie de performance

Nous allons voir dans la section suivante que la plupart des problemes
de recherche d’ordonnancements optimaux appartient a classe NP —difficile.
Dans ce cas nous nous intéressons a des heuristiques. La qualité d’une heu-
ristique est mesurée par son rapport de performance a 'optimal. De cette
facon il est possible de fournir des garanties de performance.

Le rapport de performance d’un algorithme d’ordonnancement est donné
par w/w,,, ou w est le makespan de 'ordonnancement calculé par 1’algo-
rithme et w,,; le makespan d’'un ordonnancement optimal.
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2.6 Résultats d’ordonnancement

Pour terminer ce chapitre nous présentons un tour d’horizon des résultats
d’ordonnancement dans les principaux modeles étudiés.

2.6.1 Algorithmes de liste

Une grande partie des algorithmes d’ordonnancement est basée sur des
algorithmes de liste, lesquels maintiennent une liste des taches prétes a or-
donnancer selon leur priorité. Les grands avantages des algorithmes de liste
sont la simplicité et 'existence de garanties de performance. Par exemple, si
il n’y a pas de délai de communication entre processeurs les algorithmes de
liste ont une garantie de performance 2 — % [55] pour un graphe quelconque.
Un algorithme de liste répete les pas suivants jusqu’a 1’allocation de toutes
les taches :

1. Les taches prétes sont placées dans une liste de priorité. Une tache est
préte lorsque tous ses prédécesseurs ont été déja alloués ;

2. Un processeur approprié est choisi. En général, un processeur approprié
est celul qui peut exécuter la tache au plus tot;

3. La tache en téte de la liste est alloué sur le processeur choisi.

2.6.2 PRAM

Le modele PRAM s’est révélé un outil extrémement bien adapté pour
I’étude de la complexité parallele. Ce modele a permis, entre autre, la
définition de classes de complexité NC' 1 <7 < oo [82]. 1l existe un grand
nombre de résultats d’ordonnancement célebres pour le modele PRAM [65].
Nous ne détaillerons pas cela ici car nous nous sommes intéressés plutot aux
modeles a mémoire distribuée.

2.6.3 Modeles avec délal de communication

Dans le but de simplifier la description des problemes, nous introduisons
la notation a trois champs proposée par Veltman et al. [100]. La notation
aqlag|as ou g décrit les ressources, oy donne le graphe a ordonnancer et
as le critere d’optimisation. Pour les ressources, nous pouvons expliciter le
modele et le nombre de processeurs. Si le nombre de processeurs est illimité,
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le premier champ s’écrit P.,, sinon il s’écrit P (nombre arbitraire de pro-
cesseurs) ou P, (nombre fixé de processeurs). Le modele par défaut est le
modele délai. Dans la description du graphe on précise d’abord sa structure,
par exemple prec pour les graphes de précédence généraux et arbre pour
les arbres, si aucune précision n’est donnée les taches sont indépendantes.
Dans le champ a3, p; correspond au poids des taches et ¢;, au poids des arcs.
Si tous les arcs ont le méme poids, il est dénoté par C'. Au cours de cette
these, le critere d’optimisation que nous avons utilisé est la minimisation du
makespan, symbolisé par wyax.

Selon la disponibilité des ressources, les problemes d’ordonnancement
s’averent plus ou moins faciles. Intuitivement, il est plus facile de résoudre
un probleme avec un nombre illimité de processeurs. Un autre parametre im-
portant est la possibilité de faire la duplication des taches, dans ce cas nous
pouvons espérer un allégement du surcoiit dii aux communications. Nous or-
ganisons la présentation selon la disponibilité de ressources et la possibilité de
dupliquer. Les modeles sont organisés en ordre croissant de difficulté, c’est-
a-dire du moins au plus contraignant. Nous commencons avec un nombre de
processeurs non borné en permettant la duplication. Apres, nous interdisons
la duplication. Ensuite, le nombre de processeurs est borné et la duplica-
tion permise. Enfin, le nombre de processeurs est borné et la duplication est
interdite.

Duplication et nombre illimité de processeurs

Pour les problemes P, |prec, p;, ¢ik, dup|tmay, ¢’est-a-dire, nombre de pro-
cesseurs non borné et duplication autorisée, il existe deux résultats tres im-
portants. Lorsque la granularité est grosse, Py |prec,pj, cik, SCT, dup|wmax,
un algorithme polynémial qui trouve la solution optimal pour un graphe de
précédence quelconque a été proposé par Colin et Chrétienne [21]. Papadi-
mitriou et Yannakakis [84] on montré que le probleme P, |prec,p; = 1,¢ >
1, dup|tmay est N'P-difficile. Ils ont aussi proposé un algorithme polynémial
d’approximation avec rapport de performance 2 dans le cas général (p; et ¢
quelconques).

Plusieurs autres algorithmes d’approximation ont été proposés dans la
littérature. Park, Shirazi et Marquis [85] ont présenté un état de 'art avec
un résumé des principaux algorithmes. Ils ont aussi proposé un algorithme

d’approximation pour le probleme P |prec,p;, cik, dup|tmax. Le makespan

o0

de l'ordonnancement construit est au plus woo, + Cromms o0 Cogmm est la
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somme des communications dans le chemin critique et w}, le makespan dun

ordonnancement optimal. Dans ce cas, au lieu de présenter un rapport de per-
formance constant [84], le rapport dépend de la somme des communications
dans le chemin critique.

Nombre illimité de processeurs sans duplication

Lorsque la duplication n’est plus autorisée (P.|pree,p;, cik|Wmax), le
probleme devient plus dur. Nous présentons quelques-uns des résultats
connus. Dans les modeles tres restreints, si le graphe de précédence est quel-
conque, le probleme est N'P—difficile. P |prec,p; = 1,¢ = 1|wmay (ordon-
nancement dans le modele UET-UCT) est N'P—difficile [88]. Méme si le
graphe de précédence est un arbre (out-tree) du type harpon (une découpe
des chaines de longueur deux) le probleme est ANP-difficile [18]. 1l existe
des ordonnancements pour des classes de graphes simples sous ’hypothese
SCT [18]. Un algorithme d’approximation avec garantie de performance
(1 4+ 1/p), dénommé DSC (de I'anglais Dominant Sequence Clustering), a
été proposé par Gerasoulis et Yang [42], ou p est une fonction qui donne la
granularité du graphe, p = min p;/ max c;.

Duplication et nombre de processeurs limité

Les problemes avec nombre de processeurs borné et duplication ont été
tres peu étudiés, a notre connaissance ce probleme n’a été analysé que dans
le cas UET-UCT par Hanen et Munier [57]. Les auteurs ont proposé un al-
gorithme de liste pour P|prec,p; = 1,¢ = 1|wmay, avec critere de priorité
quelconque et rapport de performance 2 — % ou m est le nombre de proces-
seurs, c’est-a-dire le méme rapport de performance que dans le modele sans
cotut de communication.

Nombre limité de processeurs sans duplication

Quand le nombre de processeurs est limité et la duplication n’est pas
permise, la majorité des problemes sont N P-difficiles. Les problemes sont au
moins aussi difficiles que sans délais de communication ou le probleme de 1’or-
donnancement optimal d’un graphe quelconque est N'P-difficile (P|prec, p;, =
L, cit = 0]wmax est NP-difficile [90]). Le probleme de 1'ordonnancement de
taches indépendantes sur deux processeurs 2|p;|wmax est aussi N'P-difficile.



46 CHAPITRE 2. CONCEPTS D’ORDONNANCEMENT

Hoogeveen, Lenstra et Vetman [60] ont démontré que décider si le
probleme Plbiparti,p; = 1,¢ = 1|wmax a un ordonnancement avec makes-
pan au plus 4 est un probleme N P-complet. Ce qui implique qu’il n’existe
pas d’algorithme polynémial avec rapport de performance meilleur que % a
moins que P = NP.

Pour le probleme Plprec,p; = 1,¢ix = 1|wmax les algorithmes de liste
ont un rapport de performance 3 — % [90] et cette borne est atteinte. Le
meilleur algorithme d’approximation pour le modele SCT a une garantie de
performance de £ — 2 (ce résultat est une conséquence directe de [56]).

Dans le cas général, P|prec|wmax , les algorithmes de liste ont pour per-
formance (2 — %)wopt + Ceomm [T1, 75], ot Crppmpm est la somme des commu-
nications dans le chemin critique et w,,; le makespan d’un ordonnancement
optimal sur m processeurs.

2.6.4 LogP

La plupart des travaux réalisés concernent des graphes spécifiques (no-
tamment des arbres). Verriet [101] a étudié les ordonnancements d’un graphe
fork, join et arbres pour un nombre non borné de processeurs. Lowe, Mid-
dendorf et Zimmermann [79] ont présenté un algorithme polynomial pour
I'ordonnancement linéaire d’arbres. Quelques résultats sur I’ordonnancement
des arbres compacts (de I'anglais flat trees) on été présentés par Kort et Trys-
tram [68]. Par contre, la recherche d’ordonnancements optimaux arbitraires
LogP |prec|wmax est un probleme NP —difficile [101]. Une étude intéressante
sur 'exécution de programmes PRAM sur des machines LogP a été réalisée
par Lowe et Zimmermann [77]. Kalinowski, Kort et Trystram ont proposé
une analyse d’une heuristique générale de liste a partir de ETFE [62] sous
LogP [63]. ETF (de I'anglais Farly Task First) est un algorithme de liste ou
le critere de priorité est de choisir la tache qui peut étre ordonnancée au plus
tot.

2.6.5 BSP

L’ordonnancement sous le modele BSP a été étudié en particulier par
le groupe d’applications paralleles de 1'université d’Oxford®. L’ordonnance-
ment de graphes acycliques directs uniformes (de 'anglais uniform directed

3http://www.BSP-Worldwide.org/implmnts/oxtool.htm
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acyclic graphs), aussi connus par tightly-nested loops a été analysé par Ca-
linescu [14, 15]. Des ordonnancements pour des algorithmes classiques issus
de méthodes connues en algebre linéaire matricielle ont été considérées par
McColl [78]. Il a présenté des algorithmes pour : la multiplication matrice-
vecteur, la multiplication des matrices, la décomposition LU, la résolution
d’un systeme linéaire triangulaire et la multiplication d’une matrice creuse
par un vecteur.

Une extension du modele BSP (dénommé BSPRAM) & été présentée par
Tiskin [97]. Dans le méme travail, un algorithme pour ordonnancer le graphe
orienté acyclique buterfly a été proposé. Il a aussi considéré des algorithmes
pour la multiplication des matrices denses et pour le tri. Pour I'instant il
n’existe pas de résultats pour des graphes plus généraux.

2.7 Conclusion

Le premier constat de ce chapitre est qu’il existe un rapport étroit entre
le réalisme des modeles et leur utilisation. Les modeles ou les supports
d’exécution sont considérés d’une facon simplifiée sont les plus étudiés dans
le cadre de l'ordonnancement statique. Les algorithmes d’ordonnancement
développés pour ces modeles sont habituellement utilisés en pratique sur
machines réelles sans garantie de performance et pas toujours de maniere
efficace. Par contre, le travail sur des algorithmes d’ordonnancement pour
les modeles plus précis (qui considerent la topologie de la machine cible et
d’autres caractéristiques de I'architecture) est resté restreint. Il nous semble
que le compromis entre réalisme et simplicité a été trouvé pour les modeles a
gros grain comme BSP et les taches malléables qui prennent en considération
plusieurs parametres des machines réelles. Cependant, ces modeles n’ajoutent
pas trop de détails qui compliqueraient trop les problemes d’ordonnancement.
Pour LogP, bien que les problemes soient plus difficiles, en pratique, il est
possible d’adapter les algorithmes simples comme les algorithmes de liste.

L’autre constat est linfluence de la duplication sur les modeles
d’exécution avec délai de communication. Cependant il existe encore des
problemes ouverts quand le nombre de processeurs est limité. La duplication
joue un role tres important, particulierement quand les délais de communi-
cation sont grands. Nous avons vu aussi que la recherche d’ordonnancements
sous les modeles LogP et BSP en est a ses débuts, car ces modeles sont
relativement nouveaux. La méme chose est vraie pour les taches malléables.
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Une voie tres intéressante pour le futur est ’étude de 'ordonnancement
sur des modeles qui prennent en compte I’hétérogénéité des machines pa-
ralleles (de 'anglais cluster computing). Car une des tendances des architec-
tures paralleles actuelles est 'interconnexion de plusieurs ordinateurs qui ne
sont pas forcement du méme type.



Chapitre 3

Modele a grain fin

Résumé

Dans ce chapitre nous étudions un probleme d’ordonnancement
avec grain de calcul fin. Le graphe est composé de taches simples
qui exécutent un petit nombre d’opérations arithmétiques. Dans I’or-
donnancement de ce type de graphe, le colit de communication peut
s’avérer eétre un facteur tresimportant car il peut devenir extrémement
pénalisant. Plusieurs modeéles sont bien adaptés aux problemes a grain
fin. Entre autres nous pouvons citer le modele systolique, le modele
PRAM et les modeles SIMD. Dans ces modeéles, intrinsequement
synchrones, les communications sont incluses dans les pas de calcul
élémentaires et ne sont donc pas prises en compte explicitement.

3.1 Probleme du sac a dos

Nous analysons dans ce chapitre la résolution du probleme du sac a
dos en parallele. Nous nous sommes intéressés a sa résolution exacte. Ce
probleme est bien connu, il est un classique en optimisation combinatoire.
Nous considérons le probleme du sac a dos ou le poids des objets et la ca-
pacité du sac sont des entiers. Ce probléme est N"P-complet méme quand le
nombre d’objets de chaque type est limité a 1 [39].

Une instance Knap(A, ¢) du probleme du sac a dos consiste en un ensemble
A composé de m types d’objets, et de la capacité du sac a dos, dénoté par c.
A chaque objet du type a; de 'ensemble A correspond un poids entier positif
w;. Pour chaque objet du type a; inséré dans le sac, un profit p; est acquis.
Le but est de remplir le sac a dos, sans dépasser sa capacité, de facon a

49



50 CHAPITRE 3. MODELE A GRAIN FIN

maximiser le profit total. Il n’existe pas de restriction sur le nombre d’objets
d’un méme type. Le probleme peut étre formalisé par :

trouver des entiers x; > 0,
pour maximiser Y7ot pix; (3.1)
soumis a la contrainte Zﬁgl wiz; < c.

Lors de la présentation des solutions paralleles existantes nous explici-
terons le probleme traité selon les notations Knap ou 0/1-Knap. Ot Knap
(0/1-Knap) désigne le probleme du sac a dos entier avec un nombre illimité
(limité a un) d’objets de chaque type.

En plus des parametres du sac a dos, au cours de ce chapitre nous utilisons
la terminologie suivante :

— p - nombre de processeurs disponible;

~ Wpin - le poids de Iobjet le plus léger, c’est-a-dire min5 {w;} ;

~ Wmayx - le poids de I'objet le plus lourd, c’est-a-dire max”5" {w;}.

3.2 Solutions paralleles

Plusieurs approches en algorithmique parallele ont été proposées pour la
résolution exacte du probleme du sac a dos entier. Les principales études sont
fondées sur : ’énumération des solutions possibles, les techniques de liste !,
la réduction a d’autres problemes connus et la programmation dynamique.
Un résumé sur les diverses solutions proposées a été publié par Gerarsch et
Wang [41].

La méthode naive ou toutes les solutions du 0/1-Knap sont calculées a
été implanté par Gerarsch et Wang [40]. L’inconvénient de cette méthode
est le besoin, pour calculer une instance avec m objets, de 27 processeurs.
Une approche plus adaptée par séparation-évaluation (de ’anglais branch-
and-bound) a été proposée par Kindervater et Trinekens [66].

Pour éviter conflit de notation avec les algorithmes de liste (section 2.6.1)
la présentation des techniques de liste est restreinte a ce paragraphe. Les
algorithmes de liste ont été proposés par plusieurs auteurs pour résoudre une
variation du 0/1-Knap, ou la somme du poids des objets doit étre égale a la
capacité du sac a dos ¢. La technique consiste a diviser le probleme original en
problemes de taille identique. Chaque probleme est calculé par I’énumération

!Malgrée la similaritée de nom avec les algorithmes de liste, il n’y a pas de rapport
entre eux.
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de toutes combinaisons possibles (27/?). L’algorithme de liste séquentiel a
été proposé par Horowitz et Sahni [61], dans une parallélisation proposée par
Cosnard, Ferreira et Herbelin [23] les solutions possibles sont partitionées
entre les processeurs disponibles. D’autres variations plus efficaces ont aussi
été proposées, entre autres [31, 64]. Le principal revers de 'approche qui
utilise les algorithmes de liste est que le temps d’exécution, et/ou le nombre
de processeurs requis sont des fonctions exponentielles du nombre d’objets.
L’approche proposée par Teng [95] consiste a réduire Knap a des
problemes connus, telles que “Circuit Value” et “Prefix Convolution” . Ce-
pendant, les solutions proposées requierent au moins ¢ processeurs.

I1 existe plusieurs études adaptées au modele systolique. Chen et al. [16]
ont proposé des algorithmes pipeline pour les problemes Knap et 0/1- Knap.
L’algorithme qui résout Knap est fondé sur un vecteur linéaire de files d’at-
tente. L’algorithme pour 0/1-Knap emploie un vecteur linéaire avec plusieurs
niveaux. Andonov et Quinton [5] ont proposé un algorithme efficace pour un
chemin systolique avec mémoire limitée. Aleksandrov et Fidanova [3] ont uti-
lisé un vecteur systolique pour résoudre des problemes similaires au Knap.
Goldman et Fidanova [43] ont proposé une solution pour le méme probleme
avec un peu moins de processeurs.

L’approche la mieux adaptée a la résolution efficace du probleme du sac a
dos en parallele avec un nombre de processeurs donné est la programmation
dynamique [41], qui a complexité séquentielle O(me). Dans ce cas, deux algo-
rithmes pour le probleme 0/1-Knap ont été proposés pour le modele PRAM.
Lee, Shragowitz et Sahni [72] ont utilisé le paradigme diviser pour régner. lls
ont présenté un algorithme pour p processeurs avec temps total O(% + ?).
Lin et Storer [74] ont proposé un algorithme de complexité O(%).

Les deux études ont implantée les algorithmes sur une machine avec la
topologie de I’hypercube. Dans un hypercube avec p processeurs le diametre,
distance entre les processeurs plus éloignés, est log, p. La premiere étude
a considérée la distance inter processeurs, donc la performance est restée
inchangée. Ce ne pas le cas de la deuxieme étude qui a obtenue ainsi
des dégradation des performances de O(logp), c’est-a-dire une complexité
O(=< log p).

Nous proposons dans ce chapitre deux algorithmes qui calculent la so-
lution du probleme Knap sur I'hypercube. Le premier résout le probleme
avec p processeurs en temps O (%M) ; observons que le rapport #=2= peut

Wmin Wmin

étre beaucoup plus grand que 1. La complexité du deuxieme algorithme est
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3.3 Approche par programmation dynamique

L’idée de la programmation dynamique consiste a présenter une fonction
f(k,g) pour k et g entiers, ou k et g sont, respectivement, le plus grand index
d’objet considéré et la capacité du sac a dos. Nous avons alors :

k k
flkyg) = maX{Zpixﬂ > wa; < g, ; (entier) > 0,4 =0,. .. ,k}.

=0 =0

Les conditions limites de la fonction f(k,g) sont obtenues avec zéro objet
et capacité du sac a dos quelconque, et avec capacité du sac zéro et nombre
d’objets quelconque, c’est-a-dire :

f(_lvg) = O,Vg € [O,C];
F(k,0) = 0,k € [0,m].

Lavaleur f(k,g),wr < g <¢,0 <k < m peut étre calculée récursivement,
il suffit de choisir le maximum entre f(k —1,¢) et pr + f(k,g — wy). Quand
g est petit (< wg), nous ne pouvons pas ajouter un objet de poids wy dans
le sac, donc la valeur de f(k,g),0 < g < wg,0 < k < m est f(k—1,9).
Dans le but de simplifier la formule, nous ajoutons la condition de bord
flkyy) = —00,0 < k < m;y <0 qui exprime que quand le sac a dos possede
une capacité négative, le profit est —oo. Nous avons alors, immédiatement :

f(kvg) = max{f(k - 179)7pk + f(kvg - wk)} avec f(k,()) =0
f(kvy) = -0,y < 0.

Il est facile de constater que la complexité pour le calcul de f(m — 1,¢)
est O(me).

3.3.1 La grille irréguliere

Nous introduisons ici la grille irréguliere, laquelle correspond au graphe de
précédence de la fonction de programmation dynamique du sac a dos f(k, g).
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Définition 3.1 Une grille irréguliére en deux dimension, NM(m,c), avec
des sauts (w;)75" est le graphe orienté avec des sommets (i,7) (pour 0 < i <
m—1¢e0<j5<c) Un sommet (i,7) est Uorigine de au plus deux arcs :
st0 < i< m—=14dyaun arc du sommet (i,7) au sommet (i + 1,7), si
0<j<c—w il yaun arcdu sommet (1,7) au sommet (i,j + w;).

Les lignes de NM(m, ¢) sont dénotées par des ensembles L; = {(7,),0 <
J < c¢}. La figure 3.1 présente une grille irréguliere avec quatre lignes et douze
colonnes et correspond au graphe de précédence du Knap(A,11), avec des
objets de taille deux, quatre, cinq et sept.

Fia. 3.1 — Grille irréguliere NM(4,11) avec sauts (w;)?_q = (2,4,5,7).

Le graphe de précédence pour calculer f(m—1,c¢) est une grille irréguliere
N M (m, c) avec sauts (w;)"5". Chaque tache (7, 7) calcule :

Sit=0etj<wy si(m>2)envoiela(i+1,7)

si (7 < ¢ —wp) envoie pg a (1, j + wp).
Sit=0etj>wy recoitdde (i,j— wp)

si (m>2)envoieda (1+1,))

si (7 < ¢—wp) envoie d + pg a (1,7 + wo).
Sit>0etj<w, recoitdde(i—1,7)

si(i<m—1)envoieda (1+1,))

si (7 <c¢—w;)envoie d+ p; a (1,7 + w;).
Sit>0etj>w recoit dy de (i —1,7) et dy de (i,7 —w;)

calcul d = max{d;, dy}

si(i<m—1)envoieda (1+1,))

si (7 <c¢—w;)envoie d+ p; a (1,7 + w;).
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La grille irréguliere fournit la valeur du profit maximal, mais elle n’apporte
pas la description complete du sac a dos. Dans le but d’avoir la composition
du sac a dos nous proposons trois solutions. Deux d’entre elles envoient un
vecteur de données. L’autre solution utilise la technique de parcours a 1’en-
vers. Une description détaillée est présentée dans la section B.1 de "annexe B.

Fic. 3.2 — Graphe de précédence du probleme du sac a dos avec objets de

poids 2,4,5.7 et valeurs respectifs 1,3,4,5. La taille du sac est ¢ = 11.

Dans I'exemple de la figure 3.2, nous voyons les valeurs de la variable
d de chaque tache. Nous avons enlevé de la figure les arcs qui n’ont pas
été considérés lors du calcul du maximum. Le profit maximal est 8, trois des
chemins qui menent a ce profit ont eu leurs sommets colorés. Les compositions
possibles avec profit 8 sont (x;); : (0,1,0,1) et (0,0,2,0).

Le graphe de précédence du probleme 0/1-Knap est aussi obtenu a partir
d’une fonction fo1(k,g) :

foi(k, g) = max{ foi(k—1, g), pr+ fo(k—1,9—wr)} ¢ f(k,0)=0
f(kvy) = —OO,y< 0

La solution proposée par Lin et Storer [74] correspond a I'ordonnancement
du graphe de précédence de cette fonction.

Pour résoudre le probleme 0/1-Knap avec 'aide d’un grille irréguliere, il
suffit d’ajouter une condition aux taches. Une description rapide est : si lors
du choix du maximum par la tache (7, ), la valeur choisie est venue de la
gauche (de la tache (i, j—w;)) alors envoi co a la droite (& la tache (7, j+w;)).
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3.4 Ordonnancement de la grille irréguliere

Dans cette section nous allons étudier 'ordonnancement de la grille
irréguliere sur un hypercube. Le modele utilisé est le SIMD, ou nous sommes
intéressés par le nombre d’étapes de ’algorithme. Dans chaque étape les pro-
cesseurs peuvent calculer une opération mathématique élémentaire. A la fin
de chaque étape, les processeurs voisins peuvent communiquer. Le modele
adopté est similaire au modele utilisé dans les études précédentes [72, 74].
Mais en plus, nous considérons la topologie de la machine.

La borne inférieure de résolution d’une grille irréguliere est son chemin
critique :

Proposition 3.1 La longueur d’un chemin critique de la grille irréguliere

NM(m,c) avee des sauts (w;)§~ "' est égale @ m + LUC J — 1.

min

3.4.1 Un premier ordonnancement

Etant donnée une grille irréguliere NM(m,e) avec des sauts (w;)g ",

nous proposons un ordonnancement dans un hypercube avec au moins w,,
noeuds.

I

=
N
w

000
001
011
010
110
111

o O O o o O o X

101

O O O O O O O O T
O O O O O O O O

100
00 01 11 10

FiG. 3.3 — Exemple de décomposition de H(5) en H(3)OH(2). Les arétes

redondantes ont été omises pour simplifier la figure.
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D’abord nous rappelons la définition de produit cartésien :

Définition 3.2 Le produit cartésian de deuxr graphes G1(Vi, E1) et
Gly(Va, Ey) est le graphe G(VIE), ou V. = {vjv,v € Vietvy €
Vo}. Il existe des aréles du sommel vivg € V. aur sommets
{urvz|vy est adjacent a uy dans G} et {viuz|vy est adjacent a uy dans Gy}

Etant donnée un hypercube H(n) avec p = 2" noeuds, nous considérons
le produit cartésien H(n) = H([logy tmax|)OH(n'), ou n’ = n — [1og, Winax |-
Pour la description de ’'ordonnancement, nous dénommons les 2 hypercubes

H([logy wmax|) par Ho, ..., Hyw_,, de facon a ce que deux indices consécutifs
correspondent a des hypercubes adjacents. Un exemple est donné dans la
figure 3.3.

Dans le but de fournir une numérotation uniforme aux hypercubes, nous
allons associer un chemin Hamiltonien aux hypercubes H([logy wmax|) (par
exemple le code de Gray réfléchi [73]). Dorénavant nous utiliserons le chemin
Hamiltonien Py associé a I'hypercube Hy. Les chemins Py seront utilisés lors
de 1'ordonnancement. Nous dénommons les sommets de Pj, par P;,0 < j <
2Mog; wmaxl Un exemple est présenté dans la figure 3.4.

H k N N N N N N
000 001 011 010 110 111 101 100
R O—O—0O—0O0—0O0—0O0—0—0
0 1 2 3 4 5 6 7
P k P k P k P k P k P k P k P k

F1G. 3.4 — Représentation des sommets d’un hypercube H(3) par un chemin
Hamiltonien.

[’idée de 'ordonnancement est d’exécuter chaque ligne L; de NM(m, c)
dans un chemin FP;. Chaque ligne L; de la grille irréguliere est composée de
w; chaines de taille au plus LUL . Donc, il existe plus de processeurs dans un
chemin P, qu’il n’existe de chaines dans la ligne ;.

Le nombre de chemins P, dépend du nombre de processeurs de I’hyper-
cube H(n'). 1l existe

n' p
2" = ioga ]



3.4. ORDONNANCEMENT DE LA GRILLE IRREGULIERE 57

chemins P;. Pour simplifier la description de 'ordonnancement nous suppo-
sons que log, wmay est entier, c’est-a-dire o' — P/Wmax. Cette restriction ne
modifie pas les calculs de complexité.

L’ordonnancement

Dans l'ordonnancement, les taches de la j-eme chaine de la ligne L; sont
allouées au j-eme processeur du chemin P, ... C'est-a-dire, les taches

{(z,y)|x =1,y mod w; = j} sont alloués au processeur P;mod -

La ligne L;,i > p/wmax, est allouée au méme chemin P; ,0q (p/wmax) QUE
la ligne Pi_(p/wpy.,)- Pour cette raison, la ligne L;,i > P/Wmax e peut pas
commencer son exécution avant I’achevement de la ligne L;_(,/up,.,). Dans
le but de simplifier I’analyse, nous allons borner supérieurement ce temps
d’attente pour les lignes L;,7 mod (p/wmax) par t,.

La tache j dela ligne L;, i < p/wmayx est exécutée a I'instant i(log, wmax +
1)+ {WJ Pour les autres lignes il faut considérer le temps d’attente.

La tache (i, 7) est exécutée a l'instant :

(1 +1)+ ! |
11089 Wmax mlﬂ{w]|] < Z} p/wmax we

L’exactitude de I"algorithme découle des propriétés suivantes :

— Il n’y a pas de relation de précédence parmi les taches de la méme ligne
allouées a différents processeurs du méme chemin Hamiltonien Py ;

— Chaque tache allouée au chemin Pj. possede au plus deux successeurs
directs. Un d’entre eux est alloué au méme processeur que lui, ’autre
est alloué a un processeur du chemin Pi41) mod (p/wmax) ;

— La distance maximale entre taches avec relations de précédence allouées
aux chemins Py et P41) mod (p/uwmax) €5t 1085 Wmax + 1. Un algorithme
de routage qui garantie ’acheminement des résultats de précédence est
explicité dans la section B.2 de ’annexe B.

— Des qu’une chaine commence son exécution, ses taches sont exécutées
aux étapes suivantes. Si une ligne commence son exécution avec w’
taches, a chaque cycle suivant au plus w’ taches de cette ligne sont
exécutées.
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Un exemple

Nous illustrons dans cette section I'exécution d’une grille irréguliere avec
deux objets, wy = 3 et w1 = Wpayx = 8 (voir figure 3.5).

(0,0) (0,1) (0,2 (03) (0,4) (0,5) (0,6)
O

1,0 11 12 13 (14) (15) (16)

Fic. 3.5 — Grille irréguliere avec deux objets.

au pas 0, les taches (0,0), (0,1) et (0,2) sont exécutées sur Fj.

au pas 1, les résultats des taches (0,0), (0,1) et (0,2) sont acheminés et
les taches (0,3), (0,4) et (0,5) sont exécutées sur Fj.

au pas 2, les résultats des taches (0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4) et (0,5)
sont acheminés et les taches (0,6), (0,7) et (0,8) sont exécutées sur F.
au pas 3, les résultats de taches (0,3), (0,4), (0,5), (0,6), (0,7) et (0,8)
sont acheminés. Les taches (0,9), (0,10) et (0,11) sont exécutées sur Py
et les taches (1,0), (1,1), (1,2) sont exécutées sur P;. A ce moment le
pipeline est plein.

et ainsi de suite jusqu’a ’exécution de toutes les taches.

La figure 3.6 illustre le schéma d’exécution. Dans le diagrame de Gantt,

il existe trois états possibles pour un processeur : inactif (carré hachuré), en

cours d’exécution (d’une tache), et acheminement (carré gris).

Analyse de la complexité

Nous analysons le temps total de I'ordonnancement. Nous divisons I’ana-

lyse en deux cas selon le temps d’attente t,,. Dans le premier cas, le temps

d’attente est nul :

Lorsque

> \‘ & J wmax (3 2)
b= Wmin 10%2 Winax T+ 1 ‘

a U'instant i(logy Wmax + 1), min{w;|j < i} taches de la ligne L; ¢ <
P/ Wmax commencent leur exécution. A Uinstant p/wmax(10gy wmax + 1)
les taches de la premiere ligne seront achevées (p > LULOJ [Wl ).

Donc, la ligne L peut débuter son exécution sans attente.

p/wmax
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(0,0)|(0,3)|(0,6) | (0,9

e

(0,2) {(0,4) | (0,7)|(0,20)| ...

(0,2)[(0,5)[(0,8) |0,12) ---

g Sd S SR

(1.0)

(1,2) |(1,5)

(1,2) |(1,4)

(3

NP e SR R

FiG. 3.6 — Grille irréguliere avec deux objets.

L’équation 3.2 assure qu’il n’y a pas d’attente pour le lignes L; avec
i mod p/wmay = 0. La derniere ligne commence son exécution a I'ins-
tant (m — 1)(logy Wmax + 1). Son exécution s’acheve a linstant :

J . (3.3)

(m = 1)(log, tmas + 1) + {

Wmin

—~ Quand

< \‘ (& J Wmax (3 4)
P Wmin 10%2 Wmax —I' 1 ’ ‘

I’exécution des premieres lignes (L;, 1 < p/tmax) S€ passe comme aupa-
ravant. Pour commencer 'exécution de la ligne L, ., il faut attendre
I’achevement de la ligne Ly. Ce délai existe aussi pour les lignes L; telles
que ¢ > p/Wmax-

Le temps d’attente pour chaque allocation dans le chemin F; est borné
supérieurement par :

tw = { ¢ J __F (logy Wmax + 1).
Wmin Wmax

En considérant le temps d’attente ¢, il suffit de prendre en compte le

retard pour les lignes L;, i mod (p/wmax) = 0. Avant chaque période

d’attente, le temps d’exécution est (log, wWmax + 1)p/Wmayx. 1l existe

{%J périodes, donc le temps pour achever la derniere ligne est

bornée par
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Wmin Wmax

{w:ﬁnJ sz;mw + 1) : (3.5)

Nous dénommons ces deux ordonnancements par algorithme wy,.x avec

{ < J+{mwmﬂ( P (logzwmax+1)+tw),

c’est-a-dire,

et sans temps d’attente. Les résultats sont résumés dans les propositions
suivantes. Lorsque il n'y a pas de temps d’attente (équation 3.2) le temps de
I'ordonnancement est donné par :

Proposition 3.2 Le makespan de [Ualgorithme twpax, sans temps d’al-
tente, d’une grille irréguliere NM(m,c) sur un hypercube avec au moins

(€quation 3.3) L < J [ Wmax 1 processeurs est O (mlogwmax—l— < )

Wmin 10g2 Wmax+1 Wmin

Quand le nombre de processeurs disponible est plus petit (équation 3.4),
il faut prendre en compte le temps d’attente (équation 3.5).

Proposition 3.3 Le temps d’exécution d’une grille irréguliere par Ualgo-
rithme wWmax avec temps d’attente sur Uhypercube en utilisant p > wyax pro-
cesseurs est O (@M)

P Wmin

Corollaire 3.1 L'efficacité de lalgorithme wna.e avec temps d’attente est

O (Lmin ),

Wmax

3.4.2 Un algorithme amélioré

Dans le premier algorithme il existe des processeurs qui sont inactifs,
ce phénomene se produit lors de 'exécution de lignes avec moins de wpyax
processeurs.

L’idée pour améliorer la performance est d’utiliser des hypercubes de
taille H([log, tmin|). Nous considérons le produit Cartésien de ’hypercube
H(n) = H([logy wmin]) OH(n') et nous utilisons les mémes notions de che-
min Hamiltonien Py, associé aux hypercubes du type H([log, wmin|). Nous
supposons dorénavant que log, wp;, est entier.

L’allocation des taches aux processeurs est telle que les taches de la chaine
P»(] mod Wmin)

J de la ligne L; sont allouées au processeur P " (p/win) "
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Un probleme qui apparait dans cette nouvelle allocation est le flot
de données entre des lignes consécutives. Si nous supposons que lors de

I’exécution de la ligne L; toutes les données nécessaires sont disTonibles,
w;
et

min

nous aurons une exécution identique a celle de la table 3.1, ou z; =
Y; = w; mod Win.

temps ti ti—I-l'Z'—l ti‘|‘$i tZ—I-J}Z—I-l
n. de taches | wWmin | ... Wnin Ys Wnin
w; w;

TAB. 3.1 — Schéma d’exécution.

Dans ce cas, le temps total de calcul pour achever ’exécution de la ligne
L; est LU%J [wﬁJ‘ Cependant, a un instant de I’exécution d’une ligne L; sur
un chemin Py, il peut arriver que Py recoive w, taches alors qu’il attendait w,
taches, avec w, < wy. La minimisation de ce type de situation va améliorer

la performance de I’algorithme. Dans ce but, nous introduisons la définition

suivante :

Définition 3.3 Etant donnés deuz poids w; : Wmin €l y; = w; mod Wy, la
moyenne du temps d’inactivité est définie par :

0 sty; =0,
T(w;) = Wminzti g4 > ().

Wi

Ymin

Cette fonction donne une estimation de 'occupation d’un chemin Py par
une ligne L;. La valeur minimale de la fonction moyenne du temps d’inactivité
(I(w;) = 0) est obtenue avec des w; tels que w; mod Wy, = 0. Si les poids
des objets du sac a dos sont triés en ordre croissant par rapport a la fonction
I() nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.4 Etant données deux lignes adjacentes L;, L;yq d’une grille
irréguliere, il existe au plus une étape inactive dans ['exécution de la ligne
Liy1, due auzx relations de précédence.

La preuve se trouve dans ’annexe B, section B.3.

L’ordonnancement

Les lignes L;,1 > p/wmax sont allouées au méme chemin P; ,,q (p/wmax) AUE
). Donc, la ligne L;,7 > p/wmax ne peut pas commencer son

la ligne L;_

p/wmax
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exécution avant que 'exécution de la ligne L;_(,/u.,) s’acheve. Nous bornons
ce temps d’attente a nouveau par t,,.

Pour considérer les pas potentiellement inactifs (voir proposition 3.4) nous

ajoutons 1 au temps de début d’exécution de chaque ligne. La tache (i, )

’ ; mod w;) mod wm;
allouée au processeur pU i) i

, . ]
i mod (p/1min) est exécutée a 'instant :

e ool M el B P DO

w; Wmin Wmin p/wmin

Exemple

Nous présentons le schéma d’exécution d’une grille irréguliere sur 12 pro-
cesseurs. Les objets sont de poids wy = 4, wy = 9 et wy = 6. Les états pos-
sibles d’un processeur sont dénotés de la méme facon que pour la figure 3.6.
Dans le schéma de la figure 3.7 il existe un pas inactif sur le chemin P, du
aux relations de précédence. Ce pas arrive juste apres l'exécution des taches
(2,4) et (2,5), le chemin P, attend 4 résultats et il en regoit seulement 3.

P (0.0)[(04)(0,8) (0.12
P PL(0.)(05)|(09)] - - -
P2 (02)(0.8)(010) - - -
P3(03)(07)|011) - - -
PY (1,0)(1,4)(1.8)(1.9)
P Pl AD(L5)] |10
p? (L2)(L8)| (11D
P3 3an (@
P (20)(24) (2.6)
P P (21)(25) (27)
P2 (22) (2.8)
P (23) (2.9)

FiG. 3.7 — Schéma d’exécution d’une grille irréguliere avec des objets de
tailles 4,9 et 6. La capacité du sac a dos est ¢ > 12.
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Analyse de la complexité

Dans le but de simplifier les équations nous dénotons

M = max {LJ [ = -‘ , (3.7)

¢ w; Wmin

De la méme facon que pour ’analyse du premier algorithme, nous allons
diviser analyse selon que le temps d’attente (¢,,) est nul ou non.

- ol

Wmin
>M|—m———— 3.8
b= ’Vlogz Wmin ‘I’ 1-‘ ( )

la ligne L; commence son exécution a l'instant i(log, tmin + 2), donc le
makespan est :

(m — 1)(log, wmin + 2) + LU C_IJ F:Um_l-‘ . (3.9)
- Si
W s
M| — 3.10
P ’VlogQ Winin + 1-‘ ( )

il faut considérer le temps d’attente pour chaque ligne L;, telle que
i mod (p/Wmin) =
I’équation 3.9 plus

0,2 > 0. Donc le temps total est le temps de
’V pmin

(M — (logg Wmin + 1)(p/wmin)). Ce temps est borné par :

M Gmi‘“ﬂ + 1) . (3.11)

Nous dénommons ces deux ordonnancements par algorithmes wy;, avec
et sans temps d’attente. Si nous observons que M (équation 3.7) est O(—-),
les deux propositions suivantes sont immeédiates. Quand il n’y a pas de te?ffps
d’attente (voir équation 3.8) :

multiplié par le temps d’inactivité t,, =

Proposition 3.5 Le makespan de [ordonnancement wy;, sans temps d’at-
tente de la grille irréguliere dans un hypercube avec au moins

C
g Proces-
seurs est donné par Uéquation 3.9, ¢’est-a-dire en O(mlog wmin + —5

Wmin

S’il existe des temps d’attente le makespan est donné par 1’équation 3.11.

Proposition 3.6 Le makespan de ['ordonnancement wpn;, avec temps d’at-

tente de la grille irréguliére dans un hypercube avec au moins Wyin Processeurs
est O (%)
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En sachant que le temps d’exécution séquentiel de la grille irréguliere est
mec, nous avons alors :

Corollaire 3.2 L'efficacité de l'algorithme amélioré est asymplotiquement
1.

L’extension de résultats présentés pour le graphe de précédence du
probleme 0/1-Knap est tres simple. Il suffit de constater qu’il n’y a pas de
précédence entre les taches situées sur la méme ligne.

3.5 Conclusion

Nous avons présenté un algorithme efficace pour la résolution du probleme
du sac a dos dans I’hypercube. Les principaux avantages de notre algorithme
par rapport aux précédents sont la possibilité d’avoir plusieurs objets de

chaque type et le fait qu’il a été concu pour des machines existantes.
lquimin
) étapes. Avec un nombre plus petit de

L’algorithme que nous avons proposé résout le probleme Knap avec

processeurs en O(m10g Wi + —
processeurs, ’algorithme résout lléni)robléme en O(%) cycles.

La solution efficace antérieure a été concue pour le modele PRAM, puis
adaptée, sans prendre en compte les distances inter processeurs, a une ma-
chine SIMD dont la topologie était I'hypercube. Donc la dégradation des
performances était de I'ordre du logarithme du nombre de processeurs. Nous
évitons ce probleme en développant un algorithme spécialisé pour I'hyper-
cube, lequel peut étre adapté aux autres topologies avec des techniques de
plongement. Par exemple, le dernier algorithme présenté peut s’adapter a
une grille torique, avec une dégradation de performance de O(log wmin),
selon les techniques de [73], c’est-a-dire I'algorithme adaptée a complexité
O(% 10g Winin )

Il est aussi intéressant de remarquer que, les algorithmes présentés dans
la littérature pour un nombre variable de processeurs [72, 74] ont été congus
pour résoudre le probleme 0/1-Knap, ou le nombre d’objets de chaque type
est limité a un.



Chapitre 4

Ordonnancement sous BSP

Résumé
L’objet de ce chapitre est 1’étude d’un ordonnancement parti-

culier dans le cadre du modele BSP. L’ordonnancement de chaines
indépendantes, facile sous le modele avec délais de communication,
s’avere un probleme AN P—difficile sous BSP. Nous proposons plu-
sieurs heuristiques qui considerent le colt des communications. Nous
avons complété ’analyse théorique du comportement au pire des cas
par un grand nombre de simulations pour cerner le comportement en
moyenne.

4.1 Ordonnancement de chaines
indépendantes

Le probleme considéré dans ce chapitre est 'ordonnancement de k chaines
indépendantes {chy,...,chy} sur m processeurs identiques. Les chaines sont
des séquences de taches de durée unitaire qui représentent par exemple
I’exécution de procédures de bibliotheques indépendantes. La longueur, c’est-
a-dire le nombre de taches, de la chaine ch; est dénotée par n; (1 <1 < k).
Nous considérons dorénavant & > 2. Le nombre total de taches est n =
5% n;. Sans perte de généralité, nous supposons que les chaines sont triées
en ordre décroissant de longueurs, c’est-a-dire ny > ... > ny.

Nous présentons tout d’abord le probleme et une solution sous un modele
simple. Puis, nous proposons une solution sous BSP en étudiant successi-
vement le cas sans communication et celui qui minimise I’équilibrage de la
charge. Finalement, nous présentons des solutions intermédiaires.

65
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Etant donnés les chaines et le nombre de processeurs nous dénommons
le probleme de recherche d’un ordonnancement valide par SIC (de 'an-
glais Scheduling Independent Chains). La duplication est sans intérét pour le
probleme SIC car chaque tache possede au plus un successeur direct.

Définition 4.1 Le makespan idéal d’un ordonnancement du probleme SIC
est défini par t* = max{[%w ,nl} (le mazimum entre le travail total

€galement distribué et la longueur de la plus grande chaine).

Tous les ordonnancements valides ont un makespan égal a au moins t*.
Il est a noter que cette borne n’est pas toujours atteinte. Il existe des ins-
tances pour lesquelles afin d’atteindre la borne ¢* il faut couper des chaines
(la figure 4.1 illustre un exemple). Cependant, les coupures introduisent des
communications entre les différents morceaux de la méme chaine. Cette re-
marque induit la notation suivante :

*
| ..

y

Pl o0 0000000000

Fz.—.—.—.—.—.

Fic. 4.1 — Meilleur ordonnancement sans communication de trois chaines
identiques sur deux processeurs.

Notation 4.1 Le plus petit makespan d’un ordonnancement sans communi-
cation est dénoté wy.

Pour ne pas avoir besoin de dessiner les taches dans tous les exemples,
lorsqu’une chaine n’est pas coupée, elle ne sera représentée que par son rec-
tangle dans le diagramme de Gantt.

Dans ce chapitre nous allons voir d’abord que SIC est un probleme facile
sous le modele délai. Nous examinons ensuite le probleme sous le modele
BSP. Dans un premier temps nous allons voir deux cas particuliers, deux
et un nombre illimité de processeurs. Nous constatons que le probleme est
NP—complet méme pour deux processeurs. Dans un deuxieme temps nous
analyserons le probleme sur un nombre limité de processeurs. Nous étudierons
sa complexité et nous proposerons des algorithmes d’approximation. Puis
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nous étudierons I'imposition d’une taille minimal de super-étape. Pour ache-
ver le chapitre nous présenterons des simulations qui confirment le bon com-
portement des algorithmes proposés.

4.1.1 Ordonnancement sous le modele délai

[’algorithme d’ordonnancement dans le modele SCT est simple (voir algo-
rithme 4.1). Nous dénommons cet algorithme “asynchrone” car les communi-
cations sont indépendantes les unes des autres. Le principe consiste a remplir
les processeurs, ['un apres 'autre, de 'instant 0 a 'instant ¢*, c’est-a-dire de
la gauche vers la droite dans les figures.

t* t*

SRR

fiye)

Fia. 4.2 — Allocation gloutonne.

Lorsqu’il n’y a plus de place pour allouer une chaine entiere sur un pro-
cesseurs P;, la chaine est coupée et une communication est introduite entre
ses deux morceaux. Pour respecter les contraintes de précédence, la premiere
partie de la chalne est exécutée sur Py a gauche et la derniere partie sur P;
a droite (la figure 4.2 illustre le principe). L’algorithme est détaillé ci-dessous.

Le point principal qui fait que ’algorithme 4.1 est valide est que la com-
munication peut toujours se faire entre les parties d’une chaine coupée (les
chaines qui sont coupées ont moins de ¢* taches).

4.1.2 Préliminaires sur ’ordonnancement sous BSP

Dans tous les algorithmes qui seront présentés dans ce chapitre, chaque
processeur envoie et recoit au plus une communication. Donc, le cotut des
phases de communication est au plus 2hg, ou h est le nombre de mots de
la plus grande communication (voir section 2.4.5). Nous supposons que les
cotits de communication et de synchronisation (/) de chaque super-étape sont
représentés par un cout de communication/synchronisation (noté par CS). Le
cotut de chaque CS est borné par C.
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Algorithm 4.1 Algorithme asynchrone.

Entrées: load(P;) donne le nombre de taches allouées au processeur P;
11,9« 1;
tant que i < k faire {ils restent des chaines a allouer}
tant que load(P;)+n; <t" et i <k faire
allouer ch; sur Pj; 1 <1+ 1;
fin tant que
siload(P;) # t" et ¢ < k alors
allouer les premieres n; — (t* — load(P;)) taches de ch; sur Pjyq;
allouer les dernieres t* — load(P;) taches de ch; sur P,
11+ 1;
fin si
g+

fin tant que

Nous nous intéressons aussi a l’espacement minimal entre deux super-
étapes, dénoté par A. Pour simplifier nos analyses la derniere super-étape
d’un programme n’est pas prise en compte. Donc un programme avec s super-
étapes a un temps de CS égal a (s — 1)C.

Nous pouvons dériver facilement d’'un algorithme asynchrone (un algo-
rithme dans le modele délai) un algorithme BSP.

Propriété 4.1 Pour transformer un algorithme asynchrone quelconque en
un algorithme BSP il suffit de remplacer les communications (asynchrones)
par des communications globales.

4.2 Deux cas préliminaires dans BSP

Nous présentons d’abord deux cas extrémes, 'ordonnancement sur deux
processeurs et sur un nombre non borné de processeurs.
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4.2.1 SIC sur deux processeurs dans BSP

Dans cette section nous montrons que la recherche de la solution optimal
pour SIC sur deux processeurs dans BSP est A/P-complet et nous proposons
un algorithme avec makespan borné par t*+C', c’est-a-dire avec au plus deux
super-étapes.

Lemme 4.1 Le probleme de déterminer si il existe une solution de SIC sur
deuzr processeurs avec makespan t* est N'P-complet.

Preuve : par réduction au probleme partition [39]. La preuve se trouve dans
la section C.1 de "annexe C.

L’heuristique que nous proposons est fondée sur 1’algorithme asynchrone.
Le premier processeur est remplit exactement jusqu’a l'instant ¢*. Si une
chaine est coupée, une CS est introduite entre ses deux parties. D’ou la
proposition 4.1.

tr 17
L,
R [ [eeerl
B oma[ 5 ‘ 5 ‘

Fic. 4.3 — Algorithme BSP sur deux processeurs.

Proposition 4.1 Le makespan de Uordonnancement génére par algorithme

4.2 est au plus t*+ C.

Pour terminer la présentation du cas sur deux processeurs, nous fournis-
sons un exemple. Etant donnée une instance de SIC avec 4 chaines de tailles
respectives 10, 10, 5 et 5, et le temps d’une CS, C' = 2. La figure 4.3 illustre
’allocation.

Le temps du makespan idéal est t* = 15. D’abord le processeur P; est
remplit jusqu’a 'instant ¢*. Pour que la chaine coupée puisse communiquer
une CS est insérée et le makespan devient 17 = t* + (.

L’algorithme 4.2 ne génere pas toujours un ordonnancement optimal. Par-
fois un ordonnancement optimal existe (voir figure 4.4), cependant comme
nous ’avons vue la détermination de I'existence d’un tel ordonnancement est
un probleme AP —complet.
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Algorithm 4.2 Algorithme BSP sur deux processeurs.

Entrées: load(P;) donne le nombre de taches allouées au processeur Py
1 1
tant que load(Py) 4+ n; <t* et i <k faire
allouer ch; a Pr;
11+ 1;
fin tant que
siload(Py) # 1" et « < k alors
allouer les n; — (t* — load( Py )) premieres taches de ch; a Py;
allouer les t* — [oad(Py) dernieres taches de ch; a Py;
Insérer une CS a l'instant n; — (t* — load( Py));
11+ 1;
fin s1
tant que: < k faire
allouer ch; a Ps;
11+ 1;

fin tant que

4.2.2 SIC avec un nombre non borné de processeurs
dans BSP

Quand le nombre de processeurs est au moins égal au nombre de chaines
k, la solution directe est d’allouer une chaine par processeur. Le makespan
est donné par la longueur de la plus grande chaine n;.

Une solution avec moins de processeurs peut exister, mais il n’est pas
possible de diminuer le makespan. La recherche du nombre minimal de pro-
cesseurs nécessaires est aussi un probleme N P-difficile. Elle est équivalente
au probleme de bin-packing unidimensionnel [39] avec des bins de longueur
1.
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<0

10 ‘5‘

~O

10 ‘5‘

Fic. 4.4 — Exemple d’un ordonnancement qui atteint ¢* sans communication.

4.3 Nombre fixé de processeurs

Dans cette section, nous montrons d’abord que le probleme de minimi-
ser les temps d’inactivité sans I’ajout de CS est un probleme N P—difficile.

Ensuite nous étudions la minimisation du temps d’inactivité avec ’ajout de

]

super-étapes de facon & minimiser le temps d’inactivité (/d). Deuxiemement,

CS. Premierement, nous fournissons un exemple ot sont nécessaires |

un algorithme d’ordonnancement avec temps de calcul £* et au plus [Z] + 1
super-étapes est présenté.

Il est donc clair que la minimisation du temps d’inactivité peut occasion-
ner un grand nombre de super-étapes. Nous recherchons alors un compromis
entre Id et le nombre de CS. Nous terminons la section avec la présentation
d’une famille d’algorithmes pour lesquels la garantie de performance dépend

du nombre de CS.

4.3.1 Equilibrage total de la charge

Nous avons vu dans la section 2.5.1 que la minimisation du makespan est
équivalente a la minimisation du surcott T, 4+ Id. Une question naturelle est
qu’arrive-t-il quand nous minimisons un de ces termes indépendamment de
I’autre 7 Nous commencons avec la minimisation du temps d’inactivité sans

I’ajout de CS.

Analyse théorique

Nous nous intéressons a 'ordonnancement de chaines avec makespan t*
sur m > 3 processeurs. Il est possible qu’il n’existe pas de solution de SIC
sans communication qui atteigne la borne ¢*. Mais, méme si un tel ordon-
nancement existe, il est difficile de le construire.
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Théoreme 4.1 La recherche d’un ordonnancement optimal pour le probleme
SIC sans lajout de communication avec un nombre arbitraire de processeurs

est un probleme N'P—difficile au sens fort (de U'anglais strongly N'P— hard ).

Preuve : par réduction de la partition tridimensionnelle [39]. La preuve
complete se trouve dans la section C.2 de ’annexe C.

Nombre maximum de super-étapes

Dans cette section, nous présentons une instance pour laquelle tout ordon-
mT_l CS pour minimiser le temps d’inactivité
Id. La preuve est constructive, nous proposons des ordonnancements opti-
maux pour successivement 1, 2,.. PHT_IW CS. L’instance de SIC est composée

de m + 1 chaines de méme taille S. Pour simplifier le développement nous
(m+1)S

nancement sous BSP nécessite [

supposons que est entier.

Une super-étape

Avec une seule super-étape, c’est-a-dire sans l'introduction de CS, dans
tous les ordonnancements valides, il existe un processeur avec au moins deux
chaines. Le meilleur makespan possible est w, = 25. Un des ordonnancements
avec makespan 25 est obtenu en allouant deux chaines a un processeur, et
une chaine a chacun des m — 1 processeurs restants.

Deux super-étapes

Propriété 4.2 Dans une super-étape plus longue que %, la meilleure

stratégie est d’exécuter des taches de deux chaines différentes sur un pro-
cesseur et une chaine sur chaque autre processeur.

Preuve : Si il existe une chaine qui n’est pas exécutée au cours de cette
super-étape, le plus petit makespan possible sera la taille de cette super-
étape plus S, donc un makespan plus grand que t*. Si toutes les chaines sont
exécutées, un meilleur makespan est possible. Puisqu’il existe m + 1 chaines
et m processeurs, I'un d’entre eux aura deux chaines.[]

Il est facile de remarquer que les chaines qui partagent un processeurs
pendant une super-étape doivent étre seules dans 1’autre super-étape. Par
exemple dans la figure 4.5, les chaines chy, chy et chs, chy sont, respective-
ment, ensemble dans les premiere et deuxieme super-étapes.
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\ | Tes

ch
P ‘ ch, l ch, ‘rm“‘
ch Lk ch,
B, ‘rmumml ‘
ch, 1.4
3 ‘ ch, u&ml ch, ‘
[ o e
R ‘ ch, [ ch, V A

FiG. 4.5 — L’exemple de cas au pire avec deux super-étapes.

Propriété 4.3 Dans une super-étape, lorsque deux chaines sont exécutées
sur le méme processeur, le temps de calcul disponible est partagé
cquitablement entre les chaines.

Preuve : Etant données deux chaines qui partagent un processeur au cours
de la premiere super-étape, ch; et chy. Dénotons par x le nombre de taches
de chy qui sont exécutées pendant cette super-étape, et par Tos le temps de
calcul de la premiere super-étape. L’objectif est de minimiser le makespan.
(S — x) taches de chy seront exécutées au cours de la deuxieme étape. S —
(Tes — ) taches de chy seront exécutées au cours de la deuxieme étape. En
d’autres termes, il faut minimiser max{7Tcs+ (S —a), Tes+ (S — (Tes—2))}.
Ce qui est réalisé pour x = %

Dans un ordonnancement optimal les deux chaines qui partagent un pro-
cesseurs au cours de la deuxieme étape ont un processeur exclusif au cours
de la premiere étape. Alors Tys taches de chacune sont exécutées dans la
premiere super-étape. Il reste donc 2(5 — Tes) taches, la moitié appartenant
a chaque chaine, a exécuter dans un processeur au cours de la deuxieme
super-étape. [

Pour déterminer le makespan optimal, il faut aussi choisir ou insérer la
CS. Dans ce cas, il faut choisir Txs pour minimiser le makespan. Donc, nous
voulons minimiser les temps d’achevement des chaines qui partagent un pro-
cesseur. En autres termes, nous voulons minimiser max{S + TCZSQ, 25 —Tes},
%, et donc conduit a un makespan de %.

Le temps du meilleur ordonnancement avec deux super-étapes est alors
S+C+ % Il est a noter que pour trois processeurs cette valeur correspond

au travail total plus le temps d'une CS, C'.

ce qui est acquis pour Tpg =
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Plus de deux super-étapes

De la propriété 4.2, il existe 1 régions dans lesquelles deux chaines peuvent
partager un processeur dans un ordonnancement avec ¢ super-étapes. D’une
extension directe de la propriété 4.3, dans les algorithmes optimaux, les
chaines vont partager également les super-étapes.

Les instants pour le placement des CS sont calculés par induction comme
une série Tés (1 < j <1i). Le makespan qui minimise le temps d’inactivité
a un temps de S + iC + ==~ avec les super-étapes placées aux instants

s 21+1
2.]22'+1 —I_JC?l S.] S .

Pour éliminer le temps d’inactivité, nous devons communiquer z = [mT_ﬂ

fois, et les CS sont distribuées a distance 2m_s les une des autres. Dans ce cas

le makespan est S + zC + %, cest-a-dire t* + z(C'. Ce résultat est valable

pour m pair, pour m impair nous avons besoin de 1’arrondir.

R ‘ ch, [ ch, [ ch, Jm‘
ch, ; ch = ch

Polessces | fooooos| fooooos]
ch w ch, ch, 1 ch,

FICESNN BN E
ch, o ch, ; ch,

Polessees | fooooos| fooooos]

ch, A |
R ‘m‘ ch, ch, I ch, ‘

FiG. 4.6 — L’exemple de cas au pire avec trois super-étapes.

4.3.2 Un algorithme

Nous présentons un algorithme (détaillé dans 1’algorithme 4.3) qui mi-
nimise le temps d’inactivité Id, cet algorithme peut avoir jusqu’a [Z] + 1
super-étapes, c’est-a-dire [Z] CS car nous ne considérons pas la derniere
super-étape. L’algorithme est fondé sur la propriété 4.1 appliquée a 'algo-
rithme 4.1.

L’idée principale est de montrer qu’il est possible de grouper les com-
munications asynchrones (voir figure 4.7), au moins deux par deux, dans la
meéme CS.
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Algorithm 4.3 Algorithme avec nombre de super-étapes limitée.

Appliquer I"algorithme asynchrone;
Mettre des étiquettes sur toutes les communications asynchrones (CA);
#Hcs — 0;
tant que il existe des CA étiquetées faire
#Hcs — Fres+1;

calculer synch[#cs] le plus petit temps de réception entre toutes les
communications étiquetées;

enlever les étiquettes de toutes les CA qui peuvent étre groupées dans
la méme CS a I'instant synch[#cs];

fin tant que
pour ¢ <— 1 jusqu’a Fcs faire
insérer une CS apres un temps de calcul de synchli] taches;

fin pour

Une preuve que les ordonnancements produits par ’algorithme 4.3 ont au
plus [Z] CS se trouve dans la section C.3 de I'annexe C.

4.3.3 Algorithme avec nombre fixé de super-étapes

L’algorithme présenté dans la section précédente peut avoir jusqu’a
[ 5] 4+ 1 super-étapes, alors qu’il fournit un équilibrage de charge le meilleur
possible. Dans cette section, au lieu de minimiser seulement le temps d’inac-

t* cs t* t+C
| [o-o-| | . [oo-|
peeeedfpreoesd ceevensfifreresed
o] | o] | |

Fia. 4.7 — Exemple de regroupement de deux communications asynchrones
dans la méme CS.
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tivité nous recherchons un compromis pour le surcout Id 4+ T.. En effet, Id
peut augmenter si 7. diminue.

Sans communication, c’est-a-dire T. = 0, il existe plusieurs algo-
rithmes d’approximation bien connus comme LPT [55] et multi-fit [19].
Nous présentons ici 'algorithme LPT qui a une garantie de performance
de :wrpr < (% — %)wo. Dans cet algorithme, les taches (dans notre cas les
chaines) sont allouées en ordre décroissant de taille avec temps d’exécution
au plus tot. La figure 4.8 illustre un exemple.

chq ‘ chg ‘ chqg ‘

L
P2 ‘ cho ‘ chy W

chy ‘Che ‘Chg M
CR TR

FiG. 4.8 — Principe d’allocation de I’algorithme LPT sur 4 processeurs.

Nous introduisons une notation pour le temps du meilleur algorithme avec
un nombre donné de super-étapes.

Notation 4.2 Le makespan optimal avec s super-étapes, c’est-a-dire le plus
pelit makespan possible avec au plus s super-étapes est noté w?.

Nous présentons un algorithme qui dépend du nombre de super-étapes
s et d’une valeur « (entier compris entre ny et t*). Nous analysons le com-
portement de cet algorithme lorsque le nombre de super-étapes s varie. Pour
terminer, nous proposons des perfectionnements pour ’algorithme et nous
choisissons la valeur de o qui garantie la meilleure performance.

Proposition 4.2 Etant donnée une instance de SIC, un nombre de super-

€tapes s et un entier o tel que ny < o <%, w? est borné par :

w? <+ a+(s—1)C.

2s — 1

Preuve : La preuve est constructive et 'algorithme 4.4 atteint la borne. La
preuve complete se trouve dans la section C.4 de I’annexe C.
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Algorithm 4.4 Algorithme avec un nombre donné des super-étapes (s).

Entrées: load(P;) donne le nombre de taches alloués au processeur P,
2

i 17— 1A, = 55505 MaXpeee = U7 + %;
insérer jusqu’a s — 1 CS en intervalles réguliers de longueur A,;
tant que (i < k) faire
si (load(P;) 4+ n; < maxj,eq) alors
allouer ch; a Pj;
sinon
allouer les maxj,qq —(n; + load(P;)) premieres taches de ch; a Pjyq;
allouer les taches qui restent de ch; a Pj;

si il n’y a pas de CS entre les deux parties d’une chaine ch; coupée
alors

transférer les taches de P; a Pj4; de la gauche a la droite jusqu’a
trouver une CS;

fin s1

Jeg+ L
fin s1
14— 1+ 1;

fin tant que

Le surcout de algorithme 4.4 pour s super-étapes et o donné (n; < o <
%) est % +(s—1)C,ou A, = ﬁa.

Nous présentons dans la section C.4 de 'annexe C des propriétés sur
le nombre nécessaire de CS, c’est-a-dire que avec 'ajout de super-étapes il
n’y a pas de diminution du temps d’inactivité. Nous montrons aussi que le
nombre optimal de super-étapes pour minimiser le surcout de ordonnan-
cement produit par l'algorithme 4.4 est donné par s¥_ _ = [ 56+ ﬂ ou

max
* — o 1
Shax = |35 + 3 -
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Perfectionnements

La performance de l'algorithme 4.4 dépend de la distribution de lon-
gueur des chaines. Pour 'instant ses garanties de performance sont une borne
supérieure dans le cas au pire. D’abord nous proposons des perfectionnements
dans le comportement moyen, et apres nous analysons la bonne valeur de a.

Perfectionnement de P’algorithme 4.4

Dans le but d’avoir une meilleure performance moyenne, ’allocation de
chaines peut étre un peu modifiée. Nous allons remplir les processeurs jusqu’a
t*. Si pendant l’allocation, une chaine est coupée et s’il n’existe pas de CS
entre ses deux moitiés, la moins cotiteuse des procédures suivantes est choisi :

Pour les prochaines descriptions, pour une chaine coupée ch on considere
p; le processeur ou la derniere partie de ch est allouée et p;y; le processeur
ou la premiere partie de ch est allouée. Nous dénommons [ la super-étape
ou la communication a lieu.

(i) larrét de 'exécution des taches de la chaine ch dans la super-étape sur
le processeur p;y1. Ces taches sont transférées au processeur p;. Dans
ce cas le temps alloué auparavant pour ch sur p,41 (remplit avec des
lignes horizontales dans la figure 4.9) peut étre utilisé pour 'allocation
de la prochaine chaine.

(ii) le retard des taches de la chaine ch a la super-étape 3 sur le processeur
p; jusqu’au début de la prochaine super-étape. C’est-a-dire 'exécution
de la chaine ch sur le processeur p; commence apres la super-étape 3.

Il est clair que le délai introduit par cette procédure peut étre aussi grand
que la moitié de la partie de calcul d’une super-étape. Donc, cet algorithme
a la méme borne au pire que l'algorithme original. Toutefois, ’algorithme
perfectionné a un comportement moyen meilleur.

Avec ce perfectionnement le nombre de super-étapes peut étre réduit dans
le cas moyen. Pour trouver le meilleur makespan avec les perfectionnements

il faut faire une recherche du nombre de super-étapes entre 1 et s*

max”

Notation 4.3 Etant donnée une instance de SIC, nous notons s* le nombre
de super-étapes qui fournit le plus petit makespan avec [algorithme perfec-
tionné.
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t*

- dw ;;; fffffff a |-1 |~+

B

FiGc. 4.9 — Les alternatives pour réarranger les chaines sans CS entre ses
moitiés.

Amélioration de la borne

L’idée est de prendre en compte les différences entre t* et ny, et entre n,
et 'instant ou la derniere CS a été insérée.

Proposition 4.3 Avec le perfectionnement de Ualgorithme la borne devient :

A, -
t* + max (7 — Tnl,nl —(s— I)AQ,O) + (s —1)C.

La preuve se trouve dans la section C.5 de I’annexe C. La valeur minimale

de cette borne est atteinte pour oy, = t*""T”l Le makespan de I'algorithme

perfectionné est alors :

1 t*—|—n1

t*
+25—1 2

+ (s —1)C.

4.4 Influence de la latence

Lorsque nous considérons un délai minimal entre deux CS consécutives
A, les ordonnancements produits par les algorithmes qui ont été présentés
peuvent ne plus s’avérer valides. Pour considérer la latence, nous proposons
I’algorithme suivant :

Dans T'algorithme 4.5, il existe deux opérations avec les super-étapes :
I’avancement et le délai. Lorsqu’une de ces opérations est appliquée, une fu-
sion de super-étapes peut aussi arriver. Si ch est une chaine coupée et la CS
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Algorithm 4.5 Algorithme ou les CS sont espacés d’au moins A
Appliquer un des algorithmes BSP donnés;

pour chaque CS (de la premiere a la derniere) faire

si CS se trouve a moins de % unités de temps de la CS précédente
alors

transférer les taches des chaines coupées qui utilisent cette CS;
fusionner cette CS avec la précédente;

fin si

si CS est entre % et A unités de temps de la précédente alors

Retarder la super-étape jusqu’a ce qu’elle soit a une distance A de la
super-étape précédente;

Fusionner avec cette super-étape avec toutes les super-étapes a moins
de % unités de temps;

Retarder les taches des chaines coupées qui utilisaient ces super-
étapes;

fin si

fin pour

utilisée est avancée, les taches de la premiere partie de ch sont migrées vers la
deuxieme partie. Sinon, lorsque la CS est retardée, le début d’exécution de la
deuxieme partie de la chaine est aussi retardée. La fusion des CS consiste sim-
plement a remplacer plusieurs CS par une seule CS. La proposition suivante
donne une borne supérieure a cette transformation.

Proposition 4.4 Le coul supplémentaire pour considérer linfluence de la
latence avec Ualgorithme 4.5 est un terme additionnel de %

La preuve de la proposition, ainsi que plus de détails sur 'influence de la
latence se trouvent dans la section C.6 de ’annexe C.

4.5 Quelques expérimentations

Nous avons effectué des simulations pour comparer les algorithmes
précédents. Les instances étaient composées de chaines de longueurs choi-
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sies de facon aléatoire selon une loi binomiale de moyenne 100 et d’écart type
10. Comme le comportement des algorithmes ne dépendait du nombre de
processeurs, nous avons étudié le cas avec 50 processeurs. Le cout d’une CS
a été fixé a 10% de la taille moyenne de chaines.

Toutes les courbes obtenues par des simulations sont présentées et com-
mentées dans [45]. Nous présentons les principaux résultats obtenus dans les
paragraphe suivant.

600

500

Ll
Asynchrone ------

¥

100

40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
Nombre de chaines (k)

FiG. 4.10 — Performance moyenne des algorithmes LPT et Asynchrone sur
50 processeurs avec chaines de taille quasi égal.

Dans les descriptions suivantes nous faisons usage pour les makespans
construits les 1égendes t*, LPT, Asynchrone - ’algorithme 4.3 et C'/s*/a, ou
la derniere dénote les algorithmes de la section 4.4 avec nombre optimal de
super-étapes et a est ny, (t* +ny1)/2 ou t*. t* correspond au makespan idéal.

Dans la courbe de la figure 4.10, nous voyons clairement les sauts de
I’algorithme LPT et le bon comportement de 1’algorithme Asynchrone quand
le nombre de chaines est grand. Lorsque le nombre de taches par processeur
est plus grand que 2n4 toutes les chaines coupées peuvent utiliser la premiere
et unique CS insérée par 'algorithme 4.3. Dans ’exemple ce nombre est un
peu plus grand que le double du nombre de processeurs.

Dans la figure 4.11 nous pouvons vérifier que le nombre moyen de CS est
loin de celui du cas au pire (25). Cela veux dire qu’en moyenne le nombre
de communications asynchrones groupées par ’algorithme 4.3 est plus grand
que deux.

La figure 4.12 illustre le surcott engendré par les variations des algo-
rithmes C'/s*/a. Le makespan de I'algorithme C'/s*/ny ne s’approche pas de
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6

55|

5L

45

a4l

35

Nombre de CS

3l

25

2k

15|

1

L L L L |
40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
Nombre de chaines

Fic. 4.11 — Nombre moyen de CS dans ’algorithme Asynchrone.

t* + C lorsque le nombre de chaines augmente. Car 'effet d’avoir les CS tres
proches et au début est le réarrangement de beaucoup des chaines coupées.
D’autre part il est plus performant que 'algorithme C'/s*/t*, ou le délai in-
troduit pour le réarrangementde chaque chaine coupée peut étre important
(3:£=). Quand le nombre de chaines est petit. L’algorithme C'/s*/(t* +n)/2
combine les avantages des deux autres algorithmes. Il réarrange moins de

chaines que C'/s*/n; et le délai introduit pour chaque chaine réarrangée est
t*+ng
2(25*—1)

Dans la figure 4.13 nous présentons les makespans construits pour des
problemes SIC avec 65 chaines. Nous vérifions le comportement de 1’algo-
rithme C/i/(t* 4+ ny)/2 lorsque le nombre de CS ¢ varie. Le compromis entre
le nombre de CS et le temps d’inactivité dans les processeurs est clair. Sans
communication le makespap est 240, avec I'ajout de CS nous avons obtenu

limitée par

des makespans plus petits. A partir de deux CS, la diminution du temps d’in-
activité par ’ajout d’une nouvelle CS est moins importante que son cofit.

4.5.1 Remarques sur les expérimentations

Malgré le nombre élevé de super-étapes dans le cas au pire pour 'algo-
rithme 4.3 le nombre de communications utilisées en pratique, méme quand le
nombre de chaines est proche du nombre de processeurs, est beaucoup moins
important. En dépit d’une garantie de performance meilleure pour 1’algo-
rithme C.1 avec @ = ny, l'algorithme perfectionné avec a = ££m

2
des ordonnancements avec makespan plus petit dans le cas moyen.

produit



4.6. CONCLUSION 83

60

[ —
Is*In1 X

55 Clst(e+n1)i2 % |

50

/W"M

45

40

S !
| . /
e X Ko

20

15 N
X \Z\

10

40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
Nombre de chaines

FiGg. 4.12 — Performance moyenne du surcout des algorithmes C'/s*/t*,
C/s*[ny, C/s*/(t* + n1)/2 sur 50 processeurs avec chaines de quasi le méme
taille.

4.6 Conclusion

Nous avons étudié le probleme du regroupement des communications
entre paires de processeurs en phases de communication globale (qui im-
pliquent tous les processeurs). Nous étudions dans chapitre 6 I'optimisation
de phases de communication globale.

Le fait d’imposer le regroupement de communications rend AP —difficile
un probleme qui était polynémial dans le modele délai. Donc, nous pouvons
nous attendre a ce que les problemes d’ordonnancement sous BSP soient
NP—difficiles en général. Cependant, en dépit du fait que le probleme de
I’ordonnancement de chaines sur BSP est difficile, nous avons été capables
de proposer des heuristiques quasi optimales.

Les perspectives ouvertes sont, entre autres, I’étude des ordonnancements
d’autres classes de graphe, ou méme de graphes de précédence quelconques
sous le modele BSP. Une autre perspective intéressante est 'utilisation d’une
généralisation du modele BSP, le modele BSPWB [91], dans lequel il existe
des synchronisation partielles.
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Chapitre 5

Ordonnancement avec
duplication

Résumé
Nous examinons dans ce chapitre les effets de la duplication de
taches sur le makespan de 'ordonnancement. Ce probleme a été étudié
auparavant pour un nombre de processeurs non borné. Quand le
nombre de processeurs est limité, le probleme a été analysé unique-
ment dans le cas ou les taches ainsi que les échanges de donnés sont
unitaires. Nous proposons une extension du résultat au cas SCT.

5.1 La duplication

Les premieres études sur 'ordonnancement dans le modele délai n’ont
pas pris en compte le coit des communications. Ces études ont considéré
un nombre limité de ressources. Graham [55] a montré que les algorithmes
de liste ont un rapport de performance par rapport a l'optimal de 2 — %
ou m est le nombre de processeurs. Lorsque les retards dis a I’échange de
messages ont été introduits, les problemes sont devenus plus difficiles (voir

la section 2.6 du chapitre 2). Dans ce cas, la performance des algorithmes de

Y

liste devient borné par (2 — %)wopt + Ceomm [71, 75], ott Cepppm est la somme
des cotits de communication dans un chemin critique ! et w,,, le makespan
optimal sur m processeurs. La granularité p borne le rapport entre w,,; et
Ceomm, ce qui implique que le rapport de performance est (2 — %) + %. Donc,

'Le chemin critique avec le plus grand cotit de communication.

85
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le rapport de performance pour les algorithmes de liste dans le cas SCT est
borné par 3 — L et cette borne est atteinte [75]. Hanen et Munier [56] ont
proposé un algorithme d’approximation, qui n’est pas de liste, avec garantie
de performance % — % également pour le cas SCT.

Il existe deux fagons de diminuer le surcott du a l'introduction des retards
de communication : fournir un nombre de ressources illimitées et permettre
la duplication. Nous allons examiner dans la section suivante ’analyse des
problemes avec nombre de processeurs non borné. Nous sommes intéressés
par la performance des algorithmes de liste.

5.1.1 Nombre de processeurs illimité

L’ordonnancement avec duplication sur un nombre de processeurs non
borné est un probleme polynémial dans le cas SCT [21]. Dans le cas général
le probleme est NP—difficile, mais il existe un algorithme polynémial avec
garantie de performance 2 [84].

Papadimitriou et Yannakakis [84] ont d’abord montré que le probleme
P.lprec,p; = 1,cip = ¢ > 1,dup|wmay est NP-difficile avec une réduction
au probleme Clique [39]. Ensuite ils ont proposé une fonction d’estimation
de la date de début d’exécution pour les taches. Pour chaque tache v, cette
fonction e(v) est définie par :

— Si v n’a pas de prédécesseur alors e(v) = 0;

— Sinon, soit £ = (uy,...,u,) ’ensemble de tous les prédécesseurs de v

triés en ordre décroissant par rapport a la fonction e. Etant défini k
égal a min{c+ 1, p}, e(v) est défini par e(uy) + k.
Ils ont proposé deux lemmes :
— Lemme I.[84] Il n’existe pas d’ordonnancement donc la tache v est
allouée avant la date e(v).
— Lemme II. [84] Il existe un ordonnancement donc la tache v est allouée
avant la date 2e(v).
A partir de la preuve du lemme II les auteurs ont produit un algorithme avec
rapport de performance 2. Finalement, ils ont proposé un algorithme plus
général avec rapport de performance aussi égal a 2.

Colin et Chrétienne [21] ont proposé une solution polynémial pour le
probleme P, |prec, p;j, ¢k, dup|twmax dans le modele SCT, ce qui signifie que
les temps de calcul des taches sont plus grands que les temps d’échanges
de données (min{p;} > max{c;t}). L’idée de base est le calcul des dates
de disponibilité (de I'anglais release dates) pour chaque tache. La date de
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isponibilité b, d’'une tache v est définie par les relations suivantes :
disponibilité b, d’ tach t définie par | lat t
— Si v n’a pas de prédécesseur alors b, = 0;
— Si v n’a qu'un prédécesseur u alors b, = b, + p, ;
— Sinon, sol ensemble des prédécesseurs directs de v
S ,soit U I ble des préd directs de v,

bv — ] bu s b v
min max{b, + p ker{]li%(u}{ K+ e+ o}

Un arbre critique est construit selon les dates de disponibilité. Un arc
(u,v) fait partie de cet arbre si et seulement si b, < b, + p, + ¢y L’ordon-
nancement optimal est construit en allouant chaque chemin de ’arbre a un
processeur. Les dates d’allocation des taches correspondent aux dates de dis-
ponibilité. Cet algorithme est aussi valable si pour chaque tache v, le poids
du plus grand arc (u,v) est plus petit que le plus petit temps d’exécution
parmi les prédécesseurs directs de v.

Le deux algorithmes précédents utilisent un grand nombre de processeurs.
Dans le premier, a chaque tache allouée, un nouveau processeur est utilisé.
Dans le deuxieme, le nombre de processeurs nécessaires est égal au nombre
de feuilles de I’arbre critique.

Il existe aussi des algorithmes plus complexes. Park, Shirazi et Mar-
quis [85] ont présenté un algorithme performant ainsi qu’une classification
des algorithmes existantes. Le makespan de leur algorithme est compris entre
le makespan optimal et le makespan optimal plus les communications dans le
chemin critique.

5.1.2 Nombre de processeurs borné

A notre connaissance, le seul travail sur l'ordonnancement dans les
modeles délai avec un nombre limité de processeurs a été proposé par Hanen
et Munier [57]. Elles ont étudié le probleme dans le cas UET-UCT. D’abord
la notion de chemin de duplication est introduite. Lors de 'ordonnancement
d’une tache v ce chemin est construit avec des prédécesseurs de v qui doivent
étre dupliqués pour pouvoir exécuter v juste apres la terminaison de son der-
nier prédécesseur. Un algorithme de liste qui utilise le chemin de duplication
est alors proposé. Pour donner la garantie de performance de 2 — %, les au-
teurs ont borné le temps d’inactivité de l'algorithme. Ils ont aussi prouvé
que la borne est atteinte. C’est remarquable : la duplication efface la prise
en compte des communications.
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Nous proposons une extension du travail sur UET-UCT. Nous étudions
la duplication sur un nombre limité de processeurs dans le modele SCT.
Notre étude est aussi fondée sur un chemin de duplication, mais comme le
temps de communication varie, sa construction est plus subtile. La garantie
de performance que nous proposons a un rapport de 2 a 'optimal.

5.2 Duplication dans le modele SCT

Nous considérons I'ordonnancement d’un graphe G(V, E) orienté et acy-
clique, 'ensemble V' = {1,...,n} dénote les taches et ’ensemble F les arcs.
Le temps d’exécution d’une tache 1 € V' est dénommé p;. A chaque arc d’une
tache 7 a une tache ¢ correspond un poids ¢;;. Avec le modele SCT nous avons
%ecv{_m} > 1, ou cest le poids de la plus grande communication, c’est-a-dire
¢ = max;ev{c;; }. Nous voulons minimiser le makespan de I'ordonnancement
SUr M Processeurs.

5.2.1 Notations

Chaque tache ¢ € V peut étre allouée plusieurs fois dans un ordonnan-
cement 0. Chacune de ses exécutions est dénommée copie. Nous dénotons
la copie qui est ordonnancée le plus t6t comme étant la copie originale. Les
références a une tache 1 € V dans un ordonnancement o sont toujours des
références a la copie originale. Dans ’algorithme que nous proposons dans la
section 5.3, aucune des copies n’est allouée avant la date d’allocation de la
premiere copie ordonnancée. Donc, nous choisissons comme copie originale
la premiere copie d’une tache devant étre allouée.

Nous ajoutons des précisions a la définition d’ordonnancement donné dans
la section 2.5. D’abord nous proposons une table synthétique avec les nota-
tions utilisées :

Un ordonnancement valide o assure que :

1. Chaque tache 1 € V' est exécutée sans interruption pendant un inter-

valle de temps p; sur au moins un processeur ;

2. Si un arc (j,7) appartient a F, soit il y a une copie de j allouée au
processeur m; qui finit avant la date ¢;, soit j est achevée avant la date
ti — Cj;.

Sans perte de généralité nous supposons qu’il n’y a pas d’arc transitif

dans le graphe G(V, E), c’est-a-dire Vj e ',k € I, — 5 ¢ Ty
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ordonnancement o
makespan de o w
makespan d’un ordonnancement optimal sur m processeurs Wopt
date et processeur d’allocation de 2 € V' t; et m;
date definde: € V fi=ti+p
prédécesseurs directs de 1 € V/ I';
le plus grand temps de communication c

() G) L 7T
7

(—(k=0s) [ | §s

i’ i

2 3

o

Fic. 5.1 — Exemple d’un ordonnancement valide avec duplication.

Dans I'exemple de la figure 5.1 toutes les taches sont unitaires, les com-
munications durent un quart du temps des taches. L’exemple présenté illustre
un ordonnancement optimal sur 3 processeurs. Lors de I'allocation des taches
14 et 1, des chemins de duplication ont été utilisés.

Nous introduisons une série de définitions qui seront utiles a I'introduction
du chemin de duplication. Ces définitions correspondent a un ordonnance-
ment constructif, ou tous les prédécesseurs de la tache a laquelle nous faisons
référence sont déja alloués.

Définition 5.1 La date de libre allocation d; d’une tiche 1 €V est :

d; = %%X{fk + cit-

Une tache i peut étre ordonnancée & partir de la date d; sur tout proces-
seur libre. A partir de cette date il n’y a plus besoin de prendre en compte les
relations de précédence. Les taches ordonnancées apres leur date libre sont
dénommées taches libres.

La figure 5.2 illustre un exemple, les prédécesseurs de la tache 1 sont
I'; = {j1,72,73} La figure montre aussi pour la tache j3 les temps de début,
de fin, et le délai de communication avec la tache 7. Dorénavant dans les
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—
—
ol

FiG. 5.2 — Date libre d’ordonnancement de la tache 1.

figures de ce chapitre nous allons présenté seulement les taches impliquées
dans le contexte.

Définition 5.2 La date de disponibilité de la tache 1 € 'V, d;, est la date
d’exécution au plus tot de la tache 1. Elle est calculée par rapport aux
prédécesseurs directs de i. d; est définie par : 0, st I'; =0 ;

minmax{ max {fz}, max {fp+cr}}, st i #£ 0.

J€El; kel|mp=m; kel |mp#n;

jl :
S

d g
Fic. 5.3 — Dates de disponibilité et libre pour la tache .

Dans 'exemple de la figure 5.3 les prédécesseurs de la tache ¢ sont I'; =
{71,792, 73, J4}. Si nous voulons ordonnancer la tache ¢ avant la date CZZ', il faut
allouer la tache 7 sur le méme processeur que la tache j3, ou sur le méme
que celui d’une de ses copies. La définition de la date de disponibilité nous
fourni, d’une fagon similaire a [21], une notion d’arc critique.
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Définition 5.3 Les prédécesseurs favoris d’une tache 1 € V sont les taches
g €1y tels que d; < f; + ¢

I est prouvé [21] que le graphe composé par des arcs critiques est une
forét ou les arbres son orientés a partir d’une racine (spanning outforest).
Avec une idée similaire nous démontrons que chaque tache possede au plus
un prédécesseur favori.

Propriété 5.1 Une tache 1 € V admetl au plus un prédécesseur favori.

Preuve : 5i nous supposons qu’il existe deux ou plus prédécesseurs favoris
pour la tache 7, nous tomberons en contradiction avec ’hypothese SCT. La
preuve complete est dans "annexe D, section D.1.[]

Lorsqu’une tache ¢ € V' n’a pas de prédécesseur favori, nous avons alors
soit I'; = (), soit il existe deux prédécesseurs directs distincts i, jo € I'; tels
que fj, +¢ji = fi, +¢ji (voir 'exemple de la figure 5.2). Dans ce cas d; = d.

Pour finir cette section nous introduisons la notion de délai d’une tache
par rapport a son prédécesseur favori. Lors de la construction du chemin
de duplication proposé par Hanen et Munier [57] il n’existe pas de temps
d’inactivité entre une tache et son prédécesseur favori. En effet si ce délai
n’est pas 0, il est forcément au moins 1, donc il n’y a plus besoin du chemin
de duplication. Avec I'hypothese SCT le chemin de duplication peut avoir
des délais. Le délai d’'une tache a son prédécesseur favori est :

Définition 5.4 Si j est le prédécesseur favori de i (d; < f; 4+ ¢;i), A; est la
différence t; — f;. 51 A; est posilif nous disons que la tache i a été retardée.

La figure 5.4 illustre un exemple ou la tache i est retardée.

Fic. 5.4 — Exemple de tache retardée.
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5.3 Algorithme EDTF

Nous proposons un algorithme de liste fondé sur la date réalisable d’une
tache. Une version préliminaire est présentée dans ’algorithme 5.1. La version
complete est exhibée dans I’algorithme 5.2. La description du calcul de la date
réalisable lorsque la duplication est permise sera donnée par la suite.

L’ordonnancement est construit d’une facon itérative, a chaque pas I’en-
semble de taches prétes a ordonnancer F' est considéré, une tache est alors
choisie et allouée.

Algorithm 5.1 Algorithme EDTF
o =0, F = ([T = 0
tant que I' # () faire

pour chaque tache : € F' faire

calculer la date réalisable 7; dans I’ordonnancement o;
fin pour
allouer dans o la tache avec la plus petit date réalisable;
mettre a jour I’ensemble des taches prétes a ordonnancer F';

fin tant que

Dans l'algorithme 5.1 lors de 1’allocation d’une nouvelle tache i sur
I'ordonnancement o il peut s’avérer nécessaire d’allouer des copies de ses
prédécesseurs de facon a respecter la date réalisable 7;. Dans ce cas, les taches
a dupliquer seront déterminées lors du calcul de 7.

5.3.1 Chemin de duplication

Pour le calcul de la date réalisable d’une tache 7, nous avons besoin de
déterminer les prédécesseurs de ¢ qui doivent étre dupliqués. Nous allons tout
d’abord caractériser le chemin de duplication dans le cas d’un nombre illimité
de processeurs. Ensuite nous montrerons 1'utilisation de ce chemin avec un
nombre limité de processeurs. Il existe des cas ou nous n’allons dupliquer
qu’une partie du chemin de duplication.

Nous présentons 1'idée de base et ensuite la construction détaillée. Si la
tache ¢ n’a pas de prédécesseur favori nous pouvons allouer la tache 7 a la date
d; & un processeur virtuel 7 (nous supposons que 7 est inactif). Il n’y a pas
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besoin de dupliquer des taches. Sinon, pour pouvoir exécuter la tache 7 avant
sa date libre d; sur un processeur virtuel , il faut dupliquer son prédécesseur
favori j sur m. Si j n’a pas de prédécesseur favori, sa copie peut étre allouée
sur m a l'instant ¢;. Sinon, il faut également dupliquer le prédécesseur favori
de j, et ainsi de suite. Un autre critere qui peut stopper la construction
du chemin de duplication est la somme des délais. Si la somme des délais
dans le chemin de duplication est plus grande que ¢, il vaut mieux faire la
communication au lieu de dupliquer.

Fic. 5.5 — Exemple de construction d’un ordonnancement avec duplication.

Dans ’exemple de la figure 5.5, la tache i3 a un temps d’exécution de 1,5.
Le temps d’exécution de toutes les autres taches est unitaire. La valeur de la
communication est donnée selon le type de I’arc. D’apres 'hypothese SCT,
nous avons ¢ < 1. La construction du chemin de duplication pour la tache 7
dépend de la valeur de ¢. Si ¢ > 0.75 le chemin de duplication est construit
jusqu’a la tache 75. Sinon le chemin de duplication est construit jusqu’a la
tache 74.

L
i %
m| i

I3

L
| L. 7
\iv\ﬂW%

§

FiG. 5.6 — Construction d’un ordonnancement avec duplication sur un pro-
cesseur virtuel 7.

La figure 5.6 illustre les chemins de duplication sur un processeur virtuel
7, a gauche ¢ = 1 et a droite ¢ = 0.6. Dans ces deux exemples nous obser-
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vons qu’il existe des temps d’inactivité dans le chemin de duplication. Ces
temps sont diis aux autres relations de précédence qui ne sont pas dues a des
prédécesseurs favoris. Par exemple, dans la figure 5.6, a droite de la tache i,
la copie de la tache 5 ne peut pas étre allouée avant car elle dépend d’une
donnée produite par la tache ¢s.

Lors de la construction d’un chemin de duplication il faut considérer ces
délais. En effet une copie ne peut jamais étre ordonnancée avant la tache
originale correspondante.

Le chemin de duplication D; de la tache i est construit récursivement, a
chaque étape le prédécesseur favori de la derniere tache ajoutée est additionné
a D;. Deux criteres peuvent stopper la construction récursive, la somme des
délais en D; devient plus grande que ¢, ou une tache libre.

Le chemin de duplication D; = (xq,x1,...) est défini récursivement. La
tache ¢ correspond a la tache xq virtuellement allouée a I'instant d;. Si nous
supposons que le chemin a été construit jusqu’a la tache xy, alors la prochaine
tache du chemin x4y, est définie comme le prédécesseur favori de x;. A dénote
la somme des délais dans le chemin (A = Y% A;). Deux situations peuvent
stopper la construction :

— — 1 [

X1

dxkrl dxkrl dxu dxu
FiG. 5.7 — Les deux possibilités lors de la construction du chemin de dupli-
cation. Dans les figures nous observons la tache x;_; et ses prédécesseurs. A
gauche xj_; a un prédécesseur favori. A droite xj_; est une tache libre.

- A > ¢, cest-a-dire la somme des délais du chemin est plus grande
que le plus grand coit de communication. La construction est arrétée
et la tache x; devient 'origine du chemin. Cette condition n’était pas
satisfaite par la tache xp_; donc xp_; est une tache retardée. La partie
gauche de la figure 5.7 illustre un exemple.

— x4 est une tache libre. Pour rester consistant avec le cas antérieur nous
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supposons que xj; est une tache retardée avec un prédécesseur favori
fantome w41 (sans colt de calcul) allouée a I'instant ¢, — ¢. La tache
2p41 devient l'origine du chemin. La figure 5.7 coté droit illustre un
exemple de tache libre.
Nous allons centrer notre attention sur les taches retardées du chemin
dupliqué.

Définition 5.5 Nous notons les taches retardées du chemin de duplication
D; par (bo,...,b.), et par (a,,...,a,) leur prédécesseurs favoris, qui appar-
tiennent ausst au chemin D;. Par convention by est la tache 1 virtuellement
ordonnancée a Uinstant d; avec retard Ny, = d; — f;, et ag = J.

5.3.2 La date réalisable

Pour estimer la date réalisable d’une tache i, nous calculons les temps
possibles d’allocation sur tous les processeurs. Puis nous choisissons le temps
minimal. Si la tache ¢ ne possede pas de prédécesseur favori, pour estimer
la date réalisable sur un processeur 7™ nous choisissons le maximum entre la
date de disponibilité d; et I'instant auquel le processeur 7 devient inactif.

Sinon, pour estimer la date réalisable, nous construisons le chemin de
duplication D; et nous vérifions pour chaque processeur les taches qui doivent
étre dupliquées. L’idée de base est de permettre la duplication seulement a
partir d’une tache a; du chemin, et dupliquer le chemin jusqu’a la tache j.

Nous voulons calculer la date réalisable de la tache ¢ sur un processeur
7, nous dénotons par o.; ce temps et par a la derniere tache allouée sur le
processeur 7. « est une tache originale car 'unique raison pour dupliquer
une tache est de permettre 'exécution d’un de ses successeurs originaux sur
le méme processeur.

Il existe quatre possibilités :

cas 0 : 7 ne possede pas de prédécesseur;
cas 1 : 7 ne possede pas de prédécesseur favori;

cas 2 : ¢ possede un prédécesseur favori j et est ordonnancé sur m; juste
apres 7, ou ¢ est ordonnancée par un schéma de duplication ;

cas 3 : 1 possede un prédécesseur favori et n’est pas ordonnancé par un
schéma de duplication.

Dans le cas 0, il est clair que o,; = f,.
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Dans le cas 1, 0., = max{d;, f,}.

Dans le cas 2 et 3, si le prédécesseur favori de la tache i est « alors
or; = d; (cas 2). Sinon, nous avons j le prédécesseur favori de ¢ avec j # a.
Selon la définition 5.5, nous dénotons par k = k(m) I'indice du plus grand
chemin de duplication qui vérifie :

fa < ty, + c. (51)

Si k n’existe pas alors nous avons o ; = f,. En effet, si nous considérons
la tache by du chemin (celle qui représente la tache i ordonnancée a 'instant
d;) nous avons f, > d; + c. Cest-a-dire la tache «a finit son exécution apres
la date libre de ¢ (CZZ = f; 4+ ¢ji). Donc il n’y a pas besoin de dupliquer pour
ordonnancer ¢ a l'instant o ;, Ce que correspond au cas 3.

Dans le cas 2. Il existe une valeur de k qui vérifie I’équation 5.1. Nous
définissons o, ; comme I'instant de début de la tache ¢ lorsque sont chemin
de duplication est répliqué de by, jusqu’a j. Ce sous-chemin sera dénoté D,
Observons que si k = 0, le sous-chemin est vide. Dans le but de simplifier les
descriptions nous assumons que le délai de communication de aj est exacte-
ment ¢. Lors de la duplication, les taches dupliquées commencent au plus tot
au meéme instant que ses correspondants originaux.

o [a [ Ta[bral[b [a |[ea] 1 |
ay (b | [ afbraf b & [[bei] 1]
|

a L [ fbral b [ b T

e (B[ [ [bralb e [bei]

ol b [ & (bl ]

e | [

7 A A A A F A
H

Q)

brc ug d
Fic. 5.8 — Ordonnancement réalisable de la tache ¢ sur plusieurs processeurs.

La figure 5.8 illustre les possibilités lors de 'allocation de la tache ¢ sur
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les processeurs de m; a w7. Dans cet exemple, la tache «; est la derniere tache
exécutée par le processeur m;. Le chemin de duplication D; est représenté
dans le processeur virtuel Il. Les taches du chemin sont dénommeées selon la
définition 5.5. Le délai de communication a partir des taches ¢; est assumé
comme étant c.

Sur le processeur m; la date de la fin de la tache oy est plus petite que
la date de début de la tache a l'origine du chemin as. Sur le processeurs m,
la date de la fin de la tache as est plus petite que tp, 4+ ¢. Dans les deux
cas précédents le chemin est dupliqué a partir de la tache bs (fo, < fo, <
ts, + ¢). Nous pouvons observer que les copies des taches by ont été retardées
pour respecter les autres relations de précédence. Nous allons voir grace aux
propriétés 5.2 et 5.4 que dans ce cas o, ; = 0, = d;.

Sur le processeur 73 le chemin est dupliqué a partir de la tache b3, comme
pour les processeurs m; et Ty (fas < ts, + ¢). Cependant f,, > f., + ¢ donc
le chemin est retardé par la fin de la tache as. Sur les processeurs 74 et 75 le
chemin est dupliqué respectivement a partir de by et by = 5 . Sur le processeur
76 le chemin dupliqué est vide. Finalement sur le processeur 77, f,, > tp, +¢,
donc il n’y a pas de duplication (ce qui correspond au cas 3).

Les propriétés suivantes seront utiles pour démontrer la garantie de per-
formance de 'algorithme. Les preuves completes se trouvent dans la sec-
tion D.2 de 'annexe D.

Propriété 5.2 Si il existe un délai sur le processeur w entre les taches du
sous-chemin dupliqué Df alors o ; = d;.

Idée de la preuve : S’il existe un délai, il est provoqué par une commu-
nication qui provient d’un prédécesseur non favori. Ce méme prédécesseur
retarde aussi la tache originale, donc a partir de cette copie, les taches du
sous-chemin commencent au méme temps que ces originaux.[]

Nous introduisons uf = max{0, f, — (fa, + ¢)}. Cette valeur correspond
au délai de début du sous chemin D¥, c’est-a-dire le sous chemin débuta a

Pinstant f,, + ¢+ uf (ce délai est visible sur le processeur 73 de la figure 5.8).

Propriété 5.3 Lors d’une allocation par duplication, 'équation 5.2 donne
une borne du temps pour o, ;,

k
Ori S dZ—I-C—I-/,LZ —ZAbl. (52)
(=0

Un résultat immédiat a partir de la propriété précédente est : 0. ; < d;+c.
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Propriété 5.4 Si a, dénote l'origine du chemin de duplication D; de 1 et si
7 est inactif aprés Uinstant f, + c alors o, ; = d;

La date réalisable o; d’'une tache 7 est le minimum des dates réalisables
entre tous les processeurs, c’est-a-dire :

o; = ngrin{am}.

Lemme 5.1 Etant donné © tel que o.; > d;. Nous avons pour tout 7':
Ori < oy = k(m) > k(7).

Une idée graphique de ce lemme est illustrée dans la figure 5.8, plus le chemin
est dupliqué tard, plus la tache ¢ commence tard.

5.3.3 Analyse de Palgorithme

Pour faire I’analyse de I’algorithme nous bornons son temps total d’inac-
tivité en fonction du makespan optimal avec un nombre illimité des proces-
seurs. Une technique similaire a été utilisée dans [57]. Nous introduisons les
notations suivantes pour un ordonnancement optimal sur un nombre illimité
de processeurs : {27, w™ qui sont respectivement le temps d’allocation de la
tache 1 et le makespan.

Lemme 5.2 SiZ[0,t) dénote le temps d’inactivité total entre [0,1) dans Uor-
donnancement o (ce temps inclut aussi les copies non originales d’une tache),
alors pour toute tache 1 nous avons :

I[O, ti) S mtfo.

Preuve : Pour démontrer le lemme nous prouvons le résultat équivalent :
Wr[0,t;) > t; — t° pour tous les processeurs, ou W, [0,t;) dénote le temps
total des taches originales exécutées par le processeur m pendant I'intervalle
[0,%). Nous divisons la preuve en plusieurs cas, en fonction des cas pour la
recherche de la date réalisable d’un tache (voir section 5.3.2 ). La preuve
complete se trouve dans "annexe D section D.3.

Théoreme 5.1 La garantie de performance de algorithme EDTFE est 2.
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Preuve : Soit o une des taches qui finit a 'instant w. D’apres le lemme
précédent Z[0,w) < mt® 4+ (m — 1)p, < mw™ — p,. Nous avons w,,: >
Zlk‘/:'l pi/m, donc par la conservation de la surface de calcul :

V]

mw <37 pe/m 4 Z[0, w) < Mgy +mw™ < 2mavg.
k=1

Algorithm 5.2 Algorithme EDTF.
o=0,U=F={[I7 =0}
tant que I' # () faire

pour chaque tache 1 € U faire

calculer son chemin de duplication avec la date de début des taches
retardées;

calculer sa date réalisable 7. ; pour tous les processeurs;
fin pour
F=FuUU,
choisir la tache 1" avec Tiiny = min;ep . 7r; (la date réalisable minimal);
allouer 1’ sur le processeurs m tel que Tr, ir = Tiin,i’;
P=F— {7}

mettre a jour 7,; pour toutes les taches ¢ dans F', pour tous les proces-
seurs T;

U = ensemble des taches qui sont devenues prétes (successeurs de ¢');

fin tant que

Proposition 5.1 L’algorithme EDTF peut étre implanté en O(n*logn), ou
n est le nombre de taches du graphe de précédence.

Preuve : Pour estimer le temps d’exécution de ’algorithme, nous estimons
les temps de ses quatre principales étapes, la boucle pour, le choix, I’allocation
et la mise a jour. Cette derniere étape possede la plus grande complexité
O(nlogn). Donc, la complexité totale est O(n*logn). La preuve compléte se
trouve dans 'annexe D, section D.4.
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5.4 Conclusion

Nous avons étudié I'influence de la duplication dans la réduction du
surcout di a 'introduction du cotit de communication. Il existe des résultats
pour un nombre illimité de processeurs et pour le cas UET UCT avec un
nombre borné de processeurs. Dans le cas UET UCT le surcotit de communi-
cation pour les algorithmes de liste a été éliminé, c’est-a-dire les algorithmes
de liste ont un rapport de performance 2 — # lorsque la duplication est per-
mise.

Nous avons proposé une extension du résultat antérieur pour le cas SCT.
Nous avons fourni un algorithme de liste avec rapport de performance 2 pour
ce cas. Les techniques de duplication ont permis la minimisation presque
totale du surcout de communication.



Chapitre 6

Ordonnancement des
communications

Résumé

Dans ce chapitre nous étudions I’échange de messages entre pro-
cesseurs. Nous envisageons [’échange de messages de tailles différentes,
dans une machine parallele ou le colit de communication est linéaire.
Nous étendons les résultats de complexité existants pour montrer que
ce probleme est aussi A/P—complet. Nous présentons plusieurs algo-
rithmes d’approximation ainsi que leur analyse de performance. Nous
examinons les points forts de chacun d’entre eux. Nous proposons alors
des algorithmes combinés, lesquels produisent les plus petits makes-
pans. Nous achevons le chapitre avec des expérimentations et des si-
mulations. Celles-ci confirment le bon comportement des algorithmes
combinés.

6.1 Le probleme de I’échange de messages

Nous nous intéressons a la minimisation du temps nécessaire pour effec-
tuer 1’échange de messages dans un ensemble de processeurs reliés par un
réseau d’interconnexion. La motivation de ce travail provient d’applications
réelles, ou il existe des périodes de calcul et d’échanges de donnés alternées.
Le comportement de ces applications peut étre modélisé par le modele BSP
(présenté dans la section 2.4.5). Une premiere version de ce travail a été
présenté dans [46].

Nous analysons le probleme de I’échange de messages de la méme maniere

101
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qu'un ordonnancement de taches. Le graphe de précédence est constitué des
processeurs qui correspondent aux sommets. Les arcs indiquent la source, la
destination et la taille des messages. Au lieu d’attribuer des dates de début
pour les taches (sommets), nous allons ordonnancer les arcs.

Ce probleme d’ordonnancement sur un modele qui ne considere ni les
effets de gestion de communication ni la congestion est facile. Il suffit de
débuter toutes les communications simultanément a I'instant 0, le makespan
correspond a la communication la plus longue. Cependant, cet ordonnan-
cement ne fournira pas une bonne estimation de temps pour les machines
réelles actuelles, ou la gestion de communication et les effets de la congestion
ne sont pas négligeables. Notre positionnement n’est pas opposé au modele
délai, bien au contraire. Toutefois, pour les ordonnancements de commu-
nications il existe le besoin dune estimation plus précise, car ils peuvent
étre exécutés un tres grand nombre de fois pendant un algorithme. Il faut
considérer donc plus finement la gestion des communications.

Le choix du modele de communication de messages entre les processeurs
a été inspiré par les propriétés suivantes : la taille du message influence le
temps nécessaire pour la communication ; un processeur peut communiquer
avec un nombre limité de processeurs de facon simultanée ; la distance entre
les processeurs n’est pas un parametre dominant et la plupart des machines
actuelles sont asynchrones. Avec ces restrictions nous pouvons choisir deux
des modeles vues dans la section 2.4, le modele LogP et le modele ou les
temps de transmission se conforment au modele linéaire. Nous avons choisi le
modele linéaire car nous ordonnancons seulement les communications, nous
ne considérons pas les taches éventuellement ordonnancées sur les proces-
seurs.

Nous limitons le nombre de communications simultanées de chaque pro-
cesseur a 1, c’est-a-dire chaque processeur peut envoyer ou recevoir au plus un
message au méme instant. Cette limitation est bien connue dans la littérature
par 1-port full-duplex. 11 existe des ordinateurs ou la capacité de transmis-
sion/réception n’est pas limitéa 1. Mais, ’hypothese 1-port full-duplex s’avere
intéressante car elle sert aussi a limiter la congestion du réseau. Avec cette
hypothese le nombre de messages qui circulent a un instant donné dans une
machine est au plus égal a son nombre de processeurs.
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6.1.1 Description du probleme

Le probleme de I’échange de messages, MEP, est décrit par un graphe
orienté d’ordre n, dG(V, E). Les sommets V = {po, ..., pn—1} représentent
les processeurs, et les arcs les messages a transmettre. Chaque arc e = (p;, p;)
possede un poids entier w(e), qui correspond a la taille du message a trans-
mettre du sommet p; au sommet p;. 5’1l existe plusieurs messages d'un pro-
cesseurs p; a un processeur p;, il existe un seul arc de p; a p; avec un poids
w(e) égal a la somme de tous messages. Le but est de trouver un ordon-
nancement valide qui minimise le temps d’échange de tous les messages du
graphe.

Au cours de ce chapitre nous allons représenter les données d’entrée du
MEP sous deux autres formes, celle d’un graphe biparti et a l'aide d’une
matrice.

Représentation par un graphe biparti

Etant donné un graphe orienté dG(V, F) nous construisons le graphe bi-
parti bG(V' = ViUV, B). A chaque sommet p; € V' correspond deux som-
mets, p;, € Vi et p, € V5. A chaque arc e = (p;, p;) € F est associé une aréte
e =A{pi,,pj,} € F' de poids w(e') = w(e). La figure 6.1 illustre les deux
représentations du probleme.

FiG. 6.1 — Représentations par un graphe orienté et par un graphe biparti.

Représentation par une matrice

Un graphe du MEP dG(V, ) peut aussi étre représenté par une matrice
carrée A = (m; ;) de dimension n. Les éléments de A sont les poids des arcs
de dG(V, E). S’il existe un message de p; a p; alors m; ; = w((pi, p;)). Sinon
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0 e 0 O
0 0 € €2
0 0 0 0

FiG. 6.2 — Représentation du probleme MEP par une matrice.

m;; = 0. La figure 6.2 montre la représentation du graphe de la figure 6.1
par une matrice.

Ces trois représentations du MEP étant équivalentes, nous choisissons
dans la suite de ce chapitre celle la mieux adaptée au contexte.

6.1.2 Le modele

Dans cette section nous détaillons le modele pour 'ordonnancement des
messages. Nous divisons la présentation en trois sous modeles :

Modele de communication : 1-port full-duplex. Les communications sont
faites les une apres les autres, c’est-a-dire que pour un processeur, a
partir du moment ou une transmission ou une réception commence,
la prochaine opération du méme type ne peut débuter qu’au terme
de la précédente. Nous avons utilisé ce modele pour les analyses. Lors
des implantations des algorithmes, nous avons employé des envois non
bloquants et des réceptions bloquantes [81].

Modele de transmission : linéaire, c’est-a-dire que pour transmettre un
message de taille L d’un processeur p; a un processeur p;, le temps
nécessaire est § + L.

Modele de synchronisme : il n’y a pas de restriction sur la cadence des
processeurs. Cependant, tous les processeurs débutent 1’algorithme au
meéme instant. Les algorithmes sont composés de phases de communica-
tion. Dans chaque phase un motif qui respecte les contraintes de com-
munication est exécuté. Un processeur peut commencer une nouvelle
phase sans attendre la fin de la méme phase sur les autres processeurs.
Le makespan d’un algorithme est la différence entre 'instant initial et
le moment ou la derniere communication s’acheve.
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Deux autres parametres influencent 'ordonnancement : la préemption des
messages et la possibilité de commuter des messages (de I'anglais message
forwarding).

Division de messages : correspond a la préemption dans un ordonnance-
ment de taches. Lorsque la division de messages est permise, les mes-
sages peuvent étre divisés et envoyés en plusieurs transmissions (pas
forcément consécutives).

Commutation de messages : lors de sa transmission, un message peut
étre envoyé directement a sa destination ou peut transiter par des pro-
cesseurs intermédiaires. Le transit se caractérise par le stockage complet
du message dans un processeur intermédiaire. Si le message transite par
d processeurs son coit de transmission est d(5 + Lv). L'intérét de la
commutation de messages est d’utiliser un seul temps d’initialisation
pour la transmission de plusieurs messages. Quand la commutation de
messages (qui vient de l'anglais message forwarding) n’est pas auto-
risée, les messages doivent étre envoyés directement a leurs destina-
taires. Dans ce cas, chaque message n’est transmis qu’une fois.

Il n’existe pas, a priori, de restriction sur I'architecture liée a ces deux
parametres. Nous utilisons ces parametres dans le but de classer la complexité
du probleme ainsi que les heuristiques proposées.

6.1.3 Notations et bornes inférieures

Dans les études de problemes d’ordonnancement de cette these nous avons
envisagés |'efficacité ou la minimisation du surcott da au parallélisme : T, +
Id. Pour I’étude de 'ordonnancement de communications, nous fournissons
deux types de bornes inférieures, une sur le nombre d’initialisations (/) et
lautre sur la bande passante (7).

Etant donné un graphe dG/(V, E'), le degré entrant (de I'anglais in-degree)
A,(p;) d'un sommet p; € V est le nombre d’arcs incidents a p;. Le degré
sortant (de 'anglais out-degree) Ag(p;) d’'un sommet p; € V est le nombre
d’arcs sortants de p;. Nous introduisons A, = max, cv{A.(p;)} et A, =
ey {8 (p1)}.

Nous présentons plusieurs propriétés immédiates.

Propriété 6.1 Le nombre de pas d’initialisation nécessaire pour ordonnan-
cer dG(V, F) sans la commutation de messages est au moins max{A, A, }.
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Lorsque la commutation de messages est permise, un processeur peut en-
voyer plus d’un message par le méme lien avec un seul temps d’initialisation.
La preuve de la propriété suivante est inspirée des algorithmes d’échange
total pour ’hypercube ou les messages sont regroupés [26].

Propriété 6.2 Le nombre de pas d’initialisation disjoints pour achever un
échange personnalisé entre n processeurs avec commutation de messages est
logan.

Nous proposons des limites évidents pour la bande passante, elles sont
relatives au temps dont un processeur a besoin pour envoyer ou recevoir ses
messages. Chaque sommet p; doit envoyer les messages S,, = {e € Ele =
(pispj),p; € V} ce qui prend au moins le temps ¢, = max,,ev Yees,, w(e)y.
Nous avons des résultats similaires du coté de la réception, R,, = {e € Fle =
(pjspi),p; € V}ett, =max, ey ZeeRp] w(e)y. Donc, nous avons la propriété
suivante :

Propriété 6.3 Le temps pour achever les communicalions est au moins
max{t,, t,}.

Nous pouvons mettre ensemble les propriétés pour le nombre de pas d’ini-
tialisation et pour la bande passante. Pour cela, il faut supposer quun modele
est synchrone ou que les valeurs maximales sont dues au méme processeur.

Propriété 6.4 Sila commutation de messages n’est pas autorisée, le makes-
pan d’un ordonnancement de communications est au moins max{A,, A;}3+
max{t,, t,}.

6.2 Travaux précédents

Plusieurs auteurs ont mené des études sur des problemes similaires a
I’échange de messages. Nous allons diviser cette section en trois parties : une
avec des études dans des modeles plus restreints, une avec des problemes
similaires et finalement une avec des résultats connus sur le MEP.

6.2.1 Modeles plus restreints

Certaines recherches ont considéré le probleme de 1’échange de messages
dans des réseaux avec une topologie donnée. Parmi d’autres nous faisons
référence aux études pour la grille [36, 87, 96] et pour I'hypercube [8, 11].
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Gonzalez [52, 53] a examiné le probleme dans un réseau complet avec et
sans la commutation de messages. La plupart des solutions de la littérature
considerent des messages de méme taille.

6.2.2 Problémes similaires

[’étude de 'affectation des créneaux de temps dans un satellite (de 1’an-
glais time slot assignement for satellite systems) ressemble au MEP. Le
nombre de canaux différents (transponders) du satellite limite le nombre de
messages qui peuvent transiter simultanément. Ce probleme peut étre vu
comme le MEP dans un réseau complet ou chaque processeur peut envoyer
un message destiné a lui-méme et les messages peuvent étre divisés. L’algo-
rithme est synchrone et ne prend pas en compte le coit d’initialisation. Une
solution optimale a été proposée par Bongiovanni, Coppersmith et Wong [12].
D’autres auteurs ont étudié des variations de ce probleme [7, 13].

Un autre probleme semblable est 'ordonnancement dans des réseaux de
fibre optique étoile passifs [92] (de 'anglais TDM/WDM scheduling in pas-
sive star fiber optics network). Une étoile passive avec N noeuds admet ¢
longueurs d’ondes distinctes (généralement C' < N). Chaque noeud possede
un transmetteur et un récepteur. Chaque transmetteur peut étre réglé, en
temps A, a une longueur d’onde. Chaque récepteur est affecté a une longueur
d’onde fixée. La circulation est donnée par une matrice N x N, D = (d;;),
ou d;; correspond au nombre de mots a envoyer du noeud 7 au noeud j.
L’objectif du probleme est de trouver un ordonnancement valide dans lequel
chaque transmetteur utilise une seule longueur d’onde a chaque instant. La
recherche d’un ordonnancement avec makespan minimal sans préemption est
NP —difficile pour A = 0 et C > 2 [72] et pour A > 0 et C' > 2 [92]. Dans ce
probleme le cotit d’initialisation ainsi que le nombre maximal de messages qui
circulent au méme instant sont pris en compte. Cependant le fonctionnement
est synchrone.

6.2.3 Résultats précédents pour le MEP
Messages indivisibles

Une des premieres études a été réalisée par Coffman, Garey, Johnson et
Lapaugh [20]. Dans un graphe non orienté les sommets correspondent aux
processeurs et les arétes aux fichiers et leur temps de transfert. L’objectif
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est la minimisation du temps nécessaire au transfert de tous les fichiers. Ils
ont examiné 'ordonnancement de transfert de fichiers. Ils n’ont autorisé ni
la commutation ni la division de messages. Dans leur modele, le nombre
de liens d’un processeur utilisés par des communications simultanées est un
parametre du probleme. A partir de la propriété suivante, nous dérivons deux
corollaires :

Propriété 6.5 Etant donné un probleme MEP, nous pouvons trouver un
probleme d’ordonnancement de transfert de fichiers équivalent.

Preuve : la preuve est simple, a partir de la représentation du MEP par
un graphe biparti. Car, lorsque la division de messages n’est pas autorisée, le
cout d’initialisation peut étre considéré dans le cotit de la taille du message.[]

s(g)=0
S(&)= p+ay
(&)= p+5y
s(e)=0
s(g)=0

transmissions receptions

¥ B0 : nE o VA -
7 7 &~ v
P, e e | N & |

FiG. 6.3 — Ordonnancement avec des messages indivisibles.

La figure 6.3 illustre un exemple d’ordonnancement et son schéma
d’exécution correspondant. Les poids des arétes sont des entiers. Pour obtenir
un probleme de transfert de fichiers équivalent, il faut considérer comme cout
d’aréte w(e;) + 8. Une différence par rapport a 'ordonnancement de taches
est que chaque communication apparait sur deux processeurs distincts, un
pour la transmission et ’autre pour la réception. Dans la figure, la fonction
s fournie le début de la communication. Le coté gauche du schéma peut étre
vu comme la transmission et le droit comme la réception.

Avec la propriété 6.5 nous pouvons énoncer deux corollaires qui sont des
conséquences directes des théoremes de [20].



6.2. TRAVAUX PRECEDENTS 109

Corollaire 6.1 Un ordonnancement optimal pour le MEP, quand tous les
arcs ont le méme poids, peut étre trouvé en temps polynomial.

Corollaire 6.2 La recherche de Uordonnancement optimal pour le MEP est

un probléeme N'P—difficile.

Messages divisibles

Choi et Hakimi [17] ont analysé le probleme de 1’échange de messages
dans un réseau totalement connecté synchrone. Ils n’ont pas étudié la com-
mutation de messages, cependant ils ont autorisé la division de messages.
Pour présenter un ordonnancement quand la division de messages est auto-
risée, il faut fournir en plus des dates de début de chaque communication
la durée des temps de transmission. A chaque instant de I’ordonnancement,
les communications actives forment un sous graphe ou la capacité des portes
n’est pas dépassée.

La figure 6.4 illustre un exemple d’ordonnancement, Nous avons utilisé la
représentation du MEP par un graphe orienté.

w(e)=3
w(e)=3
w(e)=2
w(e)=5
w(e)=4

FiG. 6.4 — Ordonnancement avec messages divisibles.

L’ordonnancement de la figure 6.4 dépend du modele. S’il est synchrone
un schéma d’exécution est donné dans la figure 6.5 a gauche. Dans ce cas,
chaque envoi d’un méme message, consécutif ou non, implique un cott d’ini-
tialisation. Lorsque le synchronisme n’est pas imposé, le schéma d’exécution
est illustré dans la figure 6.5 a droite. Dans ce cas, le colt d’initialisation
n’existe que pour les envois non consécutifs d’'un message.
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3 B LN

FiG. 6.5 — Schémas d’exécution de messages divisibles.

Choi et Hakimi [17] ont démontré les théoremes suivants :

Théoreme 6.1 Quand le cout d’initialisation est nul (8 =0) un ordonnan-
cement optimal du MEP peut étre trouvé en temps polynomial.

Théoreme 6.2 Lorsque 3 > 0, le probleme de décision de l'existence d’un
ordonnancement pour le MEP synchrone avec makespan au plus M est un
probléme N'P—complet.

h-relation

Un autre probleme qui ressemble au MEP est la h-relation (voir sec-
tion 2.4.5). Plusieurs auteurs ont proposé des algorithmes pour la h-relation.

Wang et Ranka [102, 103] ont implanté deux méthodes. L'une d’entre
elles utilise un motif fixé fondé sur des permutations linéaires avec des
échanges entre paires de processeurs. L’autre approche est un ordonnance-
ment aléatoire capable d’éviter la congestion. Bader, Helman et JaJ4 [6] ont
proposé un algorithme en deux phases avec des performances meilleures que
Ranka et Wang. Leur méthode consiste en deux phases d’échange total per-
sonnalisé avec des blocs de taille égale. Nous avons comparé les algorithmes
que nous allons présenter avec les algorithmes de [6], les résultats se trouvent

dans [50].

6.3 Notre contribution

Nous nous sommes intéressés au comportement du MEP dans des ma-
chines réelles, lesquelles sont aujourd’hui, pour la plupart, asynchrones. Nous
proposons d’abord une généralisation du théoreme 6.2 lorsque le fonctionne-
ment n’est pas synchrone.
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Théoreme 6.3 Quand le temps d’initialisation n’est pas négligeable, 7 > 0,
décider dans un modéle asynchrone s’il existe un ordonnancement d’un MEP
dG(V', E") avec makespan au plus M est un probléme N'P—complet.

La preuve est une réduction du probleme 3-partition [39], elle se trouve en
détail dans la section E.1 de I'annexe E, car elle est longue et tres technique.

Nous présentons des algorithmes d’approximation pour ce probleme. Un
compromis similaire a celui de 'ordonnancement de taches apparait. Nous
voulons trouver un bon compromis entre le nombre d’initialisations et 'usage
de la bande passante. Nous proposons des algorithmes avec le nombre mini-
mal de pas d’initialisation ainsi que des algorithmes ou 1'usage de la bande
passante est le meilleur. Nous fournissons aussi des algorithmes ou il existe un
compromis entre les deux. Dans tous les algorithmes existent des phases de
communication, qui ne sont pas forcément synchrones. Ces algorithmes ont
déja été proposés dans la littérature pour résoudre des problemes différents.
Nous proposons ensuite de nouveaux algorithmes combinés.

Dans ce chapitre notre but est de fournir une estimation assez précise
des heuristiques. Il nous faut donc prendre en compte des aspects du support
d’exécution. Pour des supports fondés sur la technologie de I’échange de mes-
sages, lors de la transmission d’un message, il faut que le récepteur connaisse
la taille, ou au moins une estimations de la taille du message. Ce besoin est
lié aux allocations des tampons mémoire. Donc, pour les algorithmes que
nous examinons, il faut prévoir un pré-traitement dans lequel les processeurs
vont recevoir les tailles des messages qui leurs sont destinés.

Lors de la présentation des algorithmes nous avons : n le nombre de
processeurs, {po, ..., pn—1} les processeurs et m, ; le message du processeur
pi au processeur p;. Nous dénotons aussi le plus grand et le plus petit message
respectivement par M et m.

6.3.1 Algorithme avec commutation de messages

Ce premier algorithme a été présenté d’abord pour 1’échange de mes-
sages dans un hypercube, nous le dénommons donc par HL (de I'anglais
hypercube-like). 11 atteint la borne inférieure du nombre de pas d’initiali-
sation. Nous présentons 1’algorithme pour un nombre de processeurs puis-
sance de 2 (n = 27). Nous introduisons a partir de la représentation binaire
de p;, b; = (b
(b b

irs- - 0i,), pi le processeur dont la représentation binaire est

bijy. .. bi,).

1190t
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Algorithm 6.1 Algorithme HL.

pour t =1 jusqu’a p faire

pour tout ¢ (0 <i < n) faire
échanger tous les messages entre p; et pl;
fin pour

fin pour

Analyse

Pour perfectionner I’algorithme, les échanges de messages peuvent étre
réalisés d’une facon limitée. Au lieu d’échanger tous les messages, seuls ceux
qui doivent étre commutés sont envoyés. Ainsi a chaque étape il n’existe
qu'une copie de chaque message m; ;. Dans le but d’implanter le mécanisme
de controle, il suffit d’observer que pour chaque message, il existe un chemin
unique a sa destination.

[’algorithme a log, n phases, dans la phase ¢ (¢t = 1,...,log,n), chaque
processeur ¢change 7; de ses messages, et §— g des messages re¢us auparavant
avec un nouveau voisin. A chaque phase t le temps nécessaire pour compléter
I’échange est borné par 8 + 5 M~. Donc, le temps total de ’algorithme est
au plus log, n.3 + log, n.5M~.

Nous illustrons dans la figure 6.6 les schémas d’exécution du probleme
MEP donné par la matrice 6.1. Cette matrice a été générée a partir d’une dis-
tribution normale avec moyenne 20000 et écart type 10000. Nous présentons
les schémas d’exécution de plusieurs algorithmes sur une machine sans
contention avec 8 processeurs. Le temps d’initialisation est 0.5 millisecondes
et l'inverse de la bande passante est 0.00035 millisecondes. Dans toutes les
schémas d’exécution I’échelle de I'axe x est donné en millisecondes.

0 27304 18848 23943 7795 31195 18757 42838
27399 0 8229 9859 24571 44168 38956 38309
10430 11806 0 15320 15126 20844 27330 22510
27251 20086 7153 0 24918 30176 18139 14030
24814 3246 3323 30984 0 22312 0 0

0 45242 15672 19776 9556 0 17499 19896
25376 23198 34487 20776 4792 15060 0 14228
26357 25295 18615 12747 27613 25310 28632 0

(6.1)
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Dans les schémas d’exécution, les transmissions des processeurs sont
illustrées, chacune comprend le temps d’initialisation plus I'usage de la bande
passante. Pour aider la visualisation des phases de communication, les rec-
tangles sont dessinés différemment selon la phase. Dans les schémas de la
figure 6.6 nous observons facilement les trois (log, 8) phases de communica-
tion. La différence entre I’exécution synchrone (a droite) et asynchrone (a
gauche) est visible lors du début de chaque phase d’échange de messages.

FiG. 6.6 — Schémas d’exécution pour 'algorithme HIL.

Nous avons aussi proposé une généralisation de ’algorithme du HL pour
un nombre pair de processeurs. L’algorithme et son analyse complete sont
dans la section E.2 de I'annexe E.

Le plus grand désavantage de I'algorithme HL est la retransmission des
messages. Chaque message m; ; possede une destination unique. Seulement
(n — 1) — logan messages de chaque processeur ne sont pas commutés. Par
exemple, il existe n messages qui sont commutés log, n — 1 fois, ce qui donne
un surcout de log, n — 1 retransmissions. Toutes les retransmissions de mes-
sages engendrent un surcott. Ce surcot peut étre ignoré dans le cas de
grand temps d’initialisation avec des messages petits. D’un autre coté, avec
des messages grands le surcout sera le parametre prédominant. Si la commu-
tation de messages n’est pas autorisée, un algorithme qui résout le probleme
possede plus de n — 2 phases.

6.4 Algorithme a motif fixé

Nous présentons un algorithme de base qui n’utilise ni la commutation ni
la division de messages. Cet algorithme, comme le précédent, ne profite pas
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des informations sur la taille des messages.

Algorithm 6.2 Algorithme a motif fixé.
pour t =1 jusqu’an — 1 faire

pour tout ¢ (0 <i < n) faire
pi envoie le message 1m; ;44 modn & Pitt mod n
pi recoit le message Mi_t mod ni d€ Pi—t mod n}
fin pour

fin pour

Dans I’algorithme 6.2, chaque processeur exécute n — 1 phases. Le temps
nécessaire, dans un mode synchrone, pour achever chaque phase t est 5 +
max;{Mm; i+t modn }7y. Donc le temps total d’exécution est donné par (n—1)8+
St maxi{mi it mod n }Y < (n—1)B+(n—1)M~. L’analyse du cas asynchrone
est plus compliqué, il faut considérer les temps d’inactivité (c’est-a-dire sans
communication) dis a la différence de taille entre les messages.

Nous examinons un exemple ou l'algorithme a motif fixé construit un
ordonnancement avec de grandes périodes d’inactivité dans le cas synchrone
ainsi que dans le mode asynchrone. Dans I'exemple il existe deux tailles
de messages, une petite m et une grande M. La matrice donnée ci-dessous
possede 7 messages grands et 49 messages petits.

S¥3333I S e
333333 ex

<333 I o33
IS XS3<o333
3303333
33233333
S o3 X3333
333333

L’ordonnancement généré par 1’algorithme a motif fixé dans le cas syn-
chrone transmet un grand message a chaque phase. Il a un temps d’exécution
(n—1)8+(n—1)M~. Son schéma d’exécution est illustré dans la figure 6.7.

Lorsque le fonctionnement synchrone n’est plus imposé, ’algorithme a
motif fixé fourni un algorithme avec makespan plus petit. Cependant, la
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Fic. 6.7 — Ordonnancement a motif fixé dans le modele synchrone. A
I'intérieur des rectangles le processeurs destin est indiqué.

bande passante est encore largement sous utilisée. Le cas au pire corres-
pond au cas ou il y a deux chaines de grands messages retardés. Dans ce
cas le makespan devient (n — 1)3 + (252(M + m) 4+ M)y pour n pair et
(n—1)8+ (M + S)“5*y pour n impair. La figure 6.8 montre un ordonnance-
ment ou les chaines de communications retardées (1,2,3,4) et (6,7,0) sont
visibles.

o[ 1 BRNRN7/// /7

NnG7 CEmEERmOnn
« E[ & TR0
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1 V2772921 2 (s[4 15 [« V7722727722277

Fic. 6.8 — Ordonnancement a motif fixé dans le modele asynchrone.

D’un autre coté il existe un ordonnancement qui atteint la borne inférieure
dans la bande passante ((n—2)m+ M)y. L’ordonnancement qui atteint cette
borne envoie tous les messages grands dans une méme phase. Nous présentons
dans la section suivante un algorithme avec de meilleures garanties de perfor-
mance. L’algorithme a motif fixé produit un ordonnancement optimal lorsque
tous les messages ont des tailles égales (voir corollaire 6.1).

Nous illustrons dans la figure 6.9 les schémas d’exécution du probleme
MEP donnés par la matrice 6.1 pour l'algorithme a motif fixé. Le schéma
asynchrone est a gauche et le synchrone a droite.
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FiG. 6.9 — Schémas d’exécution pour I’algorithme a motif fixé.

6.4.1 Algorithmes avec connaissance globale

Nous présentons trois algorithmes qui profitent de la connaissance globale
du probleme. L’idée de fond est d’utiliser cette information pour équilibrer
les messages transmis dans chaque phase. Les deux premiers algorithmes ne
font pas de division de messages. Le principe des algorithmes est :

Algorithm 6.3 Principe de I'algorithme avec connaissance globale.

faire un échange des tailles de messages ;
trouver un ordonnancement ;

transmettre les messages selon 'ordonnancement ;

L’algorithme 6.3 consiste en trois étapes. La premiere étape fournie la
connaissance globale du probleme a tous les processeurs. Dans un langage pa-
rallele fondé sur des primitives d’envoi et réception, I’obtention de la connais-
sance globale peut étre vue comme une partie du pré-traitement. Au lieu de
n’échanger que les tailles des messages a échanger, c’est-a-dire chaque pro-
cesseur j recoit les tailles de messages m; ;, toutes les tailles de messages sont
échangées. Soit s, le nombre de mots nécessaires pour stocker la taille d’un
message. Le colt de pré-traitement standard est de (n—1)5+(n—1)sy (pour
'algorithme a motif fixé) ou de log, n.3 +log, n.%sy (pour 'algorithme HL).
Donc, le surcoit di a I’échange de n — 1 tailles de messages par processeur
est (n —1)(n —2)sy ou [log, n]5(n —2)sy, respectivement avec ’algorithme
HL ou l'algorithme a motif fixé.

Les étapes deux et trois peuvent étre superposées. Pendant que le calcul de
la deuxieme étape est en cours, la communication de la troisieme étape peut
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commencer. Cette superposition n’affecte pas le synchronisme car durant une
grande partie du temps de communication les processeurs sont libres pour le
calcul.

Dans les descriptions des algorithmes, nous déterminons une séquence de
sous graphes ou chaque sommet est 1’origine d’au plus 1 arc et est la des-
tination d’au plus 1 arc aussi. A partir de la représentation du probleme
par un graphe biparti, ces sous graphes correspondent a des couplages. Dans
la représentation par matrice, ils correspondent a des matrices de permu-
tation avec poids. Nous avons choisi la représentation par matrice pour les
implantations.

Pour chaque algorithme nous déterminons une couplage M; du graphe
bG(V.E). Les poids des arétes en M; est soustrait de bG(V, E), opération
qui enleve aussi des arétes avec poids 0. Apres, nous cherchons un deuxieme
couplage dans le graphe résultant, et ainsi de suite. L’algorithme s’arréte
lorsque toutes les communications sont réalisées par la séquence de couplages.

La technique pour rechercher des couplages précise les différences entre les
algorithmes. Toutes ces techniques sont bien connues en algebre linéaire [70].
Les algorithmes complets sont donnés dans la section E.3 de I’annexe E.

stratégie Max-Min : A chaque étape nous recherchons un couplage maxi-
mal par rapport au poids de la plus petite aréte.

,,,,,,,,,,,

FiG. 6.10 — Schémas d’exécution pour 1’algorithme Max-Min.

stratégie Max-Somme : A chaque étape nous recherchons un couplage
maximal par rapport a la somme des poids des arétes.
Nous illustrons dans les figures 6.10 et 6.11 les schémas d’exécution du
probleme MEP donné par la matrice 6.1 pour les algorithmes Max-Min
et Max-Somme.



118  CHAPITRE 6. ORDONNANCEMENT DES COMMUNICATIONS

e ——=

FiG. 6.11 — Schémas d’exécution pour 1’algorithme Max-Somme.

Lorsqu’elles sont utilisées, ces deux stratégies permettent un échange de
messages de tailles plus uniformes a chaque phase de communication.
La complexité des algorithmes Max-Min et Max-Somme est O(n?) [70].

stratégie uniforme : A chaque étape nous recherchons un couplage ou les
poids de toutes les arétes sont identiques. Une étape de pré-traitement
locale est nécessaire. Etant donné le graphe dG(V, F), nous utilisons la
représentation par matrice A = (m, ;). A partir du probleme original,
nous ajoutons des messages fantomes, de facon a obtenir une matrice
quasi doublement stochastique @ (de I'anglais quasi-doubly stochastic).
Dans cette matrice toutes les lignes et colonnes ont des sommes égales.
Dans la matrice A, r; dénote la somme des tailles de la ligne ¢ et ¢;
la somme des tailles de la colonne j. Soit o = max?_,{r;,¢;}. Nous
utilisons 1’algorithme 6.4 pour obtenir ().

A la fin de I’algorithme la somme des tailles de messages de chaque
lignes ou colonnes de () sera o. Il est intéressant d’observer que la
borne inférieure de temps de communication de la matrice () est la
meéme que pour la matrice originale A.

A partir de la représentation par graphe biparti bQ(M, E) de @, nous
recherchons des couplages comme dans la stratégie Max-Min. Le trafic
généré par des messages fantomes ne doit pas étre effectué lors de la
phase de communication.

Le nombre des phases de communication de cet algorithme est presque
toujours plus grand que n—1 (en général O(n?)). Cet algorithme génere
un ordonnancement optimal quand le temps d’initialisation n’est pas
considéré (voir théoreme 6.1).
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Algorithm 6.4 Pré-traitement pour ’algorithme uniforme.

QA
pour ¢ = 1 jusqu’an faire
pour y =1 jusqu’an faire
sii # j alors
Gij < ¢ij + min{o —r;, 0 —¢;}
fin si
fin pour
fin pour
pour ¢ =1 jusqu’an faire
¢ii < Qi +min{oc —r;,0 — ¢}

fin pour

Pour tous les algorithmes avec connaissance globale, lorsque les messages
sont petits, les deux premieres phases peuvent prendre autant de temps que

la phase de communication.

Nous illustrons dans la figure 6.12 les schémas d’exécution du probleme

MEP donné par la matrice 6.1 pour 1’algorithme uniforme. Il est clair que
les dernieres phases de communication sont constituées d’échanges de petits
messages. Dans la figure 6.12 les phases a partir de I'instant 70ms ont la

méme ordre de temps que le temps d’initialisation 3.

FiG. 6.12 — Schémas d’exécution pour 1’algorithme uniforme.
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Dorénavant nous faisons référence aux algorithmes vus comme : HL, fixé,
Max-Min, Max-Somme et uniforme.

6.4.2 Etude qualitative

Les algorithmes qui ont été proposés possedent des caractéristiques dis-
tinctes. Selon le MEP, I'un d’entre eux peut s’avérer plus adapté, construisant
donc un ordonnancement meilleur par rapport aux autres. Le choix de 1’al-
gorithme qui construit 'ordonnancement avec le plus petit makespan dépend
des parametres du modele linéaire (3 et «) et de la moyenne et de la va-
riance des messages (que nous allons dénoter par A et v). Pour le calcul de
la moyenne, lorsqu’il n’y a pas de message d’un processeur a un autre, un
message de taille 0 est considéré.

Deux constatations sont immédiates, I’algorithme HL. minimise le nombre
de pas d’initialisation et 1’algorithme uniforme minimise la perte de bande
passante. Le makespan de l'ordonnancement créé par l'algorithme HL est
O(log, n(B + AZy)), et par 'algorithme uniforme est O(n*f + nA~y).

Quand le temps d’initialisation domine le temps de transmission, c’est-a-
dire 3 > A%y, le makespan de I'ordonnancement construit par I’algorithme
HL est O(log, n./3). Pour les autres algorithmes le temps est O(n/3), sauf pour
’algorithme uniforme qui a un temps O(n?3). D’un autre coté, si 8 < % alors
il est intéressant de minimiser la perte de bande passante, donc I'algorithme
uniforme construit les meilleurs ordonnancements avec makespan O(nA~).

Dans les cas intermédiaires il existe un compromis entre les valeurs de
B,7v et A. Le choix de I'algorithme dépend de la variance de la taille des mes-
sages. Si la variance est petite par rapport au temps nécessaire pour fournir
la connaissance globale, alors 1'utilisation d’un algorithme plus raffiné n’ap-
porte pas d’amélioration. Nous dénommons ce temps par t,. Le calcul du
temps ¢, releve de I'algorithme utilisé ainsi que du support a la communica-
tion. Par exemple, si une bibliotheque de passage de messages est utilisée, il
faut de toute fagon prévoir une phase d’échange des tailles de messages, par
conséquent la valeur de 7, est presque négligeable.

Nous avons examiné que pour ’algorithme a motif fixé, dans le cas au pire,
le makespan peut étre borné par un facteur additif de (m + M)%’y, lequel
est plus grand que y/v(n —2)v. Donc si \/v(n —2)y < t,, 'algorithme a motif
fixé construit un ordonnancement avec temps total O(y/v(n—2)y < t,+np3).
Sinon le surcotit ¢, peut étre compensé par un meilleur ordre d’échange des
messages. Nous n’avons pas considéré les temps de calcul pour les couplages,
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car ce temps peut étre recouvert par les temps de communication.

Il n’est pas facile d’analyser la différence entre le temps des algorithmes
Max-Somme et Max-Min, car elle dépend aussi de la distribution des mes-
sages. Nous avons choisi d’examiner ces différences avec des expérimentations
et des simulations.

6.4.3 Un algorithme combiné

Lors de nos expériences et simulations nous avons remarqué que 1’algo-
rithme uniforme est le meilleur au cours des premieres phases de communica-
tion, quand un grand nombre de messages est échangé. Néanmoins, les phases
finales sont presque toujours des échanges de petits messages. Dans le but
d’améliorer les performances nous utilisons 'algorithme uniforme pour les
premieres phases et ensuite nous utilisons un autre algorithme. Nous avons
trois choix : 'algorithme HL, I'algorithme Max-Min et 'algorithme Max-
Somme. Nous ne choisissons pas 1’algorithme a motif fixé car la connaissance
globale des tailles de message est disponible.

Algorithm 6.5 Principe des algorithmes combinés

faire ’échange des tailles de message:;
appliquer les k& premieres phases de 1’algorithme uniforme;

appliquer un algorithme avec un nombre donné de phases pour les messages
restants;

Dans 1’algorithme 6.5 il faut répondre a deux questions principales : la
valeur de k et le choix de I'algorithme. Nous présentons ’analyse de I’algo-
rithme combiné avec les algorithmes Max-Min et HL.. Nous ne présentons pas
I’analyse pour ’algorithme Max-Somme car il possede des caractéristiques si-
milaires a I"algorithme Max-Min.

Nous dénotons par A = (m, ;) la matrice de communication originale
et par ) = (¢;;) le pré-traitement correspondant a l’algorithme uniforme.
Pour chaque phase p, 1 < p < k, de l"algorithme uniforme nous notons par
sp la taille des messages échanges a la phase p, et S, = (st,) le couplage
de la phase p. Il est immédiat que 5, est le produit du numéro s, par une
matrice de permutation. Les k phases de 1’algorithme uniforme ont pour

makespan k5 + Z’;Zl s,v. Apres ces phases, la matrice de communication

p

. ! ! = [ R, k
devient A" = (m] ), ot m} ; = max{0,m;x — >, _, st}

p=1
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Si Ialgorithme HL est alors appliqué, nous aurons au plus [log, | phases et
la communication sera bornée par max{m; .} log, n.%~. Sinon, lorsque I’algo-
rithme Max-Min est appliqué, nous aurons au plus n—1 phases additionnelles
et la communication sera bornée par max{m; ; }n7y. Les makespans fournis par
les algorithmes combinés sont bornés par :

k n
(k4 [logn])B + (Z Sp + max(m;j) log, ng) ~

p=1

pour 'algorithme combiné HL, et

k
(k4+n—-1)p+ (Z_: Sp + max(m;j)n) .

pour I’algorithme combiné Max-Min. Dans les deux équations il existe un
facteur qui augmente avec k et 'autre qui diminue avec k. Selon 1’algorithme
combiné choisi il existe une valeur entiere positive qui minimise le makespan.
Nous dénotons par k* la valeur de k qui fourni le plus petit makespan pour
un algorithme donné.

Le choix de I'algorithme dépend principalement du temps d’initialisation
et de la bande passante. Evidemment si f est tres important, ’algorithme
combiné HL avec k* = 0 sera le meilleur. D’un autre coté si J est négligeable
I’algorithme combiné Max-Min avec k* grand, c’est-a-dire peu de phases de
I’algorithme Max-Min, aura les meilleures performances. La détermination
analytique de k* est impossible, donc nous allons étudier les performances
des algorithmes combinés a travers de simulations.

6.5 Résultats expérimentaux

La partie expérimentale de ce chapitre se divise en deux. Une partie avec
des implantations dans une machine parallele et une autre avec des simula-
tions.

6.5.1 Implantation

Nous avons implanté les algorithmes avec n — 1 phases de communica-
tion dans un ordinateur parallele, le IBM SP2. Notre but principal a été la
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validation du modele utilisé. L'implantation a été faite avec la libraire MPI
F fourni par IBM. Nous avons comparé les algorithmes avec 1’algorithme
standard MPI_Alltoallv fourni avec la librairie.

Les instances du MEP choisies pour les mesures de temps ont été générées
a partir de matrices carrées. Les tailles de messages ont été tirées au hasard.
Les probabilités ont été fournies selon une distribution normale avec moyenne
et écart type donnés.

Nous présentons les résultats obtenus avec 30 instances distinctes du
MEP. Pour l'estimation du temps de chaque instance, nous avons fait la
moyenne de 20 mesures. La variance de temps de mesures a été plus petit
que 0.01%. Nous allons présenter les résultats obtenus pour des instances
générées a partir d’une moyenne de 800k octets et écart type de 400k octets.

MEP sur 5 processeurs MEP sur 6 processeurs
s ‘ &~ MPI 12 F ‘ ‘ &~ MPI ]
\ . e
I‘\ + - -+ motif fixe s + - -+ motif fixe
14 - ! os Max-Min | . N o-s Max-Min
I Max-Somme | il Max-Somme
136 I 1 o1ar I . 1
Ao ‘l A fy + D‘%\/ “ [N ‘Eﬁ\
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FiG. 6.13 — Rapport de performance relative a ’algorithme Max-Somme sur
5 et 6 processeurs.

Les figures 6.13 et 6.14 sont présentées par rapport a la performance de
I’algorithme Max-Somme, c’est-a-dire pour chaque MEP, nous divisons les
temps des algorithmes par le temps de 'algorithme Max-Somme. De cette
facgn nous pouvons voir facilement la performance des algorithmes. Dans
la figure 6.13 a gauche, les performances sur 5 processeurs sont présentées.
L’algorithme le moins performant est celui fourni avec la librairie MPI F. A
droite, dans ’exécution sur 6 processeurs, les performances des algorithmes
sont similaires.

Lorsque le nombre de processeurs est plus grand (voir figure 6.14), nous
observons les meilleures performances pour 1’algorithme Max-Somme.
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MEP sur 11 processeurs MEP sur 12 processeurs
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Fic. 6.14 — Rapport de performance relative a I’algorithme Max-Somme sur
11 et 12 processeurs.

Une idée générale de la performance des algorithmes est donnée dans la
table 6.1. Chaque moyenne présentée correspond au calcul de la moyenne
pour les 30 instances différentes avec un nombre donné de processeurs. Nous
fournissons aussi ’écart type entre parentheses. Les temps sont donnés en
millisecondes. Le meilleur temps obtenu pour un nombre donné de proces-
seurs est indiqué en gras. [’analyse des résultats de la table 6.1 nous montre
que malgré les variations de performances selon l'instance, le calcul de la
moyenne s’avere représentatif car I’écart type n’est pas tres important. Nous
observons aussi le bon comportement de ’algorithme Max-Somme qui a tou-
jours de tres bonnes performances.

Les temps obtenus avec 'algorithme Max-Somme sont de 'ordre de 5%
meilleurs que les temps de la fonction MPI_Alltoallv. Cette différence est
plus visible avec un nombre impair des processeurs. Nous trouvons ce résultat
tres motivant car nos algorithmes ont été implantés avec des primitives
MPI_send and MPI _recv, tandis que la fonction MPI_Alltoallv a du étre

implanté avec des primitives de plus bas niveau ®.

6.5.2 Simulation

Nous allons étudier a travers des simulations les performances des algo-
rithmes combinés. Dans un premier temps, nous confirmons que la distribu-

e code source de MPI_Alltoallv n’est pas disponible.
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Nombre de process. MPI motif fixé | Max-Min | Max-Somme
3 159 (30) | 126 (24) | 127 (24) 128 (24)
4 195 (27) | 204 (24) | 206 (36) 204 (29)
5 324 (34) | 278 (33) | 274 (32) 278 (32)
6 345 (42) | 356 (39) | 355 (33) 351 (33)
7 474 (37) | 442 (34) | 437 (30) 426 (31)
8 494 (35) | 511 (32) | 501 (33) 490 (37)
9 615 (32) | 593 (26) | 582 (32) 561 (33)
10 643 (38) | 674 (34) | 653 (42) 659 (39)
11 769 (44) | 738 (30) | 737 (40) 704 (35)
12 783 (42) | 829 (45) | 815 (39) 782 (36)
13 915 (47) | 914 (41) | 903 (44) 860 (44)
14 937 (41) | 990 (53) | 996 (41) 942 (53)

TAB. 6.1 — Résumé des résultats expérimentaux.

tion des messages ne joue pas un role tres important dans le makespan des
algorithmes. Ensuite nous comparons les algorithmes combinés entre eux et
avec les algorithmes simples. Les comparaisons sont faites avec des instances
qui caractérisent des particularités du MEP.

cas 6] 1/y moyenne | écart type | n. de proc. machine

1 | 1.3 ms | 3.5e-05 | 100000 100000 12 IBM-SP2

2 | 0.8 ms | 2.8e-04 | 100000 200000 8 réseau de Pcs
3 | 8.6 pus | 3.3e-6 64000 32000 16 Cray T3D

TAB. 6.2 — Cas de I'analyse de la variance. 1/ est donné en mots/seconde.

Dans la table 6.3 sont illustrés les valeurs de la moyenne et de 1’écart type
des algorithmes. Pour les algorithmes combinés, nous présentons la moyenne
des meilleurs résultats. Des parametres de trois machines réelles sont montrés.
Pour chaque cas de la table 6.2 nous calculons la moyenne et I’écart type de
I’exécution de 20 MEPs. Dans la table 6.3 les temps sont fournis en millise-
condes, I’écart type est présenté entre parentheses.

La variation provoquée par la distribution de messages dans un exemple
de MEP donné s’avere n’étre pas tres importante. A partir de cette constata-
tion nous pouvons espérer que la dépendance du temps d’exécution pour des
exemples différentes, générés de la méme courbe normale, ne sera pas tres
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cas fixé Max-Min Max-Somme Uniforme
1 90.8 (6.2) 91.9 (7.6) 87.4 (5.7) 152.2 (7.4)

2 584 (111) 564 (99) 533 (97) 512 (97)

3 | 4.85(0.17) 4.67 (0.19) 4.54 (0.23) 4.8 (0.2)
HL Comb. Max-Min | Comb. Max-Somme | Comb. HL

132.6 (13.5) 87.9 (5.1) 85.5 (6.1) 96.9 (7.0)

2 739 (132) 500 (95) 499 (95) 506 (97)
3 8.22 (0.36) 4.40 (0.20) 4.39 (0.19) 4.42 (0.20)

TAB. 6.3 — Moyenne (en millisecondes) et variances pour plusieurs cas.

importante. Nous analysons donc les temps des algorithmes combinés dans le
cas d’un temps d’initialisation important, le cas de grands messages et dans
deux cas intermédiaires. Les courbes illustrent les temps en millisecondes par
rapport au nombre de phases de 1’algorithme uniforme (k).

100.0

motif fixee
Max-Min
Max-Somme

- uniform
———HL
yad comb. HL
comb. Max-Min
comb. Max-Somme

temps en millisecondes

0.0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Nombre de phases de I'algorithme uniforme (k)

FiG. 6.15 — Performance des algorithmes quand le temps d’initialisation est
important.

Nous commencons avec la simulation du MEP sur un IBM SP2 avec 14
processeurs. Les valeurs estimées pour de petits messages sont § = 1.3ms et
~v = 0.035us. Nous étudions le cas ou la moyenne des messages est A = 5k
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octets et écart type est /v = 2k octets. Avec ces valeurs, 'algorithme
HL fourni les meilleurs makespans. La figure 6.15 illustre les performances
des algorithmes selon la variation de k. Les performances des algorithmes
qui ne sont pas combinés sont représentées par des lignes horizontales. Les
performances des algorithmes combinés sont montrées pour les valeurs de k
plus grandes que zéro, c’est-a-dire quand au moins une phase de ’algorithme
uniforme est exécutée.

Nous vérifions dans la figure 6.15 que 'algorithme HL est le plus rapide.
Nous observons aussi que le nombre de phases optimal pour les algorithmes
combinés est k* égale a zéro. Nous présentons dans la table ci-dessous les
temps d’exécution pour les algorithmes uniformes et combinés. Pour les al-
gorithmes combinés nous présentons aussi la valeur de £*. Toutes les valeurs
sont exprimées en millisecondes.

HL uniforme Max-Somme Max-Min
14.9 92.4 25.2 23.9
motif fixé comb. HL comb. Max-Min | comb. Max-Somme
24.1 14.9 (k* =0) 23.9 (k* =0) 25.2 (k* =0)
1500.0
1400.0 - :
N\ motif fixee
%) 1300.0 - \ —— Max-Min 7
% Max-Somme
§ 12000 - \ o torm 1
g \\ comb. HL
= \ b. Max-Mi
‘g 1100.0 - \ igﬂb. Mz-sénmme 7
5
»  1000.0 | \ |
g
£ 9000 \ 1
\
\
800.0 FF N\ I
700.0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Nombre de phases de I'algorithme uniforme (k)

FiG. 6.16 — Performance des algorithmes quand les messages sont grands.

Dans la figure 6.16 nous présentons un MEP ou le temps d’initialisa-
tion devient beaucoup moins important. Les parametres de machine sont les
meémes que dans le cas précédent, cependant les messages sont plus grands. La
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moyenne des messages et A = 1M octets, ’écart type est égal a la moyenne
Vv = A. L’algorithme uniforme construit les plus petits ordonnancements
dans ce cas. Les valeurs des makespans sont données dans la table ci-dessous.
Nous vérifions que les algorithmes combinés ont les meilleurs performances.

HL uniforme Max-Somme Max-Min
1417 784 863 826
motif fixé | comb. HL comb. Max-Min | comb. Max-Somme
972 | 752 (k* =33) | T48 (k* =22) 749 (k* =24)
Dans les deux prochains exemples, nous avons choisi la taille moyenne des

N C e e . . . A
messages de fagon a ce que le temps d’initialisation soit compris entre < et

AZ~. Dans ces cas, nos espoirs se confirment, le Max-Somme et le Max-Min
algorithmes ont de meilleurs performances parmi les algorithmes homogenes.

Dans la premiere courbe (voir figure 6.17), la moyenne de taille des mes-
sages est A = 400k octets et 1’écart type /v = 500k octets. Nous avons
simulé ce cas avec 10 processeurs. La table de performances est la suivante :

HL uniforme Max-Somme Max-Min
412 287 274 268
motif fixé comb. HL comb. Max-Min | comb. Max-Somme
314 250 (k* =20) 242 (k* =14) 241 (k* =11)
a00- ]
motif fixee
Max-Min
Max-Somme
3 — uniform
< ~ -~ HL
o comb. HL
8 comb. Max-Min
g comb. Max-Somme
E 3000 | 1
(0] et
£ . —
g SN ——
200.0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Nombre de phases de I'algorithme uniforme (k)

FiG. 6.17 — Performance des algorithmes dans un cas intermédiaire.

Dans la deuxieme figure 6.18 nous présentons une simulation avec les
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mémes parametres que nous avons utilisés lors des implantations. La moyenne
de taille des messages est A = 800k octets et I’écart type est /v = 400k
octets.

1000.0

motif fixee
Max-Min
Max-Somme
- uniform
———HL
comb. HL
800.0 - comb. Max-Min 4
—— comb. Max-Somme

900.0

700.0 B

temps en millisecondes

600.0

A ——
N N —

500.0 L b e i L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

Nombre de phases de I'algorithme uniforme (k)

FiG. 6.18 — Performance des algorithmes dans un cas intermédiaire.

Les différences entre les valeurs obtenues avec I'implantation et avec la
simulation sont dues a des effets de congestion. La machine ou les implan-
tations ont été réalisées n’est pas un réseau complet car il n’existe pas de
liens exclusifs entre chaque pair de processeurs. Les processeurs sont reliés
par des commutateurs selon un réseau multi-étage oméga [26]. Les meilleurs
résultats de la simulations sont dans table ci-dessous.

HL uniforme Max-Somme Max-Min

964 566 542 558

fixé comb. HL comb. Max-Min | comb. Max-Somme
583 | 514 (k* =32) 515 (k* =23) 511 (k* =14)

D’apres les simulations, nous avons pu conclure que les algorithmes com-
binés ont les meilleurs performances, sauf dans le cas de temps d’initialisation
important. Nous avons observé aussi que l’algorithme combiné Max-Somme
a été un petit peu plus performant.

Si un algorithme combiné est utilisé, alors la choix de quand stopper 1’al-
gorithme uniforme peut étre dynamique car les calculs peuvent étre super-
posés avec la communication. Dans le but de proposer un algorithme combiné
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général nous introduisons l'intervalle d’horizon I (en anglais look ahead), car
le temps de I'algorithme combiné n’est pas une fonction uniforme. La valeur
de [ est une fonction du volume de communication et des parametres de la
machine. Nous proposons 1’algorithme combiné 6.6.

Algorithm 6.6 Algorithme combiné Max-Somme.
si (8 > A%y) alors

appliquer I'algorithme HL;
sinon
répéter
appliquer une phase de ’algorithme uniforme;
estimer ¢y75 le temps de l'algorithme Max-Somme;
pour ¢ = 1 jusqu’a [ faire

estimer ¢, le temps de ¢ phases de 1’algorithme uniforme suivies par
I’algorithme Max-Somme;

fin pour

jusqu’a (tys < ty,, 1 <i < 1)

si La matrice de communication n’est pas achevée alors
appliquer 'algorithme Max-Somme;

fin si

fin si1

Les estimations des valeurs de ¢,,, peuvent étre faites par simulation. Pour
chaque estimation de t,,, ¢ phases de ’algorithme uniforme sont appliquées
a la matrice de communications courante, puis ’algorithme Max-Somme est
appliqué. Evidement pour chaque interaction de la boucle répéter une seule
valeur nouvelle de ¢, doit étre estimée. Le surcott de calcul par rapport a
’algorithme uniforme simple est une estimation de Max-Somme O(n?) par
interaction. Le nombre total d’interactions est O(n?) ce qui implique que la
complexité de 1’algorithme 6.6 est O(n®).
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6.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons examiné le probleme de I’échange de messages
entre processeurs. L’intérét provient des algorithmes ou il existe des phases
de calcul et d’échange de donnés intercalés, ainsi que des algorithmes dans
le modele BSP. Nous avons d’abord montré que trouver la solution optimale
est un probleme difficile, ensuite nous avons proposé plusieurs algorithmes
pour résoudre le MEP.

Nous avons présenté cing algorithmes polynomiaux, ces heuristiques ne
sont pas nouvelles, cependant quelques unes d’entre elles ont été proposées
pour des problemes autres que le MEP. Nous avons fait une analyse de 1’al-
gorithme a utiliser selon les parametres de la machine et du probleme. Nous
avons aussi proposé des algorithmes combinés pour lesquels nous obtenons
les meilleurs performances. Dans ce cas aussi, la meilleure solution a été le
compromis.

Une possibilité intéressante pour des recherches futures est 1’étude de heu-
ristiques a partir d’une connaissance locale du probleme. Cette voie devient
envisageable, surtout si la phase de pré-traitement pour échanger les tailles
de messages n’est pas nécessaire.
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Chapitre 7

Conclusion

Dans cette these nous avons étudié quatre problemes d’ordonnancement
différents. Les résultats obtenus pour ces quatre problemes illustrent des tech-
niques distinctes. Nous avons examiné la résolution parallele synchrone a
grain fin du probleme du sac a dos, I'ordonnancement de chaines sous un
modele synchrone & gros grain (BSP), 'ordonnancement avec duplication et
I’ordonnancement de communications irrégulieres. Nous pensons que pour
chaque probleme étudié nous avons proposé des solutions satisfaisantes.

Malgré I'intérét théorique de la solution efficace trouvée pour la résolution
du sac a dos, son intérét pratique reste limité, car I'ordonnancement proposé
ne sert qu’a des problemes de programmation dynamique avec un graphe de
précédence spécifique. Dans cette étude nous avons aussi examiné tres fine-
ment 'ordonnancement. Avec 1’objectif de garantir une efficacité optimale,
nous avons examiné en détails le routage. L’ordonnancement proposé est
aussi restreint aux machines ou la communication peut se faire d’une facon
implicite.

La remarque précédente n’est pas valable pour les autres études. Dans
ces problemes, les communications ont été considérées d’une fagon explicite.
D’un coté cette démarche est réaliste pour les machines paralleles courantes,
cependant il faut prendre en compte le surcout ajouté. Nous avons constaté
que lorsque ce surcoit est considéré, les problemes traités sont devenus
une recherche de compromis. Pour 'ordonnancement de chaines nous avons
recherché un compromis entre le nombre de super-étapes et 1’équilibrage
de charge. Pour "'ordonnancement avec duplication, il existait un compro-
mis, implicite, entre la communication et la duplication de taches. Finale-
ment, pour I'ordonnancement de communications, nous avons eu les meilleurs

133
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résultats avec un algorithme qui réalisait un compromis entre le nombre de
pas d’initialisation et 1'utilisation efficace de la bande passante.

L’ordonnancement de chaines sous BSP nous a éclairé sur les particu-
larités liées au modele. Dans un premier temps nous avons constaté que le
regroupement de communications peut transformer un probleme d’ordonnan-
cement qui était facile en un probleme difficile. Dans un deuxieme temps, nous
avons vérifié que malgré la complexité ajoutée il nous a été possible de propo-
ser des heuristiques assez fines. Les principales contributions de ce travail ont
été une technique directe pour transformer les algorithmes asynchrones dans
des algorithmes BSP et l'introduction des techniques de regroupement de
communications. Ces deux techniques peuvent étre appliquées pour d’autres
types de graphes. Un autre constat a partir de ce travail est I'intéret du
modele BSP en pratique. Nous avons analysé que méme si le surcout intro-
duit pour les synchronisations est grand, il existe de bons compromis entre
I’équilibrage de charge et le nombre de super-étapes.

L’ordonnancement avec duplication sur un nombre limité de processeurs
a aussi montré son intérét. En dépit du grand intérét de la duplication de
taches sur l'allégement du surcott di a I'introduction du cotit de communi-
cation, ce probleme a été tres peu étudié quand le nombre de processeurs est
limité. Le chemin de duplication utilisé pour 1’algorithme EDTF peut étre
aussi appliqué pour des classes de graphes données pour fournir des résultats
plus serrés. Cependant, le probleme de la recherche d’un rapport de garantie
constant pour le modele a grands temps de communication reste ouvert.

Avec 1'étude de l'ordonnancement de communications nous avons
remarqué que les techniques d’ordonnancement sont sous-utilisées. Ce
probleme, tres important dans ’algorithmique parallele ne possédait que des
approximations grossieres. Par exemple, la bibliotheque MPI Lam utilise I’al-
gorithme a motif fixé pour I’échange de messages. L'impact direct des algo-
rithmes combinés proposés est une amélioration de performance importante
pour les phases de communication. Le principal avantage de ces nouveaux al-
gorithmes combinés est la compatibilité totale avec les algorithmes d’échange
de messages précédents. Pour avoir un gain de performance, il suffit d’effec-
tuer les phases d’échange de messages avec les algorithmes combinés.

En plus des perspectives de travaux futurs vues a la fin de chacun des
quatre derniers chapitres, nous pouvons aussi envisager les directions pour
la recherche future pour 'ordonnancement efficace de taches sur systemes
paralleles actuels.
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Perspectives

L’usage de plus en plus fréquent des concepts de parallélisme met en
évidence les besoins de connaissance et de maitrise du sujet. Aujourd’hui les
outils qui utilisent le parallélisme implicite ont leurs limitations. Ils ne sont
pas nombreux et il n’y a pas de garantie que ces outils et les techniques
employées seront adaptés aux machines et réseaux futurs. Mais surtout, ces
outils qui d’un coté facilitent la vie du programmeur, sont basés sur des
modeles généraux d’exploration du parallélisme au niveau de la description
ainsi qu’au niveau de 'architecture de la machine. Seule I'intervention directe
du programmeur peut permettre la performance optimale. Nous pouvons
faire ’analogie de cette intervention avec 'utilisation des langages assembleur
pour accélérer les performances des algorithmes.

L’étude spécialisée a aussi d’autres avantages. Elle permet une connais-
sance abstraite du probleme traité, laquelle ne dépend pas des modeles. Ainsi
les problemes de portabilité actuels ou futurs sont plus abordables.

Nous pensons que le développement d’algorithmes d’ordonnancement
spécialisés a encore de beaux jours devant lui, particulierement avec la
croissance du poids des communications dans le parallélisme et avec
I’hétérogénéité des systemes. Car, contrairement a ses débuts, I'informa-
tique parallele se tourne vers les réseaux d’ordinateurs au détriment des ma-
chines spécialisées. Pour alléger le surcotit de communication, des techniques
étudiées telles que le regroupement et 'ordonnancement de communications
ainsi que la duplication de taches peuvent étre utilisées. Lorsque le probleme
de I’hétérogénéité est introduit, il faut prendre en compte aussi la vitesse de
calcul de chaque processeur et l'irrégularité du support de communication.
Il est clair que dans ce cas les problemes d’ordonnancement deviennent plus
difficiles et pourraient méme n’étre traités que dynamiquement par des algo-
rithmes généralistes. Fort de 'expérience acquise dans le domaine de ’algo-
rithmique parallele homogene, nous pensons bénéficier d’outils et techniques
pour aborder ces nouveaux problemes.
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Annexe A

Linéarité par morceau

Dans cette annexe nous présentons les latences d’envoie des messages
par rapport a leur taille dans I'IBM SP2. Nous avons constaté durant nos
premieres expérimentations avec MPI F' que la latence des communications
peut étre approchée par le modele linéaire. Cependant, il est clair que selon
la taille des messages le temps d’initialisation ainsi que la bande passante
changent.

Nous avons implanté un algorithme du type ping-pong pour estimer la la-
tence pour ’envoi d’une message entre deux processeurs. Dans cet algorithme
nous mesurons plusieurs fois le temps nécessaire a un aller-retour d’'un meéme
message. Nous illustrons dans la figure A.1 les résultats obtenus pour la ma-
chine IBM SP2. Chaque point dans la courbe représente la moyenne de 100
tests.

Taille du message 6] ~

0< S5 <4kb 95us | 0,085us/octet
4kb < S < 16kb | 180us | 0.086us/octet
16kb < S < 32kb | 830us | 0.046us/octet
32kb < S < 1Mb | 1300us | 0.035us/octet

TAB. A.1 — Parametres du modele linéaire pour le IBM SP2

Nous dérivons a partir des données utilisées pour construire la courbe A.1
les valeurs de la table A.1 pour le temps d’initialisation et pour la bande
passante. Dans la courbe A.l nous avons les valeurs du temps de latence
selon la taille du message S. Nous avons quatre régions avec des inclinaisons
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différentes. Si nous supposons que la latence est une fonction g+ S+, chaque
région peut étre approchée par une fonction linéaire.

Dans le but d’avoir une approximation plus fine, nous avons aussi mesuré
les temps minimaux pour la méme expérience. Dans ce cas, il apparait un
autre phénomene. Il existe des sauts de discontinuité a chaque intervalle de
16k octets. Cette anomalie a été aussi observée par Arruabarrena et al [80].
Cependant, sans informations additionnelles du constructeur nous n’étions
pas capables d’expliquer ce comportement.

9000.0 T

Latence
8000.0 ~

7000.0 - B

6000.0 - i

5000.0 - B

4000.0 - B

3000.0 - b

Latence (microsecondes)

2000.0 - i

1000.0

0.0

0.0 50000.0 100000.0 150000.0 200000.0
taille du message

Fic. A.1 — Courbe de temps moyen pour la transmission d’un message.

Fondée sur les mesures de la latence moyenne, nous proposons une ex-
tension naturelle du modele linéaire. Le modele k-linéaire possede k régions
ou la latence d’envoi est considérée. Dans chaque région les valeurs de g et
~ peuvent étre différentes. La table A.2 illustre la description du modele.

Bt Sy, IS <8,
B2+ S72, it 57 <5 <95,
Bi+ Svi, S <85S,
Br + Sk, if Sg_1 < 5.

TAB. A.2 — Modele K-linéaire.



Annexe B

Solving Knapsack on hypercube

This chapter contains some technical material from [51]. A preliminary
version of this work was published in [49].

B.1 Full description of Knap

Together with the value of the final profit, we have also to obtain the full
description of the knapsack. For that purpose, we propose three solutions.
Two solutions consist in sending a data array along with each transmitted
data, and the third one uses backtracking. To leave uniform the solution
description, it is supposed that a task that receives data from just one other
task calculates the maximum of —oo, corresponding to no data received, and
the received data.

bit array In this solution, a task (i,7) sends along with the value to be
transmitted a bit array, and an index. Tasks (0, 7),j < wo, send index
0 with their data. If a task (7, 7) receives its maximum from its upper
task (¢ — 1,7), it sets to 0 the position index of the array, otherwise
it sets it to 1. Then, the task increments the index, and send it along
with the bit array to the next tasks.

C

This array of bits has at most {wmmJ + m elements, and in this array
there are m — 1 zeros. We can easily construct the knapsack instance
by visiting this array from the beginning, counting the number of ones
before each zero, this number corresponds to the number of objects a;,
where 7 corresponds to the number of zeros already visited.

normal array FEach task updates an array of m elements which contains a
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partial solution. Tasks (0,7),7 < wg send an array of zeros with their
data. If a task (¢,7) chooses the maximum from the left task (7, j —w;)
it updates the number of objects of kind 1.

backtracking The third solution consists in the backtracking technique. In
order to implement it, each processor has to keep the value of its com-
puted tasks. After calculating the final profit, the path which gives the
final profit is found, by visiting the irregular mesh from the task where
the final profit was computed, in reverse order. At most LUC J +m tasks

min

are visited in order to construct the path, and hence the instance.

B.2 Routing scheme

For the routing between adjacent hypercubes we use the following prin-
ciple: Whenever a hypercube has finished to process a set of tasks (from
independent chains), it sends the results to the next hypercube (according
to the labeling Hy). Each result has to be transmitted to the processor that
will execute the tasks depending on this result.

Generally at each step, a hypercube Hj receives w’ results to be routed.
As this hypercube executes w; chains, each result have to be delivered to one
of its w; processors. The idea for avoiding conflicts is to route by dimensions
using a pipeline technique. The first w’ results are first routed in dimension
0 of the hypercube. In the next step, the second w’ results are routed in
dimension 0, while the first w’ results continue to be routed in dimension 1,
and so on.

After receiving w’ results y times, the y-th set of results is routed on
dimension 0, and the (y — x)-th set of results (if @ < log, wmax) is routed on
dimension x. This assures the routing of the results to satisfy the precedence
relations within at most log, wpax + 1 steps.

Routing example

We detail in this section a routing example on the algorithm execution for
an irregular mesh with wy = 3 and w; = wyax = 8. First, we give below the
notation that will be used in the partial execution example. Each processor
is represented by a circle. On the right of each processor we have represented
3 buffers (equal to log, tmax), for transmissions on dimensions 0, 1 and 2.
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Each of these buffers can store at most log, wmayx data. This means that at
most log, wmay data are sent on a link at each step.

000 001 011 010 110 111 101 100 internal
buffers
dim. 1
qdim. 2
ﬁ dimension 0

o O0—0O O O O—0O 0O dmensonl
O O O O O O O O dimension 2

Fic. B.1 — Basic notation: the hypercube and the links on each dimension.

In figure B.2, we draw the first rounds of an execution example, the pair
associated to a processor represents the task being processed.

step 0 step4
00 (01) (02 (012) (013) (014)
R i i O o o o o o0, © O O 0 O
Pl O O O O O @ 9) @ :g é)l) q H q ©7 q 06
©3 (05)(04)
step 1 sep5
03) (04 0.5 (015 (0,16) (0,17)

=0
;
00
oo
oo
oo

step 6
0,6) 0, (0,18) (0,19)  (0,20)
O O O O O 4 O O
00 iﬁii ‘Eii O © o . o
(0,10)(0,11)
step 3 step 7
0,9 (0,10)  (0,11) (021) (022) (0,23)
O

O O O
(o1§)1 9) (01581 1 (ozngl 19
0.17) q q(om
©12) (013) (014)

Fia. B.2 — Partial execution, with wg = 3 and w; = wpayx = 8.

The execution on the first path (Fp) is straightforward, at each step, 3
tasks are executed and sent to the next path (P;). Let us detail the execution
on the second path:

— Step 0 is straightforward.

— On step one, the results of the first wy tasks that are available can

be transmitted on dimension 0, in such a way that in the next step
these tasks will be closer to the processor where they are needed due to
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the precedence relations. In this step there is no routing transmission
because the results are already on the right processors.

— On step two, there can exist routing on dimensions 0 and 1. As before,
the tasks on the second buffer position do not need to be transmitted.
The tasks on the first buffer position are transmitted on dimension 0.
Observe that the result of the task (0,4) is at distance 3 from des-
tination (fifth processor on Py), this explains why this result will be
transmitted in the next two steps.

— On step three, as there are results on all buffer positions, they could be
transmitted on all the three dimensions. There are effective transmis-
sions on dimension 0 (tasks (0,6) and (0,7)) and on dimension 1 (tasks
(0,3) and (0,4)).

— On step four, the routing scheme guarantees that the first results are
on the right processor. These processors are ready to process the tasks
from the second row of the irregular mesh.

— In general, a task is processed, and sent to the next hypercube, in
the first buffer position, on the next step. Then it is transmitted (if
necessary) and moved to the second buffer position two. Then, again to
the third buffer position. In the next step the results can be transmitted
(on dimension 2), and will be in the right processor, the one that
executes the successor of the task result.

B.3 Properties on the average idle time

The attention will be focused now in the relationship between two adja-
cent paths. First of all, the routing can be the same as the previous one, as
at each step one path sends at most w' < wy, results to the next path.
The proposed order is a non decreasing order on the average idle time of the
objects. Using this hypothesis, and given two adjacent rows (L;, L;41) of an
irregular mesh, we can state the following property:

Property B.1 The execution of row L; may cause an idle step on the exe-
cution of row L;y1 only just after the execution y; > 0 tasks.

Proof: If y; = 0, row L; does not cause an idle step on the execution of row
L;y1. Otherwise, on the execution of row L;, the flow of wy;, tasks by step
is only interrupted after executing y; < wp;, tasks.O

When the objects are sorted in a non decreasing order on the Average
idle time [(w;) we can state the following proposition:
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Proposition B.1 Given two adjacent rows (L;, Liy1) of an irregular mesh
there is at most one idle step on the execution of row L;y1 in a hypercube
due to the data precedence.

Proof: By property B.1, the existence of an idle step, implies that y; > 0.
Suppose that an idle step occurs on time step z, so we have the following

% (Wmin — yi) > {%‘ (Wmin = Yit1),
= =

where on the left side we count the number of times that a processor was

formula:

idle processing row L;, and on the right side we do the same for row L;;;.
But, by property B.1, the idle steps may occur only when z is a multiple of

i | so restricting the analysis to these cases

Wmin

X

x[(wi) > \‘T_H‘ (wmin - yi—l—l)- (B'l)
|

Wmin

Let us suppose that there are more than one idle steps, due to the execu-
tion of row L;. If we consider the first idle step on the execution of row ;14
on equation B.1, we have to find & which satisfies:

Wit1

Wmin

eT(w;) > {L‘ (Wamin = Y1) + Winin
et ]

—_

l’[(wz) > ( - 1) (wmin - yi—l—l) + Wmin

[t
:z;l(wz) > l'[(wﬂ_l) + Yit1,

but as y;41 > 0 and [(w;) < I(w;41), such & must be negative. So there is at
most one idle step.]
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Annexe C

Scheduling independent chains

on BSP

This chapter contains some technical material from [45].

C.1 SIC on two processors in BSP

Lemma C.1 Determining the existence of a schedule of UET independent
chains on two identical processors within the time t* is an N P-complete
problem.

Proof: In the presence of communications, any schedule will have a makespan
greater than t*, so we look for a schedule with only one superstep.

The problem is in N P, since a non-deterministic algorithm only needs to
guess a subset C'H of the set of chains, and to check in polynomial time that
the sum of the chain lengths in C'H is equal to ¢*. Recall that the following
Partition problem is NP-Complete [39]:

— Instance : a set X of elements of integer length n;, an integer B such

that >_n; = B.

— Question : does a subset of total length g exist?

It is straightforward to reduce this problem into the SIC problem on
two identical processors. Given a partition problem, consider the problem of
scheduling £ independent chains of length n;,1 < < k. If t* > Zf:z ni,
the problem is trivial, as the first chain is bigger than the sum of the others
(n1 <%, n;). Otherwise, when ¢* = g, a schedule with makespan t* exists
if and only if there exists a set of tasks whose total length is % [

145
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C.2 Complexity of SIC

Proposition C.1 Finding the minimum makespan of the SIC problem wi-
thout communication for an arbitrary number of processors is N P-hard in
the strong sense.

Proof: We use a reduction from the numerical 3-dimensional matching pro-
blem [39] which is recalled below.

N3DM problem:

— Instance : Given three sets, X = {x1,...,an5}, Y = {y1,...,yn} and

Z ={z1,...,2n}. Each element @ € X (respectively y € Y and z € 7)
has a positive integer weight s(x) (respectively s(y) and s(z)). Let B
be a positive integer, such that Y%, s(z;) + s(y:) + s(z) = NB.

— Question : Find N disjoint 3-partitions of X UY U Z such that in each

partition {x;,y;, zr} the sum of the weights is equal to B.
This problem is known to be N P-hard in the strong sense [39]. In the presence
of CS (i.e. more than one superstep), any schedule will have a makespan larger
than t*, so we look for a schedule without CS.

It is easy to show that SIC is in N P, since a non-deterministic algorithm
needs only to guess an m-partition (Si,...,S5,) of the set of chains, and to
check in polynomial time that the sum of the chain lengths of each subset
S, 1 <5 <mis at most 1.

To do the reduction, we solve a N3DM problem by solving the schedule
of 3N chains on N processors. Given an instance of N3DM, the length of
each chain is defined as follows:

ny =8B+ s(x;),1 <i <N,
ny, =4B + s(yi), 1 <i <N,
n, =2B+4+s(z),1 <i<N.

The total number of tasks is N(8B—|—4B—|—ZB)—|—25V:1 s(a)+s(y)+s(zi) =
15N B.

The ideal makespan is 15 B. We will show that if there exists a schedule of
length at most 15 B, then, it corresponds to a solution for the N3DM problem.

Y
Y
Y

There is exactly one chain of each type (z, y and z) on each processor:
each processor owns one chain of length n,, (it is not possible to allocate more
than one such chain per processor, without mapping more than 155 tasks
on a processor). Taking into account the chains of length n,,, the number of
remaining available time slots is less than 7B (see figure C.1). Thus, there is
at most one chain of length n,, per processor. Obviously, the same argument
holds also for the chains of type y and z.
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15‘B

S(x) Ky s@)
| 8B [ = [[=]

- -
n n n

X Y 2

Fic. C.1 — Principle of the allocation on one processor.

Thus, each processor has exactly three chains, one of each type x;,y;, 2,
and ng, +n,, +n. = 158, that is s(x;) + s(y;) + s(zr) = B. In any optimal
schedule without communication, there is exactly one element from each set
on each processor, and the sum of these elements is always equal to B. Thus,
the solution of SIC is a solution for the N3DM problem. [J

C.3 Guaranty on the algorithm 4.3

The main steps of the analysis are detailed as follows. Again, the details
of the proofs may be found in [44].

The chains are partitioned into three disjoint sets according to their length
which will be scheduled one after the other:

— Set A of chains of length ¢*,

— Set B of chains of length between [£] and ¢*,

— Set C of chains of length at most [%].

Claim C.1 All the chains of set A can be scheduled without CS. All the

chains of set C' can be scheduled with a single CS at time L%J

It is more difficult to schedule chains on set B. The idea for reducing the
number of supersteps is to gather some asynchronous communications into
a single CS using the argument described in the following lemma. When the
chains of set B are allocated in decreasing order of length we can state the
following lemma:

Lemma C.2 The asynchronous communications of consecutive split chains
in set B can be partitioned into subsets of size at least two (only the last
subset can have one communication), in such a way that the communications
on each subset use the same CS.
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Fic. C.2 — Allocation of chains on set B.

Proof idea: The proof of the previous lemma is technical but not difficult.
Two cases can occur (see figure C.2), namely processors with two or three
chains of set B. On processor P;1; there are two different chains which can use
the same CS (see figure 4.7). On processor P; there are three different chains,
in this case, there are again two sub-cases. Let ch; be the chain completely
allocated on P;. Either chain ch;_;, which starts executing on P;, can use
the same CS as P;11. Or, it can not share this CS, but can share another CS
with chain ch;_;.0

Set A does not need a CS, if set (' needs a CS, set B will need at most
[2=2] CS (as set C has at least a split chain), otherwise set B will need at
most [Z51] CS. So the total number of CS is bounded by [2].

C.4 Fixed number of supersteps algorithm

Proposition C.2 Given a SIC instance to be scheduled within s supersteps

S

> is bounded from above by

and an integer o such that ny < o <t*, w

wd <7+

2S_loz—l—(s—l)C.

Proof: This proof is constructive. The algorithm 4.4 detailed below is able
to schedule any set of chains within s supersteps in time equal to the given
bound. In this algorithm, we first compute where the CS are introduced, then
we do the chain placement. So, we have to verify the validity of the chain

allocation.
The (s — 1) CS are introduced from the beginning of the schedule in
successive regular intervals of length A, = 252—_10z. Let € be the size of the

last superstep, note that ¢ > A,.
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The idea of this algorithm is to add some idle time (up to % tasks by
processor) to obtain a valid schedule. The chains are scheduled one after the
other as in the asynchronous algorithm. A chain is split when a processor
reaches the limit of t* + % tasks.

If a chain does not have a CS between its split parts, this chain is delayed
(as shown in figure C.3). For the split chains smaller than (s — 1)A,, it is
easy to verify that there always exists a CS between its two parts. For the
other chains, if there is a split chain ch, it can be delayed in order to use one
of the placed CS5. When delaying of a chain, the tasks on the first processor
where the chain is allocated are transfered, until a CS is found, to the second
processor. As ch has at most ny tasks, and ny is smaller than (s —1)A, + %,
this delay is at most %. Of course, this process is not cumulative since it
does not affect the CS locations.

A, A € A, Ay €
P, . ‘ch ch ’ ch ‘ . % ch ’ ch
v+ [ C

FiG. C.3 — Allocating chains longer than (s —1)A,. If there is no CS between
the two parts of a split chain on a interval, the tasks belonging to this interval
on P; are transfered to Py and the rest of chain starts after CS.

By the proposed allocation, the scheduled time is t* 4 % +(s—1)C. Each
processor, except maybe the last ones which can have less than ¢* tasks, have
at least t* tasks to process, and a chain that is split and allocated on two
different processors uses one of the introduced CS in order to communicate.
So, the schedule generated by algorithm 4.4 is feasible. [

We study now, for an instance of SIC, the number of supersteps which
guarantees a minimal idle time schedule, and then number of supersteps
which minimizes the overhead of the schedule produced by algorithm 4.4
% + (s —1)C.

Claim C.2 When the chains are small (ny < [%U, wr <4 C.

Proof: Again, the proof is constructive. First, one CS is introduced at time
[%W Then, the chains are allocated one after the others as in the asynchro-
nous algorithm. As the chains are small, all the split chains can use the CS
in order to communicate.[]

We can state the following corollary of proposition C.2.
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Corollary C.1 Given a SIC instance and s, = max{s|n, > *=2t*}. For all
5,8 > 5,, wl < ¥4 50C.
Proof: Introducing the CS in successive intervals of length % (which cor-
responds to A, for o = t*), the condition on s, guarantees that the longest
chain is smaller than ¢* — % (that is (s — 1)A). So, if the chains are placed
as in proposition C.2, there will always be a CS between the parts of a split
chain. [J

On proposition C.2, the bound on overhead is given by the sum of two
terms, one proportional to the number of CS, and the other inversely pro-
portional to the number of CS. To find a good compromise between the load
balance and the number of supersteps, we present now the following result.

Proposition C.3 The opltimal number of supersteps to minimize the ove-
. . . * _ o 1
rhead for the schedule produced by algorithm 4.4 is given by s = [ 56 T 51
* _ o 1

Or S 0 = L ﬁ—I'EJ'

Proof: The length of the schedule is the sum of ¢ plus the sum of two
positive expressions: a decreasing function on s, % and an increasing one,
(s = 1)C. So, the makespan is trivially minimized when the derivate on s is
equal to zero. But, as s has to be integer, the minimum makespan is obtained
by % .« the floor, or the ceil of |/53% + 1. O

So, the best compromise algorithm is easy to derive:

Algorithm C.1 Best compromise algorithm.
Choose a such that ny < o < {*

*

Compute s

*
max

Apply algorithm 4.4 with s* _ supersteps

C.5 Bound improvement

Proposition C.4 Using the algorithm improvement, with a fixzed number of
supersteps s, the bound becomes:
Aa t* — 1

t* + max (7 — T,nl —(s— I)AQ,O) +(s—1)C
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Proof: In addition to ¢* + (s — 1)C, there is the maximum of two terms: the
first term comes from the difference between t* and n;. This difference is a
lower bound of the elapsed time between the two parts of a split chain. As
t* — ny increases, the time to add to t* in order to schedule the chains in
the worst case decreases. This time is proportional to A, — (t* — ny), but as
we choose the less costly rearrangement, this time is divided by 2. This term
increases with «

The second term comes from the date of the last CS, as it is the last time
a chain can be split. If the first part of a chain is greater than this time, it
needs to be truncated in order to be scheduled. This term decreases with a.

O

C.6 Influence of the latency

The aim of this section is to show that it is possible to take the constraint
of the latency into account with a small additional overhead proportional to
A. The main idea is to delay, or advance, close CS until they are spaced by
a time interval greater than .

If a CS is delayed, an additional idle time may be introduced on the
receiver side. The effect is to increase its completion time. If a CS is advanced,
some idle time may be introduced on the sender side and the equivalent
number of tasks can be migrated to the receiver side increasing the completion
time (cf. figure C.4).

| | | | | | |

L R o, iz NES

‘ - -
R e 7] o, | r[ e T [§ P2
BSP Delayed BSP

Communication Communication
t

R ch, |

|
2 [ Ao U707

Advanced BSP
Communication

Fic. C.4 — Moving CS forward or backward
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On figure C.4, on the initial scheduling, three chains are placed. Chain
chy starts on P, and finishes on Py. If the CS is delayed, the end of chy is
delayed too. On the other hand, if the CS is advanced, the end of the first
part of chy must be moved to P, and increases its completion time. So, any
change on a CS date will only increase the receivers completion time. The
procedure is detailed on algorithm 4.5. This procedure is available for any
BSP algorithm and transform it to a new (feasible) BSP algorithm with the
latency constraint, but in general, we can not guarantee its performance.

Proposition C.5 The additional cost from one of the proposed BSP algo-
rithms, taking into account the latency influence as stated in algorithm 4.5
1S @ —I—% term.

Proof: All CS introduced by the algorithm are displaced (forward or back-
ward) of at most of % units. Each processor increases its completion time
only if the communication it receives is displaced. As each processor receives
only one communication, each processor finishes at most % time units after
the initial BSP algorithm execution time. As each processor is the origin of
only one communication, each merged CS still corresponds to a 1-relation. [J



Annexe D

Scheduling with duplication

This chapter contains some technical material from [48].

D.1 Number of favorite predecessors

Property D.1 A task ¢ admits at most one favorite predecessor j.

Proof: Indeed if we suppose the existence of another favorite predecessor j' for
task ¢, we then have d; < f;y 4+ ¢j;. It imposes that the communication delay
between 7’ and ¢ does not occur, and hence that d; is reached on 7 = ;. The
same argument clearly holds for task j: if not allocated to 7;, we would have
d; > f; 4+ ¢;; meaning that j is not a favorite predecessor. Hence without loss
of generality we can assume that j is executed before ;' on a same processor 7.
It involves that f; > f;+p; > f;+¢;i, due to the small communication time
hypothesis. But clearly d; < f; + ¢;; < f;, which leads to a contradiction.[]

D.2 Feasible starting time

Property D.2 If a delay occurs on processor m between some of the dupli-
cated tasks of Df, then 7. ; = d;.

Proof: Indeed if we suppose that a duplicated copy 3 of task 3 in the path is
not scheduled just after the completion of its favorite duplicated predecessor,
clearly {5 = 5. Hence the following copies up to j will be scheduled on 7 at
the same time than their original tasks. [

153
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We introduce ®; as the sum of the computation times along D¥ (as poin-
ted out previously, task 7 does not belong to DF). We also define uf as
max{0, f, — (fa, + ¢)}, i.e. the duplicated path DF starts executing at time
Ja, + ¢+ pf, cf figure D.1. The choice of k implies that f, < ¢, + ¢, as
Ja, + Ay, =13, we have pf < Ay,

F1G. D.1 — The choice of k(r), with the graphical meaning of uJ.

If no delay occurs in the duplicated path D, we can then write that
Tei = oy + ¢+ pf + pyas di = fo, + O+ Tisg Ay,

k
hence 7., < di+ec+pp _ZAbz- (D.1)
1=0

In particular we have then 7.; < d; + ¢, since pj < Ay, < Zf:o Ay,. We can
also deduce the following property:

Property D.3 If a, denotes the root of the duplicative path of v, and if © is
idle after time f, 4+ c, then 7., = d;.

Proof: Notice that in this case 7, ; is obtained duplicating all the path from
b,, the successor of the root. Recall the possible two situations for the root
of the duplicative path. In the case that a, is a dummy task, or equivalently
that b, is scheduled after its free date, any task of the path can be clearly
duplicated on 7 at the same date that its original copy, since 7 is idle after
time f,, + ¢ = 1;,. Otherwise we are in the situation where the total delay
time A of the duplicative path is greater than ¢. Suppose for sake of contra-
diction that 7.; > d;. Property D.2 involves that no delay occur, and hence
the inequality D.1 can be applied. It results that 7.; < d; +c¢— A < d,.
Contradiction. [J

We then define the “earliest” feasible starting time 7; of ¢ as min,{7,,}.
Before analyzing the performance of the algorithm we establish an helpful
lemma:
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Lemma D.1 Given 7 such that 7.; > d;. Then for any 7', we have:
Tryi S Tr' i = k(ﬂ-) 2 k(ﬂ-/)'

Proof: We prove the lemma showing the reverse implication. With straight-
forward notations suppose that &' > k. We have 7 = f, + ¢+ uf + &, and
7= Ja, Fetpf+ @ But certainly fo, +®@p < fo, + @1 — Ay, Tt involves
that 7/ <7 — uf +pp — Ay, < 7, since pf < Ay, 0

D.3 Algorithm analysis

Lemma D.2 Let Z[0,t) be the total idle time during [0,1), including the
non-original copies of tasks. Then for any task 1 we have

I[O, ti) S mtfo.

Proof: The proof is done by induction on the schedule construction. We de-
note by W;[0,1) the total amount of original tasks performed on 7 during
[0,). An equivalent formulation of lemma D.2 is to establish that for any
task ¢ we have W;[0,t;) >t; —t2° for all the processors. With the notations
introduced previously consider the step of the algorithm where a schedule
decision is taken for the task z.

To proof the Lemma we study the same four possibilities as in Sec-
tion 5.3.2. When scheduling task ¢, the four possibilities are:

Case 0 ¢ has no predecessor; case 1 ¢ has no favorite predecessor; case 2 1
has a favorite predecessor and is scheduled either right after its favorite pre-
decessor, or by a duplication scheme; and case 3 ¢ has a favorite predecessor
and is not scheduled by a duplication scheme.

Now we detail all the possible cases:

Case 0. If I'; = (), clearly all processors are busy in [0, ¢;( and the lemma
holds. Hence suppose in the following that I'; # ().
In order to prove the next cases, we start by proving the following lemma:

Lemma D.3 For any real t € [d; — ¢,d;], we have W [0,t( >t — 1.
Proof: consider any real ¢ € [d; — ¢,d;]. Let j be the predecessor of 7 maxi-
mizing the value f; + ¢j;. Said differently task j verifies d; = f; + ¢j;. Notice

that since p < 1 we surely have ¢ greater than ¢;. Suppose first that d;
coincides with f;. By induction on j we get W,[0,¢;) > t; — ¢3°. On the
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other hand we have both ¢* > 13 + p; and d; = t; + p;. It involves that
Wr[0,t;) > d; — t°. Since t > t; we write that W;[0,¢) > W,[0,%;), and
hence W,[0,t) > d; — t7° >t — t°.

Consider conversely that d; > f;. It implies the existence of ano-
ther predecessor j' of ¢ verifying fi 4+ ¢;; = d;. In 0® we have either
12 > [ 4 ¢ or 77 > [ + ¢y Assume for instance, w.lo.g, that
the last inequality holds. By induction on j° we obtain in the same way

Wr[0,t;) > d; — t°. Since tj is necessarily smaller than ¢, we can deduce
that W,[0,¢) > W,[0,t;) > d; — 2 >t — 1. O

We consider now the different allocation scenarios for task i, depending
on the existence of a favorite predecessor or not. If such a predecessor exists,
we make a supplementary distinction considering if a duplication scheme is
used or not to schedule . By duplication scheme we mean the allocation of
i to a processor m; such that k(m;) is defined. We detail below the different
situations:

Case 1. Assume that ¢ has no favorite predecessor. We have then d; = cZZ
Since 1 is absolutely free at time d;, the greedy allocation of the algorithm
ensures that all processors are busy in the time interval [d;,¢;). Using the
lemma D.3, the result is immediate.

Case 2. Assume that 7 actually has a favorite predecessor, say j, if 7 is
scheduled just after j, so t; = d; and the result follows from lemma D.3. If 7 is
scheduled by a duplication scheme. It implies in particular that ¢; € [d;, d;+¢]
(inequality D.1). Due to lemma D.3 we can restrain to the case where ¢; > d;,
which involves by the property D.2 that no delay occur in its duplicated path.

Let a be the last processed task on processor 7. First we state a lemma for
the sub-case t, < d;, and then we study the sub-case where t, > d;. Observe
that in the latter sub-case, by the allocation algorithm, we have ¢, <¢;. We
state now the following lemma:

Lemma D.4 Let m be a processor and o be its last processed task in the
current schedule. If t, < d;, then W;[0,t;) > t; — t2°.

Proof: consider a processor 7 and its last allocated task a, which is necessarily
an original task. If ¢, > ¢, — ¢, then f, > t;, and hence the task is processed
during the whole interval [t,,%;]. But as t, < d; (lemma hypothesis), ¢, is
then in the interval [d; — ¢, d;], and we can apply lemma D.3 which leads to
the result. Hence we focus in the following in the case where ¢, < t; — c.



D.3. ALGORITHM ANALYSIS 157

We have two situations to consider, depending on the duplication scheme of
i. Let B = k(m;) and ay be the task chosen by the algorithm as the initial
communication task for the duplication. If we note § the last task processed
on 7;, it may happen that this task is being processed, or not, at time f,, +c.

Case 2a. Assume that task 8 is being processed at time f,, + ¢ on m;
and denote by X its remaining processing time in [t;,, +00). Notice that the
algorithm ensures that A < ¢ by the choice of k. Since no delay occurs in the
duplicated chain, we have t; = t,, + A+ ®,. But clearly {7° > {77 + @, always
holds. It implies that:

ti — t?o S (tbk — g:) + A. (2@)

Hence by using the inductive hypothesis on ¢;,, we just have to establish
that Wr[ts,,t;) > A. Since § is an original task, this inequality certainly
holds for m;. Hence assume 7 # ;. Using lemma D.1, we know that k(1) < k.
Hence:

- either task o completes after time ¢, 4 ¢,
-or k(m) =k and t, + ¢ > fa.

In the first case, since t, < t; — ¢, at least ¢ units of 3 are processed in
the time interval [ts,,;), leading to the result. Hence consider the second
situation and let n be the remaining processing time of « in [ts,, +00). To
ensures that 7., > 7., ;, we surely have n > A. It involves that Wy [ty , ;) >
n> A

Case 2b. Conversely assume that task § is completed at time f,, + c.
As a corollary of property D.3 remark that ap can not be the root of the
duplicative chain. Hence we can consider tasks az1; and bgyq. Since no delay
occurs between by yy and ag, we have t; =y, +c+Ppyy. As 50 > 175, +Ppqy,
1t follows that:

ti — t?o S (tbk+1 — tg:_l_l) + c. (2[))

As in the previous case, but using the induction hypothesis on bgyq, we
just need to establish that Ww[tbkﬂ,ti) > ¢. Since ajy; was not chosen
to initiate the duplication, a task was being processed (or is not started
yet) on m; at time 4y, + ¢, which proves the inequality on m;. If m # m;,
using again the lemma D.1 we have k(7)) < k. In particular to ensure that
k(m) < k41 we certainly have toypr +¢ < fo. As i, <t —c, it involves that
a is computed at least ¢ units of times in the interval [ty ,1;]. Hence we



158 ANNEXE D. SCHEDULING WITH DUPLICATION
have Wr[ty,, ,t;) > c. O

To conclude the case 2, consider any processor m with its last computed
task a. If we have t, < d;, lemma D.4 shows immediately that W;[0,¢;) >
t; — 1. Otherwise due to the greedy allocation « is certainly the only task
(including copies) on 7 starting after the date d;, and we have ¢, < t,.
Consider the partial scheduling S” obtained from removing of 7 the task a and
its associated duplicated path if any. The last task of 7 in 5" is then an original
task starting before time d;. Let ¢/ be the feasible starting time of ¢ in S’, with
necessarily ¢, > t, > d;. Lemma D.4 can then be applied, showing that in S’
we have W, [0,t)) > t:—t>°. But since t, < 1/, task « is being processed during
the whole period [}, ¢;]. It results that W;[0,¢;) > (¢.—12)+(t,—1}) > t,—15°,
which concludes the case 2.

Case 3. Assume finally that ¢ has a favorite predecessor j and is
not scheduled using a duplication scheme. In this case an original task
complete after time d; + ¢ on any processor, and 1 is allocated in a greedy
way to the first finishing processor. It is hence clear that no idle time
can occur in the interval [d; + ¢,¢;]. As previously consider a processor
7w and the schedule S’ where any task completing after date d; + ¢ is
removed, with its associated duplicated path if any, from 7. We denote
by « the original task of smallest starting time removed from 7. In 5" a
duplication scheme certainly can schedule the task ¢ at a date ¢} < d; + ¢.
The case 2 shows that we have W,[0,t!) > t. — t>°. However the greedy
allocation of the tasks ensures that t. > t,. Since between ¢, and #; no
idle period occur on m we have W, [t/ t;) = t; — t.. It involves finally that
Wr[0,t,) > (8 —t2°) 4+ (¢, — t}) = t; — t°, which achieves the proof. O

D.4 Algorithm complexity

Proposition D.1 The EDTF algorithm can be implemented in O(n*logn),
where n is the number of tasks in the precedence graph.

Proof: The dominant complexity part of the algorithm is off course the com-
putation and the updating of the feasible starting times at each step. Let
introduce U the set of tasks that becomes ready at the current step. The
algorithm can be implemented as in algorithm 5.2.
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We can compute the duplicative path of a task in O(n) storing the list
of the starting time of the delayed predecessors. Given 7 and task ¢ the
computation of 7, is in O(logn) by dichotomic search in the list of its de-
layed predecessors. For each task we insert in O(m logm) its different feasible
starting times in a quick search structure such as a balanced tree. Roughly
speaking step 1 gives a total complexity of O(n? 4+ mnlogm). The updating
of 7; needs to recompute 7, ; for all 1 € I, and the search for the min value.
The computation of 7, is performed in O(logn) while the update of the
min value with the tree structure needs O(log m). Step 4 leads to complexity
O(nlogn) for each schedule step and hence its total complexity dominates
the algorithm.O
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Annexe E

Scheduling with
communications

This chapter contains some technical material from [47].

E.1 Complexity

The MEP problem is also N P-complete in an asynchronous model:

Theorem E.1 When 3 > 0, the problem of deciding if there is a schedule
for dG(V', E") with completion time at most M is N P-complete for the asyn-
chronous model.

Proof: The proof uses a reduction from the 3-partition problem.

3-partition problem: Given A = {ay,..., a3}, with B/4 < a; <
B/2,1 < i < 3k, where B = 1/kY% a;, does there exist a partition
A=A UAU... Apsuch that 3 4y a=B,1<i<k?

Let £k = 2n + 1, and construct the MED of Figure E.1. In Figure E.1,
the triangles represent several out-going arcs, with very small weight. We will
consider only the start-up time for these arcs. Let W = 3k+2(n+1) = 8n+5
(the out-degree of vertex v). The number of arcs in a triangle is either W — 44
(if the other arc leaving the vertex is f; or f7), or 4i+1 (if the other arc leaving
the vertex is d; or d.).

Let M = ?il a; +2(n+ 1), let C; =i(B+1),1 <i < n and choose
B> max{(W — B)y,(nB 4+ n+ 1)y}. In order to simplify the description,
each arc label is directly associated with its weight. The weight on each arc
labeled a; is a;,1 <1 < 3k. The other arc weights are as follows, for 1 <1 < n.

161
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Fic. E.1 — Tree used in Theorem E.1

bZ — bZ/ — 17
di =dy = (W —4i=2)2 4+ M - C; — 1,
fi=fo=(#—-1)2 4,
We also have by = b = 1, dy = dyy = dy and fo = f§ = f1.
If there is a schedule for the graph in Figure E.1 within time Wj5 + M~
then the following conditions are satisfied:

— The message transmissions corresponding to the arcs leaving vertex v
cannot be preempted. The out-degree of vertex v is W and the sum
of the weights of its out arcs is M. If a transmission is preempted the
makespan would be bigger than W3 4+ M~.

The arcs f; and f!, 0 <1 < n, leave vertices with out-degree W —4141.
The minimum time required to schedule all of the arcs leaving one of
these verticesis S+ (4i—1)f+Civ+ (W —4) =W+ Ciy. lf 2 >0
preemptions were done, the time to schedule these vertices would be
at least (W + 2)p + Ciy. Since 8 > (W — B)y, (W + )8 + Ciy >
WpB4+ (W —=B+C)y > Wp+ My, so x must be 0. A similar argument
can be applied to the arcs d; and d! and the triangles containing 47 + 1
arcs. Their schedule timeis +(W —41—2)f+(M —C;—1)y+(4i4+1)8 =
W5+ (M —C; —1)y. If 2 > 0 preemptions were done, the makespan
would be at least (W +2)8+ (M —C;—1)y. Since > (n(B+1)+1)7,
WH+a2)+(M—-Ci—1)y> WP+ (C,+14+M—-C;—1) > WS+ M~,
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so x must be 0.

In summary, the schedule time W3 4+ M~ is impossible if any trans-
mission is preempted.

The arcs by, b, by and b} have to be scheduled at different times because
they all begin at vertex v. The schedules for vertices vg, v{, vy and v}
have to be consistent with the times chosen for by, bj,b; and b]. The
scheduling time for vertex vy is f + (M — Cy — 1)y + (W —6)5 (due to
arc do) +0 + 7 (due to arc by) +8 + C1y + 38 (due to arc fy), that is
W B+ M~. So, vertex vy receives messages during the whole schedule.
The same is true for the vertices v{, v; and vj.

It follows that the only possible schedule for these vertices is the one
shown in Figure E.2 where each line corresponds to one of the vertices.
Without loss of generality we assume that by is scheduled in the interval
[0, 5+7~], and b is scheduled in the interval [([W—1)84+(M —1)y, WS+
M~].

W3+ My

FiG. E.2 — The possible schedule for the arcs entering vertices vy, v, vy and

/
vy.

Arcs b;,1 <1 < n, cannot be scheduled at the same time as by and bj,
so each b; must be scheduled either after d; and before f; or after f; and
before d;. The same is true for the arcs b.. More precisely, the arcs b; and
b; have to be scheduled in intervals I; = [4i+ Cyy, (4i+1)8+(Ci+1)7]
and lypp1-; = [(W—=4i—1)84+(M—=C;—1)y, (W —=49)f+(M—-C;)v],1 <
1 < n.

One can easily verify that between intervals I; and [;14,1 <1 < 2n,
there is a gap of size 35 + B.

No arc a; can be scheduled before by or after b). At most three of these
arcs can be scheduled in a gap of size 35+ B (since a; > B/4). As there
are 2n + 1 such gaps, there are exactly three arcs a; scheduled in each
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one.

So, if there is a feasible schedule, there are three arcs scheduled in each
gap (between [; and [;11). Since the size of each gap is exactly 38 + B, the
weights of the arcs scheduled in each gap determine a 3-partition of the set

A O

E.2 Even number of processors HL algorithm

One alternative when the number of processors is not a power of 2 is
to use an algorithm based on Kndédel graphs [67] of dimension |log,n|. We
recall below the definition of Knodel graphs with even number of vertices.

Definition E.1 Given a set {po,...,pa—1} of n nodes labeled as p; =
(L%J + 1,2 mod §), the Knddel graph of degree |logyn| has edges between
every node (1,7),0 < j < 2 —1 and each node (2,5 + 2¥ — 1 mod 2), for
E=0,...,[logon| — 1. The edge which connects a node (1,7) to a node
(2,7 +2¥ — 1 mod %) is said to be in dimension k (cf figure E.3).

10 @1 @12 @3 @149 (@15

20 21 22 23 249 (25
FiGc. E.3 — Knodel graph with 12 nodes.

Using the notion of Knodel graphs, the following algorithm from [35], for
an even number of processors has [logn| steps:

for t =1 to |logy,n| do
do in parallel for all p; (0 << n)
p; exchanges messages with the neighbor in dimension ¢ —1
if n is not a power of 2 then
do in parallel for all p; (0 << n)
p; exchanges messages with the neighbor in dimension 0

On the algorithm when n is not a power of two, there exists more than
one path from a node to some of the others. In such a case, in the algorithm
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implementation, the message will be transmitted on the path to be used lat-
ter. The analysis is similar to the hypercube-like algorithm analysis, there are
[log, n| phases and in each phase at most % messages are sent by processor.

E.3 Matching algorithms

In this section we present the bipartite matching algorithms [70], the max-
min matching and the max-weight matching. Both algorithms are described
from a bipartite graph G(V = S,T, A), where S and T are the vertex, and
A the edges set.

E.3.1 Max-min matching

In this strategy, we look for a sequence of maximal matchings in which
the minimum weight is maximized. The algorithm for finding such matchings
is polynomial. The matching is found in a constructive way, the algorithm
starts with the empty matching, the next matching is obtained by mean of an
augmenting path on the previous one. So, at step [ of the algorithm we have
a matching with [ edges, where the minimum weight is maximized. Given
a problem instance, this strategy finds a solution that solves the problem,
except on some particular instances, in at most n — 1 phases.

1. (Start) The bipartite graph G(S,T, A) and a weight w;; for each arc
(1,7) € A are given. Set X = (), W = 400, and 7; = —oo for each node
7 € T. No nodes are labeled.

2. (Labeling)
(a) Give the label “}” to each exposed node in S.

(b) If there are no unscanned labels, go to step 4. If there are unscaned
labels, but each unscanned label is on a node ¢ € T for which

T+ 1 < W, then set W = max{m;|m; < W}.

(¢) Find a node ¢ with an unscanned label, either i € S or else i € T
and m; > W. If ¢ € S, go to step 2.d; if 1 € T' go to step 2.e.

(d) Scan the label on node (i € 5) as follows. For each arc (i,75) ¢ X
incident to ¢, if m; < w;; and m; < W, then give node j the label

“i” (replacing any existing label) and set m; = w;;. Return to step

2.b.
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(e) Scan the label on node i(: € T') as follows. If node 7 is exposed, go
to step 3. Otherwise, identify the unique arc (i,7) € X incident
to node ¢ and given node j the label “s”. Return to step 2.b.

3. (Augmentation) An augmenting path has been found, terminating at
node ¢ (identified in step 2.e). The nodes preceding node 7 in the path
are identified by backtracing from label to label. Augment X by ad-
ding to X all arcs in the augmenting path that are not in X, and
removing from X those which are. Remove all labels from nodes. Set
m; = —infty, for each node 5 € T'. Return to step 2.b

4. (Hungarian Labeling) No augmenting path exists, and the matching X
is a max-min matching of maximum cardinality.

E.3.2 Max-weight matching

In this strategy, we look for matchings in which the sum of the weights
is maximal. The algorithm for finding such matchings is polynomial. Again,
the augmenting path technique is used.

The max-weight strategy is equivalent to the assignment problem: Given
an n X n matrix, find a subset of elements in the matrix, exactly one element
in each column and one in each row, such that the sum of the chosen elements
is minimal

1. (Start) The bipartite graph G(S5,T, A) and a weight w;; for each arc

(1,7) € A are given. Set X = (). Set u; = max{w;;} for each node 7 € S.
Set v; = 0 and 7m; = —oo for each node 7 € T'. No nodes are labeled.

2. (Labeling)
(a) Give the label “}” to each exposed node in S.

(b) If there are no unscanned labels, or if there are unscaned labels,
but each unscanned label is on a node ¢ € T for which 7 > 0, then
go to step 4.

(¢) Find a node ¢ with an unscanned label, either i € S or else i € T
and m; = 0. If 2 € 5, go to step 2.d; if 1 € T go to step 2.e.

(d) Scan the label on node (i € 5) as follows. For each arc (1,75) ¢ X
incident to ¢, if u; + v; — w;; < m;, then give node j the label “1”
(replacing any existing label) and set 7; = u; + v; — w;;. Return
to step 2.b.
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(e) Scan the label on node i(: € T') as follows. If node 7 is exposed, go
to step 3. Otherwise, identify the unique arc (¢,7) € X incident
to node ¢ and given node j the label “s”. Return to step 2.b.

3. (Augmentation) An augmenting path has been found, terminating at
node ¢ (identified in step 2.e). The nodes preceding node 7 in the path
are identified by backtracing from label to label. Augment X by ad-
ding to X all arcs in the augmenting path that are not in X, and
removing from X those which are. Remove all labels from nodes. Set
m; = +infly, for each node j € T'. Return to step 2.b

4. (Change in dual variables) Find
41 = min{w;|i € S}, 05 = min{m;|mp > 0,7 € T}, 6 = min{dy, 62 }.

Subtract ¢ from w;, for each labeled node + € S. Add § to v; for each
node j € T with m; = 0. Subtract ¢ from 7, for each labeled node 7 € T'
with m 4+ 7 > 0. If § < d; go to step 2.b. Otherwise X is a maximum
weight matching.
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Résumé : Le contexte général de ce travail est 'étude du comportement d’appli-
cations paralleles, représentées par un graphe de précédence. La programmation
de telles applications dépend fortement des supports d’exécution. Nous présentons
et discutons les principaux modeles d’exécution et leur influence sur les problemes
d’ordonnancement des tiches du programme parallele. Nous étudions en détail
quatre problemes d’ordonnancement sur des modeles d’exécution ou le coit de
communication est pris en compte. Nous proposons une solution pour un probleme
a grain tres fin, le probleme du sac a dos, sur hypercube dans un modele d’exécution
synchrone ou le colit de communication est implicite. Nous étudions 'ordonnan-
cement de chaines sur un modele & gros grain de communication, le modele BSP.
Nous démontrons qu’ici la recherche d’un ordonnancement optimal est un probleme
NP—difficile. Nous proposons des solutions avec un compromis entre le nombre
de phases de communication/synchronisation et le temps d’inactivité dans chaque
processeur. Les deux derniers problemes étudiés concernent des techniques qui
permettent de réduire I'impact du coit des communications inter processeurs. La
premiére technique considere la duplication des taches. Nous proposons un algo-
rithme de liste avec garantie de performance 2 pour les problemes a petit temps
de communication sur un nombre limité de processeurs. Le deuxieme méthode
consiste a optimiser les phases de communication en ordonnancant les transmis-
sions de messages. La recherche de la solution optimale étant A/P—difficile, nous
proposons plusieurs heuristiques.

Mots cls : Graphe de précédence, Ordonnancement, Modéle d’exécution, Délai de com-

munication.

Abstract: In this thesis we study the behavior of parallel applications represented
by a precedence graph. The programming of such applications is strongly relied to
the execution support. We present and discuss the main execution models and their
influence on the task scheduling problems. We study more deeply four scheduling
problems on execution models that consider the communication costs. We propose
one solution for a fine grain problem, the knapsack problem, on the hypercube on
synchronous execution model in which the communication costs are implicit. We
study the scheduling of independent chains on BSP. We show that the problem
of finding an optimal scheduling is A/P—hard. We also propose trade-off solutions
on the number of communication/synchronization phases and on the processors
idle time. The last two problems concern techniques to reduce the impact of the
communication cost. The first one considers task duplication, we propose a list
algorithm with performance guaranty 2 for the problems with small communication
time on a limited number of processors. The second one consists of optimizing the
communication phases by scheduling the messages transmission. As the search of
the optimal solution is A/P—hard, we propose several heuristics, and we analyze
them experimentally.

Keywords: Precedence graph, Scheduling, Execution model, Communication delay.



