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Chapitre 1

Introdu
tion

L'�evolution de l'informatique dans les 
inquante derni�eres ann�ees a �et�e
remarquable. Restreinte �a ses d�ebuts aux appli
ations s
ienti�ques ou mi-
litaires, elle fait aujourd'hui partie de la vie quotidienne. Une �evolution si
rapide que plusieurs ordinateurs qui appartenaient au domaine de la s
ien
e
�
tion il y a vingt ans sont aujourd'hui disponibles pour le grand publi
.
Deux fa
teurs prin
ipaux ont favoris�e 
e d�eveloppement : l'augmentation des
performan
es et la 
hute importante du prix du mat�eriel informatique.

Même ave
 l'�evolution in
essante dans le domaine du mat�eriel, il a tou-
jours exist�e un foss�e entre la te
hnologie disponible et les besoins de perfor-
man
es. Chaque progression de la te
hnologie ouvre l'horizon �a de nouveaux
besoins ; et de nouvelles exigen
es. La demande pour de nouveaux progr�es est

onstante. En e�et, les appli
ations deviennent de plus en plus gourmandes
en temps de 
al
ul et en espa
e m�emoire. Plusieurs appli
ations �eprouvent un
besoin 
roissant en ressour
es de 
al
ul, notamment les appli
ations temps
r�eel et les programmes tels que la pr�edi
tion m�et�eorologique, o�u les besoins
de pr�e
ision, de �abilit�e et de plage d'estimation sont toujours 
roissants.

De tout temps, le parall�elisme a �et�e une possibilit�e de r�epondre �a 
ette
demande de performan
es. Ce
i est d'autant plus vrai aujourd'hui ave
 la
pr�esen
e massive des ordinateurs reli�es entre eux. Le parall�elisme est pr�esent
dans les ordinateurs parall�eles sp�e
ialis�es, dans les r�eseaux d'ordinateurs,
dans les t�el�e
ommuni
ations et même dans les ordinateurs personnels haut-
de-gamme qui peuvent avoir jusqu'�a huit mi
ropro
esseurs. Dor�enavant, nous
allons utiliser le terme ma
hine parall�ele pour faire r�ef�eren
e aux ma
hines
o�u le parall�elisme est pr�esent, ainsi que le terme pro
esseur pour d�enommer
leurs unit�es de 
al
ul.

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Le re
ours au parall�elisme est motiv�e prin
ipalement par le besoin de
plus de rapidit�e - un travail avan
e plus vite �a plusieurs qu'�a un seul. Le

on
ept de base repose sur l'id�ee intuitive qu'ave
 m ordinateurs un pro-
gramme s'ex�e
utera m fois plus vite que sur un seul.

Cependant, la programmation sur une ma
hine parall�ele demande beau-

oup plus d'e�orts que l'�e
riture d'un programme s�equentiel. La programma-
tion d�epend fortement de la ma
hine 
ible et de son support au parall�elisme.
Par exemple, les pro
esseurs d'une ma
hine parall�ele peuvent avoir des pro-
pri�et�es distin
tes, telles que le mode d'�e
hange des donn�ees (m�emoire par-
tag�ee ou distribu�ee via un r�eseau d'inter
onnexion), de même que la 
aden
e
de son fon
tionnement. Il est 
lair que pour obtenir une implantation eÆ
a
e
une bonne 
onnaissan
e de la ma
hine 
ible et de son support au parall�elisme
est essentielle.

L'�elaboration des appli
ations parall�eles

Dans l'informatique s�equentielle, l'�e
riture d'une appli
ation 
onsiste �a

hoisir un algorithme qui r�esout un probl�eme et de faire son analyse. Pour

on
evoir une appli
ation parall�ele, nous devons d'abord 
hoisir un algo-
rithme qui r�esout le probl�eme envisag�e. Cet algorithme est alors parti-
tionn�e en tâ
hes, lesquelles 
orrespondent �a des portions du 
ode qui seront
ex�e
ut�ees en s�equentiel. Ensuite, le programme parall�ele est 
on�
u en attri-
buant �a 
haque tâ
he un pro
esseur et une date d'ex�e
ution. La performan
e
de l'appli
ation est mesur�ee alors par le temps d'ex�e
ution parall�ele.

Si une tâ
he a besoin des donn�ees produites par une autre tâ
he, il existe
une relation de d�ependan
e. Les tâ
hes et leurs relations de d�ependan
e sont
repr�esent�ees sous la forme d'un graphe, o�u les sommets 
orrespondent aux
tâ
hes et les ar
s aux relations de pr�e
�eden
e entre elles. Ce graphe exprime
le degr�e de parall�elisme de l'algorithme et est nomm�e graphe de pr�e
�eden
e
ou de tâ
hes. L'op�eration qui attribue aux tâ
hes des dates d'ex�e
ution et
des pro
esseurs est d�enomm�ee ordonnan
ement, elle sera pr�esent�ee en d�etail
au 
hapitre 2.

Il est 
lair qu'il faut distinguer la phase d'extra
tion du parall�elisme d'un
algorithme de la phase d'exploitation de 
e parall�elisme. Dans un premier
temps un graphe de pr�e
�eden
e est 
onstruit, et ensuite un s
h�ema d'ordon-
nan
ement est appliqu�e. Or, pour 
ertains probl�emes, le graphe de pr�e
�eden
e
est 
onstruit au 
ours de l'ex�e
ution. Dans 
e 
as, les deux �etapes ne peuvent
pas être disso
i�ees dans le temps.
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Les deux phases peuvent se faire d'une fa�
on impli
ite, ou expli
ite. Lors
de l'extra
tion du parall�elisme, la 
onstru
tion du graphe de pr�e
�eden
e peut
être faite par des te
hniques de 
ompilation (HPF [86℄) de mani�ere impli
ite.
Le graphe de pr�e
�eden
e peut aussi être 
onstruit de fa�
on expli
ite 
omme en
Ath1 [38℄ et Cilk [10℄ o�u le passage des arguments ou le retour des r�esultats
induisent les pr�e
�eden
es. L'ordonnan
ement peut aussi se d�evelopper im-
pli
itement 
omme dans Ath1 et Cilk o�u des te
hniques d'ordonnan
ement
dynamique ave
 �equilibrage de 
harge (par exemple vol de travail, en anglais
work stealing) sont utilis�ees. Pyrros [104℄ poss�ede un langage de des
ription
du graphe de pr�e
�eden
e ainsi que des fon
tions pour son ordonnan
ement.
Rapid [37℄ est un environnement reposant sur les mmes prin
ipes que Pyr-
ros. Dans les deux derniers 
as l'ordonnan
ement est expli
ite. Pourtant le
spe
tre des appli
ations disponibles est en
ore tr�es restreint.

Nous nous int�eressons dans 
ette th�ese aux probl�emes o�u le graphe de
pr�e
�eden
e est fourni de fa�
on expli
ite avant le d�ebut de l'ex�e
ution (or-
donnan
ement statique). Dans 
es probl�emes d'ordonnan
ement notre ob-
je
tif est de minimiser le temps d'ex�e
ution total. L'appro
he 
hoisie est le
d�eveloppement d'algorithmes sp�e
ialis�es, 
'est-�a-dire d'algorithmes dans les-
quelles l'ordonnan
ement peut être d�e
rit de fa�
on expli
ite.

Id�ees dire
tri
es

Lors d'une ex�e
ution s�equentielle (ordonnan
ement sur un seul pro-

esseur) le 
hoix d'une allo
ation des tâ
hes qui minimise le temps total
d'ex�e
ution est fa
ile. Toute attribution de dates, sans temps d'ina
tivit�e
entre les tâ
hes, qui respe
te les 
ontraintes de pr�e
�eden
e aura le même
temps d'ex�e
ution et sera valide. Par 
ontre, lorsque plusieurs pro
esseurs
sont disponibles, le probl�eme de l'ordonnan
ement devient plus ardu. Dans

e 
as, 
ertains fa
teurs jouent un rôle primordial. Parmi eux, nous pouvons

iter l'ar
hite
ture de la ma
hine parall�ele, son support d'ex�e
ution et les
parti
ularit�es li�ees au graphe [54℄.

Pour l'appli
ation, les 
ara
t�eristiques prin
ipales sont la stru
ture de son
graphe de pr�e
�eden
e et sa granularit�e1. La stru
ture d�etermine les possibi-
lit�es de parall�elisme. La granularit�e fournie une estimation du temps de 
al
ul
d'une tâ
he par rapport �a la quantit�e des donn�ees �a �e
hanger. Si 
e rapport
est important le graphe est dit �a gros grain, sinon il est dit �a grain �n.

1D�e�ni 
omme le rapport entre le 
oût des tâ
hes et leurs 
oûts de 
ommuni
ation.
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Selon les 
ara
t�eristiques de la ma
hine et son support d'ex�e
ution, plu-
sieurs fa
teurs in
uen
ent l'ordonnan
ement. Parmi les plus importants nous
avons le mode d'�e
hange des donn�ees entre les pro
esseurs, le syn
hronisme et
l' uniformit�e des pro
esseurs. Suivant l'ar
hite
ture de la ma
hine, l'�e
hange
des donn�ees peut s'e�e
tuer soit par une m�emoire partag�ee, soit par un r�eseau
d'inter
onnexion. Le syn
hronisme peut être en mode stri
t, s'il existe au
niveau du mat�eriel, ou être li�e au mod�ele de programmation. Le mod�ele
BSP [99℄ est fond�e sur un fon
tionnement par �etapes, une phase de 
al
ul
�etant suivie d'une phase de 
ommuni
ation et syn
hronisation. Les pro
es-
seurs sont dits uniformes s'ils ont le même rapport de vitesse pour toutes les
tâ
hes. Au 
ours de 
ette th�ese, la dur�ee d'ex�e
ution de 
haque tâ
he est la
même sur tous les pro
esseurs, 
eux-
i sont alors dits identiques.

Les autres 
ara
t�eristiques du support d'ex�e
ution que nous pouvons aussi
prendre en 
ompte, mais qui ne sont li�ees ni �a la ma
hine, ni au graphe, sont
la possibilit�e de pr�eempter ou de dupliquer les tâ
hes.

La qualit�e d'un ordonnan
ement, voir sa validit�e, d�ependent de nombreux
param�etres, tant au niveau de la stru
ture de l'appli
ation que de la ma
hine

ible et son support d'ex�e
ution. L'�etude de l'in
uen
e de 
es param�etres est

apitale dans la re
her
he d'implantations parall�eles eÆ
a
es. Il est �a noter
que la re
her
he d'un ordonnan
ement optimal, 
'est-�a-dire le plus eÆ
a
e,
est en g�en�eral un probl�eme NP-diÆ
ile. Dans 
e 
as nous re
her
hons des
heuristiques.

Nous nous int�eresserons au 
ours de 
ette th�ese �a l'�etude des ordonnan
e-
ments, en parti
ulier, en 
e qui 
on
erne les e�ets des param�etres de grain, de

ommuni
ation et de syn
hronisme. L'appro
he 
hoisie est l'�etude approfon-
die de quelques probl�emes, 
ha
un d'entre eux mettant en valeur un aspe
t
parti
ulier important pour l'ordonnan
ement.

Au 
ours de 
ette th�ese notre int�erêt est l'ordonnan
ement, les mod�eles
de ma
hines �etant son support. Nous ne proposons pas de nouveaux mod�eles
adapt�es �a tel ou tel algorithme et/ou ma
hine. Selon le probl�eme, un mod�ele

oh�erent est 
hoisi, et un ordonnan
ement est propos�e.

Une des in
uen
es les plus importantes est 
elle de la 
ommuni
ation.
Si la granularit�e est �ne un mod�ele o�u le makespan2 est 
al
ul�e par rapport
au nombre d'�etapes de 
al
ul/
ommuni
ation est bien adapt�e. Si les 
om-
muni
ations impliquent tous les pro
esseurs, il est int�eressant de grouper les
�e
hanges de messages entre pro
esseurs.

2Temps total d'un ordonnan
ement.
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Nous �etudierons en premier lieu dans 
ette th�ese l'ordonnan
ement d'un
graphe de pr�e
�eden
e r�egulier �a grain tr�es �n. Pour 
e probl�eme, a�n d'avoir
une ex�e
ution eÆ
a
e, un mod�ele syn
hrone o�u le 
oût des 
ommuni
ations
est impli
ite s'impose. Puis, nous introduirons les 
oûts de 
ommuni
ation,
une 
ontrainte qui s'av�ere plus r�ealiste pour la plupart des ma
hines pa-
rall�eles 
ourantes, en gardant le syn
hronisme. Dans 
e 
as nous �etudierons
un probl�eme autre que �a grain �n : l'ordonnan
ement de 
hâ�nes. Ensuite,
apr�es avoir 
onstat�e l'importan
e des 
oûts de 
ommuni
ation, nous propose-
rons deux te
hniques pour all�eger 
e 
oût, la dupli
ation et l'ordonnan
ement
de 
ommuni
ations.

Organisation du do
ument

Dans 
e m�emoire nous �etudions les probl�emes li�es �a l'ordonnan
ement
statique des graphes orient�es a
y
liques. Toutes les notations et les propri�et�es
de base sont pr�esent�ees dans le 
hapitre 2. Nous y d�etaillons le mod�ele de
graphe de tâ
hes et nous introduisons les mod�eles de ma
hines. Pour 
haque
probl�eme d'ordonnan
ement d�evelopp�e, nous 
onsa
rons un 
hapitre et une
annexe te
hnique en anglais. L'obje
tif de 
ette organisation est de permettre
une bonne lisibilit�e, sans sur
harge te
hnique, du do
ument. Dans 
haque

hapitre sont pr�esent�es, le probl�eme, ses 
ara
t�eristiques, un �etat de l'art et
les solutions propos�ees. Les d�etails te
hniques et les preuves 
ompl�etes se
trouvent en annexes.

La r�esolution du probl�eme du sa
 �a dos est 
onsid�er�ee dans le 
hapitre 3.
La parall�elisation eÆ
a
e de 
e probl�eme a �et�e largement �etudi�ee dans la
litt�erature pour les mod�eles systolique et PRAM3. Nous proposons une so-
lution dans un mod�ele moins restreint que le systolique et plus pro
he des
ma
hines r�eelles que le mod�ele PRAM, ave
 une ar
hite
ture �a m�emoire dis-
tribu�ee. Notre appro
he est aussi bas�ee sur un algorithme de programmation
dynamique du probl�eme du sa
 �a dos. Le graphe de pr�e
�eden
e 
orrespondant
se 
ara
t�erise par un grain tr�es �n. Dans un mod�ele d'ex�e
ution syn
hrone
n�egligeant le 
oût des a

�es m�emoire aux donn�ees partag�ees, des algorithmes
d'ordonnan
ement eÆ
a
es peuvent être mis en �uvre. Le temps d'ex�e
ution
s�equentiel de l'algorithme qui r�esout le probl�eme du sa
 �a dos est O(m
) o�u
m est le nombre d'objets di��erents et 
 est la 
apa
it�e du sa
 �a dos. Nous
proposons d'abord un algorithme qui r�esout le probl�eme dans un hyper
ube

3Mod�eles syn
hrones �a grain �n, 
f se
tion 2.3.1
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ave
 p pro
esseurs en tempsO(m

p
wmax

wmin
) o�u wmax et wmin sont, respe
tivement,

les poids des objets le plus lourd et le plus l�eger. Ensuite nous pr�esentons
un algorithme eÆ
a
e qui r�esout le probl�eme du sa
 �a dos en temps O(m


p
)

dans un hyper
ube ave
 p pro
esseurs. Ces algorithmes sont d�eriv�es �a partir
des ordonnan
ements de la grille irreguli�ere dans l'hyper
ube. Ce travail a
�et�e men�e ave
 Denis Trystram.

Dans le 
hapitre 4, nous examinons l'ordonnan
ement de 
hâ�nes dans
le mod�ele BSP. Dans 
e mod�ele, les �e
hanges de donn�ees sont e�e
tu�ees
avant les phases de syn
hronisation, mais leurs 
oûts sont pris en 
ompte.
Contrairement au mod�ele asyn
hrone l'ordonnan
ement de 
hâ�nes sur BSP
est NP-diÆ
ile, notre appro
he a �et�e la re
her
he d'algorithmes d'approxi-
mation. Nous avons �et�e 
apables de proposer des heuristiques quasi opti-
males. Dans 
e but, nous avons utilis�e deux te
hniques, le regroupement des

ommuni
ations asyn
hrones dans des 
ommuni
ations du type BSP, et la
re
her
he d'un 
ompromis entre le temps d'ina
tivit�e et le nombre de 
om-
muni
ations du type BSP. Nous avons 
ompl�et�e l'analyse th�eorique par un
grand nombre de simulations. Cette �etude a �et�e r�ealis�ee ave
 Gr�egory Mouni�e
et Denis Trystram.

La r�edu
tion de l'impa
t de la 
ommuni
ation en introduisant la dupli
a-
tion a �et�e bien �etudi�ee dans le 
as de ressour
es illimit�ees (nombre de pro
es-
seurs non born�e). Dans le 
as d'un nombre �x�e de pro
esseurs, le probl�eme
n'a �et�e trait�e que pour un 
as simple (taille des tâ
hes et des 
ommuni
a-
tions unitaires). Nous �etudions le 
as de petits temps de 
ommuni
ation.
Nous proposons un algorithme de liste, et nous d�emontrons qu'il a une ga-
rantie de performan
e de 2. Cette garantie est tr�es pro
he de la garantie
des algorithmes de liste lorsque le temps de 
ommuni
ation inter pro
esseurs
n'est pas 
onsid�er�e, qui est 2� 1

m
pour m pro
esseurs. L'id�ee de base de l'al-

gorithme est la 
onstru
tion d'un 
hemin de dupli
ation pour 
haque tâ
he
prête4. �A partir de 
es 
hemins, l'algorithme poss�ede des informations pour
d�e
ider lors de l'allo
ation d'une tâ
he lesquels de 
es pr�ed�e
esseurs doivent
être dupliqu�es. Cette �etude a �et�e faite ave
 Christophe Rapine. Les r�esultats
sont pr�esent�es dans le 
hapitre 5.

L'ordonnan
ement de 
ommuni
ations est trait�e dans le 
hapitre 6. Il

onsiste �a optimiser les phases de 
ommuni
ation en ordonnan�
ant les mes-
sages sur le r�eseau d'inter
onnexion a�n de r�eduire les probl�emes de 
onges-
tion et d'optimiser les s
h�emas de di�usions des donn�ees. Cependant, trouver

4Une tâ
he est 
onsid�er�e prête quand tous ses pr�ed�e
esseurs ont �et�e allou�es
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la solution optimale est un probl�eme NP -diÆ
ile, par 
ons�equent plusieurs
heuristiques sont propos�ees. Nous analysons 
ha
une d'entre elles et nous
proposons des 
rit�eres qui d�eterminent l'heuristique la plus adapt�ee selon
les 
ommuni
ations �a r�ealiser et les 
ara
t�eristiques de la ma
hine. Nous
proposons �a la �n du 
hapitre des algorithmes 
ombin�es, 
'est-�a-dire 
om-
pos�es de deux heuristiques di��erentes. Nous a
hevons le 
hapitre ave
 des
exp�erimentations et des simulations. Celles-
i 
on�rment les bonnes perfor-
man
es des algorithmes 
ombin�es. Ce travail a �et�e men�e ave
 Joseph Peters
et Denis Trystram.
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Chapitre 2

Con
epts d'ordonnan
ement

R�esum�e

La mise au point d'algorithmes d'ordonnan
ement d�epend forte-
ment des 
ara
t�eristiques de l'appli
ation et de la ma
hine 
ible. Pour
d�e
rire 
es 
ara
t�eristiques l'utilisation de mod�eles s'impose. Nous
pr�esenterons un mod�ele d'appli
ation bas�e sur la notion de graphe de
pr�e
�eden
e. Les mod�eles n�e
essaires �a la programmation sont �etudi�es
ensuite : mod�eles de ma
hine et mod�eles d'ex�e
ution. L'obje
tif de 
e

hapitre est de faire un tour d'horizon des mod�eles pour le parall�elisme
et l'ordonnan
ement statique.

2.1 Introdu
tion

L'�etude de l'ordonnan
ement des tâ
hes d'un programme sur une ma
hine
parall�ele r�eelle �etant tr�es 
omplexe, l'introdu
tion des mod�eles s'impose. La
prise en 
ompte de toutes les 
ara
t�eristiques de la ma
hine s'av�ere assez
diÆ
ile. En outre, le degr�e d'in
uen
e pour 
ertaines 
ara
t�eristiques est
plus important que pour d'autres. Les mod�eles 
onsid�erent quelques unes
d'entre elles, sans prendre en 
ompte d'autres 
ara
t�eristiques qui in
uen
ent
moins les performan
es. Ils servent �a estimer le 
omportement de la ma
hine
lors d'une v�eritable ex�e
ution. Malheureusement, il n'existe pas de mod�ele
universel pour les ma
hine parall�eles similaire au mod�ele d'ar
hite
ture de
Von Neuman pour les ordinateurs s�equentiels.

Un bon mod�ele doit avoir deux qualit�es : être r�ealiste et simple. Le
r�ealisme est un 
rit�ere antagoniste �a la simpli
it�e. Plus un mod�ele est simple,
don
 abstrait, moins il est pro
he du 
omportement d'une ma
hine r�eelle. �A

19
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l'oppos�e, un mod�ele r�ealiste s'av�ere souvent trop 
omplexe �a utiliser. Nous
allons 
lasser les mod�eles utilis�es selon trois 
at�egories:

{ Les mod�eles d'appli
ation, qui servent �a repr�esenter le parall�elisme po-
tentiel d'un algorithme.

{ Les mod�eles de ma
hine, qui d�e
rivent les prin
ipales 
ara
t�eristiques
de la ma
hine parall�ele 
omme les 
ots d'instru
tions et les 
ommuni-

ations entre pro
esseurs.

{ Les mod�eles d'ex�e
ution, qui d�etaillent les formes de programmation
ainsi que ses paradigmes.

Ce n'est pas une 
lassi�
ation standard de la litt�erature sp�e
ialis�ee, 
e-
pendant elle est assez logique. Les trois 
on
epts de l'informatique parall�ele :
algorithme, ma
hine et support d'ex�e
ution restent bien d�elimit�es. Notons
de plus que la fronti�ere entre types de mod�eles n'est pas stri
te.

Le d�eveloppement d'une appli
ation parall�ele sur une ma
hine 
ible peut
être vue 
omme la su

ession des �etapes suivantes :

1. Trouver un mod�ele de ma
hine qui repr�esente la ma
hine 
ible,

2. Repr�esenter le parall�elisme potentiel de l'algorithme et 
hoisir un
mod�ele d'ex�e
ution 
oh�erent ave
 le mod�ele de ma
hine,

3. Re
her
her un ordonnan
ement.

Les �etapes 2 et 3 sont les prin
ipales. Dans l'�etape 2, le 
hoix du mod�ele
d�epend fortement de la ma
hine 
ible et du parall�elisme pr�esent dans l'al-
gorithme. De même le 
hoix du niveau de parall�elisme rel�eve du mod�ele
d'ex�e
ution. Apr�es le 
hoix des mod�eles, la re
her
he d'un ordonnan
ement

onvenable peut 
ommen
er.

Dans 
e 
hapitre nous pr�esentons les di��erentes repr�esentations d'une ap-
pli
ation, puis les mod�eles de ma
hines parall�eles et les mod�eles d'ex�e
ution.
Nous �nissons ave
 une des
ription d�etaill�ee de l'ordonnan
ement en
pr�esentant quelques r�esultats 
onnus.

2.2 Graphe de pr�e
�eden
e

La repr�esentation d'un algorithme est faite prin
ipalement de deux fa�
ons
analogues, 
ha
une utilisant un graphe orient�e 
omme stru
ture de base.
Nous pouvons repr�esenter un programme par un graphe de 
ots de donn�ees
(data-
ow graph), par un graphe de pr�e
�eden
e (pre
eden
e task graph) ou
plus simplement par un graphe de d�ependan
e.



2.2. GRAPHE DE PR�EC�EDENCE 21

Dans la repr�esentation d'un programme par un graphe de pr�e
�eden
e,
l'algorithme est divis�e en unit�es de base d�enomm�ees tâ
hes (qui sont des
instru
tions ou groupes d'instru
tions). Les tâ
hes sont repr�esent�ees par les
sommets du graphe. Les d�ependan
es entre les tâ
hes sont expli
it�ees par des
ar
s. L'existen
e d'un ar
 (u; v) d'une tâ
he u �a une tâ
he v dans le graphe
signi�e que la tâ
he v ne peut pas être ex�e
ut�ee sans les donn�ees produites par
la tâ
he u. Nous asso
ions �a 
haque ar
 un poids proportionnel �a la quantit�e
de donn�ees �a transmettre, et �a 
haque sommet un poids 
orrespondant au
temps de 
al
ul de la tâ
he. Dor�enavant, nous ferons r�ef�eren
e �a 
es valeurs

omme poids de l'ar
 ou du sommet. Lorsque les ar
s ne sont pas asso
i�es �a
des poids, 
'est-�a-dire seule les d�ependan
es entre les tâ
hes est donn�e nous
avons le repr�esentation par graphe de d�ependan
e.

Le graphe de 
ots de donn�ees est 
onstruit �a partir de l'�evolution des
donn�ees. Les relations de pr�e
�eden
e sont induites par la 
ir
ulation des
donn�ees. Typiquement, les sommets 
orrespondent �a l'�evaluation d'une ins-
tru
tion et les pr�e
�eden
es aux a

�es en le
ture ou �e
riture des op�erandes [25℄.

Connaissant une repr�esentation d'un programme par un graphe de 
ots
de donn�ees, sa transformation en graphe de pr�e
�eden
e est imm�ediate 
ar
le premier fourni plus d'informations que le dernier. Dans 
e m�emoire, nous
nous 
onsa
rerons �a l'�etude des graphes de pr�e
�eden
e.

A priori, les tâ
hes peuvent être quel
onques, et le graphe de pr�e
�eden
e
in
onnu au moment de l'ex�e
ution d'un programme. Ce qu'est le 
as de l'or-
donnan
ement dynamique. Nous nous int�eressons plutôt �a l'ordonnan
ement
statique. Dans nos probl�emes, le graphe de pr�e
�eden
e est 
onnu �a l'avan
e.
Dor�enavant, lors de l'utilisation d'un graphe de tâ
hes, il sera enti�erement

onnu.

Pour un graphe de pr�e
�eden
e G donn�e, nous adoptons la terminologie
suivante :

Su

esseurs : l'ensemble des su

esseurs d'un sommet v est 
onstitu�e de
tous les noeuds u tels qu'il existe un 
hemin orient�e de v �a u dans G.

Su

esseurs dire
ts : l'ensemble des su

esseurs dire
ts d'un sommet v est

onstitu�e de tous les noeuds u tels qu'il existe un ar
 de v �a u dans G.

Pr�ed�e
esseurs : l'ensemble des pr�ed�e
esseurs d'un sommet v est 
onstitu�e
de tous les noeuds u tels qu'il existe un 
hemin orient�e de u �a v dans
G.

Pr�ed�e
esseurs dire
ts : l'ensemble des pr�ed�e
esseurs d'un sommet v est

onstitu�e de tous les noeuds u tels qu'il existe un ar
 de u �a v dans G.
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Largeur : le 
ardinal du plus grand ensemble de sommets du graphe tel
qu'il n'existe pas deux sommets appartenant au même 
hemin orient�e.

Chemin 
ritique : le plus long 
hemin orient�e du graphe, prenant en

ompte les temps de 
al
ul.

Granularit�e : rapport entre le poids des sommets et des ar
s. La granularit�e
� d'un graphe orient�e G est le rapport entre le plus petit poids d'un
sommet et le plus grand poids d'un ar
 de G. Si � � 1 alors le graphe
est dit �a grain �n, sinon il est dit �a gros grain. Intuitivement, les tâ
hes
d'un graphe �a gros grain 
al
ulent plus qu'elles ne 
ommuniquent.

Dans 
e m�emoire nous utilisons toujours la notion de grain de 
al-

ul, une autre appro
he est l'inverse, 
'est-�a-dire 
onsid�erer le grain
de 
ommuni
ation. Il existe d'autres d�e�nitions de la granularit�e tels
que la granularit�e globale (rapport entre le travail total et la sommes
des 
ommuni
ations) et la granularit�e lo
ale qui 
onsid�ere le grain de

haque tâ
he. Gerasoulis et Yang [42℄ pr�esentent plusieurs d�e�nitions
de la granularit�e.

Pour illustrer 
es terminologies, dans le graphe orient�e G de la �gure 2.1
nous avons : les su

esseurs du sommet v5 sont fv8; v9; v10; v11g, les su

es-
seurs de v2 sont fv6; v11g. Les pr�ed�e
esseurs dire
ts de v9 sont fv5; v7g. La
largeur du graphe G est 4. Si toutes les tâ
hes du graphe G ont le même
poids, le graphe a trois 
hemins 
ritiques : (v1; v3; v7; v9), (v1; v4; v7; v9) et
(v1; v5; v8; v10).

v1

v3

v7

v4 v5 v6

v

v11v9

2

v8

v10

Fig. 2.1 { Graphe de pr�e
�eden
e G.
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Dans le but de montrer la 
onstru
tion d'un graphe de tâ
hes �a partir
d'un algorithme, nous pr�esentons le probl�eme de multipli
ation de matri
es

arr�ees de dimensions paires. Si les dimensions sont impaires, il suÆt d'ajou-
ter une ligne ou une 
olonne remplie ave
 des z�eros, ou une ligne et une

olonne remplies ave
 des z�eros. Cet ajout peut s'av�erer tr�es utile lors de
l'appli
ation re
ursive de l'algorithme. La premi�ere �etape 
onsiste �a 
hoisir
un algorithme pour r�esoudre le probl�eme. L'algorithme que nous avons 
hoisi
est l'algorithme de Strassen1. �Etant donn�ees deux matri
es n � n, A et B,
o�u n est un entier pair, nous voulons 
al
uler C = A�B. Ave
 la partition
des matri
es en blo
s nous avons : 

A11 A12

A21 A22

!
�
 
B11 B12

B21 B22

!
=

 
C11 C12

C21 C22

!
:

Le symbole � d�enote la multipli
ation de matri
es. Chaque quadrant de
la matri
e C est 
al
ul�e selon l'algorithme 2.1.

Algorithm 2.1 Algorithme de Strassen.

Entr�ees: Matri
es A et B partition�ees en quadrants.

T1 = A11 +A12; T2 = A21 �A11;

T3 = A12 �A22; T4 = A21 +A22; T5 = A11 +A22;

U1 = B11 +B22; U2 = B11 +B12;

U3 = B21 �B11; U4 = B12 �B22; U5 = B21 +B22;

P1 = T1 � U1; P2 = T4 �B11; P3 = A11 � U4;

P4 = A22 � U3; P5 = T1 �B22; P6 = T2 � U2; P7 = T3 � U5;

C11 = P1 + P4 � P5 + P7; C12 = P3 + P5;

C21 = P2 + P4; C22 = P1 + P3 � P2 + P6;

Il est 
lair qu'il existe plusieurs fa�
ons de repr�esenter un algorithme
�a l'aide d'un graphe de pr�e
�eden
e. Dans les 
as extrêmes, le graphe de
pr�e
�eden
e d'un programme peut n'avoir qu'une seule tâ
he. Dans 
e 
as,
la tâ
he 
orrespond au programme lui même. �A l'oppos�e, 
haque instru
tion
�el�ementaire d'un algorithme peut 
orrespondre �a une tâ
he. Le 
hoix de la
repr�esentation est un probl�eme diÆ
ile, souvent fait �a la main.

1Cet algorithme e�e
tue un nombre plus petit de multipli
ations.
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La �gure 2.2 illustre un graphe de pr�e
�eden
e pour l'algorithme de Stras-
sen. Dans 
ette �gure, 
haque tâ
he re�
oit une �etiquette 
orrespondant �a ses
donn�ees de sortie. Pour simpli�er, les poids des ar
s et des sommets ne sont
pas repr�esent�es.

A 11

T4 U1

P1

C 21

A 12 A 21 A 22 B 11 B B B 222112

T1 T2 T3 T5 U2 U3 U4 U5

P3 P6 P2 P4 P7 P5

C 22 C 12 C 11

Fig. 2.2 { Un graphe de pr�e
�eden
e pour l'algorithme de Strassen.

Chaque tâ
he Ui; Tj 
orrespond �a la somme/soustra
tion de matri
es. Ces
tâ
hes ont n2=4 op�erations arithm�etiques, don
 une autre possibilit�e �etait de
partitionner 
ha
une d'elles en n2=4 tâ
hes d'une seule instru
tion. Ce
i est
aussi vrai pour les tâ
hes Cij . Les tâ
hes Pi 
orrespondent �a des multipli-

ations de matri
es. Cha
une de 
es tâ
hes aurait pu être partitionn�ee, par
exemple, de fa�
on re
ursive jusqu'�a 
e que les tâ
hes du graphe ne soient

onstitu�ees que par des op�erations sur des s
alaires.

PC

AT BU

Fig. 2.3 { Un autre graphe de pr�e
�eden
e pour l'algorithme de Strassen.

Un autre graphe de pr�e
�eden
e possible pour l'algorithme 2.1 est pr�esent�e
dans la �gure 2.3. Dans 
e graphe les tâ
hes AT (BU) 
al
ulent les valeurs
Ti (Ui). La tâ
he PC 
al
ule les valeurs Pi et �nalement la matri
e C.

Nous pouvons aussi d�eriver un graphe de pr�e
�eden
e �a partir de la des-

ription haut niveau d'un algorithme. Un graphe de pr�e
�eden
e pour l'algo-
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rithme 2.2 
i-dessous est illustr�e par la �gure 2.4 (les �etiquettes donn�ees aux
tâ
hes sont �evidentes). Ce graphe de tâ
hes est une 
hâ�ne, les tâ
hes f1; f2
et f3 doivent s'ex�e
uter dans 
et ordre.

Algorithm 2.2 Algorithme s�equentiel.

b = f1(a);


 = f2(b);

d = f3(
);

f ff 21 3

Fig. 2.4 { Graphe de pr�e
�eden
e du type 
hâ�ne.

�A partir d'un graphe de pr�e
�eden
e nous disposons de plusieurs informa-
tions sur le parall�elisme r�ealisable. La largeur du graphe donne le nombre de
pro
esseurs n�e
essaires �a son ex�e
ution, 
ar lors de l'allo
ation des sommets
aux pro
esseurs le nombre maximal de tâ
hes di��erentes qui peuvent être
ex�e
ut�ees simultan�ement est �egal �a la largeur du graphe. Cependant il existe
des r�esultats 
lassiques o�u le nombre de pro
esseurs utilis�es est aussi grand
que le nombre de tâ
hes [84℄. Le 
hemin 
ritique fournit une borne inf�erieure
du temps d'ex�e
ution. Le grain du graphe donne une estimation du rapport
entre temps de 
al
ul et temps de 
ommuni
ation.

Les graphes de pr�e
�eden
e propos�es pour l'algorithme de Strassen sont �a
grain �n, 
ar la quantit�e de donn�ees �a 
ommuniquer est grande. Si dans l'al-
gorithme 2.2 les variables sont des matri
es et les fon
tions fi sont assez 
om-
plexes (inversion de matri
es, valeurs propres, et
) le graphe de pr�e
�eden
e
de la �gure 2.4 devient �a gros grain.

Pour estimer plus �nement le temps d'ex�e
ution, nous avons besoin d'in-
troduire des mod�eles de ma
hine et d'ex�e
ution.

2.3 Mod�elisation de ma
hines parall�eles

Les mod�eles sont employ�es pour 
lasser les ma
hines elles mêmes, ainsi
que pour fournir un support pour la programmation. Ces mod�eles sont
d�enomm�es respe
tivement mod�eles de ma
hine et mod�eles d'ex�e
ution. Les
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mod�eles de ma
hine 
ara
t�erisent l'ar
hite
ture du mat�eriel, alors que le
mod�ele d'ex�e
ution sert �a expli
iter le 
omportement de la ma
hine et �a
pr�e
iser des 
ara
t�eristiques telles que la gestion des 
ommuni
ations.

2.3.1 Des
ription des 
ara
t�eristiques des ma
hines

Pendant longtemps la 
lassi�
ation la plus utilis�ee des ordinateurs pa-
rall�eles a �et�e 
elle propos�e par Flynn [32℄. Les ma
hines peuvent être 
lass�ees
selon deux 
rit�eres : le 
ot d'instru
tions et le 
ot de donn�ees. Quand les 
ots
d'instru
tions et de donn�ees sont uniques, la ma
hine est dite SISD (single
instru
tion single data), 
e qui 
orrespond aux ma
hines s�equentielles. Les
deux autres types de ma
hines 
ourantes sont les ma
hines SIMD (single
instru
tion multiple data) qui ont un 
ot d'instru
tions unique, et plusieurs

ots de donn�ees, et les ma
hines MIMD (multiple instru
tion multiple data)
o�u les 
ots d'instru
tions et les 
ots de donn�ees sont multiples.

Aujourd'hui la plupart des ma
hines est MIMD, don
 la 
lassi�
ation de
Flynn devient obsol�ete au pro�t d'autres 
ara
t�eristiques. Il est 
ourant de
diviser la 
lasse MIMD en deux groupes : les multiordinateurs et les multipro-

esseurs [94℄. Il est �a noter que les laten
es pour l'�e
hange des donn�ees sont
plus importantes dans les multiordinateurs que dans les multipro
esseurs.

Un autre point qui di��eren
ie les ar
hite
tures d'ordinateurs parall�eles
est l'ar
hite
ture physique de la m�emoire :

UMA : (de l'anglais Uniform Memory A

ess) il existe un espa
e d'adres-
sage 
ommun a

essible �a tous les pro
esseurs. Le temps d'a

�es �a 
ette
m�emoire est le même pour tous les pro
esseurs.

NUMA : (de l'anglais Non-Uniform Memory A

ess) 
haque pro
esseur
poss�ede sa propre m�emoire lo
ale. Dans 
e 
as, la ma
hine et son
syst�eme d'exploitation fournissent des primitives de 
ommuni
ation
entre les pro
esseurs. Pour un pro
esseur, il existe plusieurs formes
d'a

�es �a la m�emoire d'un autre pro
esseur : soit par un espa
e d'adres-
sage unique 
omme dans le CRAY T3E, soit par l'�e
hange de messages

omme dans le IBM SP2. Dans une ma
hine �a m�emoire NUMA le 
oût
d'un a

�es �a une m�emoire non lo
ale est beau
oup plus important que
le 
oût d'un a

�es lo
al. Dans 
e 
as la notion de lo
alit�e des donn�ees
devient primordiale.

Le fait d'avoir une m�emoire ave
 a

�es uniforme simpli�e le travail de pa-
rall�elisation. Cependant, les 
ontraintes te
hnologiques font que le nombre
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de pro
esseurs dans les ma
hines UMA est limit�e (de l'ordre d'une 
in-
quantaine). Pour disposer de beau
oup plus de pro
esseurs, les ar
hite
tures
NUMA s'imposent. Dans le mod�ele de ma
hines NUMA les pro
esseurs sont
reli�es par un r�eseaux d'inter
onnexion, la mani�ere que 
ette inter
onnexion
est r�ealis�ee d�e�nit la topologie du r�eseau.

Le mod�ele SIMD pr�esuppose un fon
tionnement syn
hrone des pro
es-
seurs (g�en�eralement, il existe une unit�e 
entrale de 
ontrôle responsable pour
le 
ot d'instru
tions), 
haque pro
esseur ex�e
ute des 
y
les 
ompos�es de 
al-

uls et de 
ommuni
ations entre pro
esseurs voisins. �A 
haque 
y
le, les pro-

esseurs ex�e
utent les mêmes instru
tions, mais ave
 des donn�ees di��erentes.
Dans le mod�ele MIMD les pro
esseurs peuvent fon
tionner de fa�
on asyn-

hrone, il n'y a pas de restri
tion sur le programme ex�e
ut�e par 
haque pro-

esseur.

Le mod�ele systolique [69℄ est en
ore plus restreint que le mod�ele SIMD,
les pro
esseurs sont reli�es par un r�eseaux d'inter
onnexion, seuls les pro
es-
seurs �a la fronti�ere peuvent 
ommuniquer ave
 le monde ext�erieur, et ils ont
une m�emoire lo
ale assez r�eduite. Le fon
tionnement est syn
hrone, et les
pro
esseurs r�ep�etent les pas : r�e
eption, 
al
ul, envoi. Dans un r�eseau sys-
tolique, les donn�ees sont fournies �a rythme r�egulier, et apr�es la travers�e du
r�eseau par les donn�ees les r�esultats sont livr�es aussi �a rythme r�egulier.

Les mod�eles de ma
hines servent �a 
lasser les ma
hines existantes, mais ils
ne sont pas suÆsants lors du d�eveloppement d'une appli
ation. Si nous vou-
lons 
onnâ�tre le traitement des 
on
its lors de l'a

�es �a une donn�ee partag�ee,
ou les formes de 
ommuni
ation entre les pro
esseurs, nous avons besoin des
mod�eles d'ex�e
ution.

2.4 Des
ription des mod�eles d'ex�e
ution

Il est 
lair que le mod�ele d'ex�e
ution doit être adapt�e au mod�ele de ma-

hine. Un mod�ele d'ex�e
ution qui ne prend pas en 
ompte le temps d'a

�es �a
une donn�ee distante s'av�ere peu pratique pour une ma
hine MIMD de type
NUMA. Nous allons diviser la pr�esentation des mod�eles selon leur origine.
D'abord nous pr�esentons les mod�eles th�eoriques, 
'est-�a-dire, 
eux qui n'ont
pas �et�e inspir�es de ma
hines existantes. Ensuite les mod�eles bas�es sur les

ara
t�eristiques de ma
hines r�eelles sont pr�esent�es. Dans 
e 
hapitre nous
allons �etudier de mani�ere assez br�eve plusieurs de 
es mod�eles a�n de fournir
la 
onnaissan
e de base du sujet.



28 CHAPITRE 2. CONCEPTS D'ORDONNANCEMENT

Les mod�eles d'ex�e
ution servent de base �a la programmation d'une ma-

hine parall�ele. Ils donnent la s�emantique d'ex�e
ution. Un des prin
ipaux buts
des mod�eles d'ex�e
ution est de servir �a la pr�edi
tion du temps d'ex�e
ution
d'un programme parall�ele. De la même fa�
on que dans le 
as de ma
hines
SIMD, le temps d'ex�e
ution peut être mesur�e en 
y
les (
al
ul plus 
om-
muni
ation). Nous nous int�eresserons plutôt aux mod�eles pour les ma
hines
MIMD.

Nous allons restreindre notre �etude �a des mod�eles o�u tous les pro
esseurs
sont identiques, 
'est-�a-dire qu'ils ont la même vitesse et peuvent ex�e
uter le
même ensemble d'instru
tions.

2.4.1 Un mod�ele pour la 
omplexit�e : PRAM

Le mod�ele PRAM (de l'anglais Parallel Random A

ess Ma
hine) est le
premier mod�ele �a avoir �et�e propos�e pour l'informatique parall�ele [33℄. En-

ore aujourd'hui il sert de r�ef�eren
e. Il est tr�es populaire pour l'�evaluation et
la 
omparaison d'algorithmes parall�eles [65℄. Dans 
e mod�ele les pro
esseurs
identiques fon
tionnent en 
aden
e par 
y
le d'une instru
tion, et ont a

�es �a
une m�emoire globale 
ommune. Le nombre de pro
esseurs ainsi que la taille
de la m�emoire sont illimit�es. Ce mod�ele se r�ev�ele irr�ealiste en pratique, 
ar le

oût de maintien d'une m�emoire globale d�epend du nombre de pro
esseurs.
Un mod�ele plus restreint, la p-PRAM, o�u le nombre de pro
esseurs est �egal �a
p, a aussi �et�e propos�e dans la litt�erature. Ce mod�ele sert �a appro
her le 
om-
portement des ordinateurs SMP (de l'anglais Symmetri
 MultiPro
essing),
lesquels partagent les ressour
es m�emoire et entr�ee/sortie. Les ordinateurs
multi pro
esseurs du type PC de derni�ere g�en�eration, o�u les 
artes m�eres
peuvent a

ueillir jusqu'�a huit pro
esseurs qui a

�edent la m�emoire de fa�
on
uniforme, sont des ma
hines SMP.

Dans le but de d�e�nir les r�egles d'a

�es �a la m�emoire dans le mod�ele
PRAM, plusieurs versions ont �et�e propos�ees. Les types sont : le EREW (Ex-

lusive Read Ex
lusive Write), o�u 
haque 
ellule est a

�ed�ee par au plus un
pro
esseur �a 
haque 
y
le, le CREW (Con
urrent Read Ex
lusive Write) et le
CRCW (Con
urrent Read Con
urrent Write) o�u l'a

�es aux 
ellules peut se
faire par plusieurs pro
esseurs pour la le
ture, et pour la le
ture et �e
riture,
respe
tivement. Dans le dernier 
as, des r�egles de r�esolution de 
on
its sont
d�e�nies. Les plus 
ourantes, en ordre 
roissant de 
omplexit�e sont : arbitraire,
prioritaire et 
ombinaison de valeurs (par un maximum, une somme, et
).

Akl et Guenther [2℄ ont propos�e le mod�ele BSR bas�ee sur la CRCW
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PRAM. Ils ont remarqu�e que l'ajout d'une instru
tion de di�usion en temps

onstant n'�etait pas irr�ealiste. L'instru
tion de di�usion pr�esent�ee autorise
�a 
haque instant l'a

�es simultan�e en �e
riture de toutes les 
ellules m�emoire
pour 
haque pro
esseur. Les r�egles de r�esolution de 
on
it sont similaires �a

elles pour la PRAM, ave
 l'ajout de la notion de donn�ees valides.

Plusieurs modi�
ations du mod�ele PRAM original o�u les 
ontraintes
d'a

�es �a la m�emoire distante sont 
onsid�er�ees ont �et�e propos�ees dans la
litt�erature. Il en existe deux 
lasses : 
eux qui tiennent 
ompte de la topolo-
gie du r�eseau tel que le mod�ele XRAM [22℄, et 
eux qui l'ignorent. Dans 
e
dernier 
as le mod�ele le plus 
onnu est la LPRAM [1℄ (Lo
al-memory PRAM).

Dans les mod�eles du type PRAM les probl�emes de 
ommuni
ation sont
masqu�es. La 
ommuni
ation est in
luse impli
itement dans le mod�ele. En
pratique 
'est un point important dont il faut tenir en 
ompte.

2.4.2 Mod�eles ave
 d�elai de 
ommuni
ation

Dans les mod�eles ave
 d�elai de 
ommuni
ation il existe un support pour
la 
ommuni
ation entre les pro
esseurs. Ce support 
onsiste en l'envoi et
la r�e
eption de messages. Dor�enavant nous d�enotons par mod�eles d�elai, les
mod�eles que 
onsid�erent uniquement la taille des tâ
hes et le d�elai de 
ommu-
ni
ation entre tâ
hes su

essives allou�ees �a des pro
esseurs di��erents, lequel
peut être aussi 
onsid�er�e 
omme �etant z�ero.

Les mod�eles d�elai et des te
hniques d'ordonnan
ement asso
i�ees ont �et�e
propos�es simultan�ement. Pour ne pas anti
iper la pr�esentation de l'ordonnan-

ement, nous allons donner une des
ription informelle. Un ordonnan
ement
d'un graphe sur une ma
hine 
onsiste �a attribuer �a 
haque tâ
he du graphe
un pro
esseur et une date de d�ebut d'ex�e
ution.

Lors de la transmission, ou de la r�e
eption, d'un message dans une ma-

hine r�eelle le pro
esseur est o

up�e pendant une p�eriode de temps (ave
 des

opies m�emoire, allo
ation de tampons, et
). Les mod�eles de 
ette se
tion ne
prennent pas en 
ompte 
ette p�eriode sur le temps d'ex�e
ution des pro
es-
seurs. Le re
ouvrement total des 
ommuni
ations par du 
al
ul est autoris�e,

'est-�a-dire que les pro
esseurs peuvent 
al
uler pendant les 
ommuni
ations.
Les mod�eles d�elai ne prennent �egalement pas en 
ompte la 
ongestion du
r�eseaux. Le sur
oût de 
ommuni
ation sur le temps de 
al
ul et la 
ongestion
ont �et�e 
onsid�er�es dans le mod�ele LogP (voir plus loin dans la se
tion 2.4.3).

Nous pr�esentons d'abord le mod�ele ave
 bande passante illimit�ee, 
'est-
�a-dire, sans sur
oût de 
ommuni
ation. Ensuite nous pr�esentons les mod�eles
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ave
 bande passante limit�ee, 
e qui introduit des d�elais de 
ommuni
ation.
Une des fa�
ons d'all�eger 
e sur
oût peut se faire �a travers la dupli
ation
de tâ
hes. Dans 
e 
as, nous pouvons au lieu de 
ommuniquer �a partir des
pr�ed�e
esseurs, dupliquer quelques-uns d'entre eux. Les param�etres que nous
utiliserons pour les mod�eles suivants sont le nombre de pro
esseurs et la
possibilit�e de dupliquer des tâ
hes.

Nous pr�esentons des exemples d'ex�e
utions du graphe G de la �gure 2.1
(page 22) sous di��erents mod�eles d'ex�e
ution. La repr�esentation utilis�ee est
le diagramme de Gantt (diagramme espa
e temps 
lassique, o�u l'espa
e 
or-
respond �a l'o

upation des pro
esseurs), o�u les tâ
hes, les 
ommuni
ations
et les temps d'attente sont pla
�es selon leurs dates, pro
esseurs et dur�ees
d'ex�e
ution. Le poids des sommets du graphe G sont identiques, le poids de
ses ar
s sera expli
it�e pour 
haque mod�ele. Nous allons pr�esenter des s
h�emas
d'ex�e
ution sur trois pro
esseurs identiques.

Mod�ele UET

L'appro
he th�eorique de base est simplement d'ignorer le temps de 
om-
muni
ation entre pro
esseurs. La bande passante est 
onsid�er�ee illimit�ee. Le
mod�ele UET (unit exe
ution time) a �et�e propos�e par Papadimitriou et Ull-
man [83℄. Le temps d'ex�e
ution des tâ
hes est unitaire, les attentes dues
aux 
ommuni
ations ne sont pas 
onsid�er�ees. Il est 
lair que dans 
e 
as la
dupli
ation de tâ
hes s'av�ere inutile.

Ce mod�ele est similaire au mod�ele PRAM. Dans le diagramme de la
�gure 2.5 nous pr�esentons un s
h�ema d'ex�e
ution optimal.
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Fig. 2.5 { Ex�e
ution dans le mod�ele UET.

Les zones ray�ees 
orrespondent au temps d'ina
tivit�e, 
ette notation sera
utilis�ee dor�enavant.



2.4. DESCRIPTION DES MOD�ELES D'EX�ECUTION 31

Mod�ele UET-UCT

L'extension naturelle du mod�ele UET 
onsid�ere de mani�ere simpli��ee
les 
ommuni
ations. Lorsque les temps d'ex�e
ution des tâ
hes ainsi que les
temps de 
ommuni
ation sont unitaires, nous avons le mod�ele UET-UCT
(unit exe
ution time - unit 
ommuni
ation time). Ce mod�ele a �et�e propos�e
par Rayward-Smith [90℄. Les s
h�emas d'ex�e
ution ave
 et sans dupli
ation
sont repr�esent�es dans la �gure 2.6.
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Fig. 2.6 { Ex�e
utions dans le mod�ele UET-UCT sans et ave
 dupli
ation.

Dans l'exemple de la �gure 2.6, en permettant la dupli
ation, le temps
d'ex�e
ution a �et�e diminu�e d'une unit�e. Dans la �gure 2.6 et dor�enavant, lors-
qu'une tâ
he est ex�e
ut�ee plusieurs fois, une de ses allo
ations est d�enomm�e
par l'index de la tâ
he. Les autres ex�e
utions d'une tâ
he vi sont d�esign�ees
par v0

i.

Mod�ele UET-LCT

Le mod�ele propos�e par Papadimitriou et Yannakakis [84℄ 
onsid�ere tou-
jours des tâ
hes de dur�ee unitaire, mais le 
oût de 
ommuni
ation est donn�e
par 
 > 1. Ce mod�ele est d�enomm�e UET-LCT (unit exe
ution time - large

ommuni
ation time).

Ce mod�ele 
onvient aux r�eseaux d'ordinateurs o�u les pro
esseurs sont
rapides et le r�eseau repr�esente le point d'�etranglement du syst�eme. Dans la
�gure 2.7, le temps de 
ommuni
ation entre tâ
hes ex�e
ut�ees sur pro
esseurs
distin
ts est 
 = 2; 5, 
'est-�a-dire deux fois et demi le temps d'ex�e
ution
d'une tâ
he.

Jusqu'i
i, les 
oûts des tâ
hes ainsi que les 
oûts des 
ommuni
ations ont
�et�e 
onstants. Il existe aussi la possibilit�e d'avoir des 
oûts variables.
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Fig. 2.7 { Ex�e
utions dans le mod�ele UET-LCT sans et ave
 dupli
ation.

Mod�ele SCT

Il existe d'autres appro
hes tel que le mod�ele SCT (small 
ommuni
ation
time) propos�e par Colin et Chr�etienne [21℄. Dans 
e 
as, les temps d'ex�e
ution
sont plus grands que les temps de 
ommuni
ation. La �gure 2.8 montre des
s
h�emas d'ex�e
ution du graphe G, ave
 et sans dupli
ation. Le temps de

ommuni
ation est la moiti�e de la dur�ee d'une tâ
he.
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Fig. 2.8 { Ex�e
utions dans le mod�ele SCT sans et ave
 dupli
ation.

L'int�erêt de l'introdu
tion de plusieurs restri
tions sur les mod�eles d�elai
r�eside dans la possibilit�e de pouvoir donner des garanties de performan
es
plus �nes pour les probl�emes d'ordonnan
ement.

Mod�eles plus g�en�eraux

Un mod�ele g�en�eral o�u les dur�ees d'ex�e
ution des tâ
hes d�ependent de
leur poids et le 
oût de 
ommuni
ation du poids des ar
s a �et�e propos�e par
Hwang et al. [62℄. Ils ont 
onsid�er�e �egalement la topologie de la ma
hine. Les
auteurs ont propos�e une fon
tion �el�ementaire � qui asso
ie �a 
haque paire
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de pro
esseurs le 
oût de 
ommuni
ation d'un mot. Il perd en simpli
it�e 
e
qu'il gagne en r�ealisme.

Dans les autres mod�eles ave
 d�elai de 
ommuni
ation le r�eseau d'inter-

onnexion n'est pas 
onsid�er�e. La position d'un pro
esseur dans le r�eseau
n'a�e
te pas le 
oût de 
ommuni
ation.

Dans 
ette th�ese nous allons nous restreindre aux mod�eles UET, UET-
UCT, UET-LCT et SCT. Il est �a noter que les mod�eles ave
 d�elai de 
om-
muni
ation ne 
onsid�erent pas le 
oût de gestion des 
ommuni
ations. Ils
ne 
onsid�erent pas non plus les e�ets de la 
ongestion. Ces 
oûts seront

onsid�er�es dans le mod�ele LogP qui est inspir�e de l'ar
hite
ture des ma
hines
parall�eles r�eelles.

2.4.3 Mod�ele LogP

Le mod�ele LogP [24℄ a le m�erite d'avoir �et�e 
on�
u 
onjointement par des
sp�e
ialistes en ar
hite
tures, en environnements d'ex�e
ution et en algorith-
mique. Ce mod�ele suppose un nombre �ni P de pro
esseurs �a m�emoire lo
ale.
La topologie du r�eseau n'est pas prise en 
ompte. Les syn
hronisations sont
faites par �e
hange de messages. Le temps de 
ommuni
ation 
onsid�ere le 
oût
d'�e
hanges de message pour 
haque pro
esseur.

Dans le mod�ele LogP les 
oûts de 
ommuni
ation sont d�etermin�es �a tra-
vers les param�etres L; o et g. Lors de l'envoi d'un message le pro
esseur
exp�editeur ne peut pas 
al
uler pendant un p�eriode de temps, 
e sur
oût est
d�enot�e par o (de l'anglais overhead). La r�e
eption d'un message 
oûte aussi
un temps de 
al
ul o du pro
esseur r�e
epteur. Il existe aussi un intervalle de
temps minimal entre l'envoi de deux messages par le même pro
esseur, 
et in-
tervalle est d�enot�e par g (de l'anglais gap). Cet intervalle de temps doit aussi
être respe
t�e lors de la r�e
eption des messages. La laten
e L est le maximum
entre le temps d'envoi d'un message (a
h�evement de l'op�eration d'envoi) et le
temps de r�e
eption de 
e message (d�ebut de l'op�eration de r�e
eption), sur des

onditions de 
ommuni
ation normales. Pour �eviter la 
ongestion du r�eseau,
au plus dL

g
e messages peuvent transiter simultan�ement.

Dans la �gure 2.9 nous illustrons les param�etres du mod�ele LogP, les
\tâ
hes noires" sont dues aux sur
oûts de transmission et de r�e
eption. Un

arr�e gris repr�esente la laten
e. Entre deux 
ommuni
ations 
ons�e
utives il
existe un intervalle de taille au moins g.

La d�e�nition premi�ere de LogP a �et�e donn�ee pour de petits messages.
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Fig. 2.9 { Exemple des param�etres LogP.

Ave
 de gros messages, la laten
e peut devenir n�egative, le premier mot du
message peut arriver avant le d�epart de son dernier mot. Quelques variations
plus g�en�erales du mod�ele LogP ont �et�e propos�ees [4, 29℄. Les mod�eles ave

d�elai de 
ommuni
ation peuvent être vus 
omme un 
as parti
ulier du mod�ele
LogP ave
 o = g = 0.

Les valeurs des param�etres du mod�ele LogP pour plusieurs ma
hines sont
pr�esent�es dans la table 2.1. Elles ont �et�e mesur�ees par plusieurs auteurs [4,
24, 27, 30, 76℄. La taille en o
tets du message transmis est repr�esent�ee par x.
Nous observons que pour la plupart des ma
hines la valeur de g n'est pas tr�es
signi�
ative (de l'ordre de deux fois o). Nous 
onstatons aussi que le sur
oût
d'initialisation est assez important.

L o g P

CM-5 6�s 2:2�s 4�s 512
Parsyte
 Xplorer �21 � 0:82x�s 70 + x�s 115 + 1:43x�s 8

ParaStation 50 � 0:1x�s 3 + 0:112x�s 3 + 0:119x�s 4
IBM SP-1 1000 
y
les 8000 
y
les - 16
IBM SP-2 13 � 0:005x�s 8 + 0:008x�s 10 + 0:01x�s 32
Meiko CS-2 8:6�s 1:7�s 14:2 + 0:03x�s 64

Tab. 2.1 { Param�etres du mod�ele LogP sur plusieurs ma
hines.

Les �etudes sur le th�eme de la dupli
ation de tâ
hes sont pour l'instant
restreintes aux mod�eles ave
 d�elai de 
ommuni
ation (voir se
tion 2.6). Il
n'existe pas des r�esultats sur l'in
uen
e de la dupli
ation sur le 
oût de

ommuni
ation ni sur le mod�ele LogP, ni sur les mod�eles pr�esent�es dans les
se
tions suivantes. Dor�enavant, dans les exemples nous montrons des s
h�emas
d'ex�e
ution sans dupli
ation.

La �gure 2.10 exhibe deux ordonnan
ements sous le mod�ele LogP. Dans
le premier (�a gau
he) o = 0; 125 et L = 0; 25 du temps d'ex�e
ution d'une
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tâ
he, le param�etre g est au plus 1. Dans le deuxi�eme exemple (�a droite)
nous utilisons les mêmes valeurs pour o et L, 
ependant g = 1; 5. Don
, la

ommuni
ation de v5 �a v11 est retard�ee.
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Fig. 2.10 { Ex�e
utions dans le mod�ele LogP.

Tous les mod�eles d'ex�e
ution pr�esent�es jusqu'�a pr�esent (sauf le mod�ele
propos�e par Hwang et al. [62℄) ne 
onsid�erent pas la topologie du r�eseau. Tou-
tefois, une 
ommuni
ation entre voisins 
oûte souvent \moins 
her" qu'une

ommuni
ation distante. Il y a deux arguments pour justi�er 
es mod�eles.
D'une part les modes de 
ommuni
ation modernes sont peu sensibles �a la
notion de lo
alit�e. D'autre part, 
es mod�eles ont privil�egi�e la simpli
it�e au
r�ealisme. Nous allons 
on
lure la pr�esentation des mod�eles d'ex�e
ution en
montrant les fa�
ons de 
onsid�erer d'une mani�ere plus �ne le 
oût des 
om-
muni
ations.

2.4.4 Mod�eles plus pr�e
is

Une appro
he 
onsiste �a 
onsid�erer la topologie du r�eseau ainsi que les

ontraintes de 
ommuni
ation d'une ma
hine r�eelle. Une bonne approxima-
tion du temps de 
ommuni
ation entre pro
esseurs voisins est fournie par le
mod�ele lin�eaire (approximation lin�eaire du premier ordre). La transmission
d'un message dans un r�eseau sans 
ongestion n�e
essite une phase d'initiali-
sation (en anglais start-up) 
orrespondant au temps d'initialisation des re-
gistres m�emoires plus le temps n�e
essaire aux proto
oles (empaquetage des
donn�ees). Ensuite la bande passante est 
onsid�er�ee. Dans 
e mod�ele le 
oût
de transmission d'un message de taille S est t
 = � + S
, o�u � est le temps
d'initialisation, et 
 est l'inverse de la bande passante [26℄. Dans l'annexe A
nous proposons une petite dis
ussion �a propos de l'a
uit�e de 
e mod�ele.
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La 
ommuni
ation entre pro
esseurs non adja
ents peut se faire, selon
l'ar
hite
ture de la ma
hine, par des te
hniques telles que la 
ommuta-
tion des messages (store-and-forward), la 
ommutation de 
ir
uits (
ir
uit-
swit
hing) et la 
ommutation par paquets (wormhole). Un (ou plusieurs)

hemins sont 
hoisis entre l'�emetteur et le r�e
epteur. Nous pr�esenterons l'es-
timation du temps de 
ommuni
ation lorsqu'un seul 
hemin est utilis�e. Une
bonne pr�esentation de 
es te
hniques peut être trouv�ee dans [26℄.

La 
ommutation de messages 
onsiste en plusieurs �etapes de 
ommuni-

ation voisin �a voisin, �a 
haque transmission le message est sto
k�e sur les
pro
esseurs interm�ediaires. Pour une 
ommuni
ation �a distan
e d, le temps
n�e
essaire est d(�+S
). Lorsque la 
ommuni
ation par 
ir
uits ou la 
ommu-
tation par paquets est utilis�ee, un fa
teur additif relatif �a la distan
e d entre
les pro
esseurs impliqu�es est 
onsid�er�e. Dans 
e 
as le 
oût de transmission
devient : t
 = �+S
+ dÆ, o�u Æ est le temps induit par la 
ommutation d'un
routeur sur 
haque pro
esseur interm�ediaire.

Par rapport au mod�ele LogP, 
e mod�ele 
onsid�ere la topologie du r�eseau,

ependant ni les sur
oûts dûs aux envois et r�e
eptions de messages sur le
temps de 
al
ul des pro
esseurs ni la 
ongestion ne sont pas pris en 
ompte.

Il existe d'autres mod�eles relatifs aux 
ontraintes de 
ommuni
ation, si
par exemple, les liens sont bidire
tionnels, ou si le nombre de liens qu'un
pro
esseur peut utiliser simultan�ement est limit�e. Mais une des
ription aussi
d�etaill�ee d�epasse le 
adre de 
ette th�ese.

Ces mod�eles ont �et�e �etudi�es plutôt pour les algorithmes de 
ommuni
a-
tion globale dans une topologie sp�e
i�que [34, 58℄. Plusieurs r�esultats sur des

ommuni
ations 
omme la di�usion, l'�e
hange total, la distribution, le ras-
semblement et la multidistribution ont �et�e trait�es il y a une dizaine d'ann�ees.
G�en�eralement les �etudes se 
on
entrent sur une topologie 
ible, tels que l'hy-
per
ube, l'anneau, la grille ou le tore entre autres. Ave
 l'�evolution des ma-

hines, 
es mod�eles ne sont plus pertinents pour repr�esenter les m�e
anismes
mat�eriels, même s'ils peuvent en
ore être utiles du point de vue algorith-
mique.

Dans les mod�eles suivants, 
ontrairement �a une appro
he qui provient des

ara
t�eristiques de la ma
hine, nous allons analyser di��erentes possibilit�es
pour la programmation.
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2.4.5 Mod�ele BSP

Plus qu'un mod�ele d'ex�e
ution, BSP [59, 78, 99℄ (Bulk Syn
hronous Pa-
rallel) est un mod�ele de programmation. Son obje
tif est de fournir un 
adre
permettant de 
on
evoir fa
ilement des algorithmes portables et eÆ
a
es. Le
mod�ele BSP n'est pas bas�e sur des mod�eles de ma
hines existantes, mais il

onvient aux ma
hines MIMD.

L'id�ee prin
ipale du mod�ele BSP est la s�eparation du 
al
ul de la 
ommu-
ni
ation. Ses 
on
epts de base sont la super-�etape (de l'anglais super-step)
et la syn
hronisation. L'appli
ation est divis�ee en super-�etapes. Tous les pro-

esseurs 
ommen
ent une super-�etape au même instant. Entre deux super-
�etapes, il existe une �etape de syn
hronisation. Les donn�ees 
ommuniqu�ees
lors d'une super-�etape seront disponibles aux pro
esseurs destinataires au
d�ebut de la super-�etape suivante. Les trois param�etres utilis�es a�n de d�e
rire
le mod�ele sont p; l et g. Nous utilisons les mêmes notations que 
es utilis�es
dans [78℄, malgr�e l'utilisation de g auparavant pour le des
ription du mod�ele
LogP. Ce 
hoix est motiv�e par la standardisation de 
es notations pour les
deux mod�eles.

p le nombre de pro
esseurs de la ma
hine ;

l le 
oût d'une syn
hronisation globale ;

g le temps de transport d'un mot par le r�eseau. Autrement dit, 1
g
est la bande

passante.

Le mod�ele original propos�e par Valiant [99℄ introduit un param�etre
qui repr�esente la p�eriodi
it�e d'une syn
hronisation. Dans son mod�ele, une
v�eri�
ation globale est e�e
tu�ee apr�es 
haque p�eriode de L unit�es de temps.
Elle sert �a d�eterminer si la super-�etape a �et�e a
hev�ee sur tous les pro
es-
seurs. Dans la version du mod�ele pr�esent�ee par M
Coll [78℄ il n'y a pas de
r�ef�eren
e �a la p�eriodi
it�e. Cette appro
he a �et�e probablement 
hoisie par
e
que dans les ma
hines 
ourantes la p�eriodi
it�e peut être aussi petite que le

oût de syn
hronisation. C'est 
ette appro
he que nous avons adopt�ee dans

e do
ument.

Pour pouvoir estimer le temps d'une appli
ation BSP nous introduisons
les terminologies suivantes :

{ pi - pro
esseurs de la ma
hine (0 � i < p) ;
{ ws

i - 
oût des 
al
uls ex�e
ut�es par le pro
esseur pi au 
ours de la super-
�etape s ;

{ hs
i - d�esigne le maximum du nombre de mots re�
us (ou envoy�es) par le
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pro
esseur pi au 
ours de la super-�etape s.
Une ma
hine dans le mod�ele BSP est 
apable d'a

omplir une d l

g
e-relation

dans 
haque super-�etape, 
ette 
ontrainte est similaire �a 
elle propos�ee dans
le mod�ele LogP. Une h-relation est une op�eration d'�e
hanges de donn�ees point
�a point entre les pro
esseurs, o�u 
haque pro
esseur peut envoyer et re
evoir
au plus h mots. L'estimation de 
oût d'une h-relation faite par M
Coll [78℄
�etait donn�ee par hg. Cette estimation sert de borne inf�erieure, mais pour les
ma
hines r�eelles, l'estimation de Eisenbiegler, Lo�we et Zimmermann [28℄ de
2hg est plus pr�e
is. Une dis
ussion �a propos de l'estimation de 
oût d'une h-
relation est pr�esent�ee dans [59℄, en e�et les di��erentes estimations ne 
hangent
le 
oût que d'un petit fa
teur 
onstant.

Le 
oût de 
ommuni
ation d'une super-�etape s peut être estim�e par 2hsg,
o�u hs = maxp�1i=0 h

s
i . Cette estimation est bonne si le r�eseau n'est pas 
onges-

tionn�e. Le 
oût d'une super-�etape s est born�e par 
 = max0�i<pw
s
i + 2hsg +

l [28℄. L'estimation du temps total d'un programme BSP est obtenu en som-
mant les temps de ses super-�etapes.

Ave
 un regard plus attentif sur la borne de 
oût d'une super-�etape, nous
observons que le 
oût d'initialisation lors d'un envoi de message (voir la
se
tion suivante) n'est pas 
onsid�er�e. Cependant 
e 
oût est in
lut dans le

oût de syn
hronisation.

Les valeurs des param�etres du mod�ele BSP pour plusieurs ma
hines sont
pr�esent�es dans la table 2.22. Dans la deuxi�eme 
olonne nous pr�esentons la
vitesse du pro
esseur en M
ops (de l'anglais FLoating point OPerations per
Se
ond). g est donn�e en 
op par mot et l en 
op. Nous 
onstatons que le

oût d'une syn
hronisation est tr�es important pour toutes les ma
hines de la
table.

(M
ops) g (
op/mot) l (
op)
400Mhz PII, 100Mb ether. (8 pro
s.) 88 30.9 18347

Cray T3D, 150Mhz (256 pro
s.) 12 2.4 387
Cray T3E, 300Mhz(20 pro
s.) 47 1.63 880
IBM SP2, 66.7Mhz (8 pro
s.) 26 11.4 5412

Parsyte
 (8 pro
s.) 19.3 25.4 29080

Tab. 2.2 { Param�etres du mod�ele BSP sur plusieurs ma
hines.

Les d�emar
hes pour obtenir une appli
ation eÆ
a
e dans le mod�ele BSP
2Sour
e : www.BSP-Worldwide.org/implmnts/oxtool/params.html
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sont don
 : �equilibrer la 
harge de 
al
ul entre les pro
esseurs au 
ours de

haque super-�etape, �equilibrer les 
ommuni
ations au 
ours d'une super-
�etape (�eviter les 
ongestions) et �nalement minimiser le nombre de super-
�etapes.

Pour les s
h�emas d'ex�e
ution dans le mod�ele BSP nous avons 
hoisi une
repr�esentation l�eg�erement di��erente de la repr�esentation traditionnelle (�-
gure 2.11 �a gau
he). Cette repr�esentation expli
ite les 
ommuni
ations entre
pro
esseurs. Cependant l'un des avantages majeurs du mod�ele BSP est d'ef-
fe
tuer des 
ommuni
ations de fa�
on impli
ite entre super-�etapes. Don
, nous
avons 
hoisi de repr�esenter les 
ommuni
ations entre pro
esseurs 
omme une
barri�ere grise (
orrespondant �a la h-relation) qui se trouve juste avant la
syn
hronisation (barri�ere noire dans la �gure 2.11 �a droite). De 
ette fa�
on
les 
ommuni
ations restent impli
ites. Dans l'exemple, le temps pour a
he-
ver une h-relation est 0,5 du temps d'ex�e
ution d'une tâ
he. Le temps de
syn
hronisation est 0,25.
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Fig. 2.11 { S
h�emas d'ex�e
ution dans le mod�ele BSP.

2.4.6 Tâ
hes mall�eables

Les tâ
hes mall�eables [98℄ (de l'anglais malleable tasks) est un mod�ele o�u
les tâ
hes du graphe de pr�e
�eden
e peuvent elles mêmes s'ex�e
uter en pa-
rall�ele. Pour 
onsid�erer le sur
oût d'ex�e
ution d'une tâ
he sur plusieurs pro-

esseurs une fon
tion d'ineÆ
a
it�e �(p;N) est introduite, o�u p est le nombre
de pro
esseurs utilis�es lors de l'ex�e
ution parall�ele d'une tâ
he et N est le
nombre d'instru
tions de la tâ
he. G�en�eralement, 
ette fon
tion augmente
ave
 le nombre de pro
esseurs et diminue ave
 la taille de la tâ
he.

La �gure 2.12 illustre un exemple d'allo
ation de tâ
hes mall�eables. �A
gau
he les 
inq tâ
hes mall�eables sont allou�es une par pro
esseur. �A droite
est pr�esent�ee une allo
ation o�u l'ineÆ
a
it�e est visible, pour 
haque tâ
he
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ex�e
ut�ee sur plus d'un pro
esseur un sur
oût est ajout�e. Par exemple la tâ
he
allou�e �a gau
he sur P6 est ex�e
ut�ee en 5 unit�es de temps sur 4 pro
esseurs �a
droite, et don
 l'ineÆ
a
it�e est �(4; 18) = 20� 18 = 2.
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Fig. 2.12 { S
h�ema d'ex�e
ution de tâ
hes mall�eables.

2.5 Ordonnan
ement

L'ex�e
ution d'un programme sur une ma
hine parall�ele sera vu, dans le

adre de 
ette th�ese, 
omme l'ordonnan
ement d'un graphe de pr�e
�eden
e se-
lon un mod�ele d'ex�e
ution. Un ordonnan
ement 
onsiste �a attribuer �a 
haque
tâ
he un, ou plusieurs, pro
esseurs 
ibles et les dates d'ex�e
ution 
orrespon-
dantes ; 
ette op�eration s'appelle allo
ation d'une tâ
he. Un ordonnan
ement
pour un graphe G(V;E) est valide s'il v�eri�e que :

{ Chaque tâ
he v 2 V est ex�e
ut�ee par au moins un pro
esseur,
{ A 
haque instant t 
haque pro
esseur ex�e
ute au plus une tâ
he. Dans
les mod�eles LogP et BSP, pour rester 
oh�erent ave
 la notion de tâ
he,
nous ajoutons des tâ
hes de pr�eparation �a la 
ommuni
ation (LogP) et
de 
ommuni
ation et de syn
hronisation (BSP),

{ Si une tâ
he v d�ebute son ex�e
ution �a l'instant t sur un pro
esseur p,
toutes les donn�ees n�e
essaires �a l'ex�e
ution de v sont d�ej�a disponibles
sur p �a l'instant t.

Le temps total d'un ordonnan
ement est le maximum des dates de �n
d'ex�e
ution de toutes les tâ
hes. Cette quantit�e est souvent d�esign�ee par le
terme makespan. Un ordonnan
ement optimal est un ordonnan
ement valide
ave
 le plus petit makespan.



2.5. ORDONNANCEMENT 41

Notre int�erêt est la re
her
he d'algorithmes qui fournissent des ordon-
nan
ements �a partir de 
lasses de graphes de pr�e
�eden
e sp�e
i�ques, qui
proviennent des algorithmes �a ex�e
uter en parall�ele.

Nous 
onseillons au le
teur int�eress�e par une �etude approfondie de l'or-
donnan
ement de se rapporter aux ouvrages [9, 18, 89, 93℄.

2.5.1 �Evaluation pratique des appli
ations parall�eles

Parmi les prin
ipaux 
rit�eres d'�evaluation d'une appli
ation parall�ele nous
pouvons 
iter l'eÆ
a
it�e et la garantie de performan
e. L'eÆ
a
it�e 
ompare
le temps de l'appli
ation parall�ele ave
 le temps de la r�esolution s�equentielle.
La garantie de performan
e 
onfronte dans les mêmes 
onditions l'appli
ation
parall�ele ave
 une appli
ation parall�ele de plus petit makespan. Le 
hoix du

rit�ere le mieux adapt�e va d�ependre de l'utilisateur.

EÆ
a
it�e

Pour 
omparer les algorithmes parall�eles entre eux et ave
 les algorithmes
s�equentiels nous allons introduire la notion d'eÆ
a
it�e. Intuitivement, plus
l'ex�e
ution d'un programme parall�ele est eÆ
a
e plus les ressour
es de 
al
ul
sont pleinement utilis�ees.

�Etant donn�ee le graphe de pr�e
�eden
e, le travail total ts 
orrespond �a
la somme du poids de toutes les tâ
hes. Ce travail est le temps d'ex�e
ution
s�equentiel du graphe. Dans un ordonnan
ement sur m pro
esseurs ave
 ma-
kespan w, nous utilisons la terminologie suivante : pour 
haque pro
esseur
pi(0 � i < m) dans l'intervalle de temps [0; w℄, soit

{ T (i), la somme du poids des tâ
hes ex�e
ut�ees par pi ;
{ T
(i), le temps de 
al
ul du pro
esseur pi utilis�e pour r�ealiser et g�erer

les 
ommuni
ations et les syn
hronisations ;
{ Id(i), le temps d'ina
tivit�e du pro
esseur pi.
Lors d'un ordonnan
ement au
une nouvelle tâ
he de 
al
ul est 
r�e�ee,

don
 il est logique de s'attendre �a 
e que la somme de T (i) pour tous les
pro
esseurs soit �egale au travail du graphe de pr�e
�eden
e ts, 
'est-�a-dire
(ts =

Pm�1
i=0 T (i)). Cependant une même tâ
he peut être ex�e
ut�ee plusieurs

fois ind�ependamment, dans 
e 
as, seul le temps d'une de 
es ex�e
utions
est 
onsid�er�e 
omme temps de 
al
ul, les autres temps sont 
ompt�es dans le
temps d'ina
tivit�e.



42 CHAPITRE 2. CONCEPTS D'ORDONNANCEMENT

Les temps totaux d'ina
tivit�e Id et de 
ommuni
ation T
 
orrespondent
respe
tivement �a

Pm�1
i=0 Id(i) et

Pm�1
i=0 T
(i). La somme de 
es deux temps est

le sur
oût (de l'anglais overhead) d'une appli
ation parall�ele. Un programme
parall�ele id�eal aurait un temps d'ex�e
ution de ts

m
, dans 
e 
as le travail du

graphe est r�eparti uniform�ement parmi les m pro
esseurs sans sur
oût. L'ef-
�
a
it�e est d�e�nie par rapport au temps d'ex�e
ution s�equentiel :

E =
ts

ts + T
 + Id
: (2.1)

Dans l'expression 2.1 nous 
al
ulons la somme du temps pass�e dans 
haque
�etat (
e qui 
orrespond �a la somme des surfa
es de 
al
ul, de 
ommuni
ation
et d'ina
tivit�e dans les diagrammes de Gantt). Dans l'�equation 2.2, le makes-
pan est multipli�e par le nombre de pro
esseurs (
e qui 
orrespond �a la surfa
e
totale dans le diagramme de Gantt). Le deux expressions sont �equivalentes.

E =
ts
mw

: (2.2)

Le sur
oût de l'ordonnan
ement, T
 + Id, d�epends d'un 
ompromis entre
les valeurs de T
 et de Id. Si nous voulons un ordonnan
ement o�u T
 = 0,
la minimisation du temps d'ina
tivit�e revient g�en�eralement �a un probl�eme
NP-diÆ
ile (probl�eme de 
omplexit�e au moins aussi diÆ
ile que le probl�eme
de la partition [39℄). En outre, dans le meilleur ordonnan
ement ave
 T
 = 0,
la valeur de Id peut être importante. D'autre part, ave
 l'ajout de 
ommu-
ni
ations (T
 > 0) nous pouvons esp�erer r�eduire le temps d'ina
tivit�e. Don
,
pour minimiser le sur
oût il faut trouver un 
ompromis entre T
 et Id.

Garantie de performan
e

Nous allons voir dans la se
tion suivante que la plupart des probl�emes
de re
her
he d'ordonnan
ements optimaux appartient �a 
lasse NP�diÆ
ile.
Dans 
e 
as nous nous int�eressons �a des heuristiques. La qualit�e d'une heu-
ristique est mesur�ee par son rapport de performan
e �a l'optimal. De 
ette
fa�
on il est possible de fournir des garanties de performan
e.

Le rapport de performan
e d'un algorithme d'ordonnan
ement est donn�e
par w=wopt, o�u w est le makespan de l'ordonnan
ement 
al
ul�e par l'algo-
rithme et wopt le makespan d'un ordonnan
ement optimal.
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2.6 R�esultats d'ordonnan
ement

Pour terminer 
e 
hapitre nous pr�esentons un tour d'horizon des r�esultats
d'ordonnan
ement dans les prin
ipaux mod�eles �etudi�es.

2.6.1 Algorithmes de liste

Une grande partie des algorithmes d'ordonnan
ement est bas�ee sur des
algorithmes de liste, lesquels maintiennent une liste des tâ
hes prêtes �a or-
donnan
er selon leur priorit�e. Les grands avantages des algorithmes de liste
sont la simpli
it�e et l'existen
e de garanties de performan
e. Par exemple, si
il n'y a pas de d�elai de 
ommuni
ation entre pro
esseurs les algorithmes de
liste ont une garantie de performan
e 2� 1

m
[55℄ pour un graphe quel
onque.

Un algorithme de liste r�ep�ete les pas suivants jusqu'�a l'allo
ation de toutes
les tâ
hes :

1. Les tâ
hes prêtes sont pla
�ees dans une liste de priorit�e. Une tâ
he est
prête lorsque tous ses pr�ed�e
esseurs ont �et�e d�ej�a allou�es ;

2. Un pro
esseur appropri�e est 
hoisi. En g�en�eral, un pro
esseur appropri�e
est 
elui qui peut ex�e
uter la tâ
he au plus tôt ;

3. La tâ
he en tête de la liste est allou�e sur le pro
esseur 
hoisi.

2.6.2 PRAM

Le mod�ele PRAM s'est r�ev�el�e un outil extrêmement bien adapt�e pour
l'�etude de la 
omplexit�e parall�ele. Ce mod�ele a permis, entre autre, la
d�e�nition de 
lasses de 
omplexit�e NC i, 1 � i � 1 [82℄. Il existe un grand
nombre de r�esultats d'ordonnan
ement 
�el�ebres pour le mod�ele PRAM [65℄.
Nous ne d�etaillerons pas 
ela i
i 
ar nous nous sommes int�eress�es plutôt aux
mod�eles �a m�emoire distribu�ee.

2.6.3 Mod�eles ave
 d�elai de 
ommuni
ation

Dans le but de simpli�er la des
ription des probl�emes, nous introduisons
la notation �a trois 
hamps propos�ee par Veltman et al. [100℄. La notation
�1j�2j�3 o�u �1 d�e
rit les ressour
es, �2 donne le graphe �a ordonnan
er et
�3 le 
rit�ere d'optimisation. Pour les ressour
es, nous pouvons expli
iter le
mod�ele et le nombre de pro
esseurs. Si le nombre de pro
esseurs est illimit�e,



44 CHAPITRE 2. CONCEPTS D'ORDONNANCEMENT

le premier 
hamp s'�e
rit P1, sinon il s'�e
rit P (nombre arbitraire de pro-

esseurs) ou Pm (nombre �x�e de pro
esseurs). Le mod�ele par d�efaut est le
mod�ele d�elai. Dans la des
ription du graphe on pr�e
ise d'abord sa stru
ture,
par exemple pre
 pour les graphes de pr�e
�eden
e g�en�eraux et arbre pour
les arbres, si au
une pr�e
ision n'est donn�ee les tâ
hes sont ind�ependantes.
Dans le 
hamp �2, pj 
orrespond au poids des tâ
hes et 
ik au poids des ar
s.
Si tous les ar
s ont le même poids, il est d�enot�e par C. Au 
ours de 
ette
th�ese, le 
rit�ere d'optimisation que nous avons utilis�e est la minimisation du
makespan, symbolis�e par wmax.

Selon la disponibilit�e des ressour
es, les probl�emes d'ordonnan
ement
s'av�erent plus ou moins fa
iles. Intuitivement, il est plus fa
ile de r�esoudre
un probl�eme ave
 un nombre illimit�e de pro
esseurs. Un autre param�etre im-
portant est la possibilit�e de faire la dupli
ation des tâ
hes, dans 
e 
as nous
pouvons esp�erer un all�egement du sur
oût dû aux 
ommuni
ations. Nous or-
ganisons la pr�esentation selon la disponibilit�e de ressour
es et la possibilit�e de
dupliquer. Les mod�eles sont organis�es en ordre 
roissant de diÆ
ult�e, 
'est-
�a-dire du moins au plus 
ontraignant. Nous 
ommen�
ons ave
 un nombre de
pro
esseurs non born�e en permettant la dupli
ation. Apr�es, nous interdisons
la dupli
ation. Ensuite, le nombre de pro
esseurs est born�e et la dupli
a-
tion permise. En�n, le nombre de pro
esseurs est born�e et la dupli
ation est
interdite.

Dupli
ation et nombre illimit�e de pro
esseurs

Pour les probl�emes P1jpre
; pj ; 
ik; dupjwmax, 
'est-�a-dire, nombre de pro-

esseurs non born�e et dupli
ation autoris�ee, il existe deux r�esultats tr�es im-
portants. Lorsque la granularit�e est grosse, P1jpre
; pj ; 
ik; SCT; dupjwmax,
un algorithme polynômial qui trouve la solution optimal pour un graphe de
pr�e
�eden
e quel
onque a �et�e propos�e par Colin et Chr�etienne [21℄. Papadi-
mitriou et Yannakakis [84℄ on montr�e que le probl�eme P1jpre
; pj = 1; 
 >
1; dupjwmax est NP-diÆ
ile. Ils ont aussi propos�e un algorithme polynômial
d'approximation ave
 rapport de performan
e 2 dans le 
as g�en�eral (pj et 
ik
quel
onques).

Plusieurs autres algorithmes d'approximation ont �et�e propos�es dans la
litt�erature. Park, Shirazi et Marquis [85℄ ont pr�esent�e un �etat de l'art ave

un r�esum�e des prin
ipaux algorithmes. Ils ont aussi propos�e un algorithme
d'approximation pour le probl�eme P1jpre
; pj ; 
ik; dupjwmax. Le makespan
de l'ordonnan
ement 
onstruit est au plus w1opt + C
omm, o�u C
omm est la
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somme des 
ommuni
ations dans le 
hemin 
ritique et w1opt le makespan d'un
ordonnan
ement optimal. Dans 
e 
as, au lieu de pr�esenter un rapport de per-
forman
e 
onstant [84℄, le rapport d�epend de la somme des 
ommuni
ations
dans le 
hemin 
ritique.

Nombre illimit�e de pro
esseurs sans dupli
ation

Lorsque la dupli
ation n'est plus autoris�ee (P1jpre
; pj ; 
ikjwmax), le
probl�eme devient plus dur. Nous pr�esentons quelques-uns des r�esultats

onnus. Dans les mod�eles tr�es restreints, si le graphe de pr�e
�eden
e est quel-

onque, le probl�eme est NP�diÆ
ile. P1jpre
; pj = 1; 
 = 1jwmax (ordon-
nan
ement dans le mod�ele UET-UCT) est NP�diÆ
ile [88℄. Même si le
graphe de pr�e
�eden
e est un arbre (out-tree) du type harpon (une d�e
oupe
des 
hâ�nes de longueur deux) le probl�eme est NP-diÆ
ile [18℄. Il existe
des ordonnan
ements pour des 
lasses de graphes simples sous l'hypoth�ese
SCT [18℄. Un algorithme d'approximation ave
 garantie de performan
e
(1 + 1=�), d�enomm�e DSC (de l'anglais Dominant Sequen
e Clustering), a
�et�e propos�e par Gerasoulis et Yang [42℄, o�u � est une fon
tion qui donne la
granularit�e du graphe, � = minpj=max 
ki.

Dupli
ation et nombre de pro
esseurs limit�e

Les probl�emes ave
 nombre de pro
esseurs born�e et dupli
ation ont �et�e
tr�es peu �etudi�es, �a notre 
onnaissan
e 
e probl�eme n'a �et�e analys�e que dans
le 
as UET-UCT par Hanen et Munier [57℄. Les auteurs ont propos�e un al-
gorithme de liste pour P jpre
; pj = 1; 
 = 1jwmax, ave
 
rit�ere de priorit�e
quel
onque et rapport de performan
e 2 � 1

m
o�u m est le nombre de pro
es-

seurs, 
'est-�a-dire le même rapport de performan
e que dans le mod�ele sans

oût de 
ommuni
ation.

Nombre limit�e de pro
esseurs sans dupli
ation

Quand le nombre de pro
esseurs est limit�e et la dupli
ation n'est pas
permise, la majorit�e des probl�emes sont NP-diÆ
iles. Les probl�emes sont au
moins aussi diÆ
iles que sans d�elais de 
ommuni
ation o�u le probl�eme de l'or-
donnan
ement optimal d'un graphe quel
onque estNP-diÆ
ile (P jpre
; pj =
1; 
ik = 0jwmax est NP-diÆ
ile [90℄). Le probl�eme de l'ordonnan
ement de
tâ
hes ind�ependantes sur deux pro
esseurs 2jpj jwmax est aussi NP-diÆ
ile.
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Hoogeveen, Lenstra et Vetman [60℄ ont d�emontr�e que d�e
ider si le
probl�eme P jbiparti; pj = 1; 
 = 1jwmax a un ordonnan
ement ave
 makes-
pan au plus 4 est un probl�eme NP-
omplet. Ce qui implique qu'il n'existe
pas d'algorithme polynômial ave
 rapport de performan
e meilleur que 5

4
�a

moins que P = NP.
Pour le probl�eme P jpre
; pj = 1; 
ik = 1jwmax les algorithmes de liste

ont un rapport de performan
e 3 � 2
m

[90℄ et 
ette borne est atteinte. Le
meilleur algorithme d'approximation pour le mod�ele SCT a une garantie de
performan
e de 7

3
� 4

m
(
e r�esultat est une 
ons�equen
e dire
te de [56℄).

Dans le 
as g�en�eral, P jpre
jwmax , les algorithmes de liste ont pour per-
forman
e (2� 1

m
)wopt + C
omm [71, 75℄, o�u C
omm est la somme des 
ommu-

ni
ations dans le 
hemin 
ritique et wopt le makespan d'un ordonnan
ement
optimal sur m pro
esseurs.

2.6.4 LogP

La plupart des travaux r�ealis�es 
on
ernent des graphes sp�e
i�ques (no-
tamment des arbres). Verriet [101℄ a �etudi�e les ordonnan
ements d'un graphe
fork, join et arbres pour un nombre non born�e de pro
esseurs. Lo�we, Mid-
dendorf et Zimmermann [79℄ ont pr�esent�e un algorithme polynômial pour
l'ordonnan
ement lin�eaire d'arbres. Quelques r�esultats sur l'ordonnan
ement
des arbres 
ompa
ts (de l'anglais 
at trees) on �et�e pr�esent�es par Kort et Trys-
tram [68℄. Par 
ontre, la re
her
he d'ordonnan
ements optimaux arbitraires
LogPjpre
jwmax est un probl�eme NP�diÆ
ile [101℄. Une �etude int�eressante
sur l'ex�e
ution de programmes PRAM sur des ma
hines LogP a �et�e r�ealis�ee
par L�owe et Zimmermann [77℄. Kalinowski, Kort et Trystram ont propos�e
une analyse d'une heuristique g�en�erale de liste �a partir de ETF [62℄ sous
LogP [63℄. ETF (de l'anglais Early Task First) est un algorithme de liste o�u
le 
rit�ere de priorit�e est de 
hoisir la tâ
he qui peut être ordonnan
�ee au plus
tôt.

2.6.5 BSP

L'ordonnan
ement sous le mod�ele BSP a �et�e �etudi�e en parti
ulier par
le groupe d'appli
ations parall�eles de l'universit�e d'Oxford3. L'ordonnan
e-
ment de graphes a
y
liques dire
ts uniformes (de l'anglais uniform dire
ted

3http://www.BSP-Worldwide.org/implmnts/oxtool.htm
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a
y
li
 graphs), aussi 
onnus par tightly-nested loops a �et�e analys�e par Ca-
lines
u [14, 15℄. Des ordonnan
ements pour des algorithmes 
lassiques issus
de m�ethodes 
onnues en alg�ebre lin�eaire matri
ielle ont �et�e 
onsid�er�ees par
M
Coll [78℄. Il a pr�esent�e des algorithmes pour : la multipli
ation matri
e-
ve
teur, la multipli
ation des matri
es, la d�e
omposition LU, la r�esolution
d'un syst�eme lin�eaire triangulaire et la multipli
ation d'une matri
e 
reuse
par un ve
teur.

Une extension du mod�ele BSP (d�enomm�e BSPRAM) �a �et�e pr�esent�ee par
Tiskin [97℄. Dans le même travail, un algorithme pour ordonnan
er le graphe
orient�e a
y
lique buter
y a �et�e propos�e. Il a aussi 
onsid�er�e des algorithmes
pour la multipli
ation des matri
es denses et pour le tri. Pour l'instant il
n'existe pas de r�esultats pour des graphes plus g�en�eraux.

2.7 Con
lusion

Le premier 
onstat de 
e 
hapitre est qu'il existe un rapport �etroit entre
le r�ealisme des mod�eles et leur utilisation. Les mod�eles o�u les supports
d'ex�e
ution sont 
onsid�er�es d'une fa�
on simpli��ee sont les plus �etudi�es dans
le 
adre de l'ordonnan
ement statique. Les algorithmes d'ordonnan
ement
d�evelopp�es pour 
es mod�eles sont habituellement utilis�es en pratique sur
ma
hines r�eelles sans garantie de performan
e et pas toujours de mani�ere
eÆ
a
e. Par 
ontre, le travail sur des algorithmes d'ordonnan
ement pour
les mod�eles plus pr�e
is (qui 
onsid�erent la topologie de la ma
hine 
ible et
d'autres 
ara
t�eristiques de l'ar
hite
ture) est rest�e restreint. Il nous semble
que le 
ompromis entre r�ealisme et simpli
it�e a �et�e trouv�e pour les mod�eles �a
gros grain 
omme BSP et les tâ
hes mall�eables qui prennent en 
onsid�eration
plusieurs param�etres des ma
hines r�eelles. Cependant, 
es mod�eles n'ajoutent
pas trop de d�etails qui 
ompliqueraient trop les probl�emes d'ordonnan
ement.
Pour LogP, bien que les probl�emes soient plus diÆ
iles, en pratique, il est
possible d'adapter les algorithmes simples 
omme les algorithmes de liste.

L'autre 
onstat est l'in
uen
e de la dupli
ation sur les mod�eles
d'ex�e
ution ave
 d�elai de 
ommuni
ation. Cependant il existe en
ore des
probl�emes ouverts quand le nombre de pro
esseurs est limit�e. La dupli
ation
joue un rôle tr�es important, parti
uli�erement quand les d�elais de 
ommuni-

ation sont grands. Nous avons vu aussi que la re
her
he d'ordonnan
ements
sous les mod�eles LogP et BSP en est �a ses d�ebuts, 
ar 
es mod�eles sont
relativement nouveaux. La même 
hose est vraie pour les tâ
hes mall�eables.
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Une voie tr�es int�eressante pour le futur est l'�etude de l'ordonnan
ement
sur des mod�eles qui prennent en 
ompte l'h�et�erog�en�eit�e des ma
hines pa-
rall�eles (de l'anglais 
luster 
omputing). Car une des tendan
es des ar
hite
-
tures parall�eles a
tuelles est l'inter
onnexion de plusieurs ordinateurs qui ne
sont pas for
ement du même type.



Chapitre 3

Mod�ele �a grain �n

R�esum�e

Dans 
e 
hapitre nous �etudions un probl�eme d'ordonnan
ement
ave
 grain de 
al
ul �n. Le graphe est 
ompos�e de tâ
hes simples
qui ex�e
utent un petit nombre d'op�erations arithm�etiques. Dans l'or-
donnan
ement de 
e type de graphe, le 
oût de 
ommuni
ation peut
s'av�erer être un fa
teur tr�es important 
ar il peut devenir extrêmement
p�enalisant. Plusieurs mod�eles sont bien adapt�es aux probl�emes �a grain
�n. Entre autres nous pouvons 
iter le mod�ele systolique, le mod�ele
PRAM et les mod�eles SIMD. Dans 
es mod�eles, intrins�equement
syn
hrones, les 
ommuni
ations sont in
luses dans les pas de 
al
ul
�el�ementaires et ne sont don
 pas prises en 
ompte expli
itement.

3.1 Probl�eme du sa
 �a dos

Nous analysons dans 
e 
hapitre la r�esolution du probl�eme du sa
 �a
dos en parall�ele. Nous nous sommes int�eress�es �a sa r�esolution exa
te. Ce
probl�eme est bien 
onnu, il est un 
lassique en optimisation 
ombinatoire.
Nous 
onsid�erons le probl�eme du sa
 �a dos o�u le poids des objets et la 
a-
pa
it�e du sa
 sont des entiers. Ce probl�eme est NP-
omplet même quand le
nombre d'objets de 
haque type est limit�e �a 1 [39℄.

Une instan
eKnap(A; 
) du probl�eme du sa
 �a dos 
onsiste en un ensemble
A 
ompos�e de m types d'objets, et de la 
apa
it�e du sa
 �a dos, d�enot�e par 
.
�A 
haque objet du type ai de l'ensembleA 
orrespond un poids entier positif
wi. Pour 
haque objet du type ai ins�er�e dans le sa
, un pro�t pi est a
quis.
Le but est de remplir le sa
 �a dos, sans d�epasser sa 
apa
it�e, de fa�
on �a

49
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maximiser le pro�t total. Il n'existe pas de restri
tion sur le nombre d'objets
d'un même type. Le probl�eme peut être formalis�e par :

trouver des entiers xi � 0;
pour maximiser

Pm�1
i=0 pixi

soumis �a la 
ontrainte
Pm�1

i=0 wixi � 
:
(3.1)

Lors de la pr�esentation des solutions parall�eles existantes nous expli
i-
terons le probl�eme trait�e selon les notations Knap ou 0/1-Knap. O�u Knap
(0/1-Knap) d�esigne le probl�eme du sa
 �a dos entier ave
 un nombre illimit�e
(limit�e �a un) d'objets de 
haque type.

En plus des param�etres du sa
 �a dos, au 
ours de 
e 
hapitre nous utilisons
la terminologie suivante :

{ p - nombre de pro
esseurs disponible ;
{ wmin - le poids de l'objet le plus l�eger, 
'est-�a-dire minm�1i=0 fwig ;
{ wmax - le poids de l'objet le plus lourd, 
'est-�a-dire maxm�1i=0 fwig.

3.2 Solutions parall�eles

Plusieurs appro
hes en algorithmique parall�ele ont �et�e propos�ees pour la
r�esolution exa
te du probl�eme du sa
 �a dos entier. Les prin
ipales �etudes sont
fond�ees sur : l'�enum�eration des solutions possibles, les te
hniques de liste 1,
la r�edu
tion �a d'autres probl�emes 
onnus et la programmation dynamique.
Un r�esum�e sur les diverses solutions propos�ees a �et�e publi�e par Gerars
h et
Wang [41℄.

La m�ethode na��ve o�u toutes les solutions du 0/1-Knap sont 
al
ul�ees a
�et�e implant�e par Gerars
h et Wang [40℄. L'in
onv�enient de 
ette m�ethode
est le besoin, pour 
al
uler une instan
e ave
 m objets, de 2m pro
esseurs.
Une appro
he plus adapt�ee par s�eparation-�evaluation (de l'anglais bran
h-
and-bound) a �et�e propos�ee par Kindervater et Trinekens [66℄.

Pour �eviter 
on
it de notation ave
 les algorithmes de liste (se
tion 2.6.1)
la pr�esentation des te
hniques de liste est restreinte �a 
e paragraphe. Les
algorithmes de liste ont �et�e propos�es par plusieurs auteurs pour r�esoudre une
variation du 0/1-Knap, o�u la somme du poids des objets doit être �egale �a la

apa
it�e du sa
 �a dos 
. La te
hnique 
onsiste �a diviser le probl�eme original en
probl�emes de taille identique. Chaque probl�eme est 
al
ul�e par l'�enum�eration

1Malgr�ee la similarit�ee de nom ave
 les algorithmes de liste, il n'y a pas de rapport
entre eux.
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de toutes 
ombinaisons possibles (2m=2). L'algorithme de liste s�equentiel a
�et�e propos�e par Horowitz et Sahni [61℄, dans une parall�elisation propos�ee par
Cosnard, Ferreira et Herbelin [23℄ les solutions possibles sont partition�ees
entre les pro
esseurs disponibles. D'autres variations plus eÆ
a
es ont aussi
�et�e propos�ees, entre autres [31, 64℄. Le prin
ipal revers de l'appro
he qui
utilise les algorithmes de liste est que le temps d'ex�e
ution, et/ou le nombre
de pro
esseurs requis sont des fon
tions exponentielles du nombre d'objets.

L'appro
he propos�ee par Teng [95℄ 
onsiste �a r�eduire Knap �a des
probl�emes 
onnus, telles que \Cir
uit Value" et \Pre�x Convolution" . Ce-
pendant, les solutions propos�ees requi�erent au moins 
 pro
esseurs.

Il existe plusieurs �etudes adapt�ees au mod�ele systolique. Chen et al. [16℄
ont propos�e des algorithmes pipeline pour les probl�emes Knap et 0/1-Knap.
L'algorithme qui r�esout Knap est fond�e sur un ve
teur lin�eaire de �les d'at-
tente. L'algorithme pour 0/1-Knap emploie un ve
teur lin�eaire ave
 plusieurs
niveaux. Andonov et Quinton [5℄ ont propos�e un algorithme eÆ
a
e pour un

hemin systolique ave
 m�emoire limit�ee. Aleksandrov et Fidanova [3℄ ont uti-
lis�e un ve
teur systolique pour r�esoudre des probl�emes similaires au Knap.
Goldman et Fidanova [43℄ ont propos�e une solution pour le même probl�eme
ave
 un peu moins de pro
esseurs.

L'appro
he la mieux adapt�ee �a la r�esolution eÆ
a
e du probl�eme du sa
 �a
dos en parall�ele ave
 un nombre de pro
esseurs donn�e est la programmation
dynamique [41℄, qui a 
omplexit�e s�equentielleO(m
). Dans 
e 
as, deux algo-
rithmes pour le probl�eme 0/1-Knap ont �et�e propos�es pour le mod�ele PRAM.
Lee, Shragowitz et Sahni [72℄ ont utilis�e le paradigme diviser pour r�egner. Ils
ont pr�esent�e un algorithme pour p pro
esseurs ave
 temps total O(m


p
+ 
2).

Lin et Storer [74℄ ont propos�e un algorithme de 
omplexit�e O(m

p
).

Les deux �etudes ont implant�ee les algorithmes sur une ma
hine ave
 la
topologie de l'hyper
ube. Dans un hyper
ube ave
 p pro
esseurs le diam�etre,
distan
e entre les pro
esseurs plus �eloign�es, est log2 p. La premi�ere �etude
a 
onsid�er�ee la distan
e inter pro
esseurs, don
 la performan
e est rest�ee
in
hang�ee. Ce ne pas le 
as de la deuxi�eme �etude qui a obtenue ainsi
des d�egradation des performan
es de O(log p), 
'est-�a-dire une 
omplexit�e
O(m


p
log p).

Nous proposons dans 
e 
hapitre deux algorithmes qui 
al
ulent la so-
lution du probl�eme Knap sur l'hyper
ube. Le premier r�esout le probl�eme
ave
 p pro
esseurs en temps O

�
m

p
wmax

wmin

�
; observons que le rapport wmax

wmin
peut

être beau
oup plus grand que 1. La 
omplexit�e du deuxi�eme algorithme est
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O
�
m

p

�
.

3.3 Appro
he par programmation dynamique

L'id�ee de la programmation dynamique 
onsiste �a pr�esenter une fon
tion
f(k; g) pour k et g entiers, o�u k et g sont, respe
tivement, le plus grand index
d'objet 
onsid�er�e et la 
apa
it�e du sa
 �a dos. Nous avons alors :

f(k; g) = max

(
kX

i=0

pixij
kX

i=0

wixi � g; xi (entier) � 0; i = 0; : : : ; k

)
:

Les 
onditions limites de la fon
tion f(k; g) sont obtenues ave
 z�ero objet
et 
apa
it�e du sa
 �a dos quel
onque, et ave
 
apa
it�e du sa
 z�ero et nombre
d'objets quel
onque, 
'est-�a-dire :

f(�1; g) = 0;8g 2 [0; 
℄;
f(k; 0) = 0;8k 2 [0;m℄:

La valeur f(k; g); wk � g � 
; 0 � k < m peut être 
al
ul�ee r�e
ursivement,
il suÆt de 
hoisir le maximum entre f(k � 1; g) et pk + f(k; g �wk). Quand
g est petit (< wk), nous ne pouvons pas ajouter un objet de poids wk dans
le sa
, don
 la valeur de f(k; g); 0 � g < wk; 0 � k < m est f(k � 1; g).
Dans le but de simpli�er la formule, nous ajoutons la 
ondition de bord
f(k; y) = �1; 0 � k < m; y < 0 qui exprime que quand le sa
 �a dos poss�ede
une 
apa
it�e n�egative, le pro�t est �1. Nous avons alors, imm�ediatement :

f(k; g) = maxff(k � 1; g); pk + f(k; g �wk)g ave


8><
>:

f(�1; g) = 0
f(k; 0) = 0
f(k; y) = �1; y < 0:

Il est fa
ile de 
onstater que la 
omplexit�e pour le 
al
ul de f(m � 1; 
)
est O(m
).

3.3.1 La grille irr�eguli�ere

Nous introduisons i
i la grille irr�eguli�ere, laquelle 
orrespond au graphe de
pr�e
�eden
e de la fon
tion de programmation dynamique du sa
 �a dos f(k; g).
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D�e�nition 3.1 Une grille irr�eguli�ere en deux dimension, NM(m; 
), ave

des sauts (wi)

m�1
i=0 est le graphe orient�e ave
 des sommets (i; j) (pour 0 � i �

m � 1 et 0 � j � 
). Un sommet (i; j) est l'origine de au plus deux ar
s :
si 0 � i < m � 1 il y a un ar
 du sommet (i; j) au sommet (i + 1; j), si
0 � j � 
� wi il y a un ar
 du sommet (i; j) au sommet (i; j + wi).

Les lignes de NM(m; 
) sont d�enot�ees par des ensembles Li = f(i; j); 0 �
j � 
g. La �gure 3.1 pr�esente une grille irr�eguli�ere ave
 quatre lignes et douze

olonnes et 
orrespond au graphe de pr�e
�eden
e du Knap(A; 11), ave
 des
objets de taille deux, quatre, 
inq et sept.

(0,0)

(3,0) (3,11)

(0,11)

L
3

L
2

L
1

L
0

Fig. 3.1 { Grille irr�eguli�ere NM(4; 11) ave
 sauts (wi)3i=0 = (2; 4; 5; 7).

Le graphe de pr�e
�eden
e pour 
al
uler f(m�1; 
) est une grille irr�eguli�ere
NM(m; 
) ave
 sauts (wi)

m�1
i=0 . Chaque tâ
he (i; j) 
al
ule :

Si i = 0 et j < w0 si (m � 2) envoie 0 �a (i+ 1; j)
si (j � 
� w0) envoie p0 �a (i; j + w0):

Si i = 0 et j � w0 re�
oit d de (i; j � w0)
si (m � 2) envoie d �a (i+ 1; j)
si (j � 
� w0) envoie d+ p0 �a (i; j + w0):

Si i > 0 et j < wi re�
oit d de (i� 1; j)
si (i < m� 1) envoie d �a (i+ 1; j)
si (j � 
� wi) envoie d+ pi �a (i; j + wi):

Si i > 0 et j � wi re�
oit d1 de (i� 1; j) et d2 de (i; j � wi)

al
ul d = maxfd1; d2g
si (i < m� 1) envoie d �a (i+ 1; j)
si (j � 
� wi) envoie d+ pi �a (i; j + wi):
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La grille irr�eguli�ere fournit la valeur du pro�t maximal,mais elle n'apporte
pas la des
ription 
ompl�ete du sa
 �a dos. Dans le but d'avoir la 
omposition
du sa
 �a dos nous proposons trois solutions. Deux d'entre elles envoient un
ve
teur de donn�ees. L'autre solution utilise la te
hnique de par
ours �a l'en-
vers. Une des
ription d�etaill�ee est pr�esent�ee dans la se
tion B.1 de l'annexe B.

w =20
p =10

(0,0)

(3,0) (3,11)

(0,11)

1 2 3 4 51 2 3 4 5

0 0 1 3 3 4 4 76 6 7

0 0

1

1 1 3 4 4 5 6 7

0 0 1 1 3 4 4 5 6 7 8

8

8

8

w =73
p =53

w =52
p =42

w =41
p =31

Fig. 3.2 { Graphe de pr�e
�eden
e du probl�eme du sa
 �a dos ave
 objets de
poids 2,4,5,7 et valeurs respe
tifs 1,3,4,5. La taille du sa
 est 
 = 11.

Dans l'exemple de la �gure 3.2, nous voyons les valeurs de la variable
d de 
haque tâ
he. Nous avons enlev�e de la �gure les ar
s qui n'ont pas
�et�e 
onsid�er�es lors du 
al
ul du maximum. Le pro�t maximal est 8, trois des

hemins qui m�enent �a 
e pro�t ont eu leurs sommets 
olor�es. Les 
ompositions
possibles ave
 pro�t 8 sont (xi)30 : (0,1,0,1) et (0,0,2,0).

Le graphe de pr�e
�eden
e du probl�eme 0/1-Knap est aussi obtenu �a partir
d'une fon
tion f01(k; g) :

f01(k; g) = maxff01(k�1; g); pk+f01(k�1; g�wk)g
8><
>:

f(�1; g) = 0
f(k; 0) = 0
f(k; y) = �1; y < 0:

La solution propos�ee par Lin et Storer [74℄ 
orrespond �a l'ordonnan
ement
du graphe de pr�e
�eden
e de 
ette fon
tion.

Pour r�esoudre le probl�eme 0/1-Knap ave
 l'aide d'un grille irr�eguli�ere, il
suÆt d'ajouter une 
ondition aux tâ
hes. Une des
ription rapide est : si lors
du 
hoix du maximum par la tâ
he (i; j), la valeur 
hoisie est venue de la
gau
he (de la tâ
he (i; j�wi)) alors envoi1 �a la droite (�a la tâ
he (i; j+wi)).
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3.4 Ordonnan
ement de la grille irr�eguli�ere

Dans 
ette se
tion nous allons �etudier l'ordonnan
ement de la grille
irr�eguli�ere sur un hyper
ube. Le mod�ele utilis�e est le SIMD, o�u nous sommes
int�eress�es par le nombre d'�etapes de l'algorithme. Dans 
haque �etape les pro-

esseurs peuvent 
al
uler une op�eration math�ematique �el�ementaire. �A la �n
de 
haque �etape, les pro
esseurs voisins peuvent 
ommuniquer. Le mod�ele
adopt�e est similaire au mod�ele utilis�e dans les �etudes pr�e
�edentes [72, 74℄.
Mais en plus, nous 
onsid�erons la topologie de la ma
hine.

La borne inf�erieure de r�esolution d'une grille irr�eguli�ere est son 
hemin

ritique :

Proposition 3.1 La longueur d'un 
hemin 
ritique de la grille irr�eguli�ere
NM(m; 
) ave
 des sauts (wi)

m�1
0 est �egale �a m+

j



wmin

k
� 1.

3.4.1 Un premier ordonnan
ement

�Etant donn�ee une grille irr�eguli�ere NM(m; 
) ave
 des sauts (wi)
m�1
0 ,

nous proposons un ordonnan
ement dans un hyper
ube ave
 au moins wmax

noeuds.

H
0

H
1

H
2

H
3

00 01 11 10

000

001

011

010

110

111

101

100

Fig. 3.3 { Exemple de d�e
omposition de H(5) en H(3)2H(2). Les arêtes
redondantes ont �et�e omises pour simpli�er la �gure.
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D'abord nous rappelons la d�e�nition de produit 
art�esien :

D�e�nition 3.2 Le produit 
art�esian de deux graphes G1(V1; E1) et
G2(V2; E2) est le graphe G(V;E), o�u V = fv1v2; v1 2 V1 et v2 2
V2g. Il existe des arêtes du sommet v1v2 2 V aux sommets
fu1v2jv1 est adja
ent �a u1 dans G1g et fv1u2jv2 est adja
ent �a u2 dans G2g.

�Etant donn�ee un hyper
ube H(n) ave
 p = 2n noeuds, nous 
onsid�erons
le produit 
art�esien H(n) = H(dlog2wmaxe)2H(n0), o�u n0 = n�dlog2wmaxe.
Pour la des
ription de l'ordonnan
ement, nous d�enommons les 2n

0

hyper
ubes
H(dlog2wmaxe) par H0; : : : ;H2n

0
�1, de fa�
on �a 
e que deux indi
es 
ons�e
utifs


orrespondent �a des hyper
ubes adja
ents. Un exemple est donn�e dans la
�gure 3.3.

Dans le but de fournir une num�erotation uniforme aux hyper
ubes, nous
allons asso
ier un 
hemin Hamiltonien aux hyper
ubes H(dlog2wmaxe) (par
exemple le 
ode de Gray r�e
�e
hi [73℄). Dor�enavant nous utiliserons le 
hemin
Hamiltonien Pk asso
i�e �a l'hyper
ube Hk. Les 
hemins Pk seront utilis�es lors
de l'ordonnan
ement. Nous d�enommons les sommets de Pk par P j

k ; 0 � j �
2dlog2 wmaxe. Un exemple est pr�esent�e dans la �gure 3.4.

k
H

P
k

P 0
k

000 001 011 010 110 111 101 100

P 1
k

P 2
k

P 3
k

P 4
k

P 5
k

P 6
k

P 7
k

Fig. 3.4 { Repr�esentation des sommets d'un hyper
ube H(3) par un 
hemin
Hamiltonien.

L'id�ee de l'ordonnan
ement est d'ex�e
uter 
haque ligne Li de NM(m; 
)
dans un 
hemin Pk. Chaque ligne Li de la grille irr�eguli�ere est 
ompos�ee de
wi 
hâ�nes de taille au plus

j


wi

k
. Don
, il existe plus de pro
esseurs dans un


hemin Pk qu'il n'existe de 
hâ�nes dans la ligne Li.

Le nombre de 
hemins Pk d�epend du nombre de pro
esseurs de l'hyper-

ube H(n0). Il existe

2n
0

=
p

2dlog2 wmaxe
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hemins Pk. Pour simpli�er la des
ription de l'ordonnan
ement nous suppo-
sons que log2wmax est entier, 
'est-�a-dire 2n

0

= p=wmax. Cette restri
tion ne
modi�e pas les 
al
uls de 
omplexit�e.

L'ordonnan
ement

Dans l'ordonnan
ement, les tâ
hes de la j-�eme 
hâ�ne de la ligne Li sont
allou�ees au j-�eme pro
esseur du 
hemin Pi mod 2n0 . C'est-�a-dire, les tâ
hes
f(x; y)jx = i; y mod wi = jg sont allou�es au pro
esseur P j

i mod 2n
0 .

La ligne Li; i � p=wmax; est allou�ee au même 
hemin Pi mod (p=wmax) que
la ligne Pi�(p=wmax). Pour 
ette raison, la ligne Li; i � p=wmax ne peut pas

ommen
er son ex�e
ution avant l'a
h�evement de la ligne Li�(p=wmax). Dans
le but de simpli�er l'analyse, nous allons borner sup�erieurement 
e temps
d'attente pour les lignes Li; i mod (p=wmax) par tw.

La tâ
he j de la ligne Li; i < p=wmax est ex�e
ut�ee �a l'instant i(log2wmax+

1)+
j

j
minfwjjj�ig

k
. Pour les autres lignes il faut 
onsid�erer le temps d'attente.

La tâ
he (i; j) est ex�e
ut�ee �a l'instant :

i(log2wmax + 1) +

$
j

minfwj jj � ig
%
+

$
i

p=wmax

%
tw:

L'exa
titude de l'algorithme d�e
oule des propri�et�es suivantes :
{ Il n'y a pas de relation de pr�e
�eden
e parmi les tâ
hes de la même ligne

allou�ees �a di��erents pro
esseurs du même 
hemin Hamiltonien Pk ;
{ Chaque tâ
he allou�ee au 
hemin Pk poss�ede au plus deux su

esseurs

dire
ts. Un d'entre eux est allou�e au même pro
esseur que lui, l'autre
est allou�e �a un pro
esseur du 
hemin P(k+1) mod (p=wmax) ;

{ La distan
e maximale entre tâ
hes ave
 relations de pr�e
�eden
e allou�ees
aux 
hemins Pk et P(k+1) mod (p=wmax) est log2wmax + 1. Un algorithme
de routage qui garantie l'a
heminement des r�esultats de pr�e
�eden
e est
expli
it�e dans la se
tion B.2 de l'annexe B.

{ D�es qu'une 
hâ�ne 
ommen
e son ex�e
ution, ses tâ
hes sont ex�e
ut�ees
aux �etapes suivantes. Si une ligne 
ommen
e son ex�e
ution ave
 w0

tâ
hes, �a 
haque 
y
le suivant au plus w0 tâ
hes de 
ette ligne sont
ex�e
ut�ees.
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Un exemple

Nous illustrons dans 
ette se
tion l'ex�e
ution d'une grille irr�eguli�ere ave

deux objets, w0 = 3 et w1 = wmax = 8 (voir �gure 3.5).

0
L

(0,1)(0,0) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5) (0,6) ...

1
L

...

(1,1)(1,0) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) ...

Fig. 3.5 { Grille irr�eguli�ere ave
 deux objets.

{ au pas 0, les tâ
hes (0,0), (0,1) et (0,2) sont ex�e
ut�ees sur P0.
{ au pas 1, les r�esultats des tâ
hes (0,0), (0,1) et (0,2) sont a
hemin�es et
les tâ
hes (0,3), (0,4) et (0,5) sont ex�e
ut�ees sur P0.

{ au pas 2, les r�esultats des tâ
hes (0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4) et (0,5)
sont a
hemin�es et les tâ
hes (0,6), (0,7) et (0,8) sont ex�e
ut�ees sur P0.

{ au pas 3, les r�esultats de tâ
hes (0,3), (0,4), (0,5), (0,6), (0,7) et (0,8)
sont a
hemin�es. Les tâ
hes (0,9), (0,10) et (0,11) sont ex�e
ut�ees sur P0

et les tâ
hes (1,0), (1,1), (1,2) sont ex�e
ut�ees sur P1. �A 
e moment le
pipeline est plein.

{ et ainsi de suite jusqu'�a l'ex�e
ution de toutes les tâ
hes.
La �gure 3.6 illustre le s
h�ema d'ex�e
ution. Dans le diagrame de Gantt,

il existe trois �etats possibles pour un pro
esseur : ina
tif (
arr�e ha
hur�e), en

ours d'ex�e
ution (d'une tâ
he), et a
heminement (
arr�e gris).

Analyse de la 
omplexit�e

Nous analysons le temps total de l'ordonnan
ement. Nous divisons l'ana-
lyse en deux 
as selon le temps d'attente tw. Dans le premier 
as, le temps
d'attente est nul :

{ Lorsque

p �
�




wmin

� &
wmax

log2wmax + 1

'
(3.2)

�a l'instant i(log2wmax + 1), minfwjjj � ig tâ
hes de la ligne Li; i <

p=wmax 
ommen
ent leur ex�e
ution. �A l'instant p=wmax(log2wmax + 1)

les tâ
hes de la premi�ere ligne seront a
hev�ees (p �
j



w0

k l
wmax

log2 wmax+1

m
).

Don
, la ligne Lp=wmax peut d�ebuter son ex�e
ution sans attente.
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P0
0

{P1

P1
1

P2
1

P3
1

P0

P1
0

P2
0

P3
0

P0
1

{
(0,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(0,5)

(0,6)

(0,7)

(0,8)

(0,9)

(0,10)

(0,11)

(1,0)

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5)

...

...

...

...

Fig. 3.6 { Grille irr�eguli�ere ave
 deux objets.

L'�equation 3.2 assure qu'il n'y a pas d'attente pour le lignes Li ave

i mod p=wmax = 0. La derni�ere ligne 
ommen
e son ex�e
ution �a l'ins-
tant (m� 1)(log2wmax + 1). Son ex�e
ution s'a
h�eve �a l'instant :

(m� 1)(log2wmax + 1) +
�




wmin

�
: (3.3)

{ Quand

p <
�




wmin

� &
wmax

log2wmax + 1

'
; (3.4)

l'ex�e
ution des premi�eres lignes (Li; i < p=wmax) se passe 
omme aupa-
ravant. Pour 
ommen
er l'ex�e
ution de la ligne Lp=wmax il faut attendre
l'a
h�evement de la ligne L0. Ce d�elai existe aussi pour les lignes Li telles
que i > p=wmax.
Le temps d'attente pour 
haque allo
ation dans le 
hemin P0 est born�e
sup�erieurement par :

tw =
�




wmin

�
� p

wmax
(log2wmax + 1):

En 
onsid�erant le temps d'attente tw, il suÆt de prendre en 
ompte le
retard pour les lignes Li; i mod (p=wmax) = 0. Avant 
haque p�eriode
d'attente, le temps d'ex�e
ution est (log2wmax + 1)p=wmax. Il existej
mwmax

p

k
p�eriodes, don
 le temps pour a
hever la derni�ere ligne est

born�ee par
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�



wmin

�
+

&
mwmax

p

'�
p

wmax
(log2wmax + 1) + tw

�
;


'est-�a-dire, �



wmin

�  &
mwmax

p

'
+ 1

!
: (3.5)

Nous d�enommons 
es deux ordonnan
ements par algorithme wmax ave

et sans temps d'attente. Les r�esultats sont r�esum�es dans les propositions
suivantes. Lorsque il n'y a pas de temps d'attente (�equation 3.2) le temps de
l'ordonnan
ement est donn�e par :

Proposition 3.2 Le makespan de l'algorithme wmax, sans temps d'at-
tente, d'une grille irr�eguli�ere NM(m; 
) sur un hyper
ube ave
 au moins

(�equation 3.3)
j



wmin

k l
wmax

log2 wmax+1

m
pro
esseurs est O

�
m logwmax +



wmin

�
.

Quand le nombre de pro
esseurs disponible est plus petit (�equation 3.4),
il faut prendre en 
ompte le temps d'attente (�equation 3.5).

Proposition 3.3 Le temps d'ex�e
ution d'une grille irr�eguli�ere par l'algo-
rithme wmax ave
 temps d'attente sur l'hyper
ube en utilisant p � wmax pro-

esseurs est O

�
m

p

wmax

wmin

�
.

Corollaire 3.1 L'eÆ
a
it�e de l'algorithme wmax ave
 temps d'attente est
O
�
wmin

wmax

�
.

3.4.2 Un algorithme am�elior�e

Dans le premier algorithme il existe des pro
esseurs qui sont ina
tifs,

e ph�enom�ene se produit lors de l'ex�e
ution de lignes ave
 moins de wmax

pro
esseurs.
L'id�ee pour am�eliorer la performan
e est d'utiliser des hyper
ubes de

taille H(dlog2wmine). Nous 
onsid�erons le produit Cart�esien de l'hyper
ube
H(n) = H(dlog2wmine) 2H(n0) et nous utilisons les mêmes notions de 
he-
min Hamiltonien Pk asso
i�e aux hyper
ubes du type H(dlog2wmine). Nous
supposons dor�enavant que log2wmin est entier.

L'allo
ation des tâ
hes aux pro
esseurs est telle que les tâ
hes de la 
hâ�ne
j de la ligne Li sont allou�ees au pro
esseur P (j mod wmin)

i mod (p=wmin)
.
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Un probl�eme qui apparâ�t dans 
ette nouvelle allo
ation est le 
ot
de donn�ees entre des lignes 
ons�e
utives. Si nous supposons que lors de
l'ex�e
ution de la ligne Li toutes les donn�ees n�e
essaires sont disponibles,
nous aurons une ex�e
ution identique �a 
elle de la table 3.1, o�u xi =

j
wi

wmin

k
et

yi = wi mod wmin.

temps ti . . . ti + xi � 1 ti + xi ti + xi + 1 . . . . . .
n. de tâ
hes wmin . . . wmin yi wmin . . . . . .

wi wi . . .

Tab. 3.1 { S
h�ema d'ex�e
ution.

Dans 
e 
as, le temps total de 
al
ul pour a
hever l'ex�e
ution de la ligne
Li est

j


wi

k l
wi

wmin

m
. Cependant, �a un instant de l'ex�e
ution d'une ligne Li sur

un 
hemin Pk, il peut arriver que Pk re�
oive wa tâ
hes alors qu'il attendait wb

tâ
hes, ave
 wa < wb. La minimisation de 
e type de situation va am�eliorer
la performan
e de l'algorithme. Dans 
e but, nous introduisons la d�e�nition
suivante :

D�e�nition 3.3 �Etant donn�es deux poids wi : wmin et yi = wi mod wmin la
moyenne du temps d'ina
tivit�e est d�e�nie par :

I(wi) =

8><
>:

0 si yi = 0;
wmin�yil

wi
wmin

m si yi > 0:

Cette fon
tion donne une estimation de l'o

upation d'un 
hemin Pk par
une ligne Li. La valeur minimale de la fon
tion moyenne du temps d'ina
tivit�e
(I(wi) = 0) est obtenue ave
 des wi tels que wi mod wmin = 0. Si les poids
des objets du sa
 �a dos sont tri�es en ordre 
roissant par rapport �a la fon
tion
I() nous pouvons �enon
er la proposition suivante :

Proposition 3.4 �Etant donn�ees deux lignes adja
entes Li; Li+1 d'une grille
irr�eguli�ere, il existe au plus une �etape ina
tive dans l'ex�e
ution de la ligne
Li+1, due aux relations de pr�e
�eden
e.

La preuve se trouve dans l'annexe B, se
tion B.3.

L'ordonnan
ement

Les lignes Li; i � p=wmax sont allou�ees au même 
hemin Pi mod (p=wmax) que
la ligne Li�(p=wmax). Don
, la ligne Li; i � p=wmax ne peut pas 
ommen
er son
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ex�e
ution avant que l'ex�e
ution de la ligne Li�(p=wmax) s'a
h�eve. Nous bornons

e temps d'attente �a nouveau par tw.

Pour 
onsid�erer les pas potentiellement ina
tifs (voir proposition 3.4) nous
ajoutons 1 au temps de d�ebut d'ex�e
ution de 
haque ligne. La tâ
he (i; j)

allou�ee au pro
esseur P
(j mod wi) mod wmin

i mod (p=wmin)
est ex�e
ut�ee �a l'instant :

i(log2wmin + 2) +
�
j

wi

� �
wi

wmin

�
+

$
i mod wi

wmin

%
+

$
i

p=wmin

%
tw: (3.6)

Exemple

Nous pr�esentons le s
h�ema d'ex�e
ution d'une grille irr�eguli�ere sur 12 pro-

esseurs. Les objets sont de poids w0 = 4, w1 = 9 et w2 = 6. Les �etats pos-
sibles d'un pro
esseur sont d�enot�es de la même fa�
on que pour la �gure 3.6.
Dans le s
h�ema de la �gure 3.7 il existe un pas ina
tif sur le 
hemin P2 dû
aux relations de pr�e
�eden
e. Ce pas arrive juste apr�es l'ex�e
ution des tâ
hes
(2,4) et (2,5), le 
hemin P2 attend 4 r�esultats et il en re�
oit seulement 3.

0
2P

P 1
0

P 0
3

1
1P

P 1
2

P 2
0

P 1
3

2
1P

P 2
2

P 2
3

. . .

. . . . . .

. . .

. . .

. . .

(1,10)

(1,11)

(1,12)

P 0
0

0
1P

(0,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3) (0,7)

(0,6)

(0,5)

(0,4) (0,8)

(0,9)

(0,10)

(0,11)

(0,12)

(1,0)

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5)

(1,6)

(1,7)

(1,8) (1,9)

(2,1)

(2,0) (2,4)

(2,5)

(2,2)

(2,3) (2,9)

(2,8)

(2,7)

(2,6)

{

{P2

P0

{P1

Fig. 3.7 { S
h�ema d'ex�e
ution d'une grille irr�eguli�ere ave
 des objets de
tailles 4,9 et 6. La 
apa
it�e du sa
 �a dos est 
 � 12.
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Analyse de la 
omplexit�e

Dans le but de simpli�er les �equations nous d�enotons

M = max
i

�



wi

� �
wi

wmin

�
; (3.7)

De la même fa�
on que pour l'analyse du premier algorithme, nous allons
diviser l'analyse selon que le temps d'attente (tw) est nul ou non.

{ Si

p �M

&
wmin

log2wmin + 1

'
(3.8)

la ligne Li 
ommen
e son ex�e
ution �a l'instant i(log2wmin+2), don
 le
makespan est :

(m� 1)(log2wmin + 2) +

$



wm�1

% �
wm�1

wmin

�
: (3.9)

{ Si

p < M

&
wmin

log2wmin + 1

'
(3.10)

il faut 
onsid�erer le temps d'attente pour 
haque ligne Li, telle que
i mod (p=wmin) = 0; i > 0. Don
 le temps total est le temps de

l'�equation 3.9 plus
l
mwmin

p

m
multipli�e par le temps d'ina
tivit�e tw =

(M � (log2wmin + 1)(p=wmin)). Ce temps est born�e par :

M

 &
mwmin

p

'
+ 1

!
: (3.11)

Nous d�enommons 
es deux ordonnan
ements par algorithmes wmin ave

et sans temps d'attente. Si nous observons queM (�equation 3.7) est O( 


wmin
),

les deux propositions suivantes sont imm�ediates. Quand il n'y a pas de temps
d'attente (voir �equation 3.8) :

Proposition 3.5 Le makespan de l'ordonnan
ement wmin sans temps d'at-
tente de la grille irr�eguli�ere dans un hyper
ube ave
 au moins 


logwmin
pro
es-

seurs est donn�e par l'�equation 3.9, 
'est-�a-dire en O(m logwmin +



wmin
).

S'il existe des temps d'attente le makespan est donn�e par l'�equation 3.11.

Proposition 3.6 Le makespan de l'ordonnan
ement wmin ave
 temps d'at-
tente de la grille irr�eguli�ere dans un hyper
ube ave
 au moins wmin pro
esseurs
est O

�
m

p

�
.
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En sa
hant que le temps d'ex�e
ution s�equentiel de la grille irr�eguli�ere est
m
, nous avons alors :

Corollaire 3.2 L'eÆ
a
it�e de l'algorithme am�elior�e est asymptotiquement
1.

L'extension de r�esultats pr�esent�es pour le graphe de pr�e
�eden
e du
probl�eme 0/1-Knap est tr�es simple. Il suÆt de 
onstater qu'il n'y a pas de
pr�e
�eden
e entre les tâ
hes situ�ees sur la même ligne.

3.5 Con
lusion

Nous avons pr�esent�e un algorithme eÆ
a
e pour la r�esolution du probl�eme
du sa
 �a dos dans l'hyper
ube. Les prin
ipaux avantages de notre algorithme
par rapport aux pr�e
�edents sont la possibilit�e d'avoir plusieurs objets de

haque type et le fait qu'il a �et�e 
on�
u pour des ma
hines existantes.

L'algorithme que nous avons propos�e r�esout le probl�emeKnap ave
 

logwmin

pro
esseurs en O(m logwmin +



wmin
) �etapes. Ave
 un nombre plus petit de

pro
esseurs, l'algorithme r�esout le probl�eme en O(m

p
) 
y
les.

La solution eÆ
a
e ant�erieure a �et�e 
on�
ue pour le mod�ele PRAM, puis
adapt�ee, sans prendre en 
ompte les distan
es inter pro
esseurs, �a une ma-

hine SIMD dont la topologie �etait l'hyper
ube. Don
 la d�egradation des
performan
es �etait de l'ordre du logarithme du nombre de pro
esseurs. Nous
�evitons 
e probl�eme en d�eveloppant un algorithme sp�e
ialis�e pour l'hyper-

ube, lequel peut être adapt�e aux autres topologies ave
 des te
hniques de
plongement. Par exemple, le dernier algorithme pr�esent�e peut s'adapter �a
une grille torique, ave
 une d�egradation de performan
e de O(logwmin),
selon les te
hniques de [73℄, 
'est-�a-dire l'algorithme adapt�ee a 
omplexit�e
O(m


p
logwmin).

Il est aussi int�eressant de remarquer que, les algorithmes pr�esent�es dans
la litt�erature pour un nombre variable de pro
esseurs [72, 74℄ ont �et�e 
on�
us
pour r�esoudre le probl�eme 0/1-Knap, o�u le nombre d'objets de 
haque type
est limit�e �a un.



Chapitre 4

Ordonnan
ement sous BSP

R�esum�e

L'objet de 
e 
hapitre est l'�etude d'un ordonnan
ement parti-

ulier dans le 
adre du mod�ele BSP. L'ordonnan
ement de 
hâ�nes
ind�ependantes, fa
ile sous le mod�ele ave
 d�elais de 
ommuni
ation,
s'av�ere un probl�eme NP�diÆ
ile sous BSP. Nous proposons plu-
sieurs heuristiques qui 
onsid�erent le 
oût des 
ommuni
ations. Nous
avons 
ompl�et�e l'analyse th�eorique du 
omportement au pire des 
as
par un grand nombre de simulations pour 
erner le 
omportement en
moyenne.

4.1 Ordonnan
ement de 
hâ�nes

ind�ependantes

Le probl�eme 
onsid�er�e dans 
e 
hapitre est l'ordonnan
ement de k 
hâ�nes
ind�ependantes f
h1; : : : ; 
hkg sur m pro
esseurs identiques. Les 
hâ�nes sont
des s�equen
es de tâ
hes de dur�ee unitaire qui repr�esentent par exemple
l'ex�e
ution de pro
�edures de biblioth�eques ind�ependantes. La longueur, 
'est-
�a-dire le nombre de tâ
hes, de la 
hâ�ne 
hi est d�enot�ee par ni (1 � i � k).
Nous 
onsid�erons dor�enavant k � 2. Le nombre total de tâ
hes est n =Pk

i=1 ni. Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposons que les 
hâ�nes sont tri�ees
en ordre d�e
roissant de longueurs, 
'est-�a-dire n1 � : : : � nk.

Nous pr�esentons tout d'abord le probl�eme et une solution sous un mod�ele
simple. Puis, nous proposons une solution sous BSP en �etudiant su

essi-
vement le 
as sans 
ommuni
ation et 
elui qui minimise l'�equilibrage de la

harge. Finalement, nous pr�esentons des solutions interm�ediaires.

65
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�Etant donn�es les 
hâ�nes et le nombre de pro
esseurs nous d�enommons
le probl�eme de re
her
he d'un ordonnan
ement valide par SIC (de l'an-
glais S
heduling Independent Chains). La dupli
ation est sans int�erêt pour le
probl�eme SIC 
ar 
haque tâ
he poss�ede au plus un su

esseur dire
t.

D�e�nition 4.1 Le makespan id�eal d'un ordonnan
ement du probl�eme SIC
est d�e�ni par t� = max

nl
n
m

m
; n1

o
(le maximum entre le travail total

�egalement distribu�e et la longueur de la plus grande 
hâ�ne).

Tous les ordonnan
ements valides ont un makespan �egal �a au moins t�.
Il est �a noter que 
ette borne n'est pas toujours atteinte. Il existe des ins-
tan
es pour lesquelles a�n d'atteindre la borne t� il faut 
ouper des 
hâ�nes
(la �gure 4.1 illustre un exemple). Cependant, les 
oupures introduisent des

ommuni
ations entre les di��erents mor
eaux de la même 
hâ�ne. Cette re-
marque induit la notation suivante :

P2

P1

w0t*

Fig. 4.1 { Meilleur ordonnan
ement sans 
ommuni
ation de trois 
hâ�nes
identiques sur deux pro
esseurs.

Notation 4.1 Le plus petit makespan d'un ordonnan
ement sans 
ommuni-

ation est d�enot�e w0.

Pour ne pas avoir besoin de dessiner les tâ
hes dans tous les exemples,
lorsqu'une 
hâ�ne n'est pas 
oup�ee, elle ne sera repr�esent�ee que par son re
-
tangle dans le diagramme de Gantt.

Dans 
e 
hapitre nous allons voir d'abord que SIC est un probl�eme fa
ile
sous le mod�ele d�elai. Nous examinons ensuite le probl�eme sous le mod�ele
BSP. Dans un premier temps nous allons voir deux 
as parti
uliers, deux
et un nombre illimit�e de pro
esseurs. Nous 
onstatons que le probl�eme est
NP�
omplet même pour deux pro
esseurs. Dans un deuxi�eme temps nous
analyserons le probl�eme sur un nombre limit�e de pro
esseurs. Nous �etudierons
sa 
omplexit�e et nous proposerons des algorithmes d'approximation. Puis
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nous �etudierons l'imposition d'une taille minimal de super-�etape. Pour a
he-
ver le 
hapitre nous pr�esenterons des simulations qui 
on�rment le bon 
om-
portement des algorithmes propos�es.

4.1.1 Ordonnan
ement sous le mod�ele d�elai

L'algorithme d'ordonnan
ement dans le mod�ele SCT est simple (voir algo-
rithme 4.1). Nous d�enommons 
et algorithme \asyn
hrone" 
ar les 
ommuni-

ations sont ind�ependantes les unes des autres. Le prin
ipe 
onsiste �a remplir
les pro
esseurs, l'un apr�es l'autre, de l'instant 0 �a l'instant t�, 
'est-�a-dire de
la gau
he vers la droite dans les �gures.

P1 chch . . .
1

t*

P1 ch

t*

P2

. . .

Fig. 4.2 { Allo
ation gloutonne.

Lorsqu'il n'y a plus de pla
e pour allouer une 
hâ�ne enti�ere sur un pro-

esseurs Pj , la 
hâ�ne est 
oup�ee et une 
ommuni
ation est introduite entre
ses deux mor
eaux. Pour respe
ter les 
ontraintes de pr�e
�eden
e, la premi�ere
partie de la 
hâ�ne est ex�e
ut�ee sur Pj+1 �a gau
he et la derni�ere partie sur Pj

�a droite (la �gure 4.2 illustre le prin
ipe). L'algorithme est d�etaill�e 
i-dessous.
Le point prin
ipal qui fait que l'algorithme 4.1 est valide est que la 
om-

muni
ation peut toujours se faire entre les parties d'une 
hâ�ne 
oup�ee (les

hâ�nes qui sont 
oup�ees ont moins de t� tâ
hes).

4.1.2 Pr�eliminaires sur l'ordonnan
ement sous BSP

Dans tous les algorithmes qui seront pr�esent�es dans 
e 
hapitre, 
haque
pro
esseur envoie et re�
oit au plus une 
ommuni
ation. Don
, le 
oût des
phases de 
ommuni
ation est au plus 2hg, o�u h est le nombre de mots de
la plus grande 
ommuni
ation (voir se
tion 2.4.5). Nous supposons que les

oûts de 
ommuni
ation et de syn
hronisation (l) de 
haque super-�etape sont
repr�esent�es par un 
oût de 
ommuni
ation/syn
hronisation (not�e par CS). Le

oût de 
haque CS est born�e par C.
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Algorithm 4.1 Algorithme asyn
hrone.

Entr�ees: load(Pj) donne le nombre de tâ
hes allou�ees au pro
esseur Pj

i 1, j  1;

tant que i � k faire fils restent des 
hâ�nes �a allouerg
tant que load(Pj) + ni � t� et i � k faire

allouer 
hi sur Pj; i i+ 1;

fin tant que

si load(Pj) 6= t� et i � k alors

allouer les premi�eres ni � (t� � load(Pj)) tâ
hes de 
hi sur Pj+1;

allouer les derni�eres t� � load(Pj) tâ
hes de 
hi sur Pj

i i+ 1;

fin si

j  j + 1;

fin tant que

Nous nous int�eressons aussi �a l'espa
ement minimal entre deux super-
�etapes, d�enot�e par �. Pour simpli�er nos analyses la derni�ere super-�etape
d'un programme n'est pas prise en 
ompte. Don
 un programme ave
 s super-
�etapes a un temps de CS �egal �a (s� 1)C.

Nous pouvons d�eriver fa
ilement d'un algorithme asyn
hrone (un algo-
rithme dans le mod�ele d�elai) un algorithme BSP.

Propri�et�e 4.1 Pour transformer un algorithme asyn
hrone quel
onque en
un algorithme BSP il suÆt de rempla
er les 
ommuni
ations (asyn
hrones)
par des 
ommuni
ations globales.

4.2 Deux 
as pr�eliminaires dans BSP

Nous pr�esentons d'abord deux 
as extrêmes, l'ordonnan
ement sur deux
pro
esseurs et sur un nombre non born�e de pro
esseurs.
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4.2.1 SIC sur deux pro
esseurs dans BSP

Dans 
ette se
tion nous montrons que la re
her
he de la solution optimal
pour SIC sur deux pro
esseurs dans BSP est NP-
omplet et nous proposons
un algorithme ave
 makespan born�e par t�+C, 
'est-�a-dire ave
 au plus deux
super-�etapes.

Lemme 4.1 Le probl�eme de d�eterminer si il existe une solution de SIC sur
deux pro
esseurs ave
 makespan t� est NP-
omplet.

Preuve : par r�edu
tion au probl�eme partition [39℄. La preuve se trouve dans
la se
tion C.1 de l'annexe C.

L'heuristique que nous proposons est fond�ee sur l'algorithme asyn
hrone.
Le premier pro
esseur est remplit exa
tement jusqu'�a l'instant t�. Si une

hâ�ne est 
oup�ee, une CS est introduite entre ses deux parties. D'o�u la
proposition 4.1.

P2 55

P1

t* 17

Fig. 4.3 { Algorithme BSP sur deux pro
esseurs.

Proposition 4.1 Le makespan de l'ordonnan
ement g�en�er�e par l'algorithme
4.2 est au plus t� + C.

Pour terminer la pr�esentation du 
as sur deux pro
esseurs, nous fournis-
sons un exemple. �Etant donn�ee une instan
e de SIC ave
 4 
hâ�nes de tailles
respe
tives 10, 10, 5 et 5, et le temps d'une CS, C = 2. La �gure 4.3 illustre
l'allo
ation.

Le temps du makespan id�eal est t� = 15. D'abord le pro
esseur P1 est
remplit jusqu'�a l'instant t�. Pour que la 
hâ�ne 
oup�ee puisse 
ommuniquer
une CS est ins�er�ee et le makespan devient 17 = t� + C.

L'algorithme 4.2 ne g�en�ere pas toujours un ordonnan
ement optimal. Par-
fois un ordonnan
ement optimal existe (voir �gure 4.4), 
ependant 
omme
nous l'avons vue la d�etermination de l'existen
e d'un tel ordonnan
ement est
un probl�eme NP�
omplet.
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Algorithm 4.2 Algorithme BSP sur deux pro
esseurs.

Entr�ees: load(P1) donne le nombre de tâ
hes allou�ees au pro
esseur P1

i 1;

tant que load(P1) + ni � t� et i � k faire

allouer 
hi �a P1;

i i+ 1;

fin tant que

si load(P1) 6= t� et i � k alors

allouer les ni � (t� � load(P1)) premi�eres tâ
hes de 
hi �a P2;

allouer les t� � load(P1) derni�eres tâ
hes de 
hi �a P1;

Ins�erer une CS a l'instant ni � (t� � load(P1));

i i+ 1;

fin si

tant que i � k faire

allouer 
hi �a P2;

i i+ 1;

fin tant que

4.2.2 SIC ave
 un nombre non born�e de pro
esseurs

dans BSP

Quand le nombre de pro
esseurs est au moins �egal au nombre de 
hâ�nes
k, la solution dire
te est d'allouer une 
hâ�ne par pro
esseur. Le makespan
est donn�e par la longueur de la plus grande 
hâ�ne n1.

Une solution ave
 moins de pro
esseurs peut exister, mais il n'est pas
possible de diminuer le makespan. La re
her
he du nombre minimal de pro-

esseurs n�e
essaires est aussi un probl�eme NP-diÆ
ile. Elle est �equivalente
au probl�eme de bin-pa
king unidimensionnel [39℄ ave
 des bins de longueur
n1.
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P 5102

P 10
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51

Fig. 4.4 { Exemple d'un ordonnan
ement qui atteint t� sans 
ommuni
ation.

4.3 Nombre �x�e de pro
esseurs

Dans 
ette se
tion, nous montrons d'abord que le probl�eme de minimi-
ser les temps d'ina
tivit�e sans l'ajout de CS est un probl�eme NP�diÆ
ile.
Ensuite nous �etudions la minimisation du temps d'ina
tivit�e ave
 l'ajout de
CS. Premi�erement, nous fournissons un exemple o�u sont n�e
essaires dm+12 e
super-�etapes de fa�
on �a minimiser le temps d'ina
tivit�e (Id). Deuxi�emement,
un algorithme d'ordonnan
ement ave
 temps de 
al
ul t� et au plus dm2 e+ 1
super-�etapes est pr�esent�e.

Il est don
 
lair que la minimisation du temps d'ina
tivit�e peut o

asion-
ner un grand nombre de super-�etapes. Nous re
her
hons alors un 
ompromis
entre Id et le nombre de CS. Nous terminons la se
tion ave
 la pr�esentation
d'une famille d'algorithmes pour lesquels la garantie de performan
e d�epend
du nombre de CS.

4.3.1 �Equilibrage total de la 
harge

Nous avons vu dans la se
tion 2.5.1 que la minimisation du makespan est
�equivalente �a la minimisation du sur
oût T
+ Id. Une question naturelle est
qu'arrive-t-il quand nous minimisons un de 
es termes ind�ependamment de
l'autre ? Nous 
ommen�
ons ave
 la minimisation du temps d'ina
tivit�e sans
l'ajout de CS.

Analyse th�eorique

Nous nous int�eressons �a l'ordonnan
ement de 
hâ�nes ave
 makespan t�

sur m � 3 pro
esseurs. Il est possible qu'il n'existe pas de solution de SIC
sans 
ommuni
ation qui atteigne la borne t�. Mais, même si un tel ordon-
nan
ement existe, il est diÆ
ile de le 
onstruire.
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Th�eor�eme 4.1 La re
her
he d'un ordonnan
ement optimal pour le probl�eme
SIC sans l'ajout de 
ommuni
ation ave
 un nombre arbitraire de pro
esseurs
est un probl�eme NP�diÆ
ile au sens fort (de l'anglais strongly NP� hard).

Preuve : par r�edu
tion de la partition tridimensionnelle [39℄. La preuve

ompl�ete se trouve dans la se
tion C.2 de l'annexe C.

Nombre maximum de super-�etapes

Dans 
ette se
tion, nous pr�esentons une instan
e pour laquelle tout ordon-
nan
ement sous BSP n�e
essite

l
m�1
2

m
CS pour minimiser le temps d'ina
tivit�e

Id. La preuve est 
onstru
tive, nous proposons des ordonnan
ements opti-
maux pour su

essivement 1, 2,. . .

l
m�1
2

m
CS. L'instan
e de SIC est 
ompos�ee

de m + 1 
hâ�nes de même taille S. Pour simpli�er le d�eveloppement nous
supposons que (m+1)S

m
est entier.

Une super-�etape

Ave
 une seule super-�etape, 
'est-�a-dire sans l'introdu
tion de CS, dans
tous les ordonnan
ements valides, il existe un pro
esseur ave
 au moins deux

hâ�nes. Le meilleurmakespan possible est wo = 2S. Un des ordonnan
ements
ave
 makespan 2S est obtenu en allouant deux 
hâ�nes �a un pro
esseur, et
une 
hâ�ne �a 
ha
un des m� 1 pro
esseurs restants.

Deux super-�etapes

Propri�et�e 4.2 Dans une super-�etape plus longue que S
m
, la meilleure

strat�egie est d'ex�e
uter des tâ
hes de deux 
hâ�nes di��erentes sur un pro-

esseur et une 
hâ�ne sur 
haque autre pro
esseur.

Preuve : Si il existe une 
hâ�ne qui n'est pas ex�e
ut�ee au 
ours de 
ette
super-�etape, le plus petit makespan possible sera la taille de 
ette super-
�etape plus S, don
 un makespan plus grand que t�. Si toutes les 
hâ�nes sont
ex�e
ut�ees, un meilleur makespan est possible. Puisqu'il existe m+ 1 
hâ�nes
et m pro
esseurs, l'un d'entre eux aura deux 
hâ�nes.❏

Il est fa
ile de remarquer que les 
hâ�nes qui partagent un pro
esseurs
pendant une super-�etape doivent être seules dans l'autre super-�etape. Par
exemple dans la �gure 4.5, les 
hâ�nes 
h1; 
h2 et 
h3; 
h4 sont, respe
tive-
ment, ensemble dans les premi�ere et deuxi�eme super-�etapes.
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Fig. 4.5 { L'exemple de 
as au pire ave
 deux super-�etapes.

Propri�et�e 4.3 Dans une super-�etape, lorsque deux 
hâ�nes sont ex�e
ut�ees
sur le même pro
esseur, le temps de 
al
ul disponible est partag�e
�equitablement entre les 
hâ�nes.

Preuve : �Etant donn�ees deux 
hâ�nes qui partagent un pro
esseur au 
ours
de la premi�ere super-�etape, 
h1 et 
h2. D�enotons par x le nombre de tâ
hes
de 
h1 qui sont ex�e
ut�ees pendant 
ette super-�etape, et par TCS le temps de

al
ul de la premi�ere super-�etape. L'obje
tif est de minimiser le makespan.
(S � x) tâ
hes de 
h1 seront ex�e
ut�ees au 
ours de la deuxi�eme �etape. S �
(TCS � x) tâ
hes de 
h2 seront ex�e
ut�ees au 
ours de la deuxi�eme �etape. En
d'autres termes, il faut minimiser maxfTCS+(S�x); TCS+(S� (TCS�x))g.
Ce qui est r�ealis�e pour x = TCS

2 .
Dans un ordonnan
ement optimal les deux 
hâ�nes qui partagent un pro-


esseurs au 
ours de la deuxi�eme �etape ont un pro
esseur ex
lusif au 
ours
de la premi�ere �etape. Alors TCS tâ
hes de 
ha
une sont ex�e
ut�ees dans la
premi�ere super-�etape. Il reste don
 2(S �TCS) tâ
hes, la moiti�e appartenant
�a 
haque 
hâ�ne, �a ex�e
uter dans un pro
esseur au 
ours de la deuxi�eme
super-�etape. ❏

Pour d�eterminer le makespan optimal, il faut aussi 
hoisir o�u ins�erer la
CS. Dans 
e 
as, il faut 
hoisir TCS pour minimiser le makespan. Don
, nous
voulons minimiser les temps d'a
h�evement des 
hâ�nes qui partagent un pro-

esseur. En autres termes, nous voulons minimiser maxfS+ TCS2

2
; 2S�TCSg,


e qui est a
quis pour TCS = 2S
3 , et don
 
onduit �a un makespan de 4S

3 .
Le temps du meilleur ordonnan
ement ave
 deux super-�etapes est alors

S + C + S
3 . Il est �a noter que pour trois pro
esseurs 
ette valeur 
orrespond

au travail total plus le temps d'une CS, C.
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Plus de deux super-�etapes

De la propri�et�e 4.2, il existe i r�egions dans lesquelles deux 
hâ�nes peuvent
partager un pro
esseur dans un ordonnan
ement ave
 i super-�etapes. D'une
extension dire
te de la propri�et�e 4.3, dans les algorithmes optimaux, les

hâ�nes vont partager �egalement les super-�etapes.

Les instants pour le pla
ement des CS sont 
al
ul�es par indu
tion 
omme
une s�erie T j

CS (1 � j � i). Le makespan qui minimise le temps d'ina
tivit�e
a un temps de S + iC + S

2i+1
ave
 les super-�etapes pla
�ees aux instants

2j S
2i+1

+ jC; 1 � j � i.

Pour �eliminer le temps d'ina
tivit�e, nous devons 
ommuniquer z =
l
m�1
2

m
fois, et les CS sont distribu�ees �a distan
e 2S

m
les une des autres. Dans 
e 
as

le makespan est S + zC + S
2z+1

, 
'est-�a-dire t� + zC. Ce r�esultat est valable
pour m pair, pour m impair nous avons besoin de l'arrondir.

ch 6

ch 3

ch 3 ch 4ch 3 ch 4

ch 4 ch 5 ch 5

ch 5

ch 6 ch 6

ch 2

ch 1

ch 2

ch 1 ch 1

2ch
P1

P2

P3

P4

P5

Fig. 4.6 { L'exemple de 
as au pire ave
 trois super-�etapes.

4.3.2 Un algorithme

Nous pr�esentons un algorithme (d�etaill�e dans l'algorithme 4.3) qui mi-
nimise le temps d'ina
tivit�e Id, 
et algorithme peut avoir jusqu'�a dm

2
e + 1

super-�etapes, 
'est-�a-dire dm2 e CS 
ar nous ne 
onsid�erons pas la derni�ere
super-�etape. L'algorithme est fond�e sur la propri�et�e 4.1 appliqu�ee �a l'algo-
rithme 4.1.

L'id�ee prin
ipale est de montrer qu'il est possible de grouper les 
om-
muni
ations asyn
hrones (voir �gure 4.7), au moins deux par deux, dans la
même CS.
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Algorithm 4.3 Algorithme ave
 nombre de super-�etapes limit�ee.
Appliquer l'algorithme asyn
hrone;

Mettre des �etiquettes sur toutes les 
ommuni
ations asyn
hrones (CA);

#
s  0;

tant que il existe des CA �etiquet�ees faire

#
s  #
s+1;


al
uler syn
h[#
s℄ le plus petit temps de r�e
eption entre toutes les

ommuni
ations �etiquet�ees;

enlever les �etiquettes de toutes les CA qui peuvent être group�ees dans
la même CS �a l'instant syn
h[#
s℄;

fin tant que

pour i 1 jusqu'�a #
s faire

ins�erer une CS apr�es un temps de 
al
ul de syn
h[i℄ tâ
hes;

fin pour

Une preuve que les ordonnan
ements produits par l'algorithme 4.3 ont au
plus dm

2 e CS se trouve dans la se
tion C.3 de l'annexe C.

4.3.3 Algorithme ave
 nombre �x�e de super-�etapes

L'algorithme pr�esent�e dans la se
tion pr�e
�edente peut avoir jusqu'�a
dm
2
e+1 super-�etapes, alors qu'il fournit un �equilibrage de 
harge le meilleur

possible. Dans 
ette se
tion, au lieu de minimiser seulement le temps d'ina
-

t * t * t *+CCS

Fig. 4.7 { Exemple de regroupement de deux 
ommuni
ations asyn
hrones
dans la même CS.
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tivit�e nous re
her
hons un 
ompromis pour le sur
oût Id + T
. En e�et, Id
peut augmenter si T
 diminue.

Sans 
ommuni
ation, 
'est-�a-dire T
 = 0, il existe plusieurs algo-
rithmes d'approximation bien 
onnus 
omme LPT [55℄ et multi-�t [19℄.
Nous pr�esentons i
i l'algorithme LPT qui a une garantie de performan
e
de :wLPT � (4

3
� 3

m
)wo. Dans 
et algorithme, les tâ
hes (dans notre 
as les


hâ�nes) sont allou�ees en ordre d�e
roissant de taille ave
 temps d'ex�e
ution
au plus tôt. La �gure 4.8 illustre un exemple.

ch 1P

P

P

P

1

2

3

4

ch 2

ch 3

ch 4

ch 6

ch 5

ch 9

ch 7

ch 8 ch 10

Fig. 4.8 { Prin
ipe d'allo
ation de l'algorithme LPT sur 4 pro
esseurs.

Nous introduisons une notation pour le temps du meilleur algorithme ave

un nombre donn�e de super-�etapes.

Notation 4.2 Le makespan optimal ave
 s super-�etapes, 
'est-�a-dire le plus
petit makespan possible ave
 au plus s super-�etapes est not�e ws

o.

Nous pr�esentons un algorithme qui d�epend du nombre de super-�etapes
s et d'une valeur � (entier 
ompris entre n1 et t�). Nous analysons le 
om-
portement de 
et algorithme lorsque le nombre de super-�etapes s varie. Pour
terminer, nous proposons des perfe
tionnements pour l'algorithme et nous

hoisissons la valeur de � qui garantie la meilleure performan
e.

Proposition 4.2 �Etant donn�ee une instan
e de SIC, un nombre de super-
�etapes s et un entier � tel que n1 � � � t�, ws

o est born�e par :

ws
o � t� +

1

2s � 1
�+ (s� 1)C:

Preuve : La preuve est 
onstru
tive et l'algorithme 4.4 atteint la borne. La
preuve 
ompl�ete se trouve dans la se
tion C.4 de l'annexe C.



4.3. NOMBRE FIX�E DE PROCESSEURS 77

Algorithm 4.4 Algorithme ave
 un nombre donn�e des super-�etapes (s).

Entr�ees: load(Pj) donne le nombre de tâ
hes allou�es au pro
esseur Pj

i 1; j  1;�� = 2
2s�1

�; maxload = t� + ��
2
;

ins�erer jusqu'�a s� 1 CS en intervalles r�eguliers de longueur ��;

tant que (i � k) faire

si (load(Pj) + ni � maxload) alors

allouer 
hi �a Pj ;

sinon

allouer les maxload�(ni + load(Pj)) premi�eres tâ
hes de 
hi �a Pj+1;

allouer les tâ
hes qui restent de 
hi �a Pj;

si il n'y a pas de CS entre les deux parties d'une 
hâ�ne 
hi 
oup�ee
alors

transf�erer les tâ
hes de Pj �a Pj+1 de la gau
he �a la droite jusqu'�a
trouver une CS;

fin si

j  j + 1;

fin si

i i+ 1;

fin tant que

Le sur
oût de l'algorithme 4.4 pour s super-�etapes et � donn�e (n1 � � �
t�) est ��

2
+ (s� 1)C, o�u �� = 2

2s�1
�.

Nous pr�esentons dans la se
tion C.4 de l'annexe C des propri�et�es sur
le nombre n�e
essaire de CS, 
'est-�a-dire que ave
 l'ajout de super-�etapes il
n'y a pas de diminution du temps d'ina
tivit�e. Nous montrons aussi que le
nombre optimal de super-�etapes pour minimiser le sur
oût de l'ordonnan-

ement produit par l'algorithme 4.4 est donn�e par s�max =

lq
�
2C + 1

2

m
ou

s�max =
jq

�
2C + 1

2

k
.
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Perfe
tionnements

La performan
e de l'algorithme 4.4 d�epend de la distribution de lon-
gueur des 
hâ�nes. Pour l'instant ses garanties de performan
e sont une borne
sup�erieure dans le 
as au pire. D'abord nous proposons des perfe
tionnements
dans le 
omportement moyen, et apr�es nous analysons la bonne valeur de �.

Perfe
tionnement de l'algorithme 4.4

Dans le but d'avoir une meilleure performan
e moyenne, l'allo
ation de

hâ�nes peut être un peu modi��ee. Nous allons remplir les pro
esseurs jusqu'�a
t�. Si pendant l'allo
ation, une 
hâ�ne est 
oup�ee et s'il n'existe pas de CS
entre ses deux moiti�es, la moins 
oûteuse des pro
�edures suivantes est 
hoisi :

Pour les pro
haines des
riptions, pour une 
hâ�ne 
oup�ee 
h on 
onsid�ere
pi le pro
esseur o�u la derni�ere partie de 
h est allou�ee et pi+1 le pro
esseur
o�u la premi�ere partie de 
h est allou�ee. Nous d�enommons � la super-�etape
o�u la 
ommuni
ation a lieu.

(i) l'arrêt de l'ex�e
ution des tâ
hes de la 
hâ�ne 
h dans la super-�etape sur
le pro
esseur pi+1. Ces tâ
hes sont transf�er�ees au pro
esseur pi. Dans

e 
as le temps allou�e auparavant pour 
h sur pi+1 (remplit ave
 des
lignes horizontales dans la �gure 4.9) peut être utilis�e pour l'allo
ation
de la pro
haine 
hâ�ne.

(ii) le retard des tâ
hes de la 
hâ�ne 
h �a la super-�etape � sur le pro
esseur
pi jusqu'au d�ebut de la pro
haine super-�etape. C'est-�a-dire l'ex�e
ution
de la 
hâ�ne 
h sur le pro
esseur pi 
ommen
e apr�es la super-�etape �.

Il est 
lair que le d�elai introduit par 
ette pro
�edure peut être aussi grand
que la moiti�e de la partie de 
al
ul d'une super-�etape. Don
, 
et algorithme
a la même borne au pire que l'algorithme original. Toutefois, l'algorithme
perfe
tionn�e a un 
omportement moyen meilleur.

Ave
 
e perfe
tionnement le nombre de super-�etapes peut être r�eduit dans
le 
as moyen. Pour trouver le meilleur makespan ave
 les perfe
tionnements
il faut faire une re
her
he du nombre de super-�etapes entre 1 et s�max.

Notation 4.3 �Etant donn�ee une instan
e de SIC, nous notons s� le nombre
de super-�etapes qui fournit le plus petit makespan ave
 l'algorithme perfe
-
tionn�e.
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Fig. 4.9 { Les alternatives pour r�earranger les 
hâ�nes sans CS entre ses
moiti�es.

Am�elioration de la borne

L'id�ee est de prendre en 
ompte les di��eren
es entre t� et n1, et entre n1
et l'instant o�u la derni�ere CS a �et�e ins�er�ee.

Proposition 4.3 Ave
 le perfe
tionnement de l'algorithme la borne devient :

t� +max
�
��

2
� t� � n1

2
; n1 � (s� 1)��; 0

�
+ (s� 1)C:

La preuve se trouve dans la se
tion C.5 de l'annexe C. La valeur minimale
de 
ette borne est atteinte pour �min = t�+n1

2 . Le makespan de l'algorithme
perfe
tionn�e est alors :

t� +
1

2s� 1

t� + n1
2

+ (s� 1)C:

4.4 In
uen
e de la laten
e

Lorsque nous 
onsid�erons un d�elai minimal entre deux CS 
ons�e
utives
�, les ordonnan
ements produits par les algorithmes qui ont �et�e pr�esent�es
peuvent ne plus s'av�erer valides. Pour 
onsid�erer la laten
e, nous proposons
l'algorithme suivant :

Dans l'algorithme 4.5, il existe deux op�erations ave
 les super-�etapes :
l'avan
ement et le d�elai. Lorsqu'une de 
es op�erations est appliqu�ee, une fu-
sion de super-�etapes peut aussi arriver. Si 
h est une 
hâ�ne 
oup�ee et la CS
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Algorithm 4.5 Algorithme o�u les CS sont espa
�es d'au moins �
Appliquer un des algorithmes BSP donn�es;

pour 
haque CS (de la premi�ere �a la derni�ere) faire

si CS se trouve �a moins de �
2
unit�es de temps de la CS pr�e
�edente

alors

transf�erer les tâ
hes des 
hâ�nes 
oup�ees qui utilisent 
ette CS;

fusionner 
ette CS ave
 la pr�e
�edente;

fin si

si CS est entre �
2
et � unit�es de temps de la pr�e
�edente alors

Retarder la super-�etape jusqu'�a 
e qu'elle soit �a une distan
e � de la
super-�etape pr�e
�edente;

Fusionner ave
 
ette super-�etape ave
 toutes les super-�etapes �a moins
de �

2 unit�es de temps;

Retarder les tâ
hes des 
hâ�nes 
oup�ees qui utilisaient 
es super-
�etapes;

fin si

fin pour

utilis�ee est avan
�ee, les tâ
hes de la premi�ere partie de 
h sont migr�ees vers la
deuxi�eme partie. Sinon, lorsque la CS est retard�ee, le d�ebut d'ex�e
ution de la
deuxi�eme partie de la 
hâ�ne est aussi retard�ee. La fusion des CS 
onsiste sim-
plement �a rempla
er plusieurs CS par une seule CS. La proposition suivante
donne une borne sup�erieure �a 
ette transformation.

Proposition 4.4 Le 
oût suppl�ementaire pour 
onsid�erer l'in
uen
e de la
laten
e ave
 l'algorithme 4.5 est un terme additionnel de �

2 .

La preuve de la proposition, ainsi que plus de d�etails sur l'in
uen
e de la
laten
e se trouvent dans la se
tion C.6 de l'annexe C.

4.5 Quelques exp�erimentations

Nous avons e�e
tu�e des simulations pour 
omparer les algorithmes
pr�e
�edents. Les instan
es �etaient 
ompos�ees de 
hâ�nes de longueurs 
hoi-
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sies de fa�
on al�eatoire selon une loi binomiale de moyenne 100 et d'�e
art type
10. Comme le 
omportement des algorithmes ne d�ependait du nombre de
pro
esseurs, nous avons �etudi�e le 
as ave
 50 pro
esseurs. Le 
oût d'une CS
a �et�e �x�e �a 10% de la taille moyenne de 
hâ�nes.

Toutes les 
ourbes obtenues par des simulations sont pr�esent�ees et 
om-
ment�ees dans [45℄. Nous pr�esentons les prin
ipaux r�esultats obtenus dans les
paragraphe suivant.
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40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

T
em

ps

Nombre de chaines (k)

t*
LPT

Asynchrone

Fig. 4.10 { Performan
e moyenne des algorithmes LPT et Asyn
hrone sur
50 pro
esseurs ave
 
hâ�nes de taille quasi �egal.

Dans les des
riptions suivantes nous faisons usage pour les makespans

onstruits les l�egendes t�, LPT, Asyn
hrone - l'algorithme 4.3 et C=s�=�, o�u
la derni�ere d�enote les algorithmes de la se
tion 4.4 ave
 nombre optimal de
super-�etapes et � est n1; (t� + n1)=2 ou t�. t� 
orrespond au makespan id�eal.

Dans la 
ourbe de la �gure 4.10, nous voyons 
lairement les sauts de
l'algorithme LPT et le bon 
omportement de l'algorithme Asyn
hrone quand
le nombre de 
hâ�nes est grand. Lorsque le nombre de tâ
hes par pro
esseur
est plus grand que 2n1 toutes les 
hâ�nes 
oup�ees peuvent utiliser la premi�ere
et unique CS ins�er�ee par l'algorithme 4.3. Dans l'exemple 
e nombre est un
peu plus grand que le double du nombre de pro
esseurs.

Dans la �gure 4.11 nous pouvons v�eri�er que le nombre moyen de CS est
loin de 
elui du 
as au pire (25). Cela veux dire qu'en moyenne le nombre
de 
ommuni
ations asyn
hrones group�ees par l'algorithme 4.3 est plus grand
que deux.

La �gure 4.12 illustre le sur
oût engendr�e par les variations des algo-
rithmes C=s�=�. Le makespan de l'algorithme C=s�=n1 ne s'appro
he pas de
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Fig. 4.11 { Nombre moyen de CS dans l'algorithme Asyn
hrone.

t�+C lorsque le nombre de 
hâ�nes augmente. Car l'e�et d'avoir les CS tr�es
pro
hes et au d�ebut est le r�earrangement de beau
oup des 
hâ�nes 
oup�ees.
D'autre part il est plus performant que l'algorithme C=s�=t�, o�u le d�elai in-
troduit pour le r�earrangementde 
haque 
hâ�ne 
oup�ee peut être important
( t�

2s��1). Quand le nombre de 
hâ�nes est petit. L'algorithme C=s�=(t�+n1)=2

ombine les avantages des deux autres algorithmes. Il r�earrange moins de

hâ�nes que C=s�=n1 et le d�elai introduit pour 
haque 
hâ�ne r�earrang�ee est
limit�ee par t�+n1

2(2s��1) .

Dans la �gure 4.13 nous pr�esentons les makespans 
onstruits pour des
probl�emes SIC ave
 65 
hâ�nes. Nous v�eri�ons le 
omportement de l'algo-
rithme C=i=(t�+ n1)=2 lorsque le nombre de CS i varie. Le 
ompromis entre
le nombre de CS et le temps d'ina
tivit�e dans les pro
esseurs est 
lair. Sans

ommuni
ation le makespan est 240, ave
 l'ajout de CS nous avons obtenu
des makespans plus petits. �A partir de deux CS, la diminution du temps d'in-
a
tivit�e par l'ajout d'une nouvelle CS est moins importante que son 
oût.

4.5.1 Remarques sur les exp�erimentations

Malgr�e le nombre �elev�e de super-�etapes dans le 
as au pire pour l'algo-
rithme 4.3 le nombre de 
ommuni
ations utilis�ees en pratique, même quand le
nombre de 
hâ�nes est pro
he du nombre de pro
esseurs, est beau
oup moins
important. En d�epit d'une garantie de performan
e meilleure pour l'algo-
rithme C.1 ave
 � = n1, l'algorithme perfe
tionn�e ave
 � = t�+n1

2 produit
des ordonnan
ements ave
 makespan plus petit dans le 
as moyen.
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Fig. 4.12 { Performan
e moyenne du sur
oût des algorithmes C=s�=t�,
C=s�=n1, C=s�=(t� + n1)=2 sur 50 pro
esseurs ave
 
haines de quasi le même
taille.

4.6 Con
lusion

Nous avons �etudi�e le probl�eme du regroupement des 
ommuni
ations
entre paires de pro
esseurs en phases de 
ommuni
ation globale (qui im-
pliquent tous les pro
esseurs). Nous �etudions dans 
hapitre 6 l'optimisation
de phases de 
ommuni
ation globale.

Le fait d'imposer le regroupement de 
ommuni
ations rend NP�diÆ
ile
un probl�eme qui �etait polynômial dans le mod�ele d�elai. Don
, nous pouvons
nous attendre �a 
e que les probl�emes d'ordonnan
ement sous BSP soient
NP�diÆ
iles en g�en�eral. Cependant, en d�epit du fait que le probl�eme de
l'ordonnan
ement de 
hâ�nes sur BSP est diÆ
ile, nous avons �et�e 
apables
de proposer des heuristiques quasi optimales.

Les perspe
tives ouvertes sont, entre autres, l'�etude des ordonnan
ements
d'autres 
lasses de graphe, ou même de graphes de pr�e
�eden
e quel
onques
sous le mod�ele BSP. Une autre perspe
tive int�eressante est l'utilisation d'une
g�en�eralisation du mod�ele BSP, le mod�ele BSPWB [91℄, dans lequel il existe
des syn
hronisation partielles.
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Chapitre 5

Ordonnan
ement ave


dupli
ation

R�esum�e

Nous examinons dans 
e 
hapitre les e�ets de la dupli
ation de
tâ
hes sur le makespan de l'ordonnan
ement. Ce probl�eme a �et�e �etudi�e
auparavant pour un nombre de pro
esseurs non born�e. Quand le
nombre de pro
esseurs est limit�e, le probl�eme a �et�e analys�e unique-
ment dans le 
as o�u les tâ
hes ainsi que les �e
hanges de donn�es sont
unitaires. Nous proposons une extension du r�esultat au 
as SCT.

5.1 La dupli
ation

Les premi�eres �etudes sur l'ordonnan
ement dans le mod�ele d�elai n'ont
pas pris en 
ompte le 
oût des 
ommuni
ations. Ces �etudes ont 
onsid�er�e
un nombre limit�e de ressour
es. Graham [55℄ a montr�e que les algorithmes
de liste ont un rapport de performan
e par rapport �a l'optimal de 2 � 1

m
,

o�u m est le nombre de pro
esseurs. Lorsque les retards dûs �a l'�e
hange de
messages ont �et�e introduits, les probl�emes sont devenus plus diÆ
iles (voir
la se
tion 2.6 du 
hapitre 2). Dans 
e 
as, la performan
e des algorithmes de
liste devient born�e par (2� 1

m
)wopt +C
omm [71, 75℄, o�u C
omm est la somme

des 
oûts de 
ommuni
ation dans un 
hemin 
ritique 1 et wopt le makespan
optimal sur m pro
esseurs. La granularit�e � borne le rapport entre wopt et
C
omm, 
e qui implique que le rapport de performan
e est (2� 1

m
)+ 1

�
. Don
,

1Le 
hemin 
ritique ave
 le plus grand 
oût de 
ommuni
ation.

85
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le rapport de performan
e pour les algorithmes de liste dans le 
as SCT est
born�e par 3 � 1

m
et 
ette borne est atteinte [75℄. Hanen et Munier [56℄ ont

propos�e un algorithme d'approximation, qui n'est pas de liste, ave
 garantie
de performan
e 7

3
� 4

m
�egalement pour le 
as SCT.

Il existe deux fa�
ons de diminuer le sur
oût dû �a l'introdu
tion des retards
de 
ommuni
ation : fournir un nombre de ressour
es illimit�ees et permettre
la dupli
ation. Nous allons examiner dans la se
tion suivante l'analyse des
probl�emes ave
 nombre de pro
esseurs non born�e. Nous sommes int�eress�es
par la performan
e des algorithmes de liste.

5.1.1 Nombre de pro
esseurs illimit�e

L'ordonnan
ement ave
 dupli
ation sur un nombre de pro
esseurs non
born�e est un probl�eme polynômial dans le 
as SCT [21℄. Dans le 
as g�en�eral
le probl�eme est NP�diÆ
ile, mais il existe un algorithme polynômial ave

garantie de performan
e 2 [84℄.

Papadimitriou et Yannakakis [84℄ ont d'abord montr�e que le probl�eme
P1jpre
; pj = 1; 
ik = 
 > 1; dupjwmax est NP-diÆ
ile ave
 une r�edu
tion
au probl�eme Clique [39℄. Ensuite ils ont propos�e une fon
tion d'estimation
de la date de d�ebut d'ex�e
ution pour les tâ
hes. Pour 
haque tâ
he v, 
ette
fon
tion e(v) est d�e�nie par :

{ Si v n'a pas de pr�ed�e
esseur alors e(v) = 0 ;
{ Sinon, soit E = (u1; : : : ; up) l'ensemble de tous les pr�ed�e
esseurs de v

tri�es en ordre d�e
roissant par rapport �a la fon
tion e. �Etant d�e�ni k
�egal �a minf
+ 1; pg, e(v) est d�e�ni par e(uk) + k.

Ils ont propos�e deux lemmes :
{ Lemme I.[84℄ Il n'existe pas d'ordonnan
ement don
 la tâ
he v est
allou�ee avant la date e(v).

{ Lemme II. [84℄ Il existe un ordonnan
ement don
 la tâ
he v est allou�ee
avant la date 2e(v).

�A partir de la preuve du lemme II les auteurs ont produit un algorithme ave

rapport de performan
e 2. Finalement, ils ont propos�e un algorithme plus
g�en�eral ave
 rapport de performan
e aussi �egal �a 2.

Colin et Chr�etienne [21℄ ont propos�e une solution polynômial pour le
probl�eme P1jpre
; pj ; 
ik; dupjwmax dans le mod�ele SCT, 
e qui signi�e que
les temps de 
al
ul des tâ
hes sont plus grands que les temps d'�e
hanges
de donn�ees (minfpjg � maxf
ikg). L'id�ee de base est le 
al
ul des dates
de disponibilit�e (de l'anglais release dates) pour 
haque tâ
he. La date de
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disponibilit�e bv d'une tâ
he v est d�e�nie par les relations suivantes :
{ Si v n'a pas de pr�ed�e
esseur alors bv = 0 ;
{ Si v n'a qu'un pr�ed�e
esseur u alors bv = bu + pu ;
{ Sinon, soit U l'ensemble des pr�ed�e
esseurs dire
ts de v,

bv = min
u2U

maxfbu + pu; max
k2U�fug

fbk + pk + 
kvg:

Un arbre 
ritique est 
onstruit selon les dates de disponibilit�e. Un ar

(u; v) fait partie de 
et arbre si et seulement si bv < bu + pu + 
uv. L'ordon-
nan
ement optimal est 
onstruit en allouant 
haque 
hemin de l'arbre �a un
pro
esseur. Les dates d'allo
ation des tâ
hes 
orrespondent aux dates de dis-
ponibilit�e. Cet algorithme est aussi valable si pour 
haque tâ
he v, le poids
du plus grand ar
 (u; v) est plus petit que le plus petit temps d'ex�e
ution
parmi les pr�ed�e
esseurs dire
ts de v.

Le deux algorithmes pr�e
�edents utilisent un grand nombre de pro
esseurs.
Dans le premier, �a 
haque tâ
he allou�ee, un nouveau pro
esseur est utilis�e.
Dans le deuxi�eme, le nombre de pro
esseurs n�e
essaires est �egal au nombre
de feuilles de l'arbre 
ritique.

Il existe aussi des algorithmes plus 
omplexes. Park, Shirazi et Mar-
quis [85℄ ont pr�esent�e un algorithme performant ainsi qu'une 
lassi�
ation
des algorithmes existantes. Le makespan de leur algorithme est 
ompris entre
le makespan optimal et le makespan optimal plus les 
ommuni
ations dans le

hemin 
ritique.

5.1.2 Nombre de pro
esseurs born�e

�A notre 
onnaissan
e, le seul travail sur l'ordonnan
ement dans les
mod�eles d�elai ave
 un nombre limit�e de pro
esseurs a �et�e propos�e par Hanen
et Munier [57℄. Elles ont �etudi�e le probl�eme dans le 
as UET-UCT. D'abord
la notion de 
hemin de dupli
ation est introduite. Lors de l'ordonnan
ement
d'une tâ
he v 
e 
hemin est 
onstruit ave
 des pr�ed�e
esseurs de v qui doivent
être dupliqu�es pour pouvoir ex�e
uter v juste apr�es la terminaison de son der-
nier pr�ed�e
esseur. Un algorithme de liste qui utilise le 
hemin de dupli
ation
est alors propos�e. Pour donner la garantie de performan
e de 2� 1

m
, les au-

teurs ont born�e le temps d'ina
tivit�e de l'algorithme. Ils ont aussi prouv�e
que la borne est atteinte. C'est remarquable : la dupli
ation e�a
e la prise
en 
ompte des 
ommuni
ations.
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Nous proposons une extension du travail sur UET-UCT. Nous �etudions
la dupli
ation sur un nombre limit�e de pro
esseurs dans le mod�ele SCT.
Notre �etude est aussi fond�ee sur un 
hemin de dupli
ation, mais 
omme le
temps de 
ommuni
ation varie, sa 
onstru
tion est plus subtile. La garantie
de performan
e que nous proposons a un rapport de 2 �a l'optimal.

5.2 Dupli
ation dans le mod�ele SCT

Nous 
onsid�erons l'ordonnan
ement d'un graphe G(V;E) orient�e et a
y-

lique, l'ensemble V = f1; : : : ; ng d�enote les tâ
hes et l'ensemble E les ar
s.
Le temps d'ex�e
ution d'une tâ
he i 2 V est d�enomm�e pi. �A 
haque ar
 d'une
tâ
he j �a une tâ
he i 
orrespond un poids 
ji. Ave
 le mod�ele SCT nous avons
mini2V fpig



� 1, o�u 
 est le poids de la plus grande 
ommuni
ation, 
'est-�a-dire


 = maxj;i2V f
jig. Nous voulons minimiser le makespan de l'ordonnan
ement
sur m pro
esseurs.

5.2.1 Notations

Chaque tâ
he i 2 V peut être allou�ee plusieurs fois dans un ordonnan-

ement �. Cha
une de ses ex�e
utions est d�enomm�ee 
opie. Nous d�enotons
la 
opie qui est ordonnan
�ee le plus tôt 
omme �etant la 
opie originale. Les
r�ef�eren
es �a une tâ
he i 2 V dans un ordonnan
ement � sont toujours des
r�ef�eren
es �a la 
opie originale. Dans l'algorithme que nous proposons dans la
se
tion 5.3, au
une des 
opies n'est allou�ee avant la date d'allo
ation de la
premi�ere 
opie ordonnan
�ee. Don
, nous 
hoisissons 
omme 
opie originale
la premi�ere 
opie d'une tâ
he devant être allou�ee.

Nous ajoutons des pr�e
isions �a la d�e�nition d'ordonnan
ement donn�e dans
la se
tion 2.5. D'abord nous proposons une table synth�etique ave
 les nota-
tions utilis�ees :

Un ordonnan
ement valide � assure que :

1. Chaque tâ
he i 2 V est ex�e
ut�ee sans interruption pendant un inter-
valle de temps pi sur au moins un pro
esseur ;

2. Si un ar
 (j; i) appartient �a E, soit il y a une 
opie de j allou�ee au
pro
esseur �i qui �nit avant la date ti, soit j est a
hev�ee avant la date
ti � 
ji.

Sans perte de g�en�eralit�e nous supposons qu'il n'y a pas d'ar
 transitif
dans le graphe G(V;E), 
'est-�a-dire 8j 2 �i; k 2 �i ! j =2 �k.
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ordonnan
ement �

makespan de � !

makespan d'un ordonnan
ement optimal sur m pro
esseurs wopt

date et pro
esseur d'allo
ation de i 2 V ti et �i

date de �n de i 2 V fi = ti + pi
pr�ed�e
esseurs dire
ts de i 2 V �i

le plus grand temps de 
ommuni
ation 


i6

i5

i4

3i

i1

i2

i1

i2 3i i5

i63

i43

2i’ i’

i’

w0

Fig. 5.1 { Exemple d'un ordonnan
ement valide ave
 dupli
ation.

Dans l'exemple de la �gure 5.1 toutes les tâ
hes sont unitaires, les 
om-
muni
ations durent un quart du temps des tâ
hes. L'exemple pr�esent�e illustre
un ordonnan
ement optimal sur 3 pro
esseurs. Lors de l'allo
ation des tâ
hes
i4 et i6, des 
hemins de dupli
ation ont �et�e utilis�es.

Nous introduisons une s�erie de d�e�nitions qui seront utiles �a l'introdu
tion
du 
hemin de dupli
ation. Ces d�e�nitions 
orrespondent �a un ordonnan
e-
ment 
onstru
tif, o�u tous les pr�ed�e
esseurs de la tâ
he �a laquelle nous faisons
r�ef�eren
e sont d�ej�a allou�es.

D�e�nition 5.1 La date de libre allo
ation ~di d'une tâ
he i 2 V est :

~di = max
k2�i

ffk + 
kig:

Une tâ
he i peut être ordonnan
�ee �a partir de la date ~di sur tout pro
es-
seur libre. �A partir de 
ette date il n'y a plus besoin de prendre en 
ompte les
relations de pr�e
�eden
e. Les tâ
hes ordonnan
�ees apr�es leur date libre sont
d�enomm�ees tâ
hes libres.

La �gure 5.2 illustre un exemple, les pr�ed�e
esseurs de la tâ
he i sont
�i = fj1; j2; j3g. La �gure montre aussi pour la tâ
he j3 les temps de d�ebut,
de �n, et le d�elai de 
ommuni
ation ave
 la tâ
he i. Dor�enavant dans les
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Fig. 5.2 { Date libre d'ordonnan
ement de la tâ
he i.

�gures de 
e 
hapitre nous allons pr�esent�e seulement les tâ
hes impliqu�ees
dans le 
ontexte.

D�e�nition 5.2 La date de disponibilit�e de la tâ
he i 2 V , di, est la date
d'ex�e
ution au plus tôt de la tâ
he i. Elle est 
al
ul�ee par rapport aux
pr�ed�e
esseurs dire
ts de i. di est d�e�nie par : 0; si �i = ; ;

min
j2�i

maxf max
k2�ij�k=�j

ffkg; max
k2�ij�k 6=�j

ffk + 
kigg; si �i 6= ;:

j
3

j
1

j
2

d
i

~
d

i

j
4

Fig. 5.3 { Dates de disponibilit�e et libre pour la tâ
he i.

Dans l'exemple de la �gure 5.3 les pr�ed�e
esseurs de la tâ
he i sont �i =
fj1; j2; j3; j4g. Si nous voulons ordonnan
er la tâ
he i avant la date ~di, il faut
allouer la tâ
he i sur le même pro
esseur que la tâ
he j3, ou sur le même
que 
elui d'une de ses 
opies. La d�e�nition de la date de disponibilit�e nous
fourni, d'une fa�
on similaire �a [21℄, une notion d'ar
 
ritique.
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D�e�nition 5.3 Les pr�ed�e
esseurs favoris d'une tâ
he i 2 V sont les tâ
hes
j 2 �i tels que di < fj + 
ji.

Il est prouv�e [21℄ que le graphe 
ompos�e par des ar
s 
ritiques est une
forêt o�u les arbres son orient�es �a partir d'une ra
ine (spanning outforest).
Ave
 une id�ee similaire nous d�emontrons que 
haque tâ
he poss�ede au plus
un pr�ed�e
esseur favori.

Propri�et�e 5.1 Une tâ
he i 2 V admet au plus un pr�ed�e
esseur favori.

Preuve : Si nous supposons qu'il existe deux ou plus pr�ed�e
esseurs favoris
pour la tâ
he i, nous tomberons en 
ontradi
tion ave
 l'hypoth�ese SCT. La
preuve 
ompl�ete est dans l'annexe D, se
tion D.1.❏

Lorsqu'une tâ
he i 2 V n'a pas de pr�ed�e
esseur favori, nous avons alors
soit �i = ;, soit il existe deux pr�ed�e
esseurs dire
ts distin
ts j1; j2 2 �i tels
que fj1 +
j1i = fj2 +
j2i (voir l'exemple de la �gure 5.2). Dans 
e 
as di = ~di.

Pour �nir 
ette se
tion nous introduisons la notion de d�elai d'une tâ
he
par rapport �a son pr�ed�e
esseur favori. Lors de la 
onstru
tion du 
hemin
de dupli
ation propos�e par Hanen et Munier [57℄ il n'existe pas de temps
d'ina
tivit�e entre une tâ
he et son pr�ed�e
esseur favori. En e�et si 
e d�elai
n'est pas 0, il est for
�ement au moins 1, don
 il n'y a plus besoin du 
hemin
de dupli
ation. Ave
 l'hypoth�ese SCT le 
hemin de dupli
ation peut avoir
des d�elais. Le d�elai d'une tâ
he �a son pr�ed�e
esseur favori est :

D�e�nition 5.4 Si j est le pr�ed�e
esseur favori de i (di < fj + 
ji), �i est la
di��eren
e ti � fj. Si �i est positif nous disons que la tâ
he i a �et�e retard�ee.

La �gure 5.4 illustre un exemple o�u la tâ
he i est retard�ee.

j
3

j
1

j
2

d
i

~
d

i

j
4

i

∆ i

Fig. 5.4 { Exemple de tâ
he retard�ee.
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5.3 Algorithme EDTF

Nous proposons un algorithme de liste fond�e sur la date r�ealisable d'une
tâ
he. Une version pr�eliminaire est pr�esent�ee dans l'algorithme 5.1. La version

ompl�ete est exhib�ee dans l'algorithme 5.2. La des
ription du 
al
ul de la date
r�ealisable lorsque la dupli
ation est permise sera donn�ee par la suite.

L'ordonnan
ement est 
onstruit d'une fa�
on it�erative, �a 
haque pas l'en-
semble de tâ
hes prêtes �a ordonnan
er F est 
onsid�er�e, une tâ
he est alors

hoisie et allou�ee.

Algorithm 5.1 Algorithme EDTF

� = ;, F = fij�i = ;g;
tant que F 6= ; faire

pour 
haque tâ
he i 2 F faire


al
uler la date r�ealisable �i dans l'ordonnan
ement �;

fin pour

allouer dans � la tâ
he ave
 la plus petit date r�ealisable;

mettre �a jour l'ensemble des tâ
hes prêtes �a ordonnan
er F ;

fin tant que

Dans l'algorithme 5.1 lors de l'allo
ation d'une nouvelle tâ
he i sur
l'ordonnan
ement � il peut s'av�erer n�e
essaire d'allouer des 
opies de ses
pr�ed�e
esseurs de fa�
on �a respe
ter la date r�ealisable �i. Dans 
e 
as, les tâ
hes
�a dupliquer seront d�etermin�ees lors du 
al
ul de �i.

5.3.1 Chemin de dupli
ation

Pour le 
al
ul de la date r�ealisable d'une tâ
he i, nous avons besoin de
d�eterminer les pr�ed�e
esseurs de i qui doivent être dupliqu�es. Nous allons tout
d'abord 
ara
t�eriser le 
hemin de dupli
ation dans le 
as d'un nombre illimit�e
de pro
esseurs. Ensuite nous montrerons l'utilisation de 
e 
hemin ave
 un
nombre limit�e de pro
esseurs. Il existe des 
as o�u nous n'allons dupliquer
qu'une partie du 
hemin de dupli
ation.

Nous pr�esentons l'id�ee de base et ensuite la 
onstru
tion d�etaill�ee. Si la
tâ
he i n'a pas de pr�ed�e
esseur favori nous pouvons allouer la tâ
he i �a la date
~di �a un pro
esseur virtuel � (nous supposons que � est ina
tif). Il n'y a pas
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besoin de dupliquer des tâ
hes. Sinon, pour pouvoir ex�e
uter la tâ
he i avant
sa date libre ~di sur un pro
esseur virtuel �, il faut dupliquer son pr�ed�e
esseur
favori j sur �. Si j n'a pas de pr�ed�e
esseur favori, sa 
opie peut être allou�ee
sur � �a l'instant tj. Sinon, il faut �egalement dupliquer le pr�ed�e
esseur favori
de j, et ainsi de suite. Un autre 
rit�ere qui peut stopper la 
onstru
tion
du 
hemin de dupli
ation est la somme des d�elais. Si la somme des d�elais
dans le 
hemin de dupli
ation est plus grande que 
, il vaut mieux faire la

ommuni
ation au lieu de dupliquer.

i1

i2 i6

i7

i5

3i

i4

i1

i2

3i

i4 i6

i7

i5

d0.25

0.5

c

Fig. 5.5 { Exemple de 
onstru
tion d'un ordonnan
ement ave
 dupli
ation.

Dans l'exemple de la �gure 5.5, la tâ
he i3 a un temps d'ex�e
ution de 1,5.
Le temps d'ex�e
ution de toutes les autres tâ
hes est unitaire. La valeur de la

ommuni
ation est donn�ee selon le type de l'ar
. D'apr�es l'hypoth�ese SCT,
nous avons 
 � 1. La 
onstru
tion du 
hemin de dupli
ation pour la tâ
he i7
d�epend de la valeur de 
. Si 
 � 0:75 le 
hemin de dupli
ation est 
onstruit
jusqu'�a la tâ
he i2. Sinon le 
hemin de dupli
ation est 
onstruit jusqu'�a la
tâ
he i4.

i7
d

i1 3i

i2 i4 i6i5

i7
d

i1

i2

3i

i4 i6

i’5 i’5π 2 4i’ i’

i5

i7 i7i’4π

Fig. 5.6 { Constru
tion d'un ordonnan
ement ave
 dupli
ation sur un pro-

esseur virtuel �.

La �gure 5.6 illustre les 
hemins de dupli
ation sur un pro
esseur virtuel
�, �a gau
he 
 = 1 et �a droite 
 = 0:6. Dans 
es deux exemples nous obser-
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vons qu'il existe des temps d'ina
tivit�e dans le 
hemin de dupli
ation. Ces
temps sont dûs aux autres relations de pr�e
�eden
e qui ne sont pas dues �a des
pr�ed�e
esseurs favoris. Par exemple, dans la �gure 5.6, �a droite de la tâ
he i05,
la 
opie de la tâ
he i5 ne peut pas être allou�ee avant 
ar elle d�epend d'une
donn�ee produite par la tâ
he i3.

Lors de la 
onstru
tion d'un 
hemin de dupli
ation il faut 
onsid�erer 
es
d�elais. En e�et une 
opie ne peut jamais être ordonnan
�ee avant la tâ
he
originale 
orrespondante.

Le 
hemin de dupli
ation Di de la tâ
he i est 
onstruit r�e
ursivement, �a

haque �etape le pr�ed�e
esseur favori de la derni�ere tâ
he ajout�ee est additionn�e
�a Di. Deux 
rit�eres peuvent stopper la 
onstru
tion r�e
ursive, la somme des
d�elais en Di devient plus grande que 
, ou une tâ
he libre.

Le 
hemin de dupli
ation Di = (x0; x1; : : :) est d�e�ni r�e
ursivement. La
tâ
he i 
orrespond �a la tâ
he x0 virtuellement allou�ee �a l'instant di. Si nous
supposons que le 
hemin a �et�e 
onstruit jusqu'�a la tâ
he xk, alors la pro
haine
tâ
he du 
heminxk+1 est d�e�nie 
omme le pr�ed�e
esseur favori de xk. � d�enote
la somme des d�elais dans le 
hemin (� =

Pk�1
i=0 �k). Deux situations peuvent

stopper la 
onstru
tion :

k-1
x

k-1
x

xk-1

xk-1 xk-1

~
dd xk-1 xk-1

~
dd

k
x

∆

k
x

Fig. 5.7 { Les deux possibilit�es lors de la 
onstru
tion du 
hemin de dupli-

ation. Dans les �gures nous observons la tâ
he xk�1 et ses pr�ed�e
esseurs. �A
gau
he xk�1 a un pr�ed�e
esseur favori. �A droite xk�1 est une tâ
he libre.

{ � � 
, 
'est-�a-dire la somme des d�elais du 
hemin est plus grande
que le plus grand 
oût de 
ommuni
ation. La 
onstru
tion est arrêt�ee
et la tâ
he xk devient l'origine du 
hemin. Cette 
ondition n'�etait pas
satisfaite par la tâ
he xk�1 don
 xk�1 est une tâ
he retard�ee. La partie
gau
he de la �gure 5.7 illustre un exemple.

{ xk est une tâ
he libre. Pour rester 
onsistant ave
 le 
as ant�erieur nous
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supposons que xk est une tâ
he retard�ee ave
 un pr�ed�e
esseur favori
fantôme xk+1 (sans 
oût de 
al
ul) allou�ee �a l'instant txk � 
. La tâ
he
xk+1 devient l'origine du 
hemin. La �gure 5.7 
ot�e droit illustre un
exemple de tâ
he libre.

Nous allons 
entrer notre attention sur les tâ
hes retard�ees du 
hemin
dupliqu�e.

D�e�nition 5.5 Nous notons les tâ
hes retard�ees du 
hemin de dupli
ation
Di par (b0; : : : ; br), et par (ao; : : : ; ar) leur pr�ed�e
esseurs favoris, qui appar-
tiennent aussi au 
hemin Di. Par 
onvention b0 est la tâ
he i virtuellement
ordonnan
�ee �a l'instant di ave
 retard �b0 = di � fj , et a0 = j.

5.3.2 La date r�ealisable

Pour estimer la date r�ealisable d'une tâ
he i, nous 
al
ulons les temps
possibles d'allo
ation sur tous les pro
esseurs. Puis nous 
hoisissons le temps
minimal. Si la tâ
he i ne poss�ede pas de pr�ed�e
esseur favori, pour estimer
la date r�ealisable sur un pro
esseur � nous 
hoisissons le maximum entre la
date de disponibilit�e di et l'instant auquel le pro
esseur � devient ina
tif.

Sinon, pour estimer la date r�ealisable, nous 
onstruisons le 
hemin de
dupli
ationDi et nous v�eri�ons pour 
haque pro
esseur les tâ
hes qui doivent
être dupliqu�ees. L'id�ee de base est de permettre la dupli
ation seulement �a
partir d'une tâ
he al du 
hemin, et dupliquer le 
hemin jusqu'�a la tâ
he j.

Nous voulons 
al
uler la date r�ealisable de la tâ
he i sur un pro
esseur
�, nous d�enotons par ��;i 
e temps et par � la derni�ere tâ
he allou�ee sur le
pro
esseur �. � est une tâ
he originale 
ar l'unique raison pour dupliquer
une tâ
he est de permettre l'ex�e
ution d'un de ses su

esseurs originaux sur
le même pro
esseur.

Il existe quatre possibilit�es :


as 0 : i ne poss�ede pas de pr�ed�e
esseur ;


as 1 : i ne poss�ede pas de pr�ed�e
esseur favori ;


as 2 : i poss�ede un pr�ed�e
esseur favori j et est ordonnan
�e sur �j juste
apr�es j, ou i est ordonnan
�ee par un s
h�ema de dupli
ation ;


as 3 : i poss�ede un pr�ed�e
esseur favori et n'est pas ordonnan
�e par un
s
h�ema de dupli
ation.

Dans le 
as 0, il est 
lair que ��;i = f�.
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Dans le 
as 1, ��;i = maxfdi; f�g.
Dans le 
as 2 et 3, si le pr�ed�e
esseur favori de la tâ
he i est � alors

��;i = di (
as 2). Sinon, nous avons j le pr�ed�e
esseur favori de i ave
 j 6= �.
Selon la d�e�nition 5.5, nous d�enotons par k = k(�) l'indi
e du plus grand

hemin de dupli
ation qui v�eri�e :

f� < tbk + 
: (5.1)

Si k n'existe pas alors nous avons ��;i = f�. En e�et, si nous 
onsid�erons
la tâ
he b0 du 
hemin (
elle qui repr�esente la tâ
he i ordonnan
�ee �a l'instant
di) nous avons f� � di + 
. C'est-�a-dire la tâ
he � �nit son ex�e
ution apr�es
la date libre de i ( ~di = fj + 
ji). Don
 il n'y a pas besoin de dupliquer pour
ordonnan
er i �a l'instant ��;i, Ce que 
orrespond au 
as 3.

Dans le 
as 2. Il existe une valeur de k qui v�eri�e l'�equation 5.1. Nous
d�e�nissons ��;i 
omme l'instant de d�ebut de la tâ
he i lorsque sont 
hemin
de dupli
ation est r�epliqu�e de bk jusqu'�a j. Ce sous-
hemin sera d�enot�e Dk

i .
Observons que si k = 0, le sous-
hemin est vide. Dans le but de simpli�er les
des
riptions nous assumons que le d�elai de 
ommuni
ation de ak est exa
te-
ment 
. Lors de la dupli
ation, les tâ
hes dupliqu�ees 
ommen
ent au plus tôt
au même instant que ses 
orrespondants originaux.

a0a2

a23b a1b =2 a01b 0b = ij

a23b a1b =2 a01b 0b = ij

i

i

a0

a23b a0a1b =2

α2

a3

f  +ca3

π3

... α

π2

π4

π5

π

π1 1

0b =a1b =23b 1b ij

π

6

7

α

α

α

α

0b =

7

6

5

4

j

a1b =2 1b

i

0b = ij

1b 0b = ijα3

d d
i i

~µ

π3

3

Π

Fig. 5.8 { Ordonnan
ement r�ealisable de la tâ
he i sur plusieurs pro
esseurs.

La �gure 5.8 illustre les possibilit�es lors de l'allo
ation de la tâ
he i sur
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les pro
esseurs de �1 �a �7. Dans 
et exemple, la tâ
he �i est la derni�ere tâ
he
ex�e
ut�ee par le pro
esseur �i. Le 
hemin de dupli
ation Di est repr�esent�e
dans le pro
esseur virtuel �. Les tâ
hes du 
hemin sont d�enomm�ees selon la
d�e�nition 5.5. Le d�elai de 
ommuni
ation �a partir des tâ
hes 
i est assum�e

omme �etant 
.

Sur le pro
esseur �1 la date de la �n de la tâ
he �1 est plus petite que
la date de d�ebut de la tâ
he �a l'origine du 
hemin a3. Sur le pro
esseurs �2
la date de la �n de la tâ
he �2 est plus petite que tb3 + 
. Dans les deux

as pr�e
�edents le 
hemin est dupliqu�e �a partir de la tâ
he b3 (f�1

< f�2
<

tb3 + 
). Nous pouvons observer que les 
opies des tâ
hes b0 ont �et�e retard�ees
pour respe
ter les autres relations de pr�e
�eden
e. Nous allons voir grâ
e aux
propri�et�es 5.2 et 5.4 que dans 
e 
as ��1;i = ��2;i = di.

Sur le pro
esseur �3 le 
hemin est dupliqu�e �a partir de la tâ
he b3, 
omme
pour les pro
esseurs �1 et �2 (f�3

< tb3 + 
). Cependant f�3
> fa3 + 
 don


le 
hemin est retard�e par la �n de la tâ
he �3. Sur les pro
esseurs �4 et �5 le

hemin est dupliqu�e respe
tivement �a partir de b1 et b0 = j . Sur le pro
esseur
�6 le 
hemin dupliqu�e est vide. Finalement sur le pro
esseur �7, f�7

> tb0+
,
don
 il n'y a pas de dupli
ation (
e qui 
orrespond au 
as 3).

Les propri�et�es suivantes seront utiles pour d�emontrer la garantie de per-
forman
e de l'algorithme. Les preuves 
ompl�etes se trouvent dans la se
-
tion D.2 de l'annexe D.

Propri�et�e 5.2 Si il existe un d�elai sur le pro
esseur � entre les tâ
hes du
sous-
hemin dupliqu�e Dk

i alors ��;i = di.

Id�ee de la preuve : S'il existe un d�elai, il est provoqu�e par une 
ommu-
ni
ation qui provient d'un pr�ed�e
esseur non favori. Ce même pr�ed�e
esseur
retarde aussi la tâ
he originale, don
 �a partir de 
ette 
opie, les tâ
hes du
sous-
hemin 
ommen
ent au même temps que 
es originaux.❏

Nous introduisons ��
k = maxf0; f� � (fak + 
)g. Cette valeur 
orrespond

au d�elai de d�ebut du sous 
hemin Dk
i , 
'est-�a-dire le sous 
hemin d�ebuta �a

l'instant fak +
+��
k (
e d�elai est visible sur le pro
esseur �3 de la �gure 5.8).

Propri�et�e 5.3 Lors d'une allo
ation par dupli
ation, l'�equation 5.2 donne
une borne du temps pour ��;i,

��;i � di + 
+ ��
k �

kX
l=0

�bl: (5.2)

Un r�esultat imm�ediat �a partir de la propri�et�e pr�e
�edente est : ��;i � di+
.
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Propri�et�e 5.4 Si ar d�enote l'origine du 
hemin de dupli
ation Di de i et si
� est ina
tif apr�es l'instant far + 
 alors ��;i = di

La date r�ealisable �i d'une tâ
he i est le minimum des dates r�ealisables
entre tous les pro
esseurs, 
'est-�a-dire :

�i = min
�
f��;ig:

Lemme 5.1 �Etant donn�e � tel que ��;i > di. Nous avons pour tout �0:

��;i � ��0;i ) k(�) � k(�0):

Une id�ee graphique de 
e lemme est illustr�ee dans la �gure 5.8, plus le 
hemin
est dupliqu�e tard, plus la tâ
he i 
ommen
e tard.

5.3.3 Analyse de l'algorithme

Pour faire l'analyse de l'algorithme nous bornons son temps total d'ina
-
tivit�e en fon
tion du makespan optimal ave
 un nombre illimit�e des pro
es-
seurs. Une te
hnique similaire a �et�e utilis�ee dans [57℄. Nous introduisons les
notations suivantes pour un ordonnan
ement optimal sur un nombre illimit�e
de pro
esseurs : t1i ; w1 qui sont respe
tivement le temps d'allo
ation de la
tâ
he i et le makespan.

Lemme 5.2 Si I[0; t) d�enote le temps d'ina
tivit�e total entre [0; t) dans l'or-
donnan
ement � (
e temps in
lut aussi les 
opies non originales d'une tâ
he),
alors pour toute tâ
he i nous avons :

I[0; ti) � mt1i :

Preuve : Pour d�emontrer le lemme nous prouvons le r�esultat �equivalent :
W�[0; ti) � ti � t1i pour tous les pro
esseurs, o�u W�[0; ti) d�enote le temps
total des tâ
hes originales ex�e
ut�ees par le pro
esseur � pendant l'intervalle
[0; t). Nous divisons la preuve en plusieurs 
as, en fon
tion des 
as pour la
re
her
he de la date r�ealisable d'un tâ
he (voir se
tion 5.3.2 ). La preuve

ompl�ete se trouve dans l'annexe D se
tion D.3.

Th�eor�eme 5.1 La garantie de performan
e de l'algorithme EDTF est 2.
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Preuve : Soit � une des tâ
hes qui �nit �a l'instant w. D'apr�es le lemme
pr�e
�edent I[0; w) � mt1i + (m � 1)p� � mw1 � p�. Nous avons wopt �PjV j

k=1 pk=m, don
 par la 
onservation de la surfa
e de 
al
ul :

mw �
jV jX
k=1

pk=m+ I[0; w) � mwopt +mw1 � 2mwopt:

Algorithm 5.2 Algorithme EDTF.

� = ;, U = F = fi j ��i = ;g;
tant que F 6= ; faire

pour 
haque tâ
he i 2 U faire


al
uler son 
hemin de dupli
ation ave
 la date de d�ebut des tâ
hes
retard�ees;


al
uler sa date r�ealisable ��;i pour tous les pro
esseurs;

fin pour

F = F [ U ;


hoisir la tâ
he i0 ave
 �min;i0 = mini2F;� ��;i (la date r�ealisable minimal);

allouer i0 sur le pro
esseurs �0 tel que ��0;i0 = �min;i0;

F = F � fi0g;
mettre �a jour ��;i pour toutes les tâ
hes i dans F , pour tous les pro
es-
seurs �;

U = ensemble des tâ
hes qui sont devenues prêtes (su

esseurs de i0);

fin tant que

Proposition 5.1 L'algorithme EDTF peut être implant�e en O(n2 log n), o�u
n est le nombre de tâ
hes du graphe de pr�e
�eden
e.

Preuve : Pour estimer le temps d'ex�e
ution de l'algorithme, nous estimons
les temps de ses quatre prin
ipales �etapes, la bou
le pour, le 
hoix, l'allo
ation
et la mise �a jour. Cette derni�ere �etape poss�ede la plus grande 
omplexit�e
O(n log n). Don
, la 
omplexit�e totale est O(n2 log n). La preuve 
ompl�ete se
trouve dans l'annexe D, se
tion D.4.
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5.4 Con
lusion

Nous avons �etudi�e l'in
uen
e de la dupli
ation dans la r�edu
tion du
sur
oût dû �a l'introdu
tion du 
oût de 
ommuni
ation. Il existe des r�esultats
pour un nombre illimit�e de pro
esseurs et pour le 
as UET UCT ave
 un
nombre born�e de pro
esseurs. Dans le 
as UET UCT le sur
oût de 
ommuni-

ation pour les algorithmes de liste a �et�e �elimin�e, 
'est-�a-dire les algorithmes
de liste ont un rapport de performan
e 2� 1

m
lorsque la dupli
ation est per-

mise.
Nous avons propos�e une extension du r�esultat ant�erieur pour le 
as SCT.

Nous avons fourni un algorithme de liste ave
 rapport de performan
e 2 pour

e 
as. Les te
hniques de dupli
ation ont permis la minimisation presque
totale du sur
oût de 
ommuni
ation.



Chapitre 6

Ordonnan
ement des


ommuni
ations

R�esum�e

Dans 
e 
hapitre nous �etudions l'�e
hange de messages entre pro-

esseurs. Nous envisageons l'�e
hange de messages de tailles di��erentes,
dans une ma
hine parall�ele o�u le 
oût de 
ommuni
ation est lin�eaire.
Nous �etendons les r�esultats de 
omplexit�e existants pour montrer que

e probl�eme est aussi NP�
omplet. Nous pr�esentons plusieurs algo-
rithmes d'approximation ainsi que leur analyse de performan
e. Nous
examinons les points forts de 
ha
un d'entre eux. Nous proposons alors
des algorithmes 
ombin�es, lesquels produisent les plus petits makes-

pans. Nous a
hevons le 
hapitre ave
 des exp�erimentations et des si-
mulations. Celles-
i 
on�rment le bon 
omportement des algorithmes

ombin�es.

6.1 Le probl�eme de l'�e
hange de messages

Nous nous int�eressons �a la minimisation du temps n�e
essaire pour e�e
-
tuer l'�e
hange de messages dans un ensemble de pro
esseurs reli�es par un
r�eseau d'inter
onnexion. La motivation de 
e travail provient d'appli
ations
r�eelles, o�u il existe des p�eriodes de 
al
ul et d'�e
hanges de donn�es altern�ees.
Le 
omportement de 
es appli
ations peut être mod�elis�e par le mod�ele BSP
(pr�esent�e dans la se
tion 2.4.5). Une premi�ere version de 
e travail a �et�e
pr�esent�e dans [46℄.

Nous analysons le probl�eme de l'�e
hange de messages de la mêmemani�ere

101
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qu'un ordonnan
ement de tâ
hes. Le graphe de pr�e
�eden
e est 
onstitu�e des
pro
esseurs qui 
orrespondent aux sommets. Les ar
s indiquent la sour
e, la
destination et la taille des messages. Au lieu d'attribuer des dates de d�ebut
pour les tâ
hes (sommets), nous allons ordonnan
er les ar
s.

Ce probl�eme d'ordonnan
ement sur un mod�ele qui ne 
onsid�ere ni les
e�ets de gestion de 
ommuni
ation ni la 
ongestion est fa
ile. Il suÆt de
d�ebuter toutes les 
ommuni
ations simultan�ement �a l'instant 0, le makespan

orrespond �a la 
ommuni
ation la plus longue. Cependant, 
et ordonnan-

ement ne fournira pas une bonne estimation de temps pour les ma
hines
r�eelles a
tuelles, o�u la gestion de 
ommuni
ation et les e�ets de la 
ongestion
ne sont pas n�egligeables. Notre positionnement n'est pas oppos�e au mod�ele
d�elai, bien au 
ontraire. Toutefois, pour les ordonnan
ements de 
ommu-
ni
ations il existe le besoin d'une estimation plus pr�e
ise, 
ar ils peuvent
être ex�e
ut�es un tr�es grand nombre de fois pendant un algorithme. Il faut

onsid�erer don
 plus �nement la gestion des 
ommuni
ations.

Le 
hoix du mod�ele de 
ommuni
ation de messages entre les pro
esseurs
a �et�e inspir�e par les propri�et�es suivantes : la taille du message in
uen
e le
temps n�e
essaire pour la 
ommuni
ation ; un pro
esseur peut 
ommuniquer
ave
 un nombre limit�e de pro
esseurs de fa�
on simultan�ee ; la distan
e entre
les pro
esseurs n'est pas un param�etre dominant et la plupart des ma
hines
a
tuelles sont asyn
hrones. Ave
 
es restri
tions nous pouvons 
hoisir deux
des mod�eles vues dans la se
tion 2.4, le mod�ele LogP et le mod�ele o�u les
temps de transmission se 
onforment au mod�ele lin�eaire. Nous avons 
hoisi le
mod�ele lin�eaire 
ar nous ordonnan�
ons seulement les 
ommuni
ations, nous
ne 
onsid�erons pas les tâ
hes �eventuellement ordonnan
�ees sur les pro
es-
seurs.

Nous limitons le nombre de 
ommuni
ations simultan�ees de 
haque pro-

esseur �a 1, 
'est-�a-dire 
haque pro
esseur peut envoyer ou re
evoir au plus un
message au même instant. Cette limitation est bien 
onnue dans la litt�erature
par 1-port full-duplex. Il existe des ordinateurs o�u la 
apa
it�e de transmis-
sion/r�e
eption n'est pas limit�e �a 1. Mais, l'hypoth�ese 1-port full-duplex s'av�ere
int�eressante 
ar elle sert aussi �a limiter la 
ongestion du r�eseau. Ave
 
ette
hypoth�ese le nombre de messages qui 
ir
ulent �a un instant donn�e dans une
ma
hine est au plus �egal �a son nombre de pro
esseurs.
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6.1.1 Des
ription du probl�eme

Le probl�eme de l'�e
hange de messages, MEP, est d�e
rit par un graphe
orient�e d'ordre n, dG(V;E). Les sommets V = fp0; : : : ; pn�1g repr�esentent
les pro
esseurs, et les ar
s les messages �a transmettre. Chaque ar
 e = (pi; pj)
poss�ede un poids entier w(e), qui 
orrespond �a la taille du message �a trans-
mettre du sommet pi au sommet pj . S'il existe plusieurs messages d'un pro-

esseurs pi �a un pro
esseur pj, il existe un seul ar
 de pi �a pj ave
 un poids
w(e) �egal �a la somme de tous messages. Le but est de trouver un ordon-
nan
ement valide qui minimise le temps d'�e
hange de tous les messages du
graphe.

Au 
ours de 
e 
hapitre nous allons repr�esenter les donn�ees d'entr�ee du
MEP sous deux autres formes, 
elle d'un graphe biparti et �a l'aide d'une
matri
e.

Repr�esentation par un graphe biparti

�Etant donn�e un graphe orient�e dG(V;E) nous 
onstruisons le graphe bi-
parti bG(V 0 = V1

S
V2; E

0). �A 
haque sommet pi 2 V 
orrespond deux som-
mets, pi1 2 V1 et pi2 2 V2. �A 
haque ar
 e = (pi; pj) 2 E est asso
i�e une arête
e0 = fpi1 ; pj2g 2 E0 de poids w(e0) = w(e). La �gure 6.1 illustre les deux
repr�esentations du probl�eme.

e1 e5

e4

e1

e5

e2

e3

e4

e2 e3

0 1p

p3

1
p0

11p

1
p2

1
p3 2

p3

2
p2

21p

2
p0p p2

Fig. 6.1 { Repr�esentations par un graphe orient�e et par un graphe biparti.

Repr�esentation par une matri
e

Un graphe du MEP dG(V;E) peut aussi être repr�esent�e par une matri
e

arr�ee A = (mi;j) de dimension n. Les �el�ements de A sont les poids des ar
s
de dG(V;E). S'il existe un message de pi �a pj alors mi;j = w((pi; pj)). Sinon
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0
BBB�

0 e1 0 0
0 0 e5 e2
0 0 0 0
e4 e3 0 0

1
CCCA

Fig. 6.2 { Repr�esentation du probl�eme MEP par une matri
e.

mi;j = 0. La �gure 6.2 montre la repr�esentation du graphe de la �gure 6.1
par une matri
e.

Ces trois repr�esentations du MEP �etant �equivalentes, nous 
hoisissons
dans la suite de 
e 
hapitre 
elle la mieux adapt�ee au 
ontexte.

6.1.2 Le mod�ele

Dans 
ette se
tion nous d�etaillons le mod�ele pour l'ordonnan
ement des
messages. Nous divisons la pr�esentation en trois sous mod�eles :

Mod�ele de 
ommuni
ation : 1-port full-duplex. Les 
ommuni
ations sont
faites les une apr�es les autres, 
'est-�a-dire que pour un pro
esseur, �a
partir du moment o�u une transmission ou une r�e
eption 
ommen
e,
la pro
haine op�eration du même type ne peut d�ebuter qu'au terme
de la pr�e
�edente. Nous avons utilis�e 
e mod�ele pour les analyses. Lors
des implantations des algorithmes, nous avons employ�e des envois non
bloquants et des r�e
eptions bloquantes [81℄.

Mod�ele de transmission : lin�eaire, 
'est-�a-dire que pour transmettre un
message de taille L d'un pro
esseur pi �a un pro
esseur pj , le temps
n�e
essaire est � + L
.

Mod�ele de syn
hronisme : il n'y a pas de restri
tion sur la 
aden
e des
pro
esseurs. Cependant, tous les pro
esseurs d�ebutent l'algorithme au
même instant. Les algorithmes sont 
ompos�es de phases de 
ommuni
a-
tion. Dans 
haque phase un motif qui respe
te les 
ontraintes de 
om-
muni
ation est ex�e
ut�e. Un pro
esseur peut 
ommen
er une nouvelle
phase sans attendre la �n de la même phase sur les autres pro
esseurs.
Le makespan d'un algorithme est la di��eren
e entre l'instant initial et
le moment o�u la derni�ere 
ommuni
ation s'a
h�eve.
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Deux autres param�etres in
uen
ent l'ordonnan
ement : la pr�eemption des
messages et la possibilit�e de 
ommuter des messages (de l'anglais message
forwarding).

Division de messages : 
orrespond �a la pr�eemption dans un ordonnan
e-
ment de tâ
hes. Lorsque la division de messages est permise, les mes-
sages peuvent être divis�es et envoy�es en plusieurs transmissions (pas
for
�ement 
ons�e
utives).

Commutation de messages : lors de sa transmission, un message peut
être envoy�e dire
tement �a sa destination ou peut transiter par des pro-

esseurs interm�ediaires. Le transit se 
ara
t�erise par le sto
kage 
omplet
du message dans un pro
esseur interm�ediaire. Si le message transite par
d pro
esseurs son 
oût de transmission est d(� + L
). L'int�erêt de la

ommutation de messages est d'utiliser un seul temps d'initialisation
pour la transmission de plusieurs messages. Quand la 
ommutation de
messages (qui vient de l'anglais message forwarding) n'est pas auto-
ris�ee, les messages doivent être envoy�es dire
tement �a leurs destina-
taires. Dans 
e 
as, 
haque message n'est transmis qu'une fois.

Il n'existe pas, a priori, de restri
tion sur l'ar
hite
ture li�ee �a 
es deux
param�etres. Nous utilisons 
es param�etres dans le but de 
lasser la 
omplexit�e
du probl�eme ainsi que les heuristiques propos�ees.

6.1.3 Notations et bornes inf�erieures

Dans les �etudes de probl�emes d'ordonnan
ement de 
ette th�ese nous avons
envisag�es l'eÆ
a
it�e ou la minimisation du sur
oût dû au parall�elisme : T
 +
Id. Pour l'�etude de l'ordonnan
ement de 
ommuni
ations, nous fournissons
deux types de bornes inf�erieures, une sur le nombre d'initialisations (�) et
l'autre sur la bande passante (
).

�Etant donn�e un graphe dG(V;E), le degr�e entrant (de l'anglais in-degree)
�r(pi) d'un sommet pi 2 V est le nombre d'ar
s in
idents �a pi. Le degr�e
sortant (de l'anglais out-degree) �s(pi) d'un sommet pi 2 V est le nombre
d'ar
s sortants de pi. Nous introduisons �r = maxpi2V f�r(pi)g et �s =
maxpi2V f�s(pi)g.

Nous pr�esentons plusieurs propri�et�es imm�ediates.

Propri�et�e 6.1 Le nombre de pas d'initialisation n�e
essaire pour ordonnan-

er dG(V;E) sans la 
ommutation de messages est au moins maxf�s;�rg.
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Lorsque la 
ommutation de messages est permise, un pro
esseur peut en-
voyer plus d'un message par le même lien ave
 un seul temps d'initialisation.
La preuve de la propri�et�e suivante est inspir�ee des algorithmes d'�e
hange
total pour l'hyper
ube o�u les messages sont regroup�es [26℄.

Propri�et�e 6.2 Le nombre de pas d'initialisation disjoints pour a
hever un
�e
hange personnalis�e entre n pro
esseurs ave
 
ommutation de messages est
log2n.

Nous proposons des limites �evidents pour la bande passante, elles sont
relatives au temps dont un pro
esseur a besoin pour envoyer ou re
evoir ses
messages. Chaque sommet pi doit envoyer les messages Spi = fe 2 Eje =
(pi; pj); pj 2 V g 
e qui prend au moins le temps ts = maxpi2V

P
e2Spi

w(e)
.
Nous avons des r�esultats similaires du 
ot�e de la r�e
eption, Rpi = fe 2 Eje =
(pj ; pi); pj 2 V g et tr = maxpj2V

P
e2Rpj

w(e)
. Don
, nous avons la propri�et�e

suivante :

Propri�et�e 6.3 Le temps pour a
hever les 
ommuni
ations est au moins
maxfts; trg.

Nous pouvons mettre ensemble les propri�et�es pour le nombre de pas d'ini-
tialisation et pour la bande passante. Pour 
ela, il faut supposer qu'un mod�ele
est syn
hrone ou que les valeurs maximales sont dues au même pro
esseur.

Propri�et�e 6.4 Si la 
ommutation de messages n'est pas autoris�ee, le makes-
pan d'un ordonnan
ement de 
ommuni
ations est au moins maxf�r;�sg�+
maxfts; trg.

6.2 Travaux pr�e
�edents

Plusieurs auteurs ont men�e des �etudes sur des probl�emes similaires �a
l'�e
hange de messages. Nous allons diviser 
ette se
tion en trois parties : une
ave
 des �etudes dans des mod�eles plus restreints, une ave
 des probl�emes
similaires et �nalement une ave
 des r�esultats 
onnus sur le MEP.

6.2.1 Mod�eles plus restreints

Certaines re
her
hes ont 
onsid�er�e le probl�eme de l'�e
hange de messages
dans des r�eseaux ave
 une topologie donn�ee. Parmi d'autres nous faisons
r�ef�eren
e aux �etudes pour la grille [36, 87, 96℄ et pour l'hyper
ube [8, 11℄.
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Gonzalez [52, 53℄ a examin�e le probl�eme dans un r�eseau 
omplet ave
 et
sans la 
ommutation de messages. La plupart des solutions de la litt�erature

onsid�erent des messages de même taille.

6.2.2 Probl�emes similaires

L'�etude de l'a�e
tation des 
r�eneaux de temps dans un satellite (de l'an-
glais time slot assignement for satellite systems) ressemble au MEP. Le
nombre de 
anaux di��erents (transponders) du satellite limite le nombre de
messages qui peuvent transiter simultan�ement. Ce probl�eme peut être vu

omme le MEP dans un r�eseau 
omplet o�u 
haque pro
esseur peut envoyer
un message destin�e �a lui-même et les messages peuvent être divis�es. L'algo-
rithme est syn
hrone et ne prend pas en 
ompte le 
oût d'initialisation. Une
solution optimale a �et�e propos�ee par Bongiovanni, Coppersmith et Wong [12℄.
D'autres auteurs ont �etudi�e des variations de 
e probl�eme [7, 13℄.

Un autre probl�eme semblable est l'ordonnan
ement dans des r�eseaux de
�bre optique �etoile passifs [92℄ (de l'anglais TDM/WDM s
heduling in pas-
sive star �ber opti
s network). Une �etoile passive ave
 N noeuds admet C
longueurs d'ondes distin
tes (g�en�eralement C < N). Chaque noeud poss�ede
un transmetteur et un r�e
epteur. Chaque transmetteur peut être r�egl�e, en
temps �, �a une longueur d'onde. Chaque r�e
epteur est a�e
t�e �a une longueur
d'onde �x�ee. La 
ir
ulation est donn�ee par une matri
e N � N , D = (di;j),
o�u di;j 
orrespond au nombre de mots �a envoyer du noeud i au noeud j.
L'obje
tif du probl�eme est de trouver un ordonnan
ement valide dans lequel

haque transmetteur utilise une seule longueur d'onde �a 
haque instant. La
re
her
he d'un ordonnan
ement ave
 makespan minimal sans pr�eemption est
NP�diÆ
ile pour � = 0 et C > 2 [72℄ et pour � � 0 et C � 2 [92℄. Dans 
e
probl�eme le 
oût d'initialisation ainsi que le nombre maximal de messages qui

ir
ulent au même instant sont pris en 
ompte. Cependant le fon
tionnement
est syn
hrone.

6.2.3 R�esultats pr�e
�edents pour le MEP

Messages indivisibles

Une des premi�eres �etudes a �et�e r�ealis�ee par Co�man, Garey, Johnson et
Lapaugh [20℄. Dans un graphe non orient�e les sommets 
orrespondent aux
pro
esseurs et les arêtes aux �
hiers et leur temps de transfert. L'obje
tif
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est la minimisation du temps n�e
essaire au transfert de tous les �
hiers. Ils
ont examin�e l'ordonnan
ement de transfert de �
hiers. Ils n'ont autoris�e ni
la 
ommutation ni la division de messages. Dans leur mod�ele, le nombre
de liens d'un pro
esseur utilis�es par des 
ommuni
ations simultan�ees est un
param�etre du probl�eme. �A partir de la propri�et�e suivante, nous d�erivons deux

orollaires :

Propri�et�e 6.5 �Etant donn�e un probl�eme MEP, nous pouvons trouver un
probl�eme d'ordonnan
ement de transfert de �
hiers �equivalent.

Preuve : la preuve est simple, �a partir de la repr�esentation du MEP par
un graphe biparti. Car, lorsque la division de messages n'est pas autoris�ee, le

oût d'initialisation peut être 
onsid�er�e dans le 
oût de la taille du message.❏
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Fig. 6.3 { Ordonnan
ement ave
 des messages indivisibles.

La �gure 6.3 illustre un exemple d'ordonnan
ement et son s
h�ema
d'ex�e
ution 
orrespondant. Les poids des arêtes sont des entiers. Pour obtenir
un probl�eme de transfert de �
hiers �equivalent, il faut 
onsid�erer 
omme 
oût
d'arête w(ei) + �. Une di��eren
e par rapport �a l'ordonnan
ement de tâ
hes
est que 
haque 
ommuni
ation apparâ�t sur deux pro
esseurs distin
ts, un
pour la transmission et l'autre pour la r�e
eption. Dans la �gure, la fon
tion
s fournie le d�ebut de la 
ommuni
ation. Le 
ot�e gau
he du s
h�ema peut être
vu 
omme la transmission et le droit 
omme la r�e
eption.

Ave
 la propri�et�e 6.5 nous pouvons �enon
er deux 
orollaires qui sont des

ons�equen
es dire
tes des th�eor�emes de [20℄.
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Corollaire 6.1 Un ordonnan
ement optimal pour le MEP, quand tous les
ar
s ont le même poids, peut être trouv�e en temps polynômial.

Corollaire 6.2 La re
her
he de l'ordonnan
ement optimal pour le MEP est
un probl�eme NP�diÆ
ile.

Messages divisibles

Choi et Hakimi [17℄ ont analys�e le probl�eme de l'�e
hange de messages
dans un r�eseau totalement 
onne
t�e syn
hrone. Ils n'ont pas �etudi�e la 
om-
mutation de messages, 
ependant ils ont autoris�e la division de messages.
Pour pr�esenter un ordonnan
ement quand la division de messages est auto-
ris�ee, il faut fournir en plus des dates de d�ebut de 
haque 
ommuni
ation
la dur�ee des temps de transmission. �A 
haque instant de l'ordonnan
ement,
les 
ommuni
ations a
tives forment un sous graphe o�u la 
apa
it�e des portes
n'est pas d�epass�ee.

La �gure 6.4 illustre un exemple d'ordonnan
ement, Nous avons utilis�e la
repr�esentation du MEP par un graphe orient�e.
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Fig. 6.4 { Ordonnan
ement ave
 messages divisibles.

L'ordonnan
ement de la �gure 6.4 d�epend du mod�ele. S'il est syn
hrone
un s
h�ema d'ex�e
ution est donn�e dans la �gure 6.5 �a gau
he. Dans 
e 
as,

haque envoi d'un même message, 
ons�e
utif ou non, implique un 
oût d'ini-
tialisation. Lorsque le syn
hronisme n'est pas impos�e, le s
h�ema d'ex�e
ution
est illustr�e dans la �gure 6.5 �a droite. Dans 
e 
as, le 
oût d'initialisation
n'existe que pour les envois non 
ons�e
utifs d'un message.
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Fig. 6.5 { S
h�emas d'ex�e
ution de messages divisibles.

Choi et Hakimi [17℄ ont d�emontr�e les th�eor�emes suivants :

Th�eor�eme 6.1 Quand le 
oût d'initialisation est nul (� = 0) un ordonnan-

ement optimal du MEP peut être trouv�e en temps polynômial.

Th�eor�eme 6.2 Lorsque � > 0, le probl�eme de d�e
ision de l'existen
e d'un
ordonnan
ement pour le MEP syn
hrone ave
 makespan au plus M est un
probl�eme NP�
omplet.

h-relation

Un autre probl�eme qui ressemble au MEP est la h-relation (voir se
-
tion 2.4.5). Plusieurs auteurs ont propos�e des algorithmes pour la h-relation.

Wang et Ranka [102, 103℄ ont implant�e deux m�ethodes. L'une d'entre
elles utilise un motif �x�e fond�e sur des permutations lin�eaires ave
 des
�e
hanges entre paires de pro
esseurs. L'autre appro
he est un ordonnan
e-
ment al�eatoire 
apable d'�eviter la 
ongestion. Bader, Helman et J�aJ�a [6℄ ont
propos�e un algorithme en deux phases ave
 des performan
es meilleures que
Ranka et Wang. Leur m�ethode 
onsiste en deux phases d'�e
hange total per-
sonnalis�e ave
 des blo
s de taille �egale. Nous avons 
ompar�e les algorithmes
que nous allons pr�esenter ave
 les algorithmes de [6℄, les r�esultats se trouvent
dans [50℄.

6.3 Notre 
ontribution

Nous nous sommes int�eress�es au 
omportement du MEP dans des ma-

hines r�eelles, lesquelles sont aujourd'hui, pour la plupart, asyn
hrones. Nous
proposons d'abord une g�en�eralisation du th�eor�eme 6.2 lorsque le fon
tionne-
ment n'est pas syn
hrone.
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Th�eor�eme 6.3 Quand le temps d'initialisation n'est pas n�egligeable, � > 0,
d�e
ider dans un mod�ele asyn
hrone s'il existe un ordonnan
ement d'un MEP
dG(V 0; E0) ave
 makespan au plus M est un probl�eme NP�
omplet.

La preuve est une r�edu
tion du probl�eme 3-partition [39℄, elle se trouve en
d�etail dans la se
tion E.1 de l'annexe E, 
ar elle est longue et tr�es te
hnique.

Nous pr�esentons des algorithmes d'approximation pour 
e probl�eme. Un

ompromis similaire �a 
elui de l'ordonnan
ement de tâ
hes apparâ�t. Nous
voulons trouver un bon 
ompromis entre le nombre d'initialisations et l'usage
de la bande passante. Nous proposons des algorithmes ave
 le nombre mini-
mal de pas d'initialisation ainsi que des algorithmes o�u l'usage de la bande
passante est le meilleur. Nous fournissons aussi des algorithmes o�u il existe un

ompromis entre les deux. Dans tous les algorithmes existent des phases de

ommuni
ation, qui ne sont pas for
�ement syn
hrones. Ces algorithmes ont
d�ej�a �et�e propos�es dans la litt�erature pour r�esoudre des probl�emes di��erents.
Nous proposons ensuite de nouveaux algorithmes 
ombin�es.

Dans 
e 
hapitre notre but est de fournir une estimation assez pr�e
ise
des heuristiques. Il nous faut don
 prendre en 
ompte des aspe
ts du support
d'ex�e
ution. Pour des supports fond�es sur la te
hnologie de l'�e
hange de mes-
sages, lors de la transmission d'un message, il faut que le r�e
epteur 
onnaisse
la taille, ou au moins une estimations de la taille du message. Ce besoin est
li�e aux allo
ations des tampons m�emoire. Don
, pour les algorithmes que
nous examinons, il faut pr�evoir un pr�e-traitement dans lequel les pro
esseurs
vont re
evoir les tailles des messages qui leurs sont destin�es.

Lors de la pr�esentation des algorithmes nous avons : n le nombre de
pro
esseurs, fp0; : : : ; pn�1g les pro
esseurs et mi;j le message du pro
esseur
pi au pro
esseur pj. Nous d�enotons aussi le plus grand et le plus petit message
respe
tivement par M et m.

6.3.1 Algorithme ave
 
ommutation de messages

Ce premier algorithme a �et�e pr�esent�e d'abord pour l'�e
hange de mes-
sages dans un hyper
ube, nous le d�enommons don
 par HL (de l'anglais
hyper
ube-like). Il atteint la borne inf�erieure du nombre de pas d'initiali-
sation. Nous pr�esentons l'algorithme pour un nombre de pro
esseurs puis-
san
e de 2 (n = 2p). Nous introduisons �a partir de la repr�esentation binaire

de pi, bi = (bi1 ; : : : ; bip), p
�j
i le pro
esseur dont la repr�esentation binaire est

(bi1; : : : ;�bij ; : : : ; bip).
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Algorithm 6.1 Algorithme HL.
pour t = 1 jusqu'�a p faire

pour tout i (0 � i < n) faire

�e
hanger tous les messages entre pi et p
�t
i;

fin pour

fin pour

Analyse

Pour perfe
tionner l'algorithme, les �e
hanges de messages peuvent être
r�ealis�es d'une fa�
on limit�ee. Au lieu d'�e
hanger tous les messages, seuls 
eux
qui doivent être 
ommut�es sont envoy�es. Ainsi �a 
haque �etape il n'existe
qu'une 
opie de 
haque message mi;j. Dans le but d'implanter le m�e
anisme
de 
ontrôle, il suÆt d'observer que pour 
haque message, il existe un 
hemin
unique �a sa destination.

L'algorithme a log2 n phases, dans la phase t (t = 1; : : : ; log2 n), 
haque
pro
esseur �e
hange n

2i
de ses messages, et n

2� n
2i
des messages re�
us auparavant

ave
 un nouveau voisin. �A 
haque phase t le temps n�e
essaire pour 
ompl�eter
l'�e
hange est born�e par � + n

2M
. Don
, le temps total de l'algorithme est
au plus log2 n:� + log2 n:

n
2M
.

Nous illustrons dans la �gure 6.6 les s
h�emas d'ex�e
ution du probl�eme
MEP donn�e par la matri
e 6.1. Cette matri
e a �et�e g�en�er�ee �a partir d'une dis-
tribution normale ave
 moyenne 20000 et �e
art type 10000. Nous pr�esentons
les s
h�emas d'ex�e
ution de plusieurs algorithmes sur une ma
hine sans

ontention ave
 8 pro
esseurs. Le temps d'initialisation est 0.5 millise
ondes
et l'inverse de la bande passante est 0.00035 millise
ondes. Dans toutes les
s
h�emas d'ex�e
ution l'�e
helle de l'axe x est donn�e en millise
ondes.

0
BBBBBBBBBBBBB�

0 27304 18848 23943 7795 31195 18757 42838
27399 0 8229 9859 24571 44168 38956 38309
10430 11806 0 15320 15126 20844 27330 22510
27251 20086 7153 0 24918 30176 18139 14030
24814 3246 3323 30984 0 22312 0 0
0 45242 15672 19776 9556 0 17499 19896

25376 23198 34487 20776 4792 15060 0 14228
26357 25295 18615 12747 27613 25310 28632 0

1
CCCCCCCCCCCCCA

(6.1)
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Dans les s
h�emas d'ex�e
ution, les transmissions des pro
esseurs sont
illustr�ees, 
ha
une 
omprend le temps d'initialisation plus l'usage de la bande
passante. Pour aider la visualisation des phases de 
ommuni
ation, les re
-
tangles sont dessin�es di��eremment selon la phase. Dans les s
h�emas de la
�gure 6.6 nous observons fa
ilement les trois (log2 8) phases de 
ommuni
a-
tion. La di��eren
e entre l'ex�e
ution syn
hrone (�a droite) et asyn
hrone (�a
gau
he) est visible lors du d�ebut de 
haque phase d'�e
hange de messages.

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Fig. 6.6 { S
h�emas d'ex�e
ution pour l'algorithme HL.

Nous avons aussi propos�e une g�en�eralisation de l'algorithme du HL pour
un nombre pair de pro
esseurs. L'algorithme et son analyse 
ompl�ete sont
dans la se
tion E.2 de l'annexe E.

Le plus grand d�esavantage de l'algorithme HL est la retransmission des
messages. Chaque message mi;j poss�ede une destination unique. Seulement
(n � 1) � log2n messages de 
haque pro
esseur ne sont pas 
ommut�es. Par
exemple, il existe n messages qui sont 
ommut�es log2 n� 1 fois, 
e qui donne
un sur
oût de log2 n� 1 retransmissions. Toutes les retransmissions de mes-
sages engendrent un sur
oût. Ce sur
oût peut être ignor�e dans le 
as de
grand temps d'initialisation ave
 des messages petits. D'un autre 
ot�e, ave

des messages grands le sur
oût sera le param�etre pr�edominant. Si la 
ommu-
tation de messages n'est pas autoris�ee, un algorithme qui r�esout le probl�eme
poss�ede plus de n� 2 phases.

6.4 Algorithme �a motif �x�e

Nous pr�esentons un algorithme de base qui n'utilise ni la 
ommutation ni
la division de messages. Cet algorithme, 
omme le pr�e
�edent, ne pro�te pas
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des informations sur la taille des messages.

Algorithm 6.2 Algorithme �a motif �x�e.
pour t = 1 jusqu'�a n� 1 faire

pour tout i (0 � i < n) faire

pi envoie le message mi;i+t mod n �a pi+t mod n;

pi re�
oit le message mi�t mod n;i de pi�t mod n;

fin pour

fin pour

Dans l'algorithme 6.2, 
haque pro
esseur ex�e
ute n� 1 phases. Le temps
n�e
essaire, dans un mode syn
hrone, pour a
hever 
haque phase t est � +
maxifmi;i+t mod ng
. Don
 le temps total d'ex�e
ution est donn�e par (n�1)�+Pn�1

t=1 maxifmi;i+tmod ng
 � (n�1)�+(n�1)M
. L'analyse du 
as asyn
hrone
est plus 
ompliqu�e, il faut 
onsid�erer les temps d'ina
tivit�e (
'est-�a-dire sans

ommuni
ation) dûs �a la di��eren
e de taille entre les messages.

Nous examinons un exemple o�u l'algorithme �a motif �x�e 
onstruit un
ordonnan
ement ave
 de grandes p�eriodes d'ina
tivit�e dans le 
as syn
hrone
ainsi que dans le mode asyn
hrone. Dans l'exemple il existe deux tailles
de messages, une petite m et une grande M . La matri
e donn�ee 
i-dessous
poss�ede 7 messages grands et 49 messages petits.

0
BBBBBBBBBBBBB�

0 M m m m m m m
m 0 m m m m m m
M m 0 m m m m m
m m m 0 m m m M
m m m m 0 m M m
m m m m M 0 m m
m m m M m m 0 m
m m M m m m m 0

1
CCCCCCCCCCCCCA

L'ordonnan
ement g�en�er�e par l'algorithme �a motif �x�e dans le 
as syn-

hrone transmet un grand message �a 
haque phase. Il a un temps d'ex�e
ution
(n� 1)�+(n� 1)M
. Son s
h�ema d'ex�e
ution est illustr�e dans la �gure 6.7.

Lorsque le fon
tionnement syn
hrone n'est plus impos�e, l'algorithme �a
motif �x�e fourni un algorithme ave
 makespan plus petit. Cependant, la
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Fig. 6.7 { Ordonnan
ement �a motif �x�e dans le mod�ele syn
hrone. �A
l'int�erieur des re
tangles le pro
esseurs destin est indiqu�e.

bande passante est en
ore largement sous utilis�ee. Le 
as au pire 
orres-
pond au 
as o�u il y a deux 
hâ�nes de grands messages retard�es. Dans 
e

as le makespan devient (n � 1)� + (n�2

2
(M + m) + M)
 pour n pair et

(n�1)�+(M +S)n�12 
 pour n impair. La �gure 6.8 montre un ordonnan
e-
ment o�u les 
hâ�nes de 
ommuni
ations retard�ees (1; 2; 3; 4) et (6; 7; 0) sont
visibles.

7

6

5

3

4

2

1

0

5 6 7 0 1 2 3

0 1 2 3 4 5 6

7 0 1 2 3 4 5

6 7 0 1 2 4

4 5 6 7 0 1 2

3 4 5 6 7 0 1

2 3 4 5 6 7 0

1 2 3 4 5 6 7

Fig. 6.8 { Ordonnan
ement �a motif �x�e dans le mod�ele asyn
hrone.

D'un autre 
ot�e il existe un ordonnan
ement qui atteint la borne inf�erieure
dans la bande passante ((n�2)m+M)
. L'ordonnan
ement qui atteint 
ette
borne envoie tous les messages grands dans une même phase. Nous pr�esentons
dans la se
tion suivante un algorithme ave
 de meilleures garanties de perfor-
man
e. L'algorithme �a motif �x�e produit un ordonnan
ement optimal lorsque
tous les messages ont des tailles �egales (voir 
orollaire 6.1).

Nous illustrons dans la �gure 6.9 les s
h�emas d'ex�e
ution du probl�eme
MEP donn�es par la matri
e 6.1 pour l'algorithme �a motif �x�e. Le s
h�ema
asyn
hrone est �a gau
he et le syn
hrone �a droite.
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Fig. 6.9 { S
h�emas d'ex�e
ution pour l'algorithme �a motif �x�e.

6.4.1 Algorithmes ave
 
onnaissan
e globale

Nous pr�esentons trois algorithmes qui pro�tent de la 
onnaissan
e globale
du probl�eme. L'id�ee de fond est d'utiliser 
ette information pour �equilibrer
les messages transmis dans 
haque phase. Les deux premiers algorithmes ne
font pas de division de messages. Le prin
ipe des algorithmes est :

Algorithm 6.3 Prin
ipe de l'algorithme ave
 
onnaissan
e globale.

faire un �e
hange des tailles de messages ;

trouver un ordonnan
ement ;

transmettre les messages selon l'ordonnan
ement ;

L'algorithme 6.3 
onsiste en trois �etapes. La premi�ere �etape fournie la

onnaissan
e globale du probl�eme �a tous les pro
esseurs. Dans un langage pa-
rall�ele fond�e sur des primitives d'envoi et r�e
eption, l'obtention de la 
onnais-
san
e globale peut être vue 
omme une partie du pr�e-traitement. Au lieu de
n'�e
hanger que les tailles des messages �a �e
hanger, 
'est-�a-dire 
haque pro-

esseur j re�
oit les tailles de messages mi;j, toutes les tailles de messages sont
�e
hang�ees. Soit s, le nombre de mots n�e
essaires pour sto
ker la taille d'un
message. Le 
oût de pr�e-traitement standard est de (n�1)�+(n�1)s
 (pour
l'algorithme �a motif �x�e) ou de log2 n:�+log2 n:

n
2s
 (pour l'algorithme HL).

Don
, le sur
oût dû �a l'�e
hange de n � 1 tailles de messages par pro
esseur
est (n� 1)(n� 2)s
 ou dlog2 nen

2 (n� 2)s
, respe
tivement ave
 l'algorithme
HL ou l'algorithme �a motif �x�e.

Les �etapes deux et trois peuvent être superpos�ees. Pendant que le 
al
ul de
la deuxi�eme �etape est en 
ours, la 
ommuni
ation de la troisi�eme �etape peut
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ommen
er. Cette superposition n'a�e
te pas le syn
hronisme 
ar durant une
grande partie du temps de 
ommuni
ation les pro
esseurs sont libres pour le

al
ul.

Dans les des
riptions des algorithmes, nous d�eterminons une s�equen
e de
sous graphes o�u 
haque sommet est l'origine d'au plus 1 ar
 et est la des-
tination d'au plus 1 ar
 aussi. �A partir de la repr�esentation du probl�eme
par un graphe biparti, 
es sous graphes 
orrespondent �a des 
ouplages. Dans
la repr�esentation par matri
e, ils 
orrespondent �a des matri
es de permu-
tation ave
 poids. Nous avons 
hoisi la repr�esentation par matri
e pour les
implantations.

Pour 
haque algorithme nous d�eterminons une 
ouplage M1 du graphe
bG(V:E). Les poids des arêtes en M1 est soustrait de bG(V;E), op�eration
qui enl�eve aussi des arêtes ave
 poids 0. Apr�es, nous 
her
hons un deuxi�eme

ouplage dans le graphe r�esultant, et ainsi de suite. L'algorithme s'arrête
lorsque toutes les 
ommuni
ations sont r�ealis�ees par la s�equen
e de 
ouplages.

La te
hnique pour re
her
her des 
ouplages pr�e
ise les di��eren
es entre les
algorithmes. Toutes 
es te
hniques sont bien 
onnues en alg�ebre lin�eaire [70℄.
Les algorithmes 
omplets sont donn�es dans la se
tion E.3 de l'annexe E.

strat�egie Max-Min : �A 
haque �etape nous re
her
hons un 
ouplage maxi-
mal par rapport au poids de la plus petite arête.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fig. 6.10 { S
h�emas d'ex�e
ution pour l'algorithme Max-Min.

strat�egie Max-Somme : �A 
haque �etape nous re
her
hons un 
ouplage
maximal par rapport �a la somme des poids des arêtes.

Nous illustrons dans les �gures 6.10 et 6.11 les s
h�emas d'ex�e
ution du
probl�eme MEP donn�e par la matri
e 6.1 pour les algorithmes Max-Min
et Max-Somme.
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Fig. 6.11 { S
h�emas d'ex�e
ution pour l'algorithme Max-Somme.

Lorsqu'elles sont utilis�ees, 
es deux strat�egies permettent un �e
hange de
messages de tailles plus uniformes �a 
haque phase de 
ommuni
ation.
La 
omplexit�e des algorithmes Max-Min et Max-Somme est O(n3) [70℄.

strat�egie uniforme : �A 
haque �etape nous re
her
hons un 
ouplage o�u les
poids de toutes les arêtes sont identiques. Une �etape de pr�e-traitement
lo
ale est n�e
essaire. �Etant donn�e le graphe dG(V;E), nous utilisons la
repr�esentation par matri
e A = (mi;j). �A partir du probl�eme original,
nous ajoutons des messages fantômes, de fa�
on �a obtenir une matri
e
quasi doublement sto
hastique Q (de l'anglais quasi-doubly sto
hasti
).
Dans 
ette matri
e toutes les lignes et 
olonnes ont des sommes �egales.

Dans la matri
e A, ri d�enote la somme des tailles de la ligne i et 
j
la somme des tailles de la 
olonne j. Soit � = maxn

i=1fri; 
ig. Nous
utilisons l'algorithme 6.4 pour obtenir Q.
�A la �n de l'algorithme la somme des tailles de messages de 
haque
lignes ou 
olonnes de Q sera �. Il est int�eressant d'observer que la
borne inf�erieure de temps de 
ommuni
ation de la matri
e Q est la
même que pour la matri
e originale A.
�A partir de la repr�esentation par graphe biparti bQ(M;E) de Q, nous
re
her
hons des 
ouplages 
omme dans la strat�egie Max-Min. Le tra�

g�en�er�e par des messages fantômes ne doit pas être e�e
tu�e lors de la
phase de 
ommuni
ation.

Le nombre des phases de 
ommuni
ation de 
et algorithme est presque
toujours plus grand que n�1 (en g�en�eral O(n2)). Cet algorithme g�en�ere
un ordonnan
ement optimal quand le temps d'initialisation n'est pas

onsid�er�e (voir th�eor�eme 6.1).
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Algorithm 6.4 Pr�e-traitement pour l'algorithme uniforme.
Q A

pour i = 1 jusqu'�a n faire

pour j = 1 jusqu'�a n faire

si i 6= j alors

qi;j  qi;j +minf� � ri; � � 
jg
fin si

fin pour

fin pour

pour i = 1 jusqu'�a n faire

qi;i qi;i +minf� � ri; � � 
ig
fin pour

Pour tous les algorithmes ave
 
onnaissan
e globale, lorsque les messages
sont petits, les deux premi�eres phases peuvent prendre autant de temps que
la phase de 
ommuni
ation.

Nous illustrons dans la �gure 6.12 les s
h�emas d'ex�e
ution du probl�eme
MEP donn�e par la matri
e 6.1 pour l'algorithme uniforme. Il est 
lair que
les derni�eres phases de 
ommuni
ation sont 
onstitu�ees d'�e
hanges de petits
messages. Dans la �gure 6.12 les phases �a partir de l'instant 70ms ont la
même ordre de temps que le temps d'initialisation �.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Fig. 6.12 { S
h�emas d'ex�e
ution pour l'algorithme uniforme.
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Dor�enavant nous faisons r�ef�eren
e aux algorithmes vus 
omme : HL, �x�e,
Max-Min, Max-Somme et uniforme.

6.4.2 �Etude qualitative

Les algorithmes qui ont �et�e propos�es poss�edent des 
ara
t�eristiques dis-
tin
tes. Selon le MEP, l'un d'entre eux peut s'av�erer plus adapt�e, 
onstruisant
don
 un ordonnan
ement meilleur par rapport aux autres. Le 
hoix de l'al-
gorithme qui 
onstruit l'ordonnan
ement ave
 le plus petit makespan d�epend
des param�etres du mod�ele lin�eaire (� et �) et de la moyenne et de la va-
rian
e des messages (que nous allons d�enoter par A et v). Pour le 
al
ul de
la moyenne, lorsqu'il n'y a pas de message d'un pro
esseur �a un autre, un
message de taille 0 est 
onsid�er�e.

Deux 
onstatations sont imm�ediates, l'algorithme HL minimise le nombre
de pas d'initialisation et l'algorithme uniforme minimise la perte de bande
passante. Le makespan de l'ordonnan
ement 
r�e�e par l'algorithme HL est
O(log2 n(� +An

2
)), et par l'algorithme uniforme est O(n2� + nA
).
Quand le temps d'initialisation domine le temps de transmission, 
'est-�a-

dire � > An
2
, le makespan de l'ordonnan
ement 
onstruit par l'algorithme

HL est O(log2 n:�). Pour les autres algorithmes le temps est O(n�), sauf pour
l'algorithme uniforme qui a un tempsO(n2�). D'un autre 
ot�e, si � < A


n
alors

il est int�eressant de minimiser la perte de bande passante, don
 l'algorithme
uniforme 
onstruit les meilleurs ordonnan
ements ave
 makespan O(nA
).

Dans les 
as interm�ediaires il existe un 
ompromis entre les valeurs de
�; 
 et A. Le 
hoix de l'algorithme d�epend de la varian
e de la taille des mes-
sages. Si la varian
e est petite par rapport au temps n�e
essaire pour fournir
la 
onnaissan
e globale, alors l'utilisation d'un algorithme plus raÆn�e n'ap-
porte pas d'am�elioration. Nous d�enommons 
e temps par tg. Le 
al
ul du
temps tg rel�eve de l'algorithme utilis�e ainsi que du support �a la 
ommuni
a-
tion. Par exemple, si une biblioth�eque de passage de messages est utilis�ee, il
faut de toute fa�
on pr�evoir une phase d'�e
hange des tailles de messages, par

ons�equent la valeur de tg est presque n�egligeable.

Nous avons examin�e que pour l'algorithme �a motif �x�e, dans le 
as au pire,
le makespan peut être born�e par un fa
teur additif de (m+M)n�2

2

, lequel

est plus grand que
p
v(n�2)
. Don
 si

p
v(n�2)
 � tg, l'algorithme �a motif

�x�e 
onstruit un ordonnan
ement ave
 temps total O(
p
v(n�2)
 � tg+n�).

Sinon le sur
oût tg peut être 
ompens�e par un meilleur ordre d'�e
hange des
messages. Nous n'avons pas 
onsid�er�e les temps de 
al
ul pour les 
ouplages,
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ar 
e temps peut être re
ouvert par les temps de 
ommuni
ation.
Il n'est pas fa
ile d'analyser la di��eren
e entre le temps des algorithmes

Max-Somme et Max-Min, 
ar elle d�epend aussi de la distribution des mes-
sages. Nous avons 
hoisi d'examiner 
es di��eren
es ave
 des exp�erimentations
et des simulations.

6.4.3 Un algorithme 
ombin�e

Lors de nos exp�erien
es et simulations nous avons remarqu�e que l'algo-
rithme uniforme est le meilleur au 
ours des premi�eres phases de 
ommuni
a-
tion, quand un grand nombre de messages est �e
hang�e. N�eanmoins, les phases
�nales sont presque toujours des �e
hanges de petits messages. Dans le but
d'am�eliorer les performan
es nous utilisons l'algorithme uniforme pour les
premi�eres phases et ensuite nous utilisons un autre algorithme. Nous avons
trois 
hoix : l'algorithme HL, l'algorithme Max-Min et l'algorithme Max-
Somme. Nous ne 
hoisissons pas l'algorithme �a motif �x�e 
ar la 
onnaissan
e
globale des tailles de message est disponible.

Algorithm 6.5 Prin
ipe des algorithmes 
ombin�es
faire l'�e
hange des tailles de message;

appliquer les k premi�eres phases de l'algorithme uniforme;

appliquer un algorithme ave
 un nombre donn�e de phases pour les messages
restants;

Dans l'algorithme 6.5 il faut r�epondre �a deux questions prin
ipales : la
valeur de k et le 
hoix de l'algorithme. Nous pr�esentons l'analyse de l'algo-
rithme 
ombin�e ave
 les algorithmes Max-Min et HL. Nous ne pr�esentons pas
l'analyse pour l'algorithme Max-Somme 
ar il poss�ede des 
ara
t�eristiques si-
milaires �a l'algorithme Max-Min.

Nous d�enotons par A = (mi;j) la matri
e de 
ommuni
ation originale
et par Q = (qi;j) le pr�e-traitement 
orrespondant �a l'algorithme uniforme.
Pour 
haque phase p, 1 � p � k, de l'algorithme uniforme nous notons par
sp la taille des messages �e
hanges �a la phase p, et Sp = (spi;j) le 
ouplage
de la phase p. Il est imm�ediat que Sp est le produit du num�ero sp par une
matri
e de permutation. Les k phases de l'algorithme uniforme ont pour
makespan k� +

Pk
p=1 sp
. Apr�es 
es phases, la matri
e de 
ommuni
ation

devient A0 = (m0
i;j), o�u m0

i;j = maxf0;mi;k �Pk
p=1 s

p
i;jg:
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Si l'algorithme HL est alors appliqu�e, nous aurons au plus dlog2e phases et
la 
ommuni
ation sera born�ee par maxfm0

i;jg log2 n:n2
. Sinon, lorsque l'algo-
rithmeMax-Min est appliqu�e, nous aurons au plus n�1 phases additionnelles
et la 
ommuni
ation sera born�ee par maxfm0

i;jgn
. Lesmakespans fournis par
les algorithmes 
ombin�es sont born�es par :

(k + dlog ne)� +

0
� kX

p=1

sp +max(m0
i;j) log2 n:

n

2

1
A 


pour l'algorithme 
ombin�e HL, et

(k + n � 1)� +

0
� kX

p=1

sp +max(m0
i;j)n

1
A 
:

pour l'algorithme 
ombin�e Max-Min. Dans les deux �equations il existe un
fa
teur qui augmente ave
 k et l'autre qui diminue ave
 k. Selon l'algorithme

ombin�e 
hoisi il existe une valeur enti�ere positive qui minimise le makespan.
Nous d�enotons par k� la valeur de k qui fourni le plus petit makespan pour
un algorithme donn�e.

Le 
hoix de l'algorithme d�epend prin
ipalement du temps d'initialisation
et de la bande passante. �Evidemment si � est tr�es important, l'algorithme

ombin�e HL ave
 k� = 0 sera le meilleur. D'un autre 
ot�e si � est n�egligeable
l'algorithme 
ombin�e Max-Min ave
 k� grand, 
'est-�a-dire peu de phases de
l'algorithme Max-Min, aura les meilleures performan
es. La d�etermination
analytique de k� est impossible, don
 nous allons �etudier les performan
es
des algorithmes 
ombin�es �a travers de simulations.

6.5 R�esultats exp�erimentaux

La partie exp�erimentale de 
e 
hapitre se divise en deux. Une partie ave

des implantations dans une ma
hine parall�ele et une autre ave
 des simula-
tions.

6.5.1 Implantation

Nous avons implant�e les algorithmes ave
 n � 1 phases de 
ommuni
a-
tion dans un ordinateur parall�ele, le IBM SP2. Notre but prin
ipal a �et�e la
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validation du mod�ele utilis�e. L'implantation a �et�e faite ave
 la libraire MPI
F fourni par IBM. Nous avons 
ompar�e les algorithmes ave
 l'algorithme
standard MPI Alltoallv fourni ave
 la librairie.

Les instan
es du MEP 
hoisies pour les mesures de temps ont �et�e g�en�er�ees
�a partir de matri
es 
arr�ees. Les tailles de messages ont �et�e tir�ees au hasard.
Les probabilit�es ont �et�e fournies selon une distribution normale ave
 moyenne
et �e
art type donn�es.

Nous pr�esentons les r�esultats obtenus ave
 30 instan
es distin
tes du
MEP. Pour l'estimation du temps de 
haque instan
e, nous avons fait la
moyenne de 20 mesures. La varian
e de temps de mesures a �et�e plus petit
que 0.01%. Nous allons pr�esenter les r�esultats obtenus pour des instan
es
g�en�er�ees �a partir d'une moyenne de 800k o
tets et �e
art type de 400k o
tets.
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Fig. 6.13 { Rapport de performan
e relative �a l'algorithme Max-Somme sur
5 et 6 pro
esseurs.

Les �gures 6.13 et 6.14 sont pr�esent�ees par rapport �a la performan
e de
l'algorithme Max-Somme, 
'est-�a-dire pour 
haque MEP, nous divisons les
temps des algorithmes par le temps de l'algorithme Max-Somme. De 
ette
fa
�on nous pouvons voir fa
ilement la performan
e des algorithmes. Dans
la �gure 6.13 �a gau
he, les performan
es sur 5 pro
esseurs sont pr�esent�ees.
L'algorithme le moins performant est 
elui fourni ave
 la librairie MPI F. �A
droite, dans l'ex�e
ution sur 6 pro
esseurs, les performan
es des algorithmes
sont similaires.

Lorsque le nombre de pro
esseurs est plus grand (voir �gure 6.14), nous
observons les meilleures performan
es pour l'algorithme Max-Somme.



124 CHAPITRE 6. ORDONNANCEMENT DES COMMUNICATIONS
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Fig. 6.14 { Rapport de performan
e relative �a l'algorithme Max-Somme sur
11 et 12 pro
esseurs.

Une id�ee g�en�erale de la performan
e des algorithmes est donn�ee dans la
table 6.1. Chaque moyenne pr�esent�ee 
orrespond au 
al
ul de la moyenne
pour les 30 instan
es di��erentes ave
 un nombre donn�e de pro
esseurs. Nous
fournissons aussi l'�e
art type entre parenth�eses. Les temps sont donn�es en
millise
ondes. Le meilleur temps obtenu pour un nombre donn�e de pro
es-
seurs est indiqu�e en gras. L'analyse des r�esultats de la table 6.1 nous montre
que malgr�e les variations de performan
es selon l'instan
e, le 
al
ul de la
moyenne s'av�ere repr�esentatif 
ar l'�e
art type n'est pas tr�es important. Nous
observons aussi le bon 
omportement de l'algorithme Max-Somme qui a tou-
jours de tr�es bonnes performan
es.

Les temps obtenus ave
 l'algorithme Max-Somme sont de l'ordre de 5%
meilleurs que les temps de la fon
tion MPI Alltoallv. Cette di��eren
e est
plus visible ave
 un nombre impair des pro
esseurs. Nous trouvons 
e r�esultat
tr�es motivant 
ar nos algorithmes ont �et�e implant�es ave
 des primitives
MPI send and MPI re
v, tandis que la fon
tion MPI Alltoallv a dû être
implant�e ave
 des primitives de plus bas niveau 1.

6.5.2 Simulation

Nous allons �etudier �a travers des simulations les performan
es des algo-
rithmes 
ombin�es. Dans un premier temps, nous 
on�rmons que la distribu-

1Le 
ode sour
e de MPI Alltoallv n'est pas disponible.
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Nombre de pro
ess. MPI motif �x�e Max-Min Max-Somme
3 159 (30) 126 (24) 127 (24) 128 (24)
4 195 (27) 204 (24) 206 (36) 204 (29)
5 324 (34) 278 (33) 274 (32) 278 (32)
6 345 (42) 356 (39) 355 (33) 351 (33)
7 474 (37) 442 (34) 437 (30) 426 (31)
8 494 (35) 511 (32) 501 (33) 490 (37)
9 615 (32) 593 (26) 582 (32) 561 (33)
10 643 (38) 674 (34) 653 (42) 659 (39)
11 769 (44) 738 (30) 737 (40) 704 (35)
12 783 (42) 829 (45) 815 (39) 782 (36)
13 915 (47) 914 (41) 903 (44) 860 (44)
14 937 (41) 990 (53) 996 (41) 942 (53)

Tab. 6.1 { R�esum�e des r�esultats exp�erimentaux.

tion des messages ne joue pas un rôle tr�es important dans le makespan des
algorithmes. Ensuite nous 
omparons les algorithmes 
ombin�es entre eux et
ave
 les algorithmes simples. Les 
omparaisons sont faites ave
 des instan
es
qui 
ara
t�erisent des parti
ularit�es du MEP.


as � 1=
 moyenne �e
art type n. de pro
. ma
hine
1 1.3 ms 3.5e-05 100000 100000 12 IBM-SP2
2 0.8 ms 2.8e-04 100000 200000 8 r�eseau de P
s
3 8.6 �s 3.3e-6 64000 32000 16 Cray T3D

Tab. 6.2 { Cas de l'analyse de la varian
e. 1=
 est donn�e en mots/se
onde.

Dans la table 6.3 sont illustr�es les valeurs de la moyenne et de l'�e
art type
des algorithmes. Pour les algorithmes 
ombin�es, nous pr�esentons la moyenne
des meilleurs r�esultats. Des param�etres de trois ma
hines r�eelles sont montr�es.
Pour 
haque 
as de la table 6.2 nous 
al
ulons la moyenne et l'�e
art type de
l'ex�e
ution de 20 MEPs. Dans la table 6.3 les temps sont fournis en millise-

ondes, l'�e
art type est pr�esent�e entre parenth�eses.

La variation provoqu�ee par la distribution de messages dans un exemple
de MEP donn�e s'av�ere n'être pas tr�es importante. �A partir de 
ette 
onstata-
tion nous pouvons esp�erer que la d�ependan
e du temps d'ex�e
ution pour des
exemples di��erentes, g�en�er�es de la même 
ourbe normale, ne sera pas tr�es
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as �x�e Max-Min Max-Somme Uniforme
1 90.8 (6.2) 91.9 (7.6) 87.4 (5.7) 152.2 (7.4)
2 584 (111) 564 (99) 533 (97) 512 (97)
3 4.85 (0.17) 4.67 (0.19) 4.54 (0.23) 4.8 (0.2)

HL Comb. Max-Min Comb. Max-Somme Comb. HL
1 132.6 (13.5) 87.9 (5.1) 85.5 (6.1) 96.9 (7.0)
2 739 (132) 500 (95) 499 (95) 506 (97)
3 8.22 (0.36) 4.40 (0.20) 4.39 (0.19) 4.42 (0.20)

Tab. 6.3 { Moyenne (en millise
ondes) et varian
es pour plusieurs 
as.

importante. Nous analysons don
 les temps des algorithmes 
ombin�es dans le

as d'un temps d'initialisation important, le 
as de grands messages et dans
deux 
as interm�ediaires. Les 
ourbes illustrent les temps en millise
ondes par
rapport au nombre de phases de l'algorithme uniforme (k).
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Nombre de phases de l’algorithme uniforme (k)
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te
m
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 e
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m

ill
is
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de
s

motif fixee
Max-Min
Max-Somme
uniform
HL
comb. HL
comb. Max-Min
comb. Max-Somme

Fig. 6.15 { Performan
e des algorithmes quand le temps d'initialisation est
important.

Nous 
ommen�
ons ave
 la simulation du MEP sur un IBM SP2 ave
 14
pro
esseurs. Les valeurs estim�ees pour de petits messages sont � = 1:3ms et

 = 0:035�s. Nous �etudions le 
as o�u la moyenne des messages est A = 5k
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o
tets et l'�e
art type est
p
v = 2k o
tets. Ave
 
es valeurs, l'algorithme

HL fourni les meilleurs makespans. La �gure 6.15 illustre les performan
es
des algorithmes selon la variation de k. Les performan
es des algorithmes
qui ne sont pas 
ombin�es sont repr�esent�ees par des lignes horizontales. Les
performan
es des algorithmes 
ombin�es sont montr�ees pour les valeurs de k
plus grandes que z�ero, 
'est-�a-dire quand au moins une phase de l'algorithme
uniforme est ex�e
ut�ee.

Nous v�eri�ons dans la �gure 6.15 que l'algorithme HL est le plus rapide.
Nous observons aussi que le nombre de phases optimal pour les algorithmes

ombin�es est k� �egale �a z�ero. Nous pr�esentons dans la table 
i-dessous les
temps d'ex�e
ution pour les algorithmes uniformes et 
ombin�es. Pour les al-
gorithmes 
ombin�es nous pr�esentons aussi la valeur de k�. Toutes les valeurs
sont exprim�ees en millise
ondes.

HL uniforme Max-Somme Max-Min
14.9 92.4 25.2 23.9

motif �x�e 
omb. HL 
omb. Max-Min 
omb. Max-Somme
24.1 14.9 (k� =0) 23.9 (k� =0) 25.2 (k� =0)
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Fig. 6.16 { Performan
e des algorithmes quand les messages sont grands.

Dans la �gure 6.16 nous pr�esentons un MEP o�u le temps d'initialisa-
tion devient beau
oup moins important. Les param�etres de ma
hine sont les
mêmes que dans le 
as pr�e
�edent, 
ependant les messages sont plus grands. La
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moyenne des messages et A = 1M o
tets, l'�e
art type est �egal �a la moyennep
v = A. L'algorithme uniforme 
onstruit les plus petits ordonnan
ements

dans 
e 
as. Les valeurs des makespans sont donn�ees dans la table 
i-dessous.
Nous v�eri�ons que les algorithmes 
ombin�es ont les meilleurs performan
es.

HL uniforme Max-Somme Max-Min
1417 784 863 826

motif �x�e 
omb. HL 
omb. Max-Min 
omb. Max-Somme
972 752 (k� =33) 748 (k� =22) 749 (k� =24)

Dans les deux pro
hains exemples, nous avons 
hoisi la taille moyenne des
messages de fa�
on �a 
e que le temps d'initialisation soit 
ompris entre A


n
et

An
2

. Dans 
es 
as, nos espoirs se 
on�rment, le Max-Somme et le Max-Min

algorithmes ont de meilleurs performan
es parmi les algorithmes homog�enes.
Dans la premi�ere 
ourbe (voir �gure 6.17), la moyenne de taille des mes-

sages est A = 400k o
tets et l'�e
art type
p
v = 500k o
tets. Nous avons

simul�e 
e 
as ave
 10 pro
esseurs. La table de performan
es est la suivante :

HL uniforme Max-Somme Max-Min
412 287 274 268

motif �x�e 
omb. HL 
omb. Max-Min 
omb. Max-Somme
314 250 (k� =20) 242 (k� =14) 241 (k� =11)
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Fig. 6.17 { Performan
e des algorithmes dans un 
as interm�ediaire.

Dans la deuxi�eme �gure 6.18 nous pr�esentons une simulation ave
 les
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mêmes param�etres que nous avons utilis�es lors des implantations. La moyenne
de taille des messages est A = 800k o
tets et l'�e
art type est

p
v = 400k

o
tets.
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Fig. 6.18 { Performan
e des algorithmes dans un 
as interm�ediaire.

Les di��eren
es entre les valeurs obtenues ave
 l'implantation et ave
 la
simulation sont dues �a des e�ets de 
ongestion. La ma
hine o�u les implan-
tations ont �et�e r�ealis�ees n'est pas un r�eseau 
omplet 
ar il n'existe pas de
liens ex
lusifs entre 
haque pair de pro
esseurs. Les pro
esseurs sont reli�es
par des 
ommutateurs selon un r�eseau multi-�etage om�ega [26℄. Les meilleurs
r�esultats de la simulations sont dans table 
i-dessous.

HL uniforme Max-Somme Max-Min
964 566 542 558

�x�e 
omb. HL 
omb. Max-Min 
omb. Max-Somme
583 514 (k� =32) 515 (k� =23) 511 (k� =14)

D'apr�es les simulations, nous avons pu 
on
lure que les algorithmes 
om-
bin�es ont les meilleurs performan
es, sauf dans le 
as de temps d'initialisation
important. Nous avons observ�e aussi que l'algorithme 
ombin�e Max-Somme
a �et�e un petit peu plus performant.

Si un algorithme 
ombin�e est utilis�e, alors la 
hoix de quand stopper l'al-
gorithme uniforme peut être dynamique 
ar les 
al
uls peuvent être super-
pos�es ave
 la 
ommuni
ation. Dans le but de proposer un algorithme 
ombin�e
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g�en�eral nous introduisons l'intervalle d'horizon I (en anglais look ahead), 
ar
le temps de l'algorithme 
ombin�e n'est pas une fon
tion uniforme. La valeur
de I est une fon
tion du volume de 
ommuni
ation et des param�etres de la
ma
hine. Nous proposons l'algorithme 
ombin�e 6.6.

Algorithm 6.6 Algorithme 
ombin�e Max-Somme.

si (� > An
2

) alors

appliquer l'algorithme HL;

sinon

r�ep�eter

appliquer une phase de l'algorithme uniforme;

estimer tMS le temps de l'algorithme Max-Somme;

pour i = 1 jusqu'�a I faire

estimer tui
le temps de i phases de l'algorithme uniforme suivies par

l'algorithme Max-Somme;

fin pour

jusqu'�a (tMS < tui
; 1 � i � I)

si La matri
e de 
ommuni
ation n'est pas a
hev�ee alors

appliquer l'algorithme Max-Somme;

fin si

fin si

Les estimations des valeurs de tui
peuvent être faites par simulation. Pour


haque estimation de tui
, i phases de l'algorithme uniforme sont appliqu�ees

�a la matri
e de 
ommuni
ations 
ourante, puis l'algorithme Max-Somme est
appliqu�e. �Evidement pour 
haque intera
tion de la bou
le r�ep�eter une seule
valeur nouvelle de tui

doit être estim�ee. Le sur
oût de 
al
ul par rapport �a
l'algorithme uniforme simple est une estimation de Max-Somme O(n3) par
intera
tion. Le nombre total d'intera
tions est O(n2) 
e qui implique que la

omplexit�e de l'algorithme 6.6 est O(n5).
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6.6 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre nous avons examin�e le probl�eme de l'�e
hange de messages
entre pro
esseurs. L'int�erêt provient des algorithmes o�u il existe des phases
de 
al
ul et d'�e
hange de donn�es inter
al�es, ainsi que des algorithmes dans
le mod�ele BSP. Nous avons d'abord montr�e que trouver la solution optimale
est un probl�eme diÆ
ile, ensuite nous avons propos�e plusieurs algorithmes
pour r�esoudre le MEP.

Nous avons pr�esent�e 
inq algorithmes polynômiaux, 
es heuristiques ne
sont pas nouvelles, 
ependant quelques unes d'entre elles ont �et�e propos�ees
pour des probl�emes autres que le MEP. Nous avons fait une analyse de l'al-
gorithme �a utiliser selon les param�etres de la ma
hine et du probl�eme. Nous
avons aussi propos�e des algorithmes 
ombin�es pour lesquels nous obtenons
les meilleurs performan
es. Dans 
e 
as aussi, la meilleure solution a �et�e le

ompromis.

Une possibilit�e int�eressante pour des re
her
hes futures est l'�etude de heu-
ristiques �a partir d'une 
onnaissan
e lo
ale du probl�eme. Cette voie devient
envisageable, surtout si la phase de pr�e-traitement pour �e
hanger les tailles
de messages n'est pas n�e
essaire.
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Chapitre 7

Con
lusion

Dans 
ette th�ese nous avons �etudi�e quatre probl�emes d'ordonnan
ement
di��erents. Les r�esultats obtenus pour 
es quatre probl�emes illustrent des te
h-
niques distin
tes. Nous avons examin�e la r�esolution parall�ele syn
hrone �a
grain �n du probl�eme du sa
 �a dos, l'ordonnan
ement de 
hâ�nes sous un
mod�ele syn
hrone �a gros grain (BSP), l'ordonnan
ement ave
 dupli
ation et
l'ordonnan
ement de 
ommuni
ations irr�eguli�eres. Nous pensons que pour

haque probl�eme �etudi�e nous avons propos�e des solutions satisfaisantes.

Malgr�e l'int�erêt th�eorique de la solution eÆ
a
e trouv�ee pour la r�esolution
du sa
 �a dos, son int�erêt pratique reste limit�e, 
ar l'ordonnan
ement propos�e
ne sert qu'�a des probl�emes de programmation dynamique ave
 un graphe de
pr�e
�eden
e sp�e
i�que. Dans 
ette �etude nous avons aussi examin�e tr�es �ne-
ment l'ordonnan
ement. Ave
 l'obje
tif de garantir une eÆ
a
it�e optimale,
nous avons examin�e en d�etails le routage. L'ordonnan
ement propos�e est
aussi restreint aux ma
hines o�u la 
ommuni
ation peut se faire d'une fa�
on
impli
ite.

La remarque pr�e
�edente n'est pas valable pour les autres �etudes. Dans

es probl�emes, les 
ommuni
ations ont �et�e 
onsid�er�ees d'une fa�
on expli
ite.
D'un 
ot�e 
ette d�emar
he est r�ealiste pour les ma
hines parall�eles 
ourantes,

ependant il faut prendre en 
ompte le sur
oût ajout�e. Nous avons 
onstat�e
que lorsque 
e sur
oût est 
onsid�er�e, les probl�emes trait�es sont devenus
une re
her
he de 
ompromis. Pour l'ordonnan
ement de 
hâ�nes nous avons
re
her
h�e un 
ompromis entre le nombre de super-�etapes et l'�equilibrage
de 
harge. Pour l'ordonnan
ement ave
 dupli
ation, il existait un 
ompro-
mis, impli
ite, entre la 
ommuni
ation et la dupli
ation de tâ
hes. Finale-
ment, pour l'ordonnan
ement de 
ommuni
ations, nous avons eu les meilleurs

133
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r�esultats ave
 un algorithme qui r�ealisait un 
ompromis entre le nombre de
pas d'initialisation et l'utilisation eÆ
a
e de la bande passante.

L'ordonnan
ement de 
hâ�nes sous BSP nous a �e
lair�e sur les parti
u-
larit�es li�ees au mod�ele. Dans un premier temps nous avons 
onstat�e que le
regroupement de 
ommuni
ations peut transformer un probl�eme d'ordonnan-

ement qui �etait fa
ile en un probl�eme diÆ
ile.Dans un deuxi�eme temps, nous
avons v�eri��e que malgr�e la 
omplexit�e ajout�ee il nous a �et�e possible de propo-
ser des heuristiques assez �nes. Les prin
ipales 
ontributions de 
e travail ont
�et�e une te
hnique dire
te pour transformer les algorithmes asyn
hrones dans
des algorithmes BSP et l'introdu
tion des te
hniques de regroupement de

ommuni
ations. Ces deux te
hniques peuvent être appliqu�ees pour d'autres
types de graphes. Un autre 
onstat �a partir de 
e travail est l'int�erêt du
mod�ele BSP en pratique. Nous avons analys�e que même si le sur
oût intro-
duit pour les syn
hronisations est grand, il existe de bons 
ompromis entre
l'�equilibrage de 
harge et le nombre de super-�etapes.

L'ordonnan
ement ave
 dupli
ation sur un nombre limit�e de pro
esseurs
a aussi montr�e son int�erêt. En d�epit du grand int�erêt de la dupli
ation de
tâ
hes sur l'all�egement du sur
oût dû �a l'introdu
tion du 
oût de 
ommuni-

ation, 
e probl�eme a �et�e tr�es peu �etudi�e quand le nombre de pro
esseurs est
limit�e. Le 
hemin de dupli
ation utilis�e pour l'algorithme EDTF peut être
aussi appliqu�e pour des 
lasses de graphes donn�ees pour fournir des r�esultats
plus serr�es. Cependant, le probl�eme de la re
her
he d'un rapport de garantie

onstant pour le mod�ele �a grands temps de 
ommuni
ation reste ouvert.

Ave
 l'�etude de l'ordonnan
ement de 
ommuni
ations nous avons
remarqu�e que les te
hniques d'ordonnan
ement sont sous-utilis�ees. Ce
probl�eme, tr�es important dans l'algorithmique parall�ele ne poss�edait que des
approximations grossi�eres. Par exemple, la biblioth�equeMPI Lam utilise l'al-
gorithme �a motif �x�e pour l'�e
hange de messages. L'impa
t dire
t des algo-
rithmes 
ombin�es propos�es est une am�elioration de performan
e importante
pour les phases de 
ommuni
ation. Le prin
ipal avantage de 
es nouveaux al-
gorithmes 
ombin�es est la 
ompatibilit�e totale ave
 les algorithmes d'�e
hange
de messages pr�e
�edents. Pour avoir un gain de performan
e, il suÆt d'e�e
-
tuer les phases d'�e
hange de messages ave
 les algorithmes 
ombin�es.

En plus des perspe
tives de travaux futurs vues �a la �n de 
ha
un des
quatre derniers 
hapitres, nous pouvons aussi envisager les dire
tions pour
la re
her
he future pour l'ordonnan
ement eÆ
a
e de tâ
hes sur syst�emes
parall�eles a
tuels.
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Perspe
tives

L'usage de plus en plus fr�equent des 
on
epts de parall�elisme met en
�eviden
e les besoins de 
onnaissan
e et de mâ�trise du sujet. Aujourd'hui les
outils qui utilisent le parall�elisme impli
ite ont leurs limitations. Ils ne sont
pas nombreux et il n'y a pas de garantie que 
es outils et les te
hniques
employ�ees seront adapt�es aux ma
hines et r�eseaux futurs. Mais surtout, 
es
outils qui d'un 
ot�e fa
ilitent la vie du programmeur, sont bas�es sur des
mod�eles g�en�eraux d'exploration du parall�elisme au niveau de la des
ription
ainsi qu'au niveau de l'ar
hite
ture de la ma
hine. Seule l'intervention dire
te
du programmeur peut permettre la performan
e optimale. Nous pouvons
faire l'analogie de 
ette intervention ave
 l'utilisation des langages assembleur
pour a

�el�erer les performan
es des algorithmes.

L'�etude sp�e
ialis�ee a aussi d'autres avantages. Elle permet une 
onnais-
san
e abstraite du probl�eme trait�e, laquelle ne d�epend pas des mod�eles. Ainsi
les probl�emes de portabilit�e a
tuels ou futurs sont plus abordables.

Nous pensons que le d�eveloppement d'algorithmes d'ordonnan
ement
sp�e
ialis�es a en
ore de beaux jours devant lui, parti
uli�erement ave
 la

roissan
e du poids des 
ommuni
ations dans le parall�elisme et ave

l'h�et�erog�en�eit�e des syst�emes. Car, 
ontrairement �a ses d�ebuts, l'informa-
tique parall�ele se tourne vers les r�eseaux d'ordinateurs au d�etriment des ma-

hines sp�e
ialis�ees. Pour all�eger le sur
oût de 
ommuni
ation, des te
hniques
�etudi�ees telles que le regroupement et l'ordonnan
ement de 
ommuni
ations
ainsi que la dupli
ation de tâ
hes peuvent être utilis�ees. Lorsque le probl�eme
de l'h�et�erog�en�eit�e est introduit, il faut prendre en 
ompte aussi la vitesse de

al
ul de 
haque pro
esseur et l'irr�egularit�e du support de 
ommuni
ation.
Il est 
lair que dans 
e 
as les probl�emes d'ordonnan
ement deviennent plus
diÆ
iles et pourraient même n'être trait�es que dynamiquement par des algo-
rithmes g�en�eralistes. Fort de l'exp�erien
e a
quise dans le domaine de l'algo-
rithmique parall�ele homog�ene, nous pensons b�en�e�
ier d'outils et te
hniques
pour aborder 
es nouveaux probl�emes.
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Annexe A

Lin�earit�e par mor
eau

Dans 
ette annexe nous pr�esentons les laten
es d'envoie des messages
par rapport �a leur taille dans l'IBM SP2. Nous avons 
onstat�e durant nos
premi�eres exp�erimentations ave
 MPI F que la laten
e des 
ommuni
ations
peut être appro
h�ee par le mod�ele lin�eaire. Cependant, il est 
lair que selon
la taille des messages le temps d'initialisation ainsi que la bande passante

hangent.

Nous avons implant�e un algorithme du type ping-pong pour estimer la la-
ten
e pour l'envoi d'une message entre deux pro
esseurs. Dans 
et algorithme
nous mesurons plusieurs fois le temps n�e
essaire �a un aller-retour d'un même
message. Nous illustrons dans la �gure A.1 les r�esultats obtenus pour la ma-

hine IBM SP2. Chaque point dans la 
ourbe repr�esente la moyenne de 100
tests.

Taille du message � 


0 � S < 4kb 95�s 0; 085�s/o
tet
4kb � S < 16kb 180�s 0:086�s/o
tet
16kb � S < 32kb 830�s 0:046�s/o
tet
32kb � S < 1Mb 1300�s 0:035�s/o
tet

Tab. A.1 { Param�etres du mod�ele lin�eaire pour le IBM SP2

Nous d�erivons �a partir des donn�ees utilis�ees pour 
onstruire la 
ourbe A.1
les valeurs de la table A.1 pour le temps d'initialisation et pour la bande
passante. Dans la 
ourbe A.1 nous avons les valeurs du temps de laten
e
selon la taille du message S. Nous avons quatre r�egions ave
 des in
linaisons
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di��erentes. Si nous supposons que la laten
e est une fon
tion �+S
, 
haque
r�egion peut être appro
h�ee par une fon
tion lin�eaire.

Dans le but d'avoir une approximation plus �ne, nous avons aussi mesur�e
les temps minimaux pour la même exp�erien
e. Dans 
e 
as, il apparâ�t un
autre ph�enom�ene. Il existe des sauts de dis
ontinuit�e �a 
haque intervalle de
16k o
tets. Cette anomalie a �et�e aussi observ�ee par Arruabarrena et al [80℄.
Cependant, sans informations additionnelles du 
onstru
teur nous n'�etions
pas 
apables d'expliquer 
e 
omportement.

0.0 50000.0 100000.0 150000.0 200000.0
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es
)

Latence

Fig. A.1 { Courbe de temps moyen pour la transmission d'un message.

Fond�ee sur les mesures de la laten
e moyenne, nous proposons une ex-
tension naturelle du mod�ele lin�eaire. Le mod�ele k-lin�eaire poss�ede k r�egions
o�u la laten
e d'envoi est 
onsid�er�ee. Dans 
haque r�egion les valeurs de � et

 peuvent être di��erentes. La table A.2 illustre la des
ription du mod�ele.

�1 + S
1; if S � S1,
�2 + S
2; if S1 < S � S2,
�i + S
i; if Si�1 < S � Si,
�K + S
K; if SK�1 < S.

Tab. A.2 { Mod�ele K-lin�eaire.



Annexe B

Solving Knapsa
k on hyper
ube

This 
hapter 
ontains some te
hni
al material from [51℄. A preliminary
version of this work was published in [49℄.

B.1 Full des
ription of Knap

Together with the value of the �nal pro�t, we have also to obtain the full
des
ription of the knapsa
k. For that purpose, we propose three solutions.
Two solutions 
onsist in sending a data array along with ea
h transmitted
data, and the third one uses ba
ktra
king. To leave uniform the solution
des
ription, it is supposed that a task that re
eives data from just one other
task 
al
ulates the maximum of �1, 
orresponding to no data re
eived, and
the re
eived data.

bit array In this solution, a task (i; j) sends along with the value to be
transmitted a bit array, and an index. Tasks (0; j); j < w0, send index
0 with their data. If a task (i; j) re
eives its maximum from its upper
task (i � 1; j), it sets to 0 the position index of the array, otherwise
it sets it to 1. Then, the task in
rements the index, and send it along
with the bit array to the next tasks.

This array of bits has at most
j



wmin

k
+m elements, and in this array

there are m � 1 zeros. We 
an easily 
onstru
t the knapsa
k instan
e
by visiting this array from the beginning, 
ounting the number of ones
before ea
h zero, this number 
orresponds to the number of obje
ts ai,
where i 
orresponds to the number of zeros already visited.

normal array Ea
h task updates an array of m elements whi
h 
ontains a
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partial solution. Tasks (0; j); j < w0 send an array of zeros with their
data. If a task (i; j) 
hooses the maximum from the left task (i; j�wi)
it updates the number of obje
ts of kind i.

ba
ktra
king The third solution 
onsists in the ba
ktra
king te
hnique. In
order to implement it, ea
h pro
essor has to keep the value of its 
om-
puted tasks. After 
al
ulating the �nal pro�t, the path whi
h gives the
�nal pro�t is found, by visiting the irregular mesh from the task where
the �nal pro�t was 
omputed, in reverse order. At most

j



wmin

k
+m tasks

are visited in order to 
onstru
t the path, and hen
e the instan
e.

B.2 Routing s
heme

For the routing between adja
ent hyper
ubes we use the following prin-

iple: Whenever a hyper
ube has �nished to pro
ess a set of tasks (from
independent 
hains), it sends the results to the next hyper
ube (a

ording
to the labeling Hk). Ea
h result has to be transmitted to the pro
essor that
will exe
ute the tasks depending on this result.

Generally at ea
h step, a hyper
ube Hk re
eives w0 results to be routed.
As this hyper
ube exe
utes wi 
hains, ea
h result have to be delivered to one
of its wi pro
essors. The idea for avoiding 
on
i
ts is to route by dimensions
using a pipeline te
hnique. The �rst w0 results are �rst routed in dimension
0 of the hyper
ube. In the next step, the se
ond w0 results are routed in
dimension 0, while the �rst w0 results 
ontinue to be routed in dimension 1,
and so on.

After re
eiving w0 results y times, the y-th set of results is routed on
dimension 0, and the (y � x)-th set of results (if x � log2wmax) is routed on
dimension x. This assures the routing of the results to satisfy the pre
eden
e
relations within at most log2wmax + 1 steps.

Routing example

We detail in this se
tion a routing example on the algorithm exe
ution for
an irregular mesh with w0 = 3 and w1 = wmax = 8. First, we give below the
notation that will be used in the partial exe
ution example. Ea
h pro
essor
is represented by a 
ir
le. On the right of ea
h pro
essor we have represented
3 bu�ers (equal to log2wmax), for transmissions on dimensions 0, 1 and 2.
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Ea
h of these bu�ers 
an store at most log2wmax data. This means that at
most log2wmax data are sent on a link at ea
h step.

dimension 0

dimension 1

dimension 2

dim. 0
dim. 1
dim. 2

processor

buffers
internal100000 001 101111011 010 110

Fig. B.1 { Basi
 notation: the hyper
ube and the links on ea
h dimension.

In �gure B.2, we draw the �rst rounds of an exe
ution example, the pair
asso
iated to a pro
essor represents the task being pro
essed.
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step 0
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step 3

Fig. B.2 { Partial exe
ution, with w0 = 3 and w1 = wmax = 8.

The exe
ution on the �rst path (P0) is straightforward, at ea
h step, 3
tasks are exe
uted and sent to the next path (P1). Let us detail the exe
ution
on the se
ond path:

{ Step 0 is straightforward.
{ On step one, the results of the �rst w0 tasks that are available 
an
be transmitted on dimension 0, in su
h a way that in the next step
these tasks will be 
loser to the pro
essor where they are needed due to
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the pre
eden
e relations. In this step there is no routing transmission
be
ause the results are already on the right pro
essors.

{ On step two, there 
an exist routing on dimensions 0 and 1. As before,
the tasks on the se
ond bu�er position do not need to be transmitted.
The tasks on the �rst bu�er position are transmitted on dimension 0.
Observe that the result of the task (0; 4) is at distan
e 3 from des-
tination (�fth pro
essor on P1), this explains why this result will be
transmitted in the next two steps.

{ On step three, as there are results on all bu�er positions, they 
ould be
transmitted on all the three dimensions. There are e�e
tive transmis-
sions on dimension 0 (tasks (0; 6) and (0; 7)) and on dimension 1 (tasks
(0; 3) and (0; 4)).

{ On step four, the routing s
heme guarantees that the �rst results are
on the right pro
essor. These pro
essors are ready to pro
ess the tasks
from the se
ond row of the irregular mesh.

{ In general, a task is pro
essed, and sent to the next hyper
ube, in
the �rst bu�er position, on the next step. Then it is transmitted (if
ne
essary) and moved to the se
ond bu�er position two. Then, again to
the third bu�er position. In the next step the results 
an be transmitted
(on dimension 2), and will be in the right pro
essor, the one that
exe
utes the su

essor of the task result.

B.3 Properties on the average idle time

The attention will be fo
used now in the relationship between two adja-

ent paths. First of all, the routing 
an be the same as the previous one, as
at ea
h step one path sends at most w0 � wmin results to the next path.
The proposed order is a non de
reasing order on the average idle time of the
obje
ts. Using this hypothesis, and given two adja
ent rows (Li; Li+1) of an
irregular mesh, we 
an state the following property:

Property B.1 The exe
ution of row Li may 
ause an idle step on the exe-

ution of row Li+1 only just after the exe
ution yi > 0 tasks.

Proof: If yi = 0, row Li does not 
ause an idle step on the exe
ution of row
Li+1. Otherwise, on the exe
ution of row Li, the 
ow of wmin tasks by step
is only interrupted after exe
uting yi < wmin tasks.❏

When the obje
ts are sorted in a non de
reasing order on the Average
idle time I(wi) we 
an state the following proposition:
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Proposition B.1 Given two adja
ent rows (Li; Li+1) of an irregular mesh
there is at most one idle step on the exe
ution of row Li+1 in a hyper
ube
due to the data pre
eden
e.

Proof: By property B.1, the existen
e of an idle step, implies that yi > 0.
Suppose that an idle step o

urs on time step x, so we have the following
formula: 6664 xl

wi

wmin

m
7775 (wmin � yi) >

6664 xl
wi+1

wmin

m
7775 (wmin � yi+1);

where on the left side we 
ount the number of times that a pro
essor was
idle pro
essing row Li, and on the right side we do the same for row Li+1.
But, by property B.1, the idle steps may o

ur only when x is a multiple ofl

wi

wmin

m
, so restri
ting the analysis to these 
ases

xI(wi) >

6664 xl
wi+1

wmin

m
7775 (wmin � yi+1): (B.1)

Let us suppose that there are more than one idle steps, due to the exe
u-
tion of row Li. If we 
onsider the �rst idle step on the exe
ution of row Li+1

on equation B.1, we have to �nd x whi
h satis�es:

xI(wi) >

6664 xl
wi+1

wmin

m
7775 (wmin � yi+1) + wmin;

xI(wi) >

0
� xl

wi+1

wmin

m � 1

1
A (wmin � yi+1) + wmin;

xI(wi) > xI(wi+1) + yi+1;

but as yi+1 � 0 and I(wi) < I(wi+1), su
h x must be negative. So there is at
most one idle step.❏
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Annexe C

S
heduling independent 
hains

on BSP

This 
hapter 
ontains some te
hni
al material from [45℄.

C.1 SIC on two pro
essors in BSP

Lemma C.1 Determining the existen
e of a s
hedule of UET independent

hains on two identi
al pro
essors within the time t� is an NP -
omplete
problem.

Proof: In the presen
e of 
ommuni
ations, any s
hedule will have a makespan
greater than t�, so we look for a s
hedule with only one superstep.

The problem is in NP , sin
e a non-deterministi
 algorithm only needs to
guess a subset CH of the set of 
hains, and to 
he
k in polynomial time that
the sum of the 
hain lengths in CH is equal to t�. Re
all that the following
Partition problem is NP-Complete [39℄:

{ Instan
e : a set X of elements of integer length ni, an integer B su
h
that

P
ni = B.

{ Question : does a subset of total length B
2 exist?

It is straightforward to redu
e this problem into the SIC problem on
two identi
al pro
essors. Given a partition problem, 
onsider the problem of
s
heduling k independent 
hains of length ni; 1 � i � k. If t� � Pk

i=2 ni,
the problem is trivial, as the �rst 
hain is bigger than the sum of the others
(n1 � Pk

i=2 ni). Otherwise, when t� = B
2 , a s
hedule with makespan t� exists

if and only if there exists a set of tasks whose total length is B
2 . ❏
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C.2 Complexity of SIC

Proposition C.1 Finding the minimum makespan of the SIC problem wi-
thout 
ommuni
ation for an arbitrary number of pro
essors is NP -hard in
the strong sense.

Proof: We use a redu
tion from the numeri
al 3-dimensional mat
hing pro-
blem [39℄ whi
h is re
alled below.

N3DM problem:

{ Instan
e : Given three sets, X = fx1; : : : ; xNg, Y = fy1; : : : ; yNg and
Z = fz1; : : : ; zNg. Ea
h element x 2 X (respe
tively y 2 Y and z 2 Z)
has a positive integer weight s(x) (respe
tively s(y) and s(z)). Let B
be a positive integer, su
h that

PN
i=1 s(xi) + s(yi) + s(zi) = NB.

{ Question : Find N disjoint 3-partitions of X [ Y [Z su
h that in ea
h
partition fxi; yj; zkg the sum of the weights is equal to B.

This problem is known to beNP -hard in the strong sense [39℄. In the presen
e
of CS (i.e. more than one superstep), any s
hedule will have a makespan larger
than t�, so we look for a s
hedule without CS.

It is easy to show that SIC is in NP , sin
e a non-deterministi
 algorithm
needs only to guess an m-partition (S1; : : : ; Sm) of the set of 
hains, and to

he
k in polynomial time that the sum of the 
hain lengths of ea
h subset
Sj ; 1 � j � m is at most t�.

To do the redu
tion, we solve a N3DM problem by solving the s
hedule
of 3N 
hains on N pro
essors. Given an instan
e of N3DM, the length of
ea
h 
hain is de�ned as follows:

nxi
= 8B + s(xi); 1 � i � N ,

nyi = 4B + s(yi); 1 � i � N ,
nzi = 2B + s(zi); 1 � i � N .

The total number of tasks isN(8B+4B+2B)+
PN

i=1 s(xi)+s(yi)+s(zi) =
15NB.

The ideal makespan is 15B. We will show that if there exists a s
hedule of
length at most 15B, then, it 
orresponds to a solution for the N3DM problem.

There is exa
tly one 
hain of ea
h type (x, y and z) on ea
h pro
essor:
ea
h pro
essor owns one 
hain of length nxi

(it is not possible to allo
ate more
than one su
h 
hain per pro
essor, without mapping more than 15B tasks
on a pro
essor). Taking into a

ount the 
hains of length nxi

, the number of
remaining available time slots is less than 7B (see �gure C.1). Thus, there is
at most one 
hain of length nxi

per pro
essor. Obviously, the same argument
holds also for the 
hains of type y and z.
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n
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15B

s(x )i s(z )k

Fig. C.1 { Prin
iple of the allo
ation on one pro
essor.

Thus, ea
h pro
essor has exa
tly three 
hains, one of ea
h type xi; yj; zk,
and nxi + nyj + nzk = 15B, that is s(xi) + s(yj) + s(zk) = B. In any optimal
s
hedule without 
ommuni
ation, there is exa
tly one element from ea
h set
on ea
h pro
essor, and the sum of these elements is always equal to B. Thus,
the solution of SIC is a solution for the N3DM problem. ❏

C.3 Guaranty on the algorithm 4.3

The main steps of the analysis are detailed as follows. Again, the details
of the proofs may be found in [44℄.

The 
hains are partitioned into three disjoint sets a

ording to their length
whi
h will be s
heduled one after the other:

{ Set A of 
hains of length t�,
{ Set B of 
hains of length between d t�

2
e and t�,

{ Set C of 
hains of length at most d t�

2 e.
Claim C.1 All the 
hains of set A 
an be s
heduled without CS. All the

hains of set C 
an be s
heduled with a single CS at time b t�

2 
.
It is more diÆ
ult to s
hedule 
hains on set B. The idea for redu
ing the

number of supersteps is to gather some asyn
hronous 
ommuni
ations into
a single CS using the argument des
ribed in the following lemma. When the

hains of set B are allo
ated in de
reasing order of length we 
an state the
following lemma:

Lemma C.2 The asyn
hronous 
ommuni
ations of 
onse
utive split 
hains
in set B 
an be partitioned into subsets of size at least two (only the last
subset 
an have one 
ommuni
ation), in su
h a way that the 
ommuni
ations
on ea
h subset use the same CS.
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....

....

Pi

Pi+1

Fig. C.2 { Allo
ation of 
hains on set B.

Proof idea: The proof of the previous lemma is te
hni
al but not diÆ
ult.
Two 
ases 
an o

ur (see �gure C.2), namely pro
essors with two or three

hains of set B. On pro
essor Pi+1 there are two di�erent 
hains whi
h 
an use
the same CS (see �gure 4.7). On pro
essor Pi there are three di�erent 
hains,
in this 
ase, there are again two sub-
ases. Let 
hj be the 
hain 
ompletely
allo
ated on Pi. Either 
hain 
hj�1, whi
h starts exe
uting on Pi, 
an use
the same CS as Pi+1. Or, it 
an not share this CS, but 
an share another CS
with 
hain 
hj�2.❏

Set A does not need a CS, if set C needs a CS, set B will need at most
dm�2

2
e CS (as set C has at least a split 
hain), otherwise set B will need at

most dm�12 e CS. So the total number of CS is bounded by dm2 e.

C.4 Fixed number of supersteps algorithm

Proposition C.2 Given a SIC instan
e to be s
heduled within s supersteps
and an integer � su
h that n1 � � � t�, ws

o is bounded from above by

ws
o � t� +

1

2s � 1
�+ (s� 1)C:

Proof: This proof is 
onstru
tive. The algorithm 4.4 detailed below is able
to s
hedule any set of 
hains within s supersteps in time equal to the given
bound. In this algorithm, we �rst 
ompute where the CS are introdu
ed, then
we do the 
hain pla
ement. So, we have to verify the validity of the 
hain
allo
ation.

The (s � 1) CS are introdu
ed from the beginning of the s
hedule in
su

essive regular intervals of length �� = 2

2s�1�. Let � be the size of the
last superstep, note that � � ��.
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The idea of this algorithm is to add some idle time (up to ��
2

tasks by
pro
essor) to obtain a valid s
hedule. The 
hains are s
heduled one after the
other as in the asyn
hronous algorithm. A 
hain is split when a pro
essor
rea
hes the limit of t� + ��

2
tasks.

If a 
hain does not have a CS between its split parts, this 
hain is delayed
(as shown in �gure C.3). For the split 
hains smaller than (s � 1)��, it is
easy to verify that there always exists a CS between its two parts. For the
other 
hains, if there is a split 
hain 
h, it 
an be delayed in order to use one
of the pla
ed CS. When delaying of a 
hain, the tasks on the �rst pro
essor
where the 
hain is allo
ated are transfered, until a CS is found, to the se
ond
pro
essor. As 
h has at most n1 tasks, and n1 is smaller than (s�1)��+

��
2
,

this delay is at most ��
2
. Of 
ourse, this pro
ess is not 
umulative sin
e it

does not a�e
t the CS lo
ations.

∆α

P j

∆ εα

ch

ch ch

...

∆ ∆ εα α

ch

...
ch ch

chP j+1

Fig. C.3 { Allo
ating 
hains longer than (s�1)��. If there is no CS between
the two parts of a split 
hain on a interval, the tasks belonging to this interval
on Pj are transfered to Pj+1 and the rest of 
hain starts after CS.

By the proposed allo
ation, the s
heduled time is t�+ ��
2 +(s�1)C. Ea
h

pro
essor, ex
ept maybe the last ones whi
h 
an have less than t� tasks, have
at least t� tasks to pro
ess, and a 
hain that is split and allo
ated on two
di�erent pro
essors uses one of the introdu
ed CS in order to 
ommuni
ate.
So, the s
hedule generated by algorithm 4.4 is feasible. ❏

We study now, for an instan
e of SIC, the number of supersteps whi
h
guarantees a minimal idle time s
hedule, and then number of supersteps
whi
h minimizes the overhead of the s
hedule produ
ed by algorithm 4.4
��
2 + (s� 1)C.

Claim C.2 When the 
hains are small (n1 < d t�2 e), ws
o � t� + C.

Proof: Again, the proof is 
onstru
tive. First, one CS is introdu
ed at time
d t�2 e. Then, the 
hains are allo
ated one after the others as in the asyn
hro-
nous algorithm. As the 
hains are small, all the split 
hains 
an use the CS
in order to 
ommuni
ate.❏

We 
an state the following 
orollary of proposition C.2.
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Corollary C.1 Given a SIC instan
e and so = maxfsjn1 > s�1
s
t�g. For all

s, s > so, ws
o � t� + jC.

Proof: Introdu
ing the CS in su

essive intervals of length t�

s
(whi
h 
or-

responds to �� for � = t�), the 
ondition on so guarantees that the longest

hain is smaller than t� � t�

s
(that is (s � 1)�). So, if the 
hains are pla
ed

as in proposition C.2, there will always be a CS between the parts of a split

hain. ❏

On proposition C.2, the bound on overhead is given by the sum of two
terms, one proportional to the number of CS, and the other inversely pro-
portional to the number of CS. To �nd a good 
ompromise between the load
balan
e and the number of supersteps, we present now the following result.

Proposition C.3 The optimal number of supersteps to minimize the ove-
rhead for the s
hedule produ
ed by algorithm 4.4 is given by s�max =

lq
�
2C

+ 1
2

m
or s�max =

jq
�
2C + 1

2

k
.

Proof: The length of the s
hedule is the sum of t� plus the sum of two
positive expressions: a de
reasing fun
tion on s, ��

2 and an in
reasing one,
(s � 1)C. So, the makespan is trivially minimized when the derivate on s is
equal to zero. But, as s has to be integer, the minimummakespan is obtained
by s�max the 
oor, or the 
eil of

q
�
2C + 1

2. ❏

So, the best 
ompromise algorithm is easy to derive:

Algorithm C.1 Best 
ompromise algorithm.
Choose � su
h that n1 � � � t�

Compute s�max

Apply algorithm 4.4 with s�max supersteps

C.5 Bound improvement

Proposition C.4 Using the algorithm improvement, with a �xed number of
supersteps s, the bound be
omes:

t� +max
�
��

2
� t� � n1

2
; n1 � (s� 1)��; 0

�
+ (s� 1)C

.
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Proof: In addition to t�+(s� 1)C, there is the maximum of two terms: the
�rst term 
omes from the di�eren
e between t� and n1. This di�eren
e is a
lower bound of the elapsed time between the two parts of a split 
hain. As
t� � n1 in
reases, the time to add to t� in order to s
hedule the 
hains in
the worst 
ase de
reases. This time is proportional to �� � (t�� n1), but as
we 
hoose the less 
ostly rearrangement, this time is divided by 2. This term
in
reases with �

The se
ond term 
omes from the date of the last CS, as it is the last time
a 
hain 
an be split. If the �rst part of a 
hain is greater than this time, it
needs to be trun
ated in order to be s
heduled. This term de
reases with �.
❏

C.6 In
uen
e of the laten
y

The aim of this se
tion is to show that it is possible to take the 
onstraint
of the laten
y into a

ount with a small additional overhead proportional to
�. The main idea is to delay, or advan
e, 
lose CS until they are spa
ed by
a time interval greater than �.

If a CS is delayed, an additional idle time may be introdu
ed on the
re
eiver side. The e�e
t is to in
rease its 
ompletion time. If a CS is advan
ed,
some idle time may be introdu
ed on the sender side and the equivalent
number of tasks 
an be migrated to the re
eiver side in
reasing the 
ompletion
time (
f. �gure C.4).
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1 ch 1 2
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�
�
�
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Advanced BSP
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P

ch ch
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1 1 2

2 3

t *

Fig. C.4 { Moving CS forward or ba
kward
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On �gure C.4, on the initial s
heduling, three 
hains are pla
ed. Chain

h2 starts on P2 and �nishes on P1. If the CS is delayed, the end of 
h2 is
delayed too. On the other hand, if the CS is advan
ed, the end of the �rst
part of 
h2 must be moved to P1 and in
reases its 
ompletion time. So, any

hange on a CS date will only in
rease the re
eivers 
ompletion time. The
pro
edure is detailed on algorithm 4.5. This pro
edure is available for any
BSP algorithm and transform it to a new (feasible) BSP algorithm with the
laten
y 
onstraint, but in general, we 
an not guarantee its performan
e.

Proposition C.5 The additional 
ost from one of the proposed BSP algo-
rithms, taking into a

ount the laten
y in
uen
e as stated in algorithm 4.5
is a +�

2
term.

Proof: All CS introdu
ed by the algorithm are displa
ed (forward or ba
k-
ward) of at most of �

2
units. Ea
h pro
essor in
reases its 
ompletion time

only if the 
ommuni
ation it re
eives is displa
ed. As ea
h pro
essor re
eives
only one 
ommuni
ation, ea
h pro
essor �nishes at most �

2 time units after
the initial BSP algorithm exe
ution time. As ea
h pro
essor is the origin of
only one 
ommuni
ation, ea
h merged CS still 
orresponds to a 1-relation. ❏



Annexe D

S
heduling with dupli
ation

This 
hapter 
ontains some te
hni
al material from [48℄.

D.1 Number of favorite prede
essors

Property D.1 A task i admits at most one favorite prede
essor j.

Proof: Indeed if we suppose the existen
e of another favorite prede
essor j0 for
task i, we then have di < fj0 + 
j0i. It imposes that the 
ommuni
ation delay
between j0 and i does not o

ur, and hen
e that di is rea
hed on � = �j0. The
same argument 
learly holds for task j: if not allo
ated to �j0, we would have
di � fj + 
ij meaning that j is not a favorite prede
essor. Hen
e without loss
of generality we 
an assume that j is exe
uted before j0 on a same pro
essor �.
It involves that fj0 � fj +pj � fj + 
ji, due to the small 
ommuni
ation time
hypothesis. But 
learly di < fj + 
ji � fj0 , whi
h leads to a 
ontradi
tion.❏

D.2 Feasible starting time

Property D.2 If a delay o

urs on pro
essor � between some of the dupli-

ated tasks of Dk

i , then ��;i = di.

Proof: Indeed if we suppose that a dupli
ated 
opy ~� of task � in the path is
not s
heduled just after the 
ompletion of its favorite dupli
ated prede
essor,

learly t~� = t�. Hen
e the following 
opies up to j will be s
heduled on � at
the same time than their original tasks. ❏

153
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We introdu
e �k as the sum of the 
omputation times along Dk
i (as poin-

ted out previously, task i does not belong to Dk
i ). We also de�ne ��

k as
maxf0; f� � (fak + 
)g, i.e. the dupli
ated path Dk

i starts exe
uting at time
fak + 
 + ��

k , 
f �gure D.1. The 
hoi
e of k implies that f� < tbk + 
, as
fak +�bk = tbk we have ��

k < �bk .
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Fig. D.1 { The 
hoi
e of k(�), with the graphi
al meaning of ��
k .

If no delay o

urs in the dupli
ated path Dk
i , we 
an then write that

��;i = fak + 
 + ��
k + �k, as di = fak + �k +

Pk
l=0�bl,

hen
e ��;i � di + 
+ ��
k �

kX
l=0

�bl: (D.1)

In parti
ular we have then ��;i � di + 
, sin
e ��
k < �bk �

Pk
l=0�bl. We 
an

also dedu
e the following property:

Property D.3 If ar denotes the root of the dupli
ative path of i, and if � is
idle after time far + 
, then ��;i = di.

Proof: Noti
e that in this 
ase ��;i is obtained dupli
ating all the path from
br, the su

essor of the root. Re
all the possible two situations for the root
of the dupli
ative path. In the 
ase that ar is a dummy task, or equivalently
that br is s
heduled after its free date, any task of the path 
an be 
learly
dupli
ated on � at the same date that its original 
opy, sin
e � is idle after
time far + 
 = tbr . Otherwise we are in the situation where the total delay
time � of the dupli
ative path is greater than 
. Suppose for sake of 
ontra-
di
tion that ��;i > di. Property D.2 involves that no delay o

ur, and hen
e
the inequality D.1 
an be applied. It results that ��;i � di + 
 � � � di.
Contradi
tion. ❏

We then de�ne the \earliest" feasible starting time �i of i as min�f��;ig.
Before analyzing the performan
e of the algorithm we establish an helpful
lemma:
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Lemma D.1 Given � su
h that ��;i > di. Then for any �0, we have:

��;i � ��0;i ) k(�) � k(�0):

Proof: We prove the lemma showing the reverse impli
ation. With straight-
forward notations suppose that k0 > k. We have � = fak + 
+ ��

k + �k, and
� 0 = fak0

+
+��
k0 +�k0 . But 
ertainly fak0

+�k0 � fak +�k��bk0
. It involves

that � 0 � � � ��
k + ��

k0 ��bk0
< � , sin
e ��

k0 < �bk0
. ❏

D.3 Algorithm analysis

Lemma D.2 Let I[0; t) be the total idle time during [0; t), in
luding the
non-original 
opies of tasks. Then for any task i we have

I[0; ti) � mt1i :

Proof: The proof is done by indu
tion on the s
hedule 
onstru
tion. We de-
note by W�[0; t) the total amount of original tasks performed on � during
[0; t). An equivalent formulation of lemma D.2 is to establish that for any
task i we have W�[0; ti) � ti� t1i for all the pro
essors. With the notations
introdu
ed previously 
onsider the step of the algorithm where a s
hedule
de
ision is taken for the task i.

To proof the Lemma we study the same four possibilities as in Se
-
tion 5.3.2. When s
heduling task i, the four possibilities are:

Case 0 i has no prede
essor; 
ase 1 i has no favorite prede
essor; 
ase 2 i
has a favorite prede
essor and is s
heduled either right after its favorite pre-
de
essor, or by a dupli
ation s
heme; and 
ase 3 i has a favorite prede
essor
and is not s
heduled by a dupli
ation s
heme.

Now we detail all the possible 
ases:

Case 0. If ��i = ;, 
learly all pro
essors are busy in [0; ti( and the lemma
holds. Hen
e suppose in the following that ��i 6= ;.

In order to prove the next 
ases, we start by proving the following lemma:

Lemma D.3 For any real t 2 [di � 
; di℄, we have W�[0; t( � t� t1i .

Proof: 
onsider any real t 2 [di � 
; di℄. Let j be the prede
essor of i maxi-
mizing the value fj + 
ji. Said di�erently task j veri�es ~di = fj + 
ji. Noti
e
that sin
e � � 1 we surely have t greater than tj. Suppose �rst that di

oin
ides with fj. By indu
tion on j we get W�[0; tj) � tj � t1j . On the
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other hand we have both t1i � t1j + pj and di = tj + pj . It involves that
W�[0; tj) � di � t1i . Sin
e t � tj we write that W�[0; t) � W�[0; tj), and
hen
e W�[0; t) � di � t1i � t� t1i .

Consider 
onversely that di > fj. It implies the existen
e of ano-
ther prede
essor j0 of i verifying fj0 + 
j0i = di. In �1 we have either
t1i � f1j + 
ji or t1i � f1j0 + 
j0i. Assume for instan
e, w.l.o.g, that
the last inequality holds. By indu
tion on j0 we obtain in the same way
W�[0; tj0) � di � t1i . Sin
e tj0 is ne
essarily smaller than t, we 
an dedu
e
that W�[0; t) � W�[0; tj0) � di � t1i � t� t1i . 2

We 
onsider now the di�erent allo
ation s
enarios for task i, depending
on the existen
e of a favorite prede
essor or not. If su
h a prede
essor exists,
we make a supplementary distin
tion 
onsidering if a dupli
ation s
heme is
used or not to s
hedule i. By dupli
ation s
heme we mean the allo
ation of
i to a pro
essor �i su
h that k(�i) is de�ned. We detail below the di�erent
situations:

Case 1. Assume that i has no favorite prede
essor. We have then di = ~di.
Sin
e i is absolutely free at time di, the greedy allo
ation of the algorithm
ensures that all pro
essors are busy in the time interval [di; ti). Using the
lemma D.3, the result is immediate.

Case 2. Assume that i a
tually has a favorite prede
essor, say j, if i is
s
heduled just after j, so ti = di and the result follows from lemma D.3. If i is
s
heduled by a dupli
ation s
heme. It implies in parti
ular that ti 2 [di; di+
℄
(inequality D.1). Due to lemma D.3 we 
an restrain to the 
ase where ti > di,
whi
h involves by the property D.2 that no delay o

ur in its dupli
ated path.

Let � be the last pro
essed task on pro
essor �. First we state a lemma for
the sub-
ase t� � di, and then we study the sub-
ase where t� > di. Observe
that in the latter sub-
ase, by the allo
ation algorithm, we have t� � ti. We
state now the following lemma:

Lemma D.4 Let � be a pro
essor and � be its last pro
essed task in the

urrent s
hedule. If t� � di, then W�[0; ti) � ti � t1i .

Proof: 
onsider a pro
essor � and its last allo
ated task �, whi
h is ne
essarily
an original task. If t� � ti � 
, then f� � ti, and hen
e the task is pro
essed
during the whole interval [t�; ti℄. But as t� � di (lemma hypothesis), t� is
then in the interval [di � 
; di℄, and we 
an apply lemma D.3 whi
h leads to
the result. Hen
e we fo
us in the following in the 
ase where t� < ti � 
.
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We have two situations to 
onsider, depending on the dupli
ation s
heme of
i. Let k = k(�i) and ak be the task 
hosen by the algorithm as the initial

ommuni
ation task for the dupli
ation. If we note � the last task pro
essed
on �i, it may happen that this task is being pro
essed, or not, at time fak +
.

Case 2a. Assume that task � is being pro
essed at time fak + 
 on �i

and denote by � its remaining pro
essing time in [tbk ;+1). Noti
e that the
algorithm ensures that � � 
 by the 
hoi
e of k. Sin
e no delay o

urs in the
dupli
ated 
hain, we have ti = tbk +�+�k. But 
learly t1i � t1bk +�k always
holds. It implies that:

ti � t1i � (tbk � t1bk ) + �: (2a)

Hen
e by using the indu
tive hypothesis on tbk, we just have to establish
that W�[tbk; ti) � �. Sin
e � is an original task, this inequality 
ertainly
holds for �i. Hen
e assume � 6= �i. Using lemma D.1, we know that k(�) � k.
Hen
e:

- either task � 
ompletes after time tbk + 
,
- or k(�) = k and tbk + 
 > f�.

In the �rst 
ase, sin
e t� < ti � 
, at least 
 units of � are pro
essed in
the time interval [tbk ; ti), leading to the result. Hen
e 
onsider the se
ond
situation and let � be the remaining pro
essing time of � in [tbk;+1). To
ensures that ��;i � ��i;i, we surely have � � �. It involves that W�[tbk; ti) �
� � �.

Case 2b. Conversely assume that task � is 
ompleted at time fak + 
.
As a 
orollary of property D.3 remark that ak 
an not be the root of the
dupli
ative 
hain. Hen
e we 
an 
onsider tasks ak+1 and bk+1. Sin
e no delay
o

urs between bk+1 and ak, we have ti = tbk+1+
+�k+1. As t1i � t1k+1+�k+1,
it follows that:

ti � t1i � (tbk+1 � t1bk+1) + 
: (2b)

As in the previous 
ase, but using the indu
tion hypothesis on bk+1, we
just need to establish that W�[tbk+1; ti) � 
. Sin
e ak+1 was not 
hosen
to initiate the dupli
ation, a task was being pro
essed (or is not started
yet) on �i at time tbk+1 + 
, whi
h proves the inequality on �i. If � 6= �i,
using again the lemma D.1 we have k(�) � k. In parti
ular to ensure that
k(�) < k+1 we 
ertainly have tbk+1 + 
 � f�. As t� � ti� 
, it involves that
� is 
omputed at least 
 units of times in the interval [tbk+1; ti℄. Hen
e we
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have W�[tbk+1; ti) � 
. 2

To 
on
lude the 
ase 2, 
onsider any pro
essor � with its last 
omputed
task �. If we have t� � di, lemma D.4 shows immediately that W�[0; ti) �
ti � t1i . Otherwise due to the greedy allo
ation � is 
ertainly the only task
(in
luding 
opies) on � starting after the date di, and we have t� � ti.
Consider the partial s
heduling S0 obtained from removing of � the task � and
its asso
iated dupli
ated path if any. The last task of � in S0 is then an original
task starting before time di. Let t0i be the feasible starting time of i in S0, with
ne
essarily t0i � t� > di. Lemma D.4 
an then be applied, showing that in S0

we haveW�[0; t0i) � t0i�t1i . But sin
e t� � t0i, task � is being pro
essed during
the whole period [t0i; ti℄. It results thatW�[0; ti) � (t0i�t1i )+(ti�t0i) � ti�t1i ,
whi
h 
on
ludes the 
ase 2.

Case 3. Assume �nally that i has a favorite prede
essor j and is
not s
heduled using a dupli
ation s
heme. In this 
ase an original task

omplete after time di + 
 on any pro
essor, and i is allo
ated in a greedy
way to the �rst �nishing pro
essor. It is hen
e 
lear that no idle time

an o

ur in the interval [di + 
; ti℄. As previously 
onsider a pro
essor
� and the s
hedule S0 where any task 
ompleting after date di + 
 is
removed, with its asso
iated dupli
ated path if any, from �. We denote
by � the original task of smallest starting time removed from �. In S0 a
dupli
ation s
heme 
ertainly 
an s
hedule the task i at a date t0i � di + 
.
The 
ase 2 shows that we have W�[0; t0i) � t0i � t1i . However the greedy
allo
ation of the tasks ensures that t0i � t�. Sin
e between t� and ti no
idle period o

ur on � we have W�[t0i; ti) = ti � t0i. It involves �nally that
W�[0; ti) � (t0i � t1i ) + (ti � t0i) = ti � t1i , whi
h a
hieves the proof. 2

D.4 Algorithm 
omplexity

Proposition D.1 The EDTF algorithm 
an be implemented in O(n2 log n),
where n is the number of tasks in the pre
eden
e graph.

Proof: The dominant 
omplexity part of the algorithm is o� 
ourse the 
om-
putation and the updating of the feasible starting times at ea
h step. Let
introdu
e U the set of tasks that be
omes ready at the 
urrent step. The
algorithm 
an be implemented as in algorithm 5.2.
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We 
an 
ompute the dupli
ative path of a task in O(n) storing the list
of the starting time of the delayed prede
essors. Given � and task i the

omputation of ��;i is in O(log n) by di
hotomi
 sear
h in the list of its de-
layed prede
essors. For ea
h task we insert in O(m logm) its di�erent feasible
starting times in a qui
k sear
h stru
ture su
h as a balan
ed tree. Roughly
speaking step 1 gives a total 
omplexity of O(n2 +mn logm). The updating
of �i needs to re
ompute ��0;i for all i 2 F , and the sear
h for the min value.
The 
omputation of ��0;i is performed in O(log n) while the update of the
min value with the tree stru
ture needs O(logm). Step 4 leads to 
omplexity
O(n log n) for ea
h s
hedule step and hen
e its total 
omplexity dominates
the algorithm.2
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Annexe E

S
heduling with


ommuni
ations

This 
hapter 
ontains some te
hni
al material from [47℄.

E.1 Complexity

The MEP problem is also NP -
omplete in an asyn
hronous model:

Theorem E.1 When � > 0, the problem of de
iding if there is a s
hedule
for dG(V 0; E0) with 
ompletion time at most M is NP -
omplete for the asyn-

hronous model.

Proof: The proof uses a redu
tion from the 3-partition problem.
3-partition problem: Given A = fa1; : : : ; a3kg, with B=4 < ai <

B=2; 1 � i � 3k, where B = 1=k
P3k

i=1 ai, does there exist a partition
A = A1

S
A2
S
: : :Ak su
h that

P
a2Ai

a = B; 1 � i � k ?
Let k = 2n + 1, and 
onstru
t the MED of Figure E.1. In Figure E.1,

the triangles represent several out-going ar
s, with very small weight. We will

onsider only the start-up time for these ar
s. LetW = 3k+2(n+1) = 8n+5
(the out-degree of vertex v). The number of ar
s in a triangle is eitherW �4i
(if the other ar
 leaving the vertex is fi or f 0

i), or 4i+1 (if the other ar
 leaving
the vertex is di or d0i).

Let M =
P3k

i=1 ai + 2(n + 1), let Ci = i(B + 1); 1 � i � n and 
hoose
� > maxf(W � B)
; (nB + n + 1)
g. In order to simplify the des
ription,
ea
h ar
 label is dire
tly asso
iated with its weight. The weight on ea
h ar

labeled ai is ai; i � i � 3k. The other ar
 weights are as follows, for 1 � i � n.

161
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a3 . . . a3ka1 a2

. . .

bn b0n

fn

d0
n

f 0
n

dn

b1 b0
1

d1

f 0

1

f1

d0
1

b0
0

d0

0

f 0

0

v1

v0

1

v0

n

vn

v0 v0

0

v
b0

d0

f0

Fig. E.1 { Tree used in Theorem E.1

bi = bi0 = 1,

di = di0 = (W � 4i� 2)�


+M �Ci � 1,

fi = fi0 = (4i� 1)�


+ Ci.

We also have b0 = b0
0 = 1, d0 = d0

0 = d1 and f0 = f 0
0 = f1.

If there is a s
hedule for the graph in Figure E.1 within time W� +M

then the following 
onditions are satis�ed:

{ The message transmissions 
orresponding to the ar
s leaving vertex v

annot be preempted. The out-degree of vertex v is W and the sum
of the weights of its out ar
s is M . If a transmission is preempted the
makespan would be bigger than W� +M
.
The ar
s fi and f 0

i , 0 � i � n, leave verti
es with out-degree W�4i+1.
The minimum time required to s
hedule all of the ar
s leaving one of
these verti
es is �+(4i�1)�+Ci
+(W �4i)� = W�+Ci
. If x > 0
preemptions were done, the time to s
hedule these verti
es would be
at least (W + x)� + Ci
. Sin
e � > (W � B)
, (W + x)� + Ci
 >
W�+(W �B+Ci)
 > W�+M
, so x must be 0. A similar argument

an be applied to the ar
s di and d0

i and the triangles 
ontaining 4i+1
ar
s. Their s
hedule time is �+(W�4i�2)�+(M�Ci�1)
+(4i+1)� =
W� + (M � Ci � 1)
. If x > 0 preemptions were done, the makespan
would be at least (W +x)�+(M �Ci�1)
. Sin
e � > (n(B+1)+1)
,
(W +x)�+(M �Ci�1)
 > W�+(Cn+1+M �Ci�1) > W�+M
,
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so x must be 0.
In summary, the s
hedule time W� +M
 is impossible if any trans-
mission is preempted.

{ The ar
s b0; b00; b1 and b
0
1 have to be s
heduled at di�erent times be
ause

they all begin at vertex v. The s
hedules for verti
es v0; v00; v1 and v01
have to be 
onsistent with the times 
hosen for b0; b00; b1 and b01. The
s
heduling time for vertex v0 is �+ (M �C1� 1)
 + (W � 6)� (due to
ar
 d0) +� + 
 (due to ar
 b0) +� + C1
 + 3� (due to ar
 f0), that is
W� +M
. So, vertex v0 re
eives messages during the whole s
hedule.
The same is true for the verti
es v00; v1 and v01.
It follows that the only possible s
hedule for these verti
es is the one
shown in Figure E.2 where ea
h line 
orresponds to one of the verti
es.
Without loss of generality we assume that b0 is s
heduled in the interval
[0; �+
℄, and b00 is s
heduled in the interval [(W�1)�+(M�1)
;W�+
M
℄.

b

f

d

W� +M


Fig. E.2 { The possible s
hedule for the ar
s entering verti
es v0; v00; v1 and
v01.

{ Ar
s bi; 1 � i � n, 
annot be s
heduled at the same time as b0 and b00,
so ea
h bi must be s
heduled either after di and before fi or after fi and
before di. The same is true for the ar
s b0i. More pre
isely, the ar
s bi and
b0i have to be s
heduled in intervals Ii = [4i�+Ci
; (4i+1)�+(Ci+1)
℄
and I2n+1�i = [(W�4i�1)�+(M�Ci�1)
; (W�4i)�+(M�Ci)
℄; 1 �
i � n.
One 
an easily verify that between intervals Ii and Ii+1; 1 � i < 2n,
there is a gap of size 3� +B.

{ No ar
 ai 
an be s
heduled before b0 or after b00. At most three of these
ar
s 
an be s
heduled in a gap of size 3�+B (sin
e ai > B=4). As there
are 2n+ 1 su
h gaps, there are exa
tly three ar
s ai s
heduled in ea
h
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one.
So, if there is a feasible s
hedule, there are three ar
s s
heduled in ea
h

gap (between Ii and Ii+1). Sin
e the size of ea
h gap is exa
tly 3� +B, the
weights of the ar
s s
heduled in ea
h gap determine a 3-partition of the set
A. ❏

E.2 Even number of pro
essors HL algorithm

One alternative when the number of pro
essors is not a power of 2 is
to use an algorithm based on Kn�odel graphs [67℄ of dimension blog2 n
. We
re
all below the de�nition of Kn�odel graphs with even number of verti
es.

De�nition E.1 Given a set fp0; : : : ; pn�1g of n nodes labeled as pi =
(b2i

n

 + 1; i mod n

2 ), the Kn�odel graph of degree blog2 n
 has edges between
every node (1; j); 0 � j � n

2 � 1 and ea
h node (2; j + 2k � 1 mod n
2 ), for

k = 0; : : : ; blog2 n
 � 1. The edge whi
h 
onne
ts a node (1; j) to a node
(2; j + 2k � 1 mod n

2
) is said to be in dimension k (
f �gure E.3).

dim 0

dim 1

dim 2

(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)

Fig. E.3 { Kn�odel graph with 12 nodes.

Using the notion of Kn�odel graphs, the following algorithm from [35℄, for
an even number of pro
essors has dlog ne steps:

for t = 1 to blog2 n
 do

do in parallel for all pi (0 � i < n)

pi ex
hanges messages with the neighbor in dimension t � 1
if n is not a power of 2 then

do in parallel for all pi (0 � i < n)

pi ex
hanges messages with the neighbor in dimension 0

On the algorithm when n is not a power of two, there exists more than
one path from a node to some of the others. In su
h a 
ase, in the algorithm



E.3. MATCHING ALGORITHMS 165

implementation, the message will be transmitted on the path to be used lat-
ter. The analysis is similar to the hyper
ube-like algorithm analysis, there are
dlog2 ne phases and in ea
h phase at most n

2
messages are sent by pro
essor.

E.3 Mat
hing algorithms

In this se
tion we present the bipartite mat
hing algorithms [70℄, the max-
min mat
hing and the max-weight mat
hing. Both algorithms are des
ribed
from a bipartite graph G(V = S; T;A), where S and T are the vertex, and
A the edges set.

E.3.1 Max-min mat
hing

In this strategy, we look for a sequen
e of maximal mat
hings in whi
h
the minimumweight is maximized. The algorithm for �nding su
h mat
hings
is polynomial. The mat
hing is found in a 
onstru
tive way, the algorithm
starts with the emptymat
hing, the next mat
hing is obtained by mean of an
augmenting path on the previous one. So, at step l of the algorithm we have
a mat
hing with l edges, where the minimum weight is maximized. Given
a problem instan
e, this strategy �nds a solution that solves the problem,
ex
ept on some parti
ular instan
es, in at most n� 1 phases.

1. (Start) The bipartite graph G(S; T;A) and a weight wij for ea
h ar

(i; j) 2 A are given. Set X = ;,W = +1, and �j = �1 for ea
h node
j 2 T . No nodes are labeled.

2. (Labeling)

(a) Give the label \;" to ea
h exposed node in S.

(b) If there are no uns
anned labels, go to step 4. If there are uns
aned
labels, but ea
h uns
anned label is on a node i 2 T for whi
h
� + i < W , then set W = maxf�ij�i < Wg.

(
) Find a node i with an uns
anned label, either i 2 S or else i 2 T
and �i � W . If i 2 S, go to step 2.d; if i 2 T go to step 2.e.

(d) S
an the label on node i(i 2 S) as follows. For ea
h ar
 (i; j) =2 X
in
ident to i, if �j < wij and �j < W , then give node j the label
\i" (repla
ing any existing label) and set �j = wij. Return to step
2.b.
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(e) S
an the label on node i(i 2 T ) as follows. If node i is exposed, go
to step 3. Otherwise, identify the unique ar
 (i; j) 2 X in
ident
to node i and given node j the label \i". Return to step 2.b.

3. (Augmentation) An augmenting path has been found, terminating at
node i (identi�ed in step 2.e). The nodes pre
eding node i in the path
are identi�ed by ba
ktra
ing from label to label. Augment X by ad-
ding to X all ar
s in the augmenting path that are not in X, and
removing from X those whi
h are. Remove all labels from nodes. Set
�j = �infty, for ea
h node j 2 T . Return to step 2.b

4. (Hungarian Labeling) No augmenting path exists, and the mat
hing X
is a max-min mat
hing of maximum 
ardinality.

E.3.2 Max-weight mat
hing

In this strategy, we look for mat
hings in whi
h the sum of the weights
is maximal. The algorithm for �nding su
h mat
hings is polynomial. Again,
the augmenting path te
hnique is used.

The max-weight strategy is equivalent to the assignment problem: Given
an n�n matrix, �nd a subset of elements in the matrix, exa
tly one element
in ea
h 
olumn and one in ea
h row, su
h that the sum of the 
hosen elements
is minimal

1. (Start) The bipartite graph G(S; T;A) and a weight wij for ea
h ar

(i; j) 2 A are given. Set X = ;. Set ui = maxfwijg for ea
h node i 2 S.
Set vj = 0 and �j = �1 for ea
h node j 2 T . No nodes are labeled.

2. (Labeling)

(a) Give the label \;" to ea
h exposed node in S.

(b) If there are no uns
anned labels, or if there are uns
aned labels,
but ea
h uns
anned label is on a node i 2 T for whi
h � > 0, then
go to step 4.

(
) Find a node i with an uns
anned label, either i 2 S or else i 2 T
and �i = 0. If i 2 S, go to step 2.d; if i 2 T go to step 2.e.

(d) S
an the label on node i(i 2 S) as follows. For ea
h ar
 (i; j) =2 X
in
ident to i, if ui + vj � wij < �j, then give node j the label \i"
(repla
ing any existing label) and set �j = ui + vj � wij. Return
to step 2.b.



E.3. MATCHING ALGORITHMS 167

(e) S
an the label on node i(i 2 T ) as follows. If node i is exposed, go
to step 3. Otherwise, identify the unique ar
 (i; j) 2 X in
ident
to node i and given node j the label \i". Return to step 2.b.

3. (Augmentation) An augmenting path has been found, terminating at
node i (identi�ed in step 2.e). The nodes pre
eding node i in the path
are identi�ed by ba
ktra
ing from label to label. Augment X by ad-
ding to X all ar
s in the augmenting path that are not in X, and
removing from X those whi
h are. Remove all labels from nodes. Set
�j = +infty, for ea
h node j 2 T . Return to step 2.b

4. (Change in dual variables) Find

Æ1 = minfuiji 2 Sg; Æ2 = minf�jj�k > 0; j 2 Tg; Æ = minfÆ1; Æ2g:

Subtra
t Æ from ui, for ea
h labeled node i 2 S. Add Æ to vj for ea
h
node j 2 T with �j = 0. Subtra
t Æ from �j for ea
h labeled node j 2 T
with � + j > 0. If Æ < Æ1 go to step 2.b. Otherwise X is a maximum
weight mat
hing.



168 ANNEXE E. SCHEDULING WITH COMMUNICATIONS



Bibliographie

[1℄ A. Aggarwal, A.K. Chandra, and M. Snir. Communi
ation 
omplexity
of PRAMs. Theoreti
al Computer S
ien
e, 71(1):3{28, Mar
h 1990.

[2℄ S.G. Akl and G.R. Guenther. Broad
asting with sele
tive redu
tion. In
Pro
eedings of the 11th IFIP Congress, pages 515{520, San Fran
is
o,
California, August 1989.

[3℄ V. Aleksandrov and S. Fidanova. On the expe
ted exe
ution time for
a 
lass of non uniform re
urren
e equations mapped onto 1d array.
Parallel Algorithms and Appli
ations, 1:303 { 314, 1994.

[4℄ A. Alexandrov, M.F. Iones
u, K.E. S
hauser, and C. S
heiman. LogGP:
In
orporating long messages into the LogP model for parallel 
omputa-
tion. Journal of Parallel and Distributed Computing, 44(1):71{79, July
1997.

[5℄ R. Andonov and P. Quinton. EÆ
ient linear systoli
 array for knapsa
k
problem. Te
hni
al Report 639, IRISA - Fran
e, 1992.

[6℄ D.A. Bader, D.R. Helman, and J. J�aJ�a. Pra
ti
al parallel algorithms
for personalized 
ommuni
ation and integer sorting. Te
hni
al report,
Institute for Advan
ed Computer Studies, and Department of Ele
tri
al
Engineering, University of Maryland, November 1995.

[7℄ P. Bar
a

ia, M. Bonu

elli, and M. Ianni. Minimun length s
heduling
of pre
eden
e 
onstrained messages in distributed systems. In EU-
ROPAR'96, LNCS 1123, number LNCS 1123, pages 594{601, Lyon,
Fran
e, 1996.

[8℄ M. Barnett, L. Shuler, R. van de Geijn, S. Gupta, D.G. Payne, and
J. Watts. Interpro
essor 
olle
tive 
ommuni
ation library. In Pro
ee-
dings of the S
alable High Performan
e Computing Conferen
e, pages
357{364, Knoxville, Tennessee, 1994.

169



170 BIBLIOGRAPHIE

[9℄ J. B la_zewi
z, K. E
ker, G. Shmidt, and J. Weglarz. S
heduling in
Computer and Manufa
turing Systems. Springer-Verlag, 1993.

[10℄ R.D. Blumofe, C.F. Joerg, B.C. Kuszmaul, C.E. Leiserson, K.H. Ran-
dall, and Y. Zhou. Cilk: An eÆ
ient multithreaded runtime system.
Journal of Parallel and Distributed Computing, 37(1):55{69, August
1996.

[11℄ S.H. Bokhari. Multiphase 
omplete ex
hange on a 
ir
uit swit
hed
hyper
ube. In Pro
eedings of the 1991 International Conferen
e on
Parallel Pro
esing, volume I, pages 525{529, Bo
a Raton, FL, 1991.

[12℄ G. Bongiovanni, D. Coppersmith, and C. Wong. An optimum time slot
assignment algorithm for an SS/TDMA system with variable number
of transponders. IEEE Transa
tions on Communi
ations, 29:721{726,
1981.

[13℄ M.A. Bonu

elli. A polynomial time optimal algorithm for satellite-
swit
hed time-division multiple a

ess satellite 
ommuni
ations with
general swit
hing modes. SIAM Journal on Dis
rete Mathemati
s,
4:28{35, February 1991.

[14℄ R. Calines
u. Bulk syn
hronous parallel s
heduling of uniform dags. In
Lu
 Bouge et al., editors, Euro-Par'96. Parallel Pro
essing, volume 2
of Le
ture Notes in Computer S
ien
e 1124, pages 555{562. Springer-
Verlag, 1996.

[15℄ R. Calines
u. A BSP approa
h to the s
heduling of tightly-nested loops.
In Pro
. 11th International Parallel Pro
essing Symposium (IPPS'97),
1-5 April 1997, Geneva, Switzerland, pages 549{553. IEEE Computer
So
iety Press, 1997.

[16℄ G.H. Chen, M.S. Chern, and J.H. Jang. Pipeline ar
hite
tures for
dynami
 programming algorithms. Parallel Computing, 13(1):111 {
117, 1990.

[17℄ H. Choi and S.L. Hakimi. Data transfer in networks. Algorithmi
a,
3:223{245, 1988.

[18℄ P. Chr�etienne, E.G. Jr Co�man, J.K. Lenstra, and Z. Liu. S
heduling
Theory and its Appli
ations. John Wiley & Sons Ltd, 1995.

[19℄ E.G. Co�man, M.R. Garey, and D.S. Johnson. An appli
ation of bin-
pa
king to multipro
essor s
heduling. SIAM Journal on Computing,
7(1):1{17, 1978.



BIBLIOGRAPHIE 171

[20℄ E.G. Co�man, M.R. Garey, D.S. Johnson, and A.S. Lapaugh. S
hedu-
ling �le transfers. SIAM Jornal on Computing, 14(3):744{780, August
1985.

[21℄ J-Y. Colin and P. Chr�etienne. CPM s
heduling with small interpro
es-
sor 
ommuni
ation delays. Operations Resear
h, 39(3), 1991.

[22℄ M. Cosnard and A. Ferreira. On the real power of loosely 
oupled paral-
lel ar
hite
tures. Parallel Pro
essing Letters, 1(2):103{111, De
ember
1991.

[23℄ M. Cosnard, A. Ferreira, and H. Herbelin. The two list algorithm for
the knapsa
k problem on a FPS T20. Parallel Computing, 3(9):385 {
388, 1988/89.

[24℄ D.E. Culler, R.M. Karp, D. Patterson, A. Sahay, E.E. Santos, K.E.
S
hauser, R. Subramonian, and T. von Ei
ken. LogP: A pra
ti
al model
of parallel 
omputation. Communi
ations of the ACM, 39(11):78{85,
November 1996.

[25℄ V.-D. Cung, P. Fraigniaud, T. Gautier, and D. Trystram. De l'algo-
rithme au support. In D. Barth, J. Chassin de Kergommeaux, J.-L.
Ro
h, and J. Roman, editors, ICaRE'97: 
on
eption et mise en oeuvre
d'appli
ations parallles irrgulires de grande taille, Aussois, Fran
e, De-

ember 1997. CNRS.

[26℄ J. de Rumeur. Communi
ations dans les r�eseaux de pro
esseurs. Mas-
son, 1994.

[27℄ B. Di Martino and G. Iannello. Parallelization of non-simultaneous
iterative methods for systems of linear equations. In Parallel Pro
es-
sing: Compar 94 { Vapp VI, volume 854 of Le
ture Notes in Computer
S
ien
e, pages 253{264, Linz, Austria, 1994. Springer.

[28℄ J. Eisenbiegler, W. Loewe, and W. Zimmermann. BSP, LogP, and
oblivious programs. In Europar'98, number 1470 in ln
s, pages 865{874,
Southampton, England, September 1998. LNCS 1470, Springer-Verlag.

[29℄ J. Eisenbiegler, W. Lowe, and A. Wehrenpfennig. On the optimization
by redundan
y using an extended logP model. In International Confe-
ren
e Advan
es in Parallel and Distributed Computing, pages 149{155.
IEEE Computer So
iety Press, 1997.

[30℄ J. Eisenbiegler, W. L�owe, and A. Wehrenpfennig. On the optimization
by redundan
y using an extended LogP model. In International Confe-



172 BIBLIOGRAPHIE

ren
e on Advan
es in Parallel and Distributed Computing (APDC'97),
pages 149{155. IEEE Computer So
iety Press, 1997.

[31℄ A.G. Ferreira. A parallel time/hardware tradeo� T:H = O(2n=2) for the
knapsa
k problem. IEEE Transa
tions on Computers, 40(2):221{224,
February 1991.

[32℄ M.J. Flynn. Very high-speed 
omputing systems. In Pro
eedings of the
IEEE, 1966, volume 54, pages 1901{1909, De
ember 1966.

[33℄ S. Fortune and J. Wyllie. Parallelism in random a

ess ma
hiness. In
Pro
eedings of the 10th ACM Symposium on the Theory of Computing,
1978, pages 114{118, May 1978.

[34℄ P. Fraigniaud and E. Lazard. Methods and problems of 
ommuni
ation
in usual networks. Dis
rete Applied Mathemati
s, 53, 1994.

[35℄ P. Fraigniaud and J.G. Peters. Minimum linear gossip graphs and
maximal linear (Æ; k)-gossip graphs. Te
hni
al Report TR 94-06, S
hool
of Computing S
ien
e, Simon Fraser University, O
tober 1994.

[36℄ P. Fraigniaud and J.G. Peters. Stru
tured 
ommuni
ation in 
ut-
through routed torus networks. Te
hni
al Report TR 97-05, S
hool
of Computing S
ien
e, Simon Fraser Univ, 1997.

[37℄ C. Fu and T. Yang. Run-time 
ompilation for parallel sparse matrix

omputations. In ACM, editor, FCRC '96: Conferen
e pro
eedings of
the 1996 International Conferen
e on Super
omputing: Philadelphia,
Pennsylvania, USA, May 25{28, 1996, pages 237{244, New York, NY
10036, USA, 1996. ACM Press.

[38℄ F. Galil�ee, J-L. Ro
h, G.G.H. Cavalheiro, and M. Doreille. Athapas
an-
1: On-line building data 
ow graph in a parallel language. In Pa
t'98,
Paris, Fran
e, O
tober 1998.

[39℄ M.R. Garey and D.S. Johnson. Computers and intra
tability: A guide
to the theory of NP -
ompleteness. W.H. Freeman and Company, San
Fran
is
o, 1979.

[40℄ T. Geras
h and P. Wang. Implementing dynami
 programming on the

onne
tion ma
hine. Te
hni
al Report Series TR-10-89, George Mason
University, 1989.

[41℄ T. Geras
h and P. Wang. A survey of parallel algorithm for one-
dimensional integer knapsa
k problems. Infor, 32(3):163{186, 1993.



BIBLIOGRAPHIE 173

[42℄ A. Gerasoulis and T. Yang. On the granularity and 
lustering of di-
re
ted a
y
li
 graphs. IEEE Transa
tion on Parallel and Distributed
Systems, 4:686{701, 1993.

[43℄ A. Goldman and S. Fidanova. Parallel exe
ution of irregular meshes
into a systoli
 linear array. In 2nd International Conferen
e on Pa-
rallel Pro
essing and Applied Mathemati
s, pages 267{274, Zakopane,
Poland, September 1997.

[44℄ A. Goldman, G. Mouni�e, and D. Trystram. Near optimal algorithms for
s
heduling independent 
hains in BSP. In HiPC'98, Madras, India, De-

ember 1998. The 5th International Conferen
e on High Performan
e
Computing.

[45℄ A. Goldman, G. Mouni�e, and D. Trystram. Near opti-
mal algorithms for s
heduling independent 
hains in BSP.
Submitted to Theoreti
al Computer S
ien
e, available at
http://www-apa
he.imag.fr/~goldman/publi/
haines.ps.gz,
1999.

[46℄ A. Goldman, J. Peters, and D. Trystram. Ex
hange of messages of
di�erent sizes. In Irregular'98, LNCS 1457, pages 194{201, Berkeley,
USA, September 1998.

[47℄ A. Goldman, J. Peters, and D. Trystram. Ex
hange of messages of
di�erent sizes. manus
rit, 1999.

[48℄ A. Goldman and C. Rapine. S
heduling with dupli
ation on m pro
es-
sors with small 
ommuni
ation delays. manus
ript, 1999.

[49℄ A. Goldman and D. Trystram. An eÆ
ient parallel algorithm for sol-
ving the knapsa
k problem on hyper
ube. In 11th International Paral-
lel Pro
essing Symposium, pages 608 { 615, Geneva, Switerland, April
1997.

[50℄ A. Goldman and D. Trystram. Algorithms for the message ex
hange
problem. In Parele
'98, pages 153{159, Byalystok, Poland, September
1998.

[51℄ A. Goldman and D. Trystram. EÆ
ient parallel algorithms for solving
the knapsa
k problem on hyper
ube. Submitted to Journal of Parallel
and Distributed Computing, 1999.

[52℄ T.F. Gonzales. Multi-message multi
asting. In Irregular'96, LNCS
1117, volume LNCS 1117, pages 217{228, Santa Barbara, CA, 1996.



174 BIBLIOGRAPHIE

[53℄ T.F. Gonzales. Multimessage multi
asting with forwarding. Te
hni
al
Report, UCSD Department of Computer S
ien
e, TRCS-96-16, 1996.

[54℄ R.L. Graham. Bounds for 
ertain multipro
essing anomalies. Bell
Systems Te
hni
al Journal, 45:1563{1581, 1966.

[55℄ R.L. Graham. Bounds on multipro
essing timing anomalies. SIAM
Journal on Applied Mathemati
s, 17(2):416{429, Mar
h 1969.

[56℄ C. Hanen and A. Munier. An approximation algorithm for s
hedu-
ling dependent tasks on m pro
essors for small 
ommuni
ation de-
lays. In Pro
eedings of IEEE Symposium on Emerging Te
hnologies
and Fa
tory Automation, volume 1, pages 167{189, Paris, Fran
e, O
-
tober 1995. IEEE.

[57℄ C. Hanen and A.Munier. Using dupli
ation for s
heduling unitary tasks
on m pro
essors with 
ommuni
ation delays. Theoreti
al Computer
S
ien
e, 178:119{127, 1997.

[58℄ S.M. Hedetniemi, T. Hedetniemi, and A.L. Liestman. A survey of gossi-
ping and broad
asting in 
ommuni
ation networks. Networks, 18:319{
349, 1986.

[59℄ J.M.D. Hill, W.F. M
Coll, and D.B. Skillir
on. Questions and answers
about BSP. Te
hni
al report PRG-TR-15-96, Oxford University Com-
puting Laboratory, November 1996. to appear on Journal of S
ienti�

Programming.

[60℄ J. Hoogeveen, J. Lenstra, and B. Veltman. Three, four, �ve, six, or
the 
omplexity of s
heduling with 
ommuni
ation delays. Operations
Resear
h Letters, 16:129{137, 1994.

[61℄ E. Horowitz and S. Sahni. Computing partitions with appli
ations to
the knapsa
k problem. Journal of ACM, (21):277 { 292, 1974.

[62℄ J-J. Hwang, Y-C. Chow, F.D. Anger, and C-Y. Lee. S
heduling pre-

eden
e graphs in systems with interpro
essor 
ommuni
ation times.
SIAM Journal on Computing, 18(2):244{257, April 1989.

[63℄ T. Kalinowski, I. Kort, and D. Trystram. S
heduling general task
graphs under LogP model using a geneti
 algorithm. In Internatio-
nal Conferen
e on Parallel Computing in Ele
tri
al Engineering (Pa-
rele
'98), Byalistok, Poland, September 1998.

[64℄ E. Karnin. A parallel algorithm for the knapsa
k problem. IEEE
Transa
tions on Computers, 33(5):404 { 408, 1984.



BIBLIOGRAPHIE 175

[65℄ R. M. Karp and V. Rama
handran. Parallel algorithms for shared-
memory ma
hines. In J. van Leeuwen, editor, Handbook of Theoreti
al
Computer S
ien
e, volume A: Algorithms and Complexity, 
hapter 17,
pages 870{941. North Holland, 1990.

[66℄ G.A.P. Kindervater and H.W.J.M. Trienekens. Experiments with pa-
rallel algorithms for 
ombinatorial problems. European Journal of Ope-
rational Resear
h, 33:65{81, 1995.

[67℄ W. Kndel. New gossips and telephones. Dis
rete Mathemati
s, 13:95,
1975.

[68℄ I. Kort and D. Trystram. Some results on s
heduling 
at trees in
LogP model. Journal of Information Systems and Operational Resear
h
(INFOR), 37(1), 1999.

[69℄ H.T. Kung and C.E. Leiserson. Systoli
 Arrays, in: Introdu
tion to
VLSI Systems, 
hapter 8.3. Addison-Wesley, 1980.

[70℄ E.L. Lawler. Combinatorial optimization : networks and matroids.
Holt, Rinehart and Winston, 1976.

[71℄ C.Y. Lee, J.J. Hwang, Y.C. Chow, and F.D. Anger. Multipro
essor
s
heduling with interpro
essor 
ommuni
ation delays. Operations Re-
sear
h Letters, 7(3):141{147, June 1988.

[72℄ J. Lee, E. Shragowitz, and S. Sahni. A hyper
ube algorithm for the
0/1 knapsa
k problem. Journal of Parallel and Distributed Computing,
5(4):438{456, 1988.

[73℄ F. Leighton. Parallel Algorithms and Ar
hite
tures: Arrays - Trees -
Hyper
ubes. Morgan Kaufmann, 1992.

[74℄ J. Lin and J. Storer. Pro
essor eÆ
ient hyper
ube algorithm for the
knapsa
k problem. Journal of Parallel and Distributed Computing,
13(3):332 { 337, 1991.

[75℄ Z. Liu. A note on Graham's bound. Information Pro
essing Letters,
36:1{5, O
tober 1990.

[76℄ W. L�owe and W. Zimmermann. Programming data-parallel { exe
u-
ting pro
ess parallel. In P. Fritzson and L. Finmo, editors, Parallel
Programming and Appli
ations, 1995, pages 50{64. IOS Press, 1995.

[77℄ W. L�owe and W. Zimmermann. Upper time bounds for exe
uting
PRAM-programs on the generalized LogP-ma
hine. In M. Wolfe, edi-
tor, Pro
eedings of the 9th ACM International Conferen
e on Super-

omputing, pages 41{40, Bar
elona, Spain, July 1995. ACM.



176 BIBLIOGRAPHIE

[78℄ W.F. M
Coll. S
alable 
omputing. In J. van Leeuwen, editor,Computer
S
ien
e Today: Re
ent Trends and Developments, 1995, volume 1000
of LNCS, pages 46{61. LNCS 1000, Springer-Verlag, 1995.

[79℄ M. Middendorf, W. L�owe, and W. Zimmermann. S
heduling inverse
trees under the 
ommuni
ationmodel of the LogP-ma
hine. Theoreti
al
Computer S
ien
e, 215(1{2):137{168, February 1999.

[80℄ J. Miguel, A. Arruabarrena, R. Beivide, and J.A. Gregorio. Assessing
the performan
e of the new IBM SP2 
ommuni
ation subsystem. IEEE
parallel and distributed te
hnology: systems and appli
ations, 4(4):12{
22, Winter 1996.

[81℄ MPI Forum. MPI: A message-passing interfa
e. Te
hni
al Report CSE-
94-013, Oregon Graduate Institute of S
ien
e and Te
hnology, April
1994.

[82℄ C.H. Papadimitriou. Computational 
omplexity. Addison-Wesley, New
York, 1994.

[83℄ C.H. Papadimitriou and J. Ullman. A 
ommuni
ation time tradeo�.
SIAM Journal on Computing, 16(4):639{646, 1987.

[84℄ C.H. Papadimitriou and M. Yannakakis. Towards an ar
hite
ture-
independent analysis of parallel algorithms. SIAM Journal on Compu-
ting, 19(2):322{328, April 1990.

[85℄ G. Park, B. Shirazi, and J. Marquis. DFRN: A new approa
h for
dupli
ation based s
heduling for distributed memory multipro
essor
systems. In Pro
eedings of the 11th International Parallel Pro
essing
Symposium (IPPS-97), pages 157{166, Los Alamitos, April 1{5 1997.
IEEE Computer So
iety Press.

[86℄ G-R. Perrin and A. Darte. The data parallel programming model:
foundations, HPF realization, and s
ienti�
 appli
ations. In Le
ture
Notes in Computer S
ien
e, 1132, volume 1132, New York, NY, USA,
1996. Springer-Verlag In
.

[87℄ J.G. Peters and C.C. Spen
er. Global 
ommuni
ation on 
ir
uit-
swit
hed toroidal meshes. Parallel Pro
essing Letters, 8(2):161{175,
June 1998.

[88℄ C. Pi
ouleau. New 
omplexity results on s
heduling with small 
om-
muni
ation times. Dis
rete Applied Mathemati
s, 60:331{342, 1995.

[89℄ M.L. Pinedo. S
heduling: theory, algorithms and systems. Prenti
e-
Hall, Englewood Cli�s, New Jersey, 1995.



BIBLIOGRAPHIE 177

[90℄ V.J. Rayward-Smith. UET s
heduling with unit interpro
essor 
om-
muni
ation delays. Dis
rete Applied Mathemati
s, 18:55{71, 1987.

[91℄ J.L. Roda, C. Rodriguez, F. Sande, and D.G. Morales. A new model
for the analysis of asyn
hronous parallel algorithms. In Le
ture Notes
in Computer S
ien
e, 1497 - 1998, volume 1497, pages 387{394, 1998.

[92℄ G.N Rouskas and V. Sivaraman. On the design of optimal TDM s
he-
dules for broad
ast wdm networks with arbitrary trans
eiver tuning
laten
ies. In Info
om'96, pages 1217{1224, 1996.

[93℄ V. Sarkar. Partitioning and s
heduling parallel programs for multipro-

essors. Pitman, 1989.

[94℄ A.S. Tanenbaum. Modern operating systems. Prenti
e Hall, New Jersey,
1992.

[95℄ S. Teng. Adaptive parallel algorithms for integral knapsa
k problems.
Journal of Parallel and Distributed Computing, 8:400{406, 1990.

[96℄ R. Thakur and A.N. Choudhary. All-to-all 
ommuni
ation on meshes
with wormhole routing. In Howard Jay Siegel, editor, Pro
eedings of the
8th International Symposium on Parallel Pro
essing (IPPS'94), pages
561{565, Los Alamitos, CA, USA, April 1994. IEEE Computer So
iety
Press.

[97℄ A. Tiskin. The bulk-syn
hronous parallel random a

ess ma
hine.
Theoreti
al Computer S
ien
e, 1{2(196):109{130, 1998.

[98℄ J. Turek, J.L. Wolf, and P.S. Yu. Approximate algorithms for s
he-
duling parallelizable tasks. In Pro
eedings of the 4th Annual ACM
Symposium on Parallel Algorithms and Ar
hite
tures, pages 323{332,
San Diego, California, June 29{July 1, 1992. Siga
t/Sigar
h.

[99℄ L.G. Valiant. A bridging model for parallel 
omputation. Communi-

ations of the ACM, 33(8):103{111, August 1990.

[100℄ B. Veltman, B.J. Lageweg, and J.K. Lenstra. Multipro
essor s
hedu-
ling with 
ommuni
ation delays. Parallel Computing, 16(2-3):173{182,
De
ember 1990.

[101℄ J. Verriet. S
heduling tree-stru
tured programs in the LogP-model.
Te
hni
al Report UU-CS-1997-18, Dept. of Computer S
ien
e, Utre
ht
University, 1997.

[102℄ J-C Wang and S. Ranka. Irregular personalized 
ommuni
ation on
distributed memory ma
hines. Te
hni
al report, S
hool of Computer
and Information Sien
e, Syra
use University, April 1993.



178 BIBLIOGRAPHIE

[103℄ J-C Wang and S. Ranka. Stati
 and runtime s
heduling of unstru
tured

ommuni
ation. Te
hni
al report, S
hool of Computer and Information
Sien
e, Syra
use University, February 1993.

[104℄ T. Yang and A. Gerasoulis. Pyrros: Statis task s
heduling and 
ode
generation for message passing multipro
essors. In 6th ACM Inter-
national Conferen
e on Super
omputing, pages 428{437, Washington,
D.C., July 1992.



R�esum�e : Le 
ontexte g�en�eral de 
e travail est l'�etude du 
omportement d'appli-

ations parall�eles, repr�esent�ees par un graphe de pr�e
�eden
e. La programmation
de telles appli
ations d�epend fortement des supports d'ex�e
ution. Nous pr�esentons
et dis
utons les prin
ipaux mod�eles d'ex�e
ution et leur in
uen
e sur les probl�emes
d'ordonnan
ement des tâ
hes du programme parall�ele. Nous �etudions en d�etail
quatre probl�emes d'ordonnan
ement sur des mod�eles d'ex�e
ution o�u le 
oût de

ommuni
ation est pris en 
ompte. Nous proposons une solution pour un probl�eme
�a grain tr�es �n, le probl�eme du sa
 �a dos, sur hyper
ube dans un mod�ele d'ex�e
ution
syn
hrone o�u le 
oût de 
ommuni
ation est impli
ite. Nous �etudions l'ordonnan-

ement de 
hâ�nes sur un mod�ele �a gros grain de 
ommuni
ation, le mod�ele BSP.
Nous d�emontrons qu'i
i la re
her
he d'un ordonnan
ement optimal est un probl�eme
NP�diÆ
ile. Nous proposons des solutions ave
 un 
ompromis entre le nombre
de phases de 
ommuni
ation/syn
hronisation et le temps d'ina
tivit�e dans 
haque
pro
esseur. Les deux derniers probl�emes �etudi�es 
on
ernent des te
hniques qui
permettent de r�eduire l'impa
t du 
oût des 
ommuni
ations inter pro
esseurs. La
premi�ere te
hnique 
onsid�ere la dupli
ation des tâ
hes. Nous proposons un algo-
rithme de liste ave
 garantie de performan
e 2 pour les probl�emes �a petit temps
de 
ommuni
ation sur un nombre limit�e de pro
esseurs. Le deuxi�eme m�ethode

onsiste �a optimiser les phases de 
ommuni
ation en ordonnan�
ant les transmis-
sions de messages. La re
her
he de la solution optimale �etant NP�diÆ
ile, nous
proposons plusieurs heuristiques.
Mots 
ls : Graphe de pr�e
�eden
e, Ordonnan
ement, Mod�ele d'ex�e
ution, D�elai de 
om-

muni
ation.

Abstra
t: In this thesis we study the behavior of parallel appli
ations represented
by a pre
eden
e graph. The programming of su
h appli
ations is strongly relied to
the exe
ution support. We present and dis
uss the main exe
ution models and their
in
uen
e on the task s
heduling problems. We study more deeply four s
heduling
problems on exe
ution models that 
onsider the 
ommuni
ation 
osts. We propose
one solution for a �ne grain problem, the knapsa
k problem, on the hyper
ube on
syn
hronous exe
ution model in whi
h the 
ommuni
ation 
osts are impli
it. We
study the s
heduling of independent 
hains on BSP. We show that the problem
of �nding an optimal s
heduling is NP�hard. We also propose trade-o� solutions
on the number of 
ommuni
ation/syn
hronization phases and on the pro
essors
idle time. The last two problems 
on
ern te
hniques to redu
e the impa
t of the

ommuni
ation 
ost. The �rst one 
onsiders task dupli
ation, we propose a list
algorithm with performan
e guaranty 2 for the problems with small 
ommuni
ation
time on a limited number of pro
essors. The se
ond one 
onsists of optimizing the

ommuni
ation phases by s
heduling the messages transmission. As the sear
h of
the optimal solution is NP�hard, we propose several heuristi
s, and we analyze
them experimentally.
Keywords: Pre
eden
e graph, S
heduling, Exe
ution model, Communi
ation delay.


