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R�esum�e

Ce m�emoire porte sur l'agrandissement des images num�eriques �xes en niveaux
de gris dans un contexte g�en�eral sans connaissance a priori. Il est constitu�e de trois
parties. La premi�ere porte sur une description d�etaill�ee des m�ethodes d'agrandisse-
ment que l'on peut trouver dans la litt�erature. Nous commen�cons par pr�esenter les
m�ethodes d'interpolation classiques ayant pour objectif de pr�eserver les fr�equences
de l'image �a agrandir, puis nous d�etaillons des m�ethodes r�ecentes de pr�eservation
structurelle produisant une meilleure nettet�e. La deuxi�eme partie constitue la contri-
bution majeure de ce travail en proposant deux nouvelles m�ethodes d'agrandisse-
ment. La premi�ere m�ethode est bas�ee sur la synth�ese de similarit�es d�etect�ees sur une
repr�esentation pyramidale de l'image. Elle reprend �a la base le zoom fractal clas-
sique en apportant de nombreuses modi�cations et am�eliorations aussi bien dans
la phase d'analyse que dans celle de synth�ese. Nous v�eri�ons exp�erimentalement
l'hypoth�ese de pr�eservation des similarit�es. La deuxi�eme m�ethode d'agrandissement
que nous proposons s'int�eresse �a l'ensemble admissible des images agrandies d'une
image initiale. La condition d'admissibilit�e repose ici sur la notion de r�eduction : une
image agrandie appartient �a l'ensemble des solutions si sa r�eduction est identique �a
l'image initiale. Nous �etudions di��erents algorithmes de projection sur cet ensemble.
La troisi�eme partie concerne des am�eliorations et des applications de nos deux m�e-
thodes. Tout d'abord, nous am�eliorons la qualit�e de l'image agrandie par synth�ese
de similarit�es en recherchant celles-ci sur une pyramide en quinconce. Ensuite, nous
exploitons la m�ethode d'agrandissement par induction pour r�egulariser, vis-�a-vis de
la contrainte de r�eduction, les images agrandies par synth�ese de similarit�es. En�n,
nous exploitons �egalement cette m�ethode pour r�ealiser un codage hi�erarchique de
l'image permettant sa transmission progressive sur r�eseau.
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Abstract

This thesis deals with the enlargement of still digital images in a general context.
It is made of three parts. The �rst one is a detailed description of the enlargement
methods which can be found in the literature. First of all, we present classic interpo-
lation methods which aim at retaining the frequencies of the image to be enlarged.
Then, we detail more recent methods which retain the structures of images and give
better results. The second part is the main contribution of this work, as it presents
two original enlargement methods. The �rst one synthesizes similarities detected
on a pyramidal representation of the image, and it modi�es and improves both the
analysis and the synthesis phases of the classical fractal zoom. In this part, the
assumption of the similarities retaining is experimentally checked. The second me-
thod which is here presented deals with the admissible set of enlarged images of an
original image. This admissibility is closely linked to the reduction of the enlarged
image, i.e, an image belongs to the solutions set only if its reduction is identical to
the original image. We study di�erent algorithms to project onto this set. In the
third part, we present several ways of improving and applying our methods. First,
we improve the quality of an image enlarged thanks to the similarities synthesis
method : to do so, we detect these similarities on a quincunx pyramid. Then, we
use the induction enlarging method to regularize in reduction the images enlarged
with the similarities synthesis method. We eventually use the induction enlarging
method to obtain a hierarchical encoding of the image which allows us to make its
progressive transmission.
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1

Chapitre 1

Introduction g�en�erale

L'agrandissement d'images num�eriques est une op�eration courante, n�ecessaire et
utile dans de nombreuses applications li�ees �a l'imagerie. Tout d'abord, on peut avoir
besoin d'agrandir une image pour acc�eder �a ses d�etails, comme par exemple dans le
domaine de l'infographie en g�en�eral ou dans celui de l'imagerie m�edicale. Les photo-
copieurs sont �egalement souvent �equip�es d'une fonction d'agrandissement. L'agran-
dissement peut aussi être employ�e pour augmenter la r�esolution de l'image sur un
même support spatial a�n d'accrô�tre le confort visuel de l'observateur. On pensera
en particulier aux imprimantes ou encore �a la conversion entre le format am�eri-
cain NTSC et le format haute d�e�nition HDTV. L'agrandissement d'images peut
aussi être utile pour d�epasser les limites technologiques des syst�emes d'acquisition,
comme par exemple en imagerie satellitaire. Il est �egalement n�ecessaire dans des
domaines comme l'imagerie de synth�ese pour le placage de textures sur des surfaces
math�ematiques (warping) ou le mosa��quage de photos. L'agrandissement d'images
peut �egalement s'av�erer tr�es utile pour r�ealiser une compression et une transmission
progressive de l'image.

Il existe di��erents contextes de l'agrandissement en fonction du type d'image �a
agrandir ou des connaissances que l'on a sur celle-ci. En e�et, il peut s'agir d'une
image binaire [54], en niveaux de gris ou en couleurs [66]. Celle-ci peut �egalement
être repr�esent�ee sur deux dimensions ou sur trois dimensions, comme c'est le cas
notamment en tomographie [60]. Par ailleurs, on peut disposer d'informations mul-
tiples sur le syst�eme d'acquisition ayant servi �a num�eriser l'image que l'on souhaite
agrandir. Dans le contexte de la vid�eo, on peut �egalement exploiter une s�equence
d'images pour obtenir une seule image haute-r�esolution. Ceci permet d'obtenir de
l'information au-del�a de la bande passante du syst�eme vid�eo, et l'on parle dans ce
cas de super-r�esolution [102], [125]. Le contexte peut �egalement être celui d'une ap-
plication temps r�eel comme par exemple la conversion NTSC-HDTV : dans ce cas,
l'agrandissement est câbl�e et la m�ethode utilis�ee doit être tr�es rapide [81].

Selon le type d'image et les connaissances que l'on poss�ede, la m�ethodologie de
l'agrandissement di��ere. Dans le cadre de cette th�ese, nous nous int�eressons uni-
quement aux images num�eriques �xes en niveaux de gris et repr�esent�ees sur deux
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dimensions. De plus, nous ne disposons d'aucune connaissance sur le syst�eme d'ac-
quisition1. En dehors de l'image �a agrandir, nous n'exploitons aucune information
ext�erieure. Le contexte adopt�e se veut donc tr�es g�en�eral.

L'agrandissement d'une image num�erique consiste �a augmenter le nombre total
des �echantillons. Dans le contexte adopt�e, les valeurs des �echantillons de l'image
agrandie sont estim�ees en consid�erant celles des �echantillons initiaux. Les m�ethodes
d'agrandissement se r�epartissent alors en deux grandes cat�egories : les m�ethodes de
pr�eservation fr�equentielle et les m�ethodes de pr�eservation structurelle.

Les m�ethodes de pr�eservation fr�equentielle r�ealisent une interpolation de l'image
initiale en exploitant le th�eor�eme d'�echantillonnage de Shannon [126], [127]. Plus
pr�ecis�ement, elles font l'hypoth�ese que l'acquisition num�erique de l'image �a agrandir
a �et�e r�ealis�ee avec une fr�equence d'�echantillonnage deux fois sup�erieure �a la plus
haute fr�equence contenue dans l'image continue (fr�equence de Nyquist). Dans ce
cas, le th�eor�eme de Shannon stipule que l'image continue peut être reconstruite
exactement �a partir de l'image num�erique. La m�ethode th�eorique permettant de
reconstruire l'image continue est la m�ethode du zero-padding [148]. Elle consiste �a
placer dans le spectre fr�equentiel de l'image des valeurs nulles au-del�a de la fr�equence
de Nyquist. En pratique, l'image agrandie obtenue avec cette m�ethode pr�esente un
e�et d'ondulation visuellement gênant dû au ph�enom�ene de Gibbs. En outre, elle
n�ecessite l'utilisation d'une transform�ee de Fourier directe pour obtenir le spectre
fr�equentiel et pouvoir introduire les z�eros, puis une transform�ee de Fourier inverse
pour obtenir le r�esultat de l'agrandissement. De nombreuses autres m�ethodes ont
�et�e propos�ees dans la litt�erature, ayant pour objectif de diminuer �a la fois l'e�et
d'ondulation et la complexit�e algorithmique de la m�ethode du zero-padding. Parmi
celle-ci, la m�ethode la plus convaincante est celle de la transform�ee B-spline qui
uni�e les m�ethodes d'interpolation sur une base math�ematique tr�es solide [136].

Les m�ethodes de pr�eservation structurelle exploitent des caract�eristiques com-
munes aux images naturelles. Une caract�eristique exploit�ee tout particuli�erement
est celle de l'invariance en r�esolution des contours repr�esentant des discontinuit�es
[70](p.154). Ainsi, l'objectif de la plupart des m�ethodes est de pr�eserver la qualit�e
des contours a�n de maintenir la nettet�e de l'image. Malheureusement, les contours
pr�esents dans une image ne sont pas toujours l'expression d'une discontinuit�e. En
e�et, certains contours peuvent être l'expression d'une d�eformation locale sur un
objet. Le crit�ere de qualit�e d'une m�ethode de pr�eservation structurelle porte donc
notamment sur sa capacit�e �a distinguer les di��erents types de contours. La m�ethode
d'interpolation adaptative fait partie des m�ethodes les plus utilis�ees [46], [132]. En
pr�esence d'un contour, elle r�ealise une interpolation directionnelle. Par contre, en
l'absence de contours, elle r�ealise une interpolation classique. Elle consid�ere que
tous les contours d�etect�es sont des discontinuit�es parfaites et l'image agrandie n'est
g�en�eralement pas tr�es r�ealiste. L'analyse r�ealis�ee par les m�ethodes d'extrapolation

1:Nous verrons dans la conclusion g�en�erale de ce m�emoire que les m�ethodes d'agrandisse-
ment que nous proposons peuvent facilement prendre en compte de l'information li�ee au syst�eme
d'acquisition.
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fr�equentielle est beaucoup plus probante [29], [33]. En exploitant une repr�esentation
espace-�echelle de l'image obtenue par une transform�ee en ondelettes [91], ces m�e-
thodes distinguent plus facilement les discontinuit�es v�eritables, notamment �a travers
les maxima d'ondelettes. En marge de ces m�ethodes, on trouve la m�ethode du zoom
fractal [55], [106]. Son originalit�e est de pr�eserver les structures en pr�eservant les
similarit�es entre les structures �a des r�esolutions di��erentes.

Les m�ethodes d'agrandissement par pr�eservation fr�equentielle sont adapt�ees lorsque
les conditions du th�eor�eme de Shannon sont v�eri��ees. Malheureusement, ces condi-
tions sont tr�es rarement satisfaites pour des images naturelles. En e�et, la fr�equence
d'�echantillonnage est tr�es rarement su�sante en raison de la limitation technologique
des syst�emes d'acquisition. De plus, les sc�enes naturelles contiennent tr�es souvent
des discontinuit�es qui repoussent la fr�equence de Nyquist �a l'in�ni et rendent caduc
le th�eor�eme de Shannon. Ainsi, les m�ethodes d'agrandissement par pr�eservation fr�e-
quentielle g�en�erent un e�et de 
ou assez caract�eristique, notamment sur les contours.
L'absence de hautes fr�equences ne permet ni de maintenir la qualit�e des contours,
ni de reconstituer les discontinuit�es.

En g�en�eral, il est donc pr�ef�erable d'employer des m�ethodes de pr�eservation struc-
turelle pour agrandir une image naturelle. En introduisant de nouvelles fr�equences au
niveau des contours, elles permettent de maintenir une certaine nettet�e de l'image.
Toute la di�cult�e est de distinguer les contours repr�esentant des discontinuit�es de
ceux repr�esentant des d�eformations continues. Si la r�esolution de l'image originale
n'est pas su�sante, il n'est pas possible de certi�er qu'un contour traduit une v�eri-
table discontinuit�e. Il faudrait pour cela r�ealiser une interpr�etation s�emantique du
contenu de l'image, et cela d�epasse largement les possibilit�es actuelles. En revanche,
il est souvent possible de distinguer des contours qui expriment des d�eformations
d'objets en r�ealisant une analyse multi-r�esolution.

Nous pr�esentons dans le cadre de cette th�ese deux m�ethodes d'agrandissement
compl�ementaires. La premi�ere est bas�ee sur la synth�ese de similarit�es d�etect�ees sur
une repr�esentation pyramidale de l'image et la deuxi�eme r�ealise une projection sur
un ensemble d'images agrandies qui v�eri�ent la contrainte de r�eduction.

Notre premi�ere m�ethode peut être consid�er�ee comme un approfondissement du
zoom fractal [26]. L'int�erêt de celui-ci est de pr�eserver les structures de mani�ere
implicite en cherchant �a pr�eserver les similarit�es entre ces derni�eres. Le zoom fractal
que l'on trouve dans la litt�erature exploite directement le code de similarit�es produit
par les m�ethodes de compression fractale [47], [73]. Or les exigences en compression
et en agrandissement sont plutôt oppos�ees. Dans notre approche, nous reprenons �a la
base le principe de recherche et de pr�eservation des similarit�es en consid�erant avant
tout les exigences de l'agrandissement. Nous apportons de nombreuses modi�cations
et am�eliorations au zoom fractal classique aussi bien dans la phase d'analyse que
dans celle de synth�ese des similarit�es. L'hypoth�ese de pr�eservation des similarit�es qui
est �a la base de la m�ethode du zoom fractal n'a jamais �et�e v�eri��ee dans la litt�erature.
Nous l'�etudions de mani�ere approfondie dans le cadre de cette th�ese.

Dans notre deuxi�eme m�ethode, le probl�eme de l'agrandissement d'une image
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est pos�e comme un probl�eme inverse de r�eduction [27], [28]. Les solutions admis-
sibles d'un agrandissement sont g�en�eralement multiples. Il semble donc assez na-
turel d'aborder l'agrandissement d'une image avec une approche ensembliste. Une
premi�ere contrainte assez simple que doit v�eri�er l'ensemble des solutions d'un agran-
dissement est celle de la r�eduction. Plus pr�ecis�ement, la r�eduction de l'image agran-
die doit aboutir �a une image �equivalente �a celle de d�epart. Une image agrandie
appartenant �a l'ensemble des solutions peut �nalement être obtenue en r�ealisant la
projection d'une image quelconque sur cet ensemble. Dans le cadre de cette th�ese,
l'ensemble des solutions est soumis uniquement �a la contrainte de r�eduction. Re-
marquons que cette approche de l'agrandissement par la r�esolution d'un probl�eme
inverse a des points communs avec certaines m�ethodes de super-r�esolution produi-
sant une image haute-r�esolution �a partir d'une s�equence d'images basse-r�esolution
[102]. Dans ces m�ethodes, l'image haute-r�esolution est obtenue par projection sur
des contraintes de r�eduction associ�ees aux images basse-r�esolution. Toutefois, dans
ce cadre, des notions suppl�ementaires sont introduites, comme celle du mouvement
de la cam�era. Dans notre approche, nous �etudions divers algorithmes de projection
sur l'ensemble des solutions qui sont issus de la th�eorie d'estimation des ensembles
convexes [39]. Certains d'entre eux permettent d'obtenir une projection exacte. Les
algorithmes de projection utilis�es dans les m�ethodes classiques de super-r�esolution
permettent seulement d'obtenir une projection approch�ee (non-orthogonale).

Notre deuxi�eme m�ethode d'agrandissement se veut compl�ementaire de notre pre-
mi�ere m�ethode, et plus g�en�eralement des autres m�ethodes de pr�eservation structu-
relle. En e�et, ces m�ethodes g�en�erent une image agrandie qui ne respecte g�en�erale-
ment pas la contrainte de r�eduction. On peut r�egulariser cette image en la projetant
sur l'ensemble des solutions v�eri�ant le probl�eme inverse de r�eduction. En outre,
cette seconde m�ethode permet de faire le lien avec les m�ethodes de pr�eservation
fr�equentielle. En e�et, la projection permet de restaurer les fr�equences de l'image
originale qui sont modi��ees lors du processus d'agrandissement. En d'autres termes,
l'image issue de la projection pr�eserve les fr�equences de l'image originale tout en
pr�eservant les hautes fr�equences produites par les m�ethodes de pr�eservation struc-
turelle.

L'organisation g�en�erale du m�emoire est d�ecrite ci-dessous.

Le chapitre 2 est consacr�e �a la pr�esentation des m�ethodes d'agrandissement par
pr�eservation fr�equentielle. La m�ethode d'interpolation par transform�ee B-spline sera
utilis�ee au cours de ce m�emoire comme la m�ethode de r�ef�erence de ce chapitre. Nous
l'exploiterons en particulier dans notre approche de l'agrandissement par synth�ese
de similarit�es pour interpoler les blocs non synth�etis�es ainsi que les r�esidus de simi-
larit�es lors de la synth�ese (chapitre 5). Cette m�ethode fera �egalement l'objet d'une
comparaison avec notre propre approche.

Le chapitre 3 d�ecrit les principales m�ethodes d'agrandissement pr�eservant les
structures : l'interpolation adaptative, l'extrapolation fr�equentielle et le zoom frac-
tal. Cette derni�ere m�ethode est celle qui a inspir�e notre m�ethode de synth�ese de
similarit�es. Elle constituera donc la m�ethode de r�ef�erence �a notre approche. En
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marge de ces trois m�ethodes, nous en pr�esentons �egalement d'autres, dont le �ltrage
m�edian qui sera utilis�e pour comparer nos r�esultats dans le chapitre 5.

Dans le chapitre 4, nous �etudions l'op�eration de r�eduction d'une image d'un point
de vue fr�equentiel, que ce soit avec un facteur de r�eduction 2 ou

p
2. Nous pr�esen-

tons �egalement diverses approches propos�ees dans la litt�erature pour construire une
pyramide passe-bas �a facteur de r�eduction 2. Nous �etudions �egalement des pyra-
mides de di��erences construites �a partir des pyramides passe-bas pr�ec�edentes. En-
�n, nous proposons un algorithme de construction rapide de pyramides passe-bas
et de di��erences en quinconce (facteur de r�eduction

p
2). L'op�eration de r�eduction

sera exploit�ee dans notre m�ethode d'agrandissement par induction sur un ensemble
(chapitre 6). Les pyramides �a facteur de r�eduction 2 seront utilis�ees dans le chapitre
5, et celles en quinconce seront exploit�ees dans le chapitre 7.

Le chapitre 5 pr�esente notre approche de l'agrandissement par synth�ese de simi-
larit�es sur une pyramide �a facteur de r�eduction 2. Nous apportons diverses contri-
butions dans les phases d'analyse (recherche des similarit�es) et de synth�ese. Nous
donnons de nombreux r�esultats exp�erimentaux illustrant les divers param�etres de
notre m�ethode. Nous v�eri�ons �egalement l'hypoth�ese de pr�eservation des similari-
t�es �a deux r�esolutions di��erentes. En�n, nous comparons des images agrandies par
notre m�ethode �a celles obtenues avec les m�ethodes d'interpolation par transform�ee
B-spline et de �ltrage m�edian.

Dans le chapitre 6, nous d�ecrivons notre approche de l'agrandissement par induc-
tion sur un ensemble. Nous caract�erisons pr�ecis�ement l'ensemble des images agran-
dies soumises �a la contrainte de r�eduction et nous donnons une interpr�etation fr�e-
quentielle des solutions. Nous pr�esentons ensuite diverses m�ethodes de projection
qui permettent d'obtenir une projection soit exacte (orthogonale), soit approch�ee
(non orthogonale) dans les cas de consistance et d'inconsistance de l'ensemble des
solutions. L'e�cacit�e des m�ethodes de projection est ensuite �etudi�ee �a travers de
nombreux r�esultats exp�erimentaux.

Le chapitre 7 pr�esente des am�eliorations et des applications de nos deux m�ethodes
d'agrandissement pr�esent�ees dans les chapitres 5 et 6. Tout d'abord, nous am�eliorons
la qualit�e de l'image agrandie par synth�ese de similarit�es en recherchant les simila-
rit�es sur une pyramide en quinconce �a facteur de r�eduction

p
2. A partir d'images

tr�es diverses, nous montrons que notre m�ethode produit des agrandissements de
meilleure qualit�e que ceux produits par une transform�ee B-spline, notamment en
pr�eservant la nettet�e des images. Ensuite, nous exploitons la m�ethode d'agrandis-
sement par induction pour r�egulariser, vis-�a-vis de la contrainte de r�eduction, les
images agrandies par synth�ese de similarit�es. A l'aide de r�esultats exp�erimentaux,
nous mettons en �evidence la restauration des basses fr�equences. En�n, nous exploi-
tons �egalement cette même m�ethode pour r�ealiser la compression r�eversible et la
transmission progressive d'une image [23], [24], [25]. La comparaison e�ectu�ee entre
les r�esultats obtenus avec une pyramide laplacienne et ceux obtenus grâce �a notre
m�ethode montre la sup�eriorit�e de cette derni�ere, tant sur le taux de compression que
sur la qualit�e des images interm�ediaires g�en�er�ees lors de la reconstruction.



6 Introduction g�en�erale

En�n, nous concluons ce m�emoire dans le chapitre 8 en d�egageant les contribu-
tions apport�ees �a l'agrandissement d'images num�eriques. Nous discutons des limites
de nos approches, ainsi que des perspectives de recherche envisag�ees.
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Chapitre 2

M�ethodes d'agrandissement

pr�eservant les fr�equences

2.1 Introduction

Le th�eor�eme d'�echantillonnage (Shannon) pr�ecise qu'un signal continu peut-être
reconstruit exactement �a partir d'�echantillons, si la fr�equence d'�echantillonnage est
deux fois sup�erieure �a la plus haute fr�equence contenue dans le signal (fr�equence de
Nyquist), [126], [127]. En supposant que le signal discret que l'on souhaite agran-
dir v�eri�e cette condition, on dispose d'une m�ethode d'agrandissement relativement
simple. Il su�t de sur-�echantillonner les fonctions continues (sinuso��des) associ�ees �a
chaque fr�equence, le pas d'�echantillonnage �etant �x�e en fonction du facteur d'agran-
dissement souhait�e. Plus ce facteur est important, plus le pas d'�echantillonnage est
petit, et plus le signal agrandi est proche du signal continu hypoth�etique. Le signal de
d�epart et le signal agrandi ont le même contenu fr�equentiel, la seule di��erence porte
sur le pas d'�echantillonnage. On peut donc parler d'une pr�eservation fr�equentielle
dans le processus d'agrandissement.

Dans la suite, nous commen�cons par rappeler des notions fondamentales sur la
transform�ee de Fourier et sur l'analyse spectrale. Nous �etudions ensuite la m�ethode
du zero-padding qui permet d'agrandir une image en pr�eservant id�ealement les fr�e-
quences. Nous �etudions �egalement d'autres m�ethodes d'agrandissement comme l'in-
terpolation avec des fonctions polynomiales et l'interpolation avec la transform�ee
B-spline qui pr�eservent plus ou moins bien les fr�equences originales. Nous terminons
ce chapitre en d�ecrivant quelques approches qui corrigent le probl�eme d'apparition de

ou qui est caract�eristique des m�ethodes d'agrandissement agissant par pr�eservation
fr�equentielle.
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2.2 Notions sur la transform�ee de Fourier

Le domaine de repr�esentation habituel d'une image est le domaine spatial. C'est
celui auquel est sensible notre syst�eme visuel, et par voie de cons�equence, c'est aussi
celui qui nous d�elivre le plus d'informations sur le contenu d'une image.

Le fait de disposer de plusieurs repr�esentations de la même image permet d'ana-
lyser et de mettre en �uvre plus facilement certains traitements. Des op�erations
di�ciles �a appliquer dans un domaine peuvent devenir plus faciles dans un autre.
Dans cette perspective, le domaine fr�equentiel s'av�ere tr�es compl�ementaire du do-
maine spatial. Il repr�esente une image par un ensemble de sinuso��des de fr�equences
di��erentes, ayant chacune une amplitude et un d�ecalage de phase particuliers. Le
passage du domaine spatial au domaine fr�equentiel se fait par l'interm�ediaire de la
transform�ee de Fourier.

Nous donnons ci-apr�es les �el�ements n�ecessaires �a ce chapitre ; pour plus de d�etails
sur la transform�ee de Fourier, le lecteur peut se reporter �a [58].

2.2.1 La transform�ee de Fourier

L'analyse de Fourier consiste �a d�eterminer l'amplitude et le d�ecalage de phase des
sinuso��des �a partir d'une repr�esentation spatiale du signal. Inversement, la synth�ese
de Fourier consiste �a ajouter les sinuso��des entre elles pour obtenir �a nouveau une
repr�esentation spatiale du signal. Ces deux op�erations sont rendues possibles par le
couple de transform�ees suivant :

F (u) =

1Z
�1

f(x)e�2�iuxdx (2.1)

f(x) =

1Z
�1

F (u)e2�iuxdu (2.2)

La fonction F (u) est appel�ee le spectre fr�equentiel du signal. C'est une fonction com-
plexe qui associe une amplitude et une phase �a chaque fr�equence u. L'�equation (2.1)
d�e�nit la transform�ee de Fourier directe, tandis que l'�equation (2.2) d�e�nit la trans-
form�ee de Fourier inverse. Le passage du domaine spatial au domaine fr�equentiel
est compl�etement sp�eci��e par ces deux �equations. Celles-ci sont valables pour des
signaux continus. Dans le cas particulier d'un signal p�eriodique, on peut obtenir des
simpli�cations et aboutir aux s�eries de Fourier : le spectre a alors la remarquable pro-
pri�et�e de devenir discret puisque les fr�equences non nulles sont des entiers multiples
d'une fr�equence fondamentale.

Pour obtenir la repr�esentation fr�equentielle d'une image, il faut red�e�nir le couple
de transform�ees (2.1) et (2.2) avec une dimension suppl�ementaire. Il faut �egalement
tenir compte du support �ni de l'image et de sa discr�etisation. Pour cela, on remplace
les int�egrales par des sommes partielles. On obtient alors le couple de transform�ees
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discr�etes suivant :

F (u; v) =
N�1X
x;y=0

f(x; y)e
�2�i
N

(ux+vy) (2.3)

f(x; y) =
1

N2

N�1X
u;v=0

F (u; v)e
2�i
N

(ux+vy) (2.4)

Elles correspondent �a une image de taille N�N pixels avec N = 2n. On remarquera
notamment que l'�echantillonnage p�eriodique, associ�e �a l'image dans le domaine spa-
tial, a pour e�et de rendre p�eriodique le spectre fr�equentiel F (u; v). De même, la
discr�etisation du domaine fr�equentiel conduit �a une p�eriodicit�e de l'image f(x; y)
dans le domaine spatial. Ceci g�en�ere deux artefacts. Le premier est la g�en�eration
de hautes fr�equences dues aux discontinuit�es du pavage de l'image dans le domaine
spatial. Pour y rem�edier, une solution simple consiste �a att�enuer les valeurs sur les
bords de l'image. Une autre solution consiste �a former une nouvelle image �a partir
de quatre copies de l'image originale, ceci en les positionnant de mani�ere �a avoir une
sym�etrie centrale. On e�ectue alors l'analyse de Fourier sur cette nouvelle image. Du
fait de l'annulation des termes en sinus, la transform�ee est appel�ee transform�ee en
cosinus discret. Le deuxi�eme artefact concerne la taille de l'image discr�ete. Lorsque
N est trop petit, l'approximation de la transform�ee de Fourier continue est tr�es
grossi�ere.

La transform�ee de Fourier discr�ete n�ecessite une quantit�e de calculs non n�egli-
geable. On voit assez facilement avec l'�equation (2.3) que, pour une image de taille
N �N pixels, la complexit�e algorithmique est O(N4). L'analyse de Fourier sur des
images de grande taille devient possible en utilisant un algorithme dû �a James Co-
oley et John Tukey (1965), dont la complexit�e est O(N2 log2N). Cet algorithme
est commun�ement d�esign�e par le terme FFT (Fast Fourier Transform). L'�econo-
mie de calcul vient d'un regroupement astucieux des termes pour �eviter les calculs
redondants.

2.2.2 Les propri�et�es de la transform�ee de Fourier

La transform�ee de Fourier a des propri�et�es qui la rendent tr�es attrayante pour
de nombreux traitements. Parmi ces qualit�es, nous en retenons trois : les propri�et�es
de lin�earit�e, d'�echelle et de convolution. La propri�et�e de lin�earit�e est importante car
elle permet d'utiliser l'analyse de Fourier pour l'�etude des syst�emes lin�eaires. Elle
s'�ecrit de la mani�ere suivante :

�f(x) + �g(x)
TF ! �F (u) + �G(u) (2.5)

La propri�et�e d'�echelle �etablit qu'une compression (dilatation) du signal dans le do-
maine spatial conduit �a une dilatation (compression) dans le domaine fr�equentiel.
On remarquera que la dilatation (compression) est accompagn�ee d'une diminution
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(augmentation) de l'amplitude de mani�ere �a ce que l'aire demeure constante :

f(�x)
TF ! 1

�
F (u

�
)

1
�
f(x

�
)

TF ! F (�u)
(2.6)

La propri�et�e de convolution est particuli�erement int�eressante pour l'�etude des �ltres.
Elle indique que le produit de convolution dans le domaine spatial (fr�equentiel) se
traduit par une multiplication dans le domaine fr�equentiel (spatial) :

f � g(x) TF ! F (u) �G(u)
f(x) � g(x) TF ! F �G(u) (2.7)

Pour bien comprendre toute l'importance de cette propri�et�e, imaginons que g(x)
soit un �ltre et que f(x) soit le signal �a analyser. Le �ltrage du signal se traduit
par le produit de convolution f � g(x). Peu intuitive dans le domaine spatial, cette
op�eration devient beaucoup plus claire dans le domaine fr�equentiel. Le �ltre agit sur
les fr�equences du signal en att�enuant ou en renfor�cant leur amplitude. En pratique,
il est particuli�erement commode de construire un �ltre en lui donnant les propri�et�es
voulues dans le domaine fr�equentiel, puis de le mettre en �uvre dans le domaine
spatial en utilisant sa r�eponse impulsionnelle.

2.2.3 L'analyse spectrale

Dans l'�equation (2.3), le spectre fr�equentiel F (u; v) est de nature complexe. Pour
appr�ecier plus facilement l'information qu'il contient, on s'int�eresse �a son amplitude
jF (u; v)j qui a l'avantage d'être une fonction r�eelle. Elle est souvent d�esign�ee comme
�etant le spectre d'amplitude. En notant Fre(u; v) et Fim(u; v) les parties r�eelle et
imaginaire de F (u; v), nous avons :

jF (u; v)j =
q
Fre(u; v)2 + Fim(u; v)2 (2.8)

La fonction d�e�nie par jF (u; v)j2 est appel�ee le spectre de puissance. Le d�ecalage de
phase associ�e aux fr�equences peut �egalement s'exprimer sous une forme spectrale.
On parle dans ce cas du spectre de phase. Il se d�e�nit de la mani�ere suivante :

�(u; v) = tan�1
 
Fim(u; v)

Fre(u; v)

!
(2.9)

En pratique, l'information pertinente sur l'image se retrouve essentiellement dans
l'amplitude des fr�equences. On pr�ef�ere donc g�en�eralement le spectre d'amplitude au
spectre de phase.

Pour a�cher le spectre d'amplitude sur une sortie graphique, on calcule le loga-
rithme de l'amplitude et on normalise le r�esultat pour avoir un a�chage sur 256
niveaux de gris. On obtient la fonction suivante :

D(u; v) =
log(1 + jF (u; v)j)

log(1 + max
s;t
jF (s; t)j) � 255 (2.10)
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L'intensit�e lumineuse du spectre est proportionnelle �a l'amplitude de jF (u; v)j sa-
chant que la valeur 255 correspond au blanc et que la valeur nulle correspond au
noir.

Un exemple de spectre d'amplitude est donn�e sur la �gure 2.1(b). L'image origi-
nale repr�esente une prise de vue par un cameraman, elle a une taille de 128 � 128
pixels. Le spectre �etant p�eriodique, on pr�ef�ere l'a�cher en le centrant en (0; 0) a�n
d'am�eliorer le confort visuel. Ainsi, dans cet exemple, u et v appartiennent �a l'in-
tervalle [�64; 64[. En a�chant le spectre de cette mani�ere, on tend vers les hautes
fr�equences de l'image en s'�eloignant du centre et vers les basses fr�equences en s'en
rapprochant.

(b)(a)

Figure 2.1 { (a) Image du cameraman. (b) A�chage de l'image spectrale D(u; v).

Plusieurs observations se d�egagent du spectre montr�e sur la �gure 2.1(b). Tout
d'abord, la fr�equence fondamentale (au centre) poss�ede l'amplitude la plus �elev�ee et
l'amplitude d�ecrô�t globalement en s'�eloignant du centre. Cette observation est une
propri�et�e g�en�erale des spectres d'amplitude des images naturelles : l'amplitude est
inversement proportionnelle �a la fr�equence [141]. On peut �egalement observer que
le spectre est sym�etrique par rapport �a son centre. Ceci est une propri�et�e que l'on
peut facilement d�emontrer �a partir des expressions (2.3) et (2.8). En fait, l'utilisa-
tion de nombres complexes dans la transform�ee de Fourier discr�ete introduit une
redondance de pr�es de la moiti�e des coe�cients. On observe �egalement sur le spectre
des traces lin�eaires. Elles correspondent �a des orientations privil�egi�ees comme celles
des pieds de la cam�era ou du tronc du cameraman : les traces sont orthogonales �a
ces structures. Il faut �egalement remarquer que la transform�ee de Fourier discr�ete
introduit une p�eriodicit�e implicite de l'image. Autrement dit, des di��erences impor-
tantes de niveaux de gris sur les bords de l'image introduisent obligatoirement des
fausses discontinuit�es horizontales et verticales. Elles se traduisent sur le spectre par
une ampli�cation des coe�cients associ�es aux fr�equences horizontales et verticales,
c'est-�a-dire par des traces horizontales et verticales. Cet artefact est partiellement
visible dans l'exemple de la �gure 2.1.
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2.3 La pr�eservation fr�equentielle

Le fait d'augmenter le nombre d'�echantillons d'une image se traduit dans le do-
maine fr�equentiel par un �elargissement du spectre dans les hautes fr�equences. R�eci-
proquement, l'�elargissement du spectre fr�equentiel s'accompagne d'un sur-�echantil-
lonnage dans le domaine spatial (cf. propri�et�e (2.6)), c'est-�a-dire d'un agrandisse-
ment de l'image initiale. Comme nous l'avons dit dans la section 2.1, nous supposons
dans ce chapitre que l'image �a agrandir v�eri�e la condition du th�eor�eme d'�echan-
tillonnage. En �elargissant le spectre de l'image, il faut donc assigner des valeurs
nulles aux hautes fr�equences introduites. On e�ectue ainsi un sur-�echantillonnage,
tout en pr�eservant le spectre fr�equentiel initial.

Dans la suite de cette section, nous �etudions plus en d�etail cette m�ethode d'agran-
dissement qui est souvent r�ef�erenc�ee dans la litt�erature comme la m�ethode du zero-
padding. Nous �etudions �egalement des approches qui visent �a optimiser la complexit�e
algorithmique et �a corriger les artefacts de cette m�ethode.

2.3.1 La m�ethode du zero-padding

La m�ethode du zero-padding se r�esume par trois �etapes illustr�ees sur la �gure
2.2. Dans la premi�ere, il s'agit de passer du domaine spatial au domaine fr�equentiel
avec la transform�ee de Fourier. Dans la deuxi�eme, le spectre est �elargi avec des
z�eros. En�n dans la troisi�eme �etape, on utilise la transform�ee de Fourier inverse
pour revenir dans le domaine spatial.

TF
-1

remplissage de zéros

élargissement et

spectre

image agrandie

TF

image originale

Figure 2.2 { Agrandissement de facteur a = 2 avec la m�ethode du zero-padding.

Cherchons �a formaliser le lien qui existe entre l'image originale et l'image agrandie
par un facteur entier a avec la m�ethode du zero-padding. Pour cela, d�esignons par
f(x; y) l'image originale de N�N pixels, et par g(x; y) l'image agrandie de aN�aN
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pixels. D'apr�es (2.4), cette derni�ere s'exprime en fonction de son spectre fr�equentiel
par :

g(x; y) =
1

(aN)2

aN=2�1X
u;v=�aN=2

G(u; v)e
2�i
aN

(ux+vy) (2.11)

Le spectre G(u; v) est li�e au spectre F (u; v) par :

(�aN=2 � u; v < aN=2)

8<
: G(u; v) = a2F (u; v) lorsque �N=2 � u; v < N=2

G(u; v) = 0 sinon

(2.12)
La multiplication de F (u; v) par le coe�cient a2 permet de garder la dynamique des
niveaux de gris de l'image originale f(x; y). En substituant G(u; v) dans (2.11), on
trouve :

g(x; y) =
1

N2

N=2�1X
u;v=�N=2

F (u; v)e
2�i
aN

(ux+vy) (2.13)

Et �nalement, on peut exprimer l'image agrandie en fonction de l'image originale
en substituant F (u; v) �a l'aide de (2.3) :

g(x; y) =
1

N2

N=2�1X
u;v=�N=2

N=2�1X
m;n=�N=2

f(m;n)e
�2�i
N

(um+vn)e
2�i
aN

(ux+vy)

=
1

N2

N=2�1X
m;n=�N=2

f(m;n)
N=2�1X

u;v=�N=2
e
2�iu
N

(x
a
�m)e

2�iv
N

( y
a
�n) (2.14)

On peut r�e�ecrire l'expression (2.14) d'une mani�ere plus intelligible :

g(x; y) =
N=2�1X

m;n=�N=2
f(m;n) h(

x

a
�m; y

a
� n) (2.15)

h(x; y) =
1

N2

N=2�1X
u;v=�N=2

e
2�i
N

(ux+vy) (2.16)

On d�e�nit l'image f"a comme �etant un agrandissement de facteur a de l'image f
obtenu en intercalant des z�eros entre les pixels initiaux :

(�aN=2 � m;n < aN=2)

8<
: f"a(m;n) = f(m

a
; n
a
) lorsque m

a
et n

a
sont entiers

f"a(m;n) = 0 sinon

(2.17)
En utilisant cette nouvelle image, on r�e�ecrit (2.15) par :

g(x; y) =
aN=2�1X

m;n=�aN=2
f"a(m;n) h(

x�m
a

;
y � n
a

) = f"a � h(x
a
;
y

a
) (2.18)
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Avec cette derni�ere expression, il apparâ�t que la m�ethode du zero-padding revient
�a intercaler des z�eros dans l'image initiale, puis �a convoluer l'image obtenue avec
la fonction h dilat�ee d'un facteur a. Int�eressons-nous maintenant aux propri�et�es de
la fonction h. L'expression (2.16) montre qu'il s'agit d'une s�erie g�eom�etrique. Apr�es
quelques d�eveloppements, on trouve l'expression analytique suivante :

h(x; y) =
1

N2
� cos �(x+ y)

N
� sin�x sin�y
sin �x

N
sin �y

N

(2.19)

Lorsque N tend vers l'in�ni, on peut faire une approximation continue de la somme
dans (2.16) et obtenir la limite de la fonction h :

~h(x; y) =
1

N2

Z N
2

�N
2

Z N
2

�N
2

e
2�i
N

(ux+vy)dudv = sinc�x � sinc�y (2.20)

o�u la fonction sinc est la fonction sinus cardinal d�e�nie par sinc(x) = sin(x)=x. La
�gure 2.3(a) illustre la fonction limite ~h sur un support de largeur 16. Les lignes sur
le plan inf�erieur montrent les passages par z�ero. Du fait de la s�eparabilit�e de ~h, on
la repr�esente �egalement avec une seule dimension sur la �gure 2.3(b), et ceci sans
perte de g�en�eralit�e. La fonction passe par z�ero pour toutes les valeurs enti�eres de x,
sauf pour x = 0 o�u la fonction vaut 1. Ceci signi�e que la convolution d�ecrite par
(2.18) pr�eserve les pixels de l'image originale. La m�ethode du zero-padding est donc
bien une m�ethode d'interpolation o�u la fonction d'interpolation limite est donn�ee
par la fonction ~h.
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1 ~
h(x,0)
~h(x,y)

(a) (b)

Figure 2.3 { (a) Fonction limite ~h(x; y). (b) Illustration de ~h(x; 0).

Une comparaison entre h(x; 0) et sa limite ~h(x; 0) est montr�ee sur la �gure 2.4 pour
quelques valeurs de N . On remarque que h(x; 0) r�ealise une bonne approximation
de ~h(x; 0) dans l'intervalle [0; N=4], et plutôt mauvaise dans l'intervalle [N=4; N=2].
En fait, plus on se rapproche de N=2 et plus l'approximation est mauvaise. Il est
int�eressant d'interpr�eter la relation (2.18) dans le domaine fr�equentiel. D'apr�es la
propri�et�e (2.7), le produit de convolution devient un produit de multiplication et on
a :

G(u; v) = a2F "a(u; v) �H(u; v) (2.21)
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Figure 2.4 { Comparaison entre h(x; 0) et sa limite ~h(x; 0) pour di��erentes valeurs de N .

On peut identi�er facilementH(u; v) en interpr�etant la d�e�nition de h(x; y) comme
une transform�ee de Fourier inverse, c'est-�a-dire :

h(x; y) =
1

N2

aN=2�1X
u;v=�aN=2

H(u; v)e
2�i
N

(ux+vy) (2.22)

(�aN=2 � u; v < aN=2)

8<
: H(u; v) = 1 lorsque �N=2 � u; v < N=2

H(u; v) = 0 sinon
(2.23)

On peut �egalement facilement montrer que le spectre F "a(u; v) r�esulte d'une p�erio-
disation de F (u; v) sur l'intervalle [�aN=2; aN=2 � 1], ce qui s'�ecrit :

�aN=2 � u; v < aN=2 F "a(u; v) = F (u; v) (2.24)

Autrement dit, le fait d'intercaler des z�eros dans l'image originale se traduit d'un
point de vue fr�equentiel par un �elargissement du spectre, o�u les hautes fr�equences
introduites sont obtenues en dupliquant le spectre initial. On v�eri�e facilement qu'en
substituant F "a(u; v) et H(u; v) dans (2.21), on retrouve bien l'expression initiale
(2.12) de G(u; v). On voit que la fonction H(u; v) permet de pr�eserver le spectre ini-
tial F (u; v) en bloquant les hautes fr�equences introduites par F "a(u; v). Elle constitue
un �ltre passe-bas dont h(x; y) est l'expression dans le domaine spatial.
La mise en place du zero-padding par �ltrage fr�equentiel ou par interpolation spatiale
est illustr�ee sur la �gure 2.5. L'image agrandie r�ev�ele un artefact de la m�ethode du
zero-padding. La pr�eservation exacte du spectre initial entrâ�ne un e�et d'ondulation
des contours de l'image. La �gure 2.6 montre plus clairement cet e�et en utilisant
une mire.
Ce probl�eme d'ondulation est dû au �ltrage ((tout ou rien)) introduit par H(u; v)
et qui se traduit par des discontinuit�es spectrales. Une localisation pr�ecise dans le
domaine fr�equentiel est forc�ement r�epartie sur tout le domaine spatial. On peut
v�eri�er sur la �gure 2.4 que la fonction d'interpolation h(x; y), qui est l'�equivalent
spatial du �ltre H(u; v), poss�ede bien un comportement oscillatoire. Celui-ci d�ecrô�t
tr�es lentement et il est davantage marqu�e dans les directions horizontale et verticale.
Ceci signi�e que tous les pixels de l'image originale contribuent plus ou moins dans
l'interpolation d'un seul pixel de l'image agrandie. Un pixel interpol�e dans une r�egion
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avech(x,y)

entrelacement
de zéros

spectre

filtrage

interpolation par convolution

TF

image originale

Figure 2.5 { Mise en �uvre du zero-padding par interpolation spatiale ou par �ltrage fr�equen-
tiel.

image originale

image agrandie

zero-padding

Figure 2.6 { Illustration de l'e�et d'ondulation dans la m�ethode du zero-padding.

homog�ene est in
uenc�e par les contours avoisinants. Les contours, qui traduisent des
variations brutales des niveaux de gris, sont donc r�epercut�es sur leur voisinage.

Pour diminuer l'e�et d'ondulation des contours, il faut augmenter la convergence
vers z�ero de la fonction d'interpolation id�eale h. Pour cela, di��erentes approches
ont �et�e propos�ees dans la litt�erature. Yaroslavsky remplace la fonction h par une
combinaison de fonctions sinus cardinal en op�erant un l�eger d�ecalage de phase pour
que la fonction d'interpolation r�esultante converge plus rapidement vers z�ero [148].
Une autre approche propos�ee par Brouaye consiste �a d�ecomposer le signal avec
des fonctions orthogonales de type ondelettes plutôt qu'avec des sinuso��des. Les
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ondelettes �etant mieux localis�ees dans le temps, la fonction d'interpolation r�esultante
a l'avantage de d�ecrô�tre beaucoup plus rapidement que le sinus cardinal [20].

Pour diminuer consid�erablement l'e�et d'ondulation, on peut envisager de r�eali-
ser une approximation de la fonction d'interpolation id�eale sur un support de petite
taille. Non seulement l'�etendue des ondulations se trouve limit�ee au support choisi,
mais la convolution est aussi beaucoup plus rapide. Evidemment, si on veut garder
une certaine qualit�e dans l'interpolation, il ne faut pas que le support soit trop pe-
tit. La m�ethode d'approximation la plus simple consiste �a couper la fonction sinus
cardinal en e�ectuant un fenêtrage avec une fonction rectangle, cependant il y a un
renforcement des ondulations sur le support pr�eserv�e. Pour corriger ce probl�eme, on
peut utiliser une fonction gaussienne pour adoucir le fenêtrage pr�ec�edent, ou utiliser
di��erentes fenêtres comme celle de Hann, Hamming, Blackman, ou encore Kaiser.
Plutôt que de fenêtrer le sinus cardinal sur un petit support, on peut d�eterminer
sur ce même support la fonction d'interpolation optimale dont la r�eponse en fr�e-
quence approche au mieux le �ltre rectangle id�eal. Dans ce cas, il s'agit de r�ealiser
l'interpolation avec un �ltre FIR (�nite impulse response) optimal [34], [35], [43],
[56], [121].

Pour supprimer compl�etement l'e�et d'ondulation, Liu et al. proposent une ap-
proche originale de l'interpolation o�u l'image agrandie doit minimiser une fonction
d'�energie globale tout en pr�eservant la valeur des pixels d'origine [87]. Ce probl�eme
est r�esolu par les moindres carr�es en utilisant un algorithme de descente en gra-
dient. N�eanmoins, cette approche est it�erative et n�ecessite une quantit�e importante
de calculs.

Notes bibliographiques

La m�ethode du zero-padding a �et�e propos�ee pour la premi�ere fois par Schafer
et Rabiner en 1973, comme une m�ethode d'interpolation id�eale mais avant tout
th�eorique [121]. Plus tard, elle a �et�e mise en �uvre avec la FFT sur des signaux
1D [53], [108], puis �etendue aux signaux 2D [118]. Cette approche a ensuite �et�e
optimis�ee en �evitant les calculs inutiles o�u interviennent les z�eros, que ce soit dans le
cas 1D [1], ou dans le cas 2D [32], [129]. La m�ethode du zero-padding a �egalement �et�e
mise en �uvre avec d'autres transform�ees que la FFT. On peut citer notamment la
transform�ee en cosinus discret (DCT) [3], [145], ou encore la transform�ee de Hartley
discr�ete (DHT) qui �evite le calcul des valeurs complexes [2].

2.3.2 Interpolation avec des fonctions polynomiales

Nous avons vu dans la section 2.3.1 que l'agrandissement d'une image avec une
pr�eservation exacte des fr�equences conduit �a interpoler cette image avec une fonction
limite de type sinus cardinal. Nous avons relev�e deux probl�emes inh�erents au fait que
cette fonction s'�etend sur tout le support de l'image. Le premier est une complexit�e
algorithmique �elev�ee O(N4), et le deuxi�eme est un e�et d'ondulation des contours
dû �a la participation de tous les pixels dans l'interpolation d'un seul. Pour corriger
ces deux probl�emes �a la fois, il faut utiliser une fonction d'interpolation �a support
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compact, au d�etriment de la qualit�e de la pr�eservation des fr�equences. Dans cette
section, nous �etudions des fonctions d'interpolation qui ont cette propri�et�e. Elles
sont construites en raccordant aux points d'�echantillonnage initiaux des morceaux
de polynômes de degr�es plus ou moins �elev�es [89], [101].

Pour simpli�er la pr�esentation de cette m�ethode d'agrandissement, nous nous in-
t�eressons �a l'interpolation sur une seule dimension. Elle peut facilement être �etendue
sur deux dimensions en admettant la s�eparabilit�e de la fonction d'interpolation 2D.
D'un point de vue pratique, l'interpolation est r�ealis�ee avec un produit de convolu-
tion, de la mêmemani�ere que nous l'avons vu avec la relation (2.18) dans le cas d'une
interpolation sur deux dimensions. Plus pr�ecis�ement, l'interpolation d'un signal f �a
une dimension avec un facteur d'agrandissement a est d�e�nie par :

g(x) =
aN�1X
m=0

f"a(m) h(
x�m
a

) = f"a � h(x
a
) (2.25)

o�u le nombre N repr�esente le nombre d'�echantillons de f et la fonction f"a est
obtenue en intercalant a� 1 z�eros entre les �echantillons de f , c'est-�a-dire :

(0 � m < aN)

8<
: f"a(m) = f(m

a
) lorsque m

a
est entier

f"a(m) = 0 sinon
(2.26)

Dans la suite, nous �etudions les cas o�u la fonction d'interpolation h est construite �a
partir de morceaux de polynômes de degr�es 0, 1, 2 ou 3.

Interpolation au plus proche voisin

La fonction d'interpolation la plus simple est illustr�ee sur la �gure 2.7(a). Elle
est obtenue �a partir d'un polynôme de degr�e 0. On la d�esigne souvent comme une
interpolation au plus proche voisin, puisque seul le point le plus proche intervient
dans l'interpolation. Elle se formalise de la mani�ere suivante :8<

: h(x) = 1 lorsque jxj � 1
2

h(x) = 0 sinon
(2.27)

Sa r�eponse en fr�equence est donn�ee par :

H(u) =
Z 1

2

� 1
2

e�2�iuxdx = sinc�u (2.28)

En raison de sa simplicit�e extrême, l'interpolation au plus proche voisin est tr�es
appr�eci�ee dans les applications en temps r�eel. Elle a par exemple longtemps �et�e
utilis�ee dans les moteurs 3D pour interpoler les textures dans les mondes virtuels.
Elle a cependant le d�efaut de g�en�erer un e�et de pixelisation de l'image (voir �gure
2.8), qui laisse une impression d'agrandissement ((synth�etique)) �a l'observateur . La
�gure 2.7(b) montre un spectre en fr�equence relativement �eloign�e du �ltre id�eal
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Figure 2.7 { Fonctions d'interpolation polynomiale et spectres associ�es : (a-b) interpolation
au plus proche voisin, (c-d) interpolation lin�eaire, (e-f) interpolation quadratique, (g-h) inter-
polation cubique.
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illustr�e en pointill�es. La bande stoppante contient des lobes importants qui att�enuent
partiellement les hautes fr�equences introduites par f"a lors de l'agrandissement.

On peut trouver dans [12] et [85] une approche particuli�ere o�u l'e�et de pixeli-
sation est fortement att�enu�e grâce �a une sorte de lissage de l'image agrandie par
interpolation au plus proche voisin. Dans cette approche, chaque groupe de pixels
issu de l'agrandissement d'un pixel original est circonscrit par un disque auquel on
attribue le niveau de gris du groupe de pixels. La valeur de chaque pixel de l'image
agrandie est alors recalcul�ee en e�ectuant une moyenne pond�er�ee entre les niveaux
de gris des disques qui recouvrent le pixel. Le poids associ�e �a chaque disque est
fonction de la surface du pixel qui est recouverte par le disque.

Interpolation lin�eaire

Une interpolation entre les deux points les plus proches peut être r�ealis�ee en
reliant les �echantillons initiaux entre eux par des segments de droite. La fonction
d'interpolation correspondante, illustr�ee sur la �gure 2.7(c) est obtenue en utilisant
deux polynômes de degr�e 1 :8<

: h(x) = 1 � jxj lorsque jxj � 1

h(x) = 0 sinon
(2.29)

Sa r�eponse en fr�equence est donn�ee par :

H(u) =
Z 1

�1
(1� jxj) e�2�iuxdx = sinc2�u (2.30)

Ce type d'interpolation donne globalement de meilleurs r�esultats que l'interpolation
au plus proche voisin avec peu de calculs suppl�ementaires. On la retrouve de plus
en plus souvent dans les applications en temps r�eel. La �gure 2.7(d) montre une
r�eponse en fr�equence o�u les lobes sont nettement moins pro�eminents dans la bande
stoppante. Toutefois les fr�equences sont davantage att�enu�ees dans la bande passante,
ce qui se traduit dans le domaine spatial par un 
ou visuel assez important (voir
�gure 2.8).

Interpolation quadratique

L'interpolation entre les trois points les plus proches a �et�e �etudi�ee par Dodgson
en utilisant trois polynômes de degr�e 2 [48]. Pour �eviter un d�ephasage, les polynômes
quadratiques sont d�e�nis sur des morceaux d�ecal�es de la moiti�e du pas d'�echantillon-
nage initial. Pour d�eterminer les coe�cients des trois polynômes, Dodgson utilise
diverses contraintes : sym�etrie, normalisation, continuit�e aux points de raccord, et
pr�eservation des �echantillons initiaux. Il aboutit ainsi �a la fonction d'interpolation
quadratique suivante :8>>><

>>>:
h(x) = �2x2 + 1 lorsque jxj � 1

2

h(x) = x2 � 5
2jxj+ 3

2 lorsque 1
2 � jxj � 3

2

h(x) = 0 sinon

(2.31)
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Dont la r�eponse en fr�equence est donn�ee par :

H(u) =
6sinc�u� 6sinc 3�u� cos �u+ cos 3�u

(2�u)2
(2.32)

La fonction d'interpolation quadratique et sa r�eponse en fr�equence sont illustr�ees res-
pectivement sur les �gures 2.7(e) et 2.7(f). Par rapport �a l'interpolation lin�eaire, les
fr�equences sont moins att�enu�ees dans la bande passante, et par cons�equent, l'image
interpol�ee est moins 
oue (voir �gure 2.8). Cependant, l'e�et de pixelisation est
encore visible puisque les lobes dans la bande stoppante ne sont pas su�samment
att�enu�es.

Lorsque le facteur d'agrandissement est a = 2, on remarque �a partir de l'expres-
sion (2.32) que l'interpolation quadratique est identique �a l'interpolation lin�eaire.

interpolation au plus proche voisin(b) interpolation linéaire(c)

image originale(a)

interpolation cubique(e)interpolation quadratique(d)

Figure 2.8 { Agrandissement de facteur a = 4 par interpolation avec des fonctions polyno-
miales.

Interpolation cubique

L'interpolation entre les quatre points les plus proches peut être r�ealis�ee �a partir
de trois polynômes de degr�e trois [78], [89], [100]. Pour r�eduire l'espace des solutions,
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on applique diverses contraintes sur ces polynômes : sym�etrie autour de z�ero, conti-
nuit�e et premi�ere d�eriv�ee continue aux points de raccord. On aboutit �nalement �a
une fonction d'interpolation cubique d�e�nie par un seul param�etre :8>>><

>>>:
h(x) = (A+ 2)jx3j � (A+ 3)x2 + 1 lorsque jxj � 1

h(x) = A(jx3j � 5x2 + 8jxj � 4) lorsque 1 � jxj � 2

h(x) = 0 sinon

(2.33)

Le choix du param�etre A a beaucoup �et�e �etudi�e dans la litt�erature. La �gure 2.7(g)
illustre la fonction cubique obtenue avec A = �1=2. Pour cette valeur, la fonction
d'interpolation poss�ede de bonnes caract�eristiques fr�equentielles [89]. La r�eponse en
fr�equence est donn�ee par :

H(u) =
18 � 24 cos 2�u+ 6 cos 4�u� �u(2 sin 2�u� sin 4�u)

(2�u)4
(2.34)

La �gure 2.7(h) montre un spectre beaucoup plus proche du �ltre id�eal. On peut
d'ailleurs observer sur la �gure 2.8 que l'e�et de pixelisation, caract�eristique de l'in-
terpolation au plus proche voisin, a presque disparu. Pour supprimer compl�etement
cet e�et de pixelisation, Morse et al. proposent de lisser les lignes de niveaux qui
sont associ�ees aux iso-valeurs [98].

2.3.3 Interpolation avec la transform�ee B-spline

La transform�ee B-spline fournit une repr�esentation continue d'un signal discret
f(k) [137]. Le degr�e de continuit�e d�epend directement du choix d'une fonction poly-
nomiale de base : la fonction B-spline. Avec une fonction B-spline continue d'ordre n,
on peut obtenir un signal continu �n(x) d�erivable n� 1 fois de la mani�ere suivante :

�n(x) =
1X

m=�1
c(m)�n(x�m) = c � �n(x) (2.35)

o�u les c(m) repr�esentent les coe�cients B-spline. La fonction B-spline d'ordre 0 est
une fonction rectangle. Pour obtenir une fonction B-spline continue d'ordre n, il faut
convoluer n fois la fonction rectangle par elle-même (voir �gure 2.9). Cette propri�et�e
se d�ecrit simplement par :

�n(x) = �n�1 � �0(x) = �0 � � � � � �0(x)| {z }
nfois

(2.36)

L'agrandissement de facteur a d'un signal discret f(k) se fait en deux �etapes [136] :

1. Transform�ee B-spline directe : D�eterminer les coe�cients c(m) �a partir de f(k)
et d'une fonction B-spline discr�ete d'ordre n.

2. Transform�ee B-spline indirecte : Calculer le signal interpol�e �a partir des coef-
�cients c(m) et de la fonction B-spline dilat�ee d'un facteur a.

Dans la suite, nous d�ecrivons ces deux �etapes.
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Figure 2.9 { Fonctions B-spline continues : (a) ordre 0, (b) ordre 1, (c) ordre 2, (d) ordre 3.

Transform�ee B-spline directe

Les coe�cients c(m) sont d�etermin�es de mani�ere �a ce que la fonction �n(x) passe
exactement par les �echantillons de f(k), c'est-�a-dire :

f(k) = �n(k) =
1X

m=�1
c(m)bn(k �m) (2.37)

o�u bn(k) repr�esente la fonction B-spline discr�ete d�e�nie par bn(k) = �n(k). La rela-
tion (2.37) fait apparâ�tre un produit de convolution. En passant dans le domaine
fr�equentiel avec la transform�ee de Fourier, on obtient :

f(k) = c � bn(k) TF ! F (u) = C(u) �Bn(u) (2.38)

On voit avec cette derni�ere expression que les coe�cients B-spline peuvent être
obtenus par un simple �ltrage inverse du signal original :

C(u) = F (u) �Bn(u)�1 =
F (u)

n+1P
k=0

bn(k)e�2�iuk
(2.39)

Dans [138], Unser et al. donnent l'expression de Bn(u)�1 pour n variant de 0 �a 7, et
�etudient di��erentes techniques pour r�ealiser e�cacement le �ltrage.

Transform�ee B-spline indirecte

L'approche la plus simple pour agrandir f(k) d'un facteur a �a partir de sa repr�e-
sentation B-spline, consiste �a intercaler a� 1 z�eros entre les coe�cients B-spline et
�a interpoler avec la fonction B-spline dilat�ee d'un facteur a :

g(k) = �n(
k

a
) =

1X
m=�1

c(m)bna(k � am) = c"a � bna(k) (2.40)

o�u bna est d�e�nie par b
n
a(k) = �n(k=a) et c"a est d�e�nie de mani�ere analogue �a (2.26).

Une alternative �a cette approche est propos�ee par Unser et al. [140]. Les coef-
�cients B-spline de l'image agrandie g(k) sont d�etermin�es pour que l'erreur d'ap-
proximation entre la repr�esentation B-spline continue de f(k) et celle de g(k) soit
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minimum au sens des moindres carr�es. Ceci revient �a faire une projection orthogo-
nale de la repr�esentation B-spline continue de f(k) sur l'espace des fonctions splines
dilat�ees d'un facteur a. Plus l'ordre de la fonction B-spline est �elev�e, plus cette
approche devient complexe �a mettre en �uvre. Lee et al. proposent de remplacer
la projection orthogonale par une projection oblique plus facile �a �evaluer [82]. En
fait, l'approche par projection a surtout un int�erêt lorsque l'on souhaite r�eduire une
image avec sa repr�esentation B-spline. Elle permet dans ce cas d'�eviter l'e�et d'alia-
sing qui pourrait apparâ�tre avec l'approche par r�e�echantillonnage qui est illustr�ee
avec l'expression (2.40). Dans le cas d'un agrandissement, l'approche par projection
est beaucoup moins justi��ee. Lorsque n est assez �elev�e (n � 3), l'image agrandie
par projection est tr�es semblable �a celle obtenue par l'approche du r�e�echantillonnage
[140]. Dans la suite, nous nous int�eressons uniquement �a cette derni�ere approche.

Unser et al. ont montr�e que la fonction B-spline discr�ete d'ordre n et dilat�ee d'un
facteur a, pouvait s'obtenir simplement dans l'espace discret par [136] :

bna(k) =
1

an
(b0a � � � � � b0a)| {z }

nfois

�bn1(k) (2.41)

En substituant bna(k) dans (2.40) et en passant dans le domaine fr�equentiel, on
obtient :

G(u) = C"a(u) �B0
a(u) �

 
B0
a(u)

a

!n
�Bn

1 (u) (2.42)

Cette expression montre que l'interpolation peut-être r�ealis�ee �a partir d'une cascade
de n + 1 �ltres de largeur a r�ealisant une moyenne et d'un post-�ltrage avec une
fonction B-spline discr�ete d'ordre n.

a

pré-filtrage

f(k) c(k)

interpolation au
plus proche voisin

g(k)

n fois

moyenne post-filtrage

B
n -1

1 B
0

a
a

B
0

a B
n

1(u) (u) (u) (u)

Figure 2.10 { Syst�eme global pour un agrandissement de facteur a avec la transform�ee B-spline
d'ordre n.

Le syst�eme global d'interpolation avec la transform�ee B-spline est illustr�e sur
la �gure 2.10. Le signal initial f(k) est d'abord �ltr�e avec Bn

1 (u)
�1 (transform�ee

B-spline directe). Le signal c(k) en sortie repr�esente les coe�cients B-spline. Il est
ensuite agrandi en intercalant des z�eros entre les �echantillons, puis en convoluant le
r�esultat avec une fonction rectangle. Cette op�eration revient �a faire une interpolation
au plus proche voisin de c(k). Le signal est ensuite liss�e en it�erant n fois un �ltre
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r�ealisant une moyenne. En�n, un dernier �ltrage avec Bn
1 (u) (transform�ee B-spline

indirecte) est e�ectu�e.
Pour analyser l'interpolation avec la transform�ee B-spline, Unser et al. s'int�e-

ressent �a la fonction d'interpolation �equivalente hn(x) qui s'applique directement
sur le signal original :

�n(x) =
1X

m=�1
c(m)�n(x�m) =

1X
k=�1

f(k)hn(x� k) (2.43)

La fonction hn est appel�ee fonction spline cardinale d'ordre n. Unser et al. ont montr�e
qu'elle converge vers la fonction d'interpolation id�eale (sinus cardinal) lorsque n tend
vers l'in�ni. La �gure 2.11(a) illustre la fonction spline cardinale d'ordre 3. Celle-ci
est �egale �a z�ero pour toutes les valeurs enti�eres de x, sauf pour x = 0 o�u elle vaut 1. La
m�ethode d'agrandissement par B-spline est donc bien une m�ethode d'interpolation.
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Figure 2.11 { (a) Fonction spline cardinale d'ordre n = 3. (b) Spectre d'amplitude.

La fonction spline cardinale d'ordre 3 r�ealise une bonne approximation locale de
la fonction d'interpolation id�eale trac�ee en pointill�e. D'ailleurs, sur la �gure 2.11(b),
le spectre de hn apparâ�t tr�es proche du �ltre rectangle id�eal. La fonction spline
cardinale d�ecrô�t beaucoup plus vite vers z�ero que la fonction sinus cardinal. Elle est
par cons�equent beaucoup moins sensible aux donn�ees distantes. Le signal interpol�e
avec la transform�ee B-spline pr�esente donc beaucoup moins l'e�et d'ondulation que
celui obtenu avec la m�ethode du zero-padding (cf. section 2.3.1).

Pour appliquer aux images (signaux 2D) le syst�eme d'agrandissement d�ecrit sur la
�gure 2.10, on suppose que les fonctions B-spline bidimensionnelles sont s�eparables.
Il su�t donc d'appliquer successivement les traitements �a une dimension sur les
lignes puis sur les colonnes [137].

La �gure 2.12 illustre les transform�ees B-spline1 directe et indirecte appliqu�ees
sur l'image de San-Francisco (n = 3). On remarque que la transform�ee B-spline

1: Le code source a �et�e �ecrit par Philippe Th�evenaz qui fait partie de la même
�equipe que Michael Unser �a l'EPFL de Lausanne. Ce code est disponible �a l'adresse
http://bigwww.ep
.ch/thevenaz/a�ne.html.
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B-spline indirecte
Transformée 

B-spline indirecte
Transformée 

image originale

Transformée B-spline directe

image agrandie image agrandie

Figure 2.12 { Transform�ees B-spline directe et indirecte (n = 3).

directe ampli�e les hautes fr�equences de l'image originale. En fait, plus l'ordre de
la B-spline est �elev�e et plus les hautes fr�equences sont ampli��ees. Cette observation
s'explique par le fait que la fonction B-spline est de plus en plus lisse et aplatie
lorsque n augmente (cf. �gure 2.9). L'ampli�cation des valeurs permet donc de
r�ealiser l'�equilibre avec la fonction B-spline.

Lorsque la transform�ee B-spline directe ne pr�ec�ede pas la transform�ee B-spline
indirecte, l'image agrandie apparâ�t 
oue sur la �gure 2.12. On peut donc voir la
m�ethode d'agrandissement avec la transform�ee B-spline comme une m�ethode qui
ampli�e la dynamique des niveaux de gris de l'image, r�ealise une interpolation au
plus proche voisin, puis un lissage de l'image.

La �gure 2.13 montre les agrandissements de facteur 4 obtenus en faisant varier
l'ordre n de la fonction B-spline. Lorsque n augmente, on tend de plus en plus vers
l'interpolation id�eale (fonction sinus cardinal), et l'e�et d'ondulation dans l'image
agrandie est de plus en plus important (voir �gure 2.13(e)). Lorsque n = 0 et n = 1,
le pr�e-�ltrage et le post-�ltrage montr�es sur la �gure 2.10 n'ont aucun e�et sur
l'image. Pour n = 0, le syst�eme revient �a faire une interpolation au plus proche voi-
sin. Et pour n = 1, il revient �a faire une interpolation lin�eaire puisque la convolution
de deux fonctions rectangle g�en�ere une fonction triangle (cf. �gure 2.9). Il faut noter
que ce r�esultat provient de l'approche du r�e�echantillonnage adopt�ee dans la trans-
form�ee B-spline indirecte et qui est illustr�ee par l'expression (2.40). Avec l'approche
des moindres carr�es (ou projection orthogonale) [140], on obtiendrait des fonctions
d'interpolation plus complexes pour n = 0 et n = 1. L'image agrandie avec n = 3
r�ealise un bon compromis entre l'e�et de 
ou et l'e�et d'ondulation.
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(d) n=7 n 8(e)

(a) image originale

(c) n=3(b) n=1

Figure 2.13 { Agrandissement de facteur a = 4 avec la transform�ee B-spline d'ordre n.

Notes bibliographiques

La m�ethode d'interpolation par transform�ee B-spline a �et�e introduite par Hou et
Andrews en 1978 [68]. Ne sachant pas comment trouver e�cacement les coe�cients
B-spline, ils ont propos�e d'agrandir l'image en appliquant directement la fonction
B-spline sur l'image originale. Cette approche revient �a supprimer la transform�ee
B-spline directe qui permet d'�evaluer les coe�cients B-spline. Comme on peut le
voir sur la �gure 2.12, elle aboutit �a une image 
oue. Parker et al. ont toutefois
consid�er�e cette approche comme une m�ethode d'interpolation �a part enti�ere, et l'ont
compar�ee aux m�ethodes d'interpolation avec des fonctions polynomiales [101]. Ils
arrivent �nalement �a la conclusion que la m�ethode B-spline est moins int�eressante
car elle g�en�ere un 
ou excessif. En fait, leur comparaison n'est pas valide puisque
la fonction B-spline ne pr�eserve pas les points initiaux et ne peut pas être consi-
d�er�ee comme une fonction d'interpolation. Pour être valide, la comparaison aurait
dû se faire avec la fonction spline cardinale. Maeland a �et�e le premier �a d�enoncer la
((fausse interpolation)) avec la fonction B-spline et �a recti�er les conclusions erron�ees
de Parker et al. en e�ectuant la comparaison avec la fonction spline cardinale [89].
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Sa conclusion est que cette derni�ere r�ealise une meilleure interpolation que la fonc-
tion polynomiale cubique (cf. section 2.3.2). Sankar et al. ont propos�e en 1988 une
approche pour obtenir e�cacement les coe�cients B-spline et r�ealiser une v�eritable
interpolation [117]. En fait, Unser et al. ont relev�e une erreur dans leur mod�ele qui
a �nalement conduit �a un r�esultat proche de celui de Hou et Andrews [136]. En
d�e�nitive, il a fallut attendre 1991 pour que Unser et al. donnent un algorithme
valide et e�cace pour interpoler une image avec la transform�ee B-spline [136]. C'est
cette approche que nous avons pr�esent�ee pr�ec�edemment.

2.4 Am�elioration de la nettet�e

Dans la section pr�ec�edente, nous avons �etudi�e di��erentes m�ethodes d'agrandis-
sement qui pr�eservent plus ou moins bien les fr�equences de l'image originale. Nous
avons vu que cette pr�eservation pouvait se r�ealiser simplement par un �ltrage lin�eaire
des hautes fr�equences lors de l'agrandissement. Cependant, même avec la m�ethode
d'interpolation id�eale, on peut observer que l'image agrandie pr�esente toujours un
e�et de 
ou. Celui-ci est d'autant plus important que le facteur d'agrandissement
est �elev�e. Ce probl�eme est typique des �ltres lin�eaires qui ont tendance �a lisser les
contours. Pour le corriger, il faut e�ectuer un post-traitement de l'image pour r�eta-
blir la nettet�e des contours. Pour cela, quelques approches ont �et�e propos�ees dans
la litt�erature. Nous �etudions dans cette section deux approches caract�eristiques. La
premi�ere restaure les contours �a partir de l'expression d'une �equation di��erentielle
partielle. L'algorithme de restauration exploite la repr�esentation B-spline de l'image
originale (cf. section 2.3.3). La deuxi�eme approche proc�ede par di�usion anisotro-
pique de l'information depuis l'int�erieur des r�egions homog�enes vers les fronti�eres. On
peut voir cette approche comme une sorte de rehaussement des contrastes r�ealis�ee
sur une image 
oue.

2.4.1 Utilisation d'une �equation di��erentielle partielle

Prades-Nebot et al. ont propos�e r�ecemment un algorithme de restauration des
contours d'une image agrandie �a partir d'une repr�esentation B-spline [107]. L'algo-
rithme est bas�e sur l'�equation di��erentielle partielle suivante :

@f(x; t)

@t
= �

�����@f(x; t)@x

����� sgn
 
@2f(x; t)

@x2

!
(2.44)

o�u la fonction sgn(x) est la fonction signe qui renvoie -1 si x < 0, 0 si x = 0 et 1 si x >
0. La partie droite de l'�equation (2.44) est compos�ee d'un terme de propagation jfxj
et d'un terme de d�etection du contour sgn(fxx). Le terme de propagation d�etermine
le degr�e d'ampli�cation de la valeur en chaque point de f . Le rôle du terme de
d�etection du contour est de changer le signe du terme de propagation pour que le

ux local soit dirig�e vers le contour.

En supposant que la fonction initiale f(x; 0) est une fonction continue, alors
l'application it�er�ee de l'expression (2.44) sur cette fonction conduit �a une fonction
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stable f(x;1) comportant des discontinuit�es partout o�u @2f(x; 0)=@x2 = 0. La
�gure 2.14 montre un exemple emprunt�e �a Prades-Nebot et al. qui illustre l'�equation
di��erentielle partielle (2.44) sur une it�eration de l'algorithme. On voit notamment
que la fonction trac�ee sur la �gure 2.14(d) permet de restaurer les contours liss�es du
signal original f montr�e sur la �gure 2.14(a)

(a) (b) (c) (d)

Figure 2.14 { (a) Signal f contenant deux contours liss�es. (b) Illustration de jfxj. (c) Illustra-
tion de fxx. (d) Illustration de �jfxjsgn(fxx).

Prades-Nebot et al. appliquent l'algorithme de restauration des contours sur la
repr�esentation B-spline continue �n(x) d�e�nie par (2.35), du signal discret f(k) �a
agrandir. Ainsi, en prenant f(x; 0) = �n(x), on obtient [107] :

@f(x; 0)

@t
= �

�����
1X

m=�1
c1(m)�n�1(x�m+

1

2
)

����� sgn
 1X
m=�1

c2(m)�n�2(x�m)

!
(2.45)

avec c1(m) = c(m)� c(m� 1) et c2(m) = c(m� 1)� 2c(m) + c(m+ 1).
En approximant @f(x; 0)=@t par (f(x; t+�t)� f(x; t))=�t et en discr�etisant x, on
obtient f(k;�t) = f(k; 0)� e(k) o�u e(k) est un terme de correction d�e�ni par :

e(k) = �t

�����
1X

m=�1
c1(m)�n�1(k �m+

1

2
)

����� sgn
 1X
m=�1

c2(m)�n�2(k �m)

!
(2.46)

Ainsi, en soustrayant le terme de correction e(k) �a l'image interpol�ee avec la re-
pr�esentation B-spline f(k; 0), on obtient un signal f(k;�t) avec des contours plus
nets. Pour r�ealiser la correction uniquement sur les contours, Prades-Nebot et al.
pr�econisent d'utiliser un seuil sur le terme de propagation jfxj.

Il faut remarquer que le signal stable f(k;1) est ici remplac�e par le signal f(k;�t)
qui est obtenu en une seule it�eration. Le degr�e de restauration des contours est donc
directement li�e au choix de �t. On remarquera que l'algorithme ne peut s'appliquer
que si l'ordre de la B-spline initiale est sup�erieur ou �egal �a trois a�n de garantir
les d�eriv�ees partielles premi�ere et seconde. Pour une B-spline cubique, le terme de
correction d�e�ni par (2.46) se simpli�e pour donner [107] :

e(k) = ��t
2
(c(k + 1� c(k � 1)) sgn(c2(k)) (2.47)

Pour �etendre l'algorithme aux images (signaux 2D), Prades-Nebot et al. consi-
d�erent l'�equation di��erentielle partielle suivante :

ft = �
q
f2x + f2y sgn(L(f)) (2.48)
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o�u L(f) est un terme permettant de d�etecter les contours. Pour obtenir rapidement
le terme de correction, Prades-Nebot et al. appliquent des masques de type Sobel ou
Prewitt directement sur les coe�cients B-spline. Les r�esultats exp�erimentaux obte-
nus dans [107] semblent plutôt concluants. Le terme de correction am�eliore la nettet�e
des images obtenues �a partir d'une repr�esentation B-spline. Le seul probl�eme notable
de la m�ethode concerne les ondulations caract�eristiques des fonctions B-splines cardi-
nales d'ordre �elev�e (cf. �gure 2.13). Les ondulations peuvent être consid�er�ees comme
des contours �a restaurer alors qu'elles sont dues uniquement �a un artefact de la
pr�eservation fr�equentielle. Dans ce cas, la m�ethode de Prades-Nebot et al. ampli�e
les ondulations.

2.4.2 Di�usion anisotropique

Le 
ou apparaissant sur les contours d'une image peut être supprim�e en utili-
sant les principes d'une di�usion anisotropique, mod�ele initi�e par Perona et Malik
[103], [116]. Il s'agit d'une approche it�erative o�u l'image est convolu�ee avec un �ltre
r�ealisant un lissage adaptatif. En fait, les poids du �ltre �evoluent dans l'espace de
mani�ere �a ce que le lissage soit maximum dans une zone homog�ene et minimum
(voire nul) sur un contour. Apr�es convergence, l'image obtenue est compos�ee de
r�egions uniformes s�epar�ees par des contours nets et pr�ecis.

Dans cette section, nous �etudions une approche propos�ee par Albiol et al. qui
adaptent le concept de di�usion anisotropique �a la suppression du 
ou dans une
image agrandie par pr�eservation fr�equentielle [8]. Les auteurs ont appliqu�e leur m�e-
thode sur une image obtenue par interpolation lin�eaire (cf. section 2.3.2), mais a
priori rien n'empêche de l'appliquer sur une image obtenue avec une m�ethode plus
�evolu�ee, comme par exemple la m�ethode d'interpolation avec la transform�ee B-spline
(cf. section 2.3.3).

Contrairement �a la m�ethode classique de di�usion anisotropique [116], la m�ethode
d'Albiol et al. n'est pas it�erative : chaque pixel n'est trait�e qu'une seule fois. La
di�usion de l'information est r�ealis�ee ici par un traitement ordonn�e des pixels de
l'image. En fait, les pixels sont trait�es successivement en prenant en priorit�e les
pixels centr�es sur une r�egion homog�ene et en terminant par ceux qui sont proches
des contours. On r�ealise ainsi une di�usion de l'information depuis l'int�erieur des
r�egions vers leurs fronti�eres, comme illustr�e sur la �gure 2.15(a).
L'algorithme g�en�eral peut se r�esumer par les �etapes suivantes :

1. Agrandissement de l'image originale avec une m�ethode d'interpolation quel-
conque.

2. Calcul du gradient en chaque pixel de l'image agrandie et constitution d'une
liste de pixels ordonn�ee selon la valeur du gradient.

3. Extraction du pixel de plus faible gradient de la liste et calcul de sa nouvelle
valeur.

4. Retour �a l'�etape 3 tant que la liste n'est pas vide.
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Figure 2.15 { (a) Principe de di�usion anisotropique. (b) Traitement d'un pixel (�) : sa nouvelle
valeur est une combinaison de sa valeur I dans l'image interpol�ee et de la moyenne M de ses
pixels voisins d�ej�a trait�es (�).

Dans l'�etape 2, la mesure du gradient agit un peu comme une mesure de pro-
babilit�e d'appartenance du pixel �a un contour. Le gradient est maximum lorsque le
pixel appartient �a un contour, et il est nul lorsque le pixel appartient �a une zone
uniforme. Le classement des pixels selon la valeur du gradient doit donc permettre
de r�ealiser la di�usion de l'information depuis l'int�erieur des r�egions vers leurs fron-
ti�eres. En pratique, le gradient peut-être calcul�e par morphologie math�ematique ou
plus simplement �a l'aide d'un op�erateur de type Sobel.

Dans l'�etape 3, la nouvelle valeur du pixel x r�esulte d'une combinaison entre sa
valeur I(x) dans l'image interpol�ee et la moyenne M(x) des valeurs de ses pixels
voisins d�ej�a trait�es (voir �gure 2.15(b)). Les poids dans la combinaison d�ependent
directement du gradient G(x). Plus le gradient est faible et plus la valeur du pixel
tend vers I(x) ; plus il est fort est plus la valeur est proche de M(x). La nouvelle
valeur du pixel dans l'image restaur�ee est donc obtenue par l'expression :

R(x) = N(G(x)) �M(x) + (1 �N(G(x))) � I(x) (2.49)

o�u la fonction N permet de normaliser la valeur du gradient dans l'intervalle [0; 1].
Il s'agit d'une fonction lin�eaire qui est d�e�nie par :8>><

>>:
N(x) = � G(x)

max
y

G(y)
lorsque G(x) <

max
y

G(y)

�

N(x) = 1 sinon

(2.50)

o�u � est un param�etre dont le but est de compresser plus ou moins la fonction de
normalisation.

A travers l'expression (2.49), on remarque qu'un pixel situ�e �a l'int�erieur d'une
r�egion homog�ene garde la valeur donn�ee par l'image interpol�ee, tandis qu'un pixel
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proche d'un contour d�epend plutôt de ses voisins. On voit donc qu'il y a une di�usion
de la valeur des pixels centr�es �a l'int�erieur des r�egions, et que cette di�usion est
dirig�ee vers les contours. Son importance est contrôl�ee par le param�etre � qui agit
directement sur les poids de la combinaison dans (2.49). Plus ce param�etre est �elev�e
et plus les r�egions dans l'image restaur�ee deviennent uniformes avec des contours
nets et pr�ecis. Albiol et al. pr�econisent pour � une valeur situ�ee entre 2 et 4 a�n
d'obtenir des contours nets dans la majorit�e des cas.

La m�ethode de di�usion anisotropique permet d'am�eliorer consid�erablement la
nettet�e des images agrandies par pr�eservation fr�equentielle. Cependant, elle sou�re
de deux d�efauts. Le premier est qu'elle a tendance �a supprimer les structures �nes de
l'image originale. Par exemple, une ligne blanche sur un fond noir va être attaqu�ee
par deux fronts d'ondes qui propagent une valeur identique. Le r�esultat est la dis-
parition compl�ete de la ligne. Pour rem�edier �a ce probl�eme, les auteurs mettent en
place une d�etection des structures �nes �a l'aide d'outils morphologiques. Les pixels
qui appartiennent �a ces structures sont trait�es en priorit�e avec les pixels de gradient
minimum dans l'algorithme de restauration donn�e plus haut. Le deuxi�eme d�efaut,
plus probl�ematique que le premier, est que la m�ethode de di�usion anisotropique
am�eliore la nettet�e de tous les contours, y compris ceux qui sont d�ej�a liss�es dans
l'image originale. De plus, la nettet�e d'un contour d�epend davantage des propri�et�es
des pixels ((germe)) (gradient minimum) que des propri�et�es locales de ce contour.

Pour terminer, il faut noter que dans les zones de l'image qui sont fortement
textur�ees, la valeur du gradient est g�en�eralement faible. Ainsi, les pixels issus de ces
zones sont trait�es en priorit�e avec ceux issus des zones homog�enes. Par cons�equent, la
m�ethode de di�usion anisotropique a plutôt tendance �a lisser les textures pr�esentes
dans l'image.

2.5 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre di��erentes m�ethodes d'agrandissement
qui pr�eservent plus ou moins bien les fr�equences de l'image originale. La m�ethode
d'agrandissement du zero-padding pr�eserve exactement les fr�equences de l'image ori-
ginale, mais elle poss�ede deux d�efauts. Le principal est qu'elle introduit un e�et
d'ondulation des contours dans l'image agrandie. Le second est qu'elle n�ecessite une
quantit�e de calculs non n�egligeable puisqu'il faut e�ectuer une transform�ee de Fou-
rier directe, ins�erer des coe�cients nuls pour les hautes fr�equences, puis e�ectuer
une transform�ee de Fourier inverse. Toutefois, nous avons vu que cette op�eration
pouvait être r�ealis�ee de mani�ere �equivalente dans le domaine spatial en convoluant
l'image avec une fonction sinus cardinal.

Cette �equivalence spatiale nous a permis de montrer que l'on pouvait limiter l'ef-
fet d'ondulation et diminuer fortement la quantit�e de calculs en convoluant l'image
avec une fonction �a petit support. Cette am�elioration se fait au d�etriment de la
pr�eservation exacte des fr�equences. Ceci nous a amen�e �a pr�esenter deux nouvelles
m�ethodes : la m�ethode d'interpolation avec des fonctions polynomiales et la m�ethode
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d'interpolation avec la transform�ee B-spline. D'un point de vue th�eorique cette der-
ni�ere m�ethode est la plus aboutie des deux puisqu'elle fait le lien avec la m�ethode du
zero-padding. Lorsque l'ordre de la B-spline augmente, la fonction spline cardinale
tend vers la fonction sinus cardinal. Avec une B-spline cubique, le support de la
fonction spline cardinale est su�samment r�eduit pour que l'agrandissement soit ra-
pide et que l'e�et d'ondulation ne soit plus perceptible. La m�ethode d'interpolation
avec la transform�ee B-spline cubique apparâ�t donc clairement comme la m�ethode
de r�ef�erence de ce chapitre.

L'agrandissement par pr�eservation fr�equentielle est adapt�e lorsque le th�eor�eme
d'�echantillonnage est v�eri��e. En pratique, c'est tr�es rarement le cas pour les images
naturelles. La cons�equence est l'apparition d'un e�et de 
ou, notamment sur les
contours. Nous avons pr�esent�e deux approches pour am�eliorer la nettet�e des images
agrandies : la premi�ere est bas�ee sur l'expression d'une �equation di��erentielle par-
tielle et la seconde sur un proc�ed�e de di�usion anisotropique. Bien que ces approches
am�eliorent e�ectivement la nettet�e, celle-ci est plutôt arti�cielle. De plus, les d�egra-
dations engendr�ees par les m�ethodes d'agrandissement qui pr�eservent les fr�equences
sont souvent irr�eversibles. En fait, il faut corriger le probl�eme �a sa source. La pr�e-
servation unique des fr�equences initiales est insu�sante pour les images naturelles,
il faut �egalement cr�eer des hautes fr�equences pour maintenir les contours et les tex-
tures. Dans le chapitre suivant, nous �etudions des m�ethodes d'agrandissement qui
ont cet objectif.
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Chapitre 3

M�ethodes d'agrandissement

pr�eservant les structures

3.1 Introduction

Les images de sc�enes naturelles contiennent g�en�eralement des objets dont les
contours repr�esentent des discontinuit�es dans la sc�ene r�eelle. D'un point de vue fr�e-
quentiel, ces discontinuit�es se traduisent par une in�nit�e de fr�equences. Les m�ethodes
d'agrandissement que nous avons pr�esent�ees dans le chapitre 2 ne font que pr�eser-
ver (dans le meilleur des cas) les fr�equences de l'image originale. Elles ne peuvent
donc pas cr�eer les hautes fr�equences manquantes qui sont n�ecessaires �a la repr�esen-
tation des discontinuit�es dans l'image agrandie. Le r�esultat de cette incapacit�e est
la g�en�eration d'un 
ou visuellement gênant �a l'emplacement des contours. Le 
ou
n'apparâ�t pas uniquement au niveau des contours, il peut aussi apparâ�tre au ni-
veau des textures. Celles-ci se caract�erisent �egalement tr�es souvent par une in�nit�e
de fr�equences.

Pour d�epasser les limites des m�ethodes classiques, comme la m�ethode du zero-
padding, de nouvelles m�ethodes permettant la cr�eation de hautes fr�equences ont
�et�e propos�ees depuis une dizaine d'ann�ees. G�en�eralement, ces m�ethodes laissent
de côt�e le probl�eme de la synth�ese des textures, tr�es di�cile �a appr�ehender, pour
ne prendre en compte que celui des contours. Toutefois, même le probl�eme de la
pr�eservation des contours n'est pas aussi facile �a r�esoudre qu'on pourrait le penser.
En e�et, les contours de l'image originale ne traduisent pas forc�ement tous une
discontinuit�e entre des objets. Certains contours peuvent r�esulter d'une d�eformation
continue sur la surface mêmed'un objet. Ce type de contour ne doit pas être pr�eserv�e
comme s'il s'agissait d'une discontinuit�e. Dans le cas contraire, on obtiendrait des
fausses discontinuit�es dans l'image agrandie aussi s�emantiquement gênantes que le

ou occasionn�e par les vraies discontinuit�es non pr�eserv�ees. Nous verrons plus loin
que l'analyse multi-r�esolution est une voie de recherche int�eressante et prometteuse
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pour discerner et synth�etiser les di��erents types de contours.

Parmi les m�ethodes d'agrandissement qui essaient de pr�eserver les structures, on
peut distinguer deux grandes cat�egories de m�ethodes. La premi�ere cat�egorie op�ere
directement sur les images 
oues produites par les m�ethodes d'agrandissement qui
pr�eservent les fr�equences originales (cf. chapitre 2). On ne peut pas r�eellement parler
de m�ethodes d'agrandissement mais plutôt de m�ethodes d'am�elioration de la nettet�e.
Nous les avons �etudi�ees dans le chapitre pr�ec�edent en section 2.4.

La deuxi�eme cat�egorie de m�ethodes utilise des mod�eles d'agrandissement ori-
ginaux. Parmi celles-ci, on peut distinguer essentiellement trois approches. La pre-
mi�ere, qui est la plus r�epandue, consiste �a pr�eserver les contours en faisant de l'inter-
polation adaptative. Le mod�ele le plus repr�esentatif de ce type de m�ethode consiste
�a r�ealiser une interpolation lin�eaire classique �a l'int�erieur d'une r�egion homog�ene et
�a r�ealiser une interpolation directionnelle au voisinage du contour. Nous �etudions
cette approche particuli�ere de l'interpolation dans la section 3.2. La deuxi�eme ap-
proche exploite les corr�elations qui existent entre les bandes de fr�equences d'une
image (principalement sur les contours) pour extrapoler les hautes fr�equences de
l'image agrandie. Cette approche par extrapolation fr�equentielle est �etudi�ee dans la
section 3.3. La troisi�eme approche, tr�es di��erente des deux premi�eres, est issue de
la compression d'images par fractale. En exploitant l'ind�ependance du code fractal
vis-�a-vis de la r�esolution, on peut r�ealiser facilement un agrandissement de l'image.
Cette technique, souvent d�esign�ee par le terme zoom fractal, est �etudi�ee dans la sec-
tion 3.4. En marge de ces trois principales approches, il en existe d'autres, moins
r�epandues, que nous r�esumons dans la section 3.5.

Une proc�edure simple pour juger une m�ethode d'agrandissement consiste �a r�eduire
une image puis �a l'agrandir. On peut alors e�ectuer des comparaisons entre l'image
originale, qui sert de r�ef�erence, et l'image r�eduite agrandie. Puisque ces deux images
ont la même taille, on peut facilement e�ectuer des mesures math�ematiques qui
rel�event les di��erences entre les deux images.

Lorsque l'on e�ectue r�eellement un agrandissement, on ne dispose pas de r�ef�e-
rence. Dans ce cas, pour �evaluer la qualit�e de l'image agrandie, on peut en faire une
analyse spectrale. A partir du spectre fr�equentiel, on peut savoir si une m�ethode
d'agrandissement produit des hautes fr�equences et si celles-ci sont corr�el�ees avec les
basses fr�equences. Les mesures math�ematiques sur le spectre ne sont pas forc�ement
signi�catives, aussi une analyse spectrale visuelle se r�ev�ele souvent plus pertinente.
Ces di��erentes techniques qui permettent d'�evaluer la qualit�e d'un agrandissement
sont pr�esent�ees dans la section 3.6.

3.2 L'interpolation adaptative

Dans la section 2.3.2, nous avons vu que l'interpolation d'une image pouvait être
r�ealis�ee en intercalant des �echantillons nuls entre les pixels originaux et en e�ectuant
une convolution avec un �ltre spatial �a petit support (cf. expression (2.25)). Ce
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Figure 3.1 { Sch�ema standard des m�ethodes d'interpolation adaptative.

�ltre a pour objectif de pr�eserver le contenu fr�equentiel de l'image originale. Il est
particuli�erement adapt�e dans les zones de faible variation d'intensit�e, comme par
exemple dans celles qui sont homog�enes. Dans ce cas, il permet de pr�eserver leurs
basses fr�equences caract�eristiques. Par contre, il est particuli�erement inadapt�e dans
les zones o�u la variation de l'intensit�e est importante, comme par exemple dans celles
comportant des contours. Dans ces zones qui contiennent des hautes fr�equences, il
faut cr�eer des hautes fr�equences suppl�ementaires dans l'image agrandie sous peine
d'y faire apparâ�tre du 
ou. Les �ltres lin�eaires d�ecrits dans le deuxi�eme chapitre
ne peuvent pas r�ealiser cette op�eration puisqu'ils sont construits uniquement pour
pr�eserver des fr�equences existantes.

Les m�ethodes d'interpolation adaptative proposent de r�esoudre ce probl�eme en
adaptant le �ltre spatial au contenu de la zone �ltr�ee. On peut trouver deux ap-
proches. La premi�ere consiste �a utiliser un �ltre non-lin�eaire unique qui va r�eelle-
ment changer ses poids en fonction du contenu de l'image1. La seconde approche,
beaucoup plus r�epandue, consiste �a disposer de plusieurs mod�eles d'interpolation
et �a utiliser celui qui convient le mieux dans la zone d'interpolation trait�ee2. Dans
la suite, nous nous int�eressons plus particuli�erement �a cette deuxi�eme approche de
l'interpolation adaptative. Son sch�ema standard est d�ecrit sur la �gure 3.1.

Le mod�ele d'interpolation adapt�e au bloc trait�e (voisinage pris en compte dans
l'interpolation d'un pixel) est choisi en fonction d'une certaine classi�cation. De ma-
ni�ere g�en�erale, on peut comptabiliser cinq blocs caract�eristiques qui sont illustr�es sur

1: Voir [17], [30], [111], [130], [133], [147].
2: Voir [9], [10], [15], [18], [45], [46], [52], [74], [75], [131], [132], [142], [143], [144].
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la �gure 3.2 avec leurs spectres fr�equentiels. Il y a tout d'abord le bloc homog�ene qui
rassemble les blocs ayant une variation d'intensit�e plutôt faible. Comme le montre
la �gure 3.2(b), l'�energie spectrale dans ce type de blocs est plutôt concentr�ee dans
les basses fr�equences3. Une interpolation classique qui se contente de pr�eserver les
fr�equences originales est dans ce cas adapt�ee. Les m�ethodes d'interpolation adap-
tative s'int�eressent en particulier aux blocs �a contour simple tels qu'on peut le voir
sur la �gure 3.2(c). Ce type de bloc est compos�e de deux r�egions signi�catives avec
des niveaux de gris relativement di��erents. En g�en�eral, les m�ethodes simpli�ent sa
mod�elisation en consid�erant que la s�eparation est rectiligne. Cette hypoth�ese est �a
peu pr�es v�eri��ee en prenant des blocs de taille su�samment petite (par exemple
4� 4 pixels) : un contour curviligne peut localement être approxim�e par un segment
de droite. Le spectre sur la �gure 3.2(d) montre une trace fr�equentielle orient�ee ca-
ract�eristique d'une direction privil�egi�ee dans le bloc (la trace est orthogonale �a cette
direction). La majorit�e des m�ethodes d'interpolation adaptative ne consid�ere que
ces deux premiers types de blocs : bloc homog�ene et bloc �a contour simple [74], [75],
[142].

Il existe cependant des m�ethodes qui distinguent d'autres types de blocs comme
les blocs �a contours multiples et les blocs textur�es [131], [132], [143]. Un bloc �a
contours multiples est un bloc qui contient plus de deux r�egions signi�catives (voir
�gure 3.2(e) pour un exemple de bloc �a trois r�egions). Le spectre montre des traces
associ�ees aux di��erents contours qui traduisent les fronti�eres entre les r�egions. On
peut dire que dans ce type de bloc, une certaine organisation se d�egage de l'image
spectrale. Au contraire, dans un bloc textur�e comme sur la �gure 3.2(g), on a plutôt
une sorte de chaos dans les structures et le spectre ne contient pas de trace parti-
culi�ere (voir �gure 3.2(h)). On peut quand même noter que l'�energie spectrale est
ici r�epartie sur tout le spectre, contrairement au spectre du bloc homog�ene sur la
�gure 3.2(b).

En�n, on peut �egalement trouver des m�ethodes qui distinguent une cinqui�eme
cat�egorie de blocs : le bloc �a contour isol�e [45], [46]. Ce type de bloc est illustr�e sur
la �gure 3.2(i). La di��erence entre celui-ci et le bloc �a contour simple repr�esent�e sur
la �gure 3.2(c) est que dans le premier cas, le contour a une existence r�eelle, tandis
que dans le second, il marque une fronti�ere entre deux r�egions ayant des niveaux de
gris di��erents. Sur le spectre d'un bloc �a contour isol�e (voir �gure 3.2(j)), on trouve
toujours une trace orthogonale au contour.

Nous d�ecrivons la classi�cation et l'interpolation de ces di��erents types de blocs
dans les sections 3.2.1 et 3.2.2.

Comme on peut le voir sur la �gure 3.1, certaines m�ethodes d'interpolation adap-
tative exploitent une carte des contours haute-r�esolution (estimation sous-pixel)
pour classi�er et interpoler les blocs [10], [18], [130], [147]. Les changements d'in-
tensit�e dans une image peuvent être d�etect�es en �evaluant le laplacien. Dans [147], le

3: En g�en�eral, les traces verticale et horizontale d'un spectre ne doivent pas être prises en compte.
La p�eriodisation implicite de l'image dans la transform�ee de Fourier engendre obligatoirement des
discontinuit�es arti�cielles situ�ees sur les bords (cf. section 2.2.3). Cet artefact n'est cependant pas
visible lorsque le pourtour de l'image a un niveau de gris constant, ce qui est rarement le cas.
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Figure 3.2 { Blocs caract�eristiques dans une image.

laplacien de l'image originale est obtenu par une convolution avec un �ltre dont les
poids sont calcul�es en discr�etisant le laplacien d'une fonction gaussienne. Dans [10],
le �ltre utilis�e a un poids positif au centre et des poids n�egatifs en p�eriph�erie (center-
on surround-o�), ce qui constitue une approximation grossi�ere du laplacien. Dans
[18], ce �ltre est remplac�e par un autre qui satisfait mieux la propri�et�e d'invariance
en rotation et qui est plus proche du laplacien d'une gaussienne.

Pour obtenir la carte des contours haute-r�esolution �a partir de celle de l'image
originale, certains r�ealisent une estimation par interpolation lin�eaire [10], d'autres
une estimation par interpolation cubique [18], [147].

3.2.1 Bloc homog�ene et bloc �a contour simple

Les m�ethodes d'interpolation adaptative s'int�eressent principalement �a deux types
de blocs : le bloc homog�ene et le bloc �a contour simple. Dans la suite, nous synth�e-
tisons les di��erentes mani�eres de les classi�er et de les interpoler rencontr�ees dans
la litt�erature (cf. �gure 3.2).

Classi�cation

Un bloc est quali��e d'homog�ene selon di��erents crit�eres. Le plus r�epandu est celui
de l'amplitude du gradient qui est g�en�eralement �evalu�ee �a partir de l'op�erateur de
Sobel [9], [15], [45], [46], [52]. Si l'amplitude est inf�erieure �a un certain seuil, alors
la variation de l'intensit�e �a l'int�erieur du bloc est jug�ee trop faible et le bloc est
class�e comme �etant homog�ene. D'autres mesures semblables �a celle du gradient sont
utilis�ees. On trouve par exemple dans [142] une approche o�u la di��erence normalis�ee
entre les valeurs extrêmes du bloc est utilis�ee comme crit�ere de classement. Tandis
que dans [143] et [144], c'est le rapport entre la di��erence des valeurs extrêmes du
bloc et celle des valeurs extrêmes de l'image qui est employ�e.

Pour classer un bloc dans la cat�egorie des blocs �a contour simple, le premier crit�ere
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est que celui-ci ne soit pas homog�ene. Le second crit�ere qui d�etermine la d�ecision
varie selon les m�ethodes d'interpolation adaptative. Ainsi, dans [131] et [132], le
gradient est calcul�e sur tous les pixels du bloc. Si une direction est dominante,
alors on suppose qu'un contour est pr�esent dans le bloc. Dans [142], on trouve un
crit�ere assez similaire puisque c'est la di��erence des valeurs maximales sur les lignes
orient�ees dans une mêmedirection qui est exploit�ee. Si ces di��erences sont inf�erieures
�a un certain seuil, qui d�epend de la di��erence entre les valeurs extrêmes du bloc, alors
le bloc est suppos�e orient�e. Les m�ethodes d'interpolation adaptative qui exploitent
une carte des contours utilisent �egalement celle-ci pour d�etecter la pr�esence d'un
contour simple dans un bloc [10], [18], [147].

Interpolation

Pour les blocs homog�enes, une interpolation classique qui pr�eserve les fr�equences
initiales du bloc est su�sante (cf. chapitre 2). Bien que l'interpolation lin�eaire ait
des caract�eristiques relativement pauvres d'un point de vue spectral, la plupart
des m�ethodes l'utilise pour interpoler un bloc homog�ene. Il existe n�eanmoins une
exception o�u l'interpolation cubique est utilis�ee [45], [46].

Pour interpoler les blocs �a contour simple, on trouve de nombreux mod�eles. On
peut tout d'abord distinguer les m�ethodes qui exploitent une carte des contours de
l'image �a un niveau ((sous-pixel)). Celles-ci r�ealisent le plus souvent soit une inter-
polation lin�eaire [10], soit une interpolation cubique [130], [147]. La seule di��erence
avec l'interpolation classique est que l'interpolation d'un pixel est ici r�ealis�ee unique-
ment avec les pixels voisins qui sont du même côt�e du contour. Dans [18], la valeur
du pixel �a interpoler est obtenue en utilisant un mod�ele d'interpolation polynomiale
relativement original. Ce mod�ele est bas�e sur l'utilisation de deux polynômes qui
sont raccord�es au niveau du contour estim�e (haute-r�esolution) et dont les pentes
respectives d�ependent de contraintes de continuit�e impos�ees par les pixels du bloc.
L'avantage de ce mod�ele plus complexe est de pr�eserver les caract�eristiques des
contours qui ne sont pas forc�ement nets dans l'image originale : un contour n'est pas
toujours l'expression d'une discontinuit�e dans la sc�ene r�eelle.

Parmi les m�ethodes qui n'exploitent pas de carte des contours, on peut discerner
celles qui appliquent un mod�ele de surface adapt�e aux contours dans un espace
continu et celles qui proc�edent plus classiquement par �ltrage discret directionnel.
Dans la premi�ere cat�egorie de m�ethodes, on trouve une approche o�u le bloc est
mod�elis�e par deux niveaux de gris s�epar�es par un segment de droite continu [74], [75].
Les deux niveaux de gris et la position de la droite sont d�etermin�es par une technique
des moindres carr�es dans un espace continu. Suivant sa position vis-�a-vis du segment
de droite, le pixel �a interpoler est a�ect�e de l'un des deux niveaux de gris. Si celui-ci
est travers�e par le segment, alors sa valeur r�esulte d'une combinaison lin�eaire des
deux niveaux de gris. Dans [143] et [144], on trouve une g�en�eralisation du mod�ele
pr�ec�edent o�u les niveaux de gris du bloc sont mod�elis�es avec des polynômes plus ou
moins complexes. Comme dans [18], cette approche permet de pr�eserver l'aspect des
contours qui ne sont pas nets. Une autre approche exploite le gradient pour estimer
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l'orientation de la ligne de niveau des iso-valeurs qui traverse le pixel �a interpoler
[9], [52]. La valeur de ce dernier est alors obtenue �a partir d'une estimation de l'iso-
valeur associ�ee �a la ligne de niveau. Cette approche est �egalement exploit�ee dans
[15] sur des bandes de fr�equences particuli�eres de l'image originale (voir en section
3.2.2). En�n, on peut trouver une approche bas�ee sur un polynôme d'extrapolation
(formule de Gregory-Newton) [45], [46]. Il ne s'agit plus d'une interpolation le long
du contour, mais d'une extrapolation dirig�ee vers le contour.

Dans la deuxi�eme cat�egorie de m�ethodes (�ltrage discret), on trouve notamment
une approche bas�ee sur l'utilisation de douze �ltres directionnels [131], [132]. Le �ltre
est choisi en fonction de l'orientation du contour estim�ee �a partir du gradient calcul�e
en chaque pixel du bloc : douze orientations sont d�e�nies dans un bloc de taille 4�4
pixels. Les �ltres sont construits de mani�ere �a r�ealiser une interpolation parall�ele au
contour. On retrouve �a peu pr�es la même id�ee dans [142] avec une interpolation selon
les droites discr�etes parall�eles �a l'orientation estim�ee du contour. L'interpolation se
fait en r�ealisant une moyenne des deux ou des quatre plus proches voisins selon
l'orientation des droites et de la position du pixel �a interpoler.

3.2.2 Autres types de blocs

En dehors du bloc homog�ene et du bloc �a contour simple, les m�ethodes d'inter-
polation adaptative consid�erent parfois d'autres types de blocs. De mani�ere globale,
on peut distinguer trois blocs suppl�ementaires : le bloc �a contours multiples, le bloc
textur�e et le bloc �a contour isol�e (cf. �gure 3.2).

Bloc �a contours multiples et bloc textur�e

Dans quelques m�ethodes d'interpolation adaptative, les blocs textur�es et les blocs
�a contours multiples sont class�es par d�efaut dans la même cat�egorie que les blocs ho-
mog�enes [45], [46], [74], [75], [130], [142], [144]. Dans ce cas, le mod�ele d'interpolation
utilis�e est le plus souvent une simple interpolation lin�eaire.

Dans d'autres m�ethodes, les blocs �a contours multiples et les blocs �a contour
simple sont indi��erenci�es et un unique mod�ele est utilis�e dans les deux cas. Par
exemple, dans [10] et [18], la notion de bloc �a contours multiples disparâ�t en raison
de la taille minimale des blocs d'analyse (2 � 2 pixels).

Dans [15], les blocs �a contours multiples sont d�ecompos�es en blocs �a contour
simple. Le principe de la m�ethode est de d�ecomposer initialement l'image en huit
composantes directionnelles grâce �a huit �ltres fr�equentiels : chacun conserve une
bande orient�ee particuli�ere du spectre. Les huit composantes sont alors agrandies
par interpolation directionnelle et recombin�ees pour former l'image agrandie �nale.

On retrouve dans [17] une m�ethode qui est dans le fond assez proche de la pr�ec�e-
dente. Son but est d'�eviter la classi�cation en d�eterminant les poids du �ltre spatial
adapt�e au bloc. Le principe est d'assigner, �a chaque pixel de l'image originale, huit
poids directionnels �evalu�es �a partir d'op�erateurs d�edi�es. Ces poids sont ensuite in-
terpol�es pour g�en�erer les poids directionnels associ�es aux pixels de l'image agrandie.
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Un pixel de l'image agrandie est �nalement obtenu en combinant les valeurs interpo-
l�ees dans chaque direction a�ect�ees de leur poids directionnel respectif. En pr�esence
d'un contour simple, le poids directionnel associ�e �a la direction du contour domine
et l'interpolation se fait parall�element au contour. Si le bloc est homog�ene, tous les
poids sont �a peu pr�es semblables et l'interpolation se r�eduit �a une simple moyenne
des pixels voisins. Pour un bloc �a contours multiples, on a une moyenne des pixels
situ�es dans les directions des divers contours.

Dans toutes ces m�ethodes, un bloc textur�e est interpol�e de la même mani�ere
qu'un bloc homog�ene (interpolation lin�eaire ou cubique).

Il existe d'autres m�ethodes o�u les blocs textur�es et les blocs �a contours multiples
sont interpol�es avec un mod�ele particulier. En pratique, ces deux types de blocs ne
sont pas dissoci�es : le mod�ele de d�etection et celui d'interpolation sont les mêmes
dans les deux cas. On parle alors plutôt de blocs irr�eguliers pour les d�esigner.

Un bloc est dit irr�egulier si moins de la moiti�e des gradients, calcul�es pour chaque
pixel du bloc, indique une direction particuli�ere [131], [132], [143]. Dans ce cas, le mo-
d�ele d'interpolation le plus simple consiste �a r�ealiser une interpolation directionnelle
orthogonalement au gradient local [131], [132]. Dans [143] le mod�ele d'interpolation
est plus complexe. Il s'agit de mod�eliser le bloc irr�egulier avec une surface poly-
nomiale non-orient�ee. L'interpolation est r�ealis�ee en r�e�echantillonnant cette surface
continue.

Bloc �a contour isol�e

Les blocs �a contour isol�e sont g�en�eralement d�etect�es et trait�es de la même ma-
ni�ere que les blocs �a contour simple. C'est notamment le cas dans les m�ethodes qui
exploitent le gradient comme mod�ele de d�etection et qui r�ealisent une interpolation
parall�ele au contour [9], [15], [17], [52], [131], [132], [142], [143], [144].

Dans [74] et [75], la mod�elisation du bloc avec deux niveaux de gris s�epar�es par
un segment de droite ne permet pas de traiter un contour isol�e comme un contour
simple. Dans ce cas, le contour isol�e est interpol�e lin�eairement.

Les contours isol�es disparaissent g�en�eralement avec les m�ethodes d'extrapolation
dirig�ees vers les contours [10], [18], [130]. Pour �eviter ce probl�eme, dans [45] et
[46], on trouve un mod�ele de d�etection des contours isol�es. Celui-ci consiste �a tester
l'extrapolation de chaque côt�e du contour. Si dans les deux directions, l'extrapolation
g�en�ere une erreur importante, alors on suppose la pr�esence d'un contour isol�e. Dans
ce cas, le mod�ele d'interpolation utilis�e est l'interpolation au plus proche voisin (cf.
section 2.3.2)

3.2.3 Am�eliorations globales de l'interpolation adaptative

Le bruit dans l'image peut perturber s�erieusement l'interpolation adaptative. Un
bloc peut ne pas être class�e dans la bonne cat�egorie et l'estimation des param�etres,
comme par exemple l'orientation du bloc, peut être fauss�ee. Pour corriger ce pro-
bl�eme, Wang et al. sugg�erent de r�ealiser une di�usion anisotropique pr�ealablement
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�a l'�etape d'interpolation [52]. La di�usion anisotropique permet de �ltrer le bruit
dans l'image tout en am�eliorant la nettet�e de ses contours (cf. section 2.4.2).

Pour am�eliorer globalement la nettet�e et les contrastes dans l'image agrandie par
interpolation adaptative, Thurnhofer et al. proposent d'ajouter une image de hautes
fr�equences estim�ees �a partir de celles de l'image originale [132], [131].

Le mod�ele comporte trois phases. La premi�ere consiste �a extraire les hautes fr�e-
quences de l'image originale avec un �ltre Volterra quadratique. Ce �ltre rentre dans
la cat�egorie des �ltres passe-haut et permet d'�ecarter une bonne partie du bruit que
l'on trouve g�en�eralement dans les hautes fr�equences. La deuxi�eme phase consiste �a
interpoler l'image des hautes fr�equences avec une m�ethode d'interpolation adapta-
tive. En�n dans la derni�ere phase, on r�ealise un amincissement des contours dans
l'image des hautes fr�equences interpol�ee. L'amincissement est bas�e sur l'amplitude
du gradient : en dessous d'un certain seuil de l'amplitude, le niveau de gris du pixel
est divis�e par la racine carr�e de l'amplitude.

3.3 L'extrapolation fr�equentielle

Dans le domaine fr�equentiel, un contour se caract�erise par une multitude de fr�e-
quences corr�el�ees [70](p.154). On peut utiliser cette corr�elation pour synth�etiser les
fr�equences sup�erieures de l'image originale et ainsi pr�eserver la nettet�e des contours
dans l'image agrandie. En pratique, la d�etection et la synth�ese des fr�equences asso-
ci�ees aux contours est un probl�eme extrêmement di�cile �a mâ�triser dans l'espace de
Fourier, d�es lors que l'image est complexe. Ceci provient du fait qu'une information
localis�ee spatialement se r�epartit sur l'ensemble du spectre fr�equentiel. On a donc un
m�elange de l'information fr�equentielle associ�ee aux contours, aux textures, au bruit,
etc., qui est particuli�erement di�cile �a d�emêler. Pour surmonter cette di�cult�e, il
faut utiliser une repr�esentation de l'image qui permet une localisation aussi bien
spatiale que fr�equentielle. La transform�ee en ondelettes permet justement d'obtenir
une repr�esentation espace-�echelle de l'image (le changement d'�echelle entrâ�ne un
changement de la fr�equence).

Dans la suite, nous d�ecrivons une approche qui r�ealise la synth�ese des coe�cients
d'ondelettes �a une �echelle sup�erieure �a celle de l'image originale [29], [33]. Elle est
bas�ee sur la d�etection des singularit�es �a travers les �echelles et sur l'extrapolation
de ces singularit�es �a une �echelle sup�erieure. Nous commen�cons par donner quelques
notions �el�ementaires sur la transform�ee en ondelettes [70].

3.3.1 La transform�ee en ondelettes

La transform�ee en ondelettes permet d'obtenir une repr�esentation multi-�echelles
d'un signal. Comme la transform�ee de Fourier, la transform�ee en ondelettes d�e-
compose le signal sur une base de fonctions orthogonales. La di��erence est que les
sinuso��des sont ici remplac�ees par des fonctions qui sont localis�ees aussi bien spatia-
lement que fr�equentiellement. Ces fonctions, appel�ees ondelettes, sont g�en�er�ees par
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dilatations et translations d'une ondelette m�ere  :

(a; b 2 R; a 6= 0)  a;b(x) =
1q
jaj
 

 
x� b
a

!
(3.1)

o�u a repr�esente un facteur d'�echelle et b un facteur de translation. Dans l'expression
(3.1), la multiplication par jaj� 1

2 permet de maintenir l'aire constante. L'ondelette
m�ere doit être de carr�e int�egrable et doit satisfaire la condition d'admissibilit�e sui-
vante : Z 1

�1
j ̂(!)j2
j!j d! <1 (3.2)

o�u  ̂ exprime la transform�ee de Fourier de  . Dans le cas discret o�u a = 2m et
b = n2m avecm;n 2 R, il est montr�e qu'il existe des fonctions  telles que l'ensemble
f m;ngm;n2Zconstitue une base orthogonale de fonctions de carr�e int�egrable [95]. La
famille d'ondelettes g�en�er�ee par l'ondelette m�ere est dans ce cas donn�ee par :

(m;n 2 Z)  m;n(x) = 2�
m
2  (2�mx� n) (3.3)

La transform�ee en ondelettes continue d'une fonction f 2 L2(R) est alors d�e�nie
par :

(W f)(m;n) = h m;n; fi =
Z 1

�1
 m;n(x)f(x)dx (3.4)

Et la transform�ee inverse, qui permet de reconstruire la fonction f initiale, est d�e�nie
par :

f(x) =
X
m;n

(W f)(m;n) m;n(x) (3.5)

La d�ecomposition en ondelettes de la fonction f va d�ependre du choix de l'ondelette
m�ere et de l'aptitude de cette derni�ere �a analyser le signal. La �gure 3.3 illustre
deux exemples d'ondelettes m�eres. La premi�ere est l'ondelette la plus simple que
l'on puisse utiliser : l'ondelette de Haar. La seconde est le ((chapeau mexicain)) d�e�ni
par  (x) = (1 � 2x2)e�x

2
.

Comme pour la transform�ee de Fourier, il existe une version rapide de la transfor-
m�ee en ondelettes. Celle-ci a �et�e propos�ee par Mallat en 1989 �a partir des concepts
de la multi-r�esolution [91]. L'algorithme de Mallat fait intervenir une fonction sup-
pl�ementaire, la fonction d'�echelle �, dont le rôle est de lisser le signal. Le principe
de l'algorithme est d'utiliser la fonction d'�echelle pour diminuer progressivement la
r�esolution du signal, tout en utilisant les ondelettes pour relever les d�etails suppri-
m�es par la fonction d'�echelle �a chaque it�eration. En pratique, cet algorithme revient
�a utiliser un �ltre passe-bas li�e �a la fonction d'�echelle et un �ltre passe-haut li�e aux
ondelettes.

3.3.2 La r�egularit�e et les ondelettes

Lorsque l'on d�ecompose un signal avec une transform�ee en ondelettes, on constate
des similitudes entre les coe�cients d'ondelettes �a travers les �echelles et notamment
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Figure 3.3 { Exemples d'ondelettes m�eres : (a) ondelette de Haar, (b) le ((chapeau mexicain)).
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Figure 3.4 { (a) D�ecomposition en ondelettes d'une discontinuit�e. (b) D�etection des singula-
rit�es avec les maximum locaux de (W f)(s; x).

au niveau des singularit�es (contours), comme le montre la �gure 3.4(a). Ces derni�eres
peuvent être caract�eris�ees �a partir de la notion de r�egularit�e qui indique si une fonc-
tion est plus ou moins lisse. Nous allons voir, grâce au th�eor�eme 3.1 donn�e ci-apr�es,
que la r�egularit�e locale d'une fonction peut être estim�ee �a partir de sa transform�ee
en ondelettes. Ce th�eor�eme nous permettra dans la section 3.3.3 de synth�etiser, �a
une �echelle sup�erieure, les coe�cients d'ondelettes associ�es aux singularit�es. Tout
d'abord, nous commen�cons par donner une d�e�nition de la r�egularit�e locale d'une
fonction.

D�e�nition 3.1 (R�egularit�e lipschitzienne [92]) Soit 0 � � � 1. Une fonction
f : R ! R est localement �-lipschitzienne en x0 s'il existe deux constantes K et
h > 0 telles que 8x jx� x0j � h :

jf(x)� f(x0)j � Kjx� x0j� (3.6)

La r�egularit�e lipschitzienne est adapt�ee pour d�etecter les singularit�es. Si la fonction
f est d�erivable en x0, alors elle poss�ede une r�egularit�e � � 1. Au contraire, si f est
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discontinue, mais limit�ee dans le voisinage de x0, alors sa r�egularit�e est � = 0. Le
th�eor�eme qui suit montre que l'exposant � dans (3.6) peut-être estim�e �a partir de
l'�evolution des coe�cients d'ondelettes �a travers les �echelles.

Th�eor�eme 3.1 (R�egularit�e et transform�ee en ondelettes [92]) Soit 0 < � <
1. Une fonction f est �-lipschitzienne au voisinage de x0, le voisinage �etant d�e�ni
par une constante h > 0, s'il existe une constante K > 0 telle que 8x jx� x0j � h
et 8s > 0 :

j(W f)(s; x)j � Ks� (3.7)

Pour une singularit�e, l'�evolution des coe�cients �a travers les �echelles se traduit par
une quasi-�egalit�e dans (3.7). En fait, comme l'illustre la �gure 3.4(a), on trouve
des motifs assez similaires aux di��erentes �echelles. En estimant K et � �a partir des
�echelles inf�erieures, on peut donc facilement synth�etiser les coe�cients d'ondelettes
li�es �a une singularit�e aux �echelles sup�erieures. Pour cela, il faut tout d'abord d�etecter
les singularit�es.

3.3.3 La d�etection et la synth�ese des singularit�es

Soit � une fonction r�egularisante, comme par exemple une fonction gaussienne, et
soit  l'ondelette d�e�nie par  (x) = d�(x)

dx
. La transform�ee en ondelettes par rapport

�a  est donn�ee par [92] :

(W f)(s; x) = f �  s(x) = s
d

dx
(f � �s)(x) (3.8)

o�u la fonction �s est d�e�nie par �s = (1=s)�(x=s). A partir de (3.8), on observe que
la transform�ee en ondelettes (W f)(s; x) est proportionnelle �a la premi�ere d�eriv�ee
de la r�egularis�ee de f par �s. Ceci signi�e que les singularit�es de f correspondent aux
maxima locaux de (W f)(s; x). En consid�erant uniquement le maximum du module
de (W f), on peut donc d�etecter facilement les singularit�es de f , comme le montre
la �gure 3.4(b).

En pratique, seules sont retenues les singularit�es pour lesquelles est obtenue une
quasi-�egalit�e dans (3.7) aux di��erentes �echelles. On supprime ainsi les contours qui
appartiennent aux zones textur�ees, pour �nalement ne garder que les contours ex-
primant des fronti�eres entre objets. Pour les singularit�es retenues, il ne reste plus
qu'�a estimer la r�egularit�e � et le nombre K �a partir des maxima d'ondelettes aux
di��erentes �echelles. Ainsi, supposons qu'une singularit�e soit d�etect�ee au voisinage de
x0. Dans le cas discret o�u s = 2i et en notant simplement ai le coe�cient en x0 de
la bande Si (�echelle 2i), on obtient �a partir de (3.7) :

jaij � K(2i)� (3.9)

log2 jaij � log2K + i� (3.10)

On suppose que l'on dispose de L � 1 bandes de coe�cients d'ondelettes, not�ees
S2; : : : ; SL (L repr�esente le niveau maximum d'analyse). On souhaite extrapoler la
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bande S1 en x0, point auquel on a d�etect�e une singularit�e forte. Une estimation de
� et K en x0 est obtenue en r�esolvant le probl�eme aux moindres carr�es suivant :

(K;�) = arg min
(c;�)

LX
i=2

(log2 jaij � log2 c� �) (3.11)

Le coe�cient a1 est alors calcul�e en appliquant la relation :

ja1j = K2� (3.12)

Pour estimer les autres coe�cients de la bande S1 qui ne correspondent pas �a des
points de singularit�e, on trouve di��erentes techniques. Dans [29], les coe�cients de
la bande S3 sont utilis�es comme valeurs initiales : la bande S2 est �ecart�ee car elle
contient le plus souvent du bruit. Ces coe�cients sont multipli�es par un facteur 1=4
pour prendre en compte le changement d'�echelle. L'amplitude locale est r�eajust�ee
en fonction des coe�cients estim�es pr�ec�edemment �a partir des singularit�es. Les co-
e�cients manquant sont �nalement interpol�es avec une spline cubique. Dans [33],
on trouve une minimisation fonctionnelle qui exploite les coe�cients initiaux des
singularit�es. La monotonie est utilis�ee comme contrainte sur les coe�cients.

Notes bibliographiques

L'approche pr�esent�ee pr�ec�edemment sur l'extrapolation d'une bande d'ondelettes,
prend en compte la d�ecomposition aux di��erentes �echelles par l'interm�ediaire des
maximum d'ondelettes et notamment des singularit�es [29], [33]. Il est not�e dans
[8], que cette approche pr�eserve la nettet�e des contours mais produit par contre de
nombreux artefacts comme des e�ets d'aur�eoles. Ceci peut provenir d'un d�ephasage
ou d'une amplitude trop importante pour certains coe�cients pr�edits.

Dans la litt�erature, on trouve d'autres approches plus simples qui extrapolent �a
partir d'une ou deux bandes d'ondelettes. C'est par exemple le cas dans [128], o�u
deux �ltres d'interpolation sont utilis�es pour synth�etiser la bande sup�erieure. Les
poids de ces �ltres sont obtenus en optimisant l'erreur de pr�ediction en utilisant
deux bandes d'ondelettes calcul�ees �a partir de l'image originale. Le premier �ltre
est optimis�e sur les zones de contours et le deuxi�eme sur les zones de faibles varia-
tions de l'intensit�e. Dans [59], l'extrapolation est r�ealis�ee �a partir d'une pyramide
laplacienne [22] qui peut être vue comme un cas particulier de d�ecomposition en
ondelettes non-orthogonales. En pratique, seule la base de la pyramide laplacienne
est utilis�ee. En l'interpolant, puis en lui appliquant un op�erateur non-lin�eaire qui va
supprimer les basses fr�equences, on g�en�ere un niveau suppl�ementaire de la pyramide
laplacienne. Celui-ci est ajout�e �a l'image originale interpol�ee pour cr�eer �nalement
l'image agrandie. On retrouve une id�ee assez similaire dans [14], o�u une image de
di��erences (hautes fr�equences) est ajout�ee �a l'image agrandie par interpolation �a
l'ordre 0. L'image de di��erences est ici obtenue par une proc�edure d'apprentissage
avec un r�eseau neuronal sur des blocs d'images. Dans [6], on retrouve �egalement une
proc�edure d'apprentissage par r�eseau neuronal. Elle est ici r�ealis�ee �a partir d'une
transform�ee en cosinus discr�ete ou d'une transform�ee de Walsh discr�ete et consiste
�a pr�edire les hautes fr�equences �a partir des basses fr�equences.
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3.4 Le zoom fractal

La m�ethode que nous pr�esentons dans cette section est tr�es di��erente des deux
m�ethodes pr�ec�edentes puisqu'elle n'int�egre pas explicitement les notions classiques
de contours ou de r�egions. Elle est bas�ee sur la recherche des similarit�es structurelles
de l'image et sur l'hypoth�ese de leur invariance par changement de r�esolution. Ce
type d'approche est directement li�e �a la compression par fractale [47], [50], dont l'id�ee
fondamentale est de repr�esenter une image uniquement avec des relations d'auto-
similarit�es locales (voir �gure 3.5). L'ensemble de ces relations constitue ce que l'on
appelle un code fractal. En it�erant ce code sur une image quelconque, on peut mon-
trer qu'il y a convergence vers un attracteur proche de l'image originale. Le code
fractal d'une image est donc une repr�esentation approximative de cette image. Du
point de vue du stockage, il requiert beaucoup moins de place que l'image originale,
et �a ce titre il permet de compresser e�cacement (avec pertes) une image. L'utilisa-
tion du code fractal pour l'agrandissement d'une image est r�ecente et s'appuie sur
son ind�ependance vis-�a-vis de la r�esolution de l'image originale. Dans la litt�erature,
cette m�ethode est souvent d�esign�ee par le terme zoom fractal [55], [62], [96], [106].
C'est actuellement l'une des m�ethodes qui fournit les r�esultats visuels les plus pro-
bants. Elle permet �a la fois de respecter la nature discontinue des images naturelles,
et d'introduire des d�etails suppl�ementaires grâce au principe d'auto-similarit�e. Nous
verrons n�eanmoins qu'elle n'est pas exempte de d�efauts, le principal �etant d'intro-
duire souvent des fausses discontinuit�es.

Figure 3.5 { Exemples d'auto-similarit�es locales dans l'image de Lenna.

Nous commen�cons par �etudier le mod�ele standard de transformation fractale
d'une image, puis nous d�ecrivons la proc�edure d'agrandissement d'une image �a partir
de son code fractal.
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3.4.1 Transformation fractale d'une image

Etant donn�ee une image A de r�esolution M2 = 2m � 2m pixels, on souhaite
trouver un op�erateur W tel que W (A) = A et tel que ce point �xe ou attracteur soit
unique. Un tel op�erateur repr�esente un code exact de l'image A, puisque la seule
connaissance deW permet de retrouver exactementA. La transformation de l'image
A par l'op�erateur W est quali��ee de transformation fractale.

Le probl�eme inverse de recherche de W est particuli�erement di�cile. En pra-
tique, on se contente d'une certaine classe d'op�erateurs simples et on r�eduit W �a
un syst�eme de transformations �el�ementaires (!i)i2I op�erant chacune sur une sous-
partie de l'image A. Cette deuxi�eme restriction permet de limiter l'approximation
W (A) � A due �a la premi�ere restriction. Plus pr�ecis�ement, �a chaque transformation
!i est associ�e un bloc source d'(i) � A et un bloc destination ri � A de mani�ere
�a ce que l'ensemble (ri)i2I forme une partition de A. L'ensemble (d'(i))i2I est un
sous-ensemble de (dj)j2J compos�e lui-même de blocs de A a priori quelconques. La
fonction ' : I ! J associe un bloc source d'(i) �a un bloc destination ri de telle sorte
que !i(d'(i)) � ri. Ainsi, le probl�eme de recherche d'un op�erateur W se ram�ene �a
un probl�eme de recherche d'une fonction ' et d'un syst�eme de transformations �el�e-
mentaires (!i)i2I tels que :

W (A) = [
i2I

!i(d'(i)) �
[
i2I

ri = A (3.13)

Dans le mod�ele standard, l'ensemble (ri)i2I forme une partition r�eguli�ere �a g�eom�etrie
carr�ee avec des blocs de taille �egale �a N2 = 2n � 2n pixels, et la collection (dj)j2J
est compos�ee de blocs de taille 2n+1 � 2n+1 pixels. Cette situation est d�ecrite par la
�gure 3.6(a).

bloc source d'(i)

bloc destination ri

!i

image A

ri

d'(i)!i

ri

d'(i)

!i

attracteur ~A4

attracteur ~A16

(a) (b)

Figure 3.6 { (a) Transformation �el�ementaire !i2I . (b) Principe du zoom fractal.

G�en�eralement, on restreint l'ensemble (!i)i2I �a un ensemble de transformations af-
�nes de la forme :

!i : R
2N�2N ! R

N�N

d'(i) 7! si (d'(i)) + oi[1]N�N
(3.14)
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o�u [1]N�N est une matrice de taille N �N compos�ee uniquement de 1. La fonction
 est une fonction de contraction spatiale ramenant la taille d'un bloc source �a celle
d'un bloc destination. Classiquement, elle r�ealise une convolution du bloc source
avec un �ltre op�erant une moyenne, puis d�ecime le bloc r�esultant d'un facteur 2,
c'est-�a-dire (8(x; y) 2 [1; : : : ; N ]2) :

 (d'(i)) (x; y) =

2
4 1

4
1
4

1
4

1
4

3
5 �

2
4 d'(i)(2x� 1; 2y � 1) d'(i)(2x� 1; 2y)

d'(i)(2x; 2y � 1) d'(i)(2x; 2y)

3
5 (3.15)

Les coe�cients si et oi sont respectivement appel�es coe�cient d'�echelle et coe�cient
de d�ecalage. Ils agissent sur la luminance des pixels du bloc r�eduit  (d'(i)). R�esoudre
le probl�eme (3.13) avec une m�etrique induite par une norme `2 revient �nalement �a
trouver pour chaque bloc destination ri2I un triplet (si; oi; '(i)) 2 R2�J tel que :

(si; oi; '(i)) = arg min
(a;b;j)

k a (dj) + b[1]N�N � ri k2 (3.16)

Cette fonction �etant convexe, on peut r�esoudre le probl�eme de minimisation en
parcourant (dj)j2J et en calculant �a chaque fois les param�etres optimaux (a; b)
donn�es par l'annulation des d�eriv�ees partielles correspondantes. Il s'agit alors pour
chaque bloc source dj2J de r�esoudre le syst�eme :

2
664
P
x;y
 (dj)(x; y)2

P
x;y
 (dj)(x; y)P

x;y
 (dj)(x; y) N2

3
775
2
4 a
b

3
5 =

2
664
P
x;y
 (dj)(x; y) � ri(x; y)P

x;y
ri(x; y)

3
775 (3.17)

Nous obtenons de cette mani�ere un op�erateurW compl�etement sp�eci��e et fournissant
un code fractal de l'imageA. Du fait de la simplicit�e du mod�ele, l'image transform�ee
W (A) n'est qu'une approximation de A et l'attracteur obtenu (s'il existe) est dans
ce cas donn�e par :

lim
�!1

W ��(A) = ~A (3.18)

Si l'op�erateur W est contractant dans l'espace des images, on peut montrer que
l'attracteur ~A existe et qu'il est unique. Pour cela, une condition su�sante est que
les coe�cients d'�echelle associ�es aux transformations �el�ementaires (!i)i2I soient tels
que jsij < 1 pour tout i 2 I. Ainsi, avec la seule connaissance de W , on peut
retrouver approximativementA en it�erant W sur une image quelconque B de même
r�esolution que A, c'est-�a-dire :

(8B 2 �res(A)) lim
�!1

W ��(B) = ~A � A (3.19)

o�u res(A) d�esigne la r�esolution de l'image A, c'est-�a-dire son nombre de pixels, et
�r d�esigne l'espace des images de r�esolution r.

Nous avons pr�esent�e dans cette section le mod�ele standard de transformation
fractale d'une image. Des mod�eles plus �evolu�es ont �et�e propos�es dans la litt�erature
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sp�ecialis�ee. Ils sont notamment bas�es sur des partitionnements de l'image originale
plus complexes que le simple partitionnement carr�e. On peut citer notamment le
partitionnement rigide comme le quadtree, semi-rigide comme le H-V (horizontal-
vertical) constitu�e de rectangles, ou encore le partitionnement adaptatif obtenu �a
partir d'une triangulation de Delaunay [47].

La transformation fractale d'une image est une op�eration particuli�erement coû-
teuse en temps de calcul. Pour l'acc�el�erer, il faut optimiser la recherche des similarit�es
dans l'image. De nombreuses strat�egies ont �et�e propos�ees dans ce sens, comme par
exemple la classi�cation ou la quanti�cation des blocs sources, la recherche des si-
milarit�es par exploration locale, ou encore des techniques pour ramener le probl�eme
de minimisation (3.16) �a un probl�eme de recherche du plus proche voisin [50].

3.4.2 Agrandissement avec un code fractal

En faisant varier la r�esolution des blocs destination (ri)i2I , on fait varier propor-
tionnellement la r�esolution de l'attracteur de W . On peut de cette mani�ere r�ealiser
un agrandissement de l'image A �a une r�esolution quelconque. On parle alors d'un
zoom fractal. Pour signi�er la d�ependance de la r�esolution de l'attracteur vis-�a-vis de
la r�esolution des blocs destination, nous notons ~Ares(ri2I) cet attracteur. Le principe
du zoom fractal se d�ecrit alors par l'�equation :

(8B 2 �M2

N2 �res(ri2I)) lim
�!1

W ��(B) = ~Ares(ri2I) (3.20)

Cette �equation traduit �nalement une pyramide d'images (attracteurs) o�u chaque
niveau de r�esolution poss�ede des relations de similarit�es locales strictement iden-
tiques �a celles des autres niveaux. En notant ~Aeri la restriction de l'attracteur ~A au
bloc ri, ces relations de similarit�es locales s'expriment par :

(8i 2 I) ~Ares(ri)eri = si ( ~Ares(ri)ed'(i) ) + oi[1]res(ri) (3.21)

En d'autres termes, les relations de similarit�es inter-blocs extraites de l'image A
par la r�esolution du probl�eme (3.16), sont invariantes par changement de r�esolution
spatiale. C'est cette hypoth�ese qui justi�e le zoom fractal.

Un th�eor�eme important dû �a Baharav et al., permet de r�ealiser le zoom fractal
en �evitant le principe it�eratif d�ecrit par (3.20).

Th�eor�eme 3.2 (Zoom fractal [13]) Si la fonction de contraction spatiale  est
du même type que (3.15), alors les attracteurs ~Ares(d'(i2I)) et ~Ares(ri2I) sont li�es par
la relation suivante :

(8i 2 I) ~Ares(d'(i))eri = si ~Ares(ri)ed'(i) + oi[1]res(d'(i)) (3.22)

Ce th�eor�eme signi�e qu'un attracteur peut-être directement calcul�e �a partir de l'at-
tracteur de niveau de r�esolution inf�erieur. En supprimant la fonction de contraction
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spatiale dans l'expression (3.14), on obtient le bloc destination �a un niveau de r�e-
solution double. Nous avons illustr�e ceci sur la �gure 3.6(b) en exprimant par une

�eche en pointill�e la relation existant entre les blocs ~A16

eri et
~A4
ed'(i).

On peut donc obtenir plus rapidement le zoom fractal d'une image A en cal-
culant d'abord l'attracteur initial ~AN2

, puis en construisant la suite d'attracteurs
~A4N2

; ~A16N2
; ~A64N2

; : : : avec le th�eor�eme 3.2, jusqu'�a obtenir l'attracteur de r�esolu-
tion d�esir�ee. Pour augmenter davantage la rapidit�e du zoom, il est pr�ef�erable en
pratique d'appliquer le th�eor�eme 3.2 directement sur l'image originale A. On peut
montrer que la suite d'images construite �a partir de A converge asymptotiquement
vers la suite d'attracteurs obtenue �a partir de ~AN2

. Remarquons que cette technique
n'est utilisable que si la fonction de contraction spatiale r�ealise une moyenne des
pixels.

Figure 3.7 { Zoom fractal de facteur 4.

Nous montrons un exemple de zoom fractal de facteur 4 sur la �gure 3.7 (N=4).
Nous observons une nette am�elioration de la r�esolution, mais �egalement l'appari-
tion de discontinuit�es arti�cielles situ�ees aux fronti�eres des blocs destination. Pour
diminuer cet artefact, Polidori et al. ont propos�e une technique d'interpolation adap-
tative op�erant sur quatre images agrandies issues de quatre partitions di��erentes de
l'image initiale [106]. Cependant, cette m�ethode ne supprime pas compl�etement les
e�ets de blocs et produit un l�eger e�et de 
ou.
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3.5 Autres m�ethodes

En dehors des trois principales m�ethodes que nous avons pr�esent�ees dans les sec-
tions pr�ec�edentes, il en existe d'autres qui sont plus marginales mais qui pr�esentent
n�eanmoins un int�erêt certain. Dans cette section, nous pr�esentons quatre de ces
m�ethodes. Les deux premi�eres sont bas�ees sur l'utilisation de �ltres d'interpolation
particuliers : le �ltre m�edian qui est un �ltre non-lin�eaire et le �ltre de Wiener qui
est un �ltre d'optimisation. Les deux suivantes r�ealisent l'agrandissement en respec-
tant une contrainte de r�eduction et en minimisant une fonctionnelle qui pr�eserve les
contours. Dans le premier cas, la fonctionnelle est issue d'une mod�elisation proba-
biliste avec une distribution de Gibbs sur un champ markovien. Dans le deuxi�eme
cas, la fonctionnelle �a minimiser est la variation totale li�ee au gradient de l'image.

3.5.1 Interpolation avec un �ltre m�edian

Le m�edian d'une liste de valeurs correspond �a l'�el�ement central de la liste ordon-
n�ee. Lorsque le nombre des �el�ements de la liste est pair, le m�edian est d�e�ni comme
la moyenne des deux valeurs associ�ees aux �el�ements centraux. Un �ltre m�edian est
un �ltre non-lin�eaire qui produit comme r�esultat le m�edian des valeurs trait�ees. On
peut utiliser ce type de �ltre pour interpoler une image et remplacer ainsi le �ltre
lin�eaire classique qui lisse les contours, par un �ltre non-lin�eaire qui am�eliore la
nettet�e.

Zeng et al. r�ealisent l'interpolation en deux �etapes [149] : la premi�ere consiste �a
interpoler les pixels situ�es sur les diagonales et la deuxi�eme consiste �a interpoler les
pixels restants, situ�es sur les lignes horizontales et verticales. Les �gures 3.8(a) et
3.8(b) illustrent les pixels voisins X1;X2;X3;X4 pris en compte pour interpoler le
pixel Y dans les deux �etapes respectives. Zeng et al. proposent deux �ltres pour la
premi�ere �etape et trois autres pour la deuxi�eme, ce qui par combinaison produit en
tout six �ltres. Le �ltre qui semble donner les meilleurs r�esultats est le suivant [149] :8<

: Etape 1 : Y = median(X1;X2;X3;X4;XFIR1)

Etape 2 : Y = median(X1;X2;X3;X4;XH ;XV ;XFIR2)
(3.23)

o�u XH = (X1 + X2)=2 repr�esente la moyenne horizontale et XV = (X3 + X4)=2
la moyenne verticale. Les valeurs XFIR1 et XFIR2 sont issues de �ltres FIR (�nite
impulse response) permettant respectivement l'interpolation lin�eaire d'un maillage
carr�e et d'un maillage en quinconce. Les poids de ces deux �ltres sont montr�es sur
les �gures 3.8(c) et 3.8(d).
La �gure 3.9(a) donne un exemple d'interpolation avec le �ltre m�edian d�e�ni par
l'expression (3.23). L'image utilis�ee est une portion de l'image de San-Francisco. On
peut comparer ce r�esultat �a celui obtenu par la m�ethode de la transform�ee B-spline
cubique qui est montr�e sur la �gure 2.12. L'image obtenue avec le �ltre m�edian
poss�ede des contours plus nets que celle obtenue avec la transform�ee B-spline. Ceci
est surtout vrai pour les contours proches d'une inclinaison diagonale. Pour les
contours horizontaux et verticaux, l'e�et de 
ou est toujours pr�esent puisque dans
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Figure 3.8 { (a) Voisinage dans la premi�ere �etape. (b) Voisinage dans la deuxi�eme �etape. (c)
Filtre FIR1. (d) Filtre FIR2.

ce cas la valeur centrale (m�edian) est celle issue du �ltre FIR. Remarquons que si les
valeurs XFIR1;XH ;XV ;XFIR2 ne sont pas prises en compte dans le �ltre m�edian,
on obtient des e�ets de pointill�e ind�esirables. Ceci est illustr�e par la �gure 3.9(b) et
notamment par le bloc agrandi par duplication de pixels.

L'avantage du �ltre m�edian r�eside dans la simplicit�e de sa mise en �uvre et dans
le temps de calcul relativement faible. Il pr�eserve mieux la nettet�e que les �ltres
lin�eaires, mais a tendance �a d�eformer les structures pr�esentes dans l'image puisque
celles-ci ne sont pas analys�ees.

(a) (b)

Figure 3.9 { (a) Interpolation avec le �ltre m�edian d�e�ni par l'expression (3.23). (b) Interpola-
tion avec le �ltre m�edian d�e�ni par l'expression (3.23) en omettant XFIR1; XH ; XV ; XFIR2.

3.5.2 Interpolation avec un �ltre de Wiener

L'utilisation d'un �ltre de Wiener n�ecessite un apprentissage pr�ealable pour �eva-
luer ses poids [36]. Celui-ci consiste, �a partir d'une image originale et de sa version
r�eduite, �a optimiser les poids du �ltre d'interpolation a�n de minimiser l'erreur entre
l'image originale et l'image interpol�ee d'apr�es la version r�eduite. Il s'agit en fait d'un
probl�eme classique de minimisation par les moindres carr�es.

La qualit�e de l'interpolation avec un �ltre de Wiener va d�ependre du couple
d'images utilis�e pour calculer ses poids. En g�en�eral, il est pr�ef�erable de prendre
comme couple d'images l'image originale que l'on veut agrandir et sa version r�eduite.
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L'interpolation avec le �ltre de Wiener donne un r�esultat correct lorsque l'image �a
interpoler a des caract�eristiques tr�es simples. Ce type de �ltre produit des r�esultats
sensiblement meilleurs que le �ltre m�edian [149]. Cependant, en raison de la phase
d'apprentissage, il n�ecessite beaucoup plus de calculs que ce dernier.

3.5.3 Interpolation avec un mod�ele probabiliste

Schultz et al. ont pos�e le probl�eme de l'interpolation d'un point de vue proba-
biliste en mod�elisant l'image agrandie avec un champ markovien [123], [124]. Tout
d'abord, l'image originale et l'image agrandie sont li�ees par une contrainte de r�e-
duction simple : la valeur d'un pixel de l'image originale est �egale �a la moyenne
des quatre valeurs associ�ees aux quatre pixels correspondants dans l'image agrandie
(pour un agrandissement de facteur 2 dans chaque direction). L'ensemble des images
agrandies qui respectent cette contrainte est d�e�ni par :

Z = f~z j ~y = D~zg (3.24)

o�u ~y est le vecteur associ�e �a l'image originale, ~z est celui associ�e �a l'image agrandie
et D est une matrice qui traduit les contraintes de d�ependance lin�eaire (moyennes).

L'ensembleZ n'est jamais vide, il comporte au moins une solution : l'image agran-
die par interpolation au plus proche voisin de ~y (cf. section 2.3.2). Pour obtenir une
solution particuli�ere dans Z qui respecte des contraintes de r�egularit�e, Schultz et al.
mod�elisent l'image agrandie par un champ al�eatoire de Markov avec une distribution
de Gibbs. La maximisation de la probabilit�e a priori (MAP) est utilis�ee pour calcu-
ler une estimation ẑ de l'image agrandie. Dans ce cas, on aboutit �a un probl�eme de
minimisation d'une fonctionnelle d'�energie U et l'image estim�ee ẑ est donn�ee par :

ẑ = argmin
~z2Z

(
U(~z) =

X
c2C

Vc(~z)

)
(3.25)

o�u la fonction Vc est une fonction potentielle associ�ee �a une clique4 c. Les cliques
sont d�e�nies sur un voisinage de 3 � 3 pixels et correspondent aux quatre direc-
tions possibles. On a donc quatre types de cliques prenant chacune en compte trois
pixels align�es dans une direction. Schultz et al. d�e�nissent la fonction potentielle par
l'expression suivante : X

c2C
Vc(~z) =

X
k;l

 
4X
i=1

�(D2
ci
zk;l)

!
(3.26)

o�u zk;l repr�esente le niveau de gris de l'image z au pixel de coordonn�ees (k; l) et
D2
ci
zk;l repr�esente la d�eriv�ee seconde dans la direction associ�ee �a la clique ci. L'utili-

sation de la d�eriv�ee seconde permet de g�en�erer une image solution de Z relativement
lisse. Dans l'expression (3.26), la fonction � est une fonction de Huber qui permet
de pr�eserver les discontinuit�es de l'image originale dans l'image agrandie. Elle a �ega-
lement pour int�erêt de rendre convexe la fonctionnelle U . Cette propri�et�e permet

4: Une clique est un sous-graphe complet d�e�ni sur un certain voisinage.
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d'utiliser des m�ethodes rapides pour trouver le minimum global de U . En pratique,
Schultz et al. utilisent un algorithme de descente en gradient et prennent comme
con�guration initiale de ẑ l'image agrandie par interpolation au plus proche voisin
de ~y. Cette image appartient e�ectivement �a l'ensemble Z d�e�ni par (3.24), mais ne
minimise pas la fonction d'�energie U .

Nous montrons sur la �gure 3.10 l'exemple5 donn�e par Schultz et al. dans [124].
Dans cet exemple, l'image originale est r�eduite d'un facteur 4 et le probl�eme est
d'agrandir d'un facteur 4 l'image r�eduite. Pour cela, l'image interpol�ee au plus proche
voisin de l'image r�eduite est utilis�ee comme image agrandie initiale dans l'algorithme
de descente en gradient. On peut remarquer que le r�esultat �nal de cette descente
en gradient, montr�e sur la �gure 3.10(d), r�ecup�ere un peu d'information sur l'image
originale. Malgr�e tout, l'image agrandie par la m�ethode de Schultz et al. demeure
relativement 
oue.

(a) (b) (c) (d)

Figure 3.10 { (a) Image originale. (b) Image r�eduite d'un facteur 4 avec un �ltre spatial
r�ealisant une moyenne. (c) Image initiale utilis�ee par la descente en gradient : elle est obtenue
par interpolation au plus proche voisin de l'image r�eduite. (d) R�esultat de la descente en
gradient.

Dans [67] et [99], l'interpolation est �egalement r�ealis�ee en mod�elisant l'image agran-
die par un champ de Markov. La di��erence est que l'image originale et l'image
agrandie ne sont pas li�ees par une contrainte de r�eduction. Cependant, des para-
m�etres de textures sont �evalu�es sur di��erentes r�egions de l'image originale grâce �a
un algorithme de descente en gradient. Ces param�etres sont ensuite utilis�es pour
d�eterminer la distribution de Gibbs du champ markovien associ�e �a l'image agrandie.
La minimisation de l'�energie sur ce champ est �nalement r�ealis�ee avec une op�eration
originale de �ltrage non-lin�eaire.

3.5.4 Interpolation bas�ee sur la variation totale

La m�ethode de minimisation de la variation totale a �et�e propos�ee initialement par
Rudin et al. pour d�ebruiter une image tout en pr�eservant les contours [112]. Celle-ci
a ensuite �et�e adapt�ee par Guichard et al. pour interpoler une image [64].

5: Les images montr�ees dans cet exemple ont �et�e trouv�ees sur internet �a l'adresse suivante
http://lisa.ee.nd.edu/rls/papers/J9/.
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Comme dans la m�ethode probabiliste de Schultz et al., que nous avons pr�esent�ee
pr�ec�edemment, l'image agrandie est soumise �a une contrainte de r�eduction. Celle-
ci est cependant plus g�en�erale puisque le simple �ltre r�ealisant une moyenne est
ici remplac�e par un �ltre normalis�e de taille et de poids quelconques. De plus, une
op�eration de sous-�echantillonnage est r�ealis�ee apr�es le �ltrage. L'ensemble des images
agrandies qui respectent la contrainte de r�eduction est donc donn�e par :

W = fw j u = QS(w)g (3.27)

o�u u est l'image originale, w est une image agrandie, Q symbolise l'op�erateur de sous-
�echantillonnage et S repr�esente le �ltre spatial. Si u et w ont une taille respective
N et 2N , alors la contrainte de r�eduction s'�ecrit dans le domaine fr�equentiel :

(8i 2]�N=2; N=2]) 2~ui = ~si ~wi + ~si+N ~wi+N (3.28)

o�u ~u, ~w et ~s repr�esentent respectivement les transform�ees de Fourier de u, w et
s. Le facteur 2 dans le membre de gauche permet de pr�eserver la dynamique du
signal. A travers la relation (3.28), on per�coit les degr�es de libert�e dont on dispose
pour interpoler une image de mani�ere �a ce que le r�esultat appartienne �a l'ensemble
W. Pour chaque fr�equence ~ui de l'image u, on peut r�epartir l'information entre
deux fr�equences ~wi et ~wi+N de l'image agrandie w. Lorsque toute l'information
est plac�ee dans les coe�cients basse-fr�equence ~wi, 8i 2] � N=2; N=2], l'image w
obtenue est �equivalente �a celle obtenue avec la m�ethode du zero-padding que nous
avons �etudi�ee dans la section 2.3.1. On remarque �egalement, avec la relation (3.28),
qu'une condition su�sante pour que l'ensembleW ne soit pas vide est que la r�eponse
fr�equentielle du �ltre s soit non-nulle sur l'intervalle ]�N=2; N=2].

Pour avoir une ((bonne solution)) appartenant �a l'ensemble W, Guichard et al.
proposent de choisir l'image agrandie de W qui minimise une mesure de r�egularit�e
bas�ee sur la norme de la variation totale du gradient spatial :

E(w) =
Z
jrwjdx �

2N�1X
i=0

jwi+1 � wij (3.29)

Cette mesure de r�egularit�e a l'avantage de pr�eserver les contours de l'image originale.
Finalement, Guichard et al. obtiennent une solution deW qui minimise la norme

de la variation totale en utilisant un algorithme de descente en gradient. L'image
initiale, �a partir de laquelle est r�ealis�ee la descente en gradient, est l'image interpol�ee
par la m�ethode du zero-padding. Cette image appartient �a l'ensembleW, mais ne mi-
nimise pas en g�en�eral la mesure de r�egularit�e E. Nous avons d�ej�a vu dans la section
2.3.1 que la m�ethode du zero-padding produit des ondulations dans l'image interpo-
l�ee. La minimisation de la variation totale va justement supprimer ces ondulations
tout en pr�eservant les contours.

Nous donnons un exemple6 d'agrandissement de facteur 4 sur la �gure 3.11.
L'image originale est une portion de l'image de Lenna (256 � 256 pixels). La �-
gure 3.11(c) montre le r�esultat de l'algorithme de descente en gradient e�ectu�ee �a

6: Les images de cet exemple sont celles qui sont montr�ees dans l'article de Guichard
et al. [64]. Elles ont �et�e r�ecup�er�ees directement sur le site WEB de l'auteur �a l'adresse
http://www.ceremade.dauphine.fr/ fguichar/images/zoom1.gif.
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(b)(a) (c)

Figure 3.11 { (a) Interpolation au plus proche voisin. (b) Interpolation avec la m�ethode du
zero-padding. (c) Interpolation par minimisation de la variation totale.

partir de l'image de la �gure 3.11(b) obtenue par la m�ethode du zero-padding. On
remarque que la minimisation de la variation totale supprime e�ectivement l'e�et
d'ondulation et que les contours sont un peu plus nets. Cependant, la nettet�e de-
meure partielle et les contours sont quand même liss�es. De plus, on peut remarquer
un e�et de peinture qui se traduit par des plateaux d'intensit�e constante.

3.6 Mesure de la qualit�e de l'agrandissement

L'�evaluation de la qualit�e d'un agrandissement est une tâche di�cile. En principe,
on ne dispose pas d'une image de r�ef�erence �a partir de laquelle on pourrait e�ectuer
des mesures de comparaison. De plus, la cr�eation de d�etails peut parfois entrâ�ner
des incoh�erences au niveau des structures (on peut par exemple penser �a l'inter-
polation avec un �ltre m�edian, cf. section 3.5.1) et ce type d'artefact est di�cile
�a d�eceler uniquement par des mesures math�ematiques. Pour cette raison, l'estima-
tion visuelle demeure le meilleur moyen d'�evaluer la qualit�e d'un agrandissement.
Cette estimation peut n�eanmoins être aid�ee par un examen du spectre fr�equentiel de
l'image agrandie [8], [59], [64], [131], [132]. De cette mani�ere, on peut facilement sa-
voir si la m�ethode produit des hautes fr�equences et si celles-ci sont corr�el�ees avec les
basses fr�equences, notamment au niveau des contours. Une bonne m�ethode d'agran-
dissement devrait normalement prolonger le spectre dans les hautes fr�equences. Par
exemple, on peut voir sur la �gure 3.12(a) que la m�ethode d'interpolation par mi-
nimisation de la variation totale prolonge un peu le spectre initial (bloc central).
La trace diagonale qui est prolong�ee correspond au bord du chapeau de Lenna et
traduit une discontinuit�e. La cr�eation de hautes fr�equences dans cet exemple est
n�eanmoins partielle, puisque l'�energie fr�equentielle est surtout concentr�ee au niveau
du spectre initial.

Cependant, cette aide est souvent insu�sante dans le sens o�u l'interpr�etation
visuelle du spectre n'est pas toujours facile. Par exemple, lorsque l'image poss�ede
des structures avec des orientations multiples, on ne distingue plus vraiment de
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Figure 3.12 { (a) Spectre de l'image agrandie par minimisation de la variation totale qui est
illustr�ee sur la �gure 3.11(c). (b) Les trois zones A, B, C �a distinguer sur le spectre d'une
image agrandie par facteur a.

traces spectrales : l'information fr�equentielle est m�elang�ee. Dans ce cas, les hautes
fr�equences peuvent être l'expression d'un bruit spatial et pas n�ecessairement celui
d'une am�elioration de la r�esolution.

Pour faciliter l'analyse spectrale de l'image agrandie, Xue et al. ont propos�e trois
mesures math�ematiques e�ectu�ees sur le spectre de l'image agrandie. Ces trois me-
sures sont associ�ees �a trois zones distinctes du spectre de l'image agrandie. Elles sont
repr�esent�ees sur la �gure 3.12(b). La zone A correspond �a la gamme de fr�equences
associ�ee au spectre de l'image originale. La zone B est une zone de hautes fr�equences
horizontales et verticales qui contient le plus souvent de l'�energie non signi�cative.
En fait, il s'agit d'un artefact de la transform�ee de Fourier. Cette derni�ere p�eriodise
implicitement l'image dans le domaine spatial. Cette p�eriodisation entrâ�ne la cr�ea-
tion de discontinuit�es arti�cielles verticales et horizontales sur les bords de l'image
(cf. section 2.2.3). La zone C correspond aux hautes fr�equences restantes de l'image
agrandie. La premi�ere mesure consiste �a calculer la di��erence entre le spectre de
l'image originale et la zone spectrale A de l'image agrandie. Pour une bonne m�e-
thode d'agrandissement, la distorsion doit être minimale. Les deux autres mesures
�evaluent la quantit�e d'�energie pr�esente dans les zones B et C. Lorsque la m�ethode
d'agrandissement cr�ee des hautes fr�equences, l'�energie fr�equentielle dans ces zones
augmente. Ces deux derni�eres mesures ne sont malheureusement pas toujours signi�-
catives. Par exemple, l'interpolation au plus proche voisin cr�ee des hautes fr�equences
qui sont seulement dues �a une duplication du spectre initial. Ces hautes fr�equences
sont ind�esirables et dans ce cas les mesures d'�energie spectrale dans les zones B et
C ne sont pas signi�catives. Il faut donc interpr�eter ces mesures avec pr�ecaution et
une analyse de la provenance des hautes fr�equences s'av�ere indispensable.

L'estimation de la qualit�e d'un agrandissement sans r�ef�erence reste donc g�en�era-
lement di�cile par un autre moyen que l'appr�eciation visuelle. Cependant, on peut
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tout de même analyser une m�ethode d'agrandissement �a partir de cas particuliers
o�u l'on dispose d'une image de r�ef�erence. Pour cela, on utilise la m�ethode d'agran-
dissement �a partir d'une version r�eduite d'une image originale. Cette derni�ere peut
alors servir de r�ef�erence pour e�ectuer des mesures de comparaison avec le r�esul-
tat de l'agrandissement. Dans la litt�erature, on retrouve souvent cette proc�edure
simple de comparaison pour analyser le comportement exp�erimental d'une m�ethode
d'agrandissement [29], [46], [124], [149]. Une des mesures les plus utilis�ees est l'erreur
quadratique moyenne MSE (mean-square error) :

MSE =
1

N2

N�1X
i;j=0

(R(i; j)�A(i; j))2 (3.30)

o�u R d�esigne l'image de r�ef�erence et A l'image agrandie, toutes deux de taille N�N
pixels. C'est parfois la racine carr�ee de l'erreur MSE qui est consid�er�ee. Dans ce
cas, on parle d'erreur RMSE (root-mean-square error). Deux autres mesures tr�es
courantes sont le rapport signal �a bruit SNR (signal-to-noise ratio) :

SNR = 10 log10

PN�1
i;j=0R(i; j)

2

N2 �MSE
(3.31)

et le rapport signal �a bruit de crête PSNR (peak signal-to-noise ratio) :

PSNR = 10 log10+
2552

MSE
(3.32)

En fait, ces mesures sont issues du domaine de la compression non r�eversible des
images [47]. On peut en trouver de nouvelles dans [7], comme par exemple une
mesure �evaluant l'e�et de bloc, une �evaluant la d�egradation des contours ou encore
une autre �evaluant les faux-contours. Cependant, il ne faut pas oublier que ces
di��erentes mesures (MSE, SNR, PSNR, etc.) ne sont pas toujours signi�catives et
qu'elles restent des mesures globales alors que l'�il humain est quant �a lui �egalement
sensible aux d�etails. Une erreur locale est tout de suite d�etect�ee par l'�il, alors qu'elle
passe inaper�cue avec une mesure globale.

L'analyse spectrale peut �egalement être utilis�ee pour �evaluer la qualit�e de recons-
truction de la m�ethode d'agrandissement. Dans ce cas, on peut comparer directement
le spectre de l'image agrandie �a celui de l'image de r�ef�erence [111].

Il faut cependant remarquer que cette approche de l'�evaluation de la qualit�e d'une
m�ethode d'agrandissement assimile le probl�eme de l'agrandissement �a un probl�eme
de reconstruction qui est pourtant relativement di��erent. En e�et, le nombre de
solutions possibles et visuellement acceptables pour un agrandissement n'est pas
unique mais en g�en�eral multiple. Les comparaisons avec un seul repr�esentant des
solutions peuvent indiquer �a tort que l'agrandissement n'est pas acceptable. Autre-
ment dit, l'appr�eciation visuelle doit toujours intervenir pour compl�eter les mesures
math�ematiques trop rigides.
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3.7 Conclusion

Nous avons d�ecrit dans ce chapitre trois grandes approches ayant pour objectif de
pr�eserver les structures de l'image originale a�n de maintenir une certaine nettet�e.

La premi�ere est l'interpolation adaptative qui exploite toujours le principe de �l-
trage d�evelopp�e par les m�ethodes de pr�eservation fr�equentielle du chapitre 2, mais
qui adapte d�esormais le �ltre aux caract�eristiques locales de l'image. Cette approche
pr�eserve les contours d�etect�es comme s'il s'agissait de discontinuit�es parfaites. Ce-
pendant, les contours ne traduisent pas toujours des discontinuit�es mais souvent des
d�eformations continues �a la surface des objets. Le fait de traiter tous les contours
comme des discontinuit�es procure un e�et arti�ciel dans l'image agrandie.

La deuxi�eme approche est bas�ee sur l'extrapolation fr�equentielle r�ealis�ee �a partir
d'une repr�esentation espace-�echelle de l'image originale obtenue par une transform�ee
en ondelettes. Ce type de repr�esentation est particuli�erement adapt�e pour discerner
les v�eritables discontinuit�es des fausses en exploitant les maxima d'ondelettes. En
r�ealit�e, on ne peut jamais être certain qu'une discontinuit�e apparente �a une certaine
�echelle d'analyse soit une v�eritable discontinuit�e. Plus le facteur d'agrandissement
est important, et plus le risque d'erreur augmente. Cependant, l'analyse espace-
�echelle permet tout de même d'�ecarter les contours qui n'apparaissent pas comme
des discontinuit�es �a l'�echelle d'analyse de l'image originale. Bien que cette approche
am�eliore la nettet�e de l'image agrandie, elle g�en�ere aussi des artefacts dans l'image
agrandie lorsque la pr�ediction est mauvaise [8].

La troisi�eme approche quali��ee de zoom fractal est bas�ee sur les d�eveloppements
r�ealis�es en compression d'images par fractales. Elle exploite le code de similarit�es
structurelles produit �a partir de l'image originale : l'image agrandie doit respecter
ce code de similarit�es. L'image agrandie par cette approche pr�esente des fausses
discontinuit�es introduites par les erreurs de similarit�es. De plus, la phase de recherche
des similarit�es entrâ�ne une complexit�e algorithmique relativement importante.

Le zoom fractal constitue une approche particuli�erement originale de l'agrandis-
sement et demeure encore peu �etudi�e. En e�et, le code de similarit�es est toujours
construit selon des crit�eres se r�ef�erant au domaine de la compression, or les pr�eoc-
cupations en agrandissement en sont assez �eloign�ees. De plus, l'hypoth�ese de pr�e-
servation des similarit�es qui est �a la base de la m�ethode n'a jamais �et�e v�eri��ee de
mani�ere exp�erimentale. Dans le chapitre 5, nous d�eveloppons notre propre approche
en reprenant �a la base le principe de pr�eservation des similarit�es. A�n de prendre en
compte les pr�eoccupations sp�eci�ques �a l'agrandissement, nous apportons de nom-
breuses modi�cations et am�eliorations au zoom fractal classique dans les phases
d'analyse et de synth�ese des similarit�es. Nous �etudions �egalement de mani�ere ap-
profondie l'hypoth�ese de pr�eservation de similarit�es entre di��erentes r�esolutions de
l'image originale.

Le probl�eme de l'agrandissement est en fait un probl�eme inverse de r�eduction
dont les solutions sont multiples. Dans le chapitre 6, nous d�eveloppons une seconde
approche de type ensembliste en imposant des contraintes sur l'ensemble des images
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agrandies. Elle se veut compl�ementaire de notre premi�ere approche et plus g�en�erale-
ment des autres approches de l'agrandissement, comme par exemple l'interpolation
adaptative. Nous verrons dans le chapitre 7 que cette compl�ementarit�e est obtenue
en projetant l'image agrandie sur l'ensemble des solutions v�eri�ant le probl�eme in-
verse de r�eduction. Cette seconde approche permet �egalement de faire le lien entre
les m�ethodes d'agrandissement qui pr�eservent les fr�equences initiales (chapitre 2) et
celles qui pr�eservent les structures (chapitre 3). En e�et, cette deuxi�eme cat�egorie de
m�ethodes produit des hautes fr�equences sans toutefois se pr�eoccuper de la pr�eserva-
tion des basses fr�equences. Celles-ci sont justement restaurer en prenant en compte
la contrainte de r�eduction de l'image agrandie.

La r�eduction d'images est particuli�erement exploit�ee dans nos deux approches de
l'agrandissement, que ce soit de mani�ere it�er�ee pour produire une pyramide d'images
(chapitres 5 et 7), ou de mani�ere �el�ementaire (chapitres 6 et 7). Aussi, le chapitre
suivant est-il consacr�e �a l'�etude de cette op�eration �el�ementaire.



63

Chapitre 4

R�eduction et analyse pyramidale

d'une image

4.1 Introduction

La r�eduction d'une image tient un rôle tr�es important dans ce travail. Les deux
m�ethodes d'agrandissement compl�ementaires que nous proposons dans les chapitres
5 et 6 sont bas�ees sur la notion de r�eduction. Dans la premi�ere m�ethode, nous
exploitons l'information produite par des r�eductions successives de l'image pour
inverser le processus et extrapoler un niveau de r�esolution sup�erieur (chapitre 5).
Dans la deuxi�eme m�ethode, nous posons le probl�eme de l'agrandissement comme
un probl�eme inverse de r�eduction et nous nous int�eressons �a l'ensemble des images
agrandies qui g�en�erent l'image initiale par r�eduction (chapitre 6).

Pour identi�er les traitements �a mettre en �uvre pour r�eduire une image, nous
e�ectuons une analyse fr�equentielle de la r�eduction dans la section 4.2. Il s'agit
avant tout d'un cadre th�eorique pour d�evelopper des m�ethodes de r�eduction rapides.
Nous nous int�eressons ici �a deux types de r�eduction. La premi�ere est une r�eduction
classique o�u l'on pr�eserve un �echantillon sur quatre et la deuxi�eme est une r�eduction
en quinconce o�u l'on pr�eserve un �echantillon sur deux. Dans le premier cas, le facteur
de r�eduction dans chaque direction est 2 et dans le deuxi�eme, il est de

p
2.

En it�erant la r�eduction d'une image, on obtient une repr�esentation multi-r�esolution
que l'on d�esigne par le terme pyramide. Ce type de repr�esentation facilite beaucoup
la mise en place de certains traitements. Nous l'utilisons dans le chapitre 5 pour in-
verser la r�eduction et agrandir l'image initiale. Nous �etudions di��erentes approches
dans la section 4.3 pour construire rapidement une pyramide avec un facteur de
r�eduction 2.

Pour obtenir une repr�esentation pyramidale avec un facteur de r�eduction moins
brutal, nous �etudions �egalement la construction rapide d'une pyramide en quinconce
dans la section 4.4. En pratique, on obtient un facteur de r�eduction

p
2 avec des
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niveaux interm�ediaires par rapport aux pyramides o�u le facteur de r�eduction est 2.

4.2 Analyse fr�equentielle d'une r�eduction

R�eduire la r�esolution d'une image, c'est diminuer le nombre d'�echantillons n�eces-
saires �a sa repr�esentation. Une d�ecimation pure et simple des �echantillons revient
�a s�electionner arbitrairement des �echantillons. Ceci conduit in�evitablement �a faire
disparâ�tre des structures et �a en cr�eer de nouvelles dans l'image r�eduite. En info-
graphie, ce ph�enom�ene est couramment appel�e aliasing. Intuitivement, on imagine
que la solution �a ce probl�eme est de combiner les valeurs des �echantillons entre elles
avant d'e�ectuer la d�ecimation. Cependant, on peut s'interroger sur la mani�ere de
r�ealiser cette combinaison. L'analyse spectrale permet d'avoir une vision claire sur ce
probl�eme. En fait, pour �eviter l'aliasing, nous allons voir que la d�ecimation spatiale1

doit être pr�ec�ed�ee d'une d�ecimation fr�equentielle2 .

4.2.1 D�ecimation spatiale et d�ecimation fr�equentielle

La suppression d'�echantillons d'une image peut se mod�eliser simplement �a l'aide
d'une fonction de d�ecimation spatiale d�e�nie par :8<

: ds(x; y) = 1 pour un �echantillon conserv�e

ds(x; y) = 0 pour un �echantillon supprim�e
(4.1)

D�ecimer spatialement une image consiste alors �a multiplier la fonction f(x; y) de
l'image par la fonction de d�ecimation ds(x; y), c'est-�a-dire :

g(x; y) = f(x; y) � ds(x; y) (4.2)

Grâce �a la propri�et�e de convolution d�ecrite par la relation (2.7), l'op�eration pr�e-
c�edente peut s'interpr�eter dans le domaine fr�equentiel comme une convolution du
spectre de la fonction de d�ecimation par le spectre de l'image :

G(u; v) = Ds � F (u; v) (4.3)

Si la fonction ds(x; y) comporte des valeurs nulles, alors la convolution d�ecrite dans
l'�equation (4.3) entrâ�ne n�ecessairement des recouvrements du spectre initial F (u; v).
Ceci g�en�ere en pratique de ((fausses)) hautes fr�equences dans le spectre G(u; v), c'est-
�a-dire de l'aliasing dans l'image d�ecim�ee g(x; y). Pour �eviter ce probl�eme, il faut
supprimer les hautes fr�equences de F (u; v) qui sont concern�ees par les recouvrements.
Pour cela, pr�ealablement �a la d�ecimation spatiale, on multiplie F (u; v) par une
fonction de d�ecimation fr�equentielle d�e�nie de la mani�ere suivante :8<

: Df (u; v) = 1 pour une fr�equence conserv�ee

Df (u; v) = 0 pour une fr�equence supprim�ee
(4.4)

1:D�ecimation spatiale : processus d'annulation p�eriodique de la valeur image.
2:D�ecimation fr�equentielle : processus d'annulation d'une certaine bande de fr�equences.
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Dans le domaine fr�equentiel, la d�ecimation totale s'exprime alors par :

G(u; v) = Ds � (F (u; v) �Df (u; v)) (4.5)

ou de mani�ere �equivalente dans le domaine spatial :

g(x; y) = ds(x; y) � (f � df (x; y)) (4.6)

La fonction Df (u; v) a pour but de laisser passer ou de bloquer des fr�equences
particuli�eres de l'image �a r�eduire. Il s'agit donc d'un �ltre fr�equentiel et sa r�eponse
impulsionnelle df (x; y) est appel�ee �ltre spatial, ou tout simplement �ltre, s'il n'y
a pas d'ambigu��t�e. En pratique, la fonction Df (u; v) est construite en observant
quelques r�egles. La principale est que la convolution Ds � Df (u; v) ne doit g�en�erer
que des valeurs nulles ou unitaires. Cette r�egle assure l'absence de recouvrements
du spectre Df (u; v). Ce dernier doit �egalement poss�eder les propri�et�es de sym�etries
centrale et axiale pour ne pas privil�egier une direction. En outre, il faut sauvegarder
en priorit�e les basses fr�equences, c'est-�a-dire que la d�ecimation doit se faire des
hautes vers les basses fr�equences.

Dans la suite, nous �etudions les fonctions de d�ecimation fr�equentielle (ou �ltres)
�a utiliser avec diverses fonctions de d�ecimation spatiale. Nous �etudions le cas d'une
r�eduction de facteur 2 sur un maillage carr�e, le cas d'une r�eduction d'un maillage
carr�e �a un maillage en quinconce et son inverse (facteur de r�eduction

p
2).

4.2.2 R�eduction de facteur 2 d'un maillage carr�e

La r�eduction d'une image par un facteur 2 en horizontal et en vertical, consiste
simplement �a supprimer un �echantillon sur deux dans chaque direction. Dans ce cas,
la fonction de d�ecimation spatiale s'exprime simplement par :8<

: ds(x; y) = 1 lorsque x et y sont pairs

ds(x; y) = 0 sinon
(4.7)

En utilisant la transform�ee de Fourier d�e�nie par l'�equation (2.3) et en supposant
que l'image �a r�eduire a une taille de 2N � 2N pixels, on trouve le spectre suivant :8<

: Ds(u; v) = N2 lorsque u mod N = 0 et v mod N = 0

Ds(u; v) = 0 sinon
(4.8)

Les �gures 4.1(a) et 4.1(b) illustrent respectivement la fonction de d�ecimation spa-
tiale et son spectre fr�equentiel pour N = 4.
La fonction de d�ecimation fr�equentielle optimale Df (u; v) permettant d'�eviter le
recouvrement spectral issu de la convolution de F (u; v) avec Ds(u; v) est donn�ee
par :

(�N � u; v < N)

8<
: Df (u; v) = 1 lorsque � N

2 � u; v < N
2

Df (u; v) = 0 sinon
(4.9)
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Figure 4.1 { R�eduction de facteur 2 d'un maillage carr�e : (a) fonction de d�ecimation spatiale
ds(x; y), (b) spectre fr�equentiel associ�e, (c) fonction de d�ecimation fr�equentielle Df(u; v), (d)
limite de sa r�eponse impulsionnelle.

La �gure 4.1(c) illustre cette fonction. Sa r�eponse impulsionnelle dans le domaine
spatial s'exprime par :

df (x; y) =
1

4N2

N
2 �1X

u;v=�N
2

e
�i
N
(ux+vy) =

1

4N2
� cos �(x+ y)

2N
� sin

�x
2 sin �y

2

sin �x
2N sin �y

2N

(4.10)

Lorsque N tend vers l'in�ni, on peut faire une approximation continue de la somme
et obtenir la limite de la r�eponse impulsionnelle :

~df (x; y) =
1

4N2

Z N
2

�N
2

Z N
2

�N
2

e
�i
N
(ux+vy)dudv =

1

4
� sinc �

2
x � sinc �

2
y (4.11)

o�u la fonction sinc est la fonction sinus cardinal d�e�nie par sinc(x) = sin(x)=x.
Remarquons que nous retrouvons l�a les fonctions h et ~h du chapitre 2, section 2.3.1,
avec df (x; y) = h(x=2; y=2)=4 et ~df (x; y) = ~h(x=2; y=2)=4.
D'apr�es l'�equation (4.6), r�eduire d'un facteur 2 une image de taille 2N � 2N pixels
consiste d'abord �a convoluer celle-ci par le �ltre discret df (x; y) d�e�ni par (4.10),
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puis �a sous-�echantillonner le r�esultat en utilisant la fonction de d�ecimation spatiale
donn�ee par (4.7). Dans le cas o�u N est su�samment grand, on peut approximer
df (x; y) par sa limite ~df (x; y). Cette derni�ere est illustr�ee sur la �gure 4.1(d). Son
comportement oscillatoire dans les directions horizontale et verticale, provient des
discontinuit�es de la fonction de d�ecimation fr�equentielle. Une localisation pr�ecise
dans le domaine fr�equentiel est forc�ement r�epartie sur tous les �echantillons du do-
maine spatial.

ds

Df

TF
-1

image originale décimation fréquentielle

décimation spatiale

TF

spectre

sous-éch.

image réduite

Figure 4.2 { R�eduction de facteur 2 par analyse spectrale.

La �gure 4.2 montre les di��erentes �etapes d'une r�eduction de facteur 2 de l'image
du cameraman par analyse spectrale. La premi�ere �etape consiste �a calculer le spectre
fr�equentiel de l'image avec la transform�ee de Fourier discr�ete. Dans la seconde �etape,
les hautes fr�equences du spectre sont supprim�ees en utilisant la fonction de d�ecima-
tion fr�equentielle d�e�nie par (4.9). Dans la troisi�eme �etape, l'image �equivalente dans
le domaine spatial est calcul�ee avec la transform�ee de Fourier inverse. En�n, dans la
quatri�eme et derni�ere �etape, l'image est sous-�echantillonn�ee en utilisant la fonction
de d�ecimation spatiale d�e�nie par (4.7).

La r�eduction illustr�ee sur la �gure 4.2 revient �a exploiter les deux expressions (4.5)
et (4.6) �a la fois. La d�ecimation fr�equentielle est e�ectu�ee dans le domaine fr�equentiel
et la d�ecimation spatiale est r�ealis�ee dans le domaine spatial. Cette solution est
plus facile �a mettre en �uvre. On peut cependant obtenir un r�esultat identique en
e�ectuant toutes les op�erations dans le domaine spatial, ce qui revient �a exploiter
uniquement l'expression (4.6). Pour cela, il su�t de remplacer les trois premi�eres
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�etapes de la �gure 4.2 par une convolution avec le �ltre discret d�e�ni par (4.10), ou
par sa limite illustr�ee sur la �gure 4.1(d), lorsque N est su�samment grand.

L'image r�eduite r�ev�ele un artefact de la m�ethode. La suppression des hautes
fr�equences du spectre entrâ�ne un e�et d'ondulation des contours de l'image. C'est
une cons�equence directe du comportement oscillatoire des fonctions sinuso��dales.
Cet artefact est connu sous le nom de ph�enom�ene de Gibbs. Pour l'�eliminer, on
peut utiliser une fonction d'apodisation pour adoucir les discontinuit�es pr�esentes
dans la fonction de d�ecimation fr�equentielle. Cette solution revient �a diminuer les
oscillations du �ltre illustr�e sur la �gure 4.1(d).

4.2.3 R�eduction d'un maillage carr�e �a un maillage en quinconce

La r�eduction d'un maillage carr�e �a un maillage en quinconce consiste �a supprimer
un point sur deux du signal f(x; y) de mani�ere �a ce que le nombre d'�echantillons
pr�eserv�es sur une ligne soit �egal �a celui pr�eserv�e sur une colonne. Cette situation
est d�ecrite sur la �gure 4.3. La fonction de d�ecimation spatiale se d�e�nit donc de la
mani�ere suivante : 8<

: ds(x; y) = 1 lorsque x+ y est pair

ds(x; y) = 0 sinon
(4.12)

Pour une image de 2N � 2N pixels, le spectre fr�equentiel de ds(x; y) est donn�e par :

8<
: Ds(u; v) = 2N2 lorsque (u; v) = (0; 0) et (u; v) = (N;N)

Ds(u; v) = 0 sinon
(4.13)

La fonction de d�ecimation spatiale et son spectre sont illustr�es respectivement sur
les �gures 4.4(a) et 4.4(b) pour N = 4.

échantillon supprimé échantillon conservé

Figure 4.3 { R�eduction d'un maillage carr�e �a un maillage en quinconce (facteur de r�eduction
racine de 2).
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Figure 4.5 { Pavage du spectre discret avec la fonction de d�ecimation fr�equentielle optimale
(N = 4).
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Figure 4.6 { R�eduction d'un maillage carr�e �a un maillage en quinconce par analyse spectrale.

La fonction de d�ecimation fr�equentielle optimale Df (u; v) associ�ee �a la fonction de
d�ecimation spatiale ds(x; y) est donn�ee par :8>>><
>>>:
Df (u; v) = 1 lorsque

8<
: 0 � u < N � 1 ^ �N + u < v < N � u� 1

�N < u < 0 ^ �N � u < v < N + u

Df (u; v) = 0 sinon

(4.14)
La �gure 4.4(c) illustre cette fonction. Avec un signal f(x; y) qui poss�ede un nombre
d'�echantillons dyadique (puissance de 2), on remarque que la fonction Df (u; v) ne
pave pas compl�etement le plan (voir la �gure 4.5). En pratique, ce probl�eme n'est
pas tr�es important puisque N est su�samment grand pour minimiser les e�ets de
bord, et les coe�cients non recouverts sont g�en�eralement tr�es faibles.
La r�eponse impulsionnelle de la fonction Df (u; v) d�e�nie par (4.14) s'exprime par :

df (x; y) =
1

4N2

N�2X
u=0

N�2�uX
v=�N+1+u

e
�i
N
(ux+vy) +

1

4N2

�1X
u=�N+1

N�1+uX
v=�N�u

e
�i
N
(ux+vy) (4.15)

En supposant que N est su�samment grand, on peut faire une approximation conti-
nue de cette somme et obtenir la limite de df (x; y) suivante :

~df (x; y) =
1

4N2

Z N

0

Z N�u

�N+u
e
�i
N
(ux+vy)dudv +

1

4N2

Z 0

�N

Z N+u

�N�u
e
�i
N
(ux+vy)dudv

=
cos �x� cos�y

�2(y2 � x2) (4.16)
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Cette fonction est illustr�ee sur la �gure 4.4(d). Son apparence est proche de celle
de la fonction sinus cardinal 2D montr�ee sur la �gure 4.2(d). Le passage de l'une �a
l'autre se faisant par une rotation de 45�. En fait, les ondulations sont orthogonales
aux discontinuit�es de la fonction de d�ecimation fr�equentielle illustr�ee sur la �gure
4.4(c).

La �gure 4.6 illustre l'utilisation des fonctions de d�ecimation fr�equentielle et spa-
tiale (d�e�nies respectivement par (4.14) et (4.12)) pour obtenir la r�eduction en
quinconce d'une image de Carpentras (128 � 128 pixels). La fonction de d�ecima-
tion fr�equentielle en losange supprime uniquement les hautes fr�equences diagonales
de l'image originale. Toutes les fr�equences horizontales et verticales sont pr�eserv�ees.
Cette op�eration de d�ecimation fr�equentielle peut être r�ealis�ee de mani�ere �equivalente
dans le domaine spatial en convoluant l'image originale soit avec le �ltre discret d�e-
�ni par (4.15), soit par le �ltre continu d�e�ni par (4.16) lorsque N est su�samment
grand. Comme dans l'exemple de la section 4.2.2 (�gure 4.2), on peut relever un
ph�enom�ene d'ondulation des contours, principalement selon l'axe diagonal. Cet e�et
apparâ�t plus clairement sur la �gure 4.10 o�u l'image initiale est une mire noire et
blanche de 128 � 128 pixels.

4.2.4 R�eduction d'un maillage en quinconce �a un maillage carr�e

La r�eduction d'un maillage en quinconce �a un maillage carr�e revient �a supprimer
une ligne sur deux ou, ce qui est �equivalent, une colonne sur deux du signal f(x; y).
Ce principe de d�ecimation est montr�e sur la �gure 4.7.

échantillon supprimé échantillon conservé

Figure 4.7 { R�eduction d'un maillage en quinconce �a un maillage carr�e (facteur de r�eduction
racine de 2).

De mani�ere �a simpli�er l'analyse, il est pratique de remplacer le maillage en quin-
conce par un maillage carr�e ayant un point sur deux �a valeur nulle. Ainsi, la fonction
de d�ecimation spatiale s'exprime simplement par :8<

: ds(x; y) = 1 lorsque x ou y est pair

ds(x; y) = 0 sinon
(4.17)
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Pour une image de 2N � 2N pixels, le spectre fr�equentiel de ds(x; y) est donn�e par :8>>>>>><
>>>>>>:

Ds(u; v) = 3N2 lorsque (u; v) = (0; 0)

Ds(u; v) = N2 lorsque (u; v) = (N; 0) et (u; v) = (0; N)

Ds(u; v) = �N2 lorsque (u; v) = (N;N)

Ds(u; v) = 0 sinon

(4.18)

Les �gures 4.8(a) et 4.8(b) montrent respectivement la fonction de d�ecimation spa-
tiale et son spectre pour N = 4. La fonction de d�ecimation fr�equentielle optimale
Df (u; v) associ�ee �a la fonction de d�ecimation spatiale ds(x; y) est donn�ee par :8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

Df (u; v) = 1 lorsque

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�N � u; v � �N
2 � 1

�N
2
� u; v � N

2
� 1

N
2
� u; v � N � 1

�N � u � �N
2 � 1 ^ N

2 � v � N � 1
N
2 � u � N � 1 ^ �N � v � �N

2 � 1

Df (u; v) = 0 sinon

(4.19)

Cette fonction est illustr�ee sur la �gure 4.8(c). Sa r�eponse impulsionnelle s'�ecrit de
la mani�ere suivante :
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En supposant que N est su�samment grand, on peut faire une approximation conti-
nue de cette somme et obtenir la limite de df (x; y) :
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Cette fonction est illustr�ee sur la �gure 4.8(d). Elle apparâ�t plus complexe que les
deux autres fonctions de d�ecimation fr�equentielle que nous avons d�ej�a pu voir.
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Figure 4.8 { R�eduction d'un maillage en quinconce �a un maillage carr�e : (a) fonction de d�ecima-
tion spatiale ds(x; y), (b) spectre fr�equentiel associ�e, (c) fonction de d�ecimation fr�equentielle
Df(u; v), (d) limite de sa r�eponse impulsionnelle.

La �gure 4.9 illustre l'utilisation des fonctions de d�ecimation fr�equentielle et spa-
tiale d�e�nies respectivement par (4.19) et (4.17) pour r�eduire l'image en quinconce
montr�ee sur la �gure 4.6. La fonction de d�ecimation fr�equentielle supprime les hautes
fr�equences horizontales et verticales de l'image en quinconce et laisse intactes ses fr�e-
quences diagonales. Dans ce cas, l'e�et d'ondulation se retrouve dans les directions
horizontales et verticales.

La fonction de d�ecimation fr�equentielle de la �gure 4.9 compl�ete celle illustr�ee
sur la �gure 4.6. La r�eduction de facteur 2 obtenue par l'enchâ�nement de ces deux
fonctions est comparable �a celle obtenue avec la fonction de d�ecimation fr�equentielle
illustr�ee sur la �gure 4.2. Cependant, la r�eduction de facteur 2 qui proc�ede en deux
�etapes (carr�e-quinconce-carr�e) donne une image r�eduite l�eg�erement moins bonne que
celle qui proc�ede en une seule �etape (carr�e-carr�e). Ceci provient des ondulations dia-
gonales qui s'ajoutent aux ondulations verticales et horizontales. On peut observer
ce ph�enom�ene sur la �gure 4.10.
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Figure 4.9 { R�eduction d'un maillage en quinconce �a un maillage carr�e par analyse spectrale.
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Figure 4.10 { Illustration du ph�enom�ene d'ondulation.

4.3 Analyse pyramidale

En it�erant la r�eduction d'une image, on obtient une repr�esentation pyramidale
o�u chaque niveau exprime une r�esolution particuli�ere de l'image. Ce mod�ele de re-
pr�esentation facilite beaucoup certains traitements de l'image. Il permet une ana-
lyse progressive de l'information en parcourant les niveaux de la pyramide depuis
l'apex jusqu'�a la base. Les niveaux sup�erieurs repr�esentent les structures g�en�erales
de l'image, tandis que les niveaux inf�erieurs d�ecrivent plutôt les d�etails.

Les applications de l'analyse pyramidale sont nombreuses. On peut citer notam-
ment la mise en correspondance, la d�etection des contours, la segmentation, ou
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encore la reconnaissance d'objets [76], [77]. Dans le chapitre 5, nous utilisons la
repr�esentation pyramidale pour agrandir l'image.

Dans cette section, nous nous int�eressons uniquement aux pyramides �a facteur
de r�eduction 2. Le cas d'une pyramide en quinconce �a facteur de r�eduction

p
2 est

�etudi�e dans la section suivante.

La construction d'une pyramide s'appuie sur l'op�eration de r�eduction d'une image.
En th�eorie, la r�eduction de facteur 2 par analyse fr�equentielle d�ecrite dans la section
pr�ec�edente permet de pr�eserver id�ealement l'information pour la construction des
di��erents niveaux de la pyramide. Cette approche a �et�e �etudi�ee par Watson pour
construire des pyramides dites id�eales [146]. En pratique, le ph�enom�ene de Gibbs,
qui se traduit par des ondulations dans l'image, limite l'int�erêt de l'approche fr�e-
quentielle. Pour corriger cet artefact, une solution envisageable est d'adoucir les
discontinuit�es du �ltre fr�equentiel (ou fonction de d�ecimation fr�equentielle) par une
fonction d'apodisation. Une autre solution est de r�ealiser la r�eduction uniquement
dans le domaine spatial en convoluant l'image avec la r�eponse impulsionnelle du
�ltre fr�equentiel id�eal. En prenant un support su�samment petit, par exemple 9�9
pixels, on arrive �a limiter globalement l'e�et d'ondulation. Ceci revient �a tronquer
le �ltre spatial id�eal ~df (x; y) d�e�ni par (4.11). Meer et al. proposent une autre ap-
proche qui consiste �a construire un �ltre �a petit support dans le domaine spatial et
�a optimiser son spectre fr�equentiel vis-�a-vis du �ltre fr�equentiel id�eal Df (u; v) donn�e
par (4.9) [94]. La solution d'une r�eduction par convolution avec un petit �ltre se r�e-
v�ele �egalement tr�es e�cace pour ce qui est des calculs. La complexit�e algorithmique
est dans ce cas O(N2), alors qu'elle est O(N2 log2N) dans le cas d'une r�eduction
par analyse spectrale.

Chaque niveau d'une pyramide repr�esente l'image originale moins une certaine
bande de fr�equences supprim�ee par le �ltrage passe-bas r�ealis�e dans les r�eductions
successives. Pour cette raison, ce type de pyramide est commun�ement d�esign�ee par
le terme pyramide passe-bas.

Dans la suite, nous �etudions l'approche de Meer et al., ainsi que celles de Burt
[21] et de Chin et al. [38] o�u le �ltre est construit uniquement sous des contraintes
spatiales. Dans ces trois approches, le �ltre 2D est s�eparable, c'est-�a-dire qu'il s'ex-
prime comme le produit de deux �ltres 1D. Ceci permet de simpli�er la d�e�nition
du �ltre 2D, mais aussi de diminuer la quantit�e de calculs. De plus, comme il n'y a
pas de raison de privil�egier une orientation particuli�ere, les deux �ltres 1D sont en
fait identiques. Dans ce cas, le �ltre spatial 2D de largeur K s'exprime de la mani�ere
suivante :

h(x; y) = w(x) � w(y) 0 � x; y < K (4.22)

Le spectre fr�equentiel a la propri�et�e d'être �egalement s�eparable. Si le �ltrage se fait
sur une image de taille 2N � 2N pixels, alors on obtient :

H(u; v) = W (u) �W (v) 0 � u; v < 2N (4.23)

Dans la suite, on s'int�eresse uniquement au �ltre spatial w(x) et �a son spectreW (u).
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Cette �etude se termine par une comparaison exp�erimentale des trois approches dans
la section 4.3.4.

Dans la construction d'une pyramide passe-bas, l'op�eration de r�eduction supprime
�a chaque niveau une bande de fr�equences suppl�ementaire de l'image originale. On
peut relever ces bandes de fr�equences pour construire un nouveau type de pyramide :
la pyramide de di��erences qui d�ecompose l'image originale selon des bandes de fr�e-
quences. Nous �etudions la construction de cette pyramide dans la section 4.3.5. Ce
type de pyramide nous servira dans le chapitre 5 pour s�electionner les blocs qui,
dans une pyramide passe-bas, contiennent de l'information fr�equentielle pertinente.

4.3.1 La pyramide de Meer

Dans l'approche de Meer et al., les poids du �ltre spatial sont d�etermin�es pour
optimiser la r�eponse en fr�equence vis-�a-vis du �ltre fr�equentiel id�eal [94]. La �gure
4.11(a) illustre le spectre typique du �ltre spatial optimal. On peut distinguer trois
zones : la bande passante, la bande de transition et la bande stoppante. Dans la
bande passante (0 < u < up), l'amplitude est proche de la valeur optimale 1. Dans
la bande de transition (up < u < us), l'amplitude d�ecrô�t vers une valeur nulle.
Dans la bande stoppante, l'amplitude demeure proche de 0. Les amplitudes des
oscillations pr�esentes dans la bande passante et dans la bande stoppante sont not�ees
respectivement �p et �s.
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0 6 9 117531 12

(a) (b)

Figure 4.11 { (a) Spectre d'amplitude d'un �ltre optimal. (b) Filtre optimal pour K = 13.

En prenant comme r�ef�erence le �ltre id�eal Df (u) dont l'expression sur 2 dimensions
est d�e�nie par (4.9), on peut montrer que le �ltre W (u) repr�esent�e sur la �gure
4.11(a) minimise le crit�ere d'erreur de Chebyshev [94] :

E = min
W (u)

max
0�u�up
us�u<N

jW (u)�Df (u)j (4.24)

Pour diminuer cette erreur, il faut r�eduire la bande de transition �u = us � up. En
fait, cette derni�ere est li�ee �a la largeur K du �ltre spatial par la formule empirique
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suivante [43], [94] :

K � 2N �D1(�p; �s)
�u

(4.25)

o�u D1(�p; �s) est une fonction tabul�ee avec des valeurs variant entre 1:25 et 4. Cette
fonction crô�t lorsque la tol�erance sur les oscillations diminue, c'est-�a-dire lorsque �p
et �s sont de plus en plus petits. La relation (4.25) montre que la bande de transition
diminue lorsque la taille du �ltre augmente. Autrement dit, pour que le �ltre soit
de bonne qualit�e, il faut que sa largeur soit su�samment importante. Il faut donc
faire un compromis entre qualit�e et complexit�e algorithmique. Meer et al. proposent
pour le �ltre optimal W (u) les param�etres suivants :

K = 13 ; up + us = N ; �u =
N

5
; �p = �s = 0:1 (4.26)

Le �ltre spatial w(x) correspondant est montr�e sur la �gure 4.11(b). Le �ltre spatial
id�eal, repr�esent�e par un sinus cardinal, est superpos�e en pointill�e pour permettre la
comparaison. On remarque que les deux �ltres sont approximativement similaires
pour les valeurs enti�eres de x. L'approche de Meer et al. est donc tr�es semblable �a
l'approche qui consiste �a tronquer le �ltre id�eal.

4.3.2 La pyramide de Burt

Dans l'approche de Burt, les poids du �ltre spatial sont d�etermin�es unique-
ment par des contraintes spatiales [21]. Outre la s�eparabilit�e, Burt �etablit quatre
contraintes qu'un �ltre doit respecter. Il s'agit des contraintes de normalisation, de
sym�etrie, d'�equicontribution et d'unimodalit�e.

La contrainte de normalisation impose que toute valeur calcul�ee varie dans le
même intervalle que celui des valeurs initiales de l'image :

K�1X
i=0

w(i) = 1 (4.27)

La contrainte de sym�etrie assure que les �el�ements situ�es �a une même distance du
centre de h(x; y) interviennent avec un poids identique dans le calcul. Ainsi, il n'y a
pas de direction privil�egi�ee :

w(x) = w(K � 1� x) 0 � x < K (4.28)

La contrainte d'�equicontribution intervient pour que chaque pixel du niveau courant
contribue avec le même poids dans la construction du niveau sup�erieur :

K�1X
i=0

w(m+ 2i) =
1

2
0 � m � 1 (4.29)

La contrainte d'unimodalit�e impose que le poids d'un �el�ement soit d'autant plus fort
qu'il est proche du centre de h(x; y). Si de plus, tous les poids sont positifs, alors
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les variations de l'image initiale sont approximativement conserv�ees. Il s'agit d'une
condition pour �eviter de cr�eer de nouvelles structures (contours) lors de la r�eduction
[37], [86]. Cette contrainte s'�enonce de la mani�ere suivante :

0 � w(x) � w(y) x � y < K

2
(4.30)

Pour e�ectuer un �ltrage rapide et pouvoir construire rapidement une pyramide,
Burt pr�econise K = 4 ou K = 5. En respectant les contraintes de normalisation, de
sym�etrie et d'�equicontribution, on obtient les poids suivants pour le �ltre pair :

w(1) = w(2) = � ; w(0) = w(3) =
1

2
� � (4.31)

De même, on obtient les poids suivants pour le �ltre impair :

w(2) = � ; w(1) = w(3) =
1

4
; w(0) = w(4) =

1

4
� �

2
(4.32)

La forme �nale du �ltre d�epend du param�etre � lorsque K = 4 ou du param�etre
� lorsque K = 5 . Le respect de la contrainte d'unimodalit�e permet d'encadrer ces
param�etres par les valeurs suivantes :

1

4
� �; � � 1

2
(4.33)

Burt d�etermine les param�etres optimaux � et � pour que la convolution it�er�ee du
�ltre converge vers une gaussienne3. Il trouve � = 0:37 et � = 0:4. La �gure 4.12(a)
illustre le �ltre impair (K = 5) pour di��erentes valeurs de �.
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Figure 4.12 { (a) Filtres obtenus pour di��erentes valeurs de � (K = 5). (b) Spectres associ�es.

3: En raison de cette propri�et�e du �ltre, la pyramide de Burt est g�en�eralement appel�ee pyramide

gaussienne.
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Meer et al. ont �etudi�e les e�ets des param�etres � et � dans le domaine fr�equentiel
[94]. Pour cela, il faut calculer la r�eponse en fr�equence des �ltres en fonction du
param�etre � ou �. Si l'image est de taille 2N � 2N pixels, on obtient pour le �ltre
pair :

W (u) = 2� cos
�u

2N
+ (1� 2�) cos

3�u

2N
(4.34)

De même, la r�eponse en fr�equence pour le �ltre impair est donn�ee par :

W (u) = � +
1

2
cos

�u

N
+ (

1

2
� �) cos 2�u

N
(4.35)

Comme le montre la �gure 4.12(b), Meer et al. ont constat�e �a partir de mesures
spectrales que, pour K = 5, les valeurs de � ou � pr�econis�ees par Burt permettent
d'obtenir un �ltre ayant de bonnes caract�eristiques d'antialiasing, c'est-�a-dire que les
hautes fr�equences sont su�samment att�enu�ees pour �eviter un recouvrement spectral.
Cependant, le �ltre att�enue aussi de mani�ere importante les moyennes et basses
fr�equences. Le �ltrage passe-bas est donc loin d'être optimal et g�en�ere un e�et de

ou gênant pour les post-traitements. Pour am�eliorer la qualit�e fr�equentielle du
�ltrage, Meer et al. sugg�erent d'assouplir la contrainte d'unimodalit�e en autorisant
les poids n�egatifs. Cette contrainte, exprim�ee par (4.30), est reformul�ee par :

jw(x)j � jw(y)j x � y < K

2
(4.36)

Ceci revient en fait �a supprimer la borne sup�erieure de (4.33). Dans ce cas, les
poids w(0) et w(3) pour le �ltre pair et les poids w(0) et w(4) pour le �ltre impair
deviennent n�egatifs lorsque �; � > 1=2. D'apr�es Meer et al., le �ltrage passe-bas est
th�eoriquement optimal pour � = 0:58 et � = 0:68. Cependant, comme le montre
la �gure 4.12(b) pour � = 0:68, le �ltre o�re de moins bonnes caract�eristiques
d'antialiasing et les basses fr�equences sont ampli��ees (coe�cients sup�erieurs �a 1) au
lieu d'être seulement pr�eserv�ees. Pour �eviter ce probl�eme, nous proposons d'ajouter
des contraintes sur le spectre du �ltre spatial. Il faut que celui-ci soit unimodal et
que les coe�cients soient compris dans l'intervalle [0; 1] :

0 �W (v) � W (u) � 1 0 � u � v < N (4.37)

Pour respecter cette contrainte fr�equentielle, on trouve de mani�ere empirique que �
et � doivent être compris dans les intervalles suivants :

0:375 � � � 0:562 0:375 � � � 0:625 (4.38)

Lorsque � et � sont tous deux inf�erieurs �a 0:375, certains coe�cients associ�es aux
hautes fr�equences du spectre W (u) deviennent n�egatifs. Lorsque � > 0:562 et � >
0:625, certains coe�cients associ�es aux basses fr�equences deviennent sup�erieurs �a 1.
Pour la borne sup�erieure � = 0:625, on peut observer sur la �gure 4.12(a) que les
coe�cients w(0) et w(4) sont toujours n�egatifs. Cependant, la �gure 4.12(b) montre
que le spectre respecte bien les les contraintes donn�ees par (4.37).

Pour �nir, on peut remarquer que les valeurs pr�econis�ees par Burt (� = 0:37 et
� = 0:4) sont comprises dans les intervalles d�e�nis par (4.38). Cependant, la borne
inf�erieure dans (4.33) est trop faible puisqu'elle est en dehors de ces intervalles.
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4.3.3 La pyramide de Chin

Chin et al. consid�erent la r�eduction d'une image avant tout comme un probl�eme
de lissage d'une surface [38]. Un signal num�erique de N pixels peut-être interpol�e
en ajustant N � 1 morceaux de polynômes. La r�eduction du signal consiste alors �a
diminuer le nombre de morceaux d'ajustement tout en minimisant un certain crit�ere
d'erreur. A partir de cette approche, Chin et al. d�eterminent le �ltre �equivalent en
fonction de l'ordre du polynôme d'ajustement. Dans la suite, nous �etudions le cas
simple o�u les raccords se font par des segments lin�eaires (polynôme d'ordre 1).

Le crit�ere d'erreur �a minimiser lors de la r�eduction correspond �a la distance qui
s�epare le signal original du signal r�eduit. Chin et al. utilisent la m�etrique classique
induite par la norme `2. Ainsi, l'erreur entre le signal original f de 2N +1 pixels et
le signal r�eduit f est donn�ee par :

E = kf � fk2 =
2NX
i=0

�
f(xi)� f (xi)

�2
=

2NX
i=0

(yi � yi)2 (4.39)

Dans le cas o�u le polynôme d'ajustement est lin�eaire, le signal r�eduit est d�e�ni par :

0 � i � 2N

8<
: f (xi) = yi lorsque i est pair

f (xi) =
1
2(yi�1 + yi+1) sinon

(4.40)

En faisant une simple substitution dans (4.39), on obtient :

E =
NX
i=0

(y2i � y2i)2 +
NX
i=1

�
y2i�1 � 1

2
(y2i�2 + y2i)

�2
(4.41)

Le signal r�eduit qui minimise cette erreur annule �egalement les d�eriv�ees partielles :

@E

@y2i
=

8>>><
>>>:

2y0 + y1 � 5
2
y0 � 1

2
y2 = 0 i = 0

y2i�1 + 2y2i + y2i+1 � 1
2
y2i�2 � 3y2i � 1

2
y2i+2 = 0 0 < i < N

y2N�1 + 2y2N � 1
2
y2N�2 � 5

2
y2N = 0 i = N

(4.42)

Ce syst�eme d'�equations peut se noter sous la forme matricielle AY = BY , o�u A et
B sont des matrices de tailles respectives (N + 1)� (N + 1) et (N + 1)� (2N + 1)
d�e�nies par :

A =

2
6666666664

4 2 0

2 4 2

� � �
2 4 2

0 2 4

3
7777777775

; B =

2
6666666664

5 1 0

1 6 1

� � �
1 6 1

0 1 5

3
7777777775

(4.43)

Pour obtenir le signal r�eduit qui minimise l'erreurE, il su�t de calculer Y = B�1AY .
En supposant que N est pair et qu'il tend vers l'in�ni, on peut e�ectuer ce calcul
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en convoluant Y par la (N=2 + 1)i�eme ligne de B�1A. Cette ligne d�e�nit le �ltre
1D �a utiliser pour r�eduire le signal original. Finalement, Chin et al. obtiennent une
formulation simple pour calculer les poids de ce �ltre :

0 � i � N

2

8<
: w(2i) = w(�2i) = 1


i
p
2

w(2i+ 1) = w(�2i� 1) = 1
2
(w(2i) + w(2i+ 2))

(4.44)

o�u 
 est d�e�ni par 
 = �(3 + 2
p
2). Pour des raisons de simplicit�e, le �ltre est

d�e�ni par un centrage sur 0. En pratique, les coe�cients du �ltre d�ecroissent assez
rapidement, et l'on peut donc prendre une largeur de �ltre relativement petite. La
�gure 4.13(a) illustre le �ltre lin�eaire obtenu pour une largeur K = 13. On peut
relever quelques di��erences avec le �ltre sinus cardinal illustr�e en pointill�e. Le poids
central est notamment beaucoup plus �elev�e et les poids aux extr�emit�es sont plus
faibles. Le spectre montr�e sur la �gure 4.13(b) r�ev�ele des informations int�eressantes
sur les propri�et�es du �ltre lin�eaire. Tout d'abord, on peut remarquer que la bande
passante n'att�enue pas du tout les basses fr�equences, mais les ampli�e. On remarque
�egalement que la fonction W (u) passe exactement par 1 lorsque u est �egale �a la
fr�equence de coupure (u = N=2), puis d�ecrô�t. Il y a donc une att�enuation des hautes
fr�equences dans la bande stoppante. D'apr�es les caract�eristiques fr�equentielles du
�ltre, on peut supposer que le �ltre rehausse les contrastes des moyennes fr�equences.
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Figure 4.13 { (a) Filtre lin�eaire (K = 13). (b) Spectre associ�e.

La �gure 4.14(a) illustre le �ltre obtenu (d'apr�es [38]) avec un polynôme d'ajus-
tement cubique et une largeur de �ltre K = 15. Par rapport au �ltre lin�eaire, on
peut remarquer que les poids du �ltre cubique sont plus proches de la fonction sinus
cardinal. Le spectre sur la �gure 4.14(b) montre d'ailleurs que les hautes fr�equences
sont davantage att�enu�ees dans la bande stoppante. On remarque que l'ampli�cation
des basses fr�equences est toujours pr�esente dans la bande passante, avec toutefois un
d�eplacement notable vers les moyennes fr�equences. On observe une l�eg�ere att�enua-
tion des basses fr�equences autour de u = 0. On peut supposer qu'en augmentant le
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Figure 4.14 { (a) Filtre cubique (K = 15). (b) Spectre associ�e.

degr�e du polynôme d'ajustement, le �ltre correspondant se rapproche du �ltre id�eal
sinus cardinal.

4.3.4 Comparaison exp�erimentale

La �gure 4.15 illustre les quatre niveaux sup�erieurs des pyramides de Meer, Chin
et Burt obtenues �a partir de l'image du cameraman repr�esent�ee sur la �gure 4.2. La
pyramide situ�ee en haut est la pyramide de r�ef�erence obtenue en it�erant la r�eduction
fr�equentielle id�eale que nous avons �etudi�ee dans la section 4.2.2. On peut remarquer
que l'e�et d'ondulation (ph�enom�ene de Gibbs) est de plus en plus signi�catif au
fur et �a mesure que la r�esolution d�ecrô�t. De plus, on rel�eve des erreurs en bordure
des di��erents niveaux qui sont dues �a la p�eriodisation implicite de l'image avec la
transform�ee de Fourier discr�ete. Cette pyramide que l'on peut quali�er de pyramide
id�eale d'un point de vue fr�equentiel a �et�e d�evelopp�ee pour la premi�ere fois par Watson
[146].

La pyramide de Meer est une am�elioration de cette derni�ere. En proc�edant unique-
ment dans le domaine spatial par convolution avec un �ltre �a petit support (13� 13
pixels), l'approche de Meer et al. limite l'�etendue des ondulations et supprime les
erreurs sur les bordures des niveaux. La pyramide de Chin, que ce soit avec le �ltre
lin�eaire ou cubique, g�en�ere des structures assez semblables �a celles de la pyramide
de Meer sur les di��erents niveaux. Comme nous l'avons d�ej�a pr�ecis�e en analysant les
spectres fr�equentiels de ces deux �ltres sur les �gures 4.13(b) et 4.14(b), on observe
un rehaussement des contrastes, surtout avec le �ltre lin�eaire.

On remarque que dans les approches de Meer et de Chin, l'e�et d'ondulation
subsiste dans le voisinage proche des contours. Ce probl�eme provient du fait que la
largeur des �ltres utilis�es n'est pas su�samment petite. Avec des �ltres de largeur
K = 4 et K = 5, l'approche de Burt supprime compl�etement les ondulations. Avec
le �ltre pair, on remarque un d�ephasage de l'information dans la direction haut-
gauche. Il est particuli�erement signi�catif sur le niveau 4. Avec le �ltre impair, on
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Figure 4.15 { Illustration de di��erentes pyramides �a facteur de r�eduction 2. Nous montrons les
quatre niveaux sup�erieurs des pyramides obtenues �a partir de l'image originale du cameraman
de 128� 128 pixels illustr�ee sur la �gure 4.2. Pour faciliter l'analyse visuelle, les niveaux 2, 3
et 4 ont �et�e redimensionn�es �a l'�echelle du niveau 1.
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�evite ce d�ephasage. Lorsque � = 0:375 le �ltre approche une gaussienne et att�enue
fortement les moyennes et basses fr�equences (cf. �gure 4.12), ce qui se traduit par un

ou visuel sur tous les niveaux de la pyramide. Lorsque � = 0:625, le �ltre pr�eserve
la nettet�e des niveaux et la pyramide obtenue est relativement proche de celle de
Meer, l'e�et d'ondulation en moins.

Tant du point de vue de la complexit�e algorithmique que de la qualit�e visuelle
de la pyramide g�en�er�ee, l'approche de Burt avec K = 5 et � = 0:625 semble être
la plus int�eressante. Dans la suite, nous l'utiliserons comme approche de r�ef�erence
pour r�eduire une image ou construire une pyramide passe-bas avec un facteur de
r�eduction 2.

4.3.5 Pyramide de di��erences

Pour obtenir chaque niveau d'une pyramide passe-bas, on e�ectue successive-
ment une op�eration de �ltrage (d�ecimation fr�equentielle) et une op�eration de sous-
�echantillonnage (d�ecimation spatiale). Le �ltrage retient les hautes fr�equences du
niveau courant pour ne laisser passer que les basses fr�equences. En relevant �a chaque
niveau de la pyramide les hautes fr�equences supprim�ees par l'op�eration de �ltrage,
on construit une pyramide qui traduit une d�ecomposition de l'image originale en
bandes de fr�equences successives. On peut voir cette pyramide comme une pyra-
mide o�u les niveaux expriment les di��erences entre deux niveaux successifs de la
pyramide passe-bas.

Ce type de pyramide a �et�e �etudi�e initialement par Crowley et al. dans le contexte
de la vision arti�cielle [44], et par Burt et al. dans le contexte de la compression
d'images [22]. Dans l'algorithme de Crowley et al., le �ltre utilis�e est un �ltre bi-
nomial qui approche une distribution gaussienne. La d�ecomposition en bandes de
fr�equences est obtenue en e�ectuant une di��erence entre chaque niveau de la pyra-
mide passe-bas et sa version �ltr�ee. Dans l'algorithme de Burt et al., le �ltre utilis�e
est le �ltre de taille 5 � 5 que nous avons pr�esent�e dans la section 4.3.2. Chaque
niveau de la pyramide de di��erences, appel�ee pyramide laplacienne4 par ses auteurs,
est ici obtenu en e�ectuant la di��erence entre deux niveaux successifs de la pyra-
mide passe-bas. Pour que les deux niveaux aient la même taille, le niveau inf�erieur
est interpol�e avec le même �ltre utilis�e pour construire la pyramide passe-bas. La
d�ecomposition en bandes de fr�equences est moins bonne que dans l'algorithme de
Crowley et al., puisque chaque bande est obtenue par une di��erence entre un niveau
de la pyramide et sa version �ltr�ee, non pas une fois, mais deux fois. Dans la py-
ramide laplacienne, il y a donc beaucoup plus de corr�elation entre les niveaux que
dans la pyramide de di��erences de Crowley et al. Comme nous le verrons dans le
chapitre 7, l'approche de Burt et al. se justi�e dans un contexte de compression et
de transmission progressive des images.

Dans cette section, nous sommes plutôt int�eress�es par l'algorithme de Crowley

4: Cette appellation provient du �ltre utilis�e par Burt et al. qui approxime une gaussienne. Marr
et Hildreth ont montr�e que le laplacien d'une gaussienne �etait la limite d'une di��erence de deux
gaussiennes [93].
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Figure 4.16 { Illustration de di��erentes pyramides de di��erences (sur trois niveaux) �a facteur
de r�eduction 2. L'image originale est celle du cameraman de 128� 128 pixels illustr�ee sur la
�gure 4.2. Pour faciliter l'analyse visuelle, les niveaux 1 et 2 ont �et�e redimensionn�es �a l'�echelle
du niveau 0 (base de la pyramide), et les niveaux de gris sont ampli��es d'un facteur 2.
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et al. qui permet d'obtenir une meilleure d�ecomposition fr�equentielle de l'image
originale. Cependant, nous g�en�eralisons leur approche en n'imposant pas de �ltre
particulier. Pour construire la pyramide de di��erences, on utilise le même �ltre que
celui utilis�e dans la construction de la pyramide passe-bas. Ainsi, la construction de
la pyramide passe-bas et celle de la pyramide de di��erences peuvent se r�esumer de
la mani�ere suivante :

(k � 0)

8<
: pk+1 = (w � pk) # 2
dk = pk �w � pk

(4.45)

o�u w est le �ltre passe-bas, pk repr�esente le k-i�eme niveau de la pyramide passe-bas,
sachant que p0 repr�esente la base de la pyramide, c'est-�a-dire l'image originale. Le
niveau dk de la pyramide de di��erences est donc obtenu en e�ectuant la di��erence
entre le niveau de la pyramide passe-bas pk et sa version �ltr�ee par w. Dans le
domaine fr�equentiel, cette op�eration se traduit par :

(k � 0) Dk = Pk � (1�W ) (4.46)

Avec cette derni�ere expression, on voit assez facilement que lorsque le �ltreW est un
�ltre passe-bas id�eal, 1 �W est un �ltre passe-haut id�eal. Le niveau dk correspond
donc aux hautes fr�equences du niveau pk. En d'autres termes, on v�eri�e que la pyra-
mide de di��erences exprime une d�ecomposition en bandes de fr�equences de l'image
originale et qu'en th�eorie, la d�ecomposition fr�equentielle est parfaite lorsque le �ltre
W est un �ltre passe-bas id�eal. Ce cas particulier a �et�e �etudi�e par Watson pour
construire une pyramide de di��erences id�eale [146]. Evidemment, l'e�et de Gibbs
produit des ondulations sur toute la pyramide, ce qui limite fortement l'utilisation
de celle-ci.

La �gure 4.16 illustre les pyramides de di��erences obtenues �a partir des pyramides
de Meer, Chin et Burt et des �ltres associ�es. La pyramide situ�ee en haut est la
pyramide de di��erences de r�ef�erence obtenue �a partir de la pyramide id�eale o�u le
�ltre passe-bas w est le �ltre fr�equentiel id�eal (cf. section 4.2.2). En d'autres termes, il
s'agit de la pyramide de di��erences �etudi�ee par Watson que nous avons mentionn�ee
pr�ec�edemment. La pyramide de di��erences de Burt est la seule qui soit vraiment
exempte de l'e�et de Gibbs. De plus, la d�ecomposition est relativement proche de
la pyramide de di��erences id�eale, l'e�et d'ondulation en moins.

4.4 Pyramide en quinconce

Pour construire leur pyramide de di��erences, Crowley et al. exploitent un �ltre
passe-bas gaussien r�ealisant une r�eduction de facteur

p
2 (cf. section 4.3.5). Ce même

�ltre pourrait être exploit�e pour construire une pyramide passe-bas �a facteur de r�e-
duction

p
2. Kropatsch a �egalement �etudi�e la construction d'une telle pyramide [80].
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Toutefois, son approche repose avant tout sur des consid�erations d'ordre g�eom�e-
trique. L'approche que nous d�eveloppons dans cette section est bas�ee �a la fois sur
des consid�erations spatiales et sur des consid�erations fr�equentielles.

En it�erant l'emploi des fonctions de d�ecimations fr�equentielle et spatiale (d�eve-
lopp�ees dans les sections 4.2.3 et 4.2.4), on peut g�en�erer une succession d'images �a
r�esolution d�ecroissante avec un facteur de r�eduction

p
2. Cependant, l'analyse fr�e-

quentielle a montr�e que les fonctions de d�ecimation fr�equentielle utilis�ees �etaient trop
brutales et introduisaient un e�et d'ondulation nuisible dans la r�eduction. Dans le
contexte d'une pyramide, ces e�ets sont encore plus gênants puisqu'ils sont transmis
et ampli��es niveau apr�es niveau, et peuvent engendrer de ((fausses structures)). Un
autre inconv�enient est que l'utilisation r�ep�et�ee des transform�ees de Fourier inverses
pour construire chaque niveau de la pyramide augmente consid�erablement la com-
plexit�e algorithmique. Pour r�esoudre ces deux probl�emes �a la fois, on peut utiliser
un �ltre spatial �a support r�eduit comme nous l'avons vu dans la section pr�ec�edente
pour les pyramides �a facteur de r�eduction 2. Pour construire une pyramide en quin-
conce, nous �elaborons dans la suite un �ltre spatial param�etr�e en nous inspirant de
l'approche de Burt que nous avons �etudi�ee dans la section 4.3.2.

4.4.1 Construction d'un �ltre param�etr�e

La taille et le support du �ltre d�eterminent directement l'e�cacit�e de celui-ci.
Son support doit être su�samment petit pour que la convolution soit rapide, mais
assez grand pour int�egrer l'information n�ecessaire. Pour la r�eduction du maillage
carr�e au maillage en quinconce, un support de taille 5 � 3 (horizontal � diagonal)
illustr�e sur la �gure 4.17(a) satisfait �a ces deux contraintes. Pour la r�eduction du
maillage en quinconce au maillage carr�e, il est avantageux d'utiliser le même support
pivot�e de 45 degr�es, celui-ci �etant ainsi de taille 3 � 5 comme le montre la �gure
4.17(b). De cette mani�ere, il est possible d'employer un �ltre unique dans les deux
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Figure 4.17 { (a) Support du �ltre param�etr�e. (b) Rotation de 45� du support.



88 R�eduction et analyse pyramidale d'une image

types de r�eduction. Pour �etablir les 13 poids de ce �ltre, on utilise les contraintes
spatiales de Burt [21] : sym�etrie, normalisation, �equicontribution et unimodalit�e. La
contrainte de sym�etrie permet de �xer le nombre de variables �a 4 : A, B, C et D
(cf. �gure 4.17). Les contraintes de normalisation et d'�equicontribution �etablissent
respectivement les deux �equations suivantes :8<

: A+ 4B + 4C + 4D = 1

A+ 4C + 4D = 4B
(4.47)

On en d�eduit que B = 1
8
, et que la variable C est reli�ee aux variables A et D par la

relation suivante :

C =
1

8
� A

4
�D (4.48)

Le �ltre se d�e�nit par cons�equent �a partir des deux variables A et D. Pour simpli�er
son analyse, on d�esire le d�e�nir avec une variable unique. Pour cela, A, B, C et D
sont red�e�nies �a partir de 3 variables de la mani�ere suivante :

A = a2 ; B = b2 ; C = c2 ; D = ac (4.49)

D est donc remplac�ee par une combinaison des variables A et C. Cette reformulation
se justi�e dans le cadre de la s�eparabilit�e partielle du �ltre. En e�et, celui-ci peut
se red�e�nir �a partir des deux sous-�ltres 1D suivants :

S = [ c 0 a 0 c ]t ; T = [ 0 b 0 b 0 ]t (4.50)

Le �ltre R d�e�ni par R = S � St + T � T t correspond au �ltre 3� 5 avec des valeurs
nulles intercal�ees. A partir de la reformulation donn�ee dans (4.49), la d�e�nition du
�ltre repose sur une seule variable a, sachant que :

b =
1

2
p
2

; c =
1

2
p
2
� a

2
(4.51)

Pour ne pas cr�eer de fausses structures lors du �ltrage, il faut que le �ltre soit
unimodal. Pour cela, il faut r�eunir les cinq contraintes suivantes : a2 � b2 � ac �
c2 � 0. On v�eri�e facilement que :

a � c � 0 ) ac � c2 ; a � b ) b > c ; (8a) b2 > ac (4.52)

La propri�et�e d'unimodalit�e est donc v�eri��ee lorsque a � b et c � 0. La condition sur
la variable a est alors la suivante :

1

2
p
2
� a � 1p

2
(4.53)

Dans la suite, nous cherchons �a d�e�nir l'intervalle des valeurs permises de a dans le
domaine fr�equentiel.
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4.4.2 Contraintes fr�equentielles

A�n d'exprimer les contraintes fr�equentielles sur le �ltre, int�eressons-nous �a sa
r�eponse en fr�equence. Ainsi, dans le cas d'une r�eduction Carr�e-Quinconce, nous
avons :

WCQ(u; v) = a2 + 2b2
�
cos

2�u

N
+ cos

2�v

N

�
+ 2c2

�
cos

4�u

N
+ cos

4�v

N

�

+4ac cos
2�u

N
� cos 2�v

N
(4.54)

Dans le cas d'une r�eduction Quinconce-Carr�e, sa r�eponse en fr�equence est donn�ee
par :

WQC(u; v) = a2 + 4b2 cos
2�u

N
� cos 2�v

N
+ 4c2 cos

4�u

N
� cos 4�v

N
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Figure 4.18 { Repr�esentation des fonctions WCQ,WQC et WCQ �WQC pour di��erentes valeurs
du param�etre a.
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+2ac
�
cos

4�u

N
+ cos

4�v

N

�
(4.55)

Dans le domaine fr�equentiel, il faut que le �ltre soit unimodal et que ses coe�cients
soient compris dans l'intervalle [0; 1]. Pour respecter ces deux contraintes, on trouve
empiriquement que le param�etre a doit être compris dans l'intervalle suivant :

3
p
2

8
� a � 2 +

p
2

4
(4.56)

La �gure 4.18 illustre les fonctions WCQ, WQC et WCQ �WQC pour des valeurs de
a �egales aux bornes sup�erieures et inf�erieures des intervalles donn�es par (4.53) et
(4.56). Les lignes projet�ees sur les bases traduisent les courbes de niveaux pour les
valeurs 0 et 0.9 des fonctions. Lorsque a = 1=2

p
2, on observe que la moiti�e des

coe�cients sont n�egatifs. Avec a > 3
p
2=8 tous les coe�cients deviennent positifs.

D'un point de vue th�eorique, la r�eduction Carr�e-Quinconce doit laisser intactes
les fr�equences horizontales et verticales. De même, la r�eduction Quinconce-Carr�e
doit laisser intactes les fr�equences diagonales. Cette propri�et�e du �ltre est respect�ee
uniquement lorsque a = (2 +

p
2)=4. Lorsque a est inf�erieur �a cette valeur, on

a n�ecessairement une att�enuation de ces fr�equences. Par contre, le recouvrement
spectral devient moins important. En pratique, ce recouvrement d�epend �evidemment
de l'image �a �ltrer.

4.4.3 Mise en �uvre

La �gure 4.19 montre di��erentes pyramides obtenues �a partir de l'image de Car-
pentras (128 � 128 pixels) en faisant varier le param�etre a selon trois valeurs :
a = 1=(2

p
2), a = 1

p
2 et a = (2 +

p
2)=4. La pyramide situ�ee en haut a �et�e

obtenue en appliquant it�erativement les fonctions de d�ecimation spatiale et de d�e-
cimation fr�equentielle �etudi�ees dans les sections 4.2.3 et 4.2.4. Il s'agit donc d'une
pyramide de r�ef�erence. En comparaison �a celle-ci, on remarque que dans les deux
pyramides suivantes o�u a = 1=(2

p
2) et a = 1=

p
2, le �ltre retient trop d'infor-

mations et les niveaux sont de plus en plus 
ous. Par contre, la derni�ere pyramide
(a = (2 +

p
2)=4) semble donner des r�esultats tr�es proches de ceux de la pyramide

de r�ef�erence. Cette valeur particuli�ere du param�etre a correspond au cas o�u le �ltre
laisse passer id�ealement les fr�equences horizontales et verticales pour une r�eduction
Carr�e-Quinconce, et les fr�equences diagonales pour une r�eduction Quinconce-Carr�e.

4.4.4 Pyramide de di��erences

On peut construire une pyramide de di��erences en quinconce suivant le même
principe que celui d�ecrit dans la section 4.3.5. Pour cela, on rel�eve les bandes de fr�e-
quences supprim�ees �a chaque �etape de r�eduction. De par les propri�et�es fr�equentielles
du �ltre utilis�e, les bandes expriment de mani�ere altern�ee des fr�equences diagonales,
puis des fr�equences horizontales et verticales de l'image originale. On a donc une
d�ecomposition fr�equentielle plus progressive que celle obtenue avec la pyramide de
di��erences �a facteur de r�eduction 2.
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Figure 4.19 { Pyramides �a facteur de r�eduction racine de 2. La pyramide situ�ee en haut est
la pyramide de r�ef�erence obtenue par analyse spectrale. Les trois pyramides suivantes ont �et�e
obtenues en utilisant le �ltre spatial et en faisant varier le param�etre a.
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La �gure 4.20 illustre deux pyramides de di��erences en quinconce construites �a
partir de l'image de Carpentras de 128 � 128 pixels. La premi�ere est la pyramide
de di��erences id�eale obtenue avec les �ltres fr�equentiels id�eaux �etudi�es dans les sec-
tions 4.2.3 et 4.2.4. La deuxi�eme pyramide de di��erences est celle obtenue avec le
�ltre param�etr�e que nous avons d�evelopp�e dans la section 4.4.1 en prenant comme
param�etre a = (2 +

p
2)=4. Cette derni�ere pr�esente beaucoup moins d'e�et d'on-

dulation que la premi�ere. Les niveaux pairs expriment les fr�equences diagonales et
les niveaux impairs les fr�equences horizontales et verticales. On peut voir dans cet
exemple particulier que l'image originale de Carpentras est principalement compos�ee
de fr�equences horizontales et verticales.

niveau 2niveau 0 niveau 1 niveau 3

4
a = 2+ 2

TFD

Figure 4.20 { Pyramides de di��erences �a facteur de r�eduction racine de 2. La pyramide situ�ee
en haut est la pyramide de r�ef�erence obtenue par analyse spectrale. La pyramide du bas est
obtenue avec le �ltre param�etr�e d�evelopp�e en section 4.4.1. Les niveaux de gris sont ampli��es
d'un facteur 4.

4.5 Conclusion

Nous avons �etudi�e dans ce chapitre l'op�eration de r�eduction d'une image, ainsi
que la construction de pyramides d'images �a facteur de r�eduction 2 ou

p
2. Nous

avons tout d'abord analys�e l'op�eration de r�eduction d'un point de vue fr�equentiel.
Ceci nous a permis d'identi�er clairement les traitements �a mettre en �uvre et en
particulier les �ltres passe-bas id�eaux �a r�ealiser pour chaque type de r�eduction.

A partir de cette analyse th�eorique, nous avons introduit les travaux de di��erents
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chercheurs ayant pour objectifs de r�ealiser e�cacement l'op�eration de r�eduction et
de construire rapidement des pyramides passe-bas d'images �a facteur de r�eduction
2. L'approche de Burt et al. apparâ�t comme la plus int�eressante tant sur le plan de
la qualit�e que sur celui de la complexit�e algorithmique. En nous inspirant de cette
approche, nous avons propos�e une m�ethode de construction rapide d'une pyramide
en quinconce (facteur de r�eduction

p
2). En�n, nous avons �etudi�e la construction de

pyramides de di��erences �a facteur de r�eduction 2 et
p
2 pour d�ecomposer l'image

originale en bandes fr�equentielles.

L'op�eration de r�eduction de facteur 2 sera utilis�ee dans le chapitre 6 comme une
contrainte dans le cadre de notre approche de l'agrandissement par induction sur un
ensemble. Les pyramides passe-bas et de di��erences �a facteur de r�eduction 2 seront
exploit�ees dans le chapitre 5 pour la recherche de similarit�es inter-r�esolutions. Celles
�a facteur de r�eduction

p
2 (pyramides en quinconce) seront utilis�ees dans le chapitre

7 pour am�eliorer la m�ethode du chapitre 5.
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Chapitre 5

Agrandissement par synth�ese de

similarit�es sur une pyramide

5.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre une approche d'agrandissement originale qui
proc�ede par analyse-synth�ese de similarit�es �a partir d'une repr�esentation pyrami-
dale de l'image [26]. Notre approche s'inscrit parmi les m�ethodes d'agrandissement
du chapitre 3 pr�eservant les structures de l'image originale. Le principe g�en�eral
est d'extraire des relations locales de similarit�e (ressemblances) entre l'image origi-
nale et ses r�esolutions inf�erieures d�ecrites par les di��erents niveaux de la pyramide.
L'agrandissement est �nalement obtenu en e�ectuant la synth�ese de ces relations �a
une r�esolution sup�erieure �a celle de l'image originale.

Le mod�ele d'analyse-synth�ese repose sur une d�e�nition pr�ecise de la notion de
similarit�e. Nous dirons que deux blocs1 sont similaires s'ils sont reli�es par une trans-
formation analytique simple, la nature de cette transformation �etant �a pr�eciser. De
plus, il faut mettre en place une mesure de similarit�e pour �evaluer le degr�e de simi-
larit�e entre deux blocs. Ces deux points sont d�evelopp�es dans la section 5.3.

Une fois que la notion de similarit�e est pr�ecis�ement d�e�nie, la principale di�cult�e
du mod�ele d'analyse r�eside dans la recherche des similarit�es. Une recherche par
exploration exhaustive est laborieuse du point de vue de la complexit�e algorithmique.
Il faut donc mettre en place des strat�egies de recherche e�caces. De plus, on peut
s'interroger sur l'int�erêt d'une recherche globale par rapport �a celui d'une recherche
locale �a travers les r�esolutions. Nous �etudions ces di��erents aspects dans les sections
5.4 �a 5.6.

Pour extrapoler un niveau inf�erieur �a la base de la pyramide, il faut mettre en
place un mod�ele de synth�ese des similarit�es. Pour un agrandissement de facteur 2, le

1: Dans notre approche, un bloc est un ensemble de pixels formant un carr�e. Cette forme g�eo-
m�etrique permet de simpli�er de nombreux traitements.
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mod�ele exploite directement la transformation analytique des relations de similarit�e
ainsi que leur r�esidu. Pour un agrandissement de facteur sup�erieur �a 2, deux solutions
s'o�rent �a nous. Soit on g�en�eralise le mod�ele de synth�ese utilis�e pour l'agrandisse-
ment de facteur 2, et dans ce cas l'analyse est faite une fois pour toutes, soit on
recommence l'analyse �a partir de l'agrandissement de facteur 2, c'est-�a-dire que l'on
e�ectue �a nouveau une recherche de similarit�es, et on applique le mod�ele de synth�ese
qui produit une r�esolution double. En it�erant ce principe, on obtient l'agrandisse-
ment souhait�e. Le mod�ele de synth�ese et les di��erentes possibilit�es d'agrandissement
sont �etudi�es en d�etail dans la section 5.7.

A partir de r�esultats exp�erimentaux, nous montrons dans la section 5.8 que notre
approche produit de meilleurs agrandissements que les approches classiques qui pr�e-
servent uniquement les fr�equences de l'image originale. Nous montrons �egalement
que l'hypoth�ese de pr�eservation d'une similarit�e �a une r�esolution sup�erieure se v�eri�e
dans la majorit�e des cas.

Notre approche est li�ee au zoom fractal (cf. section 3.4) et plus g�en�eralement �a
la compression fractale, par la notion commune de similarit�e inter-r�esolutions. Les
techniques d�evelopp�ees dans ce domaine servent donc naturellement de cadre de
r�ef�erence �a notre approche. Cependant, les besoins en compression et en agrandisse-
ment �etant relativement di��erents, le mod�ele que nous d�eveloppons dans ce chapitre
s'en di��erencie par de nombreux points, que ce soit dans la phase d'analyse ou dans
celle de synth�ese. Nous les d�etaillons dans la conclusion de ce chapitre.

5.2 G�en�eralit�es sur la m�ethode

Dans cette section, nous pr�esentons le principe de base de notre approche, puis
nous d�ecrivons les grandes �etapes de l'algorithme qui sont ensuite approfondies dans
les sections suivantes.

5.2.1 Le principe de base

L'id�ee g�en�erale de notre mod�ele d'agrandissement peut se comprendre assez fa-
cilement �a l'aide de la �gure 5.1. Celle-ci repr�esente une pyramide �a trois niveaux
obtenue �a partir de l'image de Lenna. Pour faciliter l'appr�eciation visuelle, les ni-
veaux sup�erieurs de la pyramide ont �et�e redimensionn�es �a la même �echelle que la
base. Pour les besoins de l'explication du mod�ele, supposons que l'image centrale
soit l'image originale et que l'image du bas soit l'agrandissement que l'on cherche �a
obtenir. Dans ce cas, les deux images sup�erieures constituent une pyramide �a deux
niveaux dont l'image centrale constitue la base.

Int�eressons-nous pour le moment au bloc X situ�e sur cette base et au bloc Y
situ�e au premier niveau (image du haut). Supposons que le bloc Y soit similaire
par une transformation analytique simple � au bloc X. Dans ce cas, celui-ci peut
être obtenu en appliquant la transformation � au bloc Y et en ajoutant un r�esidu ",
c'est-�a-dire X = � (Y ) + ". Si la similarit�e est de bonne qualit�e, le r�esidu est faible,
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Figure 5.1 { Synth�ese d'une similarit�e �a une r�esolution sup�erieure.

voire n�egligeable.
Consid�erons maintenant les blocs �ls X 0 et Y 0 situ�es sur les niveaux imm�ediate-

ment inf�erieurs dans la pyramide. Le blocX 0 est le bloc que l'on cherche �a synth�etiser
sur le niveau de super-r�esolution de la pyramide. On peut l'exprimer en fonction du
bloc Y 0 par la relation X 0 = � (Y 0) + "0 o�u "0 est le r�esidu inconnu de la trans-
formation. En supposant que la relation de similarit�e entre X et Y est pr�eserv�ee
id�ealement entre leurs blocs �ls, on peut consid�erer que le r�esidu "0 est du même
ordre que le r�esidu ". Dans ce cas, on peut faire l'approximation X 0 = � (Y 0) + I(")
o�u la fonction I est une fonction d'interpolation qui double la r�esolution du r�esidu
".

En r�esum�e, nous avons synth�etis�e localement la fonction d'agrandissement � qui
permet de passer d'un bloc X �a son bloc �ls X 0, par la suite de relations suivante :

X 0 = �(X) = �(� (Y ) + ") = � (Y 0) + "0 � � (Y 0) + I(") (5.1)

En d'autres termes, ne connaissant pas le r�esultat de la fonction d'agrandissement �
pour la con�guration du bloc X, nous l'estimons �a partir d'un r�esultat connu Y 0 =
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�(Y ) situ�e �a une r�esolution inf�erieure, et ceci en exploitant la relation de similarit�e
qui existe entre X et Y . Pour obtenir la totalit�e du niveau de super-r�esolution avec
ce principe, on le partitionne2 en blocs �el�ementaires (X 0

i) et on applique l'expression
(5.1) �a chaque bloc. Evidemment, en pratique, on ne connâ�t pas les blocs (Yi) qui
sont similaires aux blocs p�eres (Xi). Toute la di�cult�e du mod�ele est en fait de
trouver ces similarit�es sur les niveaux sup�erieurs de la pyramide.

5.2.2 Algorithme g�en�eral

Sur la base du principe que nous avons d�ecrit pr�ec�edemment, nous donnons l'al-
gorithme g�en�eral du mod�ele d'agrandissement dans la table 5.1. Chaque �etape est
d�etaill�ee dans la suite.

1. Construire une pyramide.
2. Construire et organiser un domaine de recherche des similari-

t�es D.
3. Partitionner le niveau de super-r�esolution de la pyramide en

blocs (X 0
i).

4. Rechercher dans le domaine D les blocs (Yi) similaires aux
blocs p�eres (Xi) associ�es aux blocs (X 0

i).
5. Extrapoler le niveau de super-r�esolution de la pyramide en

synth�etisant les blocs (X 0
i) �a partir des relations de similarit�e

trouv�ees et des blocs �ls (Y 0
i ) associ�es aux blocs (Yi).

Table 5.1 { Algorithme g�en�eral pour obtenir le niveau de super-r�esolution d'une pyramide.

Etape 1 : La pyramide

La construction de la pyramide est bas�ee sur l'�etude r�ealis�ee dans le chapitre 4.
Pour cr�eer une repr�esentation pyramidale d'une image avec un facteur de r�eduction
de 2, il faut it�erer un �ltrage passe-bas, un sous-�echantillonnage et une quanti�cation
�a partir de l'image originale. Le �ltrage passe-bas permet d'�eviter le repliement du
spectre caus�e par l'op�eration de sous-�echantillonnage. Nous avons �etudi�e di��erents
�ltres dans la section 4.3 : le �ltre 13� 13 de Meer, les �ltres 4� 4 et 5� 5 de Burt,
et les �ltres 13� 13 et 15� 15 de Chin. La construction de la pyramide repose donc
avant tout sur le choix de l'un de ces �ltres. Nous renvoyons le lecteur �a la section
4.3.4 pour une comparaison exp�erimentale de ceux-ci.

2: Lorsque les blocs �ls et les blocs p�eres ont le même support, partitionner le niveau de super-
r�esolution revient �a partitionner la base de la pyramide. Cependant, nous verrons plus loin que la
synth�ese des similarit�es peut être am�elior�ee en choisissant un support plus petit pour les blocs �ls,
ce qui entrâ�ne un recouvrement des blocs p�eres. De mani�ere g�en�erale, c'est donc bien le niveau de
super-r�esolution qui doit être partitionn�e et non pas la base de la pyramide.
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Remarquons que le mod�ele d'agrandissement est ind�ependant du choix du �ltre.
Cependant, comme nous le verrons dans la suite, la parit�e de la fenêtre de similarit�e
est li�ee �a celle du �ltre utilis�e pour g�en�erer la pyramide. Un �ltre pair (resp. impair)
induit le choix d'une fenêtre de similarit�e de largeur paire (resp. impaire). Cette
contrainte permet d'�eviter un d�ephasage local lors de la synth�ese de la similarit�e.

Par rapport au �ltre impair, le �ltre pair a l'inconv�enient d'introduire un d�e-
phasage lors de la construction de la pyramide (cf. �gure 4.15). Par ailleurs, une
fenêtre de similarit�e de largeur paire simpli�e beaucoup la mise en place du mod�ele
d'agrandissement. Dans la suite, le mod�ele d'agrandissement est d�evelopp�e avec les
deux types de parit�e. Le cas d'une fenêtre de largeur paire a surtout un int�erêt
((p�edagogique)), tandis que celui d'une fenêtre de largeur impaire a plutôt un int�erêt
exp�erimental.

Outre le �ltre, il faut �egalement choisir le nombre de niveaux dans la pyramide.
Plus la pyramide poss�ede de niveaux, plus on augmente la possibilit�e de trouver de
bonnes similarit�es. Cependant, on peut s'interroger sur la pertinence d'une similarit�e
situ�ee �a une r�esolution tr�es grossi�ere de l'image originale, surtout si celle-ci est tr�es
complexe. Il faut donc limiter le nombre de niveaux de la pyramide en fonction de
la complexit�e de l'image �a agrandir.

Etape 2 : Le domaine de recherche

Le domaine de recherche des similarit�es D est compos�e d'un ensemble de blocs
extraits de la pyramide. Par souci de simpli�cation, ces blocs sont des blocs carr�es et
ont tous la même largeur. Celle-ci correspond �a la largeur de la fenêtre de similarit�e
choisie. D'un point de vue exp�erimental, une taille de 4� 4 pixels ou de 5� 5 pixels
selon la parit�e du �ltre, semble la plus appropri�ee. Avec une largeur de fenêtre trop
grande, on diminue la qualit�e des similarit�es tandis qu'avec une largeur trop petite,
les similarit�es ne sont plus signi�catives.

La premi�ere condition pour qu'un bloc appartienne au domaine D est qu'il soit
situ�e sur les niveaux sup�erieurs de la pyramide, c'est-�a-dire sur toute la pyramide sauf
la base. Une similarit�e avec un bloc Yi qui appartiendrait �a la base ne pr�esenterait
aucun int�erêt puisque son �ls Y 0

i serait inconnu et la synth�ese de similarit�e au niveau
de super-r�esolution ne pourrait pas être r�ealis�ee.

Une autre condition pour que le bloc appartienne au domaine D est qu'il soit
porteur d'une information pertinente. Un bloc homog�ene ou un bloc compos�e uni-
quement de basses fr�equences (relativement au niveau de la pyramide auquel il se
trouve) ne pr�esente aucun int�erêt pour une similarit�e. Les aspects de s�election des
blocs sont trait�es en section 5.4.

Pour simpli�er la recherche des similarit�es dans l'�etape 4, il faut organiser le
domaine D. Une premi�ere organisation relativement simple consiste �a ordonner les
blocs selon leur variance. Une seconde consiste �a regrouper les blocs poss�edant des
caract�eristiques communes. Dans ce sens, nous d�eveloppons dans la section 5.5 une
approche qui consiste �a rassembler les blocs similaires par projection (cette notion
est pr�ecis�ee dans la section 5.5.1).
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Etape 3 : Le partitionnement

Comme nous l'avons d�ej�a pr�ecis�e dans l'�etape pr�ec�edente, les blocs p�eres ont une
taille de 4� 4 pixels ou de 5� 5 pixels selon la parit�e du �ltre choisi pour construire
la pyramide. Le support spatial des blocs �ls ne peut pas exc�eder celui des blocs
p�eres, c'est-�a-dire qu'ils ont une taille maximale de 8� 8 pixels ou de 10� 10 pixels.
Le support d'un bloc �ls doit être centr�e sur celui du bloc p�ere et l'ensemble des
blocs �ls doit former une partition du niveau de super-r�esolution. Pour am�eliorer la
qualit�e de la super-r�esolution, on a int�erêt �a diminuer le support des blocs �ls par
rapport �a celui des blocs p�eres (ceci est con�rm�e par les r�esultats exp�erimentaux).
De cette mani�ere, on obtient des recouvrements partiels entre les blocs p�eres.

base de la pyramide

base de la pyramide

base de la pyramide
(a)

(b)

(c)

super-résolution

super-résolution

super-résolution

bloc fils

bloc père

Figure 5.2 { Repr�esentation unidimensionnelle des di��erents partitionnements du niveau de
super-r�esolution lorsque les blocs p�eres ont une taille de 4 � 4 pixels : (a) blocs �ls de 8 � 8
pixels, (b) blocs �ls de 4� 4 pixels, (c) blocs �ls de 2� 2 pixels.

Lorsque les blocs p�eres ont une taille de 4 � 4 pixels, on d�e�nit trois types de
partitionnement du niveau de super-r�esolution associ�es �a trois tailles di��erentes des
blocs �ls : 8 � 8, 4� 4 ou 2� 2 pixels. Ces trois partitionnements sont illustr�es sur
une seule dimension sur la �gure 5.2. On voit qu'en diminuant la taille des blocs
�ls, on augmente en proportion leur nombre pour garantir le pavage du niveau de
super-r�esolution, et on g�en�ere des recouvrements entre les blocs p�eres puisque leur
taille demeure constante. La complexit�e algorithmique augmente avec le nombre
de blocs �a synth�etiser. Avec des blocs �ls de taille 4 � 4 et 2 � 2 pixels, on a
�egalement un probl�eme de pavage sur les bords. En pratique, les pixels concern�es
seront simplement interpol�es par une transform�ee B-spline (cf. section 2.3.3).

Dans le cas o�u les blocs p�eres ont une taille de 5 � 5 pixels, on d�e�nit un seul
partitionnement du niveau de super-r�esolution. Comme le montre la �gure 5.3 sur
deux dimensions, ce partitionnement est compos�e de quatre tailles de blocs �ls :
5�5, 5�3, 3�5 ou 3�3 pixels. Ce partitionnement permet de paver compl�etement
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bloc père

bloc fils

Figure 5.3 { Partitionnement du niveau de super-r�esolution lorsque les blocs p�eres ont une
taille de 5 � 5 pixels. Il y a quatre supports di��erents pour les blocs �ls : 5 � 5, 5� 3, 3 � 5
ou 3� 3 pixels.

une image dont la largeur est un multiple de huit. Il permet �egalement d'obtenir des
recouvrements partiels entre les blocs p�eres.

Les partitions que nous avons choisies sont relativement simples et rigides, dans
le sens o�u elles ne s'adaptent pas �a l'image. Ce choix s'explique au moins par deux
raisons. Tout d'abord, lorsqu'il y a des recouvrements entre les blocs p�eres, on peut
di�cilement envisager de faire un partitionnement adaptatif du niveau de super-
r�esolution. Ensuite, la partition du niveau de super-r�esolution est li�ee �a la g�eom�etrie
des blocs p�eres situ�es �a la base de la pyramide. En prenant un support �a g�eom�etrie
carr�ee pour ces derniers, on simpli�e la construction et l'organisation du domaine
de recherche D, et les similarit�es sont donc plus faciles �a rechercher.

Etape 4 : La recherche des similarit�es

La recherche des similarit�es dans le domaine D tire parti de la s�election des blocs
et de leur organisation faites dans l'�etape 2. Pour trouver une similarit�e d'un bloc
Xi, le sch�ema de recherche le plus �evident consiste �a parcourir le domaine D en
�evaluant le degr�e de similarit�e de chaque bloc. Le bloc retenu est le bloc du domaine
qui minimise la mesure de similarit�e au bloc Xi. On peut parler dans ce cas d'une
recherche globale. Avec ce sch�ema de recherche, on exploite uniquement la s�election
des blocs r�ealis�ee dans l'�etape 2. Le domaine D �etant en pratique relativement vaste,
une recherche globale n�ecessite de nombreux calculs. Pour acc�el�erer la recherche,
on exploite l'organisation du domaine r�ealis�ee dans l'�etape 2. Comme nous l'avons
d�ej�a pr�ecis�e, le domaine est organis�e en classes rassemblant les blocs similaires par
projection (voir section 5.5). Chacune de ces classes contient un bloc particulier
appel�e le repr�esentant de la classe. Ainsi, pour exploiter l'organisation du domaine,
la recherche d'une similarit�e ne se fait plus parmi l'ensemble des blocs du domaine
D mais parmi l'ensemble des repr�esentants des classes du domaine. Cette recherche
est ensuite poursuivie �a l'int�erieur de la classe retenue. Avec cette optimisation de
la recherche globale, on ne garantit pas que le bloc Yi soit le bloc le plus similaire
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�a Xi dans le domaine D. Cependant, on r�ealise un bon compromis entre la qualit�e
de la similarit�e trouv�ee et la complexit�e de la recherche globale. Nous �etudions en
d�etail l'algorithme de recherche globale dans la section 5.6.2.

Une alternative �a la recherche globale d'une similarit�e du bloc Xi est de faire une
recherche sur un certain voisinage autour de l'axe des r�esolutions centr�e sur le bloc
Xi. Dans ce cas, la recherche d'une similarit�e dans le domaine D est contrainte par
la localisation du bloc, celui-ci ne devant pas être situ�e �a plus d'une certaine distance
du bloc Xi (param�etre de l'algorithme). On peut donc parler d'une recherche locale
au bloc Xi. Une recherche tr�es locale convient surtout pour les blocs (Xi) qui sont
travers�es par un contour simple. En e�et, il est reconnu que la majorit�e des contours
existe �a toutes les r�esolutions d'une image (cf. section 3.3). Pour un bloc Xi situ�e
sur un contour, il y a donc une forte probabilit�e de trouver une bonne similarit�e
autour de l'axe des r�esolutions qui le traverse. L'algorithme d'une recherche locale
est approfondi dans la section 5.6.3.

La recherche d'une similarit�e pour un bloc homog�ene ou porteur d'une informa-
tion basse-fr�equence ne pr�esente pas d'int�erêt. Les conditions pour lancer la recherche
d'une similarit�e sont �etudi�ees dans la section 5.6.1.

Etape 5 : La synth�ese des similarit�es

Les blocs (X 0
i) �a synth�etiser forment une partition du niveau de super-r�esolution

de la pyramide (voir �etape 3). Pour un bloc X 0
i dont le p�ere Xi est homog�ene ou

porteur d'une information basse-fr�equence, on r�ealise une simple interpolation. Pour
les autres blocs X 0

i, on r�ealise une synth�ese en exploitant la similarit�e qui relie le
bloc p�ere Xi au bloc Yi selon le principe que nous avons pr�esent�e dans la section
5.2.1. Ce mod�ele de synth�ese est d�ecrit en d�etail dans la section 5.7.1.

Pour obtenir un agrandissement de facteur sup�erieur �a 2, on peut envisager deux
approches. La premi�ere consiste �a recommencer la phase d'analyse-synth�ese en consi-
d�erant que le niveau de super-r�esolution est la nouvelle base de la pyramide. En it�e-
rant ce principe, on produit toutes les r�esolutions interm�ediaires �a l'agrandissement
souhait�e. A chaque it�eration, le nombre des blocs (X 0

i) est quadrupl�e et le temps de
recherche des similarit�es des blocs p�eres est multipli�e par quatre. Pour �eviter une
croissance d�emesur�ee de la complexit�e algorithmique, on ne reconstruit pas le do-
maine de rechercheD �a chaque it�eration. Autrement dit, les similarit�es sont toujours
recherch�ees dans les niveaux sup�erieurs de la pyramide construite �a partir de l'image
originale. Finalement, cette approche consiste �a it�erer uniquement les �etapes 3 �a 5
de l'algorithme d�e�ni dans la table 5.1 en doublant �a chaque fois la r�esolution de la
base de la pyramide.

La deuxi�eme approche consiste �a r�eutiliser uniquement le mod�ele de synth�ese
�a partir de la premi�ere analyse. Comme pour la premi�ere approche, on produit les
r�esolutions interm�ediaires �a l'agrandissement souhait�e, mais le nombre de blocs (X 0

i)
reste inchang�e. En fait, seule la taille des blocs (X 0

i) et (Y
0
i ) double �a chaque it�eration.

Les blocs (X 0
i) sont synth�etis�es �a partir des blocs (Y

0
i ) avec les relations de similarit�e

trouv�ees lors de la premi�ere analyse. Le r�esidu de la transformation analytique est
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obtenu en interpolant le r�esidu initial "i avec le facteur d'agrandissement appropri�e.
Cette approche a l'avantage sur la premi�ere d'être beaucoup plus rapide, surtout
lorsque le facteur d'agrandissement est important. Cependant, comme le montrent
les r�esultats exp�erimentaux de la section 5.8, elle g�en�ere des artefacts dans l'image
agrandie. Les deux approches d'agrandissement sont d�evelopp�ees dans la section
5.7.2.

5.3 La mesure de similarit�e entre deux blocs

On dit qu'un bloc Y est similaire �a un bloc X si en d�eformant le bloc Y avec une
transformation simple sur les niveaux de gris, on arrive �a minimiser su�samment
la distance au bloc X. L'avantage de cette d�e�nition de la similarit�e r�eside dans la
possibilit�e de synth�etiser la relation existante entre les deux blocs grâce �a la fonction
de transformation. On voit que le degr�e de similarit�e entre deux blocs va d�ependre
du choix d'une transformation �el�ementaire et de celui d'une m�etrique pour exprimer
la distance. En compression par fractale, on utilise une m�etrique induite par la
norme `2 et la transformation est g�en�eralement a�ne [50]. Le choix de ce type de
transformation peut s'expliquer par son rapport avec la r�ealit�e physique. On peut
en e�et relier une transformation lin�eaire �a une modi�cation de la luminosit�e et du
contraste du bloc Y . De plus, dans une optique de compression, le stockage de la
transformation est crucial. Le choix d'une transformation lin�eaire se r�ev�ele alors tr�es
avantageux puisqu'il n'y a que deux param�etres �a stocker : le coe�cient d'�echelle et
le coe�cient de d�ecalage. On peut �egalement am�eliorer le mod�ele de similarit�e en
augmentant la transformation avec des rotations et des r�e
exions du bloc Y , ce qui
fait un total de huit isom�etries possibles [72], [73]. Ceci am�eliore la qualit�e de l'image
compress�ee, mais a�aiblit le taux de compression avec un param�etre suppl�ementaire
�a stocker.

Dans le cadre de l'agrandissement d'images, le nombre de param�etres de la trans-
formation n'est pas crucial. Nous pouvons donc g�en�eraliser le concept de similarit�e
en utilisant des transformations plus complexes. Dans la suite, nous d�ecrivons un
mod�ele de similarit�e bas�e sur des transformations polynomiales. Nous montrons en-
suite que les param�etres de la transformation peuvent être obtenus en r�esolvant un
syst�eme d'�equations. Nous terminons cette section par des exemples de mesures de
similarit�e r�ealis�ees avec di��erents polynômes.

5.3.1 Le mod�ele de similarit�e

Nous d�e�nissons la mesure de similarit�e d'un bloc Y �a un bloc X de même taille
N �N , par la fonction suivante :

�(X;Y ) = min
�(p;q);k

k X � �(p;q) � �k(Y ) k2 (5.2)
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o�u la fonction �(p;q) est une fonction de transformation massique d�e�nie par un
polynôme d'�echelle de degr�e p et un polynôme �xe de degr�e q :

�(p;q)(Yi;j) =
pX

n=1

anY
n
i;j +

qX
n=0

(bni
n + cnj

n) (5.3)

Et la fonction �k est une fonction de transformation spatiale qui r�ealise une isom�etrie
particuli�ere du bloc selon la valeur de k. Les huit isom�etries possibles sont d�e�nies
de la mani�ere suivante :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Identit�e �0(Yi;j) = Yi;j

Rotation de � 90� autour du centre �1(Yi;j) = YN�1�j;i

Rotation de � 180� autour du centre �2(Yi;j) = YN�1�i;N�1�j
Rotation de + 90� autour du centre �3(Yi;j) = Yj;N�1�i
R�e
exion autour de l'axe horizontal �4(Yi;j) = YN�1�i;j
R�e
exion autour de l'axe vertical �5(Yi;j) = Yi;N�1�j

R�e
exion autour de l'axe diagonal � 45� �6(Yi;j) = Yj;i

R�e
exion autour de l'axe diagonal + 45� �7(Yi;j) = YN�1�j;N�1�i

(5.4)

Dans l'expression (5.3), le polynôme d'�echelle agit directement sur les niveaux de gris
du bloc Y , alors que le polynôme �xe ajoute un bloc constant plus ou moins complexe
selon la valeur de q. Les coe�cients (an), (bn) et (cn) permettent de contrôler le degr�e
de transformation �nale du bloc Y . Par exemple, en prenant p = 1, q = 0, a1 = 1 et
b0 = c0 = 0, on obtient une transformation identique. En supprimant les contraintes
sur les coe�cients a1, b0 et c0, on obtient une transformation lin�eaire du bloc Y . En
augmentant les valeurs de p et q, on obtient des transformations polynomiales de
plus en plus complexes.

Dans la litt�erature, la transformation lin�eaire (p = 1 et q = 0) est le mod�ele de
transformation le plus r�epandu. L'utilisation d'une transformation plus complexe
est rare. On peut toutefois trouver l'exp�erimentation des polynômes d'�echelle qua-
dratique et cubique avec q = 0 [88], [150], et celle des polynômes �xe lin�eaire,
quadratique et cubique avec p = 1 [49], [62], [96], [97]. Dans le cadre de notre �etude,
nous g�en�eralisons ces approches en faisant varier �a la fois p et q avec p 2 f1; 2; 3g et
q 2 f0; 1; 2g De plus, nous nous a�ranchissons des contraintes li�ees �a la contraction
de la transformation fractale (cf. section 3.4.1). En e�et, dans la phase de d�ecodage
en compression par fractale, la transformation est it�er�ee sur une image quelconque
et il faut assurer la convergence vers un attracteur unique proche de l'image origi-
nale. Comme nous le verrons plus loin en d�etail, la notion d'attracteur est absente
de notre approche. La transformation est appliqu�ee une seule fois �a une r�esolution
sup�erieure. Nous n'avons donc pas besoin d'ajouter de contraintes particuli�eres sur
les coe�cients de la transformation.

Le degr�e p du polynôme d'�echelle et le degr�e q du polynôme �xe �etant choisis,
la mesure de similarit�e du bloc Y au bloc X passe par la r�esolution du probl�eme
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de minimisation dans l'expression (5.2). Cette minimisation se fait en ajustant les
variables r�eelles (an), (bn), et (cn) dans la transformation massique �(p;q), ainsi que la
variable enti�ere k li�ee �a la transformation spatiale �k. La proc�edure de minimisation
est r�ealis�ee en optimisant la transformation massique pour les huit valeurs de k. La
mesure de similarit�e �nale correspond alors �a la mesure minimale obtenue en faisant
varier k.

5.3.2 Calcul des coe�cients de la transformation massique

Pour une valeur �x�ee de k, le probl�eme de minimisation qui apparâ�t en (5.2)
revient �a minimiser la fonction suivante :

�(a1; : : : ; ap; b0; : : : ; bq; c0; : : : ; cq) =
N�1X
i;j=0

�
Xi;j � �(p;q)(Yi;j)

�2
(5.5)

Cette fonction �etant convexe, on peut obtenir les coe�cients optimaux (an), (bn),
et (cn) en annulant les d�eriv�ees partielles de la fonction � pour chaque coe�cient,
c'est-�a-dire :8>>><

>>>:
@�(a1;:::;ap;b0;:::;bq;c0;:::;cq)

@a1
= � � � = @�(a1;:::;ap;b0;:::;bq;c0;:::;cq)

@ap
= 0

@�(a1;:::;ap;b0;:::;bq;c0;:::;cq)
@b0

= � � � = @�(a1;:::;ap;b0;:::;bq;c0;:::;cq)
@bq

= 0
@�(a1;:::;ap;b0;:::;bq;c0;:::;cq)

@c0
= � � � = @�(a1;:::;ap;b0;:::;bq;c0;:::;cq)

@cq
= 0

(5.6)

Ce syst�eme d'�equations peut se mettre sous la forme matricielle Ax = B suivante :2
666666666666666666666664
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(5.7)

o�u la notation X est d�e�nie par xnym =
P
i;j x

nym=N2.
La matrice A est une matrice carr�ee sym�etrique de largeur p + 2(q + 1). On peut
facilement obtenir la matrice inverse A�1 et r�esoudre le syst�eme d'�equations avec
l'algorithme de Gauss-Jordan [109].

5.3.3 Exemples

Nous illustrons le mod�ele de similarit�e �a partir d'une pyramide �a deux niveaux
qui est montr�ee dans l'encadr�e du haut sur la �gure 5.4. Le bloc de r�ef�erence X
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Figure 5.4 { Exemples de similarit�es avec di��erentes fonctions de transformation : (a) trans-
formation lin�eaire �(1;0), (b) transformation lin�eaire �(1;0) avec isom�etrie (rotation +90�), (c)
transformation �(3;0), (d) transformation �(1;2), (e) transformation �(3;2).
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est un bloc de 5 � 5 pixels situ�e �a la base de la pyramide dans le coin sup�erieur du
chapeau de Lenna. Dans les exemples qui suivent, le bloc Y est le bloc du premier
niveau (image r�eduite) qui minimise la mesure de similarit�e au bloc X avec une
certaine transformation.

La �gure 5.4(a) illustre le cas o�u la transformation massique est lin�eaire. Le bloc
Y le plus similaire au bloc X est situ�e dans le coin inf�erieur du chapeau. Dans
cet exemple, la transformation �(1;0) r�ealise une inversion des niveaux de gris (le
coe�cient a1 est n�egatif), comme le montre l'image du centre.

Les �gures 5.4(c), 5.4(d) et 5.4(e) illustrent des transformations massiques plus
complexes avec respectivement �(3;0), �(1;2) et �(3;2). Dans chaque cas, la meilleure
similarit�e est �egalement situ�ee dans le coin inf�erieur du chapeau. Cependant, plus
la transformation est complexe et plus la mesure de similarit�e diminue. Ceci est
normal, puisque l'espace de transformation s'agrandit lorsque p et q augmentent.
Remarquons que le polynôme �xe permet plus de libert�e que le polynôme d'�echelle,
puisqu'il ajoute un bloc analytique ind�ependant du bloc X.

La �gure 5.4(b) montre le cas o�u la transformation est compos�ee d'isom�etries.
Dans cet exemple, le bloc Y le plus similaire au bloc X est situ�e sur l'�il de Lenna.
Il est rendu similaire au bloc X apr�es une rotation de 45�. On remarque que la
transformation massique �(1;0) agit tr�es peu sur les niveaux de gris.

5.4 Construction et organisation primaire d'un

domaine de recherche

Dans l'algorithme d�ecrit en section 5.2, la phase d'analyse consiste �a trouver des
similarit�es entre la base de la pyramide et ses niveaux sup�erieurs. Comme la com-
plexit�e algorithmique de cette op�eration est particuli�erement �elev�ee, il faut mettre en
place une strat�egie d'optimisation des recherches. Pour cela, les similarit�es ne sont
pas recherch�ees directement dans la pyramide, mais dans une structure organis�ee
appel�ee domaine de recherche. Celui-ci est compos�e d'un ensemble de blocs extraits
des niveaux sup�erieurs de la pyramide. La taille de ces blocs est la même que celle de
la fenêtre de similarit�e. Comme nous l'avons d�ej�a pr�ecis�e en section 5.2, cette taille
est de 4 � 4 pixels lorsque le �ltre est pair et de 5� 5 pixels lorsqu'il est impair.

Pour construire un domaine de recherche optimal, il faut s�electionner uniquement
des blocs porteurs d'une information r�eellement pertinente. Cependant, la s�election
ne doit pas être trop restrictive, sous peine de diminuer la probabilit�e de trouver de
bonnes similarit�es. Dans la suite de cette section, nous d�ecrivons deux sch�emas de s�e-
lection bas�es sur la variance. Le premier exploite directement la pyramide construite
�a partir de l'image originale et le second une pyramide de di��erences.
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5.4.1 La s�election et l'ordre des blocs

La construction initiale du domaine de recherche consiste simplement �a s�elec-
tionner des blocs de la pyramide. Pour cela, on d�eplace une fenêtre de s�election sur
tous les niveaux de la pyramide sauf la base, comme l'illustre la �gure 5.5(a). Pour
s�electionner un bloc, la seule contrainte que nous imposons est que sa variance soit
sup�erieure ou �egale �a un seuil limite �2min. Un bloc homog�ene ou presque homog�ene
ne pr�esente pas su�samment d'informations pour faire l'objet d'une similarit�e. De
plus, il est tr�es probable que le peu d'informations relev�ees dans ce type de bloc
ne soit �nalement que du bruit. Si ce bloc �etait s�electionn�e, il y aurait un risque
pour que la transformation analytique ampli�e consid�erablement le bruit et que la
similarit�e ne soit plus signi�cative. Une s�election bas�ee sur la variance apparâ�t donc
comme un excellent moyen pour �ecarter ce type de bloc.

sélection des blocs 
selon la variance

image originale

domaine de recherche

(b)(a)

fenêtre de sélection

sélection des blocs 
selon la variance des différences

Figure 5.5 { Construction et organisation primaire d'un domaine de recherche (blocs de taille
5� 5 pixels) : (a) s�election des blocs sur la pyramide passe-bas, (b) s�election des blocs sur la
pyramide de di��erences (les niveaux de gris sur la pyramide sont ampli��es d'un facteur 2).
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Une organisation primaire des blocs s�electionn�es peut être r�ealis�ee en les ordon-
nant selon un certain crit�ere math�ematique. En r�ef�erence �a un article de Lee et
al. [83], nous prenons �egalement la mesure de la variance pour ordonner les blocs.
Nous verrons dans la section 5.6 comment on peut limiter l'espace de recherche en
exploitant cet ordre.

La �gure 5.5(a) illustre le domaine de recherche obtenu en ordonnant les blocs
selon la variance : le bloc qui a la variance la plus faible est dans le coin haut-gauche
et le bloc qui a la variance la plus forte est dans le coin bas-droit. Ces blocs ont �et�e
s�electionn�es �a partir d'une pyramide de 4 niveaux construite avec le �ltre 5 � 5 de
Burt (� = 0:6). La base de la pyramide est une image de Lenna de 128� 128 pixels.
Le �ltre �etant impair, on prend une fenêtre de s�election de 5 � 5 pixels. Dans cet
exemple, l'�ecart-type limite qui a �et�e choisi est �min = 35. Cette valeur correspond �a
une s�election de 1265 blocs. La �gure 5.6 montre le nombre de blocs s�electionn�es en
fonction de la valeur de �min. On obtient un maximumde 4528 blocs dans le domaine
de recherche lorsque �min = 0. L'�ecart-type maximum que l'on peut obtenir pour
un bloc de 5 � 5 pixels avec 256 niveaux de gris est � � 127. Il correspond au cas
o�u 12 ou 13 pixels sont blancs et 13 ou 12 pixels sont noirs. Pour l'image de Lenna,
l'�ecart-type maximumque l'on peut trouver est � � 75. Dans cet exemple, la courbe
de s�election est �a peu pr�es lin�eaire. La �xation du seuil n'est donc pas facile. Avec
une image originale plus simple, comme celle du cameraman, 25% des blocs des
trois niveaux sup�erieurs de la pyramide ont un �ecart-type inf�erieur �a 2 et 40% ont
un �ecart-type inf�erieur �a 5. Dans ce cas, le choix du seuil est plus simple puisqu'en
choisissant �min = 5, on supprime une majorit�e de blocs inint�eressants.

5.4.2 La s�election avec une pyramide de di��erences

Une alternative �a la s�election pr�ec�edente est de s�electionner un bloc en fonction
de son contenu fr�equentiel. Un bloc de type haute-fr�equence est porteur d'une in-
formation pertinente puisqu'il apporte une information suppl�ementaire par rapport
�a son bloc p�ere dans la pyramide. Au contraire, un bloc de type basse-fr�equence ne
contient aucune information suppl�ementaire et ses descendants non plus. Ces der-
niers ne doivent donc pas être s�electionn�es pour construire le domaine de recherche.

On peut obtenir facilement l'information fr�equentielle d'un bloc en exploitant une
pyramide de di��erences (cf. section 4.3.5). Cette pyramide se construit directement
�a partir de la pyramide passe-bas en deux �etapes. La premi�ere �etape consiste �a �l-
trer chaque niveau de la pyramide passe-bas avec le même �ltre qui a servi pour
sa construction. On obtient ainsi une pyramide �ltr�ee o�u chaque niveau exprime
les basses fr�equences des niveaux associ�es dans la pyramide passe-bas. La deuxi�eme
�etape consiste �a soustraire les niveaux de la pyramide �ltr�ee de ceux de la pyra-
mide passe-bas, a�n de g�en�erer la pyramide de di��erences. Chaque niveau de cette
pyramide exprime les hautes fr�equences des niveaux associ�es dans la pyramide passe-
bas. Il s'agit de l'information perdue lors des r�eductions successives. La �gure 5.5(b)
illustre la pyramide de di��erences obtenue avec la pyramide passe-bas de la �gure
5.5(a). La base n'est pas montr�ee puisqu'elle n'est pas utilis�ee pour la s�election des
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Figure 5.6 { Courbe illustrant le nombre de blocs s�electionn�es en fonction de l'�ecart-type �min :
(3) s�elections sur la pyramide passe-bas, (+) s�elections sur la pyramide de di��erences.

blocs.
Comme dans le sch�ema de s�election de la section 5.4.1, un bloc est s�electionn�e si sa

variance est sup�erieure ou �egale �a un seuil limite �2min. La seule di��erence est que le
calcul de la variance est r�ealis�e sur la pyramide des di��erences. L'entropie des niveaux
de gris �etant plus faible, il faut diminuer �2min. Comme pr�ec�edemment, on peut �xer
le seuil en s'aidant d'une courbe qui exprime le nombre de blocs s�electionn�es en
fonction de la valeur de �min. Comme le montre la �gure 5.6, la courbe obtenue
est �egalement lin�eaire, mais elle est comprim�ee par rapport �a la courbe trouv�ee en
s�electionnant les blocs directement dans la pyramide passe-bas. Pour garder �a peu
pr�es le même nombre de blocs, c'est-�a-dire 1265 blocs, il faut que le seuil ait la
valeur �min = 11. Dans ce cas, le domaine est compos�e de 1235 blocs. Le domaine
de recherche obtenu avec ce seuil est illustr�e sur la �gure 5.5(b). Par rapport au
domaine obtenu sur la �gure 5.5(a), on peut observer que les di��erences se situent
surtout au niveau des blocs de faible variance. Avec la pyramide de di��erences, les
blocs de faible variance ont une dynamique moins �elev�ee sur les niveaux de gris.
Cependant, ils sont porteurs d'une information fr�equentielle plus riche et donc plus
pertinente pour la synth�ese des similarit�es. Cependant, le risque de s�electionner des
blocs qui sont porteurs de bruit augmente, puisque celui-ci se situe surtout dans les
hautes fr�equences. Pour pro�ter des deux sch�emas de s�election, on peut envisager un
sch�ema hybride o�u un bloc est s�electionn�e en fonction de sa variance sur la pyramide
passe-bas et de celle sur la pyramide de di��erences. On a dans ce cas deux variances
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limites �a respecter.

5.5 Classi�cation par la mesure d'angles entre les

espaces de transformation

Pour faciliter la recherche d'une similarit�e dans le domaine, il est pr�ef�erable de
l'organiser en regroupant les blocs qui ont des caract�eristiques communes. En com-
pression par fractale, de nombreuses m�ethodes ont �et�e propos�ees dans ce but. De
mani�ere g�en�erale, on trouve des m�ethodes qui classi�ent les blocs en utilisant des
mesures math�ematiques simples (moyenne, variance, gradient, etc.) [51], [72] , et
d'autres qui proc�edent par agr�egation autour de blocs caract�eristiques [19], [47],
[84]. Cependant, toutes ces m�ethodes ne sont pas optimales puisque la construction
des classes est ind�ependante du mod�ele de similarit�e.

Nous proposons dans cette section de regrouper les blocs du domaine qui ont
un espace de transformation relativement proche. La distance entre ces espaces est
�evalu�ee par la mesure d'angle. Les groupes ainsi construits contiennent des blocs
ayant une mesure de similarit�e �a peu pr�es identique, quel que soit le bloc de r�ef�erence.
Pour �evaluer la similarit�e d'un groupe de blocs, il est donc su�sant de mesurer la
similarit�e avec un seul de ses blocs. Ce principe est d�ecrit en d�etail dans la section
5.5.1. Dans la section 5.5.2, nous �etudions la mesure d'angle entre deux espaces
de transformation lorsque le mod�ele de similarit�e est bas�e sur une transformation
polynomiale quelconque. Dans la section 5.5.3, nous donnons un algorithme pour
calculer l'angle entre deux espaces de transformation dans le cas particulier o�u la
transformation est lin�eaire. La section 5.5.4 contient des r�esultats exp�erimentaux.

5.5.1 Principe g�en�eral de la classi�cation

Dans la section 5.3.1, nous avons vu que pour mesurer la similarit�e d'un bloc
Y �a un bloc X de même taille N � N pixels, il fallait r�esoudre un probl�eme de
minimisation dans l'expression (5.2). En consid�erant les blocs X et Y sous une forme
vectorielle dans un espace �a N2 dimensions, l'op�eration de minimisation �equivaut �a
une projection du bloc X sur le sous-espace engendr�e par la transformation du bloc
Y . Chaque dimension de l'espace repr�esente la variation d'intensit�e associ�ee �a un
pixel du bloc.

Pour simpli�er la pr�esentation de la m�ethode, prenons le cas d'une transformation
massique lin�eaire �(1;0) et d'une transformation spatiale identit�e �0. La mesure de
similarit�e dans l'espace vectoriel devient alors :

�(X;Y ) = min
a1;b0;c0

k ~X � a1~Y � (b0 + c0)~1 k2 (5.8)

o�u ~1 repr�esente le vecteur unit�e. La minimisation revient dans ce cas �a projeter le
vecteur ~X sur le sous-espace �a deux dimensions engendr�e par les vecteurs ~Y et ~1,
comme l'illustre la �gure 5.7 pour le cas simple o�u les blocs sont compos�es de trois
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Figure 5.7 { Interpr�etation g�eom�etrique de la mesure de similarit�e avec une transformation
lin�eaire.

pixels. En notant P(~Y ;~1) le plan engendr�e par ~Y et ~1, et ProjP(~Y ;~1)(
~X) le vecteur issu

de la projection orthogonale de ~X sur P(~Y ;~1), on peut alors r�e�ecrire l'expression (5.8)
sous la forme suivante :

�(X;Y ) =k ~X � ProjP(~Y ;~1)(
~X) k2 (5.9)

Avec une transformation massique toujours lin�eaire, consid�erons deux blocs A
et B appartenant au domaine de recherche primaire. Supposons que l'on cherche �a
mesurer leur similarit�e �a un bloc de r�ef�erence X. L'espace de transformation associ�e
au bloc A est le plan P( ~A;~1) et celui associ�e au bloc B est le plan P(~B;~1). Remar-
quons qu'avec une transformation massique lin�eaire, les espaces de transformation
ont toujours le vecteur unitaire ~1 en commun. Soient ~NA = ~A^~1 et ~NB = ~B ^~1, les
vecteurs normaux aux plans de transformation associ�es respectivement aux vecteurs
~A et ~B. Notons � = ( ~NA; ~NB) l'angle des deux vecteurs normaux. Lorsque � = 0,

les deux plans de transformation sont confondus et le r�esultat de la projection de ~X
est identique pour les deux plans. Dans ce cas, nous disons que ces deux blocs sont
similaires par projection. Quel que soit le vecteur ~X, le r�esultat de la projection sur
les deux plans donne un vecteur unique ProjP( ~A;~1)(

~X) = ProjP(~B;~1)(
~X). Lorsque deux

blocs du domaine sont similaires par projection, on a tout int�erêt �a les regrouper au
sein d'une même classe. Ainsi, on peut mesurer la similarit�e des blocs d'une classe
�a un bloc X par une seule projection en choisissant un bloc quelconque de cette
classe. On voit donc que la mesure de l'angle � apparâ�t comme un crit�ere de re-
groupement des blocs du domaine de recherche primaire. L'espace vectoriel �etant en
pratique relativement grand (25 dimensions pour des blocs de 5 � 5 pixels), l'angle
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nul est tr�es peu probable. Pour regrouper les blocs, il faut donc accorder une certaine
tol�erance sur l'angle �. L'angle maximum �a ne pas d�epasser sera not�e �max. Si cet
angle-limite est su�samment petit, on peut consid�erer que la projection de ~X sur
les plans P( ~A;~1) et P(~B;~1) g�en�ere deux vecteurs assez proches pour que les blocs A et
B soient regroup�es au sein d'une même classe.

Lorsque �max = 0, la construction d'une classe avec plus de deux blocs ne pose
aucun probl�eme particulier. On regroupe simplement les blocs qui partagent le même
espace de transformation. Par contre, lorsque �max > 0, il existe di��erentes solu-
tions pour construire une classe avec plus de deux blocs. Une premi�ere solution
est d'inclure un bloc A dans une classe si pour tous les blocs B appartenant �a
cette classe on a � = ( ~NA; ~NB) � �max. Une deuxi�eme solution est d'inclure un
bloc A dans une classe si pour au moins un bloc B appartenant �a cette classe on a
� = ( ~NA; ~NB) � �max. Une troisi�eme solution est d'avoir un unique bloc de r�ef�erence

R dans la classe et d'inclure un bloc A dans cette classe si � = ( ~NA; ~NR) � �max.
En pratique, nous avons choisi cette derni�ere solution. Elle permet de limiter la
propagation des regroupements et sa complexit�e algorithmique est plus r�eduite que
celle des deux premi�eres solutions. Avec cette troisi�eme solution, la classi�cation du
domaine primaire avec la mesure d'angle va d�ependre �a la fois du choix de l'angle-
limite �max et de celui des blocs de r�ef�erence pour la construction des classes. On
peut voir cette classi�cation comme une sorte d'algorithme d'agr�egation.

1. Construire le domaine de recherche primaire D1.
2. Extraire le bloc A de D1 qui a la plus grande variance.
3. Extraire tous les blocs B de D1 pour lesquels :

� = ( ~NA; ~NB) � �max

4. Regrouper le blocA et les bloc extraits B au sein d'une unique
classe dans le domaine secondaire D2.

5. Si le domaine D1 n'est pas vide, retourner �a l'�etape 2.

Table 5.2 { Algorithme g�en�eral de classi�cation du domaine de recherche primaire.

Le principe g�en�eral de l'algorithme de classi�cation est r�esum�e dans la table 5.2.
La construction du domaine de recherche primaire (�etape 1) a �et�e �etudi�ee dans la
section 5.4. Pour construire une classe du domaine secondaire, nous avons choisi de
prendre comme bloc de r�ef�erence le bloc qui poss�ede la plus grande variance parmi
les blocs restants du domaine primaire (�etape 2). Ce choix s'explique par le fait
que le bloc qui poss�ede la plus grande variance a un rapport information/bruit qui
est en probabilit�e plus �elev�e que les autres. De plus, il est pr�ef�erable de cr�eer les
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classes �a partir de blocs de r�ef�erence qui contiennent de l'information pertinente
par rapport au contenu de l'image. L'�elimination progressive des blocs du domaine
primaire (�etape 3) garantit que tout bloc du domaine primaire appartient �a une
et une seule classe du domaine secondaire. Elle permet �egalement d'optimiser la
complexit�e algorithmique de la classi�cation. L'algorithme g�en�eral de classi�cation
�etant donn�e, il nous reste �a mesurer l'angle � form�e par les deux vecteurs normaux
aux espaces de transformation associ�es �a deux blocs A et B.

5.5.2 La mesure d'angle entre deux espaces de transformation

Pour mesurer l'angle � entre les deux vecteurs normaux aux espaces de transfor-
mation associ�es aux blocs A et B, il faut e�ectuer un plongement dans un espace �a
deux dimensions. Quelle que soit la dimension de l'espace initial, on peut montrer
que � peut toujours être obtenu par la formule analytique suivante :

cos� =
h ~NA; ~NBi

k ~NA k � k ~NB k
(5.10)

La probl�eme de la mesure d'angle �etant r�esolu, il nous reste �a d�eterminer pr�ecis�ement
les vecteurs normaux ~NA et ~NB. Supposons que les blocs aient une taille de N �
N pixels, l'espace vectoriel associ�e est dans ce cas de dimension N2. Supposons
�egalement que la dimension de l'espace de transformation soit de dimension d <
N2. Celle-ci d�epend en fait de la complexit�e de la transformation massique dans le
mod�ele de similarit�e. Pour que le vecteur normal �a l'espace de transformation ait
une existence, il faut e�ectuer un plongement dans un espace de dimension d + 1.
Une fois ce plongement r�ealis�e, il faut e�ectuer le produit vectoriel des d vecteurs
associ�es �a l'espace de transformation pour obtenir le vecteur normal.

Prenons le cas le plus simple o�u la transformation massique est une transformation
lin�eaire �(1;0) avec b0 = c0 = 0. Dans ce cas, le polynôme �xe n'est pas pris en compte
dans la transformation et l'espace de transformation d'un bloc est simplement une
droite dont le vecteur directeur est le bloc lui-même. Notons D ~A et D ~B les droites
de transformation associ�ees aux blocs A et B. En th�eorie, pour obtenir les vecteurs
normaux aux droites D ~A et D ~B, il faut faire un plongement dans l'espace �a deux

dimensions engendr�e par les vecteurs ~A et ~B. En pratique, cette proc�edure peut être
�evit�ee. En e�et, dans l'espace �a deux dimensions, l'angle entre ~NA et ~NB est �egal �a
l'angle entre ~A et ~B. Dans ce cas particulier, on peut donc obtenir � en calculant
directement l'angle entre les vecteurs ~A et ~B dans l'espace initial �a N2 dimensions
Pour cela, il su�t d'utiliser la formule (5.10) en substituant ~NA par ~A et ~NB par ~B.

Prenons maintenant le cas un peu plus compliqu�e d'une transformation massique
lin�eaire �(1;0) o�u les coe�cients b0 et c0 ne sont pas contraints. Comme nous l'avons
d�ej�a pr�ecis�e pr�ec�edemment, les espaces de transformation associ�es aux blocs A et B
sont d�e�nis par deux plans P( ~A;~1) et P(~B;~1). Dans ce cas, pour obtenir les vecteurs
normaux ~NA et ~NB, il faut e�ectuer un plongement dans un espace �a trois dimen-
sions. Ce plongement est r�ealis�e dans l'espace d�e�ni par les trois vecteurs ~A, ~B et
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~1. On d�etermine ensuite les vecteurs normaux en e�ectuant les produits vectoriels
~NA = ~A ^~1 et ~NB = ~B ^~1. Un algorithme d�etaill�e est donn�e dans la section 5.5.3.

Pour g�en�eraliser cette approche �a une transformation massique �(p;q) d�e�nie par
(5.3), on consid�ere la transformation �equivalente dans l'espace vectoriel des blocs.
On obtient l'expression suivante :

�(p;q)(~Y ) =
pX

n=1

an
�!
Y n +

qX
n=0

(bn
�!
in + cn

�!
jn ) (5.11)

Dans le cas g�en�eral, on voit que l'espace de transformation associ�e �a un bloc est
engendr�e par un ensemble de p + 2q + 1 vecteurs. Pour simpli�er l'�ecriture, nous
notons cet espace E

(
�!
Y p

;
�!
iq ;
�!
jq )

. Pour obtenir les vecteurs normaux ~NA et ~NB, il faut

n�ecessairement e�ectuer un plongement dans un espace �a p + 2q + 2 dimensions.
L'espace de plus petites dimensions dans lequel on peut e�ectuer un plongement
est l'espace engendr�e par la totalit�e des vecteurs qui d�e�nissent l'espace E

(
�!
Ap

;
�!
iq ;
�!
jq )

et la totalit�e de ceux qui d�e�nissent l'espace E
(
�!
Bp

;
�!
iq ;
�!
jq )

. Ces deux espaces ont en

commun les vecteurs associ�es au polynôme �xe dans l'expression (5.11), c'est-�a-dire

les vecteurs
�!
iq ,...,~i,

�!
jq ,...,~j et ~1. Ainsi, la dimension minimale du plongement est

2p + 2q + 1. Pour que les vecteurs normaux aient une existence dans un espace
commun, il faut forc�ement que l'on ait p = 1. Cependant, il n'y a pas de restriction
sur le degr�e q du polynôme �xe. En conclusion, la mesure de l'angle � n'est possible
que si le polynôme d'�echelle est lin�eaire. Dans ce cas, on peut r�ealiser le plongement
dans l'espace �a 2q + 3 dimensions. Les vecteurs normaux sont ensuite obtenus par
les produits vectoriels ~NA = ~A^�!iq ^ : : :^~i^�!jq ^ : : :^~j ^~1 et ~NB = ~B ^�!iq ^ : : :^
~i^�!jq ^ : : :^~j ^~1. Dans la suite, nous nous int�eressons uniquement au cas o�u q = 0.

5.5.3 Un algorithme mesurant l'angle entre deux plans de
transformation

Dans cette section, nous d�eveloppons un algorithme pour mesurer l'angle entre
deux espaces de transformation associ�es �a deux blocs A et B lorsque la transfor-
mation massique est lin�eaire (cf. �equation (5.8)). Dans ce cas, les deux espaces de
transformation sont d�ecrits par les deux plans P( ~A;~1) et P(~B;~1) dans l'espace vecto-
riel des blocs. Plus rigoureusement, l'angle entre les deux plans de transformation
correspond �a l'angle � form�e par leurs vecteurs normaux respectifs ~NA et ~NB. Pour
que ceux-ci aient une existence, la premi�ere op�eration �a r�ealiser est de faire un plon-
gement de l'espace initial vers un espace �a trois dimensions.

L'espace initial, not�e E, est l'espace vectoriel des blocs de taille N � N pixels.
La dimension de l'espace E est donc N2. On munit cet espace d'un rep�ere ortho-
normal (O;~e1; ~e2; : : : ; ~eN2). Les vecteurs ~A, ~B et ~1 sont initialement d�e�nis dans
cet espace. Le plongement de ces trois vecteurs dans un espace �a trois dimensions
est toujours possible. Pour cela, il faut trouver un nouveau rep�ere orthonormal
(O;~k1; ~k2; : : : ; ~kN2) dans l'espace E ayant la propri�et�e de rendre nul les produits

scalaires des vecteurs ~A, ~B et ~1 avec les vecteurs ~k4; ~k5; : : : ; ~kN2. Une fois ce rep�ere
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1. Annulation des composantes du vecteur ~1 :

Pour i allant de N2 �a 28<
: x

(N2�i+1)
1 [~1] =

q
x
(N2�i)
1 [~1]2 + x

(N2�i)
i [~1]2

x
(N2�i+1)
i [~1] = 0

cos � =
x
(N2�i)
1 [~1]

x
(N2�i+1)
1 [~1]

sin� =
x
(N2�i)
i [~1]

x
(N2�i+1)
1 [~1]8<

: x
(N2�i+1)
1 [ ~A] = x

(N2�i)
1 [ ~A] � cos � + x

(N2�i)
i [ ~A] � sin�

x
(N2�i+1)
i [ ~A] = x

(N2�i)
i [ ~A] � cos � � x(N2�i)

1 [ ~A] � sin�8<
: x

(N2�i+1)
1 [ ~B] = x

(N2�i)
1 [ ~B] � cos � + x

(N2�i)
i [ ~B] � sin�

x
(N2�i+1)
i [ ~B] = x

(N2�i)
i [ ~B] � cos � � x(N2�i)

1 [ ~B] � sin�

2. Annulation des composantes du vecteur ~A :

Pour i allant de N2 �a 38<
: x

(N2�i+2)
2 [ ~A] =

q
x
(N2�i+1)
2 [ ~A]2 + x

(N2�i+1)
i [ ~A]2

x
(N2�i+2)
i [ ~A] = 0

cos � =
x
(N2�i+1)
2 [ ~A]

x
(N2�i+2)
2 [ ~A]

sin� =
x
(N2�i+1)
i [ ~A]

x
(N2�i+2)
2 [ ~A]8<

: x
(N2�i+2)
2 [ ~B] = x

(N2�i+1)
2 [ ~B] � cos � + x

(N2�i+1)
i [ ~B] � sin�

x
(N2�i+2)
i [ ~B] = x

(N2�i+1)
i [ ~B] � cos � � x(N2�i+1)

2 [ ~B] � sin�

3. Annulation des composantes du vecteur ~B :

Pour i allant de N2 �a 48<
: x

(N2�i+3)
3 [ ~B] =

q
x
(N2�i+2)
3 [ ~B]2 + x

(N2�i+2)
i [ ~B]2

x
(N2�i+3)
i [ ~B] = 0

Table 5.3 { Algorithme de plongement des vecteurs ~A, ~B et ~1 dans un espace H �a trois
dimensions.
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Figure 5.8 { Illustration de l'algorithme de la table 5.3 pour N = 2.

d�etermin�e, on peut red�e�nir facilement les vecteurs ~A, ~B et ~1 dans l'espace �a trois
dimensions H muni du rep�ere (O;~k1; ~k2; ~k3).

La table 5.3 illustre l'algorithme que nous utilisons pour obtenir les composantes
des vecteurs ~A, ~B et ~1 dans le rep�ere (O;~k1; ~k2; : : : ; ~kN2). Initialement, ces trois

vecteurs sont exprim�es dans le rep�ere (O;~k
(0)
1 ; ~k

(0)
2 ; : : : ; ~k

(0)
N2) = (O;~e1; ~e2; : : : ; ~eN2).

Les composantes des vecteurs ~A, ~B et ~1 sont exprim�ees dans une succession de

rep�eres jusqu'�a obtenir un rep�ere �nal (O;~k
(N2�1)
1 ; ~k

(N2�1)
2 ; ~k

(N2�1)
3 ; ~k

(3)
4 : : : ; ~k

(3)
N2) =

(O;~k1; ~k2; : : : ; ~kN2). Chacun des rep�eres successifs est obtenu par une rotation �el�e-

mentaire du rep�ere pr�ec�edent qui modi�e au plus deux composantes des vecteurs ~A,
~B et ~1. Plus pr�ecis�ement, l'algorithme est compos�e de trois �etapes. Pour faciliter sa
compr�ehension, nous avons illustr�e sur la �gure 5.8 la succession des rep�eres utilis�es
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Figure 5.9 { Mesure de l'angle � entre les vecteurs normaux ~NA et ~NB apr�es un plongement
des vecteurs ~A, ~B et ~1 dans l'espace H �a trois dimensions : la situation illustr�ee est celle
obtenue au terme de l'algorithme de la table 5.3.

dans le cas o�u N = 2.

La premi�ere �etape de l'algorithme consiste �a annuler toutes les composantes du
vecteur ~1 sauf la premi�ere, par une succession de rotations du rep�ere initial. A la �n

de cette premi�ere �etape, on obtient le rep�ere (O;~k
(N2�1)
1 ; ~k

(1)
2 ; : : : ; ~k

(1)
N2) dans lequel ~1

est colin�eaire �a ~k
(N2�1)
1 . Les composantes du vecteur ~1 associ�ees aux autres vecteurs

de ce rep�ere sont donc nulles.

Dans la deuxi�eme �etape, toutes les composantes du vecteur ~A, sauf les deux
premi�eres, sont annul�ees par une succession de rotations du rep�ere pr�ec�edent. A la

�n de cette deuxi�eme �etape, on obtient le rep�ere (O;~k(N
2�1)

1 ; ~k
(N2�1)
2 ; ~k

(2)
3 ; : : : ; ~k

(2)
N2)

dans lequel ~A est exprim�e uniquement avec les deux vecteurs ~k
(N2�1)
1 et ~k

(N2�1)
2 .

En�n, dans la troisi�eme �etape, on annule toutes les composantes du vecteur ~B
sauf les trois premi�eres, toujours par une succession de rotations �el�ementaires. On

obtient �nalement le rep�ere (O;~k
(N2�1)
1 ; ~k

(N2�1)
2 ; ~k

(N2�1)
3 ; ~k

(3)
4 ; : : : ; ~k

(3)
N2) dans lequel ~B

est exprim�e uniquement �a partir des trois vecteurs ~k(N
2�1)

1 , ~k(N
2�1)

2 et ~k(N
2�1)

3 .

La situation �nale de l'algorithme est illustr�ee sur la �gure 5.9. Les trois vec-
teurs ~A, ~B et ~1 sont plong�es dans l'espace H �a trois dimensions muni du rep�ere

(O;~k(N
2�1)

1 ; ~k
(N2�1)
2 ; ~k

(N2�1)
3 ) = (O;~k1; ~k2; ~k3).

Une fois que le plongement des trois vecteurs ~A, ~B et ~1 dans un espace �a trois
dimensions est r�ealis�e, on peut facilement obtenir les vecteurs normaux aux plans
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de transformation P( ~A;~1) et P(~B;~1) en e�ectuant les produits vectoriels suivants :8<
:

~NA = ~A ^~1 = x2[ ~A] � ~k3
~NB = ~B ^~1 = x2[ ~B] � ~k3 � x3[ ~B] � ~k2

(5.12)

En utilisant la formule (5.10), on obtient �nalement l'angle � :

cos� =
x2[ ~B]q

x2[ ~B]2 + x3[ ~B]2
(5.13)

5.5.4 Mise en �uvre

Dans cette section, nous appliquons l'algorithme de classi�cation donn�e dans la
table 5.2 en utilisant une transformation massique lin�eaire �(1;0). L'angle � form�e
par les vecteurs normaux aux plans de transformation est calcul�e en appliquant
l'algorithme de la section 5.5.3. Le domaine de recherche primaire que l'on cherche
�a classi�er est celui qui est illustr�e sur la �gure 5.5(b). Il est compos�e de 1235 blocs.
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Figure 5.10 { (a) Domaine de recherche classi��e avec une transformation massique lin�eaire
�(1;0) et un angle-limite �max = 35�. La suite de blocs encadr�ee par deux traits blancs verticaux
d�elimite une même classe. (b) Courbe illustrant le nombre de classes g�en�er�ees en fonction de
la valeur de l'angle �max (en degr�es).

La �gure 5.10(b) montre le nombre de classes obtenues en faisant varier l'angle-
limite �max. Avec un angle nul, le nombre de classes est �egal au nombre de blocs du
domaine, soit 1235. Il est tr�es rare que des blocs issus d'une image naturelle partagent
le même espace de transformation. D'apr�es la courbe, le nombre de classes commence
�a diminuer signi�cativement �a partir de 20�. Entre 25� et 45� la courbe est �a peu
pr�es lin�eaire. A partir de 50�, la progression devient logarithmique. La classe unique
est �nalement obtenue pour �max � 160�.
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5.6 La recherche d'une similarit�e dans le domaine

Dans cette section, nous �etudions la recherche d'une similarit�e dans le domaine
D pour un bloc X situ�e �a la base de la pyramide. On peut envisager deux strat�egies
de recherche diam�etralement oppos�ees.

La premi�ere est une strat�egie de recherche globale. Dans ce cas, on souhaite trou-
ver la meilleure similarit�e au bloc X, sans autre condition que le bloc similaire
appartienne au domaine D. Une recherche exhaustive qui consisterait �a mesurer la
similarit�e de chaque bloc du domaine serait beaucoup trop longue en temps de cal-
cul. Pour acc�el�erer signi�cativement ce type de recherche, nous proposons dans la
section 5.6.2 un algorithme de recherche qui exploite la classi�cation du domaine
�etudi�ee dans la section pr�ec�edente.

La seconde strat�egie est une strat�egie de recherche locale. Dans ce cas, on recherche
une similarit�e locale au bloc X sur l'axe des r�esolutions. Ce type de recherche est
bas�e sur l'id�ee de r�egularit�e des contours le long de l'axe des r�esolutions. On sait que
les discontinuit�es que l'on trouve g�en�eralement dans une sc�ene naturelle g�en�erent
des contours �a tous les niveaux de r�esolution. De mani�ere plus pratique, on peut
observer ce ph�enom�ene de r�egularit�e sur une pyramide comme celle repr�esent�ee sur
la �gure 5.5(a). Par exemple, le contour associ�e �a l'�epaule de Lenna est pr�esent sur
tous les niveaux de la pyramide. Pour un bloc X qui contient un contour simple, on
a donc une forte probabilit�e de trouver une similarit�e locale de bonne qualit�e le long
de l'axe des r�esolutions. La notion de localit�e est d�e�nie en pratique par un rayon de
recherche autour du bloc X sur les niveaux sup�erieurs de la pyramide. Pour enrichir
cette strat�egie, nous d�elocalisons partiellement la recherche en exploitant les classes
du domaine D. L'algorithme de recherche locale est �etudi�e en d�etail dans la section
5.6.3.

La strat�egie de recherche locale est surtout adapt�ee pour les blocs qui contiennent
des contours simples. Pour les blocs plus complexes, comme les blocs contenant des
contours multiples ou des textures, on augmente la probabilit�e de trouver une bonne
similarit�e en e�ectuant une recherche globale.

La recherche d'une similarit�e n'est pas toujours utile. Par exemple, si le bloc X
est homog�ene, une simple interpolation lin�eaire peut être su�sante pour synth�etiser
son bloc �ls situ�e au niveau de super-r�esolution. Dans la section 5.6.1, nous �etudions
les conditions �a une recherche de similarit�e.

5.6.1 Conditions pour ex�ecuter une recherche

Les conditions que nous imposons au bloc X pour lancer une recherche de si-
milarit�e sont comparables aux contraintes de s�election des blocs pour construire le
domaine D que nous avons pr�esent�ees dans la section 5.4.

On e�ectue une recherche de similarit�e si la variance du bloc X est sup�erieure ou
�egale �a un seuil limite �2min. Comme dans la section 5.4, la variance du bloc peut
être calcul�ee en consid�erant soit la base de la pyramide passe-bas, soit la base de la
pyramide des di��erences (voir �gure 5.12). Dans le premier cas, on prend en compte
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l'homog�en�eit�e du bloc, tandis que dans le deuxi�eme, on prend plutôt en compte le
contenu fr�equentiel du bloc. Cette deuxi�eme solution est a priori plus justi��ee que la
premi�ere. En e�et, lorsque le bloc X ne contient pas de hautes fr�equences, il est peu
probable que son bloc �ls en contienne au niveau de super-r�esolution de la pyramide.
Quoi qu'il en soit, un tel bloc X ne fournit pas su�samment d'informations pour
permettre une synth�ese par similarit�e. Pour ce type de bloc, il est donc inutile de faire
une recherche de similarit�e. Pour synth�etiser son bloc �ls, on se contente de pr�eserver
le contenu fr�equentiel du bloc X avec la m�ethode d'interpolation par transform�ee
B-spline �etudi�ee dans la section 2.3.3.

(a) (b)

X X

Figure 5.12 { Calcul de la variance du bloc X sur : (a) la base de la pyramide passe-bas, (b)
la base de la pyramide des di��erences (les niveaux de gris sont ampli��es d'un facteur 2).

5.6.2 La recherche globale

En compression par fractale, de nombreuses m�ethodes ont �et�e propos�ees pour
trouver rapidement une similarit�e �a un bloc parmi un ensemble de blocs (domaine).
En g�en�eral, ces m�ethodes acc�el�erent la recherche soit en tirant partie d'une orga-
nisation particuli�ere du domaine de recherche, soit en rempla�cant les mesures de
similarit�e par des mesures de comparaison rapides. Dans la premi�ere cat�egorie de
m�ethodes, on retrouve les m�ethodes de classi�cation et d'agr�egation que nous avons
d�ej�a pr�esent�ees bri�evement dans la section 5.5. On peut �egalement trouver la m�e-
thode de Leps�y et al. qui organise les blocs dans une structure arborescente [84].
Dans la deuxi�eme cat�egorie de m�ethodes, on peut citer les m�ethodes fonctionnelles
qui consistent �a faire des comparaisons indirectes avec un vecteur unitaire ind�epen-
dant [120]. Il y a aussi la m�ethode de Saupe, qui en associant �a chaque bloc un
vecteur caract�eristique orthonormal au bloc unitaire, aboutit �a un probl�eme de re-
cherche du plus proche voisin [119]. A partir de ces deux cat�egories de m�ethodes, on
peut �evidemment envisager des m�ethodes hybrides.

Dans cette section, nous proposons une m�ethode de recherche globale qui exploite
le mod�ele de classi�cation du domaine D que nous avons d�evelopp�e dans la section
5.5. Le principe de recherche initial est relativement simple. On peut discerner deux
phases. Dans la premi�ere, on mesure la similarit�e des repr�esentants des classes avec le
bloc X. En consid�erant le repr�esentant le plus similaire, on mesure dans la deuxi�eme
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phase la similarit�e des blocs de la classe associ�ee �a ce repr�esentant. Pour acc�el�erer
la premi�ere phase, nous exploitons �egalement une m�ethode propos�ee par Lee et al.
qui consiste �a limiter l'exploration du domaine en se basant sur la variance des blocs
[83]. Nous appliquons cette m�ethode sur le sous-domaine engendr�e par la totalit�e
des repr�esentants des classes. L'id�ee d�evelopp�ee par Lee et al. est qu'en pratique, la
probabilit�e est faible pour que la variance de deux blocs similaires soit tr�es �eloign�ee.
On peut donc limiter la recherche en consid�erant en priorit�e les blocs qui ont une
variance proche du bloc X et en limitant la profondeur de la recherche.

� Les N classes du domaine issues de l'algorithme de la table
5.2 et les repr�esentants associ�es sont d�esign�es respectivement
par (Ci) et (Ri) avec 1 � i � N .

1. Parmi les repr�esentants (Ri), trouver celui qui a la variance
la plus proche de celle du bloc X. Soit RD ce repr�esentant.

2. Choisir le pourcentage w de repr�esentants �a explorer autour
de RD. Soit W le nombre de repr�esentants qui en r�esulte (W =
(N � w)=100).

3. Calculer les indices imin et imax des repr�esentants �a �evaluer :8><
>:
imin = N �W ; imax = N si D +W �N > 0
imin = 1 ; imax =W si D �W < 0
imin = D �W=2 ; imax = D +W=2 sinon

4. Mesurer la similarit�e au bloc X des repr�esentants Ri pour
lesquels imin � i � imax. Soit RS le repr�esentant qui minimise
la mesure de similarit�e.

5. Mesurer la similarit�e au bloc X de tous les blocs apparte-
nant �a la classe CS. Le bloc le plus similaire est choisi comme
similarit�e �nale du bloc X.

Table 5.4 { Algorithme de recherche globale d'une similarit�e du bloc X dans le domaine de
recherche classi��e D.

L'algorithme que nous utilisons est r�esum�e dans la table 5.4. La recherche de
similarit�e parmi les repr�esentants (�etape 4) s'organise autour du bloc RD (�etape 1).
Nous rappelons que les repr�esentants sont ordonn�es selon la variance : le bloc R1 a
la variance la plus forte et le bloc RN a la variance la plus faible. La profondeur
de recherche d�epend du param�etre W (�etape 2). En th�eorie, cette profondeur est
sym�etrique autour de RD, c'est-�a-dire que l'on �evalueW=2 repr�esentants �a sa gauche
et autant �a sa droite. En pratique, si le bloc RD est su�samment proche des ex-
trêmes, on risque de sortir de l'intervalle permis [1::N ] et dans ce cas, le nombre
total des repr�esentants �evalu�es ne correspond plus au choix initial W . Pour �eviter
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ce probl�eme, lorsque la profondeur �a gauche ne peut pas être atteinte, on augmente
en proportion celle de droite et vice versa. Les indices imin et imax des repr�esentants
�a �evaluer sont calcul�es en respectant ce principe (�etape 3).

5.6.3 La recherche locale

Pour rechercher une similarit�e localement au bloc X, on prend uniquement en
compte les blocs du domaine D pour lesquels le test de la table 5.5 est positif.
L'algorithme de recherche correspondant est donn�e dans la table 5.6(a).

Le test de la table 5.5 indique si un bloc Y situ�e sur les niveaux sup�erieurs de
la pyramide appartient �a la localit�e du bloc X, situ�e quant �a lui sur la base de la
pyramide. Lorsque le param�etre de tol�erance T est nul, un test positif indique que
la projection spatiale du bloc Y sur la base de la pyramide recouvre compl�etement
le bloc X. Lorsque 0 < T � L, un test positif peut �eventuellement indiquer un
recouvrement partiel. Lorsque T > L, le test peut être positif même si la projection
de Y ne recouvre pas du tout X. On voit donc qu'en augmentant le param�etre T ,
on augmente la localit�e du bloc X.

- Le bloc X appartient au niveau 0 de la pyramide (base).
- Le bloc Y appartient au niveau niv(Y ) de la pyramide.
- i(X) et j(X) d�e�nissent les coordonn�ees respectives du pixel

situ�e dans le coin haut-gauche du bloc X.
- Le param�etre T 2 N d�e�nit la tol�erance sur le recouvrement.
- La largeur de la fenêtre de similarit�e est d�e�nie par L.

Si au moins une des quatre in�egalit�es suivantes est v�eri��ee,
alors Y n'est pas dans la localit�e de X (le test est n�egatif) :

1. i(Y ) � 2niv(Y ) > i(X) + T

2. [i(Y ) + L� 1] � 2niv(Y ) < i(X) + L� 1 � T
3. j(Y ) � 2niv(Y ) > j(X) + T

4. [j(Y ) + L� 1] � 2niv(Y ) < j(X) + L� 1� T

Table 5.5 { Test d'appartenance du bloc Y �a la localit�e du bloc X .

D'un point de vue complexit�e algorithmique, une recherche directe sur les niveaux
de la pyramide peut �eventuellement être plus avantageuse qu'une recherche dans le
domaine D. Ceci est surtout vrai lorsque T est faible et que le domaine contient
beaucoup de blocs. Dans ce cas, en e�ectuant une recherche directe sur la pyramide,
on remplace les tests d'appartenance sur tous les blocs du domaine par des tests de
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variance (cf. section 5.4.1) sur quelques blocs situ�es �a proximit�e de l'axe de r�esolution
qui traverse le bloc X.

a. Recherche locale :
Pour chaque classe Ci du domaine D
1. Faire le test d'appartenance de la table 5.5 pour chaque bloc

de la classe Ci.
2. Pour les blocs qui rendent ce test positif, mesurer leur simila-

rit�e au bloc X.
Le bloc le plus similaire est choisi comme similarit�e �nale de X.

b. Recherche locale avec d�elocalisation partielle :
Pour chaque classe Ci du domaine D
1. Faire le test d'appartenance de la table 5.5 pour chaque bloc

de la classe Ci.
2. Si au moins un de ces blocs rend ce test positif, mesurer la

similarit�e au bloc X de tous les blocs de Ci.
Le bloc le plus similaire est choisi comme similarit�e �nale de X.

Table 5.6 { Algorithme de recherche locale d'une similarit�e du bloc X dans le domaine de
recherche classi��e D.

On peut d�elocaliser partiellement la recherche en exploitant les classes du domaine
de recherche. Il s'agit de prendre en compte tous les blocs du domaine pour lesquels
au moins un bloc de la classe associ�ee v�eri�e le test d'appartenance de la table
5.5. L'algorithme de recherche locale d'une similarit�e dans le domaine avec une
d�elocalisation partielle est donn�e dans la table 5.6(b).

5.7 Agrandissement par synth�ese des similarit�es

Pour agrandir une image d'un facteur 2, nous proposons un mod�ele de synth�ese
des similarit�es que nous avons d�ej�a pr�esent�e dans la section 5.2.1. Nous le d�etaillons
dans la section 5.7.1 et nous donnons quelques exemples de synth�eses r�eelles.

Pour e�ectuer un agrandissement de facteur sup�erieur �a 2, nous proposons deux
approches. Dans les deux cas, toutes les r�esolutions interm�ediaires entre la base de la
pyramide initiale et l'agrandissement souhait�e sont produites. En d'autres termes, le
processus d'agrandissement est it�eratif et �a chaque it�eration, l'image agrandie vient
compl�eter la pyramide pour constituer sa nouvelle base. Dans la premi�ere approche,
on applique le mod�ele d'analyse-synth�ese pour produire un agrandissement de fac-
teur 2 de la base courante de la pyramide. Cet agrandissement constitue la nouvelle
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base de la pyramide et le proc�ed�e est reproduit jusqu'�a obtenir la r�esolution sou-
hait�ee. Avec cette approche, on quadruple le nombre de similarit�es �a rechercher �a
chaque it�eration. Dans la deuxi�eme approche, on recommence uniquement la phase
de synth�ese avec les similarit�es trouv�ees initialement par la phase d'analyse r�ealis�ee
sur la pyramide de l'image originale. A chaque it�eration, on produit la nouvelle base
de la pyramide en appliquant le mod�ele de synth�ese sur le niveau imm�ediatement
inf�erieur. Avec cette approche, on double la taille des blocs �a chaque it�eration et le
nombre de similarit�es demeure constant. Ces deux approches sont d�evelopp�ees dans
la section 5.7.2.

5.7.1 Agrandissement de facteur deux

Pour illustrer nos propos, reprenons la �gure 5.1 de la section 5.2.1. Le bloc X,
appartenant �a la base de la pyramide, est le bloc p�ere du bloc X 0 que l'on cherche
�a synth�etiser. Le bloc Y est un bloc situ�e sur l'un des niveaux sup�erieurs de la
pyramide (pas n�ecessairement sur le premier niveau) sauf la base. Nous supposons
que le bloc Y est obtenu par minimisation de la mesure de similarit�e (cf. expression
(5.2)) avec l'un des algorithmes de recherche que nous proposons dans la section
5.6. Le bloc Y est donc li�e au bloc X par la relation �(p;q) � �k(Y ) + " = X o�u la
transformation �(p;q) � �k est compl�etement sp�eci��ee par la minimisation e�ectu�ee
dans l'�etape de recherche. Le bloc r�esiduel " de la transformation est donn�e par la
di��erence suivante :

" = X � �(p;q) � �k(Y ) (5.14)

Le bloc �ls de X est synth�etis�e en appliquant la transformation au bloc �ls de Y et
en interpolant le bloc " avec un op�erateur I :

X 0 = �(p;q) � �k(Y 0) + I(") (5.15)

L'application de la transformation spatiale �k ne pose pas de probl�eme particulier.
Il su�t d'e�ectuer l'isom�etrie d�e�nie par (5.4) qui est indiqu�ee par la valeur de k.
L'application de la transformation massique �(p;q) n�ecessite un sur-�echantillonnage de
facteur 2 du polynôme �xe pour prendre en compte le changement de r�esolution. De
plus, lorsque le �ltre qui a servi �a construire la pyramide est de largeur paire, il faut
sur-�echantillonner avec un d�ephasage de �1

4 dans chaque direction. Ainsi, lorsque
le �ltre a une largeur impaire, la transformation massique du bloc Z = �k(Y 0) est
donn�ee par :

�(p;q)(Zi;j) =
pX

n=1

anZ
n
i;j +

qX
n=0

bn

�
i

2

�n
+ cn

�
j

2

�n
(5.16)

Lorsque le �ltre a une largeur paire, la transformation massique est donn�ee par :

�(p;q)(Zi;j) =
pX

n=1

anZ
n
i;j +

qX
n=0

bn

�
2i� 1

4

�n
+ cn

�
2j � 1

4

�n
(5.17)

Pour l'op�erateur d'interpolation I dans (5.15), nous avons choisi la transform�ee B-
spline cubique �etudi�ee dans la section 2.3.3. Cette m�ethode d'interpolation permet
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d'approcher la m�ethode d'interpolation id�eale du zero-padding sans introduire d'e�et
d'ondulations lorsque la B-spline est cubique. L'op�erateur I agrandit donc le r�esidu
" en pr�eservant ses fr�equences.

La synth�ese d'une similarit�e �a une r�esolution sup�erieure est donc r�ealis�ee en sup-
posant que les param�etres de la transformation �(p;q) � �k ne changent pas et que le
r�esidu de transformation initial est pr�eserv�e. D'un point de vue pratique, l'ajout du
terme I(") dans l'expression (5.15) est tr�es important, il permet de corriger globa-
lement l'erreur (ou r�esidu) de similarit�e qui existe entre les blocs p�eres X et Y .

La �gure 5.13 illustre quelques exemples de synth�eses de similarit�es. Nous repre-
nons ici la pyramide �a deux niveaux de la �gure 5.4. Le bloc X appartient �a la base
et le bloc Y au premier niveau. La �gure 5.13(a) montre le cas o�u le mod�ele de simi-
larit�e est bas�e uniquement sur une transformation massique lin�eaire �(1;0). On voit
dans cet exemple que la transformation rehausse l�eg�erement le contraste du bloc Y .
On peut remarquer visuellement une certaine di��erence entreX et �(1;0)(Y ) : il s'agit
du r�esidu " de la transformation. Le bloc �ls du bloc Y , c'est-�a-dire le bloc Y 0, est
situ�e sur la base de la pyramide. La transformation �(1;0)(Y ) rehausse �egalement son
contraste. On voit que l'ajout du r�esidu interpol�e I(") permet de corriger l'erreur qui
existe entre X et �(1;0)(Y ). La correction intervient principalement dans le triangle
inf�erieur du bloc X 0.

La �gure 5.13(b) illustre le cas d'un mod�ele de similarit�e plus complexe avec une
transformation massique �(3;2). Les blocs X et Y sont exactement les mêmes que dans
l'exemple de la �gure 5.13(a). La mesure de similarit�e donne une valeur beaucoup
plus petite que dans le premier cas : la transformation �(3;2) permet de d�eformer
davantage le bloc Y . Le r�esidu est donc beaucoup plus faible et la di��erence entre
X et Y est di�cilement perceptible. Si maintenant on consid�ere le bloc �ls X 0, on
peut observer que le r�esidu interpol�e I(") apporte tr�es peu de modi�cations.

On peut faire �a ce niveau une observation importante �a partir des deux exemples
pr�ec�edents, qui sera con�rm�ee par les r�esultats exp�erimentaux de la section 5.8.
L'ajout du r�esidu interpol�e I(") dans la synth�ese du bloc �ls X 0 apporte tr�es peu de
modi�cations lorsque la fonction de transformation est su�samment complexe. Par
contre, plus celle-ci est simple, plus la correction apport�ee par I(") est importante.
En fait, l'ajout de ce terme permet de compenser la simplicit�e de la transformation.
On peut voir facilement avec les deux exemples des �gures 5.13(a) et 5.13(b) que
le r�esultat de la synth�ese r�ealis�ee avec une transformation simple est �nalement
rendu similaire �a celui d'une transformation complexe par l'ajout du r�esidu I(").
Cette observation incite �a penser qu'il est pr�ef�erable d'utiliser une transformation
simple pour deux raisons. La premi�ere est que la complexit�e algorithmique est moins
importante : l'inversion de la matrice A d�e�nie par l'expression (5.7) est plus rapide.
La deuxi�eme est qu'une similarit�e trouv�ee avec une fonction de transformation simple
est souvent visuellement plus signi�cative.

La �gure 5.13(c) illustre un cas de synth�ese r�ealis�ee avec une transformation
lin�eaire �(1;0) o�u l'on permet les isom�etries du bloc Y le but d'augmenter la probabilit�e
de trouver une bonne similarit�e. Encore une fois, on observe l'importance de l'ajout
de I(") dans la synth�ese de X 0 pour rattraper le r�esidu de similarit�e qui existe entre
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Figure 5.13 { Exemples de synth�eses de similarit�es r�ealis�ees �a partir de la pyramide �a 2 niveaux
de la �gure 5.4, avec di��erentes fonctions de transformation : (a) transformation lin�eaire �(1;0),
(b) transformation �(3;2), (c) transformation lin�eaire �(1;0) avec isom�etrie (r�e
exion autour de
l'axe diagonal +45�).
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X et Y .

Nous avons pr�esent�e le mod�ele de synth�ese d'un bloc �ls en consid�erant le cas
particulier o�u son support �etait le même que celui de son bloc p�ere. Dans ce cas,
le niveau de super-r�esolution entier peut être obtenu en partitionnant la base de
la pyramide en blocs p�eres et en synth�etisant les blocs �ls avec le principe d�ecrit
pr�ec�edemment.

De mani�ere plus g�en�erale, ce n'est pas la base de la pyramide qui doit être par-
titionn�ee mais le niveau de super-r�esolution. Les supports des blocs �ls doivent
respecter les contraintes donn�ees par le partitionnement choisi dans l'�etape 3 de l'al-
gorithme g�en�eral �gurant dans la table 5.1. Ces supports sont soit �egaux soit plus
petits que ceux des blocs p�eres. Dans tous les cas, on peut supposer en premier lieu
que le support du bloc �ls est le même que celui du bloc p�ere, puis faire �eventuelle-
ment une restriction du support du bloc �ls a�n de respecter le partitionnement du
niveau de super-r�esolution. Ceci revient tout simplement �a prendre en compte un
sous-ensemble des pixels du blocs �ls.

(a) (b)

Figure 5.14 { Agrandissement de facteur 2 �a partir de la pyramide �a 2 niveaux de la �gure
5.4. La synth�ese des similarit�es est r�ealis�ee : (a) sans ajouter les r�esidus de similarit�es, (b) en
ajoutant les r�esidus de similarit�es.

Nous montrons sur la �gure 5.14 un exemple de synth�ese compl�ete du niveau de
super-r�esolution de la pyramide �a deux niveaux illustr�ee sur la �gure 5.4. Dans cet
exemple, les blocs p�eres ont une taille de 5�5 pixels et le partitionnement du niveau
de super-r�esolution est illustr�e sur la �gure 5.3. La fonction de transformation utilis�ee
par le mod�ele de similarit�e est la fonction lin�eaire �(1;0) et la recherche des similarit�es
est r�ealis�ee sans contrainte particuli�ere sur le premier niveau de la pyramide. La
�gure 5.14(a) montre le cas o�u l'on ne prend pas en compte la correction apport�ee
par l'ajout des r�esidus de similarit�e interpol�es, tandis que la �gure 5.14(b) illustre
le cas o�u ceux-ci sont pris en compte. L'agrandissement obtenu dans le second cas
montre une qualit�e nettement sup�erieure �a celui obtenu dans le premier cas. L'int�erêt
pratique d'ajouter I(") dans l'expression (5.15) se con�rme par cons�equent d'un
point de vue global.
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5.7.2 Agrandissement de facteur sup�erieur �a deux

On suppose qu'une premi�ere phase d'analyse-synth�ese de la pyramide initiale a eu
lieu a�n de produire un premier niveau de super-r�esolution qui double la r�esolution
de la base de la pyramide (cf. section pr�ec�edente). Le niveau de super-r�esolution est
int�egr�e dans la pyramide et constitue d�esormais sa nouvelle base.

Pour produire un agrandissement de facteur sup�erieur �a deux, il faut synth�etiser
�a nouveau un niveau de super-r�esolution qui double la base de la pyramide, l'int�e-
grer dans la pyramide comme sa nouvelle base, puis recommencer jusqu'au facteur
d'agrandissement souhait�e. Pour synth�etiser le niveau de super-r�esolution �a chaque
it�eration, on peut envisager deux approches.

Premi�ere approche : analyse-synth�ese

La premi�ere approche est la plus simple �a mettre en �uvre. Elle consiste �a doubler
dans chaque direction la partition du niveau de super-r�esolution �a chaque it�eration :
la taille en pixels des blocs �ls et des blocs p�eres est constante, mais leur nombre
quadruple �a chaque fois. Cette approche n�ecessite de recommencer �a chaque nouvelle
it�eration la phase d'analyse pour rechercher dans le domaine D des similarit�es aux
blocs p�eres. Pour �eviter d'augmenter d�emesur�ement la complexit�e algorithmique, le
domaine D n'est pas reconstruit. En d'autres termes, les similarit�es sont toujours
recherch�ees sur la pyramide initiale construite �a partir de l'image originale.

La synth�ese des similarit�es avec cette approche ob�eit donc au même sch�ema que
celui pr�esent�e dans la section 5.7.1.

Deuxi�eme approche : synth�ese

La seconde approche est un peu plus complexe �a mettre en �uvre, mais elle
est beaucoup plus rapide puisque la phase d'analyse y est supprim�ee. Dans cette
approche, on suppose que les relations de similarit�e trouv�ees pour les blocs p�eres
lors de la premi�ere analyse sont toujours v�eri��ees pour leurs blocs �ls aux niveaux
de r�esolution sup�erieurs. Selon cette hypoth�ese, on synth�etise �a chaque it�eration le
niveau de super-r�esolution avec un partitionnement identique �a celui utilis�e lors de
la premi�ere analyse. En d'autres termes, les blocs �ls ont toujours le même support,
mais leur nombre de pixels quadruple �a chaque it�eration.

Pour d�ecrire de mani�ere plus formelle le mod�ele de synth�ese utilis�e, nous nous
int�eressons �a la synth�ese d'un bloc �ls particulier en reprenant les conditions initiales
d�ecrites au d�ebut de la section 5.7.1. Le bloc X appartient toujours �a la base de la
pyramide initiale (image originale) et le bloc Y est un bloc similaire li�e �a X par la
relation �(p;q) � �k(Y ) + " = X. Le bloc r�esiduel de la similarit�e " est toujours donn�e
par l'expression (5.14). En supposant que le facteur d'agrandissement souhait�e est
2M (dans chaque direction), il faut produire M niveaux de super-r�esolution. La
synth�ese du bloc �ls de X au m-i�eme niveau de super-r�esolution est donn�ee par la
relation suivante :

(0 < m �M) X"2m = �(p;q) � �k(Y "2m) + I"2
m

(") (5.18)
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o�u la notation " 2m symbolise un agrandissement de facteur 2m. L'op�erateur d'in-
terpolation I"2

m

est toujours celui de la m�ethode d'interpolation par transform�ee
B-spline cubique. Comme le montre la relation (5.18), la synth�ese de X"2m d�epend
en partie du bloc Y "2m qui est un bloc �ls de Y . Tant que Y "2m appartient �a la
pyramide initiale, on peut synth�etiser X"2m sans di�cult�e particuli�ere puisque Y "2m

est connu. Par contre, lorsque le bloc Y "2m n'appartient plus �a la pyramide initiale,
il faut le calculer en synth�etisant les blocs qui le recouvrent. On voit qu'en augmen-
tant le facteur d'agrandissement M , une r�ecursivit�e se met en place de telle sorte
que la synth�ese d'un bloc d�epend de la synth�ese d'un deuxi�eme, qui d�epend lui-
même de la synth�ese d'un troisi�eme, etc. En conclusion, plus l'agrandissement est
grand et plus l'hypoth�ese de pr�eservation des similarit�es initiales se fragilise par la
propagation des erreurs. Nous verrons �a l'aide de r�esultats exp�erimentaux (section
5.8) que cette conclusion se traduit en pratique par une d�egradation de la qualit�e
de l'agrandissement qui est proportionnelle au facteur d'agrandissement.

L'application de la transformation spatiale �k dans l'expression (5.18) ne pose pas
de probl�eme particulier. Comme dans le mod�ele de synth�ese d'un agrandissement
de facteur 2, il su�t de r�ealiser l'isom�etrie indiqu�ee par k (cf. expression (5.4)).

L'application de la transformation massique �(p;q) n�ecessite un sur-�echantillonnage
de facteur 2m du polynôme �xe. Ainsi, lorsque le �ltre utilis�e pour construire la
pyramide est de largeur impaire, la transformation massique du bloc Z = �k(Y "2m)
est donn�ee par :

�(p;q)(Zi;j) =
pX

n=1

anZ
n
i;j +

qX
n=0

bn

�
i

2m

�n
+ cn

�
j

2m

�n
(5.19)

Lorsque le �ltre a une largeur paire, il faut sur-�echantillonner le polynôme �xe en
introduisant un d�ephasage de 1�2m

2m+1 . Dans ce cas, la transformation massique est
donn�ee par :

�(p;q)(Zi;j) =
pX

n=1

anZ
n
i;j +

qX
n=0

bn

�
2i+ 1 � 2m

2m+1

�n
+ cn

�
2j + 1 � 2m

2m+1

�n
(5.20)

Dans la pr�esentation du mod�ele de synth�ese pr�ec�edent, nous avons suppos�e que
les supports des blocs �ls X"2m (0 < m < M) �etaient identiques �a ceux de leur bloc
p�ere X. En pratique, les supports des blocs �ls doivent respecter le partitionnement
des niveaux de super-r�esolution choisi au d�epart (cf. �etape 3 de l'algorithme de la
table 5.1). Pour cela, il su�t de faire une restriction au v�eritable support du bloc
�ls qui est indiqu�e par la partition.

5.8 R�esultats exp�erimentaux

Cette section est consacr�ee �a l'�etude exp�erimentale de notre m�ethode d'agran-
dissement. Cette �etude s'int�eresse tout d'abord aux param�etres de la m�ethode, et
notamment aux e�ets obtenus sur le r�esultat d'un agrandissement de facteur 2 en



132 Agrandissement par synth�ese de similarit�es sur une pyramide

faisant varier ces di��erents param�etres. Ceci nous permet de mieux comprendre le
rôle de chacun d'entre eux et nous aide ainsi �a choisir plus facilement leur valeur.
Pour faciliter cette �etude, nous commen�cons dans la section 5.8.1 par �xer une con�-
guration standard de l'ensemble des param�etres. Ensuite, dans la section 5.8.2, nous
les faisons varier en nombre r�eduit, souvent de mani�ere unique, mais toujours dans le
contexte de la con�guration standard que nous avons d�e�nie. Nous nous int�eressons
surtout aux e�ets g�en�er�es par la variation de ces param�etres. Il semble raisonnable
de supposer que ces e�ets sont communs �a une majorit�e d'images.

La section 5.8.3 est consacr�ee �a la validation de notre m�ethode d'agrandissement.
Nous �etudions la qualit�e de l'information produite par le mod�ele de synth�ese. Nous
�etudions en particulier dans quelle mesure l'hypoth�ese de pr�eservation id�eale des
similarit�es exploit�ee pour cr�eer le niveau de super-r�esolution de la pyramide est vali-
d�ee en pratique. Pour cela, nous utilisons une image de r�ef�erence et l'agrandissement
de facteur 2 est r�ealis�e �a partir de la r�eduction de cette image de r�ef�erence.

Dans la section 5.8.4, nous montrons des agrandissements de facteur sup�erieur �a
deux. Nous comparons en particulier les deux approches que nous avons propos�ees
dans la section 5.7.2.

En�n, la section 5.8.5 compare la qualit�e d'agrandissements obtenus par notre
m�ethode �a ceux produits par la transform�ee B-spline (chapitre 2) et le �ltrage m�edian
(chapitre 3).

5.8.1 Con�guration standard des param�etres

Les di��erents param�etres de notre m�ethode d'agrandissement sont pr�esent�es dans
la table 5.7. Pour les �etudier, nous utilisons deux images di��erentes de 64�64 pixels.
La premi�ere est une image simple extraite de l'image de Lenna de 512�512 pixels. La
deuxi�eme image est un peu plus complexe, elle est extraite de l'image du cameraman
de 256 � 256 pixels.

Certains de ces param�etres d�ependent beaucoup des caract�eristiques de l'image
�a agrandir. C'est principalement le cas de l'�ecart-type minimum d'un bloc pour le
s�electionner dans le domaine D et aussi celui de l'�ecart-type minimum d'un bloc
pour ex�ecuter une recherche de similarit�e. Nous adaptons ces deux param�etres �a
chaque image trait�ee, les autres param�etres �etant communs.

Concernant la pyramide, nous choisissons d'utiliser une pyramide de quatre ni-
veaux et d'utiliser le �ltre de Burt de taille 5� 5 avec � = 0:625 (cf. section 4.3.2).
La comparaison exp�erimentale entre di��erents �ltres a montr�e la sup�eriorit�e du �ltre
5 � 5 de Burt, tant au niveau de la complexit�e algorithmique qu'au niveau de la
qualit�e visuelle par l'absence d'ondulations et de d�ephasage (cf. section 4.3.4).

Le �ltre choisi pour construire la pyramide �etant un �ltre de largeur impaire, les
blocs du domaine de recherche D ont donc une taille de 5 � 5 pixels. Ceux-ci sont
s�electionn�es �a partir de la pyramide de di��erences. Ceci permet de faire la s�election
des blocs en fonction de leur contenu fr�equentiel (cf. section 4.3.5). Un bloc est
s�electionn�e si son �ecart-type est sup�erieur �a 4 pour l'image de Lenna et �a 10 pour
l'image du cameraman. Chaque valeur est �x�ee pour avoir un nombre su�sant de
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1. La pyramide
� Nombre de niveaux (entier > 1).
� Choix d'un �ltre et en particulier de sa parit�e.

2. Le domaine de recherche D
� S�election des blocs avec une pyramide de di��erences

(oui/non).
� Ecart-type minimum d'un bloc du domaine (r�eel > 0).
� Classi�cation du domaine (oui/non) : choix d'un angle-limite

(r�eel > 0) entre les plans de transformations.
3. La recherche des similarit�es

� Choix du mod�ele de similarit�e : degr�e p du polynôme d'�echelle,
degr�e q du polynôme �xe et isom�etries permises (identit�e, ro-
tations ou rotations+r�e
exions).

� Ecart-type minimum d'un bloc pour ex�ecuter une recherche
(r�eel > 0) : calcul �a partir de la pyramide de di��erences
(oui/non).

� Profondeur de la recherche dans le domaine D (pourcentage).
� Mod�ele de recherche (local ou global) et choix de la tol�erance T

sur le recouvrement du bloc p�ere dans le cas d'une recherche
locale.

4. Le partitionnement du niveau de super-r�esolution

Table 5.7 { Les di��erents param�etres �a choisir pour agrandir une image par synth�ese de
similarit�es sur une pyramide.

blocs dans le domaineD. Par la suite, nous serons parfois amen�es �a utiliser un �ltre �a
largeur paire pour construire la pyramide. Un tel �ltre introduit un d�ephasage sur la
pyramide de di��erences qui g�en�ere des �ecart-types de blocs beaucoup plus importants
(voir �gure 5.17(a)). Pour tenir compte de ce ph�enom�ene, il faut red�e�nir l'�ecart-
type minimum �min d'un bloc du domaine D lorsque le �ltre a une largeur paire.
Dans ce cas, nous prendrons �min = 9 pour Lenna et �min = 18 pour le cameraman.
Par d�efaut, le domaine D n'est pas organis�e en classes. Les blocs du domaine sont
seulement ordonn�es selon leur variance (cf. section 5.4.1).

En ce qui concerne la recherche des similarit�es, on utilise le mod�ele de recherche
global avec l'algorithme d'exploration du domaine D bas�e sur la variance des blocs
qui est d�ecrit dans la table 5.4. Cet algorithme est d�e�ni en exploitant les repr�esen-
tants des di��erentes classes du domaine. Le domaine D n'�etant pas classi��e dans la
con�guration standard des param�etres, nous supposerons que chaque bloc du do-
maine d�e�nit une classe dont il est le repr�esentant. La profondeur de recherche w,
qui s'exprime comme un pourcentage du nombre de blocs pr�esents dans le domaine
D, est �x�ee �a 50%. La recherche d'une similarit�e est r�ealis�ee uniquement pour les
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(a) (b)

Figure 5.15 { Localisation des blocs synth�etis�es par similarit�e dans les images de Lenna et du
cameraman en prenant respectivement �min = 3 et �min = 8.

blocs qui ont un �ecart-type sup�erieur ou �egal �a 3 pour l'image de Lenna et �a 8 pour
l'image du cameraman. Celui-ci est calcul�e �a partir de la pyramide de di��erences
a�n de prendre en compte le contenu fr�equentiel des blocs. Ces deux seuils ont �et�e
�x�es pour que les blocs synth�etis�es sur le niveau de super-r�esolution recouvrent les
zones de la base de la pyramide de di��erences qui ont des variations d'intensit�e non
n�egligeables (voir les pyramides de di��erences illustr�ees sur la �gure 5.16). Les �-
gures 5.15(a) et 5.15(b) illustrent la localisation des blocs qui sont synth�etis�es par
des similarit�es avec les seuils choisis pour l'image de Lenna et celle du cameraman.
Comme nous l'avons d�ej�a expliqu�e pr�ec�edemment, lorsque le �ltre a une largeur
paire, l'�ecart-type �min d'un bloc est beaucoup plus grand sur la pyramide des dif-
f�erences. Dans ce cas, nous prendrons �min = 6 pour Lenna et �min = 14 pour le
cameraman. Le mod�ele de similarit�e utilis�e par d�efaut est bas�e sur une transforma-
tion massique lin�eaire �(1;0). De plus, les isom�etries permises sont l'identit�e et les
rotations des blocs.

En�n, le partitionnement du niveau de super-r�esolution est celui qui est illustr�e
sur la �gure 5.3. C'est le seul partitionnement que nous ayons d�e�ni pour les �ltres
�a largeur impaire. En fait, le changement de partition sera �etudi�e dans le cadre d'un
�ltre �a largeur paire avec les trois partitions illustr�ees sur la �gure 5.2.

La �gure 5.16 illustre la pyramide passe-bas, la pyramide de di��erences, le do-
maine de recherche D et l'image agrandie qui sont obtenus pour l'image de Lenna
et celle du cameraman, ceci avec la con�guration standard des param�etres que nous
avons d�e�nie pr�ec�edemment.

5.8.2 Etude des param�etres

Dans cette section, nous faisons varier certains param�etres de la con�guration
standard et nous �etudions leur in
uence sur le r�esultat de l'agrandissement.

La profondeur de la pyramide

Le premier param�etre li�e �a la pyramide est le nombre de ses niveaux. On peut
en particulier s'interroger sur la localisation des similarit�es trouv�ees. Est-ce que ces
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pyramide de différences domaine de recherche des similarités image agrandie

pyramide de différences domaine de recherche des similarités image agrandie

pyramide passe-bas

pyramide passe-bas

Figure 5.16 { Agrandissement de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman par synth�ese
de similarit�es sur une pyramide. Les param�etres utilis�es sont ceux de la con�guration standard.
Les niveaux de gris de la pyramide de di��erences sont ampli��es d'un facteur 2.

similarit�es sont r�eparties �equitablement sur l'ensemble des niveaux?

Tout d'abord, la table 5.8 indique le nombre de blocs du domaine de recherche
D qui appartiennent �a chaque niveau de la pyramide. Le deuxi�eme nombre indique
�a chaque fois le nombre maximum de blocs qui peuvent être extraits sur le niveau
correspondant. On voit en particulier qu'en montant dans la pyramide, le rapport
entre les deux nombres tend vers 1. Ceci est normal puisqu'en montant dans la
pyramide, la taille du niveau diminue tandis que celle des blocs est constante.

Image Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Lenna 505 / 784 141 / 144 16 / 16
Cameraman 572 / 784 141 / 144 16 / 16

Table 5.8 { Niveau d'origine des blocs du domaine de recherche D.
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La table 5.9 montre quant �a elle le nombre de similarit�es d�etect�ees sur chaque
niveau. Au vu de ces r�esultats, il apparâ�t clairement que les similarit�es sont essen-
tiellement trouv�ees sur le premier niveau, un peu sur le deuxi�eme et pratiquement
pas sur le troisi�eme. Cependant, ce constat est parfaitement normal puisque la table
5.8 montre que la majorit�e des blocs du domaine de recherche est issue du premier
niveau.

Image Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Lenna 265 11 2
Cameraman 418 78 5

Table 5.9 { Niveau d'origine des similarit�es.

Pour savoir si la r�epartition des similarit�es sur l'ensemble des niveaux est �equi-
table, il faut consid�erer les r�esultats de la table 5.9 relativement �a la quantit�e de
blocs du domaine D associ�ee �a chaque niveau. Pour cela, nous d�e�nissons un indice
Pk pour chaque niveau k de la mani�ere suivante :

Pk =
Sk
Dk

P
iDiP
i Si

(5.21)

o�u Dk est le nombre de blocs du domaine D qui appartiennent au niveau k et Sk est
le nombre de similarit�es d�etect�ees sur le niveau k. Les r�esultats sont pr�esent�es dans
la table 5.10. Pour l'image de Lenna, on peut observer que les niveaux 2 et 3 ne sont
pas vraiment exploit�es dans la recherche des similarit�es. Pour l'image du cameraman,
la r�epartition est plus �equitable. Cependant, dans les deux cas, on constate que plus
on monte dans la pyramide et plus la probabilit�e qu'un bloc soit similaire �a un bloc
de l'image originale diminue. Ceci semble indiquer que la recherche de similarit�es
dans les r�esolutions faibles de l'image originale (niveaux sup�erieurs de la pyramide)
est g�en�eralement inutile. Cette conclusion est surtout vraie pour l'image de Lenna.
Pour l'image du cameraman, la meilleure r�epartition des similarit�es sur les niveaux
indique qu'il y a tout de même un int�erêt �a e�ectuer des recherches de similarit�e sur
les niveaux sup�erieurs de la pyramide. En fait, cette meilleure r�epartition s'explique
par les contours de la tête du cameraman qui ont des propri�et�es remarquables de
similarit�e �a tous les niveaux de la pyramide (cf. �gure 5.16).

Image Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Lenna 1.25 0.19 0.30
Cameraman 1.06 0.80 0.45

Table 5.10 { Indice de r�epartition des similarit�es sur les niveaux de la pyramide.
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Le �ltre de la pyramide

Le second param�etre li�e �a la pyramide est le �ltre permettant de la construire.
Comme nous l'avons d�ej�a dit pr�ec�edemment dans le choix de la con�guration stan-
dard des param�etres, le �ltre 5 � 5 de Burt avec � = 0:625 est le �ltre qui pr�esente
les meilleures propri�et�es pour construire une pyramide sans introduire d'ondulations
et de d�ephasage (cf. �etude exp�erimentale de la section 4.3.4). On peut cependant
s'interroger sur l'in
uence de l'utilisation d'un �ltre �a largeur paire sur le r�esultat de
l'agrandissement. Dans ce cas, la fenêtre de similarit�e est de taille 4 � 4 pixels. On
peut supposer qu'avec cette taille les similarit�es sur la pyramide sont plus faciles �a
trouver qu'avec celle de 5�5 pixels associ�ee au �ltre de largeur impaire. Cependant,
on a �egalement plus de chance d'avoir des similarit�es moins signi�catives puisque
l'espace de transformation se r�eduit.

(a) (b) (c)

Figure 5.17 { Utilisation d'un �ltre �a largeur paire : (a) pyramides de di��erences, (b) agran-
dissement de l'image de Lenna, (c) agrandissement de l'image du cameraman.

Les �gures 5.17(b) et 5.17(c) illustrent les agrandissements des images de Lenna et
du cameraman, obtenus dans le contexte o�u le �ltre est de largeur paire. Nous avons
utilis�e ici le �ltre 4�4 de Burt avec � = 0:562 (cf. section 4.3.2). Les agrandissements
obtenus semblent de moins bonne qualit�e que ceux obtenus avec le �ltre 5 � 5 de
Burt sur la �gure 5.16, surtout pour l'agrandissement du cameraman. En fait, la
d�egradation s'explique essentiellement par le d�ephasage introduit par le �ltre de
largeur paire qui d�enature les structures, et en particulier les contours. Ce d�ephasage
est particuli�erement visible dans les pyramides de di��erences pr�esent�ees sur la �gure
5.17(a).

Construction du domaine de recherche D
Pour construire le domaine de recherche D, il faut s�electionner des blocs de la

pyramide. Cette s�election est li�ee �a deux param�etres, le premier est l'�ecart-type
minimum que doit avoir un bloc pour faire partie du domaine D et le second est le
choix de la pyramide utilis�ee pour calculer l'�ecart-type des blocs. Nous avons vu dans
la section 5.4.2 que l'utilisation de la pyramide de di��erences pour e�ectuer ce calcul
permettait de s�electionner des blocs qui contenaient des hautes fr�equences. C'est une
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propri�et�e n�ecessaire pour pouvoir prolonger le spectre initial lors de la synth�ese des
similarit�es. La valeur de l'�ecart-type minimumd'un bloc est donc li�ee �a l'importance
de ses hautes fr�equences. Cette valeur agit sur le nombre de blocs pr�esents dans le
domaine D. Elle doit être assez �elev�ee pour �eliminer les blocs qui ne contiennent pas
de hautes fr�equences. Cependant, en prenant une valeur trop grande, on diminue la
probabilit�e de trouver des similarit�es par la suite. Le choix de cette valeur nâ�t d'un
compromis entre ces deux contraintes. Pour la partie exp�erimentale, nous renvoyons
le lecteur �a l'exemple pr�esent�e dans la section 5.4.

Classi�cation du domaine de recherche D
Les blocs du domaine de recherche D peuvent être classi��es en utilisant l'algo-

rithme d�evelopp�e dans la section 5.5. Pour cela, il faut choisir un angle-limite �max
entre les plans de transformation. Cet angle agit sur l'importance du regroupement
des blocs et, par cons�equent, sur le nombre de classes du domaine. On peut suppo-
ser que lorsque le nombre de classes diminue, le temps de recherche des similarit�es
et la qualit�e des similarit�es diminuent �egalement. Pour le moment, nous �etudions
exp�erimentalement ces di��erents aspects avec l'image du cameraman.

Les �gures 5.18(a) et 5.18(b) illustrent respectivement l'�evolution du nombre de
classes en fonction de l'angle �max et le temps (en secondes) requis pour classer
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Figure 5.18 { Classi�cation du domaine de recherche pour l'image du cameraman. In
uence
de l'angle �max (en degr�es) sur : (a) le nombre de classes du domaine, (b) le temps mis pour
classi�er le domaine, (c) le temps total mis pour rechercher les similarit�es, (d) l'erreur RMSE

entre l'agrandissement obtenu avec classi�cation et celui obtenu sans classi�cation.



5.8 R�esultats exp�erimentaux 139

0

1

2

3

4

5

6

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0

100

200

300

400

500

600

700

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0

1

2

3

4

5

6

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

αmax

Nombre de classes Temps (sec)

max

αmax

Temps (sec)

α

αmax

RMSE

(a) (b)

(d)(c)

Figure 5.19 { Classi�cation du domaine de recherche pour l'image de Lenna. In
uence de
l'angle �max (en degr�es) sur : (a) le nombre de classes du domaine, (b) le temps mis pour
classi�er le domaine, (c) le temps total mis pour rechercher les similarit�es, (d) l'erreur RMSE

entre l'agrandissement obtenu avec classi�cation et celui obtenu sans classi�cation.

les blocs du domaine. Dans les deux cas, on trouve une courbe qui ob�eit �a une loi
gaussienne.

La �gure 5.18(c) montre le temps mis pour rechercher l'ensemble des similari-
t�es dans le domaine de recherche. Globalement, la courbe semble �egalement ob�eir
�a une loi gaussienne. On peut cependant observer une petite zone d'oscillations
lorsque �max est compris entre 80� et 86�, puis deux ((d�ecrochements)) tr�es nets pour
�max = 91� et �max = 114�, et en�n un ((plateau)) lorsque �max > 151� . La zone
d'oscillations correspond �a une zone d'instabilit�e du nombre de classes, celui-ci varie
dans l'intervalle [5; 9] de mani�ere chaotique. Le premier d�ecrochement correspond au
passage de 4 �a 3 classes et le deuxi�eme �a celui de 3 �a 2 classes. En�n, le plateau �nal
apparâ�t avec la classe unique. Dans ce cas, le temps de recherche des similarit�es
n�ecessaire est deux fois plus important que lorsque le nombre de classes est le même
que celui des blocs du domaine. En e�et, dans le second cas, on b�en�e�cie d'une
profondeur de recherche de 50% tandis que dans le premier cas, la recherche se fait
parmi tous les blocs de la classe unique, c'est-�a-dire parmi la totalit�e des blocs du
domaine.

Pour �evaluer la qualit�e de l'agrandissement en fonction de l'angle �max, nous
utilisons l'image agrandie sans classi�cation comme image de r�ef�erence. La �gure
5.18(d) montre l'erreur RMSE (cf. section 3.6) g�en�er�ee entre l'image de r�ef�erence et
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domaine de recherche classifié

domaine de recherche classifié

image agrandie

image agrandie

Figure 5.20 { Agrandissement de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman en classi�ant
le domaine de recherche : �max = 35� pour l'image de Lenna et �max = 30� pour l'image du
cameraman.

l'agrandissement obtenu en augmentant �max. L'erreur crô�t rapidement de mani�ere
lin�eaire jusqu'�a �max � 50�. Ensuite, elle oscille horizontalement jusque �max = 150�.
Au-del�a, le domaine ne contient plus qu'une seule classe et la recherche des similarit�es
se fait sur la totalit�e du domaineD. C'est ce qui explique la brusque chute de l'erreur.

La �gure 5.19 montre les mêmes courbes d'exp�erimentation pour l'image de
Lenna. Elles ont �a peu pr�es les mêmes propri�et�es que celles d�ecrites pr�ec�edemment
pour l'image du cameraman.

La �gure 5.20 illustre les agrandissements obtenus en classi�ant les domaines
de recherche. Les valeurs de l'angle-limite �max ont �et�e choisies pour r�ealiser un
compromis int�eressant entre la rapidit�e de recherche des similarit�es et la qualit�e de
l'agrandissement. Pour l'image de Lenna, on acc�el�ere signi�cativement la recherche
des similarit�es sans que la d�egradation du r�esultat de l'agrandissement ne soit vrai-
ment perceptible. L'image du cameraman �etant plus complexe, il est beaucoup plus
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di�cile de diminuer le nombre de classes sans trop d�egrader la qualit�e de l'agrandis-
sement. On voit donc, �a travers ces deux exemples, que l'int�erêt de la classi�cation
du domaine d�epend avant tout de la complexit�e de l'image trait�ee. Il d�epend �egale-
ment de la taille de l'image car plus elle est grande, plus les blocs sont nombreux et
plus la n�ecessit�e de les regrouper en classes se fait ressentir.

Le mod�ele de similarit�e

Pour rechercher des similarit�es dans le domaine D, il faut tout d'abord �xer les
param�etres du mod�ele de similarit�e que nous avons pr�esent�e dans la section 5.3.1.
Ces param�etres sont au nombre de trois.

Les deux premiers sont li�es �a la fonction de transformation massique �(p;q). Plus
pr�ecis�ement, il faut �xer le degr�e p du polynôme d'�echelle et le degr�e q du polynôme
�xe. La �gure 5.21 illustre di��erents agrandissements de l'image de Lenna obtenus
en faisant varier le couple (p; q) dans l'intervalle f1; 2; 3g � f0; 1; 2g. Pour montrer
plus nettement l'in
uence de la transformation massique sur le r�esultat de l'agran-
dissement, l'interpolation du bloc r�esiduel de la transformation n'est pas ajout�ee
lors de la synth�ese des similarit�es (cf. expression (5.15)). Il s'agit en quelque sorte
d'agrandissements bruts. En augmentant p et en laissant q = 0, les contours de
l'image deviennent plus saillants. Ce ph�enom�ene s'explique par le fait que plus p
est grand, et plus le polynôme d'�echelle a la possibilit�e d'ampli�er le contraste du
bloc trait�e. En augmentant q et en laissant p = 1, l'image devient moins bruit�ee
et les contours semblent plus lisses, surtout pour q = 1. En fait, lorsque q = 1,
le polynôme �xe se traduit par un plan d'inclinaison variable, ce qui produit des
transitions plus continues. Avec q = 2, on ajoute une parabolo��de au plan pr�ec�e-
dent, ce qui produit des transitions un peu plus brusques. La diminution du bruit
observ�ee en augmentant q est due au polynôme �xe qui prend plus d'importance
que le polynôme d'�echelle dans la transformation du bloc trait�e. Plus pr�ecis�ement,
le bloc arti�ciel produit par le polynôme �xe prend plus de poids que le bloc naturel
trait�e par le polynôme d'�echelle. Le bruit qui est introduit par le bloc naturel est
donc plus faible. En augmentant �a la fois p et q, on b�en�e�cie en même temps d'un
meilleur contraste et d'une diminution du bruit dans l'image agrandie. C'est ce que
l'on observe pour les transformations �(2;1) et �(3;2) sur la �gure 5.21. Cependant, la
�gure 5.22 montre que les di��erences entre les agrandissements obtenus avec �(1;0),
�(2;1) et �(3;2) sont beaucoup moins perceptibles lorsque l'interpolation du r�esidu de
transformation est ajout�ee lors de la synth�ese des similarit�es. Il apparâ�t nettement
que les limitations de la transformation �(1;0) sont compens�ees par l'utilisation du
r�esidu de la transformation au moment de la synth�ese. La cons�equence est que le rap-
port ((qualit�e/quantit�e de calculs)) est beaucoup plus int�eressant avec �(1;0) qu'avec
�(2;1) ou �(3;2). D'un point de vue pratique, il semble donc pr�ef�erable d'utiliser la
transformation �(1;0) d�es lors que les r�esidus de transformation sont exploit�es dans
la synth�ese des similarit�es. Cette conclusion est renforc�ee par le fait que l'utilisation
de polynômes de degr�es �elev�es introduit parfois une instabilit�e dans la synth�ese des
similarit�es. Ce ph�enom�ene se traduit par l'apparition d'un bruit assez gênant que
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Figure 5.21 { Agrandissements de facteur 2 de l'image de Lenna obtenus en variant les pa-
ram�etres p et q de la fonction de transformation massique �(p;q). Le r�esidu de transformation
n'est pas pris en compte lors de la synth�ese de similarit�e.

l'on peut distinguer sur les agrandissements de l'image du cameraman pr�esent�es sur
la �gure 5.22.

Le troisi�eme param�etre est li�e �a la fonction de transformation spatiale �k qui agit
sur le bloc trait�e en lui appliquant l'une des huit isom�etries d�e�nies par (5.4). Ce
param�etre consiste �a choisir les isom�etries qui sont permises lors de la recherche
de similarit�es. Dans le cadre de notre application, nous avons d�e�ni les trois pos-
sibilit�es suivantes : identit�e (k = 0), identit�e et rotations (0 � k � 3), identit�e,
rotations et r�e
exions (0 � k � 7). En augmentant le nombre d'isom�etries permises,
on augmente la possibilit�e de trouver des similarit�es int�eressantes, mais on aug-
mente �egalement de mani�ere proportionnelle la quantit�e de calculs. La �gure 5.23
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Figure 5.22 { Agrandissements de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman en utilisant
les fonctions de transformation massique �(1;0), �(2;1) ou �(3;2). Le r�esidu de transformation est
pris en compte lors de la synth�ese de similarit�e.

(a) (b) (c)

Figure 5.23 { Agrandissements de facteur 2 de l'image du cameraman obtenus avec di��erents
groupes d'isom�etries : (a) identit�e, (b) identit�e et rotations, (c) identit�e, rotations et r�e
exions.
Le r�esidu de transformation n'est pas pris en compte lors de la synth�ese de similarit�e.
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illustre les agrandissements de l'image du cameraman obtenus avec l'une des trois
combinaisons d'isom�etries d�e�nies pr�ec�edemment. Pour faciliter les observations, les
r�esidus de transformation ne sont pas exploit�es lors de la synth�ese des similarit�es. On
constate que l'utilisation des rotations conjointement �a l'identit�e permet d'am�eliorer
signi�cativement la qualit�e de l'agrandissement. L'am�elioration apport�ee par l'uti-
lisation suppl�ementaire des r�e
exions est beaucoup moins perceptible. En fait, les
blocs g�en�er�ees par r�e
exions peuvent souvent être obtenus de mani�ere assez �equiva-
lente par la fonction de transformation massique avec des rotations de bloc. Ceci est
surtout vrai pour les blocs qui contiennent des contours. Les transformations suppl�e-
mentaires apport�ees par les r�e
exions sont donc g�en�eralement redondantes avec les
transformations d�ej�a permises par les rotations. Par contre, les blocs g�en�er�es par ro-
tations ne peuvent g�en�eralement pas être obtenus par une transformation massique
seule. Les isom�etries bas�ees sur les rotations apportent donc un gain de qualit�e non
n�egligeable. En pratique, un excellent compromis entre rapidit�e et qualit�e est r�ealis�e
en utilisant uniquement comme isom�etries l'identit�e et les rotations.

La profondeur de recherche dans le domaine D
La recherche globale d'une similarit�e d'un bloc X dans le domaine D est r�ealis�ee

par une exploration autour du bloc RD du domaine qui a la variance la plus proche
de celle de X (cf. table 5.4). Nous rappelons que les blocs du domaine sont ordonn�es
en fonction de leur variance. La profondeur de recherche autour du bloc RD d�epend
du param�etre w. Celui-ci s'exprime comme un pourcentage du nombre de blocs
pr�esents dans le domaine D. Le nombre de blocs explor�es de chaque côt�e du bloc
RD est donn�e par W=2 avec W = (N �w)=100, N �etant le nombre de blocs pr�esents
dans le domaine D.

En diminuant w, le temps n�ecessaire �a la recherche diminue en proportion, mais
la probabilit�e de trouver une bonne similarit�e devient plus faible. La limitation de la
profondeur de recherche permet �egalement d'e�ectuer les transformations massiques
sur des blocs qui ont une variance assez proche de celle de X, et donc de limiter
l'importance de ces transformations. Ceci permet de privil�egier des similarit�es entre
des blocs visuellement assez proches.

Pour nous aider �a choisir plus pr�ecis�ement la valeur de w, on s'int�eresse �a l'histo-
gramme des profondeurs des meilleures similarit�es du domaine D trouv�ees pour les
blocs de r�ef�erences. Pour chaque bloc de r�ef�erence X, on mesure la profondeur entre
le bloc RD, qui a la variance la plus proche de celle de X, et le bloc le plus similaire �a
X dans le domaine D. Les histogrammes de profondeur pour les images de Lenna et
du cameraman sont illustr�es respectivement sur les �gures 5.24(a) et 5.24(b). Dans
les deux cas, on remarque clairement que la distribution n'est pas uniforme. En fait,
la probabilit�e de trouver la meilleure similarit�e d'un bloc de r�ef�erence diminue avec
la profondeur de recherche. Ce r�esultat montre que l'on peut limiter la profondeur
de recherche sans trop diminuer la probabilit�e de trouver la meilleure similarit�e d'un
bloc dans le domaine D. En prenant par exemple w = 50% pour l'image du came-
raman, on trouve pour une majorit�e de blocs de r�ef�erence leur meilleure similarit�e



5.8 R�esultats exp�erimentaux 145

0

2

4

6

8

10

12

0 25 50 75 100
0

5

10

15

20

25

0 25 50 75 100

(a) (b)

Figure 5.24 { Histogramme de profondeur des meilleures similarit�es pour : (a) l'image de Lenna,
(b) l'image du cameraman. (voir texte pour les explications)

dans le domaine D en explorant seulement la moiti�e de ce domaine.

La recherche locale de similarit�es

La recherche d'une similarit�e localement �a un bloc X d�epend du param�etre T (cf.
table 5.5). Il s'agit d'un param�etre de tol�erance sur le recouvrement du bloc X par
le bloc similaire. Lorsque T est nul, le bloc similaire recouvre compl�etement le bloc
X. Lorsque 0 < T � 5, le recouvrement peut être partiel, et lorsque T > 5, il n'y a
plus forc�ement de recouvrement.

La �gure 5.25 illustre les agrandissements des images de Lenna et du cameraman
obtenus en faisant varier le param�etre T . Pour les deux images, on remarque que
la recherche locale permet de synth�etiser des similarit�es de bonne qualit�e pour les
contours simples, comme le bord du chapeau de Lenna ou le pourtour de la tête du
cameraman. En fait, ce r�esultat est dû au caract�ere auto-similaire des contours �a
travers les r�esolutions (cf. pyramides de di��erences de la �gure 5.16). Pour les blocs
qui contiennent des motifs plus complexes, la recherche locale de similarit�e n'est pas
convaincante. Pour ces blocs, il est pr�ef�erable de faire une recherche globale sur toute
la pyramide. On observe �egalement sur la �gure 5.25 que la recherche locale avec
recouvrement complet (T = 0) est souvent trop restrictive. Une recherche avec un
recouvrement partiel (T = 5) am�eliore beaucoup la qualit�e de l'agrandissement. Par
contre, l'absence �eventuelle de recouvrement (T = 10) n'am�eliore pas de mani�ere
signi�cative la qualit�e. En fait, plus on augmente T , et plus on tend vers une re-
cherche globale des similarit�es. Ceci permet d'am�eliorer progressivement la synth�ese
des blocs complexes, mais cette progression demeure assez lente.

Le partitionnement du niveau de super-r�esolution

Pour simpli�er, nous �etudions les e�ets du partitionnement du niveau de super-
r�esolution sur la qualit�e de l'agrandissement dans le contexte d'un �ltre �a largeur
paire. La �gure 5.26 illustre les agrandissements obtenus avec les di��erents parti-
tionnements repr�esent�es sur la �gure 5.2. Lorsque les blocs �ls ont une taille de 8�8
pixels, ils ont le même support que leurs blocs p�eres de taille 4 � 4 pixels. Dans ce
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T=0 T=5 T=10

T=0 T=5 T=10

Figure 5.25 { Agrandissements de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman obtenus en
e�ectuant une recherche locale des similarit�es et en faisant varier le param�etre T . Pour chaque
couple d'agrandissements, celui du haut est obtenu sans utiliser les r�esidus de transformation
lors de la synth�ese des similarit�es, et celui du bas est obtenu en les utilisant.
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Figure 5.26 { Agrandissements de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman obtenus
avec di��erentes partitions du niveau de super-r�esolution. Pour chaque couple d'agrandisse-
ments, celui du haut est obtenu sans utiliser les r�esidus de transformation lors de la synth�ese
des similarit�es, et celui du bas est obtenu en les utilisant.
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cas, les blocs p�eres forment une partition de la base de la pyramide. L'absence de
recouvrement des blocs p�eres produit lors de la synth�ese des similarit�es un e�et de
bloc qui est partiellement estomp�e en utilisant les r�esidus de transformation. Lorsque
les blocs �ls ont une taille de 4 � 4 pixels, leurs blocs p�eres se recouvrent et l'e�et
de bloc n'est plus perceptible. L'utilisation de blocs �ls de taille 2� 2 pixels permet
d'augmenter le taux de recouvrement des blocs p�eres. Cependant, on remarque que
les am�eliorations apport�ees sont beaucoup moins signi�catives. De plus, on constate
sur l'agrandissement du cameraman un e�et ((pointilliste)).

En diminuant la taille des blocs �ls, on augmente proportionnellement leur nombre,
ainsi que celui des similarit�es �a rechercher dans le domaine D. Pour faire un com-
promis int�eressant entre rapidit�e et qualit�e, on voit qu'il est nettement pr�ef�erable
d'utiliser des blocs �ls de taille 4 � 4 pixels. Le partitionnement �equivalent dans le
contexte d'un �ltre �a largeur impaire est illustr�e sur la �gure 5.3.

5.8.3 Validation du mod�ele

Notre m�ethode d'agrandissement est bas�ee sur la pr�eservation de similarit�es inter-
blocs �a travers deux r�esolutions cons�ecutives de l'image (cf. section 5.7). Dans cette
section, nous nous int�eressons �a la validit�e de cette hypoth�ese. Pour cela, nous r�ea-
lisons l'agrandissement de facteur 2 d'une image obtenue par r�eduction d'une image
originale. Cette proc�edure nous permet d'e�ectuer des comparaisons entre l'image
agrandie et l'image originale qui sert de r�ef�erence.

(a) (b)

Figure 5.27 { (a) Image de r�ef�erence. (b) Pyramide passe-bas obtenue �a partir de la r�eduction
de l'image de r�ef�erence et pyramide de di��erences associ�ee (les niveaux de gris sont ampli��es
d'un facteur 2).

Nous utilisons l'image du cameraman de 128 � 128 pixels comme image de r�e-
f�erence. L'image r�eduite est obtenue par un �ltrage avec le �ltre de Burt de taille
5 � 5 (� = 0:625) et une d�ecimation de facteur 2. L'agrandissement est r�ealis�e par
une synth�ese de similarit�es sur la pyramide g�en�er�ee �a partir de l'image r�eduite du
cameraman. Les param�etres de l'agrandissement sont ceux de la con�guration stan-
dard que nous avons d�e�nie dans la section 5.8.1. La �gure 5.27 montre l'image de
r�ef�erence, la pyramide passe-bas de 4 niveaux g�en�er�ee �a partir de l'image r�eduite et
la pyramide de di��erences associ�ee.
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Dans la suite, nous nous int�eressons �a l'ensemble des blocs (X 0
i) du niveau de

super-r�esolution qui sont synth�etis�es par similarit�e. Pour chacun d'entre eux, nous
associons les deux blocs r�esiduels suivants :8<

: "i = Xi � �(p;q) � �k(Yi)
"0i = Ri �X 0

i = Ri � �(p;q) � �k(Y 0
i )� I("i)

(5.22)

o�u Xi est le bloc p�ere de X 0
i , Yi est le bloc similaire �a Xi par la transformation

�(p;q) � �k, Y 0
i est le bloc �ls de Yi et Ri est le bloc situ�e sur l'image de r�ef�erence

au même emplacement que X 0
i. En d'autres termes, "i repr�esente le bloc r�esiduel

de la similarit�e entre les blocs p�eres Xi et Yi, et "
0
i repr�esente le bloc r�esiduel de la

similarit�e entre les blocs �ls Ri et Y 0
i . La valeur moyenne du r�esidu repr�esent�e par

les blocs "i et "0i peut être mesur�ee par la fonction :

Q(x) =

PN�1
m;n=0 jx(m;n)j

N2
(5.23)

o�u x est un bloc de taille N�N pixels. Les mesures Q("i) et Q("0i) repr�esentent donc
des mesures d'erreur moyenne de similarit�e entre (respectivement) les blocs p�eres et
les blocs �ls. Pour que la mesure Q("0i) soit signi�cative par rapport �a Q("i), il faut
que les supports des blocs �ls soient identiques �a ceux des blocs p�eres. En d'autres
termes, pour calculer Q("0i) on prend pour le support de X

0
i celui de son bloc p�ere Xi

et non pas celui qui est impos�e par le partitionnement du niveau de super-r�esolution.
Ainsi, dans le contexte d'un �ltre �a largeur impaire, le bloc "i a une taille de 5 � 5
pixels et le bloc "0i a une taille de 9� 9 pixels. De même, dans le contexte d'un �ltre
�a largeur paire, le bloc "i a une taille de 4�4 pixels et le bloc "0i a une taille de 8�8
pixels.

D'apr�es l'hypoth�ese de pr�eservation des similarit�es �a travers les r�esolutions, Q0("i)
devrait tendre vers z�ero lorsque Q("i) tend vers z�ero. Dans la suite, nous nous
int�eressons tout d'abord �a la relation entre Q0("i) et Q("i) dans le contexte o�u le
�ltre est de largeur impaire et les param�etres sont ceux de la con�guration standard.
Nous �etudions �egalement l'�evolution de Q("i) et Q("0i) en fonction de la complexit�e
(�ecart-type) des blocs p�eres (Xi). Ensuite, nous nous int�eressons �a l'in
uence de
certains param�etres de la con�guration standard sur la relation entre Q0("i) et Q("i).
Nous �etudions en particulier les in
uences de la transformation massique du mod�ele
de similarit�e, du �ltre �a largeur paire, et de la recherche locale des similarit�es.

La pr�eservation des similarit�es

La �gure 5.28(a) illustre le r�esidu de similarit�e entre les blocs �ls en fonction du
r�esidu de similarit�e entre leurs blocs p�eres, sans que I("i) soit pris en compte pour
synth�etiser X 0

i dans (5.22). La barre verticale en pointill�e indique la valeur moyenne
de Q("i) et la barre horizontale celle de Q("

0
i). Tout d'abord, on remarque que plus

Q("i) diminue et plus Q("0i) diminue. Ceci conforte notre hypoth�ese de pr�eservation
des similarit�es. On remarque �egalement que Q("i) et Q("0i) ont une valeur souvent
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Figure 5.28 { R�esidu de similarit�e entre les bloc �ls en fonction du r�esidu de similarit�e entre les
blocs p�eres. Le r�esidu de similarit�e entre les bloc �ls est calcul�e : (a) sans prendre en compte
I("i), (b) en prenant en compte I("i).

tr�es proche, de sorte que globalement, le nuage de points est assez proche de la
fonction f(x) = x.

Comme le montre la �gure 5.28(b), lorsque les blocs (X 0
i) sont synth�etis�es en cor-

rigeant la transformation avec I("i), le nuage de points se rapproche nettement de
l'axe des abscisses. En fait, le r�esidu de similarit�e entre les blocs �ls devient globa-
lement plus faible. Celui-ci devient même majoritairement plus petit que le r�esidu
de similarit�e entre les blocs p�eres. Cette observation montre clairement l'importance
de rajouter I("i) lors de la synth�ese des similarit�es.

En r�esum�e, la �gure 5.28 montre clairement que l'hypoth�ese de pr�eservation des
similarit�es se v�eri�e pour la majorit�e des blocs. Il existe toujours des blocs pour
lesquels cette hypoth�ese ne s'applique pas, mais ceux-ci sont tr�es minoritaires. En
d'autres termes, la probabilit�e pour qu'une similarit�e inter-blocs soit pr�eserv�ee �a une
r�esolution sup�erieure est en pratique relativement �elev�ee.

Relations entre le r�esidu de similarit�e et l'�ecart-type des blocs

On peut se demander si la validit�e de la pr�eservation des similarit�es d�epend de
la complexit�e des blocs p�eres (Xi). On peut �egalement se demander si Q("i) et
Q("0i) n'augmentent pas proportionnellement �a cette complexit�e. C'est ce que nous
v�eri�ons maintenant en �evaluant la complexit�e d'un bloc par la mesure de l'�ecart-
type de ses niveaux de gris.

La �gure 5.29 illustre le rapport entre Q("0i) et Q("i) en fonction de �(Xi). On
remarque que ce rapport n'augmente pas lorsque �(Xi) augmente et qu'il demeure
plutôt constant avec une valeur proche de 1. Il a même tendance �a être plus grand
lorsque �(Xi) est plus faible. En fait, ce ph�enom�ene s'explique par le fait qu'il y
a plus de probabilit�es pour que des blocs qui ont un �ecart-type faible aient un
r�esidu de similarit�e important par rapport �a la faible quantit�e d'informations qu'ils
contiennent. On remarque que l'utilisation de I("i) lors de la synth�ese permet de
diminuer globalement le rapport Q("0i)=Q("i). En fait, ceci est surtout vrai lorsque
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Figure 5.29 { Rapport entre Q("0i) et Q("i) en fonction de l'�ecart-type du bloc p�ere Xi. Le
r�esidu de similarit�e des bloc �ls est calcul�e : (a) sans prendre en compte I("i), (b) en prenant
en compte I("i).

l'�ecart-type des blocs p�eres est important (�(Xi) > 40). Lorsque l'�ecart-type est
faible (�(Xi) < 40), le rapport reste inchang�e, voire même moins bon lorsque �(Xi)
est tr�es faible.

La �gure 5.30 montre l'in
uence de l'�ecart-type des blocs p�eres (Xi) sur la mesure
Q("i) et sur la mesureQ("0i). On voit clairement que l'amplitude de ces deux mesures
augmente avec la valeur de �(Xi). On pourrait supposer a priori que ces deux
mesures sont proportionnelles �a la complexit�e des blocs p�eres. Cependant, les nuages
de points de la �gure 5.30 montrent que ce n'est pas exactement le cas. Lorsque
�(Xi) augmente, on trouve toujours des blocs pour lesquels le r�esidu de similarit�e
est proche de z�ero.
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Figure 5.30 { (a) R�esidu de similarit�e entre les blocs p�eres en fonction de l'�ecart-type du bloc
p�ere Xi. (b) R�esidu de similarit�e entre les blocs �ls en fonction de l'�ecart-type du bloc p�ere
Xi sans prendre en compte I("i). (c) R�esidu de similarit�e entre les blocs �ls en fonction de
l'�ecart-type du bloc p�ere Xi en prenant en compte I("i).

Ces di��erents r�esultats montrent que l'hypoth�ese de pr�eservation id�eale des simi-
larit�es est valid�ee ind�ependamment de la complexit�e (�ecart-type) des blocs trait�es.
Quelle que soit cette complexit�e, lorsque le r�esidu de similarit�e entre les blocs p�eres
tend vers z�ero, le r�esidu de similarit�e entre les blocs �ls tend �egalement vers z�ero.
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Figure 5.31 { R�esidu de similarit�e entre les bloc �ls en fonction du r�esidu de similarit�e entre
les blocs p�eres pour les transformations massiques �(2;1) (a-b) et �(3;2) (c-d). Le r�esidu de
similarit�e des bloc �ls est calcul�e : (a-c) sans prendre en compte I("i), (b-d) en prenant en
compte I("i).

In
uence de la transformation massique

La �gure 5.31 illustre les relations entre Q("i) et Q("0i) obtenues avec les transfor-
mations massiques �(2;1) et �(3;2). On voit qu'en augmentant les degr�es du polynôme
d'�echelle et du polynôme �xe, les r�esidus de similarit�e entre les blocs p�eres dimi-
nuent. Par contre, les r�esidus de similarit�e entre les blocs �ls ne diminuent pas en
cons�equence. Au contraire, en moyenne, ils augmentent. De plus, on remarque que
les am�eliorations apport�ees par I("i) lors de la synth�ese sont de moins en moins
signi�catives. Finalement, en comparant les nuages de points sur les �gures 5.28(b),
5.31(b) et 5.31(d), il apparâ�t clairement que l'hypoth�ese de pr�eservation des simi-
larit�es est surtout v�eri��ee lorsque le mod�ele de similarit�e est bas�e sur une transfor-
mation massique lin�eaire �(1;0). En augmentant les param�etres p et q de �(p;q), cette
hypoth�ese est de plus en plus fragilis�ee.

Filtre �a largeur paire

La �gure 5.32 illustre la relation entre Q("i) et Q("0i) lorsque le �ltre est de largeur
paire. La fenêtre de similarit�e de largeur 4�4 pixels produit des r�esidus de similarit�e
qui sont en moyenne plus faibles pour les blocs p�eres. En revanche, les r�esidus de
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Figure 5.32 { R�esidu de similarit�e entre les bloc �ls en fonction du r�esidu de similarit�e entre
les blocs p�eres dans le cas d'un �ltre �a largeur paire. Le r�esidu de similarit�e des bloc �ls est
calcul�e : (a) sans prendre en compte I("i), (b) en prenant en compte I("i).
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Figure 5.33 { R�esidu de similarit�e entre les bloc �ls en fonction du r�esidu de similarit�e entre
les blocs p�eres dans le contexte d'une recherche locale des similarit�es (T = 5). Le r�esidu de
similarit�e des bloc �ls est calcul�e : (a) sans prendre en compte l'interpolation du r�esidu des
blocs p�eres I("i), (b) en prenant en compte l'interpolation du r�esidu des blocs p�eres I("i).

similarit�e associ�es aux blocs �ls sont en moyenne plus �elev�es. Ces r�esultats sont en
accord avec la d�egradation de l'agrandissement constat�ee visuellement sur la �gure
5.17 lorsque l'on utilise un �ltre �a largeur paire.

La recherche locale des similarit�es

La �gure 5.33 illustre la relation entre Q("i) et Q("0i) dans le contexte d'une
recherche locale des similarit�es (T = 5). Les nuages de points ont �a peu pr�es les
mêmes caract�eristiques que ceux montr�es sur la �gure 5.28 dans le contexte d'une
recherche globale des similarit�es. Les r�esidus moyens de similarit�e sont cependant
plus �elev�es, surtout pour les blocs p�eres.
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Figure 5.34 { Rapport signal �a bruit en fonction de la valeur limite Qmax du r�esidu de similarit�e
entre les blocs p�eres dans le contexte d'une : (�) recherche locale des similarit�es (T = 5), (4)
recherche globale des similarit�es avec isom�etries rotations, (2) recherche globale des similarit�es
avec isom�etries rotations+r�e
exions.

Choix d'une limite sur le r�esidu de similarit�e

Lorsque le r�esidu d'une similarit�e Q("i) est important, cela signi�e que le bloc Yi
est peu similaire �a Xi. Dans ce cas, il est pr�ef�erable de ne pas r�ealiser la synth�ese
de la similarit�e �a une r�esolution sup�erieure a�n de ne pas d�egrader la qualit�e de
l'agrandissement. Il faut donc �xer une valeur limiteQmax sur le r�esidu de similarit�e.
Dans le contexte de la con�guration standard des param�etres, la �gure 5.28 montre
que le r�esidu moyen des similarit�es entre les blocs p�eres se situe autour d'une valeur
de 16. Le choix de Qmax = 16 peut donc constituer un premier choix int�eressant.
Toutefois, pour mieux cerner l'in
uence de Qmax sur la qualit�e de l'agrandissement,
on peut analyser la mesure du PSNR entre l'image de r�ef�erence et l'image agrandie
en fonction de la valeur de Qmax. Le r�esultat de cette mesure est pr�esent�e sur le
graphique de la �gure 5.34. Lorsque Qmax = 0, aucun bloc �ls n'est synth�etis�e par
similarit�e et le PSNR est de 24:11 dB. Dans ce cas, l'image agrandie est en fait
identique au r�esultat d'une interpolation par transform�ee B-spline cubique. Ensuite,
le PSNR augmente pour atteindre la valeur maximale 24:25 dB pour Qmax = 10,
puis diminue pour repasser en dessous de 24:11 dB aux alentours de Qmax = 16.
Au-del�a de Qmax = 16, le PSNR se d�egrade tr�es rapidement.

En r�esum�e, le choix Qmax = 16 semble être relativement int�eressant. Avec une
valeur plus faible, le PSNR est meilleur, mais le nombre de blocs synth�etis�es par
similarit�e diminue, ce qui limite l'int�erêt de l'approche. En revanche, avec une valeur
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(c)(b)(a)

Figure 5.35 { Localisation des blocs �ls synth�etis�es et agrandissements obtenus avec Qmax =
16 dans le contexte d'une : (a) recherche locale des similarit�es (T = 5), (b) recherche globale
des similarit�es avec isom�etries rotations, (c) recherche globale des similarit�es avec isom�etries
rotations+r�e
exions.

plus forte, le nombre de blocs synth�etis�es augmente, mais le PSNR se d�egrade tr�es
rapidement. La �gure 5.35(b) illustre la localisation des blocs synth�etis�es, ainsi que
l'agrandissement obtenu en choisissant Qmax = 16. Les blocs synth�etis�es sont situ�es
principalement sur le pourtour du cameraman. Il y a tr�es peu de blocs positionn�es
sur la cam�era : les similarit�es sont di�ciles �a trouver dans les niveaux sup�erieurs de
la pyramide.

La �gure 5.34 illustre �egalement les mesures du PSNR dans les cas d'une re-
cherche locale et d'une recherche globale avec des isom�etries suppl�ementaires de
type r�e
exion. La courbe obtenue dans le premier cas est relativement proche de
la courbe associ�ee �a la recherche globale avec isom�etries de type rotation. Cepen-
dant, pour une valeur de Qmax donn�ee, le nombre de blocs synth�etis�es est beaucoup
plus faible lorsque la recherche est locale. Ceci est illustr�e par la �gure 5.35(a) avec
Qmax = 16.

La courbe obtenue dans le deuxi�eme cas pr�esente une valeur du PSNR toujours
plus �elev�ee que celle de la recherche globale e�ectu�ee uniquement avec des isom�etries
de type rotation. La valeur maximale du PSNR est 24:34 dB pour Qmax = 12:5. Non
seulement la valeur du PSNR est plus �elev�ee, mais le nombre de blocs synth�etis�es
est �egalement plus important, comme le montre la �gure 5.35(c). Les am�eliorations
sont surtout situ�ees au niveau du pied droit de la cam�era.
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(a) (b)

Figure 5.36 { Agrandissements de facteur 4 de l'image de Lenna : (a) approche par synth�ese
unique, (b) approche par analyse-synth�ese. L'agrandissement du haut est obtenu sans utiliser
les r�esidus de transformation lors de la synth�ese des similarit�es, et celui du bas est obtenu en
les utilisant.

5.8.4 Agrandissement de facteur sup�erieur �a deux

Pour agrandir une image avec un facteur plus grand que deux, nous avons propos�e
deux approches dans la section 5.7.2. La premi�ere r�ealise la synth�ese des similarit�es
�a toutes les r�esolutions en exploitant uniquement la phase d'analyse r�ealis�ee pour
produire l'agrandissement de facteur deux. La seconde approche e�ectue quant �a elle
une synth�ese �a partir d'une analyse renouvel�ee �a chaque r�esolution interm�ediaire.

Le r�esultat de ces deux approches est pr�esent�e sur la �gure 5.36 dans le cadre
d'un agrandissement de facteur 4 de l'image de Lenna. Les di��erences sont surtout



5.8 R�esultats exp�erimentaux 157

x8 x16

(a) (b)

x8 x16

Figure 5.37 { D�etails des agrandissements de facteur 8 et 16 de l'image de Lenna : (a) approche
par synth�ese unique, (b) approche par analyse-synth�ese.

perceptibles au niveau des discontinuit�es comme le bord du chapeau dans la zone en-
cadr�ee. La �gure 5.37 illustre cette zone particuli�ere dans le cadre d'agrandissements
de facteur 8 et 16 de l'image de Lenna. Les di��erences entre les deux approches sont
ici 
agrantes. Dans le cas de l'approche par synth�ese unique, on observe l'apparition
d'un l�eger e�et de bloc avec des d�ecrochements. Cet e�et n'est pas pr�esent dans
le cas de l'approche par analyse-synth�ese. Toutefois, on peut observer un e�et de
gommage.

En fait, la premi�ere approche r�ealise un zoom auto-similaire sur l'agrandissement
de facteur 2. Elle r�ev�ele donc des di��erences entre les blocs adjacents qui n'�etaient
pratiquement pas perceptibles �a l'�echelle de la premi�ere synth�ese, d'o�u l'e�et de bloc.
Avec la deuxi�eme approche, ces di��erences sont liss�ees �a chaque nouvelle r�esolution
en recommen�cant l'analyse sur une partition plus �ne. Le recouvrement entre les
blocs p�eres permet de pr�evenir l'apparition d'un e�et de bloc.

5.8.5 Comparaisons avec d'autres m�ethodes d'agrandissement

Dans cette section, nous comparons les agrandissements produits par notre m�e-
thode �a ceux produits par l'interpolation par transform�ee B-spline et l'interpolation
par �ltrage m�edian.

La �gure 5.38 pr�esente les r�esultats obtenus par agrandissement de facteur 2
de l'image du cameraman r�eduite qui apparâ�t sur la �gure 5.27(b). L'image de
r�ef�erence et son spectre d'amplitude sont montr�es sur la �gure 2.1. L'interpolation
par transform�ee B-spline se contente de pr�eserver les fr�equences de l'image r�eduite,
d'o�u l'apparition d'un e�et de 
ou assez prononc�e. Malgr�e l'utilisation d'une B-spline
cubique, on observe l'apparition d'un e�et d'ondulation localis�e sur le pourtour du
cameraman. L'interpolation par �ltrage m�edian am�eliore un peu la qualit�e de l'image
agrandie mais l'e�et de 
ou persiste sur le pourtour du cameraman. On remarque
que le �ltre non-lin�eaire est particuli�erement e�cace au niveau du bras de direction
de la cam�era. On observe d'ailleurs sur le spectre que la trace diagonale associ�ee
au bras de direction se prolonge dans les hautes fr�equences comme sur le spectre
de r�ef�erence sur la �gure 2.1(b). L'image agrandie par synth�ese de similarit�es est
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(b)(a) (c)

Figure 5.38 { Agrandissement de facteur 2 de l'image obtenue par r�eduction de l'image du
cameraman et spectre associ�e : (a) interpolation par transform�ee B-spline, (b) interpolation
par �ltrage m�edian, (c) synth�ese de similarit�es.

(b)(a) (c)

Figure 5.39 { Agrandissement de facteur 2 de l'image de Lenna et spectre associ�e : (a) in-
terpolation par transform�ee B-spline, (b) interpolation par �ltrage m�edian, (c) synth�ese de
similarit�es.
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(b)(a) (c)

Figure 5.40 { Agrandissement de facteur 2 de l'image du cameraman et spectre associ�e : (a)
interpolation par transform�ee B-spline, (b) interpolation par �ltrage m�edian, (c) synth�ese de
similarit�es.

la même que celle qui est montr�ee sur la �gure 5.35. L'e�et de 
ou est absent du
pourtour du cameraman et du pied droit de la cam�era : ce sont essentiellement ces
zones qui contiennent des blocs synth�etis�es (cf. �gure 5.35(c)). Le reste de l'image
est identique �a l'image agrandie par transform�ee B-spline et pr�esente donc un e�et
de 
ou important notamment au niveau de la cam�era. Sur le spectre, on remarque
que plusieurs traces se prolongent dans les hautes fr�equences. Elles correspondent �a
l'orientation globale du cameraman, ainsi qu'au pied droit de la cam�era. Toutefois,
contrairement au r�esultat observ�e avec le �ltrage m�edian, la trace diagonale associ�ee
au bras de direction n'est pas prolong�ee. En fait, la �gure 5.35(c) montre que les blocs
synth�etis�es au niveau du bras de direction entourent celui-ci mais ne le recouvrent
presque pas.

La �gure 5.39 illustre les r�esultats obtenus en agrandissant l'image de Lenna.
L'interpolation par transform�ee B-spline produit toujours du 
ou, surtout sur le
bord inf�erieur du chapeau. Le �ltre m�edian am�eliore tr�es peu la qualit�e de l'image
agrandie. On peut observer sur le spectre un prolongement de la trace diagonale.
Cependant, celui-ci est arti�ciel : il est comparable �a ce que l'on obtient avec une
interpolation au plus proche voisin. Il est dû �a une duplication du spectre dans
la direction diagonale. L'image agrandie par synth�ese de similarit�es poss�ede plus
de nettet�e, surtout au niveau des contours du chapeau. On observe d'ailleurs sur le
spectre un prolongement de la trace diagonale qui se scinde en deux traces distinctes.
En fait cette scission, dont on per�coit l'amorce sur le spectre de l'image agrandie
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par transform�ee B-spline, est due aux deux contours du chapeau qui prennent des
directions l�eg�erement di��erentes.

La �gure 5.40 montre les r�esultats obtenus en agrandissant l'image du cameraman.
Les r�esultats sont assez similaires �a ceux de la �gure 5.38. Toutefois, en raison de
l'absence de directions privil�egi�ees, on ne per�coit pas de traces particuli�eres sur le
spectre. Remarquons que l'agrandissement par synth�ese de similarit�es est obtenu en
prenant Qmax = 16, comme dans l'exemple illustr�e sur la �gure 5.38.

5.9 Conclusion

Nous avons d�ecrit dans ce chapitre notre premi�ere approche de l'agrandissement
d'images bas�ee sur la synth�ese de similarit�es �a partir d'une pyramide �a facteur de
r�eduction 2. Le principe global est de rechercher des similarit�es entre des blocs situ�es
sur la base de la pyramide et des blocs situ�es sur les niveaux sup�erieurs. En supposant
que ces liens de similarit�e se pr�eservent �a une r�esolution sup�erieure, les blocs �ls des
blocs situ�es sur la base de la pyramide sont synth�etis�es �a partir de ces liens de
similarit�e et des blocs �ls des blocs similaires situ�es sur les niveaux sup�erieurs de la
pyramide. Cette synth�ese permet �nalement d'extrapoler un niveau suppl�ementaire
de la pyramide, et donc d'obtenir l'agrandissement de facteur 2 de l'image originale.
Nous avons d�evelopp�e et �etudi�e di��erents aspects de ce mod�ele, que ce soit dans la
phase d'analyse (recherche des similarit�es) ou dans la phase de synth�ese.

Phase d'analyse

La notion de similarit�e entre deux blocs repose sur le choix d'un mod�ele de
transformation. Pour cela, nous avons propos�e d'utiliser des fonctions polynomiales.
D'apr�es nos exp�erimentations, la transformation lin�eaire est celle qui g�en�ere globale-
ment les meilleurs r�esultats lors d'une synth�ese �a une r�esolution sup�erieure. En fait,
lorsque le degr�e du polynôme augmente, l'espace de transformation devient plus
important et des blocs visuellement tr�es di��erents peuvent devenir similaires. Dans
ce cas, l'hypoth�ese de pr�eservation d'une similarit�e �a une r�esolution sup�erieure se
fragilise et le risque d'erreur est plus important.

Nous avons �egalement �etudi�e l'utilisation d'isom�etries. Les rotations de blocs
am�eliorent nettement la qualit�e de l'image agrandie. En revanche, les r�e
exions de
blocs sont moins convaincantes : les am�eliorations apport�ees sont insu�santes par
rapport �a la quantit�e de calculs n�ecessaire. En fait, la fonction de transformation
massique permet dans la plupart des cas et notamment sur les contours simples,
d'obtenir le même r�esultat qu'une r�e
exion.

En ce qui concerne la recherche des similarit�es, nous avons �etudi�e deux strat�e-
gies : locale ou globale. La recherche locale est relativement adapt�ee pour des blocs
positionn�es sur des contours simples qui se conservent sur les niveaux sup�erieurs de
la pyramide. Quel que soit le type de bloc, la recherche globale augmente la proba-
bilit�e de trouver une similarit�e signi�cative. Cependant, elle n�ecessite une quantit�e
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de calculs nettement sup�erieure. Pour acc�el�erer la recherche globale, nous avons mis
en place une classi�cation des blocs de la pyramide. Pour cela, nous avons d�eve-
lopp�e un mod�ele original de classi�cation bas�e sur la mesure d'un angle entre deux
espaces de transformation. Les blocs qui partagent plus ou moins le même espace
de transformation sont regroup�es au sein d'une même classe. De cette mani�ere, quel
que soit le bloc de r�ef�erence, la mesure de similarit�e est a peu pr�es identique pour
tous les blocs d'une même classe. Ainsi, lors de la recherche d'une similarit�e, il est
su�sant de consid�erer un repr�esentant par classe. Notre mod�ele de classi�cation se
d�emarque de ceux que l'on trouve en compression fractale par sa prise en compte de
la transformation massique. La classi�cation est surtout adapt�ee lorsque beaucoup
de blocs dans l'image partagent le même espace de transformation. Dans ce cas, elle
permet de diminuer consid�erablement la quantit�e de calculs sans d�egrader la qualit�e
de l'image agrandie.

Pour s�electionner les blocs de la pyramide, nous avons propos�e d'utiliser une
pyramide de di��erences. Ceci permet de prendre en compte le contenu fr�equentiel
des blocs et, en particulier, de r�ealiser la synth�ese des similarit�es �a partir de blocs
qui contiennent des hautes fr�equences. De plus, ceci permet de mettre en �uvre
une recherche de similarit�e uniquement pour des blocs qui contiennent des hautes
fr�equences. Pour les autres blocs, l'absence de hautes fr�equences autorise l'utilisation
d'une m�ethode d'agrandissement qui pr�eserve les fr�equences initiales. Nous avons
choisi d'utiliser pour cela une interpolation par transform�ee B-spline cubique.

Phase de synth�ese

Les similarit�es trouv�ees sont tr�es rarement parfaites. Pour compenser le r�esidu
de similarit�e lors de la synth�ese, celui-ci est interpol�e par une transform�ee B-spline
cubique puis ajout�e au r�esultat. Nous avons montr�e que la prise en compte du
r�esidu de similarit�e lors de la synth�ese permettait d'obtenir des agrandissements de
meilleurs qualit�e en corrigeant en partie les d�efauts de similarit�es.

Lorsque le r�esidu de similarit�e entre deux blocs p�eres est trop important, il est
pr�ef�erable de ne pas r�ealiser la synth�ese. Ainsi, en limitant le r�esidu de similarit�e
admissible, la qualit�e de l'image agrandie s'am�eliore. La valeur-limite est issue d'un
compromis entre le nombre de blocs synth�etis�es par similarit�e et la qualit�e de l'image
agrandie.

Nous avons v�eri��e l'hypoth�ese de pr�eservation des similarit�es �a une r�esolution
sup�erieure. Les r�esultats ont montr�e que l'hypoth�ese �etait valid�ee pour une majorit�e
de blocs synth�etis�es. Il semble que les similarit�es qui contredisent l'hypoth�ese de
pr�eservation aient un r�esidu non n�egligeable. Une solution pour �eviter la synth�ese de
ces similarit�es est donc de diminuer la valeur-limite du r�esidu de similarit�e admissible
pour une synth�ese. Malheureusement, cette solution �ecarte �egalement la synth�ese de
similarit�es v�eri�ant l'hypoth�ese de pr�eservation.

En diminuant les supports des blocs �ls par rapport �a ceux des blocs p�eres, on
g�en�ere des recouvrements entre ces derniers. Ceci permet de supprimer les fausses
discontinuit�es entre les blocs synth�etis�es. La qualit�e de l'image agrandie est donc
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meilleure, mais cette am�elioration se fait au d�etriment du temps de calcul puisque
le nombre de blocs �ls augmente.

Pour r�ealiser un agrandissement de facteur plus grand que deux, nous avons pro-
pos�e deux approches : synth�ese unique ou analyse-synth�ese. La seconde approche
donne un agrandissement de meilleure qualit�e puisque la phase d'analyse est re-
commenc�ee �a chaque r�esolution interm�ediaire. Par contre, la premi�ere approche est
beaucoup plus rapide puisque c'est la phase d'analyse qui est coûteuse en temps de
calcul.

Nous avons compar�e les images agrandies par notre m�ethode �a celles obtenues par
des m�ethodes classiques : interpolation par transform�ee B-spline et �ltrage m�edian.
Les r�esultats montrent que notre m�ethode permet d'obtenir des images agrandies
plus nettes. De plus, en e�ectuant des mesures �a partir d'une image de r�ef�erence,
nous avons montr�e que notre approche donnait une valeur du PSNR plus �elev�ee que
celle issue de la m�ethode d'interpolation par B-spline cubique.

Liens et di��erences avec le zoom fractal

Notre approche est bas�ee sur la notion de similarit�e, comme la m�ethode du zoom
fractal (cf. section 3.4). Toutefois, le zoom fractal classique exploite directement le
code de similarit�es produit par les m�ethodes de compression fractale. Notre approche
prend davantage en compte les exigences de l'agrandissement. A ce titre, elle peut
être consid�er�ee comme une am�elioration du zoom fractal.

Les principales di��erences entre notre approche et le zoom fractal sont les sui-
vantes :

� Dans notre approche, les similarit�es sont recherch�ees sur une pyramide construite
selon la th�eorie de l'�echantillonnage. Dans le zoom fractal, les similarit�es sont
recherch�es sur l'image originale en augmentant la taille des blocs. De plus, pour
que les blocs sources et destinations (cf. section 3.4 pour la terminologie) aient
une taille identique, les blocs sources sont soit d�ecim�es directement sans �l-
trage, soit �ltr�es avec un op�erateur simple r�ealisant une moyenne puis d�ecim�es.
En d'autres termes, le zoom fractal recherche des similarit�es �a des r�esolutions
inf�erieures de l'image, sans prendre en compte la th�eorie de l'�echantillonnage.

� Le code de similarit�es produit par une m�ethode de compression fractale est
bas�e sur la notion d'op�erateur contractant. Ceci impose des conditions sp�e-
ci�ques sur les transformations �el�ementaires entre les blocs, ce qui limite la
qualit�e des similarit�es. Dans notre approche, cette notion est compl�etement
absente puisque l'image originale est connue et que, par cons�equent, il n'est
pas n�ecessaire d'it�erer le code de similarit�es. Remarquons que nous avons mon-
tr�e dans la section 3.4, grâce au th�eor�eme 3.2 dû �a Baharav et al., que le zoom
fractal pouvait être obtenu directement �a partir de l'image originale sans it�erer
le code de similarit�es.

� Dans notre approche, nous prenons en compte les r�esidus de similarit�es pour ef-
fectuer une correction des blocs synth�etis�es. Nous prenons �egalement en compte
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le contenu fr�equentiel des blocs en exploitant une pyramide de di��erences.

Limite de l'approche

La m�ethode d'agrandissement par synth�ese de similarit�es a une limite bien d�e�nie.
Pour fonctionner correctement, il est n�ecessaire de trouver des similarit�es sur la pyra-
mide, or il n'est pas possible de garantir leur existence avec une image quelconque.
En d'autres termes, notre m�ethode n'est pas adapt�ee lorsque les structures dans
l'image sont trop complexes et multiples. En revanche, elle convient parfaitement
lorsque des structures claires se d�egagent de l'image. Pour am�eliorer la m�ethode, il
faut donc augmenter la probabilit�e de trouver des similarit�es sur la pyramide. Pour
cela, nous �etudierons dans le chapitre 7 l'utilisation d'une pyramide �a facteur de
r�eduction

p
2 o�u les transitions entre niveaux sont moins brutales.
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Chapitre 6

Agrandissement par induction sur

un ensemble

6.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre de consid�erer l'agrandissement d'une image I
d'un point de vue ensembliste [27], [28]. Une telle approche de l'agrandissement se
justi�e parce que la solution id�eale d'un agrandissement �a une r�esolution1 particuli�ere
est rarement unique. De mani�ere g�en�erale, on peut même supposer que l'ensemble
K des solutions visuellement admissibles est tr�es grand quoique non in�ni.

Dans ce travail, nous nous int�eressons �a la propri�et�e la plus �evidente de cet en-
semble : la propri�et�e de r�eduction qui �etablit que toutes les images de K doivent
g�en�erer par r�eduction une image unique et que celle-ci doit être identique �a l'image
I. La propri�et�e de r�eduction peut être vue comme une contrainte de r�eversibilit�e de
l'agrandissement. On note � l'op�erateur de r�eduction qui associe une image de r�eso-
lution2 k � 1 �a une image de r�esolution k et Ik�1 l'image originale que l'on souhaite
agrandir �a la r�esolution k. La propri�et�e de r�eduction de K s'�ecrit alors :

(8Xk 2 K) �(Xk) = Ik�1 (6.1)

et l'ensemble des images de r�esolution k qui ont la même propri�et�e est donn�e par :

��1(Ik�1) = fXk j �(Xk) = Ik�1g (6.2)

En pratique, l'op�erateur de r�eduction utilis�e r�ealise un �ltrage passe-bas qui sup-
prime les hautes fr�equences de Xk, puis un sous-�echantillonnage qui ram�ene la r�eso-
lution �a celle de l'image originale Ik�1 et en�n une quanti�cation des valeurs r�eelles

1: A�n de simpli�er les d�eveloppements de ce chapitre, nous nous int�eressons essentiellement �a un
agrandissement de facteur 2. Nous verrons dans la section 6.5 comment adapter ces d�eveloppements
pour r�ealiser un agrandissement de facteur sup�erieur �a 2.

2: Une image est consid�er�ee comme une matrice de taille 2k� 2k. On dit alors qu'il s'agit d'une
image de r�esolution k et cette information est plac�ee en indice (ex: Ik).
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sur l'ensemble des niveaux de gris �a valeurs enti�eres. Pour que la th�eorie demeure
aussi g�en�erale que possible, le �ltre passe-bas est une matrice carr�ee de taille et de
poids quelconques.

Avec l'op�erateur de r�eduction adopt�e, l'�egalit�e stricte dans (6.2) est souvent trop
contraignante puisque l'ensemble ��1(Ik�1) peut être vide. C'est par exemple le cas
lorsque Ik�1 est une image de type �echiquier (un pixel sur deux est blanc, un pixel
sur deux est noir) et que le �ltre passe-bas poss�ede une distribution gaussienne. En
e�et, une image de ce type ne peut pas être obtenue par r�eduction avec ce �ltre
puisqu'il lisse obligatoirement l'image Xk. Il s'agit d'un cas extrême assez �evident,
mais l'ensemble ��1(Ik�1) peut aussi être vide pour des images naturelles et des
�ltres plus proches du �ltre id�eal. Dans le cadre g�en�eral que l'on s'est �x�e, il faut
pouvoir traiter ce probl�eme. Pour cela, lorsque l'ensemble ��1(Ik�1) est vide, on
s'int�eresse aux images proches de Ik�1 pour lesquelles l'ensemble n'est plus vide.
De cette mani�ere, la contrainte d'�egalit�e dans (6.2) est assouplie et on obtient un
ensemble plus g�en�eral qui contient dans tous les cas au moins une solution. Ainsi,
nous d�e�nissons l'ensemble induit d'une image Ik�1 par un op�erateur de r�eduction �
comme l'ensemble des images de r�esolution k dont la r�eduction fournit la meilleure
approximation de Ik�1 :

�k = fXk j �(Xk) � Ik�1g (6.3)

L'ensemble �k est l'ensemble des images agrandies de Ik�1 qui nous int�eresse d�esor-
mais. Lorsqu'il existe au moins une image de r�esolution k qui, par r�eduction avec �,
donne exactement Ik�1, on dit que l'ensemble �k est consistant. Dans le cas contraire,
on dit qu'il est inconsistant.

Pour r�ealiser l'agrandissement de Ik�1 par induction sur l'ensemble �k, on projette
sur celui-ci une image particuli�ere de r�esolution k (voir �gure 6.1). Etant donn�ee la
nature lin�eaire de l'op�erateur de r�eduction �, l'ensemble �k a la propri�et�e d'être
convexe lorsqu'il est consistant, ce qui garantit l'unicit�e de la projection. Cette
propri�et�e n'est malheureusement pas conserv�ee en cas d'inconsistance. Pour que �k

soit �egalement convexe dans le cas inconsistant, nous apporterons des modi�cations
dans sa formulation en section 6.2.3. Finalement, on v�eri�e bien qu'en variant l'image
projet�ee, on peut obtenir tous les �el�ements de �k.

Remarquons que dans la m�ethode d'interpolation probabiliste de Schultz et al.
(cf. section 3.5.3) et surtout dans celle bas�ee sur la variation totale de Guichard et
al. (cf. section 3.5.4), on retrouve �egalement la notion d'ensemble d'agrandissement
contraint en r�eduction. Ces deux m�ethodes se distinguent cependant de notre ap-
proche car leurs auteurs s'int�eressent �a un sous-ensemble de solutions qui minimisent
une certaine fonctionnelle li�ee �a la r�egularit�e de l'image (cette notion de r�egularit�e
est li�ee �a celle de d�eriv�ee). Par ailleurs, dans la m�ethode de Schultz et al., l'op�erateur
de r�eduction est tr�es simpliste puisque le �ltre passe-bas est un �ltre r�ealisant une
moyenne et qu'il n'y a pas de sous-�echantillonnage. Dans la m�ethode de Guichard et
al., l'op�erateur de r�eduction est plus g�en�eral mais le �ltre doit tout de même avoir
une r�eponse fr�equentielle non-nulle pour �eviter de g�en�erer un ensemble de solutions
vide (inconsistant). Dans les deux cas, le probl�eme de la quanti�cation des niveaux
de gris n'est pas pris en compte. En�n, dans la m�ethode de Schultz et al. et dans
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Figure 6.1 { Induction de Ik�1 sur l'ensemble �k par projection d'une image inductrice Sk .

celle de Guichard et al., une solution du sous-ensemble minimisant la fonctionnelle
est obtenue par un algorithme de descente en gradient. Cet algorithme exploite une
solution pr�ealable qui doit d�ej�a satisfaire la contrainte de r�eduction. Dans le premier
cas, cette solution est obtenue par une interpolation au plus proche voisin (cf. section
2.3.1) et dans le deuxi�eme cas, elle est obtenue avec la m�ethode du zero-padding (cf.
section 2.3.2).

Dans notre approche, nous nous int�eressons �a toutes les solutions de l'ensemble
induit d'une r�eduction et il n'y a pas de contrainte particuli�ere sur l'image projet�ee
sur cet ensemble : elle est a priori quelconque. Ceci nous am�ene notamment �a intro-
duire la notion de projection exacte (orthogonale) ou approch�ee (non-orthogonale)
sur cet ensemble. De plus, dans notre approche, le �ltre peut être quelconque puisque
nous traitons le cas d'inconsistance de l'ensemble �k. Il faut aussi souligner que nous
prenons en compte la quanti�cation des niveaux de gris sur des valeurs enti�eres.

Dans la section 6.2, nous caract�erisons pr�ecis�ement l'ensemble �k, que ce soit dans
le cas consistant ou dans le cas inconsistant. Nous formulons ensuite deux types de
projection possibles sur �k : une projection exacte et une projection approch�ee. Dans
la section 6.3, nous d�eveloppons cinq m�ethodes de projections partielles it�er�ees dont
certaines ne peuvent être utilis�ees que dans que dans le cas consistant. Ces m�ethodes
r�ealisent soit une projection exacte, soit une projection approch�ee sur �k. Dans la
section 6.4, nous �etudions le comportement de ces m�ethodes de projections partielles
d'un point de vue exp�erimental �a la fois dans les cas de consistance et d'inconsistance
de �k. En�n, dans la section 6.5, nous g�en�eralisons les d�eveloppements pr�ec�edents
pour r�ealiser une induction avec un facteur d'agrandissement sup�erieur �a deux.
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6.2 Formulation de l'induction

Dans cette section, nous mettons en place le cadre th�eorique relatif �a l'induction
d'une image sur l'ensemble �k d�e�ni par (6.3). Tout d'abord, nous d�e�nissons ma-
th�ematiquement l'op�erateur de r�eduction �. Ensuite, nous caract�erisons l'ensemble
�k dans le cas consistant comme l'intersection d'ensembles �el�ementaires qui exercent
chacun une contrainte locale sur l'ensemble des solutions. Nous le caract�erisons dans
le cas inconsistant comme�etant l'ensemble des images de r�esolution k qui minimisent
la distance �a tous les ensembles �el�ementaires (au sens des moindres carr�es). Nous
formulons par la suite les propri�et�es d'une s�equence de projections partielles sur
les ensembles �el�ementaires pour r�ealiser soit une projection exacte (orthogonale),
soit une projection approch�ee (non orthogonale) sur �k. En�n, nous terminons cette
section en donnant une interpr�etation fr�equentielle de l'ensemble induit d'une r�e-
duction.

6.2.1 G�en�eralit�es

Soit � un espace de Hilbert r�eel, dot�e du produit scalaire h� j �i, de la norme
k � k et de la distance d. On d�e�nit �k comme �etant un sous-espace vectoriel de �
de dimension �nie 2k � 2k. On d�e�nit 
k � �k comme �etant l'espace des images de
r�esolution k �a valeurs dans l'intervalle3 [0; 255] � R+. Il s'agit donc d'un hypercube
de l'espace �k. Pour simpli�er les �ecritures, nous notons Ik = f0; : : : ; 2k � 1g un
ensemble d'indices.

6.2.2 La r�eduction d'une image

Les propri�et�es de l'ensemble �k d�ependent directement du choix de l'op�erateur
de r�eduction �. Celui-ci joue donc un rôle fondamental dans le principe d'induction.
Notre d�e�nition de l'op�erateur de r�eduction repose sur l'analyse fr�equentielle de la
r�eduction que nous avons r�ealis�ee dans la section 4.2. Nous avons pu voir en particu-
lier que la d�ecimation spatiale de l'image, c'est-�a-dire la suppression d'�echantillons,
devait être pr�ec�ed�ee d'une op�eration de convolution avec un �ltre passe-bas. Cette
op�eration permet de supprimer les hautes fr�equences de l'image, ce qui �evite un
repliement du spectre et donc empêche la d�estructuration de l'image.

D�e�nition 6.1 (Op�erateur de r�eduction) Un op�erateur de r�eduction � convo-
lue l'image avec un �ltre passe-bas, d�ecime l'image d'un facteur 2 (dans chaque
direction) et r�ealise une quanti�cation sur des valeurs enti�eres (niveaux de gris).
Ceci se traduit par :

(8k > 0) � : 
k ! 
k�1

Xk 7! bW �Xkc # 2 = Xk�1
(6.4)

3: La nature discr�ete des valeurs des pixels sera prise en compte uniquement pour le passage de

k vers 
k�1 (voir la d�e�nition d'un op�erateur de r�eduction dans la section 6.2.2).
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o�u W repr�esente le �ltre passe-bas, � le produit de convolution, b�c la partie enti�ere
inf�erieure et # 2 la d�ecimation de facteur 2.

Il n'y a pas de restriction particuli�ere sur la taille et les poids du �ltre passe-bas
W. Toutefois, pour simpli�er l'�ecriture math�ematique, nous consid�erons que le �ltre
est de taille (2M + 1)� (2M + 1). On pourrait tr�es facilement �etendre les r�esultats
qui suivent au cas d'un �ltre de largeur paire. En pratique, on peut prendre pour le
�ltre W un des �ltres que nous avons �etudi�es dans la section 4.3.

Pour faciliter le d�eveloppement des m�ethodes de projections partielles dans la
section 6.3, nous reformulons l'op�erateur de r�eduction avec la notation matricielle
suivante :

(8k > 0) �(~Xk) = bH � ~Xkc = ~Xk�1 (6.5)

o�u ~Xk explicite une �ecriture vectorielle de la matrice Xk, c'est-�a-dire : (8(i; j) 2 I2k )
~Xk(2ki+ j) = Xk(i; j). La matriceH est une matrice de taille 22(k�1)�22k, que nous
appelons matrice de r�eduction et que nous d�e�nissons par :

H =

2
666666666666666664

t~Hk;(0;0)

...
t~Hk;(0;2k�1�1)

...
t~Hk;(2k�1�1;0)

...
t~Hk;(2k�1�1;2k�1�1)

3
777777777777777775

(6.6)

o�u (Hk;(i;j))(i;j)2I2
k�1

est une famille de matrices de taille 2k�2k engendr�ee par le �ltre
passe-bas W. Plus pr�ecis�ement, pour tout (i; j) appartenant �a I2k�1, une matrice
Hk;(i;j) positionne le centre du �ltre en (2i; 2j). L'algorithme de g�en�eration d'une
matrice de la famille (Hk;(i;j)) est donn�e dans la table 6.1.
La fonction ' permet de valider les calculs sur les bords de l'image. Elle est d�e�nie
par :

'(x; y) =

8>>><
>>>:

0 si x � 0

x si 0 < x < y

y � 1 si x � y
(6.7)

Ce traitement des bords revient �a dupliquer vers l'ext�erieur les pixels situ�es en
bordure de l'image. Lorsque le �ltre est appliqu�e au niveau de la bordure, on a donc
une superposition d'une partie de ses poids.

6.2.3 Caract�erisation de l'ensemble induit d'une r�eduction

Soit une image originale Ik�1 et un op�erateur de r�eduction � tel que nous l'avons
d�e�ni pr�ec�edemment. Nous cherchons �a pr�esent �a caract�eriser l'ensemble �k d�ecrit
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Hk;(i;j) = 0
pour n allant de �M �a M

pour m allant de �M �a M
s = '(2i +m; 2k) et t = '(2j + n; 2k)
Hk;(i;j)(s; t) = Hk;(i;j)(s; t) +W(m;n)

Table 6.1 { Construction d'une matrice Hk;(i;j).

par (6.3). Pour cela, nous di��erencions le cas consistant o�u ��1(Ik�1) 6= ; du cas
inconsistant o�u ��1(Ik�1) = ;.

Ensemble consistant

Lorsque l'ensemble �k est consistant, on peut le caract�eriser plus pr�ecis�ement dans
l'espace �k en utilisant (6.5) et (6.6) :

�k = ��1(Ik�1) =
n
Xk 2 
k j (8(i; j) 2 I2k�1) bh~Hk;(i;j) j ~Xkic = Ik�1(i; j)

o
(6.8)

Avec cette formulation, on remarque que chaque pixel (i; j) de Ik�1 exerce une
contrainte locale sur les �el�ements de �k. Chacune de ces contraintes engendre un en-
semble de solutions localement admissibles. A partir de ces ensembles, nous construi-
sons une famille (�k(i;j))(i;j)2I2k�1 d�e�nie par :

(8(i; j) 2 I2k�1) �k(i;j) =
n
Xk 2 �k j bh~Hk;(i;j) j ~Xkic = Ik�1(i; j)

o
(6.9)

Chaque ensemble �k(i;j) contient toutes les images de �k satisfaisant localement

l'�equation �(Xk) = Ik�1 au pixel (i; j). Ces ensembles sont des sous-espaces de �k

d�elimit�es par deux hyperplans et poss�edent par cons�equent la propri�et�e de convexit�e.
Nous notons �k l'intersection de cette famille d'ensembles. Nous pouvons alors re-
d�e�nir �k de la mani�ere suivante :

�k = ��1(Ik�1) = �k
\


k =
�\

(i;j)2I2
k�1

�k(i;j)

�\

k (6.10)

Dans le cas consistant, �k repr�esente donc l'intersection d'ensembles convexes �el�e-
mentaires, comme le montre la �gure 6.2(a).

Ensemble inconsistant

Lorsque l'ensemble �k est inconsistant (�gure 6.2(b)), on peut le red�e�nir dans
l'espace �k par :

�k =
n
Xk 2 
k j (8Yk 2 
k) d(�(Xk); Ik�1)2 � d(�(Yk); Ik�1)2

o
(6.11)



6.2 Formulation de l'induction 171

�k

�k
k
�k(0)

�k(1)

�k

�
k
k

�k(0)

�k(1)
�k(2)

(a) (b)

Figure 6.2 { (a) L'ensemble �k est consistant. (b) L'ensemble �k est inconsistant.

Pour caract�eriser plus pr�ecis�ement cet ensemble dans �k, nous avons �a r�esoudre
un probl�eme de minimisation dans �k�1. Ce probl�eme est di�cile, d'autant que
l'ensemble des solutions n'est pas forc�ement convexe dans �k, ce qui ne garantit
plus l'unicit�e d'une projection. Pour simpli�er, nous le rempla�cons par un probl�eme
de minimisation dans �k dont les solutions ont l'avantage de former un ensemble
convexe. Plus exactement, nous cherchons �a obtenir l'ensemble des images de r�e-
solution k qui minimisent la distance �a (�k(i;j)) et 


k. Pour cela, nous construisons

une fonction � : �k ! R
+ qui mesure le degr�e de proximit�e d'une image de �k �a la

famille (�k(i;j)) et �a l'hypercube des images 
k :

(8Xk 2 �k) �(Xk) =
1

2

�X
(i;j)2I2

k�1

d(Xk;�
k
(i;j))

2 + d(Xk;

k)2
�

(6.12)

L'ensemble ��k des images de �k qui minimisent la fonction � est donn�e par :

��k =
n
Xk 2 �k j (8Yk 2 �k) �(Xk) � �(Yk)

o
(6.13)

D'un point de vue th�eorique, il est possible que ��k n'ait pas d'intersection commune
avec l'espace des images 
k. Pour être certain d'obtenir des solutions qui appar-
tiennent �a l'espace des images, il faut �nalement projeter ��k sur 
k. L'ensemble issu
de cette projection est alors d�e�ni par :

�
k
=
n
Xk 2 
k j (8Yk 2 ��k)(8Zk 2 
k) d(Yk;Xk)

2 � d(Yk;Zk)
2
o

(6.14)

Les trois cas suivants peuvent se pr�esenter :

1. Il existe une image Xk de 
k telle que �(Xk) = 0.

Dans ce cas, �
k
= ��k = �k = ��1(Ik�1) et �

k
est consistant.

2. Il n'existe pas de solution rendant nulle � et ��k \ 
k 6= ;.
Dans ce cas, �

k
= ��k 6= �k.
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3. Il n'existe pas de solution rendant nulle � et ��k \ 
k = ;.
Dans ce cas, �

k 6= ��k 6= �k.

Dans le cas inconsistant, les solutions d�ecrites par �k ne minimisent pas la fonction

� dans l'espace �k et les r�eductions associ�ees aux solutions de �
k
ne minimisent

pas la distance �a Ik�1 dans l'espace �k�1. Bien qu'�etant un ensemble approximatif

de �k dans le cas inconsistant, l'ensemble �
k
a sur lui l'avantage pratique d'être

math�ematiquement caract�eris�e. Il a de plus la propri�et�e remarquable d'être convexe,
ce qui d'un point de vue calculabilit�e est un avantage consid�erable.

Proposition 6.1 (Convexit�e) Les ensembles ��k et �
k
sont convexes :

(i) ��k 6= ; et �k 6= ;

(ii) (8� 2]0; 1[) (8(Xk;Yk) 2 ��k � ��k) � �Xk + (1 � �) �Yk 2 ��k

(8� 2]0; 1[) (8(Xk;Yk) 2 �k � �
k
) � �Xk + (1 � �) �Yk 2 �k

Dans la suite, nous d�elaissons �k au pro�t des ensembles ��k et �
k
qui sont plus

faciles �a caract�eriser dans le cas inconsistant.

6.2.4 Projection sur l'ensemble induit d'une r�eduction

Dans le cas g�en�eral (consistant ou inconsistant), l'induction de l'image Ik�1 sur
l'ensemble �

k
revient d'abord �a projeter une image quelconque A(0)

k sur ��k, puis �a
projeter l'image r�esultante sur 
k. Cette derni�ere projection est �el�ementaire, elle
permet d'obtenir dans tous les cas une solution qui appartient �a l'espace des images.
La projection sur ��k est beaucoup moins �evidente. Nous verrons dans la section 6.3
de quelle mani�ere on peut r�ealiser cette projection en it�erant des combinaisons de
projections partielles sur la famille (�k(i;j)) et sur l'espace des images 
k. Pour le
moment, nous nous int�eressons uniquement aux propri�et�es de la s�equence d'images
(A(n)

k )n�0 engendr�ee par cette suite de projections partielles.
L'image A

(0)
k est appel�ee image inductrice. L'image de ��k vers laquelle converge la

s�equence est appel�ee image induite (voir �gure 6.3). Si l'image induite Ak est l'image

de ��k qui minimise la distance �a l'image inductrice A
(0)
k , alors l'image induite est la

projection exacte (orthogonale) de cette derni�ere sur ��k.

D�e�nition 6.2 (Projection exacte) La projection de A(0)
k sur ��k est exacte si

elle g�en�ere une s�equence (A(n)
k )n�0 ayant les propri�et�es suivantes :

(i) La s�equence converge vers une image de ��k :

limn!1A(n)
k = Ak =) Ak 2 ��k =) �(Proj
k (Ak)) � Ik�1

(ii) L'image induite minimise la distance �a l'image inductrice :

(8Xk 2 ��k) k Ak �A(0)
k k � k Xk �A(0)

k k () Proj��k(A
(0)
k ) = Ak
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k


k�1

Ik�1

�

��k
A(0)
k

A
(1)
k

A(2)
k

Ak

Figure 6.3 { Induction de Ik�1 sur l'ensemble ��k : A
(0)
k est l'image inductrice et Ak est l'image

induite.

Nous d�e�nissons un deuxi�ememod�ele de projection plus souple o�u la s�equence (A(n)
k )

est Fej�er-monotone [122], ce qui lui donne la propri�et�e de tendre vers tous les �el�e-
ments de ��k �a la fois. G�en�eralement, l'image induite par ce mod�ele n'est pas une
projection exacte de l'image inductrice sur ��k, mais seulement une projection ap-
proch�ee. L'image induite appartient encore �a l'ensemble ��k, mais elle ne minimise
plus forc�ement la distance �a l'image inductrice A(0)

k .

D�e�nition 6.3 (Projection approch�ee) La projection de A(0)
k sur ��k est appro-

ch�ee si elle g�en�ere une s�equence (A
(n)
k )n�0 ayant les propri�et�es suivantes :

(i) La s�equence converge vers une image de ��k :

limn!1A
(n)
k = Ak =) Ak 2 ��k =) �(Proj
k (Ak)) � Ik�1

(ii) La s�equence est ��k-Fej�er-monotone :

(8n � 0) (8Xk 2 ��k) k A(n+1)
k �Xk k � k A(n)

k �Xk k

Comme nous le verrons dans la partie exp�erimentale (section 6.4), la projection
approch�ee sur ��k est obtenue plus rapidement que la projection exacte.

6.2.5 Interpr�etation fr�equentielle

L'interpr�etation fr�equentielle des projections partielles successives est plutôt dif-
�cile. En e�et, une projection partielle est par d�e�nition localis�ee dans le domaine
spatial. Dans le domaine fr�equentiel, elle modi�e donc l'ensemble des coe�cients du

spectre. L'interpr�etation fr�equentielle de la projection globale sur �
k
n'est pas plus

simple. Même lorsque celle-ci est exacte (orthogonale), l'interpr�etation fr�equentielle
demeure di�cile puisque la minimisation d'une distance dans le domaine spatial n'a
pas d'�equivalent simple dans le domaine fr�equentiel.



174 Agrandissement par induction sur un ensemble

Cependant, l'interpr�etation fr�equentielle de l'ensemble �
k
est d�ej�a plus ais�ee, du

moins lorsque celui-ci est consistant. Dans ce cas, les contraintes impos�ees aux images

Xk de �
k
peuvent être r�eparties en deux groupes.

Le premier groupe est d�etermin�e par l'op�erateur de r�eduction � d�e�ni par l'ex-
pression (6.4). Les op�erations de �ltrage et de d�ecimation dans le domaine spatial
et dans le domaine fr�equentiel s'�ecrivent :

Xk �W(x; y) = Gk(x; y)
TF ! Ŵ(u; v) � X̂k(u; v) = Ĝk(u; v) (6.15)

Gk(x; y) �Hk(x; y) = Rk(x; y)
TF ! Ĝk � Ĥk(u; v) = R̂k(u; v) (6.16)

o�u X̂k repr�esente la transform�ee de Fourier de Xk. La d�ecimation spatiale # 2 est
r�ealis�ee par une multiplication avec la fonction Hk d�e�nie par (4.7). En utilisant son
�equivalent fr�equentiel Ĥk donn�e par (4.8) avec N = 2k�1, on obtient l'expression de
R̂k(u; v) suivante4 :

R̂k(u; v) =
1

4

h
Ĝk(u; v) + Ĝk(u; v + 2k�1)

+Ĝk(u+ 2k�1; v) + Ĝk(u+ 2k�1; v + 2k�1)
i

(6.17)

Le changement de r�esolution de Rk �a Rk�1 est donn�e simplement par :

Rk�1(x; y) = Rk(2x; 2y)
TF ! R̂k�1(u; v) = R̂k(u; v) (6.18)

En�n, l'op�eration de quanti�cation des niveaux de gris dans le domaine spatial
s'�ecrit :

(8(x; y) 2 I2k�1) Ik�1(x; y) � Rk�1(x; y) < Ik�1(x; y) + 1 (6.19)

Ces contraintes �etant tr�es localis�ees, on ne dispose pas d'�equivalents simples dans le
domaine fr�equentiel et chaque contrainte est r�epartie sur l'ensemble du spectre. On
peut tout au plus �ecrire la relation suivante :

Ik�1(x; y) � 4

22k

2k�1�1X
u;v=0

R̂k�1(u; v)e
2�i
2k�1

(ux+vy) < Ik�1(x; y) + 1 (6.20)

Le deuxi�eme groupe de contraintes est li�e �a l'intervalle des niveaux de gris associ�e
aux pixels de l'image Xk. Chaque valeur doit appartenir �a l'intervalle f0; : : : ; 255g.
Cette contrainte s'�ecrit :

(8(x; y) 2 I2k ) 0 � Xk(x; y) � 255 (6.21)

Comme la contrainte de quanti�cation des niveaux de gris exprim�ee par (6.19), cette
contrainte n'a pas d'expression simple dans le domaine fr�equentiel :

0 � 1

22k

2k�1X
u;v=0

X̂k(u; v)e
2�i
2k

(ux+vy) � 255 (6.22)

4:On peut remarquer que l'on obtient ici une g�en�eralisation sur deux dimensions de l'expression
(3.28).
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En d�e�nitive, seules les contraintes de �ltrage et de d�ecimation sont relativement
faciles �a interpr�eter dans le domaine fr�equentiel. A partir des expressions (6.15)
et (6.17), on voit que chaque fr�equence de R̂k�1 est en partie li�ee �a quatre fr�e-
quences de X̂k. De plus, si on omet les contraintes (6.19) et (6.21), on remarque que
chaque fr�equence X̂k ne d�epend que d'une fr�equence unique de R̂k�1. Il s'agit �evi-
demment d'une simpli�cation du probl�eme, mais cela montre que les projections sur
les contraintes de �ltrage et de d�ecimation sont directes dans le domaine fr�equentiel.
Cet attrait pour le domaine fr�equentiel est cependant compromis par les contraintes
impos�ees sur les niveaux de gris puisque celles-ci deviennent beaucoup plus di�ciles
�a appr�ehender.

Lorsque Ŵ est le �ltre id�eal rectangulaire d�e�ni par (4.9) avec N = 2k�1, l'ex-
pression (6.17) se simpli�e par :

(�2k�2 � u; v < 2k�2) 4R̂k(u; v) = Ĝk(u; v) (6.23)

Ce cas particulier est int�eressant. Il montre qu'avec le �ltre id�eal, les images Xk de �
k

ont toutes le même contenu fr�equentiel dans les basses fr�equences et que les hautes
fr�equences ne sont pas contraintes autrement que par l'espace des images lui-même.

Dans le cas inconsistant, l'interpr�etation fr�equentielle de �
k
est tr�es di�cile. En

e�et, dans ce cas, les images Xk doivent minimiser la fonction �, d�e�nie par (6.12),
qui mesure la distance globale aux contraintes locales de r�eduction et �a l'espace des
images. Cette fonction n'a pas d'expression simple dans le domaine fr�equentiel.

Cependant, on voit qu'une condition pour que �
k
ne soit pas inconsistant est :

(8(u; v) 2 I2k�1)
1X

s;t=0

Ŵ(u+ s2k�1; v + t2k�1) 6= 0 (6.24)

Cette condition est n�ecessaire mais non su�sante. L'inconsistance peut �egalement
être provoqu�ee par l'incompatibilit�e entre les contraintes (6.17), (6.20) et (6.22).

6.3 Les m�ethodes de projections partielles

Pour r�ealiser la projection de A(0)
k sur l'ensemble ��k, nous utilisons des m�ethodes

de projections partielles sur la famille (�k(i;j)) et sur l'hypercube 

k. Ces m�ethodes

sont d�eriv�ees de m�ethodes g�en�erales d'estimation d'une intersection de convexes [16],
[39]. Elles sont bas�ees sur des projections altern�ees ou des projections parall�eles. Dans
la suite, nous donnons cinq m�ethodes de projections partielles qui r�ealisent soit une
projection approch�ee, soit une projection exacte sur ��k. Trois de ces m�ethodes sont
utilisables uniquement lorsque ��k est consistant, les deux autres le sont dans tous
les cas.

Avant de pr�esenter les di��erentes m�ethodes de projections partielles, nous com-
men�cons par d�e�nir les projections �el�ementaires sur les ensembles de la famille (�k(i;j))

et sur l'espace des images 
k. Nous discutons ensuite des propri�et�es de convergence
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des projections partielles altern�ees et de celles des projections partielles parall�eles
en fonction de la consistance de ��k.

6.3.1 Les projections �el�ementaires

La projection d'une image quelconque Xk sur un ensemble convexe Ck, not�ee ProjCk,
donne une image unique d�e�nie par :

ProjCk(Xk) = arg min
Yk2Ck

d(Yk;Xk) (6.25)

L'image issue de cette projection est l'image du convexe Ck qui minimise la distance
�a l'image projet�ee Xk. Les projections �el�ementaires suivantes sont bas�ees sur cette
d�e�nition.

Projection sur un ensemble particulier de la famille (�k(i;j))

Les ensembles de la famille (�k(i;j)) d�e�nis par (6.9) peuvent être red�e�nis de mani�ere
�equivalente par :

�k(i;j) =
n
Xk 2 �k j Ik�1(i; j) � h~Hk;(i;j) j ~Xki � Ik�1(i; j) + 1�

o
(6.26)

o�u 1� est un nombre r�eel inf�erieur �a 1, mais aussi proche que possible de 1.
Les ensembles donn�es par (6.26) sont tous envelopp�es par deux hyperplans. D'apr�es
(6.25), projeter une image Xk sur l'un de ces ensembles revient �a projeter cette image
sur l'hyperplan le plus proche.
La projection de Xk sur un hyperplan Hk = fZk 2 �k j (� 2 R;Yk 2 �k) h~Yk j ~Zki =
�g est donn�ee par l'�equation suivante [39] :

(8Xk 2 �k) ProjHk(Xk) = Xk +
� � h~Yk j ~Xki
kYkk2 Yk (6.27)

Nous d�e�nissons alors la projection d'une image quelconque Xk 2 �k sur un ensemble
de la famille (�k(i;j)) par :

(8(i; j) 2 I2k�1) Proj�k
(i;j)

(Xk) = Xk +
 (Xk; i; j)

kHk;(i;j)k2Hk;(i;j) (6.28)

o�u la fonction  est donn�ee par la relation suivante :

 (Xk; i; j) = (Ik�1(i; j)�h~Hk;(i;j) j ~Xki)+� (h~Hk;(i;j) j ~Xki� Ik�1(i; j)� 1�)+ (6.29)

o�u (8r 2 R) r+ = maxfr; 0g est appel�ee partie positive de r.

Projection sur l'espace des images 
k

En prenant des niveaux de gris compris dans l'intervalle [0; 255], l'espace des images
se d�ecrit par :


k =
n
Xk 2 �k j (8(i; j) 2 I2k) 0 � Xk(i; j) � 255

o
(6.30)
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La projection d'une image quelconque Xk 2 �k sur l'espace 
k donne une image
Proj
k (Xk) = Yk telle que :

(8(i; j) 2 I2k ) Yk(i; j) =

8>>><
>>>:

0 si Xk(i; j) < 0

255 si Xk(i; j) > 255

Xk(i; j) sinon

(6.31)

6.3.2 Projections altern�ees vs projections parall�eles

Lorsque l'ensemble ��k est consistant, les projections altern�ees ou parall�eles sur
les ensembles �el�ementaires convergent (sous certaines conditions) vers un �el�ement
de l'intersection de ces ensembles.

Lorsque l'ensemble ��k est inconsistant, les projections altern�ees g�en�erent une
s�equence (A(n)

k ) stationnaire qui oscille entre les ensembles convexes �el�ementaires
donn�es par la famille (�k(i;j)) et 


k. On peut trouver pour chacun de ces ensembles

�el�ementaires, une sous-s�equence de (A
(n)
k ) qui converge vers une image de cet en-

semble, comme l'illustre la �gure 6.4(a). Cependant, la s�equence ne converge pas
vers une solution qui minimise la distance �a tous les ensembles �el�ementaires, c'est-
�a-dire qui minimise la fonction �. En fait, seules les projections parall�eles (sans
extrapolation) ont cette propri�et�e, comme le montre la �gure 6.4(b).

A
(0)
k A

(0)
k

(a) (b)

Figure 6.4 { Cas inconsistant : (a) convergence des projections altern�ees, (b) convergence des
projections parall�eles.

6.3.3 Projection approch�ee par des projections partielles altern�ees

Lorsque ��k est consistant, la m�ethode de projection la plus simple consiste �a
faire des projections partielles altern�ees entre les ensembles de la famille (�k(i;j)) et

l'ensemble 
k. Plus pr�ecis�ement, l'image inductrice A
(0)
k est projet�ee successivement

sur tous les ensembles de la famille (�k(i;j)) et l'image r�esultante est projet�ee sur 
k.
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��k

�k


k

�k(1)

�k(0)

A
(0)
k

A(1)
k

A(2)
k

A
(3)
k

A(4)
k

� � �

Figure 6.5 { Projection approch�ee sur un ensemble consistant : m�ethode des projections par-
tielles altern�ees (non relax�ee dans cet exemple).

Cette s�erie de projections est it�er�ee jusqu'�a ce qu'un certain crit�ere de convergence
soit satisfait. Ce principe est illustr�e par un exemple sur la �gure 6.5. L'ensemble
��k est ici repr�esent�e par l'intersection de trois ensembles �el�ementaires (domaine
gris�e) : �k(0), �

k
(1) et 


k. Dans cet exemple simpli�cateur, l'image induite minimise
la distance �a l'image inductrice. Toutefois, tel n'est pas toujours le cas. On pourrait
obtenir un contre-exemple en gardant le même ordre dans les projections et en
d�epla�cant su�samment A

(0)
k vers la droite.

La m�ethode des projections altern�ees est d�e�nie par la s�equence (A
(n)
k )n�0 suivante :

(8n 2 N) B(n+1)
k = A(n)

k + �(n)
�
Proj�k

(in;jn)
(A(n)

k )�A(n)
k

�
(6.32)

(8n 2 N)
8<
: A

(n+1)
k = Proj
k(B

(n+1)
k ) si in = jn = 2k�1 � 1

A(n+1)
k = B(n+1)

k sinon
(6.33)

in = n mod 2k�1 jn = b n

2k�1
c mod 2k�1

Le coe�cient �(n) est un param�etre de relaxation qui agit sur la vitesse de conver-
gence. Il est simplement soumis �a la contrainte :

(8n 2 N) 0 < �(n) < 2 (6.34)

On parle de sous-relaxation lorsque �(n) < 1 et de sur-relaxation lorsque �(n) > 1.
Le cas o�u �(n) = 1 correspond �a un mod�ele non relax�e. La m�ethode des projec-
tions altern�ees a l'inconv�enient de converger lentement lorsque les angles form�es par
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les hyperplans de la famille (�k(i;j)) sont trop faibles. Une sur-relaxation maximale

(�(n) � 2) permet de corriger ce probl�eme. Cependant, pour se rapprocher de la

projection exacte de A(0)
k sur ��k, on a plutôt int�erêt �a faire une sous-relaxation :

plus �(n) est proche de 0, et plus on minimise la distance d(A(1)
k ;Proj�k(A

(0)
k )). Ceci

signi�e que la qualit�e et la rapidit�e de la projection varient en sens contraire sui-
vant le choix du param�etre de relaxation �(n). Pour contenter au mieux ces deux
contraintes, nous ferons en pratique une sur-relaxation progressive (voir les r�esultats
exp�erimentaux en section 6.4).

Proposition 6.2 (Convergence [63]) La m�ethode des projections altern�ees d�e�-

nie par (6.32), (6.33) et (6.34), produit une s�equence (A
(n)
k )n�0 Fej�er-monotone qui

converge vers une image de l'ensemble ��k lorsque celui-ci est consistant.

6.3.4 Projection approch�ee par des projections partielles parall�eles

Pour le moment, supposons que ��k est consistant. Dans ce cas, l'intersection de
n ensembles convexes peut être vue comme l'intersection engendr�ee par le produit
cart�esien de ces n ensembles avec un convexe diagonal de même dimension. Dans
l'espace produit, cr�e�e en dupliquant n fois l'espace original, une suite de projections
altern�ees entre l'ensembleproduit et le convexe diagonal permet d'obtenir un �el�ement
de leur intersection. L'op�eration �equivalente dans l'espace original revient �a faire des
projections parall�eles sur les n ensembles �el�ementaires. Ce formalisme permettant
d'�etudier les m�ethodes de projections parall�eles est dû �a Pierra [104], [105].

Soit �k�1 ��k l'espace cr�e�e par le produit cart�esien de 2k�1 � 2k�1 +1 copies de
l'espace �k. On dote cet espace du produit scalaire hh� j �ii = Ph� j �i, de la norme
jjj � jjj et de la distance d. Le produit cart�esien des ensembles de la famille (�k(i;j))

est donn�e dans l'espace �k�1 par :

�k�1 =
n
Xk�1 2 �k�1 j (8(i; j) 2 I2k�1) Xk�1(i; j) 2 �k(i;j)

o
(6.35)

On appelle convexe diagonal D, le sous-espace vectoriel de �k�1 � �k d�e�ni par :

D =
n
(Xk;Xk; : : : ;Xk) 2 �k�1 � �k j Xk 2 �k

o
(6.36)

Trouver une image dans ��k revient dans l'espace�k�1��k �a trouver une image dans
�� = (�k�1�
k)\D. Pour cela, on utilise une m�ethode de projections altern�ees sur
les ensembles (�k�1 � 
k) et D (voir �gure 6.6).
En �xant l'image inductrice par A(0) 2 D, la m�ethode des projections altern�ees
produit une s�equence dans �k�1 � �k d�e�nie par (8n 2 N) :

A(n+1) = A(n) + �(n)
�
ProjD � Proj�k�1�
k (A(n))�A(n)

�
(6.37)

o�u �(n) est un param�etre de relaxation d�e�ni comme dans (6.34).

Proposition 6.3 (Convergence) La m�ethode des projections altern�ees d�e�nie par
(6.37) et (6.34) produit une s�equence (A(n))n�0 qui converge vers l'ensemble ��,
lorsque celui-ci est consistant.
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�k�1 � �k

�k�1 � 
k

D��

A(0)
A(1)A(2) � � �

Figure 6.6 { Projection approch�ee sur un ensemble consistant : m�ethode des projections par-
tielles altern�ees dans l'espace �k�1 � �k .

Maintenant, exprimons cette m�ethode de projections dans l'espace original �k.
D'apr�es [104], nous avons :

8><
>:

(8X 2 D) Proj�k�1�
k (X) =
�
(Proj�k

(i;j)
(Xk))(i;j)2I2

k�1
;Proj
k (Xk)

�
(8(Xk�1;Yk) 2 �k�1 � 
k) ProjD(X) =

�
1

22(k�1)+1

P
(i;j)2I2

k�1
Xk�1(i; j) + Yk

�
(6.38)

Ainsi, la relation (6.37) s'exprime dans �k par :

A
(n+1)
k = A

(n)
k +

�(n)

22(k�1) + 1

2
64 X
(i;j)2I2

k�1

�
Proj�k(i;j)(A

(n)
k )�A

(n)
k

�
+
�
Proj
k (A

(n)
k )�A

(n)
k

�375
(6.39)

Nous obtenons donc une s�equence (A
(n)
k ) construite en it�erant une combinaison li-

n�eaire de projections sur la famille (�k(i;j)) et sur l'espace des images 
k. Pour cette
raison, la m�ethode associ�ee �a (6.37) est appel�ee m�ethode des projections parall�eles
dans l'espace original �k.

Proposition 6.4 (Convergence [104]) La m�ethode des projections parall�eles d�e-

�nie par (6.39) et (6.34) produit une s�equence (A(n)
k )n�0 Fej�er-monotone qui converge

vers une image de l'ensemble �k, lorsque celui-ci est consistant.

Pour analyser le cas inconsistant de ��k, on construit la fonction � : D ! R
+ qui

mesure le degr�e de proximit�e d'un �el�ement de D �a l'ensemble �k�1 � 
k :

�(X) =
1

2
d(X;�k�1 � 
k)2 (6.40)

D�e�nissons �egalement F comme l'ensemble des points �xes de ProjD � Proj�k�1�
k
(voir �gure 6.7), c'est-�a-dire :

F =
n
X 2 D j ProjD(Proj�k�1�
k (X)) = X

o
(6.41)
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�k�1 � �k

A(0)
A(1)A

(2) � � �

�k�1 � 
k

D
F

Figure 6.7 { Projection approch�ee sur un ensemble inconsistant : m�ethode des projections
partielles altern�ees dans l'espace �k�1 � �k .

Proposition 6.5 (Equivalences [41]) L'ensemble des points �xes F co��ncide avec
l'ensemble des �el�ements de D qui minimisent la fonction �. De plus, minimiser la
fonction � dans l'espace original �k revient �a minimiser la fonction � dans l'espace
produit �k�1 � �k.

Cette proposition signi�e que l'ensemble ��k a comme�equivalent dans l'espace�k�1�
�k l'ensemble des points �xes F .

Proposition 6.6 (Convergence [41]) La m�ethode des projections altern�ees don-
n�ee par (6.37), produit une s�equence (A(n))n�0 qui converge vers l'ensemble des
points �xes F dans l'espace �k�1 � �k.

Dans l'espace original �k, cette proposition se traduit par la proposition de conver-
gence suivante.

Proposition 6.7 (Convergence [41]) La m�ethode des projections parall�eles d�e�-

nie par (6.39) et (6.34) produit une s�equence (A
(n)
k )n�0 Fej�er-monotone qui converge

vers une image de l'ensemble ��k, lorsque celui-ci est inconsistant.

Am�elioration de la convergence

Le coe�cient 1
22(k�1)+1

qui apparâ�t dans (6.38) et (6.39) traduit le barycentre �equi-

pond�er�e des 22(k�1)+1 projections faites sur la famille (�k(i;j)) et sur 

k. En pratique,

ce coe�cient n'est pas optimal pour les deux raisons suivantes : la premi�ere est que
le nombre de projections e�ectives, pour une it�eration donn�ee, peut être inf�erieur au
nombre total de projections (22(k�1) + 1) ; la seconde raison est que les matrices de
la famille (Hk;(i;j)) sont creuses lorsque la taille du �ltre W est beaucoup plus petite
que celle de l'espace �k (cf. table 6.1). Dans ce cas, les projections se font dans des
espaces partiels.
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Figure 6.8 { Projection approch�ee sur un ensemble consistant : m�ethode des projections par-
tielles parall�eles dans �k (non relax�ee dans cet exemple).

Pour être optimal, le coe�cient barycentrique doit prendre en compte de ces deux
observations. Pour cela, nous construisons deux matrices : une matrice R(n)

k de di-

mensions 2k � 2k et une matrice Rmax(n)
k�1 de dimensions 2k�1 � 2k�1. La premi�ere

matrice est appel�ee matrice de recouvrements. Elle identi�e les recouvrements g�en�e-
r�es par la superposition des matrices (Hk;(i;j)) : l'�el�ementR(n)

k (s; t) traduit le nombre
de fois o�u Hk;(i;j)(s; t) n'est pas nul quand on fait varier (i; j) dans l'intervalle I2k�1.
Nous donnons l'algorithme de construction de R(n)

k dans la table 6.2. La deuxi�eme
matrice est appel�ee matrice de recouvrement maximal. Elle se construit �a partir de
la matrice de recouvrements, en calculant le recouvrement maximal associ�e �a chaque
matrice de la famille (Hk;(i;j)). L'�el�ement Rmax(n)

k�1 (i; j) repr�esente le coe�cient ba-

rycentrique associ�e �a la projection de A
(n)
k sur l'ensemble �k(i;j). L'algorithme de

construction de Rmax(n)
k�1 est donn�e dans la table 6.3.

A partir de la matrice de recouvrement maximal, nous obtenons cette version
am�elior�ee de la m�ethode des projections parall�eles :

A(n+1)
k = A(n)

k +�(n)

2
64 X
(i;j)2I2

k�1

1

�
(n)
(i;j)

�
Proj�k

(i;j)
(A(n)

k )�A(n)
k

�
+

1

�0(n)
�
Proj
k (A

(n)
k )�A(n)

k

�375
(6.42)
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8<
: �

(n)
(i;j) = Rmax(n)

k�1 (i; j) si Proj
k(A
(n)
k )�A(n)

k = 0

�
(n)
(i;j) = Rmax(n)

k�1 (i; j) + 1 sinon
�0(n) = max

(i;j)2I2
k�1

Rmax(n)
k�1 (i; j)+1

(6.43)
Dans la partie exp�erimentale, c'est cette version de la m�ethode des projections pa-
rall�eles que nous utiliserons. Son principe est illustr�e par la �gure 6.8.

R(n)
k = 0

pour j allant de 0 �a 2k�1 � 1
pour i allant de 0 �a 2k�1 � 1

si Proj�k
(i;j)

(A(n)
k )�A(n)

k 6= 0

pour t allant de '(2j �M; 2k) �a '(2j +M; 2k)
pour s allant de '(2i�M; 2k) �a '(2i+M; 2k)

R(n)
k (s; t) = R(n)

k (s; t) + 1

Table 6.2 { Construction de la matrice de recouvrements R
(n)
k .

Rmax(n)
k�1 = 0

pour j allant de 0 �a 2k�1 � 1
pour i allant de 0 �a 2k�1 � 1

si Proj�k
(i;j)

(A(n)
k )�A(n)

k 6= 0

pour t allant de '(2j �M; 2k) �a '(2j +M; 2k)
pour s allant de '(2i�M; 2k) �a '(2i+M; 2k)

si R(n)
k (s; t) > Rmax(n)

k�1 (i; j)

Rmax(n)
k�1 (i; j) = R(n)

k (s; t)

Table 6.3 { Construction de la matrice de recouvrement maximal R
max(n)
k�1 .

6.3.5 Projection approch�ee par des projections partielles parall�eles
avec extrapolation

En pratique, lorsque ��k est consistant, la m�ethode des projections parall�eles pr�e-
sent�ee pr�ec�edemment converge plus lentement que la m�ethode des projections alter-
n�ees. Cependant, l'exp�erience montre que la convergence peut-être nettement am�e-
lior�ee en prenant un param�etre de relaxation �(n) sup�erieur �a 2. En fait, si l'on veut
garder la propri�et�e de Fej�er-monotonie de la s�equence (A

(n)
k ) avec une m�ethode de
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projections altern�ees, il faut obligatoirement que �(n) demeure dans l'intervalle ]0; 2[.
Cependant, cette contrainte est su�sante mais non n�ecessaire dans le cas d'une m�e-
thode de projections parall�eles. Ceci est essentiellement dû �a la combinaison lin�eaire
des projections qui donne localement davantage de libert�e et qui, par cons�equent,
permet d'�elargir l'intervalle de d�e�nition de �(n).

Pour d�eterminer le param�etre de relaxation �(n) optimal, nous nous basons sur les
travaux de Pierra [104], [105], [42]. Reconsid�erons l'espace �k�1��k que nous avons
pr�esent�e dans la section 6.3.4. D�e�nissons G(n) = Proj

�k�1�
k (A
(n)) et D(n) =

ProjD(G
(n)) comme l'illustre la �gure 6.9. L'hyperplan H(n) prenant appui sur le

convexe �k�1 � 
k en G(n) traverse le convexe diagonal D en un point E(n) qui
d�e�nit l'extrapol�e.

�k�1 � �k

A(n)

G(n)

D(n) E
(n)

H(n)

�k�1 �
k D
�

�
�

Figure 6.9 { Projection sur un ensemble consistant : M�ethode des projections partielles alter-
n�ees avec extrapolation dans l'espace �k�1 � �k.

Cherchons maintenant �a exprimer le coe�cient d'extrapolation n�ecessaire pour que
l'on ait �nalement A(n+1) = E(n). Nous avons les relations suivantes :

1

sin�
=
jjj E(n) �A(n) jjj
jjjG(n) �A(n) jjj =

jjj G(n) �A(n) jjj
jjj D(n) �A(n) jjj (6.44)

Nous d�e�nissons le coe�cient d'extrapolation �(n) par :

�(n) =
jjj E(n) �A(n) jjj
jjj D(n) �A(n) jjj =

jjjG(n) �A(n) jjj2
jjj D(n) �A(n) jjj2 =

jjj Proj�k�1�
k (A(n))�A(n) jjj2
jjj ProjD � Proj�k�1�
k (A(n))�A(n) jjj2

(6.45)
Il se formule dans l'espace original �k par la relation suivante :

�(n) = (22(k�1) + 1)

P
(i;j)2I2

k�1
kProj�k

(i;j)
(A

(n)
k )�A

(n)
k k2 + kProj
k (A(n)

k )�A
(n)
k k2



P(i;j)2I2

k�1
(Proj�k

(i;j)
(A

(n)
k )�A

(n)
k ) + (Proj
k (A

(n)
k )�A

(n)
k )





2
(6.46)

La m�ethode des projections parall�eles extrapol�ee est d�e�nie par (6.39) avec un pa-
ram�etre de relaxation �(n) soumis �a la contrainte :

(8n 2 N) 0 < �(n) < 2�(n) (6.47)
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Figure 6.10 { Projection approch�ee sur un ensemble consistant : m�ethode des projections
partielles parall�eles extrapol�ee dans �k (non relax�ee dans cet exemple).

Le principe de la m�ethode est illustr�e dans l'espace �k sur la �gure 6.10.

On remarque que le coe�cient barycentrique 1
22(k�1)+1

qui apparâ�t dans (6.39) est
�nalement remplac�e par un coe�cient d'extrapolation optimal. Il est donc ici inutile
d'am�eliorer le coe�cient barycentrique comme nous l'avons fait pour la m�ethode des
projections parall�eles de la section 6.3.4.

En raison de son principe de relaxation par extrapolation, la m�ethode des projec-
tions parall�eles extrapol�ee converge beaucoup plus vite, surtout dans les premi�eres
it�erations. Cependant, comme Pierra [105], nous remarquons �a partir d'exp�erimen-

tations que lorsque A
(m)
k est tr�es proche de ��k, la s�equence (A

(n)
k )n�m a tendance

�a osciller entre les ensembles convexes �el�ementaires : on obtient un comportement
analogue �a celui d'une m�ethode de projections altern�ees, sans toutefois avoir des pro-
jections totales. Pour limiter ce comportement oscillatoire qui ralentit la convergence
�nale, Pierra sugg�ere de faire un recentrage toutes les trois it�erations en divisant de
moiti�e le coe�cient d'extrapolation, c'est-�a-dire :

(8n 2 N) �(n) =

8<
: �(n)=2 si n = 2 mod 3

�(n) sinon
(6.48)

Proposition 6.8 (Convergence [104]) La m�ethode des projections parall�eles ex-

trapol�ee d�e�nie par (6.39), (6.46) et (6.47) produit une s�equence (A
(n)
k )n�0 Fej�er-

monotone qui converge vers ��k, lorsque celui-ci est consistant.
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6.3.6 Projection exacte par des projections partielles altern�ees

Les trois m�ethodes pr�ec�edentes ont l'inconv�enient de converger vers une image de
��k qui ne correspond pas �a une projection exacte de l'image inductrice A

(0)
k . Pour

obtenir une projection exacte sur une intersection non vide de convexes, Han pro-
pose une m�ethode de projections altern�ees o�u une composante normale au convexe
courant est ajout�ee avant de calculer chaque projection [40], [65]. Sur un mod�ele
�equivalent, nous proposons la m�ethode des projections altern�ees suivante a�n de
r�ealiser une projection exacte sur un ensemble ��k consistant :

(N = 2k�1 � 2k�1)

8><
>:

A(n+1)
k = Proj�k

(in;jn)

�
A(n)
k + B(n)

k

�
si n (mod N + 1) 6= N

A
(n+1)
k = Proj
k

�
A
(n)
k + B

(n)
k

�
sinon

(6.49)

in = n (mod N + 1) mod 2k�1 jn = bn (mod N + 1)

2k�1
c mod 2k�1

La composante B(n)
k est un vecteur normal �a l'ensemble �k(in;jn) lorsque n (mod N +

1) 6= N et normal �a l'ensemble 
k dans les autres cas. Il correspond au vecteur
de projection calcul�e au cycle pr�ec�edent sur le même ensemble, mais de direction
oppos�ee. Durant le premier cycle, ce vecteur est nul. Ainsi, nous avons :

(N = 2k�1� 2k�1)
8<
: B(n)

k = 0 pour 0 � n � N
B(n)
k = B(n�N�1)

k +A(n�N�1)
k �A(n�N)

k pour n > N
(6.50)

��k

�k


k

�k(1)

�k(0)

A
(0)
k

A(1)
k

A(2)
k

A
(3)
k

Figure 6.11 { Projection exacte sur un ensemble consistant : m�ethode des projections partielles
altern�ees.
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Le comportement de la s�equence (A
(n)
k ) est illustr�e par un exemple sur la �gure 6.11.

On remarquera notamment la propri�et�e suivante [65] :

n (mod N + 1) = 0 =) A
(n)
k +

n+NX
i=n

B
(i)
k = A

(0)
k (6.51)

La suite de composantes (B
(n(N+1)+i)
k )i2f0;:::;Ng tend, avec l'accroissement de n, vers

le vecteur de projection de A
(0)
k sur ��k, c'est-�a-dire vers le vecteur Proj�k(A

(0)
k )�A(0)

k .

Proposition 6.9 (Convergence [65]) La m�ethode des projections altern�ees d�e�-

nie par (6.49) et (6.50) produit une s�equence (A
(n)
k )n�0 qui converge vers Proj��k(A

(0)
k ),

lorsque l'ensemble ��k est consistant.

6.3.7 Projection exacte par des projections partielles parall�eles

La m�ethode de Han peut-être appliqu�ee dans l'espace produit �k�1��k en consi-
d�erant les deux convexes �k�1�
k et D (cf. section 6.3.4). L'op�eration �equivalente
dans l'espace original �k est une suite de projections parall�eles qui g�en�ere une s�e-
quence (A(n)

k ) convergeant vers la projection exacte de A(0)
k sur ��k, [40], [71].

Ainsi, la m�ethode des projections altern�ees, d�e�nie par (6.49) et (6.50), s'�ecrit
dans l'espace �k�1 � �k de la mani�ere suivante :

A(n+1) = ProjD � Proj�k�1�
k (A(n) +B(n)) (6.52)8<
: B(0) = 0

B(n+1) = B(n) +A(n) � Proj�k�1�
k (A
(n) +B(n)) pour n � 0

(6.53)

Proposition 6.10 (Convergence) La m�ethode des projections altern�ees d�e�nie
par (6.52) et (6.53) produit une s�equence (A(n))n�0 qui converge vers Proj��(A

(0)),

lorsque l'ensemble �� est consistant.

En utilisant (6.38), on peut exprimer (6.52) et (6.53) dans �k par :

A
(n+1)
k =

1

22(k�1) + 1

2
64 X
(i;j)2I2

k�1

Proj�k
(i;j)

(A
(n)
k + B

(n)
k;(i;j)) + Proj
k (A

(n)
k +O

(n)
k )

3
75
(6.54)

(8(i; j) 2 I2k�1)
8<
: B

(0)
k;(i;j) = 0

B
(n+1)
k;(i;j) = A

(n)
k + B

(n)
k;(i;j) � Proj�k(i;j)(A

(n)
k + B

(n)
k;(i;j)) pour n � 0

(6.55)

8<
: O(0)

k = 0

O(n+1)
k = A(n)

k +O(n)
k � Proj
k (A

(n)
k +O(n)

k ) pour n � 0
(6.56)

Proposition 6.11 (Convergence) La m�ethode des projections parall�eles d�e�nie

par (6.54), (6.55) et (6.56) produit une s�equence (A(n)
k )n�0 qui converge vers Proj��k(A

(0)
k ),

lorsque l'ensemble ��k est consistant.
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��k
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�k(1)

�k(0)

A
(0)
k

A(1)
k

A(2)
k

Figure 6.12 { Projection exacte sur un ensemble consistant : m�ethode des projections paral-
l�eles. Les vecteurs �a 
�eches blanches repr�esentent les vecteurs de projection partielle dont la

combinaison g�en�ere les vecteurs �a 
�eches noires repr�esentant la s�equence A
(n)
k .

Pour augmenter la vitesse de convergence de la s�equence g�en�er�ee par (6.54), on peut
utiliser des am�eliorations analogues �a celles d�evelopp�ees dans la section 6.3.4. Ainsi,
on peut remplacer (6.54) par :

A
(n+1)
k = A

(n)
k +

1

�0(n)
�
Proj
k (A

(n)
k +O

(n)
k )�A

(n)
k

�
+

X
(i;j)2I2

k�1

1

�
(n)
(i;j)

�
Proj�k

(i;j)
(A(n)

k + B(n)
k;(i;j))�A(n)

k

�
(6.57)

8>>><
>>>:
�0(n) = max(i;j)2I2

k�1
Rmax(n)
k�1 (i; j) + 1

�
(n)
(i;j) = Rmax(n)

k�1 (i; j) si Proj
k(A
(n)
k +O(n)

k )�A(n)
k = 0

�
(n)
(i;j) = Rmax(n)

k�1 (i; j) + 1 sinon

(6.58)

Nous obtenons ainsi une m�ethode de projections parall�eles qui est illustr�ee par la
�gure 6.12. Les algorithmes de construction de R(n)

k et Rmax(n)
k�1 sont donn�es respec-

tivement dans les tables 6.4 et 6.5.
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R(n)
k = 0

pour j allant de 0 �a 2k�1 � 1
pour i allant de 0 �a 2k�1 � 1

si Proj�k
(i;j)

(A
(n)
k + B

(n)
k;(i;j))�A

(n)
k 6= 0

pour t allant de '(2j �M; 2k) �a '(2j +M; 2k)
pour s allant de '(2i�M; 2k) �a '(2i+M; 2k)

R(n)
k (s; t) = R(n)

k (s; t) + 1

Table 6.4 { Construction de la matrice de recouvrements R
(n)
k .

Rmax(n)
k�1 = 0

pour j allant de 0 �a 2k�1 � 1
pour i allant de 0 �a 2k�1 � 1

si Proj�k
(i;j)

(A
(n)
k + B

(n)
k;(i;j))�A

(n)
k 6= 0

pour t allant de '(2j �M; 2k) �a '(2j +M; 2k)
pour s allant de '(2i�M; 2k) �a '(2i+M; 2k)

si R(n)
k (s; t) > Rmax(n)

k�1 (i; j)

Rmax(n)
k�1 (i; j) = R(n)

k (s; t)

Table 6.5 { Construction de la matrice de recouvrement maximal R
max(n)
k�1 .

6.4 Etude exp�erimentale des m�ethodes de projec-

tions partielles

Dans cette section, nous �etudions exp�erimentalement les m�ethodes de projections
partielles que nous avons pr�esent�ees dans la section pr�ec�edente. Cette �etude est

compos�ee de trois parties. Dans la premi�ere, l'ensemble �
k
est consistant et dans

la deuxi�eme, il est inconsistant. La troisi�eme partie correspond au cas g�en�eral o�u

l'on n'a aucune connaissance a priori sur la consistance de �
k
. Nous r�esumons les

principaux r�esultats de cette �etude dans un tableau en section 6.4.3.



190 Agrandissement par induction sur un ensemble

Pour simpli�er la pr�esentation des r�esultats, nous utilisons un symbole pour d�e-
signer chaque m�ethode de projections :

Symbole M�ethode

MAPA projection approch�ee par projections altern�ees

MAPP projection approch�ee par projections parall�eles

MAPPE projection approch�ee par projections parall�eles extrapol�ees

MEPA projection exacte par projections altern�ees

MEPP projection exacte par projections parall�eles

Pour chacune de ces m�ethodes, nous pr�ecisons les choix que nous avons faits concer-
nant les param�etres. Dans la m�ethode MAPA, nous faisons une sur-relaxation pro-
gressive. Plus pr�ecis�ement, nous utilisons la r�egle suivante :

�(0) = 1 ; �(n+1) =

8<
: �(n) + 0:1 si �(n) < 1:9

1:99 sinon
(6.59)

Dans la m�ethode MAPP, nous faisons une sur-relaxation maximale, c'est-�a-dire que
pour tout n nous adoptons �(n) = 1:99. Nous utilisons ici la version am�elior�ee donn�ee
par (6.42). Pour la m�ethode MAPPE, nous utilisons la version non-relax�ee avec
�(n) = �(n). Toutefois, nous adoptons la r�egle du recentrage donn�ee par (6.48). Pour
la m�ethode MEPP, nous utilisons la version am�elior�ee d�ecrite par (6.57).

Ces di��erents choix correspondent �a une utilisation presque optimale des m�e-
thodes de projections partielles. En�n, pr�ecisons que nous adoptons comme �ltre
passe-bas le �ltre de Burt de taille 5 � 5 avec � = 0:35 (cf. section 4.3.2), sauf
indication contraire.

6.4.1 Induction sur un ensemble consistant

Pour �evaluer les m�ethodes de projections partielles d�evelopp�ees dans la section 6.3
dans le cadre d'une induction sur un ensemble consistant, nous utilisons une image

initiale Ik�1 de 64 � 64 pixels (k = 7). Pour être certain que �
k
soit consistant,

l'image initiale Ik�1 est g�en�er�ee par une r�eduction d'une image de 128 � 128 pixels
extraite de l'image de Lenna de 512 � 512 pixels. L'image de 128 � 128 pixels et sa
version r�eduite Ik�1 sont montr�ees sur la �gure 6.13.
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réduction
(∆)

I k-1 image inductrice

projection projection

image originale image induite

(f)

image induite

(e)

(a)

(d)

image inductrice

image inductrice

(b)

projectionprojectionprojection

image inductrice

image induiteimage induiteimage induite

image inductrice

(c)

Figure 6.13 { Exemples d'inductions sur un ensemble consistant. (a) L'image initiale Ik�1
de 64 � 64 pixels est obtenue par r�eduction d'une image originale de 128 � 128 pixels. Les
couples d'images suivants (b-c-d-e-f) montrent �a chaque fois une image inductrice particuli�ere
et l'image induite correspondante.
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In
uence de l'image inductrice sur l'image induite

Pour commencer, nous montrons sur la �gure 6.13 une induction de Ik�1 en uti-
lisant diverses images inductrices :

Exemple Image inductrice

(a) image grise

(b) interpolation au plus proche voisin de Ik�1
(c) interpolation lin�eaire de Ik�1
(d) image obtenue par un g�en�erateur al�eatoire

(e) image de San-Francisco

Les images induites correspondantes ont �et�e obtenues par une projection exacte

sur �
k
avec la m�ethode MEPA. On remarque notamment que l'induction permet

de r�ecup�erer beaucoup d'informations (a priori perdues) sur l'image originale dont
est issue Ik�1. Ceci est tr�es clair avec l'image inductrice dans l'exemple (b). On
voit �egalement que les e�ets de pixelisation et de 
ou (respectivement) des images
inductrices dans les exemples (c) et (d) ne sont pas supprim�es apr�es une projection

sur �
k
mais sont tout de même att�enu�es. Les exemples (e-f) illustrent l'in
uence

que peut avoir l'image inductrice sur l'image induite : on remarque notamment que
les hautes fr�equences (contours) de l'image inductrice se retrouvent dans l'image
induite.

Convergence des m�ethodes de projections partielles

Pour �evaluer la vitesse de convergence des m�ethodes de projections partielles,
nous employons la fonction de proximit�e � d�e�nie par (6.12). Ainsi, pour chaque

m�ethode, nous calculons �(A(n)
k ) �a chaque it�eration globale5 n. A�n d'avoir une

certaine ((ind�ependance)) vis-�a-vis de l'image inductrice, nous avons normalis�e les
r�esultats avec �(A(0)

k ). Les courbes correspondantes se trouvent sur la �gure 6.14.
Nous avons utilis�e une image noire comme image inductrice.

Tout d'abord, nous remarquons que les m�ethodes MAPA, MAPPE et MEPA

convergent vers une solution de �
k
en un nombre �ni d'it�erations (environ une

trentaine). Les m�ethodesMAPP et surtoutMEPP ont quant �a elles une convergence

beaucoup plus lente et semblent ne jamais atteindre une solution de �
k
(observation

sur 1000 it�erations). Ce premier constat est en accord avec la th�eorie, puisque les

m�ethodesMAPA,MEPA et surtout MAPPE exploitent le fait que �
k
est consistant.

Ensuite, on remarque queMAPPE est la m�ethode qui converge le plus rapidement
dans les dix premi�eres it�erations. On observe dans les it�erations suivantes des pics
d'oscillations. En fait, l'extrapolation est bien moins e�cace lorsque A

(n)
k est proche

de �
k
. Le recentrage donn�e par (6.48) a permis de limiter la plage d'oscillations. La

5: Pour les m�ethodes de projections altern�ees, une it�eration globale correspond �a un cycle com-
plet de projections locales sur toute l'image.
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Figure 6.14 { Ensemble consistant : convergence des m�ethodes de projections partielles (haut)
et mesure de la distance normalis�ee �a l'image inductrice (bas).
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m�ethode MAPP a �egalement un tr�es bon taux de convergence dans les premi�eres
it�erations, mais celui-ci faiblit tr�es rapidement. Ceci est dû �a l'utilisation de la sur-
relaxation maximale dont les e�ets sont d'autant plus visibles que A

(n)
k est �eloign�e

de �
k
.

Nous remarquons �egalement que la m�ethode MEPA semble converger plus vite
que MAPA dans les dix premi�eres it�erations. Dans la deuxi�eme dizaine d'it�erations,
MEPA sou�re d'oscillations alors que MAPA montre un point d'in
exion. Dans
la troisi�eme dizaine d'it�erations, la courbe de MEPA se stabilise avec un taux de
convergence tr�es moyen alors que le taux de convergence de MAPA augmente tr�es
rapidement. Le comportement de MAPA est en fait dû �a la sur-relaxation progres-
sive. Celui de MEPA peut s'expliquer par l'e�et de recentrage vis-�a-vis de A(0)

k qui
est inh�erent �a cette m�ethode.

En�n, nous remarquons que la m�ethode MEPP est celle qui o�re le taux de
convergence le plus faible, que ce soit dans les premi�eres it�erations ou dans les
suivantes. Ceci est certainement dû �a l'absence de relaxation dans la m�ethode.

Distance �a l'image inductrice

Nous avons �egalement mesur�e �a chaque it�eration globale n, la distance s�eparant
l'image courante A(n)

k de l'image inductrice A(0)
k . Cette derni�ere �etant une image

noire, sa distance �a l'image A
(n)
k revient �a calculer la norme de A

(n)
k . D'apr�es la

th�eorie, les m�ethodes de projection exacteMEPA et MEPP minimisent cette norme
lorsque n tend vers l'in�ni, celle-ci est alors �equivalente �a k Proj

�
k (A

(0)
k ) k. Nous

avons pris l'image induite par MEPA comme estimation de Proj
�
k(A(0)

k ). Aussi,

pour simpli�er la lecture des courbes, k Proj
�
k(A

(0)
k ) k est soustrait de k A(n)

k k. En
d'autres termes, la m�ethode MEPA sert de m�ethode de r�ef�erence. Les r�esultats sont
pr�esent�es sur la �gure 6.14.

Tout d'abord, nous remarquons que les courbes associ�ees aux m�ethodes de projec-
tions altern�ees MAPA et MEPA marquent de fortes oscillations dans les premi�eres
it�erations. Leurs amplitudes semblent diminuer tr�es rapidement pour �nalement
devenir n�egligeables (�a notre �echelle d'�etude) aux alentours d'une vingtaine d'it�era-
tions. Les courbes associ�ees aux m�ethodes de projections parall�elesMAPP, MAPPE
et MEPP ne sont pas a�ect�ees par des oscillations. Au contraire, l'�eloignement de
l'image inductrice est ici tr�es progressif.

Ensuite, nous remarquons que les images induites obtenues par les m�ethodes de
projection approch�ee MAPA, MAPP et MAPPE ont toutes une norme sup�erieure �a
celle de l'image induite obtenue parMEPA. Ceci est en accord avec la th�eorie puisque
MEPA est cens�ee produire l'image induite la plus proche de l'image inductrice. Parmi
les m�ethodes de projection approch�ee, c'est MAPP qui poss�ede la norme la plus
faible, puis viennent MAPPE et MAPA.

Nous observons �egalement que la m�ethode de projection exacte MEPP g�en�ere
une s�equence qui semble converger en norme vers l'image induite par MEPA. Ce fait

est en accord avec la th�eorie puisque la projection de A
(0)
k sur �

k
est unique.
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Qualit�e des m�ethodes de projection approch�ee

Pour �evaluer la qualit�e des m�ethodes de projection approch�ee MAPA, MAPP et
MAPPE, nous calculons la distance s�eparant les images induites obtenues par ces
m�ethodes de l'image induite par MEPA. Nous obtenons les r�esultats suivants :

M�ethode d(A(1)
k ;Proj

�
k(A(0)

k ))

MAPA 339.29

MAPP 187.89

MAPPE 188.77

D'apr�es ce tableau, les m�ethodes MAPP et MAPPE produisent des images induites
de qualit�e comparable. Il semble donc que les extrapolations faites par MAPPE
n'aient pas alt�er�e la qualit�e de l'image induite. Nous remarquons �egalement que les
m�ethodes parall�elesMAPP etMAPPE g�en�erent une image induite de meilleure qua-
lit�e que celle g�en�er�ee par la m�ethode des projections altern�eesMAPA. Ceci s'explique
par le fait que les projections altern�ees prennent des directions plutôt ((aveugles)) vis-

�a-vis de l'ensemble �
k
, alors que les m�ethodes de projections parall�eles s'orientent

bien mieux vers �
k
.

La norme de l'image induite avec MAPPE �etant sup�erieure �a celle de l'image
induite avec MAPP (cf. �gure 6.14), on en d�eduit que l'image induite par MAPPE

est plutôt �a l'int�erieur de �
k
que sur sa surface. On explique ceci par l'extrapolation

de MAPPE et par le fait que MAPP g�en�ere une s�equence qui tend vers la surface

de �
k
sans la traverser, même avec une sur-relaxation.

In
uence du �ltre passe-bas sur l'induction

Pour achever nos exp�erimentations dans le contexte d'un ensemble �
k
consistant,

nous nous int�eressons �a l'in
uence du �ltre passe-bas sur le r�esultat de l'induction.
Par une simple variation du param�etre � du �ltre de Burt, nous pouvons changer le
graphe du �ltre passe-bas. Sur la �gure 6.15, nous montrons les images induites avec
la m�ethode de projection exacte MEPA �a partir d'une image inductrice grise (cf.
exemple (b) sur la �gure 6.13), ceci en faisant varier le param�etre � dans l'intervalle
[0:35; 0:6]. Pour faciliter l'interpr�etation, nous avons dessin�e le graphe du �ltre passe-
bas pour chaque valeur de �. Par exemple : pour � = 0:40, le �ltre est unimodal et
proche d'une gaussienne, pour � = 0:50, le �ltre est triangulaire et pour � = 0:60,
le �ltre est trimodal et plus proche du �ltre passe-bas id�eal sinus cardinal.

Nous observons que plus la valeur de � est importante, plus l'image induite pr�e-
sente un e�et de cr�enelage. Nous remarquons �egalement que la convergence de l'in-
duction est d'autant plus rapide que la valeur de � est grande : 35 it�erations pour
� = 0:35, 15 it. pour � = 0:40, 9 it. pour � = 0:45, 7 it. pour � = 0:50, 5 it.
pour � = 0:55 et 2 it. pour � = 0:60. Ceci peut s'expliquer par le fait qu'un �ltre
passe-bas unimodal et aplati (� = 0:35) g�en�ere des contraintes locales dans l'induc-
tion beaucoup plus di�ciles �a satisfaire que lorsque le �ltre est trimodal et �etir�e
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= 0.40 = 0.45

= 0.60= 0.55= 0.50

= 0.35β β β

β β β

Figure 6.15 { Ensemble consistant : in
uence du �ltre passe-bas sur l'induction. Nous montrons
ici les images induites �a partir d'une image grise en faisant varier le param�etre � du �ltre de
Burt.

(� = 0:60). D'un point de vue g�eom�etrique, les angles entre les ensembles de la
famille (�k(i;j)) augmentent avec la valeur de �, ce qui a pour e�et de diminuer le

nombre des projections �el�ementaires n�ecessaires pour atteindre l'ensemble �
k
.

6.4.2 Induction sur un ensemble inconsistant

Pour �evaluer les m�ethodes de projections partielles dans le cadre d'une induction
sur un ensemble inconsistant, nous utilisons une image initiale Ik�1 de type �echi-
quier noir&blanc de taille 64 � 64 pixels (k = 7). Le �ltre de Burt (�=0.35) que

nous utilisons garantit dans ce cas l'inconsistance de �
k
: un tel �ltre engendre n�eces-

sairement un lissage dans l'op�eration de r�eduction. L'image initiale Ik�1 est montr�ee
dans le coin sup�erieur gauche de la �gure 6.16. Pr�ecisons qu'il s'agit ici d'un cas
extrême d'inconsistance qui a pour int�erêt de faciliter l'analyse exp�erimentale des
caract�eristiques de chaque m�ethode.
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Qualit�e des m�ethodes de projections partielles

Nous montrons sur la �gure 6.16 l'induction de Ik�1 sur �
k
en utilisant l'image

de San-Francisco (128 � 128 pixels) comme image inductrice. Nous avons test�e les
cinq m�ethodes de projections partielles. Les images induites que nous montrons
correspondent �a une centaine d'it�erations globales.

Les m�ethodes de projections parall�eles MAPP et MEPP produisent des images
induites visuellement identiques dont la r�eduction donne une version ((liss�ee)) de Ik�1.
Pour ces deux images, nous remarquons �egalement que les pixels de coordonn�ees
paires sont soit noirs, soit blancs et que les pixels interm�ediaires ont un niveau de
gris plus ou moins proche du gris moyen. C'est d'ailleurs sur l'ensemble de ces pixels
interm�ediaires que se retrouvent certains contours de l'image inductrice.

La m�ethode MAPA produit une s�equence d'images instable (cf. �gure 6.4(a))
et l'image r�eduite pr�esente des artefacts tr�es visibles. La m�ethode MEPA produit
une image �etonnamment proche de celles produites par les m�ethodes de projections
parall�eles MAPP et MEPP. Des di��erences sont tout de même perceptibles sur les
bords de l'image. En�n, la m�ethode MAPPE produit une s�equence chaotique qui
semble converger vers di��erents attracteurs, comme le montre la �gure 6.17.

Convergence des m�ethodes de projections partielles

Pour �evaluer la convergence des m�ethodes de projection dans le cas inconsistant,
nous avons utilis�e la fonction � de la même mani�ere que dans le cas consistant (cf.
section 6.4.1). Les m�ethodes de projections parall�eles devant th�eoriquement mini-
miser la fonction �, nous avons pris l'image induite par la m�ethode MEPP comme
r�ef�erence (Proj��k(A

(0)
k )). Les courbes se trouvent sur la �gure 6.18(a). La courbe

associ�ee �a MAPPE �etant trop chaotique, nous avons jug�e qu'il �etait inutile de la
pr�esenter. L'image inductrice est une image noire.

Nous remarquons notamment que les m�ethodes de projections altern�eesMAPA et
MEPA convergent rapidement dans les premi�eres it�erations pour se stabiliser presque
aussitôt. Les m�ethodes de projections parall�eles MAPP et MEPP convergent moins
vite mais minimisent davantage la fonction �, conform�ement �a la th�eorie. Nous
remarquons �egalement que la m�ethodeMEPP a un taux de convergence un peu plus
faible que celui de MAPP. Cette observation est la même que dans le cas consistant.

Distance �a l'image inductrice

De la même mani�ere que dans le cas consistant, nous avons mesur�e la distance
entre l'image induite et l'image inductrice en prenant comme r�ef�erence l'image in-
duite par la m�ethode d'induction exacte MEPP. Les r�esultats se trouvent sur la
�gure 6.18(b).

Sur cette �gure, nous observons tout d'abord que les m�ethodes de projections
altern�ees MAPA et MEPA produisent des images induites plus proches de l'image
inductrice. Toutefois, comme l'illustre la �gure 6.18(a), ces deux m�ethodes ne mini-
misent pas la fonction �. Notons que la s�equence produite par MEPA se stabilise
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Figure 6.16 { Exemples d'inductions sur un ensemble inconsistant. (a) L'image initiale de
64�64 pixels est une image de type �echiquier noir&blanc et l'image inductrice est une image de
San-Francisco. Les couples d'images suivants (b-c-d-e-f) montrent �a chaque fois l'image induite
et l'image r�eduite associ�ee obtenues avec les di��erentes m�ethodes de projections partielles.
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Figure 6.17 { S�equence d'images g�en�er�ee par projection approch�ee sur un ensemble inconsis-
tant avec la m�ethode des projections parall�eles extrapol�ee (MAPPE).
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Figure 6.18 { Ensemble inconsistant : (a) convergence des m�ethodes de projections partielles,
(b) distance normalis�ee �a l'image inductrice.

alors que celle produite parMAPA semble s'�eloigner lentement de l'image inductrice.
En�n, conform�ement �a la th�eorie, nous observons que l'image induite par MEPP

est toujours plus proche de l'image inductrice que celle produite par MAPP.

6.4.3 Induction sans connaissance a priori

Lorsque l'on n'a aucune connaissance a priori sur la consistance de �
k
, on suppose

que celui-ci est inconsistant. L'induction se fait alors avec les m�ethodes de projections
parall�eles MAPP ou MEPP. Pour r�ealiser l'induction dans ce contexte, nous avons
utilis�e l'image de 64 � 64 pixels extraite de l'image de Lenna de 512 � 512 d�ej�a
employ�ee dans la partie exp�erimentale du chapitre 5.

Comme sur la �gure 6.15, nous avons r�ealis�e plusieurs inductions en faisant varier
le param�etre � du �ltre de Burt. Sur la �gure 6.19, nous montrons les images induites
avec la m�ethode de projection exacte MEPP �a partir d'une image inductrice grise
(cf. exemple (b) sur la �gure 6.13). Lorsque � = 0:60, nous observons un l�eger e�et
de 
ou. Celui-ci semble s'att�enuer avec la d�ecroissance de �, mais il est remplac�e
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= 0.45

= 0.60= 0.55= 0.50

= 0.35 = 0.40
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Figure 6.19 { Induction de l'image de Lenna sur �
k
avec la m�ethode MEPP. Nous montrons

ici les images induites en faisant varier le param�etre � du �ltre de Burt. L'image inductrice

est une image grise.

par un e�et granuleux particuli�erement visible pour � = 0:35.

Lorsque � = 0:6, le �ltre de Burt est assez proche des caract�eristiques du �ltre
passe-bas id�eal. Nous avons montr�e dans la section 6.2.5 que lorsque le �ltre W est le

�ltre passe-bas id�eal, les images appartenant �a �
k
ont approximativement le même

contenu fr�equentiel que l'image initiale Ik�1 dans les basses fr�equences. Les hautes
fr�equences ne sont pas soumises �a des contraintes : elles sont li�ees �a celles de l'image
inductrice. Lorsque celle-ci est une image grise, les hautes fr�equences sont nulles.
Ainsi, avec � = 0:6 et une image inductrice grise, on peut consid�erer que l'image
induite illustr�ee sur la �gure 6:19 poss�ede sensiblement le même contenu fr�equentiel
que l'image initiale de Lenna. Le r�esultat est en fait assez comparable �a celui obtenu
avec la m�ethode d'interpolation cubique pr�esent�ee dans la section 2.3.2.

6.4.4 R�esum�e de l'�etude

Pour r�esumer l'�etude des m�ethodes de projections partielles, nous avons rassembl�e
dans un tableau leurs principales propri�et�es, ainsi que leur classement respectif selon
des crit�eres de convergence et de qualit�e dans les cas consistant et inconsistant.
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M�ethode MAPA MAPP MAPPE MEPA MEPP

Ensemble �
k

consistant quelconque consistant consistant quelconque
Induction approch�ee approch�ee approch�ee exacte exacte
Particularit�e relaxation relaxation extrapolation - -
cas consistant
convergence 2 4 1 3 5
qualit�e 5 3 3 1 1
cas inconsistant
convergence 4 1 - 3 2
qualit�e 4 2 - 3 1

Table 6.6 { Propri�et�es et classements des m�ethodes de projections partielles.

Lorsque �
k
est consistant, on peut utiliser toutes les m�ethodes de projections

partielles : MAPA, MAPP, MAPPE, MEPA et MEPP. Deux de ces m�ethodes sont
particuli�erement e�caces : la m�ethode des projections parall�eles extrapol�ee MAPPE
et la m�ethode des projections altern�ees MEPA. La m�ethode MAPPE a l'avantage

de converger tr�es rapidement vers �
k
grâce �a son principe d'extrapolation, tandis

que la m�ethode MEPA a l'avantage de garantir une projection exacte sur �
k
avec

un taux de convergence raisonnable.

Lorsque �
k
est inconsistant ou que l'on a pas de connaissance a priori sur la

consistance, il faut utiliser les m�ethodes de projections parall�eles MAPP ou MEPP.
La m�ethode MAPP est plus rapide, mais la m�ethodeMEPP a l'avantage sur celle-ci
de garantir une projection exacte.

6.5 Induction avec un facteur d'agrandissement

sup�erieur �a deux

Dans ce chapitre, nous nous sommes int�eress�es pour l'instant �a un agrandissement
de facteur 2 de l'image Ik�1. Pour produire un agrandissement de facteur a > 2, il
faut r�ealiser une induction de Ik�1 sur l'ensemble des images de r�esolution k +
log2(a=2) dont la r�eduction de facteur a fournit la meilleure approximation de Ik�1.
Cet ensemble est d�e�ni par :

�k+b =
n
Xk+b j ��(b+1)(Xk+b) � Ik�1

o
(6.60)

o�u b = log2(a=2).
Comme l'illustre la �gure 6.20 dans le cas consistant avec b = 1, on ne peut pas se
contenter de r�ealiser l'induction de Ik�1 sur l'ensemble �k+b en e�ectuant successive-
ment une induction de Ik�1 sur �k, puis une induction de Ak sur �k+1 en poursuivant
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jusqu'�a faire une induction de Ak+b�1 sur �k+b. Ce d�ecoupage de l'induction en plu-
sieurs �etapes o�u le facteur d'agrandissement est 2 permet d'obtenir une solution de
�k+b en utilisant les d�eveloppements r�ealis�es dans les sections 6.2 et 6.3. Toutefois,
il permet seulement d'obtenir un sous-ensemble tr�es r�eduit de solutions dans �k+b.
En d'autres termes, cette proc�edure ne r�ealise pas une induction de Ik�1 sur l'en-
semble �k+b mais sur un sous-ensemble de celui-ci qui d�epend des images induites
Ak; : : : ;Ak+b�1 aux r�esolutions interm�ediaires.


k+1


k


k�1

Ak

Ik�1

�

�

���2

�k+1

�k

Figure 6.20 { Induction avec un facteur d'agrandissement sup�erieur �a deux.

Pour r�ealiser l'induction de Ik�1 directement sur l'ensemble �k+b, il est n�ecessaire
de traiter avec l'op�erateur de r�eduction ��(b+1) qui apparâ�t dans la d�e�nition de
�k+b. En reprenant litt�eralement la d�e�nition 6.1 de l'op�erateur �, on obtient :

��(b+1)(Xk+b) = b(W � : : : (W � (W �Xk+b) # 2) # 2 : : :) # 2| {z }
b+1 fois

c = Xk�1 (6.61)

Les di��erentes op�erations de convolution par W et de d�ecimation de facteur 2
peuvent être r�ealis�ees de mani�ere �equivalente par une seule op�eration de convolution
avec un �ltre W et une d�ecimation de facteur a, c'est-�a-dire :

��(b+1)(Xk+b) = bW �Xk+bc # a = Xk�1 (6.62)

Pour construire le �ltreW, il faut convoluer b fois le �ltre W par des copies agrandies
de lui-même. Cette op�eration s'�ecrit :

W = W �W"2 �W"4 � : : : �W"a (6.63)
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o�u la d�e�nition de la notation W"a est donn�ee par :

(0 � m;n < 2aM + 1)

8<
: W"a(m;n) = W(m

a
; n
a
) lorsque m

a
et n

a
sont entiers

W"a(m;n) = 0 sinon

(6.64)
En d'autres termes, le �ltre W"a est obtenu en intercalant a�1 coe�cients nuls entre
les coe�cients initiaux de W. La largeur de ce dernier �etant 2M + 1, on voit assez
facilement �a partir de l'expression (6.63) que la largeur du �ltreW est 2M(2a�1)+1.

De la mêmemani�ere que nous l'avons fait pour l'op�erateur � dans la section 6.2.2,
nous pouvons reformuler l'op�erateur ��(b+1) avec la notation matricielle suivante :

��(b+1)(~Xk+b) = bH � ~Xk+bc = ~Xk�1 (6.65)

o�u la matrice de r�eduction H est une matrice de taille 22(k+b�1) � 22k+b d�e�nie par :

H =

2
666666666666666664

t~Hk+b;(0;0)

...
t~Hk+b;(0;2k�1�1)

...
t~Hk+b;(2k�1�1;0)

...
t~Hk+b;(2k�1�1;2k�1�1)

3
777777777777777775

(6.66)

o�u (Hk+b;(i;j))(i;j)2I2
k�1

est une famille de matrices de taille 2k+b � 2k+b engendr�ee

par le �ltre W. Plus pr�ecis�ement, pour tout (i; j) appartenant �a I2k�1, une matrice
Hk+b;(i;j) positionne le centre du �ltre en (ai; aj). L'algorithme de g�en�eration d'une
matrice de la famille (Hk+b;(i;j)) est donn�e dans la table 6.7.

Hk+b;(i;j) = 0
pour n allant de �M(2a� 1) �a M(2a � 1)

pour m allant de �M(2a� 1) �a M(2a � 1)
s = '(ai+m; 2k+b) et t = '(aj + n; 2k+b)
Hk+b;(i;j)(s; t) = Hk+b;(i;j)(s; t) +W(m;n)

Table 6.7 { Construction d'une matrice Hk+b;(i;j).

Grâce �a la formulation donn�ee par (6.65), on peut g�en�eraliser assez facilement tous
les d�eveloppements r�ealis�es dans les sections 6.2 et 6.3. Un exemple d'induction avec
un facteur d'agrandissement a = 4 est montr�e sur la �gure 6.21. Il s'agit d'un cas
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d'induction sur un ensemble consistant. L'image originale du cameraman (128�128
pixels) est d'abord r�eduite d'un facteur 4 par l'op�erateur ��2. Pour le �ltre W, nous
utilisons toujours le �ltre de Burt 5�5 avec � = 0:35. Ensuite, l'induction de l'image
r�eduite est r�ealis�ee avec la m�ethode MEPA en utilisant comme image inductrice
l'image obtenue en interpolant l'image r�eduite par une transform�ee B-spline cubique.
Il apparâ�t que l'image induite r�ecup�ere un peu d'information spectrale sur l'image
originale. En e�et, l'ensemble des solutions �etant convexe, l'image induite qui r�esulte
de la projection est forc�ement plus proche de l'image originale que ne l'est l'image
inductrice projet�ee. On peut �egalement noter la pr�esence d'un e�et d'ondulation des
contours dans l'image induite.

∆ 2

∆ 2

interpolation par
transformée
B-spline cubique

image réduite

induction

image agrandieimage induite

image originale

réduction par 

Figure 6.21 { Exemple d'induction avec un facteur d'agrandissement a = 4.

6.6 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre notre deuxi�eme m�ethode d'agrandissement
de type ensembliste. Le probl�eme de l'agrandissement d'une image est ici pos�e
comme un probl�eme inverse de r�eduction.

Dans un premier temps, nous avons d�e�ni pr�ecis�ement l'ensemble des solutions
du probl�eme en nous appuyant sur l'op�eration de r�eduction telle qu'elle est d�e�nie
par la th�eorie de l'�echantillonnage. Nous nous sommes particuli�erement attach�es �a
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ce que l'ensemble des solutions soit convexe quels que soient l'image originale et le
�ltre utilis�e dans l'op�eration de r�eduction.

Dans un deuxi�eme temps, nous avons propos�e di��erentes m�ethodes de projection
sur cet ensemble, a�n d'obtenir une solution particuli�ere. Ces m�ethodes de projection
ont �et�e inspir�ees par des m�ethodes g�en�erales que l'on trouve dans la th�eorie d'es-
timation d'ensembles convexes [39]. Certaines permettent d'obtenir une projection
exacte, et d'autres une projection approch�ee mais plus rapide. De plus, certaines ne
peuvent être utilis�ees que lorsque l'ensemble des solutions est consistant. En dernier
lieu, nous avons �etudi�e le comportement exp�erimental de ces di��erentes m�ethodes.
Lorsque l'ensemble des solutions est consistant, la m�ethode MEPA est la plus in-
t�eressante puisqu'elle permet d'obtenir une projection exacte. Dans un contexte
o�u la rapidit�e de la projection est cruciale, la m�ethode MAPPE est plus adap-
t�ee puisqu'elle permet d'obtenir une projection approch�ee tr�es rapidement. Lorsque
l'ensemble des solutions est inconsistant, la m�ethode MEPP permet d'obtenir une
projection exacte tandis que la m�ethode MAPP permet d'obtenir plus rapidement
une projection approch�ee.

Cette m�ethode d'agrandissement par induction sur un ensemble est compl�emen-
taire des m�ethodes d'agrandissement du chapitre 3, ainsi que de notre premi�ere
m�ethode pr�esent�ee dans le chapitre 5. Elle permet de r�egulariser les images agran-
dies vis-�a-vis de la contrainte de r�eduction. Ceci revient en particulier �a restaurer
l'information, relative �a l'image originale, �eventuellement perdue lors de son agran-
dissement. Cette m�ethode peut �egalement être utilis�ee dans un contexte de com-
pression r�eversible et de transmission progressive des images. Ces deux applications
de l'induction seront �etudi�ees dans le chapitre 7.
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Chapitre 7

Am�eliorations et applications

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacr�e aux am�eliorations et aux applications des deux m�ethodes
d'agrandissement que nous avons propos�ees dans les chapitres 5 et 6.

Tout d'abord, nous proposons dans la section 7.2 d'am�eliorer la m�ethode d'agran-
dissement par synth�ese de similarit�es sur une pyramide (cf. chapitre 5). La pyramide
classique �a facteur de r�eduction 2 est remplac�ee par une pyramide en quinconce �a
facteur de r�eduction

p
2. La suppression de l'information niveau par niveau �etant

moins brutale, on augmente la probabilit�e de trouver des similarit�es int�eressantes
sur la pyramide. La synth�ese de meilleures similarit�es doit apporter une am�elioration
de la qualit�e de l'image agrandie.

D'un point de vue pratique, la m�ethode d'agrandissement par induction (cf.
chapitre 6) permet de r�egulariser une image agrandie quelconque vis-�a-vis de la
contrainte de r�eduction. Pour cela, il su�t de la projeter sur l'ensemble �k des solu-
tions. Cette r�egularisation permet en particulier de restaurer l'information associ�ee
�a l'image originale qui est perdue lors de l'agrandissement. Nous discutons de cet
aspect de l'induction dans la section 7.3. Nous donnons �egalement quelques r�esultats
qui mettent en �evidence l'utilit�e d'une r�egularisation.

Pour terminer, nous proposons dans la section 7.4 d'employer la m�ethode d'agran-
dissement par induction pour compresser et transmettre progressivement une image
sur r�eseau [23], [24], [25]. Le principe d'induction est utilis�e dans un contexte pyra-
midal en modi�ant l'algorithme de construction d'une pyramide laplacienne. Nous
montrons en particulier que l'agrandissement par induction permet d'augmenter le
taux de compression de mani�ere signi�cative. Il permet �egalement au destinataire de
donner aux niveaux successifs de la pyramide re�cus par r�eseau la même r�esolution
que l'image originale.
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7.2 Synth�ese de similarit�es sur une pyramide en

quinconce

La table 5.10 montre clairement que les similarit�es ne sont pas r�eparties de ma-
ni�ere �equitable entre les di��erents niveaux de la pyramide. Les meilleures similarit�es
des blocs de la base de la pyramide sont g�en�eralement trouv�ees sur les niveaux
proches de cette base. En fait, plus on monte dans la pyramide et plus la probabilit�e
de trouver une similarit�e diminue. Ce r�esultat montre que les similarit�es entre les
structures ont en g�en�eral peu de chance d'exister lorsque les r�esolutions respectives
sont tr�es di��erentes. Toutefois, ceci d�epend beaucoup de la complexit�e des struc-
tures elles-mêmes. Pour illustrer ce propos, reprenons la pyramide g�en�er�ee �a partir
de l'image du cameraman qui est montr�ee sur la �gure 5.16. Il apparâ�t clairement
que le pourtour assez simple de la tête o�re un remarquable degr�e d'auto-similarit�e,
au moins jusqu'au niveau 2 de la pyramide. Par contre, les d�etails complexes de la
cam�era disparaissent en majorit�e d�es la premi�ere r�eduction. On con�coit alors assez
facilement que les similarit�es structurelles associ�ees �a la cam�era sont tr�es di�ciles,
voire impossibles �a trouver sur les niveaux sup�erieurs de la pyramide.

Ceci nous conduit aux deux conclusions suivantes. La premi�ere est qu'en g�en�eral,
il est inutile d'avoir une di��erence de r�esolution importante entre la base et le dernier
niveau de la pyramide. La deuxi�eme conclusion est qu'il est pr�ef�erable de diminuer
le facteur de r�eduction entre les di��erents niveaux de la pyramide. A�n de mettre
ceci en pratique, nous exploitons la pyramide en quinconce propos�ee dans la section
4.4. La �gure 7.1 illustre la pyramide en quinconce obtenue �a partir de l'image du
cameraman, ainsi que la pyramide de di��erences associ�ee (cf. section 4.4.4). On
constate que le taux de r�eduction plus faible entre les niveaux de la pyramide a
pour e�et de supprimer plus progressivement les d�etails de l'image. De ce fait, les
similarit�es structurelles entre les r�esolutions sont plus faciles �a d�etecter.

Dans la suite de cette section, nous adaptons le mod�ele d'analyse-synth�ese des
similarit�es d�evelopp�e dans le chapitre 5 �a une pyramide en quinconce.

(a)

(b)

Figure 7.1 { (a) Pyramide passe-bas en quinconce obtenue �a partir de l'image du cameraman
(a = 0:85). (b) Pyramide de di��erences associ�ee (les niveaux de gris sont ampli��es d'un facteur
4).



7.2 Synth�ese de similarit�es sur une pyramide en quinconce 209

7.2.1 Particularit�es

Comme le montre la �gure 7.2, pour r�ealiser un agrandissement de facteur 2
avec une pyramide en quinconce, il faut produire deux niveaux de super-r�esolution
successifs. Le premier est obtenu sur un maillage en quinconce et le deuxi�eme sur un
maillage carr�e. Hormis cette obligation de produire deux niveaux de super-r�esolution
successifs au lieu d'un seul, l'algorithme global de l'agrandissement est �a peu pr�es
identique �a celui pr�esent�e dans la table 5.1.

(image originale)
sous-résolution

base de la pyramide

(image originale)
base de la pyramide

super-résolution

super-résolution

sous-résolution

(b)(a)

Y

X

X’ Y’
X

Y

X’

Y’

Figure 7.2 { Illustration des deux niveaux de super-r�esolution �a produire pour agrandir une
image de facteur 2 �a partir d'une pyramide en quinconce. Cette �gure illustre �egalement un
exemple de synth�ese d'un bloc X 0 r�ealis�ee �a partir d'un bloc Y 0 et de la relation de similarit�e
entre les blocs p�eres X et Y .

Les �etapes 1 et 2 demeurent assez semblables. La construction de la pyramide en
quinconce (�etape 1) est bas�ee sur les d�eveloppements que nous avons r�ealis�es dans
la section 4.4. La construction du domaine de recherche des similarit�es D (�etape
2) est r�ealis�ee par extraction de blocs de taille 5 � 5 pixels sur tous les niveaux de
la pyramide en quinconce, sauf la base. Comme dans la section 5.4, les blocs sont
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s�electionn�es en fonction de leur �ecart-type et le calcul peut être r�ealis�e soit �a partir de
la pyramide en quinconce, soit �a partir de la pyramide de di��erences associ�ee. Dans
la suite, nous supposerons que ce calcul est toujours r�ealis�e �a partir de la pyramide
de di��erences a�n de prendre en compte le contenu fr�equentiel des blocs. Dans ce
cas, la �xation de l'�ecart-type minimum �min doit prendre en compte le fait que
les amplitudes des di��erences sont en moyenne beaucoup plus petites (environ deux
fois) que dans le cas d'une pyramide de di��erences �a facteur de r�eduction 2. Une fois
les blocs s�electionn�es, l'organisation du domaine et, en particulier, la classi�cation
des blocs, exploitent sans modi�cation les algorithmes du chapitre 5.

Les �etapes 3, 4 et 5 sont ex�ecut�ees deux fois. En ce qui concerne la premi�ere fois,
le niveau de super-r�esolution est dispos�e sur un maillage en quinconce. Son parti-
tionnement (�etape 3) est illustr�e sur la �gure 7.3(a). On discerne quatre supports
di��erents pour les blocs �ls qui sont plus petits que les blocs p�eres, a�n de g�en�erer
des recouvrements entre ceux-ci. La recherche des similarit�es dans le domaine D
(�etape 4) demeure identique �a celle propos�ee dans le chapitre 5 lorsque celle-ci est
globale (cf. section 5.6.2). Dans le cas d'une recherche locale, il est inutile d'exploiter
les niveaux en quinconce. En e�et, les blocs p�eres pour lesquels on recherche une
similarit�e sont situ�es sur la base de la pyramide qui est dispos�ee sur un maillage
carr�e. Les blocs situ�es sur les niveaux en quinconce qui recouvrent les blocs p�eres
sont porteurs des mêmes structures �a une rotation de 45� pr�es. En raison de cette
rotation, il n'est pas possible de trouver localement un bloc similaire sur un niveau
en quinconce. La synth�ese des similarit�es (�etape 5) est bas�ee sur le même principe
que celui d�ecrit dans la section 5.7.1. La seule di��erence r�eside dans l'op�erateur

(a) (b)

bloc père

bloc fils

Figure 7.3 { Partitionnement du niveau de super-r�esolution de la pyramide en quinconce.
La base de la pyramide est repr�esent�ee par les points � et le niveau de super-r�esolution est
repr�esent�e par les points � + �. Les doubles cercles symbolisent les centres des blocs �ls. Le
niveau de super-r�esolution est dispos�e : (a) sur un maillage en quinconce, (b) sur un maillage
carr�e.
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d'interpolation I qui doit r�ealiser l'interpolation du bloc r�esiduel " de la transforma-
tion sur un maillage en quinconce. Nous exploitons toujours la transform�ee B-spline
cubique pour r�ealiser cette interpolation. De plus, lorsque le bloc similaire Y est
trouv�e sur un niveau en quinconce, il faut e�ectuer une rotation de +90� du bloc
X 0. Ceci permet de compenser la premi�ere rotation �a �45� impos�ee par le niveau
en quinconce sur lequel est situ�e Y , puis de r�ealiser la deuxi�eme rotation �a +45�

impos�ee par le niveau de super-r�esolution, �egalement en quinconce. Ce ph�enom�ene
est illustr�e par la synth�ese du bloc X 0 sur la �gure 7.3(a).

Lorsque l'on reconduit une deuxi�eme fois les �etapes 3, 4 et 5, le niveau de super-
r�esolution en quinconce g�en�er�e la premi�ere fois devient la nouvelle base de la py-
ramide. Le niveau de super-r�esolution �a extrapoler est d�esormais dispos�e sur un
maillage carr�e, comme le montre la �gure 7.2(b). Son partitionnement (�etape 3) est
illustr�e sur la �gure 7.3(b). Comme pour le partitionnement montr�e sur la �gure
7.3(a), on discerne quatre supports di��erents pour les blocs �ls. En fait, ces deux
partitionnements sont identiques �a une rotation de 45� pr�es, et �a un facteur d'�echellep
2 pr�es. La recherche des similarit�es (�etape 4) demeure inchang�ee, sauf dans le cas

d'une recherche locale o�u cette fois-ci, il devient inutile d'exploiter les niveaux dis-
pos�es sur un maillage carr�e. Pour la synth�ese des similarit�es (�etape 5), le principe
est le même que pr�ec�edemment, hormis que le bloc X 0 doit cette fois-ci subir une
rotation de �90�, comme illustr�e sur la �gure 7.3(b). Par rapport �a la production
du premier niveau de super-r�esolution, la taille des blocs p�eres est inchang�ee mais
leur nombre est doubl�e. La complexit�e algorithmique est donc deux fois plus �elev�ee.

Que ce soit pour extrapoler le premier ou le deuxi�eme niveau de super-r�esolution,
pr�ecisons que les blocs non synth�etis�es sont toujours interpol�es par une transform�ee
B-spline cubique.

S�election de blocs �a partir d'une pyramide de di��erences en quinconce

Pour s�electionner les blocs du domaine D, nous exploitons la pyramide de di��e-
rences en quinconce que nous avons propos�ee dans la section 4.4.4. Un bloc apparte-
nant �a un niveau k de la pyramide passe-bas en quinconce est s�electionn�e si le bloc de
même support sur le niveau k+1 de la pyramide de di��erences poss�ede un �ecart-type
sup�erieur �a un seuil limite �min. Contrairement au cas d'une pyramide �a facteur de
r�eduction 2, le calcul de l'�ecart-type n'est donc pas r�ealis�e sur le niveau k mais sur le
niveau k+1 de la pyramide de di��erences. Ce d�ecalage provient de la d�ecomposition
de l'image originale en fr�equences diagonales d'une part et en fr�equences verticales
et horizontales d'autre part. En e�et, un bloc situ�e sur un niveau impair (quinconce)
est int�eressant lorsqu'il poss�ede des hautes fr�equences diagonales, et celles-ci sont
repr�esent�ees sur le niveau sup�erieur pair de la pyramide de di��erences (cf. �gure
7.1(b)). De même, un bloc situ�e sur un niveau pair est int�eressant lorsqu'il poss�ede
des hautes fr�equences verticales et horizontales, et celles-ci sont repr�esent�ees sur le
niveau sup�erieur impair de la pyramide de di��erences (cf. �gure 7.1(b)).

De même, la mise en �uvre de la recherche d'une similarit�e pour un bloc p�ere
repose sur les conditions pr�ec�edentes. Plus pr�ecis�ement, une recherche de similarit�e
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�a un bloc p�ere est e�ectu�ee si le bloc de même support sur le niveau sup�erieur de
la pyramide de di��erences poss�ede un �ecart-type plus grand qu'un seuil limite �min
pr�ed�e�ni.

Agrandissement de facteur sup�erieur �a deux

Comme dans la section 5.7.2, on peut r�ealiser un agrandissement de facteur su-
p�erieur �a deux selon deux approches. La premi�ere et la plus simple consiste �a it�erer
le mod�ele d'analyse-synth�ese que l'on a d�ecrit pr�ec�edemment (�etapes 3, 4 et 5) jus-
qu'�a obtenir la r�esolution souhait�ee. Le domaine de recherche des similarit�es D est
construit une fois pour toute �a partir de la pyramide en quinconce initiale, ceci pour
�eviter une complexit�e algorithmique d�emesur�ee. Avec cette approche, la taille des
blocs est maintenue constante mais leur nombre est doubl�e de niveau en niveau.

La deuxi�eme approche consiste �a e�ectuer la synth�ese de chaque niveau en exploi-
tant uniquement la premi�ere analyse r�ealis�ee pour obtenir l'agrandissement de fac-
teur 2. La principale di��erence avec le mod�ele d�ecrit dans la section 7.7.2 (deuxi�eme
approche : synth�ese) est qu'en r�ealit�e, on b�en�e�cie de deux codes de similarit�es au
lieu d'un seul. Le premier est associ�e �a la production du niveau de super-r�esolution
dispos�e sur un maillage en quinconce, et le deuxi�eme est associ�e �a la production
du niveau de super-r�esolution dispos�e sur un maillage carr�e. La synth�ese des simi-
larit�es est donc it�er�ee en appliquant �a chaque niveau de super-r�esolution le code de
similarit�e associ�e et en doublant �a chaque fois la taille en pixels des blocs a�n de
maintenir leur support constant. Pour interpoler le r�esidu de la transformation ",
on exploite toujours la m�ethode d'agrandissement par transform�ee B-spline cubique
avec le facteur d'agrandissement correspondant au niveau extrapol�e.

7.2.2 R�esultats avec une image de r�ef�erence

Dans cette section, nous comparons l'image agrandie par synth�ese de similarit�es
sur une pyramide en quinconce �a une image de r�ef�erence. Pour cela, nous r�ealisons
l'agrandissement �a partir d'une version r�eduite de l'image du cameraman. Dans
le contexte d'une pyramide en quinconce, l'agrandissement de facteur 2 est r�ea-
lis�e en deux �etapes. La premi�ere consiste �a produire un niveau de super-r�esolution
dispos�e sur un maillage en quinconce et la deuxi�eme, �a produire un niveau de super-
r�esolution dispos�e sur un maillage carr�e. La �gure 7.4 illustre les deux images de
r�ef�erence correspondant �a ces deux �etapes, ainsi que la pyramide en quinconce pro-
duite �a partir de l'image r�eduite du cameraman. En ce qui concerne les param�etres
de la m�ethode d'agrandissement, les �ecart-types minimum d'un bloc du domaine
D et d'un bloc pour lequel on recherche une similarit�e sont �min = 5. Ces valeurs
correspondent �a peu pr�es �a la moiti�e de celles utilis�ees dans le cadre d'une pyramide
�a facteur de r�eduction 2. Les autres param�etres sont d�e�nis par la con�guration
standard de la section 5.8.1.

Dans la suite de cette section, nous �etudions tout d'abord la validit�e de l'hypo-
th�ese de pr�eservation des similarit�es �a travers les deux niveaux de super-r�esolution
successifs. Ensuite, nous examinons l'in
uence de la valeur limite Qmax du r�esidu de
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images de référence pyramide initiale

(b)

(a)

Figure 7.4 { (a) Pyramide passe-bas g�en�er�ee �a partir de l'image du cameraman (a = 0:85).
(b) Pyramide de di��erences associ�ee (les niveaux de gris sont ampli��es d'un facteur 4).

similarit�e sur la qualit�e de l'agrandissement.

La pr�eservation des similarit�es

Pour �etudier la pr�eservation des similarit�es �a travers les deux niveaux de super-
r�esolution, nous e�ectuons le même type de mesures que celles que nous avons r�ea-
lis�ees dans la section 5.8.3. Plus pr�ecis�ement, la valeur moyenne Q("0i) du r�esidu de
similarit�e entre les blocs �ls Ri et Y 0

i est exprim�ee en fonction de celle du r�esidu de
similarit�e Q("i) entre les blocs p�eres Xi et Yi.

Les �gures 7.5(a-c-e) montrent les nuages de points obtenus pour le premier ni-
veau de super-r�esolution dispos�e sur un maillage en quinconce, ceci selon di��erents
contextes de recherche de similarit�es. Dans le cas d'une recherche locale (�gure
7.5(a)) le nuage est relativement �etir�e, tandis que dans le cas d'une recherche glo-
bale (�gures 7.5(c-e)), le nuage est plus compact : les r�esidus de similarit�e entre les
blocs p�eres sont en moyenne plus faibles. Dans les deux cas, les r�esidus de similarit�e
entre les blocs �ls sont en moyenne plus faibles que lorsque la synth�ese est r�ealis�ee
avec une pyramide �a facteur de r�eduction 2. Par exemple, en comparant les �gures
5.28(b) et 7.5(c), on rel�eve des r�esidus moyens respectivement de 15.5 et de 11.4.
En fait, l'amplitude maximale d'une di��erence entre l'image agrandie et l'image de
r�ef�erence augmente n�ecessairement avec le facteur d'agrandissement.

Les nuages de points obtenus pour le deuxi�eme niveau de super-r�esolution sont
pr�esent�es sur les �gures 7.5(b-d-f). Le r�esidu moyen entre les blocs p�eres est �a chaque
fois assez proche de celui calcul�e pour le premier niveau de super-r�esolution. En
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Figure 7.5 { R�esidu de similarit�e entre les blocs �ls en fonction du r�esidu de similarit�e entre les
blocs p�eres dans le contexte d'une : (a-b) recherche locale de similarit�es, (c-d) recherche globale
de similarit�es avec isom�etries rotations, (e-f) recherche globale de similarit�es avec isom�etries
rotations+r�e
exions. Ces mesures sont e�ectu�ees sur le niveau de super-r�esolution dispos�e
sur un maillage en quinconce (a-c-e) et sur celui dispos�e sur un maillage carr�e (b-d-f).
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revanche, on remarque une nette d�egradation du r�esidu moyen entre les blocs �ls.
Ceci s'explique par le fait que les r�esidus de similarit�e associ�es au deuxi�eme niveau
de super-r�esolution s'ajoutent �a ceux du premier niveau.

En r�esum�e, les di��erents nuages de points sur la �gure 7.5 montrent que l'hypo-
th�ese de pr�eservation des similarit�es se justi�e pour la majorit�e des blocs synth�etis�es.
Toutefois, lorsque le r�esidu de similarit�e entre deux blocs p�eres est trop important,
la pr�eservation de la similarit�e n'a pas vraiment d'int�erêt. Il faut donc d�eterminer
une valeur-limite au-del�a de laquelle la synth�ese n'est pas r�ealis�ee. C'est ce que nous
allons �etudier d�esormais.

Choix d'une limite sur le r�esidu de similarit�e

La �gure 7.6 illustre l'�evolution du PSNR en fonction de la valeur-limiteQmax du
r�esidu de similarit�e entre les blocs p�eres. La valeur maximale du PSNR est atteinte
avec Qmax = 10 lorsque la recherche est globale, et Qmax = 15 lorsqu'elle est locale.
Contrairement au r�esultat illustr�e par la �gure 5.34 dans le cas d'une recherche
globale, l'ajout d'isom�etries de type r�e
exion n'am�eliore pas le PSNR.

Les r�esultats des agrandissements obtenus avec la valeur limite Qmax = 13 dans
les di��erents contextes de recherche de similarit�es sont pr�esent�es sur les �gures 7.7
et 7.8. Tout d'abord, on observe sur la �gure 7.7 que les blocs synth�etis�es sont
beaucoup moins nombreux lorsque la recherche est locale. Par ailleurs, dans le cas

PSNR (dB)

22.5

23
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24

24.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40

maxQ

Figure 7.6 { Rapport signal �a bruit en fonction de la valeur limite Qmax du r�esidu de similarit�e
entre les blocs p�eres dans le contexte d'une : (�) recherche locale des similarit�es (T = 5), (4)
recherche globale des similarit�es avec isom�etries rotations, (2) recherche globale des similarit�es
avec isom�etries rotations+r�e
exions.
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images de différences

blocs synthétisés blocs synthétisés

images de différences

blocs synthétisés

images de différences

(b) (c)(a)

Figure 7.7 { Localisation des blocs synth�etis�es et images de di��erences avec Qmax = 13
dans le contexte d'une : (a) recherche locale des similarit�es (T = 5), (b) recherche globale
des similarit�es avec isom�etries rotations, (c) recherche globale des similarit�es avec isom�etries
rotations+r�e
exions.
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niveau en quinconce

image agrandie

niveau en quinconce niveau en quinconce

image agrandieimage agrandie

image spectrale image spectrale image spectrale

(a) (b) (c)

Figure 7.8 { Agrandissements obtenus avec Qmax = 13 et spectres associ�es dans le contexte
d'une : (a) recherche locale des similarit�es (T = 5), (b) recherche globale des similarit�es avec
isom�etries rotations, (c) recherche globale des similarit�es avec isom�etries rotations+r�e
exions.

d'une recherche globale, l'utilisation des isom�etries suppl�ementaires de type r�e
exion
n'apporte aucune am�elioration. En e�et, tr�es peu de blocs suppl�ementaires sont
synth�etis�es et comme nous l'avons vu sur la �gure 7.6, le PSNR est �a peu pr�es
le même. Comme sur la �gure 5.35, on remarque que les blocs synth�etis�es sont
surtout situ�es sur le pourtour du cameraman, le pied droit de la cam�era et le bras
de direction. Il n'y a pas davantage de blocs synth�etis�es au niveau de la cam�era. Les
images de di��erences montrent la localisation des hautes fr�equences cr�e�ees lors de
la synth�ese des similarit�es pour chaque niveau de super-r�esolution.

La �gure 7.8 illustre les spectres des images agrandies dans les trois contextes de
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(a) (b)

Figure 7.9 { Soustraction entre les images de di��erences originale et agrandie pour le niveau
de super-r�esolution dispos�e : (a) sur un maillage carr�e, (b) sur un maillage en quinconce.

recherche de similarit�es. On observe �a chaque fois que les traces associ�ees au pourtour
du cameraman se prolongent dans les hautes fr�equences. Les traces associ�ees au pied
droit de la cam�era et au bras de direction sont prolong�ees uniquement dans le cas
d'une recherche globale des similarit�es.

La �gure 7.9 montre les deux images g�en�er�ees en e�ectuant la soustraction des
images de di��erences illustr�ees sur la �gure 7.7(b) �a celles de r�ef�erence illustr�ees sur
la �gure 7.4(b). On remarque que les hautes fr�equences produites sur les pourtours
du cameraman et le pied droit de la cam�era sont tr�es proches de celles de l'image de
r�ef�erence. En e�et, il y a tr�es peu d'amplitude dans ces zones, que ce soit sur la �gure
7.9(a) ou sur la �gure 7.9(b). Les maxima d'amplitude sont en fait principalement
situ�es au niveau des structures non synth�etis�ees : col, cam�era, pieds gauche et central.
On remarque que la synth�ese du bras droit de direction n'est pas tr�es bonne.

7.2.3 R�esultats sans image de r�ef�erence

Dans cette section, nous pr�esentons des r�esultats d'agrandissements obtenus dans
le contexte g�en�eral o�u on l'on ne dispose pas d'image de r�ef�erence. Pour estimer la
qualit�e des images agrandies, on ne peut plus utiliser de mesures comme celle du
PSNR. Cependant, on peut toujours r�ealiser une analyse spectrale et exploiter des
images de di��erences pour estimer visuellement la qualit�e des hautes fr�equences
produites par notre m�ethode d'agrandissement.

Dans la suite, nous commen�cons par nous int�eresser �a la r�epartition des similarit�es
sur la pyramide en quinconce. Nous nous interrogeons en particulier sur l'�equitabilit�e
de cette r�epartition a�n de connâ�tre le nombre optimal de niveaux d'une pyramide
en quinconce. Nous pr�esentons par la suite quelques agrandissements de facteur 2
et 4 des images de Lenna et du cameraman. En�n, nous terminons cette section en
montrant des agrandissements de facteurs 2 de diverses images.

R�epartition des similarit�es sur la pyramide

Les param�etres utilis�es pour l'image du cameraman sont identiques �a ceux uti-
lis�es pr�ec�edemment. Pour l'image de Lenna, les �ecart-types minimum d'un bloc du
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domaine D et d'un bloc pour lequel on recherche une similarit�e sont �min = 2.

La table 7.1 indique le nombre de blocs du domaine D extraits de chaque niveau
de la pyramide en quinconce et la table 7.2 montre le nombre de similarit�es trouv�ees
sur ces niveaux. Pour connâ�tre la r�epartition des similarit�es entre les niveaux de la
pyramide, nous calculons l'indice Pk d�e�ni par (5.21) pour chaque niveau k de la
pyramide. Les r�esultats sont pr�esent�es dans la table 7.3 pour les deux niveaux de
super-r�esolution g�en�er�es.

Dans le cas du premier niveau de super-r�esolution (C-Q), les blocs p�eres sont
situ�es sur la base de la pyramide (niveau 0). Que ce soit pour l'image de Lenna o�u
pour celle du cameraman, ce sont surtout sur les niveaux pairs que sont trouv�ees les
similarit�es, c'est-�a-dire sur les niveaux dispos�es sur un maillage carr�e comme celui de
la base. Pour l'image de Lenna, il est assez frappant de constater que le niveau 5 n'est
pas du tout exploit�e. De plus, parmi les niveaux pairs, la majorit�e des similarit�es est
trouv�ee sur le niveau 2. Ce constat rejoint celui e�ectu�e1 �a partir du tableau 5.10 dans
le contexte d'une pyramide �a facteur de r�eduction 2. La r�epartition des similarit�es
entre tous les niveaux est nettement meilleure pour l'image du cameraman.

Dans le cas du deuxi�eme niveau de super-r�esolution (Q-C), les blocs p�eres sont
situ�es sur le premier niveau de super-r�esolution (en quinconce). Pour l'image de
Lenna, Pk d�ecrô�t lorsque k augmente et pour l'image du cameraman, la r�epartition
est �a peu pr�es �equitable.

En r�esum�e, les deux exemples �etudi�es montrent bien que le nombre optimal de
niveaux de la pyramide en quinconce d�epend beaucoup de l'image �a la base et que
ce nombre est plutôt di�cile �a d�eterminer a priori.

Image Niv. 1 Niv. 2 Niv. 3 Niv. 4 Niv. 5

Lenna 796 / 1568 423 / 784 266 / 288 142 / 144 32 / 32
Cameraman 854 / 1568 570 / 784 254 / 288 140 / 144 32 / 32

Table 7.1 { Niveau d'origine des blocs du domaine de recherche D.

Image Niv. 1 Niv. 2 Niv. 3 Niv. 4 Niv. 5

Lenna (C!Q) 113 69 27 4 0
Lenna (Q!C) 215 45 9 1 0

Cameraman (C!Q) 207 194 45 40 5
Cameraman (Q!C) 264 166 67 57 8

Table 7.2 { Niveau d'origine des similarit�es.
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Image Niv. 1 Niv. 2 Niv. 3 Niv. 4 Niv. 5

Lenna (C!Q) 1.11 1.27 0.79 0.22 0
Lenna (Q!C) 1.66 0.65 0.21 0.04 0

Cameraman (C!Q) 0.92 1.30 0.67 1.09 0.59
Cameraman (Q!C) 1.02 0.96 0.87 1.34 0.82

Table 7.3 { Indice de r�epartition des similarit�es sur les niveaux de la pyramide.

(b)(a) (c)

spectre

image de différences

image agrandie image agrandie image agrandie

image de différencesimage de différences

spectre spectre

Figure 7.10 { Agrandissements de facteur 2, images de di��erences (les niveaux de gris sont
ampli��es d'un facteur 4) et spectres associ�es : (a) image de Lenna, (b) image du cameraman,
(c) image du cameraman avec Qmax = 20.
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Agrandissement de facteur 2

Les �gures 7.10(a-b) pr�esentent les images agrandies respectivement de Lenna
et du cameraman, sans limiter le r�esidu de similarit�e. Les images de di��erences
permettent �a la fois de localiser les hautes fr�equences introduites et de visualiser
leur amplitude.

L'image de di��erences associ�ee �a Lenna montre que les hautes fr�equences sont
cr�e�ees essentiellement sur le bord inf�erieur du chapeau. D'ailleurs, le spectre montre
que seule la trace associ�ee au bord inf�erieur du chapeau est prolong�ee. Contrairement
au r�esultat pr�esent�e sur la �gure 5.39(c), la trace associ�ee au bord sup�erieur du
chapeau n'est donc pas prolong�ee. En fait, le r�esultat illustr�e sur la �gure 7.10(a)
est davantage en accord avec ce que l'on observe �a travers les di��erents niveaux de la
pyramide de di��erences montr�ee sur la �gure 5.16. Seul le bord inf�erieur du chapeau
traduit une v�eritable discontinuit�e. La diminution de l'amplitude constat�ee sur la
pyramide de di��erences quand on descend les niveaux est con�rm�ee par l'image de
di��erences de la �gure 7.10(a).

L'image de di��erences associ�ee au cameraman sur la �gure 7.10(b) montre que de
nombreuses hautes fr�equences sont cr�e�ees dans l'image agrandie et que leur ampli-
tude est relativement importante. Ceci est en accord avec ce que l'on peut observer
sur la pyramide de di��erences illustr�ee sur la �gure 5.16. L'image agrandie semble de
meilleure qualit�e que celle obtenue par synth�ese sur une pyramide �a facteur de r�educ-
tion 2 : les d�efauts sont moins nombreux et l'image semble plus naturelle. On peut
diminuer l'importance des d�efauts restants en limitant le r�esidu de similarit�e des
blocs synth�etis�es. Ainsi, la �gure 7.10(c) montre le r�esultat obtenu avec Qmax = 20.
Malgr�e une plus grande tol�erance sur le r�esidu de similarit�e, on observe une meilleure
qualit�e de l'image agrandie de la �gure 7.10 que celle pr�esent�ee sur la �gure 5.40(c).

Agrandissement de facteur sup�erieur �a 2

La �gure 7.11 pr�esente di��erents agrandissements de facteur 4 de l'image du
cameraman. L'interpolation au plus proche voisin produit un e�et de pixelisation,
tandis que l'interpolation par transform�ee B-spline g�en�ere une image beaucoup plus
naturelle, mais avec un 
ou excessif. Les images agrandies par synth�ese de simila-
rit�es avec Qmax = 20 ont des contours globalement plus nets. L'image obtenue par
l'approche de synth�ese unique (�gure 7.11(c)) comporte de nombreux petits d�efauts
qui sont dus �a des d�ecalages de structures. Comme le montre la �gure 7.11(d), le
renouvellement de l'analyse permet de corriger ces d�ecalages. Malgr�e l'augmenta-
tion globale de la r�esolution constat�ee sur cette derni�ere image, il existe toujours
des d�efauts structurels qui perturbent l'analyse visuelle, surtout au niveau de la
cam�era. Ceci s'explique notamment par l'accumulation des r�esidus de similarit�es
�a chaque niveau de super-r�esolution produit. Pour diminuer cet e�et, une solution
simple est de diminuer la valeur de Qmax. Cependant, ceci a pour e�et de diminuer
le nombre de blocs synth�etis�es, et donc d'augmenter le nombre de blocs interpol�es

1: Le niveau 1 du tableau 5.10 correspond au niveau 2 du tableau 7.3.
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(c) (d)

(a) (b)

Figure 7.11 { Agrandissements de facteur 4 de l'image du cameraman : (a) interpolation
au plus proche voisin, (b) interpolation par transform�ee B-spline cubique, (c) approche par
synth�ese unique de similarit�es (Qmax = 20), (d) approche par analyse-synth�ese de similarit�es
(Qmax = 20).
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par la transform�ee B-spline.

R�esultats comparatifs avec diverses images

Les �gures 7.12 �a 7.15 illustrent des agrandissements de facteur 2 obtenus avec
des images vari�ees. L'image agrandie par synth�ese de similarit�es sur une pyramide
en quinconce peut �a chaque fois être compar�ee �a celle obtenue par une transform�ee
B-spline cubique. Pour mieux �evaluer l'information ((haute-fr�equence)) produite par
notre m�ethode, nous montrons �a chaque fois une image de di��erences.

Pour simpli�er, nous ne d�etaillons pas les param�etres utilis�es pour chaque image
agrandie. Nous pr�ecisons seulement que le r�esidu de similarit�e est limit�e par Qmax =
30 a�n d'�eviter des d�efauts importants. Notre objectif est de montrer les capacit�es
de notre approche sur des images relativement di��erentes. L'image du babouin (�-
gure 7.12) est tr�es textur�ee : elle comporte beaucoup de hautes fr�equences. L'image
du pont (�gure 7.13) poss�ede des structures g�eom�etriquement simples. L'image du
poivron (�gure 7.14) comporte des structures moins g�eom�etriques et plus naturelles.
L'image de Lenna (�gure 7.12) est plutôt h�et�erog�ene, avec des textures au niveau
des plumes du chapeau et des contours simples au niveau du pourtour du chapeau
et de l'�epaule. A chaque fois, l'image agrandie par synth�ese de similarit�es pr�esente
une qualit�e sup�erieure aux images agrandies par transform�ee B-spline, l'am�elioration
portant surtout sur la nettet�e.
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image originale

image agrandie par transformée B-spline cubique

image agrandie par synthèse de similaritésimage de différences

Figure 7.12 { Agrandissement de facteur 2 de l'image du babouin.
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image originale

image agrandie par transformée B-spline cubique

image agrandie par synthèse de similaritésimage de différences

Figure 7.13 { Agrandissement de facteur 2 de l'image du pont.
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image originale

image agrandie par transformée B-spline cubique

image agrandie par synthèse de similaritésimage de différences

Figure 7.14 { Agrandissement de facteur 2 de l'image du poivron.
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image originale

image agrandie par transformée B-spline cubique

image agrandie par synthèse de similaritésimage de différences

Figure 7.15 { Agrandissement de facteur 2 de l'image de Lenna.
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7.3 R�egularisation d'agrandissements par induc-

tion

Dans le chapitre 6, nous avons propos�e de consid�erer le probl�eme de l'agran-
dissement comme un probl�eme inverse de r�eduction. Ceci nous a amen�e �a d�e�nir
un ensemble admissible de solutions �a l'agrandissement d'une image. Pour qu'une
image agrandie par une m�ethode d'agrandissement quelconque appartienne �a cet
ensemble, il faut r�ealiser une projection sur celui-ci. L'interpr�etation fr�equentielle
de cet ensemble, r�ealis�ee dans la section 6.2.5, montre clairement que la projec-
tion revient �a restaurer les basses fr�equences de l'image agrandie. Plus pr�ecis�ement,
lorsque le �ltre passe-bas est id�eal, la projection a pour e�et de remplacer approxi-
mativement les basses fr�equences de l'image agrandie par les fr�equences de l'image
originale. En d'autres termes, la projection sur l'ensemble induit d'une r�eduction
permet de restaurer dans l'image agrandie l'information relative �a l'image originale
�eventuellement perdue lors du processus d'agrandissement.

La majorit�e des m�ethodes d'agrandissement pr�esent�ees dans le chapitre 3 est
concern�ee par la r�egularisation vis-�a-vis de la contrainte de r�eduction. En e�et, ces
m�ethodes ont pour objectif de produire de l'information haute-fr�equence pour pr�e-
server une certaine nettet�e de l'image agrandie, mais elles ne se pr�eoccupent absolu-
ment pas de pr�eserver l'information donn�ee par l'image originale. La r�egularisation
d'une image agrandie par ces m�ethodes permet �nalement de faire le lien avec les
m�ethodes de pr�eservation fr�equentielle d�ecrites dans le chapitre 2.

Dans la suite de cette section, nous nous int�eressons uniquement �a la r�egula-
risation d'images agrandies avec notre m�ethode d'agrandissement par synth�ese de
similarit�es. Nous �etudions cette r�egularisation �a la fois dans le cas o�u l'on dispose
d'une image de r�ef�erence, et dans le cas r�eel o�u celle-ci n'existe pas. Pr�ecisons que la
m�ethode de projections partielles est la m�ethode MEPP qui permet d'obtenir une
projection exacte sur l'ensemble des solutions quelle que soit sa consistance.

7.3.1 R�esultats avec une image de r�ef�erence

Le r�esultat d'une r�egularisation d�epend beaucoup du �ltre passe-bas utilis�e dans
l'op�eration de r�eduction. D'un point de vue th�eorique, le meilleur r�esultat devrait
être obtenu avec le �ltre passe-bas id�eal (sinus cardinal). Cependant, nous avons
vu dans le chapitre 4 que ce �ltre introduisait un e�et d'ondulation important. En
pratique, il est pr�ef�erable d'utiliser un �ltre spatial �a petit support, comme par
exemple le �ltre de Burt de taille 5 � 5 pixels.

La �gure 7.16 montre le r�esultat d'une r�egularisation r�ealis�ee avec di��erents �ltres
passe-bas. L'image initiale et l'image agrandie �a r�egulariser sont illustr�ees dans la
partie sup�erieure de la �gure. L'image initiale est l'image r�eduite du cameraman que
nous avons d�ej�a utilis�ee �a maintes reprises, et l'image agrandie est celle qui apparâ�t
sur la �gure 7.8(b). La r�egularisation de cette image en utilisant le �ltre de Burt
permet d'am�eliorer sa qualit�e, puisque l'on remarque un gain de 0.44 dB du PSNR.
L'utilisation du �ltre de Meer entrâ�ne un gain nettement moins signi�catif puisque
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spectreimage agrandie

image initiale

(a) (b) (c)

24.21 dB

24.65 dB 24.24 dB 24.18 dB

Figure 7.16 { R�egularisation de l'image agrandie �a partir d'une version r�eduite de l'image du
cameraman en utilisant : (a) le �ltre de Burt (� = 0:625), (b) le �ltre de Meer, (c) le �ltre
cubique de Chin.

celui-ci est seulement de 0.03 dB. De plus, l'image r�egularis�ee pr�esente un e�et
d'ondulation assez important qui se caract�erise sur le spectre par l'apparition d'une
fenêtre au niveau des basses fr�equences. Ce r�esultat n'est pas vraiment surprenant
puisque nous avons pu voir dans la section 4.3.1 que le �ltre de Meer �etait une
approximation du sinus cardinal sur un support 13� 13. En�n, l'utilisation du �ltre
de Chin entrâ�ne un l�eger e�et d'ondulation beaucoup moins perceptible malgr�e son
support 15� 15. Toutefois, on observe une d�egradation du PSNR avec -0.03 dB.

En r�esum�e, parmi les trois �ltres utilis�es, celui de Burt (� = 0:625) semble le plus
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(a) (b)

(c)

Figure 7.17 { R�egularisation de l'image agrandie par un facteur 4 de l'image du cameraman.
(a) Image �a r�egulariser. (b) Image r�egularis�ee. (c) Soustraction entre (a) et (b).
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adapt�e �a la r�egularisation de l'image agrandie. Sans introduire d'artefacts, il permet
de pr�eserver les hautes fr�equences introduites dans l'image agrandie et de restaurer
les basses fr�equences associ�ees �a l'image originale.

7.3.2 R�esultats sans image de r�ef�erence

La �gure 7.17 illustre la r�egularisation de l'image du cameraman agrandie d'un
facteur 4 qui apparâ�t sur la �gure 7.11(d). Nous exploitons ici les d�eveloppements
r�ealis�es dans la section 6.5 dans le cadre d'une induction avec un facteur d'agrandis-
sement sup�erieur �a 2. Le �ltre passe-bas �el�ementaire que nous employons est le �ltre
de Burt (� = 0:625). Le �ltre utilis�e pour la r�egularisation est obtenu en convo-
luant le �ltre 5� 5 de Burt par une copie agrandie d'un facteur 2 de lui-même (cf.
expression (6.63)). Le �ltre ainsi construit est d�e�ni sur un support 13 � 13.

Le r�esultat de la r�egularisation est montr�e sur la �gure 7.17. Les corrections
apport�ees par cette r�egularisation ne sont pas faciles �a �evaluer au premier coup
d'�il. Pour faciliter l'analyse visuelle, une image de soustraction est pr�esent�ee sur
la �gure 7.17(c). Les di��erences que l'on per�coit sur cette image montrent bien que
les corrections sont r�ealis�ees au niveau des basses fr�equences. De mani�ere locale,
les di��erences maximales se trouvent sur les points d'�echantillonnage de l'image
originale. Ceci s'explique par le fait que le poids maximal du �ltre est au centre et
que lors de la r�egularisation, le �ltre est centr�e sur les points d'�echantillonnage de
l'image originale.

7.4 Compression r�eversible et transmission pro-

gressive d'images

Dans cette section, nous exploitons le principe d'induction du chapitre 6 pour
e�ectuer un codage hi�erarchique de l'image. Ce type de codage a notamment pour
application la transmission progressive d'images sur r�eseaux [90]. Le destinataire
re�coit tout d'abord une version grossi�ere de l'image �a bas d�ebit qui est ensuite af-
�n�ee par des transmissions successives de l'information restante. Ce destinataire a
la possibilit�e d'interrompre la transmission �a tout moment, ce qui permet de li-
miter la quantit�e d'informations transitant sur le r�eseau. Le codage hi�erarchique
peut �egalement être utile pour rechercher une image dans une base de donn�ees. La
consultation peut se faire tr�es rapidement en exploitant les r�esolutions grossi�eres
des images de la base, �a condition que celles-ci soit pr�e-calcul�ees et stock�ees. En�n,
ce codage permet de transmettre facilement une r�esolution de l'image adapt�ee au
p�eriph�erique utilis�e : �ecran de t�el�evision haute-d�e�nition (HDTV) avec incrustation
d'�ecrans basse-d�e�nition, imprimantes �a r�esolutions variables, etc. Pour cette der-
ni�ere application, divers constructeurs ont propos�e r�ecemment le format FlashPix
qui adopte une structure pyramidale tr�es rudimentaire de l'image [79].
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Une propri�et�e que l'on recherche tout particuli�erement pour un codage hi�erar-
chique est sa capacit�e �a compresser l'image originale [11], [115], [134]. Pour simpli-
�er, nous nous int�eressons uniquement �a une compression r�eversible de l'image. Ce
type de compression est surtout recherch�e dans des domaines o�u chaque pixel r�ev�ele
une information importante qui ne doit pas être modi��ee. On pensera en particulier
�a l'imagerie m�edicale ou satellitaire.

Dans le contexte d'une compression sans perte d'information, le taux de compres-
sion est limit�e par l'entropie de l'image. Pour que celle-ci soit la plus faible possible,
il faut trouver une repr�esentation de l'image qui r�ealise une d�ecorr�elation des pixels.
Parmi les m�ethodes les plus utilis�ees, on trouve notamment le codage RLE (run
length encoding) qui code les longueurs des s�equences de pixels ayant un même ni-
veau de gris. Cette m�ethode est surtout e�cace lorsque l'image a peu de niveaux de
gris. On trouve �egalement le codage par plans de bits o�u l'image de 28 = 256 niveaux
de gris est vue comme la superposition de 8 plans d'�epaisseur 1 bit. Chaque plan
est donc une image binaire qui est cod�ee e�cacement �a l'aide d'un codage RLE. Le
codage par plans de bits est assez e�cace mais il est n�eanmoins sensible aux erreurs
de transmission. En�n, il existe aussi le codage pr�edictif DPCM (di�erential pulse
code modulation) qui consiste �a pr�edire la valeur d'un pixel en fonction de ses pixels
voisins, puis �a coder l'erreur de pr�ediction par un codage entropique.

Le codage pr�edictif DPCM est particuli�erement performant pour compresser une
image sans perte d'information, mais il n'est pas du tout adapt�e �a la transmission
progressive. En fait, seul le codage par plans de bits peut �eventuellement être utilis�e
pour cette application. On parle alors d'un codage hi�erarchique �a r�esolution �xe.
L'image est reconstruite avec une taille identique �a celle de l'image originale en
a�nant progressivement chaque pixel. Cependant, ce type de codage demeure assez
limit�e pour une transmission progressive et la qualit�e des images successives au cours
du d�ecodage est loin d'être optimale. Pour cette application, les m�ethodes les plus
int�eressantes sont bas�ees sur un codage hi�erarchique �a r�esolution variable. L'image est
reconstruite en augmentant progressivement sa r�esolution. Ces m�ethodes exploitent
une structure pyramidale de l'image. D'un point de vue historique, la pyramide de
r�ef�erence est la pyramide laplacienne propos�ee en 1983 par Burt et Adelson [22].
Elle permet de d�ecorr�eler e�cacement les pixels �a des r�esolutions variables de telle
sorte que chaque niveau poss�ede une variance et une entropie plus faibles que celles
de l'image originale. Depuis 1983, de nombreuses recherches se sont port�ees sur la
d�ecomposition pyramidale d'images. On peut citer en particulier la pyramide spline
de Unser et al. qui reprend le principe de construction de la pyramide laplacienne,
mais o�u les niveaux de la pyramide gaussienne sont obtenus par une transform�ee
B-spline [138], [139]. De mani�ere plus g�en�erale, ces approches s'int�egrent dans la
th�eorie des ondelettes de Mallat [91].

Dans la suite, nous commen�cons par rappeler le principe de construction d'une
pyramide laplacienne, puis nous interpr�etons son contenu dans le domaine fr�equen-
tiel. Nous discutons ensuite de quelques am�eliorations apport�ees dans la litt�erature.
En�n, nous proposons une am�elioration personnelle de la pyramide laplacienne en
exploitant le principe d'induction du chapitre 6.
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7.4.1 La pyramide laplacienne et ses am�eliorations

La construction d'une pyramide laplacienne est bas�ee sur l'exploitation de la pyra-
mide de Burt avec le �ltre w de taille 5�5 que nous avons �etudi�e dans la section 4.3.2.
Cette pyramide, souvent appel�ee pyramide gaussienne, est une collection d'images
GK ; GK�1; : : : ; G0 o�u GK est l'image originale de taille 2K � 2K et GK�1; : : : ; G0

repr�esentent les versions �a r�esolution d�ecroissante de GK obtenue selon la proc�edure
it�erative suivante :

(0 < k � K) Gk�1 = �(Gk) = bw �Gkc # 2 (7.1)

La di��erence entre un niveau de la pyramide gaussienne et l'agrandissement du
niveau sup�erieur conduit �a la construction d'un niveau de la pyramide laplacienne.
Ce principe se d�ecrit par :

(0 < k � K) Lk = Gk � �(Gk�1) (7.2)

o�u � d�esigne l'op�erateur d'agrandissement d�e�ni par :

�(Gk�1) = b4w �G"2
k�1c (7.3)

o�u la notation G"2
k est d�ecrite par (2.26). Le facteur 4 permet de normaliser le

�ltre w. L'agrandissement de Gk�1 est donc obtenu en intercalant des valeurs nulles
entre ses �echantillons, puis en convoluant l'image par le �ltre w et en quanti�ant les
niveaux de gris sur des valeurs enti�eres. On voit que l'on retrouve ici la formulation
de l'interpolation par des fonctions polynomiales �a travers l'expression (2.25). En
r�ealit�e, l'op�erateur � fait une v�eritable interpolation uniquement lorsque � = 0:5,
puisque dans ce cas les valeurs des pixels de Gk�1 sont conserv�ees. On remarque
que le �ltre correspondant est celui d'une interpolation lin�eaire illustr�ee sur la �gure
2.7(c).

En faisant abstraction de la quanti�cation des niveaux de gris, on peut obtenir
une expression relativement simpli��ee de Lk en fonction de Gk et disposer d'une
interpr�etation fr�equentielle d'une pyramide laplacienne :

Lk = Gk � 4w � (Hk � (w �Gk))
TF ! L̂k = Ĝk � 4ŵ � (Ĥk � (ŵ � Ĝk)) (7.4)

o�u la fonction Hk r�ealise la d�ecimation spatiale de facteur 2 symbolis�ee par # 2 dans
(7.1). Cette fonction est d�e�nie par (4.7). En utilisant l'expression de Ĥk donn�ee par
(4.8), on obtient :

L̂k(u; v) = Ĝk(u; v)� ŵ(u; v)
1X

s;t=0

ŵ(u+ s2k�1; v + t2k�1) � Ĝk(u+ s2k�1; v + t2k�1)

(7.5)
Cette derni�ere expression peut être pr�esent�ee de mani�ere plus intelligible par :

L̂k = Ĝk � (1 � ŵ2)� Êk (7.6)
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o�u Êk se d�eduit facilement de (7.5) et repr�esente le repliement spectral issu de
l'op�eration de d�ecimation dans l'expression (7.1).

Dans l'expression (7.6), lorsque ŵ est le �ltre passe-bas id�eal, 1 � ŵ2 est un
�ltre passe-haut id�eal et Êk est nul. Dans ce cas particulier, chaque niveau de la
pyramide laplacienne Lk repr�esente les hautes fr�equences du niveau Gk associ�e dans
la pyramide gaussienne. En d'autres termes, la pyramide laplacienne peut être vue
comme une d�ecomposition de l'image originale en bandes de fr�equences. En pratique,
avec le �ltre 5� 5 de Burt, 1� ŵ2 approxime grossi�erement le �ltre passe-haut id�eal
et la composante du repliement spectral Êk n'est pas nulle. La �gure 7.18 illustre le
�ltre 1� ŵ2 pour quelques valeurs du param�etre �. On remarque que la corr�elation
fr�equentielle entre les niveaux de la pyramide laplacienne est plus faible lorsque la
valeur de � est importante (environ 0:6). Cependant, en consid�erant la �gure 4.12(b),
on observe que la composante du repliement spectral Êk diminue avec la valeur de
�.
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Figure 7.18 { Illustration du �ltre 1� ŵ2(u) pour di��erentes valeurs du param�etre �.

La pyramide laplacienne est relativement proche de la pyramide de di��erences
que nous avons pr�esent�ee dans le chapitre 4. En comparant les expressions (4.46) et
(7.6), il apparâ�t clairement que pour un �ltre donn�e, la d�ecomposition fr�equentielle
obtenue avec la pyramide laplacienne est forc�ement moins bonne qu'avec une pyra-
mide de di��erences. En particulier, la corr�elation fr�equentielle entre les niveaux de
la pyramide laplacienne est plus importante. Cependant, celle-ci a l'avantage sur la
pyramide de di��erences de permettre une reconstruction exacte de chaque niveau
de la pyramide gaussienne �a partir du niveau sup�erieur et du niveau associ�e dans la
pyramide laplacienne :

(0 < k � K) Gk = �(Gk�1) + Lk (7.7)

Ainsi, �a partir d'une pyramide laplacienne et du niveau le plus haut de la pyramide
gaussienne, il est possible de reconstruire exactement l'image originale. En r�esum�e,
la pyramide laplacienne permet tout �a la fois de repr�esenter une image selon ses
r�esolutions d�ecroissantes et de coder uniquement les di��erences entre les r�esolutions
successives. Elle est donc particuli�erement adapt�ee �a la transmission progressive
d'images avec une compression r�eversible des donn�ees. Pour augmenter le taux de
compression global de la pyramide laplacienne, des chercheurs ont apport�es certaines
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am�eliorations que nous pr�esentons rapidement dans la suite avant de pr�esenter notre
propre am�elioration.

Am�eliorations de Unser

A partir de l'analyse pr�ec�edente, on remarque que la pyramide laplacienne a
quelques insu�sances. Tout d'abord, l'op�erateur d'agrandissement � d�e�ni par (7.3)
r�ealise une v�eritable interpolation uniquement lorsque � = 0:5. Pour les autres
valeurs de �, les �echantillons initiaux ne sont pas conserv�es :

� 6= 0:5 =) �(Gk�1) # 2 6= Gk�1 (7.8)

De plus, l'op�erateur d'agrandissement � n'est pas vraiment l'inverse de l'op�erateur
de r�eduction �, c'est-�a-dire :

�(Gk) 6= � � � ��(Gk) (7.9)

En�n, la variance des niveaux de la pyramide laplacienne n'est pas forc�ement mi-
nimale puisque la corr�elation fr�equentielle entre les niveaux est relativement impor-
tante (cf. �gure 7.18).

Pour am�eliorer ces divers points, Unser a propos�e d'utiliser deux �ltres correcteurs
agissant chacun, soit sur l'op�erateur de r�eduction, soit sur l'op�erateur d'agrandisse-
ment [135], [90]. La strat�egie de Unser est donc de ne pas modi�er les op�erateurs �
et � mais d'op�erer un pr�e-traitement et un post-traitement adapt�es. Plus pr�ecis�e-
ment, le probl�eme (7.8) est corrig�e en op�erant une pr�e-convolution de Gk�1 avec un
�ltre charg�e de compenser l'erreur d'interpolation. Pour minimiser l'�energie de Lk,
il faut minimiser la perte d'information lors de la r�eduction de Gk a�n d'avoir une
corr�elation minimale entre Lk et Gk�1. Pour cela, Unser place un �ltre correcteur
apr�es l'op�erateur �. Il est �evalu�e pour minimiser l'�energie de Lk par les moindres
carr�es. Ce �ltre a �egalement la propri�et�e de corriger le probl�eme (7.9).

Pyramide laplacienne r�eduite

D'un point de vue compression, le principal d�efaut de la pyramide laplacienne
r�eside dans le nombre total des coe�cients �a coder. Celui-ci est sup�erieur au nombre
de pixels de l'image originale et le rapport entre les deux tend vers 4=3.

Pour amener ce rapport �a l'unit�e, Houlding et al. ont propos�e de supprimer le
�ltrage dans l'op�eration de r�eduction pour ne conserver que la d�ecimation spatiale de
facteur 2 [69]. L'agrandissement des niveaux est quant �a lui r�ealis�e par interpolation
lin�eaire, c'est-�a-dire que le �ltre w de Burt est remplac�e par un �ltre triangulaire
dans (7.3). Grâce �a cette simpli�cation extrême, un coe�cient sur quatre de la
pyramide laplacienne devient nul et le nombre de coe�cients restants est identique
au nombre de pixels de l'image. De plus, on remarque que les probl�emes (7.8) et
(7.9) sont r�esolus d'embl�ee.

Cette optimisation permet de diminuer l'entropie globale de la pyramide lapla-
cienne, ce qui am�eliore le taux de compression global. Par contre, la d�ecimation
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brutale sans �ltrage r�ealis�ee it�erativement pour construire la pyramide pseudo-
gaussienne d�et�eriore consid�erablement les structures de l'image originale. Cette d�e-
t�erioration est d'ailleurs de plus en plus importante lorsque l'on se rapproche de
l'apex de la pyramide. Lors de la reconstruction progressive de l'image, on a donc
une qualit�e d'image moins bonne avec les premiers niveaux transmis. En r�esum�e,
l'optimisation de Houlding et al. se r�ev�ele surtout int�eressante dans un contexte de
compression r�eversible. Par contre, dans un contexte de transmission progressive,
elle g�en�ere une baisse signi�cative de la qualit�e au d�ebut de la reconstruction, ce qui
limite son int�erêt pour cette application.

Aiazzi et al. ont g�en�eralis�e l'approche pr�ec�edente en rempla�cant l'interpolation
lin�eaire par une interpolation cubique pour l'agrandissement des niveaux [4]. Re-
marquons qu'en raison de la propagation de l'e�et d'aliasing �a travers la pyramide
pseudo-gaussienne, il n'est pas du tout prouv�e que l'utilisation d'un �ltre approchant
le �ltre fr�equentiel id�eal pour l'agrandissement des niveaux permette de minimiser
l'entropie de la pyramide laplacienne.

Il existe �egalement une structure pyramidale propos�ee par Goldberg et al., appel�ee
pyramide de di��erences r�eduite [57], dont le principe de construction est tr�es proche
de celui de la pyramide laplacienne r�eduite de Houlding et al. La principale di��erence
est que la construction de la pyramide de di��erences r�eduite est bas�ee sur un codage
arithm�etique astucieux et non pas sur les notions classiques du �ltrage.

Quanti�cation r�etroactive

Pour am�eliorer le taux de compression d'une pyramide laplacienne, Burt et Adel-
son r�ealisent une quanti�cation uniforme des niveaux de gris [22]. Cependant, pour
�eviter d'avoir une trop grande perte lors de la reconstruction de l'image originale, le
pas de quanti�cation diminue avec la r�esolution des niveaux de la pyramide. Avec
ce mod�ele de quanti�cation, la compression devient irr�eversible.

Aiazzi et al. ont propos�e r�ecemment un mod�ele de quanti�cation qui permet
de reconstruire exactement l'image originale [5]. Pour obtenir cette propri�et�e, la
quanti�cation est r�ealis�ee progressivement depuis l'apex jusqu'au niveau 1 de la
pyramide laplacienne, la base (niveau 0) n'�etant pas quanti��ee pour garantir la
r�eversibilit�e de la compression. Chaque niveau est recalcul�e pour prendre en compte
la quanti�cation du niveau sup�erieur. Cette op�eration se d�ecrit par les deux relations
suivantes :

(0 < k � K) ~Lk = Gk � �( ~Gk�1) ; ~Gk = Qk(~Lk) + �( ~Gk�1) (7.10)

o�u Qk est l'op�erateur de quanti�cation associ�e au niveau k.
La pyramide ~LK; ~LK�1; : : : ; ~L0 constitue la pyramide laplacienne recalcul�ee en pre-
nant en compte l'op�eration de quanti�cation. L'entropie de chaque niveau ~Lk est
donc plus grande que celle du niveau initial Lk. La transmission progressive de
l'image originale est r�ealis�ee en transmettant successivement les niveaux quanti��es
Q0(~L0); Q1(~L1); : : : ; QK�1(~LK�1), puis �nalement ~Lk. La baisse signi�cative de l'en-
tropie des niveaux quanti��es compense largement l'augmentation de l'entropie de
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~Lk.
En r�esum�e, le mod�ele de quanti�cation d'Aiazzi et al. permet de diminuer la

quantit�e d'information n�ecessaire �a la transmission des niveaux sup�erieurs de la
pyramide laplacienne. Evidemment, cette am�elioration se fait au d�etriment de la
qualit�e de l'image dans les premi�eres phases de la reconstruction.

D�ecorr�elation inter-niveaux

Même avec une d�ecomposition parfaite en bandes de fr�equences de l'image origi-
nale, on observe toujours une corr�elation importante entre les niveaux d'une pyra-
mide, notamment au niveau des contours. Ce ph�enom�ene est particuli�erement visible
sur une pyramide laplacienne, comme le montre l'exemple de la �gure 7.21 obtenu
�a partir de l'image de Lenna.

Pour diminuer la corr�elation inter-niveaux dans une pyramide quelconque, Qiu a
propos�e de placer des pr�edicteurs entre chaque niveau de la pyramide laplacienne
[110]. Chaque niveau Lk est pr�edit en fonction du niveau sup�erieur Lk�1. Le r�esultat
de la pr�ediction est alors soustrait �a Lk pour g�en�erer un niveau d'entropie plus faible.
En it�erant ce principe, on obtient une nouvelle pyramide laplacienne :

(2 < k � K) L�k = Lk � Pk(Lk�1) (7.11)

o�u Pk est l'op�erateur de pr�ediction du niveau Lk. Il est obtenu selon un proc�ed�e
d'estimation r�ealis�ee �a partir des deux niveaux sup�erieurs �a Lk pour que Pk(Lk�2) �
Lk�1. Plus pr�ecis�ement, les niveaux Lk�1 et Lk�2 sont d�ecoup�es en blocs de sorte que
chaque bloc de Lk�1 soit li�e �a un bloc p�ere dans Lk�2. Le pr�edicteur Pk est estim�e
par optimisation lin�eaire avec un algorithme classique des moindres carr�es �a partir
de l'ensemble des couples de blocs p�ere-�ls.

La m�ethode de d�ecorr�elation de Qiu permet d'augmenter le taux de compression
de la pyramide laplacienne tout en pr�eservant la r�eversibilit�e de cette compression.
De plus, il n'est pas n�ecessaire de transmettre les pr�edicteurs lors de la transmission
progressive de la pyramide, puisque ceux-ci sont directement estim�es �a partir des pre-
miers niveaux re�cus. Ceci se fait �evidemment au prix d'une plus grande complexit�e
algorithmique.

Cependant, on remarque que la d�ecorr�elation des niveaux de la pyramide lapla-
cienne ne peut s'appliquer qu'�a partir du quatri�eme niveau en partant de l'apex.
En e�et, l'apex est le niveau le plus haut de la pyramide gaussienne et il ne peut
pas être utilis�e pour d�ecorr�eler les niveaux inf�erieurs de la pyramide laplacienne.
En outre, l'apprentissage du pr�edicteur requiert deux niveaux successifs de la py-
ramide laplacienne. En d'autres termes, pour que l'algorithme de pr�ediction soit
vraiment int�eressant dans le cadre de la transmission progressive d'images, il faut
que la pyramide laplacienne ait un nombre su�sant de niveaux.

7.4.2 Am�elioration avec le principe d'induction

Comme Unser [135], nous remarquons que l'op�erateur d'agrandissement � utilis�e
par Burt et Adelson n'est pas l'inverse de l'op�erateur de r�eduction � (cf. expression
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(7.9)). Ceci empêche l'entropie de la pyramide laplacienne d'être optimale. Pour
corriger ce probl�eme, Unser place un premier �ltre correcteur apr�es la r�eduction et
un deuxi�eme avant l'agrandissement pour obtenir une interpolation parfaite. Son
approche est un peu particuli�ere : pour que � soit l'inverse de �, il modi�e les deux
op�erateurs �a la fois.

Dans la suite, nous proposons une approche beaucoup plus g�en�erale que celle de
Unser, o�u seul l'op�erateur d'agrandissement � est chang�e. La pyramide gaussienne
demeure donc intacte.

Ainsi, pour corriger le probl�eme (7.9), nous proposons de remplacer l'agrandisse-
ment �(Gk�1) dans (7.2) par une induction de Gk�1 sur l'ensemble �k d�e�ni par :

(0 < k � K) �k = ��1(Gk�1) = fXk j �(Xk) = Gk�1g (7.12)

En fait, on retrouve l'expression (6.2) �a di��erentes r�esolutions. Cet ensemble a la
propri�et�e d'être non vide puisque pour toute r�esolution k, il contient au moins un
�el�ement :

(0 < k � K) Gk 2 �k (7.13)

L'ensemble �k est donc consistant et on peut r�ealiser l'induction de Gk�1 sur �k en
utilisant l'une des m�ethodes de projections partielles d�evelopp�ees dans le chapitre 6.

La construction de la nouvelle pyramide laplacienne g�en�er�ee avec le principe d'in-
duction est donn�ee par :

(0 < k � K) Rk = Gk � Proj�k(�(Gk�1)) (7.14)

Pour ne pas confondre cette pyramide avec celle de Burt et Adelson, nous la d�esigne-
rons d�esormais pyramide r�esiduelle. Dans (7.14), la projection exacte de �(Gk�1) sur
�k est obtenue avec la m�ethode de projections partiellesMEPA (cf. section 6.3.6). En
utilisant �a chaque niveau �(Gk�1) comme image inductrice, on garantit une baisse
de l'�energie de Rk vis-�a-vis de Lk.

Proposition 7.1 (Minimisation de l'�energie) Pour toute r�esolution k, Rk a une
�energie inf�erieure ou �egale �a celle de Lk si :

(i) L'image inductrice est �(Gk�1).

(ii) La projection sur �k est exacte.

Cette proposition est assez facile �a d�emontrer. En e�et, en consid�erant �a la fois
(7.13) et le fait que �k est convexe, on a n�ecessairement :

(0 < k � K) d(Gk;Proj�k(�(Gk�1))) � d(Gk;�(Gk�1)) (7.15)

Comme pour la pyramide laplacienne, la transmission progressive est r�ealis�ee en
transmettant successivement R0; R1; : : : ; RK. Sachant que R0 � G0, le destinataire
reconstruit la pyramide gaussienne initiale et, �nalement, l'image originale, en ap-
pliquant la relation suivante :

(0 < k � K) Gk = Rk + Proj�k (�(Gk�1)) (7.16)
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Outre une am�elioration du taux de compression, le principe d'induction permet �ega-
lement au destinataire de donner aux niveaux successifs de la pyramide gaussienne
la même r�esolution que l'image initiale, a�n d'avoir un plus grand confort visuel.
Pour cela, il faut r�ealiser une induction de Gk avec un facteur d'agrandissement
2K�k (cf. section 6.5) sur l'ensemble suivant :

(0 < k � K) �Kk =
n
XK j ��(K�k)(XK) = Gk

o
(7.17)

o�u l'op�erateur de r�eduction ��(K�k) est d�e�ni par (6.62). En pratique, l'image in-
ductrice utilis�ee pour la projection sur �Kk , est issue de l'agrandissement de facteur
2K�k de Gk par une transform�ee B-spline cubique. Cette m�ethode d'agrandissement
a l'avantage de fournir une image agrandie en pr�eservant relativement bien les fr�e-
quences initiales. Pour am�eliorer la qualit�e de l'agrandissement, on pourrait utiliser
l'une des m�ethodes de pr�eservation structurelle pr�esent�ees dans le chapitre 3.

7.4.3 R�esultats

Dans cette section, nous pr�esentons di��erents r�esultats obtenus avec la pyramide
r�esiduelle. Nous nous attachons en particulier �a comparer ceux-ci �a ceux obtenus
avec la pyramide laplacienne de Burt et Adelson.

L'image originale utilis�ee pour les r�esultats est l'image de Lenna2 de 256 � 256
pixels. A partir de cette image, nous construisons tout d'abord une pyramide gaus-
sienne de quatre niveaux G8;G7;G6;G5, le niveau G8 �etant l'image originale. A partir
de cette pyramide, nous construisons les pyramides laplacienne et r�esiduelle d�e�nies
respectivement par L8;L7;L6;L5 et R8;R7;R6;R5, sachant que L5 � R5 � G5. Nous
commen�cons par �etudier l'in
uence du param�etre �, associ�e au �ltre w de Burt, sur
le taux de compression obtenu avec chacune de ces pyramides.

In
uence du �ltre sur le taux de compression

Les trois courbes de la �gure 7.19(a) illustrent la mesure du PSNR entre Gk

et �(Gk�1) avec k = 6; 7; 8, ceci en faisant varier �. Pour k = 8, le PSNR est
maximal lorsque � � 0:6. En th�eorie, le PSNR de reconstruction d'une image �ltr�ee
puis agrandie par interpolation est maximal lorsque le �ltre fr�equentiel est le �ltre
rectangulaire id�eal. Comme le montre la �gure 4.12(b), la r�eponse fr�equentielle du
�ltre w de Burt se rapproche du �ltre id�eal lorsque � = 0:6. Les courbes associ�ees
�a k = 7 et k = 6 pr�esentent une valeur maximale pour � = 0:525. Ce d�ecalage par
rapport �a la courbe associ�ee �a k = 8 est dû �a la composante du repliement spectral
issue des r�eductions successives, celle-ci �etant d'autant plus att�enu�ee que � est faible
(cf. �gure 4.12(b)).

La �gure 7.19(b) illustre les courbes de mesure du PSNR entreGk et Proj�k(�(Gk�1))
avec k = 6; 7; 8. Par rapport aux courbes de la �gure 7.19(a), on remarque que pour
des valeurs de � et de k donn�ees, le PSNR est toujours sup�erieur sur la �gure 7.19(b).

2: Cette image est celle utilis�ee par Yuval Fisher dans [50]. Elle est disponible �a l'adresse
http://inls.ucsd.edu/y/Fractals/Images/uscgirl2.dat.Z.
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Figure 7.19 { R�esultats obtenus pour l'image de Lenna (256�256 pixels). (a-b) Rapport signal
�a bruit de crête (PSNR) des niveaux de la pyramide gaussienne agrandis par : (a) convolution
avec le �ltre de Burt, (b) induction. (c-d) Variance des niveaux de : (c) la pyramide laplacienne,
(d) la pyramide r�esiduelle. (e-f) Entropie des niveaux de : (e) la pyramide laplacienne, (f) la
pyramide r�esiduelle.

On peut faire �egalement une observation plutôt inattendue : la valeur maximale du
PSNR est ici obtenue lorsque � � 0:3, c'est-�a-dire lorsque le �ltre w est encore plus
((applati)) qu'une gaussienne. Cette observation se v�eri�e avec d'autres images que
celle de Lenna et c'est toujours pour une valeur proche de 0:3 que la valeur optimale
du PSNR est atteinte. Ceci est particuli�erement important et nous reviendrons sur
ce point dans la conclusion de ce chapitre. Outre ce d�ecalage important de la valeur
de �, on remarque que le gain du PSNR est tr�es important pour les niveaux k = 7
et k = 6, puisqu'il est respectivement de 6:8 dB et de 7:4 dB. Ce ph�enom�ene est
certainement dû au �ltre qui supprime une bande de fr�equence tr�es large lorsque
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Figure 7.20 { R�esultats obtenus pour l'image du cameraman (256� 256 pixels). (a-b) Rap-
port signal �a bruit de crête (PSNR) des niveaux de la pyramide gaussienne agrandis par : (a)
convolution avec le �ltre de Burt, (b) induction. (c-d) Variance des niveaux de : (c) la pyra-
mide laplacienne, (d) la pyramide r�esiduelle. (e-f) Entropie des niveaux de : (e) la pyramide
laplacienne, (f) la pyramide r�esiduelle.

� � 0:3. Ainsi, apr�es la premi�ere r�eduction, la bande de fr�equences restante occupe
un espace tr�es r�eduit par rapport �a la capacit�e des niveaux successifs. En d'autres
termes, il y a moins d'informations �a pr�edire pour les niveaux k = 7 et k = 6, et par
cons�equent, l'agrandissement par induction est plus performant pour ces niveaux.

Les �gures 7.19(c) et 7.19(d) montrent la variance des trois premiers niveaux de
la pyramide laplacienne et de la pyramide r�esiduelle. Les observations sont assez
similaires �a celles e�ectu�ees sur les courbes li�ees au PSNR, avec toutefois une inver-
sion au niveau de la progression. Ces deux �gures con�rment exp�erimentalement la
proposition 7.1.
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Figure 7.21 { Image de Lenna (256�256 pixels) : (a) pyramide laplacienne avec � = 0:575, (b)
pyramide r�esiduelle avec � = 0:35. Les niveaux de gris des pyramides laplacienne et r�esiduelle
sont ampli��es d'un facteur 4.
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Les �gures 7.19(e) et 7.19(f) montrent l'entropie des niveaux de la pyramide
laplacienne et de la pyramide r�esiduelle. Il s'agit de l'entropie calcul�ee �a partir de
l'histogramme de l'image selon la formule :

H = �
255X
i=0

pi log2(pi) (7.18)

o�u la probabilit�e pi est le nombre de pixels ayant le niveau de gris i, divis�e par le
nombre total de pixels de l'image.

L'entropie du niveau le plus haut (k = 5) est nettement sup�erieure �a celle des
autres niveaux puisqu'il s'agit du niveauG5 de la pyramide gaussienne. L'importance
de la compression est directement li�ee au calcul de l'entropie de la pyramide. En
ramenant l'entropie des niveaux sup�erieurs �a celle de la base de la pyramide et en
e�ectuant la somme, on obtient une entropie totale fournissant une estimation de
la compression-limite du codage. Pour la pyramide laplacienne, l'entropie totale est
minimale lorsque � = 0:575 : dans ce cas, on obtient 6:33 bits/pixel. Pour la pyramide
r�esiduelle, la valeur minimale est atteinte lorsque � = 0:35, et la compression est dans
ce cas 6:03 bits/pixel. A titre de comparaison, pr�ecisons qu'un codage entropique
directement r�ealis�e sur l'image originale de Lenna permet d'obtenir une compression
maximale de 7:44 bits/pixel.

La �gure 7.20 illustre des r�esultats tr�es comparables obtenus avec l'image du
cameraman3 de 256 � 256 pixels.

Les pyramides laplacienne et r�esiduelle obtenues respectivement avec � = 0:575
et � = 0:35 sont illustr�ees sur la �gure 7.21. On voit assez facilement que l'amplitude
des di��erences est globalement moins importante sur la pyramide r�esiduelle. Celle-ci
pr�esente �egalement moins de corr�elation entre les di��erents niveaux que la pyramide
laplacienne.

Les amplitudes des di��erences sur le niveau R7, et surtout sur le niveau R6, sont
beaucoup plus faibles que celles situ�ees sur le niveau R8. Cette propri�et�e particuli�e-
rement int�eressante dans le contexte d'une transmission progressive est due au �ltre
de Burt qui supprime une bande tr�es large de hautes fr�equences lorsque � = 0:35.
C'est �egalement pour cette raison que le dernier niveau R5 est visuellement plus 
ou
que le niveau L5 de la pyramide laplacienne.

Transmission et r�eception progressives

La �gure 7.22(a) montre les niveaux de la pyramide gaussienne reconstruits �a
partir de la pyramide laplacienne illustr�ee sur la �gure 7.21(a). Il s'agit en fait de
la reconstruction progressive de l'image originale r�ealis�ee par le destinataire. Pour
avoir un confort visuel maximum, nous supposons que le destinataire agrandit les
niveaux successifs de la pyramide gaussienne �a une taille identique �a celle de l'image
originale. Les di��erents niveaux sont alors agrandis avec la m�ethode d'interpolation

3: Cette image est disponible �a l'adresse http://www.dip.ee.uct.ac.za/imageproc/stdimages/
greyscale/camera.tif.
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Figure 7.22 { Transmission et r�eception progressives de l'image de Lenna (256� 256 pixels) :
(a) par utilisation de la pyramide laplacienne (� = 0:575), (b) par utilisation de la pyramide
r�esiduelle (� = 0:35). Le d�ebit est estim�e par un calcul d'entropie.
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par transform�ee B-spline cubique que l'on peut consid�erer comme la m�ethode la
plus int�eressante parmi celles d�ecrites dans le chapitre 2. Le destinataire visualise
donc successivement les niveaux repr�esent�es de haut en bas sur la �gure 7.22(a)
et peut interrompre la transmission �a tout moment. Le nombre de bits par pixel
de l'image originale n�ecessaire pour achever la construction de chaque niveau est
indiqu�e en-dessous (l'estimation du codage entropique est r�ealis�ee avec la formule
(7.18)). La qualit�e des images successives par rapport �a l'image originale est �evalu�ee
par la mesure du PSNR qui est �egalement indiqu�ee en-dessous de chaque niveau (cf.
formule (3.32)). La reconstruction illustr�ee sur la �gure 7.22(a) montre le meilleur
r�esultat que l'on peut esp�erer avec une pyramide laplacienne, tant sur le plan du
taux de compression que sur celui de la qualit�e des niveaux successifs.

La colonne de gauche, sur la �gure 7.22(b) pr�esente les niveaux de la pyramide
gaussienne reconstruits �a partir de la pyramide r�esiduelle illustr�ee sur la �gure
7.21(b). Le nombre de bits par pixel associ�e �a chaque niveau est inf�erieur �a celui
des niveaux correspondants sur la �gure 7.22(a). En d'autres termes, la pyramide
r�esiduelle permet de r�ealiser une �economie sur la quantit�e de bits n�ecessaires �a la
transmission des niveaux. Toutefois, on remarque que la qualit�e des images recons-
truites est nettement moins bonne, puisqu'elles sont beaucoup plus 
oues et que le
PSNR accuse une baisse importante. Ce probl�eme est dû au param�etre � = 0:35
utilis�e pour la construction de la pyramide r�esiduelle. Pour le corriger, il su�t de
r�ealiser une projection de chaque image agrandie successive sur l'ensemble induit par
le niveau correspondant sur la pyramide gaussienne comme nous l'avons vu dans la
section 7.4.2. Par exemple, le niveau 3 est projet�e sur l'ensemble �85 induit par le
niveau G5, puis le niveau 2 est projet�e sur l'ensemble �86 induit par le niveau G6, etc.
La colonne de droite sur la �gure 7.22(b) pr�esente le r�esultat de chaque projection.
On observe une nette am�elioration de la qualit�e des images agrandies. Dans chaque
cas, le PSNR est même sup�erieur �a celui obtenu sur les niveaux correspondants de la
�gure 7.22(a). Ainsi, que ce soit au niveau du taux de compression ou au niveau de
la qualit�e de la reconstruction progressive, la pyramide r�esiduelle donne de meilleurs
r�esultats que la pyramide laplacienne.

Les tables 7.4 et 7.5 montrent les r�esultats obtenus avec l'image de Lenna4 de
512 � 512 pixels utilis�ee comme r�ef�erence dans la litt�erature.

Niv. 4 Niv. 3 Niv. 2 Niv. 1 Niv. 0

Entropie (bits/pixel) 0.028 0.11 0.41 1.47 5.47
PSNR (dB) 22.19 25.19 29.05 34.68 -

Table 7.4 { Transmission et r�eception progressives de l'image de Lenna de 512 � 512 pixels
par utilisation de la pyramide laplacienne (� = 0:575).

4: Cette image est disponible �a l'adresse http://www.icsl.ucla.edu/�ipl/psnr images.html.
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Niv. 4 Niv. 3 Niv. 2 Niv. 1 Niv. 0

Entropie (bits/pixel) 0.027 0.09 0.34 1.21 5.15
PSNR avant induction (dB) 20.75 23.59 27.0 31.98 -
PSNR apr�es induction (dB) 22.43 25.55 29.5 35.29 -

Table 7.5 { Transmission et r�eception progressives de l'image de Lenna de 512� 512 pixels
par utilisation de la pyramide r�esiduelle (� = 0:35).

7.5 Conclusion

Nous avons propos�e dans ce chapitre diverses am�eliorations et applications de nos
deux m�ethodes d'agrandissement.

Tout d'abord, pour am�eliorer la m�ethode d'agrandissement par synth�ese de si-
milarit�es, nous avons propos�e de remplacer la pyramide �a facteur de r�eduction 2
par une pyramide �a facteur de r�eduction

p
2. La suppression des d�etails �etant plus

progressive, les similarit�es structurelles sont plus nombreuses. Les r�esultats obtenus
montrent d'ailleurs une meilleure qualit�e dans l'agrandissement d'images complexes
(cf. �gure 7.10(b)). Cette am�elioration entrâ�ne n�eanmoins une complexit�e algorith-
mique plus grande, puisque pour obtenir un agrandissement de facteur 2, il faut
estimer une r�esolution interm�ediaire en quinconce.

Dans un deuxi�eme temps, nous avons exploit�e la m�ethode d'agrandissement par
induction pour r�egulariser les images agrandies vis-�a-vis de la contrainte de r�educ-
tion. Nous avons vu que le �ltre de Burt � = 0:625 �etait bien adapt�e pour cette
r�egularisation et permettait d'augmenter le PSNR de mani�ere signi�cative (+0:44
dB) en restaurant e�cacement l'information perdue sur l'image originale.

En�n, la m�ethode d'agrandissement par induction a �egalement �et�e appliqu�ee dans
un contexte de compression r�eversible et de transmission progressive d'images. Elle
a �et�e utilis�ee dans la construction d'une pyramide laplacienne pour remplacer l'op�e-
rateur d'agrandissement classique bas�e sur un �ltrage. Les r�esultats ont montr�e
que la pyramide construite, baptis�ee pyramide r�esiduelle, permettait d'obtenir une
meilleure compression que la pyramide laplacienne classique (�0:3 bits/pixel). Le
gain est surtout tr�es important sur les niveaux sup�erieurs de la pyramide r�esiduelle
(+7 dB et +0:6 bits/pixel), ce qui est particuli�erement int�eressant pour la trans-
mission progressive sur r�eseau. Lors de la reconstruction progressive de l'image, la
m�ethode d'agrandissement par induction peut �egalement être utilis�ee pour agrandir
les images interm�ediaires �a une même r�esolution que l'image originale. Nous avons
montr�e que dans ce cas, la qualit�e de ces images �etait meilleure que celle des images
interm�ediaires g�en�er�ees �a partir de la pyramide laplacienne (entre +0:28 dB et +0:46
dB).

En ce qui concerne le �ltre optimal pour la compression, nous avons not�e que le
meilleur taux de compression �etait obtenu avec � = 0:575 dans le cas de la pyramide
laplacienne. Avec ce param�etre, le �ltre de Burt est localement assez proche du �ltre
id�eal (sinus cardinal). Ceci s'explique assez bien par la th�eorie de l'�echantillonnage :
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le �ltre id�eal est celui qui minimise l'�energie sur la pyramide lorsque l'on proc�ede
par r�eduction puis interpolation. En revanche, dans le cas de la pyramide r�esiduelle,
le meilleur taux de compression est obtenu lorsque � = 0:35. Avec ce param�etre,
le �ltre est proche d'une distribution gaussienne, et par cons�equent, il est relative-
ment �eloign�e du sinus cardinal. Ce constat est particuli�erement int�eressant. Pour
le moment, nous n'avons aucune certitude quant �a l'explication de ce ph�enom�ene.
Toutefois, nous remarquons que lorsque � = 0:35, l'ensemble �k est plutôt �etir�e
dans l'espace, tandis que pour � = 0:575, il est plutôt compact. Il semble donc que
l'�etirement de �k a pour e�et de diminuer la distance entre la projection de l'image
inductrice et l'image originale qui appartient �a �k.
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Chapitre 8

Conclusion g�en�erale

Nous avons propos�e dans ce m�emoire deux m�ethodes d'agrandissement compl�e-
mentaires. La premi�ere pr�esent�ee dans le chapitre 5 a pour objectif de maintenir
la nettet�e de l'image en introduisant des hautes fr�equences. La deuxi�eme pr�esent�ee
dans le chapitre 6 permet de restaurer dans l'image agrandie les fr�equences de l'image
originale qui sont �eventuellement modi��ees par la premi�ere m�ethode d'agrandisse-
ment. Une application de cette deuxi�eme m�ethode pour la compression r�eversible et
la transmission progressive d'images a �egalement �et�e �etudi�ee dans le chapitre 7.

Le d�ebut de ce m�emoire traite de di��erentes m�ethodes d'agrandissement d'images
qui existent dans la litt�erature.

Nous avons tout d'abord pr�esent�e les m�ethodes classiques dont l'objectif est d'in-
terpoler l'image initiale en pr�eservant ses fr�equences. Ces m�ethodes sont bas�ees sur
le th�eor�eme d'�echantillonnage de Shannon et notamment sur l'hypoth�ese que la
fr�equence d'�echantillonnage utilis�ee pour l'acquisition de l'image est deux fois su-
p�erieure �a la fr�equence de Nyquist. En pratique, cette hypoth�ese est tr�es rarement
v�eri��ee et l'application du th�eor�eme de Shannon conduit �a une image agrandie vi-
suellement 
oue.

Nous avons ensuite pr�esent�e des m�ethodes d'agrandissement ayant pour objectif
de pr�eserver les structures de l'image a�n de maintenir une certaine nettet�e dans
l'image agrandie. Pour cela, ces m�ethodes produisent de l'information fr�equentielle
au-del�a de la bande passante du syst�eme d'acquisition. De mani�ere g�en�erale, elles
s'int�eressent principalement �a la pr�eservation des contours de l'image en leur ajou-
tant des hautes fr�equences. Parmi l'ensemble de ces m�ethodes, nous avons d�ecrit
en d�etail trois m�ethodes repr�esentatives : l'interpolation adaptative, l'extrapolation
fr�equentielle et le zoom fractal. L'interpolation adaptative a pour inconv�enient de
pr�eserver id�ealement tous les contours de l'image comme s'il s'agissait de disconti-
nuit�es parfaites. Ceci procure un e�et de nettet�e arti�cielle dans l'image agrandie.
En proc�edant par une analyse simultan�ee en espace et en �echelle, l'extrapolation
fr�equentielle permet de distinguer les v�eritables discontinuit�es �a travers les maxima
d'ondelettes et d'ajouter des hautes fr�equences uniquement au niveau des contours
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associ�es. Par rapport aux deux m�ethodes pr�ec�edentes, le zoom fractal est particuli�e-
rement original puisqu'il ne cherche pas directement �a pr�eserver les structures, mais
plutôt �a pr�eserver les similarit�es entre les structures. L'avantage de cette approche
est que la mod�elisation est ind�ependante des structures elles-mêmes. Ainsi, le zoom
fractal peut aussi bien pr�eserver les contours que les textures. De plus, il est possible
de pr�eserver les caract�eristiques d'un contour, que celui-ci soit l'expression d'une
discontinuit�e ou non. En fait, ceci d�epend de la qualit�e de la similarit�e trouv�ee. Le
zoom fractal a donc pour principal int�erêt de simpli�er la mod�elisation : il n'est plus
n�ecessaire d'adapter un mod�ele sp�eci�que �a chaque type de structure.

Notre contribution s'est port�ee essentiellement sur l'�etude de deux nouvelles m�e-
thodes d'agrandissement.

La premi�ere m�ethode est apparent�ee au zoom fractal. En reprenant le principe
de pr�eservation des similarit�es �a sa base et en prenant en compte le contexte de
l'agrandissement plutôt que celui de la compression, nous avons apport�e de nom-
breuses modi�cations et am�eliorations au zoom fractal classique aussi bien dans la
phase d'analyse que dans celle de synth�ese.

Concernant la phase d'analyse, la recherche des similarit�es est r�ealis�ee sur une
pyramide d'images a�n de prendre en compte la th�eorie de l'�echantillonnage. Nous
avons �etudi�e l'utilisation d'une pyramide �a facteur de r�eduction deux, puis celle
d'une pyramide �a facteur de r�eduction

p
2 en ajoutant des niveaux en quinconce.

Cette derni�ere pyramide augmente la probabilit�e de trouver des similarit�es de bonne
qualit�e en supprimant l'information plus progressivement. Pour construire e�cace-
ment cette pyramide, nous avons propos�e une approche utilisant un �ltre param�etr�e
�a petit support soumis �a des contraintes aussi bien spatiales que fr�equentielles. Par
ailleurs, nous avons �etudi�e di��erents mod�eles de similarit�es inter-blocs en agissant
sur les param�etres d'une transformation massique polynomiale et sur une transfor-
mation spatiale r�ealisant des isom�etries. D'apr�es nos exp�erimentations, le mod�ele de
similarit�e bas�e sur une transformation massique lin�eaire et des isom�etries de type
r�e
exion est celui qui donne globalement les meilleurs r�esultats avec un coût al-
gorithmique raisonnable. Remarquons que ce mod�ele est celui utilis�e g�en�eralement
par le zoom fractal. Cependant, la notion d'op�erateur contractant �etant absente de
notre mod�ele, les coe�cients de la transformation lin�eaire ne sont soumis �a aucune
contrainte particuli�ere. Nous avons �egalement propos�e d'exploiter une pyramide de
di��erences pour s�electionner les blocs admissibles �a une similarit�e. Ceci nous a per-
mis de prendre en compte l'aspect fr�equentiel des blocs et en particulier de consid�erer
uniquement ceux qui sont porteurs de hautes fr�equences. Nous avons ensuite �etudi�e
deux strat�egies de recherche des similarit�es sur la pyramide : une recherche locale et
une recherche globale. La recherche locale est surtout adapt�ee pour des blocs posi-
tionn�es sur des contours simples qui se conservent sur les niveaux sup�erieurs de la
pyramide. La recherche globale permet de trouver des similarit�es plus signi�catives
quel que soit le type de bloc. Toutefois, elle n�ecessite une quantit�e de calcul beau-
coup plus �elev�ee. Pour diminuer cette derni�ere, nous avons propos�e une m�ethode
originale de classi�cation des blocs de la pyramide. Contrairement aux m�ethodes de
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classi�cation utilis�ees en compression fractale, notre m�ethode prend en compte le
mod�ele de similarit�e pour regrouper les blocs. En se basant sur la notion d'angle, les
blocs partageant plus ou moins le même sous-espace de transformation sont regrou-
p�es au sein d'une même classe. Cette m�ethode de classi�cation permet d'acc�el�erer
la recherche globale des similarit�es sans diminuer la qualit�e des similarit�es trouv�ees
lorsque beaucoup de blocs sont similaires sur la pyramide.

Concernant la phase de synth�ese, nous avons propos�e de corriger le r�esidu de
similarit�e entre les blocs p�eres en l'ajoutant �a la similarit�e entre les blocs �ls. Pour
cela, le r�esidu est interpol�e par une transform�ee B-spline cubique. Nous avons mon-
tr�e par de nombreux r�esultats exp�erimentaux que la correction du r�esidu lors de
la synth�ese permettait d'am�eliorer consid�erablement la qualit�e globale de l'image
agrandie. Par ailleurs, la diminution des supports des blocs �ls par rapport �a ceux
des blocs p�eres, nous a permis de g�en�erer des recouvrements entre ces derniers, et
par cons�equent, d'am�eliorer la qualit�e des transitions entre les blocs �ls. Toutefois,
le nombre de blocs �ls �a synth�etiser �etant plus grand, le temps de calcul augmente.
En outre, pour r�ealiser l'agrandissement des blocs porteurs de basses fr�equences,
nous avons utilis�e la m�ethode d'interpolation par transform�ee B-spline cubique.

A partir de r�esultats exp�erimentaux, nous avons v�eri��e la validit�e de l'hypoth�ese
de pr�eservation des similarit�es. Soulignons que ceci n'a jamais �et�e e�ectu�e dans le
cadre du zoom fractal. Les r�esultats ont montr�e que l'hypoth�ese est valid�ee pour la
majorit�e des blocs synth�etis�es même lorsque la recherche est r�ealis�ee globalement.
Plus pr�ecis�ement, lorsque le r�esidu de similarit�e entre les blocs p�eres tend vers z�ero,
le r�esidu de similarit�e entre les blocs �ls tend �egalement vers z�ero. De plus, ce dernier
est globalement proportionnel au premier. En conclusion, la probabilit�e de pr�eserva-
tion d'une similarit�e est su�samment �elev�ee pour que la synth�ese donne la plupart
du temps un r�esultat valable. Finalement, les images agrandies par notre m�ethode
ont �et�e compar�ees �a celles obtenues par un �ltrage m�edian et plus particuli�erement
�a celles d'une transform�ee B-spline cubique. Les r�esultats montrent que notre m�e-
thode produit des images agrandies plus nettes. De mani�ere quantitative, nous avons
montr�e �a partir d'une image de r�ef�erence que notre m�ethode donnait une valeur du
PSNR plus �elev�ee que celle issue de la transform�ee B-spline cubique.

Pour r�ealiser un agrandissement de facteur sup�erieur �a deux, nous avons propos�e
un mod�ele de synth�ese unique et un mod�ele d'analyse-synth�ese. En r�eit�erant la phase
d'analyse, le deuxi�eme mod�ele permet d'obtenir un agrandissement de meilleure
qualit�e mais ceci au d�etriment d'une quantit�e de calcul bien plus �elev�ee.

Notre premi�ere m�ethode d'agrandissement a une limite bien �etablie. En e�et, la
pr�eservation d'une similarit�e a un int�erêt lorsque le r�esidu de similarit�e entre les blocs
p�eres est su�samment petit. Lorsque ce n'est pas le cas, il est pr�ef�erable d'agrandir
le bloc avec une autre m�ethode. Pour simpli�er, nous avons utilis�e une transform�ee
B-spline cubique pour interpoler ce type de bloc, mais d'autres m�ethodes pour-
raient être utilis�ees. En fait, nous pensons que la m�ethode d'agrandissement id�eale
n'existe pas et qu'il faut plutôt s'orienter vers des m�ethodes hybrides. Finalement,
notre m�ethode est int�eressante lorsqu'il existe des similarit�es de bonne qualit�e sur
la pyramide. Leur existence n'�etant pas garantie, il n'est pas possible d'être certain
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de l'e�cacit�e de la m�ethode. Toutefois, d'apr�es les divers agrandissements e�ectu�es
dans le chapitre 7, il semble qu'en pratique la m�ethode fonctionne sur des images
assez vari�ees.

La deuxi�eme m�ethode d'agrandissement s'int�eresse �a l'ensemble admissible des
images agrandies d'une image initiale. La condition d'admissibilit�e repose ici sur la
notion de r�eduction : une image appartient �a l'ensemble des solutions si sa r�eduction
est identique �a l'image initiale. Pour �eviter que l'ensemble des solutions soit vide,
nous avons red�e�ni la condition d'admissibilit�e dans le cas inconsistant pour que des
images ayant une r�eduction proche de l'image initiale soient consid�er�ees. Dans tous
les cas, nous nous sommes attach�es �a ce que l'ensemble des solutions soit convexe
quels que soient l'image initiale et le �ltre utilis�e dans l'op�eration de r�eduction.
Par ailleurs, a�n d'obtenir une solution quelconque de cet ensemble, nous avons
propos�e cinq m�ethodes de projection inspir�ees de m�ethodes plus g�en�erales issues de la
th�eorie d'estimation des ensembles convexes [39]. Deux de ces m�ethodes permettent
d'obtenir une projection exacte :MEPA etMEPP. La premi�ere m�ethode est adapt�ee
lorsque l'ensemble des solutions est consistant, tandis que la seconde est adapt�ee
lorsque celui-ci est inconsistant. Les trois autres m�ethodes fournissent une projection
approch�ee plus rapidement : MAPA, MAPP et MAPPE. Dans le cas consistant, la
m�ethode MAPPE est la plus rapide, tandis que dans le cas inconsistant, seule la
m�ethode MAPP peut être employ�ee.

Nous avons exploit�e cette deuxi�eme m�ethode pour r�egulariser vis-�a-vis de la
contrainte de r�eduction les images agrandies par notre premi�ere m�ethode d'agran-
dissement. L'interpr�etation fr�equentielle de l'ensemble des solutions a montr�e que
lorsque le �ltre passe-bas est id�eal (sinus cardinal), la projection revient �a restaurer
les basses fr�equences de l'image agrandie et �a laisser intact ses hautes fr�equences.
Ceci a �et�e mis en �evidence �a travers des r�esultats exp�erimentaux en utilisant un �ltre
�a petit support (�ltre de Burt, � = 0:625). De mani�ere plus g�en�erale, cette r�egula-
risation peut être r�ealis�ee sur une image agrandie par une m�ethode de pr�eservation
structurelle quelconque et restaurer ainsi l'information perdue lors de l'agrandis-
sement. En outre, elle permet de faire le lien avec les m�ethodes de pr�eservation
fr�equentielle.

Nous avons �egalement exploit�e cette deuxi�eme m�ethode d'agrandissement pour
r�ealiser la compression r�eversible et la transmission r�eversible d'une image. Pour cela,
nous l'avons utilis�e dans la construction d'une pyramide laplacienne pour remplacer
l'op�eration d'agrandissement classique par �ltrage. La pyramide ainsi construite
a �et�e baptis�ee pyramide r�esiduelle. Nous avons montr�e de mani�ere th�eorique que
lorsque l'image inductrice est l'image agrandie par �ltrage et que la m�ethode utilis�ee
pour la projection est la m�ethode MEPA, alors la pyramide r�esiduelle a une �energie
n�ecessairement plus petite que celle d'une pyramide laplacienne. En pratique, les
r�esultats ont montr�e que le gain en compression est signi�catif. De plus, en mesurant
le PSNR, nous avons mis en �evidence que l'agrandissement par induction permet
d'obtenir des images interm�ediaires de meilleure qualit�e lors de la reconstruction
de l'image de d�epart. Ceci est particuli�erement int�eressant dans un contexte de
transmission progressive sur r�eseau.
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Les perspectives de recherche portent �a la fois sur des am�eliorations et sur des
applications de nos deux m�ethodes d'agrandissement.

Une am�elioration de notre premi�ere m�ethode d'agrandissement serait de prendre
en compte, lors de la synth�ese d'un bloc �ls, le r�esidu de similarit�e entre deux blocs
p�eres par un mod�ele de d�eformation des structures. Pour le moment, le r�esidu est
pris en compte en r�ealisant une interpolation par une transform�ee B-spline cubique
et en ajoutant le r�esultat lors de la synth�ese du bloc. Pour am�eliorer cette synth�ese,
on pourrait appliquer un mod�ele de d�eformation au bloc similaire apr�es l'utilisation
de la transformation massique. Il s'agirait tout d'abord de d�etecter les structures �a
la fois dans le bloc de r�ef�erence et dans le bloc similaire, puis d'appliquer un mod�ele
de d�eformation des structures du bloc similaire pour que celles-ci soient identiques
�a celles du bloc de r�ef�erence. Le même mod�ele de d�eformation serait alors appliqu�e
pour synth�etiser le bloc �ls. Pour simpli�er, on pourrait commencer par s'int�eresser
�a un mod�ele de d�eformation des contours simples et r�ealiser un warping des textures
[31].

Une autre am�elioration de notre premi�ere m�ethode concernerait l'agrandissement
de facteur sup�erieur �a deux. Pour le moment, nous avons �etudi�e deux approches : syn-
th�ese unique et analyse-synth�ese. Nous avons not�e que la deuxi�eme approche permet
d'am�eliorer la qualit�e de l'image agrandie en r�eit�erant la phase d'analyse �a chaque
r�esolution interm�ediaire. Toutefois, nous avons �egalement not�e que la complexit�e
algorithmique est beaucoup plus �elev�ee. Pour rem�edier �a ce probl�eme, on pourrait
envisager une approche interm�ediaire o�u la premi�ere analyse e�ectu�ee pour r�ealiser
l'agrandissement de facteur 2 serait exploit�ee pour acc�el�erer les analyses suivantes.
Pour cela, une solution simple serait de rechercher chaque similarit�e localement �a
celle trouv�ee lors de la premi�ere analyse.

Une am�elioration de notre deuxi�eme m�ethode d'agrandissement serait d'ajouter
des contraintes sur l'ensemble des images agrandies admissibles. Pour le moment, la
seule contrainte exploit�ee est celle de r�eduction. Une autre contrainte pourrait porter
sur la corr�elation inter-niveaux que l'on observe sur une repr�esentation espace-�echelle
obtenue par une transform�ee en ondelettes [33], [113]. En exploitant les maximad'on-
delettes, on pourrait localement contraindre les coe�cients d'ondelettes de l'image
agrandie. De même, les minima d'ondelettes pourraient �egalement être exploit�es
pour annuler les coe�cients d'ondelettes de l'image agrandie non corr�el�es avec ceux
de l'image initiale. Apr�es avoir caract�eris�e le nouvel ensemble des solutions, il fau-
drait red�e�nir des m�ethodes de projection prenant en compte les contraintes sur les
coe�cients d'ondelettes de l'image agrandie.

Les applications de nos deux m�ethodes d'agrandissement sont multiples. Tout
d'abord, en ce qui concerne la m�ethode par synth�ese de similarit�es, on pourrait
envisager d'appliquer notre m�ethode de classi�cation des blocs du domaine de re-
cherche dans le contexte d'une compression d'image par fractale. La prise en compte
du mod�ele de similarit�e lors de la classi�cation devrait permettre d'obtenir une va-
leur du PSRN plus �elev�ee �a un taux de compression constant et ceci sans augmenter
la quantit�e de calculs. Ensuite, en ce qui concerne la m�ethode d'agrandissement par
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induction, on pourrait l'exploiter pour r�ealiser une compression avec perte d'infor-
mation (non r�eversible). Pour cela, il faudrait appliquer un mod�ele de quanti�cation
des niveaux de la pyramide r�esiduelle. Dans ce cas, il est possible que les ensembles
�k associ�es �a chaque niveau deviennent inconsistants. Il faudrait �etudier les e�ets de
la quanti�cation sur la qualit�e de l'image reconstruite par les inductions successives.
Pour limiter les e�ets d'une quanti�cation, on pourrait r�ealiser une quanti�cation
r�etroactive [5].

L'application de l'agrandissement par induction �a la compression r�eversible et
la transmission progressive d'images pourrait �egalement être am�elior�ee. Une am�e-
lioration possible serait de rechercher le �ltre optimal permettant d'obtenir une
�energie minimale sur les niveaux de la pyramide r�esiduelle. Nous avons not�e dans
les r�esultats exp�erimentaux que le param�etre � du �ltre de Burt permettant d'ob-
tenir le meilleur taux de compression avec la pyramide r�esiduelle �etait compris dans
l'intervalle [0:3; 0:35]. Ceci correspond �a un �ltre o�u les poids sont proches d'une
distribution gaussienne, ce qui est plutôt �eloign�e du �ltre id�eal (sinus cardinal) pr�e-
conis�e par la th�eorie de l'�echantillonnage. L'am�elioration du �ltre passe par une
meilleure compr�ehension de ce ph�enom�ene. Une voie possible serait d'�etudier les
propri�et�es de l'ensemble des solutions �k en fonction de la distribution du �ltre.
La m�ethode des ellipso��des devrait permettre d'obtenir des informations comme le
volume, le diam�etre, ou encore l'�epaisseur [61], [113], [114]. En�n, une am�elioration
du taux de compression pourrait �egalement être obtenue en appliquant un mod�ele
de d�ecorr�elation entre les niveaux de la pyramide r�esiduelle [110].

De mani�ere plus g�en�erale, nos deux m�ethodes d'agrandissement pourraient être
exploit�ees dans le contexte de la vid�eo et plus particuli�erement dans celui de la t�el�e-
vision haute-d�e�nition avec la conversion NTSC-HDTV. Dans ce cas, les m�ethodes
devraient être optimis�ees pour être ensuite câbl�ees. L'acc�el�eration des m�ethodes
passerait notamment par la prise en compte des images agrandies pr�ec�edentes pour
l'agrandissement de l'image courante. En outre, nos deux m�ethodes peuvent être ex-
ploit�ees dans le cadre de l'agrandissement des images satellites en quinconce. Pour
cela, la synth�ese des similarit�es est r�ealis�ee �a partir d'une pyramide en quinconce o�u
la base est elle-même en quinconce. L'image agrandie d'un facteur

p
2 est ensuite

r�egularis�ee par la m�ethode d'agrandissement par induction en exploitant un �ltre
de type quinconce.

En�n, nous avons suppos�e dans le cadre de cette th�ese que nous ne disposions
d'aucune connaissance sur le syst�eme d'acquisition. Toutefois, remarquons que des
informations li�ees �a la fonction de r�eduction pourraient facilement être prises en
compte par nos deux m�ethodes d'agrandissement pour am�eliorer les r�esultats. Pour
cela, il s'agirait de d�eterminer les poids du �ltre associ�e �a la cam�era en utilisant
deux images de r�esolutions di��erentes. La di�cult�e se situe surtout au niveau de
la calibration de la cam�era. Le �ltre ainsi obtenu serait utilis�e dans la premi�ere
m�ethode pour construire la pyramide d'images et dans la deuxi�eme m�ethode pour
r�egulariser l'image agrandie.
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