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Résumé

Ce mémoire porte sur 'agrandissement des images numeériques fixes en niveaux
de gris dans un contexte général sans connaissance a priori. Il est constitué de trois
parties. La premiere porte sur une description détaillée des méthodes d’agrandisse-
ment que 'on peut trouver dans la littérature. Nous commencons par présenter les
méthodes d’interpolation classiques ayant pour objectif de préserver les fréquences
de I'image a agrandir, puis nous détaillons des méthodes récentes de préservation
structurelle produisant une meilleure netteté. La deuxieme partie constitue la contri-
bution majeure de ce travail en proposant deux nouvelles méthodes d’agrandisse-
ment. La premiere méthode est basée sur la synthese de similarités détectées sur une
représentation pyramidale de 'image. Elle reprend a la base le zoom fractal clas-
sique en apportant de nombreuses modifications et améliorations aussi bien dans
la phase d’analyse que dans celle de synthese. Nous vérifions expérimentalement
I’hypothese de préservation des similarités. La deuxieme méthode d’agrandissement
que nous proposons s’intéresse a I’ensemble admissible des images agrandies d’une
image initiale. La condition d’admissibilité repose ici sur la notion de réduction : une
image agrandie appartient a ’ensemble des solutions si sa réduction est identique a
I’image initiale. Nous étudions différents algorithmes de projection sur cet ensemble.
La troisieme partie concerne des améliorations et des applications de nos deux mé-
thodes. Tout d’abord, nous améliorons la qualité de I'image agrandie par synthese
de similarités en recherchant celles-ci sur une pyramide en quinconce. Ensuite, nous
exploitons la méthode d’agrandissement par induction pour régulariser, vis-a-vis de
la contrainte de réduction, les images agrandies par synthese de similarités. Fnfin,
nous exploitons également cette méthode pour réaliser un codage hiérarchique de
I'image permettant sa transmission progressive sur réseau.
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Abstract

This thesis deals with the enlargement of still digital images in a general context.
It is made of three parts. The first one is a detailed description of the enlargement
methods which can be found in the literature. First of all, we present classic interpo-
lation methods which aim at retaining the frequencies of the image to be enlarged.
Then, we detail more recent methods which retain the structures of images and give
better results. The second part is the main contribution of this work, as it presents
two original enlargement methods. The first one synthesizes similarities detected
on a pyramidal representation of the image, and it modifies and improves both the
analysis and the synthesis phases of the classical fractal zoom. In this part, the
assumption of the similarities retaining is experimentally checked. The second me-
thod which is here presented deals with the admissible set of enlarged images of an
original image. This admissibility is closely linked to the reduction of the enlarged
image, i.e, an image belongs to the solutions set only if its reduction is identical to
the original image. We study different algorithms to project onto this set. In the
third part, we present several ways of improving and applying our methods. First,
we improve the quality of an image enlarged thanks to the similarities synthesis
method: to do so, we detect these similarities on a quincunx pyramid. Then, we
use the induction enlarging method to regularize in reduction the images enlarged
with the similarities synthesis method. We eventually use the induction enlarging
method to obtain a hierarchical encoding of the image which allows us to make its
progressive transmission.
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Chapitre 1

Introduction générale

L’agrandissement d’images numériques est une opération courante, nécessaire et
utile dans de nombreuses applications liées a I'imagerie. Tout d’abord, on peut avoir
besoin d’agrandir une image pour accéder a ses détails, comme par exemple dans le
domaine de I'infographie en général ou dans celui de I'imagerie médicale. Les photo-
copieurs sont également souvent équipés d’une fonction d’agrandissement. L’agran-
dissement peut aussi étre employé pour augmenter la résolution de I'image sur un
meéme support spatial afin d’accroitre le confort visuel de 'observateur. On pensera
en particulier aux imprimantes ou encore a la conversion entre le format améri-
cain NTSC et le format haute définition HDTV. L’agrandissement d’images peut
aussi étre utile pour dépasser les limites technologiques des systemes d’acquisition,
comme par exemple en imagerie satellitaire. Il est également nécessaire dans des
domaines comme I'imagerie de synthese pour le placage de textures sur des surfaces
mathématiques (warping) ou le mosaiquage de photos. L’agrandissement d’images
peut également s’avérer tres utile pour réaliser une compression et une transmission
progressive de 'image.

Il existe différents contextes de 1’agrandissement en fonction du type d’image a
agrandir ou des connaissances que l'on a sur celle-ci. En effet, il peut s’agir d’une
image binaire [54], en niveaux de gris ou en couleurs [66]. Celle-ci peut également
étre représentée sur deux dimensions ou sur trois dimensions, comme c’est le cas
notamment en tomographie [60]. Par ailleurs, on peut disposer d’informations mul-
tiples sur le systeme d’acquisition ayant servi a numériser I'image que 1’on souhaite
agrandir. Dans le contexte de la vidéo, on peut également exploiter une séquence
d’images pour obtenir une seule image haute-résolution. Ceci permet d’obtenir de
I'information au-dela de la bande passante du systeme vidéo, et 'on parle dans ce
cas de super-résolution [102], [125]. Le contexte peut également étre celui d’une ap-
plication temps réel comme par exemple la conversion NTSC-HDTV : dans ce cas,
I’agrandissement est cablé et la méthode utilisée doit étre tres rapide [81].

Selon le type d’image et les connaissances que 'on possede, la méthodologie de
I’agrandissement differe. Dans le cadre de cette these, nous nous intéressons uni-
quement aux images numériques fixes en niveaux de gris et représentées sur deux
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dimensions. De plus, nous ne disposons d’aucune connaissance sur le systeme d’ac-
quisition'. En dehors de I'image a agrandir, nous n’exploitons aucune information
extérieure. Le contexte adopté se veut donc tres général.

L’agrandissement d’une image numérique consiste a augmenter le nombre total
des échantillons. Dans le contexte adopté, les valeurs des échantillons de I'image
agrandie sont estimées en considérant celles des échantillons initiaux. Les méthodes
d’agrandissement se répartissent alors en deux grandes catégories: les méthodes de
préservation fréquentielle et les méthodes de préservation structurelle.

Les méthodes de préservation fréquentielle réalisent une interpolation de I'image
initiale en exploitant le théoreme d’échantillonnage de Shannon [126], [127]. Plus
précisément, elles font ’hypothese que I"acquisition numérique de I'image a agrandir
a été réalisée avec une fréquence d’échantillonnage deux fois supérieure a la plus
haute fréquence contenue dans I'image continue (fréquence de Nyquist). Dans ce
cas, le théoreme de Shannon stipule que 'image continue peut étre reconstruite
exactement a partir de I'image numérique. La méthode théorique permettant de
reconstruire 'image continue est la méthode du zero-padding [148]. Elle consiste a
placer dans le spectre fréquentiel de I'image des valeurs nulles au-dela de la fréquence
de Nyquist. En pratique, 'image agrandie obtenue avec cette méthode présente un
effet d’ondulation visuellement génant di au phénomene de Gibbs. En outre, elle
nécessite 'utilisation d’'une transformée de Fourier directe pour obtenir le spectre
fréquentiel et pouvoir introduire les zéros, puis une transformée de Fourier inverse
pour obtenir le résultat de ’agrandissement. De nombreuses autres méthodes ont
été proposées dans la littérature, ayant pour objectif de diminuer a la fois I'effet
d’ondulation et la complexité algorithmique de la méthode du zero-padding. Parmi
celle-ci, la méthode la plus convaincante est celle de la transformée B-spline qui
unifie les méthodes d’interpolation sur une base mathématique tres solide [136].

Les méthodes de préservation structurelle exploitent des caractéristiques com-
munes aux images naturelles. Une caractéristique exploitée tout particulierement
est celle de I'invariance en résolution des contours représentant des discontinuités
[70](p.154). Ainsi, 'objectif de la plupart des méthodes est de préserver la qualité
des contours afin de maintenir la netteté de I'image. Malheureusement, les contours
présents dans une image ne sont pas toujours 'expression d’une discontinuité. Fn
effet, certains contours peuvent étre 'expression d’une déformation locale sur un
objet. Le critere de qualité d’'une méthode de préservation structurelle porte donc
notamment sur sa capacité a distinguer les différents types de contours. La méthode
d’interpolation adaptative fait partie des méthodes les plus utilisées [46], [132]. En
présence d’un contour, elle réalise une interpolation directionnelle. Par contre, en
I’absence de contours, elle réalise une interpolation classique. Elle considere que
tous les contours détectés sont des discontinuités parfaites et 'image agrandie n’est
généralement pas tres réaliste. [’analyse réalisée par les méthodes d’extrapolation

1. Nous verrons dans la conclusion générale de ce mémoire que les méthodes d’agrandisse-
ment que nous proposons peuvent facilement prendre en compte de I'information liée au systéme
d’acquisition.



fréquentielle est beaucoup plus probante [29], [33]. En exploitant une représentation
espace-échelle de I'image obtenue par une transformée en ondelettes [91], ces mé-
thodes distinguent plus facilement les discontinuités véritables, notamment a travers
les maxima d’ondelettes. En marge de ces méthodes, on trouve la méthode du zoom
fractal [55], [106]. Son originalité est de préserver les structures en préservant les
similarités entre les structures a des résolutions différentes.

Les méthodes d’agrandissement par préservation fréquentielle sont adaptées lorsque
les conditions du théoreme de Shannon sont vérifiées. Malheureusement, ces condi-
tions sont tres rarement satisfaites pour des images naturelles. En effet, la fréquence
d’échantillonnage est tres rarement suffisante en raison de la limitation technologique
des systemes d’acquisition. De plus, les scenes naturelles contiennent tres souvent
des discontinuités qui repoussent la fréquence de Nyquist a I'infini et rendent caduc
le théoreme de Shannon. Ainsi, les méthodes d’agrandissement par préservation fré-
quentielle génerent un effet de flou assez caractéristique, notamment sur les contours.
L’absence de hautes fréquences ne permet ni de maintenir la qualité des contours,
ni de reconstituer les discontinuités.

En général, il est donc préférable d’employer des méthodes de préservation struc-
turelle pour agrandir une image naturelle. En introduisant de nouvelles fréquences au
niveau des contours, elles permettent de maintenir une certaine netteté de I'image.
Toute la difficulté est de distinguer les contours représentant des discontinuités de
ceux représentant des déformations continues. Si la résolution de I'image originale
n’est pas suffisante, il n’est pas possible de certifier qu'un contour traduit une véri-
table discontinuité. Il faudrait pour cela réaliser une interprétation sémantique du
contenu de 'image, et cela dépasse largement les possibilités actuelles. En revanche,
il est souvent possible de distinguer des contours qui expriment des déformations
d’objets en réalisant une analyse multi-résolution.

Nous présentons dans le cadre de cette these deux méthodes d’agrandissement
complémentaires. La premiere est basée sur la synthese de similarités détectées sur
une représentation pyramidale de I'image et la deuxieme réalise une projection sur
un ensemble d’images agrandies qui vérifient la contrainte de réduction.

Notre premiere méthode peut étre considérée comme un approfondissement du
zoom fractal [26]. L’intérét de celui-ci est de préserver les structures de maniere
implicite en cherchant a préserver les similarités entre ces dernieres. Le zoom fractal
que 'on trouve dans la littérature exploite directement le code de similarités produit
par les méthodes de compression fractale [47], [73]. Or les exigences en compression
et en agrandissement sont plutot opposées. Dans notre approche, nous reprenons a la
base le principe de recherche et de préservation des similarités en considérant avant
tout les exigences de ’agrandissement. Nous apportons de nombreuses modifications
et améliorations au zoom fractal classique aussi bien dans la phase d’analyse que
dans celle de synthese des similarités. L’hypothese de préservation des similarités qui
est a la base de la méthode du zoom fractal n’a jamais été vérifiée dans la littérature.
Nous I’étudions de maniere approfondie dans le cadre de cette these.

Dans notre deuxieme méthode, le probleme de 'agrandissement d’une image
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est posé comme un probleme inverse de réduction [27], [28]. Les solutions admis-
sibles d’un agrandissement sont généralement multiples. Il semble donc assez na-
turel d’aborder I’agrandissement d’une image avec une approche ensembliste. Une
premiere contrainte assez simple que doit vérifier ’ensemble des solutions d’un agran-
dissement est celle de la réduction. Plus précisément, la réduction de I'image agran-
die doit aboutir a une image équivalente a celle de départ. Une image agrandie
appartenant a I’ensemble des solutions peut finalement étre obtenue en réalisant la
projection d’une image quelconque sur cet ensemble. Dans le cadre de cette these,
I’ensemble des solutions est soumis uniquement a la contrainte de réduction. Re-
marquons que cette approche de "agrandissement par la résolution d’un probleme
inverse a des points communs avec certaines méthodes de super-résolution produi-
sant une image haute-résolution a partir d’une séquence d’images basse-résolution
[102]. Dans ces méthodes, I'image haute-résolution est obtenue par projection sur
des contraintes de réduction associées aux images basse-résolution. Toutefois, dans
ce cadre, des notions supplémentaires sont introduites, comme celle du mouvement
de la caméra. Dans notre approche, nous étudions divers algorithmes de projection
sur 'ensemble des solutions qui sont issus de la théorie d’estimation des ensembles
convexes [39]. Certains d’entre eux permettent d’obtenir une projection exacte. Les
algorithmes de projection utilisés dans les méthodes classiques de super-résolution
permettent seulement d’obtenir une projection approchée (non-orthogonale).

Notre deuxieme méthode d’agrandissement se veut complémentaire de notre pre-
miere méthode, et plus généralement des autres méthodes de préservation structu-
relle. En effet, ces méthodes génerent une image agrandie qui ne respecte générale-
ment pas la contrainte de réduction. On peut régulariser cette image en la projetant
sur I’ensemble des solutions vérifiant le probleme inverse de réduction. En outre,
cette seconde méthode permet de faire le lien avec les méthodes de préservation
fréquentielle. En effet, la projection permet de restaurer les fréquences de I'image
originale qui sont modifiées lors du processus d’agrandissement. En d’autres termes,
I'image issue de la projection préserve les fréquences de 'image originale tout en
préservant les hautes fréquences produites par les méthodes de préservation struc-
turelle.

L’organisation générale du mémoire est décrite ci-dessous.

Le chapitre 2 est consacré a la présentation des méthodes d’agrandissement par
préservation fréquentielle. La méthode d’interpolation par transformée B-spline sera
utilisée au cours de ce mémoire comme la méthode de référence de ce chapitre. Nous
I’exploiterons en particulier dans notre approche de I"agrandissement par synthese
de similarités pour interpoler les blocs non synthétisés ainsi que les résidus de simi-
larités lors de la synthese (chapitre 5). Cette méthode fera également I'objet d’une
comparaison avec notre propre approche.

Le chapitre 3 décrit les principales méthodes d’agrandissement préservant les
structures : 'interpolation adaptative, I’extrapolation fréquentielle et le zoom frac-
tal. Cette derniere méthode est celle qui a inspiré notre méthode de synthese de
similarités. Elle constituera donc la méthode de référence a notre approche. En



marge de ces trois méthodes, nous en présentons également d’autres, dont le filtrage
médian qui sera utilisé pour comparer nos résultats dans le chapitre 5.

Dans le chapitre 4, nous étudions l'opération de réduction d’une image d’un point
de vue fréquentiel, que ce soit avec un facteur de réduction 2 ou /2. Nous présen-
tons également diverses approches proposées dans la littérature pour construire une
pyramide passe-bas a facteur de réduction 2. Nous étudions également des pyra-
mides de différences construites a partir des pyramides passe-bas précédentes. En-
fin, nous proposons un algorithme de construction rapide de pyramides passe-bas
et de différences en quinconce (facteur de réduction v/2). L'opération de réduction
sera exploitée dans notre méthode d’agrandissement par induction sur un ensemble
(chapitre 6). Les pyramides a facteur de réduction 2 seront utilisées dans le chapitre
5, et celles en quinconce seront exploitées dans le chapitre 7.

Le chapitre 5 présente notre approche de "agrandissement par synthese de simi-
larités sur une pyramide a facteur de réduction 2. Nous apportons diverses contri-
butions dans les phases d’analyse (recherche des similarités) et de synthese. Nous
donnons de nombreux résultats expérimentaux illustrant les divers parametres de
notre méthode. Nous vérifions également ’hypothese de préservation des similari-
tés a deux résolutions différentes. Enfin, nous comparons des images agrandies par
notre méthode a celles obtenues avec les méthodes d’interpolation par transformée
B-spline et de filtrage médian.

Dans le chapitre 6, nous décrivons notre approche de I’agrandissement par induc-
tion sur un ensemble. Nous caractérisons précisément ’ensemble des images agran-
dies soumises a la contrainte de réduction et nous donnons une interprétation fré-
quentielle des solutions. Nous présentons ensuite diverses méthodes de projection
qui permettent d’obtenir une projection soit exacte (orthogonale), soit approchée
(non orthogonale) dans les cas de consistance et d’inconsistance de 1’ensemble des
solutions. L’efficacité des méthodes de projection est ensuite étudiée a travers de
nombreux résultats expérimentaux.

Le chapitre 7 présente des améliorations et des applications de nos deux méthodes
d’agrandissement présentées dans les chapitres 5 et 6. Tout d’abord, nous améliorons
la qualité de I'image agrandie par synthese de similarités en recherchant les simila-
rités sur une pyramide en quinconce a facteur de réduction v/2. A partir d’images
tres diverses, nous montrons que notre méthode produit des agrandissements de
meilleure qualité que ceux produits par une transformée B-spline, notamment en
préservant la netteté des images. Fnsuite, nous exploitons la méthode d’agrandis-
sement par induction pour régulariser, vis-a-vis de la contrainte de réduction, les
images agrandies par synthese de similarités. A 1’aide de résultats expérimentaux,
nous mettons en évidence la restauration des basses fréquences. Enfin, nous exploi-
tons également cette méme méthode pour réaliser la compression réversible et la
transmission progressive d’une image [23], [24], [25]. La comparaison effectuée entre
les résultats obtenus avec une pyramide laplacienne et ceux obtenus grace a notre
méthode montre la supériorité de cette derniere, tant sur le taux de compression que
sur la qualité des images intermédiaires générées lors de la reconstruction.
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Enfin, nous concluons ce mémoire dans le chapitre 8 en dégageant les contribu-
tions apportées a ’agrandissement d’images numériques. Nous discutons des limites
de nos approches, ainsi que des perspectives de recherche envisagées.



Chapitre 2

Méthodes d’agrandissement

préservant les fréquences

2.1 Introduction

Le théoreme d’échantillonnage (Shannon) précise qu'un signal continu peut-étre
reconstruit exactement a partir d’échantillons, si la fréquence d’échantillonnage est
deux fois supérieure a la plus haute fréquence contenue dans le signal (fréquence de
Nyquist), [126], [127]. En supposant que le signal discret que I'on souhaite agran-
dir vérifie cette condition, on dispose d’une méthode d’agrandissement relativement
simple. Il suffit de sur-échantillonner les fonctions continues (sinusoides) associées a
chaque fréquence, le pas d’échantillonnage étant fixé en fonction du facteur d’agran-
dissement souhaité. Plus ce facteur est important, plus le pas d’échantillonnage est
petit, et plus le signal agrandi est proche du signal continu hypothétique. Le signal de
départ et le signal agrandi ont le méme contenu fréquentiel, la seule différence porte
sur le pas d’échantillonnage. On peut donc parler d’une préservation fréquentielle
dans le processus d’agrandissement.

Dans la suite, nous commencons par rappeler des notions fondamentales sur la
transformée de Fourier et sur ’analyse spectrale. Nous étudions ensuite la méthode
du zero-padding qui permet d’agrandir une image en préservant idéalement les fré-
quences. Nous étudions également d’autres méthodes d’agrandissement comme I’in-
terpolation avec des fonctions polynomiales et I'interpolation avec la transformée
B-spline qui préservent plus ou moins bien les fréquences originales. Nous terminons
ce chapitre en décrivant quelques approches qui corrigent le probleme d’apparition de
flou qui est caractéristique des méthodes d’agrandissement agissant par préservation
fréquentielle.
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2.2 Notions sur la transformée de Fourier

Le domaine de représentation habituel d’une image est le domaine spatial. C’est
celui auquel est sensible notre systeme visuel, et par voie de conséquence, c’est aussi
celui qui nous délivre le plus d’informations sur le contenu d’une image.

Le fait de disposer de plusieurs représentations de la méme image permet d’ana-
lyser et de mettre en ceuvre plus facilement certains traitements. Des opérations
difficiles a appliquer dans un domaine peuvent devenir plus faciles dans un autre.
Dans cette perspective, le domaine fréquentiel s’avere tres complémentaire du do-
maine spatial. Il représente une image par un ensemble de sinusoides de fréquences
différentes, ayant chacune une amplitude et un décalage de phase particuliers. Le
passage du domaine spatial au domaine fréquentiel se fait par 'intermédiaire de la
transformée de Fourier.

Nous donnons ci-apres les éléments nécessaires a ce chapitre ; pour plus de détails
sur la transformée de Fourier, le lecteur peut se reporter a [58].

2.2.1 La transformée de Fourier

L’analyse de Fourier consiste a déterminer "amplitude et le décalage de phase des
sinusoides a partir d’une représentation spatiale du signal. Inversement, la synthése
de Fourier consiste a ajouter les sinusoides entre elles pour obtenir a nouveau une
représentation spatiale du signal. Ces deux opérations sont rendues possibles par le
couple de transformées suivant :

Flu) = / Fla)e~ e gy (2.1)

fla) = / Fu)e? e dy (2.2)

— 00

La fonction F'(u) est appelée le spectre fréquentiel du signal. C’est une fonction com-
plexe qui associe une amplitude et une phase a chaque fréquence u. L’équation (2.1)
définit la transformée de Fourier directe, tandis que 1’équation (2.2) définit la trans-
formée de Fourier inverse. Le passage du domaine spatial au domaine fréquentiel
est completement spécifié par ces deux équations. Celles-ci sont valables pour des
signaux continus. Dans le cas particulier d’un signal périodique, on peut obtenir des
simplifications et aboutir aux séries de Fourier : le spectre a alors la remarquable pro-
priété de devenir discret puisque les fréquences non nulles sont des entiers multiples
d’une fréquence fondamentale.

Pour obtenir la représentation fréquentielle d’une image, il faut redéfinir le couple
de transformées (2.1) et (2.2) avec une dimension supplémentaire. Il faut également
tenir compte du support fini de I'image et de sa discrétisation. Pour cela, on remplace
les intégrales par des sommes partielles. On obtient alors le couple de transformées
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discretes suivant :

N-1 .
Fluw) = Y fla,y)e o) (2.3)
z,y=0
1 N1 27t
f(x7y) — m Z F(u7v)eT(ux+vy) (24)
u,v=0

Elles correspondent a une image de taille N x N pixels avec N = 2". On remarquera
notamment que 1’échantillonnage périodique, associé a 'image dans le domaine spa-
tial, a pour effet de rendre périodique le spectre fréquentiel F(u,v). De méme, la
discrétisation du domaine fréquentiel conduit a une périodicité de 'image f(z,y)
dans le domaine spatial. Ceci génere deux artefacts. Le premier est la génération
de hautes fréquences dues aux discontinuités du pavage de I'image dans le domaine
spatial. Pour y remédier, une solution simple consiste a atténuer les valeurs sur les
bords de I'image. Une autre solution consiste a former une nouvelle image a partir
de quatre copies de I'image originale, ceci en les positionnant de maniere a avoir une
symétrie centrale. On effectue alors I’analyse de Fourier sur cette nouvelle image. Du
fait de ’annulation des termes en sinus, la transformée est appelée transformée en
cosinus discret. Le deuxieme artefact concerne la taille de I'image discrete. Lorsque
N est trop petit, I'approximation de la transformée de Fourier continue est tres
grossiere.

La transformée de Fourier discrete nécessite une quantité de calculs non négli-
geable. On voit assez facilement avec I’équation (2.3) que, pour une image de taille
N x N pixels, la complexité algorithmique est O(N*). L’analyse de Fourier sur des
images de grande taille devient possible en utilisant un algorithme du a James Co-
oley et John Tukey (1965), dont la complexité est O(N?log, N). Cet algorithme
est communément désigné par le terme FFT (Fast Fourier Transform). 1’écono-
mie de calcul vient d’un regroupement astucieux des termes pour éviter les calculs
redondants.

2.2.2 Les propriétés de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier a des propriétés qui la rendent tres attrayante pour
de nombreux traitements. Parmi ces qualités, nous en retenons trois: les propriétés
de linéarité, d’échelle et de convolution. La propriété de linéarité est importante car
elle permet d’utiliser ’analyse de Fourier pour 1’étude des systemes linéaires. Elle
s’écrit de la maniere suivante:

af(x) + Bg(x) < aF(u)+ BG(u) (2.5)
La propriété d’échelle établit quune compression (dilatation) du signal dans le do-

maine spatial conduit & une dilatation (compression) dans le domaine fréquentiel.
On remarquera que la dilatation (compression) est accompagnée d’une diminution
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(augmentation) de "'amplitude de maniere a ce que 'aire demeure constante :

flaz) <5 LRz

o 2.6
2f(E) e Flau) 20

La propriété de convolution est particulierement intéressante pour I’étude des filtres.
Elle indique que le produit de convolution dans le domaine spatial (fréquentiel) se
traduit par une multiplication dans le domaine fréquentiel (spatial):

frgle) <= Flu)-Glu)

TF (2.7)
f(@)-g(z) = FxGu)

Pour bien comprendre toute I'importance de cette propriété, imaginons que g(x)
soit un filtre et que f(x) soit le signal a analyser. Le filtrage du signal se traduit
par le produit de convolution f * g(x). Peu intuitive dans le domaine spatial, cette
opération devient beaucoup plus claire dans le domaine fréquentiel. Le filtre agit sur
les fréquences du signal en atténuant ou en renforcant leur amplitude. En pratique,
il est particulierement commode de construire un filtre en lui donnant les propriétés
voulues dans le domaine fréquentiel, puis de le mettre en ceuvre dans le domaine
spatial en utilisant sa réponse impulsionnelle.

2.2.3 L’analyse spectrale

Dans I’équation (2.3), le spectre fréquentiel F'(u,v) est de nature complexe. Pour
apprécier plus facilement 'information qu’il contient, on s’intéresse a son amplitude
| F'(u,v)| qui a 'avantage d’étre une fonction réelle. Elle est souvent désignée comme
étant le spectre d’amplitude. En notant F..(u,v) et Fi,(u,v) les parties réelle et
imaginaire de F'(u,v), nous avons:

P, 0)] = /Fro(ty 0)?2 + Fin(u, v)? (2.8)

La fonction définie par |F(u,v)|* est appelée le spectre de puissance. Le décalage de
phase associé aux fréquences peut également s’exprimer sous une forme spectrale.

On parle dans ce cas du spectre de phase. Il se définit de la maniere suivante:

®(u,v) = tan™' (%) (2.9)

En pratique, 'information pertinente sur I'image se retrouve essentiellement dans
I"amplitude des fréquences. On préfere donc généralement le spectre d’amplitude au
spectre de phase.

Pour afficher le spectre d’amplitude sur une sortie graphique, on calcule le loga-
rithme de "amplitude et on normalise le résultat pour avoir un affichage sur 256
niveaux de gris. On obtient la fonction suivante:

_log(1 +[F(u,v)])
- log(1 + max |F(s,1)])

D(u,v) - 255 (2.10)
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[intensité lumineuse du spectre est proportionnelle & 'amplitude de |F(u,v)| sa-
chant que la valeur 255 correspond au blanc et que la valeur nulle correspond au
noir.

Un exemple de spectre d’amplitude est donné sur la figure 2.1(b). L’image origi-
nale représente une prise de vue par un cameraman, elle a une taille de 128 x 128
pixels. Le spectre étant périodique, on préfere 'afficher en le centrant en (0,0) afin
d’améliorer le confort visuel. Ainsi, dans cet exemple, u et v appartiennent a 1’in-
tervalle [—64, 64]. En affichant le spectre de cette maniere, on tend vers les hautes
fréquences de I'image en s’éloignant du centre et vers les basses fréquences en s’en
rapprochant.

Figure 2.1 — (a) Image du cameraman. (b) Affichage de I'image spectrale D(u,v).

Plusieurs observations se dégagent du spectre montré sur la figure 2.1(b). Tout
d’abord, la fréquence fondamentale (au centre) possede I'amplitude la plus élevée et
I"amplitude décroit globalement en s’éloignant du centre. Cette observation est une
propriété générale des spectres d’amplitude des images naturelles: "amplitude est
inversement proportionnelle a la fréquence [141]. On peut également observer que
le spectre est symétrique par rapport a son centre. Ceci est une propriété que l'on
peut facilement démontrer a partir des expressions (2.3) et (2.8). En fait, I'utilisa-
tion de nombres complexes dans la transformée de Fourier discrete introduit une
redondance de pres de la moitié des coefficients. On observe également sur le spectre
des traces linéaires. Elles correspondent a des orientations privilégiées comme celles
des pieds de la caméra ou du tronc du cameraman : les traces sont orthogonales a
ces structures. Il faut également remarquer que la transformée de Fourier discrete
introduit une périodicité implicite de I'image. Autrement dit, des différences impor-
tantes de niveaux de gris sur les bords de I'image introduisent obligatoirement des
fausses discontinuités horizontales et verticales. Elles se traduisent sur le spectre par
une amplification des coefficients associés aux fréquences horizontales et verticales,
c’est-a-dire par des traces horizontales et verticales. Cet artefact est partiellement
visible dans ’exemple de la figure 2.1.
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2.3 La préservation fréquentielle

Le fait d’augmenter le nombre d’échantillons d’une image se traduit dans le do-
maine fréquentiel par un élargissement du spectre dans les hautes fréquences. Réci-
proquement, 1’élargissement du spectre fréquentiel s’accompagne d’un sur-échantil-
lonnage dans le domaine spatial (cf. propriété (2.6)), c’est-a-dire d’un agrandisse-
ment de I'image initiale. Comme nous 1’avons dit dans la section 2.1, nous supposons
dans ce chapitre que I'image a agrandir vérifie la condition du théoreme d’échan-
tillonnage. En élargissant le spectre de I'image, il faut donc assigner des valeurs
nulles aux hautes fréquences introduites. On effectue ainsi un sur-échantillonnage,
tout en préservant le spectre fréquentiel initial.

Dans la suite de cette section, nous étudions plus en détail cette méthode d’agran-
dissement qui est souvent référencée dans la littérature comme la méthode du zero-
padding. Nous étudions également des approches qui visent a optimiser la complexité
algorithmique et a corriger les artefacts de cette méthode.

2.3.1 La méthode du zero-padding

La méthode du zero-padding se résume par trois étapes illustrées sur la figure
2.2. Dans la premiere, il s’agit de passer du domaine spatial au domaine fréquentiel
avec la transformée de Fourier. Dans la deuxieme, le spectre est élargi avec des
zéros. Enfin dans la troisieme étape, on utilise la transformée de Fourier inverse
pour revenir dans le domaine spatial.

image originale spectre

TF

élargissement et
remplissage de zéros

Figure 2.2 — Agrandissement de facteur ¢ = 2 avec la méthode du zero-padding.

Cherchons a formaliser le lien qui existe entre I'image originale et I'image agrandie
par un facteur entier a avec la méthode du zero-padding. Pour cela, désignons par
f(z,y) 'image originale de N x N pixels, et par g(«x, y) 'image agrandie de a N x aN



2.3  La préservation fréquentielle 13

pixels. D’apres (2.4), cette derniere s’exprime en fonction de son spectre fréquentiel

par:
1 aN/2-1 .
g(z,y) = (V) Z G(u,v)em(ux-l—uy) (2.11)
u,w=—alN/2

Le spectre G(u,v) est lié au spectre F(u,v) par:

G(u,v) = a*F(u,v) lorsque — N/2 < wu,v < N/2

(—aN/2 <u,v < aN/2) { .
G(u,v) =0 sinon

(2.12)

La multiplication de F'(u,v) par le coefficient a* permet de garder la dynamique des

niveaux de gris de 'image originale f(x,y). En substituant G(u,v) dans (2.11), on

trouve:
1 N/2-1 ‘

g(x,y) = ~ Z F(u,v)e%(”’“y) (2.13)
N u,w=—N/2

Et finalement, on peut exprimer I'image agrandie en fonction de I'image originale

en substituant F'(u,v) a l'aide de (2.3):

N/2-1 N/2-1
1 / / —27e

g(xvy) = — Z Z f(m7n)e = (um+vn)ei—%(u$+vy)

N? w,w=—N/2 mn=—N/2
1 N/2-1 N/2-1 i iy
Sl X ) X SENERE oy
m,n=—N/2 u,w=—N/2

On peut réécrire 'expression (2.14) d’une maniere plus intelligible :

N/2-1

z y
g(:l:,y)z Z f(mvn) h(g—m,g—n) (215)
m,n=—N/2
1 N/2—1 -
hay) =<5 Do er et (2.16)

u,w=—N/2

On définit 'image fT comme étant un agrandissement de facteur a de I'image f
obtenu en intercalant des zéros entre les pixels initiaux:

ff(m,n) = f(2,2)  lorsque = et 2 sont entiers

f(m,n) =0 sinon

(—aN/2 <m,n < aN/2) {

(2.17)

En utilisant cette nouvelle image, on réécrit (2.15) par:

alv/2-1 rT—m y—n Ty
gey= X o) (T = S Y @)

m,n=—alN/2 a
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Avec cette derniere expression, il apparait que la méthode du zero-padding revient
a intercaler des zéros dans 'image initiale, puis a convoluer I'image obtenue avec
la fonction A dilatée d’un facteur a. Intéressons-nous maintenant aux propriétés de
la fonction h. L’expression (2.16) montre qu’il s’agit d’une série géométrique. Apres
quelques développements, on trouve I'expression analytique suivante :

h(y) = 1 cos m(x+y) _sinmasinmy (2.19)

N2 in X% ¢in T¥
N N sin 57 sin

Lorsque N tend vers I'infini, on peut faire une approximation continue de la somme
dans (2.16) et obtenir la limite de la fonction A :

s

(x,y) N2/ /__ Tt dy dy = sine T - sinc my (2.20)

ou la fonction sinc est la fonction sinus cardinal définie par sinc(x) = sin(x)/x. La
figure 2.3(a) illustre la fonction limite h sur un support de largeur 16. Les lignes sur
le plan inférieur montrent les passages par zéro. Du fait de la séparabilité de h, on
la représente également avec une seule dimension sur la figure 2.3(b), et ceci sans
perte de généralité. La fonction passe par zéro pour toutes les valeurs entieres de z,
sauf pour x = 0 ou la fonction vaut 1. Ceci signifie que la convolution décrite par
(2.18) préserve les pixels de I'image originale. La méthode du zero-padding est donc
bien une méthode d’interpolation ou la fonction d’interpolation limite est donnée
par la fonction h.

h(x,0

o i

-0.1
02 Voo
8-765-4-3-2-10123 458678

@ (b)

Figure 2.3 — (a) Fonction limite A(z,y). (b) lllustration de A(z,0).

Une comparaison entre h(x,0) et sa limite ;L(l‘, 0) est montrée sur la figure 2.4 pour
quelques valeurs de N. On remarque que h(z,0) réalise une bonne approximation
de h(z,0) dans Pintervalle [0, N/4], et plutét mauvaise dans Uintervalle [N/4, N/2].
En fait, plus on se rapproche de N/2 et plus 'approximation est mauvaise. Il est
intéressant d’interpréter la relation (2.18) dans le domaine fréquentiel. D’apres la
propriété (2.7), le produit de convolution devient un produit de multiplication et on
a:

G(u,v) = a*F™(u,v) - H(u,v) (2.21)
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N=8 —h N=16 —h
mh mh
0.5 0.5 4 0.5
0 0 v 0 ‘vﬂ
-0.25 -0.25 -0.25
0 1 2 0 1 2 3 4 0 2 4 6 8

Figure 2.4 — Comparaison entre h(z,0) et sa limite h(x,0) pour différentes valeurs de N.

On peut identifier facilement H(u,v) en interprétant la définition de h(z,y) comme
une transformée de Fourier inverse, c’est-a-dire :

1 aN/2-1 s
hog) == > Huyo)e i) (2.22)
u,w=—alN/2

H(u,v)=1 lorsque — N/2 <wu,v < N/2

H(u,v)=0 sinon

(—aN/2 <u,v < aN/2) { (2.23)

On peut également facilement montrer que le spectre F7(u,v) résulte d’une pério-
disation de F'(u,v) sur I'intervalle [—aN/2,aN/2 — 1], ce qui s’écrit:

—aN/2 <wu,v<aN/2 F™u,v)= F(u,v) (2.24)

Autrement dit, le fait d’intercaler des zéros dans 'image originale se traduit d’un
point de vue fréquentiel par un élargissement du spectre, ou les hautes fréquences
introduites sont obtenues en dupliquant le spectre initial. On vérifie facilement qu’en
substituant F1(u,v) et H(u,v) dans (2.21), on retrouve bien 'expression initiale
(2.12) de G(u,v). On voit que la fonction H(u,v) permet de préserver le spectre ini-
tial F'(u,v)en bloquant les hautes fréquences introduites par F'7(u, v). Elle constitue
un filtre passe-bas dont h(x,y) est ’expression dans le domaine spatial.

La mise en place du zero-padding par filtrage fréquentiel ou par interpolation spatiale
est illustrée sur la figure 2.5. L'image agrandie révele un artefact de la méthode du
zero-padding. La préservation exacte du spectre initial entraine un effet d’ondulation
des contours de I'image. La figure 2.6 montre plus clairement cet effet en utilisant
une mire.

Ce probleme d’ondulation est da au filtrage «tout ou rien» introduit par H(u,v)
et qui se traduit par des discontinuités spectrales. Une localisation précise dans le
domaine fréquentiel est forcément répartie sur tout le domaine spatial. On peut
vérifier sur la figure 2.4 que la fonction d’interpolation h(z,y), qui est I'équivalent
spatial du filtre H(u,v), possede bien un comportement oscillatoire. Celui-ci décroit
tres lentement et il est davantage marqué dans les directions horizontale et verticale.
Ceci signifie que tous les pixels de I'image originale contribuent plus ou moins dans
I’interpolation d’un seul pixel de I'image agrandie. Un pixel interpolé dans une région
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spectre

image originale

- filtrage

—

entrelacemen

de zéros ;/ o

interpolation par convolution
avec h(x,y)

Figure 2.5 — Mise en ceuvre du zero-padding par interpolation spatiale ou par filtrage fréquen-
tiel.

image agrandie

image originale %

f’f@\&“ zero-padding

I 2

Figure 2.6 — Illustration de I'effet d’ondulation dans la méthode du zero-padding.

homogene est influencé par les contours avoisinants. Les contours, qui traduisent des
variations brutales des niveaux de gris, sont donc répercutés sur leur voisinage.

Pour diminuer I'effet d’ondulation des contours, il faut augmenter la convergence
vers zéro de la fonction d’interpolation idéale h. Pour cela, différentes approches
ont été proposées dans la littérature. Yaroslavsky remplace la fonction A par une
combinaison de fonctions sinus cardinal en opérant un léger décalage de phase pour
que la fonction d’interpolation résultante converge plus rapidement vers zéro [148].
Une autre approche proposée par Brouaye consiste a décomposer le signal avec
des fonctions orthogonales de type ondelettes plutot qu’avec des sinusoides. Les
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ondelettes étant mieux localisées dans le temps, la fonction d’interpolation résultante
a 'avantage de décroitre beaucoup plus rapidement que le sinus cardinal [20].

Pour diminuer considérablement ’effet d’ondulation, on peut envisager de réali-
ser une approximation de la fonction d’interpolation idéale sur un support de petite
taille. Non seulement 1’étendue des ondulations se trouve limitée au support choisi,
mais la convolution est aussi beaucoup plus rapide. Evidemment, si on veut garder
une certaine qualité dans l'interpolation, il ne faut pas que le support soit trop pe-
tit. La méthode d’approximation la plus simple consiste a couper la fonction sinus
cardinal en effectuant un fenétrage avec une fonction rectangle, cependant il y a un
renforcement des ondulations sur le support préservé. Pour corriger ce probleme, on
peut utiliser une fonction gaussienne pour adoucir le fenétrage précédent, ou utiliser
différentes fenétres comme celle de Hann, Hamming, Blackman, ou encore Kaiser.
Plutét que de fenétrer le sinus cardinal sur un petit support, on peut déterminer
sur ce méme support la fonction d’interpolation optimale dont la réponse en fré-
quence approche au mieux le filtre rectangle idéal. Dans ce cas, il s’agit de réaliser
I'interpolation avec un filtre FIR (finite impulse response) optimal [34], [35], [43],
[56], [121].

Pour supprimer completement ’effet d’ondulation, Liu et al. proposent une ap-
proche originale de I'interpolation ou I'image agrandie doit minimiser une fonction
d’énergie globale tout en préservant la valeur des pixels d’origine [87]. Ce probleme
est résolu par les moindres carrés en utilisant un algorithme de descente en gra-
dient. Néanmoins, cette approche est itérative et nécessite une quantité importante
de calculs.

Notes bibliographiques

La méthode du zero-padding a été proposée pour la premiere fois par Schafer
et Rabiner en 1973, comme une méthode d’interpolation idéale mais avant tout
théorique [121]. Plus tard, elle a été mise en ceuvre avec la FFT sur des signaux
1D [53], [108], puis étendue aux signaux 2D [118]. Cette approche a ensuite été
optimisée en évitant les calculs inutiles ou interviennent les zéros, que ce soit dans le
cas 1D [1], ou dans le cas 2D [32], [129]. La méthode du zero-padding a également été
mise en ceuvre avec d’autres transformées que la FFT. On peut citer notamment la
transformée en cosinus discret (DCT) [3], [145], ou encore la transformée de Hartley
discréte (DHT) qui évite le calcul des valeurs complexes [2].

2.3.2 Interpolation avec des fonctions polynomiales

Nous avons vu dans la section 2.3.1 que I"agrandissement d’une image avec une
préservation exacte des fréquences conduit a interpoler cette image avec une fonction
limite de type sinus cardinal. Nous avons relevé deux problemes inhérents au fait que
cette fonction s’étend sur tout le support de I'image. Le premier est une complexité
algorithmique élevée O(N?), et le deuxieme est un effet d’ondulation des contours
di a la participation de tous les pixels dans I'interpolation d’un seul. Pour corriger
ces deux problemes a la fois, il faut utiliser une fonction d’interpolation a support
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compact, au détriment de la qualité de la préservation des fréquences. Dans cette
section, nous étudions des fonctions d’interpolation qui ont cette propriété. Elles
sont construites en raccordant aux points d’échantillonnage initiaux des morceaux
de polynémes de degrés plus ou moins élevés [89], [101].

Pour simplifier la présentation de cette méthode d’agrandissement, nous nous in-
téressons a l'interpolation sur une seule dimension. Elle peut facilement étre étendue
sur deux dimensions en admettant la séparabilité de la fonction d’interpolation 2D.
D’un point de vue pratique, 'interpolation est réalisée avec un produit de convolu-
tion, de la méme maniere que nous 1’avons vu avec la relation (2.18) dans le cas d'une
interpolation sur deux dimensions. Plus précisément, I'interpolation d’un signal f a
une dimension avec un facteur d’agrandissement a est définie par:

alN-1

gla) = X0 ST (m) h(—) = [+ h(%) (2.25)

m=0

ot le nombre N représente le nombre d’échantillons de f et la fonction fT* est
obtenue en intercalant a« — 1 zéros entre les échantillons de f, c’est-a-dire:

ff(m) = f(2) lorsque ™ est entier

f1e(m) =0 sinon (2.26)

(0 <m < aN) {

Dans la suite, nous étudions les cas ou la fonction d’interpolation h est construite a
partir de morceaux de polynomes de degrés 0, 1, 2 ou 3.

Interpolation au plus proche voisin

La fonction d’interpolation la plus simple est illustrée sur la figure 2.7(a). Elle
est obtenue a partir d’un polynome de degré 0. On la désigne souvent comme une
interpolation au plus proche voisin, puisque seul le point le plus proche intervient
dans I'interpolation. Elle se formalise de la maniere suivante :

h(z) =1 lorsque |z| < 5 (2.27)
h(x) =0 sinon
Sa réponse en fréquence est donnée par:
z :
H(u) = / ) e g = sine Tu (2.28)
—3

En raison de sa simplicité extréme, 'interpolation au plus proche voisin est tres
appréciée dans les applications en temps réel. Elle a par exemple longtemps été
utilisée dans les moteurs 3D pour interpoler les textures dans les mondes virtuels.
Elle a cependant le défaut de générer un effet de pixelisation de I'image (voir figure
2.8), qui laisse une impression d’agrandissement «synthétique» a I'observateur . La
figure 2.7(b) montre un spectre en fréquence relativement éloigné du filtre idéal
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Figure 2.7 — Fonctions d’interpolation polynomiale et spectres associés: (a-b) interpolation
au plus proche voisin, (c-d) interpolation linéaire, (e-f) interpolation quadratique, (g-h) inter-
polation cubique.
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illustré en pointillés. La bande stoppante contient des lobes importants qui atténuent
partiellement les hautes fréquences introduites par f* lors de I'agrandissement.

On peut trouver dans [12] et [85] une approche particuliere ou effet de pixeli-
sation est fortement atténué grace a une sorte de lissage de I'image agrandie par
interpolation au plus proche voisin. Dans cette approche, chaque groupe de pixels
issu de 'agrandissement d’un pixel original est circonscrit par un disque auquel on
attribue le niveau de gris du groupe de pixels. La valeur de chaque pixel de I'image
agrandie est alors recalculée en effectuant une moyenne pondérée entre les niveaux
de gris des disques qui recouvrent le pixel. Le poids associé a chaque disque est
fonction de la surface du pixel qui est recouverte par le disque.

Interpolation linéaire

Une interpolation entre les deux points les plus proches peut étre réalisée en
reliant les échantillons initiaux entre eux par des segments de droite. La fonction
d’interpolation correspondante, illustrée sur la figure 2.7(c) est obtenue en utilisant
deux polynomes de degré 1:

h(z) =1—lz| lorsque |x| <1 (2.29)
h(z) =0 sinon
Sa réponse en fréquence est donnée par:
1 .
H(u) = / (1 — |z|) e dx = sinc’ru (2.30)
-1

Ce type d’interpolation donne globalement de meilleurs résultats que I'interpolation
au plus proche voisin avec peu de calculs supplémentaires. On la retrouve de plus
en plus souvent dans les applications en temps réel. La figure 2.7(d) montre une
réponse en fréquence ou les lobes sont nettement moins proéminents dans la bande
stoppante. Toutefois les fréquences sont davantage atténuées dans la bande passante,
ce qui se traduit dans le domaine spatial par un flou visuel assez important (voir

figure 2.8).

Interpolation quadratique

L’interpolation entre les trois points les plus proches a été étudiée par Dodgson
en utilisant trois polynomes de degré 2 [48]. Pour éviter un déphasage, les polynomes
quadratiques sont définis sur des morceaux décalés de la moitié du pas d’échantillon-
nage initial. Pour déterminer les coefficients des trois polynomes, Dodgson utilise
diverses contraintes: symétrie, normalisation, continuité aux points de raccord, et
préservation des échantillons initiaux. Il aboutit ainsi a la fonction d’interpolation
quadratique suivante :

h(z) = —22% + 1 lorsque |z| < 1
2= 2a|+ 2 lorsque 3 < x| <3 (2.31)

x
h(z) =0 sinon
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Dont la réponse en fréquence est donnée par:

6sinc mu — 6sinc 3mu — cos Tu + cos 3Ty

H(u) = (2mu)?

La fonction d’interpolation quadratique et sa réponse en fréquence sont illustrées res-
pectivement sur les figures 2.7(e) et 2.7(f). Par rapport a I'interpolation linéaire, les
fréquences sont moins atténuées dans la bande passante, et par conséquent, l'image
interpolée est moins floue (voir figure 2.8). Cependant, 'effet de pixelisation est
encore visible puisque les lobes dans la bande stoppante ne sont pas suffisamment
atténués.

(2.32)

Lorsque le facteur d’agrandissement est @ = 2, on remarque a partir de 'expres-
sion (2.32) que l'interpolation quadratique est identique a 'interpolation linéaire.

(b)interpolation au plus proche voisin (c)interpolation linéaire

(d)interpolation quadratique (e)interpolation cubique

Figure 2.8 — Agrandissement de facteur ¢ = 4 par interpolation avec des fonctions polyno-
miales.

Interpolation cubique

L’interpolation entre les quatre points les plus proches peut étre réalisée a partir
de trois polynomes de degré trois [78], [89], [100]. Pour réduire I’espace des solutions,
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on applique diverses contraintes sur ces polynomes: symétrie autour de zéro, conti-
nuité et premiere dérivée continue aux points de raccord. On aboutit finalement a
une fonction d’interpolation cubique définie par un seul parametre:

h(z) = (A+2)]2*| — (A+3)z? +1 lorsque |z| <1
h(z) = A(|2®| — 5x* 4 8|z| — 4) lorsque 1 < |z| <2 (2.33)
h(x)

0 sinon

Le choix du parametre A a beaucoup été étudié dans la littérature. La figure 2.7(g)
illustre la fonction cubique obtenue avec A = —1/2. Pour cette valeur, la fonction
d’interpolation possede de bonnes caractéristiques fréquentielles [89]. La réponse en
fréquence est donnée par:

H(u) = 18 — 24 cos 2mu + 6 cos dmu — mu(2sin 2mu — sindmu) (2.34)
(2mu)t

La figure 2.7(h) montre un spectre beaucoup plus proche du filtre idéal. On peut
d’ailleurs observer sur la figure 2.8 que 'effet de pixelisation, caractéristique de I’in-
terpolation au plus proche voisin, a presque disparu. Pour supprimer completement
cet effet de pixelisation, Morse et al. proposent de lisser les lignes de niveaux qui
sont associées aux iso-valeurs [98].

2.3.3 Interpolation avec la transformée B-spline

La transformée B-spline fournit une représentation continue d’un signal discret
f(k) [137]. Le degré de continuité dépend directement du choix d’une fonction poly-
nomiale de base : la fonction B-spline. Avec une fonction B-spline continue d’ordre n,
on peut obtenir un signal continu ¢"(x) dérivable n — 1 fois de la maniere suivante :

o0

§'(2)= Y em)F (e —m)=cx B () (2.35)

m=—00

ou les ¢(m) représentent les coefficients B-spline. La fonction B-spline d’ordre 0 est
une fonction rectangle. Pour obtenir une fonction B-spline continue d’ordre n, il faut
convoluer n fois la fonction rectangle par elle-méme (voir figure 2.9). Cette propriété
se décrit simplement par:

Br() = 57w BOe) = 0k () (2.36)

nfois

[agrandissement de facteur a d’un signal discret f(k) se fait en deux étapes [136]:

1. Transformée B-spline directe: Déterminer les coefficients ¢(m) a partir de f(k)
et d’une fonction B-spline discrete d’ordre n.

2. Transformée B-spline indirecte: Calculer le signal interpolé a partir des coef-
ficients ¢(m) et de la fonction B-spline dilatée d’un facteur a.

Dans la suite, nous décrivons ces deux étapes.
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Figure 2.9 — Fonctions B-spline continues : (a) ordre 0, (b) ordre 1, (c) ordre 2, (d) ordre 3.

Transformée B-spline directe

Les coefficients ¢(m) sont déterminés de maniere a ce que la fonction ¢"(x) passe
exactement par les échantillons de f(k), c’est-a-dire:

o0

fE) =@ (k)= Y clm)b"(k—m) (2.37)

m=—00

ou b"(k) représente la fonction B-spline discrete définie par b"(k) = 8"(k). La rela-
tion (2.37) fait apparaitre un produit de convolution. En passant dans le domaine
fréquentiel avec la transformée de Fourier, on obtient :

TF
—

F(k) = ¢ b (k) F(u) = C(u) - B"(u) (2.38)

On voit avec cette derniere expression que les coefficients B-spline peuvent étre
obtenus par un simple filtrage inverse du signal original :

Clu) = F(u)- B"(u)™ = — F) ’ (2.39)
£ e

Dans [138], Unser et al. donnent I'expression de B"(u)™" pour n variant de 0 a 7, et
étudient différentes techniques pour réaliser efficacement le filtrage.

Transformée B-spline indirecte

L’approche la plus simple pour agrandir f(k) d’un facteur « a partir de sa repré-
sentation B-spline, consiste a intercaler @ — 1 zéros entre les coefficients B-spline et
a interpoler avec la fonction B-spline dilatée d’un facteur a:

o0

k
glk) = ¢"(=) = D c(m)bi(k —am) = " * (k) (2.40)
a m=—o00
o b est définie par b”(k) = 3"(k/a) et ' est définie de maniere analogue a (2.26).
Une alternative a cette approche est proposée par Unser et al. [140]. Les coef-
ficients B-spline de I'image agrandie g(k) sont déterminés pour que 'erreur d’ap-
proximation entre la représentation B-spline continue de f(k) et celle de g(k) soit
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minimum au sens des moindres carrés. Ceci revient a faire une projection orthogo-
nale de la représentation B-spline continue de f(k) sur ’espace des fonctions splines
dilatées d’un facteur a. Plus 'ordre de la fonction B-spline est élevé, plus cette
approche devient complexe a mettre en ceuvre. Lee et al. proposent de remplacer
la projection orthogonale par une projection oblique plus facile a évaluer [82]. En
fait, I’approche par projection a surtout un intérét lorsque 1’on souhaite réduire une
image avec sa représentation B-spline. Elle permet dans ce cas d’éviter I'effet d’alia-
sing qui pourrait apparaitre avec "approche par rééchantillonnage qui est illustrée
avec I’expression (2.40). Dans le cas d’un agrandissement, I’approche par projection
est beaucoup moins justifiée. Lorsque n est assez élevé (n > 3), I'image agrandie
par projection est tres semblable a celle obtenue par I’approche du rééchantillonnage
[140]. Dans la suite, nous nous intéressons uniquement a cette derniere approche.

Unser et al. ont montré que la fonction B-spline discrete d’ordre n et dilatée d’un
facteur a, pouvait s’obtenir simplement dans I'espace discret par [136]:

(k) = (B 0 i (k) (2.41)
nfois

En substituant b7(k) dans (2.40) et en passant dans le domaine fréquentiel, on

obtient :
B°(u)\"
() = € 8200 (P10) Bpc (2.9
a
Cette expression montre que l'interpolation peut-étre réalisée a partir d’une cascade
de n + 1 filtres de largeur a réalisant une moyenne et d’un post-filtrage avec une
fonction B-spline discrete d’ordre n.

n fois
N1 0 Y BO(U) n
fk)—= ByW) [ ok B,(w) | Ba = By(u) [ 9(k)
a
pré-filtrage interpolation au moyenne post-filtrage

plus proche voisin

Figure 2.10 — Systeéme global pour un agrandissement de facteur a avec la transformée B-spline
d’ordre n.

Le systeme global d’interpolation avec la transformée B-spline est illustré sur
la figure 2.10. Le signal initial f(k) est d’abord filtré avec Bj'(u)™' (transformée
B-spline directe). Le signal c(k) en sortie représente les coefficients B-spline. Il est
ensuite agrandi en intercalant des zéros entre les échantillons, puis en convoluant le
résultat avec une fonction rectangle. Cette opération revient a faire une interpolation
au plus proche voisin de ¢(k). Le signal est ensuite lissé en itérant n fois un filtre
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réalisant une moyenne. Enfin, un dernier filtrage avec B} (u) (transformée B-spline
indirecte) est effectué.

Pour analyser l'interpolation avec la transformée B-spline, Unser et al. s’inté-
ressent a la fonction d’interpolation équivalente h"(x) qui s’applique directement
sur le signal original :

o0

¢"(x)= Y c(m)B"(x—m Z FR)R" (@ — k) (2.43)

m=—00 k=—cc

La fonction h” est appelée fonction spline cardinale d’ordre n. Unser et al. ont montré
qu’elle converge vers la fonction d’interpolation idéale (sinus cardinal) lorsque n tend
vers 'infini. La figure 2.11(a) illustre la fonction spline cardinale d’ordre 3. Celle-ci
est égale a zéro pour toutes les valeurs entieres de x, sauf pour * = 0 ou elle vaut 1. La
méthode d’agrandissement par B-spline est donc bien une méthode d’interpolation.

o[
i i

-0.25

-6 -4 -2 0 2 4 6 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

@ (b)
Figure 2.11 — (a) Fonction spline cardinale d’ordre n = 3. (b) Spectre d’amplitude.

La fonction spline cardinale d’ordre 3 réalise une bonne approximation locale de
la fonction d’interpolation idéale tracée en pointillé. D’ailleurs, sur la figure 2.11(b),
le spectre de h™ apparait tres proche du filtre rectangle idéal. La fonction spline
cardinale décroit beaucoup plus vite vers zéro que la fonction sinus cardinal. Elle est
par conséquent beaucoup moins sensible aux données distantes. Le signal interpolé
avec la transformée B-spline présente donc beaucoup moins 'effet d’ondulation que
celui obtenu avec la méthode du zero-padding (cf. section 2.3.1).

Pour appliquer aux images (signaux 2D) le systeme d’agrandissement décrit sur la
figure 2.10, on suppose que les fonctions B-spline bidimensionnelles sont séparables.
Il suffit donc d’appliquer successivement les traitements a une dimension sur les
lignes puis sur les colonnes [137].

La figure 2.12 illustre les transformées B-spline! directe et indirecte appliquées
sur 'image de San-Francisco (n = 3). On remarque que la transformée B-spline

1. Le code source a été écrit par Philippe Thévenaz qui fait partie de la meéme
équipe que Michael Unser & I'EPFL de Lausanne. Ce code est disponible a 1’adresse
http://bigwww.epfl.ch/thevenaz /affine. html.
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image originale

Transformée Transformée
B-spline indirecte B-spline indirecte

image agrandie image agrandie

Figure 2.12 — Transformées B-spline directe et indirecte (n = 3).

directe amplifie les hautes fréquences de I'image originale. En fait, plus 'ordre de
la B-spline est élevé et plus les hautes fréquences sont amplifiées. Cette observation
s’explique par le fait que la fonction B-spline est de plus en plus lisse et aplatie
lorsque n augmente (cf. figure 2.9). L’amplification des valeurs permet donc de
réaliser I’équilibre avec la fonction B-spline.

Lorsque la transformée B-spline directe ne précede pas la transformée B-spline
indirecte, 'image agrandie apparait floue sur la figure 2.12. On peut donc voir la
méthode d’agrandissement avec la transformée B-spline comme une méthode qui
amplifie la dynamique des niveaux de gris de I'image, réalise une interpolation au
plus proche voisin, puis un lissage de I'image.

La figure 2.13 montre les agrandissements de facteur 4 obtenus en faisant varier
I’ordre n de la fonction B-spline. Lorsque n augmente, on tend de plus en plus vers
I'interpolation idéale (fonction sinus cardinal), et 1'effet d’ondulation dans 'image
agrandie est de plus en plus important (voir figure 2.13(e)). Lorsque n =0 et n = 1,
le pré-filtrage et le post-filtrage montrés sur la figure 2.10 n’ont aucun effet sur
I'image. Pour n = 0, le systeme revient a faire une interpolation au plus proche voi-
sin. Et pour n = 1, il revient a faire une interpolation linéaire puisque la convolution
de deux fonctions rectangle génere une fonction triangle (cf. figure 2.9). Il faut noter
que ce résultat provient de I’approche du rééchantillonnage adoptée dans la trans-
formée B-spline indirecte et qui est illustrée par 'expression (2.40). Avec I'approche
des moindres carrés (ou projection orthogonale) [140], on obtiendrait des fonctions
d’interpolation plus complexes pour n = 0 et n = 1. L'image agrandie avec n = 3
réalise un bon compromis entre 'effet de flou et I'effet d’ondulation.
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(b) n=1 (c) n=3

(d) n=7 (e N—=o0

Figure 2.13 — Agrandissement de facteur @ = 4 avec la transformée B-spline d’ordre n.

Notes bibliographiques

La méthode d’interpolation par transformée B-spline a été introduite par Hou et
Andrews en 1978 [68]. Ne sachant pas comment trouver efficacement les coefficients
B-spline, ils ont proposé d’agrandir I'image en appliquant directement la fonction
B-spline sur I'image originale. Cette approche revient a supprimer la transformée
B-spline directe qui permet d’évaluer les coefficients B-spline. Comme on peut le
voir sur la figure 2.12, elle aboutit a une image floue. Parker et al. ont toutefois
considéré cette approche comme une méthode d’interpolation a part entiere, et 'ont
comparée aux méthodes d’interpolation avec des fonctions polynomiales [101]. Ils
arrivent finalement a la conclusion que la méthode B-spline est moins intéressante
car elle génere un flou excessif. En fait, leur comparaison n’est pas valide puisque
la fonction B-spline ne préserve pas les points initiaux et ne peut pas étre consi-
dérée comme une fonction d’interpolation. Pour étre valide, la comparaison aurait
di se faire avec la fonction spline cardinale. Maeland a été le premier a dénoncer la
«fausse interpolation» avec la fonction B-spline et a rectifier les conclusions erronées
de Parker et al. en effectuant la comparaison avec la fonction spline cardinale [89].
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Sa conclusion est que cette derniere réalise une meilleure interpolation que la fonc-
tion polynomiale cubique (cf. section 2.3.2). Sankar et al. ont proposé en 1988 une
approche pour obtenir efficacement les coefficients B-spline et réaliser une véritable
interpolation [117]. En fait, Unser et al. ont relevé une erreur dans leur modele qui
a finalement conduit a un résultat proche de celui de Hou et Andrews [136]. En
définitive, il a fallut attendre 1991 pour que Unser et al. donnent un algorithme
valide et efficace pour interpoler une image avec la transformée B-spline [136]. Cest
cette approche que nous avons présentée précédemment.

2.4 Amélioration de la netteté

Dans la section précédente, nous avons étudié différentes méthodes d’agrandis-
sement qui préservent plus ou moins bien les fréquences de 'image originale. Nous
avons vu que cette préservation pouvait se réaliser simplement par un filtrage linéaire
des hautes fréquences lors de I"agrandissement. Cependant, méme avec la méthode
d’interpolation idéale, on peut observer que I'image agrandie présente toujours un
effet de flou. Celui-ci est d’autant plus important que le facteur d’agrandissement
est élevé. Ce probleme est typique des filtres linéaires qui ont tendance a lisser les
contours. Pour le corriger, il faut effectuer un post-traitement de 'image pour réta-
blir la netteté des contours. Pour cela, quelques approches ont été proposées dans
la littérature. Nous étudions dans cette section deux approches caractéristiques. La
premiere restaure les contours a partir de 'expression d’une équation différentielle
partielle. L’algorithme de restauration exploite la représentation B-spline de I'image
originale (cf. section 2.3.3). La deuxieme approche procede par diffusion anisotro-
pique de I'information depuis I'intérieur des régions homogenes vers les frontieres. On
peut voir cette approche comme une sorte de rehaussement des contrastes réalisée
sur une image floue.

2.4.1 Utilisation d’une équation différentielle partielle

Prades-Nebot et al. ont proposé récemment un algorithme de restauration des
contours d’une image agrandie a partir d’une représentation B-spline [107]. L algo-
rithme est basé sur I’équation différentielle partielle suivante :

o) o), (2U20) .44

ot la fonction sgn(x) est la fonction signe qui renvoie-1six < 0,0siz =0et 1 sia >

ot

0. La partie droite de I’équation (2.44) est composée d’un terme de propagation |f,|
et d’un terme de détection du contour sgn(f,;). Le terme de propagation détermine
le degré d’amplification de la valeur en chaque point de f. Le role du terme de
détection du contour est de changer le signe du terme de propagation pour que le
flux local soit dirigé vers le contour.

En supposant que la fonction initiale f(x,0) est une fonction continue, alors
I’application itérée de 'expression (2.44) sur cette fonction conduit a une fonction
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stable f(x,00) comportant des discontinuités partout ou 9*f(x,0)/dz* = 0. La
figure 2.14 montre un exemple emprunté a Prades-Nebot et al. qui illustre I’équation
différentielle partielle (2.44) sur une itération de I’algorithme. On voit notamment
que la fonction tracée sur la figure 2.14(d) permet de restaurer les contours lissés du
signal original f montré sur la figure 2.14(a)

L

@ (b) (© (d)

Figure 2.14 — (a) Signal f contenant deux contours lissés. (b) lllustration de | f;|. (c) lllustra-
tion de f,,. (d) lllustration de —| f;|sgn( fes).

Prades-Nebot et al. appliquent 1’algorithme de restauration des contours sur la
représentation B-spline continue ¢"(x) définie par (2.35), du signal discret f(k) a
agrandir. Ainsi, en prenant f(x,0) = ¢"(x), on obtient [107]:

9f(x.0) sen (mioo ex(m) 3" - m>)
(2.45)
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avec ¢1(m) = ¢(m) —c(m — 1) et c3(m) = e(m — 1) — 2¢(m) + ¢(m + 1).

En approximant df(x,0)/0t par (f(x,t 4+ At) — f(x,t))/At et en discrétisant x, on
obtient f(k, At) = f(k,0) — e(k) ou e(k) est un terme de correction défini par:
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Ainsi, en soustrayant le terme de correction e(k) a l'image interpolée avec la re-
présentation B-spline f(k,0), on obtient un signal f(k, At) avec des contours plus
nets. Pour réaliser la correction uniquement sur les contours, Prades-Nebot et al.
préconisent d’utiliser un seuil sur le terme de propagation |f.|.

Il faut remarquer que le signal stable f(k, co0) est ici remplacé par le signal f(k, At)
qui est obtenu en une seule itération. Le degré de restauration des contours est donc
directement lié au choix de At¢. On remarquera que I'algorithme ne peut s’appliquer
que si I'ordre de la B-spline initiale est supérieur ou égal a trois afin de garantir
les dérivées partielles premiere et seconde. Pour une B-spline cubique, le terme de
correction défini par (2.46) se simplifie pour donner [107]:

e(k) = —%(c(k + 1 —clk—=1)) sgn(ea(k)) (2.47)

Pour étendre 'algorithme aux images (signaux 2D), Prades-Nebot et al. consi-
derent I’équation différentielle partielle suivante :

fe= =12+ J sen(L([)) (2.48)
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ou L(f) est un terme permettant de détecter les contours. Pour obtenir rapidement
le terme de correction, Prades-Nebot et al. appliquent des masques de type Sobel ou
Prewitt directement sur les coefficients B-spline. Les résultats expérimentaux obte-
nus dans [107] semblent plutot concluants. Le terme de correction améliore la netteté
des images obtenues a partir d’une représentation B-spline. Le seul probleme notable
de la méthode concerne les ondulations caractéristiques des fonctions B-splines cardi-
nales d’ordre élevé (cf. figure 2.13). Les ondulations peuvent étre considérées comme
des contours a restaurer alors qu’elles sont dues uniquement a un artefact de la
préservation fréquentielle. Dans ce cas, la méthode de Prades-Nebot et al. amplifie
les ondulations.

2.4.2 Diffusion anisotropique

Le flou apparaissant sur les contours d’une image peut étre supprimé en utili-
sant les principes d’une diffusion anisotropique, modele initié par Perona et Malik
[103], [116]. Il s’agit d’une approche itérative ou I'image est convoluée avec un filtre
réalisant un lissage adaptatif. En fait, les poids du filtre évoluent dans I’espace de
maniere a ce que le lissage soit maximum dans une zone homogene et minimum
(voire nul) sur un contour. Apres convergence, l'image obtenue est composée de
régions uniformes séparées par des contours nets et précis.

Dans cette section, nous étudions une approche proposée par Albiol et al. qui
adaptent le concept de diffusion anisotropique a la suppression du flou dans une
image agrandie par préservation fréquentielle [8]. Les auteurs ont appliqué leur mé-
thode sur une image obtenue par interpolation linéaire (cf. section 2.3.2), mais a
priori rien n’empéche de 'appliquer sur une image obtenue avec une méthode plus
évoluée, comme par exemple la méthode d’interpolation avec la transformée B-spline
(cf. section 2.3.3).

Contrairement a la méthode classique de diffusion anisotropique [116], la méthode
d’Albiol et al. n’est pas itérative: chaque pixel n’est traité qu’une seule fois. La
diffusion de I'information est réalisée ici par un traitement ordonné des pixels de
I'image. En fait, les pixels sont traités successivement en prenant en priorité les
pixels centrés sur une région homogene et en terminant par ceux qui sont proches
des contours. On réalise ainsi une diffusion de I'information depuis I'intérieur des
régions vers leurs frontieres, comme illustré sur la figure 2.15(a).

L’algorithme général peut se résumer par les étapes suivantes:

1. Agrandissement de I'image originale avec une méthode d’interpolation quel-
conque.

2. Calcul du gradient en chaque pixel de I'image agrandie et constitution d’une
liste de pixels ordonnée selon la valeur du gradient.

3. Extraction du pixel de plus faible gradient de la liste et calcul de sa nouvelle
valeur.

4. Retour a ’étape 3 tant que la liste n’est pas vide.
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image restaurée

image interpolée

(a) (b)

Figure 2.15 — (a) Principe de diffusion anisotropique. (b) Traitement d’un pixel (o) : sa nouvelle
valeur est une combinaison de sa valeur I dans I'image interpolée et de la moyenne M de ses
pixels voisins déja traités (o).

Dans ’étape 2, la mesure du gradient agit un peu comme une mesure de pro-
babilité d’appartenance du pixel a un contour. Le gradient est maximum lorsque le
pixel appartient a un contour, et il est nul lorsque le pixel appartient a une zone
uniforme. Le classement des pixels selon la valeur du gradient doit donc permettre
de réaliser la diffusion de I'information depuis I'intérieur des régions vers leurs fron-
tieres. En pratique, le gradient peut-étre calculé par morphologie mathématique ou
plus simplement a ’aide d’un opérateur de type Sobel.

Dans I’étape 3, la nouvelle valeur du pixel z résulte d’'une combinaison entre sa
valeur [(x) dans I'image interpolée et la moyenne M(x) des valeurs de ses pixels
voisins déja traités (voir figure 2.15(b)). Les poids dans la combinaison dépendent
directement du gradient G/(z). Plus le gradient est faible et plus la valeur du pixel
tend vers [(x); plus il est fort est plus la valeur est proche de M(x). La nouvelle
valeur du pixel dans I'image restaurée est donc obtenue par ’expression :

R(x) = N(G(z))- M(2) 4+ (1 = N(G(x))) - I(x) (2.49)

ou la fonction N permet de normaliser la valeur du gradient dans I'intervalle [0, 1].
Il s’agit d’une fonction linéaire qui est définie par:

N(z) =« G(é) lorsque G(x) < e
max G(y) “ (2.50)
N(z)=1 sinon

ou « est un parametre dont le but est de compresser plus ou moins la fonction de
normalisation.

A travers 'expression (2.49), on remarque qu’un pixel situé a l'intérieur d’une
région homogene garde la valeur donnée par 'image interpolée, tandis qu’un pixel



32 M¢éthodes d’agrandissement préservant les fréquences

proche d’un contour dépend plutot de ses voisins. On voit donc qu’il y a une diffusion
de la valeur des pixels centrés a l'intérieur des régions, et que cette diffusion est
dirigée vers les contours. Son importance est controlée par le parametre o qui agit
directement sur les poids de la combinaison dans (2.49). Plus ce parametre est élevé
et plus les régions dans I'image restaurée deviennent uniformes avec des contours
nets et précis. Albiol et al. préconisent pour « une valeur située entre 2 et 4 afin
d’obtenir des contours nets dans la majorité des cas.

La méthode de diffusion anisotropique permet d’améliorer considérablement la
netteté des images agrandies par préservation fréquentielle. Cependant, elle souffre
de deux défauts. Le premier est qu’elle a tendance a supprimer les structures fines de
I’image originale. Par exemple, une ligne blanche sur un fond noir va étre attaquée
par deux fronts d’ondes qui propagent une valeur identique. Le résultat est la dis-
parition complete de la ligne. Pour remédier a ce probleme, les auteurs mettent en
place une détection des structures fines a ’aide d’outils morphologiques. Les pixels
qui appartiennent a ces structures sont traités en priorité avec les pixels de gradient
minimum dans ’algorithme de restauration donné plus haut. Le deuxieme défaut,
plus problématique que le premier, est que la méthode de diffusion anisotropique
améliore la netteté de tous les contours, y compris ceux qui sont déja lissés dans
I’image originale. De plus, la netteté d’un contour dépend davantage des propriétés
des pixels «germe» (gradient minimum) que des propriétés locales de ce contour.

Pour terminer, il faut noter que dans les zones de I'image qui sont fortement
texturées, la valeur du gradient est généralement faible. Ainsi, les pixels issus de ces
zones sont traités en priorité avec ceux issus des zones homogenes. Par conséquent, la
méthode de diffusion anisotropique a plutot tendance a lisser les textures présentes
dans I'image.

2.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre différentes méthodes d’agrandissement
qui préservent plus ou moins bien les fréquences de 'image originale. La méthode
d’agrandissement du zero-padding préserve exactement les fréquences de I’'image ori-
ginale, mais elle possede deux défauts. Le principal est qu’elle introduit un effet
d’ondulation des contours dans I'image agrandie. Le second est qu’elle nécessite une
quantité de calculs non négligeable puisqu’il faut effectuer une transformée de Fou-
rier directe, insérer des coefficients nuls pour les hautes fréquences, puis effectuer
une transformée de Fourier inverse. Toutefois, nous avons vu que cette opération
pouvait étre réalisée de maniere équivalente dans le domaine spatial en convoluant
I’image avec une fonction sinus cardinal.

Cette équivalence spatiale nous a permis de montrer que I"on pouvait limiter I’ef-
fet d’ondulation et diminuer fortement la quantité de calculs en convoluant I'image
avec une fonction a petit support. Cette amélioration se fait au détriment de la
préservation exacte des fréquences. Ceci nous a amené a présenter deux nouvelles
méthodes : la méthode d’interpolation avec des fonctions polynomiales et la méthode
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d’interpolation avec la transformée B-spline. D’un point de vue théorique cette der-
niere méthode est la plus aboutie des deux puisqu’elle fait le lien avec la méthode du
zero-padding. Lorsque 'ordre de la B-spline augmente, la fonction spline cardinale
tend vers la fonction sinus cardinal. Avec une B-spline cubique, le support de la
fonction spline cardinale est suffisamment réduit pour que ’agrandissement soit ra-
pide et que I'effet d’ondulation ne soit plus perceptible. La méthode d’interpolation
avec la transformée B-spline cubique apparait donc clairement comme la méthode
de référence de ce chapitre.

[’agrandissement par préservation fréquentielle est adapté lorsque le théoreme
d’échantillonnage est vérifié. En pratique, c’est tres rarement le cas pour les images
naturelles. La conséquence est "apparition d’un effet de flou, notamment sur les
contours. Nous avons présenté deux approches pour améliorer la netteté des images
agrandies: la premiere est basée sur 'expression d’une équation différentielle par-
tielle et la seconde sur un procédé de diffusion anisotropique. Bien que ces approches
améliorent effectivement la netteté, celle-ci est plutot artificielle. De plus, les dégra-
dations engendrées par les méthodes d’agrandissement qui préservent les fréquences
sont souvent irréversibles. En fait, il faut corriger le probleme a sa source. La pré-
servation unique des fréquences initiales est insuffisante pour les images naturelles,
il faut également créer des hautes fréquences pour maintenir les contours et les tex-
tures. Dans le chapitre suivant, nous étudions des méthodes d’agrandissement qui
ont cet objectif.
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Chapitre 3

Méthodes d’agrandissement

préservant les structures

3.1 Introduction

Les images de scenes naturelles contiennent généralement des objets dont les
contours représentent des discontinuités dans la scene réelle. D’un point de vue fré-
quentiel, ces discontinuités se traduisent par une infinité de fréquences. Les méthodes
d’agrandissement que nous avons présentées dans le chapitre 2 ne font que préser-
ver (dans le meilleur des cas) les fréquences de I'image originale. Elles ne peuvent
donc pas créer les hautes fréquences manquantes qui sont nécessaires a la représen-
tation des discontinuités dans I'image agrandie. Le résultat de cette incapacité est
la génération d’un flou visuellement génant a ’emplacement des contours. Le flou
n’apparalt pas uniquement au niveau des contours, il peut aussi apparaitre au ni-
veau des textures. Celles-ci se caractérisent également tres souvent par une infinité
de fréquences.

Pour dépasser les limites des méthodes classiques, comme la méthode du zero-
padding, de nouvelles méthodes permettant la création de hautes fréquences ont
été proposées depuis une dizaine d’années. Généralement, ces méthodes laissent
de coté le probleme de la synthese des textures, tres difficile a appréhender, pour
ne prendre en compte que celui des contours. Toutefois, méme le probleme de la
préservation des contours n’est pas aussi facile a résoudre qu’on pourrait le penser.
En effet, les contours de l'image originale ne traduisent pas forcément tous une
discontinuité entre des objets. Certains contours peuvent résulter d'une déformation
continue sur la surface méme d’un objet. Ce type de contour ne doit pas étre préservé
comme s’1l s’agissait d’une discontinuité. Dans le cas contraire, on obtiendrait des
fausses discontinuités dans 'image agrandie aussi sémantiquement génantes que le
flou occasionné par les vraies discontinuités non préservées. Nous verrons plus loin
que 'analyse multi-résolution est une voie de recherche intéressante et prometteuse
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pour discerner et synthétiser les différents types de contours.

Parmi les méthodes d’agrandissement qui essaient de préserver les structures, on
peut distinguer deux grandes catégories de méthodes. La premiere catégorie opere
directement sur les images floues produites par les méthodes d’agrandissement qui
préservent les fréquences originales (cf. chapitre 2). On ne peut pas réellement parler
de méthodes d’agrandissement mais plutot de méthodes d’amélioration de la netteté.
Nous les avons étudiées dans le chapitre précédent en section 2.4.

La deuxieme catégorie de méthodes utilise des modeles d’agrandissement ori-
ginaux. Parmi celles-ci, on peut distinguer essentiellement trois approches. La pre-
miere, qui est la plus répandue, consiste a préserver les contours en faisant de I'inter-
polation adaptative. Le modele le plus représentatif de ce type de méthode consiste
a réaliser une interpolation linéaire classique a I'intérieur d’une région homogene et
a réaliser une interpolation directionnelle au voisinage du contour. Nous étudions
cette approche particuliere de I'interpolation dans la section 3.2. La deuxieme ap-
proche exploite les corrélations qui existent entre les bandes de fréquences d’une
image (principalement sur les contours) pour extrapoler les hautes fréquences de
I'image agrandie. Cette approche par extrapolation fréquentielle est étudiée dans la
section 3.3. La troisieme approche, tres différente des deux premieres, est issue de
la compression d’images par fractale. En exploitant l'indépendance du code fractal
vis-a-vis de la résolution, on peut réaliser facilement un agrandissement de I'image.
Cette technique, souvent désignée par le terme zoom fractal, est étudiée dans la sec-
tion 3.4. En marge de ces trois principales approches, il en existe d’autres, moins
répandues, que nous résumons dans la section 3.5.

Une procédure simple pour juger une méthode d’agrandissement consiste a réduire
une image puis a l’agrandir. On peut alors effectuer des comparaisons entre I'image
originale, qui sert de référence, et I'image réduite agrandie. Puisque ces deux images
ont la méme taille, on peut facilement effectuer des mesures mathématiques qui
relevent les différences entre les deux images.

Lorsque l'on effectue réellement un agrandissement, on ne dispose pas de réfé-
rence. Dans ce cas, pour évaluer la qualité de I'image agrandie, on peut en faire une
analyse spectrale. A partir du spectre fréquentiel, on peut savoir si une méthode
d’agrandissement produit des hautes fréquences et si celles-ci sont corrélées avec les
basses fréquences. Les mesures mathématiques sur le spectre ne sont pas forcément
significatives, aussi une analyse spectrale visuelle se révele souvent plus pertinente.
Ces différentes techniques qui permettent d’évaluer la qualité d’un agrandissement
sont présentées dans la section 3.6.

3.2 L’interpolation adaptative

Dans la section 2.3.2, nous avons vu que 'interpolation d’une image pouvait étre
réalisée en intercalant des échantillons nuls entre les pixels originaux et en effectuant
une convolution avec un filtre spatial a petit support (cf. expression (2.25)). Ce
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Figure 3.1 — Schéma standard des méthodes d’interpolation adaptative.

filtre a pour objectif de préserver le contenu fréquentiel de I'image originale. Il est
particulierement adapté dans les zones de faible variation d’intensité, comme par
exemple dans celles qui sont homogenes. Dans ce cas, il permet de préserver leurs
basses fréquences caractéristiques. Par contre, il est particulierement inadapté dans
les zones ou la variation de I'intensité est importante, comme par exemple dans celles
comportant des contours. Dans ces zones qui contiennent des hautes fréquences, il
faut créer des hautes fréquences supplémentaires dans I'image agrandie sous peine
d’y faire apparaitre du flou. Les filtres linéaires décrits dans le deuxieme chapitre
ne peuvent pas réaliser cette opération puisqu’ils sont construits uniquement pour
préserver des fréquences existantes.

Les méthodes d’interpolation adaptative proposent de résoudre ce probleme en
adaptant le filtre spatial au contenu de la zone filtrée. On peut trouver deux ap-
proches. La premiere consiste a utiliser un filtre non-linéaire unique qui va réelle-
!, La seconde approche,
beaucoup plus répandue, consiste a disposer de plusieurs modeles d’interpolation

ment changer ses poids en fonction du contenu de I'image

et a utiliser celui qui convient le mieux dans la zone d’interpolation traitée?. Dans
la suite, nous nous intéressons plus particulierement a cette deuxieme approche de
I'interpolation adaptative. Son schéma standard est décrit sur la figure 3.1.

Le modele d’interpolation adapté au bloc traité (voisinage pris en compte dans
I'interpolation d’un pixel) est choisi en fonction d’une certaine classification. De ma-
niere générale, on peut comptabiliser cinq blocs caractéristiques qui sont illustrés sur

1. Voir [17], [30], [111], [130], [133], [147].
2. Voir [9], [10], [15], [18], [45], [46], [52], [74], [75], [131], [132], [142], [143], [144].
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la figure 3.2 avec leurs spectres fréquentiels. Il y a tout d’abord le bloc homogéne qui
rassemble les blocs ayant une variation d’intensité plutot faible. Comme le montre
la figure 3.2(b), I’énergie spectrale dans ce type de blocs est plutot concentrée dans
les basses fréquences®. Une interpolation classique qui se contente de préserver les
fréquences originales est dans ce cas adaptée. Les méthodes d’interpolation adap-
tative s’intéressent en particulier aux blocs a contour simple tels qu’on peut le voir
sur la figure 3.2(c). Ce type de bloc est composé de deux régions significatives avec
des niveaux de gris relativement différents. En général, les méthodes simplifient sa
modélisation en considérant que la séparation est rectiligne. Cette hypothese est a
peu pres vérifiée en prenant des blocs de taille suffisamment petite (par exemple
4 x 4 pixels) : un contour curviligne peut localement étre approximé par un segment
de droite. Le spectre sur la figure 3.2(d) montre une trace fréquentielle orientée ca-
ractéristique d’une direction privilégiée dans le bloc (la trace est orthogonale a cette
direction). La majorité des méthodes d’interpolation adaptative ne considere que
ces deux premiers types de blocs: bloc homogene et bloc a contour simple [74], [75],
[142].

Il existe cependant des méthodes qui distinguent d’autres types de blocs comme
les blocs a contours multiples et les blocs texturés [131], [132], [143]. Un bloc a
contours multiples est un bloc qui contient plus de deux régions significatives (voir
figure 3.2(e) pour un exemple de bloc a trois régions). Le spectre montre des traces
associées aux différents contours qui traduisent les frontieres entre les régions. On
peut dire que dans ce type de bloc, une certaine organisation se dégage de I'image
spectrale. Au contraire, dans un bloc texturé comme sur la figure 3.2(g), on a plutot
une sorte de chaos dans les structures et le spectre ne contient pas de trace parti-
culiere (voir figure 3.2(h)). On peut quand méme noter que I’énergie spectrale est
ici répartie sur tout le spectre, contrairement au spectre du bloc homogene sur la
figure 3.2(b).

Enfin, on peut également trouver des méthodes qui distinguent une cinquieme
catégorie de blocs: le bloc a contour isolé [45], [46]. Ce type de bloc est illustré sur
la figure 3.2(i). La différence entre celui-ci et le bloc & contour simple représenté sur
la figure 3.2(c) est que dans le premier cas, le contour a une existence réelle, tandis
que dans le second, il marque une frontiere entre deux régions ayant des niveaux de
gris différents. Sur le spectre d’'un bloc & contour isolé (voir figure 3.2(j)), on trouve
toujours une trace orthogonale au contour.

Nous décrivons la classification et 'interpolation de ces différents types de blocs
dans les sections 3.2.1 et 3.2.2.

Comme on peut le voir sur la figure 3.1, certaines méthodes d’interpolation adap-
tative exploitent une carte des contours haute-résolution (estimation sous-pixel)
pour classifier et interpoler les blocs [10], [18], [130], [147]. Les changements d’in-
tensité dans une image peuvent étre détectés en évaluant le laplacien. Dans [147], le

3. En général, les traces verticale et horizontale d’un spectre ne doivent pas étre prises en compte.
La périodisation implicite de I'image dans la transformée de Fourier engendre obligatoirement des
discontinuités artificielles situées sur les bords (cf. section 2.2.3). Cet artefact n’est cependant pas
visible lorsque le pourtour de I'image a un niveau de gris constant, ce qui est rarement le cas.
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Figure 3.2 — Blocs caractéristiques dans une image.

laplacien de I'image originale est obtenu par une convolution avec un filtre dont les
poids sont calculés en discrétisant le laplacien d’une fonction gaussienne. Dans [10],
le filtre utilisé a un poids positif au centre et des poids négatifs en périphérie (center-
on surround-off), ce qui constitue une approximation grossiere du laplacien. Dans
[18], ce filtre est remplacé par un autre qui satisfait mieux la propriété d’invariance
en rotation et qui est plus proche du laplacien d’une gaussienne.

Pour obtenir la carte des contours haute-résolution a partir de celle de I'image
originale, certains réalisent une estimation par interpolation linéaire [10], d’autres
une estimation par interpolation cubique [18], [147].

3.2.1 Bloc homogene et bloc a contour simple

Les méthodes d’interpolation adaptative s’intéressent principalement a deux types
de blocs: le bloc homogene et le bloc a contour simple. Dans la suite, nous synthé-
tisons les différentes manieres de les classifier et de les interpoler rencontrées dans
la littérature (cf. figure 3.2).

Classification

Un bloc est qualifié d’homogene selon différents criteres. Le plus répandu est celui
de amplitude du gradient qui est généralement évaluée a partir de 'opérateur de
Sobel [9], [15], [45], [46], [52]. Si 'amplitude est inférieure a un certain seuil, alors
la variation de l'intensité a l'intérieur du bloc est jugée trop faible et le bloc est
classé comme étant homogene. D’autres mesures semblables a celle du gradient sont
utilisées. On trouve par exemple dans [142] une approche ou la différence normalisée
entre les valeurs extrémes du bloc est utilisée comme critere de classement. Tandis
que dans [143] et [144], c’est le rapport entre la différence des valeurs extrémes du
bloc et celle des valeurs extrémes de I'image qui est employé.

Pour classer un bloc dans la catégorie des blocs a contour simple, le premier critere



40 M¢éthodes d’agrandissement préservant les structures

est que celui-ci ne soit pas homogene. Le second critere qui détermine la décision
varie selon les méthodes d’interpolation adaptative. Ainsi, dans [131] et [132], le
gradient est calculé sur tous les pixels du bloc. Si une direction est dominante,
alors on suppose qu’un contour est présent dans le bloc. Dans [142], on trouve un
critere assez similaire puisque c’est la différence des valeurs maximales sur les lignes
orientées dans une méme direction qui est exploitée. Si ces différences sont inférieures
a un certain seuil, qui dépend de la différence entre les valeurs extrémes du bloc, alors
le bloc est supposé orienté. Les méthodes d’interpolation adaptative qui exploitent
une carte des contours utilisent également celle-ci pour détecter la présence d'un
contour simple dans un bloc [10], [18], [147].

Interpolation

Pour les blocs homogenes, une interpolation classique qui préserve les fréquences
initiales du bloc est suffisante (cf. chapitre 2). Bien que l'interpolation linéaire ait
des caractéristiques relativement pauvres d'un point de vue spectral, la plupart
des méthodes 'utilise pour interpoler un bloc homogene. Il existe néanmoins une
exception ou 'interpolation cubique est utilisée [45], [46].

Pour interpoler les blocs a contour simple, on trouve de nombreux modeles. On
peut tout d’abord distinguer les méthodes qui exploitent une carte des contours de
I'image a un niveau «sous-pixel». Celles-ci réalisent le plus souvent soit une inter-
polation linéaire [10], soit une interpolation cubique [130], [147]. La seule différence
avec l'interpolation classique est que I'interpolation d’un pixel est ici réalisée unique-
ment avec les pixels voisins qui sont du méme coté du contour. Dans [18], la valeur
du pixel a interpoler est obtenue en utilisant un modele d’interpolation polynomiale
relativement original. Ce modele est basé sur 'utilisation de deux polynémes qui
sont raccordés au niveau du contour estimé (haute-résolution) et dont les pentes
respectives dépendent de contraintes de continuité imposées par les pixels du bloc.
L’avantage de ce modele plus complexe est de préserver les caractéristiques des
contours qui ne sont pas forcément nets dans I'image originale : un contour n’est pas
toujours 'expression d’'une discontinuité dans la scene réelle.

Parmi les méthodes qui n’exploitent pas de carte des contours, on peut discerner
celles qui appliquent un modele de surface adapté aux contours dans un espace
continu et celles qui procedent plus classiquement par filtrage discret directionnel.
Dans la premiere catégorie de méthodes, on trouve une approche ou le bloc est
modélisé par deux niveaux de gris séparés par un segment de droite continu [74], [75].
Les deux niveaux de gris et la position de la droite sont déterminés par une technique
des moindres carrés dans un espace continu. Suivant sa position vis-a-vis du segment
de droite, le pixel a interpoler est affecté de I'un des deux niveaux de gris. Si celui-ci
est traversé par le segment, alors sa valeur résulte d’'une combinaison linéaire des
deux niveaux de gris. Dans [143] et [144], on trouve une généralisation du modele
précédent ou les niveaux de gris du bloc sont modélisés avec des polynomes plus ou
moins complexes. Comme dans [18], cette approche permet de préserver 'aspect des
contours qui ne sont pas nets. Une autre approche exploite le gradient pour estimer
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Iorientation de la ligne de niveau des iso-valeurs qui traverse le pixel a interpoler
[9], [52]. La valeur de ce dernier est alors obtenue & partir d’une estimation de 1’iso-
valeur associée a la ligne de niveau. Cette approche est également exploitée dans
[15] sur des bandes de fréquences particulieres de 'image originale (voir en section
3.2.2). Enfin, on peut trouver une approche basée sur un polynéome d’extrapolation
(formule de Gregory-Newton) [45], [46]. 1l ne s’agit plus d’une interpolation le long
du contour, mais d’une extrapolation dirigée vers le contour.

Dans la deuxieme catégorie de méthodes (filtrage discret), on trouve notamment
une approche basée sur I'utilisation de douze filtres directionnels [131], [132]. Le filtre
est choisi en fonction de l'orientation du contour estimée a partir du gradient calculé
en chaque pixel du bloc: douze orientations sont définies dans un bloc de taille 4 x 4
pixels. Les filtres sont construits de maniere a réaliser une interpolation parallele au
contour. On retrouve a peu pres la méme idée dans [142] avec une interpolation selon
les droites discretes paralleles a 'orientation estimée du contour. L’interpolation se
fait en réalisant une moyenne des deux ou des quatre plus proches voisins selon
I’orientation des droites et de la position du pixel a interpoler.

3.2.2 Autres types de blocs

En dehors du bloc homogene et du bloc a contour simple, les méthodes d’inter-
polation adaptative considerent parfois d’autres types de blocs. De maniere globale,
on peut distinguer trois blocs supplémentaires: le bloc a contours multiples, le bloc
texturé et le bloc a contour isolé (cf. figure 3.2).

Bloc a contours multiples et bloc texturé

Dans quelques méthodes d’interpolation adaptative, les blocs texturés et les blocs
a contours multiples sont classés par défaut dans la méme catégorie que les blocs ho-
mogenes [45], [46], [74], [75], [130], [142], [144]. Dans ce cas, le modele d’interpolation
utilisé est le plus souvent une simple interpolation linéaire.

Dans d’autres méthodes, les blocs a contours multiples et les blocs a contour
simple sont indifférenciés et un unique modele est utilisé dans les deux cas. Par
exemple, dans [10] et [18], la notion de bloc a contours multiples disparait en raison
de la taille minimale des blocs d’analyse (2 x 2 pixels).

Dans [15], les blocs a contours multiples sont décomposés en blocs a contour
simple. Le principe de la méthode est de décomposer initialement I'image en huit
composantes directionnelles grace a huit filtres fréquentiels: chacun conserve une
bande orientée particuliere du spectre. Les huit composantes sont alors agrandies
par interpolation directionnelle et recombinées pour former I'image agrandie finale.

On retrouve dans [17] une méthode qui est dans le fond assez proche de la précé-
dente. Son but est d’éviter la classification en déterminant les poids du filtre spatial
adapté au bloc. Le principe est d’assigner, a chaque pixel de I'image originale, huit
poids directionnels évalués a partir d’opérateurs dédiés. Ces poids sont ensuite in-
terpolés pour générer les poids directionnels associés aux pixels de I'image agrandie.
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Un pixel de I'image agrandie est finalement obtenu en combinant les valeurs interpo-
lées dans chaque direction affectées de leur poids directionnel respectif. En présence
d’un contour simple, le poids directionnel associé a la direction du contour domine
et 'interpolation se fait parallelement au contour. Si le bloc est homogene, tous les
poids sont a peu pres semblables et 'interpolation se réduit a une simple moyenne
des pixels voisins. Pour un bloc a contours multiples, on a une moyenne des pixels
situés dans les directions des divers contours.

Dans toutes ces méthodes, un bloc texturé est interpolé de la méme maniere
qu’un bloc homogene (interpolation linéaire ou cubique).

Il existe d’autres méthodes ou les blocs texturés et les blocs a contours multiples
sont interpolés avec un modele particulier. En pratique, ces deux types de blocs ne
sont pas dissociés: le modele de détection et celui d’interpolation sont les mémes
dans les deux cas. On parle alors plutot de blocs irréguliers pour les désigner.

Un bloc est dit irrégulier si moins de la moitié des gradients, calculés pour chaque
pixel du bloc, indique une direction particuliere [131], [132], [143]. Dans ce cas, le mo-
dele d’interpolation le plus simple consiste a réaliser une interpolation directionnelle
orthogonalement au gradient local [131], [132]. Dans [143] le modele d’interpolation
est plus complexe. Il s’agit de modéliser le bloc irrégulier avec une surface poly-
nomiale non-orientée. L’interpolation est réalisée en rééchantillonnant cette surface
continue.

Bloc a contour isolé

Les blocs a contour isolé sont généralement détectés et traités de la méme ma-
niere que les blocs a contour simple. C’est notamment le cas dans les méthodes qui
exploitent le gradient comme modele de détection et qui réalisent une interpolation
parallele au contour [9], [15], [17], [52], [131], [132], [142], [143], [144].

Dans [74] et [75], la modélisation du bloc avec deux niveaux de gris séparés par
un segment de droite ne permet pas de traiter un contour isolé comme un contour
simple. Dans ce cas, le contour isolé est interpolé linéairement.

Les contours isolés disparaissent généralement avec les méthodes d’extrapolation
dirigées vers les contours [10], [18], [130]. Pour éviter ce probleme, dans [45] et
[46], on trouve un modele de détection des contours isolés. Celui-ci consiste a tester
I’extrapolation de chaque c6té du contour. Si dans les deux directions, ’'extrapolation
génere une erreur importante, alors on suppose la présence d’un contour isolé. Dans
ce cas, le modele d’interpolation utilisé est I'interpolation au plus proche voisin (cf.
section 2.3.2)

3.2.3 Améliorations globales de I'interpolation adaptative

Le bruit dans I'image peut perturber sérieusement I'interpolation adaptative. Un
bloc peut ne pas étre classé dans la bonne catégorie et ’estimation des parametres,
comme par exemple l'orientation du bloc, peut étre faussée. Pour corriger ce pro-
bleme, Wang et al. suggerent de réaliser une diffusion anisotropique préalablement
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a I’étape d’interpolation [52]. La diffusion anisotropique permet de filtrer le bruit
dans I'image tout en améliorant la netteté de ses contours (cf. section 2.4.2).

Pour améliorer globalement la netteté et les contrastes dans I'image agrandie par
interpolation adaptative, Thurnhofer et al. proposent d’ajouter une image de hautes
fréquences estimées a partir de celles de I'image originale [132], [131].

Le modele comporte trois phases. La premiere consiste a extraire les hautes fré-
quences de I'image originale avec un filtre Volterra quadratique. Ce filtre rentre dans
la catégorie des filtres passe-haut et permet d’écarter une bonne partie du bruit que
I’on trouve généralement dans les hautes fréquences. La deuxieme phase consiste a
interpoler I'image des hautes fréquences avec une méthode d’interpolation adapta-
tive. Enfin dans la derniere phase, on réalise un amincissement des contours dans
I'image des hautes fréquences interpolée. L’amincissement est basé sur 'amplitude
du gradient : en dessous d’un certain seuil de I’amplitude, le niveau de gris du pixel
est divisé par la racine carré de 'amplitude.

3.3 L’extrapolation fréquentielle

Dans le domaine fréquentiel, un contour se caractérise par une multitude de fré-
quences corrélées [70](p.154). On peut utiliser cette corrélation pour synthétiser les
fréquences supérieures de I'image originale et ainsi préserver la netteté des contours
dans I'image agrandie. En pratique, la détection et la synthese des fréquences asso-
ciées aux contours est un probleme extrémement difficile a maitriser dans ’espace de
Fourier, des lors que I'image est complexe. Ceci provient du fait qu’'une information
localisée spatialement se répartit sur I’ensemble du spectre fréquentiel. On a donc un
mélange de 'information fréquentielle associée aux contours, aux textures, au bruit,
etc., qui est particulierement difficile a démeéler. Pour surmonter cette difficulté, il
faut utiliser une représentation de I'image qui permet une localisation aussi bien
spatiale que fréquentielle. La transformée en ondelettes permet justement d’obtenir
une représentation espace-échelle de 'image (le changement d’échelle entraine un
changement de la fréquence).

Dans la suite, nous décrivons une approche qui réalise la synthese des coefficients
d’ondelettes a une échelle supérieure a celle de 'image originale [29], [33]. Elle est
basée sur la détection des singularités a travers les échelles et sur I'extrapolation
de ces singularités a une échelle supérieure. Nous commencons par donner quelques
notions élémentaires sur la transformée en ondelettes [70].

3.3.1 La transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes permet d’obtenir une représentation multi-échelles
d’un signal. Comme la transformée de Fourier, la transformée en ondelettes dé-
compose le signal sur une base de fonctions orthogonales. La différence est que les
sinusoides sont ici remplacées par des fonctions qui sont localisées aussi bien spatia-
lement que fréquentiellement. Ces fonctions, appelées ondelettes, sont générées par
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dilatations et translations d’une ondelette mere ) :

(@bEEaEO)  thusla) = %'zb ( - b) (3.1)

| a

ou a représente un facteur d’échelle et b un facteur de translation. Dans I’expression
. . . 1 . . .

(3.1), la multiplication par |a|~% permet de maintenir I'aire constante. L’ondelette

mere doit étre de carré intégrable et doit satisfaire la condition d’admissibilité sui-

/_Oo W(M)Pdw < o0 (3.2)

[l

vante :

ou ;/A) exprime la transformée de Fourier de . Dans le cas discret ou a = 2™ et
b =n2™ avec m,n € R, il est montré qu’il existe des fonctions 1 telles que ’ensemble
{Ym.n tmnez constitue une base orthogonale de fonctions de carré intégrable [95]. La
famille d’ondelettes générée par 'ondelette mere est dans ce cas donnée par:

(27" —n) (3.3)

La transformée en ondelettes continue d’une fonction f € L*(R) est alors définie
par:

1\3|§

(m,n € Z) Ymml(x) =27

We ) m) = (s 1) = [ () f () (3.4)

Et la transformée inverse, qui permet de reconstruire la fonction f initiale, est définie
par:

F) = SOV ) 1)) (3.5)
La décomposition en ondelettes de la fonction f va dépendre du choix de 'ondelette
mere et de 'aptitude de cette derniere a analyser le signal. La figure 3.3 illustre
deux exemples d’ondelettes meres. La premiere est 1'ondelette la plus simple que
I’on puisse utiliser: ’ondelette de Haar. La seconde est le «chapeau mexicain» défini
par ¢(x) = (1 — 21’2)6_902.

Comme pour la transformée de Fourier, il existe une version rapide de la transfor-
mée en ondelettes. Celle-ci a été proposée par Mallat en 1989 a partir des concepts
de la multi-résolution [91]. L’algorithme de Mallat fait intervenir une fonction sup-
plémentaire, la fonction d’échelle ¢, dont le role est de lisser le signal. Le principe
de l'algorithme est d’utiliser la fonction d’échelle pour diminuer progressivement la
résolution du signal, tout en utilisant les ondelettes pour relever les détails suppri-
més par la fonction d’échelle a chaque itération. En pratique, cet algorithme revient
a utiliser un filtre passe-bas lié a la fonction d’échelle et un filtre passe-haut lié aux
ondelettes.

3.3.2 La régularité et les ondelettes

Lorsque I’on décompose un signal avec une transformée en ondelettes, on constate
des similitudes entre les coefficients d’ondelettes a travers les échelles et notamment
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Figure 3.3 — Exemples d’ondelettes meres: (a) ondelette de Haar, (b) le «chapeau mexicain».
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Figure 3.4 — (a) Décomposition en ondelettes d’une discontinuité. (b) Détection des singula-
rités avec les maximum locaux de (W, f) (s, z).

au niveau des singularités (contours), comme le montre la figure 3.4(a). Ces dernieres
peuvent étre caractérisées a partir de la notion de régularité qui indique si une fonc-
tion est plus ou moins lisse. Nous allons voir, grace au théoreme 3.1 donné ci-apres,
que la régularité locale d’une fonction peut étre estimée a partir de sa transformée
en ondelettes. Ce théoreme nous permettra dans la section 3.3.3 de synthétiser, a
une échelle supérieure, les coefficients d’ondelettes associés aux singularités. Tout
d’abord, nous commencons par donner une définition de la régularité locale d’une
fonction.

Définition 3.1 (Régularité lipschitzienne [92]) Soit 0 < o < 1. Une fonction
f iR — R est localement a-lipschitzienne en xq s’il existe deux constantes K et
h >0 telles que Va |x — x| < h:

|[f(2) = f(xo)] < Kz — ol (3.6)

La régularité lipschitzienne est adaptée pour détecter les singularités. Si la fonction
f est dérivable en z¢, alors elle possede une régularité o« > 1. Au contraire, si f est
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discontinue, mais limitée dans le voisinage de x, alors sa régularité est a = 0. Le
théoreme qui suit montre que I'exposant o dans (3.6) peut-étre estimé a partir de
I’évolution des coefficients d’ondelettes a travers les échelles.

Théoréme 3.1 (Régularité et transformée en ondelettes [92]) Soit 0 < a <
1. Une fonction [ est a-lipschitzienne au voisinage de xq, le voisinage étant défini
par une constante h > 0, s’il existe une constante K > 0 telle que Va |v — xo| < h
et Vs >0

(W5, )] < Ks (3.7)

Pour une singularité, 1’évolution des coefficients a travers les échelles se traduit par
une quasi-égalité dans (3.7). En fait, comme l'illustre la figure 3.4(a), on trouve
des motifs assez similaires aux différentes échelles. En estimant K et a a partir des
échelles inférieures, on peut donc facilement synthétiser les coefficients d’ondelettes
liés a une singularité aux échelles supérieures. Pour cela, il faut tout d’abord détecter
les singularités.

3.3.3 La détection et la syntheése des singularités

Soit 6 une fonction régularisante, comme par exemple une fonction gaussienne, et
soit ¢ 'ondelette définie par ¢ (x) = %. La transformée en ondelettes par rapport
a ¢ est donnée par [92]:

Wol)(s.2) = [ 2 5(x) = 5 (] 2 0,)(x) (3.9
ou la fonction 6, est définie par 8, = (1/5)0(x/s). A partir de (3.8), on observe que
la transformée en ondelettes (W, f)(s,x) est proportionnelle a la premiere dérivée
de la régularisée de f par ;. Ceci signifie que les singularités de f correspondent aux
maxima locaux de (W, f)(s, ). En considérant uniquement le maximum du module
de (Wy.f), on peut donc détecter facilement les singularités de f, comme le montre
la figure 3.4(b).

En pratique, seules sont retenues les singularités pour lesquelles est obtenue une
quasi-égalité dans (3.7) aux différentes échelles. On supprime ainsi les contours qui
appartiennent aux zones texturées, pour finalement ne garder que les contours ex-
primant des frontieres entre objets. Pour les singularités retenues, il ne reste plus
qu’a estimer la régularité a et le nombre K a partir des maxima d’ondelettes aux
différentes échelles. Ainsi, supposons qu’une singularité soit détectée au voisinage de

zo. Dans le cas discret ott s = 2! et en notant simplement a; le coefficient en xy de
la bande S; (échelle 2¢), on obtient a partir de (3.7):

K(2H)° (3.9)
log, K + 1 (3.10)

la;| <
1og2|ai| <

On suppose que l'on dispose de L — 1 bandes de coefficients d’ondelettes, notées
S, ..., 5L (L représente le niveau maximum d’analyse). On souhaite extrapoler la
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bande S en g, point auquel on a détecté une singularité forte. Une estimation de
a et K en xq est obtenue en résolvant le probleme aux moindres carrés suivant :

L
(K,a) =argmin» _(log, a;| — log, ¢ — 3) (3.11)

(¢, =2

Le coefficient a; est alors calculé en appliquant la relation :
lay| = K2¢ (3.12)

Pour estimer les autres coefficients de la bande S; qui ne correspondent pas a des
points de singularité, on trouve différentes techniques. Dans [29], les coefficients de
la bande S5 sont utilisés comme valeurs initiales: la bande Sy est écartée car elle
contient le plus souvent du bruit. Ces coeflicients sont multipliés par un facteur 1/4
pour prendre en compte le changement d’échelle. L’amplitude locale est réajustée
en fonction des coefficients estimés précédemment a partir des singularités. Les co-
efficients manquant sont finalement interpolés avec une spline cubique. Dans [33],
on trouve une minimisation fonctionnelle qui exploite les coefficients initiaux des
singularités. La monotonie est utilisée comme contrainte sur les coefficients.

Notes bibliographiques

L’approche présentée précédemment sur ’extrapolation d’une bande d’ondelettes,
prend en compte la décomposition aux différentes échelles par I'intermédiaire des
maximum d’ondelettes et notamment des singularités [29], [33]. 1l est noté dans
[8], que cette approche préserve la netteté des contours mais produit par contre de
nombreux artefacts comme des effets d’auréoles. Ceci peut provenir d’un déphasage
ou d’une amplitude trop importante pour certains coefficients prédits.

Dans la littérature, on trouve d’autres approches plus simples qui extrapolent a
partir d’'une ou deux bandes d’ondelettes. C’est par exemple le cas dans [128], ou
deux filtres d’interpolation sont utilisés pour synthétiser la bande supérieure. Les
poids de ces filtres sont obtenus en optimisant I'erreur de prédiction en utilisant
deux bandes d’ondelettes calculées a partir de I'image originale. Le premier filtre
est optimisé sur les zones de contours et le deuxieme sur les zones de faibles varia-
tions de 'intensité. Dans [59], 'extrapolation est réalisée a partir d’une pyramide
laplacienne [22] qui peut étre vue comme un cas particulier de décomposition en
ondelettes non-orthogonales. En pratique, seule la base de la pyramide laplacienne
est utilisée. En 'interpolant, puis en lui appliquant un opérateur non-linéaire qui va
supprimer les basses fréquences, on génere un niveau supplémentaire de la pyramide
laplacienne. Celui-ci est ajouté a 'image originale interpolée pour créer finalement
I'image agrandie. On retrouve une idée assez similaire dans [14], ou une image de
différences (hautes fréquences) est ajoutée a I'image agrandie par interpolation a
I'ordre 0. Iimage de différences est ici obtenue par une procédure d’apprentissage
avec un réseau neuronal sur des blocs d’images. Dans [6], on retrouve également une
procédure d’apprentissage par réseau neuronal. Elle est ici réalisée a partir d’une
transformée en cosinus discrete ou d’une transformée de Walsh discrete et consiste
a prédire les hautes fréquences a partir des basses fréquences.
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3.4 Le zoom fractal

La méthode que nous présentons dans cette section est tres différente des deux
méthodes précédentes puisqu’elle n’integre pas explicitement les notions classiques
de contours ou de régions. Elle est basée sur la recherche des similarités structurelles
de I'image et sur ’hypothese de leur invariance par changement de résolution. Ce
type d’approche est directement lié a la compression par fractale [47], [50], dont I'idée
fondamentale est de représenter une image uniquement avec des relations d’auto-
similarités locales (voir figure 3.5). L’ensemble de ces relations constitue ce que 1'on
appelle un code fractal. En itérant ce code sur une image quelconque, on peut mon-
trer qu’il y a convergence vers un attracteur proche de I'image originale. Le code
fractal d’une image est donc une représentation approximative de cette image. Du
point de vue du stockage, il requiert beaucoup moins de place que I'image originale,
et a ce titre il permet de compresser efficacement (avec pertes) une image. L utilisa-
tion du code fractal pour I"agrandissement d’une image est récente et s’appuie sur
son indépendance vis-a-vis de la résolution de I'image originale. Dans la littérature,
cette méthode est souvent désignée par le terme zoom fractal [55], [62], [96], [106].
C’est actuellement I'une des méthodes qui fournit les résultats visuels les plus pro-
bants. Elle permet a la fois de respecter la nature discontinue des images naturelles,
et d’introduire des détails supplémentaires grace au principe d’auto-similarité. Nous
verrons néanmoins qu’elle n’est pas exempte de défauts, le principal étant d’intro-
duire souvent des fausses discontinuités.

Figure 3.5 — Exemples d’auto-similarités locales dans I'image de Lenna.

Nous commencons par étudier le modele standard de transformation fractale
d’une image, puis nous décrivons la procédure d’agrandissement d’une image a partir
de son code fractal.
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3.4.1 Transformation fractale d’une image

Etant donnée une image A de résolution M? = 2™ x 2™ pixels, on souhaite
trouver un opérateur W tel que W(A) = A et tel que ce point fixe ou attracteur soit
unique. Un tel opérateur représente un code exact de I'image A, puisque la seule
connaissance de W permet de retrouver exactement A. La transformation de I'image
A par lopérateur W est qualifiée de transformation fractale.

Le probleme inverse de recherche de W est particulierement difficile. En pra-
tique, on se contente d’une certaine classe d’opérateurs simples et on réduit W a
un systeme de transformations élémentaires (w;);ez opérant chacune sur une sous-
partie de 'image A. Cette deuxieme restriction permet de limiter I'approximation
W(A) ~ A due a la premiere restriction. Plus précisément, a chaque transformation
w; est associé¢ un bloc source d, ;) C A et un bloc destination r; C A de manieére
a ce que I'ensemble (7;);er forme une partition de A. L’ensemble (dy())ier est un
sous-ensemble de (d;);c7 composé lui-méme de blocs de A a priori quelconques. La
fonction ¢ : Z — J associe un bloc source d,(;y a un bloc destination r; de telle sorte
que w;i(dy;y) ~ r;. Ainsi, le probleme de recherche d'un opérateur W se ramene a
un probleme de recherche d’une fonction ¢ et d’un systeme de transformations élé-
mentaires (w;);ezr tels que:

1€ €L

Dans le modele standard, ’ensemble (r;);c7 forme une partition réguliere a géométrie
carrée avec des blocs de taille égale & N? = 2" x 2" pixels, et la collection (d;);er
est composée de blocs de taille 2"t x 2"t pixels. Cette situation est décrite par la

figure 3.6(a).

image A
5 bloc destination 7y P )
i ‘ﬁ attracteur A%
w;

bloc source dy ;) attracteur A6

(a)
Figure 3.6 — (a) Transformation élémentaire w;c7. (b) Principe du zoom fractal.

Généralement, on restreint ’ensemble (w;);e7 & un ensemble de transformations af-
fines de la forme:

Z (3.14)
do(iy = sip(dygy) + oi[1]nvun
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ou [1]yxn est une matrice de taille N x N composée uniquement de 1. La fonction
Y est une fonction de contraction spatiale ramenant la taille d’un bloc source a celle
d’un bloc destination. Classiquement, elle réalise une convolution du bloc source
avec un filtre opérant une moyenne, puis décime le bloc résultant d’un facteur 2,

c’est-a~dire (V(x,y) € [1,..., N]*):

(3.15)

do@y (20 — 1,2y — 1 dwi 20 — 1,2
V(dyey) (v,y) = [ ] X [ ot y—=1) dyeir( y)

dygiy(22,2y — 1) do(i) (27, 2y)

N i
N i

Les coefficients s; et o; sont respectivement appelés coefficient d’échelle et coefficient
de décalage. Ils agissent sur la luminance des pixels du bloc réduit ¢(d,;)). Résoudre
le probleme (3.13) avec une métrique induite par une norme /? revient finalement a
trouver pour chaque bloc destination r;er un triplet (s;,0;, (1)) € R? x J tel que:

(500, 0(0)) = arg min [ atp(d) + b[A]woonw — I* (3.16)
a7 7]

Cette fonction étant convexe, on peut résoudre le probleme de minimisation en

parcourant (d;)jes et en calculant a chaque fois les parametres optimaux (a,b)

donnés par "annulation des dérivées partielles correspondantes. Il s’agit alors pour

chaque bloc source d;c 7 de résoudre le systeme:

Z¢(dj)(x7y)2 Z¢(dj)($7y) [ a ] Z¢(dj)($7y) ) Ti(l',y)
o Z = | & (3.17)

g@/}(dj)(x,y) N? b gn(l‘,y)

Nous obtenons de cette maniere un opérateur W completement spécifié et fournissant
un code fractal de 'image A. Du fait de la simplicité du modele, 'image transformée
W(A) n’est quune approximation de A et I"attracteur obtenu (s’il existe) est dans
ce cas donné par:

lim W¢(A) = A (3.18)

E— o0

Si Popérateur W est contractant dans l'espace des images, on peut montrer que
l'attracteur A existe et qu’il est unique. Pour cela, une condition suffisante est que
les coefficients d’échelle associés aux transformations élémentaires (w;);ez soient tels
que |s;| < 1 pour tout ¢ € Z. Ainsi, avec la seule connaissance de W, on peut
retrouver approximativement A en itérant W sur une image quelconque B de méme
résolution que A, c’est-a-dire:

(VB € ZresM) Jim WEB)=A~ A (3.19)
—+00

ou res A désigne la résolution de 'image A c’est-a~dire son nombre de pixels, et
’ P ’
=" désigne 17GSpELC6 des images de résolution r.

Nous avons présenté dans cette section le modele standard de transformation
fractale d’une image. Des modeles plus évolués ont été proposés dans la littérature
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spécialisée. Ils sont notamment basés sur des partitionnements de I'image originale
plus complexes que le simple partitionnement carré. On peut citer notamment le
partitionnement rigide comme le quadtree, semi-rigide comme le H-V (horizontal-
vertical) constitué de rectangles, ou encore le partitionnement adaptatif obtenu a
partir d’une triangulation de Delaunay [47].

La transformation fractale d’une image est une opération particulierement coii-
teuse en temps de calcul. Pour ’accélérer, il faut optimiser la recherche des similarités
dans I'image. De nombreuses stratégies ont été proposées dans ce sens, comme par
exemple la classification ou la quantification des blocs sources, la recherche des si-
milarités par exploration locale, ou encore des techniques pour ramener le probleme
de minimisation (3.16) a un probleme de recherche du plus proche voisin [50].

3.4.2 Agrandissement avec un code fractal

En faisant varier la résolution des blocs destination (r;);ez, on fait varier propor-
tionnellement la résolution de I'attracteur de W. On peut de cette maniere réaliser
un agrandissement de I'image A a une résolution quelconque. On parle alors d’'un
zoom fractal. Pour signifier la dépendance de la résolution de I'attracteur vis-a-vis de
la résolution des blocs destination, nous notons A **("i€7) cet attracteur. Le principe
du zoom fractal se décrit alors par ’équation :

2 ~
(VB € Exzrestrien)) Jim W4 (B) = Aretrer) (3.20)
—+00
Cette équation traduit finalement une pyramide d’images (attracteurs) ou chaque
niveau de résolution possede des relations de similarités locales strictement iden-
tiques a celles des autres niveaux. En notant Ay, la restriction de 'attracteur A au
bloc r;, ces relations de similarités locales s’expriment par:

(VieZ) AP = s (A7) 4 o resiry (3.21)

En d’autres termes, les relations de similarités inter-blocs extraites de 'image A
par la résolution du probleme (3.16), sont invariantes par changement de résolution
spatiale. C’est cette hypothese qui justifie le zoom fractal.

Un théoreme important di a Baharav et al., permet de réaliser le zoom fractal
en évitant le principe itératif décrit par (3.20).

Théoréme 3.2 (Zoom fractal [13]) Si la fonction de contraction spatiale ¢ est
du méme type que (3.15), alors les attracteurs A7*Ueten) et Arestrier) sont liés par
la relation suivante :

res

(VieI) A (3.22)

(d¢(i)) . qres(r;)
= SiA]d¢(i) + Oi[l]res(d¢(i))

Ce théoreme signifie qu’'un attracteur peut-étre directement calculé a partir de ’at-
tracteur de niveau de résolution inférieur. En supprimant la fonction de contraction
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spatiale dans I'expression (3.14), on obtient le bloc destination a un niveau de ré-
solution double. Nous avons illustré ceci sur la figure 3.6(b) en exprimant par une
fleche en pointillé la relation existant entre les blocs A]lfi et 'A?d@(i)'

On peut donc obtenir plus rapidement le zoom fractal d'une image A en cal-
culant d’abord Pattracteur initial AY", puis en construisant la suite d’attracteurs
AW AN 6N avec le théoreme 3.2, jusqu’a obtenir 'attracteur de résolu-
tion désirée. Pour augmenter davantage la rapidité du zoom, il est préférable en
pratique d’appliquer le théoreme 3.2 directement sur I'image originale A. On peut
montrer que la suite d’images construite a partir de A converge asymptotiquement
vers la suite d’attracteurs obtenue & partir de AV”. Remarquons que cette technique
n’est utilisable que si la fonction de contraction spatiale réalise une moyenne des
pixels.

Figure 3.7 — Zoom fractal de facteur 4.

Nous montrons un exemple de zoom fractal de facteur 4 sur la figure 3.7 (N=4).
Nous observons une nette amélioration de la résolution, mais également 1’appari-
tion de discontinuités artificielles situées aux frontieres des blocs destination. Pour
diminuer cet artefact, Polidori et al. ont proposé une technique d’interpolation adap-
tative opérant sur quatre images agrandies issues de quatre partitions différentes de
I'image initiale [106]. Cependant, cette méthode ne supprime pas completement les
effets de blocs et produit un léger effet de flou.
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3.5 Autres méthodes

En dehors des trois principales méthodes que nous avons présentées dans les sec-
tions précédentes, il en existe d’autres qui sont plus marginales mais qui présentent
néanmoins un intérét certain. Dans cette section, nous présentons quatre de ces
méthodes. Les deux premieres sont basées sur 1'utilisation de filtres d’interpolation
particuliers: le filtre médian qui est un filtre non-linéaire et le filtre de Wiener qui
est un filtre d’optimisation. Les deux suivantes réalisent ’agrandissement en respec-
tant une contrainte de réduction et en minimisant une fonctionnelle qui préserve les
contours. Dans le premier cas, la fonctionnelle est issue d’une modélisation proba-
biliste avec une distribution de Gibbs sur un champ markovien. Dans le deuxieme
cas, la fonctionnelle a minimiser est la variation totale liée au gradient de I'image.

3.5.1 Interpolation avec un filtre médian

Le médian d’une liste de valeurs correspond a 1’élément central de la liste ordon-
née. Lorsque le nombre des éléments de la liste est pair, le médian est défini comme
la moyenne des deux valeurs associées aux éléments centraux. Un filtre médian est
un filtre non-linéaire qui produit comme résultat le médian des valeurs traitées. On
peut utiliser ce type de filtre pour interpoler une image et remplacer ainsi le filtre
linéaire classique qui lisse les contours, par un filtre non-linéaire qui améliore la
netteté.

Zeng et al. réalisent l'interpolation en deux étapes [149]: la premiere consiste a
interpoler les pixels situés sur les diagonales et la deuxieme consiste a interpoler les
pixels restants, situés sur les lignes horizontales et verticales. Les figures 3.8(a) et
3.8(b) illustrent les pixels voisins Xy, Xo, X3, Xy pris en compte pour interpoler le
pixel Y dans les deux étapes respectives. Zeng et al. proposent deux filtres pour la
premiere étape et trois autres pour la deuxieme, ce qui par combinaison produit en
tout six filtres. Le filtre qui semble donner les meilleurs résultats est le suivant [149] :

{ Etape 1: Y = median(X1, X2, X3, X4, Xrin1) (3.2

Etape 2: Y = median(Xy, Xy, X3, X4, X1, Xv, XrrRo)

o Xy = (X; + X3)/2 représente la moyenne horizontale et Xy = (X3 + Xy)/2
la moyenne verticale. Les valeurs Xprp1 et Xprpe sont issues de filtres FIR (finite
impulse response) permettant respectivement l'interpolation linéaire d’un maillage
carré et d’un maillage en quinconce. Les poids de ces deux filtres sont montrés sur
les figures 3.8(c¢) et 3.8(d).

La figure 3.9(a) donne un exemple d’interpolation avec le filtre médian défini par
Pexpression (3.23). L'image utilisée est une portion de I'image de San-Francisco. On
peut comparer ce résultat a celui obtenu par la méthode de la transformée B-spline
cubique qui est montré sur la figure 2.12. L’image obtenue avec le filtre médian
possede des contours plus nets que celle obtenue avec la transformée B-spline. Ceci
est surtout vrai pour les contours proches d’une inclinaison diagonale. Pour les
contours horizontaux et verticaux, 'effet de flou est toujours présent puisque dans



54 M¢éthodes d’agrandissement préservant les structures
X X X -8 -18
Ol + Oz O3 -1/8  -1/8
-8 12 -8
X, X, -8 12 12 18
+ Y+ O Yy O 12 12
-1/8 1/2 12 -1/8
-1/8 1/2  -1/8
O + O + O + 8 -1/8
Xg X4 X4 -1/18  -1/8

(@)

(b)

(€)

(d)

Figure 3.8 — (a) Voisinage dans la premiere étape. (b) Voisinage dans la deuxieme étape. (c)
Filtre FIR1. (d) Filtre FIR2.

ce cas la valeur centrale (médian) est celle issue du filtre FIR. Remarquons que si les
valeurs Xrrr1, X1, Xv, Xrrre ne sont pas prises en compte dans le filtre médian,
on obtient des effets de pointillé indésirables. Ceci est illustré par la figure 3.9(b) et
notamment par le bloc agrandi par duplication de pixels.

L’avantage du filtre médian réside dans la simplicité de sa mise en ceuvre et dans
le temps de calcul relativement faible. Il préserve mieux la netteté que les filtres
linéaires, mais a tendance a déformer les structures présentes dans I'image puisque
celles-ci ne sont pas analysées.

Figure 3.9 — (a) Interpolation avec le filtre médian défini par I'expression (3.23). (b) Interpola-
tion avec le filtre médian défini par I'expression (3.23) en omettant Xrrrt, Xa, Xv, XFIRo.

3.5.2 Interpolation avec un filtre de Wiener

L’utilisation d’un filtre de Wiener nécessite un apprentissage préalable pour éva-
luer ses poids [36]. Celui-ci consiste, a partir d’une image originale et de sa version
réduite, a optimiser les poids du filtre d’interpolation afin de minimiser I’erreur entre
I’image originale et I'image interpolée d’apres la version réduite. Il s’agit en fait d’un
probleme classique de minimisation par les moindres carrés.

La qualité de l'interpolation avec un filtre de Wiener va dépendre du couple
d’images utilisé pour calculer ses poids. En général, il est préférable de prendre
comme couple d’images I'image originale que I’on veut agrandir et sa version réduite.
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L’interpolation avec le filtre de Wiener donne un résultat correct lorsque I'image a
interpoler a des caractéristiques tres simples. Ce type de filtre produit des résultats
sensiblement meilleurs que le filtre médian [149]. Cependant, en raison de la phase
d’apprentissage, il nécessite beaucoup plus de calculs que ce dernier.

3.5.3 Interpolation avec un modele probabiliste

Schultz et al. ont posé le probleme de I'interpolation d’un point de vue proba-
biliste en modélisant I'image agrandie avec un champ markovien [123], [124]. Tout
d’abord, I'image originale et I'image agrandie sont liées par une contrainte de ré-
duction simple: la valeur d’'un pixel de I'image originale est égale a la moyenne
des quatre valeurs associées aux quatre pixels correspondants dans I'image agrandie
(pour un agrandissement de facteur 2 dans chaque direction). L’ensemble des images
agrandies qui respectent cette contrainte est défini par:

Z=1{2|§= D3} (3.24)

ou y est le vecteur associé a I'image originale, Z" est celui associé a I'image agrandie
et D est une matrice qui traduit les contraintes de dépendance linéaire (moyennes).
L’ensemble Z n’est jamais vide, il comporte au moins une solution : I'image agran-
die par interpolation au plus proche voisin de ¥ (cf. section 2.3.2). Pour obtenir une
solution particuliere dans Z qui respecte des contraintes de régularité, Schultz et al.
modélisent 'image agrandie par un champ aléatoire de Markov avec une distribution
de Gibbs. La maximisation de la probabilité a priori (MAP) est utilisée pour calcu-
ler une estimation Z de I'image agrandie. Dans ce cas, on aboutit a un probleme de
minimisation d’une fonctionnelle d’énergie U et I'image estimée 2 est donnée par:

2 = argmin {U(Z) =3 vc(z)} (3.25)

ZezZ ceC

ou la fonction V. est une fonction potentielle associée a une clique? c. Les cliques
sont définies sur un voisinage de 3 x 3 pixels et correspondent aux quatre direc-
tions possibles. On a donc quatre types de cliques prenant chacune en compte trois
pixels alignés dans une direction. Schultz et al. définissent la fonction potentielle par
I’expression suivante :

4
SV =5 (LoD o) (3.2
c€C ko \i=1
ou zj, représente le niveau de gris de 'image z au pixel de coordonnées (k,[) et
Dfi 21 représente la dérivée seconde dans la direction associée a la clique ¢;. L'utili-
sation de la dérivée seconde permet de générer une image solution de Z relativement
lisse. Dans ’expression (3.26), la fonction p est une fonction de Huber qui permet
de préserver les discontinuités de I'image originale dans I'image agrandie. Elle a éga-
lement pour intérét de rendre convexe la fonctionnelle U. Cette propriété permet

4. Une clique est un sous-graphe complet défini sur un certain voisinage.
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d’utiliser des méthodes rapides pour trouver le minimum global de U. En pratique,
Schultz et al. utilisent un algorithme de descente en gradient et prennent comme
configuration initiale de Z I'image agrandie par interpolation au plus proche voisin
de y. Cette image appartient effectivement a I’ensemble Z défini par (3.24), mais ne
minimise pas la fonction d’énergie U.
Nous montrons sur la figure 3.10 I'exemple® donné par Schultz et al. dans [124].
Dans cet exemple, I'image originale est réduite d’un facteur 4 et le probleme est
d’agrandir d’un facteur 4 I'image réduite. Pour cela, l'image interpolée au plus proche
voisin de I'image réduite est utilisée comme image agrandie initiale dans ’algorithme
de descente en gradient. On peut remarquer que le résultat final de cette descente
en gradient, montré sur la figure 3.10(d), récupere un peu d’information sur I'image
originale. Malgré tout, I'image agrandie par la méthode de Schultz et al. demeure
relativement floue.

Figure 3.10 — (a) Image originale. (b) Image réduite d'un facteur 4 avec un filtre spatial
réalisant une moyenne. (c) Image initiale utilisée par la descente en gradient: elle est obtenue
par interpolation au plus proche voisin de I'image réduite. (d) Résultat de la descente en
gradient.

Dans [67] et [99], 'interpolation est également réalisée en modélisant I'image agran-
die par un champ de Markov. La différence est que I'image originale et I'image
agrandie ne sont pas liées par une contrainte de réduction. Cependant, des para-
metres de textures sont évalués sur différentes régions de I'image originale grace a
un algorithme de descente en gradient. Ces parametres sont ensuite utilisés pour
déterminer la distribution de Gibbs du champ markovien associé a I'image agrandie.
La minimisation de I’énergie sur ce champ est finalement réalisée avec une opération
originale de filtrage non-linéaire.

3.5.4 Interpolation basée sur la variation totale

La méthode de minimisation de la variation totale a été proposée initialement par
Rudin et al. pour débruiter une image tout en préservant les contours [112]. Celle-ci
a ensuite été adaptée par Guichard et al. pour interpoler une image [64].

5. Les images montrées dans cet exemple ont été trouvées sur internet a 1’adresse suivante

http://lisa.ee.nd.edu/rls/papers/J9/.
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Comme dans la méthode probabiliste de Schultz et al., que nous avons présentée
précédemment, I'image agrandie est soumise a une contrainte de réduction. Celle-
ci est cependant plus générale puisque le simple filtre réalisant une moyenne est
ici remplacé par un filtre normalisé de taille et de poids quelconques. De plus, une
opération de sous-échantillonnage est réalisée apres le filtrage. [.’ensemble des images
agrandies qui respectent la contrainte de réduction est donc donné par:

W= {w | u=QS(w)} (3.27)

ou u est I'image originale, w est une image agrandie, () symbolise 'opérateur de sous-
échantillonnage et S représente le filtre spatial. Si u et w ont une taille respective
N et 2N, alors la contrainte de réduction s’écrit dans le domaine fréquentiel :

(Vi €] — N/2,N/2]) 2 = 30 + SiynTipn (3.28)

ou U, w et § représentent respectivement les transformées de Fourier de u, w et
s. Le facteur 2 dans le membre de gauche permet de préserver la dynamique du
signal. A travers la relation (3.28), on percoit les degrés de liberté dont on dispose
pour interpoler une image de maniere a ce que le résultat appartienne a I’ensemble
W. Pour chaque fréquence u; de I'image u, on peut répartir 'information entre
deux fréquences w; et w;;n de l'image agrandie w. Lorsque toute l'information
est placée dans les coefficients basse-fréquence w;, Vi €] — N/2, N/2], 'image w
obtenue est équivalente a celle obtenue avec la méthode du zero-padding que nous
avons étudiée dans la section 2.3.1. On remarque également, avec la relation (3.28),
qu’une condition suffisante pour que I'ensemble W ne soit pas vide est que la réponse
fréquentielle du filtre s soit non-nulle sur I'intervalle | — N/2, N/2].

Pour avoir une «bonne solution» appartenant a ’ensemble W, Guichard et al.
proposent de choisir I'image agrandie de YW qui minimise une mesure de régularité
basée sur la norme de la variation totale du gradient spatial :

2N—1

E(w) :/|vw|dm S fwigs — w (3.29)
1=0

Cette mesure de régularité a I’avantage de préserver les contours de I'image originale.

Finalement, Guichard et al. obtiennent une solution de W qui minimise la norme
de la variation totale en utilisant un algorithme de descente en gradient. ’image
initiale, a partir de laquelle est réalisée la descente en gradient, est 'image interpolée
par la méthode du zero-padding. Cette image appartient a I’ensemble W, mais ne mi-
nimise pas en général la mesure de régularité . Nous avons déja vu dans la section
2.3.1 que la méthode du zero-padding produit des ondulations dans I'image interpo-
lée. La minimisation de la variation totale va justement supprimer ces ondulations
tout en préservant les contours.

Nous donnons un exemple® d’agrandissement de facteur 4 sur la figure 3.11.
[image originale est une portion de I'image de Lenna (256 x 256 pixels). La fi-
gure 3.11(c) montre le résultat de 1’algorithme de descente en gradient effectuée a

6. Les images de cet exemple sont celles qui sont montrées dans l’article de Guichard
et al. [64]. Elles ont été récupérées directement sur le site WEB de D'auteur & D’adresse
http://www.ceremade.dauphine.fr/ fguichar /images/zoom1.gif.
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Figure 3.11 — (a) Interpolation au plus proche voisin. (b) Interpolation avec la méthode du
zero-padding. (c) Interpolation par minimisation de la variation totale.

partir de I'image de la figure 3.11(b) obtenue par la méthode du zero-padding. On
remarque que la minimisation de la variation totale supprime effectivement 'effet
d’ondulation et que les contours sont un peu plus nets. Cependant, la netteté de-
meure partielle et les contours sont quand méme lissés. De plus, on peut remarquer
un effet de peinture qui se traduit par des plateaux d’intensité constante.

3.6 Mesure de la qualité de 'agrandissement

L’évaluation de la qualité d’un agrandissement est une tache difficile. En principe,
on ne dispose pas d’une image de référence a partir de laquelle on pourrait effectuer
des mesures de comparaison. De plus, la création de détails peut parfois entrainer
des incohérences au niveau des structures (on peut par exemple penser a l'inter-
polation avec un filtre médian, cf. section 3.5.1) et ce type d’artefact est difficile
a déceler uniquement par des mesures mathématiques. Pour cette raison, ’estima-
tion visuelle demeure le meilleur moyen d’évaluer la qualité d’un agrandissement.
Cette estimation peut néanmoins étre aidée par un examen du spectre fréquentiel de
I'image agrandie [8], [59], [64], [131], [132]. De cette maniere, on peut facilement sa-
voir si la méthode produit des hautes fréquences et si celles-ci sont corrélées avec les
basses fréquences, notamment au niveau des contours. Une bonne méthode d’agran-
dissement devrait normalement prolonger le spectre dans les hautes fréquences. Par
exemple, on peut voir sur la figure 3.12(a) que la méthode d’interpolation par mi-
nimisation de la variation totale prolonge un peu le spectre initial (bloc central).
La trace diagonale qui est prolongée correspond au bord du chapeau de Lenna et
traduit une discontinuité. La création de hautes fréquences dans cet exemple est
néanmoins partielle, puisque 1’énergie fréquentielle est surtout concentrée au niveau
du spectre initial.

Cependant, cette aide est souvent insuffisante dans le sens ou l'interprétation
visuelle du spectre n’est pas toujours facile. Par exemple, lorsque I'image possede
des structures avec des orientations multiples, on ne distingue plus vraiment de
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Figure 3.12 — (a) Spectre de I'image agrandie par minimisation de la variation totale qui est
illustrée sur la figure 3.11(c). (b) Les trois zones A, B, C a distinguer sur le spectre d'une
image agrandie par facteur «.

traces spectrales: l'information fréquentielle est mélangée. Dans ce cas, les hautes
fréquences peuvent étre 'expression d’un bruit spatial et pas nécessairement celui
d’une amélioration de la résolution.

Pour faciliter I’analyse spectrale de I'image agrandie, Xue et al. ont proposé trois
mesures mathématiques effectuées sur le spectre de I'image agrandie. Ces trois me-
sures sont associées a trois zones distinctes du spectre de I'image agrandie. Elles sont
représentées sur la figure 3.12(b). La zone A correspond a la gamme de fréquences
associée au spectre de I'image originale. La zone B est une zone de hautes fréquences
horizontales et verticales qui contient le plus souvent de 1’énergie non significative.
En fait, il s’agit d’un artefact de la transformée de Fourier. Cette derniere périodise
implicitement I'image dans le domaine spatial. Cette périodisation entraine la créa-
tion de discontinuités artificielles verticales et horizontales sur les bords de I'image
(cf. section 2.2.3). La zone C correspond aux hautes fréquences restantes de I'image
agrandie. La premiere mesure consiste a calculer la différence entre le spectre de
I'image originale et la zone spectrale A de 'image agrandie. Pour une bonne mé-
thode d’agrandissement, la distorsion doit étre minimale. Les deux autres mesures
évaluent la quantité d’énergie présente dans les zones B et (. Lorsque la méthode
d’agrandissement crée des hautes fréquences, 1’énergie fréquentielle dans ces zones
augmente. Ces deux dernieres mesures ne sont malheureusement pas toujours signifi-
catives. Par exemple, I'interpolation au plus proche voisin crée des hautes fréquences
qui sont seulement dues a une duplication du spectre initial. Ces hautes fréquences
sont indésirables et dans ce cas les mesures d’énergie spectrale dans les zones B et
C' ne sont pas significatives. Il faut donc interpréter ces mesures avec précaution et
une analyse de la provenance des hautes fréquences s’avere indispensable.

L’estimation de la qualité d’un agrandissement sans référence reste donc généra-
lement difficile par un autre moyen que ’appréciation visuelle. Cependant, on peut
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tout de méme analyser une méthode d’agrandissement a partir de cas particuliers
ou l'on dispose d’une image de référence. Pour cela, on utilise la méthode d’agran-
dissement a partir d’une version réduite d’une image originale. Cette derniere peut
alors servir de référence pour effectuer des mesures de comparaison avec le résul-
tat de l'agrandissement. Dans la littérature, on retrouve souvent cette procédure
simple de comparaison pour analyser le comportement expérimental d’'une méthode
d’agrandissement [29], [46], [124], [149]. Une des mesures les plus utilisées est I'erreur
quadratique moyenne MSE (mean-square error):

(RS e
MSE = e 'ZO (R(i,7) — A(i,7)) (3.30)
©J=
ou R désigne I'image de référence et A I'image agrandie, toutes deux de taille N x N
pixels. C’est parfois la racine carrée de 'erreur MSE qui est considérée. Dans ce
cas, on parle d’erreur RMSFE (root-mean-square error). Deux autres mesures tres
courantes sont le rapport signal a bruit SNR (signal-to-noise ratio):

YNy R(i,5)

SNR =10log,, T MSE (3.31)
et le rapport signal a bruit de créte PSNR (peak signal-to-noise ratio):
PSNR =101 + 255" (3.32)
- 0819 MSE .

En fait, ces mesures sont issues du domaine de la compression non réversible des
images [47]. On peut en trouver de nouvelles dans [7], comme par exemple une
mesure évaluant 'effet de bloc, une évaluant la dégradation des contours ou encore
une autre évaluant les faux-contours. Cependant, il ne faut pas oublier que ces
différentes mesures (M SFE, SNR, PSNR, etc.) ne sont pas toujours significatives et
qu’elles restent des mesures globales alors que I’ceil humain est quant a lui également
sensible aux détails. Une erreur locale est tout de suite détectée par I'ceil, alors qu’elle
passe inapercue avec une mesure globale.

L’analyse spectrale peut également étre utilisée pour évaluer la qualité de recons-
truction de la méthode d’agrandissement. Dans ce cas, on peut comparer directement
le spectre de I'image agrandie a celui de I'image de référence [111].

Il faut cependant remarquer que cette approche de ’évaluation de la qualité d’une
méthode d’agrandissement assimile le probleme de ’agrandissement a un probleme
de reconstruction qui est pourtant relativement différent. En effet, le nombre de
solutions possibles et visuellement acceptables pour un agrandissement n’est pas
unique mais en général multiple. Les comparaisons avec un seul représentant des
solutions peuvent indiquer a tort que I'agrandissement n’est pas acceptable. Autre-
ment dit, 'appréciation visuelle doit toujours intervenir pour compléter les mesures
mathématiques trop rigides.
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3.7 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre trois grandes approches ayant pour objectif de
préserver les structures de I'image originale afin de maintenir une certaine netteté.

La premiere est 'interpolation adaptative qui exploite toujours le principe de fil-
trage développé par les méthodes de préservation fréquentielle du chapitre 2, mais
qui adapte désormais le filtre aux caractéristiques locales de I'image. Cette approche
préserve les contours détectés comme s’il s’agissait de discontinuités parfaites. Ce-
pendant, les contours ne traduisent pas toujours des discontinuités mais souvent des
déformations continues a la surface des objets. Le fait de traiter tous les contours
comme des discontinuités procure un effet artificiel dans I'image agrandie.

La deuxieme approche est basée sur I’extrapolation fréquentielle réalisée a partir
d’une représentation espace-échelle de I'image originale obtenue par une transformée
en ondelettes. Ce type de représentation est particulierement adapté pour discerner
les véritables discontinuités des fausses en exploitant les maxima d’ondelettes. En
réalité, on ne peut jamais étre certain qu’une discontinuité apparente a une certaine
échelle d’analyse soit une véritable discontinuité. Plus le facteur d’agrandissement
est important, et plus le risque d’erreur augmente. Cependant, 'analyse espace-
échelle permet tout de méme d’écarter les contours qui n’apparaissent pas comme
des discontinuités a 1’échelle d’analyse de I'image originale. Bien que cette approche
améliore la netteté de 'image agrandie, elle génere aussi des artefacts dans I'image
agrandie lorsque la prédiction est mauvaise [8].

La troisieme approche qualifiée de zoom fractal est basée sur les développements
réalisés en compression d’images par fractales. Elle exploite le code de similarités
structurelles produit a partir de 'image originale: I'image agrandie doit respecter
ce code de similarités. ['image agrandie par cette approche présente des fausses
discontinuités introduites par les erreurs de similarités. De plus, la phase de recherche
des similarités entraine une complexité algorithmique relativement importante.

Le zoom fractal constitue une approche particulierement originale de 1’agrandis-
sement et demeure encore peu étudié. En effet, le code de similarités est toujours
construit selon des criteres se référant au domaine de la compression, or les préoc-
cupations en agrandissement en sont assez éloignées. De plus, I’hypothese de pré-
servation des similarités qui est a la base de la méthode n’a jamais été vérifiée de
maniere expérimentale. Dans le chapitre 5, nous développons notre propre approche
en reprenant a la base le principe de préservation des similarités. Afin de prendre en
compte les préoccupations spécifiques a 1’agrandissement, nous apportons de nom-
breuses modifications et améliorations au zoom fractal classique dans les phases
d’analyse et de synthese des similarités. Nous étudions également de maniere ap-
profondie I’hypothese de préservation de similarités entre différentes résolutions de
I’image originale.

Le probleme de l’agrandissement est en fait un probleme inverse de réduction
dont les solutions sont multiples. Dans le chapitre 6, nous développons une seconde
approche de type ensembliste en imposant des contraintes sur ’ensemble des images
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agrandies. Elle se veut complémentaire de notre premiere approche et plus générale-
ment des autres approches de 'agrandissement, comme par exemple l'interpolation
adaptative. Nous verrons dans le chapitre 7 que cette complémentarité est obtenue
en projetant 'image agrandie sur ’ensemble des solutions vérifiant le probleme in-
verse de réduction. Cette seconde approche permet également de faire le lien entre
les méthodes d’agrandissement qui préservent les fréquences initiales (chapitre 2) et
celles qui préservent les structures (chapitre 3). En effet, cette deuxieme catégorie de
méthodes produit des hautes fréquences sans toutefois se préoccuper de la préserva-
tion des basses fréquences. Celles-ci sont justement restaurer en prenant en compte
la contrainte de réduction de I'image agrandie.

La réduction d’images est particulierement exploitée dans nos deux approches de
I’agrandissement, que ce soit de maniere itérée pour produire une pyramide d’images
(chapitres 5 et 7), ou de maniere élémentaire (chapitres 6 et 7). Aussi, le chapitre
suivant est-il consacré a I’étude de cette opération élémentaire.
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Chapitre 4

Réduction et analyse pyramidale

d’une image

4.1 Introduction

La réduction d’une image tient un role tres important dans ce travail. Les deux
méthodes d’agrandissement complémentaires que nous proposons dans les chapitres
5 et 6 sont basées sur la notion de réduction. Dans la premiere méthode, nous
exploitons l'information produite par des réductions successives de I'image pour
inverser le processus et extrapoler un niveau de résolution supérieur (chapitre 5).
Dans la deuxieme méthode, nous posons le probleme de 'agrandissement comme
un probleme inverse de réduction et nous nous intéressons a I’ensemble des images
agrandies qui génerent I'image initiale par réduction (chapitre 6).

Pour identifier les traitements a mettre en ceuvre pour réduire une image, nous
effectuons une analyse fréquentielle de la réduction dans la section 4.2. Il s’agit
avant tout d’un cadre théorique pour développer des méthodes de réduction rapides.
Nous nous intéressons ici a deux types de réduction. La premiere est une réduction
classique ou ’on préserve un échantillon sur quatre et la deuxieme est une réduction
en quinconce ou ’on préserve un échantillon sur deux. Dans le premier cas, le facteur
de réduction dans chaque direction est 2 et dans le deuxieme, il est de /2.

En itérant la réduction d’une image, on obtient une représentation multi-résolution
que 'on désigne par le terme pyramide. Ce type de représentation facilite beaucoup
la mise en place de certains traitements. Nous 'utilisons dans le chapitre 5 pour in-
verser la réduction et agrandir I'image initiale. Nous étudions différentes approches
dans la section 4.3 pour construire rapidement une pyramide avec un facteur de
réduction 2.

Pour obtenir une représentation pyramidale avec un facteur de réduction moins
brutal, nous étudions également la construction rapide d’une pyramide en quinconce
dans la section 4.4. En pratique, on obtient un facteur de réduction v/2 avec des
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niveaux intermédiaires par rapport aux pyramides ou le facteur de réduction est 2.

4.2 Analyse fréquentielle d’une réduction

Réduire la résolution d’une image, c’est diminuer le nombre d’échantillons néces-
saires a sa représentation. Une décimation pure et simple des échantillons revient
a sélectionner arbitrairement des échantillons. Ceci conduit inévitablement a faire
disparaitre des structures et a en créer de nouvelles dans I'image réduite. En info-
graphie, ce phénomene est couramment appelé aliasing. Intuitivement, on imagine
que la solution a ce probleme est de combiner les valeurs des échantillons entre elles
avant d’effectuer la décimation. Cependant, on peut s’interroger sur la maniere de
réaliser cette combinaison. L’analyse spectrale permet d’avoir une vision claire sur ce
probleme. En fait, pour éviter I’aliasing, nous allons voir que la décimation spatiale'
doit étre précédée d’une décimation fréquentielle®.

4.2.1 Décimation spatiale et décimation fréquentielle

La suppression d’échantillons d’une image peut se modéliser simplement a 1’aide
d’une fonction de décimation spatiale définie par:

{ ds(x,y) =1 pour un échantillon conservé (4.1)

ds(x,y) = 0 pour un échantillon supprimé

Décimer spatialement une image consiste alors a multiplier la fonction f(x,y) de
I'image par la fonction de décimation dg(x,y), c’est-a-dire:

g(l',y) = f(l’,y) ) ds(l‘,y) (4'2)

Grace a la propriété de convolution décrite par la relation (2.7), 'opération pré-
cédente peut s’interpréter dans le domaine fréquentiel comme une convolution du
spectre de la fonction de décimation par le spectre de I'image:

G(u,v) = Dy x F(u,v) (4.3)

Si la fonction dg(x,y) comporte des valeurs nulles, alors la convolution décrite dans
I’équation (4.3) entraine nécessairement des recouvrements du spectre initial F'(u,v).
Ceci génere en pratique de «fausses» hautes fréquences dans le spectre G(u, v), c’est-
a-dire de l'aliasing dans l'image décimée g(x,y). Pour éviter ce probleme, il faut
supprimer les hautes fréquences de F'(u, v) qui sont concernées par les recouvrements.
Pour cela, préalablement a la décimation spatiale, on multiplie F(u,v) par une
fonction de décimation fréquentielle définie de la maniere suivante :

(4.4)

{ D¢(u,v) =1 pour une fréquence conservée

D¢(u,v) =0 pour une fréquence supprimée

1. Décimation spatiale : processus d’annulation périodique de la valeur image.
2. Décimation fréquentielle : processus d’annulation d’une certaine bande de fréquences.
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Dans le domaine fréquentiel, la décimation totale s’exprime alors par:
G(uv U) = D; * (F(uv U) ) Df(uv U)) (45)
ou de maniere équivalente dans le domaine spatial :

g(l',y) = ds(xvy) ’ (f * df(xvy)) (46)

La fonction D¢(u,v) a pour but de laisser passer ou de bloquer des fréquences
particulieres de I'image a réduire. Il s’agit donc d’un filtre fréquentiel et sa réponse
impulsionnelle d;(x,y) est appelée filtre spatial, ou tout simplement filtre, s’il n’y
a pas d’ambiguité. En pratique, la fonction D¢(u,v) est construite en observant
quelques regles. La principale est que la convolution D, % D(u,v) ne doit générer
que des valeurs nulles ou unitaires. Cette regle assure 1’absence de recouvrements
du spectre Dy(u,v). Ce dernier doit également posséder les propriétés de symétries
centrale et axiale pour ne pas privilégier une direction. En outre, il faut sauvegarder
en priorité les basses fréquences, c’est-a-dire que la décimation doit se faire des
hautes vers les basses fréquences.

Dans la suite, nous étudions les fonctions de décimation fréquentielle (ou filtres)
a utiliser avec diverses fonctions de décimation spatiale. Nous étudions le cas d’une
réduction de facteur 2 sur un maillage carré, le cas d’une réduction d’un maillage
carré & un maillage en quinconce et son inverse (facteur de réduction /2).

4.2.2 Réduction de facteur 2 d’un maillage carré

La réduction d’une image par un facteur 2 en horizontal et en vertical, consiste
simplement a supprimer un échantillon sur deux dans chaque direction. Dans ce cas,
la fonction de décimation spatiale s’exprime simplement par:

{ ds(z,y) =1 lorsque x et y sont pairs (4.7)

ds(z,y) =0 sinon

En utilisant la transformée de Fourier définie par 1’équation (2.3) et en supposant
que 'image a réduire a une taille de 2N x 2N pixels, on trouve le spectre suivant :

Ds(u,v) = N? lorsque u mod N =0 et v mod N =0
(4.8)

Ds(u,v) =0 sinon

Les figures 4.1(a) et 4.1(b) illustrent respectivement la fonction de décimation spa-
tiale et son spectre fréquentiel pour N = 4.

La fonction de décimation fréquentielle optimale D(u,v) permettant d’éviter le
recouvrement spectral issu de la convolution de F'(u,v) avec Dy(u,v) est donnée
par:

D =11 -2 < I
(=N <0< N) { #(u,v) orsque — 5 <u,v < 5 (4.9)

D¢(u,v) =0 sinon



66 Reéduction et analyse pyramidale d’une tmage

D; ‘
0.25
02
(-N/2,-N/2) 015
0.1
0.05
\Vj 0
I = -0.05

-0.1

-16

(N/2-1,N/‘2—l)

ult

(c) (d)

Figure 4.1 — Réduction de facteur 2 d’'un maillage carré: (a) fonction de décimation spatiale
ds(z,y), (b) spectre fréquentiel associé, (c) fonction de décimation fréquentielle D (u, v), (d)
limite de sa réponse impulsionnelle.

La figure 4.1(c) illustre cette fonction. Sa réponse impulsionnelle dans le domaine
spatial s’exprime par:

1 2 i 1 (@ + y) sin & gin Z¥
d _ T (uztvy) ) 2 2 4.10
s(@,y) 4N?2 uvgl et 4N?2 cos 2N smﬁsmﬁ ( )

2

Lorsque N tend vers I'infini, on peut faire une approximation continue de la somme
et obtenir la limite de la réponse impulsionnelle :

- 1
de(z,y) = In? / / R 4v) gy dy = 1 sinc g:p - sinc gy (4.11)

ou la fonction sinc est la fonction sinus cardinal définie par sinc(x) = sin(x)/x.
Remarquons que nous retrouvons 13 les fonctions h et A du chapitre 2, section 2.3.1,
avec ds(x,y) = h(x/2,y/2)/4 et czf(:zj,y) = iL(:l:/Z,y/Z)/ZL

D’apres I’équation (4.6), réduire d’un facteur 2 une image de taille 2N x 2N pixels
consiste d’abord & convoluer celle-ci par le filtre discret ds(x,y) défini par (4.10),
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puis a sous-échantillonner le résultat en utilisant la fonction de décimation spatiale
donnée par (4.7). Dans le cas ou N est suffisamment grand, on peut approximer
d¢(x,y) par sa limite czf(x,y). Cette derniere est illustrée sur la figure 4.1(d). Son
comportement oscillatoire dans les directions horizontale et verticale, provient des
discontinuités de la fonction de décimation fréquentielle. Une localisation précise
dans le domaine fréquentiel est forcément répartie sur tous les échantillons du do-
maine spatial.

image originale spectre décimation fréquentielle

sous-éch.
———————

Figure 4.2 — Réduction de facteur 2 par analyse spectrale.

La figure 4.2 montre les différentes étapes d’une réduction de facteur 2 de I'image
du cameraman par analyse spectrale. La premiere étape consiste a calculer le spectre
fréquentiel de 'image avec la transformée de Fourier discrete. Dans la seconde étape,
les hautes fréquences du spectre sont supprimées en utilisant la fonction de décima-
tion fréquentielle définie par (4.9). Dans la troisieme étape, I'image équivalente dans
le domaine spatial est calculée avec la transformée de Fourier inverse. Enfin, dans la
quatrieme et derniere étape, 'image est sous-échantillonnée en utilisant la fonction
de décimation spatiale définie par (4.7).

La réduction illustrée sur la figure 4.2 revient a exploiter les deux expressions (4.5)
et (4.6) a la fois. La décimation fréquentielle est effectuée dans le domaine fréquentiel
et la décimation spatiale est réalisée dans le domaine spatial. Cette solution est
plus facile a mettre en ceuvre. On peut cependant obtenir un résultat identique en
effectuant toutes les opérations dans le domaine spatial, ce qui revient a exploiter
uniquement ’expression (4.6). Pour cela, il suffit de remplacer les trois premieres
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étapes de la figure 4.2 par une convolution avec le filtre discret défini par (4.10), ou
par sa limite illustrée sur la figure 4.1(d), lorsque N est suffisamment grand.

L’'image réduite révele un artefact de la méthode. La suppression des hautes
fréquences du spectre entraine un effet d’ondulation des contours de I'image. C’est
une conséquence directe du comportement oscillatoire des fonctions sinusoidales.
Cet artefact est connu sous le nom de phénomene de Gibbs. Pour 1’éliminer, on
peut utiliser une fonction d’apodisation pour adoucir les discontinuités présentes
dans la fonction de décimation fréquentielle. Cette solution revient a diminuer les
oscillations du filtre illustré sur la figure 4.1(d).

4.2.3 Réduction d’un maillage carré a un maillage en quinconce

La réduction d’un maillage carré a un maillage en quinconce consiste a supprimer
un point sur deux du signal f(z,y) de maniere a ce que le nombre d’échantillons
préservés sur une ligne soit égal a celui préservé sur une colonne. Cette situation
est décrite sur la figure 4.3. La fonction de décimation spatiale se définit donc de la
maniere suivante :

(4.12)

ds(z,y) =1 lorsque x +y est pair
ds(z,y) =0 sinon

Pour une image de 2N x 2N pixels, le spectre fréquentiel de d,(x, y) est donné par:

{ Dy(u,v) = 2N? lorsque (u,v) = (0,0) et (u,v) = (N, N) (4.13)

Ds(u,v) =10 sinon

La fonction de décimation spatiale et son spectre sont illustrés respectivement sur
les figures 4.4(a) et 4.4(b) pour N = 4.

O échantillon supprimé @ échantillon conservé

Figure 4.3 — Réduction d'un maillage carré a un maillage en quinconce (facteur de réduction
racine de 2).



4.2 Analyse fréquentielle d’une réduction 69

ul

(b)

(0,-N+1) =

u ‘ \(N-Z,O)
© (d)
Figure 4.4 — Réduction d'un maillage carré a un maillage en quinconce : (a) fonction de décima-

tion spatiale d,(x,y), (b) spectre fréquentiel associé, (c) fonction de décimation fréquentielle
Dy (u,v), (d) limite de sa réponse impulsionnelle.

Figure 4.5 — Pavage du spectre discret avec la fonction de décimation fréquentielle optimale

(N = 4).
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image originale spectre décimation fréquentielle

décimation spatiale

Figure 4.6 — Réduction d'un maillage carré a un maillage en quinconce par analyse spectrale.

La fonction de décimation fréquentielle optimale Df(u,v) associée a la fonction de
décimation spatiale d;(x,y) est donnée par:

0<u<N-1 AN —N4+u<v<N-u-1

De¢(u,v) =1 lorsque
—N<u<0 AN =—N—-u<v<N+u

D¢(u,v) =0 sinon

(4.14)
La figure 4.4(c) illustre cette fonction. Avec un signal f(x,y) qui possede un nombre
d’échantillons dyadique (puissance de 2), on remarque que la fonction Dy(u,v) ne
pave pas completement le plan (voir la figure 4.5). En pratique, ce probleme n’est
pas tres important puisque N est suffisamment grand pour minimiser les effets de
bord, et les coefficients non recouverts sont généralement tres faibles.
La réponse impulsionnelle de la fonction Dy(u,v) définie par (4.14) s’exprime par:

1 N-2 N-=-2—u ( ) 1 —1+4u ( )
ds(x,y) ooy eNtmrwg Z Z eX et (4.15)
4N2 u=0 y=—N+14u 4N2 —N+1lv=—N-u

En supposant que N est suffisamment grand, on peut faire une approximation conti-
nue de cette somme et obtenir la limite de d(x, y) suivante :

- N—I—u
— ux—l—vy) / / ux—l—vy)
diley) = 73 / / Netu dudv 3 dudv

COSTX — COSTY
= 4.16
w - a?) e
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Cette fonction est illustrée sur la figure 4.4(d). Son apparence est proche de celle
de la fonction sinus cardinal 2D montrée sur la figure 4.2(d). Le passage de I'une a
I"autre se faisant par une rotation de 45°. En fait, les ondulations sont orthogonales
aux discontinuités de la fonction de décimation fréquentielle illustrée sur la figure

4.4(c).

La figure 4.6 illustre 1'utilisation des fonctions de décimation fréquentielle et spa-
tiale (définies respectivement par (4.14) et (4.12)) pour obtenir la réduction en
quinconce d’une image de Carpentras (128 x 128 pixels). La fonction de décima-
tion fréquentielle en losange supprime uniquement les hautes fréquences diagonales
de I'image originale. Toutes les fréquences horizontales et verticales sont préservées.
Cette opération de décimation fréquentielle peut étre réalisée de maniere équivalente
dans le domaine spatial en convoluant I'image originale soit avec le filtre discret dé-
fini par (4.15), soit par le filtre continu défini par (4.16) lorsque N est suffisamment
grand. Comme dans l’exemple de la section 4.2.2 (figure 4.2), on peut relever un
phénomene d’ondulation des contours, principalement selon 1’axe diagonal. Cet effet
apparait plus clairement sur la figure 4.10 ou I'image initiale est une mire noire et
blanche de 128 x 128 pixels.

4.2.4 Réduction d’un maillage en quinconce a un maillage carré

La réduction d’un maillage en quinconce a un maillage carré revient a supprimer
une ligne sur deux ou, ce qui est équivalent, une colonne sur deux du signal f(z,y).
Ce principe de décimation est montré sur la figure 4.7.

O échantillon supprimé @ échantillon conservé

Figure 4.7 — Réduction d'un maillage en quinconce a un maillage carré (facteur de réduction
racine de 2).

De maniere a simplifier 'analyse, il est pratique de remplacer le maillage en quin-
conce par un maillage carré ayant un point sur deux a valeur nulle. Ainsi, la fonction
de décimation spatiale s’exprime simplement par:

{ ds(z,y) =1 lorsque x ou y est pair (4.17)

ds(z,y) =0 sinon
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Pour une image de 2N x 2N pixels, le spectre fréquentiel de d,(x, y) est donné par:

Dy(u,v) =3N?  lorsque (u,v) = (0,0)

Ds(u,v) = N?  lorsque (u,v) = (N,0) et (u,v) = (0,N) (4.18)
Dy(u,v) = —N? lorsque (u,v) = (N, N)

Ds(u,v) =0 sinon

Les figures 4.8(a) et 4.8(b) montrent respectivement la fonction de décimation spa-
tiale et son spectre pour N = 4. La fonction de décimation fréquentielle optimale
D¢(u,v) associée a la fonction de décimation spatiale ds(x,y) est donnée par:

—Ngu,vg—%—l
—M<uv<ﬂ—1
Dy(u,v) =1 lorsque § ¥ <wu,v <N -1
N§u_—7—1 A %gv
T<u<N-1 A —=N<v<—

D¢(u,v) =0 sinon

Cette fonction est illustrée sur la figure 4.8(c). Sa réponse impulsionnelle s’écrit de

la maniere suivante :

1 _%_1_%_1 T u.r-l-vy E_l %_1 T u.r-l-vy N-1N-1 T u.r-l-vy
Glew) = | XS SFI TF ALYy e
u=—N v=—N N N
’U,——? ,U__? ’U,—? ,U_?
-J-1n_1 N-1-%-1

—N y=—N
u=3

+ Z Zem sl + >3 S (4.20)

En supposant que N est suffisamment grand, on peut faire une approximation conti-
nue de cette somme et obtenir la limite de ds(x,y):

& N
czf(:zj,y) = 1N (/ / e dudv —I—/ /iv mlagt dudv

g [
AT
T

= 5 (smc T - sinc my + (sinc ma — sinc §$)(SIHC Ty — sine = 94 21)

Cette fonction est illustrée sur la figure 4.8(d). Elle apparait plus complexe que les
deux autres fonctions de décimation fréquentielle que nous avons déja pu voir.
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2N-1

(N/2-1,N/2-1)

(N-1,N-1)

(© (d)

Figure 4.8 — Réduction d'un maillage en quinconce a un maillage carré: (a) fonction de décima-
tion spatiale d,(x,y), (b) spectre fréquentiel associé, (c) fonction de décimation fréquentielle
Dy (u,v), (d) limite de sa réponse impulsionnelle.

La figure 4.9 illustre 'utilisation des fonctions de décimation fréquentielle et spa-
tiale définies respectivement par (4.19) et (4.17) pour réduire I'image en quinconce
montrée sur la figure 4.6. La fonction de décimation fréquentielle supprime les hautes
fréquences horizontales et verticales de I'image en quinconce et laisse intactes ses fré-
quences diagonales. Dans ce cas, l'effet d’ondulation se retrouve dans les directions
horizontales et verticales.

La fonction de décimation fréquentielle de la figure 4.9 complete celle illustrée
sur la figure 4.6. La réduction de facteur 2 obtenue par ’enchainement de ces deux
fonctions est comparable a celle obtenue avec la fonction de décimation fréquentielle
illustrée sur la figure 4.2. Cependant, la réduction de facteur 2 qui procede en deux
étapes (carré-quinconce-carré) donne une image réduite légerement moins bonne que
celle qui procede en une seule étape (carré-carré). Ceci provient des ondulations dia-
gonales qui s’ajoutent aux ondulations verticales et horizontales. On peut observer
ce phénomene sur la figure 4.10.
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image initiale spectre décimation fréquentielle

image réduite

Figure 4.9 — Réduction d'un maillage en quinconce a un maillage carré par analyse spectrale.

image originale image en quinconce
image réduite

NS : m -
_ reductlon\ ‘éduction ://
E///carre -quinc. quinc.-cané— //

Figure 4.10 — [llustration du phénomene d’ondulation.

4.3 Analyse pyramidale

En itérant la réduction d’une image, on obtient une représentation pyramidale
ou chaque niveau exprime une résolution particuliere de I'image. Ce modele de re-
présentation facilite beaucoup certains traitements de 'image. Il permet une ana-
lyse progressive de I'information en parcourant les niveaux de la pyramide depuis
I’apex jusqu’a la base. Les niveaux supérieurs représentent les structures générales
de I'image, tandis que les niveaux inférieurs décrivent plutot les détails.

Les applications de ’analyse pyramidale sont nombreuses. On peut citer notam-
ment la mise en correspondance, la détection des contours, la segmentation, ou
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encore la reconnaissance d’objets [76], [77]. Dans le chapitre 5, nous utilisons la
représentation pyramidale pour agrandir I'image.

Dans cette section, nous nous intéressons uniquement aux pyramides a facteur
de réduction 2. Le cas d’une pyramide en quinconce & facteur de réduction v/2 est
étudié dans la section suivante.

La construction d’une pyramide s’appuie sur ’opération de réduction d’une image.
En théorie, la réduction de facteur 2 par analyse fréquentielle décrite dans la section
précédente permet de préserver idéalement I'information pour la construction des
différents niveaux de la pyramide. Cette approche a été étudiée par Watson pour
construire des pyramides dites idéales [146]. En pratique, le phénomene de Gibbs,
qui se traduit par des ondulations dans I'image, limite I'intérét de "approche fré-
quentielle. Pour corriger cet artefact, une solution envisageable est d’adoucir les
discontinuités du filtre fréquentiel (ou fonction de décimation fréquentielle) par une
fonction d’apodisation. Une autre solution est de réaliser la réduction uniquement
dans le domaine spatial en convoluant I'image avec la réponse impulsionnelle du
filtre fréquentiel idéal. En prenant un support suffisamment petit, par exemple 9 x 9
pixels, on arrive a limiter globalement I'effet d’ondulation. Ceci revient a tronquer
le filtre spatial idéal cif(:zj, y) défini par (4.11). Meer et al. proposent une autre ap-
proche qui consiste a construire un filtre a petit support dans le domaine spatial et
a optimiser son spectre fréquentiel vis-a-vis du filtre fréquentiel idéal D(u,v) donné
par (4.9) [94]. La solution d’une réduction par convolution avec un petit filtre se ré-
vele également tres efficace pour ce qui est des calculs. La complexité algorithmique
est dans ce cas O(N?), alors qu’elle est O(N?log, N) dans le cas d’une réduction
par analyse spectrale.

Chaque niveau d’une pyramide représente I'image originale moins une certaine
bande de fréquences supprimée par le filtrage passe-bas réalisé dans les réductions
successives. Pour cette raison, ce type de pyramide est communément désignée par
le terme pyramide passe-bas.

Dans la suite, nous étudions ’approche de Meer et al., ainsi que celles de Burt
[21] et de Chin et al. [38] ou le filtre est construit uniquement sous des contraintes
spatiales. Dans ces trois approches, le filtre 2D est séparable, c’est-a-dire qu’il s’ex-
prime comme le produit de deux filtres 1D. Ceci permet de simplifier la définition
du filtre 2D, mais aussi de diminuer la quantité de calculs. De plus, comme il n’y a
pas de raison de privilégier une orientation particuliere, les deux filtres 1D sont en
fait identiques. Dans ce cas, le filtre spatial 2D de largeur K s’exprime de la maniere
suivante :

h(z,y) = w(z) - w(y) 0<z,y< K (4.22)

Le spectre fréquentiel a la propriété d’étre également séparable. Si le filtrage se fait
sur une image de taille 2N x 2N pixels, alors on obtient :

H(u,v)=W(u)-W(v) 0 <u,v<2N (4.23)

Dans la suite, on s’intéresse uniquement au filtre spatial w(x) et a son spectre W (u).
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Cette étude se termine par une comparaison expérimentale des trois approches dans
la section 4.3.4.

Dans la construction d’une pyramide passe-bas, 'opération de réduction supprime
a chaque niveau une bande de fréquences supplémentaire de I'image originale. On
peut relever ces bandes de fréquences pour construire un nouveau type de pyramide:
la pyramide de différences qui décompose I'image originale selon des bandes de fré-
quences. Nous étudions la construction de cette pyramide dans la section 4.3.5. Ce
type de pyramide nous servira dans le chapitre 5 pour sélectionner les blocs qui,
dans une pyramide passe-bas, contiennent de I'information fréquentielle pertinente.

4.3.1 La pyramide de Meer

Dans ’approche de Meer et al., les poids du filtre spatial sont déterminés pour
optimiser la réponse en fréquence vis-a-vis du filtre fréquentiel idéal [94]. La figure
4.11(a) illustre le spectre typique du filtre spatial optimal. On peut distinguer trois
zones : la bande passante, la bande de transition et la bande stoppante. Dans la
bande passante (0 < u < u,), 'amplitude est proche de la valeur optimale 1. Dans
la bande de transition (u, < u < uy), Pamplitude décroit vers une valeur nulle.
Dans la bande stoppante, "amplitude demeure proche de 0. Les amplitudes des
oscillations présentes dans la bande passante et dans la bande stoppante sont notées
respectivement 4, et ds.

| w(u) w(x)

1

0.475
5
0.298
Au
0.0511 /
2
0 u -0.087 o :
-N 0 Up Us N 0 1 3 5 6 7 9 11 12

@) (b)
Figure 4.11 — (a) Spectre d’amplitude d’un filtre optimal. (b) Filtre optimal pour K = 13.

En prenant comme référence le filtre idéal D¢ (u) dont I'expression sur 2 dimensions
est définie par (4.9), on peut montrer que le filtre W(u) représenté sur la figure
4.11(a) minimise le critere d’erreur de Chebyshev [94] :

E =min max |W(u)— Ds(u)| (4.24)

W(u) 0Zugup
us <uN

Pour diminuer cette erreur, il faut réduire la bande de transition Au = u, — u,. En
fait, cette derniere est liée a la largeur K du filtre spatial par la formule empirique
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suivante [43], [94] :
2N - Do (6,,65)
K= 2 4.2
K A (4.25)

ou D (d,,0s) est une fonction tabulée avec des valeurs variant entre 1.25 et 4. Cette
fonction croit lorsque la tolérance sur les oscillations diminue, c’est-a-dire lorsque 6,

et 0, sont de plus en plus petits. La relation (4.25) montre que la bande de transition
diminue lorsque la taille du filtre augmente. Autrement dit, pour que le filtre soit
de bonne qualité, il faut que sa largeur soit suffisamment importante. Il faut donc
faire un compromis entre qualité et complexité algorithmique. Meer et al. proposent
pour le filtre optimal W (u) les parametres suivants:

K=13 |, w+us=N , Au= = 9, =65 =0.1 (4.26)
Le filtre spatial w(x) correspondant est montré sur la figure 4.11(b). Le filtre spatial
idéal, représenté par un sinus cardinal, est superposé en pointillé pour permettre la
comparaison. On remarque que les deux filtres sont approximativement similaires
pour les valeurs entieres de x. L’approche de Meer et al. est donc tres semblable a
I’approche qui consiste a tronquer le filtre idéal.

4.3.2 La pyramide de Burt

Dans l'approche de Burt, les poids du filtre spatial sont déterminés unique-
ment par des contraintes spatiales [21]. Outre la séparabilité, Burt établit quatre
contraintes qu’un filtre doit respecter. Il s’agit des contraintes de normalisation, de
symétrie, d’équicontribution et d’unimodalité.

La contrainte de normalisation impose que toute valeur calculée varie dans le
meéme intervalle que celui des valeurs initiales de I'image :

Z w(i) =1 (4.27)

La contrainte de symétrie assure que les éléments situés a une méme distance du
centre de h(x,y) interviennent avec un poids identique dans le calcul. Ainsi, il n’y a
pas de direction privilégiée:

w(z) =w(K —1—21) 0<z< K (4.28)
La contrainte d’équicontribution intervient pour que chaque pixel du niveau courant
contribue avec le méme poids dans la construction du niveau supérieur :
K-1 1
Zw(m+2i):§ 0<m<1 (4.29)
=0

La contrainte d’'unimodalité impose que le poids d’un élément soit d’autant plus fort
qu’il est proche du centre de h(x,y). Si de plus, tous les poids sont positifs, alors
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les variations de I'image initiale sont approximativement conservées. Il s’agit d’une
condition pour éviter de créer de nouvelles structures (contours) lors de la réduction
[37], [86]. Cette contrainte s’énonce de la maniere suivante:

0 <w(x) <w(y) r<y< — (4.30)

Pour effectuer un filtrage rapide et pouvoir construire rapidement une pyramide,
Burt préconise K =4 ou K = 5. En respectant les contraintes de normalisation, de
symétrie et d’équicontribution, on obtient les poids suivants pour le filtre pair:

wl)=w2)=a , w0)=wl3)==-—-«a (4.31)

1

w(0) = w(4) = 1

B
— 4.32
S s
La forme finale du filtre dépend du parametre a lorsque K = 4 ou du parametre
0 lorsque K =5 . Le respect de la contrainte d’'unimodalité permet d’encadrer ces
parametres par les valeurs suivantes:

<a,f< (4.33)

| =
DN | —

Burt détermine les parametres optimaux « et 3 pour que la convolution itérée du
filtre converge vers une gaussienne®. Il trouve o = 0.37 et 5 = 0.4. La figure 4.12(a)
illustre le filtre impair (K = 5) pour différentes valeurs de (3.

w(X) ‘ W(u)‘

0.7

A

1 —+=
- B=0.4
0.5 -5 $=0.625 | - / \
—+ 3=0.68

-0.2 0
0 1 2 3 4 -N 0 N

(@) (b)

Figure 4.12 — (a) Filtres obtenus pour différentes valeurs de 3 (/X = 5). (b) Spectres associés.

3. En raison de cette propriété du filtre, la pyramide de Burt est généralement appelée pyramide
gaussienne.
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Meer et al. ont étudié les effets des parametres a et § dans le domaine fréquentiel
[94]. Pour cela, il faut calculer la réponse en fréquence des filtres en fonction du
parametre o ou 3. Si I'image est de taille 2N x 2N pixels, on obtient pour le filtre
pair:

W(u) = 2a cos % + (1 — 2a) cos ?;W—Nu (4.34)
De méme, la réponse en fréquence pour le filtre impair est donnée par:
1 1 2
W(u) :ﬁ—l—ﬁcos%—l—(ﬁ—ﬁ)cos% (4.35)

Comme le montre la figure 4.12(b), Meer et al. ont constaté a partir de mesures
spectrales que, pour K = 5, les valeurs de o ou 3 préconisées par Burt permettent
d’obtenir un filtre ayant de bonnes caractéristiques d’antialiasing, c’est-a-dire que les
hautes fréquences sont suffisamment atténuées pour éviter un recouvrement spectral.
Cependant, le filtre atténue aussi de maniere importante les moyennes et basses
fréquences. Le filtrage passe-bas est donc loin d’étre optimal et génere un effet de
flou génant pour les post-traitements. Pour améliorer la qualité fréquentielle du
filtrage, Meer et al. suggerent d’assouplir la contrainte d’unimodalité en autorisant
les poids négatifs. Cette contrainte, exprimée par (4.30), est reformulée par:

o) < luly) e <y<y (1.36)

Ceci revient en fait a supprimer la borne supérieure de (4.33). Dans ce cas, les
poids w(0) et w(3) pour le filtre pair et les poids w(0) et w(4) pour le filtre impair
deviennent négatifs lorsque «, 3 > 1/2. D’apres Meer et al., le filtrage passe-bas est
théoriquement optimal pour a = 0.58 et § = 0.68. Cependant, comme le montre
la figure 4.12(b) pour # = 0.68, le filtre offre de moins bonnes caractéristiques
d’antialiasing et les basses fréquences sont amplifiées (coefficients supérieurs a 1) au
lieu d’étre seulement préservées. Pour éviter ce probleme, nous proposons d’ajouter
des contraintes sur le spectre du filtre spatial. Il faut que celui-ci soit unimodal et
que les coefficients soient compris dans Uintervalle [0, 1] :

0<W(w) <W(u) <1 0<u<v<N (4.37)

Pour respecter cette contrainte fréquentielle, on trouve de maniere empirique que «
et (3 doivent étre compris dans les intervalles suivants:

0.375 < a < 0.562 0.375 < 3 <0.625 (4.38)

Lorsque « et (3 sont tous deux inférieurs a 0.375, certains coefficients associés aux
hautes fréquences du spectre W (u) deviennent négatifs. Lorsque o > 0.562 et 3 >
0.625, certains coefficients associés aux basses fréquences deviennent supérieurs a 1.
Pour la borne supérieure 3 = 0.625, on peut observer sur la figure 4.12(a) que les
coefficients w(0) et w(4) sont toujours négatifs. Cependant, la figure 4.12(b) montre
que le spectre respecte bien les les contraintes données par (4.37).

Pour finir, on peut remarquer que les valeurs préconisées par Burt (o = 0.37 et
3 = 0.4) sont comprises dans les intervalles définis par (4.38). Cependant, la borne
inférieure dans (4.33) est trop faible puisqu’elle est en dehors de ces intervalles.
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4.3.3 La pyramide de Chin

Chin et al. considerent la réduction d’'une image avant tout comme un probleme
de lissage d’une surface [38]. Un signal numérique de N pixels peut-étre interpolé
en ajustant N — 1 morceaux de polynomes. La réduction du signal consiste alors a
diminuer le nombre de morceaux d’ajustement tout en minimisant un certain critere
d’erreur. A partir de cette approche, Chin et al. déterminent le filtre équivalent en
fonction de 'ordre du polynéme d’ajustement. Dans la suite, nous étudions le cas
simple ou les raccords se font par des segments linéaires (polynéme d’ordre 1).

Le critere d’erreur a minimiser lors de la réduction correspond a la distance qui
sépare le signal original du signal réduit. Chin et al. utilisent la métrique classique
induite par la norme /2. Ainsi, ’erreur entre le signal original f de 2N + 1 pixels et
le signal réduit f est donnée par:

2N 2N

E=|f=T1P =3 () = T(2)) = (v — 7" (4.39)

Dans le cas ou le polyndéme d’ajustement est linéaire, le signal réduit est défini par:

0<i<2N { Z(J}Z) = ?Z»_ ) lo.rsque i est pair (4.40)
f(fl/'Z) = 5(%—1 + yi+1) sinon
En faisant une simple substitution dans (4.39), on obtient:
N N 1 2
B = Y (s = 5o+ X [paimt — 5(Faica + ) (441)
=0 =1

Le signal réduit qui minimise cette erreur annule également les dérivées partielles:

on 2y0 + Y1 — 3¥0 — 5U2 = 0 i=0
a7 =0 Yoi1 + 202 + Yair1 = 5Ynia — 3o — 3Y2ip2 =0 0<i <N (4.42)
2 .
YaN-1 + 2y2n — %yzN—z - %?QN =0 1 =N

Ce systeme d’équations peut se noter sous la forme matricielle AY = BY, ol A et
B sont des matrices de tailles respectives (N +1) x (N +1) et (N 4+ 1) x (2N +1)

définies par:

(4 2 0 [ 5 1 0
2 4 2 16 1
A = ., B= (4.43)
2 4 2 1 6 1
0 2 4 | 0 15

Pour obtenir le signal réduit qui minimise I'erreur £, il suffit de calculer Y = B71AY’.
En supposant que N est pair et qu’il tend vers I'infini, on peut effectuer ce calcul
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en convoluant Y par la (N/2 + 1)iéme ligne de B~*A. Cette ligne définit le filtre
1D a utiliser pour réduire le signal original. Finalement, Chin et al. obtiennent une
formulation simple pour calculer les poids de ce filtre:

2i) = w(—21) = L
p<cic Y === 5 (4.44)
2 w(2i 4+ 1) = w(—2i — 1) = L(w(2i) + w(2i + 2))
ol v est défini par v = —(3 4 2v/2). Pour des raisons de simplicité, le filtre est

défini par un centrage sur 0. En pratique, les coefficients du filtre décroissent assez
rapidement, et l’on peut donc prendre une largeur de filtre relativement petite. La
figure 4.13(a) illustre le filtre linéaire obtenu pour une largeur K = 13. On peut
relever quelques différences avec le filtre sinus cardinal illustré en pointillé. Le poids
central est notamment beaucoup plus élevé et les poids aux extrémités sont plus
faibles. Le spectre montré sur la figure 4.13(b) révele des informations intéressantes
sur les propriétés du filtre linéaire. Tout d’abord, on peut remarquer que la bande
passante n’atténue pas du tout les basses fréquences, mais les amplifie. On remarque
également que la fonction W (u) passe exactement par 1 lorsque u est égale a la
fréquence de coupure (v = N/2), puis décroit. Il y a donc une atténuation des hautes
fréquences dans la bande stoppante. D’apres les caractéristiques fréquentielles du
filtre, on peut supposer que le filtre rehausse les contrastes des moyennes fréquences.

w(x) | W)l
0.7071
1
0.2929
0 X
-0.1213 0 !
0 1 3 5 6 7 9 1 12 -N N/2 0 N/2 N

(@) (b)

Figure 4.13 — (a) Filtre linéaire (K = 13). (b) Spectre associé.

La figure 4.14(a) illustre le filtre obtenu (d’apres [38]) avec un polynéme d’ajus-
tement cubique et une largeur de filtre K = 15. Par rapport au filtre linéaire, on
peut remarquer que les poids du filtre cubique sont plus proches de la fonction sinus
cardinal. Le spectre sur la figure 4.14(b) montre d’ailleurs que les hautes fréquences
sont davantage atténuées dans la bande stoppante. On remarque que ’amplification
des basses fréquences est toujours présente dans la bande passante, avec toutefois un
déplacement notable vers les moyennes fréquences. On observe une légere atténua-
tion des basses fréquences autour de u = 0. On peut supposer qu’en augmentant le
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Figure 4.14 — (a) Filtre cubique (K = 15). (b) Spectre associé.

degré du polynome d’ajustement, le filtre correspondant se rapproche du filtre idéal
sinus cardinal.

4.3.4 Comparaison expérimentale

La figure 4.15 illustre les quatre niveaux supérieurs des pyramides de Meer, Chin
et Burt obtenues a partir de I'image du cameraman représentée sur la figure 4.2. La
pyramide située en haut est la pyramide de référence obtenue en itérant la réduction
fréquentielle idéale que nous avons étudiée dans la section 4.2.2. On peut remarquer
que l'effet d’ondulation (phénomene de Gibbs) est de plus en plus significatif au
fur et a mesure que la résolution décroit. De plus, on releve des erreurs en bordure
des différents niveaux qui sont dues a la périodisation implicite de I'image avec la
transformée de Fourier discrete. Cette pyramide que l'on peut qualifier de pyramide
idéale d’un point de vue fréquentiel a été développée pour la premiere fois par Watson
[146].

La pyramide de Meer est une amélioration de cette derniere. En procédant unique-
ment dans le domaine spatial par convolution avec un filtre a petit support (13 x 13
pixels), 'approche de Meer et al. limite I’étendue des ondulations et supprime les
erreurs sur les bordures des niveaux. La pyramide de Chin, que ce soit avec le filtre
linéaire ou cubique, génere des structures assez semblables a celles de la pyramide
de Meer sur les différents niveaux. Comme nous ’avons déja précisé en analysant les
spectres fréquentiels de ces deux filtres sur les figures 4.13(b) et 4.14(b), on observe
un rehaussement des contrastes, surtout avec le filtre linéaire.

On remarque que dans les approches de Meer et de Chin, l'effet d’ondulation
subsiste dans le voisinage proche des contours. Ce probleme provient du fait que la
largeur des filtres utilisés n’est pas suffisamment petite. Avec des filtres de largeur
K =4 et K =5, 'approche de Burt supprime completement les ondulations. Avec
le filtre pair, on remarque un déphasage de l'information dans la direction haut-
gauche. Il est particulierement significatif sur le niveau 4. Avec le filtre impair, on
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Figure 4.15 — lllustration de différentes pyramides a facteur de réduction 2. Nous montrons les
quatre niveaux supérieurs des pyramides obtenues a partir de I'image originale du cameraman
de 128 x 128 pixels illustrée sur la figure 4.2. Pour faciliter I'analyse visuelle, les niveaux 2, 3

et 4 ont été redimensionnés a |I'échelle du niveau 1.
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évite ce déphasage. Lorsque § = 0.375 le filtre approche une gaussienne et atténue
fortement les moyennes et basses fréquences (cf. figure 4.12), ce qui se traduit par un
flou visuel sur tous les niveaux de la pyramide. Lorsque g = 0.625, le filtre préserve
la netteté des niveaux et la pyramide obtenue est relativement proche de celle de
Meer, I'effet d’ondulation en moins.

Tant du point de vue de la complexité algorithmique que de la qualité visuelle
de la pyramide générée, I’approche de Burt avec k' = 5 et § = 0.625 semble étre
la plus intéressante. Dans la suite, nous 'utiliserons comme approche de référence
pour réduire une image ou construire une pyramide passe-bas avec un facteur de
réduction 2.

4.3.5 Pyramide de différences

Pour obtenir chaque niveau d’une pyramide passe-bas, on effectue successive-
ment une opération de filtrage (décimation fréquentielle) et une opération de sous-
échantillonnage (décimation spatiale). Le filtrage retient les hautes fréquences du
niveau courant pour ne laisser passer que les basses fréquences. En relevant a chaque
niveau de la pyramide les hautes fréquences supprimées par l'opération de filtrage,
on construit une pyramide qui traduit une décomposition de 1'image originale en
bandes de fréquences successives. On peut voir cette pyramide comme une pyra-
mide ou les niveaux expriment les différences entre deux niveaux successifs de la
pyramide passe-bas.

Ce type de pyramide a été étudié initialement par Crowley et al. dans le contexte
de la vision artificielle [44], et par Burt et al. dans le contexte de la compression
d’images [22]. Dans ’algorithme de Crowley et al., le filtre utilisé est un filtre bi-
nomial qui approche une distribution gaussienne. La décomposition en bandes de
fréquences est obtenue en effectuant une différence entre chaque niveau de la pyra-
mide passe-bas et sa version filtrée. Dans I'algorithme de Burt et al., le filtre utilisé
est le filtre de taille 5 X 5 que nous avons présenté dans la section 4.3.2. Chaque
niveau de la pyramide de différences, appelée pyramide laplacienne par ses auteurs,
est ici obtenu en effectuant la différence entre deux niveaux successifs de la pyra-
mide passe-bas. Pour que les deux niveaux aient la méme taille, le niveau inférieur
est interpolé avec le méme filtre utilisé pour construire la pyramide passe-bas. La
décomposition en bandes de fréquences est moins bonne que dans l’algorithme de
Crowley et al., puisque chaque bande est obtenue par une différence entre un niveau
de la pyramide et sa version filtrée, non pas une fois, mais deux fois. Dans la py-
ramide laplacienne, il y a donc beaucoup plus de corrélation entre les niveaux que
dans la pyramide de différences de Crowley et al. Comme nous le verrons dans le
chapitre 7, I'approche de Burt et al. se justifie dans un contexte de compression et
de transmission progressive des images.

Dans cette section, nous sommes plutot intéressés par 1’algorithme de Crowley

4. Cette appellation provient du filtre utilisé par Burt et al. qui approxime une gaussienne. Marr
et Hildreth ont montré que le laplacien d’une gaussienne était la limite d’une différence de deux
gaussiennes [93].
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Figure 4.16 — lllustration de différentes pyramides de différences (sur trois niveaux) a facteur
de réduction 2. L'image originale est celle du cameraman de 128 x 128 pixels illustrée sur la
figure 4.2. Pour faciliter I'analyse visuelle, les niveaux 1 et 2 ont été redimensionnés a I'échelle
du niveau 0 (base de la pyramide), et les niveaux de gris sont amplifiés d’un facteur 2.
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et al. qui permet d’obtenir une meilleure décomposition fréquentielle de 'image
originale. Cependant, nous généralisons leur approche en n’imposant pas de filtre
particulier. Pour construire la pyramide de différences, on utilise le méme filtre que
celui utilisé dans la construction de la pyramide passe-bas. Ainsi, la construction de
la pyramide passe-bas et celle de la pyramide de différences peuvent se résumer de
la maniere suivante:

i P = (w* pyg) | 2 '
(k> 0) {dk:pk—w*pk (4.45)

ou w est le filtre passe-bas, p; représente le k-ieme niveau de la pyramide passe-bas,
sachant que py représente la base de la pyramide, c’est-a-dire I'image originale. Le
niveau di de la pyramide de différences est donc obtenu en effectuant la différence
entre le niveau de la pyramide passe-bas pp et sa version filtrée par w. Dans le
domaine fréquentiel, cette opération se traduit par:

(k>0)  Dy=P,-(1—W) (4.46)

Avec cette derniere expression, on voit assez facilement que lorsque le filtre W est un
filtre passe-bas idéal, 1 — W est un filtre passe-haut idéal. Le niveau dj correspond
donc aux hautes fréquences du niveau pg. En d’autres termes, on vérifie que la pyra-
mide de différences exprime une décomposition en bandes de fréquences de I'image
originale et qu’en théorie, la décomposition fréquentielle est parfaite lorsque le filtre
W est un filtre passe-bas idéal. Ce cas particulier a été étudié par Watson pour
construire une pyramide de différences idéale [146]. Evidemment, Ueffet de Gibbs
produit des ondulations sur toute la pyramide, ce qui limite fortement 1'utilisation
de celle-ci.

La figure 4.16 illustre les pyramides de différences obtenues a partir des pyramides
de Meer, Chin et Burt et des filtres associés. La pyramide située en haut est la
pyramide de différences de référence obtenue a partir de la pyramide idéale ou le
filtre passe-bas w est le filtre fréquentiel idéal (cf. section 4.2.2). En d’autres termes, il
s’agit de la pyramide de différences étudiée par Watson que nous avons mentionnée
précédemment. La pyramide de différences de Burt est la seule qui soit vraiment
exempte de l'effet de Gibbs. De plus, la décomposition est relativement proche de
la pyramide de différences idéale, I’effet d’ondulation en moins.

4.4 Pyramide en quinconce

Pour construire leur pyramide de différences, Crowley et al. exploitent un filtre
passe-bas gaussien réalisant une réduction de facteur v/2 (cf. section 4.3.5). Ce méme
filtre pourrait étre exploité pour construire une pyramide passe-bas a facteur de ré-
duction /2. Kropatsch a également étudié la construction d’une telle pyramide [30].
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Toutefois, son approche repose avant tout sur des considérations d’ordre géomé-
trique. L’approche que nous développons dans cette section est basée a la fois sur
des considérations spatiales et sur des considérations fréquentielles.

En itérant ’emploi des fonctions de décimations fréquentielle et spatiale (déve-
loppées dans les sections 4.2.3 et 4.2.4), on peut générer une succession d’images a
résolution décroissante avec un facteur de réduction /2. Cependant, I’analyse fré-
quentielle a montré que les fonctions de décimation fréquentielle utilisées étaient trop
brutales et introduisaient un effet d’ondulation nuisible dans la réduction. Dans le
contexte d’une pyramide, ces effets sont encore plus génants puisqu’ils sont transmis
et amplifiés niveau apres niveau, et peuvent engendrer de «fausses structures». Un
autre inconvénient est que I'utilisation répétée des transformées de Fourier inverses
pour construire chaque niveau de la pyramide augmente considérablement la com-
plexité algorithmique. Pour résoudre ces deux problemes a la fois, on peut utiliser
un filtre spatial a support réduit comme nous "avons vu dans la section précédente
pour les pyramides a facteur de réduction 2. Pour construire une pyramide en quin-
conce, nous élaborons dans la suite un filtre spatial paramétré en nous inspirant de
I’approche de Burt que nous avons étudiée dans la section 4.3.2.

4.4.1 Construction d’un filtre paramétré

La taille et le support du filtre déterminent directement efficacité de celui-ci.
Son support doit étre suffisamment petit pour que la convolution soit rapide, mais
assez grand pour intégrer l'information nécessaire. Pour la réduction du maillage
carré au maillage en quinconce, un support de taille 5 x 3 (horizontal x diagonal)
illustré sur la figure 4.17(a) satisfait a ces deux contraintes. Pour la réduction du
maillage en quinconce au maillage carré, il est avantageux d’utiliser le méme support
pivoté de 45 degrés, celui-ci étant ainsi de taille 3 x 5 comme le montre la figure
4.17(b). De cette maniere, il est possible d’employer un filtre unique dans les deux

C D C

Figure 4.17 — (a) Support du filtre paramétré. (b) Rotation de 45° du support.
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types de réduction. Pour établir les 13 poids de ce filtre, on utilise les contraintes
spatiales de Burt [21]: symétrie, normalisation, équicontribution et unimodalité. La
contrainte de symétrie permet de fixer le nombre de variables a 4: A, B, C' et D
(cf. figure 4.17). Les contraintes de normalisation et d’équicontribution établissent
respectivement les deux équations suivantes:

(4.47)

A4+4B+4C+4D =1
A+4C+4D =4B

On en déduit que B = é, et que la variable (' est reliée aux variables A et D par la
relation suivante:
C = L 4 D (4.48)
8 4 '

Le filtre se définit par conséquent a partir des deux variables A et D. Pour simplifier
son analyse, on désire le définir avec une variable unique. Pour cela, A, B, (' et D
sont redéfinies a partir de 3 variables de la maniere suivante :

A=d> , B=b¥ , C=c , D=uac (4.49)

D est donc remplacée par une combinaison des variables A et C'. Cette reformulation
se justifie dans le cadre de la séparabilité partielle du filtre. En effet, celui-ci peut
se redéfinir a partir des deux sous-filtres 1D suivants:

S=[c0alc], T=[0b0b0] (4.50)

Le filtre R défini par R = S - S"+ T -T" correspond au filtre 3 x 5 avec des valeurs
nulles intercalées. A partir de la reformulation donnée dans (4.49), la définition du
filtre repose sur une seule variable a, sachant que:

1 1

a
b= — a 451
w2 T 9/ 2 (4.51)

Pour ne pas créer de fausses structures lors du filtrage, il faut que le filtre soit
unimodal. Pour cela, il faut réunir les cinq contraintes suivantes: a? > b* > ac >
c? > 0. On vérifie facilement que:

a>c>0 = ac>c , a>b = b>c , (Ya) b’ >ac (4.52)

La propriété d’'unimodalité est donc vérifiée lorsque a > b et ¢ > 0. La condition sur
la variable a est alors la suivante:

‘ ~

<a< (4.53)

S
Sl -

2

Dans la suite, nous cherchons a définir 'intervalle des valeurs permises de a dans le
domaine fréquentiel.



4.4 Pyramide en quinconce 89

4.4.2 Contraintes fréquentielles

Afin d’exprimer les contraintes fréquentielles sur le filtre, intéressons-nous a sa

réponse en fréquence. Ainsi, dans le cas d’une réduction Carré-Quinconce, nous
avons :

2 2 4 4
Weg(u,v) = a’ + 2b% { cos % + cos % +2¢% ( cos % + cos %
27 27

+4dac cos N cos ~ (4.54)

Dans le cas d’une réduction Quinconce-Carré, sa réponse en fréquence est donnée
par:

2 2 4 4
Woc(u,v) = a’® + 4b? cos e cos e + 4¢? cos e cos v
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Figure 4.18 — Représentation des fonctions W, Woc et Weg -Woce pour différentes valeurs
du parametre a.
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4y 4#@)

+2ac (COS N + cos N (4.55)

Dans le domaine fréquentiel, il faut que le filtre soit unimodal et que ses coefficients
soient compris dans Uintervalle [0, 1]. Pour respecter ces deux contraintes, on trouve
empiriquement que le parametre a doit étre compris dans l'intervalle suivant :

3V?2 2

BV2 _ 2k V2

8 — T 4

La figure 4.18 illustre les fonctions Weq, Woe et Weg - Woe pour des valeurs de
a égales aux bornes supérieures et inférieures des intervalles donnés par (4.53) et
(4.56). Les lignes projetées sur les bases traduisent les courbes de niveaux pour les

(4.56)

valeurs 0 et 0.9 des fonctions. Lorsque a = 1/2v/2, on observe que la moitié des
coefficients sont négatifs. Avec a > 3v/2/8 tous les coefficients deviennent positifs.

D’un point de vue théorique, la réduction Carré-Quinconce doit laisser intactes
les fréquences horizontales et verticales. De méme, la réduction Quinconce-Carré
doit laisser intactes les fréquences diagonales. Cette propriété du filtre est respectée
uniquement lorsque a = (2 + v/2)/4. Lorsque a est inférieur & cette valeur, on
a nécessairement une atténuation de ces fréquences. Par contre, le recouvrement
spectral devient moins important. En pratique, ce recouvrement dépend évidemment
de I'image a filtrer.

4.4.3 Mise en oceuvre

La figure 4.19 montre différentes pyramides obtenues a partir de 'image de Car-
pentras (128 x 128 pixels) en faisant varier le parametre a selon trois valeurs:
a = 1/(2v2), a = 12 et a = (2 + v/2)/4. La pyramide située en haut a été
obtenue en appliquant itérativement les fonctions de décimation spatiale et de dé-
cimation fréquentielle étudiées dans les sections 4.2.3 et 4.2.4. 1l s’agit donc d’une
pyramide de référence. En comparaison a celle-ci, on remarque que dans les deux
pyramides suivantes ot @ = 1/(2y/2) et a = 1/v/2, le filtre retient trop d’infor-
mations et les niveaux sont de plus en plus flous. Par contre, la derniere pyramide
(a = (2 ++/2)/4) semble donner des résultats tres proches de ceux de la pyramide
de référence. Cette valeur particuliere du parametre a correspond au cas ou le filtre
laisse passer idéalement les fréquences horizontales et verticales pour une réduction
Carré-Quinconce, et les fréquences diagonales pour une réduction Quinconce-Carré.

4.4.4 Pyramide de différences

On peut construire une pyramide de différences en quinconce suivant le méme
principe que celui décrit dans la section 4.3.5. Pour cela, on releve les bandes de fré-
quences supprimées a chaque étape de réduction. De par les propriétés fréquentielles
du filtre utilisé, les bandes expriment de maniere alternée des fréquences diagonales,
puis des fréquences horizontales et verticales de 1'image originale. On a donc une
décomposition fréquentielle plus progressive que celle obtenue avec la pyramide de
différences a facteur de réduction 2.
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Figure 4.19 — Pyramides a facteur de réduction racine de 2. La pyramide située en haut est
la pyramide de référence obtenue par analyse spectrale. Les trois pyramides suivantes ont été
obtenues en utilisant le filtre spatial et en faisant varier le paramétre a.
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La figure 4.20 illustre deux pyramides de différences en quinconce construites a
partir de I'image de Carpentras de 128 x 128 pixels. La premiere est la pyramide
de différences idéale obtenue avec les filtres fréquentiels idéaux étudiés dans les sec-
tions 4.2.3 et 4.2.4. La deuxieme pyramide de différences est celle obtenue avec le
filtre paramétré que nous avons développé dans la section 4.4.1 en prenant comme
parametre a = (2 + /2)/4. Cette derniere présente beaucoup moins d’effet d’on-
dulation que la premiere. Les niveaux pairs expriment les fréquences diagonales et
les niveaux impairs les fréquences horizontales et verticales. On peut voir dans cet
exemple particulier que I'image originale de Carpentras est principalement composée
de fréquences horizontales et verticales.

niveau 0 niveau 1 niveau 2 niveau 3

Figure 4.20 — Pyramides de différences a facteur de réduction racine de 2. La pyramide située
en haut est la pyramide de référence obtenue par analyse spectrale. La pyramide du bas est

obtenue avec le filtre paramétré développé en section 4.4.1. Les niveaux de gris sont amplifiés
d’un facteur 4.

4.5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre "opération de réduction d’une image, ainsi
que la construction de pyramides d’images a facteur de réduction 2 ou v/2. Nous
avons tout d’abord analysé 'opération de réduction d’un point de vue fréquentiel.
Ceci nous a permis d’identifier clairement les traitements a mettre en ceuvre et en
particulier les filtres passe-bas idéaux a réaliser pour chaque type de réduction.

A partir de cette analyse théorique, nous avons introduit les travaux de différents
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chercheurs ayant pour objectifs de réaliser efficacement 'opération de réduction et
de construire rapidement des pyramides passe-bas d’images a facteur de réduction
2. L’approche de Burt et al. apparait comme la plus intéressante tant sur le plan de
la qualité que sur celui de la complexité algorithmique. En nous inspirant de cette
approche, nous avons proposé une méthode de construction rapide d’une pyramide
en quinconce (facteur de réduction v/2). Enfin, nous avons étudié la construction de
pyramides de différences a facteur de réduction 2 et /2 pour décomposer I'image
originale en bandes fréquentielles.

L’opération de réduction de facteur 2 sera utilisée dans le chapitre 6 comme une
contrainte dans le cadre de notre approche de ’agrandissement par induction sur un
ensemble. Les pyramides passe-bas et de différences a facteur de réduction 2 seront
exploitées dans le chapitre 5 pour la recherche de similarités inter-résolutions. Celles
a facteur de réduction /2 (pyramides en quinconce) seront utilisées dans le chapitre
7 pour améliorer la méthode du chapitre 5.



94

Reéduction et analyse pyramidale d’une tmage




95

Chapitre 5

Agrandissement par synthese de

similarités sur une pyramide

5.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre une approche d’agrandissement originale qui
procede par analyse-synthese de similarités a partir d’une représentation pyrami-
dale de I'image [26]. Notre approche s’inscrit parmi les méthodes d’agrandissement
du chapitre 3 préservant les structures de I'image originale. Le principe général
est d’extraire des relations locales de similarité (ressemblances) entre I'image origi-
nale et ses résolutions inférieures décrites par les différents niveaux de la pyramide.
L’agrandissement est finalement obtenu en effectuant la synthese de ces relations a
une résolution supérieure a celle de I'image originale.

Le modele d’analyse-synthese repose sur une définition précise de la notion de
similarité. Nous dirons que deux blocs! sont similaires s’ils sont reliés par une trans-
formation analytique simple, la nature de cette transformation étant a préciser. De
plus, il faut mettre en place une mesure de similarité pour évaluer le degré de simi-
larité entre deux blocs. Ces deux points sont développés dans la section 5.3.

Une fois que la notion de similarité est précisément définie, la principale difficulté
du modele d’analyse réside dans la recherche des similarités. Une recherche par
exploration exhaustive est laborieuse du point de vue de la complexité algorithmique.
Il faut donc mettre en place des stratégies de recherche efficaces. De plus, on peut
s’interroger sur l'intérét d’une recherche globale par rapport a celui d’une recherche
locale a travers les résolutions. Nous étudions ces différents aspects dans les sections
5.4 ab.6.

Pour extrapoler un niveau inférieur a la base de la pyramide, il faut mettre en
place un modele de synthese des similarités. Pour un agrandissement de facteur 2, le

1. Dans notre approche, un bloc est un ensemble de pixels formant un carré. Cette forme géo-
métrique permet de simplifier de nombreux traitements.
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modele exploite directement la transformation analytique des relations de similarité
ainsi que leur résidu. Pour un agrandissement de facteur supérieur a 2, deux solutions
s’offrent a nous. Soit on généralise le modele de synthese utilisé pour 1’agrandisse-
ment de facteur 2, et dans ce cas "analyse est faite une fois pour toutes, soit on
recommence 'analyse a partir de I’agrandissement de facteur 2, c’est-a-dire que 'on
effectue a nouveau une recherche de similarités, et on applique le modele de synthese
qui produit une résolution double. En itérant ce principe, on obtient ’agrandisse-
ment souhaité. Le modele de synthese et les différentes possibilités d’agrandissement
sont étudiés en détail dans la section 5.7.

A partir de résultats expérimentaux, nous montrons dans la section 5.8 que notre
approche produit de meilleurs agrandissements que les approches classiques qui pré-
servent uniquement les fréquences de 'image originale. Nous montrons également
que ’hypothese de préservation d’une similarité a une résolution supérieure se vérifie
dans la majorité des cas.

Notre approche est liée au zoom fractal (cf. section 3.4) et plus généralement a
la compression fractale, par la notion commune de similarité inter-résolutions. Les
techniques développées dans ce domaine servent donc naturellement de cadre de
référence a notre approche. Cependant, les besoins en compression et en agrandisse-
ment étant relativement différents, le modele que nous développons dans ce chapitre
s’en différencie par de nombreux points, que ce soit dans la phase d’analyse ou dans
celle de synthese. Nous les détaillons dans la conclusion de ce chapitre.

5.2 Généralités sur la méthode

Dans cette section, nous présentons le principe de base de notre approche, puis
nous décrivons les grandes étapes de 1’algorithme qui sont ensuite approfondies dans
les sections suivantes.

5.2.1 Le principe de base

L’idée générale de notre modele d’agrandissement peut se comprendre assez fa-
cilement a 1’aide de la figure 5.1. Celle-ci représente une pyramide a trois niveaux
obtenue a partir de 'image de Lenna. Pour faciliter I'appréciation visuelle, les ni-
veaux supérieurs de la pyramide ont été redimensionnés a la méme échelle que la
base. Pour les besoins de I'explication du modele, supposons que l'image centrale
soit I'image originale et que I'image du bas soit "agrandissement que 1’on cherche a
obtenir. Dans ce cas, les deux images supérieures constituent une pyramide a deux
niveaux dont I'image centrale constitue la base.

Intéressons-nous pour le moment au bloc X situé sur cette base et au bloc Y
situé au premier niveau (image du haut). Supposons que le bloc Y soit similaire
par une transformation analytique simple 7 au bloc X. Dans ce cas, celui-ci peut
étre obtenu en appliquant la transformation 7 au bloc Y et en ajoutant un résidu e,
c’est-a-dire X = 7(Y) + . Si la similarité est de bonne qualité, le résidu est faible,
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sous-résolution
(premier niveau)

image originale
(base)

super-résolution

Figure 5.1 — Synthése d’une similarité a une résolution supérieure.

voire négligeable.

Considérons maintenant les blocs fils X’ et Y situés sur les niveaux immédiate-
ment inférieurs dans la pyramide. Le bloc X’ est le bloc que ’on cherche a synthétiser
sur le niveau de super-résolution de la pyramide. On peut ’exprimer en fonction du
bloc Y’ par la relation X' = 7(Y') + &’ ou & est le résidu inconnu de la trans-
formation. En supposant que la relation de similarité entre X et Y est préservée
idéalement entre leurs blocs fils, on peut considérer que le résidu & est du méme
ordre que le résidu €. Dans ce cas, on peut faire 'approximation X' = 7(Y"') + [(¢)
ou la fonction [ est une fonction d’interpolation qui double la résolution du résidu
E.

En résumé, nous avons synthétisé localement la fonction d’agrandissement = qui
permet de passer d’un bloc X a son bloc fils X', par la suite de relations suivante:

X =Z(X)=Z(r(Y) &) = (V') + &'~ r(Y) + I(c) (5.1)

En d’autres termes, ne connaissant pas le résultat de la fonction d’agrandissement =
pour la configuration du bloc X, nous 'estimons a partir d'un résultat connu Y’ =
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=(Y) situé a une résolution inférieure, et ceci en exploitant la relation de similarité
qui existe entre X et Y. Pour obtenir la totalité du niveau de super-résolution avec
ce principe, on le partitionne® en blocs élémentaires (X!) et on applique 'expression
(5.1) a chaque bloc. Evidemment, en pratique, on ne connait pas les blocs (Y;) qui
sont similaires aux blocs peres (X;). Toute la difficulté du modele est en fait de
trouver ces similarités sur les niveaux supérieurs de la pyramide.

5.2.2 Algorithme général

Sur la base du principe que nous avons décrit précédemment, nous donnons 1’al-
gorithme général du modele d’agrandissement dans la table 5.1. Chaque étape est
détaillée dans la suite.

1. Construire une pyramide.
Construire et organiser un domaine de recherche des similari-
tés D.

3. Partitionner le niveau de super-résolution de la pyramide en

blocs (X7).

4. Rechercher dans le domaine D les blocs (Y;) similaires aux

blocs peres (X;) associés aux blocs (X]).

5. Extrapoler le niveau de super-résolution de la pyramide en

synthétisant les blocs (X!) a partir des relations de similarité

trouvées et des blocs fils (Y/) associés aux blocs (V;).

Table 5.1 — Algorithme général pour obtenir le niveau de super-résolution d’une pyramide.

Etape 1: La pyramide

La construction de la pyramide est basée sur I’étude réalisée dans le chapitre 4.
Pour créer une représentation pyramidale d’une image avec un facteur de réduction
de 2, il faut itérer un filtrage passe-bas, un sous-échantillonnage et une quantification
a partir de I'image originale. Le filtrage passe-bas permet d’éviter le repliement du
spectre causé par l'opération de sous-échantillonnage. Nous avons étudié différents
filtres dans la section 4.3: le filtre 13 x 13 de Meer, les filtres 4 x 4 et 5 x 5 de Burt,
et les filtres 13 x 13 et 15 x 15 de Chin. La construction de la pyramide repose donc
avant tout sur le choix de I'un de ces filtres. Nous renvoyons le lecteur a la section
4.3.4 pour une comparaison expérimentale de ceux-ci.

2. Lorsque les blocs fils et les blocs peres ont le méme support, partitionner le niveau de super-
résolution revient & partitionner la base de la pyramide. Cependant, nous verrons plus loin que la
synthése des similarités peut étre améliorée en choisissant un support plus petit pour les blocs fils,
ce qui entraine un recouvrement des blocs peres. De maniere générale, c’est donc bien le niveau de
super-résolution qui doit étre partitionné et non pas la base de la pyramide.
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Remarquons que le modele d’agrandissement est indépendant du choix du filtre.
Cependant, comme nous le verrons dans la suite, la parité de la fenétre de similarité
est liée a celle du filtre utilisé pour générer la pyramide. Un filtre pair (resp. impair)
induit le choix d’une fenétre de similarité de largeur paire (resp. impaire). Cette
contrainte permet d’éviter un déphasage local lors de la synthese de la similarité.

Par rapport au filtre impair, le filtre pair a l'inconvénient d’introduire un dé-
phasage lors de la construction de la pyramide (cf. figure 4.15). Par ailleurs, une
fenétre de similarité de largeur paire simplifie beaucoup la mise en place du modele
d’agrandissement. Dans la suite, le modele d’agrandissement est développé avec les
deux types de parité. Le cas d’une fenétre de largeur paire a surtout un intérét
«pédagogiquer, tandis que celui d’une fenétre de largeur impaire a plutét un intérét
expérimental.

Outre le filtre, il faut également choisir le nombre de niveaux dans la pyramide.
Plus la pyramide possede de niveaux, plus on augmente la possibilité de trouver de
bonnes similarités. Cependant, on peut s’interroger sur la pertinence d’une similarité
située a une résolution tres grossiere de I'image originale, surtout si celle-ci est tres
complexe. Il faut donc limiter le nombre de niveaux de la pyramide en fonction de
la complexité de I'image a agrandir.

Etape 2: Le domaine de recherche

Le domaine de recherche des similarités D est composé d’'un ensemble de blocs
extraits de la pyramide. Par souci de simplification, ces blocs sont des blocs carrés et
ont tous la méme largeur. Celle-ci correspond a la largeur de la fenétre de similarité
choisie. D’un point de vue expérimental, une taille de 4 x 4 pixels ou de 5 x 5 pixels
selon la parité du filtre, semble la plus appropriée. Avec une largeur de fenétre trop
grande, on diminue la qualité des similarités tandis qu’avec une largeur trop petite,
les similarités ne sont plus significatives.

La premiere condition pour qu’un bloc appartienne au domaine D est qu’il soit
situé sur les niveaux supérieurs de la pyramide, c’est-a-dire sur toute la pyramide sauf
la base. Une similarité avec un bloc Y; qui appartiendrait a la base ne présenterait
aucun intérét puisque son fils Y/ serait inconnu et la synthese de similarité au niveau
de super-résolution ne pourrait pas étre réalisée.

Une autre condition pour que le bloc appartienne au domaine D est qu’il soit
porteur d’une information pertinente. Un bloc homogene ou un bloc composé uni-
quement de basses fréquences (relativement au niveau de la pyramide auquel il se
trouve) ne présente aucun intérét pour une similarité. Les aspects de sélection des
blocs sont traités en section 5.4.

Pour simplifier la recherche des similarités dans ’étape 4, il faut organiser le
domaine D. Une premiere organisation relativement simple consiste a ordonner les
blocs selon leur variance. Une seconde consiste a regrouper les blocs possédant des
caractéristiques communes. Dans ce sens, nous développons dans la section 5.5 une
approche qui consiste a rassembler les blocs similaires par projection (cette notion
est précisée dans la section 5.5.1).
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Etape 3: Le partitionnement

Comme nous ’avons déja précisé dans ’étape précédente, les blocs peres ont une
taille de 4 x 4 pixels ou de 5 x 5 pixels selon la parité du filtre choisi pour construire
la pyramide. Le support spatial des blocs fils ne peut pas excéder celui des blocs
peres, c’est-a-dire qu’ils ont une taille maximale de 8 x 8 pixels ou de 10 x 10 pixels.
Le support d'un bloc fils doit étre centré sur celui du bloc pere et 'ensemble des
blocs fils doit former une partition du niveau de super-résolution. Pour améliorer la
qualité de la super-résolution, on a intérét a diminuer le support des blocs fils par
rapport a celui des blocs peres (ceci est confirmé par les résultats expérimentaux).
De cette maniere, on obtient des recouvrements partiels entre les blocs peres.

bloc pére
@ ; e ® @ & @& @ base de la pyramide

(a) :"; Vlv":_ ‘!;' lv."'-‘ ‘!;' "-,_v: ‘!;' "-,_v: ‘!;' "-,_v: ‘!;' "-,_v: ‘!;' "-,_v: ‘!;' "-,_v:
D%.:.:.:m Poooo®o0o0®ae super-résolution
bloc fils
@ @ @ ® @ @ @ ® base de la pyramide
(b) ::"; :::“. ‘:’:: llv."-‘_ ‘:’:: llv."-‘_ ‘:’:: llv."-‘_ ‘:’:: llv."-‘_ ‘:’:: llv."-‘_ ‘:’:: llv."-‘_ ‘:’:: llv"-.:
® 0 ® @  super-résolution
s : : N _
@ L. @ _1® @ @ .J\ @ base de la pyramide

@00 @ ® @  super-résolution

Figure 5.2 — Représentation unidimensionnelle des différents partitionnements du niveau de
super-résolution lorsque les blocs péres ont une taille de 4 x 4 pixels: (a) blocs fils de 8 x 8
pixels, (b) blocs fils de 4 x 4 pixels, (c) blocs fils de 2 X 2 pixels.

Lorsque les blocs peres ont une taille de 4 x 4 pixels, on définit trois types de
partitionnement du niveau de super-résolution associés a trois tailles différentes des
blocs fils: 8 X 8, 4 x 4 ou 2 x 2 pixels. Ces trois partitionnements sont illustrés sur
une seule dimension sur la figure 5.2. On voit qu’en diminuant la taille des blocs
fils, on augmente en proportion leur nombre pour garantir le pavage du niveau de
super-résolution, et on génere des recouvrements entre les blocs peres puisque leur
taille demeure constante. La complexité algorithmique augmente avec le nombre
de blocs a synthétiser. Avec des blocs fils de taille 4 x 4 et 2 x 2 pixels, on a
également un probleme de pavage sur les bords. En pratique, les pixels concernés
seront simplement interpolés par une transformée B-spline (cf. section 2.3.3).

Dans le cas ou les blocs peres ont une taille de 5 x 5 pixels, on définit un seul
partitionnement du niveau de super-résolution. Comme le montre la figure 5.3 sur
deux dimensions, ce partitionnement est composé de quatre tailles de blocs fils:
5x5,5x3,3x5o0u 3 x3 pixels. Ce partitionnement permet de paver completement
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bloc fils

bloc pére

sowos

Figure 5.3 — Partitionnement du niveau de super-résolution lorsque les blocs péres ont une
taille de 5 x 5 pixels. Il y a quatre supports différents pour les blocs fils: 5 x 5, 5 x 3,3 x5
ou 3 X 3 pixels.

une image dont la largeur est un multiple de huit. Il permet également d’obtenir des
recouvrements partiels entre les blocs peres.

Les partitions que nous avons choisies sont relativement simples et rigides, dans
le sens ou elles ne s’adaptent pas a I'image. Ce choix s’explique au moins par deux
raisons. Tout d’abord, lorsqu’il y a des recouvrements entre les blocs peres, on peut
difficilement envisager de faire un partitionnement adaptatif du niveau de super-
résolution. Ensuite, la partition du niveau de super-résolution est liée a la géométrie
des blocs peres situés a la base de la pyramide. En prenant un support a géométrie
carrée pour ces derniers, on simplifie la construction et "organisation du domaine
de recherche D, et les similarités sont donc plus faciles a rechercher.

Etape 4: La recherche des similarités

La recherche des similarités dans le domaine D tire parti de la sélection des blocs
et de leur organisation faites dans 1’étape 2. Pour trouver une similarité d’un bloc
X;, le schéma de recherche le plus évident consiste a parcourir le domaine D en
évaluant le degré de similarité de chaque bloc. Le bloc retenu est le bloc du domaine
qui minimise la mesure de similarité au bloc X;. On peut parler dans ce cas d’une
recherche globale. Avec ce schéma de recherche, on exploite uniquement la sélection
des blocs réalisée dans 1’étape 2. Le domaine D étant en pratique relativement vaste,
une recherche globale nécessite de nombreux calculs. Pour accélérer la recherche,
on exploite 'organisation du domaine réalisée dans 1’étape 2. Comme nous 'avons
déja précisé, le domaine est organisé en classes rassemblant les blocs similaires par
projection (voir section 5.5). Chacune de ces classes contient un bloc particulier
appelé le représentant de la classe. Ainsi, pour exploiter 'organisation du domaine,
la recherche d’une similarité ne se fait plus parmi I’ensemble des blocs du domaine
D mais parmi ’ensemble des représentants des classes du domaine. Cette recherche
est ensuite poursuivie a l'intérieur de la classe retenue. Avec cette optimisation de
la recherche globale, on ne garantit pas que le bloc Y; soit le bloc le plus similaire
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a X; dans le domaine D. Cependant, on réalise un bon compromis entre la qualité
de la similarité trouvée et la complexité de la recherche globale. Nous étudions en
détail I’algorithme de recherche globale dans la section 5.6.2.

Une alternative a la recherche globale d’une similarité du bloc X; est de faire une
recherche sur un certain voisinage autour de I’axe des résolutions centré sur le bloc
X;. Dans ce cas, la recherche d’une similarité dans le domaine D est contrainte par
la localisation du bloc, celui-ci ne devant pas étre situé a plus d’une certaine distance
du bloc X; (parametre de I’algorithme). On peut donc parler d’une recherche locale
au bloc X;. Une recherche tres locale convient surtout pour les blocs (X;) qui sont
traversés par un contour simple. En effet, il est reconnu que la majorité des contours
existe a toutes les résolutions d’une image (cf. section 3.3). Pour un bloc X; situé
sur un contour, il y a donc une forte probabilité de trouver une bonne similarité
autour de 1’axe des résolutions qui le traverse. L’algorithme d’une recherche locale
est approfondi dans la section 5.6.3.

La recherche d’une similarité pour un bloc homogene ou porteur d’une informa-
tion basse-fréquence ne présente pas d’intérét. Les conditions pour lancer la recherche
d’une similarité sont étudiées dans la section 5.6.1.

Etape 5: La synthese des similarités

Les blocs (X]) a synthétiser forment une partition du niveau de super-résolution
de la pyramide (voir étape 3). Pour un bloc X! dont le pere X; est homogene ou
porteur d’une information basse-fréquence, on réalise une simple interpolation. Pour
les autres blocs X!, on réalise une synthese en exploitant la similarité qui relie le
bloc pere X; au bloc Y; selon le principe que nous avons présenté dans la section
5.2.1. Ce modele de synthese est décrit en détail dans la section 5.7.1.

Pour obtenir un agrandissement de facteur supérieur a 2, on peut envisager deux
approches. La premiere consiste a recommencer la phase d’analyse-synthese en consi-
dérant que le niveau de super-résolution est la nouvelle base de la pyramide. En ité-
rant ce principe, on produit toutes les résolutions intermédiaires a ’agrandissement
souhaité. A chaque itération, le nombre des blocs (X!) est quadruplé et le temps de
recherche des similarités des blocs peres est multiplié par quatre. Pour éviter une
croissance démesurée de la complexité algorithmique, on ne reconstruit pas le do-
maine de recherche D a chaque itération. Autrement dit, les similarités sont toujours
recherchées dans les niveaux supérieurs de la pyramide construite a partir de I'image
originale. Finalement, cette approche consiste a itérer uniquement les étapes 3 a 5
de I'algorithme défini dans la table 5.1 en doublant a chaque fois la résolution de la
base de la pyramide.

La deuxieme approche consiste a réutiliser uniquement le modele de synthese
a partir de la premiere analyse. Comme pour la premiere approche, on produit les
résolutions intermédiaires a I’agrandissement souhaité, mais le nombre de blocs (X!)
reste inchangé. En fait, seule la taille des blocs (X!) et (V) double a chaque itération.
Les blocs (X/) sont synthétisés a partir des blocs (Y/) avec les relations de similarité
trouvées lors de la premiere analyse. Le résidu de la transformation analytique est
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obtenu en interpolant le résidu initial &; avec le facteur d’agrandissement approprié.
Cette approche a l'avantage sur la premiere d’étre beaucoup plus rapide, surtout
lorsque le facteur d’agrandissement est important. Cependant, comme le montrent
les résultats expérimentaux de la section 5.8, elle génere des artefacts dans I'image
agrandie. Les deux approches d’agrandissement sont développées dans la section

5.7.2.

5.3 La mesure de similarité entre deux blocs

On dit qu'un bloc Y est similaire a un bloc X si en déformant le bloc Y avec une
transformation simple sur les niveaux de gris, on arrive a minimiser suffisamment
la distance au bloc X. L’avantage de cette définition de la similarité réside dans la
possibilité de synthétiser la relation existante entre les deux blocs grace a la fonction
de transformation. On voit que le degré de similarité entre deux blocs va dépendre
du choix d’une transformation élémentaire et de celui d’une métrique pour exprimer
la distance. En compression par fractale, on utilise une métrique induite par la
norme (2 et la transformation est généralement affine [50]. Le choix de ce type de
transformation peut s’expliquer par son rapport avec la réalité physique. On peut
en effet relier une transformation linéaire a une modification de la luminosité et du
contraste du bloc Y. De plus, dans une optique de compression, le stockage de la
transformation est crucial. Le choix d’une transformation linéaire se révele alors tres
avantageux puisqu’il n’y a que deux parametres a stocker: le coefficient d’échelle et
le coefficient de décalage. On peut également améliorer le modele de similarité en
augmentant la transformation avec des rotations et des réflexions du bloc Y, ce qui
fait un total de huit isométries possibles [72], [73]. Ceci améliore la qualité de I'image
compressée, mais affaiblit le taux de compression avec un parametre supplémentaire
a stocker.

Dans le cadre de ’'agrandissement d’images, le nombre de parametres de la trans-
formation n’est pas crucial. Nous pouvons donc généraliser le concept de similarité
en utilisant des transformations plus complexes. Dans la suite, nous décrivons un
modele de similarité basé sur des transformations polynomiales. Nous montrons en-
suite que les parametres de la transformation peuvent étre obtenus en résolvant un
systeme d’équations. Nous terminons cette section par des exemples de mesures de
similarité réalisées avec différents polynomes.

5.3.1 Le modéle de similarité

Nous définissons la mesure de similarité d’un bloc Y a un bloc X de méme taille
N x N, par la fonction suivante:

X(X,Y) = min || X — 7,5 0 6x(Y) | (5.2)

T(p,q) F
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ou la fonction 7(,,) est une fonction de transformation massique définie par un
polynome d’échelle de degré p et un polynome fize de degré ¢:

(o) (Yis) Z an Y + Z "t eng” (5.3)

Et la fonction 8 est une fonction de transformation spatiale qui réalise une isométrie
particuliere du bloc selon la valeur de k. Les huit isométries possibles sont définies
de la maniere suivante:

Identité Oo(Yi;) =Y.
Rotation de — 90° autour du centre 01(Y; ;) = Yn_1—j
Rotation de — 180° autour du centre 02(Y; ;) = Yn_1—in—1-;
Rotation de + 90° autour du centre O5(Y; ;) =Y, N1 (5.4)
Réflexion autour de ['axe horizontal 04(Y; ;) =Yn_1-ij
Reéflexion autour de l'axe vertical O5(Y; ;) = Yin-1-j
Réflexion autour de Uaxe diagonal —45° 0s(Y:;) =Y,
(¥i)

Réflexion autour de Uaxe diagonal +45° 0:(Y; ;) = Yn_1-;n-1-

Dans I’expression (5.3), le polynéme d’échelle agit directement sur les niveaux de gris
du bloc Y, alors que le polynéme fixe ajoute un bloc constant plus ou moins complexe
selon la valeur de q. Les coefficients (a,), (b,) et (¢,) permettent de controler le degré
de transformation finale du bloc Y. Par exemple, en prenant p=1,¢=10, a; = 1 et
by = ¢o = 0, on obtient une transformation identique. En supprimant les contraintes
sur les coefficients ay, by et cg, on obtient une transformation linéaire du bloc Y. En
augmentant les valeurs de p et ¢, on obtient des transformations polynomiales de
plus en plus complexes.

Dans la littérature, la transformation linéaire (p = 1 et ¢ = 0) est le modele de
transformation le plus répandu. L’utilisation d’une transformation plus complexe
est rare. On peut toutefois trouver 'expérimentation des polynomes d’échelle qua-
dratique et cubique avec ¢ = 0 [88], [150], et celle des polynomes fixe linéaire,
quadratique et cubique avec p = 1 [49], [62], [96], [97]. Dans le cadre de notre étude,
nous généralisons ces approches en faisant varier a la fois p et g avec p € {1,2,3} et
q € {0,1,2} De plus, nous nous affranchissons des contraintes liées a la contraction
de la transformation fractale (cf. section 3.4.1). En effet, dans la phase de décodage
en compression par fractale, la transformation est itérée sur une image quelconque
et il faut assurer la convergence vers un attracteur unique proche de I'image origi-
nale. Comme nous le verrons plus loin en détail, la notion d’attracteur est absente
de notre approche. La transformation est appliquée une seule fois a une résolution
supérieure. Nous n’avons donc pas besoin d’ajouter de contraintes particulieres sur
les coefficients de la transformation.

Le degré p du polynéme d’échelle et le degré ¢ du polynome fixe étant choisis,
la mesure de similarité du bloc Y au bloc X passe par la résolution du probleme
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de minimisation dans 'expression (5.2). Cette minimisation se fait en ajustant les
variables réelles (a,), (b,), et (c,) dans la transformation massique 7, ,), ainsi que la
variable entiere k liée a la transformation spatiale 8. La procédure de minimisation
est réalisée en optimisant la transformation massique pour les huit valeurs de k. La
mesure de similarité finale correspond alors a la mesure minimale obtenue en faisant
varier k.

5.3.2 Calcul des coefficients de la transformation massique

Pour une valeur fixée de k, le probleme de minimisation qui apparait en (5.2)
revient a minimiser la fonction suivante:

N-1
2
f(alv <oy lp, bOv ERI) bq7 €o, - - - ,Cq) = Z (XiJ - T(p7q)(}/i7])) (55)
t,5=0
Cette fonction étant convexe, on peut obtenir les coefficients optimaux (a,), (b,),
et (¢,) en annulant les dérivées partielles de la fonction £ pour chaque coefficient,
c’est-a-dire:

9€(a1,..,ap,bo,..sbgyco,.nCq) _ 9é(a1ye.ap,bo,..bgycoseeCq) — 0

daq dap
9€(a1,..,ap,bo,..sbgyco,.nCq) _ O€(a1ye.,ap,bo,..bgycosencq)

o — = o —0 (5.6)
9€(a1,..,ap,bo,..sbgyco,.nCq) _ O€(a1ye.,ap,bo,..bgycosencq) 0

deg - - dcq -

Ce systeme d’équations peut se mettre sous la forme matricielle Ax = B suivante:

Y2 Yrtt | 0y 1Y | VY 77Y aq XY
Yrtl Y2 | 0y 19YP | jOYP Jayr ap XY
Y0 Yri0 | 40 i | j040 7410 bo X0
Yi? Yria | it 20 | 04 7919 b, X4
Vi Ve | e | 7o e | | XP
RE Yega | 01 iyt | g 7] e ] | X5
(5.7)

oll la notation X est définie par z7y™ = Lty N
La matrice A est une matrice carrée symétrique de largeur p + 2(¢ + 1). On peut
facilement obtenir la matrice inverse A~! et résoudre le systéeme d’équations avec

I’algorithme de Gauss-Jordan [109].

5.3.3 Exemples

Nous illustrons le modele de similarité a partir d’une pyramide a deux niveaux
qui est montrée dans I'encadré du haut sur la figure 5.4. Le bloc de référence X
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image originale domaine
du bloc Y
réduction o
bloc X T(p)° Bk (Y) bloc Y

X (X,Y) = 4820
X (X,Y) = 3953
X (X,Y) = 3075
X (X,Y) = 2091
X (X,Y) = 1083

Figure 5.4 — Exemples de similarités avec différentes fonctions de transformation: (a) trans-
formation linéaire 7(; o), (b) transformation linéaire 7(; o) avec isométrie (rotation +90°), (c)
transformation 7(3¢), (d) transformation 7(; 5y, (e) transformation 75 ).
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est un bloc de 5 x 5 pixels situé a la base de la pyramide dans le coin supérieur du
chapeau de Lenna. Dans les exemples qui suivent, le bloc Y est le bloc du premier
niveau (image réduite) qui minimise la mesure de similarité au bloc X avec une
certaine transformation.

La figure 5.4(a) illustre le cas ou la transformation massique est linéaire. Le bloc
Y le plus similaire au bloc X est situé dans le coin inférieur du chapeau. Dans
cet exemple, la transformation 7 o) réalise une inversion des niveaux de gris (le
coefficient ay est négatif), comme le montre I'image du centre.

Les figures 5.4(c), 5.4(d) et 5.4(e) illustrent des transformations massiques plus
complexes avec respectivement 7(s ), 7(1,2) €t 7(s2). Dans chaque cas, la meilleure
similarité est également située dans le coin inférieur du chapeau. Cependant, plus
la transformation est complexe et plus la mesure de similarité diminue. Ceci est
normal, puisque 'espace de transformation s’agrandit lorsque p et ¢ augmentent.
Remarquons que le polynéme fixe permet plus de liberté que le polynéme d’échelle,
puisqu’il ajoute un bloc analytique indépendant du bloc X.

La figure 5.4(b) montre le cas ou la transformation est composée d’isométries.
Dans cet exemple, le bloc Y le plus similaire au bloc X est situé sur 1’ceil de Lenna.
Il est rendu similaire au bloc X apres une rotation de 45°. On remarque que la
transformation massique 7(; gy agit tres peu sur les niveaux de gris.

5.4 Construction et organisation primaire d’un

domaine de recherche

Dans l'algorithme décrit en section 5.2, la phase d’analyse consiste a trouver des
similarités entre la base de la pyramide et ses niveaux supérieurs. Comme la com-
plexité algorithmique de cette opération est particulierement élevée, il faut mettre en
place une stratégie d’optimisation des recherches. Pour cela, les similarités ne sont
pas recherchées directement dans la pyramide, mais dans une structure organisée
appelée domaine de recherche. Celui-ci est composé d’un ensemble de blocs extraits
des niveaux supérieurs de la pyramide. La taille de ces blocs est la méme que celle de
la fenétre de similarité. Comme nous 1’avons déja précisé en section 5.2, cette taille
est de 4 x 4 pixels lorsque le filtre est pair et de 5 x 5 pixels lorsqu’il est impair.

Pour construire un domaine de recherche optimal, il faut sélectionner uniquement
des blocs porteurs d’une information réellement pertinente. Cependant, la sélection
ne doit pas étre trop restrictive, sous peine de diminuer la probabilité de trouver de
bonnes similarités. Dans la suite de cette section, nous décrivons deux schémas de sé-
lection basés sur la variance. Le premier exploite directement la pyramide construite
a partir de I'image originale et le second une pyramide de différences.
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5.4.1 La sélection et ’ordre des blocs

La construction initiale du domaine de recherche consiste simplement a sélec-
tionner des blocs de la pyramide. Pour cela, on déplace une fenétre de sélection sur
tous les niveaux de la pyramide sauf la base, comme l'illustre la figure 5.5(a). Pour
sélectionner un bloc, la seule contrainte que nous imposons est que sa variance soit
supérieure ou égale a un seuil limite 2, . Un bloc homogene ou presque homogene
ne présente pas suffisamment d’informations pour faire 'objet d’une similarité. De
plus, il est tres probable que le peu d’informations relevées dans ce type de bloc
ne soit finalement que du bruit. Si ce bloc était sélectionné, il y aurait un risque
pour que la transformation analytique amplifie considérablement le bruit et que la
similarité ne soit plus significative. Une sélection basée sur la variance apparait donc
comme un excellent moyen pour écarter ce type de bloc.

image originale fenétre de sélection

§

| L |
sélection des blocs sélection des blocs
selon la variance selon la variance des différences

(b)

Figure 5.5 — Construction et organisation primaire d’un domaine de recherche (blocs de taille
5 x b pixels) : (a) sélection des blocs sur la pyramide passe-bas, (b) sélection des blocs sur la
pyramide de différences (les niveaux de gris sur la pyramide sont amplifiés d'un facteur 2).
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Une organisation primaire des blocs sélectionnés peut étre réalisée en les ordon-
nant selon un certain critere mathématique. En référence a un article de Lee et
al. [83], nous prenons également la mesure de la variance pour ordonner les blocs.
Nous verrons dans la section 5.6 comment on peut limiter I’espace de recherche en
exploitant cet ordre.

La figure 5.5(a) illustre le domaine de recherche obtenu en ordonnant les blocs
selon la variance : le bloc qui a la variance la plus faible est dans le coin haut-gauche
et le bloc qui a la variance la plus forte est dans le coin bas-droit. Ces blocs ont été
sélectionnés a partir d’une pyramide de 4 niveaux construite avec le filtre 5 x 5 de
Burt (8 = 0.6). La base de la pyramide est une image de Lenna de 128 x 128 pixels.
Le filtre étant impair, on prend une fenétre de sélection de 5 x 5 pixels. Dans cet
exemple, ’écart-type limite qui a été choisi est 0,,;, = 35. Cette valeur correspond a
une sélection de 1265 blocs. La figure 5.6 montre le nombre de blocs sélectionnés en
fonction de la valeur de ¢,,,;,. On obtient un maximum de 4528 blocs dans le domaine
de recherche lorsque o,,;,, = 0. L’écart-type maximum que 1’on peut obtenir pour
un bloc de 5 x 5 pixels avec 256 niveaux de gris est o &~ 127. Il correspond au cas
ou 12 ou 13 pixels sont blancs et 13 ou 12 pixels sont noirs. Pour I'image de Lenna,
I’écart-type maximum que 1’on peut trouver est o &~ 75. Dans cet exemple, la courbe
de sélection est a peu pres linéaire. La fixation du seuil n’est donc pas facile. Avec
une image originale plus simple, comme celle du cameraman, 25% des blocs des
trois niveaux supérieurs de la pyramide ont un écart-type inférieur a 2 et 40% ont
un écart-type inférieur a 5. Dans ce cas, le choix du seuil est plus simple puisqu’en
choisissant o,,;, = 5, on supprime une majorité de blocs inintéressants.

5.4.2 La sélection avec une pyramide de différences

Une alternative a la sélection précédente est de sélectionner un bloc en fonction
de son contenu fréquentiel. Un bloc de type haute-fréquence est porteur d’une in-
formation pertinente puisqu’il apporte une information supplémentaire par rapport
a son bloc pere dans la pyramide. Au contraire, un bloc de type basse-fréquence ne
contient aucune information supplémentaire et ses descendants non plus. Ces der-
niers ne doivent donc pas étre sélectionnés pour construire le domaine de recherche.

On peut obtenir facilement I'information fréquentielle d’un bloc en exploitant une
pyramide de différences (cf. section 4.3.5). Cette pyramide se construit directement
a partir de la pyramide passe-bas en deux étapes. La premiere étape consiste a fil-
trer chaque niveau de la pyramide passe-bas avec le méme filtre qui a servi pour
sa construction. On obtient ainsi une pyramide filtrée ou chaque niveau exprime
les basses fréquences des niveaux associés dans la pyramide passe-bas. La deuxieme
étape consiste a soustraire les niveaux de la pyramide filtrée de ceux de la pyra-
mide passe-bas, afin de générer la pyramide de différences. Chaque niveau de cette
pyramide exprime les hautes fréquences des niveaux associés dans la pyramide passe-
bas. 1l s’agit de I'information perdue lors des réductions successives. La figure 5.5(b)
illustre la pyramide de différences obtenue avec la pyramide passe-bas de la figure
5.5(a). La base n’est pas montrée puisqu’elle n’est pas utilisée pour la sélection des
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Nombre de blocs sélectionnés
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Figure 5.6 — Courbe illustrant le nombre de blocs sélectionnés en fonction de I'écart-type 7,
(<) sélections sur la pyramide passe-bas, (+) sélections sur la pyramide de différences.

blocs.

Comme dans le schéma de sélection de la section 5.4.1, un bloc est sélectionné si sa
variance est supérieure ou égale a un seuil limite o2 . . La seule différence est que le
calcul de la variance est réalisé sur la pyramide des différences. L’entropie des niveaux
de gris étant plus faible, il faut diminuer o2, . Comme précédemment, on peut fixer
le seuil en s’aidant d’une courbe qui exprime le nombre de blocs sélectionnés en
fonction de la valeur de 0,,;,. Comme le montre la figure 5.6, la courbe obtenue
est également linéaire, mais elle est comprimée par rapport a la courbe trouvée en
sélectionnant les blocs directement dans la pyramide passe-bas. Pour garder a peu
pres le méme nombre de blocs, c’est-a-dire 1265 blocs, il faut que le seuil ait la
valeur o,,;, = 11. Dans ce cas, le domaine est composé de 1235 blocs. Le domaine
de recherche obtenu avec ce seuil est illustré sur la figure 5.5(b). Par rapport au
domaine obtenu sur la figure 5.5(a), on peut observer que les différences se situent
surtout au niveau des blocs de faible variance. Avec la pyramide de différences, les
blocs de faible variance ont une dynamique moins élevée sur les niveaux de gris.
Cependant, ils sont porteurs d’une information fréquentielle plus riche et donc plus
pertinente pour la synthese des similarités. Cependant, le risque de sélectionner des
blocs qui sont porteurs de bruit augmente, puisque celui-ci se situe surtout dans les
hautes fréquences. Pour profiter des deux schémas de sélection, on peut envisager un
schéma hybride ou un bloc est sélectionné en fonction de sa variance sur la pyramide

passe-bas et de celle sur la pyramide de différences. On a dans ce cas deux variances
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limites a respecter.

5.5 Classification par la mesure d’angles entre les

espaces de transformation

Pour faciliter la recherche d’une similarité dans le domaine, il est préférable de
I’organiser en regroupant les blocs qui ont des caractéristiques communes. En com-
pression par fractale, de nombreuses méthodes ont été proposées dans ce but. De
maniere générale, on trouve des méthodes qui classifient les blocs en utilisant des
mesures mathématiques simples (moyenne, variance, gradient, etc.) [51], [72] , et
d’autres qui procedent par agrégation autour de blocs caractéristiques [19], [47],
[84]. Cependant, toutes ces méthodes ne sont pas optimales puisque la construction
des classes est indépendante du modele de similarité.

Nous proposons dans cette section de regrouper les blocs du domaine qui ont
un espace de transformation relativement proche. La distance entre ces espaces est
évaluée par la mesure d’angle. Les groupes ainsi construits contiennent des blocs
ayant une mesure de similarité a peu pres identique, quel que soit le bloc de référence.
Pour évaluer la similarité d’un groupe de blocs, il est donc suffisant de mesurer la
similarité avec un seul de ses blocs. Ce principe est décrit en détail dans la section
5.5.1. Dans la section 5.5.2, nous étudions la mesure d’angle entre deux espaces
de transformation lorsque le modele de similarité est basé sur une transformation
polynomiale quelconque. Dans la section 5.5.3, nous donnons un algorithme pour
calculer I’angle entre deux espaces de transformation dans le cas particulier ou la
transformation est linéaire. La section 5.5.4 contient des résultats expérimentaux.

5.5.1 Principe général de la classification

Dans la section 5.3.1, nous avons vu que pour mesurer la similarité d’un bloc
Y a un bloc X de méme taille N x N pixels, il fallait résoudre un probleme de
minimisation dans I’expression (5.2). En considérant les blocs X et Y sous une forme
vectorielle dans un espace a N? dimensions, ’opération de minimisation équivaut &
une projection du bloc X sur le sous-espace engendré par la transformation du bloc
Y. Chaque dimension de l'espace représente la variation d’intensité associée a un
pixel du bloc.

Pour simplifier la présentation de la méthode, prenons le cas d’une transformation
massique linéaire 7(; o) et d'une transformation spatiale identité 6y. La mesure de
similarité dans ’espace vectoriel devient alors :

X(X,Y) = min | X —aY — (bo+ co)1 |? (5.8)
ot T represente le vecteur unité. La minimisation revient dans ce cas a prOJeter le
vecteur X sur le sous- espace a deux dimensions engendré par les vecteurs Y et 1
comme l'illustre la figure 5.7 pour le cas simple ou les blocs sont composés de trois
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Figure 5.7 — Interprétation géométrique de la mesure de similarité avec une transformation
linéaire.

pixels. En notant 77 le plan engendré par Y et 1 et PI’OJP on ()?) le vecteur issu

de la projection orthogonale de X sur 77 , on peut alors réécrire 'expression (5.8)
sous la forme suivante:

VX Y) = X~ Projp (X) (5.9)

Avec une transformation massique toujours linéaire, considérons deux blocs A
et B appartenant au domaine de recherche primaire. Supposons que l'on cherche a
mesurer leur similarité a un bloc de référence X. L’espace de transformation associé
au bloc A est le plan 77 i et celui associé au bloc B est le plan 77 A1) Remar-
quons qu’avec une transformatlon massique linéaire, les espaces de transformatlon
ont toujours le vecteur unitaire 1 en commun. Soient NA — ANT et NB - B /\1 les
vecteurs normaux aux plans de transformation associés respectivement aux vecteurs
A et B. Notons a = (]\7A, ZVB) I’angle des deux vecteurs normaux. Lorsque o = 0,
les deux plans de transformation sont confondus et le résultat de la projection de X
est identique pour les deux plans. Dans ce cas, nous disons que ces deux blocs sont
similaires par projection. Quel que soit le vecteur )__(:, le résultat de la projection sur
les deux plans donne un vecteur unique Projp(gyf) (X) = Projp(éyf) (X). Lorsque deux

blocs du domaine sont similaires par projection, on a tout intérét a les regrouper au
sein d’une méme classe. Ainsi, on peut mesurer la similarité des blocs d’une classe
a un bloc X par une seule projection en choisissant un bloc quelconque de cette
classe. On voit donc que la mesure de I'angle o apparait comme un critere de re-
groupement des blocs du domaine de recherche primaire. L’espace vectoriel étant en
pratique relativement grand (25 dimensions pour des blocs de 5 x 5 pixels), 'angle
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nul est tres peu probable. Pour regrouper les blocs, il faut donc accorder une certaine
tolérance sur I'angle . L’angle maximum a ne pas dépasser sera noté o, ,,. Si cet
angle-limite est suffisamment petit, on peut considérer que la projection de X sur
les plans P(A'i) et P(gi) génere deux vecteurs assez proches pour que les blocs A et
B soient regroupés au sein d’une méme classe.

Lorsque a4, = 0, la construction d’une classe avec plus de deux blocs ne pose
aucun probleme particulier. On regroupe simplement les blocs qui partagent le méme
espace de transformation. Par contre, lorsque a,,,, > 0, il existe différentes solu-
tions pour construire une classe avec plus de deux blocs. Une premiere solution
est d’inclure un bloc A dans une classe si pour tous les blocs B appartenant a
cette classe on a a = (]VA, ZVB) < @z Une deuxieme solution est d’inclure un
bloc A dans une classe si pour au moins un bloc B appartenant a cette classe on a
o= (]VA, ZVB) < Apaz- Une troisieme solution est d’avoir un unique bloc de référence
R dans la classe et d’inclure un bloc A dans cette classe s1 a = (]VA, ZVR) < Opan-
En pratique, nous avons choisi cette derniere solution. Elle permet de limiter la
propagation des regroupements et sa complexité algorithmique est plus réduite que
celle des deux premieres solutions. Avec cette troisieme solution, la classification du
domaine primaire avec la mesure d’angle va dépendre a la fois du choix de 'angle-
limite a4, et de celui des blocs de référence pour la construction des classes. On
peut voir cette classification comme une sorte d’algorithme d’agrégation.

1. Construire le domaine de recherche primaire D;.
. Extraire le bloc A de D; qui a la plus grande variance.
3. Extraire tous les blocs B de D; pour lesquels:

a = (ﬁAaﬁB) S Umax

4. Regrouper le bloc A et les bloc extraits B au sein d’une unique
classe dans le domaine secondaire Ds.
5. Sile domaine Dy n’est pas vide, retourner a I’étape 2.

Table 5.2 — Algorithme général de classification du domaine de recherche primaire.

Le principe général de 'algorithme de classification est résumé dans la table 5.2.
La construction du domaine de recherche primaire (étape 1) a été étudiée dans la
section 5.4. Pour construire une classe du domaine secondaire, nous avons choisi de
prendre comme bloc de référence le bloc qui possede la plus grande variance parmi
les blocs restants du domaine primaire (étape 2). Ce choix s’explique par le fait
que le bloc qui possede la plus grande variance a un rapport information/bruit qui
est en probabilité plus élevé que les autres. De plus, il est préférable de créer les
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classes a partir de blocs de référence qui contiennent de I'information pertinente
par rapport au contenu de I'image. L’élimination progressive des blocs du domaine
primaire (étape 3) garantit que tout bloc du domaine primaire appartient & une
et une seule classe du domaine secondaire. Elle permet également d’optimiser la
complexité algorithmique de la classification. L’algorithme général de classification
étant donné, il nous reste a mesurer 1’angle o formé par les deux vecteurs normaux
aux espaces de transformation associés a deux blocs A et B.

5.5.2 La mesure d’angle entre deux espaces de transformation

Pour mesurer ’angle « entre les deux vecteurs normaux aux espaces de transfor-
mation associés aux blocs A et B, il faut effectuer un plongement dans un espace a
deux dimensions. Quelle que soit la dimension de I’espace initial, on peut montrer
que a peut toujours étre obtenu par la formule analytique suivante:

Na, N
o = — N4, Vo) (5.10)
I Nall- |l N |l

La probleme de la mesure d’angle étant résolu, il nous reste a déterminer précisément
les vecteurs normaux N4 et Np. Supposons que les blocs aient une taille de N x
N pixels, 'espace vectoriel associé est dans ce cas de dimension N2. Supposons
également que la dimension de 'espace de transformation soit de dimension d <
N2, Celle-ci dépend en fait de la complexité de la transformation massique dans le
modele de similarité. Pour que le vecteur normal a ’espace de transformation ait
une existence, il faut effectuer un plongement dans un espace de dimension d + 1.
Une fois ce plongement réalisé, il faut effectuer le produit vectoriel des d vecteurs
associés a l’espace de transformation pour obtenir le vecteur normal.

Prenons le cas le plus simple ou la transformation massique est une transformation
linéaire 71 0y avec by = co = 0. Dans ce cas, le polynome fixe n’est pas pris en compte
dans la transformation et ’espace de transformation d’un bloc est simplement une
droite dont le vecteur directeur est le bloc lui-méme. Notons Dz et Dy les droites
de transformation associées aux blocs A et B. En théorie, pour obtenir les vecteurs
normaux aux droites D et Dy, il faut faire un plongement dans I'espace a deux

dimensions engendré par les vecteurs Aet B. En pratique, cette procédure peut ¢tre
evitée. En effet, dans 'espace a deux dimensions, I'angle entre N4 et Np est égal a
I’angle entre A et B. Dans ce cas partlcuher on peut donc obtenir « en calculant
directement 'angle entre les vecteurs Aet B dans I espace initial & N? dimensions
Pour cela, il suffit d’utiliser la formule (5.10) en substituant Ny par Aet Ng par B.

Prenons maintenant le cas un peu plus compliqué d’une transformation massique
linéaire 7(; 0y ou les coefficients by et ¢y ne sont pas contraints. Comme nous I’avons
déja précisé précédemment, les espaces de transformation associés aux blocs A et B
sont définis par deux plans p(ff,f) et P(B,T)' Dans ce cas, pour obtenir les vecteurs

normaux N, et ]\7]3, il faut effectuer un plongement dans un espace a trois dimen-
sions. Ce plongement est réalisé dans 'espace défini par les trois vecteurs A, B et
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1. On détermine ensuite les vecteurs normaux en effectuant les produits vectoriels
Nys=AAN1et Ng = BA1. Un algorithme détaillé est donné dans la section 5.5.3.

Pour généraliser cette approche a une transformation massique 7,4 définie par
(5.3), on considere la transformation équivalente dans ’espace vectoriel des blocs.
On obtient 'expression suivante:

o (V) = 3 @,V 4+ 3 (6,7 + c0)") (5.11)

Dans le cas général, on voit que l'espace de transformation associé a un bloc est
engendré par un ensemble de p + 2¢g + 1 vecteurs. Pour simplifier I’écriture, nous
notons cet espace E(W 7 Pour obtenir les vecteurs normaux N4 et Np, il faut

nécessairement effectuer un plongement dans un espace a p 4+ 2¢g + 2 dimensions.

L’espace de plus petites dimensions dans lequel on peut effectuer un plongement
t 1 dré la totalité d t i définissent I’ & = =

est 'espace engendré par la totalité des vecteurs qui définissent I'espace (11?7 —

t la totalité d i défini t & > — . Ces d t
et la totalité de ceux qui définissent l'espace € w3 -3 = . Ces deux espaces ont en

commun les vecteurs associés au polynome fixe dans I'expression (5.11), c’est-a-dire
les vecteurs 7,...,2?,...,; et 1. Ainsi, la dimension minimale du plongement est
2p + 2q + 1. Pour que les vecteurs normaux aient une existence dans un espace
commun, il faut forcément que l'on ait p = 1. Cependant, il n’y a pas de restriction
sur le degré ¢ du polynome fixe. En conclusion, la mesure de ’angle o n’est possible
que si le polynome d’échelle est linéaire. Dans ce cas, on peut réaliser le plongement
dans l'espace a 2¢ + 3 dimensions, Les vecteurs normaux sont ensuite obtenus par
les produits vectoriels Ni=AA 7 AT ﬁ A /\] ATet Ng = BA 7 A
PN ﬁ Ao /\j/\ 1. Dans la suite, nous nous mteressons uniquement au cas ou ¢ = 0.

5.5.3 Un algorithme mesurant ’angle entre deux plans de
transformation

Dans cette section, nous développons un algorithme pour mesurer I’angle entre
deux espaces de transformation associés a deux blocs A et B lorsque la transfor-
mation massique est linéaire (cf. équation (5.8)). Dans ce cas, les deux espaces de
transformation sont décrits par les deux plans P ;) et P(gi) dans 'espace vecto-
riel des blocs. Plus rigoureusement, 1’angle entre les deux plans de transformation
correspond a ’angle « formé par leurs vecteurs normaux respectifs N4 et Ng. Pour
que ceux-ci alent une existence, la premiere opération a réaliser est de faire un plon-
gement de 'espace initial vers un espace a trois dimensions.

L’espace initial, noté E, est 'espace vectoriel des blocs de taille N x N pixels.
La dimension de l’espace E est donc N2, On_ munlt cet espace d’un repere ortho-
normal (O, €y, €s,...,En2). Les vecteurs A B et T sont initialement définis dans
cet espace. Le plongement de ces trois vecteurs dans un espace a trois dimensions
est toujours possible. Pour cela, il faut trouver un nouveau repere orthonormal
(O, k‘l,k‘z, .. sz) dans lespace E ayant la proprlete de rendre nul les produits
scalaires des vecteurs A B et T avec les vecteurs k4, k5, cees k . Une fois ce repere
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2.

3.

1.

Annulation des composantes du vecteur 1 :

Pour i allant de N2 & 2

{x??&Wﬂzv%W”m?+xW“%W

N =
(N2—2) e (N2_Z) T
Ly [1] L 1]
cos 3 = — sin 3 = 5 =
LN ] AN
(N _)] = (1N2_Z) _)] cos (3 + $£N2_i) _)] -sin 3
. £N2—2) _’] COSﬁ . x(N2_Z) _)] . Siﬂﬁ

Annulation des composantes du vecteur A:

Pour i allant de N? & 3

{ x(2N2_i-|—2) g] _ \/x(ZNz_iH)M]Q N xENz_Z'H)M]Q

cosg S )
x(2N2—Z-I—2) [A] x(2N2—Z-I—2) [A]
. 2 i

Annulation des composantes du vecteur B:

Pour i allant de N? & 4

{ ng2_¢+3)[§] _ ng2—i—|—2)[B’]2_I_x£N2—i+2)[B’]2
B

Table 5.3 — Algorithme de plongement des vecteurs A, B et 1 dans un espace H a trois

dimensions.
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Repeére (O, k(l) k(o) k(o) kfll)

Repere(0, K K k&, &)

©)

(0

Repere(O k(3), k(l) k(l) k(1

©)

X, X X
(1) 4 (1) 3 @ 2
X4\ Xs\ Xz\
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104 %, x5, 0) 1 (30,0 1 (0,09
~ 1 0 0 1 ~ 2 1 ~ 3 1 1 1
R (x5, X, X A (x5, x5, x5) A (x5, 6, x5)
=4 1 O 0 @) =4 @ O @ (1) =4 e 0 @O (1)
B (Xl ' X2 ’ X3 ’ X4 ) B (Xl ) X2 ’ X3 ’ 4 ) B (Xl ’ XZ ’ X3 ) 4 )

Repere(0, k& k2 kP k&

Repere(0, kP k2 kP kA

@

Repere(0, T<1(3,) T‘z@ Fs(g,) T<4(3

X3
ng; | x(32)\ xf)\
o
i (x® 0,00 i (P 000 i (® 0,00
K (XS_S)! X(22)l X(31) 0) K (Xg_s)v ng)l 0, 0) K (Xg.a)v ng)x 01 0)
B (¥ %%, x5, x7) B (x¥, x5, x§, x§° B (¥, x5, x5 o)

Figure 5.8 — lllustration de I'algorithme de la table 5.3 pour N = 2.

s

déterminé, on peut redéfinir facilement les vecteurs %_l), B et 1 dans Pespace & trois
dimensions H muni du repere (O, kq, ks, k3).

La table 5. 3 1Hustre I’ algorlthme que nous utilisons pour obtenir les composantes
des vecteurs A B et T dans le repere (O k‘l,k‘z,.. sz) Initialement, ces trois

,1250),...,12;32) = (0,8,8,...,Ex2).

— — —
Les composantes des vecteurs A, B et 1 sont exprimées dans une succession de

vecteurs sont exprimés dans le repere (O,k1

reperes jusqu’a obtenir un repere final (O, I;INLD, %N2_1), E:())N2_1), 124(13) e ,l;](\:;’g) =
(O, k1, ks, ..., kn2). Chacun des reperes successifs est obtenu par une rotation élé-

-
mentaire du repere précédent qui modifie au plus deux composantes des vecteurs A,
— —

B et 1. Plus précisément, I'algorithme est composé de trois étapes. Pour faciliter sa
compréhension, nous avons illustré sur la figure 5.8 la succession des reperes utilisés
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(N*1)

Figure 5.9 — Mesure de I'angle « entre les vecteurs normaux N4 et Np aprés un plongement
des vecteurs A, B et 1 dans I'espace H a trois dimensions: la situation illustrée est celle
obtenue au terme de I'algorithme de la table 5.3.

dans le cas ou N = 2.

La premiere étape de ’algorithme consiste a annuler toutes les composantes du
vecteur 1 sauf la premiere, par une succession de rotations du repere initial. A la fin
— 2_ — — —

de cette premiere étape, on obtient le repere (O, k%N 1), kél), cees k](\}g) dans lequel 1
L(NZ-1)

-
est colinéaire a k, . Les composantes du vecteur 1 associées aux autres vecteurs

de ce repere sont donc nulles.

.
Dans la deuxieme étape, toutes les composantes du vecteur A, sauf les deux
premieres, sont annulées par une succession de rotations du repere précédent. A la

(N-1) FOVE-L) ) 7o)

fin de cette deuxieme étape, on obtient le repere (O, lgl ks ks kNS

e - P(N?-1) 7(N?-1)
dans lequel A est exprimé uniquement avec les deux vecteurs &y et ks .

Enfin, dans la troisieme étape, on annule toutes les composantes du vecteur B

sauf les trois premieres, toujours par une succession de rotations élémentaires. On

: : LINZ=1) P(N?-1) 2(N?-1) 7(3) 7.(3) o

obtient finalement le repere (O, ky , ks ks ki, .. ky2) dans lequel B
7(N?-1) E(N2—1) ot E(N2—1)‘

est exprimé uniquement a partir des trois vecteurs k; ,

La situation ﬁnale de 'algorithme est illustrée sur la figure 5.9. Les trois vec-
teurs A B et 1 sont plonges dans l’espace H a trois dimensions muni du repere

(O k ) k£N2_1)7EZ(%N ) - (kalvk%k?))‘

— — —
Une fois que le plongement des trois vecteurs A, B et 1 dans un espace a trois
dimensions est réalisé, on peut facilement obtenir les vecteurs normaux aux plans
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de transformation p(ff,f) et p(é,f) en effectuant les produits vectoriels suivants:

S U L (5.12)
NB:B/\lzl’Q[B]kg—l'g[B]kQ

En utilisant la formule (5.10), on obtient finalement I’angle o :

cos o = 2| B] (5.13)

Vo B + as[ B)?

5.5.4 Mise en ceuvre

Dans cette section, nous appliquons 1’algorithme de classification donné dans la
table 5.2 en utilisant une transformation massique linéaire 7(; ). L’angle o formé
par les vecteurs normaux aux plans de transformation est calculé en appliquant
I’algorithme de la section 5.5.3. Le domaine de recherche primaire que 1’on cherche
a classifier est celui qui est illustré sur la figure 5.5(b). Il est composé de 1235 blocs.

Nombre de classes

1400

1200

0 10 20 30 40 5 60 7 8 9

(b)

Figure 5.10 — (a) Domaine de recherche classifié avec une transformation massique linéaire
T(1,0) et un angle-limite &, = 35°. La suite de blocs encadrée par deux traits blancs verticaux
délimite une méme classe. (b) Courbe illustrant le nombre de classes générées en fonction de
la valeur de I'angle a4, (en degrés).

La figure 5.10(b) montre le nombre de classes obtenues en faisant varier 1’angle-
limite a,q,. Avec un angle nul, le nombre de classes est égal au nombre de blocs du
domaine, soit 1235. Il est tres rare que des blocs issus d’une image naturelle partagent
le méme espace de transformation. D’apres la courbe, le nombre de classes commence
a diminuer significativement a partir de 20°. Entre 25° et 45° la courbe est a peu
pres linéaire. A partir de 50°, la progression devient logarithmique. La classe unique
est finalement obtenue pour a,,,. ~ 160°.

~__ A rax
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\! bloc Qo_.m&/'

o=

-]
domaine de recherche

Figure 5.11 — Exemple de projection de deux blocs sur le domaine de recherche classifié. Le
bloc le plus similaire est souligné par un trait blanc.

La figure 5.10(a) illustre le domaine obtenu pour ., = 35°. Le bloc de référence
A de plus grande variance que 'on utilise pour construire la premiere classe (cf.
algorithme de la table 5.2) est situé dans le coin supérieur gauche. Cette premiere
classe est constituée des blocs suivants, considérés de gauche a droite puis de haut
en bas jusqu’au premier segment vertical blanc. A I'intérieur d’une classe, les blocs
sont ordonnés selon la variance dans 'ordre décroissant de la gauche vers la droite.
Cet ordre découle directement de I'organisation du domaine primaire réalisée dans la
section 5.4.1, il n’est pas fait explicitement lors de la classification. Le représentant
d’une classe (bloc de référence) est toujours le bloc qui possede la plus grande
variance dans la classe. Les représentants des classes du domaine sont donc toujours
situés immédiatement apres un segment blanc vertical.

Le domaine obtenu sur la figure 5.10(a) montre que notre algorithme de classi-
fication permet de regrouper facilement les blocs approximativement similaires par
projection. La figure 5.11 renforce cette idée en montrant le résultat de la projection
de deux blocs différents sur tout le domaine. Pour chaque bloc du domaine, nous
montrons le résultat de la projection sur le plan de transformation associé a ce bloc.
La projection qui ressemble le plus au bloc projeté détermine le bloc du domaine
qui lui est le plus similaire. Ce bloc est souligné par un trait blanc sur la figure 5.11.
On peut remarquer que les blocs regroupés au sein d’'une méme classe engendrent
des projections a peu pres identiques.

Sur la figure 5.10(a), il est intéressant de noter que les classes regroupant le plus
d’éléments sont généralement des classes qui contiennent des blocs a contour simple.
Les blocs texturés sont plutot isolés. Ceci corrobore 1'idée selon laquelle on trouve
plus facilement des similarités pour les blocs qui représentent des contours simples.
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5.6 La recherche d’une similarité dans le domaine

Dans cette section, nous étudions la recherche d’une similarité dans le domaine
D pour un bloc X situé a la base de la pyramide. On peut envisager deux stratégies
de recherche diamétralement opposées.

La premiere est une stratégie de recherche globale. Dans ce cas, on souhaite trou-
ver la meilleure similarité au bloc X, sans autre condition que le bloc similaire
appartienne au domaine D. Une recherche exhaustive qui consisterait a mesurer la
similarité de chaque bloc du domaine serait beaucoup trop longue en temps de cal-
cul. Pour accélérer significativement ce type de recherche, nous proposons dans la
section 5.6.2 un algorithme de recherche qui exploite la classification du domaine
étudiée dans la section précédente.

La seconde stratégie est une stratégie de recherche locale. Dans ce cas, on recherche
une similarité locale au bloc X sur 'axe des résolutions. Ce type de recherche est
basé sur I'idée de régularité des contours le long de I'axe des résolutions. On sait que
les discontinuités que 'on trouve généralement dans une scene naturelle génerent
des contours a tous les niveaux de résolution. De maniere plus pratique, on peut
observer ce phénomene de régularité sur une pyramide comme celle représentée sur
la figure 5.5(a). Par exemple, le contour associé a ’épaule de Lenna est présent sur
tous les niveaux de la pyramide. Pour un bloc X qui contient un contour simple, on
a donc une forte probabilité de trouver une similarité locale de bonne qualité le long
de 'axe des résolutions. La notion de localité est définie en pratique par un rayon de
recherche autour du bloc X sur les niveaux supérieurs de la pyramide. Pour enrichir
cette stratégie, nous délocalisons partiellement la recherche en exploitant les classes
du domaine D. [ algorithme de recherche locale est étudié en détail dans la section
5.6.3.

La stratégie de recherche locale est surtout adaptée pour les blocs qui contiennent
des contours simples. Pour les blocs plus complexes, comme les blocs contenant des
contours multiples ou des textures, on augmente la probabilité de trouver une bonne
similarité en effectuant une recherche globale.

La recherche d’une similarité n’est pas toujours utile. Par exemple, si le bloc X
est homogene, une simple interpolation linéaire peut étre suffisante pour synthétiser
son bloc fils situé au niveau de super-résolution. Dans la section 5.6.1, nous étudions
les conditions a une recherche de similarité.

5.6.1 Conditions pour exécuter une recherche

Les conditions que nous imposons au bloc X pour lancer une recherche de si-
milarité sont comparables aux contraintes de sélection des blocs pour construire le
domaine D que nous avons présentées dans la section 5.4.

On effectue une recherche de similarité si la variance du bloc X est supérieure ou
égale a un seuil limite o2 . . Comme dans la section 5.4, la variance du bloc peut
étre calculée en considérant soit la base de la pyramide passe-bas, soit la base de la
pyramide des différences (voir figure 5.12). Dans le premier cas, on prend en compte
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I’homogénéité du bloc, tandis que dans le deuxieme, on prend plutot en compte le
contenu fréquentiel du bloc. Cette deuxieme solution est a priori plus justifiée que la
premiere. En effet, lorsque le bloc X ne contient pas de hautes fréquences, il est peu
probable que son bloc fils en contienne au niveau de super-résolution de la pyramide.
Quoi qu’il en soit, un tel bloc X ne fournit pas suffisamment d’informations pour
permettre une synthese par similarité. Pour ce type de bloc, il est donc inutile de faire
une recherche de similarité. Pour synthétiser son bloc fils, on se contente de préserver
le contenu fréquentiel du bloc X avec la méthode d’interpolation par transformée
B-spline étudiée dans la section 2.3.3.

@ (b)

Figure 5.12 — Calcul de la variance du bloc X sur: (a) la base de la pyramide passe-bas, (b)
la base de la pyramide des différences (les niveaux de gris sont amplifiés d'un facteur 2).

5.6.2 La recherche globale

En compression par fractale, de nombreuses méthodes ont été proposées pour
trouver rapidement une similarité & un bloc parmi un ensemble de blocs (domaine).
En général, ces méthodes accélerent la recherche soit en tirant partie d’une orga-
nisation particuliere du domaine de recherche, soit en remplacant les mesures de
similarité par des mesures de comparaison rapides. Dans la premiere catégorie de
méthodes, on retrouve les méthodes de classification et d’agrégation que nous avons
déja présentées brievement dans la section 5.5. On peut également trouver la mé-
thode de Lepsay et al. qui organise les blocs dans une structure arborescente [84].
Dans la deuxieme catégorie de méthodes, on peut citer les méthodes fonctionnelles
qui consistent a faire des comparaisons indirectes avec un vecteur unitaire indépen-
dant [120]. Il y a aussi la méthode de Saupe, qui en associant a chaque bloc un
vecteur caractéristique orthonormal au bloc unitaire, aboutit a un probleme de re-
cherche du plus proche voisin [119]. A partir de ces deux catégories de méthodes, on
peut évidemment envisager des méthodes hybrides.

Dans cette section, nous proposons une méthode de recherche globale qui exploite
le modele de classification du domaine D que nous avons développé dans la section
5.5. Le principe de recherche initial est relativement simple. On peut discerner deux
phases. Dans la premiere, on mesure la similarité des représentants des classes avec le
bloc X. En considérant le représentant le plus similaire, on mesure dans la deuxieme
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phase la similarité des blocs de la classe associée a ce représentant. Pour accélérer
la premiere phase, nous exploitons également une méthode proposée par Lee et al.
qui consiste a limiter I’exploration du domaine en se basant sur la variance des blocs
[83]. Nous appliquons cette méthode sur le sous-domaine engendré par la totalité
des représentants des classes. L’idée développée par Lee et al. est qu’en pratique, la
probabilité est faible pour que la variance de deux blocs similaires soit tres éloignée.
On peut donc limiter la recherche en considérant en priorité les blocs qui ont une
variance proche du bloc X et en limitant la profondeur de la recherche.

o Les N classes du domaine issues de I'algorithme de la table
5.2 et les représentants associés sont désignés respectivement
par (C;) et (R;) avec 1 < ¢ < N.

1. Parmi les représentants (R;), trouver celui qui a la variance
la plus proche de celle du bloc X. Soit Rp ce représentant.

2. Choisir le pourcentage w de représentants a explorer autour
de Rp. Soit W le nombre de représentants qui en résulte (W =
(N *w)/100).

3. Calculer les indices 1,,;, €t 1,4, des représentants a évaluer :

Vin = N — W s lmazr = N stiD+W —-N >0
Tmin = 1 y lae = W siD—-W <0
bin = D —=W/2 | tpee = D+ W/2 sinon

4. Mesurer la similarité au bloc X des représentants R; pour
lesquels i, < 1 < 0. S0it Rg le représentant qui minimise
la mesure de similarité.

5. Mesurer la similarité au bloc X de tous les blocs apparte-
nant a la classe Cg. Le bloc le plus similaire est choisi comme
similarité finale du bloc X.

Table 5.4 — Algorithme de recherche globale d’une similarité du bloc X dans le domaine de
recherche classifié D.

L’algorithme que nous utilisons est résumé dans la table 5.4. La recherche de
similarité parmi les représentants (étape 4) s’organise autour du bloc Rp (étape 1).
Nous rappelons que les représentants sont ordonnés selon la variance: le bloc R; a
la variance la plus forte et le bloc Ry a la variance la plus faible. La profondeur
de recherche dépend du parametre W (étape 2). En théorie, cette profondeur est
symétrique autour de Rp, c’est-a-dire que 1'on évalue W/2 représentants a sa gauche
et autant a sa droite. En pratique, si le bloc Rp est suffisamment proche des ex-
trémes, on risque de sortir de Uintervalle permis [1..N] et dans ce cas, le nombre
total des représentants évalués ne correspond plus au choix initial W. Pour éviter
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ce probleme, lorsque la profondeur a gauche ne peut pas étre atteinte, on augmente
en proportion celle de droite et vice versa. Les indices 1,5, €t 1,4, des représentants
a évaluer sont calculés en respectant ce principe (étape 3).

5.6.3 La recherche locale

Pour rechercher une similarité localement au bloc X, on prend uniquement en
compte les blocs du domaine D pour lesquels le test de la table 5.5 est positif.
[’algorithme de recherche correspondant est donné dans la table 5.6(a).

Le test de la table 5.5 indique si un bloc Y situé sur les niveaux supérieurs de
la pyramide appartient a la localité du bloc X, situé quant a lui sur la base de la
pyramide. Lorsque le parametre de tolérance 1" est nul, un test positif indique que
la projection spatiale du bloc Y sur la base de la pyramide recouvre completement
le bloc X. Lorsque 0 < T" < L, un test positif peut éventuellement indiquer un
recouvrement partiel. Lorsque T' > L, le test peut étre positif méme si la projection
de Y ne recouvre pas du tout X. On voit donc qu’en augmentant le parametre T,
on augmente la localité du bloc X.

- Le bloc X appartient au niveau 0 de la pyramide (base).

- Le bloc Y appartient au niveau niv(Y') de la pyramide.

- (X)) et j(X) définissent les coordonnées respectives du pixel
situé dans le coin haut-gauche du bloc X.

- Le parametre T' € N définit la tolérance sur le recouvrement.

- La largeur de la fenétre de similarité est définie par L.

Si au moins une des quatre inégalités suivantes est vérifiée,
alors Y n’est pas dans la localité de X (le test est négatif):

Loa(Y)- 20 > (X)) 4 T
2. [i(Y)+L—1]-270) < (X)) + L —1-T
3. j(V) 200 > (X)) 4+ T

4. (V) +L—1]- 220 < (X)) + L—-1-T

Table 5.5 — Test d’appartenance du bloc Y a la localité du bloc X.

D’un point de vue complexité algorithmique, une recherche directe sur les niveaux
de la pyramide peut éventuellement étre plus avantageuse qu’une recherche dans le
domaine D. Ceci est surtout vrai lorsque T' est faible et que le domaine contient
beaucoup de blocs. Dans ce cas, en effectuant une recherche directe sur la pyramide,
on remplace les tests d’appartenance sur tous les blocs du domaine par des tests de
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variance (cf. section 5.4.1) sur quelques blocs situés a proximité de I’axe de résolution
qui traverse le bloc X.

a. Recherche locale:
Pour chaque classe C; du domaine D
1. Faire le test d’appartenance de la table 5.5 pour chaque bloc
de la classe C;.
2. Pour les blocs qui rendent ce test positif, mesurer leur simila-
rité au bloc X.
Le bloc le plus similaire est choisi comme similarité finale de X.

b. Recherche locale avec délocalisation partielle:
Pour chaque classe C; du domaine D
1. Faire le test d’appartenance de la table 5.5 pour chaque bloc
de la classe C;.

2. Si au moins un de ces blocs rend ce test positif, mesurer la
similarité au bloc X de tous les blocs de C;.
Le bloc le plus similaire est choisi comme similarité finale de X.

Table 5.6 — Algorithme de recherche locale d'une similarité du bloc X dans le domaine de
recherche classifié D.

On peut délocaliser partiellement la recherche en exploitant les classes du domaine
de recherche. Il s’agit de prendre en compte tous les blocs du domaine pour lesquels
au moins un bloc de la classe associée vérifie le test d’appartenance de la table
5.5. L’algorithme de recherche locale d’'une similarité dans le domaine avec une
délocalisation partielle est donné dans la table 5.6(b).

5.7 Agrandissement par synthese des similarités

Pour agrandir une image d’un facteur 2, nous proposons un modele de synthese
des similarités que nous avons déja présenté dans la section 5.2.1. Nous le détaillons
dans la section 5.7.1 et nous donnons quelques exemples de syntheses réelles.

Pour effectuer un agrandissement de facteur supérieur a 2, nous proposons deux
approches. Dans les deux cas, toutes les résolutions intermédiaires entre la base de la
pyramide initiale et "agrandissement souhaité sont produites. Fn d’autres termes, le
processus d’agrandissement est itératif et a chaque itération, l'image agrandie vient
compléter la pyramide pour constituer sa nouvelle base. Dans la premiere approche,
on applique le modele d’analyse-synthese pour produire un agrandissement de fac-
teur 2 de la base courante de la pyramide. Cet agrandissement constitue la nouvelle
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base de la pyramide et le procédé est reproduit jusqu’a obtenir la résolution sou-
haitée. Avec cette approche, on quadruple le nombre de similarités a rechercher a
chaque itération. Dans la deuxieme approche, on recommence uniquement la phase
de synthese avec les similarités trouvées initialement par la phase d’analyse réalisée
sur la pyramide de I'image originale. A chaque itération, on produit la nouvelle base
de la pyramide en appliquant le modele de synthese sur le niveau immédiatement
inférieur. Avec cette approche, on double la taille des blocs a chaque itération et le
nombre de similarités demeure constant. Ces deux approches sont développées dans
la section 5.7.2.

5.7.1 Agrandissement de facteur deux

Pour illustrer nos propos, reprenons la figure 5.1 de la section 5.2.1. Le bloc X,
appartenant a la base de la pyramide, est le bloc pere du bloc X’ que ’on cherche
a synthétiser. Le bloc Y est un bloc situé sur 'un des niveaux supérieurs de la
pyramide (pas nécessairement sur le premier niveau) sauf la base. Nous supposons
que le bloc Y est obtenu par minimisation de la mesure de similarité (cf. expression
(5.2)) avec I'un des algorithmes de recherche que nous proposons dans la section
5.6. Le bloc Y est donc lié au bloc X par la relation 7, o 0.(Y)+e =X oula
transformation 7, ,) o 05 est completement spécifiée par la minimisation effectuée
dans I’étape de recherche. Le bloc résiduel ¢ de la transformation est donné par la
différence suivante :

e=X — T(p7q) o] Qk(Y) (5.14)

Le bloc fils de X est synthétisé en appliquant la transformation au bloc fils de Y et
en interpolant le bloc € avec un opérateur I:

X' = 70 0 0:(Y') + I(¢) (5.15)

L’application de la transformation spatiale 8 ne pose pas de probleme particulier.
Il suffit d’effectuer I'isométrie définie par (5.4) qui est indiquée par la valeur de k.
L’application de la transformation massique 7, 4) nécessite un sur-échantillonnage de
facteur 2 du polynome fixe pour prendre en compte le changement de résolution. De
plus, lorsque le filtre qui a servi a construire la pyramide est de largeur paire, il faut
sur-échantillonner avec un déphasage de —i dans chaque direction. Ainsi, lorsque
le filtre a une largeur impaire, la transformation massique du bloc 7 = ,(Y’) est
donnée par:

P . q Z n ] n
T(p7q)(Zi7j) = Z anZz’,j + Z b, (5) + ¢, (5) (5.16)
n=1 n=0

Lorsque le filtre a une largeur paire, la transformation massique est donnée par:

Toa(Z) = X+ b (F) e (L) 6D
n=1 n=0

Pour T'opérateur d’interpolation I dans (5.15), nous avons choisi la transformée B-
spline cubique étudiée dans la section 2.3.3. Cette méthode d’interpolation permet
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d’approcher la méthode d’interpolation idéale du zero-padding sans introduire d’effet
d’ondulations lorsque la B-spline est cubique. L’opérateur [ agrandit donc le résidu
¢ en préservant ses fréquences.

La synthese d’une similarité a une résolution supérieure est donc réalisée en sup-
posant que les parametres de la transformation 7, ;) o 0 ne changent pas et que le
résidu de transformation initial est préservé. D’un point de vue pratique, ’ajout du
terme I(¢) dans I'expression (5.15) est tres important, il permet de corriger globa-
lement 'erreur (ou résidu) de similarité qui existe entre les blocs peres X et Y.

La figure 5.13 illustre quelques exemples de syntheses de similarités. Nous repre-
nons ici la pyramide a deux niveaux de la figure 5.4. Le bloc X appartient a la base
et le bloc Y au premier niveau. La figure 5.13(a) montre le cas ou le modele de simi-
larité est basé uniquement sur une transformation massique linéaire 7(; o). On voit
dans cet exemple que la transformation rehausse légerement le contraste du bloc Y.
On peut remarquer visuellement une certaine différence entre X et 7(; o)(Y") : il s’agit
du résidu e de la transformation. Le bloc fils du bloc Y, ¢’est-a-dire le bloc Y, est
situé sur la base de la pyramide. La transformation 7(; g)(Y") rehausse également son
contraste. On voit que 'ajout du résidu interpolé I(¢) permet de corriger 'erreur qui
existe entre X et 7(,0)(Y’). La correction intervient principalement dans le triangle
inférieur du bloc X'.

La figure 5.13(b) illustre le cas d’'un modele de similarité plus complexe avec une
transformation massique 7(3 ). Les blocs X et Y sont exactement les mémes que dans
I’exemple de la figure 5.13(a). La mesure de similarité donne une valeur beaucoup
plus petite que dans le premier cas: la transformation 7(3,) permet de déformer
davantage le bloc Y. Le résidu est donc beaucoup plus faible et la différence entre
X et Y est difficilement perceptible. Si maintenant on considere le bloc fils X', on
peut observer que le résidu interpolé [(e) apporte tres peu de modifications.

On peut faire a ce niveau une observation importante a partir des deux exemples
précédents, qui sera confirmée par les résultats expérimentaux de la section 5.8.
[ajout du résidu interpolé () dans la synthese du bloc fils X" apporte tres peu de
modifications lorsque la fonction de transformation est suffisamment complexe. Par
contre, plus celle-ci est simple, plus la correction apportée par I(e) est importante.
En fait, 'ajout de ce terme permet de compenser la simplicité de la transformation.
On peut voir facilement avec les deux exemples des figures 5.13(a) et 5.13(b) que
le résultat de la synthese réalisée avec une transformation simple est finalement
rendu similaire a celui d’une transformation complexe par I'ajout du résidu I(e).
Cette observation incite a penser qu’il est préférable d’utiliser une transformation
simple pour deux raisons. La premiere est que la complexité algorithmique est moins
importante : I'inversion de la matrice A définie par I’expression (5.7) est plus rapide.
La deuxieme est qu’une similarité trouvée avec une fonction de transformation simple
est souvent visuellement plus significative.

La figure 5.13(c) illustre un cas de synthese réalisée avec une transformation
linéaire 7(; gy ou 'on permet les isométries du bloc Y le but d’augmenter la probabilité
de trouver une bonne similarité. Encore une fois, on observe I'importance de ’ajout
de I(e) dans la synthese de X' pour rattraper le résidu de similarité qui existe entre
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X (XY) = 6044
(@

X (XY) = 1341
(b)

X (X,Y) = 3599

(©

Figure 5.13 — Exemples de synthéses de similarités réalisées a partir de la pyramide a 2 niveaux
de la figure 5.4, avec différentes fonctions de transformation : (a) transformation linéaire 7(; ),

(b) transformation 73 5y, (c) transformation linéaire 7(; o) avec isométrie (réflexion autour de
I'axe diagonal +45°).
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XetY.

Nous avons présenté le modele de synthese d’un bloc fils en considérant le cas
particulier ou son support était le méme que celui de son bloc pere. Dans ce cas,
le niveau de super-résolution entier peut étre obtenu en partitionnant la base de
la pyramide en blocs peres et en synthétisant les blocs fils avec le principe décrit
précédemment.

De maniere plus générale, ce n’est pas la base de la pyramide qui doit étre par-
titionnée mais le niveau de super-résolution. Les supports des blocs fils doivent
respecter les contraintes données par le partitionnement choisi dans 1’étape 3 de ’al-
gorithme général figurant dans la table 5.1. Ces supports sont soit égaux soit plus
petits que ceux des blocs peres. Dans tous les cas, on peut supposer en premier lieu
que le support du bloc fils est le méme que celui du bloc pere, puis faire éventuelle-
ment une restriction du support du bloc fils afin de respecter le partitionnement du
niveau de super-résolution. Ceci revient tout simplement a prendre en compte un
sous-ensemble des pixels du blocs fils.

Y YV

s

@ (b)

Figure 5.14 — Agrandissement de facteur 2 a partir de la pyramide a 2 niveaux de la figure
5.4. La synthese des similarités est réalisée: (a) sans ajouter les résidus de similarités, (b) en
ajoutant les résidus de similarités.

Nous montrons sur la figure 5.14 un exemple de synthese complete du niveau de
super-résolution de la pyramide a deux niveaux illustrée sur la figure 5.4. Dans cet
exemple, les blocs peres ont une taille de 5 x5 pixels et le partitionnement du niveau
de super-résolution est illustré sur la figure 5.3. La fonction de transformation utilisée
par le modele de similarité est la fonction linéaire 7(; o) et la recherche des similarités
est réalisée sans contrainte particuliere sur le premier niveau de la pyramide. La
figure 5.14(a) montre le cas ou 1’on ne prend pas en compte la correction apportée
par I'ajout des résidus de similarité interpolés, tandis que la figure 5.14(b) illustre
le cas ou ceux-ci sont pris en compte. L’agrandissement obtenu dans le second cas
montre une qualité nettement supérieure a celui obtenu dans le premier cas. L’intérét
pratique d’ajouter [(¢) dans I'expression (5.15) se confirme par conséquent d’un
point de vue global.



130 Agrandissement par synthése de similarités sur une pyramide

5.7.2 Agrandissement de facteur supérieur a deux

On suppose qu’'une premiere phase d’analyse-synthese de la pyramide initiale a eu
lieu afin de produire un premier niveau de super-résolution qui double la résolution
de la base de la pyramide (cf. section précédente). Le niveau de super-résolution est
intégré dans la pyramide et constitue désormais sa nouvelle base.

Pour produire un agrandissement de facteur supérieur a deux, il faut synthétiser
a nouveau un niveau de super-résolution qui double la base de la pyramide, I'inté-
grer dans la pyramide comme sa nouvelle base, puis recommencer jusqu’au facteur
d’agrandissement souhaité. Pour synthétiser le niveau de super-résolution a chaque
itération, on peut envisager deux approches.

Premiere approche: analyse-synthese

La premiere approche est la plus simple a mettre en ceuvre. Elle consiste a doubler
dans chaque direction la partition du niveau de super-résolution a chaque itération :
la taille en pixels des blocs fils et des blocs peres est constante, mais leur nombre
quadruple a chaque fois. Cette approche nécessite de recommencer a chaque nouvelle
itération la phase d’analyse pour rechercher dans le domaine D des similarités aux
blocs peres. Pour éviter d’augmenter démesurément la complexité algorithmique, le
domaine D n’est pas reconstruit. En d’autres termes, les similarités sont toujours
recherchées sur la pyramide initiale construite a partir de I'image originale.

La synthese des similarités avec cette approche obéit donc au méme schéma que
celui présenté dans la section 5.7.1.

Deuxiéme approche : synthese

La seconde approche est un peu plus complexe a mettre en ccuvre, mais elle
est beaucoup plus rapide puisque la phase d’analyse y est supprimée. Dans cette
approche, on suppose que les relations de similarité trouvées pour les blocs peres
lors de la premiere analyse sont toujours vérifiées pour leurs blocs fils aux niveaux
de résolution supérieurs. Selon cette hypothese, on synthétise a chaque itération le
niveau de super-résolution avec un partitionnement identique a celui utilisé lors de
la premiere analyse. En d’autres termes, les blocs fils ont toujours le méme support,
mais leur nombre de pixels quadruple a chaque itération.

Pour décrire de maniere plus formelle le modele de synthese utilisé, nous nous
intéressons a la synthese d’un bloc fils particulier en reprenant les conditions initiales
décrites au début de la section 5.7.1. Le bloc X appartient toujours a la base de la
pyramide initiale (image originale) et le bloc Y est un bloc similaire 1ié & X par la
relation T(p,q) © 0,(Y) +e = X. Le bloc résiduel de la similarité ¢ est toujours donné
par I'expression (5.14). En supposant que le facteur d’agrandissement souhaité est
2M (dans chaque direction), il faut produire M niveaux de super-résolution. La
synthese du bloc fils de X au m-ieme niveau de super-résolution est donnée par la
relation suivante:

(0 <m < M) X" = 7, 0 0 (YT") + 177 (2) (5.18)
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ou la notation 1 2™ symbolise un agrandissement de facteur 2”. Lopérateur d’in-
terpolation ™" est toujours celui de la méthode d’interpolation par transformée
B-spline cubique. Comme le montre la relation (5.18), la synthese de X" dépend
en partie du bloc YY" qui est un bloc fils de Y. Tant que YT?" appartient & la
pyramide initiale, on peut synthétiser X" sans difficulté particuliere puisque Y™
est connu. Par contre, lorsque le bloc Y™ n’appartient plus & la pyramide initiale,
il faut le calculer en synthétisant les blocs qui le recouvrent. On voit qu’en augmen-
tant le facteur d’agrandissement M, une récursivité se met en place de telle sorte
que la synthese d’un bloc dépend de la synthese d’un deuxieme, qui dépend lui-
meéme de la synthese d’un troisieme, etc. En conclusion, plus "agrandissement est
grand et plus '’hypothese de préservation des similarités initiales se fragilise par la
propagation des erreurs. Nous verrons a 'aide de résultats expérimentaux (section
5.8) que cette conclusion se traduit en pratique par une dégradation de la qualité
de l'agrandissement qui est proportionnelle au facteur d’agrandissement.

[application de la transformation spatiale ) dans I'expression (5.18) ne pose pas
de probleme particulier. Comme dans le modele de synthese d’un agrandissement
de facteur 2, il suffit de réaliser 'isométrie indiquée par k (cf. expression (5.4)).

L’application de la transformation massique 7, 4y nécessite un sur-échantillonnage
de facteur 2™ du polynome fixe. Ainsi, lorsque le filtre utilisé pour construire la
pyramide est de largeur impaire, la transformation massique du bloc 7 = (Y 1?™)
est donnée par:

p . q Z n ] n
Toa)(Zig) = D anZiy+ Y ba (2—m) + ¢n (2—m) (5.19)
n=1 n=0

Lorsque le filtre a une largeur paire, il faut sur-échantillonner le polynéme fixe en
introduisant un déphasage de 12,_,1—?;? Dans ce cas, la transformation massique est

donnée par:
T(p7q)(Zi,j) = Z Canm‘ + Z bn (72m+1 ) + ¢, (W) (5.20)
n=1 n=0

Dans la présentation du modele de synthese précédent, nous avons supposé que
les supports des blocs fils X" (0 < m < M) étaient identiques & ceux de leur bloc
pere X. En pratique, les supports des blocs fils doivent respecter le partitionnement
des niveaux de super-résolution choisi au départ (cf. étape 3 de 'algorithme de la
table 5.1). Pour cela, il suffit de faire une restriction au véritable support du bloc
fils qui est indiqué par la partition.

5.8 Reésultats expérimentaux

Cette section est consacrée a 1’étude expérimentale de notre méthode d’agran-
dissement. Cette étude s’intéresse tout d’abord aux parametres de la méthode, et
notamment aux effets obtenus sur le résultat d’un agrandissement de facteur 2 en
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faisant varier ces différents parametres. Ceci nous permet de mieux comprendre le
role de chacun d’entre eux et nous aide ainsi a choisir plus facilement leur valeur.
Pour faciliter cette étude, nous commencons dans la section 5.8.1 par fixer une confi-
guration standard de I’ensemble des parametres. Ensuite, dans la section 5.8.2, nous
les faisons varier en nombre réduit, souvent de maniere unique, mais toujours dans le
contexte de la configuration standard que nous avons définie. Nous nous intéressons
surtout aux effets générés par la variation de ces parametres. Il semble raisonnable
de supposer que ces effets sont communs a une majorité d’images.

La section 5.8.3 est consacrée a la validation de notre méthode d’agrandissement.
Nous étudions la qualité de 'information produite par le modele de synthese. Nous
étudions en particulier dans quelle mesure I'hypothese de préservation idéale des
similarités exploitée pour créer le niveau de super-résolution de la pyramide est vali-
dée en pratique. Pour cela, nous utilisons une image de référence et ’agrandissement
de facteur 2 est réalisé a partir de la réduction de cette image de référence.

Dans la section 5.8.4, nous montrons des agrandissements de facteur supérieur a
deux. Nous comparons en particulier les deux approches que nous avons proposées
dans la section 5.7.2.

Enfin, la section 5.8.5 compare la qualité d’agrandissements obtenus par notre
méthode a ceux produits par la transformée B-spline (chapitre 2) et le filtrage médian
(chapitre 3).

5.8.1 Configuration standard des parametres

Les différents parametres de notre méthode d’agrandissement sont présentés dans
la table 5.7. Pour les étudier, nous utilisons deux images différentes de 64 x 64 pixels.
La premiere est une image simple extraite de I'image de Lenna de 512 x 512 pixels. La
deuxieme image est un peu plus complexe, elle est extraite de I'image du cameraman
de 256 x 256 pixels.

Certains de ces parametres dépendent beaucoup des caractéristiques de I'image
a agrandir. C’est principalement le cas de 1’écart-type minimum d’un bloc pour le
sélectionner dans le domaine D et aussi celui de I’écart-type minimum d’un bloc
pour exécuter une recherche de similarité. Nous adaptons ces deux parametres a
chaque image traitée, les autres parametres étant communs.

Concernant la pyramide, nous choisissons d’utiliser une pyramide de quatre ni-
veaux et d’utiliser le filtre de Burt de taille 5 x 5 avec 8 = 0.625 (cf. section 4.3.2).
La comparaison expérimentale entre différents filtres a montré la supériorité du filtre
5 x 5 de Burt, tant au niveau de la complexité algorithmique qu’au niveau de la
qualité visuelle par I’absence d’ondulations et de déphasage (cf. section 4.3.4).

Le filtre choisi pour construire la pyramide étant un filtre de largeur impaire, les
blocs du domaine de recherche D ont donc une taille de 5 x 5 pixels. Ceux-ci sont
sélectionnés a partir de la pyramide de différences. Ceci permet de faire la sélection
des blocs en fonction de leur contenu fréquentiel (cf. section 4.3.5). Un bloc est
sélectionné si son écart-type est supérieur a 4 pour l'image de Lenna et a 10 pour
I'image du cameraman. Chaque valeur est fixée pour avoir un nombre suffisant de
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1. La pyramide

e Nombre de niveaux (entier > 1).

o Choix d’un filtre et en particulier de sa parité.
2. Le domaine de recherche D

o Sélection des blocs avec une pyramide de différences
(oui/non).

e Ecart-type minimum d’un bloc du domaine (réel > 0).

e C(lassification du domaine (oui/non): choix d'un angle-limite
(réel > 0) entre les plans de transformations.

3. La recherche des similarités

e Choix du modele de similarité : degré p du polynéme d’échelle,
degré ¢ du polynome fixe et isométries permises (identité, ro-
tations ou rotations+réflexions).

e Ecart-type minimum d’un bloc pour exécuter une recherche
(réel > 0): calcul a partir de la pyramide de différences
(oui/non).

Profondeur de la recherche dans le domaine D (pourcentage).
Modele de recherche (local ou global) et choix de la tolérance T
sur le recouvrement du bloc pere dans le cas d’une recherche
locale.

4. Le partitionnement du niveau de super-résolution

Table 5.7 — Les différents parameétres a choisir pour agrandir une image par synthése de
similarités sur une pyramide.

blocs dans le domaine D. Par la suite, nous serons parfois amenés a utiliser un filtre a
largeur paire pour construire la pyramide. Un tel filtre introduit un déphasage sur la
pyramide de différences qui génere des écart-types de blocs beaucoup plus importants
(voir figure 5.17(a)). Pour tenir compte de ce phénomene, il faut redéfinir I’écart-
type minimum o,,;, d’un bloc du domaine D lorsque le filtre a une largeur paire.
Dans ce cas, nous prendrons 0,,;,, =9 pour Lenna et o,,;, = 18 pour le cameraman.
Par défaut, le domaine D n’est pas organisé en classes. Les blocs du domaine sont
seulement ordonnés selon leur variance (cf. section 5.4.1).

En ce qui concerne la recherche des similarités, on utilise le modele de recherche
global avec I’algorithme d’exploration du domaine D basé sur la variance des blocs
qui est décrit dans la table 5.4. Cet algorithme est défini en exploitant les représen-
tants des différentes classes du domaine. Le domaine D n’étant pas classifié dans la
configuration standard des parametres, nous supposerons que chaque bloc du do-
maine définit une classe dont il est le représentant. La profondeur de recherche w,
qui s’exprime comme un pourcentage du nombre de blocs présents dans le domaine
D, est fixée a 50%. La recherche d’une similarité est réalisée uniquement pour les
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Figure 5.15 — Localisation des blocs synthétisés par similarité dans les images de Lenna et du
cameraman en prenant respectivement o,,;, = 3 et 0,5, = 8.

blocs qui ont un écart-type supérieur ou égal a 3 pour I'image de Lenna et a 8 pour
I'image du cameraman. Celui-ci est calculé a partir de la pyramide de différences
afin de prendre en compte le contenu fréquentiel des blocs. Ces deux seuils ont été
fixés pour que les blocs synthétisés sur le niveau de super-résolution recouvrent les
zones de la base de la pyramide de différences qui ont des variations d’intensité non
négligeables (voir les pyramides de différences illustrées sur la figure 5.16). Les fi-
gures 5.15(a) et 5.15(b) illustrent la localisation des blocs qui sont synthétisés par
des similarités avec les seuils choisis pour I'image de Lenna et celle du cameraman.
Comme nous 'avons déja expliqué précédemment, lorsque le filtre a une largeur
paire, I’écart-type 0,,;, d'un bloc est beaucoup plus grand sur la pyramide des dif-
férences. Dans ce cas, nous prendrons o,,,, = 6 pour Lenna et 0,,, = 14 pour le
cameraman. Le modele de similarité utilisé par défaut est basé sur une transforma-
tion massique linéaire 7 o). De plus, les isométries permises sont identité et les
rotations des blocs.

Enfin, le partitionnement du niveau de super-résolution est celui qui est illustré
sur la figure 5.3. C’est le seul partitionnement que nous ayons défini pour les filtres
a largeur impaire. En fait, le changement de partition sera étudié dans le cadre d’un
filtre a largeur paire avec les trois partitions illustrées sur la figure 5.2.

La figure 5.16 illustre la pyramide passe-bas, la pyramide de différences, le do-
maine de recherche D et I'image agrandie qui sont obtenus pour I'image de Lenna
et celle du cameraman, ceci avec la configuration standard des parametres que nous
avons définie précédemment.

5.8.2 Etude des parametres
Dans cette section, nous faisons varier certains parametres de la configuration
standard et nous étudions leur influence sur le résultat de I’agrandissement.

La profondeur de la pyramide

Le premier parametre lié a la pyramide est le nombre de ses niveaux. On peut
en particulier s’interroger sur la localisation des similarités trouvées. Est-ce que ces



5.8 Résultats expérimentaux 135

pyramide passe-bas
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pyramide de différences = domaine de recherche des similarités image agrandie

pyramide passe-bas
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Figure 5.16 — Agrandissement de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman par synthése
de similarités sur une pyramide. Les parametres utilisés sont ceux de la configuration standard.
Les niveaux de gris de la pyramide de différences sont amplifiés d’un facteur 2.

similarités sont réparties équitablement sur I’ensemble des niveaux?

Tout d’abord, la table 5.8 indique le nombre de blocs du domaine de recherche
D qui appartiennent a chaque niveau de la pyramide. Le deuxieme nombre indique
a chaque fois le nombre maximum de blocs qui peuvent étre extraits sur le niveau
correspondant. On voit en particulier qu’en montant dans la pyramide, le rapport
entre les deux nombres tend vers 1. Ceci est normal puisqu’en montant dans la
pyramide, la taille du niveau diminue tandis que celle des blocs est constante.

‘ Image ‘ Niveau 1 ‘ Niveau 2 ‘ Niveau 3 ‘

Lenna 505 / 784 | 141 / 144 | 16 / 16
Cameraman | 572 / 784 | 141 / 144 | 16 / 16

Table 5.8 — Niveau d’origine des blocs du domaine de recherche D.
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La table 5.9 montre quant a elle le nombre de similarités détectées sur chaque
niveau. Au vu de ces résultats, il apparait clairement que les similarités sont essen-
tiellement trouvées sur le premier niveau, un peu sur le deuxieme et pratiquement
pas sur le troisieme. Cependant, ce constat est parfaitement normal puisque la table
5.8 montre que la majorité des blocs du domaine de recherche est issue du premier
niveau.

‘ Image ‘ Niveau 1 ‘ Niveau 2 ‘ Niveau 3 ‘
Lenna 265 11 2
Cameraman 418 78 5

Table 5.9 — Niveau d’origine des similarités.

Pour savoir si la répartition des similarités sur ’ensemble des niveaux est équi-
table, il faut considérer les résultats de la table 5.9 relativement a la quantité de
blocs du domaine D associée a chaque niveau. Pour cela, nous définissons un indice
Py, pour chaque niveau k de la maniere suivante :

S 5 D;

P =
’ Dy 32 S

(5.21)

ou Dy, est le nombre de blocs du domaine D qui appartiennent au niveau k et S, est
le nombre de similarités détectées sur le niveau k. Les résultats sont présentés dans
la table 5.10. Pour I'image de Lenna, on peut observer que les niveaux 2 et 3 ne sont
pas vraiment exploités dans la recherche des similarités. Pour 'image du cameraman,
la répartition est plus équitable. Cependant, dans les deux cas, on constate que plus
on monte dans la pyramide et plus la probabilité qu’un bloc soit similaire a un bloc
de I'image originale diminue. Ceci semble indiquer que la recherche de similarités
dans les résolutions faibles de I'image originale (niveaux supérieurs de la pyramide)
est généralement inutile. Cette conclusion est surtout vraie pour I'image de Lenna.
Pour I'image du cameraman, la meilleure répartition des similarités sur les niveaux
indique qu’il y a tout de méme un intérét a effectuer des recherches de similarité sur
les niveaux supérieurs de la pyramide. En fait, cette meilleure répartition s’explique
par les contours de la téte du cameraman qui ont des propriétés remarquables de
similarité a tous les niveaux de la pyramide (cf. figure 5.16).

‘ Image ‘ Niveau 1 ‘ Niveau 2 ‘ Niveau 3 ‘
Lenna 1.25 0.19 0.30
Cameraman 1.06 0.80 0.45

Table 5.10 — Indice de répartition des similarités sur les niveaux de la pyramide.
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Le filtre de la pyramide

Le second parametre lié a la pyramide est le filtre permettant de la construire.
Comme nous ’avons déja dit précédemment dans le choix de la configuration stan-
dard des parametres, le filtre 5 x 5 de Burt avec 3 = 0.625 est le filtre qui présente
les meilleures propriétés pour construire une pyramide sans introduire d’ondulations
et de déphasage (cf. étude expérimentale de la section 4.3.4). On peut cependant
s’interroger sur 'influence de 'utilisation d’un filtre a largeur paire sur le résultat de
I’agrandissement. Dans ce cas, la fenétre de similarité est de taille 4 x 4 pixels. On
peut supposer qu’avec cette taille les similarités sur la pyramide sont plus faciles a
trouver qu’avec celle de 5 x 5 pixels associée au filtre de largeur impaire. Cependant,
on a également plus de chance d’avoir des similarités moins significatives puisque
I’espace de transformation se réduit.

(b)

Figure 5.17 — Utilisation d’un filtre a largeur paire: (a) pyramides de différences, (b) agran-

dissement de I'image de Lenna, (c) agrandissement de |'image du cameraman.

Les figures 5.17(b) et 5.17(c) illustrent les agrandissements des images de Lenna et
du cameraman, obtenus dans le contexte ou le filtre est de largeur paire. Nous avons
utilisé ici le filtre 4 x4 de Burt avec a = 0.562 (cf. section 4.3.2). Les agrandissements
obtenus semblent de moins bonne qualité que ceux obtenus avec le filtre 5 x 5 de
Burt sur la figure 5.16, surtout pour 'agrandissement du cameraman. En fait, la
dégradation s’explique essentiellement par le déphasage introduit par le filtre de
largeur paire qui dénature les structures, et en particulier les contours. Ce déphasage
est particulierement visible dans les pyramides de différences présentées sur la figure

5.17(a).

Construction du domaine de recherche D

Pour construire le domaine de recherche D, il faut sélectionner des blocs de la
pyramide. Cette sélection est liée a deux parametres, le premier est 1’écart-type
minimum que doit avoir un bloc pour faire partie du domaine D et le second est le
choix de la pyramide utilisée pour calculer I’écart-type des blocs. Nous avons vu dans
la section 5.4.2 que 'utilisation de la pyramide de différences pour effectuer ce calcul
permettait de sélectionner des blocs qui contenaient des hautes fréquences. C’est une
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propriété nécessaire pour pouvoir prolonger le spectre initial lors de la synthese des
similarités. La valeur de I’écart-type minimum d’un bloc est donc liée a 'importance
de ses hautes fréquences. Cette valeur agit sur le nombre de blocs présents dans le
domaine D. Elle doit étre assez élevée pour éliminer les blocs qui ne contiennent pas
de hautes fréquences. Cependant, en prenant une valeur trop grande, on diminue la
probabilité de trouver des similarités par la suite. Le choix de cette valeur nait d’un
compromis entre ces deux contraintes. Pour la partie expérimentale, nous renvoyons
le lecteur a ’exemple présenté dans la section 5.4.

Classification du domaine de recherche D

Les blocs du domaine de recherche D peuvent étre classifiés en utilisant ’algo-
rithme développé dans la section 5.5. Pour cela, il faut choisir un angle-limite o,
entre les plans de transformation. Cet angle agit sur 'importance du regroupement
des blocs et, par conséquent, sur le nombre de classes du domaine. On peut suppo-
ser que lorsque le nombre de classes diminue, le temps de recherche des similarités
et la qualité des similarités diminuent également. Pour le moment, nous étudions
expérimentalement ces différents aspects avec I'image du cameraman.

Les figures 5.18(a) et 5.18(b) illustrent respectivement I’évolution du nombre de
classes en fonction de I'angle a4, et le temps (en secondes) requis pour classer
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Figure 5.18 — Classification du domaine de recherche pour I'image du cameraman. Influence
de I'angle a4, (en degrés) sur: (a) le nombre de classes du domaine, (b) le temps mis pour
classifier le domaine, (c) le temps total mis pour rechercher les similarités, (d) I'erreur RMSE
entre |'agrandissement obtenu avec classification et celui obtenu sans classification.
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Figure 5.19 — Classification du domaine de recherche pour I'image de Lenna. Influence de
I'angle a4, (en degrés) sur: (a) le nombre de classes du domaine, (b) le temps mis pour
classifier le domaine, (c) le temps total mis pour rechercher les similarités, (d) I'erreur RMSE
entre |'agrandissement obtenu avec classification et celui obtenu sans classification.

les blocs du domaine. Dans les deux cas, on trouve une courbe qui obéit a une loi
gaussienne.

La figure 5.18(c) montre le temps mis pour rechercher I'ensemble des similari-
tés dans le domaine de recherche. Globalement, la courbe semble également obéir
a une loi gaussienne. On peut cependant observer une petite zone d’oscillations
lorsque v, est compris entre 80° et 86°, puis deux «décrochements» tres nets pour
Opnar = 91° et a0, = 114°, et enfin un «plateaur lorsque a,,,, > 151° . La zone
d’oscillations correspond a une zone d’instabilité du nombre de classes, celui-ci varie
dans I'intervalle [5, 9] de maniere chaotique. Le premier décrochement correspond au
passage de 4 a 3 classes et le deuxieme a celui de 3 a 2 classes. Enfin, le plateau final
apparait avec la classe unique. Dans ce cas, le temps de recherche des similarités
nécessaire est deux fois plus important que lorsque le nombre de classes est le méme
que celui des blocs du domaine. En effet, dans le second cas, on bénéficie d’une
profondeur de recherche de 50% tandis que dans le premier cas, la recherche se fait
parmi tous les blocs de la classe unique, c’est-a-dire parmi la totalité des blocs du
domaine.

Pour évaluer la qualité de 1’agrandissement en fonction de ’angle ., nous
utilisons I'image agrandie sans classification comme image de référence. La figure
5.18(d) montre I'erreur RMSE (cf. section 3.6) générée entre 'image de référence et
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Figure 5.20 — Agrandissement de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman en classifiant
le domaine de recherche: «,,,, = 35° pour I'image de Lenna et o, = 30° pour I'image du
cameraman.

I’agrandissement obtenu en augmentant «,,,,. L’erreur croit rapidement de maniere
linéaire jusqu’a ., ~ 50°. Ensuite, elle oscille horizontalement jusque a4, = 150°.
Au-dela, le domaine ne contient plus qu'une seule classe et la recherche des similarités
se fait sur la totalité du domaine D. C’est ce qui explique la brusque chute de ’erreur.

La figure 5.19 montre les mémes courbes d’expérimentation pour I'image de
Lenna. Elles ont a peu pres les mémes propriétés que celles décrites précédemment
pour I'image du cameraman.

La figure 5.20 illustre les agrandissements obtenus en classifiant les domaines
de recherche. Les valeurs de ’angle-limite «,,,, ont été choisies pour réaliser un
compromis intéressant entre la rapidité de recherche des similarités et la qualité de
I’agrandissement. Pour 'image de Lenna, on accélere significativement la recherche
des similarités sans que la dégradation du résultat de ’agrandissement ne soit vrai-
ment perceptible. L'image du cameraman étant plus complexe, il est beaucoup plus
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difficile de diminuer le nombre de classes sans trop dégrader la qualité de I'agrandis-
sement. On voit donc, a travers ces deux exemples, que l'intérét de la classification
du domaine dépend avant tout de la complexité de 'image traitée. Il dépend égale-
ment de la taille de I'image car plus elle est grande, plus les blocs sont nombreux et
plus la nécessité de les regrouper en classes se fait ressentir.

Le modele de similarité

Pour rechercher des similarités dans le domaine D, il faut tout d’abord fixer les
parametres du modele de similarité que nous avons présenté dans la section 5.3.1.
Ces parametres sont au nombre de trois.

Les deux premiers sont liés a la fonction de transformation massique 7, 4). Plus
précisément, il faut fixer le degré p du polynéme d’échelle et le degré ¢ du polynome
fixe. La figure 5.21 illustre différents agrandissements de I'image de Lenna obtenus
en faisant varier le couple (p,q) dans I'intervalle {1,2,3} x {0,1,2}. Pour montrer
plus nettement I'influence de la transformation massique sur le résultat de I"agran-
dissement, 'interpolation du bloc résiduel de la transformation n’est pas ajoutée
lors de la synthese des similarités (cf. expression (5.15)). Il s’agit en quelque sorte
d’agrandissements bruts. En augmentant p et en laissant ¢ = 0, les contours de
I'image deviennent plus saillants. Ce phénomene s’explique par le fait que plus p
est grand, et plus le polyndme d’échelle a la possibilité d’amplifier le contraste du
bloc traité. En augmentant ¢ et en laissant p = 1, I'image devient moins bruitée
et les contours semblent plus lisses, surtout pour ¢ = 1. En fait, lorsque ¢ = 1,
le polynome fixe se traduit par un plan d’inclinaison variable, ce qui produit des
transitions plus continues. Avec ¢ = 2, on ajoute une paraboloide au plan précé-
dent, ce qui produit des transitions un peu plus brusques. La diminution du bruit
observée en augmentant ¢ est due au polynéme fixe qui prend plus d’importance
que le polynome d’échelle dans la transformation du bloc traité. Plus précisément,
le bloc artificiel produit par le polynéme fixe prend plus de poids que le bloc naturel
traité par le polynome d’échelle. Le bruit qui est introduit par le bloc naturel est
donc plus faible. En augmentant a la fois p et ¢, on bénéficie en méme temps d’un
meilleur contraste et d’'une diminution du bruit dans 'image agrandie. C’est ce que
I’on observe pour les transformations 7(2,1) et 7(32) sur la figure 5.21. Cependant, la
figure 5.22 montre que les différences entre les agrandissements obtenus avec 7 g),
T(2,1) €t 7(3,2) sont beaucoup moins perceptibles lorsque I'interpolation du résidu de
transformation est ajoutée lors de la synthese des similarités. Il apparait nettement
que les limitations de la transformation 7(; ) sont compensées par l'utilisation du
résidu de la transformation au moment de la synthese. La conséquence est que le rap-
port «qualité/quantité de calculs» est beaucoup plus intéressant avec 7(; gy qu’avec
T(2,1) OU T(3,2). D'un point de vue pratique, il semble donc préférable d'utiliser la
transformation 7(; o) des lors que les résidus de transformation sont exploités dans
la synthese des similarités. Cette conclusion est renforcée par le fait que 1’utilisation
de polyndmes de degrés élevés introduit parfois une instabilité dans la synthese des
similarités. Ce phénomene se traduit par ’apparition d’un bruit assez génant que
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Figure 5.21 — Agrandissements de facteur 2 de I'image de Lenna obtenus en variant les pa-
rametres p et ¢ de la fonction de transformation massique 7, ;). Le résidu de transformation
n’est pas pris en compte lors de la synthese de similarité.

I’on peut distinguer sur les agrandissements de I'image du cameraman présentés sur
la figure 5.22.

Le troisieme parametre est lié a la fonction de transformation spatiale 85 qui agit
sur le bloc traité en lui appliquant 'une des huit isométries définies par (5.4). Ce
parametre consiste a choisir les isométries qui sont permises lors de la recherche
de similarités. Dans le cadre de notre application, nous avons défini les trois pos-
sibilités suivantes: identité (k = 0), identité et rotations (0 < k < 3), identité,
rotations et réflexions (0 < k < 7). En augmentant le nombre d’isométries permises,
on augmente la possibilité de trouver des similarités intéressantes, mais on aug-
mente également de maniere proportionnelle la quantité de calculs. La figure 5.23
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Figure 5.22 — Agrandissements de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman en utilisant
les fonctions de transformation massique 7(; gy, T(2,1) OU 7(3,2). Le résidu de transformation est
pris en compte lors de la synthese de similarité.

(b)

Figure 5.23 — Agrandissements de facteur 2 de I'image du cameraman obtenus avec différents
groupes d’isométries: (a) identité, (b) identité et rotations, (c) identité, rotations et réflexions.
Le résidu de transformation n’est pas pris en compte lors de la synthése de similarité.
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illustre les agrandissements de I'image du cameraman obtenus avec |'une des trois
combinaisons d’isométries définies précédemment. Pour faciliter les observations, les
résidus de transformation ne sont pas exploités lors de la synthese des similarités. On
constate que I'utilisation des rotations conjointement a 'identité permet d’améliorer
significativement la qualité de ’agrandissement. L’amélioration apportée par 1'uti-
lisation supplémentaire des réflexions est beaucoup moins perceptible. En fait, les
blocs générées par réflexions peuvent souvent étre obtenus de maniere assez équiva-
lente par la fonction de transformation massique avec des rotations de bloc. Ceci est
surtout vrai pour les blocs qui contiennent des contours. Les transformations supplé-
mentaires apportées par les réflexions sont donc généralement redondantes avec les
transformations déja permises par les rotations. Par contre, les blocs générés par ro-
tations ne peuvent généralement pas étre obtenus par une transformation massique
seule. Les isométries basées sur les rotations apportent donc un gain de qualité non
négligeable. En pratique, un excellent compromis entre rapidité et qualité est réalisé
en utilisant uniquement comme isométries I'identité et les rotations.

La profondeur de recherche dans le domaine D

La recherche globale d’une similarité d’un bloc X dans le domaine D est réalisée
par une exploration autour du bloc Rp du domaine qui a la variance la plus proche
de celle de X (cf. table 5.4). Nous rappelons que les blocs du domaine sont ordonnés
en fonction de leur variance. La profondeur de recherche autour du bloc Rp dépend
du parametre w. Celui-ci s’exprime comme un pourcentage du nombre de blocs
présents dans le domaine D. Le nombre de blocs explorés de chaque coté du bloc
Rp est donné par W/2 avec W = (N % w)/100, N étant le nombre de blocs présents
dans le domaine D.

En diminuant w, le temps nécessaire a la recherche diminue en proportion, mais
la probabilité de trouver une bonne similarité devient plus faible. La limitation de la
profondeur de recherche permet également d’effectuer les transformations massiques
sur des blocs qui ont une variance assez proche de celle de X, et donc de limiter
I'importance de ces transformations. Ceci permet de privilégier des similarités entre
des blocs visuellement assez proches.

Pour nous aider a choisir plus précisément la valeur de w, on s’intéresse a I’histo-
gramme des profondeurs des meilleures similarités du domaine D trouvées pour les
blocs de références. Pour chaque bloc de référence X, on mesure la profondeur entre
le bloc Rp, qui a la variance la plus proche de celle de X, et le bloc le plus similaire a
X dans le domaine D. Les histogrammes de profondeur pour les images de Lenna et
du cameraman sont illustrés respectivement sur les figures 5.24(a) et 5.24(b). Dans
les deux cas, on remarque clairement que la distribution n’est pas uniforme. En fait,
la probabilité de trouver la meilleure similarité d’un bloc de référence diminue avec
la profondeur de recherche. Ce résultat montre que ’on peut limiter la profondeur
de recherche sans trop diminuer la probabilité de trouver la meilleure similarité d’un
bloc dans le domaine D. En prenant par exemple w = 50% pour I'image du came-
raman, on trouve pour une majorité de blocs de référence leur meilleure similarité
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Figure 5.24 — Histogramme de profondeur des meilleures similarités pour : (a) I'image de Lenna,
(b) I'image du cameraman. (voir texte pour les explications)

dans le domaine D en explorant seulement la moitié de ce domaine.

La recherche locale de similarités

La recherche d’une similarité localement & un bloc X dépend du parametre 7' (cf.
table 5.5). 1l s’agit d’un parametre de tolérance sur le recouvrement du bloc X par
le bloc similaire. Lorsque T" est nul, le bloc similaire recouvre completement le bloc
X. Lorsque 0 < T < 5, le recouvrement peut étre partiel, et lorsque 7' > 5, il n’y a
plus forcément de recouvrement.

La figure 5.25 illustre les agrandissements des images de Lenna et du cameraman
obtenus en faisant varier le parametre 7. Pour les deux images, on remarque que
la recherche locale permet de synthétiser des similarités de bonne qualité pour les
contours simples, comme le bord du chapeau de Lenna ou le pourtour de la téte du
cameraman. En fait, ce résultat est di au caractere auto-similaire des contours a
travers les résolutions (cf. pyramides de différences de la figure 5.16). Pour les blocs
qui contiennent des motifs plus complexes, la recherche locale de similarité n’est pas
convaincante. Pour ces blocs, il est préférable de faire une recherche globale sur toute
la pyramide. On observe également sur la figure 5.25 que la recherche locale avec
recouvrement complet (7" = 0) est souvent trop restrictive. Une recherche avec un
recouvrement partiel (7" = 5) améliore beaucoup la qualité de ’agrandissement. Par
contre, ’absence éventuelle de recouvrement (7' = 10) n’améliore pas de maniere
significative la qualité. En fait, plus on augmente T', et plus on tend vers une re-
cherche globale des similarités. Ceci permet d’améliorer progressivement la synthese
des blocs complexes, mais cette progression demeure assez lente.

Le partitionnement du niveau de super-résolution

Pour simplifier, nous étudions les effets du partitionnement du niveau de super-
résolution sur la qualité de 'agrandissement dans le contexte d’un filtre a largeur
paire. La figure 5.26 illustre les agrandissements obtenus avec les différents parti-
tionnements représentés sur la figure 5.2. Lorsque les blocs fils ont une taille de 8 x 8
pixels, ils ont le méme support que leurs blocs peres de taille 4 x 4 pixels. Dans ce
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.

Figure 5.25 — Agrandissements de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman obtenus en
effectuant une recherche locale des similarités et en faisant varier le parameétre T'. Pour chaque
couple d'agrandissements, celui du haut est obtenu sans utiliser les résidus de transformation
lors de la synthese des similarités, et celui du bas est obtenu en les utilisant.
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Figure 5.26 — Agrandissements de facteur 2 des images de Lenna et du cameraman obtenus
avec différentes partitions du niveau de super-résolution. Pour chaque couple d’agrandisse-

ments, celui du haut est obtenu sans utiliser les résidus de transformation lors de la synthese
des similarités, et celui du bas est obtenu en les utilisant.
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cas, les blocs peres forment une partition de la base de la pyramide. L’absence de
recouvrement des blocs peres produit lors de la synthese des similarités un effet de
bloc qui est partiellement estompé en utilisant les résidus de transformation. Lorsque
les blocs fils ont une taille de 4 x 4 pixels, leurs blocs peres se recouvrent et 'effet
de bloc n’est plus perceptible. L’utilisation de blocs fils de taille 2 x 2 pixels permet
d’augmenter le taux de recouvrement des blocs peres. Cependant, on remarque que
les améliorations apportées sont beaucoup moins significatives. De plus, on constate
sur 'agrandissement du cameraman un effet «pointilliste».

En diminuant la taille des blocs fils, on augmente proportionnellement leur nombre,
ainsi que celui des similarités a rechercher dans le domaine D. Pour faire un com-
promis intéressant entre rapidité et qualité, on voit qu’il est nettement préférable
d’utiliser des blocs fils de taille 4 x 4 pixels. Le partitionnement équivalent dans le
contexte d’un filtre a largeur impaire est illustré sur la figure 5.3.

5.8.3 Validation du modele

Notre méthode d’agrandissement est basée sur la préservation de similarités inter-
blocs a travers deux résolutions consécutives de I'image (cf. section 5.7). Dans cette
section, nous nous intéressons a la validité de cette hypothese. Pour cela, nous réa-
lisons I'agrandissement de facteur 2 d’une image obtenue par réduction d’une image
originale. Cette procédure nous permet d’effectuer des comparaisons entre I'image
agrandie et 'image originale qui sert de référence.

(b)

Figure 5.27 — (a) Image de référence. (b) Pyramide passe-bas obtenue a partir de la réduction
de I'image de référence et pyramide de différences associée (les niveaux de gris sont amplifiés
d’un facteur 2).

Nous utilisons I'image du cameraman de 128 x 128 pixels comme image de ré-
férence. I'image réduite est obtenue par un filtrage avec le filtre de Burt de taille
5 x5 ([ =0.625) et une décimation de facteur 2. L’agrandissement est réalisé par
une synthese de similarités sur la pyramide générée a partir de 'image réduite du
cameraman. Les parametres de I"agrandissement sont ceux de la configuration stan-
dard que nous avons définie dans la section 5.8.1. La figure 5.27 montre I'image de
référence, la pyramide passe-bas de 4 niveaux générée a partir de I'image réduite et
la pyramide de différences associée.
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Dans la suite, nous nous intéressons a ’ensemble des blocs (X!) du niveau de
super-résolution qui sont synthétisés par similarité. Pour chacun d’entre eux, nous
associons les deux blocs résiduels suivants :

{ g =X; — T(p,q) © ek(Y;)

(5.22)
5;:R¢—XZ(:RZ'—T(

pa) © Ok (Y]) — I(2:)
ou X; est le bloc pere de X/, Y; est le bloc similaire & X; par la transformation

0 0k, Y/ est le bloc fils de Y; et R; est le bloc situé sur 'image de référence

( ;

P:q)
au méme emplacement que X!. En d’autres termes, ¢; représente le bloc résiduel
de la similarité entre les blocs peres X; et Y;, et € représente le bloc résiduel de la
similarité entre les blocs fils R; et Y. La valeur moyenne du résidu représenté par

les blocs &; et &/ peut étre mesurée par la fonction :

SNl lr(m, )

N2

Qx) (5.23)
ou x est un bloc de taille N x N pixels. Les mesures Q(e;) et Q(}) représentent donc
des mesures d’erreur moyenne de similarité entre (respectivement) les blocs peres et
les blocs fils. Pour que la mesure Q(}) soit significative par rapport a Q(g;), il faut
que les supports des blocs fils soient identiques a ceux des blocs peres. En d’autres
termes, pour calculer Q(e!) on prend pour le support de X/ celui de son bloc pere X;
et non pas celui qui est imposé par le partitionnement du niveau de super-résolution.
Ainsi, dans le contexte d’un filtre a largeur impaire, le bloc &; a une taille de 5 x 5
pixels et le bloc & a une taille de 9 x 9 pixels. De méme, dans le contexte d’un filtre
a largeur paire, le bloc ; a une taille de 4 x 4 pixels et le bloc £/ a une taille de 8 x 8
pixels.

D’apres ’hypothese de préservation des similarités a travers les résolutions, @)’(&;)
devrait tendre vers zéro lorsque (Q(g;) tend vers zéro. Dans la suite, nous nous
intéressons tout d’abord a la relation entre Q)'(s;) et Q(e;) dans le contexte ou le
filtre est de largeur impaire et les parametres sont ceux de la configuration standard.
Nous étudions également ’évolution de Q(¢&;) et Q(e}) en fonction de la complexité
(écart-type) des blocs peres (X;). Ensuite, nous nous intéressons a l'influence de
certains parametres de la configuration standard sur la relation entre Q)’'(¢;) et Q(&;).
Nous étudions en particulier les influences de la transformation massique du modele
de similarité, du filtre a largeur paire, et de la recherche locale des similarités.

La préservation des similarités

La figure 5.28(a) illustre le résidu de similarité entre les blocs fils en fonction du
résidu de similarité entre leurs blocs peres, sans que [(g;) soit pris en compte pour
synthétiser X! dans (5.22). La barre verticale en pointillé indique la valeur moyenne
de Q(e;) et la barre horizontale celle de Q(e!). Tout d’abord, on remarque que plus
Q(e;) diminue et plus Q(e!) diminue. Ceci conforte notre hypothese de préservation
des similarités. On remarque également que Q(e;) et Q(g}) ont une valeur souvent
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Figure 5.28 — Résidu de similarité entre les bloc fils en fonction du résidu de similarité entre les
blocs peres. Le résidu de similarité entre les bloc fils est calculé: (a) sans prendre en compte
I(g;), (b) en prenant en compte /(s;).

tres proche, de sorte que globalement, le nuage de points est assez proche de la
fonction f(x) = .

Comme le montre la figure 5.28(b), lorsque les blocs (X!) sont synthétisés en cor-
rigeant la transformation avec I(g;), le nuage de points se rapproche nettement de
I’axe des abscisses. En fait, le résidu de similarité entre les blocs fils devient globa-
lement plus faible. Celui-ci devient méme majoritairement plus petit que le résidu
de similarité entre les blocs peres. Cette observation montre clairement I'importance
de rajouter I(g;) lors de la synthese des similarités.

En résumé, la figure 5.28 montre clairement que ’hypothese de préservation des
similarités se vérifie pour la majorité des blocs. Il existe toujours des blocs pour
lesquels cette hypothese ne s’applique pas, mais ceux-ci sont tres minoritaires. En
d’autres termes, la probabilité pour qu’une similarité inter-blocs soit préservée a une
résolution supérieure est en pratique relativement élevée.

Relations entre le résidu de similarité et 1’écart-type des blocs

On peut se demander si la validité de la préservation des similarités dépend de
la complexité des blocs peres (X;). On peut également se demander si Q(s;) et
Q(e}) n’augmentent pas proportionnellement a cette complexité. C'est ce que nous

vérifions maintenant en évaluant la complexité d’un bloc par la mesure de I’écart-
type de ses niveaux de gris.

La figure 5.29 illustre le rapport entre Q(&}) et Q(e;) en fonction de o(X;). On
remarque que ce rapport n’augmente pas lorsque o(X;) augmente et qu’il demeure
plutot constant avec une valeur proche de 1. Il a méme tendance a étre plus grand
lorsque o(X;) est plus faible. En fait, ce phénomene s’explique par le fait qu’il y
a plus de probabilités pour que des blocs qui ont un écart-type faible aient un
résidu de similarité important par rapport a la faible quantité d’informations qu’ils
contiennent. On remarque que 'utilisation de I(g;) lors de la synthese permet de

diminuer globalement le rapport Q(c})/Q(e;). En fait, ceci est surtout vrai lorsque
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Figure 5.29 — Rapport entre Q(c}) et Q(¢;) en fonction de I'écart-type du bloc pere X;. Le
résidu de similarité des bloc fils est calculé: (a) sans prendre en compte /(g;), (b) en prenant
en compte /(g;).

I’écart-type des blocs peres est important (o(X;) > 40). Lorsque ’écart-type est
faible (o(X;) < 40), le rapport reste inchangé, voire méme moins bon lorsque o(X;)
est tres faible.

La figure 5.30 montre I'influence de ’écart-type des blocs peres (X)) sur la mesure
Q(e;) et sur la mesure Q(}). On voit clairement que 'amplitude de ces deux mesures
augmente avec la valeur de o(X;). On pourrait supposer a priori que ces deux
mesures sont proportionnelles a la complexité des blocs peres. Cependant, les nuages
de points de la figure 5.30 montrent que ce n’est pas exactement le cas. Lorsque

o(X;) augmente, on trouve toujours des blocs pour lesquels le résidu de similarité
est proche de zéro.

Q) Q(e) Q(e)

@ (b) ©

Figure 5.30 — (a) Résidu de similarité entre les blocs péres en fonction de I'écart-type du bloc
pere X;. (b) Résidu de similarité entre les blocs fils en fonction de I'écart-type du bloc pere
X; sans prendre en compte /(s;). (c) Résidu de similarité entre les blocs fils en fonction de
I'écart-type du bloc pére X; en prenant en compte /(s;).

Ces différents résultats montrent que ’hypothese de préservation idéale des simi-
larités est validée indépendamment de la complexité (écart-type) des blocs traités.
Quelle que soit cette complexité, lorsque le résidu de similarité entre les blocs peres
tend vers zéro, le résidu de similarité entre les blocs fils tend également vers zéro.
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Figure 5.31 — Résidu de similarité entre les bloc fils en fonction du résidu de similarité entre
les blocs peres pour les transformations massiques 7(; 1) (a-b) et 739y (c-d). Le résidu de
similarité des bloc fils est calculé: (a-c) sans prendre en compte I(g;), (b-d) en prenant en
compte [(s;).

Influence de la transformation massique

La figure 5.31 illustre les relations entre Q(&;) et Q(e!) obtenues avec les transfor-
mations massiques 7(31) et 7(3 ). On voit qu’en augmentant les degrés du polynome
d’échelle et du polynéme fixe, les résidus de similarité entre les blocs peres dimi-
nuent. Par contre, les résidus de similarité entre les blocs fils ne diminuent pas en
conséquence. Au contraire, en moyenne, ils augmentent. De plus, on remarque que
les améliorations apportées par I(e;) lors de la synthese sont de moins en moins
significatives. Finalement, en comparant les nuages de points sur les figures 5.28(b),
5.31(b) et 5.31(d), il apparait clairement que ’hypothese de préservation des simi-
larités est surtout vérifiée lorsque le modele de similarité est basé sur une transfor-
mation massique linéaire 7(; o). En augmentant les parametres p et ¢ de 7, ), cette
hypothese est de plus en plus fragilisée.

Filtre a largeur paire

La figure 5.32 illustre la relation entre Q(&;) et Q(&’) lorsque le filtre est de largeur
paire. La fenétre de similarité de largeur 4 x 4 pixels produit des résidus de similarité
qui sont en moyenne plus faibles pour les blocs peres. En revanche, les résidus de
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Figure 5.32 — Résidu de similarité entre les bloc fils en fonction du résidu de similarité entre
les blocs peres dans le cas d'un filtre a largeur paire. Le résidu de similarité des bloc fils est
calculé: (a) sans prendre en compte I(s;), (b) en prenant en compte I(g;).
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Figure 5.33 — Résidu de similarité entre les bloc fils en fonction du résidu de similarité entre
les blocs peres dans le contexte d'une recherche locale des similarités (1" = 5). Le résidu de
similarité des bloc fils est calculé: (a) sans prendre en compte I'interpolation du résidu des
blocs peres I(¢;), (b) en prenant en compte I'interpolation du résidu des blocs peres I(;).

similarité associés aux blocs fils sont en moyenne plus élevés. Ces résultats sont en
accord avec la dégradation de I"agrandissement constatée visuellement sur la figure
5.17 lorsque 1’on utilise un filtre a largeur paire.

La recherche locale des similarités

La figure 5.33 illustre la relation entre Q(e;) et Q(c}) dans le contexte d’une
recherche locale des similarités (T' = 5). Les nuages de points ont a peu pres les
meémes caractéristiques que ceux montrés sur la figure 5.28 dans le contexte d’une
recherche globale des similarités. Les résidus moyens de similarité sont cependant
plus élevés, surtout pour les blocs peres.
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Figure 5.34 — Rapport signal a bruit en fonction de la valeur limite ), du résidu de similarité
entre les blocs péres dans le contexte d'une: (*) recherche locale des similarités (17" = 5), (A)
recherche globale des similarités avec isométries rotations, (O) recherche globale des similarités
avec isométries rotations+réflexions.

Choix d’une limite sur le résidu de similarité

Lorsque le résidu d’une similarité Q(e;) est important, cela signifie que le bloc Y;
est peu similaire a X;. Dans ce cas, il est préférable de ne pas réaliser la synthese
de la similarité a une résolution supérieure afin de ne pas dégrader la qualité de
I’agrandissement. Il faut donc fixer une valeur limite )4, sur le résidu de similarité.
Dans le contexte de la configuration standard des parametres, la figure 5.28 montre
que le résidu moyen des similarités entre les blocs peres se situe autour d’une valeur
de 16. Le choix de @), = 16 peut donc constituer un premier choix intéressant.
Toutefois, pour mieux cerner I'influence de @),,,, sur la qualité de ’agrandissement,
on peut analyser la mesure du PSNR entre 'image de référence et I'image agrandie
en fonction de la valeur de (),,... Le résultat de cette mesure est présenté sur le
graphique de la figure 5.34. Lorsque @), = 0, aucun bloc fils n’est synthétisé par
similarité et le PSNR est de 24.11 dB. Dans ce cas, I'image agrandie est en fait
identique au résultat d’une interpolation par transformée B-spline cubique. Ensuite,
le PSNR augmente pour atteindre la valeur maximale 24.25 dB pour @), = 10,
puis diminue pour repasser en dessous de 24.11 dB aux alentours de ;... = 16.
Au-dela de Q0 = 16, le PSNR se dégrade tres rapidement.

En résumé, le choix @),,., = 16 semble étre relativement intéressant. Avec une
valeur plus faible, le PSNR est meilleur, mais le nombre de blocs synthétisés par
similarité diminue, ce qui limite I'intérét de I’approche. En revanche, avec une valeur
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Figure 5.35 — Localisation des blocs fils synthétisés et agrandissements obtenus avec (4 =
16 dans le contexte d’une: (a) recherche locale des similarités (17" = 5), (b) recherche globale
des similarités avec isométries rotations, (c) recherche globale des similarités avec isométries
rotations+réflexions.

plus forte, le nombre de blocs synthétisés augmente, mais le PSNR se dégrade tres
rapidement. La figure 5.35(b) illustre la localisation des blocs synthétisés, ainsi que
I’agrandissement obtenu en choisissant )., = 16. Les blocs synthétiseés sont situés
principalement sur le pourtour du cameraman. Il y a tres peu de blocs positionnés
sur la caméra: les similarités sont difficiles a trouver dans les niveaux supérieurs de
la pyramide.

La figure 5.34 illustre également les mesures du PSNR dans les cas d’une re-
cherche locale et d’une recherche globale avec des isométries supplémentaires de
type réflexion. La courbe obtenue dans le premier cas est relativement proche de
la courbe associée a la recherche globale avec isométries de type rotation. Cepen-
dant, pour une valeur de )., donnée, le nombre de blocs synthétisés est beaucoup
plus faible lorsque la recherche est locale. Ceci est illustré par la figure 5.35(a) avec

Qmaz = 16.

La courbe obtenue dans le deuxieme cas présente une valeur du PSNR toujours
plus élevée que celle de la recherche globale effectuée uniquement avec des isométries
de type rotation. La valeur maximale du PSNR est 24.34 dB pour Q). = 12.5. Non
seulement la valeur du PSNR est plus élevée, mais le nombre de blocs synthétisés
est également plus important, comme le montre la figure 5.35(c). Les améliorations
sont surtout situées au niveau du pied droit de la caméra.
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Figure 5.36 — Agrandissements de facteur 4 de I'image de Lenna: (a) approche par synthese
unique, (b) approche par analyse-synthése. L'agrandissement du haut est obtenu sans utiliser
les résidus de transformation lors de la synthése des similarités, et celui du bas est obtenu en
les utilisant.

5.8.4 Agrandissement de facteur supérieur a deux

Pour agrandir une image avec un facteur plus grand que deux, nous avons proposé
deux approches dans la section 5.7.2. La premiere réalise la synthese des similarités
a toutes les résolutions en exploitant uniquement la phase d’analyse réalisée pour
produire ’agrandissement de facteur deux. La seconde approche effectue quant a elle
une synthese a partir d’une analyse renouvelée a chaque résolution intermédiaire.

Le résultat de ces deux approches est présenté sur la figure 5.36 dans le cadre
d’un agrandissement de facteur 4 de I'image de Lenna. Les différences sont surtout
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Figure 5.37 — Détails des agrandissements de facteur 8 et 16 de I'image de Lenna: (a) approche
par syntheése unique, (b) approche par analyse-synthése.

perceptibles au niveau des discontinuités comme le bord du chapeau dans la zone en-
cadrée. La figure 5.37 illustre cette zone particuliere dans le cadre d’agrandissements
de facteur 8 et 16 de I'image de Lenna. Les différences entre les deux approches sont
ici flagrantes. Dans le cas de I’approche par synthese unique, on observe ’apparition
d’un léger effet de bloc avec des décrochements. Cet effet n’est pas présent dans
le cas de l'approche par analyse-synthese. Toutefois, on peut observer un effet de
gommage.

En fait, la premiere approche réalise un zoom auto-similaire sur ’agrandissement
de facteur 2. Elle révele donc des différences entre les blocs adjacents qui n’étaient
pratiquement pas perceptibles a I’échelle de la premiere synthese, d’ou I'effet de bloc.
Avec la deuxieme approche, ces différences sont lissées a chaque nouvelle résolution
en recommencant ’analyse sur une partition plus fine. Le recouvrement entre les
blocs peres permet de prévenir ’apparition d’un effet de bloc.

5.8.5 Comparaisons avec d’autres méthodes d’agrandissement

Dans cette section, nous comparons les agrandissements produits par notre mé-
thode a ceux produits par 'interpolation par transformée B-spline et 'interpolation
par filtrage médian.

La figure 5.38 présente les résultats obtenus par agrandissement de facteur 2
de I'image du cameraman réduite qui apparait sur la figure 5.27(b). L'image de
référence et son spectre d’amplitude sont montrés sur la figure 2.1. L’interpolation
par transformée B-spline se contente de préserver les fréquences de I'image réduite,
d’ou ’apparition d’un effet de flou assez prononcé. Malgré I'utilisation d’'une B-spline
cubique, on observe ’apparition d’un effet d’ondulation localisé sur le pourtour du
cameraman. L’interpolation par filtrage médian améliore un peu la qualité de 'image
agrandie mais I'effet de flou persiste sur le pourtour du cameraman. On remarque
que le filtre non-linéaire est particulierement efficace au niveau du bras de direction
de la caméra. On observe d’ailleurs sur le spectre que la trace diagonale associée
au bras de direction se prolonge dans les hautes fréquences comme sur le spectre
de référence sur la figure 2.1(b). L'image agrandie par synthese de similarités est
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Figure 5.38 — Agrandissement de facteur 2 de I'image obtenue par réduction de I'image du
cameraman et spectre associé: (a) interpolation par transformée B-spline, (b) interpolation

par filtrage médian, (c) synthése de similarités.
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Figure 5.39 — Agrandissement de facteur 2 de I'image de Lenna et spectre associé: (a) in-
terpolation par transformée B-spline, (b) interpolation par filtrage médian, (c) synthése de

similarités.
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Figure 5.40 — Agrandissement de facteur 2 de I'image du cameraman et spectre associé: (a)
interpolation par transformée B-spline, (b) interpolation par filtrage médian, (c) synthése de
similarités.

la méme que celle qui est montrée sur la figure 5.35. L’effet de flou est absent du
pourtour du cameraman et du pied droit de la caméra: ce sont essentiellement ces
zones qui contiennent des blocs synthétisés (cf. figure 5.35(c)). Le reste de 'image
est identique a I'image agrandie par transformée B-spline et présente donc un effet
de flou important notamment au niveau de la caméra. Sur le spectre, on remarque
que plusieurs traces se prolongent dans les hautes fréquences. Elles correspondent a
Iorientation globale du cameraman, ainsi qu’au pied droit de la caméra. Toutefois,
contrairement au résultat observé avec le filtrage médian, la trace diagonale associée
au bras de direction n’est pas prolongée. En fait, la figure 5.35(c) montre que les blocs
synthétisés au niveau du bras de direction entourent celui-ci mais ne le recouvrent
presque pas.

La figure 5.39 illustre les résultats obtenus en agrandissant 1'image de Lenna.
L’interpolation par transformée B-spline produit toujours du flou, surtout sur le
bord inférieur du chapeau. Le filtre médian améliore tres peu la qualité de I'image
agrandie. On peut observer sur le spectre un prolongement de la trace diagonale.
Cependant, celui-ci est artificiel : il est comparable a ce que 'on obtient avec une
interpolation au plus proche voisin. Il est di a une duplication du spectre dans
la direction diagonale. I’image agrandie par synthese de similarités possede plus
de netteté, surtout au niveau des contours du chapeau. On observe d’ailleurs sur le
spectre un prolongement de la trace diagonale qui se scinde en deux traces distinctes.
En fait cette scission, dont on percoit ’amorce sur le spectre de I'image agrandie
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par transformée B-spline, est due aux deux contours du chapeau qui prennent des
directions légerement différentes.

La figure 5.40 montre les résultats obtenus en agrandissant I'image du cameraman.
Les résultats sont assez similaires a ceux de la figure 5.38. Toutefois, en raison de
I’absence de directions privilégiées, on ne percoit pas de traces particulieres sur le
spectre. Remarquons que I'agrandissement par synthese de similarités est obtenu en
prenant (. = 16, comme dans ’exemple illustré sur la figure 5.38.

5.9 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre notre premiere approche de agrandissement
d’images basée sur la synthese de similarités a partir d’une pyramide a facteur de
réduction 2. Le principe global est de rechercher des similarités entre des blocs situés
sur la base de la pyramide et des blocs situés sur les niveaux supérieurs. En supposant
que ces liens de similarité se préservent a une résolution supérieure, les blocs fils des
blocs situés sur la base de la pyramide sont synthétisés a partir de ces liens de
similarité et des blocs fils des blocs similaires situés sur les niveaux supérieurs de la
pyramide. Cette synthese permet finalement d’extrapoler un niveau supplémentaire
de la pyramide, et donc d’obtenir I’agrandissement de facteur 2 de I'image originale.
Nous avons développé et étudié différents aspects de ce modele, que ce soit dans la
phase d’analyse (recherche des similarités) ou dans la phase de synthese.

Phase d’analyse

La notion de similarité entre deux blocs repose sur le choix d’un modele de
transformation. Pour cela, nous avons proposé d’utiliser des fonctions polynomiales.
D’apres nos expérimentations, la transformation linéaire est celle qui génere globale-
ment les meilleurs résultats lors d’une synthese a une résolution supérieure. En fait,
lorsque le degré du polynome augmente, 'espace de transformation devient plus
important et des blocs visuellement tres différents peuvent devenir similaires. Dans
ce cas, ’hypothese de préservation d’une similarité a une résolution supérieure se
fragilise et le risque d’erreur est plus important.

Nous avons également étudié 1'utilisation d’isométries. Les rotations de blocs
améliorent nettement la qualité de I'image agrandie. En revanche, les réflexions de
blocs sont moins convaincantes: les améliorations apportées sont insuffisantes par
rapport a la quantité de calculs nécessaire. En fait, la fonction de transformation
massique permet dans la plupart des cas et notamment sur les contours simples,
d’obtenir le méme résultat qu’une réflexion.

En ce qui concerne la recherche des similarités, nous avons étudié deux straté-
gies: locale ou globale. La recherche locale est relativement adaptée pour des blocs
positionnés sur des contours simples qui se conservent sur les niveaux supérieurs de
la pyramide. Quel que soit le type de bloc, la recherche globale augmente la proba-
bilité de trouver une similarité significative. Cependant, elle nécessite une quantité
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de calculs nettement supérieure. Pour accélérer la recherche globale, nous avons mis
en place une classification des blocs de la pyramide. Pour cela, nous avons déve-
loppé un modele original de classification basé sur la mesure d’un angle entre deux
espaces de transformation. Les blocs qui partagent plus ou moins le méme espace
de transformation sont regroupés au sein d’'une méeme classe. De cette maniere, quel
que soit le bloc de référence, la mesure de similarité est a peu pres identique pour
tous les blocs d’une méme classe. Ainsi, lors de la recherche d’une similarité, il est
suffisant de considérer un représentant par classe. Notre modele de classification se
démarque de ceux que 'on trouve en compression fractale par sa prise en compte de
la transformation massique. La classification est surtout adaptée lorsque beaucoup
de blocs dans I'image partagent le méme espace de transformation. Dans ce cas, elle
permet de diminuer considérablement la quantité de calculs sans dégrader la qualité
de I'image agrandie.

Pour sélectionner les blocs de la pyramide, nous avons proposé d’utiliser une
pyramide de différences. Ceci permet de prendre en compte le contenu fréquentiel
des blocs et, en particulier, de réaliser la synthese des similarités a partir de blocs
qui contiennent des hautes fréquences. De plus, ceci permet de mettre en ceuvre
une recherche de similarité uniquement pour des blocs qui contiennent des hautes
fréquences. Pour les autres blocs, 'absence de hautes fréquences autorise 1'utilisation
d’une méthode d’agrandissement qui préserve les fréquences initiales. Nous avons
choisi d’utiliser pour cela une interpolation par transformée B-spline cubique.

Phase de synthese

Les similarités trouvées sont tres rarement parfaites. Pour compenser le résidu
de similarité lors de la synthese, celui-ci est interpolé par une transformée B-spline
cubique puis ajouté au résultat. Nous avons montré que la prise en compte du
résidu de similarité lors de la synthese permettait d’obtenir des agrandissements de
meilleurs qualité en corrigeant en partie les défauts de similarités.

Lorsque le résidu de similarité entre deux blocs peres est trop important, il est
préférable de ne pas réaliser la synthese. Ainsi, en limitant le résidu de similarité
admissible, la qualité de I'image agrandie s’améliore. La valeur-limite est issue d’un
compromis entre le nombre de blocs synthétisés par similarité et la qualité de 'image
agrandie.

Nous avons vérifié ’hypothese de préservation des similarités a une résolution
supérieure. Les résultats ont montré que I’hypothese était validée pour une majorité
de blocs synthétisés. Il semble que les similarités qui contredisent I’hypothese de
préservation aient un résidu non négligeable. Une solution pour éviter la synthese de
ces similarités est donc de diminuer la valeur-limite du résidu de similarité admissible
pour une synthese. Malheureusement, cette solution écarte également la synthese de
similarités vérifiant I’hypothese de préservation.

En diminuant les supports des blocs fils par rapport a ceux des blocs peres, on
génere des recouvrements entre ces derniers. Ceci permet de supprimer les fausses
discontinuités entre les blocs synthétisés. La qualité de I'image agrandie est donc
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meilleure, mais cette amélioration se fait au détriment du temps de calcul puisque
le nombre de blocs fils augmente.

Pour réaliser un agrandissement de facteur plus grand que deux, nous avons pro-
posé deux approches: synthese unique ou analyse-synthese. La seconde approche
donne un agrandissement de meilleure qualité puisque la phase d’analyse est re-
commencée a chaque résolution intermédiaire. Par contre, la premiere approche est
beaucoup plus rapide puisque c’est la phase d’analyse qui est cotiteuse en temps de
calcul.

Nous avons comparé les images agrandies par notre méthode a celles obtenues par
des méthodes classiques : interpolation par transformée B-spline et filtrage médian.
Les résultats montrent que notre méthode permet d’obtenir des images agrandies
plus nettes. De plus, en effectuant des mesures a partir d’une image de référence,
nous avons montré que notre approche donnait une valeur du PSNR plus élevée que
celle issue de la méthode d’interpolation par B-spline cubique.

Liens et différences avec le zoom fractal

Notre approche est basée sur la notion de similarité, comme la méthode du zoom
fractal (cf. section 3.4). Toutefois, le zoom fractal classique exploite directement le
code de similarités produit par les méthodes de compression fractale. Notre approche
prend davantage en compte les exigences de 'agrandissement. A ce titre, elle peut
étre considérée comme une amélioration du zoom fractal.

Les principales différences entre notre approche et le zoom fractal sont les sui-
vantes :

e Dans notre approche, les similarités sont recherchées sur une pyramide construite
selon la théorie de I’échantillonnage. Dans le zoom fractal, les similarités sont
recherchés sur I'image originale en augmentant la taille des blocs. De plus, pour
que les blocs sources et destinations (cf. section 3.4 pour la terminologie) aient
une taille identique, les blocs sources sont soit décimés directement sans fil-
trage, soit filtrés avec un opérateur simple réalisant une moyenne puis décimés.
En d’autres termes, le zoom fractal recherche des similarités a des résolutions
inférieures de I'image, sans prendre en compte la théorie de 1’échantillonnage.

e Le code de similarités produit par une méthode de compression fractale est
basé sur la notion d’opérateur contractant. Ceci impose des conditions spé-
cifiques sur les transformations élémentaires entre les blocs, ce qui limite la
qualité des similarités. Dans notre approche, cette notion est completement
absente puisque I'image originale est connue et que, par conséquent, il n’est
pas nécessaire d’itérer le code de similarités. Remarquons que nous avons mon-
tré dans la section 3.4, grace au théoreme 3.2 dit a Baharav et al., que le zoom
fractal pouvait étre obtenu directement a partir de I'image originale sans itérer
le code de similarités.

e Dans notre approche, nous prenons en compte les résidus de similarités pour ef-
fectuer une correction des blocs synthétisés. Nous prenons également en compte
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le contenu fréquentiel des blocs en exploitant une pyramide de différences.

Limite de Papproche

La méthode d’agrandissement par synthese de similarités a une limite bien définie.
Pour fonctionner correctement, il est nécessaire de trouver des similarités sur la pyra-
mide, or il n’est pas possible de garantir leur existence avec une image quelconque.
En d’autres termes, notre méthode n’est pas adaptée lorsque les structures dans
I'image sont trop complexes et multiples. Fn revanche, elle convient parfaitement
lorsque des structures claires se dégagent de I'image. Pour améliorer la méthode, il
faut donc augmenter la probabilité de trouver des similarités sur la pyramide. Pour
cela, nous étudierons dans le chapitre 7 'utilisation d’une pyramide a facteur de
réduction /2 oti les transitions entre niveaux sont moins brutales.
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Chapitre 6

Agrandissement par induction sur

un ensemble

6.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre de considérer 1’agrandissement d’une image |
d’un point de vue ensembliste [27], [28]. Une telle approche de I’agrandissement se
justifie parce que la solution idéale d’un agrandissement a une résolution! particuliere
est rarement unique. De maniere générale, on peut méme supposer que ’ensemble
K des solutions visuellement admissibles est tres grand quoique non infini.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la propriété la plus évidente de cet en-
semble: la propriété de réduction qui établit que toutes les images de K doivent
générer par réduction une image unique et que celle-ci doit étre identique a I'image
I. La propriété de réduction peut étre vue comme une contrainte de réversibilité de
I’agrandissement. On note A I"opérateur de réduction qui associe une image de réso-
lution® k£ — 1 a une image de résolution k et I;_; 'image originale que ’on souhaite
agrandir a la résolution k. La propriété de réduction de K s’écrit alors:

(VX € K) A(Xy) = Ly (6.1)
et ’ensemble des images de résolution k& qui ont la méme propriété est donné par:
AT Tm) = {X5 | AXR) = Ly} (6.2)

En pratique, 'opérateur de réduction utilisé réalise un filtrage passe-bas qui sup-
prime les hautes fréquences de Xy, puis un sous-échantillonnage qui ramene la réso-
lution a celle de I'image originale I;_; et enfin une quantification des valeurs réelles

1. Afin de simplifier les développements de ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement a un
agrandissement de facteur 2. Nous verrons dans la section 6.5 comment adapter ces développements
pour réaliser un agrandissement de facteur supérieur a 2.

2. Une image est considérée comme une matrice de taille 2% x 2¥. On dit alors qu’il s’agit d’une
image de résolution k et cette information est placée en indice (ex: Iy).
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sur ’ensemble des niveaux de gris a valeurs entieres. Pour que la théorie demeure
aussi générale que possible, le filtre passe-bas est une matrice carrée de taille et de
poids quelconques.

Avec l'opérateur de réduction adopté, 1’égalité stricte dans (6.2) est souvent trop
contraignante puisque ’ensemble A~ (I;_;) peut étre vide. C’est par exemple le cas
lorsque Ij_; est une image de type échiquier (un pixel sur deux est blanc, un pixel
sur deux est noir) et que le filtre passe-bas possede une distribution gaussienne. En
effet, une image de ce type ne peut pas étre obtenue par réduction avec ce filtre
puisqu’il lisse obligatoirement I'image Xj. Il s’agit d’un cas extréme assez évident,
mais 1’ensemble A™*(I;_;) peut aussi étre vide pour des images naturelles et des
filtres plus proches du filtre idéal. Dans le cadre général que 1'on s’est fixé, il faut
pouvoir traiter ce probleme. Pour cela, lorsque ’ensemble A™'(I;_;) est vide, on
s’intéresse aux images proches de I;_; pour lesquelles I’ensemble n’est plus vide.
De cette maniere, la contrainte d’égalité dans (6.2) est assouplie et on obtient un
ensemble plus général qui contient dans tous les cas au moins une solution. Ainsi,
nous définissons ’ensemble induit d’une image I;_; par un opérateur de réduction A
comme ’ensemble des images de résolution k dont la réduction fournit la meilleure
approximation de Ij_;:

P =X | AXR) & Lo} (6.3)

L’ensemble , * est I’ensemble des images agrandies de I;_; qui nous intéresse désor-
mais. Lorsqu’il existe au moins une image de résolution k qui, par réduction avec A,
donne exactement I,_;, on dit que ’ensemble , * est consistant. Dans le cas contraire,
on dit qu’il est inconsistant.

Pour réaliser I'agrandissement de I;,_; par induction sur ’ensemble , ¥, on projette
sur celui-ci une image particuliere de résolution k (voir figure 6.1). Etant donnée la
nature linéaire de lopérateur de réduction A, I’ensemble , * a la propriété d’étre
convexe lorsqu’il est consistant, ce qui garantit 1'unicité de la projection. Cette
propriété n’est malheureusement pas conservée en cas d’inconsistance. Pour que , *
soit également convexe dans le cas inconsistant, nous apporterons des modifications
dans sa formulation en section 6.2.3. Finalement, on vérifie bien qu’en variant 'image
projetée, on peut obtenir tous les éléments de , *.

Remarquons que dans la méthode d’interpolation probabiliste de Schultz et al.
(cf. section 3.5.3) et surtout dans celle basée sur la variation totale de Guichard et
al. (cf. section 3.5.4), on retrouve également la notion d’ensemble d’agrandissement
contraint en réduction. Ces deux méthodes se distinguent cependant de notre ap-
proche car leurs auteurs s’intéressent a un sous-ensemble de solutions qui minimisent
une certaine fonctionnelle liée a la régularité de I'image (cette notion de régularité
est liée a celle de dérivée). Par ailleurs, dans la méthode de Schultz et al., ’opérateur
de réduction est tres simpliste puisque le filtre passe-bas est un filtre réalisant une
moyenne et qu’il n’y a pas de sous-échantillonnage. Dans la méthode de Guichard et
al., Vopérateur de réduction est plus général mais le filtre doit tout de méme avoir
une réponse fréquentielle non-nulle pour éviter de générer un ensemble de solutions
vide (inconsistant). Dans les deux cas, le probleme de la quantification des niveaux
de gris n’est pas pris en compte. Enfin, dans la méthode de Schultz et al. et dans
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Sk k-1
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image
inductrice:\-,

originale

réduction(l)

projection“’-.,\

ensemble induit
par la réduction

Figure 6.1 — Induction de I;,_; sur I'ensemble T'* par projection d’une image inductrice Sj.

celle de Guichard et al., une solution du sous-ensemble minimisant la fonctionnelle
est obtenue par un algorithme de descente en gradient. Cet algorithme exploite une
solution préalable qui doit déja satisfaire la contrainte de réduction. Dans le premier
cas, cette solution est obtenue par une interpolation au plus proche voisin (cf. section
2.3.1) et dans le deuxieme cas, elle est obtenue avec la méthode du zero-padding (cf.
section 2.3.2).

Dans notre approche, nous nous intéressons a toutes les solutions de 1’ensemble
induit d’une réduction et il n’y a pas de contrainte particuliere sur I'image projetée
sur cet ensemble: elle est a priori quelconque. Ceci nous amene notamment a intro-
duire la notion de projection exacte (orthogonale) ou approchée (non-orthogonale)
sur cet ensemble. De plus, dans notre approche, le filtre peut étre quelconque puisque
nous traitons le cas d’inconsistance de I'ensemble , *. Il faut aussi souligner que nous
prenons en compte la quantification des niveaux de gris sur des valeurs entieres.

Dans la section 6.2, nous caractérisons précisément ’ensemble , *, que ce soit dans
le cas consistant ou dans le cas inconsistant. Nous formulons ensuite deux types de
projection possibles sur , ¥ : une projection exacte et une projection approchée. Dans
la section 6.3, nous développons cinq méthodes de projections partielles itérées dont
certaines ne peuvent étre utilisées que dans que dans le cas consistant. Ces méthodes
réalisent soit une projection exacte, soit une projection approchée sur , *. Dans la
section 6.4, nous étudions le comportement de ces méthodes de projections partielles
d’un point de vue expérimental a la fois dans les cas de consistance et d’inconsistance
de , *. Enfin, dans la section 6.5, nous généralisons les développements précédents
pour réaliser une induction avec un facteur d’agrandissement supérieur a deux.
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6.2 Formulation de 'induction

Dans cette section, nous mettons en place le cadre théorique relatif a I'induction
d’une image sur I'ensemble , * défini par (6.3). Tout d’abord, nous définissons ma-
thématiquement 'opérateur de réduction A. Ensuite, nous caractérisons 1’ensemble
, ® dans le cas consistant comme l'intersection d’ensembles élémentaires qui exercent
chacun une contrainte locale sur I’ensemble des solutions. Nous le caractérisons dans
le cas inconsistant comme étant ’ensemble des images de résolution & qui minimisent
la distance a tous les ensembles élémentaires (au sens des moindres carrés). Nous
formulons par la suite les propriétés d’une séquence de projections partielles sur
les ensembles élémentaires pour réaliser soit une projection exacte (orthogonale),
soit une projection approchée (non orthogonale) sur , *. Enfin, nous terminons cette
section en donnant une interprétation fréquentielle de I’ensemble induit d’une ré-
duction.

6.2.1 Généralités

Soit = un espace de Hilbert réel, doté du produit scalaire (- | -), de la norme
| - || et de la distance d. On définit = comme étant un sous-espace vectoriel de =
de dimension finie 2¥ x 2%, On définit QF C =% comme étant I'espace des images de
résolution k & valeurs dans I'intervalle® [0,255] C R*. Il s’agit donc d’un hypercube
de lespace =Z*. Pour simplifier les écritures, nous notons 7 = {0,...,2¥ — 1} un
ensemble d’indices.

6.2.2 La réduction d’une image

Les propriétés de Iensemble , * dépendent directement du choix de 'opérateur
de réduction A. Celui-ci joue donc un role fondamental dans le principe d’induction.
Notre définition de 'opérateur de réduction repose sur 'analyse fréquentielle de la
réduction que nous avons réalisée dans la section 4.2. Nous avons pu voir en particu-
lier que la décimation spatiale de I'image, c’est-a-dire la suppression d’échantillons,
devait étre précédée d’une opération de convolution avec un filtre passe-bas. Cette
opération permet de supprimer les hautes fréquences de 'image, ce qui évite un
repliement du spectre et donc empéche la déstructuration de I'image.

Définition 6.1 (Opérateur de réduction) Un opérateur de réduction A convo-
lue limage avec un filtre passe-bas, décime limage d’un facteur 2 (dans chaque
direction) et réalise une quantification sur des valeurs entiéres (niveaux de gris).
Ceci se traduit par:

(VE>0) A : QF — QF1

(6.4)
Xy = LW*XH iQZXk_l

3. La nature discréte des valeurs des pixels sera prise en compte uniquement pour le passage de
QF vers QF~! (voir la définition d’un opérateur de réduction dans la section 6.2.2).
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ou W représente le filtre passe-bas, * le produit de convolution, |-| la partie entiére
inférieure et | 2 la décimation de facteur 2.

Il n’y a pas de restriction particuliere sur la taille et les poids du filtre passe-bas
W. Toutefois, pour simplifier I’écriture mathématique, nous considérons que le filtre
est de taille (2M + 1) x (2M + 1). On pourrait tres facilement étendre les résultats
qui suivent au cas d’un filtre de largeur paire. En pratique, on peut prendre pour le
filtre W un des filtres que nous avons étudiés dans la section 4.3.

Pour faciliter le développement des méthodes de projections partielles dans la
section 6.3, nous reformulons "opérateur de réduction avec la notation matricielle
suivante :

(Vk>0) AXp) = |H Xp| =Xy (6.5)
ot Xy explicite une écriture vectorielle de la matrice Xy, c’est-a-dire: (V(7, ) € Z7)

)_()k(Zki +7) = Xy (7, 7). La matrice H est une matrice de taille 22(:=1) x 22¥ que nous
appelons matrice de réduction et que nous définissons par:

My (00)
tﬁk,(o,zk—l—n

t —
Hk,(zk—l—Lo)

t—)
| Hyor-1og 26100y |

ou (Hk,(i,j))(i,j)efi_l est une famille de matrices de taille 2% x 2% engendrée par le filtre
passe-bas W. Plus précisément, pour tout (7,7) appartenant a Z7 ,, une matrice
Hy,i,;) positionne le centre du filtre en (27,27). L’algorithme de génération dune
matrice de la famille (H ; ;)) est donné dans la table 6.1.
La fonction ¢ permet de valider les calculs sur les bords de I'image. Elle est définie
par:

0 siax <0

plo,y)=1 ¢ si0<z<y (6.7)

y—1 siz>y

Ce traitement des bords revient a dupliquer vers l'extérieur les pixels situés en

bordure de I'image. Lorsque le filtre est appliqué au niveau de la bordure, on a donc
une superposition d’une partie de ses poids.

6.2.3 Caractérisation de ’ensemble induit d’une réduction

Soit une image originale I;_; et un opérateur de réduction A tel que nous I’avons
défini précédemment. Nous cherchons & présent a caractériser ’ensemble , ¥ décrit
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Hiis) =0
pour n allant de —M a M
pour m allant de —M a M
s = (20 +m,2%) et t = (27 + n,2)
Hi i)(5,1) = Hi i (s, ) + W(m,n)

Table 6.1 — Construction d’une matrice Hy, (; ;.

par (6.3). Pour cela, nous différencions le cas consistant ot A (I;_;) # 0 du cas
inconsistant o A7 I,_y) = 0.

Ensemble consistant

Lorsque ’ensemble , * est consistant, on peut le caractériser plus précisément dans
'espace =F en utilisant (6.5) et (6.6):

K= AT Tm) = {Xe € Q[ (V) € T2y) Wk | Ri)) = Teea (3,) ) (6.8)

Avec cette formulation, on remarque que chaque pixel (7,7) de I;_; exerce une
contrainte locale sur les éléments de , *. Chacune de ces contraintes engendre un en-
semble de solutions localement admissibles. A partir de ces ensembles, nous construi-

sons une famille (A@,J‘))(i,y‘)efﬁ_l définie par:

(V(0,5) € Tiy) Ay ={Xe € 2 [y | K9] = (i)} (69)

Chaque ensemble Aéﬂi,j) contient toutes les images de =Z* satisfaisant localement

’équation A(Xy) = Ir_; au pixel (7,7). Ces ensembles sont des sous-espaces de =*
délimités par deux hyperplans et possedent par conséquent la propriété de convexité.
Nous notons A* I'intersection de cette famille d’ensembles. Nous pouvons alors re-
définir , * de la maniere suivante :

= ATHIL) = A OF = (ﬂ(i,j)eIi_l A@J)) M @ (6.10)

Dans le cas consistant, , * représente donc l'intersection d’ensembles convexes élé-
mentaires, comme le montre la figure 6.2(a).

Ensemble inconsistant

Lorsque 'ensemble , ¥ est inconsistant (figure 6.2(b)), on peut le redéfinir dans
Iespace =% par:

=X € OF [ (VY4 € 9F) d(A(X4), Tim)? < d(A(Y), Loy ) (6.11)
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[1]

0r 0r

(a)

Figure 6.2 — (a) L’ensemble I'* est consistant. (b) L’ensemble I'* est inconsistant.

Pour caractériser plus précisément cet ensemble dans =F, nous avons & résoudre

un probléme de minimisation dans ZF~'. Ce probléme est difficile, d’autant que
I’ensemble des solutions n’est pas forcément convexe dans =F, ce qui ne garantit
plus I'unicité d’une projection. Pour simplifier, nous le remplagons par un probleme
de minimisation dans =% dont les solutions ont 1’avantage de former un ensemble
convexe. Plus exactement, nous cherchons a obtenir ’ensemble des images de ré-

solution k& qui minimisent la distance a (A@j)) et OF. Pour cela, nous construisons

une fonction ® : =¥ — R* qui mesure le degré de proximité d’une image de =* i la
famille (Afm)) et & ’hypercube des images QF :

- 1
(¥Xe €2 0(Xe) = 5 (X en dXe AP XL Q) (6.12)

k-1
[’ensemble ,vk des images de =F qui minimisent la fonction ® est donné par:
JF =Xy € F ] (VY € 2F) @(Xy) < O(Yy)} (6.13)

D’un point de vue théorique, il est possible que ,vk n’ait pas d’intersection commune
avec 'espace des images %, Pour étre certain d’obtenir des solutions qui appar-
tiennent & Iespace des images, il faut finalement projeter , * sur Q% L’ensemble issu

de cette projection est alors défini par:
=Xk e O [V e )97k € OF) d(Yi, X0 S (Y1, i)y (6.14)
Les trois cas suivants peuvent se présenter :

1. Tl existe une image X de QF telle que ®(X},) = 0.

k

— —k :
Dans ce cas, , =, = %=A"YI,_;)et, est consistant.

2. Il n’existe pas de solution rendant nulle ¢ et ,vk N Ok £ 0.

_k \./k k
Dans ce cas,, =," #,".
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3. Il n’existe pas de solutlon rendant nulle ® et . kA Qk = .
Dans ce cas, , 7E kAL

¥ ne minimisent pas la fonction

Dans le cas inconsistant, les solutions décrites par
b b
- , . o . —k o
® dans Pespace ZF et les réductions associées aux solutions de ,  ne minimisent
pas la distance & I,_; dans I'espace Z¥7'. Bien qu’étant un ensemble approximatif
i . —k . . .
de , * dans le cas inconsistant, l’ensemble , = a sur lui I’avantage pratique d’étre
mathématiquement caractérisé. Il a de plus la propriété remarquable d’étre convexe,

ce qui d’un point de vue calculabilité est un avantage considérable.

—k
sont convezes :

Proposition 6.1 (Convexité) Les ensembles ket ]

() 5 #0 et #0

(i) (Va €)0,1]) (V(X,Yi) €, x,“k) a-Xp+(1—a) Yye, t
(Vo €]0,1)) (V(Xe,Yi) €. x.") a-Xpd+(l—a)-Yee,"
Dans la suite, nous délaissons , ¥ au profit des ensembles ,vk et ,_k qui sont plus
faciles a caractériser dans le cas inconsistant.

6.2.4 Projection sur ’ensemble induit d’une réduction

Dans le cas général (consistant ou inconsistant), I'induction de 'image Ix_; sur
I’ensemble ,_k revient d’abord a projeter une image quelconque A;CO) sur ,vk, puis a
projeter I'image résultante sur QF. Cette derniere projection est élémentaire, elle
permet d’obtenir dans tous les cas une solution qui appartient a I’espace des images.
La projection sur ,vk est beaucoup moins évidente. Nous verrons dans la section 6.3
de quelle maniere on peut réaliser cette projection en itérant des combinaisons de
projections partielles sur la famille (Afm)) et sur I'espace des images QF. Pour le
moment, nous nous intéressons uniquement aux propriétés de la séquence d’images
(Agj))nzo engendrée par cette suite de projections partielles.

L'image A;CO) est appelée image inductrice. L'image de ,vk vers laquelle converge la
sequence est appelée image induite (voir figure 6.3). Si I'image induite Ay est I'image
de | * qui minimise la distance a I'image inductrice Agg ), alors 'image induite est la
pmjectwn exacte (orthogonale) de cette derniere sur , k,

0 v
© gup [k

Définition 6.2 (Projection exacte) La projection de A, , " est evacte si

elle génere une séquence (Agj))nzo ayant les propriétés suivantes :

(2) La séquence converge vers une image de ,vk
lim, e AV = Ay = Ay e, f = A(Projgi(Ar)) & Iy

(i1) L’image induite minimise la distance a limage inductrice :

(YXe €, 5) [ A= AP | <[ X = A || <= Projpu(AL)) = A,



6.2 Formulation de U'induction 173

Figure 6.3 — Induction de I;_; sur I’'ensemble I+ A;ﬂo) est I'image inductrice et Ay, est I'image
induite.

Nous définissons un deuxieme modele de projection plus souple ou la séquence (A;Cn))
est Fejér-monotone [122], ce qui lui donne la propriété de tendre vers tous les élé-
ments de ,vk a la fois. Généralement, I'image induite par ce modele n’est pas une
projection exacte de I'image inductrice sur ,vk, mais seulement une projection ap-
prochée. [’image induite appartient encore a I’ensemble ,vk, mais elle ne minimise

(0)

plus forcément la distance a I'image inductrice Ako .

Définition 6.3 (Projection approchée) La projection de A;CO) sur | * est appro-
chée si elle génére une séquence (Agj))nzo ayant les propriétés suivantes :

vk,
Y

lim, e AV = Ay = Ay e, F = A(Projgi(Ar)) & Iy

(i) La séquence converge vers une image de

(i) La séquence est , *-Fejér-monotone :

(Vn>0) (VXp €, ) AV =Xy || < | AV =X, |

Comme nous le verrons dans la partie expérimentale (section 6.4), la projection
approchée sur , ® est obtenue plus rapidement que la projection exacte.

6.2.5 Interprétation fréquentielle

L’interprétation fréquentielle des projections partielles successives est plutot dif-
ficile. En effet, une projection partielle est par définition localisée dans le domaine
spatial. Dans le domaine fréquentiel, elle modifie donc ’ensemble des coefficients du

spectre. L’interprétation fréquentielle de la projection globale sur " West pas plus
simple. Méme lorsque celle-ci est exacte (orthogonale), I'interprétation fréquentielle
demeure difficile puisque la minimisation d’une distance dans le domaine spatial n’a
pas d’équivalent simple dans le domaine fréquentiel.
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Cependant, I'interprétation fréquentielle de I’ensemble ,_k est déja plus aisée, du
moins lorsque celui-ci est consistant. Dans ce cas, les contraintes imposées aux images
Xy de ,_k peuvent étre réparties en deux groupes.

Le premier groupe est déterminé par l'opérateur de réduction A défini par 'ex-
pression (6.4). Les opérations de filtrage et de décimation dans le domaine spatial
et dans le domaine fréquentiel s’écrivent :

Xp# W(z,y) = Ge(z,y) &5 W(u,v)- Xp(u,v) = Gr(u,v)  (6.15)
Gr(z,y)  Helz,y) = Ri(z,y) ¢ Gy* Hy(u, v) = Relu, v) (6.16)

ol Xy représente la transformée de Fourier de Xj. La décimation spatiale | 2 est
réalisée par une multiplication avec la fonction Hy définie par (4.7). En utilisant son
équivalent fréquentiel H, donné par (4.8) avec N = 2"~1 on obtient I’expression de
Rk(u, v) suivante! :

A

Ri(u,v) = i {Gk(u, v) + Gplu,v + 281

+Ga(u+ 257 v) + Gi(u + 28 v 4+ 2871 (6.17)
Le changement de résolution de Ry a Ry_; est donné simplement par :
Rioi(z,y) = Re(22,2y) <5 Ryoq(u,v) = Ry(u, v) (6.18)

Enfin, 'opération de quantification des niveaux de gris dans le domaine spatial
s’écrit :

(\V/(l', y) € Ilz—l) Ik—l(xv y) < Rk_1($, y) < Ik_1($, y) +1 (619)
Ces contraintes étant tres localisées, on ne dispose pas d’équivalents simples dans le

domaine fréquentiel et chaque contrainte est répartie sur ’ensemble du spectre. On
peut tout au plus écrire la relation suivante:

2F—1g

Ik_1($,y) = ﬁ Z Rk—l(uvv)eﬁ(uw+vy) < Ik—l(xvy) +1 (620)

u,v=0

Le deuxieme groupe de contraintes est lié a 'intervalle des niveaux de gris associé
aux pixels de I'image Xj. Chaque valeur doit appartenir a Uintervalle {0, ..., 255}.
Cette contrainte s’écrit :

(V(z,y) € T7) 0 < Xp(z,y) <255 (6.21)

Comme la contrainte de quantification des niveaux de gris exprimée par (6.19), cette
contrainte n’a pas d’expression simple dans le domaine fréquentiel :

1 2k_1 A 2ms
0< o 2 Xpo(u, v)er ) < 955 (6.22)
u,v=0

4. On peut remarquer que ’on obtient ici une généralisation sur deux dimensions de I’expression

(3.28).
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En définitive, seules les contraintes de filtrage et de décimation sont relativement
faciles a interpréter dans le domaine fréquentiel. A partir des expressions (6.15)
et (6.17), on voit que chaque fréquence de Ry_1 est en partie liée a quatre fré-
quences de Xj. De plus, si on omet les contraintes (6.19) et (6.21), on remarque que
chaque fréquence X ne dépend que d’une fréquence unique de Ry_. 1l s’agit évi-
demment d’une simplification du probleme, mais cela montre que les projections sur
les contraintes de filtrage et de décimation sont directes dans le domaine fréquentiel.
Cet attrait pour le domaine fréquentiel est cependant compromis par les contraintes
imposées sur les niveaux de gris puisque celles-ci deviennent beaucoup plus difficiles
a appréhender.

Lorsque W est le filtre idéal rectangulaire défini par (4.9) avec N = 271 Tex-
pression (6.17) se simplifie par:

(=252 <wyo < 2577 4Ry(u,v) = Grlu,v) (6.23)
Ce cas particulier est intéressant. Il montre qu’avec le filtre idéal, les images X, de ,_k
ont toutes le méme contenu fréquentiel dans les basses fréquences et que les hautes
fréquences ne sont pas contraintes autrement que par I'espace des images lui-méme.

Dans le cas inconsistant, 'interprétation fréquentielle de ,_k est tres difficile. En
effet, dans ce cas, les images X;, doivent minimiser la fonction @, définie par (6.12),
qui mesure la distance globale aux contraintes locales de réduction et a I’espace des
images. Cette fonction n’a pas d’expression simple dans le domaine fréquentiel.

Cependant, on voit qu’une condition pour que , = ne soit pas inconsistant est:

(V(u,v) € T_)) zlj W+ 52871 o 4 1281) £ 0 (6.24)

5,t=0

Cette condition est nécessaire mais non suffisante. L’inconsistance peut également
étre provoquée par 'incompatibilité entre les contraintes (6.17), (6.20) et (6.22).

6.3 Les méthodes de projections partielles

(0)

Pour réaliser la projection de A} sur l’ensemble ,vk, nous utilisons des méthodes
de projections partielles sur la famille (Afm)) et sur ’hypercube Q*. Ces méthodes
sont dérivées de méthodes générales d’estimation d’une intersection de convexes [16],
[39]. Elles sont basées sur des projections alternées ou des projections paralleles. Dans
la suite, nous donnons cinqg méthodes de projections partielles qui réalisent soit une
projection approchée, soit une projection exacte sur ,vk. Trois de ces méthodes sont
utilisables uniquement lorsque ,vk est consistant, les deux autres le sont dans tous
les cas.

Avant de présenter les différentes méthodes de projections partielles, nous com-
mencons par définir les projections élémentaires sur les ensembles de la famille (Afm))
et sur I'espace des images Q. Nous discutons ensuite des propriétés de convergence
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des projections partielles alternées et de celles des projections partielles paralleles

en fonction de la consistance de , *.

6.3.1 Les projections élémentaires

La projection d’une image quelconque X; sur un ensemble convexe C*, notée Projx,
donne une image unique définie par:

Projer(Xy) = arg min d(Y, Xy) (6.25)
k

L’image issue de cette projection est I'image du convexe C* qui minimise la distance
a l'image projetée Xj. Les projections élémentaires suivantes sont basées sur cette
définition.

Projection sur un ensemble particulier de la famille (Afm))

Les ensembles de la famille (Afm)) définis par (6.9) peuvent étre redéfinis de maniere
équivalente par :

Ay = {Xk € | Lo (i,5) < (Heegy | Xk) < Lmalig) + 17} (6.26)

ou 17 est un nombre réel inférieur a 1, mais aussi proche que possible de 1.

Les ensembles donnés par (6.26) sont tous enveloppés par deux hyperplans. D’apres
(6.25), projeter une image Xj sur I'un de ces ensembles revient a projeter cette image
sur ’hyperplan le plus proche.

La projection de X}, sur un hyperplan H* = {Z, € =% | (§ € B, Y}, € =F) <\?k | Zk> =
0} est donnée par I’équation suivante [39]:

§— (Y | Xi)

VX, € 28 Projux(X.) = Xp +
( k ) Jyk( k) 3 HYkH2

Yy (6.27)

Nous définissons alors la projection d’une image quelconque X;, € =% sur un ensemble

de la famille (Afm)) par:

. . . X 77:7 .
(€T Proiyy (X0 =Xt TG (029
7 (4,7

ou la fonction ¢ est donnée par la relation suivante:
WXk iy J) = (Lo (1) = ey [ X))t = (e | Xe) = Lo (i,5) = 17)F (6.29)

ou (Vr € R) r* = max{r,0} est appelée partie positive de r.

Projection sur ’espace des images *

En prenant des niveaux de gris compris dans U'intervalle [0, 255], I'espace des images
se décrit par:

0F = {Xy € 2 | (V(i.j) € T}) 0 < X(i,J) < 255} (6.30)
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La projection d’une image quelconque X; € =* sur I'espace QF donne une image
Projox (Xi) = Yy telle que:

0 si Xg(i, ) < 0
(V(i,j) €T}) Yili,j) =14 255 si Xp(i,7) > 255 (6.31)
Xk(i,7) sinon

6.3.2 Projections alternées vs projections paralleles

Lorsque I'ensemble , ¥ est consistant, les projections alternées ou paralleles sur
les ensembles élémentaires convergent (sous certaines conditions) vers un élément
de l'intersection de ces ensembles.

Lorsque ’ensemble , * est inconsistant, les projections alternées générent une
séquence (A;Cn)) stationnaire qui oscille entre les ensembles convexes élémentaires

donnés par la famille (A@j)) et QF. On peut trouver pour chacun de ces ensembles

(n)

élémentaires, une sous-séquence de (A;"”) qui converge vers une image de cet en-
semble, comme l'illustre la figure 6.4(a). Cependant, la séquence ne converge pas
vers une solution qui minimise la distance a tous les ensembles élémentaires, c’est-
a-dire qui minimise la fonction ®. En fait, seules les projections paralleles (sans
extrapolation) ont cette propriété, comme le montre la figure 6.4(b).

(a) (b)

Figure 6.4 — Cas inconsistant : (a) convergence des projections alternées, (b) convergence des
projections paralléles.

6.3.3 Projection approchée par des projections partielles alternées

Lorsque ,vk est consistant, la méthode de projection la plus simple consiste a
faire des projections partielles alternées entre les ensembles de la famille (A¥ )) et

(i,
I’ensemble QF. Plus précisément, 'image inductrice A;CO) est projetée successivement

sur tous les ensembles de la famille (Afm)) et 'image résultante est projetée sur QF.
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Figure 6.5 — Projection approchée sur un ensemble consistant : méthode des projections par-
tielles alternées (non relaxée dans cet exemple).

Cette série de projections est itérée jusqu’a ce qu'un certain critere de convergence
soit satisfait. Ce principe est illustré par un exemple sur la figure 6.5. L’ensemble
,vk est ici représenté par intersection de trois ensembles élémentaires (domaine
grisé): Afo), Afl) et OF. Dans cet exemple simplificateur, I'image induite minimise
la distance a I'image inductrice. Toutefois, tel n’est pas toujours le cas. On pourrait
obtenir un contre-exemple en gardant le méme ordre dans les projections et en
déplacant suffisamment A;CO) vers la droite.

La méthode des projections alternées est définie par la séquence (Agj))nzo suivante :

(Vnem) BUFD = A 4 a0 (ProjA@ () - Aﬁﬁ) (6.32)
A(n‘H) — Proj B(n‘H) o s 2k—1 -1
(Vn € 1) ¢ = Projer(ByT) st = ja = (6.33)
Agﬂ_l) = Bgﬂ_l) sitnon
i, = n mod 2"71 Jn = LQZJ mod 2F71

Le coefficient A" est un parametre de relaxation qui agit sur la vitesse de conver-
gence. Il est simplement soumis a la contrainte :

(Vnem) 0<A™ <2 (6.34)

On parle de sous-relaxation lorsque A < 1 et de sur-relaxation lorsque (" > 1.
Le cas ot A = 1 correspond & un modele non relaxé. La méthode des projec-
tions alternées a I'inconvénient de converger lentement lorsque les angles formés par
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les hyperplans de la famille (Afm)) sont trop faibles. Une sur-relaxation maximale

(A"~ 2) permet de corriger ce probleme. Cependant, pour se rapprocher de la

N 0 v IV .
projection exacte de A;C) sur , *, on a plutét intérét a faire une sous-relaxation :

plus A est proche de 0, et plus on minimise la distance d(AECOO), Projpk(Aéo))). Ceci
signifie que la qualité et la rapidité de la projection varient en sens contraire sui-
vant le choix du parametre de relaxation A("). Pour contenter au mieux ces deux
contraintes, nous ferons en pratique une sur-relaxation progressive (voir les résultats
expérimentaux en section 6.4).

Proposition 6.2 (Convergence [63]) La méthode des projections alternées défi-
nie par (6.32), (6.33) et (6.34), produit une séquence (Agj))nzo Fejér-monotone qui
converge vers une image de Uensemble | * lorsque celui-ci est consistant.

6.3.4 Projection approchée par des projections partielles paralleles

v

Pour le moment, supposons que , * est consistant. Dans ce cas, Iintersection de
n ensembles convexes peut étre vue comme l'intersection engendrée par le produit
cartésien de ces n ensembles avec un convexe diagonal de méme dimension. Dans
I’espace produit, créé en dupliquant n fois 'espace original, une suite de projections
alternées entre I’ensemble produit et le convexe diagonal permet d’obtenir un élément
de leur intersection. L’opération équivalente dans ’espace original revient a faire des
projections paralleles sur les n ensembles élémentaires. Ce formalisme permettant
d’étudier les méthodes de projections paralleles est du a Pierra [104], [105].

Soit EF~1 x =¥ I'espace créé par le produit cartésien de 257! x 28=1 41 copies de
I’espace ZF. On dote cet espace du produit scalaire ((- | -)) = 32( | -), de la norme
|| - ||| et de la distance d. Le produit cartésien des ensembles de la famille (Afm))

est donné dans 'espace EF ! par:

AP = Xy € B[ (VL) € T) Xocaling) € AL} (6.35)

-1

On appelle convexe diagonal D, le sous-espace vectoriel de E¥~! x =% défini par:

D= {(Xp, Xp,.... Xp) € B < 2| X, € 24} (6.36)

k k

Trouver une image dans , * revient dans 'espace 2! x =% & trouver une image dans

I = (A1 < Q¥)YND. Pour cela, on utilise une méthode de projections alternées sur

les ensembles (A*~! x QF) et D (voir figure 6.6).

En fixant I'image inductrice par A®®) € D, la méthode des projections alternées

produit une séquence dans E¥~! x =¥ définie par (Vn € N):
AT = A £ A (Projy 0 Projar-i,qr (AM) — AM) (6.37)

ott A™ est un parametre de relaxation défini comme dans (6.34).

Proposition 6.3 (Convergence) La méthode des projections alternées définie par
(6.37) et (6.34) produit une séquence (A™),sq qui converge vers ’ensemble T,
lorsque celui-ci est consistant.
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Figure 6.6 — Projection approchée sur un ensemble consistant : méthode des projections par-

tielles alternées dans I'espace =+~1 x =F.

Maintenant, exprimons cette méthode de projections dans l'espace original =F.
D’apres [104], nous avons:

(VX €D) Projyr-1xar(X) = ((PI’OJ'A@J) (Xk))(i,j)ezg_laPijQk(Xk))

(V(Xe-1, Yi) € A1 < QF) - Projp(X) = (m Yiigerz_, Xu—1(i,7) + Yk)

k-1
(6.38)
Ainsi, la relation (6.37) s’exprime dans =Z* par:
A AP 2T (b (A - AP (Proe AL AL
22( ) +1 (1./)eT2 (¢,3)
% k—1

(6.39)
Nous obtenons donc une séquence (Agj)) construite en itérant une combinaison li-

néaire de projections sur la famille (Afm)) et sur I'espace des images 0F. Pour cette

raison, la méthode associée a (6.37) est appelée méthode des projections paralléles
dans I'espace original =F.

Proposition 6.4 (Convergence [104]) La méthode des projections paralléles dé-
finie par (6.39) et (6.34) produit une séquence (Agj))nzo Fejér-monotone qui converge
vers une image de Uensemble | *, lorsque celui-ci est consistant.

Pour analyser le cas inconsistant de ,vk, on construit la fonction ® : D — RT qui
mesure le degré de proximité d’un élément de D & 'ensemble A*~! x QF:

®(X) = %d(X,Ak‘l x QF)? (6.40)

Définissons également F comme 'ensemble des points fixes de Projp o Projas—1,qx
(voir figure 6.7), c’est-a-dire:

F ={X € D | Projp(Projys-1 ¢ (X)) = X} (6.41)
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Figure 6.7 — Projection approchée sur un ensemble inconsistant : méthode des projections

partielles alternées dans I'espace =+~ x =*.

Proposition 6.5 (Equivalences [41]) L ’ensemble des points fizes F coincide avec
l'ensemble des éléments de D qui minimisent la fonction ®. De plus, minimiser la
fonction ® dans Uespace original ZF revient a minimiser la fonction ® dans Uespace

produit EF 1 x =F,

k—1

Cette proposition signifie que 'ensemble , ¥ a comme équivalent dans ’espace EF 1 x

=F I’ensemble des points fixes F.

Proposition 6.6 (Convergence [41]) La méthode des projections alternées don-
née par (6.37), produit une séquence (A(),so qui converge vers Uensemble des
points fires F dans lespace B! x =¥,

Dans I'espace original =%, cette proposition se traduit par la proposition de conver-
gence suivante.

Proposition 6.7 (Convergence [41]) La méthode des projections paralléles défi-

nie par (6.39) et (6.34) produit une séquence (Agj))nzo Fejér-monotone qui converge

vers une image de Uensemble | *, lorsque celui-ci est inconsistant.

Amélioration de la convergence

Le coeflicient m qui apparait dans (6.38) et (6.39) traduit le barycentre équi-
pondéré des 22(5=1) 11 projections faites sur la famille (Afm)) et sur OF. En pratique,
ce coefficient n’est pas optimal pour les deux raisons suivantes: la premiere est que
le nombre de projections effectives, pour une itération donnée, peut étre inférieur au
nombre total de projections (22(:=1) 4- 1) la seconde raison est que les matrices de
la famille (Hy (; ;)) sont creuses lorsque la taille du filtre W est beaucoup plus petite
que celle de I’espace =% (cf. table 6.1). Dans ce cas, les projections se font dans des

espaces partiels.
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Figure 6.8 — Projection approchée sur un ensemble consistant : méthode des projections par-
tielles paralleles dans = (non relaxée dans cet exemple).

Pour étre optimal, le coefficient barycentrique doit prendre en compte de ces deux

observations. Pour cela, nous construisons deux matrices: une matrice REC ) de di-
mensions 2% x 2% et une matrice Rznff(n)
matrice est appelée matrice de recouvrements. Elle identifie les recouvrements géné-

(n)

rés par la superposition des matrices (Hy (; j)) : 'élément R} (s, 1) traduit le nombre

de dimensions 287! x 2¥=1. La premiere

de fois ot Hy, (i jy(s,1) n’est pas nul quand on fait varier (i,j) dans U'intervalle Z7_,.
Nous donnons I'algorithme de construction de jo) dans la table 6.2. La deuxieme
matrice est appelée matrice de recouvrement maximal. Elle se construit a partir de
la matrice de recouvrements, en calculant le recouvrement maximal associé a chaque
matrice de la famille (Hy ;). L'élément R;nff(n)(i,j) représente le coefficient ba-
k

(n)

rycentrique associé a la projection de A" sur l'ensemble A(ij). L’algorithme de

construction de Rznff(n) est donné dans la table 6.3.

A partir de la matrice de recouvrement maximal, nous obtenons cette version
améliorée de la méthode des projections paralleles :
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{ ol = RETE00) Pl (D = AT =0 g
Oig) = R, (i,7)+ 1 sinon (LIET_,

(6.43)
Dans la partie expérimentale, c’est cette version de la méthode des projections pa-
ralleles que nous utiliserons. Son principe est illustré par la figure 6.8.

Ry =0
pour j allant de 0 & 2= —1
pour ¢ allant de 0 & 2¥=1 — 1
si ProjA@J) (A;Cn)) — A;Cn) #0
pour ¢ allant de (25 — M, 2%) a (25 + M, 2F)
pour s allant de ¢(21 — M,2%) & (21 + M, 2%)
R;Cn)(s,t) = R;Cn)(s,t) +1

(n)

Table 6.2 — Construction de la matrice de recouvrements R,

RI =0
pour j allant de 0 & 2= —1
pour ¢ allant de 0 & 2¥=1 — 1
si Projue () =AY £ 0
pour ¢ allant de ©(27 — M, 2%) & (25 + M, 2F)
pour s allant de ¢(21 — M,2%) & (21 + M, 2%)
si Ry (s.1) > RET ()
RiZT ) = R (s.1)

(n)

Table 6.3 — Construction de la matrice de recouvrement maximal R;n_af

6.3.5 Projection approchée par des projections partielles paralleles
avec extrapolation

En pratique, lorsque ,vk est consistant, la méthode des projections paralleles pré-
sentée précédemment converge plus lentement que la méthode des projections alter-
nées. Cependant, 'expérience montre que la convergence peut-étre nettement amé-
liorée en prenant un parametre de relaxation A supérieur & 2. En fait, si 'on veut
garder la propriété de Fejér-monotonie de la séquence (Agj)) avec une méthode de
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projections alternées, il faut obligatoirement que A" demeure dans I'intervalle )0, 2[.
Cependant, cette contrainte est suffisante mais non nécessaire dans le cas d’'une mé-
thode de projections paralleles. Ceci est essentiellement dii a la combinaison linéaire
des projections qui donne localement davantage de liberté et qui, par conséquent,
permet d’élargir 'intervalle de définition de A(").

Pour déterminer le parametre de relaxation A optimal, nous nous basons sur les
travaux de Pierra [104], [105], [42]. Reconsidérons I'espace 21 x =% que nous avons
présenté dans la section 6.3.4. Définissons G = Projss-i,qr(A™) et DM =
Projp(G) comme Dillustre la figure 6.9. L’hyperplan H(™ prenant appui sur le
convexe A*=1 x QF en G traverse le convexe diagonal D en un point E( qui

définit 'extrapolé.

Figure 6.9 — Projection sur un ensemble consistant : Méthode des projections partielles alter-

nées avec extrapolation dans |'espace ZF~! x =F.

Cherchons maintenant a exprimer le coefficient d’extrapolation nécessaire pour que
I'on ait finalement A("+t1) = E(™_ Nous avons les relations suivantes:

L IEC - A [ [ G - AC) ||
- = = (6.44)
dna  [GE =AW [ ~ [ DU =AW |
Nous définissons le coefficient d’extrapolation 5" par:
o WEO = AL GW = AP ] Projarscq: (A) — AT I
11 DW = AW [[| ~ DT = AW [~ ][ Projp 0 Projais g (A7) — Al |
(6.45)

Il se formule dans 1’espace original =% par la relation suivante:

Siaer, [Projar (AF) = AL + [[Projos(A”) — ALY

ﬁ(n) _ (22(k—1) 1) 2
HZ(i,j)eIi_l(ProjA@J) (Aggn)) . A;gn)) T (PrOij (Agﬂn)) . A;gn))H
(6.46)

La méthode des projections paralleles extrapolée est définie par (6.39) avec un pa-
rametre de relaxation A soumis & la contrainte:

(Vnen) 0< A <250 (6.47)
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[1]

Figure 6.10 — Projection approchée sur un ensemble consistant : méthode des projections
partielles paralleles extrapolée dans =* (non relaxée dans cet exemple).

Le principe de la méthode est illustré dans Iespace =F

sur la figure 6.10.

On remarque que le coefficient barycentrique m qui apparait dans (6.39) est
finalement remplacé par un coefficient d’extrapolation optimal. Il est donc ici inutile
d’améliorer le coefficient barycentrique comme nous ’avons fait pour la méthode des
projections paralleles de la section 6.3.4.

En raison de son principe de relaxation par extrapolation, la méthode des projec-
tions paralleles extrapolée converge beaucoup plus vite, surtout dans les premieres
itérations. Cependant, comme Pierra [105], nous remarquons a partir d’expérimen-
tations que lorsque A;Cm est tres proche de ,vk, la séquence (Agj))an a tendance
a osciller entre les ensembles convexes élémentaires: on obtient un comportement
analogue a celui d'une méthode de projections alternées, sans toutefois avoir des pro-
jections totales. Pour limiter ce comportement oscillatoire qui ralentit la convergence
finale, Pierra suggere de faire un recentrage toutes les trois itérations en divisant de

moitié le coefficient d’extrapolation, ¢’est-a-dire:

B /2 sin =2 mod 3

B sinon

(Vnem) A= { (6.48)

Proposition 6.8 (Convergence [104]) La méthode des projections paralléles ex-
trapolée définie par (6.39), (6.46) et (6.47) produit une séquence (Agj))nzo Fejér-

monotone qui converge vers , *, lorsque celui-ci est consistant.
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6.3.6 Projection exacte par des projections partielles alternées

Les trois méthodes précédentes ont I’'inconvénient de converger vers une image de
,vk qui ne correspond pas a une projection exacte de I'image inductrice AECO). Pour
obtenir une projection exacte sur une intersection non vide de convexes, Han pro-
pose une méthode de projections alternées ou une composante normale au convexe
courant est ajoutée avant de calculer chaque projection [40], [65]. Sur un modele
équivalent, nous proposons la méthode des projections alternées suivante afin de

réaliser une projection exacte sur un ensemble , * consistant :

(nt+1) . (n) (n) .
(N — 2k—1 « 2k—1) Ak — PrOJAﬁ.ndn) (Ak + Bk ) st n (mOd N + 1) % N
Agcn—l—l) = Projgx (Ain) + ngn)) sinon

(6.49)

Ln (mod N + 1)

i, =n (mod N 4+ 1) mod gk—1 Jn = S

| mod 2*!

La composante B;Cn) est un vecteur normal a I’ensemble A@n in) lorsque n (mod N +
1) # N et normal a I’ensemble Q% dans les autres cas. Il correspond au vecteur
de projection calculé au cycle précédent sur le méme ensemble, mais de direction
opposée. Durant le premier cycle, ce vecteur est nul. Ainsi, nous avons:

ngn):()pour()gngl\f

6.50
B;ﬂn) = B;gn_N_l) + A;Cn_N_l) — A;Cn_N) pour n > N ( )

(N =281 2h {

[1]

Figure 6.11 — Projection exacte sur un ensemble consistant : méthode des projections partielles
alternées.
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(n)

Le comportement de la séquence (A}) est illustré par un exemple sur la figure 6.11.
On remarquera notamment la propriété suivante [65] :

n+N )
n(mod N+1)=0 = A4+ 3 BY=A (6.51)
La suite de composantes (Bgﬂn(NH)H))ie{o,...’N} tend, avec ’accroissement de n, vers
le vecteur de projection de A;CO) sur : k cest-a-dire vers le vecteur Projps (Agﬂo)) —AECO).

Proposition 6.9 (Convergence [65]) La méthode des projections alternées défi-

nie par (6.49) et (6.50) produit une séquence (Agj))nzo qUI CONVET(E VETS Projlvﬂk(Aggo)),

k

lorsque Uensemble | * est consistant.

6.3.7 Projection exacte par des projections partielles paralleles

La méthode de Han peut-étre appliquée dans ’espace produit 2! x =* en consi-
dérant les deux convexes A=t x Q% et D (cf. section 6.3.4). L'opération équivalente
dans espace original =% est une suite de projections paralleles qui génére une sé-
quence (A;Cn)) convergeant vers la projection exacte de A;CO) sur , ¥, [40], [71].

Ainsi, la méthode des projections alternées, définie par (6.49) et (6.50), s’écrit

dans 'espace EF~' x =% de la maniere suivante :

A+ = Projp 0 Projk-1ygr (AM™ + B®) (6.52)
B —
{ (6.53)

o

B+ — B(») 1 A7) Projas—1,qx (A(”) + B(”)) pourn >0

Proposition 6.10 (Convergence) La méthode des projections alternées définie
par (6.52) et (6.53) produit une séquence (A™), 5o qui converge vers Projj(A®),

lorsque l'ensemble T est consistant.

En utilisant (6.38), on peut exprimer (6.52) et (6.53) dans =* par:

A;gn—l—l) B 1

= 1 Z ProjA@J) (Aggn) T BES(LJ)) + Projgx (A;ﬂn) 4 Oén))

(i4)ETE_,
(6.54)
BECO). =0
(V(i ) €TE0) | gty W e (6.
1 Bé(ﬂ; )(AEg )+ B;()Z»’j)) pour n > 0

of) =0 (6.56)
OF ™ = AP + 0f") — Projer (A" + Of) pourn >0

55
= Aﬁf) + B@»; — ProjA@J )

Proposition 6.11 (Convergence) La méthode des projections paralléles définie

par (6.54), (6.55) et (6.56) produit une séquence (Agj))nzo qui converge vers Projpx (A

k

lorsque U'ensemble |, * est consistant.

(0)
k

),
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[1]

Figure 6.12 — Projection exacte sur un ensemble consistant : méthode des projections paral-
leles. Les vecteurs a fleches blanches représentent les vecteurs de projection partielle dont la

(n)

combinaison génere les vecteurs a fleches noires représentant la séquence A, ".

Pour augmenter la vitesse de convergence de la séquence générée par (6.54), on peut
utiliser des améliorations analogues a celles développées dans la section 6.3.4. Ainsi,
on peut remplacer (6.54) par:

|
>
HE)
_|_
—_
TN
)—U
=
@]
—_
L]
ol
P
>
HE)
_|_
o
HE)
N
|
>
HE)
SN

q\
S

(n) (PI’OJ'A@J) (Aggn) + Bg?()i,j)) - Agcn)) (6.57)
i

U/(n) = ma,X(Z'7]‘)€I2 R;njf(n)(l7]) + 1

kE—1

) = REO65) i Proju(AL 4 0f) =AY =0 (659)
0 = REU) 41 sinon

i.J)

g

g

Nous obtenons ainsi une méthode de projections paralleles qui est illustrée par la
figure 6.12. Les algorithmes de construction de jo) et Rznff(n) sont donnés respec-
tivement dans les tables 6.4 et 6.5.
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Ry =0
pour j allant de 0 & 2= —1
pour ¢ allant de 0 & 2¥=1 — 1

si ProjA@J) (Agj) + BES()Z»7]4)) — Agj) #0
pour ¢ allant de (25 — M, 2%) a (25 + M, 2%)
pour s allant de ¢(21 — M,2%) & (21 + M, 2%)

R{ (s, 1) = R{(s,8) + 1

(n)

Table 6.4 — Construction de la matrice de recouvrements R,

RI =0
pour j allant de 0 & 2= —1
pour ¢ allant de 0 & 2¥=1 — 1

s1 PI’OjA@.J) (Agcn) + Bg?()i,j)) - Aggn) 7A 0
pour ¢ allant de (25 — M, 2%) a (25 + M, 2%)
pour s allant de ¢(21 — M,2%) & (21 + M, 2%)
si Ry (s, 1) > R, )
R, 4) = Ry (s.0)

Table 6.5 — Construction de la matrice de recouvrement maximal Rznff(n)

6.4 Etude expérimentale des méthodes de projec-

tions partielles

Dans cette section, nous étudions expérimentalement les méthodes de projections
partielles que nous avons présentées dans la section précédente. Cette étude est

composée de trois parties. Dans la premiere, ’ensemble , = est consistant et dans
la deuxieme, il est inconsistant. La troisieme partie correspond au cas général ou

I’on n’a aucune connaissance a priori sur la consistance de , . Nous résumons les
principaux résultats de cette étude dans un tableau en section 6.4.3.
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Pour simplifier la présentation des résultats, nous utilisons un symbole pour dé-
signer chaque méthode de projections:

Symbole | Méthode

MAPA | projection approchée par projections alternées
MAPP | projection approchée par projections paralleles
MAPPE | projection approchée par projections paralleles extrapolées

MFEPA | projection exacte par projections alternées

MEPP | projection exacte par projections paralleles

Pour chacune de ces méthodes, nous précisons les choix que nous avons faits concer-
b

nant les parametres. Dans la méthode MAPA, nous faisons une sur-relaxation pro-

gressive. Plus précisément, nous utilisons la regle suivante:

1.99 sinon

A 401 si AP < 1.9
:{ UL (6.59)

Dans la méthode MA PP, nous faisons une sur-relaxation maximale, c’est-a-dire que
pour tout n nous adoptons A = 1.99. Nous utilisons ici la version améliorée donnée
par (6.42). Pour la méthode MAPPE, nous utilisons la version non-relaxée avec
A = 30 Toutefois, nous adoptons la régle du recentrage donnée par (6.48). Pour
la méthode MEPP, nous utilisons la version améliorée décrite par (6.57).

Ces différents choix correspondent a une utilisation presque optimale des mé-
thodes de projections partielles. Enfin, précisons que nous adoptons comme filtre
passe-bas le filtre de Burt de taille 5 x 5 avec § = 0.35 (cf. section 4.3.2), sauf
indication contraire.

6.4.1 Induction sur un ensemble consistant

Pour évaluer les méthodes de projections partielles développées dans la section 6.3
dans le cadre d’une induction sur un ensemble consistant, nous utilisons une image
initiale I,_; de 64 x 64 pixels (k = 7). Pour étre certain que ,_k soit consistant,
I'image initiale I;_; est générée par une réduction d’une image de 128 x 128 pixels
extraite de I'image de Lenna de 512 x 512 pixels. L'image de 128 x 128 pixels et sa
version réduite I;_; sont montrées sur la figure 6.13.
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I'q

3y

réduction

)

image inductrice

+ projection

image inductrice

]
[

by

+ projection

image originale image induite image induite
(@) (b) (©)
image inductrice image inductrice image inductrice

+ projection

image induite

(d)

image induite

(e)

image induite

(f)

Figure 6.13 — Exemples d’inductions sur un ensemble consistant. (a) L’image initiale I_4
de 64 X 64 pixels est obtenue par réduction d’une image originale de 128 x 128 pixels. Les
couples d’'images suivants (b-c-d-e-f) montrent a chaque fois une image inductrice particuliere

et I'image induite correspondante.
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Influence de ’image inductrice sur I’image induite

Pour commencer, nous montrons sur la figure 6.13 une induction de I;_; en uti-
lisant diverses images inductrices:

Exemple | Image inductrice
(a) image grise
(b) interpolation au plus proche voisin de I;_;
(c) interpolation linéaire de I_;
(d) image obtenue par un générateur aléatoire
(e) image de San-Francisco

Les images induites correspondantes ont été obtenues par une projection exacte
—k

, avec la méthode MEPA. On remarque notamment que l'induction permet

sur
de récupérer beaucoup d’informations (a priori perdues) sur I'image originale dont
est issue I;_;. Ceci est tres clair avec I'image inductrice dans I'exemple (b). On
voit également que les effets de pixelisation et de flou (respectivement) des images

inductrices dans les exemples (c) et (d) ne sont pas supprimés apres une projection

sur mais sont tout de méme atténués. Les exemples (e-f) illustrent I'influence

b
que peut avoir I'image inductrice sur I'image induite : on remarque notamment que
les hautes fréquences (contours) de I'image inductrice se retrouvent dans 'image

induite.

Convergence des méthodes de projections partielles

Pour évaluer la vitesse de convergence des méthodes de projections partielles,
nous employons la fonction de proximité @ définie par (6.12). Ainsi, pour chaque
méthode, nous calculons CI)(A?)) a chaque itération globale® n. Afin d’avoir une
certaine «indépendance» vis-a-vis de I'image inductrice, nous avons normalisé les
résultats avec CI)(AEO)). Les courbes correspondantes se trouvent sur la figure 6.14.
Nous avons utilisé une image noire comme image inductrice.

Tout d’abord, nous remarquons que les méthodes MAPA, MAPPE et MEPA

convergent vers une solution de ,_k en un nombre fini d’itérations (environ une
trentaine). Les méthodes MAPP et surtout MEPP ont quant a elles une convergence

beaucoup plus lente et semblent ne jamais atteindre une solution de ,_k (observation
sur 1000 itérations). Ce premier constat est en accord avec la théorie, puisque les

méthodes MAPA, MEPA et surtout MAPPE exploitent le fait que ,_k est consistant.
Ensuite, on remarque que MA PPFE est la méthode qui converge le plus rapidement
dans les dix premieres itérations. On observe dans les itérations suivantes des pics

(n)

d’oscillations. En fait, I'extrapolation est bien moins efficace lorsque A" est proche

de ,_k Le recentrage donné par (6.48) a permis de limiter la plage d’oscillations. La

5. Pour les méthodes de projections alternées, une itération globale correspond a un cycle com-
plet de projections locales sur toute I'image.
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Figure 6.14 — Ensemble consistant : convergence des méthodes de projections partielles (haut)
et mesure de la distance normalisée a I'image inductrice (bas).
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méthode MAPP a également un tres bon taux de convergence dans les premieres
itérations, mais celui-ci faiblit tres rapidement. Ceci est du a 1'utilisation de la sur-
relaxation maximale dont les effets sont d’autant plus visibles que Agj) est éloigné

—k
de ,

Nous remarquons également que la méthode MFEPA semble converger plus vite
que MAPA dans les dix premieres itérations. Dans la deuxieme dizaine d’itérations,
MEPA souffre d’oscillations alors que MAPA montre un point d’inflexion. Dans
la troisieme dizaine d’itérations, la courbe de MEPA se stabilise avec un taux de
convergence tres moyen alors que le taux de convergence de MAPA augmente tres
rapidement. Le comportement de MAPA est en fait da a la sur-relaxation progres—
sive. Celui de MEPA peut s’expliquer par l'effet de recentrage vis-a-vis de AECO qui
est inhérent a cette méthode.

Enfin, nous remarquons que la méthode MEPP est celle qui offre le taux de
convergence le plus faible, que ce soit dans les premieres itérations ou dans les
suivantes. Ceci est certainement diu a ’absence de relaxation dans la méthode.

Distance a 'image inductrice

Nous avons également mesuré a chaque itération globale n, la distance séparant
I'image courante A;Cn) de I'image inductrice AECO). Cette derniere étant une image
noire, sa distance a I'image Agj) revient a calculer la norme de Agj). D’apres la
théorie, les méthodes de projection exacte MEPA et MEPP minimisent cette norme

lorsque n tend vers I'infini, celle-ci est alors équivalente a || Projx (A;CO)) ||. Nous
avons pris I'image induite par MFEPA comme estimation de PI’Oij(AECO)). Aussi,

pour simplifier la lecture des courbes, || PI’Oij(AECO)) || est soustrait de || Agj) ||. En
d’autres termes, la méthode MEPA sert de méthode de référence. Les résultats sont
présentés sur la figure 6.14.

Tout d’abord, nous remarquons que les courbes associées aux méthodes de projec-
tions alternées MAPA et MEPA marquent de fortes oscillations dans les premieres
itérations. Leurs amplitudes semblent diminuer tres rapidement pour finalement
devenir négligeables (a notre échelle d’étude) aux alentours d’une vingtaine d’itéra-
tions. Les courbes associées aux méthodes de projections paralleles MAPP, MAPPE
et MEPP ne sont pas affectées par des oscillations. Au contraire, 1’éloignement de
I’image inductrice est ici tres progressif.

Ensuite, nous remarquons que les images induites obtenues par les méthodes de
projection approchée MAPA, MAPP et MAPPE ont toutes une norme supérieure a
celle de I'image induite obtenue par MEPA. Ceci est en accord avec la théorie puisque
MEPA est censée produire I'image induite la plus proche de I'image inductrice. Parmi
les méthodes de projection approchée, c’est MAPP qui possede la norme la plus

faible, puis viennent MAPPFE et MAPA.

Nous observons également que la méthode de projection exacte MEPP génere
une séquence qui semble converger en norme vers I'image induite par MEPA. Ce fait

(0)

, i . —k .
est en accord avec la théorie puisque la projection de A;” sur , = est unique.
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Qualité des méthodes de projection approchée

Pour évaluer la qualité des méthodes de projection approchée MAPA, MAPP et
MAPPE, nous calculons la distance séparant les images induites obtenues par ces
méthodes de I'image induite par MEPA. Nous obtenons les résultats suivants:

Méthode | d(AL, Proj_(AD))

MAPA 339.29
MAPP 187.89
MAPPE 188.77

D’apres ce tableau, les méthodes MAPP et MAPPFE produisent des images induites
de qualité comparable. Il semble donc que les extrapolations faites par MAPPE
n’aient pas altéré la qualité de I'image induite. Nous remarquons également que les
méthodes paralleles MAPP et MAPPFE génerent une image induite de meilleure qua-
lité que celle générée par la méthode des projections alternées MA PA. Ceci s’explique
par le fait que les projections alternées prennent des directions plutot «aveugles» vis-
a-vis de 'ensemble , . alors que les méthodes de projections paralleles s’orientent
bien mieux vers ,_k
La norme de I'image induite avec MAPPFE étant supérieure a celle de I'image

induite avec MAPP (cf. figure 6.14), on en déduit que I'image induite par MAPPFE

est plutét & Uintérieur de , ~ que sur sa surface. On explique ceci par 'extrapolation
de MAPPEFE et par le fait que MAPP génere une séquence qui tend vers la surface
de ,

, sans la traverser, méme avec une sur-relaxation.

Influence du filtre passe-bas sur I'induction

Pour achever nos expérimentations dans le contexte d’un ensemble ,_k consistant,
nous nous intéressons a l'influence du filtre passe-bas sur le résultat de I'induction.
Par une simple variation du parametre 3 du filtre de Burt, nous pouvons changer le
graphe du filtre passe-bas. Sur la figure 6.15, nous montrons les images induites avec
la méthode de projection exacte MEPA a partir d’une image inductrice grise (cf.
exemple (b) sur la figure 6.13), ceci en faisant varier le parametre 3 dans 'intervalle
[0.35,0.6]. Pour faciliter I'interprétation, nous avons dessiné le graphe du filtre passe-
bas pour chaque valeur de (3. Par exemple: pour 3 = 0.40, le filtre est unimodal et
proche d’une gaussienne, pour # = 0.50, le filtre est triangulaire et pour 5 = 0.60,
le filtre est trimodal et plus proche du filtre passe-bas idéal sinus cardinal.

Nous observons que plus la valeur de 3 est importante, plus I'image induite pré-
sente un effet de crénelage. Nous remarquons également que la convergence de I'in-
duction est d’autant plus rapide que la valeur de 3 est grande: 35 itérations pour
G = 0.35, 15 it. pour [ = 0.40, 9 it. pour § = 0.45, 7 it. pour S = 0.50, 5 it.
pour # = 0.55 et 2 it. pour § = 0.60. Ceci peut s’expliquer par le fait qu'un filtre
passe-bas unimodal et aplati (8 = 0.35) génere des contraintes locales dans I'induc-
tion beaucoup plus difficiles a satisfaire que lorsque le filtre est trimodal et étiré
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B=0.40 3.45

Figure 6.15 — Ensemble consistant : influence du filtre passe-bas sur I'induction. Nous montrons
ici les images induites a partir d’'une image grise en faisant varier le paramétre § du filtre de
Burt.

(8 = 0.60). D’un point de vue géométrique, les angles entre les ensembles de la
famille (Aﬁ ]‘)) augmentent avec la valeur de (3, ce qui a pour effet de diminuer le
k

nombre des projections élémentaires nécessaires pour atteindre I’ensemble , .

6.4.2 Induction sur un ensemble inconsistant

Pour évaluer les méthodes de projections partielles dans le cadre d’une induction
sur un ensemble inconsistant, nous utilisons une image initiale I;_; de type échi-

quier noir&blanc de taille 64 x 64 pixels (k = 7). Le filtre de Burt (5=0.35) que

nous utilisons garantit dans ce cas I'inconsistance de ,_k : un tel filtre engendre néces-
sairement un lissage dans 'opération de réduction. LL’image initiale [;_; est montrée
dans le coin supérieur gauche de la figure 6.16. Précisons qu’il s’agit ici d’'un cas
extréme d’inconsistance qui a pour intérét de faciliter 'analyse expérimentale des
caractéristiques de chaque méthode.
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Qualité des méthodes de projections partielles

Nous montrons sur la figure 6.16 I'induction de Iz_; sur , " en utilisant I'image
de San-Francisco (128 x 128 pixels) comme image inductrice. Nous avons testé les
cinqg méthodes de projections partielles. Les images induites que nous montrons
correspondent a une centaine d’itérations globales.

Les méthodes de projections paralleles MAPP et MEPP produisent des images
induites visuellement identiques dont la réduction donne une version «lissée» de I;_1.
Pour ces deux images, nous remarquons également que les pixels de coordonnées
paires sont soit noirs, soit blancs et que les pixels intermédiaires ont un niveau de
gris plus ou moins proche du gris moyen. C’est d’ailleurs sur ’ensemble de ces pixels
intermédiaires que se retrouvent certains contours de I'image inductrice.

La méthode MAPA produit une séquence d’images instable (cf. figure 6.4(a))
et 'image réduite présente des artefacts tres visibles. La méthode MFEPA produit
une image étonnamment proche de celles produites par les méthodes de projections
paralleles MAPP et MEPP. Des différences sont tout de méme perceptibles sur les
bords de I'image. Enfin, la méthode MAPPFE produit une séquence chaotique qui
semble converger vers différents attracteurs, comme le montre la figure 6.17.

Convergence des méthodes de projections partielles

Pour évaluer la convergence des méthodes de projection dans le cas inconsistant,
nous avons utilisé la fonction ® de la méme maniere que dans le cas consistant (cf.
section 6.4.1). Les méthodes de projections paralleles devant théoriquement mini-
miser la fonction ®, nous avons pris 'image induite par la méthode MEPP comme
référence (Projlvﬂk(Aggo))). Les courbes se trouvent sur la figure 6.18(a). La courbe
associée a MAPPFE étant trop chaotique, nous avons jugé qu’il était inutile de la
présenter. L'image inductrice est une image noire.

Nous remarquons notamment que les méthodes de projections alternées MAPA et
MEPA convergent rapidement dans les premieres itérations pour se stabiliser presque
aussitot. Les méthodes de projections paralleles MAPP et MEPP convergent moins
vite mais minimisent davantage la fonction @, conformément a la théorie. Nous
remarquons également que la méthode MEPP a un taux de convergence un peu plus
faible que celui de MAPP. Cette observation est la méme que dans le cas consistant.

Distance a 'image inductrice

De la méme maniere que dans le cas consistant, nous avons mesuré la distance
entre I'image induite et I'image inductrice en prenant comme référence I'image in-
duite par la méthode d’induction exacte MEPP. Les résultats se trouvent sur la
figure 6.18(b).

Sur cette figure, nous observons tout d’abord que les méthodes de projections
alternées MAPA et MEPA produisent des images induites plus proches de I'image
inductrice. Toutefois, comme l'illustre la figure 6.18(a), ces deux méthodes ne mini-
misent pas la fonction ®. Notons que la séquence produite par MEPA se stabilise
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Figure 6.16 — Exemples d’inductions sur un ensemble inconsistant. (a) L’image initiale de
64 x 64 pixels est une image de type échiquier noir&blanc et I'image inductrice est une image de
San-Francisco. Les couples d'images suivants (b-c-d-e-f) montrent a chaque fois I'image induite
et I'image réduite associée obtenues avec les différentes méthodes de projections partielles.
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itération 2

itération 3

‘itération 7 itération 8 itération 9

itération 10 itération 11 itération 12

Figure 6.17 — Séquence d'images générée par projection approchée sur un ensemble inconsis-
tant avec la méthode des projections paralléles extrapolée (MAPPE).
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Figure 6.18 — Ensemble inconsistant : (a) convergence des méthodes de projections partielles,
(b) distance normalisée a I'image inductrice.

alors que celle produite par MA PA semble s’éloigner lentement de I'image inductrice.
Enfin, conformément a la théorie, nous observons que 'image induite par MEPP
est toujours plus proche de I'image inductrice que celle produite par MAPP.

6.4.3 Induction sans connaissance a priori

Lorsque I’on n’a aucune connaissance a priorisur la consistance de ,_k, on suppose
que celui-ci est inconsistant. L’induction se fait alors avec les méthodes de projections
paralleles MAPP ou MEPP. Pour réaliser I'induction dans ce contexte, nous avons
utilisé I'image de 64 x 64 pixels extraite de 'image de Lenna de 512 x 512 déja
employée dans la partie expérimentale du chapitre 5.

Comme sur la figure 6.15, nous avons réalisé plusieurs inductions en faisant varier
le parametre (3 du filtre de Burt. Sur la figure 6.19, nous montrons les images induites
avec la méthode de projection exacte MEPP a partir d’une image inductrice grise
(cf. exemple (b) sur la figure 6.13). Lorsque 8 = 0.60, nous observons un léger effet
de flou. Celui-ci semble s’atténuer avec la décroissance de 3, mais il est remplacé
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B=0.35 B=0.40

. . . =k .
Figure 6.19 — Induction de l'image de Lenna sur I avec la méthode MEPP. Nous montrons
ici les images induites en faisant varier le paramétre 8 du filtre de Burt. L’ image inductrice
est une image grise.

par un effet granuleux particulierement visible pour 3 = 0.35.

Lorsque 3 = 0.6, le filtre de Burt est assez proche des caractéristiques du filtre
passe-bas idéal. Nous avons montré dans la section 6.2.5 que lorsque le filtre W est le
filtre passe-bas idéal, les images appartenant a ,_k ont approximativement le méme
contenu fréquentiel que 'image initiale I;,_; dans les basses fréquences. Les hautes
fréquences ne sont pas soumises a des contraintes : elles sont liées a celles de I'image
inductrice. Lorsque celle-ci est une image grise, les hautes fréquences sont nulles.
Ainsi, avec § = 0.6 et une image inductrice grise, on peut considérer que I'image
induite illustrée sur la figure 6.19 possede sensiblement le méme contenu fréquentiel
que I'image initiale de Lenna. Le résultat est en fait assez comparable a celui obtenu

avec la méthode d’interpolation cubique présentée dans la section 2.3.2.

6.4.4 Résumé de ’étude

Pour résumer I’étude des méthodes de projections partielles, nous avons rassemblé
dans un tableau leurs principales propriétés, ainsi que leur classement respectif selon
des criteres de convergence et de qualité dans les cas consistant et inconsistant.
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‘ Méthode ‘ MAPA ‘ MAPP ‘ MAPPE ‘ MEPA ‘ MEPP
Ensemble ,_k consistant | quelconque | consistant consistant | quelconque
Induction approchée | approchée approchée exacte exacte
Particularité relaxation | relaxation | extrapolation - -
cas consistant
convergence 2 4 1
qualité 5 3 3 1 1
cas inconsistant
convergence 4 1 - 3
qualité 4 2 - 3 1

Table 6.6 — Propriétés et classements des méthodes de projections partielles.

Lorsque ,_k est consistant, on peut utiliser toutes les méthodes de projections
partielles: MAPA, MAPP, MAPPE, MEPA et MEPP. Deux de ces méthodes sont
particulierement efficaces : la méthode des projections paralleles extrapolée MAPPE
et la méthode des projections alternées MEPA. La méthode MAPPFE a I’avantage

N . —k A N .. . .
de converger tres rapidement vers , = grace a son principe d’extrapolation, tandis

que la méthode MEPA a l'avantage de garantir une projection exacte sur , ~ avec
un taux de convergence raisonnable.

Lorsque ,_k est inconsistant ou que 1'on a pas de connaissance a priori sur la
consistance, il faut utiliser les méthodes de projections paralleles MAPP ou MEPP.
La méthode MAPP est plus rapide, mais la méthode MEPP a ’avantage sur celle-ci
de garantir une projection exacte.

6.5 Induction avec un facteur d’agrandissement
supérieur a deux

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés pour I'instant a un agrandissement
de facteur 2 de I'image I;_;. Pour produire un agrandissement de facteur a > 2, il
faut réaliser une induction de I;_; sur ’ensemble des images de résolution k +
log,(a/2) dont la réduction de facteur a fournit la meilleure approximation de Ij_;.
Cet ensemble est défini par:

= Xy | AT (X)) & L | (6.60)

ou b = log,(a/2).
Comme 'illustre la figure 6.20 dans le cas consistant avec b = 1, on ne peut pas se

k+b en effectuant successive-

k+1

contenter de réaliser 'induction de Ij,_; sur 'ensemble ,

ment une induction de I,_y sur , *, puis une induction de Ay, sur , en poursuivant
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jusqu’a faire une induction de Ay sur , *+*. Ce découpage de 'induction en plu-

sieurs étapes ou le facteur d’agrandissement est 2 permet d’obtenir une solution de

, +% en utilisant les développements réalisés dans les sections 6.2 et 6.3. Toutefois,

il permet seulement d’obtenir un sous-ensemble tres réduit de solutions dans , +°.
En d’autres termes, cette procédure ne réalise pas une induction de I,_; sur 'en-

k+b

semble , mais sur un sous-ensemble de celui-ci qui dépend des images induites

Ag, ..., Appp_1 aux résolutions intermédiaires.

Figure 6.20 — Induction avec un facteur d’agrandissement supérieur a deux.

Pour réaliser I'induction de I,_; directement sur ’ensemble , **°_ il est nécessaire

de traiter avec 'opérateur de réduction A°*+tY) qui apparait dans la définition de

, "% En reprenant littéralement la définition 6.1 de I'opérateur A, on obtient :

AT (X ) = (W (W (W Xpe) 1 2) 12,012 =Xesy (6.61)

b+1 fois

Les différentes opérations de convolution par W et de décimation de facteur 2
peuvent étre réalisées de maniere équivalente par une seule opération de convolution
avec un filtre W et une décimation de facteur a, c’est-a-dire:

Ao(b+1)(Xk+b) = LW * Xk-l—bJ i a = Xk—l (662)

Pour construire le filtre W, il faut convoluer b fois le filtre W par des copies agrandies
de lui-méme. Cette opération s’écrit :

W=WsWH2s WMy s« W (6.63)
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oit la définition de la notation W' est donnée par:

W (m,n) = W(Z,2) lorsque ™ et “sont entiers

0<m,n<2aM+1
( ) { W (m,n) =0 sinon

(6.64)
En d’autres termes, le filire W est obtenu en intercalant a —1 coefficients nuls entre
les coefficients initiaux de W. La largeur de ce dernier étant 2M + 1, on voit assez
facilement a partir de I’expression (6.63) que la largeur du filtre W est 2M (2a—1)+1.

De la méme maniere que nous ’avons fait pour 'opérateur A dans la section 6.2.2,
nous pouvons reformuler Uopérateur A°¢+TY avec la notation matricielle suivante :

A (X)) = [H - Xigs ] = Xy (6.65)

ot la matrice de réduction H est une matrice de taille 2205421 » 225+t définje par:

t —
Hi40,00,0)

tﬁk+b,(0,2k—1—1)
H = : (6.66)

t —
Hytp,2v-1-1,0)

t—)
i Hk+b,(2k—1—1,2k—1—1) ]

olt (Hyys(i))(ig)erz_, est une famille de matrices de taille 2h+b 5 2k+P engendrée
par le filire W. Plus précisément, pour tout (i,7) appartenant a Z7_,, une matrice
Hj4,,5) positionne le centre du filtre en (a7, aj). L’algorithme de génération dune
matrice de la famille (Hyys,(;,;)) est donné dans la table 6.7.

Hitp,i5) =0
pour n allant de —M(2a — 1) a M(2a — 1)
pour m allant de —M(2a — 1) a M(2a — 1)
s = @(ai +m,2"?b) et t = p(aj + n,254P)
Hp (i) (5,1) = Higo i) (5, 1) + W(m, n)

Table 6.7 — Construction d’une matrice Hyy (; j)-

Grace a la formulation donnée par (6.65), on peut généraliser assez facilement tous
les développements réalisés dans les sections 6.2 et 6.3. Un exemple d’induction avec
un facteur d’agrandissement ¢ = 4 est montré sur la figure 6.21. Il s’agit d’un cas
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d’induction sur un ensemble consistant. L’image originale du cameraman (128 x 128
pixels) est d’abord réduite d’un facteur 4 par 'opérateur A°2. Pour le filtre W, nous
utilisons toujours le filtre de Burt 5 x5 avec § = 0.35. Ensuite, I'induction de I'image
réduite est réalisée avec la méthode M EPA en utilisant comme image inductrice
I’image obtenue en interpolant I'image réduite par une transformée B-spline cubique.
Il apparait que I'image induite récupere un peu d’information spectrale sur I'image
originale. Fn effet, ’ensemble des solutions étant convexe, I'image induite qui résulte
de la projection est forcément plus proche de I'image originale que ne 'est 'image
inductrice projetée. On peut également noter la présence d’un effet d’ondulation des
contours dans 'image induite.

image originale

image réduite

réduction pal\°? ﬁ

7 interpolation par
, s transformée
A\ B-spline cubique

Y

A

induction
—————

M
image induite image agrandie

Figure 6.21 — Exemple d’'induction avec un facteur d’agrandissement a = 4.

6.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre notre deuxieme méthode d’agrandissement
de type ensembliste. Le probleme de 1’agrandissement d’une image est ici posé
comme un probleme inverse de réduction.

Dans un premier temps, nous avons défini précisément ’ensemble des solutions
du probleme en nous appuyant sur I'opération de réduction telle qu’elle est définie
par la théorie de I’échantillonnage. Nous nous sommes particulierement attachés a



206 Agrandissement par induction sur un ensemble

ce que 'ensemble des solutions soit convexe quels que soient I'image originale et le
filtre utilisé dans 'opération de réduction.

Dans un deuxieme temps, nous avons proposé différentes méthodes de projection
sur cet ensemble, afin d’obtenir une solution particuliere. Ces méthodes de projection
ont été inspirées par des méthodes générales que 1'on trouve dans la théorie d’es-
timation d’ensembles convexes [39]. Certaines permettent d’obtenir une projection
exacte, et d’autres une projection approchée mais plus rapide. De plus, certaines ne
peuvent étre utilisées que lorsque ’ensemble des solutions est consistant. En dernier
lieu, nous avons étudié le comportement expérimental de ces différentes méthodes.
Lorsque I'ensemble des solutions est consistant, la méthode M EPA est la plus in-
téressante puisqu’elle permet d’obtenir une projection exacte. Dans un contexte
ou la rapidité de la projection est cruciale, la méthode MAPPFE est plus adap-
tée puisqu’elle permet d’obtenir une projection approchée tres rapidement. Lorsque
I’ensemble des solutions est inconsistant, la méthode M E PP permet d’obtenir une
projection exacte tandis que la méthode M AP P permet d’obtenir plus rapidement
une projection approchée.

Cette méthode d’agrandissement par induction sur un ensemble est complémen-
taire des méthodes d’agrandissement du chapitre 3, ainsi que de notre premiere
méthode présentée dans le chapitre 5. Elle permet de régulariser les images agran-
dies vis-a-vis de la contrainte de réduction. Ceci revient en particulier a restaurer
I'information, relative a I'image originale, éventuellement perdue lors de son agran-
dissement. Cette méthode peut également étre utilisée dans un contexte de com-
pression réversible et de transmission progressive des images. Ces deux applications
de I'induction seront étudiées dans le chapitre 7.
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Chapitre 7

Améliorations et applications

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux améliorations et aux applications des deux méthodes
d’agrandissement que nous avons proposées dans les chapitres 5 et 6.

Tout d’abord, nous proposons dans la section 7.2 d’améliorer la méthode d’agran-
dissement par synthese de similarités sur une pyramide (cf. chapitre 5). La pyramide
classique a facteur de réduction 2 est remplacée par une pyramide en quinconce a
facteur de réduction /2. La suppression de Iinformation niveau par niveau étant
moins brutale, on augmente la probabilité de trouver des similarités intéressantes
sur la pyramide. La synthese de meilleures similarités doit apporter une amélioration
de la qualité de I'image agrandie.

D’un point de vue pratique, la méthode d’agrandissement par induction (cf.
chapitre 6) permet de régulariser une image agrandie quelconque vis-a-vis de la
contrainte de réduction. Pour cela, il suffit de la projeter sur ’ensemble , * des solu-
tions. Cette régularisation permet en particulier de restaurer 'information associée
a l'image originale qui est perdue lors de 'agrandissement. Nous discutons de cet
aspect de I'induction dans la section 7.3. Nous donnons également quelques résultats
qui mettent en évidence 1'utilité d’une régularisation.

Pour terminer, nous proposons dans la section 7.4 d’employer la méthode d’agran-
dissement par induction pour compresser et transmettre progressivement une image
sur réseau [23], [24], [25]. Le principe d’induction est utilisé dans un contexte pyra-
midal en modifiant 1’algorithme de construction d’une pyramide laplacienne. Nous
montrons en particulier que 'agrandissement par induction permet d’augmenter le
taux de compression de maniere significative. Il permet également au destinataire de
donner aux niveaux successifs de la pyramide regus par réseau la méme résolution
que 'image originale.
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7.2 Syntheése de similarités sur une pyramide en

quinconce

La table 5.10 montre clairement que les similarités ne sont pas réparties de ma-
niere équitable entre les différents niveaux de la pyramide. Les meilleures similarités
des blocs de la base de la pyramide sont généralement trouvées sur les niveaux
proches de cette base. En fait, plus on monte dans la pyramide et plus la probabilité
de trouver une similarité diminue. Ce résultat montre que les similarités entre les
structures ont en général peu de chance d’exister lorsque les résolutions respectives
sont tres différentes. Toutefois, ceci dépend beaucoup de la complexité des struc-
tures elles-mémes. Pour illustrer ce propos, reprenons la pyramide générée a partir
de I'image du cameraman qui est montrée sur la figure 5.16. Il apparait clairement
que le pourtour assez simple de la téte offre un remarquable degré d’auto-similarité,
au moins jusqu’au niveau 2 de la pyramide. Par contre, les détails complexes de la
caméra disparaissent en majorité des la premiere réduction. On concoit alors assez
facilement que les similarités structurelles associées a la caméra sont tres difficiles,
voire impossibles a trouver sur les niveaux supérieurs de la pyramide.

Ceci nous conduit aux deux conclusions suivantes. La premiere est qu’en général,
il est inutile d’avoir une différence de résolution importante entre la base et le dernier
niveau de la pyramide. La deuxieme conclusion est qu’il est préférable de diminuer
le facteur de réduction entre les différents niveaux de la pyramide. Afin de mettre
ceci en pratique, nous exploitons la pyramide en quinconce proposée dans la section
4.4. La figure 7.1 illustre la pyramide en quinconce obtenue a partir de I'image du
cameraman, ainsi que la pyramide de différences associée (cf. section 4.4.4). On
constate que le taux de réduction plus faible entre les niveaux de la pyramide a
pour effet de supprimer plus progressivement les détails de I'image. De ce fait, les
similarités structurelles entre les résolutions sont plus faciles a détecter.

Dans la suite de cette section, nous adaptons le modele d’analyse-synthese des
similarités développé dans le chapitre 5 a une pyramide en quinconce.

B ed one"

S [B8gHEe
(b)

Figure 7.1 — (a) Pyramide passe-bas en quinconce obtenue a partir de I'image du cameraman

(¢ = 0.85). (b) Pyramide de différences associée (les niveaux de gris sont amplifiés d'un facteur
4).
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7.2.1 Particularités

Comme le montre la figure 7.2, pour réaliser un agrandissement de facteur 2
avec une pyramide en quinconce, il faut produire deux niveaux de super-résolution
successifs. Le premier est obtenu sur un maillage en quinconce et le deuxieme sur un
maillage carré. Hormis cette obligation de produire deux niveaux de super-résolution
successifs au lieu d’un seul, ’algorithme global de 'agrandissement est a peu pres
identique a celui présenté dans la table 5.1.

sous-résolution

sous-résolution
(image originale)

base de la pyramide
(image originale)

super-résolution base de la pyramide

super-résolution

(@) (b)

Figure 7.2 — Illustration des deux niveaux de super-résolution a produire pour agrandir une
image de facteur 2 a partir d'une pyramide en quinconce. Cette figure illustre également un
exemple de synthése d’un bloc X' réalisée a partir d'un bloc Y’ et de la relation de similarité
entre les blocs péeres X et Y.

Les étapes 1 et 2 demeurent assez semblables. La construction de la pyramide en
quinconce (étape 1) est basée sur les développements que nous avons réalisés dans
la section 4.4. La construction du domaine de recherche des similarités D (étape
2) est réalisée par extraction de blocs de taille 5 x 5 pixels sur tous les niveaux de
la pyramide en quinconce, sauf la base. Comme dans la section 5.4, les blocs sont
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sélectionnés en fonction de leur écart-type et le calcul peut étre réalisé soit a partir de
la pyramide en quinconce, soit a partir de la pyramide de différences associée. Dans
la suite, nous supposerons que ce calcul est toujours réalisé a partir de la pyramide
de différences afin de prendre en compte le contenu fréquentiel des blocs. Dans ce
cas, la fixation de I’écart-type minimum o,,;, doit prendre en compte le fait que
les amplitudes des différences sont en moyenne beaucoup plus petites (environ deux
fois) que dans le cas d’une pyramide de différences a facteur de réduction 2. Une fois
les blocs sélectionnés, 1’organisation du domaine et, en particulier, la classification
des blocs, exploitent sans modification les algorithmes du chapitre 5.

Les étapes 3, 4 et 5 sont exécutées deux fois. En ce qui concerne la premiere fois,
le niveau de super-résolution est disposé sur un maillage en quinconce. Son parti-
tionnement (étape 3) est illustré sur la figure 7.3(a). On discerne quatre supports
différents pour les blocs fils qui sont plus petits que les blocs peres, afin de générer
des recouvrements entre ceux-ci. La recherche des similarités dans le domaine D
(étape 4) demeure identique a celle proposée dans le chapitre 5 lorsque celle-ci est
globale (cf. section 5.6.2). Dans le cas d’une recherche locale, il est inutile d’exploiter
les niveaux en quinconce. En effet, les blocs peres pour lesquels on recherche une
similarité sont situés sur la base de la pyramide qui est disposée sur un maillage
carré. Les blocs situés sur les niveaux en quinconce qui recouvrent les blocs peres
sont porteurs des mémes structures a une rotation de 45° pres. En raison de cette
rotation, il n’est pas possible de trouver localement un bloc similaire sur un niveau
en quinconce. La synthese des similarités (étape 5) est basée sur le méme principe
que celui décrit dans la section 5.7.1. La seule différence réside dans 'opérateur

O

Figure 7.3 — Partitionnement du niveau de super-résolution de la pyramide en quinconce.

(a) (b)

La base de la pyramide est représentée par les points e et le niveau de super-résolution est
représenté par les points e 4+ o. Les doubles cercles symbolisent les centres des blocs fils. Le
niveau de super-résolution est disposé : (a) sur un maillage en quinconce, (b) sur un maillage
carré.
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d’interpolation I qui doit réaliser I'interpolation du bloc résiduel ¢ de la transforma-
tion sur un maillage en quinconce. Nous exploitons toujours la transformée B-spline
cubique pour réaliser cette interpolation. De plus, lorsque le bloc similaire Y est
trouvé sur un niveau en quinconce, il faut effectuer une rotation de +90° du bloc
X'. Ceci permet de compenser la premiere rotation a —45° imposée par le niveau
en quinconce sur lequel est situé Y, puis de réaliser la deuxieme rotation a +45°
imposée par le niveau de super-résolution, également en quinconce. Ce phénomene
est illustré par la synthese du bloc X’ sur la figure 7.3(a).

Lorsque 'on reconduit une deuxieme fois les étapes 3, 4 et 5, le niveau de super-
résolution en quinconce généré la premiere fois devient la nouvelle base de la py-
ramide. Le niveau de super-résolution a extrapoler est désormais disposé sur un
maillage carré, comme le montre la figure 7.2(b). Son partitionnement (étape 3) est
illustré sur la figure 7.3(b). Comme pour le partitionnement montré sur la figure
7.3(a), on discerne quatre supports différents pour les blocs fils. En fait, ces deux
partitionnements sont identiques a une rotation de 45° pres, et a un facteur d’échelle
V2 pres. La recherche des similarités (étape 4) demeure inchangée, sauf dans le cas
d’une recherche locale ou cette fois-ci, il devient inutile d’exploiter les niveaux dis-
posés sur un maillage carré. Pour la synthese des similarités (étape 5), le principe
est le méme que précédemment, hormis que le bloc X’ doit cette fois-ci subir une
rotation de —90°, comme illustré sur la figure 7.3(b). Par rapport a la production
du premier niveau de super-résolution, la taille des blocs peres est inchangée mais
leur nombre est doublé. La complexité algorithmique est donc deux fois plus élevée.

Que ce soit pour extrapoler le premier ou le deuxieme niveau de super-résolution,
précisons que les blocs non synthétisés sont toujours interpolés par une transformée
B-spline cubique.

Sélection de blocs a partir d’une pyramide de différences en quinconce

Pour sélectionner les blocs du domaine D, nous exploitons la pyramide de diffé-
rences en quinconce que nous avons proposée dans la section 4.4.4. Un bloc apparte-
nant a un niveau k de la pyramide passe-bas en quinconce est sélectionné si le bloc de
méme support sur le niveau k+1 de la pyramide de différences possede un écart-type
supérieur a un seuil limite o,,;,. Contrairement au cas d’une pyramide a facteur de
réduction 2, le calcul de I’écart-type n’est donc pas réalisé sur le niveau k mais sur le
niveau k+ 1 de la pyramide de différences. Ce décalage provient de la décomposition
de I"image originale en fréquences diagonales d’une part et en fréquences verticales
et horizontales d’autre part. En effet, un bloc situé sur un niveau impair (quinconce)
est intéressant lorsqu’il possede des hautes fréquences diagonales, et celles-ci sont
représentées sur le niveau supérieur pair de la pyramide de différences (cf. figure
7.1(b)). De méme, un bloc situé sur un niveau pair est intéressant lorsqu’il possede
des hautes fréquences verticales et horizontales, et celles-ci sont représentées sur le
niveau supérieur impair de la pyramide de différences (cf. figure 7.1(b)).

De méme, la mise en ceuvre de la recherche d’une similarité pour un bloc pere
repose sur les conditions précédentes. Plus précisément, une recherche de similarité
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a un bloc pere est effectuée si le bloc de méme support sur le niveau supérieur de
la pyramide de différences possede un écart-type plus grand qu’un seuil limite 7,,;,
prédéfini.

Agrandissement de facteur supérieur a deux

Comme dans la section 5.7.2, on peut réaliser un agrandissement de facteur su-
périeur a deux selon deux approches. La premiere et la plus simple consiste a itérer
le modele d’analyse-synthese que I'on a décrit précédemment (étapes 3, 4 et 5) jus-
qu’a obtenir la résolution souhaitée. Le domaine de recherche des similarités D est
construit une fois pour toute a partir de la pyramide en quinconce initiale, ceci pour
éviter une complexité algorithmique démesurée. Avec cette approche, la taille des
blocs est maintenue constante mais leur nombre est doublé de niveau en niveau.

La deuxieme approche consiste a effectuer la synthese de chaque niveau en exploi-
tant uniquement la premiere analyse réalisée pour obtenir I’agrandissement de fac-
teur 2. La principale différence avec le modele décrit dans la section 7.7.2 (deuxieme
approche : synthese) est qu’en réalité, on bénéficie de deux codes de similarités au
lieu d’un seul. Le premier est associé a la production du niveau de super-résolution
disposé sur un maillage en quinconce, et le deuxieme est associé a la production
du niveau de super-résolution disposé sur un maillage carré. La synthese des simi-
larités est donc itérée en appliquant a chaque niveau de super-résolution le code de
similarité associé et en doublant a chaque fois la taille en pixels des blocs afin de
maintenir leur support constant. Pour interpoler le résidu de la transformation &,
on exploite toujours la méthode d’agrandissement par transformée B-spline cubique
avec le facteur d’agrandissement correspondant au niveau extrapolé.

7.2.2 Résultats avec une image de référence

Dans cette section, nous comparons I'image agrandie par synthese de similarités
sur une pyramide en quinconce a une image de référence. Pour cela, nous réalisons
I’agrandissement a partir d’une version réduite de I'image du cameraman. Dans
le contexte d’une pyramide en quinconce, 'agrandissement de facteur 2 est réa-
lisé en deux étapes. La premiere consiste a produire un niveau de super-résolution
disposé sur un maillage en quinconce et la deuxieme, a produire un niveau de super-
résolution disposé sur un maillage carré. La figure 7.4 illustre les deux images de
référence correspondant a ces deux étapes, ainsi que la pyramide en quinconce pro-
duite a partir de 'image réduite du cameraman. Fn ce qui concerne les parametres
de la méthode d’agrandissement, les écart-types minimum d’un bloc du domaine
D et d’un bloc pour lequel on recherche une similarité sont o,,;, = 5. Ces valeurs
correspondent a peu pres a la moitié de celles utilisées dans le cadre d'une pyramide
a facteur de réduction 2. Les autres parametres sont définis par la configuration
standard de la section 5.8.1.

Dans la suite de cette section, nous étudions tout d’abord la validité de I'hypo-
these de préservation des similarités a travers les deux niveaux de super-résolution
successifs. Ensuite, nous examinons l'influence de la valeur limite )4, du résidu de
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images de référence pyramide initiale

R

@ﬁ@“

(b)

Figure 7.4 — (a) Pyramide passe-bas générée a partir de I'image du cameraman (a = 0.85).
(b) Pyramide de différences associée (les niveaux de gris sont amplifiés d'un facteur 4).

similarité sur la qualité de ’agrandissement.

La préservation des similarités

Pour étudier la préservation des similarités a travers les deux niveaux de super-
résolution, nous effectuons le méme type de mesures que celles que nous avons réa-
lisées dans la section 5.8.3. Plus précisément, la valeur moyenne Q(e!) du résidu de
similarité entre les blocs fils R; et Y est exprimée en fonction de celle du résidu de
similarité Q(e;) entre les blocs peres X; et Y.

Les figures 7.5(a-c-e) montrent les nuages de points obtenus pour le premier ni-
veau de super-résolution disposé sur un maillage en quinconce, ceci selon différents
contextes de recherche de similarités. Dans le cas d’une recherche locale (figure
7.5(a)) le nuage est relativement étiré, tandis que dans le cas d’une recherche glo-
bale (figures 7.5(c-e)), le nuage est plus compact : les résidus de similarité entre les
blocs peres sont en moyenne plus faibles. Dans les deux cas, les résidus de similarité
entre les blocs fils sont en moyenne plus faibles que lorsque la synthese est réalisée
avec une pyramide a facteur de réduction 2. Par exemple, en comparant les figures
5.28(b) et 7.5(c), on releve des résidus moyens respectivement de 15.5 et de 11.4.
En fait, 'amplitude maximale d’'une différence entre I'image agrandie et 'image de
référence augmente nécessairement avec le facteur d’agrandissement.

Les nuages de points obtenus pour le deuxieme niveau de super-résolution sont
présentés sur les figures 7.5(b-d-f). Le résidu moyen entre les blocs peres est a chaque
fois assez proche de celui calculé pour le premier niveau de super-résolution. En
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Figure 7.5 — Résidu de similarité entre les blocs fils en fonction du résidu de similarité entre les
blocs peres dans le contexte d’'une : (a-b) recherche locale de similarités, (c-d) recherche globale
de similarités avec isométries rotations, (e-f) recherche globale de similarités avec isométries
rotations+réflexions. Ces mesures sont effectuées sur le niveau de super-résolution disposé
sur un maillage en quinconce (a-c-e) et sur celui disposé sur un maillage carré (b-d-f).
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revanche, on remarque une nette dégradation du résidu moyen entre les blocs fils.
Ceci s’explique par le fait que les résidus de similarité associés au deuxieme niveau
de super-résolution s’ajoutent a ceux du premier niveau.

En résumé, les différents nuages de points sur la figure 7.5 montrent que I’hypo-
these de préservation des similarités se justifie pour la majorité des blocs synthétisés.
Toutefois, lorsque le résidu de similarité entre deux blocs peres est trop important,
la préservation de la similarité n’a pas vraiment d’intérét. Il faut donc déterminer
une valeur-limite au-dela de laquelle la synthese n’est pas réalisée. C’est ce que nous
allons étudier désormais.

Choix d’une limite sur le résidu de similarité

La figure 7.6 illustre I’évolution du PSNR en fonction de la valeur-limite @),,,, du
résidu de similarité entre les blocs peres. La valeur maximale du PSNR est atteinte
avec (e = 10 lorsque la recherche est globale, et @4, = 15 lorsqu’elle est locale.
Contrairement au résultat illustré par la figure 5.34 dans le cas d’une recherche
globale, 'ajout d’isométries de type réflexion n’améliore pas le PSNR.

Les résultats des agrandissements obtenus avec la valeur limite ()., = 13 dans
les différents contextes de recherche de similarités sont présentés sur les figures 7.7
et 7.8. Tout d’abord, on observe sur la figure 7.7 que les blocs synthétisés sont
beaucoup moins nombreux lorsque la recherche est locale. Par ailleurs, dans le cas
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Figure 7.6 — Rapport signal a bruit en fonction de la valeur limite ()., du résidu de similarité
entre les blocs péres dans le contexte d'une: (*) recherche locale des similarités (17" = 5), (A)
recherche globale des similarités avec isométries rotations, (O) recherche globale des similarités
avec isométries rotations+réflexions.



216 Améliorations et applications

blocs synthétisés blocs synthétisés blocs synthétisés

images de différences images de différences images de différences

(@) (b) (©

Figure 7.7 — Localisation des blocs synthétisés et images de différences avec (0,0, = 13
dans le contexte d'une: (a) recherche locale des similarités (I' = 5), (b) recherche globale
des similarités avec isométries rotations, (c) recherche globale des similarités avec isométries
rotations+réflexions.
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niveau en quinconce niveau en quinconce niveau en gquinconce

image agrandie image agrandie image agrandie
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Figure 7.8 — Agrandissements obtenus avec (), = 13 et spectres associés dans le contexte
d’une: (a) recherche locale des similarités (1" = 5), (b) recherche globale des similarités avec
isométries rotations, (c) recherche globale des similarités avec isométries rotations+réflexzions.

d’une recherche globale, 'utilisation des isométries supplémentaires de type réflexion
n’apporte aucune amélioration. En effet, tres peu de blocs supplémentaires sont
synthétisés et comme nous 'avons vu sur la figure 7.6, le PSNR est a peu pres
le méme. Comme sur la figure 5.35, on remarque que les blocs synthétisés sont
surtout situés sur le pourtour du cameraman, le pied droit de la caméra et le bras
de direction. Il n’y a pas davantage de blocs synthétisés au niveau de la caméra. Les
images de différences montrent la localisation des hautes fréquences créées lors de
la synthese des similarités pour chaque niveau de super-résolution.

La figure 7.8 illustre les spectres des images agrandies dans les trois contextes de
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@ (b)

Figure 7.9 — Soustraction entre les images de différences originale et agrandie pour le niveau
de super-résolution disposé : (a) sur un maillage carré, (b) sur un maillage en quinconce.

recherche de similarités. On observe a chaque fois que les traces associées au pourtour
du cameraman se prolongent dans les hautes fréquences. Les traces associées au pied
droit de la caméra et au bras de direction sont prolongées uniquement dans le cas
d’une recherche globale des similarités.

La figure 7.9 montre les deux images générées en effectuant la soustraction des
images de différences illustrées sur la figure 7.7(b) a celles de référence illustrées sur
la figure 7.4(b). On remarque que les hautes fréquences produites sur les pourtours
du cameraman et le pied droit de la caméra sont tres proches de celles de I'image de
référence. En effet, il y a tres peu d’amplitude dans ces zones, que ce soit sur la figure
7.9(a) ou sur la figure 7.9(b). Les maxima d’amplitude sont en fait principalement
situés au niveau des structures non synthétisées: col, caméra, pieds gauche et central.
On remarque que la synthese du bras droit de direction n’est pas tres bonne.

7.2.3 Résultats sans image de référence

Dans cette section, nous présentons des résultats d’agrandissements obtenus dans
le contexte général ou on l'on ne dispose pas d’image de référence. Pour estimer la
qualité des images agrandies, on ne peut plus utiliser de mesures comme celle du
PSNR. Cependant, on peut toujours réaliser une analyse spectrale et exploiter des
images de différences pour estimer visuellement la qualité des hautes fréquences
produites par notre méthode d’agrandissement.

Dans la suite, nous commencons par nous intéresser a la répartition des similarités
sur la pyramide en quinconce. Nous nous interrogeons en particulier sur I’équitabilité
de cette répartition afin de connaitre le nombre optimal de niveaux d’une pyramide
en quinconce. Nous présentons par la suite quelques agrandissements de facteur 2
et 4 des images de Lenna et du cameraman. Enfin, nous terminons cette section en
montrant des agrandissements de facteurs 2 de diverses images.

Répartition des similarités sur la pyramide

Les parametres utilisés pour I'image du cameraman sont identiques a ceux uti-
lisés précédemment. Pour I'image de Lenna, les écart-types minimum d’un bloc du
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domaine D et d’'un bloc pour lequel on recherche une similarité sont o,,;, = 2.

La table 7.1 indique le nombre de blocs du domaine D extraits de chaque niveau
de la pyramide en quinconce et la table 7.2 montre le nombre de similarités trouvées
sur ces niveaux. Pour connaitre la répartition des similarités entre les niveaux de la
pyramide, nous calculons 'indice Py défini par (5.21) pour chaque niveau k de la
pyramide. Les résultats sont présentés dans la table 7.3 pour les deux niveaux de
super-résolution générés.

Dans le cas du premier niveau de super-résolution (C-Q), les blocs peres sont
situés sur la base de la pyramide (niveau 0). Que ce soit pour I'image de Lenna ou
pour celle du cameraman, ce sont surtout sur les niveaux pairs que sont trouvées les
similarités, c’est-a-dire sur les niveaux disposés sur un maillage carré comme celui de
la base. Pour I'image de Lenna, il est assez frappant de constater que le niveau 5 n’est
pas du tout exploité. De plus, parmi les niveaux pairs, la majorité des similarités est
trouvée sur le niveau 2. Ce constat rejoint celui effectué! & partir du tableau 5.10 dans
le contexte d’une pyramide a facteur de réduction 2. La répartition des similarités
entre tous les niveaux est nettement meilleure pour I'image du cameraman.

Dans le cas du deuxieme niveau de super-résolution (Q-C), les blocs peres sont
situés sur le premier niveau de super-résolution (en quinconce). Pour I'image de
Lenna, P, décroit lorsque k& augmente et pour I'image du cameraman, la répartition
est a peu pres équitable.

En résumé, les deux exemples étudiés montrent bien que le nombre optimal de
niveaux de la pyramide en quinconce dépend beaucoup de I'image a la base et que
ce nombre est plutét difficile a déterminer a priori.

‘ Image ‘ Niv. 1 ‘ Niv. 2 ‘ Niv. 3 ‘ Niv. 4 ‘ Niv. 5 ‘
Lenna 796 / 1568 | 423 / 784 | 266 / 288 | 142 / 144 | 32 / 32
Cameraman | 854 / 1568 | 570 / 784 | 254 / 288 | 140 / 144 | 32 / 32

Table 7.1 — Niveau d’origine des blocs du domaine de recherche D.

‘ Image ‘ Niv. 1 ‘ Niv. 2 ‘ Niv. 3 ‘ Niv. 4 ‘ Niv. 5 ‘
Lenna (C—Q) 113 69 27 4 0
Lenna (Q—C) 215 45 9 1 0

Cameraman (C—Q) | 207 194 45 40 5
Cameraman (Q—C) | 264 166 67 57 8

Table 7.2 — Niveau d’origine des similarités.
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| Image | Niv. 1 | Niv. 2 | Niv. 3 [ Niv. 4 | Niv. 5 |
Lenna (C—Q) 1.11 1.27 0.79 0.22 0
Lenna (Q—C) 1.66 0.65 0.21 0.04 0

Cameraman (C—Q) | 0.92 1.30 0.67 1.09 0.59
Cameraman (Q—C) | 1.02 0.96 0.87 1.34 0.82

Table 7.3 — Indice de répartition des similarités sur les niveaux de la pyramide.

image agrandie image agrandie image agrandie

image de différences

spectre spectre spectre

(@) (b) (©)

Figure 7.10 — Agrandissements de facteur 2, images de différences (les niveaux de gris sont
amplifiés d'un facteur 4) et spectres associés: (a) image de Lenna, (b) image du cameraman,
(c) image du cameraman avec Q4 = 20.
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Agrandissement de facteur 2

Les figures 7.10(a-b) présentent les images agrandies respectivement de Lenna
et du cameraman, sans limiter le résidu de similarité. Les images de différences
permettent a la fois de localiser les hautes fréquences introduites et de visualiser
leur amplitude.

L’image de différences associée a Lenna montre que les hautes fréquences sont
créées essentiellement sur le bord inférieur du chapeau. D’ailleurs, le spectre montre
que seule la trace associée au bord inférieur du chapeau est prolongée. Contrairement
au résultat présenté sur la figure 5.39(c), la trace associée au bord supérieur du
chapeau n’est donc pas prolongée. En fait, le résultat illustré sur la figure 7.10(a)
est davantage en accord avec ce que 'on observe a travers les différents niveaux de la
pyramide de différences montrée sur la figure 5.16. Seul le bord inférieur du chapeau
traduit une véritable discontinuité. La diminution de I'amplitude constatée sur la
pyramide de différences quand on descend les niveaux est confirmée par 'image de
différences de la figure 7.10(a).

[’image de différences associée au cameraman sur la figure 7.10(b) montre que de
nombreuses hautes fréquences sont créées dans I'image agrandie et que leur ampli-
tude est relativement importante. Ceci est en accord avec ce que 1'on peut observer
sur la pyramide de différences illustrée sur la figure 5.16. L’image agrandie semble de
meilleure qualité que celle obtenue par synthese sur une pyramide a facteur de réduc-
tion 2: les défauts sont moins nombreux et I'image semble plus naturelle. On peut
diminuer I'importance des défauts restants en limitant le résidu de similarité des
blocs synthétisés. Ainsi, la figure 7.10(c) montre le résultat obtenu avec @, = 20.
Malgré une plus grande tolérance sur le résidu de similarité, on observe une meilleure
qualité de 'image agrandie de la figure 7.10 que celle présentée sur la figure 5.40(c).

Agrandissement de facteur supérieur a 2

La figure 7.11 présente différents agrandissements de facteur 4 de I'image du
cameraman. L’interpolation au plus proche voisin produit un effet de pixelisation,
tandis que 'interpolation par transformée B-spline génere une image beaucoup plus
naturelle, mais avec un flou excessif. Les images agrandies par synthese de simila-
rités avec ()0 = 20 ont des contours globalement plus nets. L’image obtenue par
I’approche de synthese unique (figure 7.11(c)) comporte de nombreux petits défauts
qui sont dus a des décalages de structures. Comme le montre la figure 7.11(d), le
renouvellement de "analyse permet de corriger ces décalages. Malgré I'augmenta-
tion globale de la résolution constatée sur cette derniere image, il existe toujours
des défauts structurels qui perturbent 'analyse visuelle, surtout au niveau de la
caméra. Ceci s’explique notamment par 'accumulation des résidus de similarités
a chaque niveau de super-résolution produit. Pour diminuer cet effet, une solution
simple est de diminuer la valeur de ),,,.. Cependant, ceci a pour effet de diminuer
le nombre de blocs synthétisés, et donc d’augmenter le nombre de blocs interpolés

1. Le niveau 1 du tableau 5.10 correspond au niveau 2 du tableau 7.3.
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Figure 7.11 — Agrandissements de facteur 4 de I'image du cameraman: (a) interpolation
au plus proche voisin, (b) interpolation par transformée B-spline cubique, (c) approche par
synthése unique de similarités ((Q).,.. = 20), (d) approche par analyse-synthése de similarités

(Qmax = 20)
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par la transformée B-spline.

Résultats comparatifs avec diverses images

Les figures 7.12 a 7.15 illustrent des agrandissements de facteur 2 obtenus avec
des images variées. L'image agrandie par synthese de similarités sur une pyramide
en quinconce peut a chaque fois étre comparée a celle obtenue par une transformée
B-spline cubique. Pour mieux évaluer I'information «haute-fréquence» produite par
notre méthode, nous montrons a chaque fois une image de différences.

Pour simplifier, nous ne détaillons pas les parametres utilisés pour chaque image
agrandie. Nous précisons seulement que le résidu de similarité est limité par Q)0 =
30 afin d’éviter des défauts importants. Notre objectif est de montrer les capacités
de notre approche sur des images relativement différentes. L’image du babouin (fi-
gure 7.12) est tres texturée: elle comporte beaucoup de hautes fréquences. L'image
du pont (figure 7.13) possede des structures géométriquement simples. L'image du
poivron (figure 7.14) comporte des structures moins géométriques et plus naturelles.
[’image de Lenna (figure 7.12) est plutot hétérogene, avec des textures au niveau
des plumes du chapeau et des contours simples au niveau du pourtour du chapeau
et de I’épaule. A chaque fois, 'image agrandie par synthese de similarités présente
une qualité supérieure aux images agrandies par transformée B-spline, ’amélioration
portant surtout sur la netteté.
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image originale

image de différences image agrandie par synthese de similarités

Figure 7.12 — Agrandissement de facteur 2 de I'image du babouin.
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image originale

image agrandie par transformée B-spline cubique

image de différences image agrandie par synthese de similarités

Figure 7.13 — Agrandissement de facteur 2 de I'image du pont.
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image originale

image de différences image agrandie par synthese de similarités

Figure 7.14 — Agrandissement de facteur 2 de I'image du poivron.
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image originale

image agrandie par transformée B-spline cubique

image de différences image agrandie par synthese de similarités

Figure 7.15 — Agrandissement de facteur 2 de I'image de Lenna.
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7.3 Régularisation d’agrandissements par induc-
tion

Dans le chapitre 6, nous avons proposé de considérer le probleme de 'agran-
dissement comme un probleme inverse de réduction. Ceci nous a amené a définir
un ensemble admissible de solutions a 1’agrandissement d’une image. Pour qu’une
image agrandie par une méthode d’agrandissement quelconque appartienne a cet
ensemble, il faut réaliser une projection sur celui-ci. L’interprétation fréquentielle
de cet ensemble, réalisée dans la section 6.2.5, montre clairement que la projec-
tion revient a restaurer les basses fréquences de I'image agrandie. Plus précisément,
lorsque le filtre passe-bas est idéal, la projection a pour effet de remplacer approxi-
mativement les basses fréquences de I'image agrandie par les fréquences de I'image
originale. En d’autres termes, la projection sur I’ensemble induit d’une réduction
permet de restaurer dans I'image agrandie 'information relative a I'image originale
éventuellement perdue lors du processus d’agrandissement.

La majorité des méthodes d’agrandissement présentées dans le chapitre 3 est
concernée par la régularisation vis-a-vis de la contrainte de réduction. En effet, ces
méthodes ont pour objectif de produire de I'information haute-fréquence pour pré-
server une certaine netteté de 'image agrandie, mais elles ne se préoccupent absolu-
ment pas de préserver I'information donnée par I'image originale. La régularisation
d’une image agrandie par ces méthodes permet finalement de faire le lien avec les
méthodes de préservation fréquentielle décrites dans le chapitre 2.

Dans la suite de cette section, nous nous intéressons uniquement a la régula-
risation d’images agrandies avec notre méthode d’agrandissement par synthese de
similarités. Nous étudions cette régularisation a la fois dans le cas ou 1’on dispose
d’une image de référence, et dans le cas réel ou celle-ci n’existe pas. Précisons que la
méthode de projections partielles est la méthode M E PP qui permet d’obtenir une
projection exacte sur I’ensemble des solutions quelle que soit sa consistance.

7.3.1 Résultats avec une image de référence

Le résultat d’une régularisation dépend beaucoup du filtre passe-bas utilisé dans
I'opération de réduction. D’un point de vue théorique, le meilleur résultat devrait
étre obtenu avec le filtre passe-bas idéal (sinus cardinal). Cependant, nous avons
vu dans le chapitre 4 que ce filtre introduisait un effet d’ondulation important. En
pratique, il est préférable d’utiliser un filtre spatial a petit support, comme par
exemple le filtre de Burt de taille 5 x 5 pixels.

La figure 7.16 montre le résultat d’'une régularisation réalisée avec différents filtres
passe-bas. L’image initiale et I'image agrandie a régulariser sont illustrées dans la
partie supérieure de la figure. L’image initiale est I'image réduite du cameraman que
nous avons déja utilisée a maintes reprises, et 'image agrandie est celle qui apparait
sur la figure 7.8(b). La régularisation de cette image en utilisant le filtre de Burt
permet d’améliorer sa qualité, puisque I'on remarque un gain de 0.44 dB du PSNR.
L’utilisation du filtre de Meer entraine un gain nettement moins significatif puisque
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image agrandie spectre

imageinitiale

@ (b)

Figure 7.16 — Régularisation de I'image agrandie a partir d’une version réduite de |I'image du
cameraman en utilisant: (a) le filtre de Burt (5 = 0.625), (b) le filtre de Meer, (c) le filtre
cubique de Chin.

celui-ci est seulement de 0.03 dB. De plus, 'image régularisée présente un effet
d’ondulation assez important qui se caractérise sur le spectre par "apparition d’une
fenétre au niveau des basses fréquences. Ce résultat n’est pas vraiment surprenant
puisque nous avons pu voir dans la section 4.3.1 que le filtre de Meer était une
approximation du sinus cardinal sur un support 13 x 13. Enfin, I'utilisation du filtre
de Chin entraine un léger effet d’ondulation beaucoup moins perceptible malgré son
support 15 x 15. Toutefois, on observe une dégradation du PSNR avec -0.03 dB.
En résumé, parmi les trois filtres utilisés, celui de Burt (8 = 0.625) semble le plus
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(©)

Figure 7.17 — Régularisation de I'image agrandie par un facteur 4 de I'image du cameraman.
(a) Image a régulariser. (b) Image régularisée. (c) Soustraction entre (a) et (b).
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adapté a la régularisation de I'image agrandie. Sans introduire d’artefacts, il permet
de préserver les hautes fréquences introduites dans I'image agrandie et de restaurer
les basses fréquences associées a I'image originale.

7.3.2 Résultats sans image de référence

La figure 7.17 illustre la régularisation de I'image du cameraman agrandie d’un
facteur 4 qui apparait sur la figure 7.11(d). Nous exploitons ici les développements
réalisés dans la section 6.5 dans le cadre d’une induction avec un facteur d’agrandis-
sement supérieur a 2. Le filtre passe-bas élémentaire que nous employons est le filtre
de Burt (8 = 0.625). Le filtre utilisé pour la régularisation est obtenu en convo-
luant le filtre 5 x 5 de Burt par une copie agrandie d’un facteur 2 de lui-méme (cf.
expression (6.63)). Le filtre ainsi construit est défini sur un support 13 x 13.

Le résultat de la régularisation est montré sur la figure 7.17. Les corrections
apportées par cette régularisation ne sont pas faciles a évaluer au premier coup
d’ceil. Pour faciliter 'analyse visuelle, une image de soustraction est présentée sur
la figure 7.17(c). Les différences que I'on pergoit sur cette image montrent bien que
les corrections sont réalisées au niveau des basses fréquences. De maniere locale,
les différences maximales se trouvent sur les points d’échantillonnage de 1'image
originale. Ceci s’explique par le fait que le poids maximal du filtre est au centre et
que lors de la régularisation, le filtre est centré sur les points d’échantillonnage de
I’image originale.

7.4 Compression réversible et transmission pro-
L] ,.
gressive d’images

Dans cette section, nous exploitons le principe d’induction du chapitre 6 pour
effectuer un codage hiérarchique de I'image. Ce type de codage a notamment pour
application la transmission progressive d’images sur réseaux [90]. Le destinataire
recoit tout d’abord une version grossiere de I'image a bas débit qui est ensuite af-
finée par des transmissions successives de 'information restante. Ce destinataire a
la possibilité d’interrompre la transmission a tout moment, ce qui permet de li-
miter la quantité d’informations transitant sur le réseau. Le codage hiérarchique
peut également étre utile pour rechercher une image dans une base de données. La
consultation peut se faire tres rapidement en exploitant les résolutions grossieres
des images de la base, a condition que celles-ci soit pré-calculées et stockées. Fnfin,
ce codage permet de transmettre facilement une résolution de 'image adaptée au
périphérique utilisé: écran de télévision haute-définition (HDTV) avec incrustation
d’écrans basse-définition, imprimantes a résolutions variables, etc. Pour cette der-
niere application, divers constructeurs ont proposé récemment le format FlashPix
qui adopte une structure pyramidale tres rudimentaire de 1'image [79].
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Une propriété que 'on recherche tout particulierement pour un codage hiérar-
chique est sa capacité a compresser I'image originale [11], [115], [134]. Pour simpli-
fier, nous nous intéressons uniquement a une compression réversible de 'image. Ce
type de compression est surtout recherché dans des domaines ou chaque pixel révele
une information importante qui ne doit pas étre modifiée. On pensera en particulier
a I'imagerie médicale ou satellitaire.

Dans le contexte d'une compression sans perte d’information, le taux de compres-
sion est limité par ’entropie de I'image. Pour que celle-ci soit la plus faible possible,
il faut trouver une représentation de I'image qui réalise une décorrélation des pixels.
Parmi les méthodes les plus utilisées, on trouve notamment le codage RLE (run
length encoding) qui code les longueurs des séquences de pixels ayant un meéme ni-
veau de gris. Cette méthode est surtout efficace lorsque I'image a peu de niveaux de
gris. On trouve également le codage par plans de bits ott I'image de 2% = 256 niveaux
de gris est vue comme la superposition de 8 plans d’épaisseur 1 bit. Chaque plan
est donc une image binaire qui est codée efficacement a I’aide d’un codage RLE. Le
codage par plans de bits est assez efficace mais il est néanmoins sensible aux erreurs
de transmission. Enfin, il existe aussi le codage prédictif DPCM (differential pulse
code modulation) qui consiste a prédire la valeur d’un pixel en fonction de ses pixels
voisins, puis a coder l'erreur de prédiction par un codage entropique.

Le codage prédictif DPCM est particulierement performant pour compresser une
image sans perte d’information, mais il n’est pas du tout adapté a la transmission
progressive. En fait, seul le codage par plans de bits peut éventuellement étre utilisé
pour cette application. On parle alors d’un codage hiérarchique a résolution fize.
L’image est reconstruite avec une taille identique a celle de I'image originale en
affinant progressivement chaque pixel. Cependant, ce type de codage demeure assez
limité pour une transmission progressive et la qualité des images successives au cours
du décodage est loin d’étre optimale. Pour cette application, les méthodes les plus
intéressantes sont basées sur un codage hi€rarchique a résolution vartable. 'image est
reconstruite en augmentant progressivement sa résolution. Ces méthodes exploitent
une structure pyramidale de I'image. D’un point de vue historique, la pyramide de
référence est la pyramide laplacienne proposée en 1983 par Burt et Adelson [22].
Elle permet de décorréler efficacement les pixels a des résolutions variables de telle
sorte que chaque niveau possede une variance et une entropie plus faibles que celles
de I'image originale. Depuis 1983, de nombreuses recherches se sont portées sur la
décomposition pyramidale d’images. On peut citer en particulier la pyramide spline
de Unser et al. qui reprend le principe de construction de la pyramide laplacienne,
mais ou les niveaux de la pyramide gaussienne sont obtenus par une transformée
B-spline [138], [139]. De maniere plus générale, ces approches s’integrent dans la
théorie des ondelettes de Mallat [91].

Dans la suite, nous commencons par rappeler le principe de construction d’une
pyramide laplacienne, puis nous interprétons son contenu dans le domaine fréquen-
tiel. Nous discutons ensuite de quelques améliorations apportées dans la littérature.
Enfin, nous proposons une amélioration personnelle de la pyramide laplacienne en
exploitant le principe d’induction du chapitre 6.
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7.4.1 La pyramide laplacienne et ses améliorations

La construction d’une pyramide laplacienne est basée sur I’exploitation de la pyra-
mide de Burt avec le filtre w de taille 5 x5 que nous avons étudié dans la section 4.3.2.
Cette pyramide, souvent appelée pyramide gaussienne, est une collection d’images
Gr,Gr_1,...,Go ot Gx est image originale de taille 2% x 28 et Gy _y,..., Gy
représentent les versions a résolution décroissante de GG’ obtenue selon la procédure
itérative suivante :

(0 <k < [() Gk—l = A(Gk) = Lw * ij i 2 (71)

La différence entre un niveau de la pyramide gaussienne et 'agrandissement du
niveau supérieur conduit a la construction d’un niveau de la pyramide laplacienne.
Ce principe se décrit par:

(0 <k < [() L, = Gk — E(Gk_l) (72)

ou = désigne 'opérateur d’agrandissement défini par:

[1]

(Grey) = [4w * G177 | (7.3)

ou la notation GZZ est décrite par (2.26). Le facteur 4 permet de normaliser le
filtre w. I’agrandissement de (G._; est donc obtenu en intercalant des valeurs nulles
entre ses échantillons, puis en convoluant I'image par le filtre w et en quantifiant les
niveaux de gris sur des valeurs entieres. On voit que 1’on retrouve ici la formulation
de D'interpolation par des fonctions polynomiales a travers I'expression (2.25). En
réalité, I'opérateur = fait une véritable interpolation uniquement lorsque 3 = 0.5,
puisque dans ce cas les valeurs des pixels de Gp_; sont conservées. On remarque
que le filtre correspondant est celui d’une interpolation linéaire illustrée sur la figure
2.7(c).

En faisant abstraction de la quantification des niveaux de gris, on peut obtenir
une expression relativement simplifiée de L en fonction de G et disposer d'une
interprétation fréquentielle d’une pyramide laplacienne:

Ly=Gr— 4w (Hp- (wxGp)) 5 Lp=Gr—4b - (Hy* (0-Gy)) (7.4

ou la fonction Hj, réalise la décimation spatiale de facteur 2 symbolisée par | 2 dans
(7.1). Cette fonction est définie par (4.7). En utilisant 'expression de Hy donnée par
(4.8), on obtient:

Li(u,v) = Gylu,v) — (u,v) Y dlu+ s287 w12y Gk(u + 52871 v 128

0

1

" (7.5)

Cette derniere expression peut étre présentée de maniere plus intelligible par:

Ly=Gr(1—w?) — £y (7.6)
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ot £y se déduit facilement de (7.5) et représente le repliement spectral issu de
l'opération de décimation dans 'expression (7.1).

Dans ’expression (7.6), lorsque @ est le filtre passe-bas idéal, 1 — @? est un
filtre passe-haut idéal et E) est nul. Dans ce cas particulier, chaque niveau de la
pyramide laplacienne L représente les hautes fréquences du niveau GG, associé dans
la pyramide gaussienne. En d’autres termes, la pyramide laplacienne peut étre vue
comme une décomposition de I'image originale en bandes de fréquences. En pratique,
avec le filtre 5 x 5 de Burt, 1 — «%? approxime grossierement le filtre passe-haut idéal
et la composante du repliement spectral By, nest pas nulle. La figure 7.18 illustre le
filtre 1 — ? pour quelques valeurs du parametre 3. On remarque que la corrélation
fréquentielle entre les niveaux de la pyramide laplacienne est plus faible lorsque la
valeur de /3 est importante (environ 0.6). Cependant, en considérant la figure 4.12(b),
on observe que la composante du repliement spectral E) diminue avec la valeur de

3.

|1- (Y| |1- W(uy | |1- W(uy |
1 1- 1
0 40 Y0 4
N 0 N N 0 N N 0 N
p=0.4 B=0.5 B=0.6
Figure 7.18 — lllustration du filtre 1 — w?(u) pour différentes valeurs du paramétre /3.

La pyramide laplacienne est relativement proche de la pyramide de différences
que nous avons présentée dans le chapitre 4. En comparant les expressions (4.46) et
(7.6), il apparait clairement que pour un filtre donné, la décomposition fréquentielle
obtenue avec la pyramide laplacienne est forcément moins bonne qu’avec une pyra-
mide de différences. En particulier, la corrélation fréquentielle entre les niveaux de
la pyramide laplacienne est plus importante. Cependant, celle-ci a "avantage sur la
pyramide de différences de permettre une reconstruction exacte de chaque niveau
de la pyramide gaussienne a partir du niveau supérieur et du niveau associé dans la
pyramide laplacienne :

(0 <k < [() Gk = E(Gk_l) + Ly (77)

Ainsi, a partir d’'une pyramide laplacienne et du niveau le plus haut de la pyramide
gaussienne, il est possible de reconstruire exactement I'image originale. En résumé,
la pyramide laplacienne permet tout a la fois de représenter une image selon ses
résolutions décroissantes et de coder uniquement les différences entre les résolutions
successives. Elle est donc particulierement adaptée a la transmission progressive
d’images avec une compression réversible des données. Pour augmenter le taux de
compression global de la pyramide laplacienne, des chercheurs ont apportés certaines
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améliorations que nous présentons rapidement dans la suite avant de présenter notre
propre amélioration.

Améliorations de Unser

A partir de 'analyse précédente, on remarque que la pyramide laplacienne a
quelques insuffisances. Tout d’abord, 'opérateur d’agrandissement = défini par (7.3)
réalise une véritable interpolation uniquement lorsque 3 = 0.5. Pour les autres
valeurs de (3, les échantillons initiaux ne sont pas conservés:

ﬁ 7£ 0.5 — E(Gk_l) i 2 7£ Gk—l (78)

De plus, 'opérateur d’agrandissement = n’est pas vraiment I'inverse de 'opérateur
de réduction A, c’est-a-dire:

A(Gy) # AoZo A(Gy) (7.9)

Enfin, la variance des niveaux de la pyramide laplacienne n’est pas forcément mi-
nimale puisque la corrélation fréquentielle entre les niveaux est relativement impor-
tante (cf. figure 7.18).

Pour améliorer ces divers points, Unser a proposé d’utiliser deux filtres correcteurs
agissant chacun, soit sur 'opérateur de réduction, soit sur 'opérateur d’agrandisse-
ment [135], [90]. La stratégie de Unser est donc de ne pas modifier les opérateurs A
et = mais d’opérer un pré-traitement et un post-traitement adaptés. Plus précisé-
ment, le probleme (7.8) est corrigé en opérant une pré-convolution de G5_; avec un
filtre chargé de compenser 'erreur d’interpolation. Pour minimiser 1’énergie de Ly,
il faut minimiser la perte d’information lors de la réduction de G afin d’avoir une
corrélation minimale entre L, et G_;. Pour cela, Unser place un filtre correcteur
apres 'opérateur A. Il est évalué pour minimiser I’énergie de L par les moindres
carrés. Ce filtre a également la propriété de corriger le probleme (7.9).

Pyramide laplacienne réduite

D’un point de vue compression, le principal défaut de la pyramide laplacienne
réside dans le nombre total des coefficients a coder. Celui-ci est supérieur au nombre
de pixels de I'image originale et le rapport entre les deux tend vers 4/3.

Pour amener ce rapport a 'unité, Houlding et al. ont proposé de supprimer le
filtrage dans "opération de réduction pour ne conserver que la décimation spatiale de
facteur 2 [69]. L’agrandissement des niveaux est quant a lui réalisé par interpolation
linéaire, c’est-a-dire que le filtre w de Burt est remplacé par un filtre triangulaire
dans (7.3). Grace a cette simplification extréme, un coefficient sur quatre de la
pyramide laplacienne devient nul et le nombre de coefficients restants est identique
au nombre de pixels de I'image. De plus, on remarque que les problemes (7.8) et
(7.9) sont résolus d’emblée.

Cette optimisation permet de diminuer ’entropie globale de la pyramide lapla-
cienne, ce qui améliore le taux de compression global. Par contre, la décimation
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brutale sans filtrage réalisée itérativement pour construire la pyramide pseudo-
gaussienne détériore considérablement les structures de I'image originale. Cette dé-
térioration est d’ailleurs de plus en plus importante lorsque 1’on se rapproche de
I’apex de la pyramide. Lors de la reconstruction progressive de I'image, on a donc
une qualité d’image moins bonne avec les premiers niveaux transmis. En résumé,
I'optimisation de Houlding et al. se révele surtout intéressante dans un contexte de
compression réversible. Par contre, dans un contexte de transmission progressive,
elle génere une baisse significative de la qualité au début de la reconstruction, ce qui
limite son intérét pour cette application.

Aiazzi et al. ont généralisé 'approche précédente en remplacant I'interpolation
linéaire par une interpolation cubique pour I'agrandissement des niveaux [4]. Re-
marquons qu’en raison de la propagation de l'effet d’aliasing a travers la pyramide
pseudo-gaussienne, il n’est pas du tout prouvé que I'utilisation d’un filtre approchant
le filtre fréquentiel idéal pour 'agrandissement des niveaux permette de minimiser
I’entropie de la pyramide laplacienne.

Il existe également une structure pyramidale proposée par Goldberg et al., appelée
pyramide de différences réduite [57], dont le principe de construction est tres proche
de celui de la pyramide laplacienne réduite de Houlding et al. La principale différence
est que la construction de la pyramide de différences réduite est basée sur un codage
arithmétique astucieux et non pas sur les notions classiques du filtrage.

Quantification rétroactive

Pour améliorer le taux de compression d’une pyramide laplacienne, Burt et Adel-
son réalisent une quantification uniforme des niveaux de gris [22]. Cependant, pour
éviter d’avoir une trop grande perte lors de la reconstruction de I'image originale, le
pas de quantification diminue avec la résolution des niveaux de la pyramide. Avec
ce modele de quantification, la compression devient irréversible.

Aiazzi et al. ont proposé récemment un modele de quantification qui permet
de reconstruire exactement l'image originale [5]. Pour obtenir cette propriété, la
quantification est réalisée progressivement depuis l'apex jusqu’au niveau 1 de la
pyramide laplacienne, la base (niveau 0) n’étant pas quantifiée pour garantir la
réversibilité de la compression. Chaque niveau est recalculé pour prendre en compte
la quantification du niveau supérieur. Cette opération se décrit par les deux relations
suivantes :

(0 <k< [() ij =Gy — E(Gk_l) , Gk = Qk(ik) + E(Gk_l) (710)

ou (). est 'opérateur de quantification associé au niveau k.

La pyramide L, Li_1,..., Lo constitue la pyramide laplacienne recalculée en pre-
nant en compte opération de quantification. L’entropie de chaque niveau Lj est
donc plus grande que celle du niveau initial L. La transmission progressive de
I'image originale est réalisée en transmettant successivement les niveaux quantifiés
Qo(zo), Ql(zl), el QK-1(£K—1), puis finalement L. La baisse significative de I’en-

tropie des niveaux quantifiés compense largement 1’augmentation de 'entropie de



7.4  Compression réversible et transmission progressive d’images 237

Ly.

En résumé, le modele de quantification d’Aiazzi et al. permet de diminuer la
quantité d’information nécessaire a la transmission des niveaux supérieurs de la
pyramide laplacienne. Evidemment, cette amélioration se fait au détriment de la
qualité de I'image dans les premieres phases de la reconstruction.

Décorrélation inter-niveaux

Méme avec une décomposition parfaite en bandes de fréquences de I'image origi-
nale, on observe toujours une corrélation importante entre les niveaux d’une pyra-
mide, notamment au niveau des contours. Ce phénomene est particulierement visible
sur une pyramide laplacienne, comme le montre 'exemple de la figure 7.21 obtenu
a partir de I'image de Lenna.

Pour diminuer la corrélation inter-niveaux dans une pyramide quelconque, Qiu a
proposé de placer des prédicteurs entre chaque niveau de la pyramide laplacienne
[110]. Chaque niveau Ly est prédit en fonction du niveau supérieur Ly_;. Le résultat
de la prédiction est alors soustrait a Lj pour générer un niveau d’entropie plus faible.
En itérant ce principe, on obtient une nouvelle pyramide laplacienne :

(2 < k< [() }; =L, — Pk([fk—l) (711)

ou Py est lopérateur de prédiction du niveau L. Il est obtenu selon un procédé
d’estimation réalisée a partir des deux niveaux supérieurs a Ly pour que Py(Li_2) ~
Ly_1. Plus précisément, les niveaux Li_; et Lj_5 sont découpés en blocs de sorte que
chaque bloc de Lj_; soit lié a un bloc pere dans Ly_,. Le prédicteur P, est estimé
par optimisation linéaire avec un algorithme classique des moindres carrés a partir
de I'ensemble des couples de blocs pere-fils.

La méthode de décorrélation de Qiu permet d’augmenter le taux de compression
de la pyramide laplacienne tout en préservant la réversibilité de cette compression.
De plus, il n’est pas nécessaire de transmettre les prédicteurs lors de la transmission
progressive de la pyramide, puisque ceux-ci sont directement estimés a partir des pre-
miers niveaux recus. Ceci se fait évidemment au prix d’une plus grande complexité
algorithmique.

Cependant, on remarque que la décorrélation des niveaux de la pyramide lapla-
cienne ne peut s’appliquer qu’a partir du quatrieme niveau en partant de 'apex.
En effet, ’apex est le niveau le plus haut de la pyramide gaussienne et il ne peut
pas étre utilisé pour décorréler les niveaux inférieurs de la pyramide laplacienne.
En outre, 'apprentissage du prédicteur requiert deux niveaux successifs de la py-
ramide laplacienne. En d’autres termes, pour que l’algorithme de prédiction soit
vraiment intéressant dans le cadre de la transmission progressive d’images, il faut
que la pyramide laplacienne ait un nombre suffisant de niveaux.

7.4.2 Amélioration avec le principe d’induction

Comme Unser [135], nous remarquons que 'opérateur d’agrandissement = utilisé
par Burt et Adelson n’est pas I'inverse de 'opérateur de réduction A (cf. expression
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(7.9)). Ceci empéche 'entropie de la pyramide laplacienne d’étre optimale. Pour
corriger ce probleme, Unser place un premier filtre correcteur apres la réduction et
un deuxieme avant ’agrandissement pour obtenir une interpolation parfaite. Son
approche est un peu particuliere: pour que = soit I'inverse de A, il modifie les deux
opérateurs a la fois.

Dans la suite, nous proposons une approche beaucoup plus générale que celle de
Unser, ou seul 'opérateur d’agrandissement = est changé. La pyramide gaussienne
demeure donc intacte.

Ainsi, pour corriger le probleme (7.9), nous proposons de remplacer I'agrandisse-
ment Z(G_y) dans (7.2) par une induction de Gj_; sur I’ensemble , ¥ défini par:

(0 <k <K) = ATHG) = { X | A(XR) = Gy ) (7.12)

En fait, on retrouve I'expression (6.2) a différentes résolutions. Cet ensemble a la
propriété d’étre non vide puisque pour toute résolution k, il contient au moins un
élément :

(0 <k <K) Gre,* (7.13)

L’ensemble , * est donc consistant et on peut réaliser I'induction de Gi_; sur , * en
utilisant I'une des méthodes de projections partielles développées dans le chapitre 6.

La construction de la nouvelle pyramide laplacienne générée avec le principe d’in-
duction est donnée par:

(0 <k < [() R, = Gk — PI’Oij(E(Gk_l)) (714)

Pour ne pas confondre cette pyramide avec celle de Burt et Adelson, nous la désigne-
rons désormais pyramide résiduelle. Dans (7.14), la projection exacte de =(G/—y ) sur
, ¥ est obtenue avec la méthode de projections partielles MEPA (cf. section 6.3.6). En
utilisant a chaque niveau Z(Gx_1) comme image inductrice, on garantit une baisse
de I’énergie de Ry vis-a-vis de Ly.

Proposition 7.1 (Minimisation de ’énergie) Pour toute résolution k, Ry, a une
énergie inférieure ou égale a celle de Ly, si:

(i) L’image inductrice est Z(Gr_1).
(i) La projection sur , * est exacte.

Cette proposition est assez facile a démontrer. En effet, en considérant a la fois
(7.13) et le fait que , * est convexe, on a nécessairement :

0<k<K)  d(GpProju(Z(Gio)) < d(Gr, Z(Gyr))  (7.15)

Comme pour la pyramide laplacienne, la transmission progressive est réalisée en
transmettant successivement Rg, R1,..., Rx. Sachant que Ry = Gy, le destinataire
reconstruit la pyramide gaussienne initiale et, finalement, 1'image originale, en ap-
pliquant la relation suivante:

(0 <k < [() Gk = R + PI’Oij (E(Gk_l)) (716)
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Outre une amélioration du taux de compression, le principe d’induction permet éga-
lement au destinataire de donner aux niveaux successifs de la pyramide gaussienne
la méme résolution que I'image initiale, afin d’avoir un plus grand confort visuel.
Pour cela, il faut réaliser une induction de G} avec un facteur d’agrandissement
2K=F (cf. section 6.5) sur I’ensemble suivant :

O<k<K) L F={Xg| AP (X)) = Gi} (7.17)

ot l'opérateur de réduction A°K=F) est défini par (6.62). En pratique, 'image in-
ductrice utilisée pour la projection sur , & est issue de I'agrandissement de facteur
2Kk de (7} par une transformée B-spline cubique. Cette méthode d’agrandissement
a l'avantage de fournir une image agrandie en préservant relativement bien les fré-
quences initiales. Pour améliorer la qualité de "agrandissement, on pourrait utiliser

I'une des méthodes de préservation structurelle présentées dans le chapitre 3.

7.4.3 Résultats

Dans cette section, nous présentons différents résultats obtenus avec la pyramide
résiduelle. Nous nous attachons en particulier a comparer ceux-ci a ceux obtenus
avec la pyramide laplacienne de Burt et Adelson.

[’image originale utilisée pour les résultats est I'image de Lenna? de 256 x 256
pixels. A partir de cette image, nous construisons tout d’abord une pyramide gaus-
sienne de quatre niveaux Gg,G'7,Ge,Gs, le niveau Gg étant 'image originale. A partir
de cette pyramide, nous construisons les pyramides laplacienne et résiduelle définies
respectivement par Lg,L7,L¢,Ls et Rg, Rz, Rg,R5, sachant que Ls = Rs = (G5. Nous
commencons par étudier 'influence du parametre 3, associé au filtre w de Burt, sur
le taux de compression obtenu avec chacune de ces pyramides.

Influence du filtre sur le taux de compression

Les trois courbes de la figure 7.19(a) illustrent la mesure du PSNR entre G,
et Z(Gr-1) avec k = 6,7,8, ceci en faisant varier 3. Pour k = 8, le PSNR est
maximal lorsque 3 & 0.6. Fn théorie, le PSNR de reconstruction d’une image filtrée
puis agrandie par interpolation est maximal lorsque le filtre fréquentiel est le filtre
rectangulaire idéal. Comme le montre la figure 4.12(b), la réponse fréquentielle du
filtre w de Burt se rapproche du filtre idéal lorsque 3 = 0.6. Les courbes associées
a k="7Tet k=06 présentent une valeur maximale pour = 0.525. Ce décalage par
rapport a la courbe associée a k = 8 est du a la composante du repliement spectral
issue des réductions successives, celle-ci étant d’autant plus atténuée que 3 est faible
(cf. figure 4.12(b)).

La figure 7.19(b) illustre les courbes de mesure du PSNR entre G, et Projpx (Z(Gr-1))
avec k = 6,7,8. Par rapport aux courbes de la figure 7.19(a), on remarque que pour
des valeurs de 3 et de k données, le PSNR est toujours supérieur sur la figure 7.19(b).

2. Cette image est celle utilisée par Yuval Fisher dans [50]. Elle est disponible & I’adresse
http://inls.ucsd.edu/y/Fractals/Tmages/uscgirl2.dat.Z.



240 Améliorations et applications

PSNR (dB) PSNR (dB)
ES — 3
TN
325 —x— k=8 25 4/"/#&\‘
—— k=7 \\
0+ —— k=6 30 [ -
275 — /£W\\ 275 ? " imﬁﬁ
2 j:/:::*/“" H?G_H;\S\'\ \ 2% \s\u\ T
N N
25 N 25 ]\E\“\
-~
20 \ 20
025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 0.75B 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 0.75B
@ (b)
450 e — 450
400 k=8 400 /
350 | —a— k=7 350
20| —o— k=6 / 300
250 250
200 ;\\5:3\5\ / 200
150 \\L\&\(;\E\()\E\()—E——‘/ / 150 /
100 = = e 100 /
e SN PR EES
50 50
e
%25 03 0% 04 045 05 0% 06 065 07 o.75B 9% 03 0% 04 045 05 05 06 065 07 0.755
(c) (d)
bits/pixel bits/pixel
75 — — 75 —
7 %M ; I N B Sy
—%— E=8
65 ) =7 65
6 i ifg /// o -]
e - L
o )\B\‘)\E\f’\n —r— / o - /a/ =
e
5 \\‘\\‘\3\\1 - 5 / o / 7
s ] 45 N I SRSt e
e
\\_‘/— _

4
0.

4
025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 Cl.75B .25 03 035 04 045 05 055 06 065 07 D.75B

() (f)

Figure 7.19 — Résultats obtenus pour I'image de Lenna (256 x 256 pixels). (a-b) Rapport signal
a bruit de créte (PSNR) des niveaux de la pyramide gaussienne agrandis par: (a) convolution
avec le filtre de Burt, (b) induction. (c-d) Variance des niveaux de: (c) la pyramide laplacienne,
(d) la pyramide résiduelle. (e-f) Entropie des niveaux de: (e) la pyramide laplacienne, (f) la
pyramide résiduelle.

On peut faire également une observation plutot inattendue: la valeur maximale du
PSNR est ici obtenue lorsque § ~ 0.3, c’est-a-dire lorsque le filtre w est encore plus
«applati» qu’une gaussienne. Cette observation se vérifie avec d’autres images que
celle de Lenna et c’est toujours pour une valeur proche de 0.3 que la valeur optimale
du PSNR est atteinte. Ceci est particulierement important et nous reviendrons sur
ce point dans la conclusion de ce chapitre. Outre ce décalage important de la valeur
de 3, on remarque que le gain du PSNR est tres important pour les niveaux k = 7
et k£ = 6, puisqu’il est respectivement de 6.8 dB et de 7.4 dB. Ce phénomene est
certainement du au filtre qui supprime une bande de fréquence tres large lorsque
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Figure 7.20 — Résultats obtenus pour I'image du cameraman (256 x 256 pixels). (a-b) Rap-
port signal a bruit de créte (PSNR) des niveaux de la pyramide gaussienne agrandis par: (a)
convolution avec le filtre de Burt, (b) induction. (c-d) Variance des niveaux de: (c) la pyra-
mide laplacienne, (d) la pyramide résiduelle. (e-f) Entropie des niveaux de: (e) la pyramide
laplacienne, (f) la pyramide résiduelle.

0~ 0.3. Ainsi, apres la premiere réduction, la bande de fréquences restante occupe
un espace tres réduit par rapport a la capacité des niveaux successifs. En d’autres
termes, il y a moins d’informations a prédire pour les niveaux kK = 7 et k = 6, et par
conséquent, l'agrandissement par induction est plus performant pour ces niveaux.

Les figures 7.19(c) et 7.19(d) montrent la variance des trois premiers niveaux de
la pyramide laplacienne et de la pyramide résiduelle. Les observations sont assez
similaires a celles effectuées sur les courbes liées au PSNR, avec toutefois une inver-
sion au niveau de la progression. Ces deux figures confirment expérimentalement la
proposition 7.1.
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Figure 7.21 — Image de Lenna (256 x 256 pixels) : (a) pyramide laplacienne avec 3 = 0.575, (b)
pyramide résiduelle avec 3 = 0.35. Les niveaux de gris des pyramides laplacienne et résiduelle
sont amplifiés d'un facteur 4.
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Les figures 7.19(e) et 7.19(f) montrent I'entropie des niveaux de la pyramide
laplacienne et de la pyramide résiduelle. 1l s’agit de I’entropie calculée a partir de
I’histogramme de 'image selon la formule:

255

H ==Y pilog,(p:) (7.18)

=0

ou la probabilité p; est le nombre de pixels ayant le niveau de gris i, divisé par le
nombre total de pixels de I'image.

[’entropie du niveau le plus haut (k = 5) est nettement supérieure a celle des
autres niveaux puisqu’il s’agit du niveau G5 de la pyramide gaussienne. L'importance
de la compression est directement liée au calcul de 'entropie de la pyramide. En
ramenant ’entropie des niveaux supérieurs a celle de la base de la pyramide et en
effectuant la somme, on obtient une entropie totale fournissant une estimation de
la compression-limite du codage. Pour la pyramide laplacienne, I’entropie totale est
minimale lorsque 3 = 0.575 : dans ce cas, on obtient 6.33 bits/pixel. Pour la pyramide
résiduelle, la valeur minimale est atteinte lorsque 3 = 0.35, et la compression est dans
ce cas 6.03 bits/pixel. A titre de comparaison, précisons qu'un codage entropique
directement réalisé sur I'image originale de Lenna permet d’obtenir une compression
maximale de 7.44 bits/pixel.

La figure 7.20 illustre des résultats tres comparables obtenus avec 'image du
cameraman® de 256 x 256 pixels.

Les pyramides laplacienne et résiduelle obtenues respectivement avec § = 0.575
et # = 0.35 sont illustrées sur la figure 7.21. On voit assez facilement que "'amplitude
des différences est globalement moins importante sur la pyramide résiduelle. Celle-ci
présente également moins de corrélation entre les différents niveaux que la pyramide
laplacienne.

Les amplitudes des différences sur le niveau R7, et surtout sur le niveau Rg, sont
beaucoup plus faibles que celles situées sur le niveau Rg. Cette propriété particulie-
rement intéressante dans le contexte d’une transmission progressive est due au filtre
de Burt qui supprime une bande tres large de hautes fréquences lorsque 3 = 0.35.
(C’est également pour cette raison que le dernier niveau Rs est visuellement plus flou
que le niveau Ly de la pyramide laplacienne.

Transmission et réception progressives

La figure 7.22(a) montre les niveaux de la pyramide gaussienne reconstruits a
partir de la pyramide laplacienne illustrée sur la figure 7.21(a). Il s’agit en fait de
la reconstruction progressive de I'image originale réalisée par le destinataire. Pour
avoir un confort visuel maximum, nous supposons que le destinataire agrandit les
niveaux successifs de la pyramide gaussienne a une taille identique a celle de I'image
originale. Les différents niveaux sont alors agrandis avec la méthode d’interpolation

3. Cette image est disponible & I’adresse http://www.dip.ee.uct.ac.za/imageproc/stdimages/
greyscale/camera.tif.
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niveau 3

0.11 b/pixel 22.24 dB

niveau 2
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Figure 7.22 — Transmission et réception progressives de I'image de Lenna (256 x 256 pixels) :

(a) par utilisation de la pyramide laplacienne (5 = 0.575), (b) par utilisation de la pyramide
résiduelle (3 = 0.35). Le débit est estimé par un calcul d’entropie.
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par transformée B-spline cubique que 'on peut considérer comme la méthode la
plus intéressante parmi celles décrites dans le chapitre 2. Le destinataire visualise
donc successivement les niveaux représentés de haut en bas sur la figure 7.22(a)
et peut interrompre la transmission a tout moment. Le nombre de bits par pixel
de I'image originale nécessaire pour achever la construction de chaque niveau est
indiqué en-dessous (I’estimation du codage entropique est réalisée avec la formule
(7.18)). La qualité des images successives par rapport a I'image originale est évaluée
par la mesure du PSNR qui est également indiquée en-dessous de chaque niveau (cf.
formule (3.32)). La reconstruction illustrée sur la figure 7.22(a) montre le meilleur
résultat que 'on peut espérer avec une pyramide laplacienne, tant sur le plan du
taux de compression que sur celui de la qualité des niveaux successifs.

La colonne de gauche, sur la figure 7.22(b) présente les niveaux de la pyramide
gaussienne reconstruits a partir de la pyramide résiduelle illustrée sur la figure
7.21(b). Le nombre de bits par pixel associé a chaque niveau est inférieur a celui
des niveaux correspondants sur la figure 7.22(a). En d’autres termes, la pyramide
résiduelle permet de réaliser une économie sur la quantité de bits nécessaires a la
transmission des niveaux. Toutefois, on remarque que la qualité des images recons-
truites est nettement moins bonne, puisqu’elles sont beaucoup plus floues et que le
PSNR accuse une baisse importante. Ce probleme est dii au parametre § = 0.35
utilisé pour la construction de la pyramide résiduelle. Pour le corriger, il suffit de
réaliser une projection de chaque image agrandie successive sur I’ensemble induit par
le niveau correspondant sur la pyramide gaussienne comme nous 1’avons vu dans la
section 7.4.2. Par exemple, le niveau 3 est projeté sur I’ensemble , & induit par le
niveau (35, puis le niveau 2 est projeté sur 'ensemble , & induit par le niveau G, etc.
La colonne de droite sur la figure 7.22(b) présente le résultat de chaque projection.
On observe une nette amélioration de la qualité des images agrandies. Dans chaque
cas, le PSNR est méme supérieur a celui obtenu sur les niveaux correspondants de la
figure 7.22(a). Ainsi, que ce soit au niveau du taux de compression ou au niveau de
la qualité de la reconstruction progressive, la pyramide résiduelle donne de meilleurs
résultats que la pyramide laplacienne.

Les tables 7.4 et 7.5 montrent les résultats obtenus avec I'image de Lenna® de
512 x 512 pixels utilisée comme référence dans la littérature.

‘ ‘NiV.4‘NiV.3‘NiV.2‘NiV.1‘NiV.O‘
Entropie (bits/pixel) | 0.028 | 0.11 0.41 1.47 5.47
PSNR (dB) 22.19 | 25.19 | 29.05 | 34.68 -

Table 7.4 — Transmission et réception progressives de I'image de Lenna de 512 x 512 pixels
par utilisation de la pyramide laplacienne (5 = 0.575).

4. Cette image est disponible & I’adresse http://www.icsl.ucla.edu/~ipl/psnrimages.html.
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‘ ‘NiV.4‘NiV.3‘NiV.2‘NiV.1‘NiV.O‘
Entropie (bits/pixel) 0.027 | 0.09 0.34 1.21 5.15

PSNR avant induction (dB) | 20.75 | 23.59 | 27.0 | 31.98 -
PSNR apres induction (dB) | 22.43 | 25.55 | 29.5 | 35.29 -

Table 7.5 — Transmission et réception progressives de I'image de Lenna de 512 x 512 pixels
par utilisation de la pyramide résiduelle (5 = 0.35).

7.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre diverses améliorations et applications de nos
deux méthodes d’agrandissement.

Tout d’abord, pour améliorer la méthode d’agrandissement par synthese de si-
milarités, nous avons proposé de remplacer la pyramide a facteur de réduction 2
par une pyramide & facteur de réduction v/2. La suppression des détails étant plus
progressive, les similarités structurelles sont plus nombreuses. Les résultats obtenus
montrent d’ailleurs une meilleure qualité dans "agrandissement d’images complexes
(cf. figure 7.10(b)). Cette amélioration entraine néanmoins une complexité algorith-
mique plus grande, puisque pour obtenir un agrandissement de facteur 2, il faut
estimer une résolution intermédiaire en quinconce.

Dans un deuxieme temps, nous avons exploité la méthode d’agrandissement par
induction pour régulariser les images agrandies vis-a-vis de la contrainte de réduc-
tion. Nous avons vu que le filtre de Burt g = 0.625 était bien adapté pour cette
régularisation et permettait d’augmenter le PSNR de maniere significative (+0.44
dB) en restaurant efficacement I'information perdue sur I'image originale.

Enfin, la méthode d’agrandissement par induction a également été appliquée dans
un contexte de compression réversible et de transmission progressive d’images. Elle
a été utilisée dans la construction d’une pyramide laplacienne pour remplacer ’opé-
rateur d’agrandissement classique basé sur un filtrage. Les résultats ont montré
que la pyramide construite, baptisée pyramide résiduelle, permettait d’obtenir une
meilleure compression que la pyramide laplacienne classique (—0.3 bits/pixel). Le
gain est surtout tres important sur les niveaux supérieurs de la pyramide résiduelle
(+7 dB et +0.6 bits/pixel), ce qui est particulierement intéressant pour la trans-
mission progressive sur réseau. Lors de la reconstruction progressive de I'image, la
méthode d’agrandissement par induction peut également étre utilisée pour agrandir
les images intermédiaires a une méme résolution que 'image originale. Nous avons
montré que dans ce cas, la qualité de ces images était meilleure que celle des images
intermédiaires générées a partir de la pyramide laplacienne (entre +0.28 dB et +0.46
dB).

En ce qui concerne le filtre optimal pour la compression, nous avons noté que le
meilleur taux de compression était obtenu avec = 0.575 dans le cas de la pyramide
laplacienne. Avec ce parametre, le filtre de Burt est localement assez proche du filtre
idéal (sinus cardinal). Ceci s’explique assez bien par la théorie de I’échantillonnage :
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le filtre idéal est celui qui minimise I’énergie sur la pyramide lorsque 1’on procede
par réduction puis interpolation. En revanche, dans le cas de la pyramide résiduelle,
le meilleur taux de compression est obtenu lorsque § = 0.35. Avec ce parametre,
le filtre est proche d’une distribution gaussienne, et par conséquent, il est relative-
ment éloigné du sinus cardinal. Ce constat est particulierement intéressant. Pour
le moment, nous n’avons aucune certitude quant a ’explication de ce phénomene.
Toutefois, nous remarquons que lorsque 3 = 0.35, 'ensemble , ¥ est plutdt étiré
dans 'espace, tandis que pour # = 0.575, il est plutét compact. Il semble donc que
Iétirement de , * a pour effet de diminuer la distance entre la projection de 'image
inductrice et 'image originale qui appartient & , *.
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Chapitre 8

Conclusion générale

Nous avons proposé dans ce mémoire deux méthodes d’agrandissement complé-
mentaires. La premiere présentée dans le chapitre 5 a pour objectif de maintenir
la netteté de I'image en introduisant des hautes fréquences. La deuxieme présentée
dans le chapitre 6 permet de restaurer dans I'image agrandie les fréquences de I'image
originale qui sont éventuellement modifiées par la premiere méthode d’agrandisse-
ment. Une application de cette deuxieme méthode pour la compression réversible et
la transmission progressive d’images a également été étudiée dans le chapitre 7.

Le début de ce mémoire traite de différentes méthodes d’agrandissement d’images
qui existent dans la littérature.

Nous avons tout d’abord présenté les méthodes classiques dont I'objectif est d’in-
terpoler I'image initiale en préservant ses fréquences. Ces méthodes sont basées sur
le théoreme d’échantillonnage de Shannon et notamment sur I’hypothese que la
fréquence d’échantillonnage utilisée pour 'acquisition de I'image est deux fois su-
périeure a la fréquence de Nyquist. En pratique, cette hypothese est tres rarement
vérifiée et I'application du théoreme de Shannon conduit a une image agrandie vi-
suellement floue.

Nous avons ensuite présenté des méthodes d’agrandissement ayant pour objectif
de préserver les structures de I'image afin de maintenir une certaine netteté dans
I'image agrandie. Pour cela, ces méthodes produisent de I'information fréquentielle
au-dela de la bande passante du systeme d’acquisition. De maniere générale, elles
s’intéressent principalement a la préservation des contours de I'image en leur ajou-
tant des hautes fréquences. Parmi I’ensemble de ces méthodes, nous avons décrit
en détail trois méthodes représentatives: 'interpolation adaptative, ’extrapolation
fréquentielle et le zoom fractal. L’interpolation adaptative a pour inconvénient de
préserver idéalement tous les contours de I'image comme s’il s’agissait de disconti-
nuités parfaites. Ceci procure un effet de netteté artificielle dans 'image agrandie.
En procédant par une analyse simultanée en espace et en échelle, I'extrapolation
fréquentielle permet de distinguer les véritables discontinuités a travers les maxima
d’ondelettes et d’ajouter des hautes fréquences uniquement au niveau des contours
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associés. Par rapport aux deux méthodes précédentes, le zoom fractal est particulie-
rement original puisqu’il ne cherche pas directement a préserver les structures, mais
plutot a préserver les similarités entre les structures. L’avantage de cette approche
est que la modélisation est indépendante des structures elles-mémes. Ainsi, le zoom
fractal peut aussi bien préserver les contours que les textures. De plus, il est possible
de préserver les caractéristiques d’un contour, que celui-ci soit ’expression d’une
discontinuité ou non. En fait, ceci dépend de la qualité de la similarité trouvée. Le
zoom fractal a donc pour principal intérét de simplifier la modélisation : il n’est plus
nécessaire d’adapter un modele spécifique a chaque type de structure.

Notre contribution s’est portée essentiellement sur I’étude de deux nouvelles mé-
thodes d’agrandissement.

La premiere méthode est apparentée au zoom fractal. En reprenant le principe
de préservation des similarités a sa base et en prenant en compte le contexte de
I’agrandissement plutot que celui de la compression, nous avons apporté de nom-
breuses modifications et améliorations au zoom fractal classique aussi bien dans la
phase d’analyse que dans celle de synthese.

Concernant la phase d’analyse, la recherche des similarités est réalisée sur une
pyramide d’images afin de prendre en compte la théorie de I’échantillonnage. Nous
avons étudié 'utilisation d’une pyramide a facteur de réduction deux, puis celle
d’une pyramide & facteur de réduction v/2 en ajoutant des niveaux en quinconce.
Cette derniere pyramide augmente la probabilité de trouver des similarités de bonne
qualité en supprimant I'information plus progressivement. Pour construire efficace-
ment cette pyramide, nous avons proposé une approche utilisant un filtre paramétré
a petit support soumis a des contraintes aussi bien spatiales que fréquentielles. Par
ailleurs, nous avons étudié différents modeles de similarités inter-blocs en agissant
sur les parametres d’une transformation massique polynomiale et sur une transfor-
mation spatiale réalisant des isométries. D’apres nos expérimentations, le modele de
similarité basé sur une transformation massique linéaire et des isométries de type
réflexion est celui qui donne globalement les meilleurs résultats avec un cott al-
gorithmique raisonnable. Remarquons que ce modele est celui utilisé généralement
par le zoom fractal. Cependant, la notion d’opérateur contractant étant absente de
notre modele, les coefficients de la transformation linéaire ne sont soumis a aucune
contrainte particuliere. Nous avons également proposé d’exploiter une pyramide de
différences pour sélectionner les blocs admissibles a une similarité. Ceci nous a per-
mis de prendre en compte I’aspect fréquentiel des blocs et en particulier de considérer
uniquement ceux qui sont porteurs de hautes fréquences. Nous avons ensuite étudié
deux stratégies de recherche des similarités sur la pyramide : une recherche locale et
une recherche globale. La recherche locale est surtout adaptée pour des blocs posi-
tionnés sur des contours simples qui se conservent sur les niveaux supérieurs de la
pyramide. La recherche globale permet de trouver des similarités plus significatives
quel que soit le type de bloc. Toutefois, elle nécessite une quantité de calcul beau-
coup plus élevée. Pour diminuer cette derniere, nous avons proposé une méthode
originale de classification des blocs de la pyramide. Contrairement aux méthodes de
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classification utilisées en compression fractale, notre méthode prend en compte le
modele de similarité pour regrouper les blocs. En se basant sur la notion d’angle, les
blocs partageant plus ou moins le méme sous-espace de transformation sont regrou-
pés au sein d’une méme classe. Cette méthode de classification permet d’accélérer
la recherche globale des similarités sans diminuer la qualité des similarités trouvées
lorsque beaucoup de blocs sont similaires sur la pyramide.

Concernant la phase de synthese, nous avons proposé de corriger le résidu de
similarité entre les blocs peres en 'ajoutant a la similarité entre les blocs fils. Pour
cela, le résidu est interpolé par une transformée B-spline cubique. Nous avons mon-
tré par de nombreux résultats expérimentaux que la correction du résidu lors de
la synthese permettait d’améliorer considérablement la qualité globale de 'image
agrandie. Par ailleurs, la diminution des supports des blocs fils par rapport a ceux
des blocs peres, nous a permis de générer des recouvrements entre ces derniers, et
par conséquent, d’améliorer la qualité des transitions entre les blocs fils. Toutefois,
le nombre de blocs fils a synthétiser étant plus grand, le temps de calcul augmente.
En outre, pour réaliser 'agrandissement des blocs porteurs de basses fréquences,
nous avons utilisé la méthode d’interpolation par transformée B-spline cubique.

A partir de résultats expérimentaux, nous avons vérifié la validité de I'hypothese
de préservation des similarités. Soulignons que ceci n’a jamais été effectué dans le
cadre du zoom fractal. Les résultats ont montré que I’hypothese est validée pour la
majorité des blocs synthétisés méme lorsque la recherche est réalisée globalement.
Plus précisément, lorsque le résidu de similarité entre les blocs peres tend vers zéro,
le résidu de similarité entre les blocs fils tend également vers zéro. De plus, ce dernier
est globalement proportionnel au premier. En conclusion, la probabilité de préserva-
tion d’une similarité est suffisamment élevée pour que la synthese donne la plupart
du temps un résultat valable. Finalement, les images agrandies par notre méthode
ont été comparées a celles obtenues par un filtrage médian et plus particulierement
a celles d’une transformée B-spline cubique. Les résultats montrent que notre mé-
thode produit des images agrandies plus nettes. De maniere quantitative, nous avons
montré a partir d’'une image de référence que notre méthode donnait une valeur du
PSNR plus élevée que celle issue de la transformée B-spline cubique.

Pour réaliser un agrandissement de facteur supérieur a deux, nous avons proposé
un modele de synthese unique et un modele d’analyse-synthese. En réitérant la phase
d’analyse, le deuxieme modele permet d’obtenir un agrandissement de meilleure
qualité mais ceci au détriment d’'une quantité de calcul bien plus élevée.

Notre premiere méthode d’agrandissement a une limite bien établie. En effet, la
préservation d’une similarité a un intérét lorsque le résidu de similarité entre les blocs
peres est suffisamment petit. Lorsque ce n’est pas le cas, il est préférable d’agrandir
le bloc avec une autre méthode. Pour simplifier, nous avons utilisé une transformée
B-spline cubique pour interpoler ce type de bloc, mais d’autres méthodes pour-
raient étre utilisées. En fait, nous pensons que la méthode d’agrandissement idéale
n’existe pas et qu’il faut plutot s’orienter vers des méthodes hybrides. Finalement,
notre méthode est intéressante lorsqu’il existe des similarités de bonne qualité sur
la pyramide. Leur existence n’étant pas garantie, il n’est pas possible d’étre certain
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de efficacité de la méthode. Toutefois, d’apres les divers agrandissements effectués
dans le chapitre 7, il semble qu’en pratique la méthode fonctionne sur des images
assez variées.

La deuxieme méthode d’agrandissement s’intéresse a I’ensemble admissible des
images agrandies d’'une image initiale. La condition d’admissibilité repose ici sur la
notion de réduction : une image appartient a ’ensemble des solutions si sa réduction
est identique a 'image initiale. Pour éviter que ’ensemble des solutions soit vide,
nous avons redéfini la condition d’admissibilité dans le cas inconsistant pour que des
images ayant une réduction proche de I'image initiale soient considérées. Dans tous
les cas, nous nous sommes attachés a ce que ’ensemble des solutions soit convexe
quels que soient 'image initiale et le filtre utilisé dans l'opération de réduction.
Par ailleurs, afin d’obtenir une solution quelconque de cet ensemble, nous avons
proposé cinq méthodes de projection inspirées de méthodes plus générales issues de la
théorie d’estimation des ensembles convexes [39]. Deux de ces méthodes permettent
d’obtenir une projection exacte : MEPA et MEPP. La premiere méthode est adaptée
lorsque 1’ensemble des solutions est consistant, tandis que la seconde est adaptée
lorsque celui-ci est inconsistant. Les trois autres méthodes fournissent une projection
approchée plus rapidement : MAPA, MAPP et MAPPE. Dans le cas consistant, la
méthode MAPPE est la plus rapide, tandis que dans le cas inconsistant, seule la
méthode MAPP peut étre employée.

Nous avons exploité cette deuxieme méthode pour régulariser vis-a-vis de la
contrainte de réduction les images agrandies par notre premiere méthode d’agran-
dissement. L’interprétation fréquentielle de I'ensemble des solutions a montré que
lorsque le filtre passe-bas est idéal (sinus cardinal), la projection revient a restaurer
les basses fréquences de I'image agrandie et a laisser intact ses hautes fréquences.
Ceci a été mis en évidence a travers des résultats expérimentaux en utilisant un filtre
a petit support (filtre de Burt, § = 0.625). De maniere plus générale, cette régula-
risation peut étre réalisée sur une image agrandie par une méthode de préservation
structurelle quelconque et restaurer ainsi l'information perdue lors de 'agrandis-
sement. En outre, elle permet de faire le lien avec les méthodes de préservation
fréquentielle.

Nous avons également exploité cette deuxieme méthode d’agrandissement pour
réaliser la compression réversible et la transmission réversible d’une image. Pour cela,
nous "avons utilisé dans la construction d’une pyramide laplacienne pour remplacer
I'opération d’agrandissement classique par filtrage. La pyramide ainsi construite
a ¢été baptisée pyramide résiduelle. Nous avons montré de maniere théorique que
lorsque I"image inductrice est 'image agrandie par filtrage et que la méthode utilisée
pour la projection est la méthode MEPA, alors la pyramide résiduelle a une énergie
nécessairement plus petite que celle d'une pyramide laplacienne. En pratique, les
résultats ont montré que le gain en compression est significatif. De plus, en mesurant
le PSNR, nous avons mis en évidence que ’agrandissement par induction permet
d’obtenir des images intermédiaires de meilleure qualité lors de la reconstruction
de I'image de départ. Ceci est particulierement intéressant dans un contexte de
transmission progressive sur réseau.
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Les perspectives de recherche portent a la fois sur des améliorations et sur des
applications de nos deux méthodes d’agrandissement.

Une amélioration de notre premiere méthode d’agrandissement serait de prendre
en compte, lors de la synthese d'un bloc fils, le résidu de similarité entre deux blocs
peres par un modele de déformation des structures. Pour le moment, le résidu est
pris en compte en réalisant une interpolation par une transformée B-spline cubique
et en ajoutant le résultat lors de la synthese du bloc. Pour améliorer cette synthese,
on pourrait appliquer un modele de déformation au bloc similaire apres 1'utilisation
de la transformation massique. Il s’agirait tout d’abord de détecter les structures a
la fois dans le bloc de référence et dans le bloc similaire, puis d’appliquer un modele
de déformation des structures du bloc similaire pour que celles-ci soient identiques
a celles du bloc de référence. Le méme modele de déformation serait alors appliqué
pour synthétiser le bloc fils. Pour simplifier, on pourrait commencer par s’intéresser
a un modele de déformation des contours simples et réaliser un warping des textures
[31].

Une autre amélioration de notre premiere méthode concernerait I’agrandissement
de facteur supérieur a deux. Pour le moment, nous avons étudié deux approches: syn-
these unique et analyse-synthese. Nous avons noté que la deuxieme approche permet
d’améliorer la qualité de I'image agrandie en réitérant la phase d’analyse a chaque
résolution intermédiaire. Toutefois, nous avons également noté que la complexité
algorithmique est beaucoup plus élevée. Pour remédier a ce probleme, on pourrait
envisager une approche intermédiaire ou la premiere analyse effectuée pour réaliser
I’agrandissement de facteur 2 serait exploitée pour accélérer les analyses suivantes.
Pour cela, une solution simple serait de rechercher chaque similarité localement a
celle trouvée lors de la premiere analyse.

Une amélioration de notre deuxieme méthode d’agrandissement serait d’ajouter
des contraintes sur I’ensemble des images agrandies admissibles. Pour le moment, la
seule contrainte exploitée est celle de réduction. Une autre contrainte pourrait porter
sur la corrélation inter-niveaux que I’on observe sur une représentation espace-échelle
obtenue par une transformée en ondelettes [33], [113]. En exploitant les maxima d’on-
delettes, on pourrait localement contraindre les coefficients d’ondelettes de I'image
agrandie. De méme, les minima d’ondelettes pourraient également étre exploités
pour annuler les coefficients d’ondelettes de I'image agrandie non corrélés avec ceux
de I'image initiale. Apres avoir caractérisé le nouvel ensemble des solutions, il fau-
drait redéfinir des méthodes de projection prenant en compte les contraintes sur les
coefficients d’ondelettes de I'image agrandie.

Les applications de nos deux méthodes d’agrandissement sont multiples. Tout
d’abord, en ce qui concerne la méthode par synthese de similarités, on pourrait
envisager d’appliquer notre méthode de classification des blocs du domaine de re-
cherche dans le contexte d’une compression d’image par fractale. La prise en compte
du modele de similarité lors de la classification devrait permettre d’obtenir une va-
leur du PSRN plus élevée a un taux de compression constant et ceci sans augmenter
la quantité de calculs. Ensuite, en ce qui concerne la méthode d’agrandissement par
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induction, on pourrait ’exploiter pour réaliser une compression avec perte d’infor-
mation (non réversible). Pour cela, il faudrait appliquer un modele de quantification
des niveaux de la pyramide résiduelle. Dans ce cas, il est possible que les ensembles
, ¥ associés a chaque niveau deviennent inconsistants. Il faudrait étudier les effets de
la quantification sur la qualité de I'image reconstruite par les inductions successives.
Pour limiter les effets d’une quantification, on pourrait réaliser une quantification
rétroactive [5].

L’application de 'agrandissement par induction a la compression réversible et
la transmission progressive d’images pourrait également étre améliorée. Une amé-
lioration possible serait de rechercher le filtre optimal permettant d’obtenir une
énergie minimale sur les niveaux de la pyramide résiduelle. Nous avons noté dans
les résultats expérimentaux que le parametre  du filtre de Burt permettant d’ob-
tenir le meilleur taux de compression avec la pyramide résiduelle était compris dans
I'intervalle [0.3,0.35]. Ceci correspond a un filtre ou les poids sont proches d'une
distribution gaussienne, ce qui est plutot éloigné du filtre idéal (sinus cardinal) pré-
conisé par la théorie de 1’échantillonnage. [’amélioration du filtre passe par une
meilleure compréhension de ce phénomene. Une voie possible serait d’étudier les
propriétés de I’ensemble des solutions , * en fonction de la distribution du filtre.
La méthode des ellipsoides devrait permettre d’obtenir des informations comme le
volume, le diametre, ou encore I'épaisseur [61], [113], [114]. Enfin, une amélioration
du taux de compression pourrait également étre obtenue en appliquant un modele
de décorrélation entre les niveaux de la pyramide résiduelle [110].

De maniere plus générale, nos deux méthodes d’agrandissement pourraient étre
exploitées dans le contexte de la vidéo et plus particulierement dans celui de la télé-
vision haute-définition avec la conversion NTSC-HDTV. Dans ce cas, les méthodes
devraient étre optimisées pour étre ensuite cablées. L’accélération des méthodes
passerait notamment par la prise en compte des images agrandies précédentes pour
I’agrandissement de I'image courante. En outre, nos deux méthodes peuvent étre ex-
ploitées dans le cadre de I"agrandissement des images satellites en quinconce. Pour
cela, la synthese des similarités est réalisée a partir d’une pyramide en quinconce ou
la base est elleeméme en quinconce. L’image agrandie d’un facteur v/2 est ensuite
régularisée par la méthode d’agrandissement par induction en exploitant un filtre
de type quinconce.

Enfin, nous avons supposé dans le cadre de cette these que nous ne disposions
d’aucune connaissance sur le systeme d’acquisition. Toutefois, remarquons que des
informations liées a la fonction de réduction pourraient facilement étre prises en
compte par nos deux méthodes d’agrandissement pour améliorer les résultats. Pour
cela, il s’agirait de déterminer les poids du filtre associé a la caméra en utilisant
deux images de résolutions différentes. La difficulté se situe surtout au niveau de
la calibration de la caméra. Le filtre ainsi obtenu serait utilisé dans la premiere
méthode pour construire la pyramide d’images et dans la deuxieme méthode pour
régulariser I'image agrandie.
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