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Introduction

Les syst�emes temps r�eel : description et v�eri�cation

Un syst�eme temps r�eel est un ensemble de composantes qui interagissent de fa�con permanente
avec leur environnement, a�n de garantir un service satisfaisant des contraintes temporelles. On
trouve par exemple de tels syst�emes dans le domaine des transports (avionique, spatial, : : :) et
dans celui du contrôle de processus industriels (centrales nucl�eaires, : : :)

Ce sont des syst�emes hautement r�eactifs, dont les d�ecisions peuvent avoir des cons�equences
imm�ediates et irr�eversibles sur leur environnement. En particulier, toute d�efaillance même in-
termittente peut entrâ�ner des d�egâts d'un coût prohibitif. Il s'ensuit qu'il est essentiel, avant
de les mettre en service, de v�eri�er qu'il fonctionnent correctement dans toutes les situations.
Pour que cette v�eri�cation fournisse des r�esultats �ables, il est indispensable de l'e�ectuer sur
l'ensemble des comportements possibles du syst�eme.

Contraintes temporelles, temps multiforme

Les contraintes temporelles sont d�e�nies comme des relations entre occurrences d'�ev�enements,
en particulier entre les actions du syst�eme et le comportement observ�e de l'environnement. A�n
de satisfaire ces contraintes, le syst�eme a parfois la possibilit�e d'agir sur son environnement pour
modi�er le comportement de celui-ci. Il arrive cependant que certains �ev�enements externes soient
incontrôlables. En particulier, l'�ecoulement du temps est toujours in�eluctable. Il peut en aller
de même pour d'autres �ev�enements externes.

Consid�erons par exemple un contrôleur de passage �a niveau, qui ne peut pas ralentir ou arrêter
un train. Le train envoie des impulsions tous les dix m�etres (via des capteurs situ�es sur la voie).
L'�ev�enement \le train a franchi dix m�etres" est alors aussi in�eluctable pour le contrôleur que le
passage du temps. Ces deux types d'�ev�enements sont de même nature, bien qu'ind�ependants.

Le contrôleur doit satisfaire des contraintes, d'une part relatives au passage du temps (\la barri�ere
est relev�ee au plus vingt secondes apr�es le passage du train"), d'autre part relatives �a l'avanc�ee du
train (\la barri�ere est baiss�ee avant que le train soit �a trois cents m�etres du passage �a niveau").
La description du syst�eme doit donc garantir que certaines actions ont lieu dans des \d�elais"
pr�ecis. Ces d�elais peuvent être exprim�es en unit�es de temps (par exemple les secondes), mais
aussi en unit�es de distance (ici \dix m�etres"). Les secondes et les dizaines de m�etres sont pour
le contrôleur des �ev�enements temporels.

Pour d�ecrire ais�ement un tel syst�eme, il est n�ecessaire de disposer de langages de haut niveau qui
prennent en compte cette notion de temps multiforme, c'est-�a-dire qui permettent de sp�eci�er
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des d�elais de diverses natures. La v�eri�cation formelle exige de plus que la s�emantique formelle
de ces langages soit parfaitement d�e�nie, sans ambigu��t�e ni incoh�erence.

Les langages existants

Parmi les premiers langages permettant de d�ecrire des syst�emes temps r�eel, on peut citer
Ada [Ada] et Estelle [ISO88a], qui comportent des constructions exprimant des d�elais. Ceux-ci
sont d�e�nis relativement �a une unique base de temps globale ; on ne dispose donc pas de notion
de temps multiforme.

Ces langages pr�esentent un d�efaut majeur : la s�emantique des constructions temporelles est mal
d�e�nie, et surtout la dur�ee des autres instructions n'est pas pr�ecis�ee. Il est ainsi impossible de
pr�edire le comportement d'un syst�eme et donc de le v�eri�er compl�etement. En e�et, si, dans
les syst�emes classiques, la dur�ee des instructions n'inue pas sur leur enchâ�nement, il n'en va
pas de même dans un syst�eme temps r�eel : l'expiration d'un d�elai peut avoir des cons�equences
di��erentes selon l'�etat du syst�eme, qui ne d�epend pas seulement de l'histoire de ses entr�ees, mais
aussi des temps d'ex�ecution.

R�ecemment, une nouvelle classe de langages dits synchrones a apport�e une solution �a ces pro-
bl�emes s�emantiques. Les principaux repr�esentants en sont Esterel [BC84], Signal [LBBG85],
Lustre [CHPP87], les Statecharts [Har87] et Argos [Mar90]. Ils sont bas�es sur l'hypoth�ese
de synchronisme, qui stipule que toutes les actions d'un syst�eme s'ex�ecutent en un temps nul. La
vitesse d'ex�ecution du syst�eme est alors uniquement dict�ee par la fr�equence de ses entr�ees. Cette
hypoth�ese est la seule qui permette de r�esoudre un grand nombre de probl�emes s�emantiques.
Toutes les r�eactions du syst�eme �etant instantan�ees, on est assur�e que la r�eponse �a un �ev�enement
sera termin�ee avant l'occurrence du suivant. Dans ces langages, le temps n'est qu'une entr�ee
parmi d'autres. Ils adoptent donc implicitement une notion de temps multiforme.

L'hypoth�ese de synchronisme permet d'obtenir un mod�ele simple du comportement d'un pro-
gramme. Il s'agit en g�en�eral d'un automate ou syst�eme de transitions �etiquet�ees. Les �etats
de l'automate repr�esentent les �etats du syst�eme ; une transition d�ecrit le changement d'�etat
provoqu�e par le ou les �ev�enements (entr�ees ou actions du syst�eme) d�esign�es par son �etiquette.

Lors de l'implantation sur une machine donn�ee, il faut bien sûr v�eri�er, en faisant des hypoth�eses
sur le rythme des entr�ees, que le syst�eme a toujours le temps de r�eagir entre deux occurrences
d'entr�ees quelconques. Si c'est le cas, toutes les propri�et�es prouv�ees avec l'hypoth�ese de synchro-
nisme restent vraies lors de l'ex�ecution.

M�ethodes de v�eri�cation

La v�eri�cation formelle d'un programme parall�ele consiste �a garantir qu'il respecte sa sp�eci�ca-
tion ; celle-ci d�e�nit les propri�et�es attendues du syst�eme. On distingue deux styles de description
des sp�eci�cations :

� Les propri�et�es sont d�ecrites dans le même formalisme que le programme. On parle alors de
sp�eci�cations comportementales. V�eri�er le programme revient �a le comparer �a sa sp�eci�ca-
tion via une relation de pr�eordre ou d'�equivalence. En g�en�eral, cette relation prend en compte
un crit�ere d'abstraction, qui permet de comparer une description d�etaill�ee (celle du syst�eme)
et une description plus abstraite (celle de la sp�eci�cation).
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� Les propri�et�es sont d�ecrites par des formules d'une logique ; la sp�eci�cation est alors d�e-
clarative. Elle d�e�nit l'ensemble des programmes qui la satisfont. V�eri�er le programme
consiste dans ce cas �a montrer qu'il appartient �a cet ensemble. L'utilisation de logiques tem-
porelles en tant que formalisme de sp�eci�cation a �et�e propos�ee par A. Pnueli [Pnu77]. Elles
s'av�erent les mieux appropri�ees car elles permettent de raisonner globalement sur l'�evolution
du programme dans le temps. L'�etude des logiques temporelles est un domaine de recherche
particuli�erement riche [MP81, EC82, OL82, Lam83, MW84, BKP86, CES86, Pnu86, MP89].

Ces deux styles de sp�eci�cation sont compl�ementaires et n�ecessaires pour une expression directe
et naturelle des propri�et�es.

V�eri�er un programme, c'est donc �etablir une relation (d'�equivalence ou de pr�eordre d'un côt�e,
de satisfaction de l'autre) entre le programme et sa sp�eci�cation. Deux approches sont possibles
pour r�esoudre ce probl�eme :

� La premi�ere, appel�ee axiomatique, consiste �a d�e�nir un syst�eme d�eductif d�ecrivant la relation
entre programmes et sp�eci�cations. La v�eri�cation devient alors une preuve dans ce syst�eme
d'axiomes et de r�egles d'inf�erence. Dans le cas de sp�eci�cations comportementales, il faut pour
cela axiomatiser compl�etement l'�equivalence choisie (ou le pr�eordre) entre les programmes.
Si les sp�eci�cations sont logiques, il faut d�e�nir la relation de satisfaction par induction sur
la structure des programmes. L'inconv�enient principal de cette m�ethode r�eside dans le fait
que la construction de preuve est la plupart du temps non automatisable, surtout dans le cas
de sp�eci�cations d�eclaratives.

� La seconde approche consiste �a raisonner sur les mod�eles. Nous nous situons ici uniquement
dans le cas o�u la s�emantique du langage de programmation associe au programme un syst�eme
de transitions.

Si les sp�eci�cations sont comportementales, on doit comparer deux mod�eles modulo une
�equivalence ou un pr�eordre. Cette m�ethode est compl�etement automatisable pour un grand
nombre de relations. Parmi les outils qui la mettent en �uvre, on peut citer les logiciels
Ald�ebaran [Fer88, Mou92], AUTO [Ver87] et le Concurrency Workbench [CPS89].

Lorsqu'on a a�aire �a des sp�eci�cations logiques, il faut prouver que le mod�ele du programme
est �el�ement de l'ensemble des mod�eles de la sp�eci�cation. On utilise alors des techniques
de model checking, qui consistent �a d�eterminer l'ensemble des �etats du mod�ele du syst�eme
satisfaisant une formule [CE81, QS81, CES86, EL86, CS91]. La m�ethode fait intervenir
des calculs de points �xes de fonctionnelles sur des ensembles d'�etats. L'int�erêt du model
checking r�eside dans le fait qu'il est compl�etement automatisable lorsque les points �xes sont
calculables. Plusieurs outils performants de v�eri�cation appliquent cette m�ethode, parmi
lesquels on peut citer les syst�emes EMC [CES86] et Xesar [RRSV87].

La limitation essentielle des techniques de v�eri�cation par les mod�eles est due �a la taille du
mod�ele du syst�eme, qui crô�t exponentiellement en fonction du nombre de composantes parall�eles.
Diverses strat�egies sont envisageables pour rem�edier �a ce probl�eme. On peut par exemple essayer
de r�eduire le nombre d'�etats du mod�ele pendant ou apr�es sa construction [Fer88, dSV89, GS90,
CLM89, VT91]. Il est �egalement envisageable de ne g�en�erer le mod�ele qu'au cours du processus
de v�eri�cation, sans en m�emoriser la totalit�e. On d�esigne cette approche sous l'appellation de
v�eri�cation \�a la vol�ee" [JJ89, BFH90, CVWY90, JJ91, Mou92].

Une derni�ere m�ethode consiste, non pas �a diminuer le nombre d'�etats, mais �a adopter une repr�e-
sentation plus compacte du syst�eme de transitions, en manipulant des ensembles d'�etats sous la
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forme de pr�edicats. La g�en�eration du mod�ele et la v�eri�cation font alors intervenir des transfor-
mateurs de pr�edicats et des proc�edures de d�ecision de validit�e de pr�edicats.

Cette m�ethode th�eorique est �a pr�esent impl�ementable, essentiellement grâce aux graphes binaires
de d�ecision [Bry86], qui permettent de repr�esenter des fonctions bool�eennes et d'e�ectuer des
calculs sur ces fonctions de mani�ere e�cace. Elle peut être utilis�ee pour g�en�erer un mod�ele
d'ex�ecution du syst�eme destin�e �a être implant�e, comme c'est le cas dans le compilateur Lustre-
V3 [Ray91]. On peut �egalement appliquer des techniques symboliques pour proc�eder �a la v�eri�-
cation sans g�en�erer de syst�eme de transitions [CBM89, BCD+90, Rat92]. Pour cela, on calcule
les ensembles d'�etats successeurs ou pr�ed�ecesseurs d'un autre ensemble d'�etats au moyen de
transformateurs de pr�edicats. Dans le cas de sp�eci�cations logiques, on parle alors de model
checking symbolique.

En ce qui concerne les syst�emes temps r�eel, la taille du mod�ele d�epend �egalement des valeurs des
d�elais apparaissant dans la description. Par exemple, si le rôle d'une composante est de contrôler
qu'un �ev�enement survient avant 500 millisecondes, le syst�eme de transitions doit comporter 500
arcs �etiquet�es par l'�ev�enement \milliseconde", car il faut pouvoir distinguer la 500�eme occurrence
de toutes les pr�ec�edentes. Il est par cons�equent souhaitable de d�evelopper des m�ethodes de
r�eduction de mod�eles ou de v�eri�cation symbolique sp�eci�ques aux syst�emes comportant des
constructions temporelles, pour rem�edier �a cette cause suppl�ementaire d'explosion.

Objectifs du travail

La mise au point de techniques de v�eri�cation adapt�ees aux syst�emes temps r�eel n�ecessite une
analyse approfondie de leurs mod�eles. Il faut pour cela �etudier les op�erateurs des langages, leur
s�emantique et leurs propri�et�es qui rendent compte de la structure des mod�eles.

Pour e�ectuer une telle analyse, on ne consid�ere pas un langage de programmation dans toute
sa g�en�eralit�e, mais on se restreint aux constructions qui sont en rapport avec le probl�eme �etudi�e.
On se situe alors dans un cadre alg�ebrique qui permet, d'une part, de d�evelopper plus facilement
des syst�emes de d�eduction et, d'autre part, d'associer plus simplement un mod�ele �a un �el�ement
du langage (un terme de l'alg�ebre).

En d�e�nissant l'alg�ebre CCS [Mil80, Mil89], R. Milner a le premier isol�e les concepts de base
des alg�ebres de processus communicants et montr�e leur int�erêt en ce qui concerne l'�etude de la
s�emantique des syst�emes parall�eles. Cette approche est depuis lors fertile en d�eveloppements ;
les deux autres alg�ebres de processus les plus c�el�ebres sont ACP [BK84] et TCSP [BHR84], cette
derni�ere constituant la version alg�ebrique du langage CSP [Hoa78].

Dans le cas des alg�ebres de processus, on utilise le terme de sp�eci�cation de pr�ef�erence �a celui de
description ou d'impl�ementation, car le niveau d'abstraction est plus �elev�e que celui des langages
de programmation.

Les trois alg�ebres cit�ees ci-dessus adoptent un principe de composition parall�ele asynchrone : les
processus peuvent �evoluer de mani�ere ind�ependante lorsqu'aucune communication n'est impos�ee.
On peut �a l'inverse d�e�nir des alg�ebres pour lesquelles la composition parall�ele est synchrone :
toute �evolution du syst�eme r�esulte de l'�evolution simultan�ee de ses composantes. On dit alors
que les processus sont fortement synchronis�es. Le repr�esentant le plus connu des alg�ebres syn-
chrones est SCCS [Mil83]. Il est possible de d�esynchroniser des processus dans une alg�ebre
synchrone [Mil83], et inversement de les synchroniser fortement dans un cadre asynchrone si on
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dispose d'un op�erateur de pilotage, comme dans Meije [AB84].

Nous souhaitons d�e�nir une alg�ebre de processus comportant des op�erateurs temporels. Ce
travail prend sa source dans une proposition de J.-L. Richier, J. Sifakis et J. Voiron [RSV87], qui
d�e�nissent un op�erateur de composition parall�ele mixte, c'est-�a-dire qui se comporte comme une
composition synchrone ou asynchrone selon les actions ex�ecut�ees par les processus. Celles-ci sont
partitionn�ees en actions synchrones et actions asynchrones ; l'ex�ecution d'une action synchrone
requiert la participation de toutes les composantes du syst�eme, alors qu'une action asynchrone
peut être interne �a un processus ou r�esulter d'une communication locale entre deux ou plusieurs
processus. Les actions synchrones sont destin�ees �a mod�eliser les �ev�enements temporels, qui
doivent être per�cus simultan�ement par toutes les composantes. Cette id�ee conduit dans [RSV87]
�a la d�e�nition d'une alg�ebre appel�ee ATP (Algebra of Timed Processes), dans laquelle n'apparâ�t
qu'une seule action synchrone ; le temps n'est donc pas multiforme.

L'objectif initial d'ATP �etait d'apporter une s�emantique formelle simple aux constructions tem-
porelles du langage Estelle/R, variante d'Estelle utilis�ee dans l'outil Xesar de v�eri�cation
de protocoles [RRSV87]. Si les id�ees g�en�erales ont pu être appliqu�ees dans le syst�eme Xesar,
il restait de nombreux probl�emes �a r�esoudre pour obtenir un ensemble coh�erent, permettant
d'�etudier en d�etail les op�erateurs temporels et la structure des mod�eles. Une tentative de clari-
�cation [Nic88] a permis d'isoler certains des principes �a suivre pour construire une alg�ebre de
processus temporis�es, en particulier la n�ecessit�e d'assurer le d�eterminisme des �ev�enements tem-
porels. Il s'agit ici d'appliquer ces principes et d'en d�egager d'autres pour d�e�nir compl�etement,
et de mani�ere simple, une telle alg�ebre, a�n de mettre en �evidence les propri�et�es des op�erateurs
et des mod�eles.

Une fois r�esolus les probl�emes de s�emantique, on peut s'int�eresser �a la v�eri�cation des syst�emes
temps r�eel. L'analyse de la structure des mod�eles doit en e�et permettre de d�egager des m�ethodes
de v�eri�cation adapt�ees �a leurs sp�eci�cit�es.

Organisation du document

La premi�ere partie est intitul�ee sp�eci�cation ; elle est d�edi�ee �a la construction et �a l'�etude
d'une alg�ebre de processus temporis�es et de ses extensions.

Le chapitre 1 a pour but d'introduire les concepts de base des alg�ebres de processus. Nous
pr�esentons une alg�ebre de processus standard AUP, inspir�ee de CCS et ACP. Elle comporte
tous les op�erateurs non temporels utilis�es par la suite. Nous explicitons en les appliquant �a
AUP les notions de s�emantique op�erationnelle, d'�equivalence forte et d'axiomatisation.

Le chapitre 2 est consacr�e �a l'introduction du temps dans AUP au moyen d'op�erateurs tem-
porels. On obtient ainsi une alg�ebre de processus temporis�es. Nous lui donnons le nom
d'ATP, car elle emprunte �a celle d�e�nie dans [RSV87] le principe de l'op�erateur de composi-
tion parall�ele mixte, ainsi que l'absence de temps multiforme. Elle s'en distingue par contre
par la quasi-totalit�e des choix s�emantiques concernant les autres op�erateurs. Sa d�e�nition
�a partir d'AUP repose sur des principes g�en�eraux d'extension conservative d'une alg�ebre,
explicit�es dans la premi�ere partie du chapitre. Nous pr�esentons la s�emantique op�erationnelle
d'ATP, ainsi qu'une axiomatisation compl�ete de l'�equivalence forte qui permet, d'une part de
comparer deux sp�eci�cations sans construire leurs mod�eles, et d'autre part de mettre en �evi-
dence les propri�et�es des op�erateurs. Nous d�e�nissons en �n de chapitre la notion de processus
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bien temporis�e, qui caract�erise les syst�emes impl�ementables.

L'alg�ebre d�e�nie au chapitre 2 comporte un nombre volontairement restreint d'op�erateurs,
a�n d'en simpli�er l'�etude th�eorique. Nous pr�esentons dans le chapitre 3 un ensemble
d'op�erateurs qui permettent de sp�eci�er de mani�ere simple des contraintes temporelles sur
les processus. Ces op�erateurs n'enrichissent pas l'alg�ebre du point de vue de la classe des
mod�eles, mais ils apportent une facilit�e de description de syst�emes temps r�eel en ATP, mise
en �evidence par plusieurs exemples.

Nous introduisons dans le chapitre 4 la distinction entre l'unit�e de temps Ut, dans laquelle
sont exprim�ees les contraintes temporelles, et la base de temps Bt, qui d�e�nit la fr�equence
des �ev�enements temporels per�cus par le syst�eme. La s�emantique d'ATP est d�e�nie dans le
chapitre 2 en consid�erant ces deux mesures du temps comme identiques. Nous pr�esentons
une classe d'alg�ebres de processus ATPg, variantes d'ATP, dont la s�emantique est param�etr�ee
par la granularit�e g = Bt=Ut. Nous montrons que certaines propri�et�es des syst�emes ne sont
pas pr�eserv�ees lorsqu'on modi�e la granularit�e. Cette constatation m�ene �a la d�e�nition d'un
ensemble d'alg�ebres encore plus g�en�erales, appel�ees ATPD, param�etr�ees par un domaine tem-
porel quelconque, discret ou dense. On montre alors que la validit�e d'une propri�et�e de sûret�e
est garantie pour toute granularit�e si elle est prouv�ee pour un domaine temporel dense. La
�n de ce chapitre est consacr�ee �a une �etude comparative de di��erentes alg�ebres de processus
temporis�es apparues dans la litt�erature depuis quelques ann�ees. Nous ne pr�etendons pas �a
l'exhaustivit�e, qui semble di�cile �a obtenir dans ce domaine de recherche qui, quoique r�ecent,
est d�ej�a tr�es productif.

La seconde partie est consacr�ee �a la v�eri�cation. Nous nous int�eressons en premier lieu au
probl�eme de l'explosion du nombre d'�etats des mod�eles due aux valeurs des d�elais, puis �a celui
de la v�eri�cation proprement dite.

Nous pr�esentons dans le chapitre 5 le formalisme des graphes temporis�es, destin�es �a jouer
le rôle de mod�eles interm�ediaires entre les processus d'ATPD et leurs mod�eles d�e�nis au
chapitre 4. Les graphes temporis�es sont inspir�es des timed graphs de R. Alur, C. Courcoubetis
et D. Dill [ACD90]. Ils pr�esentent la particularit�e d'être de taille ind�ependante des valeurs de
d�elais apparaissant dans la sp�eci�cation. Nous en d�e�nissons la s�emantique op�erationnelle,
qui leur associe un syst�eme de transitions �etiquet�ees de même nature que ceux des termes
d'ATPD. Nous pr�esentons ensuite les principes th�eoriques de traduction d'un processus en
graphe temporis�e, qui doit bien entendu pr�eserver la s�emantique.

Finalement, nous d�ecrivons dans le chapitre 6 un algorithme de model checking symbolique
qui s'applique aux graphes temporis�es. Nous d�e�nissons pour cela un �-calcul temporel pour
l'expression des propri�et�es. L'ensemble caract�eristique d'une formule est l'ensemble des �etats
du mod�ele du graphe temporis�e qui la satisfont. Nous montrons que cet ensemble peut être
repr�esent�e par un pr�edicat d'�etat dont la validit�e est d�ecidable. Le calcul des ensembles carac-
t�eristiques se ram�ene alors �a celui du point �xe d'une fonctionnelle sur les pr�edicats d'�etat.
L'expos�e th�eorique est simpli��e par l'introduction de la notion de programme temporis�e �a
commandes gard�ees, formalisme �equivalent �a celui des graphes temporis�es. Nous montrons
�egalement comment appliquer l'algorithme pour v�eri�er des propri�et�es de la logique tem-
porelle temps r�eel TCTL [Alu91]. Nous prouvons pour cela que, si les deux logiques sont
incomparables dans le cas g�en�eral, toute formule de TCTL est cependant �equivalente �a une
formule du �-calcul temporel dans le cas particulier des programmes temporis�es �a commandes
gard�ees (ou des graphes temporis�es). L'algorithme doit sa correction �a la notion de graphe
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de r�egions d�e�nie dans [ACD90], o�u est pr�esent�e un algorithme de model checking �enum�e-
ratif. Ce dernier pr�esente l'inconv�enient d'être appliqu�e sur un mod�ele de plus bas niveau
que les graphes temporis�es, pour lequel on retombe sur le probl�eme d'explosion du nombre
d'�etats caus�ee par les valeurs des d�elais. Les techniques symboliques pr�esent�ees ici permettent
d'�eviter cette explosion, puisque le mod�ele de bas niveau n'est jamais construit.

Les trois annexes sont consacr�ees �a certaines preuves particuli�erement longues de th�eor�emes et
propositions des chapitres 2 et 5.
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Partie I

Sp�eci�cation
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Chapitre 1

Une alg�ebre de processus standard

Nous pr�esentons dans ce chapitre une alg�ebre de processus non temporis�es AUP (Algebra of Un-
timed Processes). Elle ne comporte que des op�erateurs non temporels ; l'�evolution des processus
est donc ind�ependante du passage du temps.

Nous obtiendrons au chapitre 2 l'alg�ebre ATP en ajoutant des op�erateurs sp�eci�ant des con-
traintes temporelles sur les processus. L'id�ee est d'obtenir ainsi une extension conservative
d'AUP, c'est-�a-dire de pr�eserver les propri�et�es des processus d'AUP dans la th�eorie d'ATP.

Nous d�ecrivons ici la syntaxe et la s�emantique op�erationnelle d'AUP, et nous en proposons une
axiomatisation compl�ete. La pr�eservation de propri�et�es mentionn�ee ci-dessus s'exprime alors
formellement par :

Les axiomes d'AUP sont valides dans ATP, pour les processus d'AUP.

En fait, nous verrons que ces axiomes restent valides pour tous les processus d'ATP.

Nous ne pr�esentons pas les preuves des di��erentes propri�et�es d'AUP dans ce chapitre, car celles-ci
ne sont que des cas particuliers de propositions et th�eor�emes �enonc�es �a propos d'ATP dans le
chapitre 2.

L'�etude est men�ee sur une alg�ebre plus g�en�erale, dont AUP est une sous-alg�ebre.

AUP emprunte des �el�ements aux alg�ebres CCS de R. Milner [Mil80, Mil89] (pour les aspects
s�equentiels) et ACP de J. A. Bergstra et J .W. Klop [BK86] (pour les aspects parall�eles).

1.1 Actions et communications

Les processus ex�ecutent des actions abstraites (non interpr�et�ees). Une action peut être locale �a
un processus ou r�esulter d'une communication par rendez-vous entre plusieurs processus.

D�e�nition 1.1 (actions)
L'ensemble des actions ex�ecutables par les processus est not�e A.
A comporte un sous-ensemble particulier �

def
= f�n; n 2 IN � f0gg. Un �el�ement �n de � est

appel�e action d'�echappement de niveau n.

A poss�ede de plus une action interne, not�ee � ou �0.
2
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Une communication est le r�esultat de la composition d'actions individuelles de chacun des pro-
cessus concern�es. On sp�eci�e les actions qui peuvent être ainsi compos�ees, ainsi que l'action
r�esultante, au moyen d'une fonction de communication :

D�e�nition 1.2 (fonction de communication)
L'ensemble A [ f?g, o�u ? est un symbole n'appartenant pas �a A, est not�e A?.
A? est muni d'une loi de composition j, appel�ee fonction de communication, telle que (A?; j)
forme un semi-groupe commutatif, ? �etant �el�ement absorbant :

8a; b; c 2 A? : aj(bjc) = (ajb)jc; ajb = bja; ?ja = ?
Si a, b et c sont des actions, ajb = c indique que c est l'action r�esultant de la communication
entre a et b. Inversement, ajb = ? indique une impossibilit�e de communication entre a et b.

Les actions �n (y compris �) sont telles que aj�n = ? pour tout a dans A? ; elles ne peuvent
donc communiquer avec aucune autre action.

2

Les actions sont atomiques : l'ex�ecution d'une action ne peut commencer si une autre action
est en cours. Cette hypoth�ese nous permet de les supposer instantan�ees : le d�ebut et la �n de
l'ex�ecution d'une action sont simultan�es.

1.2 Syntaxe

Soit V un ensemble de variables, dont les �el�ements sont not�es X , Y , Z, X1, : : :

L'alg�ebre Pu, dont les termes sont not�es P , Q, R, P1, : : : , est d�e�nie par la syntaxe suivante :

P ::= � j X j ea P j P + P j
PkP j @H(P ) j P5P j recX � P

o�u X 2 V , a 2 A, et H � A.
La signi�cation des di��erents op�erateurs est la suivante :

� � est un processus termin�e. Il ne peut ex�ecuter aucune action.

� X est un processus non d�etermin�e, destin�e �a être li�e par l'op�erateur de r�ecursion (voir ci-
dessous).

� ea est l'op�erateur de pr�e�xage. eaP peut ex�ecuter l'action a pour se comporter ensuite comme
P .

� + est l'op�erateur de choix non d�eterministe. P +Q se comporte comme P ou comme Q.
Par exemple, ea � + eb � peut, soit ex�ecuter l'action a avant de s'arrêter, soit ex�ecuter l'action
b avant de s'arrêter �egalement.

� k est l'op�erateur de composition parall�ele. Si P peut ex�ecuter l'action a et se comporte
ensuite comme P 0, alors PkQ (resp. QkP ) peut ex�ecuter a pour se comporter ensuite comme
P 0kQ (resp. QkP 0). Si de plus Q peut ex�ecuter l'action b et se comporte ensuite comme Q0,
et si ajb = c 6= ?, alors PkQ peut ex�ecuter l'action c pour se comporter ensuite comme P 0kQ0
(communication entre P et Q).

� @H( ) est l'op�erateur d'encapsulation. @H(P ) se comporte comme P , mais ne peut ex�ecuter
les actions de H .
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� 5 est l'op�erateur de continuation. Le terme R
def
= P5Q se comporte comme P , tant que

celui-ci n'ex�ecute pas d'action d'�echappement. Par contre, si P ex�ecute une action �n (n >0),
alors R ex�ecute l'action �n�1 et se comporte ensuite comme Q. L'op�erateur permet donc �a P
de transmettre le contrôle �a Q via une action d'�echappement.

� Finalement, recX � est l'op�erateur de r�ecursion. Intuitivement, recX � P se comporte
comme P , o�u la variable X se comporte comme recX � P . Par exemple, le terme
P

def
= recX � eaX ne peut ex�ecuter que l'action a, pour se comporter ensuite comme P . Ainsi,

le comportement de P consiste �a ex�ecuter ind�e�niment l'action a.

La terminaison correspond au Nil de CCS. Le pr�e�xage et la r�ecursion correspondent �a ceux
de CCS. Le choix non d�eterministe est pr�esent dans CCS et ACP. La composition parall�ele
et l'encapsulation sont emprunt�ees �a ACP. L'op�erateur de continuation est inspir�e de la cons-
truction trap-exit d'Esterel [BC84, BCG87] ; il en di��ere essentiellement par l'interdiction de
communication entre actions d'�echappement dans AUP.

Le choix des op�erateurs est guid�e par un souci de simplicit�e et d'expressivit�e. Le pr�e�xage de
CCS a �et�e pr�ef�er�e �a la composition s�equentielle d'ACP, dont la s�emantique est plus d�elicate �a
d�e�nir (voir remarque 1.2, page 32). En revanche, l'op�erateur de composition parall�ele d'ACP,
associ�e �a la fonction de communication des actions, o�re une plus grande souplesse que celui de
CCS, qui ne permet que le rendez-vous binaire.

Les notions de variable libre et de terme ferm�e sont identiques �a celles de CCS :

D�e�nition 1.3 (variable libre)
Une variable X est libre dans un terme P s'il existe une occurrence de X dans P non contenue
dans un sous-terme recX � P 0 de P (occurrence libre de X).

2

D�e�nition 1.4 (terme ferm�e)
Un terme P est ferm�e si aucune variable n'est libre dans P .

2

Nous pr�esentons ici une d�e�nition suppl�ementaire, qui permet d'obtenir une premi�ere restriction
de l'alg�ebre.

D�e�nition 1.5 (terme r�egulier)
Un terme P est dit r�egulier si pour tous ses sous-termes QkR, @H(Q) et Q5S, Q et R sont
ferm�es (rien n'est exig�e sur S). On dit alors que P ne poss�ede pas de r�ecursion �a travers les
op�erateurs de composition parall�ele, d'encapsulation et de continuation (ou \pas de r�ecursion
�a travers le parall�ele, l'encapsulation ou la continuation" par abus de langage).

La sous-alg�ebre de Pu ne comportant que des termes r�eguliers est not�ee Pr
u.

2

Exemple 1.1
X et Y sont libres dans eaX + recX � (X + eb Y ).
Le terme ea (recX � (eb @fbg(X)kX)) est ferm�e, mais pas r�egulier.

Par contre, le terme ((recX � eaX)keb �)5Y est r�egulier, mais non ferm�e.

Finalement, le terme (earecX � eb � + �1�5X)k@fcg(recY � (Y + ec �)) est �a la fois ferm�e et r�e-
gulier.

2
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Les notions de variable gard�ee et de terme bien gard�e sont d�e�nies de la mani�ere suivante :

D�e�nition 1.6 (variable gard�ee)
Une variable X est gard�ee dans P si toutes ses occurrences libres dans P sont, soit dans
l'argument d'un op�erateur de pr�e�xage, soit dans le second argument d'un op�erateur de
continuation. On dit que le pr�e�xage (resp. la continuation) est un op�erateur gardant son
argument (resp. son second argument).

2

D�e�nition 1.7 (terme rec-bien gard�e)
Un terme r�ecursif recX � P est rec-bien gard�e si X est gard�e dans P .

2

D�e�nition 1.8 (terme bien gard�e)
Un terme P de Pu est bien gard�e si tout sous-terme r�ecursif de P est rec-bien gard�e.

2

Exemple 1.2

X est gard�e dans Y + eaX et dans Y 5X, mais pas Y .

Les termes P
def
= recX � (Y keaX) et Q

def
= recX � recY � (Y + eaX)5X sont rec-bien gard�es,

mais pas le terme recY � (Y + eaX).

Finalement, P est bien gard�e, mais pas Q, car le sous-terme recY � (Y + eaX) n'est pas
rec-bien gard�e.

2

Ces di��erentes notions nous permettent de d�e�nir l'alg�ebre AUP :

D�e�nition 1.9 (AUP)
L'alg�ebre AUP, dont les �el�ements sont appel�es processus non temporis�es, est la sous-alg�ebre
des termes ferm�es et bien gard�es de Pr

u, autrement dit des termes ferm�es, r�eguliers et bien
gard�es de Pu.

2

Un processus non temporis�e est donc un terme de Pu sans variable libre, sans r�ecursion �a travers
le parall�ele ou la continuation et dans lequel, pour tout sous-terme recX � P , X est dans la
port�ee d'un pr�e�xage ou dans le second argument d'une continuation dans P .

Dans ce chapitre, nous utilisons l'appellation simpli��ee processus pour les processus non tempo-
ris�es.

1.3 S�emantique op�erationnelle

Nous d�ecrivons �a pr�esent la s�emantique op�erationnelle de Pu, qui associe �a un terme un mod�ele,
sous la forme d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees.

D�e�nition 1.10 (syst�eme de transitions �etiquet�ees)
Un syst�eme de transitions �etiquet�ees est un quadruplet

(S;L; s0; T )
constitu�e d'un ensemble d'�etats S, d'un ensemble d'�etiquettes L, d'un �etat initial s0 et d'une
relation de transition T � S � L � S.

2
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La description des mod�eles se fait en deux �etapes. Nous d�e�nissons tout d'abord une relation de
transition ! entre les �el�ements de Pu. Une relation d'�equivalence � entre termes permet ensuite
d'obtenir les mod�eles, dont les �etats sont des classes d'�equivalence de termes, et dont la relation
de transition est celle induite par ! sur l'alg�ebre-quotient Pu=�.
La relation d'�equivalence sp�eci�e les termes dont les comportements sont consid�er�es indistin-
guables.

La relation de transition d�ecrit ce qu'on peut observer du comportement d'un terme. Les \�ev�e-
nements" observables sont les �el�ements ` de L. P `! Q se lit \P a une transition par ` menant
vers Q", et signi�e que dans le comportement de P , on peut observer initialement `, et que le
comportement ult�erieur correspond �a celui de Q. On dit que Q est un successeur (par `) de P .

Essentiellement, le comportement d'un terme consiste �a ex�ecuter des actions. Nous supposons
que toutes les actions sont observables ; ceci impose A � L.
Le comportement d'un terme compos�e Op(P1; : : : ; Pn) doit se d�eduire des comportements de
P1; : : : ; Pn. Si P1 est �equivalent �a un autre terme P 01 (indistinguable de P 01), il doit alors en être
de même pour Op(P1; : : : ; Pn) et Op(P

0
1; : : : ; Pn). Autrement dit, le relation d'�equivalence � doit

être une congruence pour les op�erateurs de Pu.
Il est indispensable de pouvoir d�etecter la pr�esence d'une variable non gard�ee dans un terme. En
e�et, dans le cas contraire, il est impossible de distinguer les comportements des termes

P
def
= ea � et Q

def
= X + ea �

L'exigence de congruence pour � implique alors

R
def
= recX � ebP � S

def
= recX � ebQ

Or, d'apr�es la signi�cation intuitive des comportements d�ecrite plus haut, le terme R ne peut
qu'ex�ecuter l'action b pour se comporter ensuite comme P , qui ne peut ex�ecuter que l'action a
avant de se terminer. En revanche, le terme S, s'il ne peut �egalement qu'ex�ecuter initialement
l'action b, se comporte ensuite comme S + ea �. De même que P , ce dernier peut ex�ecuter a avant
de s'arrêter ; mais il peut �egalement ex�ecuter les actions initiales de S, c'est-�a-dire b. Les deux
termes R et S ne peuvent donc pas être consid�er�es comme �equivalents.

Pour tenir compte de la pr�esence des variables non gard�ees, nous ajoutons V �a l'ensemble des
�etiquettes L. Une transition P X! Q signi�e que X est non gard�e dans P .

1.3.1 Relation de transition

Les remarques ci-dessus am�enent �a la d�e�nition suivante du domaine de la relation de transition :

! � Pu � L� Pu; avec L = A [ V
Elle est d�ecrite par induction structurelle, selon le style de G. Plotkin [Plo81], au moyen de r�egles
de la forme

pr�emisses

conclusion

La conclusion est de la forme Op(P1; : : : ; Pn)
`! Q, o�u n est l'arit�e de l'op�erateur Op ; l'ensemble

des pr�emisses (qui peut être vide) est de la forme

fPi `i! P 0i j i 2 I � [1; n]g [ fPj `j6! j j 2 J � [1; n]g
Une telle r�egle se lit :
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Si, pour tout i dans I , Pi a une transition par `i vers P
0
i , et pour tout j dans J , Pj n'a

pas de transition par `j , alors Op(P1; : : : ; Pn) a une transition par ` vers Q.

Ce mode de description de la relation de transition correspond au format de r�egles appel�e GSOS,
d�ecrit dans [BIM88].

La relation de transition ! est la plus petite relation satisfaisant les r�egles suivantes :

R�egles d'action R�egles de variable

[eaa] : eaP a! P
[XX] :

X X! �

[+a
l ] :

P a! P 0

P +Q a! P 0
[+a

r ] :
Q a! Q0

P + Q a! Q0
[+X

l ] :
P X! P 0

P + Q X! P 0
[+X

r ] :
Q X! Q0

P + Q X! Q0

[kal ] :
P a! P 0

PkQ a! P 0kQ [kar ] :
Q a! Q0

PkQ a! PkQ0 [kXl ] :
P X! P 0

PkQ X! P 0
[kXr ] :

Q X! Q0

PkQ X! Q0

[kac ] :
P a! P 0; Q b! Q0

PkQ ajb! P 0kQ0
ajb 6= ?

[@a] :
P a! P 0

@H(P )
a! @H(P

0)
a 62 H [@X ] :

P X! P 0

@H(P )
X! P 0

[5a
a] :

P a! P 0; a 62 �

P5Q a! P 05Q [5a
� ] :

P �n+1! P 0

P5Q �n! Q
[5X ] :

P X! P 0

P5Q X! P 0

[reca] :
P a! P 0

recX � P a! P 0[recX � P=X ]
[recX ] :

P Y! P 0

recX � P Y! P 0
Y 6= X

La notation P [Q=X ] repr�esente le terme P , dans lequel Q est substitu�e �a toutes les occurrences
libres de P (avec renommage �eventuel des variables non libres de P ) :

�[Q=X ]
def
= � @H(P )[Q=X ]

def
= @H(P [Q=X ])

X [Q=X ]
def
= Q (P15P2)[Q=X ]

def
= P1[Q=X ]5P2[Q=X ]

Y [Q=X ]
def
= Y si Y 6= X (recX � P )[Q=X ]

def
= recX � P

(eaP )[Q=X ]
def
= ea (P [Q=X ]) (recY � P )[Q=X ]

def
= recZ � P [Z=Y ][Q=X ]

(P1 + P2)[Q=X ]
def
= P1[Q=X ] + P2[Q=X ] Y 6= X;Z 6= X

(P1kP2)[Q=X ]
def
= P1[Q=X ]kP2[Q=X ] avec Z pas libre dans recY � P ni dans Q

Les r�egles de s�emantique en partie gauche d�ecrivent les actions ex�ecut�ees par les termes. On
constate ais�ement que la s�emantique des op�erateurs, pour ce qui concerne les actions, correspond
�a leur signi�cation intuitive �enonc�ee dans la section 1.2. Les r�egles d'action sont su�santes pour
sp�eci�er la s�emantique d'AUP. Dans ce cas, la r�egle [reca] peut être remplac�ee par la r�egle de
r�ecursion plus classique

P [recX � P=X ] a! P 0

recX � P a! P 0

En e�et, il est montr�e dans [BD90] que les deux r�egles sont �equivalentes en ce qui concerne les
termes bien gard�es.

Les r�egles de droite concernent les variables, et permettent de d�e�nir les notions s�emantiques de
variables actives et activables :
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D�e�nition 1.11 (variables actives et activables)
Une variable X est active dans un terme P s'il existe Q tel que P X! Q.

Une variable X est activable dans un terme P si X est active dans P , ou si X est activable
dans un successeur de P .

2

La proposition suivante se montre ais�ement par induction sur la structure des termes :

Proposition 1.1
Pour tout terme P et toute variable X , si P X! Q, alors Q = �.

2

On relie les variables non gard�ees ou libres d'un terme (notions syntaxiques) avec ses variables
actives ou activables (notions s�emantiques) par la proposition suivante :

Proposition 1.2

(1) X est active dans P si et seulement si X est non gard�ee dans P .

(2) Si X est activable dans P , alors X est libre dans P .
2

Remarquer que la seconde partie n'est qu'une implication. En e�et, une variable peut être libre
sans être activable. Par exemple, X est libre dans P

def
= @fag(eaX) mais n'est pas activable, car P

n'a pas de transition, puisque l'encapsulation l'empêche d'ex�ecuter l'action a.

1.3.2 Relation d'�equivalence

Nous choisissons pour identi�er les termes la relation d'�equivalence forte de Milner [Mil80, Mil89],
bas�ee sur la notion de bisimulation de Park [Par80].

D�e�nition 1.12 (bisimulation forte, �equivalence forte)
Une relation R� Pu �Pu est une bisimulation forte si pour tous P;Q dans Pu,

P R Q ) 8` :

8<
:
P !̀ P 0 ) 9Q0 : Q !̀ Q0 et P 0 R Q0

Q `! Q0 ) 9P 0 : P `! P 0 et P 0 R Q0

L'�equivalence forte � est la plus grande bisimulation forte.
2

La d�e�nition de l'�equivalence forte sugg�ere que, pour prouver P � Q, il su�t d'exhiber une
bisimulation forte R, telle que P R Q. Par exemple, pour prouver que les deux processus

P
def
= recX � eaX + ea eaX et Q

def
= recY � ea ea eaY

sont fortement �equivalents, on peut d�e�nir la relation

R= f(P;Q); (P;ea eaQ); (P; eaQ); (eaP; ea eaQ); (eaP; eaQ)g
et montrer que R est une bisimulation forte, en utilisant les r�egles de s�emantique op�erationnelle.

Une autre technique de preuve utilise la notion de bisimulation forte modulo � d�e�nie par Mil-
ner [Mil89] (strong bisimulation up to �) :
D�e�nition 1.13

Une relation R est une bisimulation forte modulo � si pour tous P;Q dans Pu,

P R Q ) 8` :

8<
:
P !̀ P 0 ) 9Q0 : Q !̀ Q0 et P 0 �R� Q0

Q `! Q0 ) 9P 0 : P `! P 0 et P 0 �R� Q0

2
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La notation �R� d�ecrit la composition de relations :

P �R� Q () 9P 0; Q0 : P � P 0 ^ P 0 R Q0 ^Q0 � Q

Pour montrer P � Q, il su�t alors de prouver que (P;Q) appartient �a une bisimulation forte
modulo �.
Comme nous l'avons expliqu�e plus haut, il est important de v�eri�er que l'�equivalence forte est
une congruence. Il faut donc prouver la proposition suivante :

Proposition 1.3

8P;Q;R 2 Pu; 8a 2 A; 8H � A; 8X 2 V :

P � Q )

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

ea P � ea Q
P +R � Q+R et R+ P � R+Q

PkR � QkR et RkP � RkQ
@H(P ) � @H(Q)

P5R � Q5R et R5P � R5Q
recX � P � recX �Q

2

Preuve. Dans [Gro89], J.-F. Groote prouve un th�eor�eme qui stipule que si les r�egles de s�eman-
tique sont dans un format appel�e ntyft/ntyxt, alors l'�equivalence forte est une congruence.
Le format GSOS adopt�e pour nos r�egles est un sous-ensemble du format ntyft/ntyxt, donc le
th�eor�eme s'applique �a la s�emantique de Pu.

1.3.3 Mod�eles

La s�emantique op�erationnelle induit un relation de transition !=� sur l'alg�ebre-quotient Pu=�
(dont les �el�ements sont not�es [P ] pour la classe de P ). Cette relation est d�e�nie, pour deux
classes d'�equivalence E et F , par :

E `!=� F () 9P 2 E; 9Q 2 F; : P a! Q

Les mod�eles des �el�ements de Pu sont d�e�nis de la mani�ere suivante :

D�e�nition 1.14 (mod�eles)
Le mod�ele d'un terme P de Pu, not�e Mu(P ), est le syst�eme de transitions �etiquet�ees
(S;L; s0; T ), o�u
� l'ensemble des �etats S est le sous-ensemble de Pu=� des classes E accessibles �a partir de
[P ], c'est-�a-dire tels que [P ] (!=� )� E ;

� l'�etat initial s0 est [P ] ;

� la relation de transition T est !=�.
2

Les mod�eles sont repr�esent�es sous la forme de graphes �etiquet�es orient�es. Pour des questions de
lisibilit�e, nous prenons parfois des libert�es avec la d�e�nition ci-dessus, en donnant des graphes
dont le nombre d'�etats n'est pas n�ecessairement minimal. Les mod�eles de quelques termes sont
pr�esent�es �gure 1.1.

Les deux propositions suivantes caract�erisent les mod�eles des deux sous-alg�ebres Pr
u et AUP.
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(recX � P )5 ed�

d

�

�1

�

Q
def
= ea �keb �

avec ajb = c

a

b a

b

c

a

ea �

X

X

X

a

b c

P
def
= eaX + e�1 (eb� + ec �)

c

@fa;bg(Q) recX � P

cb

�1a a

Figure 1.1 : mod�eles de termes de Pu

Proposition 1.4 (mod�eles de Pr
u)

Le mod�ele d'un terme de Pr
u est tel que

� le nombre d'�etats est �ni ;

� le facteur de branchement en chaque �etat est �ni ;

� l'�etat but d'une transition �etiquet�ee par une variable est un puits (�etat sans successeur).

Inversement, tout syst�eme de transitions �etiquet�ees par des �el�ements de L, qui satisfait ces
trois propri�et�es, est le mod�ele d'un �el�ement de Pr

u.
2

Proposition 1.5
Le mod�ele d'un processus d'AUP est tel que

� le nombre d'�etats est �ni ;

� le facteur de branchement en chaque �etat est �ni ;

� aucune transition n'est �etiquet�ee par une variable.

De plus, tout syst�eme de transitions �etiquet�ees �ni, �a branchement �ni, et dont les �etiquettes
sont �el�ements de A est le mod�ele d'un processus d'AUP.

2

Interdire la r�ecursion �a travers le parall�ele ou la continuation assure l'obtention de mod�eles �nis
(d'o�u l'appellation r�egulier pour une terme de Pr

u), ce qui n'est pas le cas si de telles r�ecursions
sont permises. En ce qui concerne la r�ecursion �a travers l'encapsulation, voir la remarque 1.1,
page 31. La �gure 1.2 pr�esente deux exemples de mod�eles in�nis de termes de Pu.
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Q

�1
bbbb

� � � �

����

..
.

...aaaa

a a a a

b b b b

...

...

P

Figure 1.2 : deux mod�eles in�nis : P
def
= recX � (ea �kebX)

Q
def
= recX � ((eaX + e�1 �)5eb e�1 �)

1.4 Axiomatisation

Nous pr�esentons un syst�eme d'axiomes qui permet de d�ecider de l'�equivalence de deux termes de
Pr
u, sans avoir �a construire leurs mod�eles. Cette axiomatisation est consistante et compl�ete pour

l'�equivalence forte.

Comme pour l'alg�ebre ACP [BK86], l'axiomatisation de l'op�erateur de composition parall�ele
n�ecessite l'emploi de deux op�erateurs suppl�ementaires, appel�es composition �a gauche (not�e bb)
et communication (not�e j). Ce sont des formes restrictives de la composition parall�ele : la
composition �a gauche de P et Q doit ex�ecuter initialement une action de P ; la communication
entre P et Q doit ex�ecuter en premier lieu une communication entre une action de P et une action
de Q. La s�emantique op�erationnelle de ces deux op�erateurs est d�ecrite par les r�egles suivantes :

composition �a gauche communication

[bba] : P a! P 0

PbbQ a! P 0kQ [ja] : P
a! P 0; Q b! Q0

P jQ ajb! P 0kQ0
ajb 6= ?

Remarquer que ces r�egles sont aussi dans le format GSOS. Il n'est pas n�ecessaire de d�e�nir les
transitions par une variable. En e�et, l'axiomatisation concerne Pr

u dont tous les termes sont
r�eguliers. Une composition parall�ele ne s'applique donc qu'�a des termes ferm�es.

L'axiomatisation d�e�nit une congruence �. C'est la plus petite congruence sur Pr
u induite par

les axiomes suivants :
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[+u1] P +Q � Q+ P [ju1] P jQ � QjP
[+u2] P + (Q+R) � (P +Q) + R [ju2] (P +Q)jR � P jR + QjR
[+u3] P + P � P [ju3] �jP � �

[+u4] P + � � P [ju4] ea P j ebQ � � si ajb = ?
[ku] PkQ � P bbQ+QbbP + P jQ [ju5] ea P j ebQ � fajb (PkQ) sinon

[bbu1] (P + Q)bbR � P bbR + QbbR [@u1] @H(P +Q) � @H(P ) + @H(Q)

[bbu2] �bbP � � [@u2] @H(�) � �

[bbu3] (eaP )bbQ � ea (PkQ) [@u3] @H(ea P ) � � si a 2 H
[5u1] (P + Q)5R � P5R + Q5R [@u4] @H(ea P ) � ea@H(P ) si a 62 H
[5u2] �5P � � [recu1] recX � P � P [recX � P=X ]

[5u3] (eaP )5Q � ea (P5Q) si a 62 � [recu3] si P [Q=X ] � Q et X est gard�e

[5u4] (g�n+1 P )5Q � f�nQ dans P alors recX � P � Q

[recu3] recX � (X + P ) � recX � P

Cette axiomatisation n'est pas valide pour l'alg�ebre Pu. En e�et, dans le cas g�en�eral, l'�equation
[recu1] n'est pas v�eri��ee. On peut le constater sur le terme

P
def
= recX �Xkea �

en supposant aja = b, o�u b n'est ni a, ni ?.
En suivant les r�egles de s�emantique op�erationnelle, l'unique transition initiale possible pour P
est : P a! Pk�.
D'autre part, on constate que

Q
def
= (Xkea �)[P=X ] = Pkea �

(�egalit�e syntaxique). Puisque P peut ex�ecuter l'action a, le terme Q poss�ede une transition par
b (communication entre a et a). Les deux termes P et Q ne sont donc pas �equivalents, ce qui
contredit l'axiome [recu1].

Cet axiome est clairement valide si et seulement si les termes recX � P et P [recX � P=X ] ont
les mêmes syst�emes de transitions. On en d�eduit que, puisque l'axiomatisation est consistante
pour tout Pr

u, la proposition

si P [recX � P=X ] `! P 0 alors recX � P `! P 0

est vraie dans Pr
u. On peut même prouver que les r�egles de s�emantique de l'op�erateur de r�ecursion

sont �equivalentes dans Pr
u �a la r�egle

P [recX � P=X ] `! P 0

recX � P `! P 0

Remarque 1.1 (la r�ecursion �a travers l'encapsulation)
En th�eorie, l'interdiction de la r�ecursion �a travers l'encapsulation n'est pas n�ecessaire pour
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obtenir des mod�eles �nis. Cependant, si on l'autorise, il faut d�e�nir la s�emantique de mani�ere
beaucoup plus compliqu�ee a�n que la r�egle ci-dessus soit valide. Nous avons donc choisi de
l'interdire car cela ne diminue en rien le pouvoir d'expression de Pr

u (en termes de classe de
mod�eles).

2

La commutativit�e et l'associativit�e de l'op�erateur + (axiomes [+u1] et [+u2]) permettent d'utiliser
la notation

P
i2I Pi, o�u I est un ensemble �ni d'indices, pour d�esigner le choix non d�eterministe

des Pi. L'axiome [+u4] nous autorise de plus �a identi�er
P

i2; Pi et �.

1.4.1 Forme canonique

L'axiomatisation permet de d�e�nir une forme canonique pour les termes de Pr
u :

Proposition 1.6 (forme canonique pour Pr
u)

Soit P un terme de Pr
u, dont les variables libres sont dans l'ensemble Y . Il existe n � 1 et des

termes P1; : : : ; Pn dans Pr
u, dont les variables libres sont dans Y , tels que P � P1, et chaque

Pi est solution d'une �equation de la forme :

Pi �
X
j2Ji

fajPji + X
k2Ki

Yk ji 2 [1; n]; Yk 2 Y

2

Un processus d'AUP n'ayant pas de variable libre, on en d�eduit l'�enonc�e suivant :

Proposition 1.7 (forme canonique pour AUP)
Soit P un processus d'AUP. Il existe n � 1 et des termes P1; : : : ; Pn dans AUP, tels que
P � P1, et chaque Pi est solution d'une �equation de la forme :

Pi �
X
j2Ji

fajPji ji 2 [1; n]

2

Ainsi, il est toujours possible d'\�eliminer" les op�erateurs autres que �, les variables, le pr�e�xage,
le choix non d�eterministe et la r�ecursion.

Remarque 1.2 (composition s�equentielle)
Nous avons pr�ef�er�e le pr�e�xage �a la composition s�equentielle, car celle-ci est moins simple �a
d�e�nir. En e�et, une axiomatisation de la composition s�equentielle correspondant �a l'intuition
doit comporter les axiomes :

(P +Q);R � P ;R + Q;R

(P ;Q);R � P ; (Q;R)

fin ;P � P

o�u fin repr�esente un processus termin�e. Il n'est cependant pas possible de choisir fin = �.

Consid�erons en e�et le terme P
def
= (ea � + �);eb �. Nous obtenons, en utilisant les axiomes de

la composition s�equentielle :

P � ((ea �);eb �) + �; (eb�)
� eaeb � + eb �
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D'autre part, en tenant compte de l'axiome P + � � P , nous obtenons :

P � (ea �);eb �
� eaeb �

Il n'est certainement pas souhaitable d'identi�er les deux termes obtenus.

La m�ethode correcte pour d�e�nir la composition s�equentielle consiste �a sp�eci�er que dans
P ;Q, le contrôle est transmis �a Q lorsque P signale sa terminaison.

Par exemple, la composition s�equentielle est d�e�nie dans ACP au moyen du processus \ter-
min�e" �, qui ex�ecute une pseudo-action

p
. La s�emantique de la composition s�equentielle est

alors donn�ee par les deux r�egles

P a! P 0

P ;Q a! P 0;Q
P

p
! P 0; Q `! Q0

P ;Q `! Q0

On constate que cette d�e�nition ressemble fortement �a celle de l'op�erateur de continuation
d'AUP : la pseudo-action

p
correspond �a l'action d'�echappement �1. Nous d�e�nissons donc

le processus fin par
fin

def
= e�1 �

En fait, la continuation est plus g�en�erale que la composition s�equentielle, puisqu'elle permet
de choisir le processus auquel le contrôle est transmis en fonction du niveau d'�echappement.

Il existe deux di��erences entre la continuation d'AUP et la composition s�equentielle d'ACP :

� Dans AUP, une action interne � est ex�ecut�ee au moment de la transmission du contrôle,
alors que celui-ci est instantan�e dans ACP.

� Si le premier membre d'une continuation est constitu�e d'une composition parall�ele, le
contrôle est transmis d�es qu'une des composantes ex�ecute une action d'�echappement.
Dans ACP, une composition parall�ele est termin�ee lorsque toutes ses composantes le sont.

2
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Chapitre 2

L'alg�ebre de processus temporis�es

ATP

Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude de l'alg�ebre ATP [NRSV90, NS90], obtenue par extension
d'AUP au moyen d'op�erateurs exprimant des contraintes temporelles sur les processus.

L'objectif est d'obtenir ainsi des processus dont le comportement est conditionn�e par le passage
du temps. Ce comportement �etant repr�esent�e par le syst�eme de transitions �etiquet�ees d�eduit
de la s�emantique op�erationnelle, il s'ensuit que le passage du temps doit être explicite dans les
syst�emes de transitions.

Nous choisissons dans ce chapitre une approche extrêmement simple : le passage du temps est
observ�e de mani�ere discr�ete. Une base de temps Bt est d�e�nie comme une fraction de l'unit�e de
temps Ut (cette derni�ere pouvant être la seconde, la milliseconde, : : :) Nous ne pouvons observer
que des intervalles de temps correspondant �a des multiples de Bt. Un �ev�enement � correspond �a
la �n d'un intervalle de dur�ee Bt. Nous supposons dans ce chapitre que Bt = Ut. Nous identi�ons
donc une dur�ee Bt et une unit�e de temps.

L'�ev�enement � est ajout�e �a l'ensemble des �etiquettes de transitions L. Le nouvel ensemble
d'�etiquettes L [ f�g est not�e Lt. Un mod�ele temporis�e est un syst�eme de transitions �etiquet�ees
par des �el�ements de Lt.
Une transition P �! Q signi�e qu'au bout d'une dur�ee Bt depuis le dernier �ev�enement � (ou
depuis le d�ebut du processus si aucun � n'a encore �et�e observ�e), un nouvel �ev�enement � est
observ�e, et le comportement du processus devient celui de Q.

Nous exigeons le d�eterminisme des transitions � : un processus peut �a tout moment ex�ecuter au
plus une transition �. Le passage du temps ne peut donc modi�er un comportement que d'une
seule fa�con.

Plusieurs possibilit�es existent pour choisir les nouveaux op�erateurs. L'approche choisie est sans
doute la plus simple. Elle est sugg�er�ee par l'�etude de la classe des mod�eles d'ATP que nous
souhaitons obtenir.

Cette classe doit contenir tous les syst�emes de transitions �etiquet�ees par les �el�ements de Lt,
d�eterministes par rapport aux transitions �.

En premier lieu, il faut des �etats sans transition �. Un tel �etat, qui n'a que des transitions
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�etiquet�ees par des actions, illustre une situation d'urgence : une action doit être ex�ecut�ee \im-
m�ediatement", c'est-�a-dire avant la �n de l'intervalle de dur�ee Bt courant. L'urgence est sp�eci��ee
par le biais d'un op�erateur de pr�e�xage imm�ediat par une action.

En second lieu, il faut des �etats comportant une transition � menant vers un autre �etat. Cela
correspond �a une situation o�u la �n d'un intervalle de dur�ee Bt provoque un changement de
comportement. Un op�erateur de d�elai unitaire permet de sp�eci�er une telle contrainte.

Dans le chapitre 4, nous d�ecrivons une alg�ebre dont le domaine temporel est quelconque (dense
ou discret). Le pr�e�xage imm�ediat peut être d�e�ni quel que soit le domaine temporel. Par
contre, lorsque ce dernier est dense, la notion de base de temps disparâ�t, et avec elle celle de
d�elai unitaire. Il faut alors adopter un autre op�erateur.

2.1 Principes de l'extension d'AUP

Remarque 2.1
Pour plus de clart�e, nous discutons ici des alg�ebres AUP et ATP, mais l'expos�e est en fait
valable pour Pu et son correspondant temporis�e Pt. Les principes g�en�eraux de l'extension
d'une alg�ebre non temporis�ee par ajout d'op�erateurs temporels sont pr�esent�es dans [NS91].

2

Formellement, nous consid�erons l'alg�ebre

AUP = (Ou;L; ROu

L ;
L�)

o�u

� Ou est l'ensemble des op�erateurs d'AUP ;

� ROu

L est l'ensemble des r�egles de s�emantique des �el�ements de Ou d�e�nissant des transitions
�etiquet�ees par les �el�ements de L ;

� L� est l'�equivalence forte sur AUP (not�ee � au chapitre 1).

ATP est d�e�nie �a partir d'AUP par

ATP = (Ou [ Ot;Lt; ROu[Ot

Lt ;
Lt�)

o�u

� Ot est un ensemble d'op�erateurs d�ecrivant des contraintes temporelles ;

� ROu[Ot

Lt d�ecrit la s�emantique des op�erateurs d'ATP au moyen de transitions �etiquet�ees par
Lt ;

� Lt� est l'�equivalence forte sur ATP.

Dans AUP, le passage du temps n'a pas �a être repr�esent�e dans les mod�eles, puisque par d�e�nition
il n'a pas d'inuence sur le comportement d'un processus non temporis�e. La premi�ere �etape de
la construction d'ATP consiste donc �a red�e�nir la s�emantique d'AUP en int�egrant l'�ev�enement
�. Cela revient �a associer �a chaque mod�ele non temporis�e d'AUP un �equivalent temporis�e.

Cette extension de la s�emantique doit bien entendu pr�eserver les propri�et�es des processus non
temporis�es. Pour cela, il faut satisfaire aux exigences suivantes :
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Conservation de la s�emantique : un mod�ele non temporis�e et son �equivalent temporis�e doi-
vent d�e�nir les mêmes comportement, quand seuls les �el�ements de L sont observ�es. Plus for-
mellement, un mod�ele non temporis�e doit être observationnellement �equivalent [Mil80, Mil89]
�a son �equivalent temporis�e, dans lequel les �el�ements de Lt � L sont non visibles. Cette pro-
pri�et�e est garantie si on exige, d'une part que les r�egles de ROu

L restent valides dans ATP,
lorsqu'elles sont appliqu�ees aux termes d'AUP, et d'autre part qu'une transition par � ne
change pas le comportement des termes d'AUP.

Isomorphisme : pour tous processus P et Q d�e�nis avec les op�erateurs d'AUP, P et Q doivent
être fortement �equivalents dans ATP si et seulement si ils sont fortement �equivalents dans
AUP, c'est-�a-dire :

P
L� Q () P

Lt� Q

Ceci garantit que la th�eorie de processus d'AUP est isomorphe �a celle de la restriction d'ATP
aux op�erateurs d'AUP. Par cons�equent, tous les d�eveloppements th�eoriques concernant les
processus non temporis�es e�ectu�es dans AUP restent valides dans ATP, et vice-versa.

La section suivante d�ecrit la m�ethode suivie pour �etendre AUP et obtenir l'alg�ebre des processus
temporis�es ATP, en appliquant ces principes. La restriction �a AUP (remarque 2.1) ne s'applique
plus : nous devons consid�erer les alg�ebres g�en�erales Pu et Pt. Nous ne cherchons cependant
pas �a satisfaire les deux exigences ci-dessus pour toute l'alg�ebre Pu : l'exigence d'isomorphisme
s'applique �a Pr

u, tandis que celle de conservation de la s�emantique n'est valable que pour AUP.
Ces restrictions sont sans r�eelle cons�equence : d'un point de vue pratique, seuls les mod�eles des
processus nous int�eressent. Les axiomes doivent eux être pr�eserv�es pour Pr

u, si on souhaite que
le th�eor�eme de compl�etude du chapitre pr�ec�edent reste valide.

2.2 De l'alg�ebre Pu vers l'alg�ebre Pt

2.2.1 S�emantique op�erationnelle des termes de Pu

Nous d�ecrivons en premier lieu l'introduction du temps dans les processus non temporis�es, en pre-
nant en compte les deux exigences d'isomorphisme (pour Pr

u) et de conservation de la s�emantique
(pour AUP).

2.2.1.1 Isomorphisme

La condition d'isomorphisme est trivialement satisfaite pour tout Pu, si on impose que les termes
de Pu peuvent toujours laisser passer le temps, sans changer de comportement. Cela revient �a
ajouter une transition bouclante � en chaque �etat des syst�emes de transitions �etiquet�ees : tout
terme P poss�ede une transition P �! P . De telles transitions sont d�e�nies par la r�egle de
s�emantique

[Pu�] : P 2 Pu
P �! P

�Etant donn�e qu'il est possible de d�eterminer syntaxiquement qu'un terme est construit en utili-
sant seulement les op�erateurs de Pu, cette r�egle permet e�ectivement d'associer une transition
bouclante � �a chaque �etat du mod�ele d'un terme de Pu. Deux consid�erations nous empêchent
cependant de l'accepter sous cette forme dans la s�emantique de Pu :
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� A�n de garantir que
Lt� est une congruence sur Pt, nous souhaitons obtenir des r�egles de

s�emantique au format GSOS, ce qui n'est pas le cas ici.

� Rien ne permet de supposer qu'il n'est pas possible de d�e�nir dans Pt (en utilisant aussi les
op�erateurs de Ot) des termes dont le comportement intuitif est identique �a celui de termes
de Pu. La s�emantique de Pt doit donc produire pour ces termes des mod�eles dont chaque
�etat comporte une boucle �. Il est donc n�ecessaire d'avoir des r�egles (au format GSOS)
permettant d'obtenir de tels mod�eles dans Pt. La r�egle [Pu�] fait alors double emploi avec
ces derni�eres.

Au lieu de [Pu�], nous introduisons donc les huit r�egles suivantes, qui prennent en compte ces
consid�erations :

R�egles temporelles des op�erateurs de Pu
[��] :

� �! �
[ea�] : ea P �! eaP [X�] :

X �! �

[+�] :
P �! P 0; Q �! Q0

P + Q �! P 0 + Q0
[k�] : P

�! P 0; Q �! Q0

PkQ �! P 0kQ0 [5�] :
P �! P 0

P5Q �! P 05Q
[@�] :

P �! P 0

@H(P )
�! @H(P

0)
[rec�] :

P �! P 0

recX � P �! P 0[recX � P=X ]

On constate ais�ement que ces r�egles sont dans le format GSOS, et que dans le cadre g�en�eral de
Pt, elles respectent l'hypoth�ese de d�eterminisme des transitions �.
La r�egle [X�] peut parâ�tre surprenante. Elle s'explique par des consid�erations techniques ex-
pos�ees plus loin. La r�egle X �! X n'est pas ad�equate pour les termes temporis�es. Si on l'avait
adopt�ee, l'exigence d'isomorphisme aurait �et�e satisfaite pour Pu tout enti�ere. Celle que nous
adoptons garantit clairement l'isomorphisme pour AUP, puisque ses termes n'ont pas de variable
libre. En fait, l'isomorphisme reste �egalement valable pour Pr

u. Nous n'en donnons pas ici la
preuve ; il su�t de v�eri�er que les axiomes de Pr

u sont valides dans Pr
t , ce qui est fait �a la

section 2.4.

Par contre, on peut v�eri�er que l'�equivalence forte n'est pas pr�eserv�ee pour Pu, en consid�erant
les deux termes

P
def
= recX �Xkea � et Q

def
= recY � ea Y

Ils sont �equivalents dans Pu, leurs mod�eles �etant r�eduits �a un �etat avec une transition bouclante
par a.

Par contre, leurs mod�eles dans Pt ne sont pas fortement �equivalents. Celui de Q est obtenu en
ajoutant une boucle � �a son mod�ele dans Pu. Il n'en va pas de même pour P . En e�et, puisque
X �! �, le terme Xkea � poss�ede une transition par � menant vers �kea �, qui est clairement
�equivalent �a ea �. P poss�ede donc une transition � menant vers un �etat o�u une seule action a

reste possible. On en d�eduit que P et Q ne sont pas �equivalents dans Pu.
Nous adoptons cependant sans restriction les r�egles ci-dessus pour la s�emantique de Pt,
puisqu'elles su�sent �a garantir l'exigence d'isomorphisme sur Pr

u.

Les axiomes sont pr�eserv�es, mais l'exigence de conservation de la s�emantique n'est pas satisfaite
pour Pr

u. En e�et, le terme P
def
= X + ea � poss�ede une transition par X vers �, une transition par

a vers �, mais �egalement une transition par � vers � + ea �. Ce dernier terme, contrairement �a P ,
ne poss�ede pas de transition par X . La transition � modi�e donc le \comportement" du terme
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P . Cet e�et ne survient que lorsque le terme comporte des variables libres ; il n'apparâ�t donc
pas dans le cas d'AUP.

2.2.1.2 Conservation de la s�emantique

Il s'agit �a pr�esent d'assurer la pr�eservation, dans la s�emantique de Pt, des r�egles de Pu pour les
termes de AUP. Il faut donc avoir des r�egles permettant de d�eduire, par exemple :

P; P 0; Q 2 Pu; P a! P 0

P + Q a! P 0

De même que pour [Pu�], des r�egles de cette forme ne sont pas acceptables pour la s�emantique
de Pt. A�n d'assurer la conservation de la s�emantique en restant dans le format GSOS, nous
adoptons pour Pt toutes les r�egles de Pu (section 1.3.1, page 25).

La s�emantique op�erationnelle dans Pt des termes de Pu est �a pr�esent compl�etement d�e�nie. �A
titre d'exemple, la �gure 2.1 pr�esente les mod�eles temporis�es des termes dont les mod�eles dans
Pu se trouvent �gure 1.1 (page 29). En comparant les deux �gures, on v�eri�e que les mod�eles
temporis�es sont obtenus en ajoutant une boucle � en chaque �etat, sauf lorsqu'une variable est
pr�esente.

�

�

�

�

�X
�

�

� �

�

��

(recX � P )5 ed�

d

�

�

Q
def
= ea �keb �

avec ajb = c

a

b a

b

c

a

ea �

c

@fa;bg(Q) recX � P

cb

�1

�

�

�

�

�

P
def
= eaX + e�1 (eb � + ec �)

cb

a

X

�1

�

�

�

�

X

���

�

�

a a

Figure 2.1 : mod�eles temporis�es de termes de Pu

2.2.2 Faut-il d'autres r�egles temporelles pour les op�erateurs de Pu ?

Les r�egles temporelles des op�erateurs +; k;5; @ et rec d�e�nissent les transitions par � d'un terme
compos�e lorsque ses composants poss�edent une transition �. La question se pose �a pr�esent de
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savoir s'il faut ajouter d'autres r�egles lorsque les composants sont en situation d'urgence (pas de
transition �).

Nous examinons successivement chacun de ces op�erateurs.

Composition parall�ele. Il est clairement hors de question d'accepter d'autres r�egles que celle
d�ej�a pr�esent�ee. En e�et, l'hypoth�ese principale de l'ensemble de cette �etude stipule que la
notion de temps est commune �a toutes les composantes parall�eles d'un syst�eme. Le passage
du temps doit donc s'e�ectuer de mani�ere synchrone. Or, la r�egle [k�] se lit :

\une dur�ee unit�e de temps est �ecoul�ee dans une composition parall�ele lorsqu'elle est
�ecoul�ee dans chacune de ses composantes"

Elle traduit donc exactement l'hypoth�ese de temps global. Ajouter une r�egle de la forme

P �! P 0; Q �6!
PkQ �! P 0kQ

reviendrait �a contredire cette hypoth�ese.

Continuation. Le terme P5Q se comporte comme P tant que celui-ci n'ex�ecute pas d'action
d'�echappement. L'introduction du temps ne modi�e en rien cette d�e�nition. Une situation
d'urgence pour P conduit �a une situation d'urgence pour P5Q. Il n'y a donc pas de r�egle
particuli�ere �a introduire dans ce cas.

R�ecursion. Un argument similaire est valable pour un terme recX � P . Nous n'ajoutons donc
aucune nouvelle r�egle.

Choix non d�eterministe. On peut supposer qu'une situation d'urgence de l'un des op�erandes
est supprim�ee si l'autre op�erande peut laisser passer le temps. Il y a deux fa�cons d'exprimer
ce \relâchement" de l'urgence :

� La premi�ere se traduit par les r�egles :

P �! P 0; Q �6!
P +Q �! P 0

Q �! Q0; P �6!
P + Q �! Q0

Apr�es un �, le comportement global correspond donc �a celui de l'op�erande non urgent.
Cette s�emantique d�e�nit un choix faible [MT90]. Son inconv�enient est qu'elle invalide
l'axiome [+4] d'AUP (P + � � P ) : si P n'a pas de transition �, alors P + � en a une, le
terme r�esultant �etant �.

� La seconde est d�e�nie par les r�egles :

P �! P 0; Q �6!
P + Q �! P 0 + Q

Q �! Q0; P �6!
P + Q �! P +Q0

Cela correspond �a un relâchement de l'urgence, non seulement sur le terme compos�e, mais
aussi sur la composante urgente. L'axiome [+4] reste cette fois valide. Cette s�emantique
introduit cependant une fonctionnalit�e du choix non d�eterministe qu'on peut consid�erer
comme parasite. Il est pr�ef�erable d'exprimer le relâchement de l'urgence d'un processus
en utilisant un op�erateur temporel sp�eci�que (voir le chapitre suivant).

Ces choix de s�emantique sont donc fortement discutables, ils introduisent des r�egles suppl�e-
mentaires qui n'apportent rien �a l'expressivit�e de l'alg�ebre. Nous nous en tenons donc �a la
r�egle [+�].
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Encapsulation. D'apr�es la s�emantique d�ecrite au chapitre pr�ec�edent, l'encapsulation par un
ensemble d'action H , d'un processus P qui ne peut ex�ecuter que des actions de H , \bloque"
P . Le processus r�esultant est alors �equivalent �a � : la terminaison et le blocage sont indistin-
guables. Cela reste vrai dans Pt pour les termes de Pu. Si on souhaite qu'il en aille de même
pour tous les termes de Pt, il faut introduire la r�egle

8` 62 H; P `6!
@H(P )

�! �

Cette r�egle correspond au format GSOS : il y a une instance de r�egle par ensemble H , et le
nombre de pr�emisses est le cardinal de A�H (qui peut être in�ni).

Si nous ne l'ajoutons pas, alors l'encapsulation d'un terme qui n'a que des transitions �eti-
quet�ees par des �el�ements de H (en particulier qui n'a pas de transition �) r�esulte en un
comportement sans aucune transition. Cela permet de distinguer de mani�ere simple la ter-
minaison du blocage : un processus bloqu�e ne peut, ni ex�ecuter une action, ni laisser passer
le temps, alors qu'un processus termin�e ne peut que laisser passer le temps ind�e�niment.
En d'autres termes, la capacit�e d'observer le comportement temporel d'un processus permet
d'e�ectuer la distinction entre terminaison et blocage.

Le blocage ne survient que lorsqu'un processus urgent est encapsul�e : il doit ex�ecuter imm�e-
diatement une action, et on l'en empêche. En revanche, un processus non urgent auquel on
interdit d'ex�ecuter ses actions a toujours la possibilit�e de laisser passer le temps : il n'est pas
bloqu�e.

Nous n'incorporons donc pas la r�egle ci-dessus �a la s�emantique de Pt, ce qui augmente
l'expressivit�e de l'alg�ebre.

Il est important de remarquer que le blocage ainsi d�e�ni repr�esente un comportement non
impl�ementable, puisqu'il bloque le temps ind�e�niment. C'est �egalement le cas d'autres pro-
cessus d'ATP. Avant d'implanter un processus d'ATP, il faut v�eri�er que de telles situations
(qui sont de toutes fa�cons anormales pour un syst�eme) ne peuvent survenir. Ce probl�eme est
discut�e en d�etail dans la section 2.5 et au chapitre 6.

En conclusion, il ressort qu'il n'est pas n�ecessaire d'ajouter de r�egle temporelle suppl�ementaire
pour les op�erateurs de Pu.

2.2.3 Op�erateurs de Pt

Comme nous l'avons expliqu�e dans l'introduction �a ce chapitre, l'alg�ebre Pt est obtenue en
ajoutant deux nouveaux op�erateurs : le pr�e�xage imm�ediat et le d�elai unitaire. Nous donnons
�a pr�esent leur syntaxe et leur s�emantique op�erationnelle. Celle du d�elai unitaire nous conduit
ensuite �a red�e�nir les transitions par une variable en distinguant deux cas.

2.2.3.1 Pr�e�xage imm�ediat

Le pr�e�xage imm�ediat d'un terme P par une action a est not�e a P . Sa s�emantique est donn�ee
par l'unique r�egle :

[aa] :
a P a! P
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Le terme a P ne peut donc qu'ex�ecuter l'action a, et il doit le faire imm�ediatement, n'ayant pas
la possibilit�e de laisser passer le temps.

La substitution est d�e�nie sur un tel terme par (a P )[Q=X ]
def
= a (P [Q=X ]).

Le processus fin est red�e�ni pour signaler imm�ediatement la terminaison :

fin
def
= �1 �

D�e�nition 2.1 (processus bloqu�e)
L'op�erateur de pr�e�xage imm�ediat permet de d�e�nir le processus bloqu�e 0 par :

0
def
= @fag(a P )

o�u a est une action quelconque, et P un terme quelconque de Pt. Quels que soient a et P ,
on constate que le processus 0 n'a aucune transition.

2

2.2.3.2 D�elai unitaire

Le d�elai unitaire de corps P et d'exception Q est not�e bPcQ. Nous �etendons la notion de variable
gard�ee (d�e�nition 1.6, page 24), en d�eclarant que le pr�e�xage imm�ediat (resp. le d�elai unitaire)
garde son argument (resp. son second argument).

En ce qui concerne les actions et le passage du temps, sa s�emantique est donn�ee par les trois
r�egles suivantes :

R�egle d'action R�egle temporelle R�egle de variable

[b ca] : P a! P 0

bPcQ a! P 0
[b c�] : bPcQ �! Q

[b cX ] : P X! P 0

bPcQ X! P 0

Le terme bPcQ se comporte donc comme P si celui-ci ex�ecute une action avant une unit�e de
temps. Dans le cas contraire, il se comporte au bout d'une unit�e de temps comme Q.

Le d�elai unitaire permet donc de d�ecrire des termes dont le comportement peut varier en fonction
du passage du temps.

La substitution est d�e�nie sur le d�elai unitaire par :

(bPcQ)[R=X ]
def
= bP [R=X ]cQ[R=X ]

On constate ais�ement que les deux propri�et�es 1.1 (le but d'une transition par X est �) et 1.2
(reliant variables actives et non gard�ees, et variables activables et libres), page 27, restent v�eri��ees
apr�es introduction de ces op�erateurs.

On peut d�e�nir le pr�e�xage de Pu comme un op�erateur d�eriv�e, �a l'aide du d�elai unitaire, du
pr�e�xage imm�ediat et de la r�ecursion :

8a; P; ea P def
= recX � ba PcX

La terminaison � est �egalement un op�erateur d�eriv�e :

�
def
= recX � b0cX

En fait, il en allait de même dans le chapitre pr�ec�edent : la terminaison peut être d�e�nie dans
Pu par �

def
= @fag(ea P ). Cette d�e�nition est �equivalente dans Pt �a celle donn�ee ci-dessus.

Les d�e�nitions formelles de 0 et � sont en accord avec la discussion informelle de la page 41
concernant le blocage et la terminaison.
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2.2.4 Les transitions par une variable

Une propri�et�e essentielle de l'�equivalence forte est qu'elle doit être pr�eserv�ee par substitution,
c'est-�a-dire, si P � Q, alors P [R=X ] � Q[R=X ] pour tous R et X . En d'autres termes, il faut
pouvoir d�e�nir s�emantiquement la substitution au moyen de r�egles qui pr�eservent la propri�et�e de
congruence de �, et montrer que les notions syntaxique et s�emantique sont �equivalentes. Ceci
est en particulier n�ecessaire pour prouver la consistance d'un syst�eme d'axiomes.

Il n'y a pas de probl�eme pour Pr
u ; ce n'est plus le cas une fois introduit le d�elai unitaire. En

e�et, consid�erons les deux termes

P
def
= X + b0ca � et Q

def
= bXca �

Ils sont fortement �equivalents : ils ont tous les deux une transition par X vers �, et ils ont une
transition par �, vers � + a � pour P , et vers a � pour Q, et ces deux termes sont �equivalents.

Consid�erons �a pr�esent le terme R
def
= b0cb �. Nous avons alors :

P1
def
= P [R=X ] = b0cb � + b0ca � et Q1

def
= Q[R=X ] = bb0cb �ca �

Les r�egles de s�emantique donnent, pour P1 une transition par � vers b � + a �, et pour Q1 une
transition par � vers a �. L'�equivalence forte n'est donc pas pr�eserv�ee.

Si on observe cet exemple, on constate que les variables non gard�ees d'un terme de Pr
u peuvent

être de deux sortes :

� elles apparaissent en dehors d'un corps de d�elai dans un terme qui a une transition par �,
comme c'est le cas pour P . Elles \participent" alors �a la transition par � de ce terme, en ce
sens qu'une transition � du terme qu'on leur substitue (ici R) intervient dans cette derni�ere ;

� elles n'apparaissent que dans un corps de d�elai, comme dans Q, ou dans un terme sans
transition par �, auquel cas la transition � de R ne joue aucun rôle dans celle de Q1.

Noter qu'un terme tel que X + bXcS entre dans la premi�ere cat�egorie : il su�t pour cela que X
apparaisse une fois en dehors d'un d�elai (et que le terme ait une transition par �).

Cette di��erence de comportement de la substitution doit se traduire dans la s�emantique : il faut
distinguer di��erentes sortes de variables non gard�ees. D'o�u l'id�ee de d�e�nir deux cat�egories de
transitions par une variable : X+! et X�! , a�n de distinguer les deux termes P et Q : P a
alors une transition par X+, et Q par X�.

Il faut donc red�e�nir la s�emantique op�erationnelle en tenant compte de ces deux cat�egories
d'�etiquettes.

Dans le cas de Pu, toutes les transitions par une variable sont des transitions par X+.

2.3 Syntaxe et s�emantique op�erationnelle

Nous r�esumons �a pr�esent les d�e�nitions de Pt et nous pr�esentons sa s�emantique op�erationnelle
en distinguant les deux cas de transition par une variable.

Nous n'incluons dans les termes de base, ni le pr�e�xage d'AUP, ni la terminaison, puisqu'ils
s'obtiennent comme op�erateurs d�eriv�es.
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2.3.1 Syntaxe

L'alg�ebre Pt est d�e�nie par la syntaxe suivante :

P ::= X j a P j P + P j bP cP j
PkP j @H(P ) j P5P j recX � P

Les op�erateurs d�eriv�es sont :

Blocage : 0
def
= @fag(a P )

Terminaison : �
def
= recX � b0cX

Pr�e�xage : eaP def
= recX � ba PcX

Comme pour l'alg�ebre non temporis�ee, les deux restrictions de Pt sont d�e�nies par :
D�e�nition 2.2 (les alg�ebres Pr

t et ATP)
(1) Pr

t est la sous-alg�ebre des termes r�eguliers de Pt (cf. d�e�nition 1.5, page 23).

(2) ATP est la sous-alg�ebre des termes ferm�es et bien gard�es de Pr
t .

2

Les termes d'ATP sont appel�es processus temporis�es, ou plus simplement processus lorsque au-
cune confusion n'est possible.

2.3.2 S�emantique op�erationnelle

La s�emantique op�erationnelle d�ecrit les mod�eles des termes de Pt en leur associant un syst�eme
de transitions �etiquet�ees par les �el�ements de Lt def

= A [ f�g [ V+ [ V�, o�u
V+ def

= fX+; X 2 Vg et V� def
= fX�; X 2 Vg

Nous notons X? pour d�esigner indi��eremment X+ ou X�. Lorsque X? apparâ�t dans les pr�e-
misses et la conclusion d'une r�egle, ils d�enotent la même �etiquette.

La relation d'�equivalence des comportements
Lt� est l'�equivalence forte sur Pt. Nous la notons ici

aussi �.
Le domaine de la relation de transition ! est donc :

! � Pt � Lt � Pt
Elle est d�e�nie par les r�egles suivantes :

R�egles d'action

[aa] :
a P a! P

[+a
l ] :

P a! P 0

P + Q a! P 0
[+a

r ] :
Q a! Q0

P +Q a! Q0

[b ca] : P a! P 0

bPcQ a! P 0
[kal ] :

P a! P 0

PkQ a! P 0kQ [kar ] :
Q a! Q0

PkQ a! PkQ0

[@a] :
P a! P 0; a 62 H
@H(P )

a! @H(P 0)
[kac ] :

P a! P 0; Q b! Q0; ajb 6= ?
PkQ ajb! P 0kQ0

[5a
a] :

P a! P 0; a 62 �

P5Q a! P 05Q [5a
� ] :

P �n+1! P 0

P5Q �n! Q
[reca] :

P a! P 0

recX � P a! P 0[recX � P=X ]
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R�egles temporelles

[X�] :
X �! �

[+�] :
P �! P 0; Q �! Q0

P +Q �! P 0 +Q0
[b c�] : bPcQ �! Q

[k�] : P
�! P 0; Q �! Q0

PkQ �! P 0kQ0

[@�] :
P �! P 0

@H(P )
�! @H(P

0)
[5�] :

P �! P 0

P5Q �! P 05Q [rec�] :
P �! P 0

recX � P �! P 0[recX � P=X ]

R�egles de variable

[XX+

] :
X X+! �

[+X+

l ] :
P X+! P 0; Q �! Q0

P +Q X+! P 0
[+X+

r ] :
Q X+! Q0; P �! P 0

P +Q X+! Q0

[b cX�

] :
P X?! P 0

bP cQ X�! P 0
[+X�

l 1] :
P X+! P 0; Q �6!
P + Q X�! P 0

[+X�

r 1] :
Q X+! Q0; P �6!
P + Q X�! Q0

[@X ] :
P X?! P 0

@H(P )
X?! P 0

[+X�

l 2] :
P X�! P 0; Q X+

6!
P + Q X�! P 0

[+X�

r 2] :
Q X�! Q0; P X+

6!
P +Q X�! Q0

[kX+

l ] :
P X+! P 0; Q �! Q0

PkQ X+! P 0
[kX�

l 1] :
P X+! P 0; Q �6!
PkQ X�! P 0

[kX�

l 2] :
P X�! P 0; Q X+

6!
PkQ X�! P 0

[kX+

r ] :
Q X+! Q0; P �! P 0

PkQ X+! Q0
[kX�

r 1] :
P X+! P 0; Q �6!
PkQ X�! P 0

[kX�

r 2] :
Q X�! Q0; P X+

6!
PkQ X�! Q0

[5X ] :
P X?! P 0

P5Q X?! P 0
[recX ] :

P Y ?! P 0

recX � P Y ?! P 0
Y 6= X

Toutes ces r�egles sont dans le format GSOS. Comme pour les termes non temporis�es, la propo-
sition suivante est donc vraie en application du th�eor�eme �enonc�e dans [Gro89].

Proposition 2.1
L'�equivalence forte est une congruence pour les op�erateurs de Pt.

2

Les propositions 1.1 et 1.2 (page 27) restent valides dans Pt. Elles se montrent ais�ement par
induction sur la structure des termes. Il faut bien sûr les consid�erer avec X? au lieu de X pour
les transitions.

En outre, on peut facilement prouver la proposition suivante :

Proposition 2.2
Pour tout terme P et toute variable X ,

(1) P X+! � ) P X�
6!

(2) P X+! � ) 9R; P �! R

2

Les mod�eles des termes de Pt sont d�e�nis de la même mani�ere que ceux de Pu, comme des sys-
t�emes de transitions �etiquet�ees par des �el�ements de Lt, dont les �etats sont des classes d'�equivalence
de �, et la relation de transition est celle induite par ! sur l'alg�ebre-quotient Pt=�. �A titre
d'exemple, les mod�eles (�nis) de quelques termes sont pr�esent�es sur la �gure 2.2. On constate sur
le mod�ele du terme bPc(Y + d 0) que lorsque deux d�elais unitaires sont imbriqu�es, l'expiration
des d�elais (transition �) d�eclenche l'exception la plus externe.
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Figure 2.2 : mod�eles de termes de Pt

L'exemple de la composition parall�ele illustre les divers cas de �gure pouvant se pr�esenter lors
de la composition de termes urgents et non urgents.

On peut montrer que la classe des mod�eles de Pr
t est l'ensemble des syst�emes de transitions

�nis, �a branchement �ni, d�eterministes par rapport aux transitions �, et dont les �etats buts
des transitions par une variable comportent uniquement une boucle �. Pour ATP, la classe des
mod�eles est le sous-ensemble des mod�eles de Pr

t qui ne comportent pas de transition par une
variable. La preuve de ces propositions est pr�esent�ee �a la �n de la section suivante, en utilisant
la forme canonique des termes.

2.4 Axiomatisation de Pr
t

Nous pr�esentons �a pr�esent un ensemble d'axiomes d�e�nissant une congruence sur Pr
t , et nous

prouvons que cette congruence est identique �a l'�equivalence forte sur Pr
t , c'est-�a-dire que

l'axiomatisation est compl�ete. Les di��erentes preuves de cette section sont inspir�ees de [Mil84].

L'axiomatisation de la composition parall�ele n�ecessite une fois encore l'utilisation des deux op�e-
rateurs de composition �a gauche et de communication. Leur s�emantique est d�e�nie par les r�egles
suivantes (nous reprenons les r�egles d'action de Pr

u ; les r�egles de variable sont inutiles, les termes
de Pr

t �etant r�eguliers) :

R�egles d'action R�egles temporelles

[bba] : P a! P 0

PbbQ a! P 0kQ [bb�] : P
�! P 0; Q �! Q0

P bbQ �! P 0bbQ0

[ja] : P
a!P 0; Q b!Q0

P jQ ajb! P 0kQ0
ajb 6= ? [j�] : P

�! P 0; Q �! Q0

P jQ �! P 0jQ0
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La composition �a gauche doit donc ex�ecuter une action de son premier argument avant toute ac-
tion du second. Le passage du temps ne modi�e pas cette contrainte. De même, la communication
doit ex�ecuter en premier lieu une communication entre ses deux arguments, ind�ependamment du
passage du temps.

La relation � � Pr
t � Pr

t est d�e�nie comme la plus petite congruence induite par les axiomes
suivants :

[+1] P +Q � Q+ P [b c] bbPcQcR � bPcR
[+2] P + (Q+R) � (P +Q) + R [j1] P jQ � QjP
[+3] P + P � P [j2] (P +Q)jR � P jR + QjR
[+4] P + � � P [j3] 0jP � 0

[+5] 0+ a P � a P [j4] (a P )j(bQ) � 0 si ajb = ?
[+6] 0+ bPcQ � 0+ P [j5] (a P )j(bQ) � ajb (P k Q) sinon
[+7] bP1cQ1 + bP2cQ2 � bP1+P2c(Q1+Q2) [j6] (a P )jbQcR � (a P )jQ
[+8] P + bPcQ � P + b0cQ [j7] bP1cQ1 j bP2cQ2 � bP1jP2c(Q1jQ2)

[k] PkQ � PbbQ+QbbP + P jQ [51] (P +Q)5R � P5R + Q5R
[bb1] (P + Q)bbR � PbbR+ QbbR [52] 05P � 0

[bb2] 0bbP � 0 [53] (a P )5Q � a (P5Q) si a 62 �

[bb3] (a P )bbQ � a (PkQ) [54] (�n+1 P )5Q � �nQ

[bb4] bP cQ bb(0+R) � P bb(0+ R) [55] (bPcQ)5R � bP5Rc(Q5R)
[bb5] bP1cQ1 bb bP2cQ2 � bP1bbP1c(Q1bbQ2) [rec1] recX � P � P [recX � P=X ]

[@1] @H(P + Q) � @H(P ) + @H(Q) [rec2] si P [Q=X ] � Q

[@2] @H(0) � 0 et X est gard�e dans P

[@3] @H(a P ) � 0 si a 2 H alors recX � P � Q

[@4] @H(a P ) � a @H(P ) si a 62 H [rec3] recX � (X + P ) � recX � P
[@5] @H(bPcQ) � b@H(P )c@H(Q) [rec4] recX � bX + PcQ � recX � bP cQ

Les axiomes de Pu qui ne se trouvent pas dans cette liste peuvent tous être d�eduits de ceux-ci.
Ces �equations r�esument l'essence des propri�et�es des op�erateurs :

� Les axiomes du choix non d�eterministe d�ecrivent la structure de mono��de de (Pr
t ;+), ainsi

que l'idempotence de +. L'axiome [+6] (en combinaison avec [+5]) indique de plus la priorit�e
de l'urgence sur la non urgence. [+7] d�ecrit le d�eterminisme temporel. L'axiome [+8] ne peut
être d�eduit des autres ; il est essentiel pour obtenir une forme canonique dans le cas o�u P est
une variable (voir annexe B).

� L'axiome de la composition parall�ele permet de la d�ecomposer en composition �a gauche et
communication. PkQ doit ex�ecuter initialement, soit une action de P , soit une action de Q,
soit une action de communication entre P et Q (ceci est d�ecrit par les axiomes de bb et j).

� Les axiomes de l'encapsulation et de la continuation se passent de commentaires ; ils corres-
pondent au comportement intuitif de ces op�erateurs.
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� [rec1] d�ecrit le d�eveloppement d'une r�ecursion. [rec2] est une axiome d'unicit�e (modulo �)
de la solution d'une �equation r�ecursive gard�ee. En�n les axiomes [rec3] et [rec4] permettent
d'�eliminer les instances non gard�ees de la variable de r�ecursion, en sp�eci�ant qu'elles n'ont
aucune inuence sur le comportement.

Le th�eor�eme suivant a�rme la consistance des axiomes. Sa preuve est donn�ee en annexe A

Th�eor�eme 2.3 (consistance de l'axiomatisation de Pr
t )

Soit P et Q deux termes de Pr
t . Si P � Q, alors P � Q.

2

La commutativit�e et l'associativit�e du choix non d�eterministe nous permettent �a nouveau
d'employer la notation

P
i2I Pi, o�u I est un ensemble �ni d'indices. Nous pouvons en parti-

culier �ecrire
P

i2I ai Pi ; dans ce cas, le terme est identi��e au processus 0 lorsque I est vide.

2.4.1 Syst�emes d'�equations

L'op�erateur de r�ecursion est utile pour les preuves des th�eor�emes, mais est peu agr�eable d'emploi
pour d�ecrire des processus. Il est souhaitable de pouvoir d�e�nir un syst�eme au moyen d'un
syst�eme d'�equations mutuellement r�ecursives, par exemple :

P; o�u

P
def
= baQcP + bb PcQ

Q
def
= c P + dQ

Un tel syst�eme d'�equations signi�e : \le processus P , o�u il existe Q tel que P et Q satisfont ces
�equations modulo �".
La proposition suivante garantit que de tels syst�emes ont une solution unique modulo �.
Proposition 2.4

Soit X = X1; : : : ; Xm et Y = Y1; : : : ; Yn des �el�ements distincts de V . Soit Q = Q1; : : : ; Qm

des termes de Pr
t , �a variables libres dans X et Y , dans lesquels les Xi sont gard�es. Alors il

existe P = P1; : : : ; Pm �el�ements de Pr
t , �a variables libres dans Y , tels que

Pi � Qi[P=X] 8i 2 [1; m]

De plus, les Pi sont uniques modulo �.
2

Remarque 2.2
Le terme Qi[P=X] repr�esente la substitution simultan�ee des Pi aux Xi dans Q. Nous ne
l'avons pas d�e�nie. Nous ne l'employons cependant que dans deux cas particuliers :

� lorsqu'aucun Xi n'est libre dans aucun Pj , on a trivialement

Q[P1=X1; : : : ; Pm=Xm] = Q[P1=X1] : : : [Pm=Xm]

� l'autre situation consiste �a r�e�ecrire le terme Q[R=X ][P=X] en Q
h
R[P=X]=X ; P=X

i
,

lorsque X n'est pas dans X. Il est facile de constater que les deux termes sont syntaxi-
quement identiques

2
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Preuve. Pour prouver la proposition, nous proc�edons par r�ecurrence sur la valeur de m.

� m = 1. Soit P1
def
= recX1 �Q1. Les variables libres de P1 sont dans Y ; de plus, par

l'axiome [rec1], P1 � Q1[P1=X ]. L'unicit�e modulo � est imm�ediate en utilisant [rec2],
puisque X1 est gard�e dans Q1.

� Supposons la propri�et�e vraie pour m. Soit Q = Q1; : : : ; Qm dans Pr
t , et X = X1; : : : ; Xm

dans V . Soit de plus Qm+1 2 Pr
t , et Xm+1 2 V. On suppose que les variables libres des

Qi (i 2 [1; m+ 1]) sont dans X; Y ;Xm+1.

Nous d�e�nissons

Rm+1
def
= recXm+1 �Qm+1

Ri
def
= Qi[Rm+1=Xm+1] i 2 [1; m]

Pour i � m, les variables libres de Ri sont dans X,Y . Par hypoth�ese de r�ecurrence, il
existe P = P1; : : : ; Pm, dont les variables libres sont dans Y , tels que Pi � Ri[P=X] pour
i 2 [1; m].
�A pr�esent, soit Pm+1

def
= Rm+1[P=X]. Nous obtenons alors, pour chaque i � m,

Pi � Qi[Rm+1=Xm+1][P=X]

� Qi[P=X ; (Rm+1[P=X])=Xm+1]

� Qi[P=X ; Pm+1=Xm+1]

De plus, comme Xm+1 n'est pas libre dans P , on a aussi

Pm+1 = recXm+1 � (Qm+1[P=X])

� Qm+1[P=X ; Pm+1=Xm+1] (axiome [rec1])

L'existence des Pi est donc montr�ee. Pour prouver l'unicit�e modulo �, supposons que le
même r�esultat peut être obtenu pour P 0 = P 01; : : : ; P 0m et P 0m+1, dont les variables libres
sont dans Y . D'une part, nous avons

P 0m+1 � Qm+1[P 0=X ; P 0m+1=Xm+1]

� Qm+1[P 0=X][P 0m+1=Xm+1]

� recXm+1 � (Qm+1[P 0=X]) (axiome [rec2])

Puisque Xm+1 n'est pas libre dans P 0, nous obtenons

P 0m+1 � Rm+1[P 0=X] (1)

D'autre part, cette derni�ere �equation est utilis�ee en conjonction avec la propri�et�e de P 0
pour obtenir, pour i � m :

P 0i � Qi[P 0=X ; (Rm+1[P 0=X])=Xm+1]

� Qi[Rm+1=Xm+1][P 0=X]

� Ri[P 0=X] (d�e�nition de Ri)

Comme nous avons aussi Pi � Ri[P=X], nous pouvons utiliser l'hypoth�ese de r�ecurrence
pour conclure que pour tout i � m, P 0i � Pi. En injectant ces �equivalences dans l'�equation
(1), nous obtenons

P 0m+1 � Rm+1[P=X]

� Pm+1

ce qui termine la preuve de la proposition.
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Cette preuve nous indique par ailleurs que le processus d�e�ni par le syst�eme d'�equations donn�e
en exemple ci-dessus est �equivalent au terme

recX � (ba recY � (cX + d Y )cX + bbXcrecY � (cX + d Y ))

qui correspond bien �a ce que nous esp�erions.

2.4.2 Compl�etude de l'axiomatisation

Nous en arrivons �a pr�esent �a la preuve de compl�etude du syst�eme d'axiomes Du fait de sa
longueur, elle est pr�esent�ee en annexe B.

Cette d�emonstration est bas�ee sur la forme canonique des termes de Pr
t et d'ATP. Celle-ci est

sp�eci��ee en termes d'un syst�eme d'�equations par la proposition 2.5 ci-dessous. Pour des raisons
de lisibilit�e, nous nous restreignons ici aux processus d'ATP. Dans l'annexe B, nous pr�esentons
et prouvons la proposition correspondante pour Pr

t .

Proposition 2.5 (forme canonique des processus d'ATP)
Soit P un terme d'ATP. Il existe n � 1 et des termes P1; : : : ; Pn d'ATP, tels que P � P1 et
chaque Pi est solution d'une �equation dans une et une seule des deux formes [1] et [2] d�e�nies
comme suit :

[1] Pi �
X
j2Ji

aj Pji ji 2 [1; n]

[2] Pi �
6664X
j2Ji

aj Pji

7775(Pki) ji; ki 2 [1; n]

2

En utilisant cette proposition, il devient trivial de montrer que le mod�ele d'un processus d'ATP
est �ni, �a branchement �ni et d�eterministe par rapport aux transitions �. La �nitude d�ecoule du
nombre �ni des Pi ; le branchement �ni se d�eduit de la �nitude des Ji ; en�n, le d�eterminisme
du passage du temps provient du fait que si un Pi est dans la forme [1], il n'a pas de transition
�, et s'il est dans la forme [2], il en a une seule.

Inversement, on peut prouver que tout syst�eme de transitions de cette forme est mod�ele d'un
terme d'ATP, en associant un Pi �a chacun de ses �etats.

Le même genre d'argument peut être utilis�e pour caract�eriser les mod�eles des termes de Pr
t , en

utilisant la forme canonique d�ecrite dans l'annexe B.

Nous pr�esentons �nalement le th�eor�eme de compl�etude du syst�eme d'axiomes de Pr
t , qui constitue

avec celui de consistance le r�esultat principal de ce chapitre.

Th�eor�eme 2.6 (compl�etude de l'axiomatisation de Pr
t )

Soit P et Q deux termes de Pr
t . Si P � Q, alors P � Q.

2

Sa d�emonstration est pr�esent�ee en annexe B. Grâce �a ce th�eor�eme, il est possible de prouver
l'�equivalence forte de deux processus au moyen des seuls axiomes, sans passer par les syst�emes
de transitions.
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2.5 Processus bien temporis�es

Cette derni�ere section est consacr�ee au probl�eme de la d�etermination de la \r�ealisabilit�e" d'un
processus d�ecrit en ATP, au sens o�u son comportement peut être celui d'un syst�eme r�eel ex�ecut�e
sur une machine.

2.5.1 Processus fortement bien temporis�es

Il est incontestable qu'un tel processus doit garantir que l'�ecoulement du temps ne peut être
bloqu�e. Si on consid�ere que l'ex�ecution du processus commence �a l'instant 0, cela signi�e que
chacun de ses comportements possibles permet d'atteindre tout instant d > 0.

D�e�nition 2.3 (processus fortement bien temporis�e)
Nous appelons fortement bien temporis�e (en abr�eg�e fbt) un processus d'ATP qui satisfait
cette contrainte, c'est-�a-dire dont toutes les ex�ecutions (s�equences de transitions du mod�ele)
maximales comportent une in�nit�e de transitions �.

2

Une s�equence de transitions est maximale si elle est de longueur in�nie, ou si elle ne peut être
prolong�ee par aucune transition. Il est clair que si une s�equence de la seconde sorte existe, alors
le processus n'est pas fbt. Un tel cas correspond �a une possibilit�e de blocage.

Exemple 2.1
Les processus P1 = a 0 et P2 = recX � a 0+ bX ne sont pas fbt ; en revanche, le processus
P3 = recX � ba b0cXcX est fbt (voir �gure 2.3). P1 se bloque in�evitablement ; P2 ne peut
que se bloquer ou ex�ecuter une in�nit�e d'actions sans laisser passer le temps ; par contre, le
comportement de P3 consiste �a ex�ecuter au plus une action a par unit�e de temps.

P3P2P1

�
a

a

�
b

a

Figure 2.3 : processus non fbt (P1 et P2) et fbt (P3)

2

Il est di�cile, voire impossible, de d�eterminer syntaxiquement si un processus est fbt. Le probl�eme
principal provient de la combinaison de la composition parall�ele et de l'encapsulation. Le premier
op�erateur peut faire \apparâ�tre" des actions (de communication), alors que le second peut
\couper" des chemins dans le mod�ele. La cons�equence peut être le blocage d'un processus fbt,
ou inversement la suppression de boucles d'actions qui rendaient un processus non fbt.

�A l'inverse, il est facile de d�eterminer si un processus est fbt, une fois construite sa forme canonique
repr�esent�ee sous la forme d'un syst�eme d'�equations (prop. 2.5) : pour tout processus P il existe
des termes P1,: : : , Pn tels que P � P1, et chaque Pi est solution d'un �equation dans une des deux
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formes

Pi �
X
j2Ji

aj Pji Pi �
6664X
j2Ji

aj Pji

7775Pki
Les r�egles suivantes d�e�nissent un pr�edicat FBT qui s'applique �a un processus d'ATP dont on
connâ�t la forme canonique.

On constate ais�ement que FBT(P ) est vrai (tt) si et seulement si P est fbt. Le principe de la
d�e�nition est de \parcourir" les Pi en partant de P1. FBT est d�e�ni en fonctions de pr�edicats
indic�es FBTV;B, o�u V et B sont des sous-ensembles de [1; n]. Lors de l'�evaluation de FBTV;B(Pi),
V contient les indices des Pj d�ej�a visit�es, et B � V les indices des Pj depuis la visite desquels on
a rencontr�e une transition �.

FBT(P ) = FBT;;;(P1)

(1) si i 2 V et i 62 B alors FBTV;B(Pi) = ff

(2) si i 2 V et i 2 B alors FBTV;B(Pi) = tt

(3) si i 62 V alors

si Pi � 0 alors FBTV;B(Pi) = ff

si Pi �
X

j2Ji 6=;
aj Pji alors FBTV;B(Pi) =

^
j2Ji

FBTV[fig;B(Pji)

si Pi �
6664X
j2Ji

aj Pji

7775Pki alors FBTV;B(Pi) =
^
j2Ji

FBTV [fig;B(Pji) ^ FBTV[fig;V[fig(Pki)

L'algorithme se termine toujours, car

� les Pi sont en nombre �ni ;

� si i est dans V , le calcul de FBTV;B(Pi) s'arrête (cas (1) ou (2)) ;

� si i n'est pas dans V , FBTV;B(Pi) est d�e�ni en fonction de plusieurs FBTV 0;B0(Pj) o�u V
0 est

strictement plus grand que V . On retombe donc toujours sur les cas (1) ou (2).

FBTV;B(Pi) est trivialement faux (cas (1)) lorsque dans le chemin parcouru pour arriver �a Pi, on
a d�ej�a visit�e Pi (i 2 V ), et on n'est pas pass�e par une transition � depuis (i 62 B). On a donc
trouv�e un cycle de transitions d'actions de Pi �a Pi.

Au contraire, lorsque i 2 V et i 2 B, on est pass�e par une transition � depuis la derni�ere visite
de Pi ; pour le chemin choisi, FBTV;B(Pi) est donc trivialement vrai (cas (2)) puisqu'on a un cycle
o�u le temps passe.

Le chemin choisi est m�emoris�e par V et B. L'ordre exact des termes visit�es pr�ec�edemment n'a
pas �a être connu pour d�eterminer par le cas (1) ou (2) le statut de FBTV;B(Pi) ; seule importe la
connaissance des termes visit�es avant (B) et apr�es (V � B) la derni�ere transition �.

En fait, les Pi repr�esentent les �etats du mod�ele de P . L'algorithme d�ecrit consiste en un parcours
\en avant" des chemins du graphe, jusqu'�a l'obtention d'un puits (0) ou d'un cycle. Si le cycle
comporte une transition �, alors le chemin est temporellement \correct" ; dans le cas contraire,
il repr�esente un comportement o�u le temps est bloqu�e. Il su�t de trouver un seul chemin du
second type pour que tout le syst�eme ne soit pas fbt.
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On peut e�ectuer le même calcul \en arri�ere", en v�eri�ant par model checking sur le graphe une
propri�et�e de logique temporelle qui s'exprime en CTL [CES86] par

82(:puits ^ 83after(�))
C'est-�a-dire : pour tout �etat Pi du mod�ele, Pi n'est pas un puits et tout chemin issu de Pi
contient une transition �.

Nous ne d�ecrivons pas ici la m�ethode du model checking, qui n'est pas l'objet de ce chapitre.

2.5.2 Processus bien temporis�es

La classe de processus d�ecrite ci-dessus est trop restrictive. En e�et, consid�erons un syst�eme
extrêmement simple dont le comportement cyclique consiste �a �emettre imm�ediatement une sortie
(action b) chaque fois qu'il re�coit une entr�ee (action a). Aucune hypoth�ese n'est faite sur la

fr�equence des entr�ees. Un tel syst�eme est repr�esent�e en ATP par le processus P
def
= recX � ea bX.

Son mod�ele est pr�esent�e �gure 2.4. On constate qu'il n'est pas fortement bien temporis�e. En

b

a

�

Figure 2.4 : un processus non fbt

e�et, parmi ses comportements possibles, il existe des s�equences in�nies qui bloquent le temps :
toutes celles qui apr�es un nombre �ni de transitions, se prolongent par une alternance in�nie de
a et de b.

Il parâ�t cependant surprenant de rejeter un tel syst�eme. En e�et, si la fr�equence des entr�ees
est inconnue, donc non born�ee, elle est de toutes fa�cons �nie. Il est donc in�evitable qu'une unit�e
de temps s'�ecoule apr�es plusieurs entr�ees. Or les s�equences d'ex�ecution qui font de ce processus
un syst�eme non fbt sont telles qu'au bout d'un certain nombre de transitions, une transition �
est in�niment souvent possible sans jamais être ex�ecut�ee : elles ne sont pas �equitables du point
de vue des transitions �. Lorsqu'on implante le syst�eme, ces s�equences d'ex�ecution ne peuvent
jamais survenir. Les autres s�equences (les \bonnes" s�equences) satisfont bien �a l'exigence de
progression du temps. De plus, toute s�equence de transitions �nie �a partir de l'�etat initial du
syst�eme peut toujours être prolong�ee par une \bonne" s�equence. En d'autres termes, le syst�eme
ne peut jamais se retrouver dans une situation o�u le temps devient ind�e�niment bloqu�e.

D�e�nition 2.4 (processus bien temporis�e)
Nous appelons bien temporis�es (en abr�eg�e bt) les processus d'ATP qui satisfont ces con-
traintes, c'est-�a-dire dont toutes les s�equences d'ex�ecution �nies peuvent être prolong�ees en
des s�equences d'ex�ecution in�nies comportant une in�nit�e de transitions �

2

En termes de mod�eles, cela signi�e que de tout �etat il est possible d'atteindre un �etat d'o�u est
issue une transition �. En logique temporelle CTL, tous les �etats doivent v�eri�er la propri�et�e
93enable(�) (propri�et�e P1).
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Comme pour les processus fbt, nous d�e�nissons un pr�edicat BT(P ) qui est vrai si P est bien
temporis�e. Nous utilisons �a nouveau les termes Pi d�e�nissant la forme canonique de P . BT(P )
est calcul�e �a partir des pr�edicats BTV;B(Pi). V contient toujours les indices des �etats d�ej�a visit�es
dans le chemin courant ; B est �a pr�esent l'ensemble des indices des �etats du chemin courant qui
satisfont P1.

Le calcul de BT(P ) et des BTV;B(Pi) est plus compliqu�e, mais ob�eit aux mêmes principes que celui
de FBT(P ) et FBTV;B(Pi) : on parcourt en avant le graphe en m�emorisant les �etats d�ej�a visit�es.

L'algorithme est d�e�ni par les r�egles suivantes. Il est facile de v�eri�er qu'il s'arrête toujours.

BT(P ) = BT;;;(P1)

(1) si i 2 V et i 62 B alors BTV;B(Pi) = ff

(2) si i 2 V et i 2 B alors BTV;B(Pi) = tt

(3) si i 62 V alors

(3.1) si Pi �
X
j2Jit

aj Pji alors

BTV;B(Pi) = si
_
j2Ji

BTV[fig;B(Pji) alors
^
j2Ji

BTV [fig;V[fig(Pji) sinon ff

(3.2) si Pi �
6664X
j2Ji

aj Pji

7775Pki alors
BTV;B(Pi) =

^
j2Ji

BTV[fig;V[fig(Pji) ^ BTV[fig;V[fig(Pki)

On v�eri�e facilement que lors du calcul de BTV;B(Pi), B contient les indices des �etats du chemin
d�ej�a parcouru qui v�eri�ent P1. D�es qu'un �etat satisfait P1, tous ses pr�ed�ecesseurs dans le chemin
la satisfont aussi. Dans le cas (3.2), Pi satisfait trivialement P1. Il su�t alors de v�eri�er que
c'est aussi le cas de ses successeurs. Dans le cas (3.2), il faut au pr�ealable v�eri�er qu'un des
successeurs de Pi satisfait P1. On en d�eduit alors que Pi et tous ses pr�ed�ecesseurs dans le chemin
la satisfont, et il reste �a v�eri�er en utilisant cette information que c'est �egalement le cas de tous
ses successeurs.

Remarque 2.3 (variabilit�e �nie et born�ee)
Les processus bien temporis�es sont �egalement dits �a variabilit�e �nie et les processus fortement
bien temporis�es �a variabilit�e born�ee. En e�et, dans le premier cas, les \bonnes" s�equences
d'ex�ecution comportent un nombre �ni mais non n�ecessairement born�e d'actions entre deux
transitions � ; dans le second cas, ce nombre est born�e par une constante calculable pour
l'ensemble du syst�eme.

2

Dans le chapitre 6, nous pr�esentons une m�ethode de model checking symbolique de propri�et�es de
logique temporelle temps r�eel sur des syst�emes dans le cas d'un domaine temporel dense. Elle
ne donne un r�esultat correct que pour de syst�emes bien temporis�es, et son principe restreint
automatiquement la v�eri�cation aux seules \bonnes" s�equences. Nous expliquons �egalement
comment d�eterminer par la même m�ethode si un processus est bien temporis�e (pour ce calcul
particulier, le r�esultat doit bien entendu être correct même si le syst�eme n'est pas bt).
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Chapitre 3

Op�erateurs temporels et exemples

Comme nous l'avons vu au chapitre pr�ec�edent, ATP est bas�ee sur deux op�erateurs contraignant
le comportement temporel d'un processus : le pr�e�xage imm�ediat et le d�elai unitaire.

Ces op�erateurs permettent d'obtenir une classe de mod�eles su�samment large. Celle-ci contient
tous les comportements sp�eci�ables �a partir d'une notion de temps discret d�eterministe, pourvu
qu'il soient d'�etat �ni et �a branchement �ni. Le pr�e�xage imm�ediat d�ecrit une situation d'urgence
(�etats sans transition �), et le d�elai unitaire une situation o�u le passage d'une unit�e de temps
(transition �) peut modi�er radicalement le comportement du processus.

En th�eorie, on peut donc se contenter des op�erateurs d'ATP pour d�e�nir des processus temporis�es.
En pratique, il est n�ecessaire de disposer de moyens de sp�eci�cation et de description \de haut
niveau", re�etant la structure d'un syst�eme. Par exemple, il est classique dans les syst�emes
temps-r�eel de contrôler l'ex�ecution d'un processus P au moyen d'un chien de garde : si P n'a pas
ex�ecut�e une action donn�ee avant un certain temps, il est interrompu et un traitement d'exception
est d�eclench�e. D�ecrire un tel syst�eme au moyen du seul d�elai unitaire peut être tr�es compliqu�e,
car il est n�ecessaire pour cela de connâ�tre la structure du mod�ele de P .

Ce chapitre est consacr�e �a l'introduction d'op�erateurs temporels de \haut niveau" dans le cadre
d'ATP. Ces op�erateurs entrent dans une cat�egorie g�en�erale de d�e�nition d'observateurs. Comme
son nom l'indique, un observateur est un processus qui observe le comportement d'un autre
processus relativement �a une contrainte que celui-ci doit satisfaire. Nous ne consid�erons qu'un
cas particulier de contraintes, qui stipulent que le processus doit ex�ecuter certaines actions dans
un temps donn�e.

Nous distinguons deux cat�egories d'op�erateurs :

� ceux qui d�e�nissent des observateurs passifs : le processus s'ex�ecute normalement jusqu'�a ce
qu'il viole la contrainte ; il est alors interrompu d�e�nitivement et une exception est d�eclench�ee ;

� ceux qui d�e�nissent des observateurs actifs : ceux-ci restreignent le comportement du proces-
sus de telle sorte qu'il ne puisse violer la contrainte ; on peut dans ce cas obtenir une situation
de blocage, si le processus se trouve dans l'impossibilit�e de la satisfaire. En ce sens, l'op�erateur
d'encapsulation peut être vu comme d�e�nissant un observateur actif, la contrainte �etant que
le processus ne doit ex�ecuter aucune action de l'ensemble param�etrant l'encapsulation.

Nous d�e�nissons ci-dessous divers op�erateurs pour chacune de ces cat�egories. Nous d�ecrivons
leur s�emantique observationnelle et nous en proposons une axiomatisation. Leur utilisation est
illustr�ee par plusieurs exemples.
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Dans tout ce chapitre, nous nous situons dans le cadre de la d�e�nition d'ATP : les processus
sont ferm�es, r�eguliers et bien gard�es. La s�emantique ne concerne donc que les r�egles d'action et
les r�egles temporelles. Nous indiquons lorsqu'un op�erateur garde certains de ses arguments.

3.1 Observateurs passifs

Les observateurs passifs sont d�e�nis au moyen d'un unique op�erateur : le chien de garde ou
watchdog. Les cas particuliers du chien de garde permettent de d�eriver quatre autres op�erateurs :
le d�elai de commencement, le retard, le d�elai d'ex�ecution et le d�elai de terminaison.

3.1.1 Chien de garde

Le chien de garde est un op�erateur �a deux arguments ; il est param�etr�e par un entier strictement
positif d et un ensemble d'actions H .

Le chien de garde de corps P , d'exception Q, de dur�ee d et d'actions attendues H est not�e
dPed

H
Q. Ce processus se comporte initialement comme P . Si celui-ci ex�ecute une des actions de

H avant d unit�es de temps, alors l'ex�ecution de P continue normalement. Dans le cas contraire,
le d�elai expire �a l'instant d : P est interrompu d�e�nitivement et l'exception Q est ex�ecut�ee. En
d'autres termes, un chien de garde surveille si un processus ex�ecute certaines actions dans un
d�elai donn�e, et d�eclenche une exception si ce n'est pas le cas. Cet op�erateur garde son second
argument (l'exception).

La s�emantique op�erationnelle du chien de garde est d�ecrite par quatre r�egles :

actions temps

P a! P 0

dPed
H
Q a! dP 0ed

H
Q
a 62 H P �! P 0

dPed+1
H
Q �! dP 0ed

H
Q

P a! P 0

dPed
H
Q a! P 0

a 2 H P �! P 0

dPe1
H
Q �! Q

On peut axiomatiser compl�etement le chien de garde au moyen de la liste (non n�ecessairement
minimale) d'axiomes suivante :

[d e1] dP +Qed
H
R � dPed

H
R + dQed

H
R

[d e2] d0ed
H
Q � 0

[d e3] da Ped
H
Q � a dPed

H
Q si a 62 H

[d e4] da Ped
H
Q � a P si a 2 H

[d e5] dbPcQe1
H
R � �dPe1

H
R
�
R

[d e6] dbPcQed+1
H
R � �dPed+1

H
R
�dQed

H
R

[d e7] �dPed
H
Q
�d0
H
R � dPed0

H
R si d � d0

[d e8] �dPed
H
Q
�d0
H
R � dPed

H
dQed0�d

H
R si d < d0

�A l'aide de l'axiome [d e7], on peut montrer que tout terme ferm�e, r�egulier et bien gard�e com-
portant des op�erateurs de chien de garde est �equivalent �a un processus d'ATP. Cela est vrai
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même lorsqu'un terme comporte une r�ecursion \�a travers" un chien de garde. L'exemple suivant
illustre un tel cas.

Exemple 3.1
Soit le processus P d�e�ni par

P
def
= recX � (a drecY � bcX + dXcY e2

H
(recZ � beXcZ) + bX)

o�u H = fcg. L'axiome [rec1] de la r�ecursion nous permet d'�ecrire

P � a dQ1e2HQ2 + b P

Q1 � bc P + d PcQ1

Q2 � be PcQ2

La s�equence d'�equivalences suivante se d�eduit des axiomes du chien de garde.

dQ1e2HQ2 � dbc P + d PcQ1e2HQ2

� �dc P + d P e2
H
Q2
�dQ1e1HQ2

� �
c P + d dP e2

H
Q2
�dQ1e1HQ2

dQ1e1HQ2 � dbc P + d PcQ1e1HQ2

� �dc P + d P e1
H
Q2
�
Q2

� �
c P + d dP e1

H
Q2
�
Q2

dPe2
H
Q2 � �

a dQ1e2HQ2 + b P
�
2

H
Q2

� a
�dQ1e2HQ2

�
2

H
Q2 + b dP e2

H
Q2

� a dQ1e2HQ2 + b dPe2
H
Q2 (axiome [d e7])

dPe1
H
Q2 � �

a dQ1e2HQ2 + b P
�
1

H
Q2

� a
�dQ1e2HQ2

�
1

H
Q2 + b dP e1

H
Q2

� a dQ1e1HQ2 + b dPe1
H
Q2 (axiome [d e7])

Consid�erons les six termes d'ATP d�e�nis par

R1
def
= aR2 + bR1

R2
def
= bcR1 + dR4cR3

R3
def
= bcR1 + dR5cR6

R4
def
= aR2 + bR4

R5
def
= aR3 + bR5

R6
def
= beR1cR6

La proposition 2.4 (page 48) assure que ces six processus existent dans ATP. Or P , dQ1e2HQ2,
dQ1e1HQ2, dPe2HQ2, dPe1HQ2 et Q2 satisfont ces six �equations. Ils sont donc respectivement
�equivalents aux Ri (i = 1::6).

2

On peut de plus montrer que tout terme comportant une r�ecursion �a travers le corps d'un chien
de garde est �equivalent �a un processus o�u ces r�ecursions sont gard�ees par des actions attendues
(des �el�ements du param�etre H du chien de garde). Cette propri�et�e est illustr�ee en reprenant le
terme P de l'exemple 3.1, qu'on prolonge comme suit, a�n d'�eliminer l'appel r�ecursif \dX".
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Exemple 3.2
On d�e�nit le terme

P 0 def= recX � (a drecY � (bcX + d recU � (a Y + b U)cY )e2
H
recZ � (beXcZ) + bX)

L'axiome [rec1] nous permet �a nouveau d'�ecrire

P 0 � a
�
Q01
�2
H
Q02 + b P 0

Q01 � �
c P 0 + d P 00

�
Q01

Q02 � �
e P 0

�
Q02

P 00 � aQ01 + b P 00

P 0 di��ere de P par le fait que dans le corps du chien de garde (ici Q01), l'appel r�ecursif de P
non gard�e par c est remplac�e par un terme P 00 ; celui-ci a la même structure que P 0, sauf que
le chien de garde (dQ01e2HQ02) est remplac�e par son corps. On remarque que P 0 est un terme
sans r�ecursion �a travers le premier argument du chien de garde.

Les axiomes du chien de garde entrâ�nent alors la s�erie d'�equivalences suivante :�
Q01
�
2

H
Q02 � ��

c P 0 + d P 00
�
Q01
�
2

H
Q02

�
j�
c P 0 + d P 00

�
2

H
Q02
k�
Q01
�
1

H
Q02

�
j
c
�
P 00
�
2

H
Q02
k�
Q01
�
1

H
Q02�

Q01
�
1

H
Q02 � ��

c P 0 + d P 00
�
Q01
�
1

H
Q02

�
j�
c P 0 + d P 00

�
1

H
Q02
k
Q02

�
j
c P 0 + d

�
P 00
�
1

H
Q02
k
Q02�

P 00
�
2

H
Q02 � �

aQ01 + b P 00
�
2

H
Q02

� a
�
Q01
�
2

H
Q02 + b

�
P 00
�
2

H
Q02�

P 00
�
1

H
Q02 � �

aQ01 + b P 00
�
1

H
Q02

� a
�
Q01
�1
H
Q02 + b

�
P 00
�1
H
Q02

On constate que P 0, dQ01e2HQ02, dQ01e1HQ02, dP 00e2HQ02, dP 00e1HQ02 et Q02 satisfont eux aussi les
six �equations des Ri pr�esent�ees dans l'exemple 3.1. L'�enonc�e d'unicit�e de la proposition 2.4
entrâ�ne alors P � P 0. Cela peut se comprendre si on remarque que lorsque Q1 fait un appel
r�ecursif �a P sans avoir ex�ecut�e d'action de H , on obtient deux chiens de garde imbriqu�es, le
plus externe expirant toujours avant le plus profond. On peut donc remplacer ce dernier par
son corps.

2

Formellement, cette �equivalence se traduit de la mani�ere suivante : si aucune occurrence de Y
n'est gard�ee par un �el�ement de H dans Q, alors

recX � �P �dQ[X=Y ]ed
H
R=Z

�� � recX � �P �dQ[recV � (P [V=X ][Q[V=Y ]=Z])=Y ]ed
H
R=Z

��

3.1.2 D�elai de commencement

Le d�elai de commencement ou timeout est un cas particulier de chien de garde, dans lequel
l'ensemble H est constitu�e de A tout entier. dPed

A
Q est not�e P

d

>Q (la notation est emprunt�ee �a
timed CSP [DS89]). L'op�erateur est associatif �a droite : P

d

>Q
d0

>R = P
d

>(Q
d0

>R).
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Un d�elai de commencement de corps P , de dur�ee d et d'exception Q d�e�nit donc un observateur
qui contrôle que P ex�ecute sa premi�ere action avant l'instant d.

Les r�egles de s�emantique du chien de garde permettent d'obtenir facilement celles du d�elai de
commencement :

actions temps

P a! P 0

P
d

>Q a! P 0
P �! P 0

P
d+1

> Q �! P 0
d

>Q

P �! P 0

P
1

>Q �! Q

De même, la restriction du chien de garde au cas H = A nous donne les axiomes suivants :

[>1] (P + Q)
d

>R � P
d

>R + Q
d

>R

[>2] 0
d

>Q � 0

[>3] a P
d

>Q � a P

[>4] bP cQ 1

>R � bPcR
[>5] bP cQ d+1

> R � bP c(Q d

>R)

[>6] (P
d

>Q)
d0

>R � P
d0

>R si d � d0

[>7] (P
d

>Q)
d0

>R � P
d

>Q
d0�d
> R si d < d0

Les trois premiers axiomes peuvent être remplac�es par

(0+ P )
d

>Q � 0+ P

3.1.3 Retard

Lorsque le corps d'un d�elai de commencement de dur�ee d ne fait que laisser passer le temps,
l'e�et obtenu est de di��erer de d unit�es de temps l'ex�ecution de l'exception. Nous d�e�nissons
l'op�erateur de retard de d unit�es de temps d'un processus P par :

(d)P
def
= �

d

>P ou (d)P
def
= d�ed

H
P

On peut �egalement le d�e�nir au moyen du d�elai unitaire :

(1)P
def
= b0cP (d+ 1)P

def
= b0c(d)P = b0cb0c: : :b0c| {z }

d+1 fois

P

Cet op�erateur est consid�er�e comme primitif dans de nombreuses alg�ebres [BL91, DS89, HR91,
MT90, Wan91]. L'alg�ebre est alors d�e�nie, soit sans pr�e�xage imm�ediat dans [BL91, DS89, HR91,
Wan91], soit avec un choix non d�eterministe faible (cf. section 2.2.2, page 40), dans [MT90]. Nous
pr�ef�erons utiliser le d�elai unitaire comme op�erateur de base d'ATP, car il se conjugue parfaitement
avec le pr�e�xage imm�ediat et le choix fort pour construire une th�eorie simple d'une alg�ebre dont
le pouvoir d'expression est su�samment �elev�e.

La s�emantique du retard n'est compos�ee que de r�egles temporelles sans pr�emisse :

temps

(d+ 1)P �! (d)P (1)P �! P
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3.1.4 D�elai d'ex�ecution

Le troisi�eme cas particulier du chien de garde consiste �a choisir H = ;. Nous obtenons alors le
d�elai d'ex�ecution, not�e dP edQ. Aucune action n'�etant attendue, son e�et se limite �a interrompre
P et �a ex�ecuter Q au bout de d unit�es de temps.

Le d�elai d'ex�ecution rappelle la construction upto d'Esterel [BCG87]: dP edQ correspond �a

do P upto d� ; Q

La s�emantique op�erationnelle du d�elai d'ex�ecution se d�eduit de celle du chien de garde :

actions temps

P a! P 0

dPedQ a! dP 0edQ
P �! P 0

dP ed+1Q �! dPedQ
P �! P 0

dPe1Q �! Q

Les axiomes du d�elai d'ex�ecution sont identiques �a ceux du chien de garde o�u on supprime
l'ensemble H . L'axiome [d e4] disparâ�t �evidemment.

3.1.5 D�elai de terminaison

Le dernier cas particulier de chien de garde est appel�e d�elai de terminaison et est not�e hP idQ.
Cet op�erateur d�e�nit un observateur qui lance l'exception Q si le corps P n'a pas signal�e sa
terminaison avant l'instant d. Dans le cas contraire, hP idQ est termin�e et le signale au même
instant que P .

Nous rappelons (cf. section 2.2.3.1, page 41) qu'un processus peut signaler sa terminaison

au moyen du terme fin
def
= �1 �. La terminaison est donc ici prise au sens de l'ex�ecution de

l'�echappement �1.

Le d�elai de terminaison est donc d�e�ni par hP idQ def
= dPed

f�1g
Q.

Sa s�emantique op�erationnelle est donn�ee par les r�egles suivantes :

actions temps

P a! P 0

hP idQ a! hP 0idQ a 6= �1
P �! P 0

hP id+1Q �! hP 0idQ
P �1! P 0

hP idQ a! P 0
P �! P 0

hP i1Q �! Q

Les axiomes du d�elai de terminaison sont les mêmes que ceux du chien de garde, en prenant
H = f�1g.

3.2 Observateurs actifs

Nous d�ecrivons deux op�erateurs d�e�nissant des observateurs actifs. Le premier impose un carac-
t�ere d'urgence �a un processus lorsqu'il peut ex�ecuter certaines actions. Le second exige qu'un
processus ex�ecute certaines actions dans un d�elai donn�e.
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3.2.1 Op�erateur d'urgence

Soit H un sous-ensemble de A, et P un processus. L'op�erateur d'urgence param�etr�e par H et
appliqu�e �a P est not�e UH(P ). Il se lit \H est urgent dans P". Le processus UH(P ) se comporte
comme P , sauf lorsque celui-ci peut ex�ecuter une action de H ; dans ce cas, il doit ex�ecuter
imm�ediatement une des actions possibles de P (pas n�ecessairement dans H). En d'autres termes,
UH(P ) ne peut pas attendre lorsqu'il peut ex�ecuter une des actions de H . Cet op�erateur a �et�e
propos�e dans U-LOTOS [BL91], o�u il se nomme \as soon as possible".

La s�emantique de UH(P ) est d�ecrite par les deux r�egles suivantes :

actions temps

P a! P 0

UH(P )
a! UH(P

0)
P �! P 0; 8a 2 H; P a6!

UH(P )
�! UH(P

0)

Il est facilement axiomatisable :

[U1] UH(P + Q) � UH(P ) + UH(Q)

[U2] UH(0) � 0

[U3] UH(a P ) � a UH(P )

[U4] UH(b0cP ) � b0cUH(P )
[U5] UH(ba PcQ) � a UH(P ) si a 2 H
[U6] UH(ba PcQ) � ba UH(P )cUH(Q) sia 62 H

On constate facilement que Ufag[H(P ) � Ufag(UH(P )). Donc, si on n'autorise que des param�etres
H �nis, on peut se contenter d'un op�erateur d'urgence param�etr�e par une seule action.

L'op�erateur d'urgence est utile lorsqu'il s'applique �a une composition parall�ele, comme le montre
l'exemple suivant.

Exemple 3.3
Soit deux processus P et Q en parall�ele. Initialement, P peut ex�ecuter l'action a, et Q
l'action b, n'importe quand. On veut de plus que d�es que P et Q ont ex�ecut�e a et b, les deux
processus se synchronisent (par une action de communication r = rP jrQ) avant de continuer
leur ex�ecution. Si on d�e�nit

P
def
= eafrP P 0 et Q

def
= ebfrQQ0

on obtient pour @frP ;rQg(PkQ) le comportement pr�esent�e sur la �gure 3.1 (on suppose que
ni P 0 ni Q0 ne peuvent ex�ecuter rP , rQ ou r). On constate que le rendez-vous n'a pas
n�ecessairement lieu d�es que possible.

Il faut utiliser l'op�erateur d'urgence, en d�eclarant que r est urgent dans le processus global.
On d�e�nit donc le terme Ufrg(@frP ;rQg(PkQ)), pour lequel la synchronisation se produit d�es
que P et Q ont respectivement ex�ecut�e a et b (voir �gure 3.2).

2

3.2.2 Restriction temporelle

Le dernier op�erateur de ce chapitre restreint le comportement d'un processus de telle sorte qu'il
ne puisse progresser au-del�a d'un instant donn�e tant qu'il n'a pas ex�ecut�e certaines actions. Cet
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b

b

a

a
r

�
P 0kQ0�rP rQ

P 0 Q0

P Q

�

�

@frP ;rQg(PkQ)

� �
a b

� �

Figure 3.1 : un rendez-vous non imm�ediat

b

b

a

a
r

P 0kQ0�rP rQ

P 0 Q0

P Q

�

�

� �

a b

Ufrg(@frP ;rQg(PkQ))

� �

Figure 3.2 : un rendez-vous d�es que possible

op�erateur, appel�e restriction temporelle, est param�etr�e par un d�elai d et un ensemble d'actions
H ; appliqu�e �a un terme P , il est not�e P +d

H
. Ce processus se comporte comme P , mais il ne

peut atteindre l'instant d que s'il a ex�ecut�e une des actions de H .

La s�emantique de la restriction temporelle est d�ecrite par les r�egles suivantes :

actions temps

P a! P 0

P +d
H

a! P 0+d
H

a 62 H P a! P 0

P +d
H

a! P 0
a 2 H P �! P 0

P +d+1
H

�! P +d
H

Cet op�erateur s'axiomatise tr�es naturellement :

[+1] (P +Q)+dH � P +dH + Q+dH
[+2] 0+dH � 0

[+3] a P +dH � a P si a 2 H
[+4] a P +dH � a (P +dH) si a 62 H
[+5] (bPcQ)+1

H � P +1

H

[+6] (bPcQ)+d+1H � bP +d+1H c(Q+dH)

3.3 Exemples

Nous pr�esentons quatre exemples d'utilisation des op�erateurs temporels : un protocole de com-
munication, une version am�elior�ee de l'�emetteur de ce protocole, une proc�edure de connexion �a
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un terminal et un contrôleur de passage �a niveau.

3.3.1 Protocole du bit altern�e

Le premier exemple est une version simpli��ee du protocole du bit altern�e, o�u les lignes de com-
munication unidirectionnelles se comportent comme des tampons de taille 1 avec possibilit�e de
perte.

3.3.1.1 Description du protocole

Le syst�eme est compos�e d'un �emetteur E, d'un r�ecepteur R, et de deux lignes L et LL, la
premi�ere transmettant de E vers R, la seconde de R vers E (�gure 3.3).

in

E

el

le

L

LL

lr

rl R

out

Figure 3.3 : composantes du protocole du bit altern�e

Lorsqu'il en re�coit la demande (in), l'�emetteur transmet un message �a la ligne L (action el). S'il
re�coit ensuite un accus�e de r�eception dans un d�elai de, il peut passer au message suivant ; sinon
il r�e�emet le message courant.

Le r�ecepteur attend un message sur la ligne L (action lr). Si ce message n'est pas une duplication
d'un message d�ej�a re�cu, il le transmet imm�ediatement �a l'ext�erieur (out). Dans tous les cas, il
envoie ensuite un accus�e de r�eception (action rl) via la ligne LL.

La ligne L (resp. LL) peut perdre le message (resp. l'accus�e de r�eception) qu'elle transporte
(actions lp et llp), ou le transmettre correctement (actions lr et le) apr�es un d�elai de dl (resp.
dll) unit�es de temps.

A�n que l'�emetteur ne r�e�emette pas inutilement un message dont l'accus�e de r�eception n'a de
toutes fa�cons pas eu le temps d'arriver, on suppose de > dl + dll.

Pour traiter correctement la perte des messages, un bit de contrôle 0 ou 1 est ajout�e aux messages
et accus�es de r�eception. Il reste le même si l'information est dupliqu�ee, et il change lorsqu'elle
correspond �a l'envoi d'un nouveau message ou de son accus�e de r�eception.

3.3.1.2 Mod�elisation en ATP

L'�emetteur. Le d�elai avant r�e�emission est mod�elis�e par un d�elai de commencement : il est
annul�e d�es qu'un accus�e de r�eception arrive, que celui-ci soit celui attendu ou non. Dans le
second cas, le message est r�e�emis et le d�elai est de nouveau arm�e.
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L'�emetteur est d�ecrit par le syst�eme d'�equations suivant.

E0
def
= finE1

E1
def
= fel0

�
(fle0E2 + fle1E1)

de

>E1

�

E2
def
= finE3

E3
def
= fel1

�
(fle0E3 + fle1E0)

de

>E3

�

Le mod�ele de l'�emetteur dans le cas o�u de = 3 est pr�esent�e sur la �gure 3.4.

le1

�

le0

� in el0 � �

inel1

�

�

�

�

le1

��

le0

Figure 3.4 : mod�ele de l'�emetteur

Les lignes. Leurs descriptions sont similaires, elles comportent un op�erateur de retard. Celle
de L est donn�ee par les �equations suivantes :

L0
def
= fel0L1 + fel1L2

L1
def
= elpL0 + (dl)flr0L0

� elpL0
dl

> ( elpL0 + flr0L0)

L2
def
= elpL0 + (dl)flr1L0

� elpL0
dl

> ( elpL0 + flr1L0)

Les �equations pour LL sont :

LL0
def
= frl0LL1 + frl1LL2

LL1
def
= fllpLL0 + (dll)fle0LL0

� e� LL0
dll

> (fllpLL0 + fle0LL0)

LL2
def
= fllpLL0 + (dll)fle1LL0

� fllpLL0
dll

> (fllpLL0 + fle1LL0)

Le mod�ele de L pour dl = 1 est pr�esent�e sur la �gure 3.5.
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� lr1

�

el0

lr0 �

el1

��

lp lp

Figure 3.5 : mod�ele de la ligne L

Le r�ecepteur. Sa description est tr�es simple :

R0
def
= flr0R1 + flr1R3

R1
def
= outR2

R2
def
= frl0R3

R3
def
= flr0R2 + flr1R4

R4
def
= outR5

R5
def
= frl1R6

R6
def
= flr0R1 + flr1R5

Son mod�ele est dessin�e sur la �gure 3.6.

lr0

lr1

�

out

out

lr0

lr1

lr1

rl1

rl0

lr0

�

�

�

�

Figure 3.6 : mod�ele du r�ecepteur

Le protocole complet. Il est constitu�e de la mise en parall�ele des quatre composantes d�ecrites
ci-dessus. La fonction de communication est d�e�nie par :

el0jel0 = el1jel1 = el lr0jlr0 = lr1jlr1 = lr rl0jrl0 = rl1jrl1 = rl le0jle0 = le1jle1 = le

toutes les autres communications �etant impossibles.

On force les communications en encapsulant la mise en parall�ele par l'ensemble

H
def
= fel0; el1; lr0; lr1; rl0; rl1; le0; le1g
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Finalement, on impose que ces communications aient lieu d�es que possible en utilisant l'op�erateur
d'urgence, param�etr�e par

H 0 def= fel; lr; rl; leg
Le protocole complet est alors d�e�ni par

AB
def
= UH0(@H(E0kL0kLL0kR0))

Son mod�ele est pr�esent�e sur la �gure 3.7.

�

lr

out

lr

�

�le

lp

�
lp �

�
el lp

�

rl

llp

llp
�

�

lp

in

el

�

Figure 3.7 : mod�ele du protocole de bit altern�e

3.3.2 Extension pour l'�emetteur

Nous ajoutons une contrainte �a l'�emetteur du protocole du bit altern�e, qui stipule que la phase
de transmission d'un message (entre la demande d'�emission in et la r�eception de l'accus�e de
r�eception correspondant) ne doit pas exc�eder une dur�ee da. dans le cas contraire, on consid�ere que
la connexion est coup�ee ; l'�emetteur entre alors dans une phase de d�econnexion D (non sp�eci��ee).
On suppose da plusieurs fois sup�erieur �a de, pour autoriser plusieurs essais de transmission.

On utilise alors un chien de garde par bit de contrôle. Ils sont activ�es lors d'une demande
d'�emission correspondant �a leurs bits respectifs, et d�esactiv�es sur r�eception de le0, l'autre sur
r�eception de le1. S'ils expirent, le contrôle est transmis �a D.

L'�emetteur ainsi sp�eci��e est d�ecrit en ATP par les �equations suivantes :

E0
def
= fin dE1edafle0gD

E1
def
= fel0

�
(fle0E2 + fle1E1)

de

>E1

�

E2
def
= fin dE3edafle1gD

E3
def
= fel1

�
(fle0E3 + fle1E0)

de

>E3

�

Son mod�ele est quelque peu compliqu�e ; nous le pr�esentons au chapitre 5, sous la forme d'un
graphe temporis�e.
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3.3.3 Proc�edure de connexion �a un terminal

3.3.3.1 Description informelle

Nous consid�erons �a pr�esent une proc�edure P de connexion �a un terminal d'ordinateur sp�eci��ee
de la fa�con suivante.

Initialement, le syst�eme a�che �a l'�ecran un message (action m), et attend une r�eponse de
l'utilisateur. Celle-ci peut être valide (v) ou invalide (i). Si la r�eponse est valide, le syst�eme
entre dans la phase de session S. Si elle est invalide, ou si aucune r�eponse n'est donn�ee dans un
d�elai dr, le syst�eme recommence en a�chant un nouveau message.

On souhaite de plus contrôler la dur�ee totale de la proc�edure. Celle-ci ne doit pas exc�eder dp
unit�es de temps. Si ce d�elai expire, la proc�edure est annul�ee et une phase d'exception E est
lanc�ee.

3.3.3.2 Mod�elisation en ATP

Grâce au chien de garde et au d�elai de commencement, cette sp�eci�cation est d�ecrite tr�es facile-
ment. Le processus P est d�e�ni par deux �equations :

P
def
= dLedp

fvg
E

L
def
= m ((ev S + e{ L) dr

>L)

La �gure 3.8 pr�esente le mod�ele de L dans le cas o�u dr = 3.

m

v
v

v�

�i

i

i

�
S

Figure 3.8 : proc�edure de connexion, mod�ele de L

Pour obtenir le mod�ele de la proc�edure compl�ete P , il faut \d�erouler" celui de L sur la dur�ee
dp et \coller" le mod�ele de E apr�es le dernier �. L'expansion du mod�ele s'arrête au-del�a des
transitions v. On obtient le syst�eme de transitions de la �gure 3.9 dans le cas o�u dr = 2 et
dp = 7.

3.3.3.3 Variante

Une autre possibilit�e est de consid�erer que la proc�edure se termine apr�es que l'utilisateur a donn�e
une r�eponse valide. Le chien de garde devient alors un d�elai de terminaison et le contrôle est
transmis �a S d�es que P est termin�e.
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Figure 3.9 : proc�edure de connexion, mod�ele complet

Cette sp�eci�cation se traduit en ATP par les �equations suivantes.

Pour la proc�edure : P
def
= hLidpE

L
def
= m ((ev fin + e{ L) dr

>L)

Pour le syst�eme complet : SYS
def
= P5S

Le mod�ele de SYS est presque identique �a celui de la �gure 3.9 : une transition � doit être
ajout�ee entre les transitions par v et le mod�ele de S.

3.3.4 Contrôleur de passage �a niveau

Le dernier exemple de ce chapitre est tir�e de [Alu91]. Il s'agit d'un contrôleur de la barri�ere d'un
passage �a niveau. Il communique avec un train et avec la barri�ere. Le comportement de ceux-ci
n'est pas compl�etement d�ecrit, on sp�eci�e uniquement les intervalles minimaux ou maximaux
s�eparant leurs actions.

Le train envoie au contrôleur deux signaux, indiquant respectivement l'approche (at) et la sortie
(st) de la zone du passage �a niveau. Apr�es le signal d'approche, le train met au moins trois unit�es
de temps avant d'entrer dans la zone (action i). Le signal s est envoy�e apr�es la sortie e�ective
(action o). On suppose de plus que moins de six unit�es de temps s'�ecoulent entre at et st.

En ATP, le train est d�ecrit par le processus T suivant :

T
def
= eat (T1+6

fstg
)

T1
def
= (3)e{ eo est T

Son mod�ele est pr�esent�e sur la �gure 3.10.

La barri�ere re�coit du contrôleur deux signaux : descendre (db) et monter (mb). Elle met moins
d'une unit�e de temps pour se baisser ; l'action b correspond �a la �n de l'abaissement. Lorsqu'elle



x3.3 : Exemples 69

i

o

i

o

i

o

�

�

�

�

�

�
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Figure 3.10 : mod�ele du train

re�coit le signal mb, elle met au moins une et au plus deux unit�es de temps pour se relever, en
terminant par l'action h. La description en ATP de la barri�ere est :

B
def
= edb (B1+1

fbg)

B1
def
= eb fmb (B2+2

fhg)

B2
def
= (1)ehB

La �gure 3.11 pr�esente son mod�ele.

�

�

�

db

h

mb
b

Figure 3.11 : mod�ele de la barri�ere

Le contrôleur se comporte de la mani�ere suivante : lorsque le train approche (action ac), il attend
deux unit�es de temps avant d'ordonner �a la barri�ere de descendre (action dc) ; lorsque le train
signale la sortie de la zone (action sc), il envoie �a la barri�ere le signal de mont�ee (action mc) en
moins d'une unit�e de temps. Ce comportement est d�ecrit en ATP par le processus

C
def
= eac (2)dc esc ((fmcC)+1

fmcg
)

dont le mod�ele est pr�esent�e sur la �gure 3.12.

ac

�

�

sc

�
dc�

mc

Figure 3.12 : mod�ele du contrôleur de passage �a niveau

Le syst�eme complet S est constitu�e de la mise en parall�ele des trois composantes T , B et C, o�u
les seules communication possibles entre actions sont :

atjac = a stjsc = s dcjdb = d mcjmb = m
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On force ces communications �a a avoir lieu en encapsulant la mise en parall�ele avec l'ensemble

H
def
= fat; ac; st; sc; dc; db; mc; mbg

On a donc S
def
= @H(TkCkB) Nous ne donnons pas le mod�ele de S. Il est d�ecrit sous la forme

d'un graphe temporis�e au chapitre 5. Nous nous servons �egalement de cet exemple pour illustrer
le model checking symbolique dans le chapitre 6.
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Chapitre 4

Les alg�ebres param�etr�ees par un

domaine temporel

Les op�erateurs d�e�nis dans le chapitre pr�ec�edent permettent de d�ecrire des contraintes tempo-
relles impos�ees aux processus. Ces contraintes sont param�etr�ees par un d�elai, repr�esentant un
nombre d'unit�es de temps (nous rappelons que l'unit�e de temps est not�es Ut). La s�emantique des
op�erateurs a �et�e pr�esent�ee dans le cadre de l'alg�ebre ATP du chapitre 2, et donc sous l'hypoth�ese
que la base de temps Bt (dont la dur�ee correspond �a une transition �) est identique �a Ut. En
d'autres termes, cette s�emantique consid�ere un d�elai d comme repr�esentant une dur�ee dBt.

Lorsqu'on d�ecrit un syst�eme temps r�eel, on �xe une fois pour toutes l'unit�e de temps. Par
contre, la base de temps | qui d�e�nit la pr�ecision des mesures temporelles | d�epend en g�en�eral
de contraintes impos�ees par le mat�eriel sur lequel le syst�eme est impl�ement�e. On exige seulement
que Ut soit un multiple de Bt.

Si on souhaite obtenir le mod�ele d'un syst�eme pour une base de temps particuli�ere, il est n�e-
cessaire de transformer la sp�eci�cation en multipliant toutes les valeurs des d�elais par (Ut=Bt).
Ainsi, ceux-ci sont exprim�es en fonction de la base de temps, et on peut appliquer les r�egles de
s�emantique des op�erateurs.

Cette transformation, si elle peut être e�ectu�ee automatiquement, pr�esente l'inconv�enient de
rendre les descriptions d�ependantes de la base de temps. En d'autres termes, porter un syst�eme
temps r�eel d'une machine vers une autre impose de modi�er le code source avant de le recompiler.

Pour rem�edier �a ce probl�eme, il est souhaitable de disposer d'un formalisme dans lequel
l'expression des processus est ind�ependante de la base de temps, celle-ci devenant un param�etre
de la s�emantique. La premi�ere section de ce chapitre d�ecrit les alg�ebres ATPg, param�etr�ees par

la granularit�e g
def
= Bt=Ut. Leur syntaxe est ind�ependante de la granularit�e.

A�n d'obtenir une description ind�ependante de la base de temps, il faut bien sûr proscrire
l'utilisation du d�elai unitaire, et n'employer que les op�erateurs du chapitre 3.

Par hypoth�ese, g est toujours de la forme 1
n , o�u n est un entier strictement positif. On d�e�nit la

relation d'ordre partiel \plus grossi�ere que" entre granularit�es, not�ee �, par
g � g0 () 9k 2 IN; g = kg0

Si g est plus grossi�ere que g0, on dit aussi que g0 est plus �ne que g.
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Un autre probl�eme important se pose lorsqu'on modi�e la base de temps d'un syst�eme : les
propri�et�es v�eri��ees par P avec la base de temps Bt1 sont-elles vraies avec la base de temps Bt2 ?
La r�eponse est : \en g�en�eral non". Cependant, il existe une certaine classe de propri�et�es, les
propri�et�es de sûret�e [MP89, BFG+91], qui restent vraies lorsqu'on multiplie la base de temps
(donc lorsqu'on passe �a une granularit�e plus grossi�ere). Par exemple, si un syst�eme satisfait une
propri�et�e de sûret�e pour g = 10�6, alors il la satisfait �egalement pour g = 10�4. En cons�equence,
si on v�eri�e une telle propri�et�e relativement �a la base de temps la plus petite possible, on est
certain qu'elle est vraie pour toute granularit�e plus grossi�ere.

Il n'existe cependant pas de plus �ne granularit�e. Nous reconsid�erons le probl�eme en d�e�nissant
le domaine temporel relatif �a la granularit�e g par

Dg
def
= fkg; k 2 INg

La relation � induit un ordre partiel entre les Dg : Dg � Dg0 () g � g0. On a trivialement
Dg � Dg0 () Dg � Dg0. Donc, si Dg � Dg0 , toute propri�et�e de sûret�e satisfaite pour la gra-
nularit�e g0 l'est �egalement pour la granularit�e g. Dans le treillis des parties de IR, la borne
sup�erieure de l'ensemble des Dg est jQ+.

Dans la section 4.2, nous d�e�nissons la s�emantique des alg�ebres ATPD, param�etr�ees par un
domaine temporel D quelconque. Leur syntaxe est identique �a celle des ATPg. Nous montrons
alors que si un processus satisfait une propri�et�e de sûret�e dans ATP jQ

+

, alors il la satisfait dans

toutes les ATPDg . La d�e�nition d'ATPD apparâ�t dans [NSY91].

La derni�ere partie de ce chapitre est consacr�ee �a une �etude comparative de quelques alg�ebres
propos�ees par d'autres auteurs, qu'on peut �egalement trouver dans [NS91]. Nous nous int�eressons
principalement �a l'inuence du choix des op�erateurs et de leur s�emantique sur la classe des
mod�eles (et donc sur l'expressivit�e de l'alg�ebre).

4.1 Les alg�ebres ATPg

4.1.1 Syntaxe

Pour simpli�er l'�etude des alg�ebres, nous ne faisons pas apparâ�tre l'op�erateur de continuation,
dont le traitement ne pose pas de probl�eme particulier.

Un processus d'ATPg ne doit pas comporter de d�elai unitaire, et les op�erateurs temporels doivent
être param�etr�es par des d�elais entiers (repr�esentant des multiples de Ut).

Nous incluons dans les alg�ebres les op�erateurs de chien de garde, d'urgence et de restriction
temporelle.

Comme pour AUP et ATP, la d�e�nition d'ATPg passe par celle d'une alg�ebre g�en�erale Pg. Cette
derni�ere comporte l'op�erateur de d�elai unitaire, et les valeurs des d�elais peuvent être quelconques
parmi D�

g
def
= Dg � f0g. Les �el�ements de Pg sont donc d�e�nis par la syntaxe suivante :

P ::= X j a P j ea P j P + P j bPcP j dPed
H
P j

UH(P ) j P +dH j PkP j @H(P ) j recX � P
o�u X 2 V , a 2 A, d 2 D�

g et H � A.
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La d�e�nition des op�erateurs d�eriv�ees de blocage, de terminaison, de retard, de d�elai de commen-
cement, d'ex�ecution et de terminaison n'est pas modi��ee :

0
def
= @fag(a P ) �

def
= @fag(ea P ) (d)P

def
= d�ed

H
P

P
d

>Q
def
= dPed

A
Q dPedQ def

= dPed
;
Q hP idQ def

= dPed
�1
Q

Les d�e�nitions des variables libres et gard�ees et des termes ferm�es, r�eguliers et bien gard�ees sont
inchang�ees.

L'alg�ebre ATPg est alors la sous-alg�ebre des termes ferm�es, r�eguliers, bien gard�es de Pg, sans
op�erateur de d�elai unitaire, et o�u les valeurs des d�elais sont enti�eres. L'ensemble des termes des
ATPg est donc identique pour toutes les granularit�es.

4.1.2 S�emantique op�erationnelle

A�n de ne pas surcharger la pr�esentation, nous ne d�e�nissons que la s�emantique op�erationnelle
des termes ferm�es. Nous ne nous pr�eoccupons donc pas des transitions par une variable. Celles-ci
sont d�e�nies de la même mani�ere que pour ATP.

Le domaine des relations de transition g! est Pg � A [ f�g � Pg. Une transition par � correspond
au passage du temps d'une dur�ee Bt = gUt.

Les r�egles d'action sont identiques �a celles d'ATP pour tous les op�erateurs. Les r�egles temporelles
ne sont modi��ees que pour le chien de garde, l'urgence et la restriction temporelle.

Les relations g! sont d�e�nies par les r�egles suivantes :

R�egles d'action

a P a
g! P ea P a

g! P

P a
g! P 0

P + Q a
g! P 0

Q a
g! Q0

P + Q a
g! Q0

P a
g! P 0

bPcQ a
g! P 0

P a
g! P 0

dPea
H
Q a

g! dP 0ea
H
Q
a 62 H P a

g! P 0

dPea
H
Q a

g! P 0
a 2 H P a

g! P 0

UH(P )
a
g! UH(P

0)
P a

g! P 0

PkQ a
g! P 0kQ

Q a
g! Q0

PkQ a
g! PkQ0

P a
g! P 0 ; Q b

g! Q0

PkQ ajb
g! P 0kQ0

ajb 6= ?

P a
g! P 0

P +dH a
g! P 0+dH

a 62 H P a
g! P 0

P +dH a
g! P 0

a 2 H P a
g! P 0

@H(P )
a
g! @H(P

0)
a 62 H P [recX � P=X ] a

g! P 0

recX � P a
g! P 0

R�egles temporelles

eaP �
g! eaP

P �
g! P 0; Q �

g! Q0

P + Q �
g! P 0 + Q0 bPcQ �

g! Q

P �
g! P 0

@H(P )
�
g! @H(P

0)
P �

g! P 0; Q �
g! Q0

PkQ �
g! P 0kQ0

P �
g! P 0

dPed
H
Q �

g! dP 0ed�g
H
Q
d > g

P �
g! P 0

dP eg
H
Q �

g! Q

P �
g! P 0; 8a 2 H P a

g6!
UH(P )

�
g! UH(P 0)

P �
g! P 0

P +dH �
g! P 0+d�gH

d > g
P [recX � P=X ] �

g! P 0

recX � P �
g! P 0
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On constate ais�ement que la s�emantique d'ATP1 est identique �a celle d'ATP, en comparant les
r�egles temporelles du chien de garde, de l'urgence et de la restriction temporelles d�e�nies ci-dessus
avec celles donn�ees dans le chapitre pr�ec�edent pour ces op�erateurs.

L'�equivalence forte
g� sur Pg et les mod�eles des processus sont d�e�nis de la même mani�ere que

pour ATP. Il est facile de v�eri�er que l'�equivalence forte est toujours une congruence.

On peut �egalement prouver que pour tout g, la classe des mod�eles d'ATPg est identique �a celle
d'ATP.

�A titre d'exemple, nous pr�esentons sur la �gure 4.1 les mod�eles dans ATP 1

2

de la barri�ere et du

contrôleur de passage �a niveau (cf. section 3.3.4, page 68). Nous rappelons que la barri�ere est
d�e�nie par

B
def
= ebb (B1+2

fdg) B1
def
= ed elb (B2+2

fug) B2
def
= (1)euB

et le contrôleur par
C

def
= eac (1)bc esc (elcC)+1

flcg

�

�

u

u

�
� �

lb
d��

d
d

d

�

�

ac
� � bc

�lc

lc

�
scbb

barri�ere contrôleur

Figure 4.1 : mod�eles dans ATP 1

2

de la barri�ere et du contrôleur

4.1.3 Axiomatisation

Tous les axiomes d'ATP donn�es au chapitre 2 restent valides. Ceux de l'urgence (page 61)
�egalement. Pour le chien de garde, il faut g�en�eraliser les axiomes [d e5] et [d e6] (voir page 56),
en rempla�cant 1 par g :

[d e5] dbPcQeg
H
R � bdPeg

H
RcR

[d e6] dbPcQed+g
H
R � �dPed+g

H
R
�dQed

H
R

Il faut proc�eder de même pour les axiomes [+5] et [+6] de la restriction temporelle (voir page 62) :
[+5] (bPcQ)+gH � P +gH
[+6] (bPcQ)+d+gH � bP +d+gH c(Q+dH)

La proposition 2.5 reste vraie dans ATPg : pour tout processus P d'ATPg , il existe des termes
P1, P2,: : : , Pn d'ATPg, tels que P � P1 et chaque Pi est solution d'une �equation dans une et une
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seule des deux formes suivantes :

Pi �
X
j2Ji

aj Pji ou Pi �
6664X
j2Ji

aj Pji

7775Pki

4.2 Les alg�ebres ATPD

4.2.1 Non pr�eservation des propri�et�es

Nous montrons �a partir d'un exemple qu'en g�en�eral, les propri�et�es des processus ne sont pas
pr�eserv�ees lorsqu'on change de granularit�e.

Soit deux processus P et Q, qui peuvent communiquer via une action a de P et une action b de
Q (ajb = c). Leur description informelle est la suivante :

� P essaie de communiquer avec Q une unit�e de temps apr�es la r�eception d'un message de
l'ext�erieur (action p). S'il n'a pas r�eussi avant une unit�e de temps, il s'arrête. Si la commu-
nication a eu lieu, il s'arrête �egalement

� Q attend un message de l'ext�erieur (action q). S'il ne l'a pas re�cu avant une unit�e de temps, il
s'arrête. Dans le cas contraire, il essaie de communiquer avec P pendant une unit�e de temps,
et s'arrête si ce n'est pas possible. Il s'arrête �egalement apr�es la communication.

En ATPg, la d�e�nition des processus est

P
def
= ep (1) (ea � 1

>�) Q
def
= eq �eb � 1

>�
�

1

>�

Le syst�eme complet est S
def
= @fa;bg(PkQ) La �gure 4.2 pr�esente les mod�eles de P , Q et S dans le

cas o�u g = 1. On constate que la communication est impossible.

�a

�

P Q S

�

�

�

�

�

�

�b

q q

pq

p

�

�

�

p �

Figure 4.2 : communication impossible quand g = 1

Sur la �gure 4.3 sont pr�esent�es les mod�eles des mêmes processus, mais avec g = 1
2 . La commu-

nication est cette fois possible.

La satisfaisabilit�e de la propri�et�e \S peut ex�ecuter l'action c" d�epend donc de la granularit�e
choisie.

Nous d�e�nissons ci-dessous des alg�ebres de processus temporis�es param�etr�ees par un domaine
temporel quelconque. Lorsque le domaine est dense, la s�emantique op�erationnelle ne peut plus
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a�

a �

q �

�

��

�

��

q

p

�

�

p �

�q

��

�

q
�

q

�

c
� �

�

pq q

�

�

�

P Q S
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Figure 4.3 : communication possible quand g = 1
2

être bas�ee sur la notion de transition �, puisque celle-ci repr�esente la plus petite fraction de
temps mesurable.

Nous pr�esentons en premier lieu une d�e�nition formelle des domaines temporels.

4.2.2 Domaine temporel

Un domaine temporel est un mono��de commutatif (D; 0;+) satisfaisant les deux propri�et�es sui-
vantes :

1. pour tous d et d0 dans D, d+ d0 = d si et seulement si d0 = 0 ;

2. le pr�eordre � d�e�ni sur D par

d � d0 () 9d00 : d+ d00 = d0

est un ordre total.

Noter que les Dg ainsi que jQ+ satisfont ces propri�et�es lorsque + et � sont respectivement
l'addition et l'ordre naturel sur les rationnels.

La proposition suivante se d�emontre facilement.

Proposition 4.1

a. 0 est le plus petit �el�ement de D.
b. Pour tous d et d0 dans D, si d � d0 alors l'�el�ement d00 tel que d+ d00 = d0 est unique. On
le note d0 � d.
c. Le seul domaine temporel �ni est f0g.

2

Preuve.
a. 0 �etant l'�el�ement neutre de +, on a donc 0 + d = d pour tout d. Donc, par d�e�nition de
�, 0 � d. Puisque � est un ordre, 0 est donc l'unique plus petit �el�ement de D.

b. Soient d1 et d2 tels que d+ d1 = d0 et d+ d2 = d0. L'ordre �etant total, on peut supposer
de plus d1 � d2. Il existe donc d3 tel que d1 + d3 = d2. On en d�eduit

(d+ d1) + d3 = d+ (d1 + d3) = d+ d2 = d0 = (d+ d1)
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La propri�et�e 1 exig�ee ci-dessus entrâ�ne alors d3 = 0. On en conclut que d1 = d2.

c. Si D est �ni, alors il existe un plus grand �el�ement d0 (l'ordre est total). Soit d quel-
conque dans D. On a alors d0 + d � d0. D'apr�es la d�e�nition de �, il existe alors d0 tel que
d0 + d+ d0 = d0, et donc d+ d0 = 0. D'autre part, on a d � d+ d0 ; comme 0 est le plus petit
�el�ement, on obtient d = 0. D est donc uniquement constitu�e de l'�el�ement 0.

L'ensemble D � f0g est not�e D�. Nous utilisons la notation d < d0 pour d � d0 ^ d 6= d0.

D est dit dense si

(9d; d0 : d < d0) ^ [8d; d0 : (d < d0 ) 9d00 : d < d00 < d0)]

D est dit discret si

8d; d0 : [d < d0 ) 9d00 : (d < d00 ^ 8d000 : d < d000) d00 � d000)]

L'�el�ement d00 est alors appel�e le successeur de d ; il est unique car l'ordre est total. On le note
succ(d).

Remarquer que selon ces d�e�nitions, les Dg sont discrets et jQ+ et IR+ sont denses.

Pour tout �el�ement d de D et tout entier positif n, nous notons nd l'�el�ement d+ : : :+ d| {z }
n fois

.

Pour D 6= f0g, nous supposons �x�e un �el�ement particulier u de D, appel�e unit�e. L'ensemble

fnu; n 2 IN�g est not�e UD. Lorsque D = f0g, on pose UD

def
= ;. Pour les Dg jQ+ et IR+, u est �egal

�a 1, et donc UD �a IN�.

4.2.3 Syntaxe et s�emantique

Comme pour les ATPg, les alg�ebres ATPD sont d�e�nies �a partir d'alg�ebres plus g�en�erales PD.
Nous devons proscrire compl�etement l'emploi du d�elai unitaire qui n'a aucun sens lorsque le
domaine temporel est dense.

Les �el�ements de PD sont d�e�nis par la syntaxe suivante :

P ::= X j a P j ea P j P + P j dPed
H
P j

UH(P ) j P +dH j PkP j @H(P ) j recX � P
o�u X 2 V , a 2 A, d 2 D� et H � A.
La d�e�nition des op�erateurs d�eriv�ees de blocage, de terminaison, de retard, de d�elai de commen-
cement, d'ex�ecution et de terminaison est toujours inchang�ee.

Remarquer que pour toute granularit�e g, PDg � Pg.
De plus, si D � D0, alors PD � PD0.

La sous-alg�ebre ATPD de PD est l'ensemble des termes ferm�es, r�eguliers, bien gard�es de PD, o�u
les valeurs des d�elais sont dans UD. Noter qu'ainsi, si UD = UD0 , alors ATPD et ATPD0 sont
constitu�ees des mêmes termes. Seuls les mod�eles des processus varient en fonction du domaine
temporel. En particulier, ATP jQ

+
, ATPIR+

et les ATPDg sont syntaxiquement identiques.

La d�e�nition de la s�emantique op�erationnelle est inspir�ee des alg�ebres Timed CCS [Wan90,
MT90]. Comme dans la section pr�ec�edente, nous ne nous int�eressons qu'aux termes ferm�es. Le
cas des termes ouverts est trait�e exactement comme pour Pt, au moyen d'�etiquettes X+ et X�.
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Les syst�emes de transitions associ�es aux termes sont �etiquet�es par LD

def
= A [D�. La relation de

transition D! est donc d�e�nie sur PD � LD �PD. Une transition P
d
D! Q signi�e que le processus

P peut laisser passer le temps sur une dur�ee d, en se comportant ensuite comme Q.

Un processus est dit imm�ediat s'il n'a de transition par aucun d ; dans le cas contraire, il est dit
retardable.

Nous exigeons toujours le d�eterminisme du passage du temps. Cette propri�et�e s'exprime ici par

8P; P 0; P 00; 8d : P d
D! P 0 ^ P d

D! P 00 ) P 0 = P 00

De plus, pour que la d�e�nition des transitions temporelles ait un sens, la s�emantique doit être
d�e�nie de telle sorte que

8P; P 0; 8d; d0 > 0 :
�
9P 00 : P d

D! P 00 ^ P 00 d0
D! P 0

�
() P d+d0

D! P 0

Cette propri�et�e est appel�ee continuit�e temporelle dans [Wan90]. Nous pr�ef�erons utiliser le terme
d'additivit�e.

Les r�egles d'action de la s�emantique sont les mêmes que pour Pg (en supprimant celle du d�elai
unitaire). Les r�egles temporelles sont les suivantes :

ea P d
D! ea P

P d
D! P 0; Q d

D! Q0

P+Q d
D! P 0+Q0

P d
D! P 0:P d

D! Q0

PkQ d
D! P 0kQ0

P d
D! P 0

@H(P )
d
D! @H(P

0)

P d
D! P 0

dPed+d0
H

Q d
D! dP 0ed0

H
Q

P d
D! P 0

dPed
H
Q d

D! Q

P d
D! P 0; Q d0

D! Q0

dPed
H
Q d+d0

D! Q0
P [recX � P=X ] d

D! P 0

recX � P d
D! P 0

P d
D! P 0

P +d+d0H

d
D! P 0+d0H

P d
D! P 0; 8a 2 H; [P a

D6! ^ 8d0 < d; (P d0
D! P 00 ) P 00 a

D6! )]

UH(P )
d
D! UH(P

0)

La r�egle de l'op�erateur d'urgence peut parâ�tre compliqu�ee. Elle s'explique de la mani�ere sui-
vante : P n'a pas le droit de laisser passer le temps s'il peut ex�ecuter une des actions de H . En
cons�equence, il ne peut être inactif pendant une dur�ee d que s'il ne peut pas ex�ecuter d'action
de H avant l'instant d.

L'�equivalence forte
D� est �a pr�esent d�e�nie en consid�erant les �el�ements de LD pour les �etiquettes.

Les r�egles de s�emantique �etant dans le format GSOS,
D� est encore une congruence sur PD.

On peut montrer facilement que pour toute granularit�e g, les �equivalences
g� et

Dg� co��ncident sur
les termes de PDg :

8P; P 0 2 PDg : P
g� P 0 () P

Dg� P 0

4.2.4 Propri�et�es de la relation de transition

4.2.4.1 D�eterminisme et additivit�e

On peut ais�ement v�eri�er que la relation de transition d�e�nie par les r�egles ci-dessus satisfait les
deux propri�et�es de d�eterminisme et d'additivit�e.
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Ces deux propri�et�es permettent de relier les syst�emes de transitions associ�es par les s�emantiques
de Pg et PDg �a un terme de PDg de la mani�ere suivante :

8P;Q 2 PDg :

8a : P a
Dg
! Q () P a

g! Q

8k 2 IN� : P kg
Dg
! Q () 9Q1; : : : ; Qk 2 PDg : Qk = Q ^ P �

g! Q1
�
g! : : : �

g! Qk

4.2.4.2 Persistance partielle

Lorsque le domaine temporel est dense, une autre propri�et�e des syst�emes de transitions est que
la possibilit�e d'ex�ecuter une action ne peut pas apparâ�tre et disparâ�tre \instantan�ement" ;
toute action reste possible durant un certain temps (�a moins qu'une autre action soit ex�ecut�ee
imm�ediatement). Donc, si un processus est retardable, toute action est ex�ecutable pendant un
dur�ee non nulle. Cette propri�et�e est appel�ee persistance partielle ; formellement, elle s'�ecrit :

8P; P 0; 8d : P d
D! P 0 ) 9d0 > 0; 8a; 8P 00; 8d00 2]0; d0[; 9P1; P2 : P a

D! P 00 ) P d00
D! P1

a
D! P2

Remarquer que lorsque D est dense, si d0 est strictement plus grand que 0, l'intervalle ]0; d0[
est non vide. Remarquer �egalement que cette propri�et�e est toujours satisfaite dans le cas d'un
domaine temporel discret : il su�t de choisir d0 = succ(0).

Dans le cas g�en�eral, la relation entre P 00 et P2 dans la formule ci-dessus est compliqu�ee. Elle
devient triviale dans le cas des processus s�equentiels d�e�nis de la mani�ere suivante :

D�e�nition 4.1 (processus s�equentiels)
Soit la sous-alg�ebre de PD not�ee Ps

D, d�e�nie par la syntaxe

P ::= X j a P j ea P j P + P j P
d

>P j UH(P ) j @H(P ) j recX � P
o�u X 2 V , a 2 A, d 2 D et H � A.
L'alg�ebre ASTPD est la sous-alg�ebre de Ps

D, constitu�ee des termes ferm�es, bien gard�es, sans
r�ecursion �a travers l'encapsulation, et dont les valeurs des d�elais appartiennent �a UD.

2

La propri�et�e de persistance partielle pour Ps
D
s'exprime alors de la mani�ere suivante :

8P; P 0; 8d : P d
D! P 0 )

�
9d0 > 0; 8a; 8P 00; 8d00 2]0; d0[; 9P1 : P a

D! P 00 ) P d00
D! P1

a
D! P 00

�
En d'autres termes, si P est retardable et s'il peut ex�ecuter l'action a, alors il existe une dur�ee
non nulle pendant laquelle a est possible, le comportement ult�erieur �etant le même quel que soit
l'instant d'ex�ecution de a.

Dans le cas d'ASTPD, on peut montrer que tout processus retardable l'est pendant une dur�ee
au moins �egale �a l'unit�e u, le comportement ult�erieur �etant dans ASTPD :

8P 2 ASTPD; 8d 2 D; 8P 0 2 Ps
D : P d

D! P 0 ) 9P1 2 ASTPD : P u
D! P1

De plus, tout processus retardable d'ASTPD peut ex�ecuter ses actions initiales jusqu'�a tout
instant strictement inf�erieur �a u. En utilisant la propri�et�e pr�ec�edente, ceci s'exprime formellement
par :

8P; P 0 2 ASTPD :

P u
D! P 0 )

�
8a; 8P 00 2 ASTPD; P

a
D! P 00 ) 8d0 2]0; u[; 9P1 2 Ps

D
: P d0

D! P1
a
D! P 00

�
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4.2.4.3 Pr�eservation des propri�et�es de sûret�e

Informellement, une propri�et�e de sûret�e a�rme que quelque chose de \mauvais" ne survient
jamais au cours de l'ex�ecution d'un programme.

Dans [MP89, AL88], ces propri�et�es sont d�e�nies relativement �a une s�emantique de programmes
d�e�nissant les mod�eles comme des ensembles de traces (s�emantique lin�eaire). Une propri�et�e de
sûret�e est alors un ensemble ferm�e (dans la topologie de Cantor) de s�equences in�nies d'�etats.

Cette d�e�nition est �etendue dans [BFG+91], en particulier au cas o�u la s�emantique des pro-
grammes est associ�ee �a une �equivalence de bisimulation, comme l'�equivalence forte (s�emantique
arborescente). Les mod�eles sont alors des syst�emes de transitions �etiquet�ees. La d�e�nition topo-
logique des propri�et�es est relative �a un pr�eordre << sur les arbres d'ex�ecution.

Dans le cas qui nous int�eresse, << est le pr�eordre de simulation forte (ou relation d'implantation
sûre [Rod88]), not�e v, d�e�ni entre les mod�eles des termes de PD et PD0 (avec LD � LD0) par :

P v P 0 () 8` 2 LD; 8P1 2 PD : P `
D! P1 ) 9P 01 2 PD0 : P

0 `
D0
! P 01 ^ P1 v P 01

La d�e�nition des propri�et�es de sûret�e est telle que si P v P 0, alors toute propri�et�e de sûret�e
satisfaite par P 0 l'est �egalement par P .

La proposition suivante se d�emontre facilement �a partir des r�egles de s�emantique des PD.

Proposition 4.2

Si D et D0 sont deux domaines temporels tels que D � D0, on sait que PD � PD0 et LD � LD0 .
On a alors, pour tous termes P et P 0 de PD, pour toute �etiquette ` de LD,

P `
D! P 0 ) P `

D0
! P 0

2

Les mod�eles de P dans la s�emantique de PD et dans celle de PD0 sont donc en relation par le
pr�eordre de simulation forte. En cons�equence, toute propri�et�e de sûret�e satisfaite par P dans
PD0 l'est �egalement dans PD.

En particulier, on peut conclure que si un processus P d'ATP jQ
+

satisfait une propri�et�e de sûret�e,

alors celle-ci reste vraie pour le mod�ele de P dans tous les ATPDg . Il su�t donc de d�emontrer
une propri�et�e de sûret�e dans le cadre du domaine temporel jQ+ pour qu'elle soit prouv�ee pour
toute granularit�e.

4.2.5 Axiomatisation des processus s�equentiels

Lorsque le domaine temporel est discret, l'axiomatisation d'ATPD est similaire �a celle des ATPg,
car on peut r�eintroduire le d�elai unitaire, qui expire �a l'instant succ(0).

Dans le cas g�en�eral, certains des axiomes des ATPg concernant les op�erateurs de composition
parall�ele, de chien de garde et de restriction temporelle restent �egalement valides (en les adaptant
�a ATPD). Par exemple, on a toujours (a P )kQ � a (PkQ) et da Ped

H
Q � a dPed

H
Q si a 62 H. Par

contre, tous les axiomes faisant intervenir le d�elai unitaire n'ont plus de raison d'être ; de plus,
on ne peut pas leur substituer des axiomes mettant en jeu le d�elai de commencement.

En particulier, si le domaine temporel est dense, il est impossible d'obtenir un th�eor�eme
d'expansion pour la composition parall�ele, le chien de garde g�en�eral ou la restriction tempo-
relle, c'est-�a-dire de trouver un terme s�equentiel �equivalent �a un processus o�u apparaissent ces
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op�erateurs. Pour ce faire, il est n�ecessaire d'�etendre l'alg�ebre en autorisant des d�elais param�etr�es
par des variables temporelles libres. Celles-ci sont li�ees par l'op�erateur de pr�e�xage : la valeur
du d�elai d�epend de l'instant d'ex�ecution de l'action du pr�e�xage. Cette id�ee a �et�e d�evelopp�ee
par Wang [Wan91] (voir x 4.3.2.2). On obtient alors des th�eor�emes d'expansion relativement
complexes pour la composition parall�ele et le chien de garde, mais ce n'est toujours pas possible
pour la restriction temporelle.

Nous n'envisageons donc pas d'axiomatiser les alg�ebres ATPD. Nous nous restreignons aux
processus d'ASTPD, pour lesquels l'ensemble (non n�ecessairement minimal) d'axiomes suivant
est complet.

[+d1] P +Q � Q+ P

[+d2] P + (Q+ R) � (P + Q) + R

[+d3] P + P � P

[+d4] P + � � P

[+d5] 0 + a P � a P

[+d6] 0 + ea P � a P

[+d7] 0 + P
d

>Q � 0 + P

[+d8] P1
d

>Q1 + P2
d

>Q2 � (P1 + P2)
d

> (Q1 +Q2)

[>d1] 0
d

>Q � 0

[>d2] �
d

>� � �

[>d3] ea P d

> eaP � eaP
[>d4] (P

d

>Q)
d0

>R � P
d0

>R si d � d0

[>d5] (P
d

>Q)
d0

>R � P
d

>Q
d0�d
> R si d < d0

[Ud1] UH(P + Q) � UH(P ) + UH(Q)

[Ud2] UH(0) � 0

[Ud3] UH(a P ) � a UH(P )

[Ud4] UH(eaP ) � ea UH(P ) si a 62 H
[Ud5] UH(eaP ) � a UH(P ) si a 2 H
[Ud6] UH(P

d

>Q) � UH(P )
d

> UH(Q)

[@d1] @H(P +Q) � @H(P ) + @H(Q)

[@d2] @H(0) � 0

[@d3] @H(a P ) � a @H(P ) si a 62 H
[@d4] @H(a P ) � 0 si a 2 H
[@d5] @H(ea P ) � ea@H(P ) si a 62 H
[@d6] @H(ea P ) � � si a 2 H
[@d7] @H(P

d

>Q) � @H(P )
d

>@H(Q)

[recd1] recX � P � P [recX � P=X ]

[recd2] si P [Q=X ] � Q alors recX � P � Q

�A l'aide de ces axiomes, on peut d�e�nir une forme canonique des processus d'ASTPD :
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Proposition 4.3 (forme canonique pour ASTPD)
Pour tout P , il existe P1,: : : , Pn dans ASTPD, tels que P � P1, et chaque P1 est solution
d'une �equation dans une des trois formes suivantes :

[1] Pi �
X
j2Ji

ai Pji

[2] Pi �
X
j2Ji

eai Pji
[3] Pi �

X
j2Ji

eai Pji di

>Pki o�u di = niu

Comme pour ATP, si Ji est vide, on obtient 0 dans le cas [1], � dans le cas [2], et �
di

>Pki
dans le cas [3].

2

La forme de l'�equation de Pi n'est pas n�ecessairement unique. En particulier, �a toute �equation
de la forme [2] correspond une �equation de la forme [3] :

si Pi �
X
j2Ji

eai Pji alors Pi �
X
j2Ji

eai Pji di

>Pi quel que soit di

De même, si

Pi �
X
j2Ji

eai Pji di

>Pk et Pk �
X
j2Ji

eai Pji dk

>Pl o�u di = niu et dk = nku

alors on peut r�e�ecrire l'�equation de Pi en

Pi �
X
j2Ji

eai Pji
d0
i

>Pl o�u d0i = (ni + nk)u

On peut d�e�nir une forme canonique \minimale" en imposant que [2] soit pr�ef�er�ee �a [3], et que
dans [3], la valeur du d�elai soit la plus grande possible.

4.3 �Etude d'autres alg�ebres

Nous terminons ce chapitre par une comparaison d'ATPD avec plusieurs alg�ebres de processus
temporis�es, en nous concentrant principalement sur l'inuence des choix de la s�emantique sur la
structure des mod�eles.

Nous ne pr�etendons pas mener une �etude exhaustive de l'ensemble des recherches en cours dans
ce domaine. Nous avons s�electionn�e un ensemble d'alg�ebres dont les caract�eristiques re�etent les
divers choix syntaxiques et s�emantiques possibles. Ces alg�ebres sont, par ordre alphab�etique :

� ACP� (Real Time ACP) de J. C. M. Baeten et J. A. Bergstra [BB90], dont une forme restreinte
est �etudi�ee en d�etail dans [Klu91].

� TCSP (Timed CSP) de G. M. Reed et A. W. Roscoe [RR88, DS89], dont une s�emantique
op�erationnelle est d�ecrite dans [Sch91].

� TeCCS (Timed CCS) de F. Moller et C. Tofts [MT90] ; les auteurs utilisent l'abr�eviation
TCCS.

� TiCCS (Temporal CCS) de Wang Yi [Wan90], �etendue dans [Wan91] pour obtenir une th�eo-
r�eme d'expansion de la composition parall�ele. L'auteur utilise �egalement l'abr�eviation TCCS.
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� TPCCS (Timed Probabilistic CCS) de H. Hansson et B. Jonsson [HJ90, Han91]. Cette
alg�ebre comporte �egalement des �el�ements permettant de traiter les probabilit�es d'ex�ecution
des actions. Nous ne nous int�eressons ici qu'aux aspects temporels, qui sont orthogonaux aux
aspects probabilistes.

� TPL (Temporal Process Language) de M. Hennessy et T. Regan [HR90]. L'alg�ebre est enrichie
dans [HR91] au moyen du d�elai unitaire d'ATP.

� U-LOTOS (Urgent LOTOS) de T. Bolognesi et F. Lucidi [BL91].

Le formalisme utilis�e pour la d�e�nition de la s�emantique varie suivant l'alg�ebre. Il est cependant
possible de se ramener au cadre uni��e de la s�emantique des ATPD, ce que nous faisons dans cette
�etude.

4.3.1 Le domaine temporel

La syntaxe de TPCCS et de TPL impose, comme celle d'ATP, l'utilisation d'un domaine discret
(les naturels).

Les alg�ebres TeCCS, TiCCS et U-LOTOS sont d�e�nies relativement �a un domaine temporel
quelconque. Le formalisme de description de la s�emantique est similaire �a celui d'ATPD (l'id�ee
originale apparâ�t simultan�ement dans [MT90] et [Wan90] ; la propri�et�e d'additivit�e est mise en
�evidence par Wang). Moller et Tofts proposent une axiomatisation dans le cas discret, et Wang
dans le cas dense, en faisant varier les d�elais en fonction de l'instant d'ex�ecution des actions.

Finalement, les alg�ebres TCSP et ACP� sont d�e�nies explicitement sur un domaine temporel
dense (les r�eels ou les rationnels), mais elles peuvent sans probl�eme être adapt�ees �a un domaine
discret. Seuls quelques axiomes sont pr�esent�es pour TCSP. En revanche, on trouve une axiomati
{sation compl�ete d'ACP�, y compris des axiomes d'�elimination de la composition parall�ele,
dans [Klu91]

Toutes les alg�ebres sauf TCSP adoptent implicitement les principes d'extension d'une alg�ebre non
temporis�ee pr�esent�es au chapitre 2 (voir section 2.1, page 36). Dans TCSP un d�elai minimal �
est impos�e apr�es l'ex�ecution de chaque action, et pour \d�erouler" une r�ecursion. Avec la syntaxe
d'ATP, cela revient �a �ecrire :

ea P a! (�)P et recX � P � (�)[recX � P=X ]

Les axiomes de CSP ne sont donc plus valides dans TCSP. Dans [Sch91], S. Schneider explique
que ce d�elai minimal est n�ecessaire pour d�e�nir correctement la s�emantique d�enotationnelle
pr�esent�ee dans [DS89], mais qu'on peut le n�egliger si les mod�eles sont des syst�emes de transitions
�etiquet�ees.

En fait, l'introduction de � revient �a consid�erer que les actions prennent un temps minimal
�. Deux occurrences d'actions d'un processus s�equentiel sont donc distantes temporellement
d'au moins �, alors que deux actions de deux processus en parall�ele peuvent être arbitrairement
rapproch�ees dans le temps. Par cons�equent, il n'y a pas de th�eor�eme d'expansion dans TCSP
(même si le domaine temporel est discret). En d'autres termes, il n'est pas possible d'utiliser
l'op�erateur de composition parall�ele pour d�ecrire un processus constitu�e d'entit�es plus ou moins
ind�ependantes, mais destin�e �a être ex�ecut�e s�equentiellement. Les adeptes de cette philosophie
parlent de parall�elisme r�eel : deux termes mis en parall�ele dans la sp�eci�cation doivent être
ex�ecut�es sur deux processeurs distincts.
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4.3.2 Choix des op�erateurs

L'alg�ebre ACP� est une extension d'ACP. TCSP est une extension de CSP [Hoa78]. TeCCS,
TiCCS, TPCCS et TPL �etendent l'alg�ebre CCS. En�n, U-LOTOS est bas�ee sur un sous-ensemble
du langage LOTOS [ISO88b], et est d�e�nie de mani�ere �a transposer dans un cadre alg�ebrique les
r�eseaux de Petri �a transitions temporis�ees [MF76].

4.3.2.1 Caract�eristiques de l'alg�ebre d'origine

Les op�erateurs non temporels d�ependent bien entendu de l'alg�ebre choisie initialement :

� TCSP et ACP� poss�edent un op�erateur de composition s�equentielle, tandis que le pr�e�xage
est adopt�e dans les autres alg�ebres.

� La terminaison et le blocage sont deux op�erateurs di��erents de CSP, qui le restent dans TCSP.

CCS et LOTOS utilisent un seul op�erateur (respectivement Nil et STOP) pour les deux
fonctionnalit�es. L'introduction du temps permet d'op�erer la distinction (voir page 41), ce qui
n'est pas fait dans toutes les alg�ebres (voir ci-dessous).

ACP ne poss�ede initialement que le blocage �. Certaines s�emantiques emploient la terminaison
� (cf. remarque 1.2, page 32), mais il est possible de s'en passer ; il n'est pas pris en compte
dans ACP�.

� Dans TCSP sont pr�esents le choix interne et le choix externe de CSP. Le choix interne est
r�esolu imm�ediatement par l'ex�ecution d'une action interne � ; le choix externe n'est r�esolu
que lors de l'ex�ecution d'une action visible.

Les autres alg�ebres ne comportent qu'un �equivalent du choix externe, qui est �egalement r�esolu
si une action interne est ex�ecut�ee (comme dans AUP). Nous ne consid�erons pas ici le choix
interne, sur lequel l'introduction du temps n'a pas d'inuence.

� L'op�erateur de composition parall�ele est celui de CCS pour TeCCS, TiCCS, TPCCS et TPL :
une communication n'a lieu qu'entre une action a et son \compl�ementaire" a, r�esultant en
une action interne � .

Dans ACP�, la composition parall�ele est celle d'ACP, comme dans ATP ; il est possible de
simuler la composition parall�ele de CCS : on pose aja = � pour tout a.

Finalement, TCSP et U-LOTOS emploient la composition parall�ele de CSP : l'op�erateur est
param�etr�e par un ensemble d'actions sur lesquelles les deux processus P et Q doivent se
synchroniser ; si a est dans cet ensemble, P et Q ne peuvent ex�ecuter a que simultan�ement,
l'action r�esultante �etant a. Ce mode de synchronisation n'est pas simulable directement par la
composition parall�ele d'ACP, car il faudrait supprimer la possibilit�e d'�evolution ind�ependante
des deux processus par l'action a, sans toutefois interdire son ex�ecution par communication.
On peut contourner le probl�eme en renommant les actions a de P et Q en aP et aQ, et en
posant aP jaQ = a.

4.3.2.2 Op�erateurs additionnels

Du point de vue de la m�ethode d'introduction du passage du temps, on peut classer les alg�ebres
dans trois cat�egories :
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� L'op�erateur de retard est primitif dans TCSP, TiCCS, TPL, TeCCS et U-LOTOS, avec des
syntaxes vari�ees.

� TPCCS et TPL comportent le d�elai unitaire d'ATP comme op�erateur de base. Remarquer
que le retard n'est donc pas n�ecessaire dans TPL en tant qu'op�erateur primitif.

� L'approche la plus di��erente des autres est celle choisie dans ACP�. �A chaque occurrence
d'action d'un processus est attach�ee une �etiquette temporelle absolue ou relative : a(3) signi�e
que l'action a peut être ex�ecut�ee exactement trois unit�es de temps apr�es le d�ebut de l'ex�ecution
du processus (instant 0) ; a[3] signi�e que a peut être ex�ecut�ee exactement trois unit�es de
temps apr�es l'instant o�u a devient \possible". Ainsi, le processus a(3) � b(5) ex�ecute a �a
l'instant 3 et b �a l'instant 5, tandis que a[3] � b[5] ex�ecute a �a l'instant 3 et b �a l'instant 8.
Il est possible, mais d�econseill�e de m�elanger les deux types d'�etiquettes dans un terme. La
th�eorie est essentiellement d�evelopp�ee en consid�erant des instants absolus.

Une �etiquette temporelle est �egalement associ�ee au blocage : �(4) repr�esente un blocage �a
l'instant 4.

Pour mod�eliser un intervalle possible d'ex�ecution d'une action, un op�erateur d'int�egration
est introduit :

R
v2]3;7] a(v) peut ex�ecuter a �a tout moment entre les instants 3 (exclu) et 7

(inclus). Dans [BB90], l'int�egration est tr�es g�en�erale : on peut �ecrire
R
v2V P o�u V est un sous-

ensemble quelconque de IR+ et P un processus quelconque. En revanche, pour obtenir une
axiomatisation compl�ete, et donc pour rendre la th�eorie d�ecidable, Klusener [Klu91] restreint
son utilisation �a des expressions

R
v2I a(v), o�u I est un intervalle. v est appel�ee une variable

temporelle ; elle est li�ee par l'int�egration.

Les bornes des intervalles peuvent faire intervenir d'autres variables temporelles pr�ec�e-
demment li�ees : dans le terme

R
v2[3;5] a(v) �

R
w2[v+1;v+2] b(w), b est ex�ecut�ee entre 1 et 2

unit�es de temps apr�es a qui, elle est ex�ecut�ee entre les instants 3 et 5.

Dans TiCCS, Wang utilise une approche qu'on peut comparer �a l'int�egration, mais moins
g�en�erale, et uniquement destin�ee �a l'obtention d'un th�eor�eme d'expansion. Le pr�e�xage
est not�e a@v P , o�u v est une variable temporelle. Un tel terme correspond dans ACP� �aR
v2[0;1] a[v] � P . Les param�etres des retards peuvent comporter des variables temporelles
li�ees par un pr�e�xage : dans le terme a@v �(2 + v) P , si a est ex�ecut�ee �a l'instant 4, alors un
retard de dur�ee 6 est introduit avant l'ex�ecution de P (le retard (d) de TeCCS et d'ATP est
not�e �(d) dans TiCCS).

Concernant l'urgence des actions, on peut distinguer deux cat�egories :

� Dans TiCCS, TPCCS et TPL et TCSP, les actions visibles sont toujours retardables ; le
pr�e�xage correspond dans ATP �a eaP . En revanche, les action internes � sont imm�ediates,
correspondant dans ATP �a un pr�e�xage � P .

� Dans TeCCS, ACP� et U-LOTOS, toutes les actions peuvent être imm�ediates ou retardables,
la syntaxe di��erant selon l'alg�ebre :

{ Moller et Tofts adoptent le pr�e�xage imm�ediat comme op�erateur de base de TeCCS. Il
est possible de rendre retardable l'ex�ecution des actions en utilisant l'op�erateur de d�elai
arbitraire � : Le terme ea P d'ATP s'�ecrit � a P .

{ Comme nous l'avons d�ej�a vu, dans ACP� l'action a est ex�ecut�ee imm�ediatement dans
a[0], et n'importe quand dans

R
v2[0;1] a[v].
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{ �A l'inverse de Moller et Tofts, Bolognesi et Lucidi consid�erent le pr�e�xage retardable
comme primitif dans U-LOTOS. L'urgence des actions est exprim�ee au moyen de
l'op�erateur asap (as soon as possible) qui a fourni l'id�ee de l'op�erateur d'urgence d'ATP.

Les alg�ebres permettant d'exprimer l'urgence des actions (TeCCS, U-LOTOS, ACP�) comportent
toutes un op�erateur primitif ou d�eriv�e de blocage, correspondant au 0 d'ATP. TCSP n'autorise
pas l'urgence des actions visibles, mais le blocage �etant pr�esent dans CSP, il le reste dans TCSP.
Dans TPL, TiCCS et TPCCS, un blocage ne peut jamais survenir ; en e�et, les actions visibles
sont toujours retardables, donc une encapsulation (qui ne s'applique pas aux actions internes)
ne peut pas bloquer un processus.

Pour le choix non d�eterministe, il est possible d'adopter un choix fort ou un choix faible. Le
premier correspond �a celui d'ATP. Pour le second, not�e�, il faut ajouter des r�egles de s�emantique
qui s'expriment dans ATP par :

P �! P 0; Q �6!
P �Q �! P 0

et
Q �! Q0; P �6!
P � Q �! Q0

� Le choix fort est retenu dans U-LOTOS, TPL, TCSP, TPCCS et TiCCS.

� Les deux op�erateurs sont pr�esents dans TeCCS. Le choix faible est n�ecessaire pour supprimer
la possibilit�e d'ex�ecution d'une action en laissant le temps passer. En revanche, il est possible
de se d�ebarrasser du choix fort, mais pas de l'exprimer comme op�erateur d�eriv�e.

� Dans ACP�, il est naturel d'utiliser le choix faible. En e�et, pour d�ecrire un processus qui
peut ex�ecuter a �a l'instant 2, ou b �a l'instant 7, il faut �ecrire a(2)� b(7). Si le choix �etait
fort, b ne pourrait jamais être ex�ecut�e.

4.3.3 Propri�et�es des mod�eles

Nous �etudions �a pr�esent les cons�equences des choix s�emantiques des di��erentes alg�ebres sur la
classe des syst�emes de transitions. Plus cette classe est grande, plus l'alg�ebre est expressive.

4.3.3.1 D�eterminisme et additivit�e

Toutes les s�emantiques propos�ees assurent le d�eterminisme et l'additivit�e des transitions tempo-
relles. L'additivit�e est implicite dans TPCCS et TPL, o�u le formalisme utilis�e pour la relation
de transition est similaire �a celui d'ATP (transitions �).

4.3.3.2 Blocage

Les alg�ebres sans op�erateur de blocage (primitif ou d�eriv�e) produisent bien entendu des mod�eles
sans �etat puits. C'est le cas de TiCCS, TPL et TPCCS. Il n'est alors pas possible de d�etecter
une impossibilit�e de communication, puisque celle-ci se traduit par une terminaison normale.

Inversement, la possibilit�e de blocage entrâ�ne l'existence d'�etats o�u le temps ne peut pas passer
dans les mod�eles de TCSP, ACP�, U-LOTOS et TeCCS, comme dans ceux d'ATP.
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4.3.3.3 Urgence

Une propri�et�e importante des mod�eles de TPCCS, TCSP, TiCCS et TPL est l'impossibilit�e de
sp�eci�er l'urgence des actions autre qu'internes. Tout �etat comportant une transition par une
action visible poss�ede forc�ement une transition temporelle. Il est donc impossible de d�ecrire un
syst�eme qui doit ex�ecuter des actions ; on ne peut que sp�eci�er que ces actions peuvent avoir
lieu. En d'autres termes, un processus a toujours la possibilit�e de ne rien faire du tout (du moins
rien de visible). Ce mode de fonctionnement surprenant semble en contradiction avec le principe
fondamental des syst�emes temps r�eel, qui doivent en g�en�eral r�eagir le plus rapidement possible
aux stimuli externes.

De même que pour ATP, l'urgence des comportements est sp�eci�able dans les alg�ebres ACP�,
TeCCS et U-LOTOS (�a l'aide de l'op�erateur asap dans le dernier cas).

4.3.3.4 Persistance

La propri�et�e de persistance stipule que le passage du temps ne peut pas supprimer la possibilit�e
d'ex�ecuter une action. Formellement, elle s'exprime par

8P; P 0; P1; 8a 8d : P a! P 0 ^ P d! P1 ) 9P 01 : P1 a! P 01

Si une alg�ebre ne comporte ni choix faible, ni op�erateur de chien de garde de quelque nature
qu'il soit, alors tous les mod�eles poss�edent la propri�et�e de persistance. C'est le cas pour TCSP,
TiCCS et U-LOTOS.

Cette propri�et�e semble être une exigence trop forte dans le cadre des syst�emes temps r�eel, o�u le
temps est justement utilis�e comme un param�etre servant �a contrôler la possibilit�e d'ex�ecution des
actions. La persistance n'est pas pr�esente dans les mod�eles de TPCCS, TPL, TeCCS ou ACP�.

La propri�et�e de persistance partielle (voir x 4.2.4.2) est assur�ee dans TPL et TPCCS, puisque le
domaine temporel est discret. Elle le serait �egalement en modi�ant ces alg�ebres pour autoriser
un domaine dense, comme cela est fait entre ATP et ATPD.

En revanche, la pr�esence conjointe du choix faible et des actions imm�ediates dans ACP� et TeCCS
ne garantit pas la persistance partielle :

� Dans TeCCS, le processus (2)a P � (3)bQ ne peut rien faire avant l'instant 2, ni entre les
instants 2 et 3 ; il ne peut qu'ex�ecuter a ou b, respectivement aux instants 2 et 3 exactement.

� Le terme de ACP� ayant le même comportement s'�ecrit a(2) � P + b(3) � Q.
La pr�esence ou l'absence de persistance partielle ne sont pas tr�es importantes si on consid�ere
l'expressivit�e ou le r�ealisme des descriptions. En e�et, les syst�emes sont destin�es �a être ex�ecut�es
sur des machines pour lesquelles la mesure du temps est n�ecessairement discr�ete. L'autorisation
ponctuelle d'ex�ecuter une action se traduit alors par une possibilit�e d'ex�ecution pendant une
dur�ee �egale �a la base de temps.

4.3.3.5 Syst�emes bien temporis�es

Comme pour ATPD, les processus de toutes les alg�ebres sauf TCSP ne sont pas n�ecessairement
fortement bien temporis�es (voir section 2.5, page 51). Ceux de TCSP le sont, si on ne consid�ere
que les termes r�eguliers (sans r�ecursion �a travers la composition parall�ele). Cela est garanti par
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l'introduction du d�elai minimal � entre deux occurrences d'actions dans un terme s�equentiel.
En fait, dans un syst�eme comportant n processus en parall�ele, le nombre maximal d'actions
ex�ecut�ees dans un temps d est nd

� .

Dans TPL, TiCCS et TPCCS, puisque les actions visibles sont toujours retardables, tout proces-
sus sans boucle d'actions internes est n�ecessairement bien temporis�e (�a variabilit�e �nie) : il est
toujours possible d'atteindre un �etat �a partir duquel le temps peut passer. Cette quasi-certitude
d'être bien temporis�e est acquise aux d�epens de la possibilit�e d'exprimer l'urgence, ce qui nous
parâ�t plus important dans le cadre des syst�emes temps r�eel, d'autant plus qu'il est toujours
possible de v�eri�er la variabilit�e �nie d'un processus (voir sections 2.5 et 6.4.4).

4.3.4 Conclusion

Du point de vue du pouvoir d'expression, l'alg�ebre TeCCS est certainement celle qui se rapproche
le plus d'ATPD.

Les alg�ebres TPL et TPCCS sont tr�es comparables en ce qui concerne les aspects temporels :
elles n'o�rent pas la possibilit�e d'exprimer l'urgence, mais la persistance des actions n'est pas
exig�ee.

U-LOTOS permet l'expression de l'urgence, mais pas la persistance. Son int�erêt r�eside principa-
lement dans l'introduction de l'op�erateur asap, qui est d'une grande utilit�e (cf. x 3.2.1).
TiCCS et TCSP imposent la persistance des actions et n'o�rent pas l'urgence. TiCCS pr�esente
l'int�erêt d'o�rir un th�eor�eme d'expansion de la composition parall�ele, grâce aux variables tempo-
relles li�ees aux actions. Il n'est cependant pas �evident que la m�ethode employ�ee soit adaptable
�a d'autres op�erateurs et dans une alg�ebre o�u la persistance n'est pas requise. Nous consid�erons
que l'inconv�enient essentiel de TCSP est l'exigence du d�elai minimal entre les actions, qui peut
être supprim�ee sans probl�eme si on en donne une s�emantique op�erationnelle.

En�n, ACP� poss�ede un grand pouvoir d'expression, en particulier lorsque l'int�egration est uti-
lis�ee dans toute sa g�en�eralit�e. Cependant, même dans les cas particuliers, la s�emantique est
d'une grande complexit�e et le nombre d'axiomes et d'op�erateurs interm�ediaires n�ecessaires est
impressionnant (voir [Klu91]). De plus, la th�eorie est essentiellement pr�esent�ee en utilisant un
temps absolu pour �etiqueter les actions ; les d�eveloppements semblent encore plus complexes si
on consid�ere le temps relatif. Celui-ci est pourtant plus agr�eable �a manipuler, surtout pour des
processus dont le comportement est in�ni.
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Partie II

V�eri�cation
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Chapitre 5

Les graphes temporis�es

Nous avons d�e�ni dans le chapitre pr�ec�edent les alg�ebres ATPD, dont la syntaxe est identique
quel que soit le domaine temporel, celui-ci param�etrant la s�emantique. Le comportement d'un
processus est d�ecrit par son syst�eme de transitions, qui n'est autre qu'un mod�ele d'ex�ecution du
processus. Les transitions repr�esentent, soit les actions ex�ecutables et leurs cons�equences sur le
comportement, soit l'e�et du passage du temps.

Lorsqu'on implante un syst�eme, le choix de la granularit�e g permet d'obtenir un mod�ele �ni,
ayant la structure des syst�emes de transitions d�e�nis par la s�emantique des ATPg. On peut
consid�erer ce mod�ele comme une forme de code ex�ecutable par la machine (un automate).

Le probl�eme essentiel li�e �a cet automate est sa taille, qui peut être tr�es grande pour un syst�eme
r�eel, et ce pour deux raisons :

� Le nombre d'�etats du mod�ele de la composition parall�ele de deux processus est de l'ordre
du produit des nombres d'�etats des mod�eles de chacune des composantes. Cette explosion
combinatoire n'est pas li�ee �a l'introduction du temps, elle existe aussi pour les syst�emes non
temporis�es. En fait, les transitions temporelles ont même tendance �a r�eduire l'explosion,
puisque elles imposent une synchronisation globale de l'ensemble des composantes, r�eduisant
ainsi le degr�e d'asynchronisme.

� La seconde raison est par contre intrins�eque aux syst�emes temporis�es : chaque chien de garde
introduit dans une description provoque une explosion locale du nombre d'�etats (limit�ee �a la
port�ee de l'op�erateur), fonction de la valeur du d�elai. Il est en e�et n�ecessaire de connâ�tre
la dur�ee �ecoul�ee depuis l'activation de l'op�erateur pour d�eterminer �a quel instant le d�elai
expire. Cette m�emorisation multiplie le nombre d'�etats \contrôl�es" par d

g , si d est la valeur
du d�elai. En cons�equence, la taille du mod�ele crô�t avec les valeurs des d�elais et la �nesse de
la granularit�e.

A�n de rem�edier �a l'explosion combinatoire due aux op�erateurs temporels, nous proposons un
mod�ele d'ex�ecution plus abstrait que les syst�emes de transitions de la s�emantique d'ATPD : les
graphes temporis�es.

Un graphe temporis�e est un graphe (compos�e de n�uds et d'arcs orient�es) auquel est associ�e un
ensemble de compteurs, appel�es horloges. Ce sont des variables prenant leurs valeurs dans un
domaine temporel, et qui croissent uniform�ement avec le passage du temps. Nous ne consid�erons
ici que les domaines temporels Dg et jQ+. Les arcs sont �etiquet�es par une action, une condition
sur les valeurs des horloges et une fonction leur assignant de nouvelles valeurs.
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Intuitivement, l'\ex�ecution" d'un graphe temporis�e consiste �a s�ejourner dans un n�ud pendant
un certain temps, et �a franchir un arc dont la condition est v�eri��ee par les valeurs des horloges.
Le franchissement est instantan�e ; les valeurs des horloges peuvent être modi��ees (par exemple
remises �a z�ero) par la fonction associ�ee �a l'arc.

�A chaque n�ud est de plus associ�ee une condition d'activit�e portant sur les valeurs des horloges,
servant essentiellement �a d�e�nir la dur�ee maximale de s�ejour dans un n�ud.

�A l'aide des graphes temporis�es, on peut mod�eliser des syst�emes temps r�eel comportant des
constructions temporelles tr�es vari�ees. Leur principal attrait est que la taille du graphe est ind�e-
pendante de la granularit�e et des valeurs des d�elais. La seconde cause d'explosion combinatoire
est ainsi �elimin�ee. Cela permet de plus de les d�e�nir ind�ependamment du domaine temporel. Ils
fournissent un mod�ele d'ex�ecution implantable sur une machine. On peut d'ailleurs remarquer
que la traduction en code OC [CPPS90] de l'instruction watching n S d'Esterel fait appel �a
un principe similaire a�n d'�eviter l'explosion du nombre d'�etats : un compteur initialis�e �a n
est d�ecr�ement�e �a chaque occurrence du signal S ; son passage �a z�ero d�eclenche une transition
d'expiration du chien de garde [Cou90].

Le formalisme pr�esent�e ici est fortement inspir�e des timed graphs [ACD90] et des timed auto-
mata [AD90, AFH91]. Un autre type de mod�eles est pr�esent�e dans [HMP91] : les timed transi-
tion systems. Contrairement aux pr�ec�edents, la notion d'horloge n'est dans ce dernier cas pas
explicite. Un intervalle de temps [l; u] est associ�e �a chaque transition, qui ne peut être franchie
que si elle est possible pendant une dur�ee l, et qui doit alors être franchie dans l'intervalle [l; u].

Outre la r�eduction du nombre des �etats et l'insensibilit�e au changement du domaine temporel,
les graphes temporis�es pr�esentent l'avantage de se prêter �a la v�eri�cation de propri�et�es de logique
temporelle par model checking. Un algorithme de v�eri�cation est pr�esent�e dans [ACD90] ; nous
en pr�esentons un autre au chapitre 6, qui fait appel �a des manipulations symboliques de pr�edicats.

Nous pr�esentons ici la d�e�nition g�en�erale des graphes temporis�es, et nous en donnons la s�eman-
tique dans le même cadre que celle d'ATPD. Nous expliquons ensuite comment traduire un terme
d'ATPD en un graphe temporis�e, de mani�ere �a en pr�eserver la s�emantique. Ces r�esultats sont
pr�esent�es dans [NSY91]. Une m�ethode e�ective de traduction a �et�e mise au point et implant�ee
par S. Yovine [NSY92].

Au lieu d'utiliser ATPD, il peut parfois être agr�eable de d�e�nir les composantes d'un syst�eme
temps r�eel directement sous forme de graphes temporis�es. La m�ethode de traduction pr�esent�ee est
utilisable pour composer des graphes temporis�es quelconques au moyen des op�erateurs d'ATPD,
en particulier la composition parall�ele et le chien de garde. Il su�t que les graphes aient des
ensembles d'horloges disjoints.

5.1 D�e�nitions, s�emantique et exemples

5.1.1 Horloges, conditions, graphes temporis�es

Les horloges sont not�ees x, y, z, x1, x0, : : :

Soit H un p-uplet (x1; x2; : : : ; xp) d'horloges.

Une valuation ~v de H dans le domaine temporel D (soit un Dg, soit jQ+) est un p-uplet

(v1; v2; : : : ; vp) dont les composantes sont dans D. La valuation (d; d; : : : ; d) est not�ee ~d.
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L'ensemble C(H) des conditions sur les horloges de H est d�e�ni par la syntaxe suivante :

c ::= xi � k j xi < k j xi + n � xj +m j :c j c ^ c
o�u k, n et m appartiennent �a IN, et n ou m sont nuls.

Une condition est interpr�et�ee comme un pr�edicat sur l'ensemble des valuations rationnelles (une
application de jQp

+ dans ftt; ffg) :
(xi � k)(~v) = tt ssi vi � k

(xi < k)(~v) = tt ssi vi < k

(xi + n � xj +m)(~v) = tt ssi vi + n � vj +m

(:c)(~v) = tt ssi c(~v) = ff

(c ^ c0)(~v) = tt ssi c(~v) = tt et c0(~v) = tt

Remarquer que des conditions telles que true, c) c0, (xi > 5) _ (xj < 3) ou 2 < xi < 5 peuvent
être d�e�nies comme des abr�eviations.

F(H) est l'ensemble des applications de jQp
+ dans jQp

+ telles que pour toute granularit�e g, pour
tout f dans F(H), f(Dp

g) � Dp
g .

Soit " un �el�ement n'appartenant pas �a A. A" d�esigne l'ensemble A [ f"g, dont les �el�ements sont
not�es �, �, : : : L'�el�ement " n'est pas une action. Il est utilis�e pour d�enoter l'expiration d'un
d�elai.

Un graphe temporis�e est un quintuplet

(N ;H; N0; act;!)

o�u

� N est un ensemble �ni de n�uds ;

� H est un ensemble �ni d'horloges ;

� N0 2 N est le n�ud initial ;

� act est une application de N dans C(H), appel�ee fonction d'activit�e. act(N) est la condition
d'activit�e du n�ud N ;

� ! � N �A" � C(H)� F(H)� N est un ensemble �ni d'arcs. On �ecrit N �;c;f! N 0 au lieu
de (N;�; c; f; N 0) 2 ! ; N est la source, N 0 le but et (�; c; f) l'�etiquette de cet arc ; � en est
l'action, c la condition de franchissement, et f la fonction d'�evolution des horloges.

5.1.2 S�emantique op�erationnelle

Une fois choisi un domaine temporel, un graphe temporis�e d�e�nit un mod�ele d'ex�ecution fonc-
tionnant de la mani�ere suivante.

Initialement, la valeur initiale des horloges est 0. Un �etat du contrôle est repr�esent�e par un n�ud
N et une valuation ~v dans D des horloges.

�A partir du n�ud N , si les valeurs des horloges satisfont �a la fois act(N) et la condition c d'un
arc N a;c;f! N 0, alors la transition correspondante peut être e�ectu�ee : l'action a est ex�ecut�ee,
et l'�etat du contrôle devient (N 0; f(~v)).
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Lorsque act(N) et la condition de l'arc N ";c;f! N 0 sont satisfaites, il se produit un changement
instantan�ee de l'�etat du contrôle, qui devient (N 0; f(~v))

Il est possible de \stationner" dans le n�ud N tant que la condition act(N) est v�eri��ee par
les valeurs des horloges. Si elle ne peut plus être satisfaite plus longtemps, il est imp�eratif
d'ex�ecuter une transition ; si aucune n'est possible, on se trouve dans une situation de blocage.
C'est �egalement le cas si une transition m�ene dans un �etat (N;~v) tel que act(N)(~v) est fausse ;
on a alors un blocage d�es l'entr�ee dans le n�ud N .

Formellement, la s�emantique op�erationnelle des graphes temporis�es leur associe un syst�eme de
transitions �etiquet�ees ayant la même structure que ceux des processus d'ATPD. Elle est para-
m�etr�ee par le domaine temporel D, choisi parmi les DG et jQ+.

Pour un graphe temporis�e (N ;H; N0; act;!), o�u le cardinal de H est p, la relation de transition

D! est d�e�nie sur

(N �Dp)� (A [D�)� (N �Dp)

L'�etat initial du syst�eme de transitions est (N0;~0). La relation D! est d�e�nie en fonction des arcs

et par induction structurelle par les r�egles suivantes :

8d0 � d : act(N)(~v + ~d0) = tt

(N;~v) d
D! (N;~v+ ~d)

N a;c;f! N 0 ; (act(N) ^ c)(~v) = tt

(N;~v) a
D! (N 0; f(~v))

N ";c;f! N 0 ; (N 0; f(~v)) a
D! (N 00; ~v0) ; (act(N) ^ c)(~v) = tt

(N;~v) a
D! (N 00; ~v0)

N ";c;f! N 0 ; (N 0; f(~v)) d
D! (N 00; ~v0) ; (act(N) ^ c)(~v) = tt

(N;~v) d
D! (N 00; ~v0)

(N;~v) d
D! (N 0; ~v0) ; N 0 ";c;f! N 00 ; (N 00; f(~v0)) d0

D! (N 000; ~v00) ; (act(N 0) ^ c)(~v0) = tt

(N;~v) d+d0
D! (N 000; ~v00)

La premi�ere r�egle d�e�nit le passage du temps dans un n�ud : l'activit�e du n�ud doit être
continuellement vraie pour laisser passer le temps en y s�ejournant. Les quatre autres r�egles
a�rment qu'un arc ne peut être franchi que si sa condition de franchissement et celle d'activit�e
du n�ud sont toutes les deux satisfaites. De plus, les trois derni�eres r�egles illustrent le fait que
le franchissement d'un arc �etiquet�e par " est totalement invisible.

Nous prouvons dans l'annexe C que cette s�emantique garantit l'additivit�e des transitions tem-
porelles (cf. prop. 4.2.3, p. 78), et que la derni�ere r�egle peut être remplac�ee par

(N;~v) d
D! (N 0; ~v0) ; (N 0; ~v0) d0

D! (N 000; ~v00)

(N;~v) d+d0
D! (N 000; ~v00)

En revanche, le d�eterminisme temporel n'est pas assur�e. Par exemple, si les deux n�uds N et
N 0 ont comme condition d'activit�e true, et s'il existe un arc N ";x=0;id! N 0, alors depuis l'�etat
(N;~0), on obtient des transitions (N;~0) d

D! (N; ~d) et (N;~0) d
D! (N 0; ~d) pour toute valeur d. Si

on souhaite pr�eserver le d�eterminisme, alors il est n�ecessaire de faire apparâ�tre des transitions
�etiquet�ees par " : on remplace les trois derni�eres r�egles par

N ";c;f! N 0 ; (act(N) ^ c)(~v) = tt

(N;~v) "
D! (N 0; f(~v))
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qui est plus facile �a utiliser pour comprendre le \comportement" d'un graphe temporis�e. Il est
cependant n�ecessaire de consid�erer les cinq r�egles ci-dessus pour les mod�eles des graphes obtenus
�a partir de termes d'ATPD, a�n de prouver la correction de la traduction.

5.1.3 Exemples de description

Nous donnons ici la description directe en termes de graphes temporis�es de quelques exemples
pr�esent�es dans le chapitre 3.

Pour dessiner les graphes temporis�es, nous adoptons les conventions suivantes :
� Le n�ud initial est entour�e d'un trait �epais.

� La condition d'activit�e d'un n�ud est inscrite �a l'int�erieur de celui-ci.

� Lorsque la condition de franchissement d'un arc est true, elle est omise ; il en va de même
lorsque la fonction d'�evolution est l'identit�e.

� La fonction d'�evolution est repr�esent�ee par une liste d'assignations simultan�ees de valeurs aux
horloges. La valeur attribu�ee �a une horloge peut d�ependre de celle d'une autre horloge.

5.1.3.1 L'�emetteur du protocole du bit altern�e

Nous rappelons la sp�eci�cation de l'�emetteur : lorsqu'il re�coit une demande d'�emission in, il
transmet un message �a la ligne L (action el), puis attend l'accus�e de r�eception le qui doit arriver
dans un d�elai de. Si c'est le cas, il passe au message suivant, sinon il retransmet le message. Un
bit de contrôle 0 ou 1 est attach�e aux messages et aux accus�es de r�eception. Si le bit de l'accus�e
de r�eception ne correspond pas �a celui du message transmis, l'�emetteur renvoie le message.

On peut traduire directement cette sp�eci�cation en un graphe temporis�e comportant une seule
horloge x (voir �gure 5.1).

in el0; x := 0

"; x = de

le1; x < dele0; x < de

el1; x := 0

"; x = de

le1

x < de

in

true true x � de

truetruex � de

x < de

le0

Figure 5.1 : graphe temporis�e de l'�emetteur

L'extension propos�ee pour l'�emetteur consiste �a imposer qu'une phase d'�emission (apr�es in et
jusqu'�a r�eception de l'accus�e de r�eception correct) doit être compl�et�ee dans un d�elai da ; dans le
cas contraire, le contrôle passe �a la phase de d�econnexion D.

Pour mod�eliser ce comportement, on utilise une seconde horloge y, mise �a z�ero lors de l'ex�ecution
de l'action in ; le chien de garde expire lorsque y = da. Le graphe temporis�e correspondant est
pr�esent�e sur la �gure 5.2.
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true in; y := 0 y � da

truein; y := 0y � da

el0; y < da; x := 0

el1; y < da; x := 0

"; x = de; y < da

le1; y < da; x < de

le0; x < de; y < da

"; x = de; y < da

"; y = da; :::

"; y = da; :::

"

y = da

:::

"

y = da; :::
Dx < de

y < da

le0

le1

x < de

y < da

x � de

y � da
^

x � de

y � da
^

Figure 5.2 : l'�emetteur �etendu

5.1.3.2 La proc�edure de connexion

La sp�eci�cation est la suivante : le processus L a�che imm�ediatement un message m, et attend
une r�eponse valide v ou invalide i pendant une dur�ee dr. Si la r�eponse est invalide ou s'il n'y en
a pas avant dr, L recommence son ex�ecution. Si la r�eponse est valide, le contrôle est transmis �a
la phase de session S. Le graphe temporis�e correspondant �a L est pr�esent�e sur la �gure 5.3 ; une
seule horloge x est n�ecessaire.

m; x = 0; x := 0

i; x < dr; x := 0

x = 0 x � dr"; x = dr; x := 0 v; x < dr; :::
S

Figure 5.3 : proc�edure de connexion, graphe temporis�e de L

La proc�edure compl�ete consiste �a contrôler L de telle sorte que si une r�eponse valide n'est pas
donn�ee dans une dur�ee dp, L est annul�e et une exception E est lanc�ee. Pour ce contrôle, on
utilise une seconde horloge y ; on obtient le graphe temporis�e de la �gure 5.4.

5.1.3.3 Le contrôleur de passage �a niveau

Le syst�eme est compos�e du train, de la barri�ere et du contrôleur.

Apr�es l'envoi par le train du signal d'approche at, il se passe au moins trois unit�es de temps
avant l'entr�ee dans la zone du passage �a niveau (i). Le signal de sortie st est envoy�e apr�es la
sortie e�ective de la zone (o). De plus, il se passe moins de 6 unit�es de temps entre at et st. Pour
le graphe temporis�e du train, on utilise une horloge x pour sp�eci�er la dur�ee maximale (< 6)
de s�ejour dans les n�uds entre l'approche et la sortie, et pour assurer que 3 unit�es de temps au
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S"; x = dr ^ y < dp
x := 0

m; x = 0 ^ y < dp; x := 0

i; x < dr ^ y < dp; x := 0

v; x < dr ^ y < dp; :::

E

"

:::

"

:::

x � dr

y � dp
^

x = 0

y � dp
^

y = dp y = dp

Figure 5.4 : proc�edure de connexion, graphe temporis�e complet

moins s'�ecoulent entre at et i (voir �gure 5.5).

st
true

at
o

x := 0
i

x � 3
x < 6

x < 6

x < 6

true

true

y < 2

y := 0y := 0

y � 1
true

ac

z := 0

true

z := 0

z < 1

train barri�ere contrôleur

db mb

h

b dc

mc

sc

y < 1 z � 2
z = 2

Figure 5.5 : syst�eme de contrôle de passage �a niveau

Lorsque la barri�ere re�coit le signal de descente db, il se passe moins d'une unit�e de temps avant
qu'elle arrive en bas (action b). Ensuite, une fois re�cu le signal de mont�eemb, il faut au moins une
et moins de deux unit�es de temps avant que la barri�ere arrive en haut (h). Le graphe temporis�e
comporte une horloge y pour contrôler les temps de descente et de mont�ee (voir �gure 5.5).

Le contrôleur envoie l'ordre d'abaissement dc exactement deux unit�es de temps apr�es r�eception
du signal d'approche ac ; l'ordre de rel�evement mc est �emis moins d'une unit�e de temps apr�es
r�eception du signal de sortie sc. �A nouveau, une horloge su�t pour temporiser les ordres envoy�es
�a la barri�ere, comme on le constate sur la �gure 5.5.

5.2 Traduction d'ATPD

Nous pr�esentons dans cette section une m�ethode de traduction d'un processus d'ATPD en un
graphe temporis�e. Cette m�ethode garantit l'�equivalence des mod�eles du terme et du graphe : les
deux mod�eles sont fortement �equivalents.
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5.2.1 Restrictions et d�e�nitions pr�eliminaires

A�n d'obtenir un graphe temporis�e �ni, nous imposons des restrictions sur les termes d'ATPD

que nous consid�erons : une r�ecursion est interdite

� �a travers la composition parall�ele, l'urgence et l'encapsulation ;

� �a travers l'op�erateur +dH (resp. le premier argument de l'op�erateur) d edH , si elle n'est pas
gard�ee par un �el�ement de H dans l'argument (resp. le premier argument) de l'op�erateur ;

� �a travers l'op�erateur +, si elle n'est pas gard�ee par une action dans les arguments du choix
non d�eterministe. Nous interdisons par exemple le terme recX � a (X + P ).

Une variable ne peut donc apparâ�tre libre dans un choix non d�eterministe que si elle est argument
d'un pr�e�xage (aX), ou second argument d'un chien de garde (dPed

H
X). Dans ce dernier cas, le

chien de garde doit lui-même être argument d'un pr�e�xage ou second argument d'un autre chien
de garde qui satisfait les mêmes conditions.

Soit un processus P0 d'ATPD ob�eissant �a ces contraintes. Le principe de la traduction de P0 en
un graphe temporis�e est le suivant.

Les n�uds du graphe sont des termes d'ATPD. En particulier tous les d�elais sont des entiers
strictement positifs. Nous les notons n au lieu de d.

�A des termes di��erentes correspondent des n�uds di��erents.

Les horloges du graphe servent �a d�e�nir les contraintes temporelles. Nous en utilisons une pour
chaque occurrence d'un chien de garde ou d'une restriction temporelle dans P0. Nous associons �a
chacune de ces occurrences un indice, que nous faisons apparâ�tre dans les termes : nous �ecrivons

jdP enHQ au lieu de dPen
H
Q, et P j+nH au lieu de P +nH . L'horloge correspondant �a l'occurrence

d'indice j est not�ee xj .

Nous utilisons une horloge suppl�ementaire, not�ee u, pour forcer l'urgence des actions le cas
�ech�eant.

Le n�ud initial est P0.

La fonction d'�evolution des arcs consiste toujours �a mettre �a z�ero certaines horloges. Nous la
notons par l'ensemble de ces horloges.

Dans le but de simpli�er la traduction pour l'op�erateur d'urgence, nous d�e�nissons l'ensemble
I(P ) � A des actions initiales (imm�ediatement ex�ecutables) d'un terme P :

I(�)
def
= ; I(0)

def
= ; I(recX � P ) def

= I(P [recX � P=X ])

I(a P )
def
= fag I(eaP ) def

= fag I(P +Q)
def
= I(P ) [ I(Q)

I(jdPenHQ) def
= I(P ) I(UH(P ))

def
= I(P ) I(P j+nH) def

= I(P )

I(PkQ) def
= I(P )[ I(Q)[ (I(P )jI(Q)) I(@H(P ))

def
= I(P )�H

o�u I(P )jI(Q) def
= fb 2 A j 9a 2 I(P ); 9a0 2 I(Q) : aja0 = b 6= ?g. Cette d�e�nition par induction

est valide, car les termes d'ATPD sont bien gard�es.

On constate ais�ement que I(P ) = I(Q) si P � Q.
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Nous d�e�nissons �nalement l'ensemble h(P ) des horloges initiales d'un n�ud d�enot�e par terme
P , en fonction de la structure de P :

h(�)
def
= ; h(0)

def
= fug h(P +Q)

def
= h(P ) [ h(Q)

h(a P )
def
= fug h(eaP ) def

= ; h(PkQ) def
= h(P ) [ h(Q)

h(@H(P ))
def
= h(P ) h(jdPenHQ) def

= h(P ) [ fxjg h(recX � P ) def
= h(P [recX � P=X ])

h(UH(P ))
def
= si I(P )\H = ; alors h(P ) sinon h(P ) [ fug h(P j+nH) def

= h(P ) [ fxjg
Comme pour les ensembles d'actions initiales, cette d�e�nition par induction est valide.

5.2.2 Traduction

5.2.2.1 Fonction d'activit�e

La condition act(P ) sp�eci�e les valeurs des horloges pour lesquelles on peut stationner dans le
n�ud P . Elle est �egalement d�e�nie par induction :

act(�)
def
= true act(P +Q)

def
= act(P ) ^ act(Q)

act(0)
def
= (u = 0) act(PkQ) def

= act(P ) ^ act(Q)

act(a P )
def
= (u = 0) act(jdPenHQ) def

= act(P ) ^ (xj � n)

act(ea P ) def
= true act(P j+nH) def

= act(P ) ^ (xj < n)

act(@H(P ))
def
= act(P ) act(recX � P ) def

= act(P [recX � P=X ])

act(UH(P ))
def
= si I(P ) \H = ; alors act(P ) sinon (u = 0)

5.2.2.2 Arcs

Nous d�e�nissons �a pr�esent les arcs reliant les n�uds. La fonction act permet d'associer aux
arcs des conditions de franchissement relativement simples. Les fonctions d'�evolution sont des
ensembles d'horloges remises �a z�ero ; nous les notons h, h0.

Les arcs issus d'un n�ud P sont d�e�nis par induction sur la structure de P par les r�egles suivantes.

a P a;true;h(P )! P ea P a;true;h(P )! P
P [recX � P=X ] �;c;h! P 0

recX � P �;c;h! P 0

P a;c;h! P 0

P +Q a;c;h! P 0
Q a;c;h! Q0

P + Q a;c;h! Q0
P ";c;h! P 0

P + Q ";c;h! P 0 +Q

Q ";c;h! Q0

P +Q ";c;h! P +Q0

P �;c;h! P 0

PkQ �;c;h! P 0kQ
Q �;c;h! Q0

PkQ �;c;h! PkQ0
P a;c;h! P 0; Q a0;c0;h0! Q0; aja0 =6= ?

PkQ aja0;c^c0 ;h[h0! P 0kQ0

P �;c;h! P 0; � 62 H
@H(P )

�;c;h! @H(P
0)

P �;c;h! P 0

UH(P )
�;c;h! UH(P

0)
P �;c;h! P 0; � 62 H
P j+nH �;c;h! P 0j+nH

P a;c;h! P 0; a 2 H
P j+nH a;c;h! P 0

P �;c;h! P 0; � 62 H
jdPenHQ �;c^(xj<n);h! jdP 0enHQ

P a;c;h! P 0; a 2 H
jdPenHQ a;c^(xj<n);h! P 0

jdPenHQ ";(xj=n);h(Q)! Q
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Ces r�egles appellent quelques commentaires :

� Aucun arc n'est issu des n�uds � et 0. Ils ne di��erent que par leur condition d'activit�e, qui
autorise �a stationner ind�e�niment dans le n�ud �, et qui bloque le temps dans le n�ud 0.

� La condition de l'arc du pr�e�xage imm�ediat peut �egalement être u = 0, ce qui est redondant
avec act(a P ).

� Aucune synchronisation temporelle n'est calcul�ee pour le choix non d�eterministe et la com-
position parall�ele, parce qu'il n'est pas possible de les calculer.

Consid�erons par exemple le n�ud jdPenHQ+ j0dP 0enH0Q0. Les deux chiens de garde expirent
lorsque xj = n et xj0 = n. Cela n'implique en aucune fa�con qu'ils expirent simultan�ement,
puisque les instants o�u xj et xj0 ont �et�e remises �a z�ero ne co��ncident pas n�ecessairement ; de
plus ces instants sont inconnus dans le n�ud concern�e.

Une cons�equence de cette remarque est que si les graphes temporis�es suppriment l'explosion
du nombre d'�etats due aux valeurs des d�elais, en revanche, ils font disparâ�tre l'avantage
apport�e par la synchronisation forte des processus sur les transitions temporelles. En fait, la
taille du graphe temporis�ee est de l'ordre de celle qu'on obtient pour les mod�eles de processus
d�ecrits dans une alg�ebre non temporis�ee, o�u les expirations de d�elais sont mod�elis�es par des
transitions internes.

La synchronisation temporelle est uniquement sp�eci��ee par la contrainte de progression uni-
forme des valeurs des horloges, qui intervient au moment de la construction du mod�ele du
graphe temporis�e. Elle est �egalement prise en compte pour la v�eri�cation des propri�et�es (voir
le chapitre suivant).

� Dans le cas de l'op�erateur d'urgence, la r�egle est simpli��ee par le calcul de la condi-
tion d'activit�e, qui d�etermine l'urgence des transitions en fonction des actions initiales de
l'argument.

� Pour la restriction temporelle, la contrainte xj < n n'est pas n�ecessaire sur les arcs, puisqu'elle
est d�ej�a pr�esente dans la condition d'activit�e.

� Un chien de garde expire lorsque son horloge associ�ee est �egale �a la valeur du d�elai. Si le
corps doit �evoluer avant l'expiration, celle-ci ne peut avoir lieu dans ce n�ud, dont l'activit�e
est restreinte par la condition d'activit�e du corps.

On peut montrer que les mod�eles d'un terme d'ATPD et de sa traduction en graphe temporis�e
sont fortement �equivalents. En particulier, les mod�eles des graphes temporis�e ainsi obtenus sont
d�eterministes pour les transitions temporelles, ce qui n'est pas n�ecessairement le cas pour un
graphe quelconque, comme on l'a vu dans la section 5.1.2. Nous ne pr�esentons pas la preuve de
l'�equivalence, qui est longue et fastidieuse mais sans r�eelle di�cult�e technique.

La n�ecessit�e d'interdire une r�ecursion �a travers le choix non d�eterministe si elle n'est pas gard�ee
par une action dans les arguments de + est illustr�ee par l'exemple suivant.

Exemple 5.1
Soit le processus d'ATPD d�e�ni par

P
def
= recX � (1d�e1AX + 2d�e2Aa �)

Les horloges initiales de P sont x1 et x2 et sa condition d'activit�e est x1 � 1 ^ x2 � 2. Le
probl�eme se pose lors de l'expiration du premier chien de garde. D'apr�es la s�emantique
d'ATPD on a une transition

P 1
D! P + d�e1

A
a � = d�e1

A
P + d�e2

A
a � + d�e1

A
a �
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On constate qu'il se produit une \duplication" du second chien de garde, avec deux valeurs dif-
f�erentes du d�elai, et que ces deux instances sont \actives" simultan�ement, c'est-�a-dire qu'elles
ne sont gard�ees ni l'une ni l'autre.

En suivant les r�egles des arcs pour les graphes temporis�es, on obtient :

P ";x1=1;h(P )! P + 2d�e2Aa � = 1d�e1AP + 2d�e2Aa � + 2d�e2Aa �
Il survient �egalement une duplication du second chien de garde. Les horloges de P , dont
x2 fait partie, sont remises �a z�ero par la transition ; par cons�equent, l'instance initiale du
second chien de garde ne peut pas expirer une unit�e de temps apr�es cette transition, ce qui
ne correspond pas au comportement attendu.

Les deux instances actives du chien de garde d'indice 2 doivent en fait être di��erenci�ees :
il faut associer l'indice 3 �a la nouvelle instance, et remettre x3 �a z�ero lors de la transition.
Cette solution est inapplicable, puisque on obtient alors une in�nit�e d'horloges et de n�uds :
le prochain arc correspondant de nouveau �a la condition x1 = 1 cr�ee une troisi�eme instance
du même chien de garde, �a laquelle il faut associer une nouvelle horloge x4: : :

Ce processus ne pose pas de probl�eme dans le cadre d'ATPD, car le mod�ele sous forme de
syst�eme de transitions est calcul�e en tenant compte de la synchronisation forte des transitions
temporelles, dans les composantes d'un choix non d�eterministe. Comme nous l'avons expliqu�e
plus haut, ce calcul ne peut pas être e�ectu�e dans le cas g�en�eral lors de la construction du
graphe temporis�e.

2

Interdire les r�ecursions non gard�ees par une action �a travers le choix non d�eterministe garantit
que les duplications non gard�ees de processus ne peuvent se produire, ce qui permet de d�eterminer
statiquement le nombre (�ni) d'horloges et d'obtenir un nombre �ni de n�uds.

5.2.3 Exemples

�A titre d'exemples de traduction, nous consid�erons une fois encore l'�emetteur du protocole du bit
altern�e, la proc�edure de connexion et le contrôleur de passage �a niveau. Leur graphe temporis�e
est construit en suivant les r�egles ci-dessus �a partir de leur sp�eci�cation en ATPD.

5.2.3.1 L'�emetteur du protocole du bit altern�e

Nous d�ecrivons l'�emetteur sous la forme du syst�eme d'�equations suivant, en indexant les chiens
de garde.

P0
def
= finP1

P1
def
= fel0 P2

P2
def
= 1

lfle0 P3 + fle1 P1
mde
A
P1

P3
def
= finP4

P4
def
= fel1 P5

P5
def
= 2

lfle0 P4 + fle1 P0
m
de

A
P4
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Il faut utiliser deux horloges x1 et x2 pour les chiens de garde. L'horloge u est inutile puisque
aucune action n'est imm�ediate et il n'y a pas d'op�erateur d'urgence.

Les �equations sont �ecrites de telle sorte que le graphe temporis�e comporte six n�uds, d�enot�es
par chacun des Pi (ou des Ei correspondantes).

Les horloges initiales des n�uds sont les suivantes :

h(P0) = h(P1) = h(P3) = h(P4) = ; h(P2) = fx1g h(P5) = fx2g

La �gure 5.6 pr�esente le graphe temporis�e obtenu en utilisant les r�egles ci-dessus. On constate
qu'il est presque identique �a celui d�ecrit au paragraphe 5.1.3.1 : la seule di��erence provient de
l'utilisation de deux horloges, l�a o�u une seule su�t.

true

inP0 P1

true

P2

x1 � de

P3

true

P4P5

x2 � de true

in
le1; x2 < de

el0; fx1g

el1; fx2g

le1 le0

"; x2 = de

x2 < de

"; x1 = de

le0; x1 < de

x1 < de

Figure 5.6 : traduction de l'�emetteur

Si on souhaite minimiser le nombre des horloges, il est possible de parcourir le graphe temporis�e
a�n de d�etecter les horloges \ind�ependantes". Si, dans le graphe, toute occurrence d'utilisation
(dans une condition) de x1 est s�epar�ee de toute occurrence d'utilisation de x2 par une remisa �a
z�ero de x2, et vice-versa, alors on peut utiliser une unique horloge au lieu de deux. Il en va bien
sûr de même si deux horloges sont toujours remises �a z�ero simultan�ement.

La traduction de l'extension de l'�emetteur produit un graphe semblable �a celui pr�esent�e au
paragraphe 5.1.3.1, avec quatre horloges au lieu de deux, puisque le terme ATPD comporte deux
d�elais de commencement et deux chiens de garde.

5.2.3.2 La proc�edure de connexion

Contrairement au cas pr�ec�edent, nous d�etaillons cette fois compl�etement la traduction de la
proc�edure de connexion.

Nous �ecrivons sa d�e�nition en ATPD de la mani�ere suivante, en n'utilisant que des chiens de
garde index�es :

P
def
= 1dLedpfvgE

L
def
= mL1

L1
def
= 2dev S + e{ Ledr

A
L
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L1 est introduit pour simpli�er les noms des n�uds. Nous avons besoin de trois horloges : x1 et
x2 pour les chiens de garde, et u puisque le pr�e�xage par m est imm�ediat.

La partie du graphe qui nous int�eresse comporte deux n�uds, appel�es N1 et N2, d�enot�es par P
et 1dL1edpfvgE. Nous ne connaissons pas E et S, qui d�enotent cependant deux n�uds du graphe.

Les seuls ensembles d'horloges initiales qui nous int�eressent sont ceux de L et L1, qui sont
respectivement fug et fx2g.
Les conditions d'activit�e en N1 et N2 sont d�e�nies par :

act(N1) = act(1dLedpfvgE) act(N2) = act(1dL1edpfvgE)
= act(L) ^ (x1 � dp) = act(2dev S + e{ Ledr

A
L) ^ (x1 � dp)

= act(mL1) ^ (x1 � dp) = act(ev S + e{ L) ^ (x2 � dr) ^ (x1 � dp)

= (u = 0) ^ (x1 � dp) = (x1 � dp) ^ (x2 � dr)

Nous obtenons les arcs issus de N1 (P ) par les d�eductions suivantes :

L m;true;fx2g! L1

P m;x1<dp;fx2g! 1dL1edpfvgE
P ";x1=dp;h(E)! E

Ceux issus de N2 (1dL1edpfvgE) se d�eduisent de la mani�ere suivante :

ev S v;true;h(S)! S

ev S + e{ L v;true;h(S)! S

L1
v;x2<dr;h(S)! S

N2
v;x2<dr^x1<dp;h(S)! S

e{ L i;true;fug! L

ev S + e{ L i;true;fug! L

L1
i;x2<dr;fug! L

N2
i;x2<dr^x1<dp;fug! P

L1
";x2=dr;fug! L

N2
";x2=dr^x1<dp;fug! P

N2
";x1=dp;h(E)! E

Nous obtenons donc le graphe temporis�e de la �gure 5.7. Il est semblable �a celui de la �gure 5.4 :
les noms des horloges changent et la condition de l'arc �etiquet�e par m est true au lieu de u = 0,
ce qui revient au même puisque cette contrainte est pr�esente dans la condition d'activit�e du n�ud
N1.

5.2.3.3 Le contrôleur de passage �a niveau

La traduction des processus pr�esent�es dans le chapitre 3 (x 3.3.4) fait apparâ�tre de nouvelles
horloges et un n�ud suppl�ementaire pour chacune des composantes (�gure 5.8).
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N2N1

i; x2 < dr ^ x1 < dp; fug

E
act(E)

"; x1 = dp; h(E) "; x1 = dp; h(E)

h(S)x1 � dp ^ x2 � dr

m; x1 < dp; fx2g

"; x2 = dr ^ x1 < dp

fug
S

act(S)u = 0 ^ x1 � dp

v; x2 < dr ^ x1 < dp

Figure 5.7 : traduction de la proc�edure de connexion

st
true

at
o

true
mc

z � 2

fx1; x2g

x2 � 3

x1 < 6 x1 < 6

x1 < 6

x1 < 6
"; x2 = 3

i

true
b

y1 < 1

fy1g
db

true

h

y2 < 2

y2 < 2

y3 � 1

"; y3 = 1

u = 0

ac

"
z1 = 2 fug

dc
true

fz2g

fz1g

z2 < 1

train barri�ere contrôleur

fy2; y3g
mb

sc

Figure 5.8 : traduction des trois composantes du contrôleur

Composer ces trois graphes donne un r�esultat avec un trop grand nombre d'�etats pour être dessin�e
facilement. Nous appliquons donc les r�egles de la composition parall�ele aux graphes pr�esent�es
au paragraphe 5.1.3.3. Nous obtenons alors le graphe de la �gure 5.9.



x5.2 : Traduction d'ATPD 105

true
a; fx; zg

x < 6

y < 1

b x < 6

x < 6
o

x < 6

s

fzg

z < 1

m; fyg

y < 2

h

y � 1

a; fx; zg x < 6

z � 2

y � 1

h

h

y � 1
h

y � 1

x < 6 o
y < 2 y < 2

z � 2
y < 2
x < 6

x < 6

x < 6

z � 2

i

d

x < 6

y < 1

b

o

o

b

x < 6

y < 1

x < 6

z � 2

d

d
z = 2

i; x � 3

z � 2 z � 2

z = 2i x � 3

x � 3

i x � 3

z = 2

fyg

fyg

fyg

Figure 5.9 : syst�eme complet du contrôleur de passage �a niveau
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Chapitre 6

Model checking symbolique

Nous abordons dans ce dernier chapitre le probl�eme de la v�eri�cation des syst�emes temps r�eel.
Nous nous int�eressons ici �a la technique dite de \model checking", qui consiste �a d�eterminer quels
�etats du mod�ele d'un syst�eme satisfont une formule de logique temporelle. Ce calcul est e�ectu�e
par une analyse de l'espace d'�etats [CE81, QS81, CES86, EL86, CS91].

La limitation essentielle de cette technique est due �a la taille du mod�ele. Dans les syst�emes
non temporis�es, celle-ci crô�t exponentiellement avec le nombre de composantes parall�eles. Une
approche pour contourner ce probl�eme consiste �a repr�esenter les ensembles d'�etats de mani�ere
symbolique (et non �enum�erative) sous la forme de pr�edicats. On calcule alors l'ensemble des �etats
qui satisfont une formule comme un point �xe d'une fonctionnelle sur les pr�edicats.

Dans le cas non temporis�e, la possibilit�e th�eorique du model checking symbolique est �etablie
depuis de nombreuses ann�ees [EC80, Sif82]. La m�ethode n'est cependant mise en pratique que
depuis peu de temps, grâce �a la repr�esentation des ensembles d'�etats au moyen de graphes binaires
de d�ecision (BDD) [Bry86]. Les BDD sont �a pr�esent couramment utilis�es dans le domaine de la
v�eri�cation [CBM89, BCD+90, Rat92].

L'histoire du model checking dans le cas des syst�emes temporis�es est consid�erablement plus
r�eduite. Les premi�eres r�esultats dans le domaine ne s'appliquent qu'aux domaines temporels
discrets [EMSS89, AH91, Eme91]. Les auteurs des timed graphs ont pr�esent�e dans [ACD90] un
algorithme de model checking �enum�eratif pour des syst�emes d�ecrits au moyen de timed graphs,
qui s'applique dans le cas d'un domaine temporel dense (les r�eels ou les rationnels). Comme on
l'a vu dans les deux chapitres pr�ec�edents, la composante temporelle engendre alors un espace
d'�etats in�ni. L'algorithme de [ACD90] repose sur une construction d'un quotient �ni de cet
espace d'�etats, appel�e graphe de r�egions. La v�eri�cation est alors e�ectu�ee �a l'aide d'une tech-
nique �enum�erative sur le graphe de r�egions. La taille de ce graphe crô�t exponentiellement, non
seulement en fonction du nombre de composantes parall�eles du syst�eme, mais aussi en fonction
des valeurs des d�elais ainsi que du nombre d'horloges utilis�ees. C'est �egalement le cas pour des
syst�emes �a temps discret.

Le besoin d'une approche symbolique est donc particuli�erement pressant dans le domaine des
syst�emes temps r�eel.

Le probl�eme principal pour concevoir une telle m�ethode consiste �a d�e�nir une relation \�etat
suivant" correcte, dont l'it�eration permet de calculer toutes les propri�et�es qu'on souhaite v�eri�er.
Puisque nous envisageons le cas des domaines temporels denses, cette relation ne doit pas forcer
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le temps �a avancer de plus qu'une fraction in�nit�esimale. Son it�eration doit cependant permettre
de progresser au-del�a de tout instant. En e�et, une contrainte de borne sup�erieure sur la valeur
d'une horloge peut restreindre le temps qu'un syst�eme peut passer dans un ensemble d'�etats
particulier ; par contre, elle n'impose aucune borne sup�erieure au nombre de transitions entre
ces �etats pendant cette dur�ee. Le syst�eme peut donc e�ectuer un nombre arbitraire de telles
transitions mais ce nombre doit être �ni. En d'autres termes, toute contrainte de valeur maximale
d'une horloge stipule une condition d'�equit�e.

Nous d�e�nissons dans la section 6.1 les mod�eles sur lesquels sont �evalu�ees les formules de logique.
Il di��erent l�eg�erement de ceux pr�esent�es dans le chapitre 4 ; la correspondance entre les deux
formalismes est cependant imm�ediate.

Nous pr�esentons ensuite deux logiques temporelles temps r�eel, appel�ees T� et TCTL. La premi�ere
est un �-calcul temporel, pour lequel les ensembles d'�etats qui satisfont une formule sont d�e�nis
par des points �xes. La seconde est une extension de la logique CTL [CES86]. On montre que
les deux logiques sont incomparables du point de vue de l'expressivit�e pour les mod�eles d�e�nis
dans la section 6.1.

Nous d�ecrivons un algorithme de model checking symbolique de formules de T� sur des pro-
grammes temporis�es �a commandes gard�ees. Ceux-ci permettent de repr�esenter les graphes tem-
poris�es sous une forme plus agr�eable pour pr�esenter les r�esultats de ce chapitre. L'algorithme
consiste �a transformer des pr�edicats qui repr�esentent des ensembles de r�egions du graphe de
r�egions (qu'on ne construit pas). Il fait �egalement appel �a des proc�edures de d�ecision dans une
th�eorie arithm�etique d�ecidable (en fait une sous-th�eorie extrêmement restrictive de l'arithm�etique
de Presburger).

Nous montrons alors que T� est strictement plus expressive que TCTL dans le cas des mod�eles
des programmes temporis�es �a commandes gard�ees, si ceux-ci sont bien temporis�es. La notion
de programme bien temporis�ee correspond �a celle pr�esent�ee dans le chapitre 2 (x 2.5.2). Nous
d�ecrivons �egalement comment d�ecider si un programme �a commandes gard�ees est bien temporis�e.
Nous en d�eduisons �nalement un algorithme de model checking symbolique pour TCTL sur de
tels programmes. L'essentiel des r�esultats de ce chapitre sont pr�esent�es dans [HNSY92] ; ils
ont �et�e �etablis en partie �a l'aide de S. Yovine et T. Henzinger, lors d'un s�ejour de ce dernier �a
Grenoble �a l'automne 1991.

L'ensemble de l'�etude est param�etr�ee par un domaine temporel D, qui est soit un Dg, soit jQ+,
soit IR+. Par exemple, lorsqu'on �ecrit 9d, on sous-entend 9d 2 D. De même, on �ecrit � d! �0 au
lieu de � d

D! �0.

Le r�esultat des proc�edures de d�ecision d�epend du domaine choisi : d < 3) d � 2 est vrai sur IN,
et faux sur jQ+ ou IR+. En fait, toutes les �equations (ou in�equations) �etant lin�eaires �a coe�cients
1, on obtient toujours le même r�esultat en choisissant jQ+ ou IR+.

Nous souhaiterions conclure cette introduction en insistant sur le fait qu'il n'y a rien de \magique"
dans les m�ethodes symboliques. Il est prouv�e [Alu91] que le model checking temps r�eel est
PSPACE-di�cile, et l'algorithme �enum�eratif pr�esent�e dans [ACD90], qui construit le graphe
de r�egions complet, est d�ej�a quasi optimal dans le pire des cas. En pratique cependant, la
\complexit�e intuitive" [BCD+90] de l'espace d'�etats est souvent consid�erablement plus r�eduite
que celle du graphe de r�egions. Seule une m�ethode symbolique peut exploiter ce ph�enom�ene en
repr�esentant des ensembles de r�egions par des pr�edicats. L'algorithme pr�esent�e ici ne construit
(symboliquement) le graphe complet que dans des cas extrêmes. Il engendre dans la plupart des
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cas un quotient d'un sous-ensemble de ce graphe dont la taille d�epend de la formule �a v�eri�er.

6.1 Les mod�eles

Soit � un ensemble �ni de variables bool�eennes p (propositions).

Soit H un ensemble �ni de variables x �a valeurs dans D (horloges). Les sous-ensembles de H
sont not�es h.

L'ensemble � [H est not�e V , ses �el�ements v.

6.1.1 Syst�eme temporel

D�e�nition 6.1 (�etats)
Un �etat � est une valuation des �el�ements de � et H. L'ensemble des �etats est not�e �. La
valeur d'une variable v dans l'�etat � est not�ee �(v).

2

Pour tout �etat � et pour tout d, � + d d�enote l'�etat �0 tel que �0(p) = �(p) pour tout p, et
�0(x) = �(x) + d pour tout x. Remarquer que � + 0 = �.

Une a�ectation est un ensemble L = fv1 := l1; v2 := l2; : : : ; vn := lng, o�u li 2 ftt; ffg si vi est
dans �, et li 2 D si vi est dans H. On note �[L] l'�etat �0 tel que �0(vi) = li pour tout 1 � i � n,
et �0(v) = �(v) pour les autres variables. Si L consiste uniquement �a remettre �a z�ero les horloges
d'un sous-ensemble h de H, �[L] peut �egalement être not�e �[h].
D�e�nition 6.2 (syst�eme temporel)

Un syst�eme temporel T est un syst�eme de transitions sur �, sans �etat initial, d�e�ni par un
ensemble d'horloges HT et deux relations de transition 7!T et !T telles que

1. 7!T� �� � satisfait 8�; �0 : � 7!T �
0 ) 9L = fpi := lig [ fxj := 0g : �0 = �[L]

2. !T � ��D � � satisfait 8�; �0; d : � d!T �
0 ) �0 = � + d

3. si � 7!T �
0 ou � d!T �

0 alors � 7!T �, �
0 7!T �

0, � 0!T � et �0 0!T �
0.

4. si L = fx1 := l1; : : : ; xn := lng o�u les xi n'appartiennent pas �a HT , alors

� 7!T �
0 ) �[L] 7!T �

0[L]

� d!T � + d) �[L] d!T �[L] + d

2

Remarquer que !T v�eri�e la propri�et�e de d�eterminisme temporel. On impose de plus que !T

satisfasse la propri�et�e d'additivit�e temporelle.

Une transition � 7!T �
0 est appel�ee transition instantan�ee ; une transition � d!T �

0 est appel�ee
transition temporelle de dur�ee d. Noter que pour tout �etat �, l'ensemble des �0 tels que � 7!T �

0

est �ni. En d'autres termes, le facteur de branchement de la relation 7!T est �ni. Cela est dû au
fait qu'une transition instantan�ee consiste �a modi�er la valeur d'un nombre �ni de propositions
et �a remettre �a z�ero un nombre �ni d'horloges.

L'ensemble HT est appel�e ensemble des horloges de T . La condition 4 stipule que les valeurs des
horloges qui n'appartiennent pas �a HT sont sans inuence sur les transitions.

Les syst�emes temporels correspondent �a une transformation des mod�eles pr�esent�es dans le cha-
pitre 4 (x 4.2.3) :
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� Les transitions d'action deviennent des transitions instantan�ees non �etiquet�ees 7!T . Si besoin
est, on peut sp�eci�er la possibilit�e d'ex�ecution d'une action ou le fait qu'on vient d'en ex�ecuter
une, au moyen de propositions enable(a) ou after(a).

� Les transitions � 7!T � et � 0!T � sont ajout�ees en tout �etat source ou but d'une autre
transition (condition 3).

6.1.2 S�equences de pas et ex�ecutions

Une ex�ecution d'un syst�eme est mod�elis�ee par la succession des �etats visit�es. Contrairement au
cas des syst�emes de transitions non temporis�es, une ex�ecution d'un syst�eme temporel ne peut pas
être repr�esent�ee par une s�equence discr�ete d'�etats visit�es si D est dense. En e�et, une transition
� d!T �

0 correspond au passage par chacun des �etats de l'ensemble (dense) f� + d0 j 0 � d0 � dg.
Il n'est pas non plus possible de mod�eliser une ex�ecution par une application de D dans �,
puisque plusieurs �etats peuvent être visit�es cons�ecutivement mais au même instant, même lorsque
le domaine temporel est jQ+ ou IR+.

A�n de rem�edier �a ce probl�eme, nous introduisons la notion de s�equence de pas pour sp�eci�er les
ex�ecutions d'un syst�eme temporel.

D�e�nition 6.3 (pas)

Pour �, �0 dans � et pour d dans D, on note �
d
;T �

0, et on dit qu'il existe un pas de longueur
d de � �a �0, si et seulement si � d!T � + d et � + d 7!T �

0. Il existe alors h dans HT tel que
�0 = (� + d)[h]. On note � ;T �

0, et on dit qu'il existe un pas de � �a �0, si et seulement si il
existe d et un pas de longueur d entre � et �0.

2

D�e�nition 6.4 (s�equence de pas)
Une s�equence de pas induite par T est une suite � = (�i; di)i2IN telle que

8i 2 IN : �i
di
;T �i+1

2

L'ensemble des s�equences de pas induites par T est not�e ST . L'ensemble HT est �egalement appel�e
ensemble des horloges de ST .
Une s�equence de pas � diverge si et seulement si, pour tout d, il existe un indice i tel quePi

j=0 dj > d. Dans le cas contraire, on dit que la s�equence converge. L'ensemble des s�equences
divergentes de ST est not�e S�

T .

La proposition suivante, qui permet de relier T et ST , se v�eri�e facilement.
Proposition 6.1

1. Pour tous � et �0 dans �, il existe une transition instantan�ee � 7!T �
0 si et seulement si il

existe une s�equence � = (�i; di)i2IN dans ST , telle que � = �0, d0 = 0 et �0 = �1.

2. Pour tout � dans �, pour tout d dans D, il existe une transition temporelle � d!T � + d

si et seulement si il existe une s�equence � = (�i; di)i2IN dans ST , telle que � = �0 et d = d0.
2
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L'ensemble ST caract�erise donc enti�erement le syst�eme T .

La notion de s�equence divergente permet de d�e�nir les syst�emes temporels bien temporis�es :

D�e�nition 6.5
Un syst�eme temporel T est bien temporis�e si et seulement si tout pr�e�xe �ni d'un s�equence
de ST est pr�e�xe d'une s�equence de S�

T . On dit alors �egalement que ST est bien temporis�e.
2

Cette d�e�nition correspond �a celle pr�esent�ee au paragraphe 2.5.2 du chapitre 2 dans le cas des
domaines temporels discrets.

On d�eduit alors de la proposition 6.1 le corollaire suivant :

Corollaire 6.2
Lorsque T est bien temporis�e, les pr�e�xes �nis de � dans la proposition 6.1 sont des pr�e�xes
de s�equences de S�

T ; on a donc :

8�; �0 : � 7!T �
0 () 9� = (�i; di)i2IN 2 S�

T : � = �0 ^ d0 = 0 ^ �0 = �1

8�; 8d : � d!T � + d () 9� = (�i; di)i2IN 2 S�

T : � = �0 ^ d = d0

2

Un syst�eme temporel bien temporis�e T est donc enti�erement d�etermin�e par la donn�ee de S�

T .

La notion de s�equence de pas permet de sp�eci�er celle d'ex�ecution :

D�e�nition 6.6 (ex�ecution)
L'ex�ecution d'une s�equence de pas � = (�i; di)i2IN de ST est l'ensemble totalement ordonn�e
(�� ;�), d�e�ni par

��
def
=

[
i2IN

��i o�u ��i
def
= fh�i + d; ii j d � dig

et
h�i + d; ii � h�i0 + d0; i0i () i < i0 _ (i = i0^d � d0)

2

�� d�esigne donc l'ensemble des occurrences d'�etats visit�es au cours d'une ex�ecution du syst�eme
temporel. Les indices permettent de l'ordonner totalement. ��i est l'ensemble des �etats visit�es
entre �i et �i + di.

L'�etat d'une occurrence  = h�; ii est not�e e et son indice est not�e i.

6.2 Logiques temporelles temps r�eel

Nous �etudions dans cette section deux logiques temporelles arborescentes temps r�eel, qui consti-
tuent des formalismes de sp�eci�cation pour les syst�emes temps r�eel.

Nous introduisons un �-calcul temporel T� avec horloges. Ses formules sont construites �a partir
des propositions de base et de conditions sur les horloges au moyen d'op�erateurs logiques, d'un
op�erateur temporel binaire \next" not�e /, d'un op�erateur x# d'initialisation d'horloge, et d'un
op�erateur de plus petit point �xe. Un op�erateur \next" similaire a �et�e propos�e pour une extension
de la logique de M. Hennessy et R. Milner [HLW91] ; l'op�erateur d'initialisation est inspir�e du
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quanti�cateur \freeze" introduit dans la logique TPTL de R. Alur et T. Henzinger [AH89]. C'est
leur combinaison dans une extension du �-calcul propositionnel [Koz83] qui permet de calculer
symboliquement les propri�et�es des syst�emes temps r�eel.

Nous pr�esentons �egalement une variante de la logique TCTL [Alu91]. Celle-ci comporte �egalement
un quanti�cateur \freeze", que nous rempla�cons par l'op�erateur d'initialisation d'horloge. TCTL
est bas�ee sur deux op�erateurs binaires temporels, exprimant respectivement la possibilit�e et
l'in�evitabilit�e de propri�et�es.

Les formules sont interpr�et�ees sur l'ensemble � des �etats, relativement �a un ensemble de s�equences
de pas S, qui est soit un ST , soit un S�

T . Nous notons S� l'ensemble des s�equences divergentes
de S. Noter que S�� = S�.

6.2.1 Le �-calcul temporel

Soit X un ensemble de variables de formules. Les formules ' du �-calcul temporel T� sont
d�e�nies par la syntaxe suivante :

' ::= X j p j x+ n � y +m j :' j ' _ ' j ' / ' j x#' j �X: '

o�u X 2 X , p 2 �, x; y 2 H, n;m 2 IN et n ou m sont nuls.

Une variable de formule X est dite li�ee si elle apparâ�t dans la port�ee de l'op�erateur de plus petit
point �xe �X . Nous exigeons que les variables li�ees soient positives, c'est-�a-dire que X apparaisse
sous un nombre pair de n�egations dans la port�ee de �X .

Parmi les abr�eviations classiques, on peut citer '1 ^ '2 pour :(:'1 _ :'2) et �X: ' pour
:�X::'[:X=X ] (la notation '[:X=X ] d�esigne la formule ' o�u toutes les occurrences libres de
X sont remplac�ees par :X).

L'op�erateur d'initialisation x# est utilis�e pour d�esigner des instants ult�erieurs, en mettant �a z�ero
l'horloge x, appel�ee horloge initialis�ee. Dans la formule x#', les occurrences de x dans ' sont
li�ees par l'op�erateur x#. On peut proc�eder �a un renommage de x en y, si celle-ci n'est pas pr�esente
dans '. Lorsqu'on interpr�ete une formule ' relativement �a une s�equence de pas S, on exige que
les horloges initialis�ees dans ' ne soient pas des horloges de S. Si ce n'est pas le cas, on proc�ede
�a un renommage des horloges initialis�es de '.

L'op�erateur d'initialisation permet de d�e�nir des abr�eviations suppl�ementaires, par exemple x � 5
pour y# (x � y + 5).

Un environnement E est une fonction qui associe �a toute variable de formule X un sous-
ensemble de � not�e E(X), ensemble d'�etats dans lesquels X est vraie. On d�esigne par E [X := �0]
l'environnement E 0 tel que E 0(X) = �0 et E 0(Y ) = E(Y ) pour toutes les autres variables.
Un �etat � de � satisfait une formule ' de T� relativement �a un ensemble de s�equences de pas
S, ce qu'on note � j=S ', si et seulement si, pour tout environnement E , � j=S;E ', o�u :

� j=S;E X ssi � 2 E(X)

� j=S;E p ssi �(p) = tt

� j=S;E x+ n � y +m ssi �(x) + n � �(y) +m

� j=S;E :' ssi � 6j=S;E '
� j=S;E '1 _ '2 ssi � j=S;E '1 ou � j=S;E '2
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� j=S;E '1 / '2 ssi il existe (�i; di)i2IN dans S; telle que
� = �0; �1 j=S;E '2 et 8d � d0; �0 + d j=S;E '1 _ '2

� j=S;E x#' ssi �[x := 0] j=S;E '
� j=S;E �X: ' ssi � 2

\n
�0 � �

��� f�0 j �0 j=S;E[X:=�0] 'g � �0
o

Dans le �-calcul propositionnel classique, les formules sont interpr�et�ees relativement �a un en-
semble de s�equences d'�etats discr�etes. Un couple d'�etats cons�ecutifs repr�esente un \pas".
L'op�erateur \next" est not�e . Un �etat satisfait ' s'il existe une s�equence dont il est �etat
initial et dont l'�etat suivant satisfait '. �A l'aide de cet op�erateur et de celui de point �xe, la
propri�et�e '0 :

\il existe une s�equence le long de laquelle '1 est continuellement satisfaite jusqu'�a ce que
'2 soit satisfaite"

est d�e�nie par la formule �X: ('2 _ ('1 ^ X)).

Il est n�ecessaire de disposer dans T� d'un op�erateur \next" binaire pour exprimer une telle
propri�et�e. En e�et, lorsque le domaine temporel est dense, il n'existe pas de notion d'\�etat
suivant". La propri�et�e '0 serait inexprimable au moyen d'un op�erateur unaire dans T�. Avec
l'op�erateur /, elle s'�ecrit �X: ('2 _ ('1 / X)).

Il faut d�e�nir soigneusement la s�emantique de /. La formule '1 / '2 caract�erise les �etats �a
partir desquels il est possible d'atteindre un �etat satisfaisant '2, tous les �etats interm�ediaires
satisfaisant '1 _ '2. Exiger '1 _ '2 pour ces �etats est impos�e par les domaines temporels
denses. Si on n'exige que '1, alors la formule x � 2 / x > 2 ne serait pas satisfaite par un �etat
� o�u la valeur de x est 1, poss�edant un successeur �0 (dans la relation ;S) o�u la valeur de x est
plus grande que 2. En e�et, si �0(x) > 2, alors il existe des �etats entre � et �0 pour lesquels x est
�egalement plus grand que 2.

Exemple 6.1
Consid�erons la formule '

def
= x# (p / (q ^ y#x < y + 2)).

En appliquant les d�e�nitions ci-dessus, on obtient :

Un �etat � satisfait ' si et seulement si �0 def= �[x := 0] satisfait p / (q ^ y#x < y + 2). Il doit
donc exister une s�equence de pas (�i; di) telle que �0 = �0, �1 satisfait q ^ y# x < y + 2, et
pour tout d � d0, �0 + d satisfait p _ (q ^ y#x < y + 2).

L'�etat �1 doit donc satisfaire q et être tel que �1[y := 0] satisfait x < y + 2. Cette derni�ere
condition impose que �1[y := 0] (et donc �1) satisfait x < 2. On constate au passage que la
formule y#x < y + 2 peut bien être consid�er�ee comme une abr�eviation de x < 2.

De même, les �etats �0 + d doivent satisfaire p ou q ^ x < 2 pour d � d0.

La formule ' caract�erise donc les situations o�u q peut devenir vraie en un pas de longueur
inf�erieure �a 2, p �etant continuellement vraie avant la �n du pas.

2

6.2.2 La logique TCTL

TCTL est une extension de la logique temporelle arborescente CTL [CES86]. Ses formules sont
construites �a partir des propositions et de contraintes sur les horloges au moyen de connectives
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logiques, de l'op�erateur d'initialisation d'horloge et des deux op�erateurs temporels 9U et 8U .
Intuitivement, un �etat � satisfait '19U'2 s'il existe une ex�ecution �a partir de � pour laquelle
'1 est continuellement vraie jusqu'�a un �etat o�u '2 est satisfaite. '18U'2 signi�e que cette
propri�et�e est vraie pour toute ex�ecution commen�cant en �. Le premier op�erateur sp�eci�e donc
une possibilit�e, et le second une in�evitabilit�e.

Les formules de TCTL sont d�e�nies par la syntaxe suivante :

' ::= p j x+ n � y +m j :' j ' _ ' j x#' j '9U' j '8U'
o�u p 2 �, x; y 2 H, n;m 2 IN et n ou m sont nuls.

On d�e�nit classiquement plusieurs abr�eviations �a partir des deux op�erateurs temporels : 93'
pour true9U', 83' pour true8U', 82' pour :93:' et 92' pour :83:'.
On note � j=S ' lorsqu'un �etat � satisfait une propri�et�e ' de TCTL relativement �a un ensemble
de s�equences de pas S. La relation de satisfaction est d�e�nie par :

� j=S p ssi �(p) = tt

� j=S x+ n � y +m ssi �(x) + n � �(y) +m

� j=S :' ssi � 6j=S '

� j=S '1 _ '2 ssi � j=S '1 ou � j=S '2

� j=S x#' ssi �[x := 0] j=S '
� j=S '19U'2 ssi il existe (�i; di)i2IN 2 S avec � = �0; telle que

9 2 �� : e j=S '2 et 80 2 �� : 0 <  ) 0e j=S '1 _ '2

� j=S '18U'2 ssi pour toute (�i; di)i2IN 2 S avec � = �0; on a

9 2 �� : e j=S '2 et 80 2 �� : 0 <  ) 0e j=S '1 _ '2

Les op�erateurs temporels born�es pr�esent�es dans [ACD90] sont exprimables en TCTL. Par
exemple, la formule '19U�2 '2 sp�eci�e qu'un �etat satisfaisant '2 peut être atteint avant 2 unit�es
de temps, '1 �etant auparavant continuellement satisfaite. Cette propri�et�e s'exprime en TCTL
par la formule

x# ('19U('2 ^ x � 2))

si x n'apparâ�t pas libre dans '1 ou '2.

Nous pouvons donc utiliser en tant qu'abr�eviations des op�erateurs temporels born�es, comme
83>5 ' pour x#83(' ^ x > 5).

Nous pr�ef�erons utiliser l'op�erateur d'initialisation d'horloge plutôt que le quanti�cateur \freeze"
adopt�e par R. Alur [Alu91], car la notion de remise �a z�ero de variables dynamiques est tout �a
fait adapt�ee �a la structure des mod�eles. Dans l'approche \freeze", la formule x: ' a�ecte �a x
la \date" courante (x n'est pas une horloge, mais une variable classique). Les deux approches
sont de toutes fa�cons �equivalentes [Alu91]. Par exemple, la formule x# p9U(q ^ x � 2) (avec
l'op�erateur d'initialisation) s'�ecrit x: p9U(q ^ y: y � x+ 2) (avec le quanti�cateur \freeze").

6.2.3 Expressivit�e

Nous comparons �a pr�esent l'expressivit�e des deux logiques T� et TCTL.
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D�e�nition 6.7 (ensemble caract�eristique)
Soit S un ensemble de s�equences de pas, et ' une formule de T� ou TCTL. L'ensemble
caract�eristique de ' relativement �a S est

[[']]S
def
= f� 2 � j � j=S 'g

c'est-�a-dire l'ensemble des �etats qui satisfont ' relativement �a S.
2

Dans cette section, on identi�era parfois une formule et son ensemble caract�eristique ; celui-ci
pr�esente l'avantage d'être ind�ependant du langage de formules.

D�e�nition 6.8 (expressivit�e)
On dit que la logique A est aussi expressive au sens fort (resp. faible) que la logique B si
pour toute formule 'B de B il existe une formule 'A de A, telle que pour tout ensemble de
s�equences de pas S, [['A]]S = [['B]]S (resp. [['A]]S� = [['B]]S�).

2

Proposition 6.3
Pour tout S bien temporis�e, pour toute formule ' de T�, [[']]S = [[']]S� . En d'autres termes,
une formule de T� ne permet pas de distinguer un ensemble de s�equences de pas bien tem-
poris�e de son sous-ensemble de s�equences divergentes.

2

Preuve. On montre par induction sur la structure de ' que pour tout �etat �, pour tout envi-
ronnement E , � j=S;E ' () � j=S�;E ' Le r�esultat est �evident pour les variables de formule,
les propositions, les contraintes d'horloges, les op�erations logiques, l'initialisation et le plus
petit point �xe. Pour l'op�erateur /, on a :

� j=S;E '1 / '2 () il existe (�i; di)i2IN dans S; telle que
� = �0; �1 j=S;E '2 et 8d � d0; �0 + d j=S;E '1 _ '2

Or (�0; d0)(�1; d1) est pr�e�xe d'une s�equence de S�, donc

� j=S;E '1 / '2 () il existe (�i; di)i2IN dans S�; telle que

� = �0; �1 j=S;E '2 et 8d � d0; �0 + d j=S;E '1 _ '2

() il existe (�i; di)i2IN dans S�; telle que

� = �0; �1 j=S�;E '2 et 8d � d0; �0 + d j=S�;E '1 _ '2

(par hypoth�ese d'induction)

On obtient donc bien � j=S;E '1 / '2 () � j=S�;E '1 / '2

Pour la suite, il est n�ecessaire de pouvoir identi�er les �etats qui font partie d'une ex�ecution
quelconque de S. Il est trivial de v�eri�er que les formules true / true (dans T�) et true9Utrue
(dans TCTL) poss�edent relativement �a S les mêmes ensembles caract�eristiques, dont les �el�ements
sont exactement les �etats des ex�ecutions de S. Ces deux formules ainsi que leur ensemble carac-
t�eristique sont not�es EdE. Pour tout �etat � de EdE, il existe alors une s�equence de pas (�i; di)i2IN
telle que � = �0.

Proposition 6.4
Pour tout syst�eme temporel T , pour toutes formules '1 et '2 de TCTL,

EdE \ [['18U'2]]ST = EdE \ [['2]]ST
2
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Preuve. Nous prouvons l'inclusion dans chacun des deux sens.

� Soit � 2 EdE \ [['18U'2]]ST . Puisque � est dans EdE, il existe une s�equence de pas dont
l'�etat initial est �. D'apr�es la d�e�nition de ST , la s�equence � = (�; 0)(�; 0) : : : est �egale-
ment dans ST . Il existe alors une con�guration  dans �� telle que e appartient �a [['2]]ST .
Or  est n�ecessairement de la forme h�; ii. On en conclut que � satisfait '2 relativement
�a ST .

� Soit � 2 EdE \ [['2]]ST . Toute s�equence de pas de ST dont l'�etat initial est � poss�ede la
con�guration h�; 0i, dont l'�etat satisfait '2. � satisfait donc '18U'2 relativement �a ST .

Soit la formule de TCTL
'

def
= z# (EdE ^ true8Uz = 1)

Soit T un syst�eme temporel bien temporis�e tel que z 62 HT et [[EdE]]S�
T
6= ;. Soit � un �etat de �.

D'apr�es la s�emantique de TCTL, on a :

� j=ST ' () �[z := 0] j=ST EdE ^ true8Uz = 1

La proposition 6.4 entrâ�ne alors :
� j=ST ' () �[z := 0] j=ST EdE ^ z = 1

() �[z := 0] j=ST EdE et �[z := 0] j=ST z = 1

() �[z := 0] j=ST EdE et �[z := 0](z) = 1

La derni�ere condition �etant trivialement fausse, on d�eduit que [[']]ST = ;.
En revanche, d'apr�es la d�e�nition des s�equences de pas divergentes, et puisque z 62 HT , on obtient
trivialement [[']]S�

T
= [[EdE]]S�

T
. Donc [[']]ST est di��erent de [[']]S�

T
.

Il n'existe pas de formule '0 de T� telle que, pour tout ensemble S de s�equences de pas,
[[']]S = [['0]]S . En e�et, la proposition 6.3 indique que pour le syst�eme temporel T ci-dessus,
[['0]]ST est identique �a [['0]]S�

T
. On devrait alors avoir

[[']]ST = [['0]]ST = [['0]]S�
T
= [[']]S�

T

ce qui est faux, comme on vient de le montrer. On a donc �etabli le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 6.5

La logique T� n'est pas aussi expressive au sens fort que la logique TCTL.
2

On peut montrer que TCTL n'est pas aussi expressive (au sens fort comme au sens faible) que T�,
par un raisonnement similaire �a celui employ�e dans le cas non temporis�e, pour CTL et le �-calcul
propositionnel [EC80, EH86]. Par exemple, il est possible dans T� d'exprimer la propri�et�e

\il existe une s�equence d'ex�ecution le long de laquelle la valeur d'une proposition p alterne
ind�e�niment entre tt et ff"

qui ne poss�ede pas d'�equivalent dans TCTL. Dans T�, elle s'�ecrit

�X: �Y: (p ^ �Z: ((:p ^ X) _ true / Z) _ true / Y )

Nous prouvons �a pr�esent que l'op�erateur 9U de TCTL poss�ede un \�equivalent" dans T�.

Proposition 6.6
Pour tout S, pour tous ensembles caract�eristiques s1 et s2,

[[s19Us2]]S = [[EdE ^ �X: (s2 _ (s1 / X))]]S
2
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Preuve. Soit A = [[s19Us2]]S . Nous prouvons que A est le plus petit point �xe de la fonctionnelle

F (X) = EdE ^ (s2 _ (s1 / X))

1. Montrons d'abord que c'est un point �xe, c'est-�a-dire

A = EdE ^ (s2 _ (s1 / A))

� Soit � 2 A. � appartient �a EdE, car il existe une s�equence de pas � dans S telle que
�0 = �. L'�etat � appartient �egalement �a s1 / A. En e�et, pour tous ensembles d'�etats
B et s, on a B \ EdE � s / B. On applique cette relation avec B = A et s = s1 ;
puisque A � EdE, on a bien A � s1 / A.

� Soit � 2 EdE ^ (s2 _ (s1 / A)). Puisque � est dans EdE, il existe une s�equence de pas
dans S dont l'�etat initial est �. Si � appartient �a s2, on a termin�e. Sinon, il existe une
s�equence de pas � de S telle que �0 = � 2 s1 _ s2, �1 2 A et

8h�; 0i � 0 � h�1; 1i 2 �� : 0e 2 s1 _ s2

Puisque �1 est dans A, il existe une s�equence de pas �0 2 S telle que �00 = �1 et

9 2 ��
0
: e 2 s2 et 80 �  : 0e 2 s1 _ s2

En \prolongeant" le premier pas de � par �0, on obtient une s�equence de pas �00 2 S
telle que �000 = � et

9 2 ��
00
: e 2 s2 et 80 �  : 0e 2 s1 _ s2

Par cons�equent, � appartient �a A. A est donc bien un point �xe de la fonctionnelle F .

2. Montrons que c'est le plus petit point �xe. Soit B ce plus petit point �xe. On a B � A.
Il faut prouver que A � B. Soit donc � appartenant �a A. Il existe une s�equence de pas �
dans S avec �0 = � et

9 2 �� : e 2 s2 et 80 �  : 0e 2 s1 _ s2

Puisque  2 s2, e appartient �a B. Posons n = i. Nous montrons que pour tout 0 � ,
0e est dans B. Soit i l'indice de 0. La propri�et�e est prouv�ee pour i = n. Si i < n,
supposons la propri�et�e prouv�ee pour i+ 1. Il existe alors un 00 dans �� avec 00i = i+ 1
et 0e ; 00e. L'�etat 00e est dans B, et tous les �etats entre 0e et 00e sont dans s1 _ s2,
donc dans s1 _ B. Par cons�equent, 0e est dans s1 / B, donc dans B. � �etant l'�etat
d'une occurrence d'indice 0, on en conclut que � est dans B. Par cons�equent, on a bien
A � B, ce qui termine la preuve.

Nous disposons �a pr�esent d'une caract�erisation en termes de point �xe de l'op�erateur 9U , quel
que soit l'ensemble S.
Dans le cas non temporis�e, la caract�erisation de '18U'2 est donn�ee en employant l'op�erateur
dual de , au moyen de la formule

�X: '2 _ ('1 ^ X ^ ::X)

La formule :' est satisfaite par les �etats dont aucun successeur imm�ediat ne satisfait '.

L'op�erateur dual de / n'est d'aucune utilit�e dans notre cas. Cela est dû au fait qu'un �etat � peut
avoir un \successeur" (par la relation ;) �0 qui satisfait ', alors que tout les �etats interm�ediaires



118 Chapitre 6 : Model checking symbolique

entre � et �0 ne la satisfont pas. Donc � satisfait true / ', et pourtant �a partir de � il peut
être in�evitable de satisfaire :' avant '.

Il est cependant possible de caract�eriser l'in�evitabilit�e en termes de point �xe, mais seulement
dans le cas de s�equences divergentes particuli�eres. Nous produisons cette caract�erisation dans la
section 6.4.3.3, qui s'appuie sur la proposition suivante :

Proposition 6.7
Soit '1 et '2 deux formules de TCTL, et z une horloge qui n'est ni une horloge de S�, ni
une horloge libre de '1 ou '2. Soit n un entier strictement positif. L'ensemble

E
def
= [['18U'2]]S�

est le plus petit point �xe de l'�equation

[[']]S� = [['2 _ z#'18U(' ^ z � n)]]S�
2

Preuve. Nous montrons d'abord que E est un point �xe, c'est-�a-dire E est �egal �a l'ensemble

E1
def
= [['2 _ z#'18U(('18U'2) ^ z � n)]]S�

� : Soit � un �el�ement de E. Supposons que � 62 E1. Il existe alors une s�equence � de S�

avec �0 = �[z := 0], telle que

8 2 �� : e j=S� :('18U'2)_ z > n _ 90 �  : 0e j=S� :'1^(:('18U'2)_ z > n)

Si on applique cette formule �a  = h�0; 0i, dont l'�etat satisfait z � n, on obtient alors :

�0 j=S� :('18U'2) _ �0 j=S� :'1^:('18U'2)

Donc �0 j= :('18U'2). Puisque z n'est pas libre dans '1 ou '2, on obtient alors � 62 E,
qui est en contradiction avec l'hypoth�ese. Par cons�equent � 2 E1.

� : Soit � dans E1. Si � 2 [['2]]S� , alors � est dans E. Sinon, pour toute s�equence � dont
l'�etat initial est �0 = �[z := 0], il existe  dans �� , tel que

e j=S� ('18U'2) ^ z � n ^ 80 �  : 0e j=S� '1 _ (('18U'2) ^ z � n)

Chacun des 0e satisfait donc '1 _ '2.

De plus, puisque e satisfait '18U'2, il existe 1 �  tel que

1
e j=S� '2 ^ 8 � 01 � 1 : 

0
1
e j=S� '1 _ '2

On obtient donc, pour toute s�equence � telle que �0 = �[z := 0] :

91 2 �� : 1
e j=S� '2 ^ 80 � 1 : 

0e j=S� '1 _ '2

Donc �[z := 0] satisfait '18U'2, et par cons�equent � est dans E.

Donc E est un point �xe. Nous montrons �a pr�esent que c'est le plus petit. Soit ' telle que

E1
def
= [[']]S� = [['2 _ z#'18U(' ^ z � n)]]S�

Nous montrons que E � E1.

Soit �0 un �el�ement de E. Posons �0
def
= �0(z). Supposons que �0 n'appartienne pas �a E1. On

a alors �0 62 [['2]]S� et �0 62 [[z#'18U(' ^ z � n)]]S� . Il existe donc une s�equence �0 dans S�,
dont l'�etat initial est �00 = �0[z := 0], telle que

8 2 �s
0
: e j=S� ' ^ z � n ) 90 �  : 0e j=S� :'1 ^ :' ^ z � n (6:1)

Les propri�et�es �el�ementaires de la logique nous indiquent qu'un et un seul des deux cas suivants
est vrai :
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1. 9 2 �s
0
: e j=S� (:'1 _ ') ^ z � n

2. 8 2 �s
0
: e j=S� z � n ) e j=S� '1 ^ :'

Si le premier cas est vrai, la propri�et�e (6.1) entrâ�ne

9 2 �s
0
: e j=S� :'1 ^ :' ^ z � n

Mais alors, comme [['2]]S� � [[']]S�, e satisfait :'1 ^ :'2. Puisque �0 satisfait '18U'2, il
existe alors un 0 �  dont l'�etat est dans [['2]]S� , tel que les �etats de tous les 00 �  sont
dans [['1 _ '2]]. Ceci n'est pas possible, car �ca entrâ�nerait �0 2 E1, �a nouveau du fait que
[['2]]S� � [[']]S� .

Le cas 2 est donc vrai. Soit alors 01 un �el�ement de ��
0
tel que 01

e(z) = n. Une telle occurrence
existe car �0 est divergente.

Puisque z est une horloge sans inuence sur S� et non libre dans '1 ou '2, �a �0 correspond
une s�equence � d'�etat initial �0 telle que, pour tout i dans IN,

8p : �i(p) = �0i(p) 8x 6= z : �i(x) = �0i(x) �i(z) = �0i(z) + �0

�A  01 correspond donc une occurrence 1 dans �
� , telle que

1
e(z) = �0 + n et 80 � 1 : 

0e j=S� '1 ^ :'
Tous ces �etats 0e satisfont donc :'2. Or �0 satisfait '18U'2 ; les �etats 0e doivent donc
�egalement être dans E.

Soit �1
def
= 1

e et �1
def
= �0 + n. On a �1 2 E et �1 62 E1. On peut donc reproduire sur �1 le

même raisonnement que celui qu'on vient d'e�ectuer sur �0. On construit ainsi de proche en
proche une s�equence divergente in�nie �00 de S� avec �000 = �0, dont les �etats des occurrences
satisfont tous :'2. On aboutit donc �a une contradiction, puisque �0 j=S� '18U'2.

On peut prouver que la fonctionnelle

X = '2 _ z#'18U(X ^ z � n)

n'est pas continue ; son plus petit point �xe n'est donc pas calculable comme la limite d'une
suite croissante d'ensembles caract�eristiques.

Cette proposition est appliqu�ee dans la section 6.4.3.3 pour trouver, dans un cas restreint de
s�equences de pas divergentes, une formule de T� �equivalente �a une in�evitabilit�e quelconque de
TCTL. Elle ne su�t malheureusement pas dans le cas g�en�eral, car il faut encore caract�eriser
l'in�evitabilit�e born�ee. Nous conjecturons que cela est impossible dans le cas g�en�eral :

Conjecture 6.8

Il existe des formules '1 et '2 de TCTL et un entier positif n, tel que pour toute formule '
de T�, il existe un ensemble S� tel que

[[z#'18U('2 ^ z � n)]]S� 6= [[']]S�

En d'autres termes, il existe des formules d'in�evitabilit�e born�ee qui n'ont pas d'�equivalent
dans T�.

2

Nous pr�esentons dans la section 6.4.3.2 quelques �el�ements �a l'appui de cette conjecture.

Si cette conjecture est v�eri��ee, on peut en d�eduire que T� n'est pas aussi expressive au sens
faible que TCTL, c'est-�a-dire que les deux logiques sont incomparables même pour les ensembles
de s�equences de pas divergentes.
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6.3 Programmes temporis�es �a commandes gard�ees

Nous pr�esentons dans cette section un autre formalisme de description des syst�emes temps r�eels :
les programmes temporis�es �a commandes gard�ees. Ils s'apparentent fortement aux graphes tem-
poris�es, mais ils sont plus agr�eables �a manipuler pour d�ecrire l'algorithme de model checking. Il
n'est de toutes fa�cons pas di�cile de passer de l'un �a l'autre des formalismes, leurs niveaux de
description �etant �equivalents.

Nous prouvons alors dans la section 6.4 que lorsqu'on se restreint aux mod�eles de ces programmes,
toute formule de TCTL poss�ede un �equivalent dans T�.

6.3.1 D�e�nition et s�emantique

Nous �etendons la notion de condition pr�esent�ee dans le chapitre pr�ec�edent (x 5.1.1), en y incluant
les propositions de base.

D�e�nition 6.9

L'ensemble � des pr�edicats d'�etat est d�e�ni par la syntaxe suivante :

� ::= p j x � k j x < k j x+ n � y +m j :� j � ^ �
o�u p 2 �, x; y 2 H, k; n;m 2 IN et n ou m sont nuls.

2

Un pr�edicat d'�etat est interpr�et�e de mani�ere standard comme un pr�edicat sur �, et on note � j= �
(\� satisfait �") pour �(�) = tt.

Il est �evident que pour tout pr�edicat d'�etat �, le probl�eme (param�etr�e par D) de la validit�e de �
est d�ecidable.

Un programme temporis�e �a commandes gard�ees (PCG en abr�eg�e) P est un quadruplet
(HP ; �

0
P ; �

2

P ;GP ), tel que
� HP est un sous-ensemble de H, appel�e ensemble d'horloges de P .
� �0P est un pr�edicat d'�etat, dont les horloges sont dans HP , appel�e condition initiale de P . Il
d�e�nit l'ensemble des �etats initiaux possibles du programme.

� �2P est �egalement un pr�edicat d'�etat �a horloges dans HP , appel�e invariant de P . Il restreint
le comportement du programme aux �etats qui le satisfont.

� GP est un ensemble �ni de commandes gard�ees G, de la forme  �! L, o�u

{ La garde  est un pr�edicat d'�etat ;

{ L'�etiquette � est une action ou " ;

{ L est un ensemble fpi := �i; i 2 Ig [ fxj := 0; j 2 Jg, o�u les pi sont dans �, les �i dans
�, et les xj dans HP .

Pour un tel ensemble L et pour un pr�edicat d'�etat �, on note �[L] le pr�edicat d'�etat r�esultant de
� par substitution simultan�ee des �i (resp. de 0) aux pi (resp. aux xj). Si � est un �etat, on note
�hLi l'�etat �[L0], o�u L0 = fpi := �i(�); i 2 Ig [ fxj := 0; j 2 Jg, c'est-�a-dire l'�etat �0 tel que

8i 2 I : �0(pi) = �i(�) 8j 2 J : �0(xj) = 0

les autres variables restant inchang�ees.
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Une commande gard�ee G =  �! L peut être ex�ecut�ee dans un �etat � si � satisfait  ^ �2P et si
l'�etat but �hLi satisfait �2P .
La s�emantique d'un PCG P est d�e�nie en termes d'un ensemble SP de s�equences de pas induites
par un syst�eme temporel TP dont l'ensemble d'horloges est HP . TP est d�ecrit par les deux
relations 7!P et !P de la mani�ere suivante : pour tous � et �0 dans �,

� 7!P �
0 () � j= �2P ; �

0 j= �2P et
�
� = �0 ou 9 �! L 2 GP : � j=  et �0 = �hLi�

8d : � d!P �
0 () �0 = � + d et 8d0 � d : � + d0 j= �2P

Les relations
d
;P sont d�e�nies �a partir de ces relations de la même mani�ere que dans la sec-

tion 6.1.2, ce qui permet d'obtenir SP et S�

P , respectivement ensemble des s�equences de pas et
ensemble des s�equences de pas divergentes du programme P .

Un PCG est dit bien temporis�e si son syst�eme temporel est bien temporis�e (cf. d�e�nition 6.5).

6.3.2 Exemples

Soit le PCG P1 = (H1; �
0
1; �

2

1 ;G1), d�e�ni par :
H1

def
= fxg

�01
def
= s = 0 ^ x = 0

�21
def
= (s = 0 ^ x � 4) _ (s = 1 ^ x � 4) _ (s = 2)

G1 def
=

n
s = 0 a! s := 1 ; s = 1 b! s := 0 ; (s = 0 ^ x � 1) c! s := 2

o

s est une variable �a valeurs dans f0; 1; 2g, repr�esentant deux variables bool�eennes.

On peut repr�esenter ce programme sous la forme du graphe temporis�e de la �gure 6.1. La variable
s mod�elise les n�uds du graphe.

a

c; x � 10

1

2

b

x � 4

x � 4 true

Figure 6.1 : graphe temporis�e du programme P1

Le comportement du programme est le suivant. Il commence avec s et x tous les deux nuls. La
valeur de s est alternativement 0 et 1 avant l'instant 4 ; elle peut passer de 0 �a 2 �a tout instant
entre 1 et 4. La valeur 4 est impos�ee par l'invariant, la valeur 1 par la transition c du n�ud 0
au n�ud 2. Une fois que s vaut 2, c'est-�a-dire quand le n�ud 2 est atteint, le programme ne fait
plus rien.
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L'ensemble SP1 des s�equences de pas (�i; di)i2IN de ce programme est caract�eris�e par : pour tout
i dans IN,

�i(s) 2 f0; 1; 2g �i+1(x) = �i(x) + di

�i(s) = 0) �i(x) � 4 �i(s) = 1) �i(x) � 4 ^ �i+1(s) 6= 2

�i(s) = 2) �i+1(s) = 2 �i(s) = 0 ^ �i+1(s) = 2) 1 � �i+1(x) � 4

Les �el�ements de S�

P1
(s�equences divergentes) satisfont la propri�et�e suivante :

9i 2 IN; 8j � i : �j(s) = 2

En d'autres termes, toute s�equence divergente �nit par donner d�e�nitivement la valeur 2 �a s.

P1 est bien temporis�e. En e�et, tout pr�e�xe �ni d'une s�equence de SP1 est pr�e�xe d'une s�equence
divergente. Sous l'hypoth�ese d'�equit�e du passage du temps, le n�ud 2 est donc in�evitablement
atteint.

Un exemple de s�equence convergente est (�i; di), o�u, pour tout i dans IN,

�2i(s) = 0 �2i+1(s) = 1 �i(x) = 4
iX

j=0

2i � 1

2i
di =

4

2i+1

Cette s�equence n'est pas �equitable du point de vue du passage du temps, car elle empêche celui-ci
d'aller au-del�a de l'instant 4, alors qu'une telle �evolution est toujours possible.

Consid�erons �a pr�esent le PCG P2 = (H2; �
0
2; �

2

2 ;G2), d�e�ni par :
H2

def
= fxg

�02
def
= s = 0 ^ x = 0

�22
def
= (s = 0 ^ x � 5) _ (s = 1 ^ x � 5) _ (s = 2)

G2 def
=

n
s = 0 a! s := 1 ; s = 1 b! s := 0 ; (s = 0 ^ 1 � x � 4) c! s := 2

o

Le graphe temporis�e correspondant est pr�esent�e sur la �gure 6.2.

a

0

1

2

b

c; 1 � x � 4

x � 5

x � 5 true

Figure 6.2 : graphe temporis�e du programme P2

Les s�equences de pas d�e�nissant le comportement de P2 sont cette fois caract�eris�ees par :

�i(s) 2 f0; 1; 2g �i+1(x) = �i(x) + di

�i(s) = 0) �i(x) � 5 �i(s) = 1) �i(x) � 5 ^ �i+1(s) 6= 2

�i(s) = 2) �i+1(s) = 2 �i(s) = 0 ^ �i+1(s) = 2) 1 � �i+1(x) � 4
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Le programme P2 n'est pas bien temporis�e. En e�et, il est possible d'\ex�ecuter" P2 en alternant
entre s = 0 et s = 1 jusqu'�a un instant o�u la transition c n'est plus possible. La s�equence r�esultant
est alors in�evitablement convergente, l'instant 5 ne pouvant être d�epass�e. Un exemple de s�equence
irr�em�ediablement convergente apr�es un certain nombre de pas est (�0i; d0i), avec, pour tout i
dans IN,

x02i(s) = 0 �02i+1(s) = 1 �0i(x) = 5
iX

j=0

2i � 1

2i
di =

5

2i+1

Par contre, les s�equences divergentes de P2 sont exactement les mêmes que celles de P1 : ce sont
celles qui m�enent dans le n�ud 2 entre les instants 1 et 4.

6.4 Model checking

Nous pr�esentons un algorithme de v�eri�cation de propri�et�es exprim�ees dans T�. Il consiste, pour
un PCG P donn�e, �a calculer, sous la forme d'un pr�edicat d'�etat j'j, l'ensemble [[']]SP des �etats
satisfaisant une formule ' relativement �a SP .
Nous exposons �egalement comment calculer l'ensemble caract�eristique d'une in�evitabilit�e de
TCTL (8U), ce qui est possible pour les mod�eles des PCG bien temporis�es, mais pas dans
le cas g�en�eral des syst�emes temporels, même bien temporis�es.

La correction de l'algorithme et de la traduction de 8U reposent enti�erement sur la no-
tion de graphe de r�egions pr�esent�ee ci-dessous, utilis�ee pour le model checking �enum�era-
tif [ACD90, Alu91].

6.4.1 Graphe de r�egions

Soit P
def
= (HP ; �

0
P ; �

2

P ;GP ) un programme temporis�e �a commandes gard�ees, et soit ' une formule
de T�. On note c la plus grande constante enti�ere apparaissant dans les pr�edicats d'�etat de P
(donc dans �0P , �

2

P et les gardes des commandes) et de '.

D�e�nition 6.10 (r�egion)
Nous d�e�nissons une relation d'�equivalence

c� entre �etats de � par : �
c� �0 si et seulement si

1. Pour toute proposition p de �, �(p) = �0(p) ;
2. Pour toute horloge x de H, int(�(x)) = int(�0(x)) ou �(x) > c et �0(x) > c, (int d�enote

la partie enti�ere) ;

3. Pour tout x dans H telle que �(x) � c ou �0(x) � c, frac(�(x)) = 0 si et seulement si
frac(�0(x)) = 0, o�u frac d�enote la partie fractionnelle ;

4. Pour tout couple d'horloges (x; y) de H, et pour tous n et m dans IN tels que n +m � c,
�(x) + n � �(y) +m si et seulement si �0(x) + n � �0(y) +m.

Une r�egion est une classe d'�equivalence de
c�. La r�egion contenant � est not�ee [�]. Une r�egion

terminale est une r�egion dont les �etats satisfont x > c pour toute horloge x.

2
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On constate facilement que l'ensemble R des r�egions est �ni. La �gure 6.3 pr�esente les di��erentes
r�egions existantes pour une valeur particuli�ere des propositions, dans le cas o�u H = fx; yg et
c = 3. On distingue ici des r�egions �a z�ero dimension (les points), �a une dimension (les segments
ouverts et les demi-droites ouvertes) et �a deux dimensions (les polygones ouverts born�es par
des segments et les polygones ouverts non born�es). On d�enombre �egalement quinze r�egions
terminales, qui sont les demi-droites ouvertes et les polygones ouverts non born�es situ�es dans le
quadrant du plan d�e�ni par x > 3 et y > 3.

0 1 2
0

1

2

3

3

y

x

Figure 6.3 : r�egions pour deux horloges

Chaque r�egion r est caract�eris�ee par un pr�edicat d'�etat �r dont la plus grande constante enti�ere
est inf�erieure ou �egale �a c. C'est-�a-dire, pour tout �etat �, � 2 r si et seulement si � j= �r
(�(�) = tt). Le pr�edicat �[�] est d�e�ni comme la conjonction des pr�edicats suivants :

1. Pour tout p dans �, si �(p) = tt alors p sinon :p
2. Pour tout x dans H,

� si �(x) = n � c, o�u n 2 IN, alors x = n

� si n < �(x) < n+ 1 � c, o�u n 2 IN, alors n < x < n+ 1

� si �(x) > c alors x > c

3. pour tous x et y dans H,
� si �(x) = �(y) + n, o�u n 2 IN et n � c, alors x = y + n

� si �(y) + n < �(x) < �(y) + n+ 1, o�u n 2 IN et n < c, alors y + n < x < y + n+ 1

� si �(x) > �(y) + c, alors x > y + c
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Exemple 6.2
Supposons D = jQ+, c = 3 � = fp; qg et H = fx; yg.
1. Soit l'�etat � d�e�ni par

�(p) = tt �(q) = ff �(x) = 0;1 �(y) = 1;4

Alors un �etat est dans [�] si et seulement si il satisfait le pr�edicat d'�etat

p^:q^(0 < x < 1)^(1 < y < 2)^(x+ 1 < y < x+ 2)

2. Soit �a pr�esent l'�etat �0 d�e�ni par

�(p) = �(q) = tt �(x) = 4;3 �(y) = 1;4

Les �etats de [�0] sont alors caract�eris�es par le pr�edicat d'�etat

p^q^(x > 3)^(1 < y < 2)^(y + 2 < x < y + 3)

3. Un pr�edicat d'�etat caract�erisant [�][ [�0] est

p^(1 < y < 2)^
((:q^(0 < x < 1)^(x+ 1 < y < x+ 2)) _ (q^(x > 3)^(y + 2 < x < y + 3)))

2

Remarque 6.1

Noter qu'une r�egion dont les �etats satisfont x � c pour toute horloge x peut �egalement être
caract�eris�ee par la conjonction des pr�edicats ad�equats p ou :p et x = n ou n < x < n + 1 et
par l'ordre des parties fractionnelles des valeurs des horloges. Par exemple, la r�egion [�] de
l'exemple 6.2 ci-dessus est caract�eris�ee par

p^:q^(0 < x < 1)^(1 < y < 2)

et
frac(x) < frac(y)

2

On peut d�eduire de la caract�erisation des r�egions par des pr�edicats d'�etat la propri�et�e suivante :

Proposition 6.9
�A tout ensemble R de r�egions correspond un pr�edicat d'�etat �R, dont les constantes sont
inf�erieures �a c, tel que

8� : � 2 R () � j= �R

�R est bien entendu la disjonction des �r, r 2 R.
2

Il est de plus facile de prouver que

Proposition 6.10

Pour tout pr�edicat d'�etat � dont aucune constante n'exc�ede c, pour tous �etats � et �0, si
�

c� �0, alors �(�) = �(�0).
2
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Par cons�equent, tout pr�edicat d'�etat dont les constantes sont born�ees par c peut être consid�er�e
comme un ensemble de r�egions. Nous utilisons indi��eremment la notation � pour les pr�edicats
d'�etat et les ensembles de r�egions.

Finalement, on peut d�emontrer que les relations 7!P et
S
d2D

d!P sont stables par rapport �a la
partition de � en r�egions ; c'est-�a-dire :

Proposition 6.11

Pour tous �, �0 et d, � 7!P �0 ) 8�1 2 [�]; 9�01 2 [�0] : �1 7!P �01
� d!P �

0 ) 8�1 2 [�]; 9d1; 9�01 2 [�0] : �1 d1!P �
0
1

2

En d'autres termes, si un �etat d'une r�egion r poss�ede une transition instantan�ee (resp. temporelle
de dur�ee quelconque) vers une r�egion r0, alors c'est �egalement le cas pour tous les �etats de r.

On peut en conclure directement que la relation ;P est elle-même stable. Donc, s'il existe un
pas d'un �etat de r vers un �etat de r0, alors il en existe un �a partir de tout �etat de r. Le th�eor�eme
suivant, sur lequel s'appuient l'algorithme �enum�eratif de [ACD90, Alu91] ainsi que l'algorithme
symbolique de la section 6.4 est donc trivialement vrai, d'apr�es la s�emantique de T� et TCTL.

Th�eor�eme 6.12

Pour toute formule ' de T� ou TCTL dont aucune constante n'exc�ede c, pour tous �etats �
et �0 appartenant �a la même r�egion,

� j=SP ' () �0 j=SP ' et � j=S�
P
' () �0 j=S�

P
'

Par cons�equent il existe un pr�edicat d'�etat dont aucune constante n'exc�ede c, tel que
[[']]SP = [[�]]SP et [[']]S�

P
= [[�]]S�

P
.

2

Nous d�e�nissons �a pr�esent la notion de successeur temporel d'une r�egion.

D�e�nition 6.11
Une r�egion r0 de R est un successeur temporel d'une r�egion r si l'une des deux conditions
suivantes est remplie

1. r et r0 sont distinctes, et il existe � dans r et d dans D� tel que � + d 2 r0 et pour tout
d0 � d, � + d0 2 r [ r0 ;

2. r = r0 est une r�egion terminale.
2

On montre facilement que toute r�egion poss�ede un successeur et que de plus il est unique. Le
successeur temporel de la r�egion r est not�e succt(r).

Exemple 6.3
Nous consid�erons les deux r�egions d�e�nies dans l'exemple 6.2.

1. Le successeur de la r�egion d�e�nie par le pr�edicat

p^:q ^ (0 < x < 1)^(1 < y < 2)^(x+ 1 < y < x+ 2)

est la r�egion caract�eris�ee par p^:q ^ (0 < x < 1)^(y = 2)^(x+ 1 < y < x+ 2).

2. Celui de la r�egion caract�eris�ee par

p^q^(x > 3)^(1 < y < 2)^(y + 2 < x < y + 3)

(avec c = 3) est la r�egion d�e�nie par p^q^(x > 3)^(y = 2)^(y + 2 < x < y + 3).
2
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La proposition suivante fournit une borne sup�erieure au nombre d'it�erations n�ecessaires de la
fonction succt pour passer de la r�egion d'un �etat � �a celle de � + d, quel que soit d.

Proposition 6.13

Soit �h le cardinal de H, soit � un �etat de �, et soit d un �el�ement de D, dont la partie enti�ere
sup�erieure est �. Il existe n � 2��h tel que [� + d] = succnt ([�]) et pour tout d

0 � d il existe
m � n tel que [� + d] = succmt ([�]).

2

Preuve. Nous supposons que les horloges de H sont not�ees xi avec 1 � i � �h, et que dans �
elles v�eri�ent

8i < �h : frac(xi+1) � frac(xi)

Il su�t de prouver la propri�et�e pour d = 1. Nous nous pla�cons dans le pire des cas. Celui-ci
est caract�eris�e par :

8i < �h : frac(xi+1) < frac(xi)

8i 2 [1; �h] : xi � c� 1

Deux situations sont alors possibles :

1. les parties fractionnelles des xi sont toutes non nulles ;

2. x�h est entier.

Les deux cas sont trait�es de mani�ere similaire, nous ne pr�esentons que le premier. Appelons
r0 la r�egion de �. Outre les valeurs des propositions de base et l'ordre entre les parties
fractionnelles d�e�ni ci-dessus, elle est caract�eris�ee (cf. rq. 6.1) par la donn�ee de �h entiers
mi < c� 2 tels que

8i 2 [1; �h] : mi < xi < mi + 1

La r�egion [� + 1] est alors caract�eris�ee par les mêmes valeurs des propositions de base et le
même ordre entre parties fractionnelles que r0, et par

8i 2 [1; �h] : mi + 1 < xi < mi + 2

Pour i entre 1 et �h, on d�e�nit deux r�egions r2i�1 et r2i, caract�eris�ees par le même ordre de
parties fractionnelles et les mêmes valeurs de propositions de base que r0 et telles que, dans
r2i�1, les valeurs des horloges v�eri�ent

8j < i :mj + 1 < xj < mj + 2

xi = mi + 1

8j > i :mj < xj < mj + 1

et dans r2i elles v�eri�ent

8j � i :mj + 1 < xj < mj + 2

8j > i :mj < xj < mj + 1

On constate alors facilement, d'une part que pour tout k entre 1 et 2�h, rk = succt(rk�1), et
d'autre part que [� + 1] = r2�h. Il su�t donc de 2�h it�erations de la fonction succt pour passer
de [�] �a [� + 1]. On v�eri�e �egalement facilement que, pour tout d0 � 1, � + d0 est dans une
des rk.

Le graphe de r�egions est d�e�ni de la mani�ere suivante.
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D�e�nition 6.12 (graphe de r�egions)
Soit P un PCG, et c la constante d�e�nissant

c�. Le graphe de r�egions G(P; c) est un graphe
dont

� les �el�ements de l'ensemble de sommets S sont les r�egions appartenant �a �2P ;

� les �el�ements de l'ensemble E des arcs sont les couples ([�]; [�0]) tels que � 7!P �
0 (arc

instantan�e) ou [�0] est le successeur temporel de [�] (arc temporel).
2

Remarquer que

� le graphe de r�egions est �ni et �a branchement �ni ;

� en tout sommet du graphe se trouve un arc instantan�e bouclant ;

� si (r; r0) est un arc instantan�e de E, alors la proposition 6.11 garantit que pour tout �etat �
de r il existe un �el�ement �0 de r0 tel que � 7!P �

0.

Nous mettons en �evidence une correspondance simple entre les chemins dans G(P; c) et les s�e-
quences de pas de SP .
D�e�nition 6.13 (r-pas)

Un r-pas (pas de r�egions) est un chemin �ni r0r1 : : : rn de G(P; c), avec n � 1, tel que, pour
tout 0 � i < n� 1, (ri; ri+1) est un arc temporel de E, et (rn�1; rn) est un arc instantan�e de
E.

2

Un r-pas correspond �a un pas d'une s�equence de SP :

Proposition 6.14
Pour tous � et �0, � ;P �

0 si et seulement si il existe un r-pas dans G(P; c), dont le sommet
initial (resp. �nal) est [�] (resp. [�0]), et tel que tous les �etats interm�ediaires entre � et �0

sont dans une des r�egions du r-pas.
2

Preuve. Nous montrons les deux sens de l'�equivalence.

) : Supposons � ;P �
0. Il existe alors d tel que, pour tout d0 � d, chaque �etat interm�ediaire

� + d0 satisfait �2P , et � + d 7!P �
0.

Soit � la partie enti�ere sup�erieure de d, et �h le cardinal de H. D'apr�es la proposition 6.13,
il existem � 2��h et une s�equence �nie de r�egions r0 : : : rm, telle que r0 = [�], rm = [� + d]
et pour tout i < m, ri+1 = succt(ri). De plus, pour tout d0 � d il existe i entre 1 et m
telle que ri = [� + d0]. La proposition 6.10 implique donc que les ri sont dans �

2

P .

Finalement, puisque � + d 7!P �0, le couple (rm; [�0]) est un arc instantan�e de E. La
s�equence r0 : : : rm [�0] est donc bien un r-pas de G(P; c) tel que tout �etat entre � et �0 se
trouve dans l'une de ses r�egions.

( : imm�ediat par les d�e�nitions de succt, E et des r-pas, et par la proposition 6.11.

La d�e�nition suivante applique l'op�erateur / aux ensembles de r�egions.

D�e�nition 6.14
Soit R et R0 deux ensembles de r�egions de R. On d�e�nit R / R0 comme l'ensemble des
r�egions r0 telles qu'il existe un r-pas r0r1 : : : rn dans G(P; c), avec rn 2 R0 et pour tout i dans
0; n� 1, ri 2 R [R0.

2
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On d�eduit de cette d�e�nition et des propositions 6.9 et 6.10 le corollaire suivant.

Corollaire 6.15
Soit � et �0 deux pr�edicats d'�etat (deux ensembles de r�egions) Pour tout �etat �,

� j=SP � / �0 () [�] 2 � / �0

2

6.4.2 Algorithme

L'algorithme de model checking de T� sur un PCG P consiste �a calculer l'ensemble des �etats
qui satisfont une formule ' de T� relativement �a SP . Cet ensemble est repr�esent�e sous la forme
d'un pr�edicat d'�etat j'j, appel�e pr�edicat caract�eristique de '. On note ici encore c la plus grande
constante apparaissant dans P et '. Dans cette section, tous les pr�edicats d'�etat ont toutes leurs
constantes born�ees par c.

Le pr�edicat caract�eristique j'j est d�e�ni par induction de la mani�ere suivante.

jpj def
= p

jx+ n � y +mj def
= x+ n � y +m

j:'j def
= :j'j

j'1 _ '2j def
= j'1j _ j'2j

jx#'j def
= j'j[x := 0]

j'1 / '2j def
= j'1j / j'2j

j�X: '(X)j def
=

_
i�0

�i; o�u �0
def
= j'(false)j et �i+1

def
= �i _ j'(�i)j

Cette d�e�nition fournit un algorithme de calcul de j'j, �a condition de savoir e�ectivement calculer
�1 / �2 pour des pr�edicats d'�etat �1 et �2.

Le th�eor�eme suivant a�rme que l'algorithme ainsi obtenu fonctionne correctement.

Th�eor�eme 6.16

Pour tout programme temporis�e �a commandes gard�ees P et pour toute formule ' de T� dont
les plus petits points �xes sont d�e�nis sur des fonctionnelles monotones, l'algorithme termine
et calcule un pr�edicat d'�etat � tel que [[�]]SP = [[']]SP

2

Preuve. Nous montrons par induction sur la structure de ' que j'j est un pr�edicat d'�etat
caract�erisant un ensemble de r�egions, et que [[']]SP = [[j'j]]SP .
La preuve est �evidente pour ' = p; x+ n � y +m;:'0 et '1 _ '2. Pour ' = x#'0, on
montre facilement que pour tout �etat � et tout pr�edicat d'�etat �,

�[x := 0] j=SP � () � j=SP �[x := 0]

Pour ' = '1 / '2 on fait appel au corollaire 6.15. Finalement, le th�eor�eme de Kleene assure
que le calcul du plus petit point �xe est correct.

La terminaison de l'algorithme est garantie par le fait qu'il n'y a qu'un nombre �ni de r�egions,
et donc un nombre �ni de pr�edicats d'�etats non �equivalents. De plus, la �nitude du nombre
de pr�edicats d'�etat permet de ne pas exiger la continuit�e des fonctionnelles dont on calcule le
plus petit point �xe.
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Il reste donc �a donner une m�ethode e�ective du calcul de �1 / �2.

D�e�nition 6.15 (pr�ed�ecesseur instantan�e)
Soit � un pr�edicat d'�etat.

Pour une commande gard�ee G =  �! L de P , on d�e�nit le pr�edicat d'�etat

preG(�)
def
=  ^ �2P ^ (� ^ �2P )[L]

preG(�) caract�erise les �etats �a partir desquels un �etat de � est accessible en ex�ecutant la
commande gard�ee G.

Le pr�ed�ecesseur instantan�e de � est le pr�edicat d'�etat

prei(�)
def
= (� ^ �2P ) _

_
G2GP

preG(�)

2

On v�eri�e ais�ement que prei(�) contient exactement les classes des �etats � pour lesquels il existe
�0 satisfaisant � tel que � 7!P �

0.
D�e�nition 6.16 (pr�ed�ecesseur temporel)

Soit r une r�egion. Le pr�ed�ecesseur temporel de r est le pr�edicat d'�etat pret(r) caract�erisant
la r�egion r0 telle que r = succt(r0) (ou false si r0 n'existe pas).

Soit � un pr�edicat d'�etat. Le pr�ed�ecesseur temporel pret(�) de � est la disjonction des
pret(r), pour toutes les r�egions r de �.

2

Le pr�ed�ecesseur temporel d'une r�egion r peut être calcul�e de la mani�ere suivante �a partir du
pr�edicat �r.

Supposons que �r est la conjonction des pr�edicats des huit ensembles

E1
def
= fpb; pb 2 �; b 2 Bg

E2
def
= f:pd; pd 2 �; d 2 Dg

E3
def
= fxi = ni; i 2 I; ni � cg

E4
def
= fnj < xj < nj + 1; j 2 J; nj < cg

E5
def
= fxk > c; k 2 Kg

E6
def
= fxt = xu + ntu; (t; u) 2 TU; ntu � cg

E7
def
= fxv + nvw < xw < xv + nvw + 1; (v; w) 2 VW; nvw < cg

E8
def
= fxe > xf + c; (e; f) 2 EFg

Un ensemble de pr�edicats d'�etat est consid�er�e comme le pr�edicat conjonction de ses �el�ements.

Nous distinguons trois cas, selon que I est vide ou non, et dans ce second cas selon qu'un ni est
nul ou non.

1. Si I est non vide et si un ni est nul, alors pret(r) = false. En e�et, �r ne poss�ede pas de
pr�ed�ecesseur temporel puisqu'au moins une horloge est nulle.

2. Si I est non vide et si tous les ni sont strictement positifs, alors d�es qu'on \recule" d'une
in�me fraction de temps, les xi deviennent non entiers, et leur partie fractionnelle (identique
pour chacun d'entre eux) est alors sup�erieure �a celle de chacun des xj et des xk .

pret(r) est donc la conjonction de E1, E2, E4; : : : ; E8 et de

fni � 1 < xi < ni; i 2 Ig
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3. Si I est vide, alors \reculer" d'une r�egion revient �a rendre entiers certains xk et/ou les xj
dont la partie fractionnelle est la plus petite.

Pour k 2 K, notons nk = c, et pour tout H � J [K, soit

EH
3

def
= fxh = nh; h 2 Hg

EH
4

def
= E4 � fnh < xh < nh + 1; h 2 Hg

EH
5

def
= E5 � fxh > c; h 2 Hg

Le pr�edicat pret(r) est alors_
H�J[K
H 6=;

�
E1^E2^EH

3 ^EH
4 ^EH

5 ^E6^E7^E8

�

Il n'existe qu'un seul sous-ensemble H pour lequel le pr�edicat entre parenth�eses n'est pas r�eduit
�a false. En e�et, pour tous les autres, EH

3 est incompatible avec E6^E7^E8.

D�e�nition 6.17

Soit � et �0 deux pr�edicats d'�etat, et soit n un entier naturel. Le pr�edicat d'�etat �!n�0 est
d�e�ni par induction sur n par :

�!0�0 def
= �0 ^ �2P

�!n+1�0 def
= � ^ �2P ^ pret(�!n�0)

2

Les pr�edicats �!n�0 sont calculables et sont en nombre �ni (modulo l'�equivalence des pr�edicats
d'�etat). Nous pouvons alors d�e�nir et calculer le pr�edicat d'�etat

�!�0 def=
_
n2IN

�!n�0

Un �etat � est donc dans �!�0 s'il est possible, �a partir de �, d'atteindre un �etat de �0 en laissant
passer le temps et en restant continuellement dans �2P ^ (� _ �0).

Les transformateurs de pr�edicats prei et! permettent de calculer la relation / sur les pr�edicats
d'�etat :

Proposition 6.17
Pour tous pr�edicats d'�etat � et �0, � / �0 = �!prei(�

0)
2

Nous disposons donc en th�eorie de tout l'outillage n�ecessaire pour appliquer l'algorithme de model
checking. Sa mise en �uvre n�ecessite bien entendu de pouvoir e�ectuer les calculs rapidement,
aussi bien pour les transformateurs de pr�edicats que pour les proc�edures de d�ecision d'inclusion
ou d'�egalit�e de pr�edicats d'�etat.

6.4.3 Model checking pour TCTL

Nous montrons �a pr�esent comment �etendre la notion de pr�edicat caract�eristique aux formules de
TCTL, c'est-�a-dire aux op�erateurs 9U et 8U .
En premier lieu, remarquer que le pr�edicat caract�eristique de la formule EdE est exactement �2P .
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6.4.3.1 Possibilit�e

La proposition 6.6 permet de d�e�nir directement le pr�edicat caract�eristique de �19U�2 en fonction
de �1 et �2 :

Proposition 6.18

Pour tous pr�edicats caract�eristiques �1 et �2 de TCTL,

j�19U�2j = �2P^j�X: (�2_ (�1 / X))j
2

6.4.3.2 In�evitabilit�e born�ee

Nous montrons �a pr�esent que l'in�evitabilit�e born�ee s'exprime en termes de l'op�erateur 9U si on
se restreint aux s�equences de pas divergentes de P .

Proposition 6.19
Soit '1 et '2 deux formules de TCTL ; soit z une horloge n'appartenant pas �a HP et non
libre dans '1 ou '2 ; soit n un entier naturel. Alors

[[z#'18U('2 ^ z � n)]]S�
P
= [[:z#:'29U(:('1 _ '2) _ z > n)]]S�

P

2

En fran�cais, cela signi�e que la propri�et�e

\il est in�evitable de satisfaire '2 avant n unit�es de temps, '1 _ '2 �etant auparavant
continûment satisfaite"

est �equivalente �a la propri�et�e

\il n'est pas possible de ne satisfaire ni '1 ni '2 ou de d�epasser l'instant n, sans avoir
pr�ec�edemment satisfait '2 avant l'instant n."

Preuve. Soit K1 le premier ensemble caract�eristique ci-dessus, et K2 le second. Nous montrons
que K1 � K2 puis que K2 � K1.

Soit � dans K1. Pour toute s�equence � de S�

P dont l'�etat initial est �[z := 0], il existe  dans
�� dont l'�etat satisfait '2 ^ z � n, et de plus l'�etat de toute occurrence 0 �  satisfait
'1 _ ('2 ^ x � n). Puisque 0 �  et que z n'est pas une horloge de P , on est assur�e que
0e(z) � n. Tous les 0 sont dont tels que 0e satisfait ('1 _ '2) ^ z � n.

Supposons que � n'appartient pas �a K2. Il existe alors une s�equence � dans S�

P

dont l'�etat initial est �[z : 0], et il existe une occurrence 1 dans �� dont l'�etat satis-
fait :('1 _ '2)_ z > n, et de plus toute occurrence 01 � 1 est telle que 01

e satisfait
:'2 _ :('1 _ '2) _ z > n ; c'est-�a-dire :

8 01 � 1 : 1
e(z) � n) 1

e j=S�
P
:'2

Pour cette s�equence � particuli�ere, on a soit  � 1, soit 1 � .

Le premier cas est impossible, car alors  est un 01, et on devrait avoir e j=S�
P
:'2, ce

qui est faux.

Le second cas est �egalement impossible. En e�et 1 serait alors un 0. Son �etat devrait
donc satisfaire '1 _ '2 et z � n, ce qui est �egalement faux.

On aboutit �a une contradiction, et donc � appartient �a K2.
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Soit � dans K2. Pour toute s�equence � de S�

P dont l'�etat initial est �[z := 0], pour
tout  dans �� , e satisfait ('1 _ '2) ^ z � n ou il existe 0 �  dont l'�etat satisfait
'2 ^ ('1 _ '2) ^ z � n, qui est �equivalent �a '2 ^ z � n. On a donc :

8� 2 S�

P avec �0 = �[z := 0];

8 2 �� : (e j=S�
P
('1 _ '2) ^ z � n) _ 90 �  : 0e j=S�

P
'2 ^ z � n (6:2)

Supposons que � n'est pas dans K1. Il existe alors une s�equence � dans S�

P , dont l'�etat
initial est �0 = �[z := 0], telle que

8 2 �� : (e j=S�
P
:'2 _ z > n) _ 90 �  : 0e j=S�

P
:'1 ^ (:'2 _ z > n) (6:3)

Par d�e�nition, cette s�equence � est divergente. La valeur de z n'�etant jamais remise �a z�ero,
il existe donc une occurrence  dans �� telle que e(z) > n. En appliquant la formule 6.2
�a , on trouve qu'il existe 0 �  telle que

0
e j=S�

P
'2 ^ z � n

On peut d�eduire des formules 6.2 et 6.3 les formules 6.4 et 6.5 suivantes :

8 2 �� :
�
e j=S�

P
:'1 ^ :'1 ^ z � n ) 90 �  : 0e j=S�

P
'2 ^ z � n

�
(6.4)

8 2 �� :
�
e j=S�

P
'2 ^ z � n ) 90 �  : 0e j=S�

P
:'1 ^ :'2 ^ z � n

�
(6.5)

Supposons que l'indice de 0 est k. L'�etat de 0 se trouve donc dans un des k+1 premiers
pas de �.

D'apr�es la proposition 6.14, il existe k+1 r-pas dans le graphe de r�egions, chacun d'entre
eux correspondant �a un des k + 1 premiers pas de �.

On peut partitionner l'ensemble de toutes les r�egions en trois sous-ensembles :

R0
def
= fr j 8� 2 r : � j=S�

P
'2g

R1
def
= fr j 8� 2 r : � j=S�

P
:'1 ^ :'2g

R2
def
= fr j 8� 2 r : � j=S�

P
'1 ^ :'2g

(le th�eor�eme 6.12 garantit que les Ri sont bien des ensembles de r�egions.)

L'�etat de 0 se trouve dans une r�egion de R0. Il existe donc des r�egions de R0 [R1 dans
la s�equence des k1 r-pas. �A partir de �0 et en avan�cant le long de ces r-pas, il existe donc
n�ecessairement une r�egion r dans R0 ou R1 telle que toutes les r�egions pr�ec�edentes sont
dans R2. Si r est dans R0 (resp. R1), alors tout �etat de r viole la propri�et�e 6.5 (resp. 6.4).

On obtient donc une contradiction ; par cons�equent � est bien dans K1.

Nous exhibons �a pr�esent un contre-exemple de cette proposition dans le cas des syst�emes tem-
porels quelconques.

On consid�ere � = fp; qg, H = fx; yg et D def
= jQ+.

Un �etat � est un quadruplet (�(p); �(q); �(x); �(y)).

Soit les formules de TCTL

'1
def
= 93�1 p '2

def
= 93�1 q

'
def
= z#'18U('2 ^ z � 1) et '0 def= :(z#:'29U:('1 _ '2) _ z > 1)



134 Chapitre 6 : Model checking symbolique

Nous d�e�nissons le syst�eme temporel T1 de la mani�ere suivante.

Pour tout �, � d!T1 � + d, c'est-�a-dire que le temps n'est jamais bloqu�e.

Soit �0 = (ff; ff; 0; 0) et, pour tout d dans jQ+, �d = �0 + d. Les seules transitions instantan�ees
sont :

t1 : �0 7!T1 (tt; ff; 0; 0) 8n 2 IN� : tn1 : � 1

n
7!T1 (ff; ff;

1
n ; 0)

t2 : (tt; ff; 2; 2) 7!T1 (tt; tt; 2; 2) 8n 2 IN� : tn2 : (ff; ff; 1 + 1
n ; 1) 7!T1 (ff; tt; 1 +

1
n ; 1)

La transition t1 garantit que �0 j=S�
T1

'1. De même, les transitions tn1 et t
n
2 permettent de d�eduire

8n 2 IN� : � 1

n
j=S�

T1

'2

De plus, pour tout d > 0, aucune ex�ecution �a partir de �d ne permet d'atteindre un �etat o�u p est
vraie. Donc

8d > 0 : �d j=S�
T1

:'1

Finalement, les seuls sd �a partir desquels on peut atteindre un �etat satisfaisant q dans un d�elai
� 1 sont les � 1

n
. Par cons�equent, on obtient :

�0 j=S�
T1

'1 ^ :'2

� 1

n
j=S�

T1

'2 8n 2 IN�

�d j=S�
T1

:('1 _ :'2) 8d 62 f0g [ f 1
n jn 2 IN�g

Il existe trois types de s�equences de pas divergentes dont l'�etat initial est �0 :

1. les s�equences qui \commencent" par la transition instantan�ee t1. Celles-ci ne passent par
aucun des �d pour d > 0 ;

2. les s�equences qui, lorsqu'elles atteignent un certain �etat � 1

n
, continuent en prenant la transi-

tion tn1 ;

3. les s�equences qui passent par tous les �d.

Pour les s�equences de type 1, l'�etat (tt; ff; 1; 1) est atteint apr�es une unit�e de temps, et il satisfait
'2. De plus, tous les �etats qui de ces s�equences satisfont '1. Le long de ces s�equences, il n'est
donc pas possible d'atteindre un �etat satisfaisant :('1 _ '2) _ z > 1 sans avoir pr�ec�edemment
satisfait '2.

Pour les s�equences des deux autres types, tout �etat satisfaisant :'1 ^ :'2 ou tel que z > 1 est
pr�ec�ed�e d'un �etat satisfaisant '2 car, d'une part l'�etat initial de ces s�equences est �0 qui ne
satisfait pas :'1 ^ :'2, et d'autre part

8d 2 jQ�+ 9n 2 IN� :
1

n
< d

Pour ces s�equences, il n'est donc pas non plus possible d'atteindre un �etat satisfaisant
:('1 _ '2) _ z > 1 sans avoir pr�ec�edemment satisfait '2.

On en conclut que l'�etat �0 satisfait '0. Par contre il ne satisfait pas '. En e�et, le long des
s�equences de type 2 ou 3, il n'est pas possible d'atteindre un �etat satisfaisant '2 (un � 1

n
) sans

avoir pr�ec�edemment satisfait :'1 _ '2, car

8n 2 IN� 9d 2 jQ�
+ : d <

1

n
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On a donc trouv�e un syst�eme temporel T1 tel que

[[z#'18U('2 ^ z � 1)]]S�
P
6= [[:(z#:'29U:('1 _ '2) _ z > 1)]]S�

T1

Si la conjecture 6.8 est fausse, alors il doit exister  dans T� telle que

8 syst�eme temporel T : [[']]S�
T
= [[ ]]S�

T

D'autre part, la proposition 6.6 garantit que '0 est �equivalente �a une formule  0 de T�. La
proposition 6.19 a�rme alors que

8GCPP : [[']]S�
P
= [[ 0]]S�

P

Pour r�efuter la conjecture, il faudrait donc trouver une formules  0 de T� qui \co��ncide" avec  
sur tous les GCP, mais pas sur certains syst�emes temporels, en particulier sur T1 d�e�ni ci-dessus,
c'est-�a-dire telle que

8GCPP : [[ ]]S�
P
= [[ 0]]S�

P
et [[ ]]S�

T1

6= [[ 0]]S�
T1

Une telle �eventualit�e semble hautement improbable ; c'est pourquoi nous pouvons raisonnable-
ment esp�erer que la conjecture est vraie.

Soit P un PCG bien temporis�e. Lorsqu'on souhaite v�eri�er une propri�et�e d'in�evitabilit�e, il
faut bien entendu le faire en ne consid�erant que les s�equences de pas divergentes de P (voir
proposition 6.4). En d'autres termes, on ne s'int�eresse pour les in�evitabilit�es qu'aux ensembles
caract�eristiques relatif aux s�equences de pas divergentes de P . Le pr�edicat caract�eristique de
'18U'2 doit donc être d�e�ni de telle sorte que

[['18U'2]]S�
P
= [[j'18U'2j]]S�

P

La proposition 6.3 a�rme que si P est bien temporis�e, alors pour toute formule ' de T�,
[[']]S�

P
= [[']]SP . La proposition 6.19 permet donc de d�e�nir le pr�edicat caract�eristique de

l'in�evitabilit�e born�ee :

Proposition 6.20

Pour tout PCG P , pour toutes formules '1 et '2 de TCTL, pour toute horloge z
n'apparaissant pas dans P et non libre dans '1 ou '2, pour tout entier positif n, si P
est bien temporis�e alors

jz#'18U('2 ^ z � n)j = j:z#:'29U(:('1 _ '2) _ z > n)j
ou de mani�ere �equivalente, d'apr�es la proposition 6.18 :

jz#'18U('2 ^ z � n)j = jz#: (�2P^�X: (:(j'1j _ j'2j) _ z > n_ (:j'2j / X))) j
2

6.4.3.3 In�evitabilit�e

Pour obtenir le pr�edicat caract�eristique de l'in�evitabilit�e g�en�erale '18U'2, on fait alors appel
�a la proposition 6.7, qui a�rme que l'ensemble caract�eristique de '18U'2 relativement aux
s�equences divergentes est le plus petit point �xe d'une fonctionnelle o�u apparâ�t une in�evitabilit�e
born�ee. Si on remplace celle-ci par son pr�edicat caract�eristique (qu'on sait calculer grâce �a la
proposition 6.20), on obtient alors la proposition suivante, qui d�e�nit le pr�edicat caract�eristique
de l'in�evitabilit�e en fonction de celui d'une formule de T�.
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Proposition 6.21
Pour tout PCG P , pour toutes formules '1 et '2 de TCTL, pour toute horloge z

n'apparaissant pas dans P et non libre dans '1 ou '2, pour tout entier strictement posi-
tif n, si P est bien temporis�e alors

j'18U'2j = j�X: (j'2j _ z# (j'1j8U(X ^ z � n))) j
On peut obtenir une formule de T� en utilisant la caract�erisation de l'in�evitabilit�e born�ee
pr�esent�ee ci-dessus :

j'18U'2j = j�X: (j'2j _ z# :(�2P^�Y: (:(j'1j _ X) _ z > n_ (:X / Y )))) j
2

Le calcul de j'18U'2j consiste donc �a it�erer celui de �X: '2 _ '18U�n X. On constate une

correspondance avec le cas non temporis�e, pour lequel on it�ere �X: '2 _ '1 ^ X ^ ::X .
La partie encadr�ee de cette fonctionnelle exprime une in�evitabilit�e \�a l'�etat suivant", '1 �etant
v�eri��ee \�a l'�etat courant". Ne disposant pas de notion d'�etat suivant, nous faisons correspondre
�a cette sous-formule l'in�evitabilit�e born�ee '18U�n X, dont le pr�edicat caract�eristique est, lui,
directement calculable comme la n�egation d'un 9U .
La valeur choisie pour n est sans inuence sur le r�esultat �nal ; elle peut par contre a�ecter le
nombre d'it�erations n�ecessaires pour atteindre le point �xe. Plus elle est grande, moins il est
n�ecessaire d'it�erer pour le calcul de j�X: '2 _ '18U�nX j. Cependant, le calcul de chacun des
j'18U�n �ij n�ecessite �egalement une it�eration. Celle-ci est en g�en�erale plus longue et compliqu�ee
lorsque n crô�t. La valeur optimale de n peut être tr�es di�cile �a trouver. Choisir n = 1 facilite
en g�en�eral les calculs, même s'ils sont plus longs, car la taille des ensembles de r�egions est alors
plus petite qu'avec une valeur plus importante.

6.4.4 D�etection des programmes bien temporis�es

Il est important �a double titre de pouvoir d�etecter si un PCG est bien temporis�e : d'une part
�a cause des arguments expos�es dans la section 2.5 du chapitre 2, et d'autre part pour pouvoir
v�eri�er les propri�et�es d'in�evitabilit�e de TCTL, comme on vient de le montrer.

D'apr�es la d�e�nition 6.5, un PCG n'est pas bien temporis�e s'il existe une s�equence de SP dont
un pr�e�xe �ni n'est pas pr�e�xe d'une s�equence de pas divergente. Il est clair qu'il existe alors un
�etat � qui satisfait �2P , �a partir duquel toute ex�ecution ne d�epasse pas une unit�e de temps.

Un PCG P est donc bien temporis�e si et seulement si l'ensemble caract�eristique de �2P est inclus
dans celui de 93=1 true, c'est-�a-dire si le pr�edicat d'�etat

�2P ) j93=1 truej
est valide. Ce pr�edicat peut être �ecrit en utilisant T� :

�2P ) jz#�X: z = 1_true / X j
Nous notons �bt le pr�edicat d'�etat jz#�X: z = 1_true / X j.
�A titre d'exemple, nous v�eri�ons que les programmes P1 et P2 pr�esent�es dans la section 6.3.2 sont
respectivement bien temporis�e et non bien temporis�e. Nous nous pla�cons dans le cas D = jQ+.

Soit '(X) la formule z = 1_true / X.
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Le programme P1 est d�e�ni par

H1
def
= fxg

�01
def
= (s = 0) ^ (x = 0)

�21
def
= ((s = 0) ^ (x � 4)) _ ((s = 1) ^ (x � 4)) _ (s = 2)

G1 def
=

n
s = 0 a! s := 1 ; s = 1 b! s := 0 ; (s = 0) ^ (x � 1) c! s := 2

o

Les trois commandes gard�ees sont appel�ees, dans l'ordre, G1, G2 et G3.

Nous devons en premier lieu calculer j�X: '(X)j.
La premi�ere it�eration du calcul du point �xe donne

�0
def
= j'(false)j = z = 1

On doit donc calculer
�1

def
= j'(�0) = (z = 1) _ true / (z = 1)

Il faut pour cela connâ�tre preGi
(z = 1) pour chaque commande Gi.

preG1
(z = 1) = (s = 0) ^ �21 ^ ((z = 1) ^ �21 )[s := 1]

= (s = 0) ^ (x � 4) ^ (z = 1) ^ ((1 = 1) ^ (x � 4))

= (s = 0) ^ (x � 4) ^ (z = 1)

preG2
(z = 1) = (s = 1) ^ �21 ^ ((z = 1) ^ �21 )[s := 0]

= (s = 1) ^ (x � 4) ^ (z = 1) ^ ((0 = 0) ^ (x � 4))

= (s = 1) ^ (x � 4) ^ (z = 1)

preG3
(z = 1) = (s = 0) ^ (x � 1) ^ �21 ^ ((z = 1) ^ �21 )[s := 2]

= (s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z = 1) ^ (2 = 2)

= (s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z = 1)

Nous obtenons alors

prei(z = 1) = (z = 1) ^ �21 _ preG1
(z = 1)_preG2

(z = 1)_preG3
(z = 1)

= (z = 1) ^ �21
On trouve ensuite

jtrue / (z = 1)j = true! prei(z = 1)

= (z � 1) ^ ( (s = 0) ^ (x � 4) ^ (x � z + 3) _
(s = 1) ^ (x � 4) ^ (x � z + 3) _
(s = 2))

On en d�eduit

�1 = (z = 1) _ (z � 1) ^ ( (s = 0) ^ (x � 4) ^ (x � z + 3) _
(s = 1) ^ (x � 4) ^ (x � z + 3) _
(s = 2))
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On doit �a pr�esent calculer les preGi
(�1) :

preG1
(�1) = preG1

(z = 1) _ (s = 0) ^ (x � 4) ^ (z � 1) ^ (x � z + 3)

= (s = 0) ^ (x � 4) ^ (z � 1) ^ (x � z + 3)

preG2
(�1) = preG2

(z = 1) _ (s = 1) ^ (x � 4) ^ (z � 1) ^ (x � z + 3)

= (s = 1) ^ (x � 4) ^ (z � 1) ^ (x � z + 3)

preG3
(�1) = preG3

(z = 1) _ (s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z � 1)

= (s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z � 1)

On a alors

prei(�1) = �1 ^ �21 _ preG1
(�1) _ preG2

(�1) _ preG3
(�1)

= (s = 0) ^ (x � 4) ^ (z � 1) _
(s = 1) ^ (x � 4) ^ (z � 1) ^ (x � z + 3) _
(s = 2) ^ (z � 1)

Ce qui donne

jtrue / �1j = tt! prei(�1)

= (s = 0) ^ (x � 4) ^ (z � 1) _
(s = 1) ^ (x � 4) ^ (z � 1) ^ (x � z + 3) _
(s = 2) ^ (z � 1)

�2 = (z = 1) _
(s = 0) ^ (x � 4) ^ (z � 1) _
(s = 1) ^ (x � 4) ^ (z � 1) ^ (x � z + 3) _
(s = 2) ^ (z � 1)

Nous passons �a la troisi�eme it�eration.

preG1
(�2) = (s = 0) ^ (x � 4) ^ (z � 1) ^ (x � z + 3)

preG2
(�2) = (s = 1) ^ (x � 4) ^ (z � 1)

preG3
(�2) = (s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z � 1)

prei(�2) = �2 ^ �21 _ preG1
(�2) _ preG2

(�2) _ preG3
(�2)

= (z � 1) ^ ((s = 0) ^ (x � 4) ou (s = 1) ^ (x � 4) _ (s = 2))

= (z � 1) ^ �21
jtrue / �2j = tt! prei(�2)

= (z � 1) ^ �21
�2 = (z = 1) _ (z � 1) ^ �21

L'it�eration suivante donne �3 = �2. On obtient donc

j�X: '(X)j = �0 _ �1 _ �2

= (z = 1) _ (z � 1) ^ �21
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Par cons�equent,

�bt = j�X: '(X)j[z := 0]

= false _ true ^ �21
= �21

Le programme P1 est donc bien temporis�e, puisque �21 ) �bt est trivialement valide.

Le programme P2 est d�e�ni par

H2
def
= fxg

�02
def
= (s = 0) ^ (x = 0)

�22
def
= ((s = 0) ^ (x � 5)) _ ((s = 1) ^ (x � 5)) _ (s = 2)

G2 def
=

n
s = 0 a! s := 1 ; s = 1 b! s := 0 ; (s = 0) ^ (1 � x � 4) c! s := 2

o

Les trois commandes sont appel�ees G01, G02 et G03. Il faut e�ectuer le même calcul que pour P1.
On a encore �0 = (z = 1). Pour les preG0

i
(�0), on trouve cette fois :

preG0
1
(z = 1) = (s = 0) ^ (x � 5) ^ (z = 1)

preG0
2
(z = 1) = (s = 1) ^ (x � 5) ^ (z = 1)

preG0
3
(z = 1) = (s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z = 1)

pret(z = 1) = (z = 1) ^ �22 _ preG0
1
(z = 1) _ preG0

2
(z = 1) _ preG0

3
(z = 1)

= (z = 1) ^ �22
true / pret(z = 1) = (s = 0) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _

(s = 1) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 2) ^ (z � 1)

On obtient donc pour la premi�ere it�eration :

�1 = (z = 1) _ (s = 0) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 1) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 2) ^ (z � 1)

On passe ensuite �a la seconde it�eration :

preG0
1
(�1) = (s = 0) ^ (x � 5) ^ (z = 1) _

(s = 0) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4)

= (s = 0) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4)

preG0
2
(�1) = (s = 1) ^ (x � 5) ^ (z = 1) _

(s = 1) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4)

= (s = 1) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4)

preG0
3
(�1) = (s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z = 1) _

(s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z � 1)

= (s = 0) ^ (1 � x � 4) ^ (z � 1)



140 Chapitre 6 : Model checking symbolique

pret(�1) = �1 ^ �22 _ preG0
1
(�1) _ preG0

2
(�1) _ preG0

3
(�1)

= (s = 0) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 1) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 2) ^ (z � 1)

true / pret(�1) = (s = 0) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 1) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 2) ^ (z � 1)

On obtient donc
�1 = (z = 1) _ true / pret(�1) = �1

L'it�eration est donc stabilis�ee, et on trouve

j�X: '(X)j = �0 _ �1

= (z = 1) _
(s = 0) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 1) ^ (x � 5) ^ (z � 1) ^ (x � z + 4) _
(s = 2) ^ (z � 1)

On a donc

�bt = j�X: '(X)j[z;= 0]

= ((s = 0) ^ (x � 4)) _ ((s = 1) ^ (x � 4)) _ (s = 2)

Rappelons que

�22 = ((s = 0) ^ (x � 5)) _ ((s = 1) ^ (x � 5)) _ (s = 2)

Le pr�edicat �22 ) �bt n'est donc pas valide, car il n'est pas satisfait par les �etats d�e�nis par

((s = 0) _ (s = 1)) ^ (4 < x � 5)

Ces �etats sont ceux pour lesquels il n'est plus jamais possible de passer dans le n�ud 2.

Le programme P2 n'est donc pas bien temporis�e.

6.4.5 Exemple de v�eri�cation : le contrôleur de passage �a niveau

Nous reprenons ici l'exemple pr�esent�e aux paragraphes 3.3.4 et 5.1.3.3, en le simpli�ant l�eg�ere-
ment. Nous int�egrons le contrôleur et la barri�ere en une seule entit�e, et nous utilisons une seule
action o pour indiquer la sortie de la zone du passage �a niveau (au lieu de o pour la sortie e�ective
et s pour son signalement). Nous modi�ons �egalement certaines valeurs des d�elais. Les graphes
temporis�es du train et du contrôleur sont pr�esent�es sur la �gure 6.4. Les communications sont
d�e�nies par atjac = a et otjoc = o. On force celles-ci �a avoir lieu en encapsulant le syst�eme par
l'ensemble fat; ac; ot; ocg.
Nous consid�erons que l'unit�e de temps est la minute, et nous nous situons dans le cas D = jQ+.
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0 1
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0 1

23

true true y < 2

true

x � 5x := 0

at

i

y := 0

1 � y < 2x � 5
2 < x � 5

ot

oc

ac

y := 0

h

y � 1

b

train contrôleur

x � 5 y � 1

Figure 6.4 : graphes temporis�es du train et du contrôleur

Lorsque le train approche, il envoie le signal a au moins 2 minutes avant d'entrer dans le passage
(�ev�enement i). L'�ev�enement o signale la sortie du passage ; on impose qu'il ait lieu au plus 5
minutes apr�es le signal a.

Lorsqu'il re�coit le signal d'approche, le contrôleur ferme la barri�ere. Cette action prend au
moins une minute, mais moins de 2 minutes. L'�ev�enement b a lieu lorsque la barri�ere arrive en
bas. Le contrôleur attend ensuite le signal o. Il ouvre alors la barri�ere en moins d'une minute
(l'�ev�enement h signale la �n de la remont�ee).

Nous utilisons une variable T dont les valeurs sont 0, 1 ou 2 pour mod�eliser les n�uds du train,
et une variable C (�a valeurs dans f0; 1; 2; 3g) pour ceux du contrôleur.

Le syst�eme complet est d�ecrit par le PCG S = (fx; yg; �0; �2;G) qui repr�esente la composition
parall�ele encapsul�ee des deux graphes temporis�es :

�0 = (T = 0) ^ (x = 0) ^ (C = 0) ^ (y = 0)

�2 = (T = 0) _ ((T = 1) _ (T = 2)) ^ (x � 5) _
(C = 0) _ (C = 1) ^ (y < 2) _ (C = 2) _ (C = 3) ^ (y � 1)

G = f (T = 0) ^ (C = 0) a! fT := 1; C := 1; x := 0; y := 0g
(T = 1) ^ (2 < x � 5) i! fT := 2g
(C = 1) ^ (1 � y < 2) b! fC := 2g
(T = 2) ^ (C = 2) ^ (x � 5) o! fT := 0; C := 3; y := 0g
(C = 3) ^ (y � 1) h! fC := 0g g

Il faut v�eri�er que le programme est bien temporis�e, ce que nous ne faisons pas ici.

Nous souhaitons prouver qu'�a partir d'un �etat initial, la barri�ere n'est jamais ferm�ee pendant
plus de 5 minutes. Cette propri�et�e est exprim�ee par la formule de TCTL

'
def
= �0 ) 82((C = 2)) 83�5 (C = 0))

Le syst�eme �etant bien temporis�e, cette formule est �equivalente �a la formule de T�

�0 ) :�Y: ((C = 2) ^ z#�X: (z > 5) _ ((C 6= 0) / X)) _ (true / Y )

Nous pouvons restreindre tous les calculs par �2, car �0 ) �2 est valide.
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Le pr�edicat caract�eristique du point �xe interne est calcul�e it�erativement sous la forme � =
W
i �i,

avec

�0 = �2 ^ (z > 5)

�i+1 = �i _ ((C 6= 0) / �i)

On a alors :

�1 = �0 _ ((C 6= 0) / �0)

= �2 ^ (z > 5) _
((T = 0) _ ((T = 1) _ (T = 2)) ^ (x � 5) ^ z > x)

^ ( (C = 1) ^ (y < 2) ^ (z > y + 3) _
(C = 2) _
(C = 3) ^ (y � 1) ^ (z > y + 4)

)

�2 = �1 _ ((C 6= 0) / �1)

= �1 _
(T = 0) ^ (C = 1) ^ (y < 2) _
((T = 1) _ (T = 2)) ^ (C = 1) ^ (x � 5) ^ (y < 2) ^ (z > x) ^ (y � x� 4) _
(T = 2) ^ (C = 2) ^ (x � 5) ^ (z > x� 1)

�3 = �2 _ ((C 6= 0) / �2)

= �2 _
(T = 1) ^ (C = 2) ^ (x � 5) ^ (z > x� 1) _
(T = 2) ^ (C = 1) ^ (x � 5) ^ (y < 2) ^ (y � x� 4) ^ (z > x� 1)

�4 = �3 _ ((C 6= 0) / �3)

= �3 _ (T = 1) ^ (C = 1) ^ (x � 5) ^ (y < 2) ^ (y � x � 4) ^ (z > x� 1)

On trouve alors �5 = �4. Donc

� = �0 _ �1 _ �2 _ �3 _ �4 = �4

Nous calculons ensuite le pr�edicat caract�eristique de l'op�erateur d'initialisation :

jz#�j = �[z := 0]

= ((T = 0) _ ((T = 1) _ (T = 2)) ^ (x < 1)) ^ ((C = 1) ^ (y < 2) _ (C = 2))

Nous calculons �a pr�esent le point �xe externe sous la forme  =
W
i i, avec

 0 = (C = 2) ^ jz#�j
 i+1 =  i _ (true /  i)

Le calcul s'arrête �a la seconde it�eration ( 2 =  1), et on trouve

 =  0 _ ((T = 0) _ ((T = 1) _ (T = 2)) ^ (x < 1) ^ (x < y)) ^ (C = 1) ^ (y < 2)

On v�eri�e alors facilement que le pr�edicat �0 ) : est valide. Par cons�equent j'j = true, qui
est le r�esultat voulu.
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Conclusion

Bilan

L'objectif de ce travail �etait, d'une part, l'�etude de la sp�eci�cation des syst�emes temps r�eel par
le biais des alg�ebres de processus et, d'autre part, la recherche de techniques de v�eri�cation
prenant en compte les particularit�es de ces syst�emes, c'est-�a-dire la pr�esence de d�elais dans les
descriptions.

Sp�eci�cation

Nous avons en premier lieu d�e�ni l'alg�ebre ATP et ses extensions pour des domaines temporels
quelconques ATPg et ATPD.

ATP est bas�ee sur l'hypoth�ese de synchronisme, ce qui permet de raisonner �a partir d'une notion
de temps abstrait. Ce principe est maintenant adopt�e dans toutes les autres alg�ebres de processus
temporis�es, Timed CSP except�ee. Les actions s'ex�ecutant en temps nul, la distinction entre
leurs occurrences et le passage du temps est clairement d�e�nie ; elle conduit �a un formalisme
simple d'expression de la s�emantique op�erationnelle et �a une structure de mod�eles facilement
manipulable, en particulier dans le cas discret.

Le choix des op�erateurs et de leur s�emantique a �et�e guid�e par un souci de minimalit�e du nombre
de constructions, de simplicit�e des r�egles de s�emantique et d'expressivit�e de l'alg�ebre. Nous
avons montr�e comment �etendre une alg�ebre non temporis�ee AUP au moyen des deux op�erateurs
de pr�e�xage urgent et de d�elai unitaire, de mani�ere �a pr�eserver toutes les propri�et�es des termes
d'AUP.

�A partir de l'alg�ebre de processus temporis�es ainsi obtenue, nous avons d�e�ni un certain nombre
d'autre op�erateurs permettant de sp�eci�er des contraintes temporelles. En particulier, l'op�erateur
de chien de garde est tr�es g�en�eral ; il permet de d�eriver diverses constructions comme les retards,
les d�elais de d�ebut ou d'ex�ecution, : : : L'op�erateur de restriction temporelle pr�esente un grand
int�erêt dans le cas de syst�emes sous-sp�eci��es, dont il restreint l'ensemble des comportements.

La classe des syst�emes de transitions obtenus est caract�eris�ee par le d�eterminisme temporel et la
possibilit�e de mod�eliser l'urgence, et de plus par l'additivit�e temporelle et la persistance partielle
lorsque le domaine temporel est dense. �A cet �egard, le pouvoir d'expression d'ATPD est parmi
les plus importants parmi les alg�ebres existantes. Seule ACP� de Baeten et Bergstra pr�esente des
constructions qu'on ne peut d�e�nir dans ATPD sans modi�er la classe de mod�eles. La di��erence
entre les deux alg�ebres est due �a la possibilit�e dans ACP� d'absence de persistance partielle. Ce
crit�ere de comparaison n'est pas r�eellement signi�catif, puisqu'il ne concerne que les domaines
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temporels denses. L'int�erêt de ceux-ci ne se situe pas au niveau du comportement des syst�emes,
pour l'implantation desquels il faut de toutes fa�cons se ramener �a un domaine discret. Il r�eside
bien plutôt dans la pr�eservation des propri�et�es de sûret�e lorsqu'on discr�etise le domaine. Cette
pr�eservation est prouv�ee dans le cas d'ATPD ; il n'est pas sûr qu'elle reste vraie pour des classes
de mod�eles plus g�en�erales.

V�eri�cation

Le probl�eme essentiel �a r�esoudre pour la v�eri�cation est celui de l'explosion de la taille des
mod�eles. Nous nous sommes int�eress�es �a la cause d'explosion sp�eci�que aux syst�emes temps r�eel,
qui est la variation de cette taille en fonction des valeurs des d�elais.

Pour r�esoudre ce probl�eme, nous avons �etudi�e les graphes temporis�es. On peut les consid�erer
comme des automates �etendus au moyen de compteurs de temps (horloges). Ils sont donc can-
didats au rôle de mod�eles interm�ediaires des syst�emes temporis�es : l'expansion du parall�elisme
et des autres op�erateurs de structure est e�ectu�ee, mais les contraintes temporelles sont encore
exprim�ees de fa�con symbolique par des conditions sur les valeurs des horloges. La taille d'un
graphe temporis�e ne d�epend donc pas des valeurs des d�elais, mais uniquement de la structure du
syst�eme.

Nous avons pr�esent�e une m�ethode de traduction d'un processus d'ATPD en un graphe temporis�e,
ind�ependante du domaine temporel consid�er�e, et qui garantit la conservation de la s�emantique
du syst�eme.

L'utilit�e de tels mod�eles interm�ediaires est mise en �evidence par la conception d'un algorithme
de model checking symbolique qui s'applique aux graphes temporis�es quel que soit le domaine
temporel. La d�e�nition d'un �-calcul temporel T� et de la s�emantique de ses formules sur des
mod�eles denses �etait un pr�ealable �a l'�elaboration de l'algorithme. Il �etait en particulier crucial
d'identi�er une relation \�etat suivant" dont l'it�eration garantit que tous les �etats d'une ex�ecution
sont visit�es. Elle doit donc permettre d'avancer au-del�a de tout instant ; dans le cas dense, elle
ne doit cependant pas imposer d'avancer de plus d'une fraction in�nit�esimale de temps. Nous
avons montr�e que ces deux exigences a priori contradictoires peuvent cependant être satisfaites.

L'algorithme lui-même repose sur la notion de pr�edicat d'�etat, dont la validit�e est d�ecidable.
L'ensemble caract�eristique d'une formule est d�e�ni comme un point �xe de fonctionnelle sur
les pr�edicats d'�etat. La calculabilit�e de ce point �xe est obtenue grâce aux graphes de r�egions
d�e�nis par Alur, Courcoubetis et Dill [ACD90], qui permettent de raisonner sur un quotient �ni
du mod�ele �eventuellement in�ni non d�enombrable. L'algorithme pour T� permet d'en d�eduire un
pour la logique TCTL. En e�et, si ces deux logiques sont incomparables dans le cas g�en�eral, nous
avons montr�e que T� est strictement plus expressive que TCTL si on se restreint aux mod�eles des
graphes temporis�es bien temporis�es. Il faut donc savoir d�ecider si un syst�eme est bien temporis�e,
ce qui est possible en �evaluant une formule de T�.

L'int�erêt de la m�ethode symbolique par rapport �a l'algorithme �enum�eratif pr�esent�e dans [ACD90]
r�eside dans le fait qu'on �evite �a double titre l'explosion du nombre des �etats : d'une part, on
e�ectue les calculs sur des ensembles de r�egions au lieu de consid�erer chaque r�egion individuelle-
ment et on ne scinde un ensemble que lorsque cela est n�ecessaire ; d'autre part, on ne construit
pas r�eellement de mod�ele, mais on manipule symboliquement la relation de transition comme un
transformateur de pr�edicats.
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Perspectives

La validation des principes th�eoriques expos�es dans cette th�ese requiert l'�elaboration de logiciels
qui les mettent en pratique. S. Yovine a d�evelopp�e un compilateur de processus ATP en graphes
temporis�es appliquant la m�ethode e�ective pr�esent�ee dans [NSY92]. L'algorithme de model che-
cking symbolique est en cours d'implantation par S. Yovine et A. Olivero, ce dernier s'attachant
particuli�erement �a mettre au point des m�ethodes de d�ecision e�caces dans la th�eorie des pr�e-
dicats d'�etat. Nous souhaitons ainsi obtenir une châ�ne de compilation-v�eri�cation de syst�emes
d�ecrits en ATP.

Les techniques sp�eci�ques aux probl�emes temporels mises en �uvre dans ce prototype devraient
pouvoir servir de r�ef�erence pour la conception d'outils permettant de travailler en grandeur r�eelle
�a partir de langages de programmation plus sophistiqu�es. En particulier, la phase de v�eri�cation
est relativement ind�ependante du langage initial, pour peu que les programmes puissent être
compil�es en graphes temporis�es ou dans un formalisme �equivalent.

L'algorithme de model checking pr�esent�e est sans doute trop g�en�eral pour être r�eellement e�cace
dans tous les cas. Si on veut obtenir des r�esultats de v�eri�cation en temps raisonnable, il est
souhaitable d'identi�er certaines classes de propri�et�es temps r�eel pour lesquelles on peut obtenir
des algorithmes plus e�caces.

L'alg�ebre n'est �evidemment pas destin�ee �a devenir un langage de programmation. Il parâ�t plus
r�ealiste d'appliquer les r�esultats obtenus �a des langages existants. Dans cette optique, deux
directions de travail sont �a envisager :

� La premi�ere concerne l'introduction de constructions temporelles dans des langages n'en pos-
s�edant pas. La m�ethode utilis�ee pour l'alg�ebre AUP semble pour cela facilement g�en�eralisable.
Le candidat id�eal �a une telle int�egration est certainement le langage LOTOS. G. Leduc, de
l'Universit�e de Li�ege, en a d�ej�a propos�e une extension au moyen de certains op�erateurs d'ATP
(d�elai de d�ebut et d�elai d'ex�ecution) [Led91]. L'addition d'autres op�erateurs tels que le chien
de garde g�en�eralis�e ou la restriction temporelle ne devrait pas poser de probl�eme particulier.

Le compilateur LOTOS d�evelopp�e par H. Garavel [Gar89] utilise comme mod�eles interm�e-
diaires les r�eseaux de Petri. On peut envisager de les �etendre avec des horloges, a�n d'obtenir
un formalisme comparable (en ce qui concerne l'expression des contraintes temporelles) �a
celui des programmes temporis�es �a commandes gard�ees. Il sera ensuite n�ecessaire d'adapter
les algorithmes de model checking pour les appliquer �a de tels r�eseaux de Petri \temporis�es".

� La seconde direction consiste �a analyser les rapports entre les graphes temporis�es et le code
OC [CPPS90] produit par les compilateurs des langages synchrones Esterel, Lustre et
Argos. L'objectif est d'�etudier comment l'approche symbolique pr�esent�ee dans cette th�ese
peut être adapt�ee pour v�eri�er des programmes synchrones.

Il semble facile d'identi�er dans les automates OC les compteurs qui correspondent �a des
horloges dans les graphes temporis�es. Nous nous heurtons cependant au probl�eme du temps
multiforme, qui n'a pas du tout �et�e examin�e dans ce document. Le temps multiforme permet
de d�e�nir des constructions temporelles dont les d�elais sont relatifs �a des �echelles de temps
ind�ependantes.

La v�eri�cation de propri�et�es dans un tel cadre passe en premier lieu par la d�e�nition de
logiques temporelles temps r�eel �a temps multiforme. Les formules doivent comporter pour
chaque horloge l'indication de l'�echelle de temps sur laquelle elle fonctionne. Il faut ensuite
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pouvoir d�e�nir une (ou des) relations \�etat suivant" sur les mod�eles et un (ou des) transfor-
mateurs de pr�edicats / qui prennent en compte le fait que les vitesses des horloges ne sont
pas toutes corr�el�ees. Une premi�ere approche simpli��ee consiste peut-être �a ne v�eri�er que
des propri�et�es relatives �a une seule �echelle de temps. On peut dans ce cas envisager de faire
abstraction (dans une mesure qui reste �a d�e�nir) des valeurs des horloges relatives aux autres
�echelles de temps.

L'int�egration du temps monoforme dans un langage tel que LOTOS ne soul�eve donc pas a priori
de probl�eme particulier, et devrait être r�ealis�ee d'ici peu. Il n'en va pas de même pour la mise au
point de m�ethodes de v�eri�cation de propri�et�es temps r�eel dans le cadre multiforme des langages
synchrones. Les id�ees �emises ci-dessus rel�event pour l'instant du domaine de la conjecture. Une
�etude approfondie des mod�eles dans le cas du temps multiforme, telle que celle que nous avons
men�ee dans le cas monoforme, est sans doute n�ecessaire pour mettre au point des techniques de
v�eri�cation adapt�ees.
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Annexe A

Consistance de l'axiomatisation

de Pr
t

L'objet de cette annexe est la preuve du th�eor�eme 2.3 :

8P;Q 2 Pr
t ; P � Q ) P � Q

Il faut donc consid�erer chacun des axiomes, et montrer que son correspondant s�emantique est
vrai.

Pour tous les axiomes sauf ceux de la r�ecursion, on proc�ede en montrant qu'une certaine relation,
contenant les couples constitu�es des deux membres de l'axiome, est une bisimulation forte.

�A titre d'exemple, nous montrons l'axiome [+6]. Il s'agit donc de prouver que pour tous P1, P2,
Q1 et Q2,

bP1cQ1 + bP2cQ2 � bP1 + P2c(Q1 + Q2)

Pour cela, nous d�e�nissons la relation

Rdef
= f(bP1cQ1 + bP2cQ2; bP1 + P2c(Q1 +Q2)) j P1; P2; Q1; Q2 2 Pr

t g [ Id

et nous prouvons que c'est une bisimulation forte. Id est la relation d'�egalit�e sur Pr
t , pour laquelle

aucun travail n'est �a faire, puisqu'elle est trivialement une bisimulation forte.

Soit R
def
= bP1cQ1 + bP2cQ2 et S

def
= bP1 + P2c(Q1 +Q2).

Si R a! R0, alors la r�egle [+a
l ] ou [+a

r ] imposent que bP1cQ1
a! R0 ou bP2cQ2

a! R0. La r�egle
[b ca] exige alors P1 a! R0 ou P2 a! R0. On en d�eduit P1 + P2

a! R0 (r�egle [+a
l ] ou [+a

r ]), et
en appliquant �a nouveau [b ca], on obtient S a! R0.

Si S a! S0, le raisonnement inverse donne R a! S0.

Si R �! R0, la r�egle [+�] impose bP1cQ1
�! R1, bP2cQ2

�! R2, et R0 = R1 +R2. Par appli-
cation de [b c�], on obtient R1 = Q1 et R2 = Q2. D'autre part, cette même r�egle dit que
S �! Q1 + Q2, donc S

�! R0.

Si S �! S0, le raisonnement inverse conduit �a R �! S0.

Supposons R X+! �. L'une des r�egles [+X+

l ] ou [+X+

r ] doit alors s'appliquer, et donc

bP1cQ1
X+! � ou bP2cQ2

X+! �. Mais cela est impossible, car un d�elai unitaire n'a pas
de transition par X+. Le même argument est valable �egalement pour S.
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Si R X�! �, alors l'une des r�egles [+X�

l 2] ou [+X�

r 2] doit s'appliquer, et donc soit bP1cQ1, soit

bP2cQ2 a une transition par X�. D'apr�es [b cX�

], on en d�eduit que P1 ou Q1 a une transition

par X?. L'une des six r�egles [+X?

] peut forc�ement être utilis�ee pour obtenir que P1 + P2 a

une transition par la variable X . En utilisant une fois encore la r�egle [b cX�

], on conclut que

S X�! �.

Si R X�! �, un argument similaire permet de conclure que R X�! �.

Finalement, nous avons montr�e que

8` 2 Lt; 8R0; R `! R0 ) 9S0 S `! S0 et R0 R S0

et
8` 2 Lt; 8S0; S `! S0 ) 9R0 R `! R0 et R0 R S0

Nous supposons donc prouv�ee la consistance de tous les axiomes hormis ceux de la r�ecursion.

A�n de montrer la consistance de ces derniers, nous d�e�nissons la substitution s�emantique
PfQ=Xg, et nous prouvons qu'elle co��ncide avec la substitution syntaxique P [Q=X ].

Les r�egles d�e�nissant la s�emantique de PfQ=Xg sont relativement nombreuses, du fait des deux
types de transition par une variable :

[fga1] :
P a! P 0

PfQ=Xg a! P 0fQ=Xg [fga2] :
P X?! P 0; Q a! Q0

PfQ=Xg a! Q0

[fg�1 ] :
P �! P 0; P X+

6!
PfQ=Xg �! P 0fQ=Xg [fg�2 ] :

P �! P 0; P X+! P 00; Q �! Q0

PfQ=Xg �! P 0fQ=Xg+Q0

[fgY +

1 ] :
P Y +! P 0; P X+

6!
PfQ=Xg Y +! P 0

Y 6= X [fgY +

2 ] :
P Y +! P 0; P X+! P 00; Q �! Q0

PfQ=Xg Y +! P 0
Y 6= X

[fgY +

3 ] :
P X+! P 0; Q Y +! Q0

PfQ=Xg Y +! Q0

[fgY�1 ] :
P Y �! P 0; P X+

6!
PfQ=Xg Y �! P 0

Y 6= X [fgY �

2 ] :
P Y �! P 0; P X+! P 00; Q Y +

6!
PfQ=Xg Y �! P 0

[fgY�3 ] :
P Y �! P 0; P X+! P 00; Q �6!

PfQ=Xg Y �! P 0
[fgY �

4 ] :
P Y +! P 0; P X+! P 00; Q �6!

PfQ=Xg Y �! P 0
Y 6= X

[fgY�5 ] :
P X+! P 0; Q Y �! Q0

PfQ=Xg Y �! Q0
[fgY �

6 ] :
P X�! P 0; Q Y ?! Q0

PfQ=Xg Y �! Q0

Toutes ces r�egles sont dans le format GSOS, et donc l'�equivalence forte est encore une congruence.

Dans la r�egle d'action et la r�egle temporelle de la r�ecursion, nous rempla�cons la substitution
syntaxique par la substitution s�emantique :

[reca] :
P a! P 0

recX � P a! P 0frecX � P=Xg [rec�] :
P �! P 0

recX � P �! P 0frecX � P=Xg
Cette modi�cation se justi�e a posteriori une fois d�emontr�ee l'�equivalence des substitutions syn-
taxique et s�emantique.

Nous prouvons en premier lieu le lemme suivant :

Lemme A.1
8P 2 Pr

t ; 8X; recX � P � PfrecX � P=Xg
2
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Preuve. Nous montrons que la relation

Rdef
= f(recX � P; PfrecX � P=Xg) j P 2 Pr

t g [ Id

est une bisimulation forte modulo � (cf. d�e�nition 1.13, p. 27). Aucun travail n'est �a faire
pour Id.

Soit R
def
= recX � P et S

def
= PfrecX � P=Xg = PfR=Xg.

Nous examinons chacun des cas possibles pour les transitions de R et S.

1. R a! R0. D'apr�es la r�egle [reca], cela n'est possible que si P a! P 0, avec de plus
R0 = P 0frecX � P=Xg. On en d�eduit que S a! R0 (r�egle [fga1]).

2. S a! S0. Si cette transition est obtenue par application de la r�egle [fga1], alors P a! P 0

et S0 = P 0fR=Xg ; en appliquant [reca], on obtient alors R a! S0. Si elle est obtenue en
utilisant [fga2], alors R a! S0 (seconde pr�emisse).

3. R �! R0. La r�egle [rec�] impose P �! P 0, et R0 = P 0frecX � P=Xg. Si P n'a pas de
transition par X+, nous obtenons alors S �! P 0 par la r�egle [fg�1 ]. Dans le cas contraire,
l'application de la r�egle [fg�2 ] donne S �! P 0 + P 0. Les axiomes de + �etant consistants,
nous avons donc P 0 � P 0 + P 0.

4. S �! S0. Nous obtenons par le raisonnement inverse R �! R0, avec R0 = S0 ou
R0 � S0 = R0 + R0.

5. R Y +! �. En premier lieu, cela impose que R a une transition par � (prop. 2.2 (2)). La

r�egle [recX ] est la seule applicable, et donc P Y +! �, et Y 6= X . Si P n'a pas de transition

par X+, la r�egle [fgY +

1 ] s'applique, et donc S Y +! �. Si P a une transition par X+, on

applique cette fois [fgY +

2 ] pour obtenir �a nouveau S Y +! �.

6. S Y +! �. Si P n'a pas de transition par X+, alors la transition par Y + ne peut provenir

que de la r�egle [fgY +

1 ] ; donc Y est di��erent de X , et P Y +! � ; on en conclut que

R Y +! �. Si P poss�ede une transition par X+ et que la transition par Y + de S provient

de la r�egle [fgY +

3 ], on a imm�ediatement R Y +! �. Si la transition provient de la r�egle

[fgY +

2 ], la premi�ere pr�emisse de celle-ci impose P Y +! �, et de plus Y 6= X. On obtient

donc R Y +! �.

7. R Y �! �. De même que pr�ec�edemment, cela n'est possible que si Y est di��erent de X , et

si P Y �! �. La contrapos�ee de la proposition 2.2 (1) assure que R n'a pas de transition

par Y + ; donc l'une des r�egles [fgY�1 ] et [fgY�2 ] est applicable, et on en d�eduit que S Y �! �

8. S Y �! �. Divers cas sont possibles selon la r�egle appliqu�ee pour obtenir cette transition :

� Si elle provient d'une des r�egles [fgY�1 ], [fgY �

2 ] ou [fgY�3 ], alors P Y �! �, et Y est
di��erent de X (dans les deux derni�eres de ces trois r�egles, cela est garanti par la

proposition 2.2 (2), puisque P a une transition par X+) ; donc R Y �! �

� Elle ne peut provenir de la r�egle [fgY �

4 ], puisque celle-ci impose, premi�erement que
Y soit di��erent de X , ensuite que P ait une transition par Y +, et donc R aussi, et
�nalement que R n'ait pas de transition par �, ce qui contredit l'exigence pr�ec�edente
(prop. 2.2 (1)).

� Si elle provient de la r�egle [fgY�5 ], on a imm�ediatement R Y �! �.

� Finalement, si elle provient de la r�egle [fgY�6 ], Y ne peut être �egal �a X , puisque R n'a
pas de transition par X?. Donc Y est di��erent de X , et R a une transition par Y � ou
Y +. �Ca ne peut pas être par Y +, S en aurait aussi une (cf. cas 5 ci-dessus), ce qui

contredit la proposition 2.2 (2). Donc R Y �! �.
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Dans chacun des huit cas, on obtient �a partir de R0 (resp. S0) une terme S0 (resp. R0), but
d'une transition issue de S (resp. R) portant la même �etiquette, et tel que R0 �R� S0. R est
donc une bisimulation forte modulo �.

La d�emonstration du lemme suivant est �evidente :

Lemme A.2

8P;Q 2 Pr
t ; 8X;PfQ=Xg � P si X n'est pas libre dans P

2

Preuve. D'apr�es la proposition 1.2 (2), si X n'est pas libre dans P , alors X n'y est pas acti-
vable. Donc le syst�eme de transitions de P ne comporte aucune transition X+ ou X�. En
cons�equence, chacune des transitions du mod�ele de PfQ=Xg ne peut provenir que d'une des
r�egles [fga1], [fg�1 ], [fgY

+

1 ] ou [fgY�1 ]. On en d�eduit imm�ediatement que P et PfQ=Xg sont
fortement �equivalents.

Nous avons encore besoin du lemme suivant :

Lemme A.3
(1) 8P 2 Pr

t ; 8Y; recY � P � recZ � PfZ=Y g si Z n'est pas activable dans recY � P
(2) 8P;Q 2 Pr

t ; 8X; Y; (recY � P )fQ=Xg � recY � PfQ=Xg
si Y 6= X et Y n'est pas activable dans Q

2

Nous n'en donnons pas la preuve. Son principe est le suivant : pour (1), si on pose

P1
def
= recX � P et P2

def
= recY � PfY=Xg

alors on a P1 � PfP1=Xg et P2 � PfP2=Xg (lemme A.1). Il su�t alors de montrer que la
relation

Rdef
= f(QfP1=Xg; QfY=XgfP2=Y g)g [ Id

est une bisimulation forte modulo �.
Pour (2), on pose

P1
def
= recY � P et P2

def
= recY � PfQ=Xg

On a alors P1 � PfP1=Y g et P2 � PfQ=XgfP2=Y g. Il su�t de montrer que la relation
Rdef
= f(RfP1=Y gfQ=Xg; RfQ=XgfP2=Y g)g [ Id

est une bisimulation forte modulo �.
Nous sommes �a pr�esent en mesure de prouver la proposition suivante :

Proposition A.4

8P;Q 2 Pr
t ; 8X; P [Q=X ] � PfQ=Xg

2
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Preuve. Nous raisonnons par induction sur le nombre de symboles de P . Pour P = P1kP2,
P = @H(P1) et P = P15P2, il faut faire appel au fait que les termes de Pr

t sont r�egulier et
au lemme A.2.

Les cas int�eressants sont ceux o�u P = X et P = recY �R.
Si P = X, alors P [Q=X ] = Q. D'autre part, les seules transitions de P sont P X+! �
et P �! �. Par cons�equent, les transitions de PfQ=Xg ne peuvent provenir que de

l'application des r�egles [fga2], [fg�2 ], [fgY
+

3 ] et [fgY �

5 ]. PfQ=Xg a donc une transition
par a, Y +, Y � si et seulement si Q en a aussi une ; il a une transition par � si et seu-
lement si son but est � +Q0, o�u Q �! Q0, et Q0 � � +Q0 (axiomes [+1] et [+4]). On en
conclut donc que P [Q=X ] � PfQ=Xg

Si P = recY �R et Y = X , alors P [Q=X ] = P , et PfQ=Xg � P d'apr�es le lemme A.2.

Si P = recY �R avec Y 6= X , alors P [Q=X ] = recZ �R[Z=Y ][Q=X ], o�u Z est di��erent
de X et n'est libre ni dans P ni dans Q. Le terme R[Z=Y ] a exactement le même
nombre de symboles que R ; donc par hypoth�ese d'induction, R[Z=Y ][Q=X ] est �equi-
valent �a R[Z=Y ]fQ=Xg. De plus, par hypoth�ese d'induction, R[Z=Y ] est �equivalent �a
RfZ=Y g. L'�equivalence forte �etant une congruence, on en d�eduit que R[Z=Y ][Q=X ]
est �equivalent �a RfZ=Y gfQ=Xg, et donc, en utilisant encore une fois la congruence,
P [Q=X ] � recZ �RfZ=Y gfQ=Xg.
D'autre part, Z n'�etant pas activable dans P , recY �R est �equivalent �a recZ �RfZ=Y g
(lemme A.3 (1)). Finalement, comme Z est di��erent de X et n'est pas activable dans
Q, la partie (2) du même lemme nous donne PfQ=Xg � recZ �RfZ=Y gfQ=Xg, ce qui
termine la preuve.

La consistance de l'axiome [rec1] se d�eduit instantan�ement du lemme A.1 et de la proposition A.4.

Le fait que � soit une congruence et que les substitutions syntaxique et s�emantique co��ncident
nous autorise �a raisonner sur les classes d'�equivalence de Pr

t =� au lieu de Pr
t . La bisimulation

forte sur les classes est alors l'�egalit�e, not�ee
�
=.

Pour montrer la consistance de l'axiome [rec2] (si X est gard�e dans P et P [Q=X ] � Q alors
recX � P � Q), il est su�sant de prouver que si Q1 � PfQ1=Xg et Q2 � PfQ2=Xg alors
Q1 � Q2. En e�et, puisque recX � P est �equivalent �a PfrecX � P=Xg, nous obtenons alors
Q1 � Q2 � recX � P .
Nous raisonnons ici sur les classes d'�equivalence. Pour plus de lisibilit�e, la classe d'un terme P
est not�ee P , et la relation de transition est not�ee !.

Nous d�e�nissons la relation

Rdef
= f(RfQ1=Xg; RfQ2=Xg); R 2 Pr

t =�g
et nous montrons qu'elle est une bisimulation forte. Le r�esultat ci-dessus est alors obtenu en
choisissant R

�
= X.

Remarquer en premier lieu que pour tout ` dans Lt,
8Q01 2 Pr

t ;
�
Q1

`! Q01 ) 9Q02 2 Pr
t ; Q2

`! Q02 et Q01 R Q02
�

8Q02 2 Pr
t ;
�
Q2

`! Q02 ) 9Q01 2 Pr
t ; Q1

`! Q01 et Q01 R Q02
�

Cela est dû au fait que X est gard�e dans P , et que Q1
�
= PfQ1=Xg et Q2

�
= PfQ2=Xg. Une

transition Q1
`! Q01 provient donc d'une transition P `! P 0, avec Q01

�
= P 0fQ1=Xg. Il existe

alors une transition Q2
`! P 0fQ2=Xg.
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Remarquer aussi que � R �, puisque

�
�
= �[Q1=X ]

�
= �fQ1=Xg R �fQ2=Xg �

= �[Q2=X ]
�
= �

Nous examinons �a pr�esent les di��erentes transitions possibles pour RfQ1=Xg.
Supposons RfQ1=Xg a! S. Alors

� soit R a! R0 et S �
= R0fQ1=Xg, auquel cas nous obtenons RfQ2=Xg a! R0fQ2=Xg et

(S;R0fQ2=Xg) 2R ;

� soit R X+! � et Q1
a! S. On en d�eduit Q2

a! S2, avec S R S2, et aussi RfQ2=Xg a! S2.

Supposons RfQ1=Xg �! S. Nous devons consid�erer deux cas :

� R �! R0 et R X+6! , avec S
�
= R0fQ1=Xg.

Nous obtenons alors RfQ2=Xg �! R0fQ2=Xg, et S R R0fQ2=Xg.
� R �! R0, R X+! � et Q1

�! Q01, avec S
�
= R0fQ1=Xg+Q01. Comme expliqu�e ci-

dessus, Q01
�
= P 0fQ1=Xg pour un certain P 0 ; donc S

�
= (R0 + P 0)fQ1=Xg. Mais

alors, on a aussi Q2
�! P 0fQ2=Xg, et donc RfQ2=Xg a une transition par � vers

R0fQ2=Xg+ P 0fQ2=Xg, qui est �egal (dans Pr
t =�) �a (R0 + P 0)fQ2=Xg. Finalement,

(R0 + P 0)fQ1=Xg R (R0 + P 0)fQ2=Xg.
Supposons RfQ1=Xg Y +! �. Quelle que soit le r�egle de s�emantique employ�ee pour obtenir
cette transition, le fait que Q1 et Q2 ont les mêmes �etiquettes de transition nous donne
imm�ediatement RfQ2=Xg Y +! �.

Supposons RfQ1==Xg Y �! �. Comme pour le cas pr�ec�edent, on a forc�ement RfQ2=Xg Y �! �.

On utilise des arguments sym�etriques pour passer des transitions de RfQ2=Xg �a celles de
RfQ1=Xg. On peut donc conclure que R est une bisimulation forte, ce qui termine la preuve de
la consistance de l'axiome [rec2].

Pour les axiomes [rec3] et [rec4], il faut �a nouveau prouver que des relations sont des bisimula-
tions fortes. Nous nous contentons de pr�esenter une preuve informelle de leur consistance :

� Les mod�eles de P +X et P ne peuvent di��erer que par des transitions par X+ ou X� de leur
�etat initial : P peut n'avoir pas de transition par X+, alors que P +X en a une. �A l'inverse,
P peut avoir une transition par X�, ce qui n'est pas le cas pour P +X. Or le comportement
de recX � P +X et recX � P est ind�ependant de ces transitions. Les deux termes sont donc
�equivalents.

� Le même raisonnement est valable pour bP +XcQ et bPcQ : le premier a une transition par
X� que le second peut ne pas poss�eder. On en conclut que les deux termes recX � bP +XcQ
et recX � bPcQ sont �equivalents.

La preuve de consistance des axiomes de Pr
t est �a pr�esent termin�ee.
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Annexe B

Compl�etude de l'axiomatisation de

Pr
t

Cette annexe pr�esente les preuves de la proposition d�e�nissant la forme canonique des termes de
Pr
t , et du th�eor�eme de compl�etude 2.6.

B.1 Forme canonique

L'extension �a Pr
t de la proposition 2.5 est la suivante :

Proposition B.1

Soit P un terme de Pr
t , dont les variables libres sont dans Y = Y1; : : : ; Yp. Il existe n � 1 et

des termes P1, : : : , Pn de Pr
t , ayant leurs variables libres dans Y , tels que P � P1 et chaque

Pi est solution d'une �equation dans une et une seule des formes [1] et [2] d�e�nies par :

[1] Pi �
X
b2Bi

ab Pbi +
X
c2Ci

Yc bi 2 [1; n]; Ci � [1; p]

[2] Pi �
6664X
d2Di

ad Pdi +
X
e2Ei

Ye

7775Pfi + X
g2Gi

Yg di; fi 2 [1; n]; Ei; Gi � [1; p]; Ei \Gi = ;

Selon nos conventions, si Bi ou Di est vide, le terme
P

correspondant est 0, et si Ci, Ei ou
Gi est vide, le terme

P
correspondant est �.

2

Preuve. Remarquer d'abord que 0 est en forme [1], avec B et C vide. La preuve utilise de
mani�ere intensive le processus �. On constate qu'il est �equivalent �a un Pj en forme [2] o�u Dj ,
Ej et Gj sont vides : Pj � b0cPj . Nous pouvons donc toujours l'ajouter sans probl�eme �a un
ensemble de Pi.

Nous raisonnons par induction sur la structure du terme P . Nous n'indiquons pas toujours
les axiomes employ�es lorsqu'ils sont �evidents.

1. P = X. Alors X doit appartenir �a Y . Soit P1
def
= b0c� + X . P1 est en forme [2], et de

plus

P1 � � +X

� X
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2. P = aQ. Les variables libres de P et Q sont les mêmes. Donc, par induction, il existe
Q1, Qm dont les variables libres sont dans Y , chacun d'entre eux �etant solution d'une
�equation d'une des deux formes, et tels que Q � Q1. Si on pose P1

def
= aQ1, alors P � P1

et P1 est solution d'une �equation en forme [1].

3. P = Q+R. Les variables libres de Q et R sont dans Y . Par induction, il existe donc Q1,
: : : , Qm (resp.R1, : : : , Rq) dont les variables libres sont dans Y , solutions d'�equations dans
une des deux formes, et tels que Q � Q1 (resp. R � R1). Nous avons donc P � Q1 +R1.

PosonsQm+1
def
= Rq+1

def
= �. Nous d�e�nissons, pour i0 2 [1; m+ 1] et i00 2 [1; q + 1], le terme

P(i0;i00)
def
= Qi0 + Ri00

Noter que
P(i0;q+1) = Qi0 et P(m+1;i00) = Ri00 (1)

Dans les �equations des Qi, nous pouvons donc substituer �a chacun des Qj le terme
P(j;q+1). Nous obtenons alors un ensemble d'�equations en forme requise pour les P(i0;q+1),
o�u n'interviennent que des P(i0;i00). Le même raisonnement vaut pour les P(m+1;i00).

Nous prouvons maintenant que pour i0 2 [1; m] et i00 2 [1; q], P(i0;i00) est solution d'une
�equation d'une des deux formes, o�u seuls de tels termes apparaissent. Pour cela, nous
consid�erons les formes des �equations de Qi0 et Ri00 .

� Si les deux �equations sont en forme [1], les identit�es (1) m�enent directement �a une
�equation en forme [1] pour P(i0;i00).

� Si Qi0 �
X
b02B0

i0

ab0 Qb0
i0
+

X
c02C0

i0

Yc0 et

Ri00 �

66664 X
d002D00

i00

ad00 Rd00
i00

+
X

e002E00
i00

Ye00

77775Rf 00
i00

+
X

g002G00
i00

Yg00 , les axiomes [+5] et [+6] per-

mettent d'obtenir

P(i0;i00) �
X
b02B0

i0

ab0 P(b0
i0
;p+1) +

X
d002D00

i00

ad00 P(m+1;d00
i00
) +

X
j2C0

i0
[E00

i00
[F 00

i00

Yj

qui est une �equation en forme [1].
� Le cas sym�etrique m�ene au même r�esultat.
� Si Qi0 et Ri00 satisfont une �equation en forme [2], alors on peut utiliser les axiomes
[+7] et [+8] a�n d'obtenir pour P(i0;i00) une �equation en forme [2] (l'axiome [+7] sert �a
�eliminer du d�elai les variables qui se trouvent en dehors).

Nous terminons le cas du choix non d�eterministe en remarquant que P � P(1;1).

4. P = bQcR. Les variables libres de Q et R sont dans Y . Par induction, il existe donc
Q1,: : : ,Qm et R1,: : : ,Rq satisfaisant les conditions de la propri�et�e, et tels que Q � Q1 et
R � R1. Nous avons de plus P � bQ1cR1. Il faut trouver un P1 �equivalent �a P et solution
d'une �equation dans une des deux formes. Pour cela, nous consid�erons l'�equation satisfaite
par Q1 :

� Q1 �
X
b2B1

abQb1 +
X
c2C1

Yc. Dans ce cas, P1 est d�e�ni comme solution de l'�equation

P1 �
6664X
b2B1

abQb1 +
X
c2C1

Yc

7775R1

qui est en forme [2].
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� Q1 �
6664 X
d2D1

adQd1 +
X
e2E1

Ye

7775Qf1 +
X
g2G1

Yg . Nous d�e�nissons alors P1 comme solution

de l'�equation en forme [2]

P1 �
6664X
d2D1

adQd1 +
X
e2E1

Ye +
X
g2G1

Yg

7775R1

Les axiomes [+7] et [b c] assurent alors que P � P1.
5. P = QkR. P appartenant �a Pr

t , c'est un terme r�egulier ; il n'a donc ici pas de variable
libre, pas plus que Q ou R. Par induction, il existe Q1,: : : ,Qm et R1,: : : ,Rq ferm�es, tels
que Q � Q1 et R � R1, et les Qi et Ri sont solution d'une �equation en forme [1] ou [2].
Puisqu'ils sont ferm�es, aucune variable n'apparâ�t dans les �equations. De plus, nous avons
P � Q1kR1.

Nous d�e�nissons, pour i0 2 [1; m] et i00 2 [1; q], le terme P(i0;i00) par

P(i0;i00)
def
= Qi0kRi00

En �etudiant les �equations de Qi0 et Ri00, nous montrons que P(i0;i00) est solution d'une
�equation d'une des deux formes.
� Si Qi0 �

X
b02B0

i0

ab0 Qb0
i0
et Ri00 �

X
b002B00

i00

ab00 Rb00
i00
, alors

P(i0;i00) �
X

b02B0
i0

ab0 (Qb0
i0
kRi00) +

X
b002B00

i00

ab00 (Qi0kRb00
i00
) +

X
b02B0

i0
;b002B00

i00

ab0jab00 6=?

(ab0 jab00) (Qb0
i0
kRb00

i00
)

�
X

b02B0
i0

ab0 P(b0
i0
;i00) +

X
b002B00

i00

ab00 P(i0;b00
i00
) +

X
b02B0

i0
;b002B00

i00

ab0 jab00 6=?

(ab0 jab00)P(b0
i0
;b00
i00
)

(axiomes [k; bb1; bb2 ou bb3; j2; j3 ou j4; j5])

� Si Qi0 �
66664 X
d02D0

i0

ad0 Qd0
i0

77775Qf 0
i0
et Ri00 �

X
b002B00

i00

ab00 Rb00
i00
, alors

P(i0;i00) �
X

d02D0
i0

ad0 (Qd0
i0
kRi00) +

X
b002B00

i00

ab00 (Qi0kRb00
i00
) +

X
d02D0

i0
;b002B00

i00

ad0 jab00 6=?

(ad0 jab00) (Qd0
i0
kRb00

i00
)

�
X

d02D0
i0

ad0 P(d0
i0
;i00) +

X
b002B00

i00

ab00 P(i0;b00
i00
) +

X
d02D0

i0
;b002B00

i00

ad0 jab00 6=?

(ad0 jab00)P(d0
i0
;b00
i00
)

(axiomes [k; bb4; bb2 ou bb3; j1; j2; j6; j3 ou j4; j5])
� Le cas sym�etrique se traite de la même mani�ere.

� Si Qi0 �

66664 X
d02D0

i0

ad0 Qd0
i0

77775Qf 0
i0
et Ri00 �

66664 X
d002D00

i00

ad00 Rd00
i00

77775Rf 00
i00
, alors

P(i0;i00) �

666666664

X
d02D0

i0

ad0 (Qd0
i0
kRi00) +

X
d002D00

i00

ad00 (Qi0kRd00
i00
)+

X
d02D0

i0
;d002D00

i00

ad0 jad00 6=?

(ad0 jad00) (Qd0
i0
kRd00

i00
)

777777775(Qf 0
i0
kRf 00

i00
)
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�

666666664

X
d02D0

i0

ad0 P(d0
i0
;i00) +

X
d002D00

i00

ad00 P(i0;d00
i00
)+

X
d02D0

i0
;d002D00

i00

ad0 jad00 6=?

(ad0 jad00)P(d0
i0
;d00
i00
)

777777775P(f
0
i0
;f 00
i00
)

(axiomes [k; bb5; bb1; bb2 oubb3; j7; j2; j3 ou j4; j5;+7])
Dans tous les cas, nous obtenons une �equation dans une des deux formes requises. On
termine en constatant que P � P(1;1).

6. P = @H(Q). Par hypoth�ese, P est r�egulier, donc ferm�e dans ce cas. En cons�equence,
ni P ni Q n'a de variable libre. Par induction, il existe donc Q1,: : : ,Qm satisfaisant les
conditions de la propri�et�e, o�u les �equations sont sans variable, tels que Q � Q1.

Pour chaque i entre 1 et m, on d�e�nit

Pi
def
= @H(Qi)

On constate alors facilement que les Pi sont solutions d'�equations dans une des formes [1]
ou [2], et que P � P1.

7. P = Q5R. Les variables libres de R sont dans Y , et Q n'en a pas, puisque P est r�egulier.
Par induction, il existe Q1,: : : ,Qm et R1,: : : ,Rq solutions d'�equations en forme [1] ou [2],
tels que Q � Q1 et R � R1. De plus, les variables libres des Ri sont dans Y , et les Qi

n'en ont pas. Pour tout i entre 1 et m, nous d�e�nissons

Pi
def
= Qi5R1

Nous montrons que chaque Pi est solution d'une �equation d'une des deux formes, o�u
n'interviennent que des Pj et des Rk. Pour cela, nous distinguons les cas en fonction de
l'�equation satisfaite par Qi

� Si Qi0 �
X
b02B0

i0

ab0 Qb0
i0
+

X
c02C0

i0

�nc0+1Qc0
i0
, o�u les ab0 ne sont pas dans �, alors

Pi �
X
b02B0

i0

ab0 (Qb0
i0
5R1) +

X
c02C0

i0

�nc0 R1

�
X
b02B0

i0

ab0 Pb0
i0
+

X
c02C0

i0

�nc0 R1

(axiomes [51;52 ou53;54])

� Si Qi0 �

66664 X
d02D0

i0

ad0 Qd0
i0
+

X
c02C0

i0

�nc0+1Qc0
i0

77775Qf 0
i0
, o�u les ad0 ne sont pas dans �, alors

Pi �

66664 X
d02D0

i0

ad0 (Qd0
i0
5R1) +

X
c02C0

i0

�nc0 R1

77775(Qf 0
i0
5R1)

�

66664 X
d02D0

i0

ad0 Pd0
i0
+

X
c02C0

i0

�nc0 R1

77775Pf 0
i0

(axiomes [55;51;51 ou52;53;54])
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Dans les deux cas, on obtient une �equation en forme [1] ou [2], o�u n'interviennent que les
Pi et R1. Finalement, P � P1.

8. P = recX �Q. Les variables de Q sont dans hY ;Xi. Par induction, il existe donc
Q1,: : : ,Qm solutions d'�equations d'une des deux formes, dont les variables libres sont dans
hY ;Xi, et tels que Q � Q1. Puisque � est une congruence, nous avons P � recX �Q1.

Nous distinguons deux cas, selon l'�equation satisfaite par Q1.

� Q1 �
X
b2B1

abQb1 +
X
c2C1

Yc f+Xg (f+Xg signi�e que X est pr�esent ou non comme

�el�ement du choix non d�eterministe).

On d�e�nit alors Q01
def
=

X
b2B1

abQb1 +
X
c2C1

Yc. Donc, soit Q1 � Q01, soit Q1 � Q01 +X.

En utilisant les axiomes [rec3] et [rec1], on obtient alors P � Q01[P=X ], c'est-�a-dire :

P �
X
b2B1

abQb1 [P=X ] +
X
c2C1

Yc

Pour chaque i entre 1 et m, posons

Pi
def
= Qi[P=X ]

Remarquer que P � P1. Les variables libres de chaque Pi sont dans Y ; nous montrons
maintenant qu'il est solution d'une �equation d'une des deux formes, o�u seuls des Pj
apparaissent, en consid�erant la forme de l'�equation satisfaite par Qi, et selon la pr�esence
et la position de la variable X dans cette �equation.
{ Si Qi �

X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl f+Xg, alors

Pi �
X
h2Hi

ah Phi +
X
l2Li

Yl

8<
:+

X
b2B1

ab Pb1 +
X
c2C1

Yc

9=
;

qui est une �equation de la forme [1].

{ Si Qi �
6664X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl f+Xg
7775Qmi

+
X
k2Ki

Yk, alors

Pi �

6666664
X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl

8>>><
>>>:
+
X
b2B1

ab Pb1 +
X
c2C1

Yc 62fYkg

Yc

9>>>=
>>>;

7777775Pmi
+

X
k2Ki

Yk

qui est une �equation en forme [2]. Noter que dans la somme des Yc, on peut �eliminer
les variables pr�esentes parmi les Yk grâce �a l'axiome [+8].

{ Si Qi �
6664X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl

7775Qmi
+

X
k2Ki

Yk + X , alors

Pi �
X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl +
X
k2Ki

Yk +
X
b2B1

ab Pb1 +
X
c2C1

Yc

qui est une �equation en forme [1] (le d�elai disparâ�t grâce aux axiomes [+5] et [+6]).
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� Q1 �
6664 X
d2D1

adQd1 +
X
e2E1

Ye f+Xg
7775Qf1 +

X
g2G1

Yg f+Xg (X peut être pr�esent ou

non, mais au plus �a une des deux positions indiqu�ees).

On d�e�nit cette fois Q01 �
6664X
d2D1

adQd1 +
X
e2E1

Ye

7775Qf1 +
X
g2G1

Yg . Les axiomes [rec3],

[rec4] et [rec1] permettent d'obtenir �a nouveau P � Q01[P=X ], c'est-�a-dire :

P �
6664 X
d2D1

a1Qd1 [P=X ] +
X
e2E1

Ye

7775Qf1 [P=X ] +
X
g2G1

Yg

Pour i 2 [1; m], on pose

Pi
def
= Qi[P=X ]

Ri
def
= Pi + Pf1

Nous avons donc P � P1. Les Pi et Ri ont leurs variables libres dans Y , et
P � P1. Nous montrons que les Pi sont solutions d'�equations en forme [1] ou [2],
o�u n'interviennent que des Pj et Rj . Le même r�esultat est alors obtenu pour les Ri en
utilisant le raisonnement e�ectu�e pour le choix non d�eterministe (cas 3 ci-dessus).
{ Si Qi �

X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl f+Xg, alors

Pi �
X
h2Hi

ah Phi +
X
l2Li

Yl

8<
:+

X
d2D1

ad Pd1 +
X
e2E1

Ye +
X
g2G1

Yg

9=
;

qui est une �equation en forme [1].

{ Si Qi �
6664X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl f+Xg
7775Qmi

+
X
k2Ki

Yk, alors

Pi �

6666664
X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl

8>>><
>>>:
+
X
d2D1

ad Pd1 +
X
e2E1

Ye 62fYkg

Ye +
X
g2G1

Yg 62fYkg

Yg

9>>>=
>>>;

7777775Pmi
+

X
k2Ki

Yk

qui est une �equation en forme [2].

{ Si Qi �
6664X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl

7775Qmi
+

X
k2Ki

Yk + X , alors

Pi �

6666664
X
h2Hi

ahQhi +
X
l2Li

Yl 62fYgg

Yl +
X
d2D1

ad Pd1 +
X
e2E1

Ye 62fYkg

Ye

7777775Rmi
+
X
k2K

Yk +
X
g2G1

Yg

qui est une �equation en forme [2] (nous rappelons que Rmi
= Qmi

+ Pf1).

Dans chacun des cas, on obtient bien un ensemble d'�equations en forme [1] ou [2] avec
variables libres dans Y , et P � P1, ce qui termine la preuve de la proposition.
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B.2 Compl�etude

Le th�eor�eme de compl�etude �enonce que si deux termes P et Q de Pr
t sont �equivalents dans la

relation �, alors ils le sont �egalement dans la relation �. Nous en pr�esentons la preuve, qui est
inspir�ee de [Mil84].

Supposons que les termes P et Q ont leurs variables libres dans Y (union des variables libres de
P et de celles de Q). D'apr�es la proposition B.1, il existe des termes P1,: : : , Pn (resp. Q1,: : : ,
Qm), dont les variables libres sont dans Y , tels que P � P1 (resp. Q � Q1), et chaque Pi (resp.
Qi) est solution d'une �equation dans une et une seule des formes [1] et [2], o�u n'apparaissent que
des Pj (resp. des Qj) et des Yk de Y .

On peut remarquer d'embl�ee que :

(1) l'�equation de Pi (resp. Qi) est en forme [1] () Pi (resp. Qi) n'a pas de transition par �

(2) l'�equation de Pi (resp. Qi) est en forme [2] () Pi (resp. Qi) a une unique transition par �

Soit I
def
= f(i; i0) j Pi � Qi0g. Puisque P � P1 et Q � Q1 et puisque l'axiomatisation est consis-

tante, nous avons P1 � Q1, c'est-�a-dire (1; 1) 2 I .
De plus, si (i; i0) 2 I, Pi et Qi0 ont les mêmes transitions. Donc, d'apr�es (1) et (2), Pi et Qi0

sont solutions d'�equations de la même forme. Nous partitionnons l'ensemble I en I1 et I2 selon
la forme de ces �equations.

� Pour (i; i0) 2 I1, les �equations sont
Pi �

X
b2Bi

ab Pbi +
X
c2Ci

Yc et Qi0 �
X

b02B0
i0

ab0 Qb0
i0
+

X
c02C0

i0

Yc0

Pour chaque Yc (resp. Yc0), Pi (resp. Qi0) a une transition par Y �c (resp. Y �c0 ). Puisque
Pi � Qi0 , on a donc n�ecessairement Ci = C0i0 . De même, il existe une relation surjective totale
R1
ii0 entre Bi et B0i0 , d�e�nie par

R1
ii0= f(b; b0) j ab = ab0 et Pbi � Qb0

i0
g

Nous d�e�nissons alors les termes suivants, un pour chaque (i; i0) 2 I1 :
Rii0

def
=

X
(b;b0)2R1

ii0

abXbib0i0
+

X
c2Ci

Yc

o�u les Xjj0 sont des variables distinctes des �el�ements de Y .

� Pour (i; i0) 2 I2, les �equations sont

Pi �
6664X
d2Di

ad Pdi +
X
e2Ei

Ye

7775Pfi +X
g2Gi

Yg et Qi �
66664 X
d02D0

i0

ad0 Qd0
i0
+

X
e02E0

i0

Ye0

77775Qf 0
i0
+
X
g02G0

i

Yg0

Pi (resp. Qi0) a une transition par Y
�
e (resp. Y �e0 ) pour chaque Ye (resp. Ye0), et par Y

+
g (resp.

Y +
g0 ) pour chaque Yg (resp. Yg0). Puisque Pi � Qi0 , on en d�eduit que Ei = E0i0 et Gi = G0i0 .

De plus, il existe une relation surjective totale R2
ii0 entre Di et D

0
i0, d�e�nie par

R2
ii0= f(d; d0) j ad = ad0 et Pdi � Qd0

i0
g
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Nous d�e�nissons, pour chaque (i; i0) 2 I2, le terme

Rii0
def
=

66664 X
(d;d0)2R2

ii0

adXdid
0
i0
+

X
e2Ei

Ye

77775xfif 0i0 +
X
g2Gi

Yg

o�u les Xjj0 sont des variables n'appartenant pas �a Y .

Nous obtenons donc un ensemble de termes Rii0 , �a variables libres dans hX; Y i, dans lesquels les
Xjj0 sont gard�ees.

D'apr�es la proposition 2.4, il existe alors des termes S = fSii0 j (i; i0) 2 Ig de Pr
t , dont les variables

libres sont dans Y , tels que pour tout (i; i0),

Sii0 � Rii0 [S=X]

Ces �equations sont satisfaisables si on choisit Sii0 = Pi. En e�et, selon sa forme, l'�equation de
Sii0 devient alors

Pi �
X

(b;b0)2R1

ii0

ab Pbi +
X
c2Ci

Yc ou Pi �
66664 X
(d;d0)2R2

ii0

ad Pdi +
X
e2Ei

Ye

77775Pfi + X
g2Gi

Yg

Dans les deux cas, puisque R1
ii0 et R2

ii0 sont totales, les membres droit de l'�equation di��erent au
plus par des �el�ements r�ep�et�es (dans les sommes) des membres droits de l'�equation satisfaite par
Pi. De même, les �equations sont satisfaisables lorsqu'on prend Sii0 = Qi0 . Cela est dû au fait que
R1
ii0 et R2

ii0 sont surjectives.

L'a�rmation d'unicit�e de la proposition 2.4 permet alors de conclure que Pi � Qi0 pour tout
(i; i0) dans I . En particulier, on a P1 � Q1, et donc P � Q, ce qui termine la preuve.



171

Annexe C

Additivit�e temporelle des mod�eles

des graphes temporis�es

Nous montrons que la s�emantique op�erationnelle des graphes temporis�es garantit l'additivit�e des
transitions temporelles, c'est-�a-dire :

Proposition C.1

8N;N 0; 8d; d0 2 D�; 8~v; ~v0 :�
9N1; ~v1 : (N;~v)

d
D! (N1; ~v1) ^ (N1; ~v1)

d0
D! (N 0; ~v0)

�
() (N;~v) d+d0

D! (N 0; ~v0)
2

Nous rappelons les r�egles de s�emantique des graphes temporis�es, en les num�erotant :

(R1)
8d0 � d : act(N)(~v + ~d0) = tt

(N;~v) d
D! (N;~v + ~d)

(R2)
N a;c;f! N 0 ; (act(N) ^ c)(~v) = tt

(N;~v) a
D! (N 0; f(~v))

(R3)
N ";c;f! N 0 ; (N 0; f(~v)) a

D! (N 00; ~v0) ; (act(N) ^ c)(~v) = tt

(N;~v) a
D! (N 00; ~v0)

(R4)
N ";c;f! N 0 ; (N 0; f(~v)) d

D! (N 00; ~v0) ; (act(N) ^ c)(~v) = tt

(N;~v) d
D! (N 00; ~v0)

(R5)
(N;~v) d

D! (N 0; ~v0) ; N 0 ";c;f! N 00 ; (N 00; f(~v0)) d0
D! (N 000; ~v00) ; (act(N 0) ^ c)(~v0) = tt

(N;~v) d+d0
D! (N 000; ~v00)

Dans cette annexe, nous faisons plusieurs preuves par r�ecurrence sur R(T ), nombre minimal
n�ecessaire d'applications de ces r�egles pour obtenir une transition T donn�ee. Si ce nombre est
1, alors la transition est obtenue par application d'une des r�egles R1 ou R2 ; s'il est plus grand
que 1, alors la derni�ere r�egle appliqu�ee est R3, R4 ou R5.

Nous prouvons successivement les deux directions de l'�equivalence de la propri�et�e C.1.

) Nous raisonnons par r�ecurrence sur n = R(T1) +R(T2), o�u

T1
def
= (N;~v) d

D! (N1; ~v1) et T2
def
= (N1; ~v1)

d0
D! (N 0; ~v0)

� Si n = 2, alors T1 et T2 sont obtenues par application de R1. On a donc :

8d1 � d : act(N)(~v + ~d1); N1 = N; ~v1 = ~v + ~d; 8d2 � d0 : act(N1)(~v1 + ~d2); ~v0 = ~v1 + ~d0
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On en d�eduit imm�ediatement 8d3 � d+ d0 : act(N)(~v + ~d3), et donc (N;~v)
d+d0
D! (N 0; ~v0).

� Supposons que le sens ) est prouv�e pour tout couple de transitions T 01 et T 02 tel que
R(T 01) + R(T 02) < n, et que n > 2. L'une au moins des transitions T1 ou T2 est obtenue
par application de R4 ou R5. Nous examinons les quatre cas possibles :

{ T1 est obtenue par application de R4. On a alors :

N ";c;f! N 0
1; (act(N) ^ c)(~v) = tt; et (N 0

1; f(~v))
d
D! (N1; ~v1)

Pour cette derni�ere transition T3, on a R(T3) < R(T1), et donc R(T3) +R(T2) < n. Par
hypoth�ese de r�ecurrence, on obtient alors

(N 0
1; f(~v))

d+d0
D! (N 0; ~v0)

On applique alors la r�egle R4, ce qui donne

(N;~v) d+d0
D! (N 0; ~v0)

{ T1 est obtenue par application de R5. On a alors :

(N;~v) d1
D! (N 0

1;
~v01); N

0
1

";c;f! N 00
1 ; (act(N

0
1) ^ c)(~v01) = tt; (N 00

1 ; f(
~v01))

d2
D! (N1; ~v1)

et d = d1 + d2. Comme pr�ec�edemment, on peut appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence
pour obtenir

(N 00
1 ; f(

~v01))
d2+d

0

D ! (N 0; ~v0)

En r�eutilisant R5, du fait que d1 + d2 + d0 = d+ d0, on obtient �nalement

(N;~v) d+d0
D! (N 0; ~v0)

{ T2 est obtenue par application de R4. C'est-�a-dire :

N1
";c;f! N 0

1; (act(N) ^ c)(~v1) = tt; et (N 0
1; f(~v))

d
D! (N 0; ~v0)

On peut alors directement appliquer R5 �a (N;~v) pour obtenir

(N;~v) d+d0
D! (N 0; ~v0)

{ T2 est obtenue par application de R5. On a alors :

(N1; ~v1)
(N 0

1
; ~v0
1
)

D ! ;N 0
1

";c;f! N 00
1 ; (act(N

0
1) ^ c)(~v01) = tt; (N 00

1 ; f(
~v01))

d2
D! (N 0; ~v0)

et d0 = d1 + d2. On peut appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence pour la premi�ere de ces
transitions, ce qui donne

(N;~v) d+d1
D! (N 0

1;
~v01)

En utilisant R5, on obtient �a nouveau

(N;~v) d+d1+d2
D ! (N 0; ~v0)

qui est le r�esultat voulu, puisque d+ d1 + d2 = d+ d0.

( Nous raisonnons par r�ecurrence sur R(T ), ou'

T = (N;~v) d+d0
D! (N 0; ~v0)
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� R(T ) = 1. T est alors obtenue par application de R1. On a donc :

N 0 = N; ~v0 = ~v + ~d+ ~d0; et 8d00 � d+ d0; act(N)(~v + ~d00) = tt

On en d�eduit, d'une part

8d00 � d; act(N)(~v + ~d00) = tt et donc (N;~v) d
D! (N;~v + ~d)

et d'autre part

8d00 � d0; act(N)(~v+ ~d+ ~d00) = tt et donc (N;~v+ ~d) d0
D! (N;~v+ ~d+ ~d0) = (N;~v+ ~d+ d0)

� Supposons R(T ) > 1, et que le sens ( est prouv�e pour toute transition T 0 telle que
R(T 0) < R(T ). Nous distinguons deux cas, selon la derni�ere r�egle appliqu�ee pour obtenir
T :

{ Si T est obtenue par application de R4, alors on a

N ";c;f! N 00; (act(N) ^ c)(~v) = tt; (N 00; f(~v)) d+d0
D! (N 0; ~v0)

On applique l'hypoth�ese d'indution �a cette derni�ere transition, pour obtenir :

(N 00; f(~v)) d
D! (N1; ~v1) ^ (N1; ~v1)

d0
D! (N 0; ~v0)

En utilisant la r�egle R4, on a donc aussi

(N;~v) d
D! (N1; ~v1)

{ Si T est obtenue par application de R5, alors

(N;~v) d1
D! (N 0

1;
~v01); N

0
1

";c;f! N 0
2; (act(N

0
1) ^ c)(~v01) = tt; (N 0

2; f(
~v01))

d2
D! (N 0; ~v0)

avec d1 + d2 = d+ d0. Nous distinguons encore trois cas, selon le rapport entre d1 et d.
� Si d1 = d, alors d2 = d0, et donc, d'une part

(N;~v) d
D! (N 0

1;
~v01)

et d'autre part, en appliquant R4,

(N 0
1;
~v01)

d0
D! (N 0; ~v0)

� Si d1 < d, alors d2 = d3 + d0 et d1 + d3 = d. On peut alors appliquer l'hypoth�ese de
r�ecurrence pour obtenir

(N 0
2; f(

~v01))
d3
D! (N1; ~v1) et (N1; ~v1)

d0
D! (N 0; ~v0)

On a donc une partie du r�esultat. De plus, la r�egle R5 nous donne alors

(N;~v) d1+d3
D ! (N1; ~v1)

qui constitue la seconde partie du r�esultat, puisque d = d1 + d3.
� Si d1 > d, alors d1 = d+ d3 et d0 = d3 + d2. On peut de nouveau appliquer
l'hypoth�ese de r�ecurrence pour obtenir

(N;~v) d
D! (N1; ~v1) et (N1; ~v1)

d3
D! (N 0

1;
~v01)

La seconde partie du r�esultat est alors obtenue en appliquant la r�egle R5, qui nous
donne

(N1; ~v1)
d3+d2
D ! (N 0; ~v0)

qui est la transition voulue, puisque d3 + d2 = d0.
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La preuve de l'additivit�e des transitions temporelles est �a pr�esent termin�ee. La r�egle de s�eman-
tique

(R6)
(N;~v) d

D! (N 0; ~v0); (N 0; ~v0) d0
D! (N 00; ~v00)

(N;~v) d+d0
D! (N 00; ~v00)

est donc valide.

On constate facilement que la r�egle R5 peut être d�eduite de R4 et R6, et qu'on peut donc la
supprimer si on ajoute R6.


