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Introduction

Mieux connaître la terre, c'est étudier les océans. Cette immensité, qui représente 70% de
la surface du globe, joue un rôle fondamental dans le maintien sur terre d'un climat propice
à la vie. C'est savoir que les océans transportent et échangent avec l'atmosphère de colos-
sales quantités de matière (gaz carbonique, vapeur d'eau...) ou d'énergie (chaleur, quantité
de mouvement) selon des systèmes de circulation à très grande échelle. La reconnaissance
accrue du rôle de l'océan dans notre environnement a été consacrée par de nombreux pro-
jets internationaux comme par exemple WCRP (World Climate Research program), WOCE
(World Ocean Circulation Experiment), TOGA (Tropical Ocean Global Atmosphère) et bien
d'autres. Ces programmes visent à la préservation et à la gestion des ressources marines, des
besoins en matière de protection et de gestion des environnements côtiers et littoraux; ils s'in-
téressent à l'impact de l'océan sur le climat global de notre planète, à l'approfondissement des
connaissances scienti�ques sur les phénomènes associés au changement climatique, et surtout
à l'impact de l'activité humaine. Un des enjeux majeurs à moyen terme pour l'océanographie
est de mettre en place un système de prévision opérationnel au même titre que la météorolo-
gie. La construction d'un tel système passe par deux outils : la modélisation numérique et les
systèmes d'observation.

Dans ce cadre, les simulations numériques réalistes de circulations océaniques ont connus
un développement incessant ces dernières années. Cela est dû à l'amélioration des algorithmes
numériques, et surtout à la disponibilité des calculateurs de plus en plus puissants. Cependant,
un modèle océanique ne contient que l'information sur l'interaction des processus physiques
pris en compte dans les équations du modèle. De plus, les solutions d'un tel modèle sont en
général déterminées à partir d'une condition initiale, des conditions de bord et des termes de
forçage assez mal connus. La prévision des modèles océaniques peut donc être assez loin de la
réalité, d'autant plus que ces modèles sont en général chaotiques dans le sens où une erreur
initiale peut se propager rapidement dans le temps.

De ce fait, l'observation de l'océan paraît indispensable, d'une part pour mieux comprendre
l'état de l'océan, et d'autre part pour valider les résultats des modèles océaniques. Jusque ré-
cemment, les observations se faisaient in-situ, c'est à dire par des mouillages d'appareils, des
�otteurs dérivant ou par des navires. Mais observer l'océan est di�cile : il s'agit d'un mi-
lieu très vaste, d'accès malaisé, souvent très hostile. Dans ce cadre, l'utilisation des satellites
constitue un outil d'observation irremplaçable. On a donc pu assister ces dernières années au
lancement de plusieurs missions satellitaires comme GEOSAT (1985-1989), ERS-1 (1991-...),
TOPEX/POSEIDON (1992-...) et ERS-2 (1995-...) et plusieurs autres sont plani�ées pour les
années à venir. Aujourd'hui, on peut dire que le seul système d'observation global fournissant
un ensemble de données su�sant et �able est le système d'observation satellitaire.

Cependant, les observations ne se su�sent pas à elle même pour bien estimer l'état de
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l'océan surtout parce qu'elles sont très dispersées en temps et en espace. Pour déterminer
la �meilleure� estimation de l'état de l'océan il faut utiliser de manière e�cace, et si possible
optimale, toutes les informations dont nous disposons i.e. le modèle et les observations; ce mé-
canisme s'appelle l'assimilation de données. Grossièrement, les données �guident� le modèle
sur une trajectoire réaliste, tandis que le modèle fournit une interpolation spatio-temporelle
dynamique des mesures.

Cette technique qui s'est montrée très e�cace, que ce soit pour tester les modélisations
des processus physiques ou pour déterminer et surtout prévoir l'état de l'océan, a pris une
importance croissante ces dernières années dans la quasi-totalité des branches scienti�ques. Il
existe actuellement deux grandes approches d'assimilation de données.

� Approche variationnelle : Basée sur la théorie du contrôle optimal de J.L. Lions [64],
cette approche consiste à déterminer la trajectoire du modèle de prévision qui minimise
la somme d'une distance aux observations sur une période temporelle donnée et d'une
distance à priori de la condition initiale de la trajectoire optimale. Le prototype de
cette classe de méthode est la méthode adjointe qui a été introduite dans le contexte
météorologique par Penenko and Obraztsov [74].

� Approche séquentielle : Basée sur la théorie de l'estimation statistique optimale, on
cherche dans cette approche à corriger la prévision du modèle numérique au fur et
à mesure qu'une nouvelle observation est disponible. Les principales techniques séquen-
tielles sont le �ltre de Kalman et ses di�érentes variantes, appelés aussi �ltres de Kalman
sous-optimaux et dont font partie notamment l'interpolation optimal, le �ltre de Kal-
man étendu singulier évolutif (SEEK) et sa version interpolée (SEIK) de Pham et al.
[78, 79], le �ltre de Kalman d'ordre réduit (ROEK) de Cane et al. [17], le �ltre de Kal-
man ensemble d'Evensen [33], etc. C'est dans le cadre de cette deuxième approche et
plus précisément celle du �ltre SEEK que se fera notre travail.

La grande di�culté pour appliquer le �ltre de Kalman en assimilation de données en océa-
nographie provient de la taille énorme de l'état du système, ce qui conduit à un coût de calcul
prohibitif. Par conséquent, plusieurs variantes du �ltre de Kalman, qui consistent principale-
ment à réduire la dimension du système à travers une sorte de projection sur un sous-espace
de dimension faible, ont été proposées [17, 28, 33, 43, 49], etc.

Dans le même but, le �ltre SEEK a été proposé par Pham et al. [78] comme une approche
pour réduire le coût du �ltre de Kalman. Il consiste essentiellement à approcher la matrice de
covariance de l'erreur d'estimation par une matrice de rang faible qui conduit à ne faire des
corrections que dans les directions pour lesquelles l'erreur d'estimation n'a pas été atténuée
par la dynamique du système. Pour mieux traiter la non-linéarité des modèles, Pham [79] a
ensuite proposé de remplacer la linéarisation utilisée dans le �ltre SEEK par une interpolation
linéaire. On obtient ainsi un nouveau �ltre, appelé �ltre SEIK. Les �ltres SEEK et SEIK ont
déjà été implémentés et testés avec succès dans plusieurs con�gurations océaniques réalistes
[14, 48, 78, 91] et des résultats satisfaisants ont été obtenus. Cependant, ces �ltres restent
chers pour une assimilation opérationnelle. Ceci est dû en grande partie au coût d'évolution
de leurs bases de correction.

L'objectif principal de cette thèse est de
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� Réduire les coûts des �ltres SEEK et SEIK. Nous serons alors amenés à construire des
variantes du �ltre SEEK dans lesquelles on simpli�e l'évolution de la base de correction
de ces deux �ltres puisque c'est le seul moyen qui nous permet de réduire signi�cativement
leurs coûts.

� Proposer et étudier des améliorations et des alternatives aux �ltres SEEK et SEIK : pour
mieux traiter l'erreur du modèle, augmenter la représentativité de leurs bases de correc-
tion et leur conférer une certaine adaptativité (en ce qui concerne la base de correction
et le facteur d'oubli).

� Implémenter tous ces nouveaux �ltres dans une con�guration réaliste du modèle OPA
dans l'océan Paci�que tropical pour tester leurs performances.

Plan de la thèse

Le contenu de cette thèse peut être divisé en deux parties : la première introductive et une
deuxième dans laquelle sont présentés nos résultats.

Nous commencerons alors par rappeler quelques généralités sur l'assimilation de données
en océanographie (chapitre 1) et sur le �ltre de Kalman (chapitre 3). Nous décrirons ensuite
le cadre général de nos expériences (le modèle et les sytèmes d'observations disponibles) dans
le chapitre 2 : il s'agit d'une con�guration réaliste du modèle OPA dans le Paci�que tropical.
Dans les chapitres 4 et 5 nous reviendrons largement sur les aspects théoriques et pratiques
des �ltres SEEK et SEIK. Nous présenterons aussi des nouvelles méthodes pour tenir compte
plus explicitement de l'erreur du modèle avec ces deux �ltres.

Dans la deuxième partie nous nous intéresserons d'abord à la réduction des coûts d'im-
plémentation des �ltres SEEK et SEIK. Dans ce but, nous construirons d'abord des nouvelles
variantes des �ltres SEEK et SEIK moins chers mais aussi performants dans le chapitre 6.
Nous introduirons ensuite les notions d'analyse EOFs �locale� et �locale-globale ou mixte�
dans le chapitre 7. Ces analyses nous permettrons aussi d'augmenter sensiblement la repré-
sentativité de la base EOFs. Dans le chapitre 8, nous présenterons des schémas de réglage
adaptatif des paramètres des �ltres SEEK et SEIK, comme le facteur d'oubli et le rang de la
base de correction, pour améliorer les performances de nos �ltres durant les périodes instables
du modèle. Nous considérerons �nalement le �ltre ROEK de Cane et al. [17] dans le chapitre
9, d'une part, pour compenser le caractère non évolutif de la base EOFs local, et d'autre part,
pour comparer les performances de ce �ltre avec celles du �ltre SEEK dans le but de montrer
l'intérêt de l'évolution de la base de correction.
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Chapitre 1

Généralités sur l'assimilation de

données en océanographie

1.1 Introduction à l'assimilation de données

1.1.1 Dé�nition

L'étude des circulations océaniques passe par la solution d'un modèle dynamique tradui-
sant les interactions physiques entre les variables de l'océan. Bien que nos connaissances sur
ces interactions ne sont pas �parfaites�, l'état de l'océan, qui est en théorie solution du mo-
dèle, peut être en principe déterminée à partir d'un état initial et des conditions de bord.
Cependant, ces grandeurs sont assez mal connues en pratique. De ce fait, la détermination de
l'état de l'océan à partir de ces modèles est entachée d'erreurs. Parallèlement, on possède des
observations qui sont assez précises mais très dispersées en temps et en espace pour qu'elles
puissent être interpolées avec précision sur tout le domaine du modèle. Nous disposons alors
de deux sources d'informations, le modèle et les observations, qui ne permettent pas séparé-
ment d'estimer avec précision l'état de l'océan.

Ces deux sources d'informations sont par ailleurs complémentaires. Un modèle numérique
est en général capable de reconstruire les circulations océaniques à grande échelle à condition
de spéci�er avec précision ces paramètres et ces conditions de bords. Contrairement au modèle
numérique qui couvre tout le domaine spatial et temporel, les observations sont trop éparses.
Cependant, la qualité des nouveaux instruments de mesure nous permet de connaître avec une
bonne précision l'état de l'océan dans les zones observées. Ainsi, il semble logique de com-
biner ces deux sources d'informations a�n d'appréhender de manière synthétique le système
océanique. Il s'agit de l'assimilation de données. Grossièrement, les observations "guident"
le modèle sur une trajectoire réaliste, tandis que le modèle fournit une interpolation spatio-
temporelle dynamique des observations.

1.1.2 Historique

L'assimilation de données n'est pas une technique récente. Loin de là et plus précisément
en 1922, Richardson fut le premier à assimiler directement les observations dans un modèle
météorologique pour faire de la prévision. Toutefois, les recherches de Richardson furent abon-
donées pour plus de vingt ans faute de moyens de calcul, et on a dû attendre l'année 1946,
date d'apparition du premier calculateur scienti�que, pour voir en 1949 Panofsky ajuster les
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observations sur toute la grille du domaine en utilisant un algorithme de moindres carrés.
Cependant, la précision de cette nouvelle machine était si mauvaise que leurs résultats étaient
di�érents suivant l'algorithme utilisé. Malgré cela et grâce aux progrès continus, ces calcula-
teurs ont ouvert un nouvel horizon dans l'application des méthodes d'assimaltion de données
en météorologie, en o�rant de plus en plus des moyens rapides et précis pour le calcul scien-
ti�que.

A partir des années cinquantes, les choses se sont accélérées. Gilchrist et Cressman ont
d'abord proposé d'utiliser la prévision ultérieure comme une estimation a �priori� de l'état
initial. Leurs travaux ont été ensuite repris par Bergthorson et Doos et Eliassen qui ont utilisé
des équations très proches de la formule de correction de la méthode d'Interpolation Optimale
pour assimiler les observations. Durant les années soixantes, l'assimilation de données a connu
une nouvelle dimension grâce aux progrès continus des calculateurs scienti�ques. Par consé-
quence, on a pu appliquer plusieurs formes réduites de la méthode d'Interpolation Optimale
sur certaines modèles atmosphériques. Pendant ce temps, plus les calculateurs devenaient
puissants, plus l'ambition d'appliquer des méthodes d'assimilation de données �sophistiquées�
sur des modèles �réalistes� grandissait. Ainsi, on a vu la réapparition des modèles aux équa-
tions primitives et surtout les premières utilisations des nouvelles méthodes d'assimilation
comme le �ltre de Kalman et les méthodes variationnelles, au milieu des années soixante-dix.

Jusqu'alors, le domaine de la météorologie était le seul champ d'application de l'assi-
milation de données. L'intérêt d'investir les méthodes d'assimilation en océanographie était
presque inexistant bien que la dynamique océanique soit soumise à des lois physiques simi-
laires à celles de l'atmosphère (mais à des échelles spatio-temporelles bien di�érentes). Cela
peut être expliqué d'une part, par le manque cruel d'observations et d'autre part, par les
enjeux moins immédiats de sa connaissance que pour la prévision météorologique. Le vrai
développement dans ce domaine n'a commencé qu'après l'apparition des nouvelles techniques
d'observation avec le premier satellite GEOS3 en 1975 � 1978 qui se sont traduites par une
grande quantité de mesures altimétriques très précises.

Après cinquante ans de recherche dans ce domaine, beaucoup de points ont été clari�és
mais beaucoup reste à faire. Et malgré le progrès incessant des calculateurs scienti�ques, les
coûts de calcul restent le problème majeur qui nous empêche d'appliquer �proprement� les
méthodes d'assimilation sur les modèles océaniques réalistes.

1.1.3 Applications et objectifs

Ces dernières années, l'assimilation de données a pris une importance croissante en océa-
nographie. Comme en météorologie, l'assimilation est utilisée en océanographie pour

� constituer un ensemble �able de données : en raison des défauts des modèles numériques,
l'assimilation de données est utilisée pour corriger les sorties du modèle à l'aide des obser-
vations. Ces données seront ensuite utilisées pour valider les modèles et pour augmenter
nos connaissances de la dynamique océanique à travers l'étude de la variabilité de ces
données.

� améliorer les modèles numériques : l'utilisation des observations pour estimer les para-
mètres inconnus des modèles numériques entre aussi dans le domaine de l'assimilation
de données. Ces techniques, dites de contrôle, constituent un outil très intéressant pour
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améliorer le comportement des modèles.

� faire des prévisions : c'est le but principal de l'assimilation de données. L'intérêt pour les
prévisions océanographiques a sensiblement augmenté ces dernières années pour l'étude
du changement climatique et aussi pour l'amélioration des prévisions météorologiques
à long terme. Actuellement, un des enjeux majeurs de l'océanographie est de mettre
en place une océanographie opérationnelle comme c'est le cas depuis longtemps déjà en
météorologie.

� optimiser les systèmes d'observation : en raison des coûts économiques prohibitifs pour
l'observation de l'océan, l'optimisation des systèmes d'observation est devenue une étape
nécessaire avant leur mise en place. Aujourd'hui des techniques d'assimilation sont utili-
sées pour simuler la performance et la sensibilité des prévisions par rapport aux systèmes
d'observation.

1.2 Cadre général

Nous présentons maintenant brièvement les deux composantes principales de l'assimilation
en océanographie : les modèles numériques et les observations.

1.2.1 Les modèles océaniques

Un e�ort important a été fourni depuis une vingtaine d'années pour développer des mo-
dèles numériques de la circulation générale océanique. Ces modèles, qui visent principalement
à aider à la compréhension du système climatique terrestre ou à des objectifs opérationnels
comme la prévision à court et moyen terme, sont de plus en plus utilisés pour représenter des
con�gurations aussi réalistes que possible des phénomènes océaniques.

Les modèles de circulation générale océanique s'appuient sur les équations de la dynamique
des �uides qui expriment la conservation des grandeurs physiques du �uide étudié, en présence
de la rotation terrestre. Ainsi, le mouvement d'une particule de �uide est régi par les équations
traduisant

� la conservation de la quantité de mouvement (ou équation de Navier-Stokes) : qui régie
l'évolution de la vitesse V du �uide de densité � soumis à un champ de pression p selon 1

DV

Dt
= �1

�
rp+ g � 2
 ^ V +D (1.1)

où g est l'accélération de la pesanteur, 
 le vecteur rotation de la terre et D représente
les forces de dissipations et les sources de quantité de mouvement.

� la conservation de la masse (ou équation de continuité) :

1

�

D�

Dt
+r � V = 0: (1.2)

1. D�

dt
= @�

@t
+ (Vr)� est la dérivée totale
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On ajoute à cela l'équation d'état qui relie la densité � avec les di�érents paramètres du �uide
(comme la température et la salinité) et les équations transportant ces nouveaux paramètres
comme l'équation de conservation de la salinité

@S

@t
= �r � (SV ) +DS ; (1.3)

et de l'énergie pour la température

@T

@t
= �r � (TV ) +DT (1.4)

où DT et DS désignent les paramétrisations des e�ets sous-maille pour la température et la
salinité, incluant aussi les termes de forçages en surface.

Ces équations sont connues depuis longtemps mais, comme elles ne sont pas linéaires, elles
mélangent les échelles de temps et d'espace et ne peuvent être résolues de manière analytique.
Le recours à l'ordinateur est donc indispensable, et n'a pu être envisagé que récemment. A cet
égard, les progrès considérables de la modélisation de l'océan au cours de ces deux dernières
décennies sont moins le re�et de connaissances physiques nouvelles que d'une augmentation
extraordinaire de la puissance des calculateurs. Sans entrer dans les détails, la modélisation
numérique de ces équations recouvre l'ensemble des méthodes utilisées dans le domaine des
équations aux dérivées partielles plus le traitement de certains points particuliers comme la
prise en compte des frontières ouvertes, de la topographie du fond, etc.

Di�érents types de modèles ont été développés, qui comportent des hypothèses simpli�ca-
trices plus ou moins importantes dans les deux premières équations. La �gamme� s'étend des
modèles linéaires aux modèles aux équations primitives (désignent la modélisation physique
et thermodynamique �complètes�), en passant par les modèles Shallow water pour les �eaux
peu profondes� et les modèles quasi-géostrophiques qui négligent les phénomènes thermody-
namiques. Les coûts de calcul induits par ces modèles sont évidement relatifs à la complexité
de la physique représentée, et aussi à la résolution utilisée. Les simulations e�ectuées avec les
modèles aux équations primitives à l'échelle de bassins océaniques requièrent des dizaines voir
des centaines d'heures CPU sur des super-calculateurs. Grâce à l'augmentation extraordinaire
de la puissance de calcul, l'évolution actuelle des modèles va dans le sens de l'utilisation d'une
physique aussi complète que possible (équations primitives), avec une haute résolution spa-
tiale, nécessaire pour une représentation correcte de la dynamique tourbillonnaire intense de
l'océan.

1.2.2 Les observations

Jusque récemment, les données d'observation disponibles étaient des mesures in situ, le
plus souvent très ponctuelles dans le temps et l'espace, réalisées par des mouillages d'appareils,
des �otteurs dérivant, ou par des navires. Ce type de données convient mieux à des modèles
locaux. Cependant, sa faible densité ne su�rait sans doute pas pour des modèles de bassin.

Depuis 1982, au jeu de mesures in situ s'ajoutent les données altimétriques (dénivellation
de la surface libre de l'océan) des satellites, indispensables pour obtenir une image globale
de l'évolution climatique. L'étape phare de ces dernières années correspond au lancement des
satellites dédiés à l'océanographie comme les satellites ERS1-2 et TOPEX-POSEIDON qui
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mesurent aussi les vents sou�ant à la surface des océans et la température de surface. Plu-
sieurs autres missions sont aussi plani�ées pour les années à venir.

L'intérêt de mesurer l'altimétrie vient du fait que cette donnée est directement liée au
champ de vitesse et plus précisément à la fonction courant. Dans les régions tropicales par
exemple, une élévation du niveau de la mer correspond à une position profonde de la thermo-
cline et, par conséquent, à des anomalies chaudes dans les couches de surface. A contrario, un
abaissement va de pair avec des anomalies froides, etc. La variation du niveau de la mer est de
l'ordre du mètre, alors que l'erreur d'observation de cette dernière est de quelques centimètres.
Cette nouvelle source d'observation est donc �able et de plus directement �assimilable� dans
presque tous les types des modèles océaniques. Cependant, les satellites fournissant unique-
ment des informations sur la surface de l'océan, se pose donc le problème de propager ces
informations dans les couches du fond. A noter aussi l'intérêt des mesures in situ pour ap-
porter des compléments d'informations, notamment par l'exploitation du pro�l des di�érentes
variables dans le fond.

1.3 Formulation du problème de l'assimilation

Ce paragraphe est consacré à la formulation du problème de l'assimilation de données.
Nous commençons par présenter le problème de l'assimilation tridimensionnelle, qui consiste
en l'estimation d'un vecteur d'état statique à partir d'une observation, avant d'introduire
la dimension temporelle pour obtenir ce qu'on appel l'assimilation quadridimensionelle. Les
notations proposées par Ide et al. [50] sont adoptées.

1.3.1 Assimilation tridimensionnelle (3D)

Soit X t l'état réel à un instant donné du système à étudier. Supposons qu'on possède une
observation Y o de X t obtenu par le système d'observation

Y o = HX t+ "; (1.5)

oùH est un opérateur de l'espace d'état dans l'espace d'observation, appelé opérateur d'obser-
vation, permettant de calculer l'équivalent-modèle HX t des observations et " est un vecteur
aléatoire de moyenne nulle et de matrice de covariance R modélisant un bruit d'observation
(erreur de mesure plus erreur de représentativité).

L'estimateur optimal Xa de l'état X t, appelé l'état analysé, est obtenu en maximisant la
fonction de vraisemblance (consulter [65, 88] pour plus de détails) de l'état, ce qui revient
à minimiser la somme d'une distance aux observations et d'une distance à une estimation a
priori Xf (souvent une prévision) de l'état, i.e.

J(X) =
1

2
[X �Xf ]T (P f )�1[X �Xf ] +

1

2
[Y o �HX ]TR�1[Y o �HX ]: (1.6)

où P f désigne la matrice de covariance de l'erreur commise sur l'estimation de X t par Xf .

Sous certaines hypothèses (comme l'indépendance des erreurs d'observation et de prévi-
sion), le meilleur état analysé est (voir Lorenc [65])

Xa = Xf + P fHT [HP fHT +R]�1[Y o �HXf ]: (1.7)
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dont la matrice de covariance de l'erreur associée est donnée par

P a = P f � P fHT [HP fHT + R]�1HP f : (1.8)

L'état analysé est donc une fonction des informations contenues dans le système d'obser-
vation (Y o; R) et des connaissances a priori de l'état présentées par le couple (Xf ; P f).

Malgré sa forme simple, le calcul numérique de l'état analysé Xa à partir de l'équation
(1.7) est très coûteux en raison de l'énorme dimension du vecteur d'état. Di�érentes méthodes,
comportant des hypothèses simpli�catrices plus au moins importantes, ont été développées.
Selon Cohn et al. [18], ces méthodes peuvent être regroupées selon deux grandes catégories

� les méthodes statistiques : l'état analyséXa est calculé directement à partir de la formule
(1.7) mais sous certaines hypothèses statistiques sur la forme de P f et les observations
pour diminuer la taille du problème. La méthode la plus connue dans ce domaine est
l'Interpolation Optimale.

� les méthodes variationnelles : ces méthodes consistent à utiliser directement un algo-
rithme de minimisation sur J pour calculer Xa. L'inconvénient de ce type de méthodes
est que la matrice de covariance de l'erreur d'analyse P a ne peut pas être facilement
déterminée.

1.3.2 Assimilation quadridimensionelle (4D)

Jusqu'à maintenant nous avons considéré l'état d'un système qu'à un instant �xé. Or,
dans les situations réalistes on a a�aire à un système qui évolue dans le temps pour lequel
on dispose des observations temporelles aussi bien que spatiales. L'assimilation-4D est une
technique spécialement adaptée pour cela qui généralise l'assimilation-3D. On utilisera alors
le modèle pour propager les informations en temps et en espace et les observations pour cor-
riger la trajectoire du modèle.

Soit X t(t) le vecteur décrivant le �vrai� état de l'océan à l'instant t. Après discrétisation
en espace, le système d'équations gouvernant l'état de l'océan peut être présenté sous la forme

X t(tk) = M(tk ; tk�1)X
t(tk�1) (1.9)

où X t(t) est un vecteur de dimension n décrivant le �vrai� état de l'océan à l'instant t, n
étant le nombre de variables du modèle multipliés par le nombre de points de grille de la
discrétisation et M(t; s) est l'opérateur dynamique de IRn dans IRn décrivant l'opérateur de
transition entre deux instants s et t.

Pour faire de l'assimilation de données on a aussi besoin de la relation qui relie les variables
du modèle aux observations. Celle-ci s'écrit

Y o
k = HkX

t(tk) (1.10)

où Y o
k est un vecteur de dimension pk contenant toutes les mesures e�ectuées au temps tk et

Hk est l'opérateur d'observation, c'est une application de IRn dans IRpk reliant l'espace d'état
à l'espace d'observation.
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Cependant, les modèles océaniques ne sont jamais parfaits. En e�et, des phénomènes
locaux par leur taille réduite ou leur comportement ne pourront être correctement reconstitués
par le modèle. Des erreurs dans les conditions initiales ou les conditions de bords empêchent
aussi les modèles d'avoir des bons comportements. Les discrétisations forment aussi une source
d'erreur. Les observations ne sont pas non plus exemptes d'erreurs. Di�érentes sortes d'erreurs
peuvent s'introduire durant le programme de mesure et la réception des données. L'incapacité
de déterminer ces erreurs nous emmène à les représenter comme des processus stochastiques
(voir Jazwinski [52]). Le bruit blanc gaussien est le plus utilisée pour décrire un processus
stochastique. On rajoute alors une partie stochastique au modèle déterministe précédent pour
obtenir le modèle général le plus utilisé en assimilation, à savoir

X t(tk) = M(tk ; tk�1)X
t(tk�1) + �(tk) (1.11)

Y o
k = HkX

t(tk) + "k (1.12)

où "k et �(k) sont de bruit blanc gaussien indépendants de dimension n et pk et de matrice
de covariance Rk et Q(tk) respectivement.

Le problème de l'estimation de l'état du modèle (1.11) connaissant les observations fournies
par le système (1.12) peut être formulé selon deux approches qui di�èrent suivant la manière
dont on utilise les observations: au fur et à mesures qu'elles sont disponibles ou de façon
globale sur une période de temps. On distinguera alors entre

� l'approche séquentielle : elle consiste à corriger la trajectoire de prévision de l'état qui
minimise la fonctionnelle J à chaque fois qu'une nouvelle observation est disponible.

� l'approche variationnelle : elle consiste à déterminer la trajectoire du modèle de prévision
qui minimise la somme d'une distance aux observations sur un intervalle de temps donné
et d'une distance à une estimation a priori de la condition initiale de la trajectoire
optimale.

Cependant, ces deux approches ne sont utilisables sous leur forme originale que dans un
nombre d'applications assez restreint, et ceci pour plusieurs raisons :

� leurs propriétés d'optimalité ne sont en général véri�ées que dans le cas de systèmes
linéaires;

� les paramètres statistiques nécessaires à la calibration de ces schémas sont souvent mal
connus en pratique;

� le coût de calcul numérique à e�ectuer devient vite prohibitif pour les problèmes réalistes.

En vue d'applications opérationnelles, il est donc nécessaire de dégrader ces schémas d'as-
similation, théoriquement exacts, tout en conservant, dans la mesure du possible, les propriétés
d'optimalité des solutions assimilées. Nous présenterons brièvement dans le paragraphe sui-
vant quelques méthodes d'assimilation-4D. Une synthèse de ces méthodes est disponible dans
Ghil and Malanotte Rizzoli [46].

1.4 Méthodes de l'assimilation-4D

Jusque récemment, les méthodes d'assimilation-3D étaient les plus utilisées. Depuis peu, le
progrès des calculateurs scienti�ques a permis aux chercheurs de mettre en oeuvre et tester dif-
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férentes méthodes d'assimilation-4D. Ces méthodes se rangent naturellement selon l'approche
utilisée : séquentielle ou variationnelle.

1.4.1 Méthodes séquentielles

Basées sur la théorie d'estimation, ces méthodes utilisent les observations au fur et à
mesure qu'elles sont disponibles. Ainsi, on corrige la trajectoire de prévision du modèle à
chaque fois qu'une nouvelle observation est disponible en minimisant le critère d'optimalité J
de l'assimilation tridimensionnelle et qui est donnée par (1.6). A noter que toutes les méthodes
séquentielles peuvent être dérivées du �ltre de Kalman qui résout d'une manière exacte le
problème de l'assimilation pour un modèle linéaire.

Filtre de Kalman

Le Filtre de Kalman résout de façon récursive le problème de l'assimilation-4D dans le
cas d'un système dynamique stochastique linéaire (voir [54]). Il fournit à chaque instant, non
seulement l'estimateur optimal de l'état connaissant les observations jusqu'à cet instant, mais
aussi la matrice de covariance de l'erreur d'estimation. Ce �ltre opère en deux étapes : une
étape de prévision par le modèle et une étape de correction de la prévision à l'aide de la
nouvelle observation. Le �ltre de Kalman sera présenté en détails au chapitre 3.

Le �ltre de Kalman est optimal pour les modèles linéaires. Pour pouvoir l'appliquer aux
systèmes non-linéaires, on est alors amené à linéariser les équations du modèle autour de l'es-
timation courante de l'état pour obtenir le fameux �ltre de Kalman étendu (voir [52] pour plus
de détails). Bien que la linéarisation fasse perdre au �ltre de Kalman son caractère optimal,
l'expérience montre que le �ltre de Kalman étendu fournit des résultats satisfaisants dans le
cas des systèmes faiblement non-linéaires.

Cependant, l'application du �ltre de Kalman à des modèles fortement non-linéaires néces-
site encore de nombreux développements. En e�et, plusieurs études, comme celles d'Evensen
[34], Gauthier et al. [44] et Kushner [57], montrent clairement que le �ltre de Kalman étendu
peut présenter de fortes instabilités et parfois diverge complètement dans ce cas. Une nouvelle
voie d'investigation est en train de se développer actuellement. Elle consiste à utiliser des mé-
thodes de type Monte-Carlo pour estimer l'évolution de la matrice de covariance de l'erreur à
l'aide d'un nuage de vecteurs centrés autour de l'état courant et dont la matrice de covariance
empirique est celle de la matrice considérée. Evensen [33] est l'initiateur de cette démarche,
en océanographie et en météorologie, avec son �ltre de Kalman d'ensemble. Le lecteur est
renvoyé à Pham [75] pour une discussion approfondie et détaillée de ce type de méthodes.

Filtres de Kalman dégradés

L'algorithme du �ltre de Kalman nécessite la connaissance de la matrice de covariance
des erreurs d'estimation. La taille de cette matrice devient considérable dès lors que l'on
aborde des modèles réalistes vue la dimension de leur vecteur d'état, de l'ordre de 106. Une
implémentation directe du �ltre de Kalman (étendu) n'est donc pas possible et le recours à
des approximations est donc inévitable.

� Interpolation optimale : Cette méthode a déjà été évoquée dans le paragraphe 1.3.1. Ici
nous voulons juste insister sur le fait que c'est une variante dérivée du �ltre de Kalman.
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En e�et, sous réserve de connaître l'état de prévision et la matrice de covariance de l'er-
reur de prévision à un instant �xé, cette méthode utilise l'équation de correction du �ltre
de Kalman pour corriger cette prévision. L'inconvénient de cette méthode est qu'elle ne
tient pas vraiment compte de la dynamique du modèle dans l'évolution temporelle des
matrices de covariances des erreurs mais utilise des formules empiriques (voir Cohn et
al. [18]).

� Nudging : Introduite parAnthes [2], cette méthode consiste à rajouter un terme de rappel
vers les observations dans le second membre de l'équation du modèle. Son algorithme
peut être obtenu directement à partir des équations du �ltre de Kalman en supposant
que la seule information disponible sur l'état analysé et sur les observations est une
mesure caractéristique de son ordre de grandeur et que l'information des di�érentes ob-
servations est non-corrélée (voir Poy [80]).

� Filtres de Kalman de rang réduit : L'utilisation du �ltre de Kalman en assimilation de
données réelle ne peut se faire sans une approximation de rang réduit sur les matrices de
covariance de l'erreur. L'utilisation de ce type d'hypothèses, qui découle de la réduction
d'ordre sur la structure de ces erreurs, dans le �ltre de Kalman aboutit à des formes
dégradées de ce dernier. Parmi ces �ltres, on peut citer le �ltre SEEK de Pham et al.
[78], le �ltre ROEK de Cane et al. [17], le �ltre RRSQRT de Verlaan and Heemink [90],
etc.

Néanmoins, l'évolution temporelle des matrices de covariance de ces �ltres a encore un
coût de calcul non négligeable : r fois le coût d'intégration du modèle si le rang réduit de l'ap-
proximation est r. On peut donc espérer beaucoup des propriétés asymptotiques des matrices
de covariance de l'erreur de �ltrage (Gourdeau et al. [48], Fukumori et al. [42] et récemment
Brasseur et al. [14]) ou de l'utilisation d'une grille à faible résolution pour faire évoluer ces
matrices comme dans Fukumori [43].

1.4.2 Méthodes variationnelles

Basées sur la théorie du contrôle optimal, ces méthodes ont été introduites dans le contexte
de l'assimilation de données au milieu des années soixante-dix. Le principe de ces méthodes
est simple et se résume à la recherche de la trajectoire du modèle qui minimise la somme d'une
distance aux observations sur un intervalle de temps donné et d'une distance à une estimation
a priori de l'état initial de la trajectoire optimale.

Dans sa formulation générale [84], le modèle peut contenir des erreurs, on parlera alors du
problème d'assimilation variationnelle avec contrainte faible. La fonction coût à minimiser est
alors

J(X(t0); :::; X(tN); �(t1); :::; �(tN)) =
1

2

NX
k=1

[Y o
k �HkX(tk)]

TR�1k [Y o
k �HkX(tk)]

+
1

2
[X(t0)�Xf(t0)]

T [P f (t0)]
�1[X(t0)�Xf(t0)] +

1

2

NX
k=1

�T(tk)Q(tk)�(tk)

sous la contrainte (1.11). Cependant, la complexité de tenir compte de l'erreur du modèle
reste l'un des points critiques de l'assimilation variationnelle [70] car la dimension du vecteur
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de contrôle (X(t0); X(t1); :::; X(tN); �(t1); :::; �(tN)) est alors prohibitive. L'introduction de
l'hypothèse d'un modèle parfait, ou assimilation avec contrainte forte, parait donc nécessaire
non seulement pour réduire la taille du problème, mais aussi pour rendre le problème de mi-
nimisation sans contraintes. En e�et, dans ce cas ce problème sera réduit à la recherche des
conditions initiales seulement et non de tous les états successifs du modèle. Pour obtenir ces
derniers, il su�t alors d'intégrer le modèle en partant de la condition initiale optimale.

La solution de l'approche variationnelle avec contrainte faible est optimale pour un modèle
linéaire car elle coïncide avec celle du �ltre de Kalman à la �n de l'intervalle d'assimilation
[31, 70]. L'adaptation de cette approche à des modèles non-linéaires fait perdre à la fonction
coût la propriété de convexité et donc l'unicité du minimum global.

Dès lors qu'une méthode est disponible pour calculer le gradient de la fonction coût J par
rapport aux conditions initiales, le point de J minimum peut être déterminé, en théorie, par
un algorithme de minimisation comme les algorithmes de descente [6]. En pratique, la seule
méthode acceptable bien que de coût élevé, est la méthode adjointe elle consiste à exprimer
le gradient de J comme la solution rétrograde (à l'instant initial) d'un modèle (adjoint) qui
génère une variable (dite adjointe) qu'on utilise pour exhiber la relation linéaire de J par
rapport aux conditions initiales [59, 88, 72]. Outre que l'écriture du code adjoint devient vite
complexe lorsqu'on aborde des modélisations réalistes, une telle démarche peut être très coû-
teuse car elle requiert l'intégration du modèle direct et du modèle adjoint à chaque itération
de minimisation.

Dans le cadre d'une utilisation opérationnelle de l'assimilation variationnelle en océano-
graphie, une réduction de coût de calcul est nécessaire dans la minimisation de la fonction
coût. Dans ce but, plusieurs approximations pour réduire la taille de l'espace de contrôle ont
été introduites. Parmi ces approches on trouve la méthode des représenteurs qui consiste en la
projection de la trajectoire optimale sur un espace a�ne passant par la trajectoire issue de l'es-
timation a priori de l'état initiale et de dimension le nombre des observations recueillies durant
la période d'assimilation. L'application de cette méthode sur un modèle quasi-géostrophique
a donné des résultats fort prometteurs [7]. On peut citer aussi la méthode incrémentale de
Courtier [21], qui consiste à réécrire les conditions initiales comme fonction de l'écart (à faible
résolution) des connaissances a priori de ces dernières, ou récemment l'isolation des modes
principaux de la circulation océanique par des méthodes statistiques comme dans Blayo et al.
[11].

1.5 Discussion

L'implémentation des méthodes d'assimilation avec les modèles océanographiques réalistes
est donc très loin d'être triviale. Malgré le progrès continu de la puissance des calculateurs, le
problème majeur reste leur coût extrêmement élevé qui est dû à l'énorme dimension de l'état
du modèle (de l'ordre de 106 en pratique). Cela empêche d'utiliser �proprement� les méthodes
d'assimilation optimales comme le �ltre de Kalman ou la méthode adjointe. La non-linéarité
des modèles océanographiques et leur forte sensibilité par rapport aux conditions initiales, la
manque et la qualité limitée des observations ainsi que les di�cultés de déterminer les para-
mètres du modèle (comme l'erreur dynamique et les erreurs d'observation) viennent s'ajouter
au coût pour constituer les problèmes à résoudre en assimilation de données.
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Traditionnellement, l'approche séquentielle, et surtout la méthode d'interpolation opti-
male, ont été les plus utilisées en assimilation de données. Depuis les années 80 et grâce aux
progrès spectaculaires des calculateurs scienti�ques on a vu l'apparition de l'approche varia-
tionnelle dans ce domaine. Malgré leur équivalence dans le cas d'un modèle linéaire parfait,
les chercheurs sont partagés entre l'approche à suivre. En e�et, chacune des deux approches
comportent ses propres avantages et ses propres inconvénients et une étude théorique ne per-
mettra en aucun cas de trancher d'autant que leurs performances dépendent aussi bien du
modèle sur lequel elles sont appliquées que du type des observations assimilées [31, 51, 82].
Cependant, l'expérience montre que les méthodes séquentielles se prêtent mieux aux besoins
actuels de l'assimilation de données pré-opérationnelle et ce pour plusieurs raisons :

� les méthodes séquentielles admettent di�érents degrés de dégradation qui peuvent être
mise en oeuvre selon une démarche progressive, de sorte que le schéma d'assimilation
peut être adapté à une application particulière en fonction de la disponibilité des res-
sources informatiques, humaines, etc.

� la méthode adjointe nécessite l'écriture d'un code adjoint en relation étroite avec le
modèle direct, ce qui n'est pas le cas du �ltre de Kalman qui permet une implémentation
modulaire indépendante du code numérique.

� la décorrélation temporelle rapide des processus qui caractérise la turbulence géophy-
sique enlève une partie de son sens au problème variationnelle, de sorte qu'il est néces-
saire d'adopter une stratégie de �découpage séquentiel� pour améliorer une assimilation
variationnelle (voir Luong [66]).
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Chapitre 2

Cadre de nos expériences

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la description du cadre général de nos expériences, i.e. le modèle
OPA du Paci�que tropical et les observations, que nous avons utilisé pour tester les perfor-
mances de tous nos schémas d'assimilation de données. Nous discutons aussi notre choix du
vecteur d'état du modèle et de l'intervalle d'assimilation considéré. Les résultats d'assimilation
seront alors présentés à la �n des chapitres suivants.

2.2 Le modèle OPA

Nous présentons brièvement une con�guration réaliste du modèle OPA dans l'océan Paci-
�que tropical. Pour plus de détails, le lecteur est prié de consulter Madec et al. [67].

2.2.1 Hypothèses et équations

Le modèle OPA (pour Ocean PArallélisé) est un modèle de circulation océanique générale
qui a été développé au Laboratoire d'Océanographie Dynamique et de Climatologie (LODYC,
Paris VI) dans les années quatre-vingt pour étudier les circulations océaniques à grandes
échelles et leurs interactions avec l'atmosphère. Il résout un système aux équations primitives
dérivé par les équations de Navier-Stokes traduisant le principe fondamental de la dynamique
pour un �uide, à savoir la somme des forces appliquées au système est égale au produit de la
masse du système et de son accélération, et par les hypothèses suivantes

- hypothèse de la terre sphérique : la surface géopotentielle de la terre est supposée sphé-
rique, la gravité est alors parallèle au rayon de la terre.

- hypothèse de Couche mince : la profondeur de l'océan est négligeable devant le rayon de
la terre.

- hypothèse de fermeture turbulente : le paramétrage des processus sous-mailles se fait
par un schéma de di�usion et de dissipation du second-ordre (laplacien) sur la verticale
(Blanke and Delecluse [10]). Sur l'horizontale, les opérateurs de viscosité et de di�usivité
peuvent être laplaciens ou biharmoniques (quatrième-ordre).

- hypothèse de Boussinesq : la variation de la masse volumique aux alentours d'une valeur
de référence reste négligeable au cours du temps.

17
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- hypothèse hydrostatique ou domaine peu profond : cette hypothèse conduit à une équation
d'équilibre entre le gradient de la pression verticale et la force de �buoyancy�.

- hypothèse de �uide incompressible : la divergence tridimensionnelle de la vitesse est nulle.

On fera, de plus, l'hypothèse de toit rigide qui s'oppose à toute déformation géométrique
de l'interface air-mer. Cela nous permet de �ltrer les ondes de gravité se propageant à la sur-
face trop rapidement pour pouvoir être résolues correctement par un pas de temps raisonnable
pour le modèle.

L'analyse dimensionnelle complète des équations de Navier-stokes et les approximations
ci-dessus conduisent au système d'équations suivant

� Equations de conservation de la quantité de mouvement

@u

@t
= +(� + f)v � w

@u

@z
� @B

@x
� 1

�0

@Ps
@x

+DU
u ; (2.1)

@v

@t
= �(� + f)v � w

@v

@z
� @B

@y
� 1

�0

@Ps
@y

+DU
v ; (2.2)

où

B =
1

2
(u2 + v2) +

Ph
�0
; (2.3)

� Equation d'équilibre hydrostatique

@Ph
@z

= ��g: (2.4)

� Equation d'incompressibilité (ou de continuité)

@u

@x
+
@v

@y
+
@w

@z
= 0: (2.5)

� Equation de conservation de l'énergie pour la température

@T

@t
= �@(Tu)

@x
� @(Tv)

@y
� @(Tw)

@z
+DT : (2.6)

� Equation de conservation de la salinité

@S

@t
= �@(Su)

@x
� @(Sv)

@y
� @(Sw)

@z
+DS : (2.7)

� Equation d'état

� = �(T; S; Ps); (2.8)

avec

� Uh = (u; v) est le vecteur vitesse horizontal et w est la vitesse verticale,

� S est la salinité et T est la température,
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� � est la densité et �0 est la densité de référence,

� Ps est la pression de surface et Ph est la pression hydrostatique,

� f est le facteur de Coriolis et g est l'accélération de la pesanteur,

� DU ; DT et DS désignent les paramétrisations des e�ets sous-maille pour
la vitesse, la température et la salinité, incluant aussi les termes de forç-
ages en surface.

A�n de pouvoir ra�ner le maillage en certaines régions où l'océan à un comportement très
complexe, ou a�n de permettre à la grille de suivre une côte irrégulière, ou tout simplement
pour tenir compte de la sphéricité de la terre, le modèle OPA est formulé en termes de
coordonnées curvilignes sur l'horizontale et en coordonnée z sur la verticale.

Traitement de la pression de surface

Le traitement de la pression de surface Ps est particulièrement intéressant car elle est liée,
grâce à l'hypothèse d'équilibre hydrostatique, à l'élévation de la surface libre de l'océan (la
variable observée par les satellites), appelée aussi dénivellation et notée �s, selon

Ps = �0g�s: (2.9)

Dans ce but, décomposons le champs de vitesse horizontal Uh selon ses parties barotrope
�Uh et barocline Ûh,

Uh = �Uh + Ûh et �Uh =
1

H

Z 0

�H
Uhdz; (2.10)

où H = H(x; y) représente la profondeur en chaque point du domaine. En intégrant l'équation
de continuité (2.5) sur la verticale, on peut exprimer, sous l'hypothèse du toit rigide, l'équation
de continuité comme la non divergence du transport barotrope

rh:(H �Uh) = 0; (2.11)

où rh dégine l'opérateur de divergence horizontal. Le terme H �Uh dérive donc d'une fonction
de transport (ou de courant barotrope) 	 véri�ant

H �Uh = ~k ^ r	 (2.12)

où k est le vecteur unitaire dans la direction verticale (vers le haut). La substitution de cette
dernière équation dans les équations de conservation de la quantité de mouvement (2.1) et
(2.2) intégrées sur la verticale et dont on a pris le rotationnel conduit à exprimer la fonction
courant 	 comme solution du système d'équations de type elliptique suivant

1

�0

@Ps
@x

= �Mu +
1

H

@

@y

�@	
@t

�
; (2.13)

1

�0

@Ps
@y

= �Mv � 1

H

@

@x

�@	
@t

�
: (2.14)

En ce qui concerne les conditions aux limites, les hypothèses de vitesses normales nulles
sur les frontières solides se traduisent par le fait que les lignes de côtes sont des lignes de
courant. On prend alors @	=@t nul sur le continent.
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2.2.2 Discrétisation et grille

Discrétisation temporelle

Le modèle OPA utilise un schéma temporel de saute-mouton (leapfrog) qui pour un sys-
tème di�érentiel

dX(t)

dt
= F (X(t); t); (2.15)

l'état X est estimé à l'instant tk+1 = (k + 1)Æ (où Æ est le pas de temps du modèle) par

X(tk+1) = X(tk�1) + 2ÆF (X(tk); tk): (2.16)

Pour éviter un bruit de haute fréquence associé au schéma de saute-mouton, on applique
à chaque pas de temps le �ltre d'Asselin qui consiste à calculer la variable �ltrée Xf de X
selon 1

Xf(tk) = X(tk) + [Xf(tk�1)� 2X(tk) +X(tk+1)]: (2.17)

Au premier pas de temps, le modèle démarre par un pas d'Euler, à savoir

X(t1) = X(t0) + ÆF (X(t0); t0): (2.18)

Discrétisation spatiale

Le schéma de discrétisation spatiale est un schéma aux di�érences �nies centrées d'ordre
deux classique. Les variables sont réparties sur l'horizontale selon la grille décalée dite "grille-
C d'Arkawa" (voir Arakawa [3] pour plus de détails). Dans ce schéma, les variables scalaires
et vectorielles sont calculées au centre de la cellule et au centre de la face de la maille respec-
tivement. La surface et le fond sont des points de calcul de la vitesse verticale w (voir FIG.
2.1).
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Fig. 2.1 � Discrétisation horizontale et verticale

1. Dans notre code numérique, le coe�cient  est égale à 0:1.
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2.2.3 Conditions aux limites

Conditions latérales et au fond

Pour les deux composantes de la vitesse, on applique sur les côtes une condition aux limites
latérales de non-glissement qui se traduit par

u = v = 0: (2.19)

En ce qui concerne les �ux de chaleur et de sel à travers les parois et le fond de l'océan,
on met une condition dite de non-�ux pour les traceurs S et T , qui consiste tout simplement
à négliger ces �ux. Le terme DU contient également un terme de friction au fond de l'océan.

Conditions en surface

L'hypothèse de toit rigide impose une vitesse verticale nulle à la surface. La tension du
vent est prise en compte dans les termes de quantité de mouvement DU .

Pour les traceurs, sont spéci�és les �ux d'évaporationmoins précipitation pour la salinité et
les �ux de chaleur pour la température. Existe également un terme représentant la pénétration
des radiations solaires dans les premiers mètres de la surface de l'océan.

2.2.4 Intégration temporelle du modèle

Nous présentons ici les di�érentes étapes qui constituent un pas de temps de l'intégration
du code numérique du modèle OPA. Celles-ci s'organisent comme suit.

1. Calcul des termes

Mu = +(� + f)v � w
@u

@z
� @B

@x
+DU

u ; (2.20)

Mv = �(� + f)v � w
@v

@z
� @B

@y
+DU

v : (2.21)

2. Calcul du second membre pour les traceurs S et T .

3. Calcul des moyennes verticales de Mu et Mv dé�nies par

�Mu =
1

H

Z 0

�H
Mudz et �Mv =

1

H

Z 0

�H
Mvdz (2.22)

4. Détermination de la tendance de la fonction de courant barotrope
@	

@t
par résolution de

l'équation de vorticité barotrope

@

@x

�
1

H

@

@x

�
@	

@t

��
+

@

@y

�
1

H

@

@y

�
@	

@t

��
=
@ �Mv

@x
� @ �Mu

@y
: (2.23)

5. Calcul du gradient de pression et ajout au second membre

1

�0

@Ps
@x

= �Mu +
1

H

@

@y

�
@	

@t

�
; (2.24)

1

�0

@Ps
@y

= �Mv � 1

H

@

@x

�
@	

@t

�
: (2.25)
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6. Schéma temporel pour le calcul de u et v au temps suivant.

7. Schéma temporel pour le calcul de S et T au temps suivant.

8. Calcul de la divergence horizontale, de la vitesse verticale et de la densité correspondant
aux nouvelles données

w(�z) = �
Z 0

�z

�
@u

@x
+
@v

@y

�
dz; (2.26)

� = �(T; S;��0gz): (2.27)

2.2.5 Con�guration pour l'océan Paci�que tropical

Le domaine de notre modèle couvre tout le bassin de l'océan Paci�que tropical dans son
extension zonale, s'étendant approximativement de 70ÆO à 120ÆE et de 33ÆS à 33ÆN . Au nord
et au sud du domaine existent des zones �tampon� au delà de 20ÆN et 20ÆS dans lesquelles
les champs de salinité et de température sont rappelés vers leurs valeurs climatologiques. La
profondeur du domaine varie de 0m à la surface de la mer jusqu'à 4000m.

Les équations du modèle sont résolues sur une grille horizontale isotrope. La résolution
méridienne est de 1=2Æ à l'équateur et décroit en latitude, pour atteindre 2Æ aux frontières
nord et sud. La résolution zonale est de 1Æ. Le nombre de points de grille est 171 � 59. La
résolution verticale compte 25 niveaux, variant de 5m en surface jusqu'à 1000m pour la couche
de fond. La bathymétrie est relativement grossière. Elle a été interpolée du mask des données
de l'atlas de Levitus [63]. Le modèle est intégré avec un pas de temps de 1 heure.

Les champs de forçages sont interpolés des données d'analyses ECMWF (European Center
for Medium-range Weather Forecasts). Le vent utilisé a une variabilité mensuelle. Le �ux de
chaleur Q introduit réellement dans le modèle utilise la formulation de Barnier et al. [5]. Il se
décompose en deux termes selon

Q = Qclim +Qcor(Tclim � T ) (2.28)

représentant le �ux de chaleur climatologique corrigé par un terme de rappel qui dépend de
la di�érence entre la temperature de surface climatologique et celle du modèle (Qcor est un
coe�cient de rétroaction négative dont la valeur est �xée à �40W=m2=K. Le bilan d'eau
douce est réalisé de la même manière, en additionnant un terme de rétroaction (rappel de la
salinité de surface du modèle à la salinité climatologique) au �ux d'eau douce des données
ECMWF.

En ce qui concerne les schémas de friction et de di�usion pour la quantité de mouve-
ment et les traceurs, nous avons utilisé des coe�cients laplaciens de 2000m2=s dans la bande
10ÆN � 10ÆS et croissent en latitude, pour atteindre 10000m2=s aux frontières nord et sud.
Les instabilités statiques sont résolues par un schéma de fermeture turbulente.

L'état initial du modèle est le repos (i.e. avec un champs de vitesse nul). La salinité et la
température potentielle du modèle sont initialisées avec des données hydrologiques saisonnières
provenant de l'atlas de Levitus [63].



23 Choix du vecteur d'état

2.3 Les observations

Il existe deux systèmes d'observation dans l'océan Paci�que tropical : les observations
issues de l'altimétrie par le satellite TOPEX/POSEIDON (T/P) et celles issues des bouées du
réseau Tropical Atmosphere Ocean (TAO). On notera que nous avons toujours travaillé avec
des pseudo-observations qui ont été simulées par le code numérique du modèle (expériences
jumelles).

2.3.1 Données TOPEX/POSEIDON

Les satellites mesurent la hauteur libre de la surface de l'océan, notée �s. La relation simple
(2.9) qui relie cette variable à la pression de surface Ps doit nous permettre, en principe, d'as-
similer facilement les observations satellitaires dans le modèle OPA dans lequel la Ps est une
variable diagnostique. Cependant, la détermination de l'opérateur d'observation H , indispen-
sable pour tout schéma d'assimilation, qui relie les observations au vecteur d'état du modèle
passe bien évidement par l'inversion des deux équations di�érentielles complexes et surtout
non-linéaires (2.13) et (2.14). La complexité reliée à l'inversion de ces deux équations traduit
toute la di�culté de l'assimilation des données altimétriques dans un modèle aux équation
primitives à toit rigide, ce qui est le cas du modèle OPA.

Dans nos expériences, nous supposerons le plus souvent que la �s est observée en tout
point de la surface. Nous utiliserons aussi des observations échantillonnées conformément aux
traces réelles du satellite T/P. La période orbitale du satellite T/P est de 9:8 jours et l'on
e�ectue une assimilation tous les 3 jours. Pour construire ces traces (voir FIG. 2.2), nous avons
fabriqué 3 masks avec un écart temporel de 3 jours et nous les avons utilisé les uns après les
autres dans nos expériences d'assimilation. La période des observations ainsi obtenues est
bien évidement de 3 � 3 = 9 jours, et donc di�érente de la vraie période du T/P. Mais cela ne
change pas vraiment les résultats puisque nous travaillons avec des expérience jumelles.

2.3.2 Données TAO

Le réseau TAO est un ensemble de bouées dans le Paci�que tropical réparti entre les îles
Galapagos et la Nouvelle-Guiné (voir FIG. 2.3). Il consiste en quelques 70 bouées qui mesurent
la vitesse et la direction du vent, la température et l'humidité de l'air, et la température de
l'océan en surface et jusqu'à 500m au-dessous de la surface. La position des bouées et les
observations sont ensuite transmises par satellite aux scienti�ques tous les jours. Dans nos
expériences, nous simulerons des observations de la température aux points géographiques des
mouillages pour le réseau TAO.

Bien que le nombre de mesures fourni par le réseau TAO est relativement faible devant
le nombre de mesures satellitaires, ces données apportent des nouvelles informations sur la
température de surface et surtout sous-surface. Ici, nous comparerons les résultats d'assimi-
lation de ces deux sources de mesure. Nous nous interesserons aussi à l'assimilation conjointe
de ces deux systèmes d'observation pour voir si cela peut améliorer les performances de nos
schémas d'assimilation et pour mesurer aussi le degré de complémentarité de ces deux sources
d'informations. En pratique, on peut également utiliser ces données pour valider les méthodes
d'assimilation basées sur les données satellitaires. Pour cela, il su�t d'assimiler l'altimétrie et
comparer ensuite le champ de la température assimilé avec celui observé par les bouées.
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Fig. 2.2 � Traces du satellite T/P avec une période orbitale de 9 jours
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Fig. 2.3 � Réseau TAO du Paci�que tropical

2.4 Choix du vecteur d'état

Le vecteur d'état est l'ensemble des variables �pronostiques� du modèle qui doivent être
initialisées indépendament et à partir desquelles on peut déterminer toutes les autres variables,
appelées variables diagnostiques. Comme les variables pronostiques du modèle OPA sont la
vitesse horizontale Uh, la salinité S et la température T , on doit alors considérer le vecteur
d'état

X t = ( Uh ; S ; T )T : (2.29)

Cependant, comme on l'a déjà dit, la variable observée par les satellites, qui est la dé-
nivélation de la surface de l'océan �s, est une variable prognostique calculée à partir de la
vitesse barotrope par un système d'équations di�érentielles non-linéaires et complexes (2.13)
et (2.14). Si on considère X t comme dans (2.29), la détermination de H passe par l'inversion
de ces deux équations et ceci peut être coûteux. De plus, un tel choix de X t rend l'opérateur
d'observation non-linéaire. Pour contourner ces di�cultés, nous allons considérer un pseudo-
vecteur d'état dans nos expériences contenant le �vrai� vecteur d'état augmenté par la variable
observée �s, i.e.

X t = ( Uh ; S ; T ; �s )
T : (2.30)

Selon ce choix, l'opérateur d'obervation H devient linéaire et sera tout simplement réduit
à une matrice de la forme 2 h

0
... Id

i
: (2.31)

Il est évident que cela va augmenter la dimension du vecteur d'état, mais ceci peut être négli-
geable puisque la dénivélation n'est calculée que sur la surface de l'océan (dim( Uh ; S ; T ) =
4 � 25 � dim(�s)). Plus précisement, le nombre des variables d'état est maintenant égal à
4� 171� 59� 25 + 171� 59 = 1018989 au lieu de 4� 171� 59� 25 = 1008900.

Finalement, puisque les variables qui constituent le vecteur d'état Uh, S, T et �s ont des
unités de mesure di�érentes, nous dé�nissons une métriqueM dans l'espace d'état pour rendre

2. Id est la matrice identité.
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Fig. 2.4 � Variation relative du vecteur d'état dans l'intervalle d'assimilation

la distance entre les vecteurs d'état indépendante des unités de mesure. Dans nos expériences,
nous considérerons pour M la matrice diagonale contenant la variance spatiale de chaque
variables moyennée sur les points de la grille.

2.5 Construction d'un ensemble de données historique

Pour étudier la variabilité des vecteurs d'état du modèle ou pour initialiser nos schémas
d'assimilation, nous avons construit un ensemble historique de vecteurs d'état par une simula-
tion du modèle. Dans cette étude, les observations que nous avons utilisées dans nos schémas
d'assimilation ont été elles aussi simulées par le modèle mais d'une manière indépendante de
la simulation présente.

Par conséquent, nous avons intégré le modèle dans une première expérience pendant 7 ans
entre 1980 à 1986, dans le but d'atteindre un régime de turbulence sous-échelle statistiquement
stable. Ensuite, une autre intégration du modèle de 4 ans a été e�ectuée de 1987 à 1990 pour
générer un ensemble historique HS de réalisations du modèle. Un ensemble de 480 vecteurs
d'état a été retenu en stockant 1 vecteur d'état tous les 3 jours pour réduire les coûts, les états
successifs étant semblables.

2.6 Validation de nos schémas d'assimilation

2.6.1 Construction des expériences jumelles

Des expériences jumelles ont été conduites pour mesurer les performances et les capacités
de nos schémas d'assimilation. Une expérience a été e�ectuée pour construire l'état de réfé-
rence qui va jouer le rôle de l'état réel de l'océan qui sera ensuite comparé aux champs produits
par nos expériences d'assimilation. Plus précisement, une suite de 250 vecteurs d'états a été
retenue tous les jours durant la période 1er mars 1991 au 10 novembre 1991.

Ainsi, pour nos expériences d'assimilation des pseudo-observations, nous avons extrait
dans de l'expérience de référence �s sur toute la première couche et sur les traces du satellite,
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et T aux points géographiques des mouillages TAO. L'erreur d'observation est simulée comme
un bruit aléatoire Gaussien et sera ajouté aux pseudo-observations. Il est important de noter
que dans cet intervalle d'assimilation, une période de très forte instabilité à été enregistrée
entre juillet et septembre (voir FIG. 2.4).

2.6.2 Mesure de l'erreur de �ltrage

Un schéma d'assimilation sera validé si la comparaison entre le champ produit par ce
schéma et l'état de référence est jugée �acceptable�. Dans notre étude, nous évaluons la per-
formance de nos schémas d'assimilation par la racine carrée de l'erreur relative quadratique
moyenne (RRMS) pour chaque variable d'état dans chaque couche ou sur tout le domaine
du modèle. La RRMS à l'instant tk est dé�nie par

RRMS(tk) =
kX t(tk)�Xa(tk)k
kX t(tk)� �Xk ; (2.32)

où k � k désigne la norme euclidienne et �X et Xa(tk) représentent respectivement l'état moyen
de l'échantillon HS et l'état produit par le shéma d'assimilation. Notez que cette erreur est
relative à l'erreur en mode libre puisque le dénominateur représente l'erreur lorsqu'on dispose
pas d'observations et que l'état moyen est utilisé comme l'état analysé Xa(tk).

Une autre fac�on d'évaluer la performance de nos schémas d'assimilation serait aussi de
calculer l'evolution dans le temps de la quantité 3

RRMS0(tk) =
kX t(tk)�Xa(tk)k

��(X t)
avec ��(X t) =

vuut 1

N

NX
k=1

kX t(tk)� �Xk2 (2.33)

qui mesure l'erreur d'estimation d'une variable par rapport à sa variabilité. Néanmoins, pour
éviter de tracer à chaque fois deux courbes pour présenter les résultats d'assimilation, nous
avons tracé dans la �gure FIG. 2.5 l'évolution dans le temps de la quantité

VAR(tk) =
kX t(tk)� �Xk

��(X t)
(2.34)

pour chaque variable d'état. Ainsi, pour avoir l'évolution dans le temps de la RRMS0, il su�t
de multiplier la courbe qui représente l'évolution de la RRMS par celle de la VAR(tk).

3.N est le nombre de vecteurs de l'ensemble de données historique HS.
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Chapitre 3

Filtre de Kalman

3.1 Introduction

Le �ltre de Kalman est l'outil de base de l'approche séquentielle pour le problème de l'as-
similation de données dans les modèles numériques. Cette technique, de type stochastique, se
justi�e par le fait que la dynamique du système étudié est chaotique et ressemble donc à un
système aléatoire. De plus, l'état initial, étant inconnu, peut être commodément modélisé par
un vecteur aléatoire et on peut prendre en compte l'imperfection du modèle par l'introduc-
tion d'un terme de bruit aléatoire. Le but du �ltre de Kalman est de déterminer la meilleure
estimation de l'état du système au vu des données observées.

Considérons le modèle général de l'assimilation de donnée du paragraphe 1.3.2 et en sup-
posant de plus qu'il est linéaire. Il peut alors être décrit par le système stochastique

X t(tk) = AkX
t(tk�1) + �(tk); (3.1)

Y o
k = HkX

t(tk) + "k (3.2)

avec maintenant Ak et Hk sont des matrices n� n et n� pk respectivement (où n et pk sont
les dimensions de X t et Yk). Supposons de plus de que l'état initial X t(t0) soit un vecteur
aléatoire gaussien. Sous l'hypothèse de bruits blancs gaussiens et indépendants, Kalman et
Bucy [54] ont proposé un �ltre, dit de Kalman, qui fournit le meilleur estimateur Xa (appelé
état analysé) de l'état du système X t fonction des observations antérieures qui soit le plus
proche de X t au sens de l'erreur moyenne quadratique.

Cependant, l'hypothèse gaussienne peut être irréaliste en pratique. Heureusement, cette
hypothèse peut être abondonée si on se contente du meilleur estimateur linéaire de l'état.

Le �ltre de Kalman opère en deux étapes d'une manière récursive, après une étape d'ini-
tialisation : une étape de prévision par le modèle et une étape de correction de la prévision à
chaque fois qu'une nouvelle observation est disponible (selon FIG. 3.1). Les équations de ce
�ltre peuvent être résumées comme suit.

� Initialisation :

Xa(t0) = m0; (3.3)

P a(t0) = P0: (3.4)

29
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Fig. 3.1 � Les étapes du �ltre de Kalman

où m0 et P0 sont respectivement la moyenne et la matrice de covariance du vecteur
d'état initial X t(t0).

1- Etape de prévision :

Xf(tk) = AkX
a(tk�1); (3.5)

P f (tk) = AkP
a(tk�1)A

T
k + Q(tk): (3.6)

Xf est l'état prévu et P a et P f désignent les matrices de covariance de l'erreur d'analyse
et de prévision respectivement.

2- Etape de correction :

Xa(tk) = Xf(tk) +Kk[Y
o
k �HkX

f(tk)]; (3.7)

Kk = P f (tk)H
T
k [HkP

f (tk)H
T
k +Rk]

�1
; (3.8)

P a(tk) = P f (tk)�KkHkP
f (tk): (3.9)

Bien que le �ltre de Kalman puisse, en principe, être utilisé pour résoudre les problèmes
de l'assimilation de données, son implémentation est loin d'être trivial en pratique. En e�et,
ce �ltre, théoriquement stable, peut diverger lors de sa mise en oeuvre numérique à cause
du caractère non-symétrique de l'équation (3.9). De plus, il a été reconnu que l'algorithme
du �ltre de Kalman est très sensible aux erreurs numériques [58]. Plusieurs algorithmes al-
gébriques théoriquement équivalents mais plus stable numériquement ont été proposés pour
résoudre ce problème, comme par exemple les algorithmes �racines carrées� [58].

Pour les applications en océanographie, l'utilisation du �ltre de Kalman rencontre deux
di�cultés majeures. La première est due à la très grande dimension de l'état du système
(de l'ordre de 106) qui conduit à des coûts de calcul prohibitifs. Cette grande taille pose en
outre le problème de la spéci�cation adéquate des statistiques des erreurs du modèle et des
observations. L'utilisation des formes dégradées de ce �ltre est donc inévitable. La deuxième
di�culté est le caractère non-linéaire des modèles océaniques, qui a conduit à l'utilisation d'un
�ltre sous-optimal dit de Kalman étendu dans lequel on linéarise les équations au voisinage de
l'estimation courante de l'état. Malheureusement, ce �ltre peut être instable et parfois diverge
complètement en présence de fortes non-linéarités [34, 44, 57].
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Le but de ce chapitre est de proposer une revue des aspects théoriques et pratiques du
�ltre de Kalman ainsi que des di�cultés et des issues possibles pour une utilisation e�cace
dans les modèles océaniques.

3.2 Régime permanent

A partir de la structure de l'algorithme du �ltre de Kalman, on peut voir que sa matrice de
gain K ne dépend pas des observations. On peut donc calculer cette matrice avant que toute
observation soit prise. Par ailleurs, si le modèle est autonome (les opérateurs de transition A
et d'observation H et les matrices R et Q ne dépendent pas du temps), observable et contrô-
lable, on peut montrer que le �ltre de Kalman possède un régime permanent unique (le lecteur
est invité à consulter [45] pour plus de détails). Les matrices de gain K et de covariance de
l'erreur d'analyse P a convergent alors vers des valeurs limites K1 et P1. Lorsque la matrice
K1 est utilisée pour toutes les observations, l'estimateur obtenu converge exponentiellement
dans le temps vers l'état analysé Xa.

Malheureusement, un modèle de très grande dimension qui découle d'une discrétisation
d'un ensemble d'équations aux dérivées partielles, comme c'est le cas des modèles océaniques,
peut être peu observable avec un petit nombre d'observations. En pratique, il est donc très
di�cile de montrer la convergence du �ltre vers le régime permanent par avance. Cepen-
dant, les conditions mentionnées ci-dessus sont seulement su�santes et pas nécessaires, elles
n'impliquent donc en aucun cas que le �ltre de Kalman ne va pas converger vers un régime
permanent. En général, on examine la convergence en implémentant le �ltre de Kalman dans
un modèle simpli�é et on véri�e la convergence en suivant ses résultats. On notera que l'obser-
vabilité et la contrôlabilité peuvent être plus facilement étudiées en temps continu [23], mais
le problème c'est que l'observabilité peut être perdue après discrétisation du modèle, ce qui
est le cas en pratique (voir [19]).

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour calculer la matrice de gain dans le régime per-
manent. On peut citer par exemple l'algorithme de doublement [1] et les algorithmes proposés
par [73]. Cependant, le fait de supposer l'existence de ce régime ne su�t pas pour rendre le
�ltre de Kalman implémentable dans les modèles réalistes, et il faut encore considérer d'autres
hypothèses simpli�catrices pour réduire la taille des matrices de covariance d'erreur.

En pratique, des approximations de cette approche asymptotique ont été implémentées et
testées dans plusieurs modèles océaniques réduits. Fu. el al. [40] ont montré l'utilité de cette
approche en comparant ses performances avec un �ltre de Kalman complet dans un modèle
réduit. Fukumori et al. [43] et Fukumori [41] ont aussi appliqué une réduction d'ordre en
plus de l'hypothèse d'un régime permanent. Un inconvénient de cette approche est qu'elle ne
peut pas être utilisée dans plusieurs applications à cause de la forte non-linéarité de certains
modèles ou de la distribution spatio-temporelle irrégulière des observations.

3.3 Extensions aux modèles non-linéaires

Le �ltre de Kalman est a été conçu pour des modèles linéaires. Cependant, les modèles
océaniques sont non-linéaires. On doit donc envisager une extension du �ltre de Kalman à ces
modèles, ce qui complique sérieusement l'estimation de l'état et surtout fait perdre à cette
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dernière son caractère optimal.

Le principal avantage de l'utilisation d'un modèle linéaire avec des bruits gaussiens pour
dériver les équations du �ltre de Kalman est que l'état du système devient lui aussi gaussien.
Comme une distribution gaussienne est entièrement déterminée à partir de sa moyenne et sa
matrice de covariance, le �ltre de Kalman ne possède que des équations pour les moments
d'ordre 1 (moyenne) et d'ordre 2 (matrice de covariance de l'erreur).

Mais si le modèle est non-linéaire, l'état n'est plus gaussien et l'estimateur de l'état ne
pourra être déterminé qu'à partir de sa loi (densité) de probabilité. Les moments d'ordre su-
périeurs à 2 doivent donc être considérés dans les équations du �ltre de Kalman. Ce problème,
connu sous le nom de �ltrage non-linéaire optimal, peut être exactement résolu à l'aide des
équations de Kolmogorov [52]. Cependant, sa mise en oeuvre rencontre toujours beaucoup de
di�cultés lorsque la dimension de l'état est grande.

Plusieurs solutions approchées consistant essentiellement à tronquer les moments d'ordre
supérieur à un certain seuil ont été développées. Les �ltres obtenus de cette manière ne sont
plus optimaux et leurs coûts deviennent prohibitifs même pour des modèles de dimension
raisonnable. Le plus célèbre de ces �ltres est bien évidement la version tronquée à l'ordre 2,
appelée aussi le �ltre de Kalman étendu. Les équations de ce �ltre peuvent être aussi obtenues
en linéarisant les équations du modèle autour de l'estimation courante de l'état de la manière
suivante :

Considérons le modèle dynamique du paragraphe 3.1 mais avec des opérateurs de transition
M(s; t) et d'observation H non-linéaires

X t(tk) = M(tk; tk�1)X
t(tk�1) + �(tk); (3.10)

Y o
k = HkX

t(tk) + "k: (3.11)

A chaque instant tk , on linéarise ce système autour de l'état analysé Xa(tk�1)

X t(tk)�Xf(tk) = M(tk; tk�1)[X
t(tk�1)�Xa(tk�1)] + �(tk); (3.12)

Y o
k �HkX

f(tk) = Hk [X
t(tk)�Xf(tk)] + "k : (3.13)

où M(tk; tk�1) et Hk désignent les gradients de M(tk ; tk�1) et de Hk calculés aux points
Xa(tk�1) et Xf(tk) respectivement. En appliquant le �ltre de Kalman à ce nouveau modèle
linéaire, dont l'état est X t(tk)�Xf(tk), on obtient les équations du �ltre de Kalman étendu
(EK) qui peuvent être résumées comme suit.

� Initialisation :

Xa(t0) = m0; (3.14)

P a(t0) = P0: (3.15)

1- Etape de prévision :

Xf(tk) = M(tk; tk�1)X
a(tk�1); (3.16)

P f (tk) = M(tk; tk�1)P
a(tk�1)M(tk; tk�1)

T + Q(tk): (3.17)
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2- Etape de correction :

Xa(tk) = Xf(tk) +Kk[Y
o
k �HkX

f(tk)]; (3.18)

P a(tk) = P f (tk)�KkHkP
f (tk); (3.19)

Kk = P f (tk)H
T
k [HkP

f (tk)H
T
k + Rk]

�1
: (3.20)

Bien que la linéarisation fasse perdre au �ltre de Kalman son caractère optimal, l'expé-
rience montre que le �ltre EK fournit des résultats satisfaisants lorsqu'il est appliqué à des
modèles faiblement non-linéaires. Ce �ltre a déjà été implémenté et testé avec succès dans
plusieurs modèles [12, 13], etc.

Cependant, ce �ltre peut présenter des instabilités et parfois diverge complètement en
présence de fortes non-linéarités [34, 44, 57]. L'utilisation d'autres �ltres à un ordre supérieur
peut être dans ce cas envisagée. En océanographie, ceci est impossible du moment où la
dimension des modèles est de l'ordre de 106. Une nouvelle voie d'investigation est en train de
se développer actuellement. Elle consiste à utiliser des méthodes stochastiques de type Monte
Carlo pour estimer l'évolution de la matrice de covariance de l'erreur de �ltrage par un nuage
d'états centrés autour de l'état courant et dont la matrice de covariance empirique est celle
de la matrice considérée. Cette approche, introduite en océanographie par Evensen [33] avec
son �ltre de Kalman d'ensemble, est actuellement l'un des meilleurs moyens pour traiter les
modèles fortement non-linéaires. De plus, le fait de faire évoluer l'erreur par un nuage de
points permet d'éviter la linéarisation du modèle et assure en même temps un suivi �naturel�
des erreurs. Cela dit, le principe étant l'utilisation d'un estimateur statistique de la matrice
de covariance des erreurs, on peut vite se heurter au problème de coût pour les modèles de
grande dimension en raison de la taille de l'échantillon à considérer (dans les expériences
d'Envensen, il est de l'ordre O(100)). Récemment, Pham [79] a proposé une variante de ce
type de méthode, appelé �ltre SEIK, dans lequel la taille de l'échantillon est minimale. Ce
�ltre sera présenté en détails au chapitre 5. Pour une discussion détaillée sur l'ensemble de
ces méthodes le lecteur est invité à se référer à Pham [75].

3.4 Rôle du facteur d'oubli

Pour avancer il faut oublier le passé

Les erreurs dans les modèles sont l'une des causes les plus importantes de la divergence
du �ltre de Kalman [58]. En océanographie, ces erreurs sont très mal connues et proviennent
de sources di�érentes comme par exemple les conditions de bord, les termes de forçage, les
phénomènes d'échelles sous-maille, la discrétisation etc. Les modèles océaniques sont donc, en
général, erronés et de plus on connait très mal les statistiques de ces erreurs.

La non-linéarité peut aussi dégrader sérieusement le comportement du �ltre de Kalman
[34]. En e�et, la linéarisation du modèle ou l'utilsation d'un estimateur statistique d'ensemble
pour pouvoir faire évoluer la matrice de covariances de l'erreur de �ltrage font que cette der-
nière n'est qu'une approximation de la �vraie� matrice de covariance. De plus, l'utilisation du
�ltre de Kalman dans des con�gurations réalistes nécessite aussi des approximations portant
sur la covariance de l'erreur d'estimation. Ces erreurs se propagent avec le temps et provoquent
parfois la divergence de l'algorithme du �ltre.
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Un autre problème que rencontre le �ltre de Kalman en pratique est le phénomène de blow
up de sa matrice de covariance de l'erreur de �ltrage [4]. Il résulte de l'incapacité du �ltre
de Kalman à s'adapter à de variations éventuelles du régime du modèle. D'une part, parce
qu'il attache beaucoup de con�ance aux anciennes observations qui ne contiennent pas des
informations sur le nouveau régime et d'autre part, parce que la matrice de gain à tendance à
décroître dans le temps ce qui implique qu'au bout d'un certain temps, la correction du �ltre
devient insigni�ante.

Un remède à ces problèmes consiste à limiter la mémoire du �ltre de Kalman en intro-
duisant l'utilisation du facteur d'oubli (c'est un réel compris entre 0 et 1, très souvent utilisé
dans les algorithmes adaptatifs, voir Jazwinski [52]) pour diminuer le poids des anciennes
observations exponentiellement dans le temps [4, 36]. Pour un modèle linéaire parfait, cela est
équivalent au problème de l'assimilation variationnel avec une fonction coût

J(X(t0); :::; X(tN); �(t1); :::; �(tN)) =
1

2
�N [X(t0)�Xf (t0)]

T [P f (t0)]
�1[X(t0)�Xf (t0)]

+
1

2

NX

k=1

�N�k[Y o
k �HkX(tk)]

TR�1k [Y o
k �HkX(tk)] +

1

2

NX

k=1

�T (tk)Q(tk)�(tk):

On peut alors montrer que dans ces conditions, seule l'équation d'évolution de la matrice de
covariance de l'erreur de prévision du �ltre de Kalman change et elle devient

P f (tk) =
1

�
M(tk; tk�1)P

a(tk�1)M
T (tk; tk�1) +Q(tk): (3.21)

Lorsque � = 1 toutes les observations ont le même poids et on retrouve la formulation
classique. Mais avec � < 1, les récentes observations auront un poids supérieur aux anciennes
données. L'intérêt du facteur d'oubli est double : premièrement il limite la mémoire du �ltre
en oubliant les anciennes observations, et deuxièment il améliore la capacité d'adaptation du
�ltre en �gon�ant� la matrice de covariance de l'erreur de prévision (et donc la matrice de
gain) et cela est d'un intérêt tout particulier pendant la période d'initialisation et après un
changement du régime du modèle.

Cependant, l'utilisation d'un facteur d'oubli constant revient à supposer que les variations
du modèle sont uniformes en temps (et en espace) et ceci n'est pas toujours vrai. Ce problème
qui peut être résolu en utilisant un facteur d'oubli variable (ou une matrice de facteurs d'oubli)
sera discuté dans le chapitre 8.

3.5 Mise en oeuvre en océanographie

En théorie, le �ltre de Kalman peut être utilisé pour résoudre le problème de l'assimilation
de données en océanographie du moment où il fournit l'estimateur optimal de l'état connais-
sant les observations. Cependant, sa mise en oeuvre dans les modèles océaniques rencontre
plusieurs di�cultés.

La non-linearité des modèles océaniques est le problème le plus visible. En e�et, le �ltre de
Kalman a été conçu uniquement pour des modèles linéaires. Comme les modèles océaniques
sont en général non-linéaires, on est donc ramené à utiliser une de ses extensions. La matrice
de covariance de l'erreur n'est plus qu'une approximation ce qui signi�e une nouvelle source
d'erreur très di�cile à évaluer. De plus, on perd la propriété de stabilité du �ltre de Kalman
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qui est valable pour les modèles linéaires seulement.

Une autre di�culté bien plus sérieuse est le coût d'implémentation prohibitif de l'algo-
rithme du �ltre dans des con�gurations réalistes. En e�et, la mise en oeuvre du �ltre de
Kalman exige la manipulation des matrices de covariance de l'erreur d'analyse P a(tk) et de
prévision P f (tk) de taille n � n, où n est la dimension du système qui est de l'ordre de 106.
Le seul moyen pour appliquer le �ltre de Kalman aux modèles réalistes est donc d'utiliser des
approximations pour réduire la taille et simpli�er l'évolution de ces matrices. L'inconvénient
d'un tel choix est que le �ltre dérivé s'éloigne de plus en plus de l'optimalité mais c'est malheu-
reusement le prix à payer pour pouvoir appliquer le �ltre de Kalman aux modèles océaniques.

Par ailleurs, même si on possède les moyens pour l'implémenter, le �ltre de Kalman est
loin d'être optimal du moment où les covariances des erreurs statistiques du modèle Q(tk)
et Rk sont très mal connues en pratique. L'estimation de Q(tk) passe par l'estimation de

ces n(n+1)
2 coe�cients, ce qui est considérable. La spéci�cation de Q(tk) demande donc une

énorme quantité d'information qui n'est disponible en pratique. De plus, Mehra [69] a montré,
dans les hypothèses les plus favorables, qu'on peut estimer au plus np coe�cients de la ma-
trice de covariance de l'erreur du modèle Q(tk) à partir d'une série in�nie de p observations
à chaque pas de temps. La seule solution est donc de paramétriser Q(tk) pour diminuer le
nombre de paramètres à estimer. La matrice de covariance de l'erreur d'observation Rk est
plus accessible mais ce n'est pas pour autant qu'elle est connue avec précision.

L'idée d'appliquer directement et proprement le �ltre de Kalman sur les modèles océa-
niques est alors très ambitieuse et elle n'est pas réalisable. Il faut donc abandonner la propriété
d'optimalité et se contenter de construire une variante stable du �ltre de Kalman, au sens ou
l'erreur reste bornée, et surtout de coût d'implémentation plus raisonnable. Pour juger de la
performance d'un tel schéma, il faut alors comparer ses estimations de l'état et le coût de son
implémentation avec ceux du �ltre de Kalman �complet�.

Dans ce but, plusieurs formes dégradées du �ltre de Kalman ont été proposées pour as-
similer les données en océanographie, la plupart d'entre elle ayant déjà été développés en
météorologie. Ces schémas consistent essentiellement à diminuer la taille du vecteur d'état
du modèle à travers certaines formes de projection sur un sous-espace de dimension faible
[17, 34, 41, 48, 49]. La justi�cation d'une telle approximation repose en général sur le fait que
l'océan est fondamentalement un système dynamique forcé dissipatif admettant un attrac-
teur. Cela signi�e qu'après un certain temps, l'état du modèle va appartenir à une variété de
dimension bien plus faible que l'espace d'état, appelé attracteur.

Dans le même état d'esprit, Pham et al [78] ont développé un nouveau �ltre de type
Kalman, appelé �ltre de Kalman singulier évolutif (SEEK). Ce �ltre consiste à approcher
la matrice de covariance de l'erreur d'estimation initiale par une matrice de rang faible, qui
conduit à n'appliquer la correction du �ltre de Kalman que dans les directions d'ampli�cation
de l'erreur. L'originalité de ce �ltre réside dans son équation de mise à jour de ces directions
de correction avec la dynamique du modèle. De plus, le fait de corriger l'état dans certaines
directions seulement permet de réduire sensiblement les coûts d'implémentation du �ltre de
Kalman et de plus conserve, en un certain sens, sa propriété de stabilité. Le �ltre SEEK sera
présenté en détails au chapitre suivant.
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Malgré les di�cultés de mise en oeuvre qui peuvent apparaître dans les modèles océaniques,
le �ltre de Kalman reste un outil simple et fondamental pour l'assimilation de données en
océanographie. Sur le plan théorique, il o�re bien sûr la solution optimale (pour les modèles
linéaires). Sur le plan pratique, sa structure récurrente et �robuste� lui permet d'intégrer la
connaissance a priori du système et de faire la distinction entre les grandeurs déterministes
et les grandeurs aléatoires et donc de leur donner des poids di�érents. Cela lui permet aussi
de réaliser sa propre projection statistique pour transmettre les informations de surface vers
les couches de fond. Par ailleurs, son implémentation dans des modèles avec une résolution
spatiale très grossière a donné entière satisfaction [40, 71].



Chapitre 4

Filtre de Kalman étendu singulier

évolutif - Filtre SEEK

4.1 Introduction

Une implémentation directe du �ltre de Kalman dans les modèles océaniques n'est pas en-
visageable étant donnée la taille du vecteur d'état de ces modèles (n � 106) car l'algorithme
nécessite la manipulation des matrices (de covariance de l'erreur) de taille n� n. Il est indis-
pensable d'utiliser des approximations permettant de réduire la taille et l'équation d'évolution
de cette matrice pour pouvoir appliquer le �ltre de Kalman au problème de l'assimilation de
données en océanographie. Pour construire une variante e�cace du �ltre de Kalman, on doit
réaliser un compromis entre deux propriétés principales : coût raisonnable et stabilité.

Plusieurs variantes du �ltre de Kalman ont été donc proposées pour rendre le coût de ce
dernier abordable (De Mey [30] passe en revue les di�érentes approximations). Dans le même
but, Pham et al. [78] ont proposé un nouveau �ltre de type Kalman pour l'assimilation des
données en océanographie, appelé �ltre de Kalman singulier évolutif (SEEK). L'idée de ce
�ltre consiste essentiellement à approcher la matrice de covariance des erreurs de �ltrage par
une matrice singulière de rang faible. Cela conduit à appliquer les corrections du �ltre de
Kalman (étendu) seulement dans les directions où les erreurs de �ltrage n'ont pas été assez
atténuées par le système, et à laisser ces erreurs diminuer avec la dynamique du modèle dans
les autres directions. L'originalité de ce �ltre réside dans ses �directions de correction� qui
évoluent dans le temps selon la dynamique du modèle, ce qui confère au �ltre son caractère
évolutif. Les aspects théoriques et pratiques du �ltre SEEK feront l'objet de ce chapitre.

4.2 Formulation pour un modèle parfait

L'océan constitue fondamentalement un système dynamique forcé dissipatif qui admet
un attracteur [91]. Cela signi�e qu'après une période de transition, la trajectoire du modèle
est attirée vers une variété de dimension beaucoup plus faible que l'espace d'état, appelé at-
tracteur. Au voisinage de cette région, toute perturbation �perpendiculaire� à l'attracteur est
naturellement atténuée avec la dynamique du système. On peut donc, en théorie, renoncer à
corriger les erreurs dans ces directions. En revanche, toute perturbation �tangente� à l'attrac-
teur s'ampli�e rapidement du fait de la structure chaotique de l'attracteur. Il est donc crucial
de corriger les erreurs dans ces directions.
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Cette idée de �sélectionner� les directions de correction de l'erreur est à la base de la
construction du �ltre SEEK. On verra dans les paragraphes ci-dessous que cela peut se réa-
liser par la simple utilisation d'une matrice de covariance de l'erreur de rang faible. Cette
hypothèse est justi�ée car une telle matrice constitue une bonne approximation de la �vraie�
matrice de covariance de l'erreur du fait de l'existence de l'attracteur. En e�et, comme l'état
du modèle se trouve assez proche de l'attracteur, le rang de la matrice de covariance des
vecteurs d'état est peu di�érente de la dimension de l'attracteur. Ceci est d'autant plus vrai
pour la matrice de covariance de l'erreur d'analyse qui est, en principe, de rang inférieur ou
égale au rang de la matrice précédente.

Nous allons tout d'abord présenter les équations du �ltre SEEK dans un modèle parfait
(covariance de l'erreur du modèle Q nulle) puis discuter en détails le cas général avec erreur
du modèle, dans le paragraphe 4.5.2.

4.2.1 Algorithme

Considérons le modèle dynamique parfait

X t(tk) = M(tk ; tk�1)X
t(tk�1); (4.1)

Y o
k = HkX

t(tk) + "k : (4.2)

Les équation du �ltre SEEK s'obtiennent à partir de celles du �ltre de Kalman étendu, en
initialisant tout simplement ce dernier par une matrice de covariance de l'erreur initiale P f (t0)
de rang faible r. Sous cette hypothèse, Pham et al. [78] ont montré que les matrices de
covariance de l'erreur d'analyse P a(tk) et de prévision P f (tk) seront toujours de rang r. En
e�et, en factorisant P a(t0) sous la forme

P a(t0) = L0U0L
T
0 ; (4.3)

où L0 et U0 sont des matrices de dimension n� r et r� r respectivement, on peut représenter
l'équation d'évolution de la matrice de covariance de l'erreur P a(tk) du �ltre de Kalman
étendu comme

P a(tk) = LkUkL
T
k (4.4)

avec

Lk = M(tk; tk�1)Lk�1; (4.5)

U�1k = U�1k�1 + LTkH
T
kR

�1
k HkLk: (4.6)

où M(tk; tk�1) et Hk désignent les gradients de M(tk; tk�1) et de Hk au point Xa(tk�1)
respectivement. Plus précisément, en considérant l'hypothèse de rang dans les équations du
�ltre de Kalman étendu, on obtient l'algorithme du �ltre SEEK qui opère en deux étapes,
après une étape d'initialisation, comme le �ltre de Kalman (voir Pham et al. [78] pour plus
de détails).

� Initialisation :

Xa(t0) = m0; (4.7)

P a(t0) = L0U0L
T
0 : (4.8)



39 Filtre SEEK

1- Etape de prévision :

Xf(tk) = M(tk ; tk�1)X
a(tk�1); (4.9)

Lk = M(tk; tk�1)Lk�1; (4.10)

P f (tk) = LkUk�1L
T
k : (4.11)

2- Etape de correction :

Xa(tk) = Xf(tk) +Kk[Yk �HkX
f(tk)]; (4.12)

Kk = LkUkL
T
kH

T
kR

�1
k ; (4.13)

P a(tk) = LkUkL
T
k ; (4.14)

U�1k = U�1k�1 + LTkH
T
kR

�1
k HkLk : (4.15)

Sachant que les équations de mise à jour des matrices de covariance des erreurs d'analyse
et de prévision (4.14) et (4.11) ne sont inclues que pour l'interprétation des résultats, le coût
du �ltre de Kalman se trouve considérablement diminué. En e�et, le calcul de Xa(tk) par
l'algorithme du �ltre SEEK nécessite uniquement le calcul des matrices Lk et Uk qui sont de
taille n� r et r � r respectivement.

4.2.2 Initialisation

Comme pour le �ltre de Kalman, l'initialisation du �ltre SEEK passe par la connaissance
de l'état initial X0 et de l'erreur commise sur son estimation P0. Faute de ne pas pouvoir
connaître le comportement global de l'océan, au même titre que celui du modèle, on doit
avoir recours à des informations d'origine empirique. On prend en général comme X0 l'état
moyen m0 d'un ensemble empirique de vecteurs d'état et comme P0 la matrice de covariance
empirique de ces vecteurs. On applique ensuite une analyse EOFs (Empirical Orthogonal
Functions) sur l'ensemble de vecteurs précédent pour calculer une approximation de P0 par
une matrice de rang r selon L0U�1L

T
0 où L0 est la base EOFs (L'analyse EOFs sera présentée

dans le chapitre 7).

Pour diminuer l'erreur initiale, on peut également faire démarrer le �ltre SEEK par un
pas de correction dans les directions de L0 selon la méthode dite �analyse objective�. Basée
sur la première observation Y o

0 , le vecteur d'état initial est alors

Xa(t0) = X0 + L0U0L
T
0H

T
0R

�1
0 (Y o

0 �H0X0) (4.16)

avec

U0 = [LT0H
T
0R

�1
0 H0L0]

�1: (4.17)

Selon ce choix, on peut prendre comme matrice de covariance de l'erreur d'analyse initiale

P a(t0) = L0U0L
T
0 : (4.18)

A noter que nous avons utilisé la première observation pour l'initialisation, l'algorithme
du �ltre SEEK commence alors à partir de l'observation suivante.

Le choix de la base de correction initiale L0 se justi�e par le fait que lorsque le nombre de
vecteurs d'état à partir desquels elle a été construite est assez grand, la matrice empirique des
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états P0 contient, en un certain sens, la plupart de la variabilité du modèle. En e�et, l'analyse
EOFs est une méthode statistique qui fournit une bonne approximation de l'attracteur par
un sous-espace linéaire de l'espace d'état (voir [76]) du moment que ce sous-espace, engendré
par les colonnes de L0, soit �le plus proche� des vecteurs d'état. Ainsi, on peut s'attendre à ce
que la première correction soit assez e�cace. A noter que le choix de la dimension de la base
de correction L0, qui est aussi égale au rang r de la matrice de covariance de l'erreur du �ltre
SEEK, se fait d'une manière empirique en fonction de l'inertie absorbée par L0 (chapitre 7).

4.2.3 Implémentation pratique

L'un des avantages du �ltre SEEK est la simplicité de son implémentation qui se fait
indépendamment du code numérique du modèle. Ce dernier est alors uniquement utilisé pour
calculer l'état prévu à partir de l'état analysé et pour faire évoluer la base de correction. Après
l'étape d'initialisation par une analyse EOFs, l'implémentation du �ltre SEEK se fait en deux
étapes, en partant de Xa(tk�1) et de P a(tk�1) = Lk�1Uk�1L

T
k�1 à l'instant tk�1.

� étape de prévision : la prévision de l'état Xf(tk) à l'instant tk est obtenue par une
intégration directe du code numérique en partant de Xa(tk�1). L'évolution des vecteurs
fLk;j ; j = 1; : : : ; rg de la base de correction Lk se fait aussi à partir du modèle en
utilisant le développement de Taylor classique à l'ordre 1, à savoir la formule approchée

Lk;j � 1

�

h
M(tk ; tk�1)(X

a(tk�1) + �Lk�1;j)�M(tk; tk�1)X
a(tk�1)

i
; (4.19)

où � est une constante positive adéquatement choisit.

� étape de correction : le calcul de Xa(tk) peut se faire en 4 étapes.

� On calcule tout d'abord la matrice U�1k à partir de U�1k�1 par (4.15).

� On calcule ensuite le vecteur yk = LTkH
T
kR

�1
k

�
Yk �HkX

f(tk)
�
.

� A l'aide de la résolution de Cholesky d'un système linéaire, on détermine le vecteur
xk solution du système linéaire U�1k xk = yk.

� L'état d'analyse Xa(tk) est alors obtenu par

Xa(tk) = Xf(tk) + Lkxk: (4.20)

4.3 Etude de la stabilité

Discutons tout d'abord le fait que le �ltre SEEK revient à corriger (approximativement)
l'état de prévu dans les directions d'ampli�cation de l'erreur uniquement. Cela assure au �ltre
SEEK une certaine stabilité au sens ou l'erreur d'estimation reste bornée.

Considérons pour cela un modèle dynamique quelconque admettant un attracteur, notons
M son opérateur de transition et cherchons à déterminer les directions de ce modèle dans
lesquelles une erreur initiale s'ampli�e. Soit alors un vecteur d'état X et un autre vecteur
X+�l assez proche de X , où � est un réel strictement positif et l est une direction de l'espace
d'état. On sait qu'après une période de transition, les vecteurs d'étatM(X) etM(X+�l) vont
être attirés par l'attracteur. Ainsi, pour � su�samment petit, le vecteur M(X +�l)�M(X)



41 Filtre SEEK

(X)M

+(M X )L

Fig. 4.1 � Les directions de la base deviennent tangentes à l'attracteur

va approcher une direction tangente à l'attracteur au point X (voir FIG. 4.1). Cependant,
pour un tel �, on a l'approximation

M(X + �l)�M(X) ' �Ml; (4.21)

où M est le gradient de M au point X . On peut donc estimer que lk+1 =M(tk+1; tk)lk ap-
proche bien une direction tangente à l'attracteur au point X . On retrouve alors le principe de
l'évolution de la base de correction Lk du �ltre SEEK qui se fait selon l'équation (4.10). Ceci
montre que les colonnes de Lk deviennent à partir d'un certain temps tangentes à l'atracteur,
donc parallèle (par dé�nition) aux directions d'ampli�cation de l'erreur. En remarquant que
la correction du �ltre SEEK se fait dans les directions de Lk (d'où son nom base de correction)
selon l'équation (4.12), on peut dire que le �ltre SEEK corrige l'état prévu uniquement dans
les directions où les erreurs ne sont pas assez atténuées par le système et laisse ces erreurs
diminuer avec la dynamique du modèle dans les autres directions.

Si on suppose maintenant que le gradient de l'opérateur de transition du modèleM(tk+1; tk),
l'opérateur d'observation Hk et la matrice de covariance des erreurs d'observation Rk sont
indépendants du temps et donc égales à des matrice constantesM, R et H respectivement, on
peut voir facilement qu'un �ltre de type Kalman est stable si la suite des matrices de gain Kk

converge vers une matrice K de telle sorte que (Id�HK)M soit stable. Dans ces conditions,
Pham et al [78] ont montré les résultats suivants :

Le �ltre SEEK est stable si et seulement si le nombre des valeurs propres de module
strictement supérieur à 1 du gradient de la matrice de transition est inférieur à la
dimension de l'espace de correction initiale L0.

A noter que le nombre des valeurs propres de la matrice M(tk+1; tk) de module stricte-
ment supérieur à 1 correspond au nombres des directions explosives du système dynamique
M(tk+1; tk).

Les hypothèses précédentes ne sont pas contraignantes en océanographie et elles sont
assez proches de la réalité. En e�et, la dynamique des modèles océaniques est assez lente et
faiblement non-linéaire, on peut donc supposer que M(tk+1; tk) est constant sur une période
de temps assez large. De plus, Rk est en général considéré constant et l'opérateur d'observation
Hk est au plus périodique (pour suivre la trace du satellite). Pour se ramener au cas ou Hk

est constant, il su�t tout simplement d'augmenter le vecteur d'état.
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4.4 Version avec facteur d'oubli

La matrice de covariance de l'erreur du �ltre SEEK n'est qu'une approximation de la
vraie matrice de covariance. L'erreur dans cette approximation peut provenir de trois sources
di�érentes : l'hypothèse de rang faible, la méconnaissance des erreurs du modèle et l'erreur
due à la linéarisation des équations du modèle. Toutes ces erreurs peuvent s'accumuler dans
le temps pour provoquer parfois la divergence de l'algorithme du �ltre SEEK. Cela peut être
encore plus dangereux d'autant que les modèles océaniques sont très sensibles aux conditions
initiales. De ce fait, l'introduction du facteur d'oubli dans l'algorithme du �ltre SEEK peut être
très important pour garder la stabilité numérique de ce �ltre. Outre son objectif de stopper la
propagation des erreurs par limitation de la mémoire du �ltre, le facteur d'oubli améliore aussi
la capacité du �ltre SEEK à s'adapter aux changements de régimes du modèle au même titre
que le �ltre de Kalman (voir paragraphe 3.4). De plus, son coût d'implémentation presque
négligeable le rend particulièrement intéressant. En e�et, on montre que les équations du �ltre
SEEK avec facteur d'oubli restent inchangées, seule l'équation (4.15) est remplacée par

U�1k = �U�1k�1 + LTkH
T
kR

�1
k HkLk: (4.22)

4.5 Statistiques des erreurs

Le procédé simple proposé par Pham et al. [78] consistant à projeter l'erreur du modèle sur
la base de correction et à ignorer la composante orthogonale à cette base, n'est pas forcement
la meilleure démarche et nécessite toujours la connaissance de la matrice de l'erreur du modèle
qui est de taille prohibitive. Ici, nous étudierons l'impact de cette erreur sur l'algorithme du
�ltre SEEK. Parallèlement nous essaierons de construire une base de représentation simple
de cette erreur (voir chapitre 5). Auparavant, nous discutons brièvement d'une méthode qui
nous permet d'éviter l'estimation de l'erreur d'observation.

4.5.1 Erreur d'observation

L'erreur d'observation est traitée par le �ltre SEEK exactement comme dans le �ltre de
Kalman. Ainsi, on pourra alors l'estimer ou l'adapter avec les méthodes déjà utilisées dans le
cadre de ce dernier (voir [25, 68]). Cependant, on peut encore simpli�er les équations du �ltre
SEEK sous l'hypothèse Rk = �2obs

~R où ~R est une matrice connue et �2obs peut être inconnue.
En e�et, il est facile de voir que dans ce cas, on peut représenter les équations (4.15) et (4.13)
selon

Kk = Lk(Uk=�
2
obs)L

T
kH

T
k
~R�1; (4.23)

�2obsUk
�1 = �2obsU

�1
k�1 + LTkH

T
k
~R�1HkLk: (4.24)

En tenant compte de cette remarque, seul Uk=�
2
obs entre dans l'algorithme du SEEK. Par

ailleurs, U0 est en général largement supérieure à �2obs, puisque X
f(t0) a été choisi en quelque

sorte arbitrairement, il sera toujours utile de considérer �2obsU
�1
0 � 0. Cela nous permettra en

e�et d'éviter de spéci�er la valeur du paramètre �2obs.

4.5.2 Erreur du modèle

La prise en compte des erreurs du modèle dans le �ltre SEEK est un problème assez
di�cile. D'une part, parce qu'on connaît très mal les caractéristiques statistiques de celles-ci
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qui sont de très grandes tailles (cette même di�culté se présente dans le �ltre de Kalman),
et d'autre part, il est clair que, lorsque le modèle est imparfait, la matrice de covariance de
l'erreur de prévision du �ltre de Kalman

P f (tk) =M(tk; tk�1)P
a(tk�1)M(tk; tk�1)

T + Q(tk) (4.25)

ne sera pas de rang faible r même si on initialise ce dernier par une matrice P f (t0) de rang r.
Toutefois d'après nos discussions précédentes sur l'existence d'un attracteur (voir paragraphe
4.2), on peut s'attendre à ce qu'une matrice de rang faible constitue toujours une bonne ap-
proximation de P f (tk); d'autant qu'il a été reconnu que l'erreur du modèle possède un nombre
limité de modes dominants (voir Lermusiaux [61]).

Supposons alors qu'on a déjà déterminé une base de représentation Nk de dimension r0 de
l'erreur du modèle à l'instant tk , on peut alors paramétriser l'erreur du modèle selon

�(tk) = Nk�s(tk); (4.26)

où �s(tk) est un vecteur aléatoire de dimension r0 et de matrice de covariance Bk . A l'instant
tk�1, la matrice de covariance de l'erreur d'analyse P a(tk�1) du �ltre SEEK a été approchée
par une matrice de rang r, on peut alors décomposer l'erreur d'analyse comme

ea(tk�1) = Lke
a
r(tk�1) (4.27)

où ear(tk�1) est un vecteur aléatoire de dimension r et de matrice de covariance Uk . Sous ces
notations, on peut représenter l'erreur de prévision comme

ef (tk) = ~Lke
f
r (tk); (4.28)

avec

~Lk =
h
Lk

... Nk

i
et efr (tk) =

�
ear(tk�1)
�s(tk)

�
: (4.29)

On est donc obligé d'augmenter la dimension du sous-espace de correction a�n de tenir
compte de l'erreur prévision et de l'erreur du modèle.

Sous ces conditions, la matrice de covariance de l'erreur de prévision à l'instant tk est
donnée par

P f (tk) = ~Lk ~Uk ~L
T
k (4.30)

avec

~Uk =

�
Uk�1 cov[ear(tk�1); �s(tk)]

cov[ear(tk�1); �s(tk)] Bk

�
: (4.31)

Si on suppose maintenant que ear(tk�1) et �s(tk) sont décorrélées, on obtient

~Uk =

�
Uk�1 0
0 Bk

�
: (4.32)

qui est une matrice de rang r + r0.

Cependant, une telle démarche ne peut pas être utilisée en pratique car elle augmente à
chaque pas de �ltrage la dimension de la nouvelle base de correction ~Lk et ceci sans aucune
limite. Le coût du �ltre SEEK devient donc vite prohibitif et ceci après quelque pas de �ltrage
seulement. Pour remédier à ce problème nous distinguerons deux approches :
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1- Projection de l'erreur du modèle sur la base de correction

Pham et al. [78] ont proposé de projeter l'erreur du modèle �(tk) sur la base de correction
Lk du �ltre SEEK et de négliger sa composante orthogonale à cette base. En e�et on peut
s'attendre à ce que les modes dominants du modèle, représentés par Lk, contiennent ceux de
l'erreur du modèle �(tk) du moment où la prédictibilité du modèle dépend de �(tk). Après
tout, la partie de �(tk) orthogonale à la base va être atténuée par la dynamique du modèle.

Une telle démarche nous permet de simpli�er considérablement le problème précédent
car dans ce cas et toujours sous l'hypothèse ear(tk�1) et �s(tk) non-corrélées, la matrice de
covariance de l'erreur de prévision sera donnée par

P f (tk) = Lk[Uk�1 + (LTkLk)
�1LTkQ(tk)Lk(L

T
kLk)

�1]LTk ; (4.33)

qui est une matrice de rang constant égal à r. Ainsi, l'algorithme du �ltre SEEK se trouve
inchangé. Seule l'équation (4.15) de mise à jour de la matrice Uk change et elle devient

U�1k =
�
Uk�1 + (LTkLk)

�1LTkQ(tk)Lk(L
T
kLk)

�1
��1

+ LTkH
T
kR

�1
k HkLk: (4.34)

Ce procédé simple proposé par Pham et al [78] n'est pas nécessairement la meilleure
démarche et nécessite toujours la connaissance de la matrice de l'erreur du modèle qui est
de taille prohibitive. En e�et, il peut être mis en défaut si l'erreur du modèle n'était pas
négligeable dans les directions orthogonales à Lk car cette erreur ne sera jamais corrigée.
Celle-ci peut alors se propager dans le temps pour provoquer parfois la divergence du �ltre
SEEK. D'où le rôle important que joue le facteur d'oubli pour garder la stabilité du �ltre
SEEK (voir paragraphe 4.4).

2- Ré-approximation de la matrice de covariance de l'erreur de prévision par une

matrice de rang r

Un autre moyen pour résoudre le problème précédent revient à réapprocher, à chaque pas
de �ltrage, la matrice de covariance de l'erreur de prévision par une matrice de rang r. Pour
cela, réécrivons P f (tk) sous la forme

P f (tk) = �Lk �L
T
k (4.35)

avec 1

�Lk =
h
LkU

1
2
k

... NkB
1
2
k

i
: (4.36)

Par diagonalisation de la matrice Rk = �LTk
�Lk , on détermine une matrice Uk dont les

colonnes sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres �1; : : : ; �r+s de Rk rangées
dans l'ordre décroissant et une matrice diagonale Dk contenant les �i sur sa diagonale, telles
que

RkUk = UkDk : (4.37)

On peut alors écrire

P f (tk) = LkLTk (4.38)

1. A
1

2 désigne la décomposition de Cholesky de la matrice A.
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où

Lk = �LkUk (4.39)

On peut facilement véri�er que LkLTk = Dk, ce qui est équivalent à dire que les colonnes de
Lk sont orthogonales et de normes égalent aux valeurs propres associées.

Maintenant, si on juge que les r0 dernières valeurs propres �s+1; : : : ; �r+s sont négligeables,
on peut écrire

P f (tk) � Lrk(Lrk)T (4.40)

où Lrk est une matrice n � r dont les r colonnes sont les vecteurs propres associés aux r

premières valeurs propres �1; : : : ; �r. On retrouve ainsi la décomposition de P f (tk) sous la
forme

P f (tk) = LkUkL
T
k (4.41)

avec Uk = Id et Lk = Lk ce qui nous permet d'enchainer à un nouveau pas de correction par
le �ltre SEEK.

On note �nalement qu'on peut toujours corriger l'erreur de prévision avec la base complète
�Lk car cela ne coûte pas cher. En revanche, on est obligé de faire évoluer la base de correction
via la matrice approchée Lk pour garder les coûts de calcul raisonnables.

4.6 Lien du �ltre SEEK avec l'approche variationnelle

L'algorithme du �ltre SEEK a été obtenue à partir des équations du �ltre de Kalman sous
l'hypothèse d'une matrice de covariance de l'erreur initiale de rang réduit. Cette hypothèse
revient à dire que l'erreur d'estimation initiale appartient à l'espace a�ne passant par Xf(t0)
et parallèle à L0. Par ailleurs, on a vu que le �ltre de Kalman et le problème variationnel qui
consiste à contrôler le modèle par l'état initial (voir paragraphe 1.4.2) fournissent la même
estimation de l'état à la �n de l'intervalle d'assimilation dans le cas d'un modèle linéaire
parfait. Par analogie, on peut montrer (voir Pham et al. [78] pour plus de détails) que l'état
estimé par le �ltre SEEK à l'instant tN coïncide avec la solution du problème variationnel
consistant à trouver l'état initial qui minimise la somme d'une distance aux observations sur
l'intervalle de temps [t1; tN ], et d'une distance à une estimation a priori de l'état initial de la
trajectoire optimale, sous la contrainte que cet état appartient à l'espace a�ne passant par
Xa(t0) et parallèle à L0. Sous la condition d'un modèle parfait, cela revient à trouver Æ� dans
IRr qui réalise le minimum de la fonctionnelle

J (Æ) = ÆTU�10 Æ +
NX
k=1

[Yk �HkX(tk)]
TR�1k [Yk �HkX(tk)]; (4.42)

où X(t; k) présente l'état du modèle à l'instant tk en partant de Xf(t0) + L0Æ à l'instant
initial, à savoir

X(tk) = M(tk ; tk�1) Æ � � � ÆM(t2; t1)(X
f(t0) + L0Æ): (4.43)

Dans le cas d'un modèle non-linéaire, cette propriété ne sera plus valide, mais on peut
toujours s'attendre à ce que le �ltre SEEK reste approximativement équivalent à ce problème
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variationnel lorsque la linéarité du modèle n'est pas trop forte. On retrouve alors l'un des
points de di�érence essentiel entre le �ltre de Kalman et le problème variationnel. En e�et,
dans le premier on linéarise les équations du modèle et dans le deuxième la linéarisation se
situe au niveau de la minimisation de J seulement. Le Problème variationnel précédent a déjà
été implémenté et testé avec succès par Blayo et al. [11], et il serait toujours intéressant de
comparer les performances de ces deux méthodes.

L'avantage du �ltre SEEK sur ce problème variationnel réside dans l'évolution tempo-
relle de sa base de correction qui reste �xe dans la formulation variationnelle. Ainsi, le �ltre
SEEK utilise une nouvelle base de correction à l'instant tN+1 qui a été mise à jour par son
équation d'évolution de la base (4.10). En revanche, dans le problème variationnel, on doit
toujours utiliser la base initiale L0. De plus, on peut remarquer que l'utilisation d'un modèle
imparfait complique considérablement le problème variationnel précédent car dans ce cas, on
doit minimiser la fonctionnelle J par rapport à toute la trajectoire du modèle. Cependant,
l'introduction de l'erreur du modèle pourra être prise en compte plus ou moins facilement avec
le �ltre SEEK (voir paragraphe précédent). Un objectif très intéressant à long terme serait de
combiner ces deux approches : on utilisera alors la première sur des périodes de temps courtes
et on se sert des idées du �ltre SEEK pour propager les erreurs et faire évoluer la base de
correction d'une période à l'autre.

4.7 Application au modèle OPA

FIG. 7.2 montre le pourcentage de la variabilité (ou l'inertie) en fonction du nombre des
EOFs calculées à partir de l'échantillon HS , que nous avons construit dans le paragraphe 2.5.
Nous avons alors retenu r = 30 EOFs car d'une part, elles expliquent 85% de la variabilité
de l'échantillon et d'autre part, ce pourcentage n'augmente que peu pour des plus grandes
valeurs de r (voir chapitre 7 pour plus de détails).

Nous présentons ici les résultats d'assimilation du �ltre SEEK avec un facteur d'oubli
� = 0:8 de la hauteur libre de la surface de l'océan qui a été supposée observée sur toute la
surface. A noter que cette valeur de � a été choisie après avoir testé plusieurs valeurs avec le
�ltre à base �xe (pour économiser de temps de calcul, voir paragraphe 6.2). On peut voir à
partir de FIG. 4.2 (et les �gures de l'Annexe C) que le �ltre SEEK se comporte aussi bien
dans les premières couches que les dernières couches. Cela montre que ce �ltre transmet d'une
manière e�cace les informations de surface au fond de l'océan. Bien que ces performances
semblent se dégrader un peu durant la période instable du modèle, on peut dire que ce �ltre
se comporte aussi de manière satisfaisante durant cette période. On peut aussi penser que la
vitesse méridionale n'a pas été su�samment bien assimilée car son erreur d'assimilation n'a
été réduite qu'à la moitié. Mais il est important de remarquer que, du moment où le champs de
vitesse de l'océan Paci�que tropical est surtout zonal, la vitesse méridionale est généralement,
et plus particulièrement le champs initial du 01=03=1991 que nous avons considéré dans nos
expériences, est bien proche de la moyenne de la vitesse méridionale. Puisque cette moyenne
a été prise comme état initial, l'erreur initiale a donc était déjà faible, il est alors très di�cile
de la réduire encore.
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Fig. 4.2 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SEEK sur toute la grille du modèle,
sur les couches de surface (moyennes des 5 premières) et sur les couches de fond (moyennes
des 5 dernières)



48 Filtre SEEK

4.8 Discussion

On a vu que la performance du �ltre SEEK se dégrade durant la période instable du
modèle. Par ailleurs, il a été reconnu que l'interpolation résulte en moins d'erreur que la
linéarisation lors des grandes déviations du modèle. Dans cet état d'esprit, Pham [79] a proposé
de remplacer la linéarisation dans le �ltre SEEK par une interpolation linéaire. Cela conduit
à un nouveau �ltre appelé �ltre de Kalman singulier évolutif interpolé (SEIK) qui peut être
plus stable que le �ltre SEEK lors des grandes déviations du modèle. Ce �ltre sera présenté
dans le chapitre suivant.



Chapitre 5

Filtre SEIK - La version interpolée du

�ltre SEEK

5.1 Introduction

Le �ltre de Kalman étendu peut présenter des instabilités et parfois diverger complète-
ment en présence de fortes non-linéarités [34, 44, 57]. Une possibilité pour tenter de résoudre
cette di�culté est de remplacer la linéarisation dans le �ltre de Kalman étendu par un déve-
loppement de Taylor d'ordre supérieur. Cependant, ceci est impossible en océanographie en
raison de l'énorme dimension des modèles. Une nouvelle voie d'investigation est en train de se
développer actuellement. Elle consiste essentiellement à utiliser des méthodes stochastiques
de type Monte Carlo pour estimer l'évolution de la matrice de covariance de l'erreur de �l-
trage par un nuage d'états centrés autour de l'état courant et dont la matrice de covariance
empirique est celle de la matrice considérée. Cette approche, introduite en océanographie par
Evensen [33] avec son �ltre de Kalman d'ensemble, est actuellement le meilleur moyen pour
traiter les modèles fortement non-linéaires. De plus, le fait de faire évoluer l'erreur par un
nuage de points permet d'éviter la linéarisation du modèle et assure en même temps un suivi
�naturel� des erreurs. Cela dit, le principe étant l'utilisation d'un estimateur statistique de la
matrice de covariance des erreurs, on peut vite se heurter au problème de la taille de l'échan-
tillon à considérer (dans les expériences d'Evensen, il est de l'ordre de O(100)). Récemment,
Pham [75] a proposé une variante du �ltre SEEK, appelée �ltre de Kalman singulier évolu-
tif interpolé (SEIK), dans lequel la taille de l'échantillon est, en un certain sens, minimale.
Cela revient à remplacer tout simplement la linéarisation utilisée dans le �ltre SEEK par une
interpolation linéaire. Ce �ltre sera présenté dans ce chapitre.

5.2 Algorithme pour un modèle parfait

L'idée du �ltre SEIK est de faire évoluer la matrice de covariance de l'erreur par un nuage
de points de taille raisonnable. Dans ce but, Pham [79] a utilisé l'hypothèse de rang faible r de
la matrice de covariance de l'erreur pour réduire la taille du nuage à r+1 points exactement.
Une autre originalité dans ce �ltre réside dans le choix des états d'interpolation qui sont tirés
�au hasard� à chaque pas de �ltrage pour ne pas privilégier certaines directions de l'espace
d'état.

Partons de l'hypothèse de rang r de la matrice de covariance de l'erreur d'analyse P a(tk�1),
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Fig. 5.1 � Etapes de l'algorithme du �ltre SEIK

on représente l'état analysé et son erreur à l'instant tk par un nuage de points (interpolés)
Xa

1 (tk�1); : : : ; X
a
r+1(tk�1), centrés en l'etat analysé Xa(tk�1) et de matrice de covariance

empirique P a(tk). Autrement dit, on va tirer les états interpolés au hasard de telle sorte que

Xa(tk�1) =
1

r + 1

r+1X
i=1

Xa
i (tk�1); (5.1)

P a(tk�1) =
1

r + 1

r+1X
i=1

[Xa
i (tk�1)�Xa(tk�1)][X

a
i (tk�1)�Xa(tk�1)]

T : (5.2)

On note ici que 00r + 100 est le nombre minimum de points à considérer pour que leur ma-
trice de covariance empirique puisse être de rang r. Ayant tiré les points interpolés Xa

i (tk�1)
sous les deux contraintes précédentes, on utilise le modèle pour les faire se propager dans le
temps. On obtient ainsi des nouveaux points d'interpolation à l'instant tk , notés X

f
i (tk). On

prendra alors comme état de prévision Xf(tk) le barycentre des Xf
i (tk), et comme matrice

de covariance de l'erreur commise sur cette estimation la matrice de covariance empirique
des Xf

i (tk). Finalement, lorsqu'une nouvelle observation est disponible, on corrige Xf(tk) par
l'équation de correction du �ltre de Kalman.

L'algorithme du �ltre SEIK opère donc en trois étapes, après une étape d'initialisation,
pour fournir Xa(tk) et P

a(tk) à l'instant tk (voir FIG.5.1) en partant de Xa(tk�1) et P
a(tk�1)

à l'instant tk�1.

1- Tirage des états interpolés :

Le tirage des états interpolés se fait par la méthode dite de �tirage exact au second ordre�
que l'on résume comme suit:

Sous l'hypothèse de rang r, on peut décomposer P a(tk�1) selon

P a(tk�1) = Lk�1Uk�1L
T
k�1: (5.3)

En utilisant la décomposition de Cholesky, on factorise U�1k�1 selon Ck�1C
T
k�1 avec Ck�1

une matrice triangulaire supérieure. On peut alors écrire

P a(tk�1) = Lk�1(C
�1
k�1)

T
T
k�1
k�1C

�1
k�1L

T
k�1 (5.4)

et ceci pour toute matrice aléatoire 
k�1 de dimension (r + 1) � r dont les colonnes
sont orthonormées dans IRr+1 et orthogonales au vecteur (1; : : : ; 1)T . Pour construire



51 Filtre SEIK

les matrices 
k�1 on peut utiliser les matrices de Householder (voir Annexe A). Avec ces
notations, on peut véri�er que pour tirer les états interpolésXa

i (tk�1) sous les contraintes
(5.1) et (5.2), il su�t de prendre:

Xa
i (tk�1) = Xa(tk�1) +

p
r+ 1Lk�1(
k�1;iC

�1
k�1)

T ; (5.5)

où 
k�1;i désigne la i
ème ligne de la matrice 
k�1.

2- Etape de Prévision :

Il est naturel de prendre comme état de prévision à l'instant tk le barycentre des états
interpolés prévus Xf

i (tk), à savoir

Xf(tk) =
1

r + 1

r+1X
i=1

X
f
i (tk); (5.6)

où Xf
i (tk) représente l'état du système à l'instant tk en partant de Xa

i (tk�1) à l'instant
tk�1, c'est à dire

Xf
i (tk) = M(tk; tk�1)X

a
i (tk�1): (5.7)

En faisant ce choix, la matrice de covariance de l'erreur de prédiction peut être approchée
par

P f (tk) � 1

r + 1

r+1X
i=1

[Xf
i (tk)�Xf(tk)][X

f
i (tk)�Xf(tk)]

T : (5.8)

Notons que cette égalité est exacte dans le cas d'un modèle linéaire. Ignorant l'erreur
d'approximation, l'équation précédente peut être réecrite comme

P f (tk) =
1

r+ 1

h
Xf

1 (tk) � � �Xf
r+1(tk)

i
T (TTT )�1TT

2
64

Xf
1 (tk)

T

...

Xf
r+1(tk)

T

3
75 (5.9)

avec T est une matrice constante de r colonnes formant une base de l'espace des vec-
teurs de IRr+1 dont la somme de ses composantes est nulle. Par suite, on peut toujours
décomposer la matrice P f (tk) selon

P f (tk) = Lk [(r+ 1)TTT ]�1LTk ; (5.10)

avec

Lk = [Xf
1 (tk) � � �Xf

r+1(tk)]T: (5.11)

On retrouve alors la décomposition de P f (tk) selon (4.11) du �ltre SEEK.

Un choix convenable de la matrice T serait par exemple

T =

0
BBB@

1 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � 1
0 � � � 0

1
CCCA�

1

r + 1

0
BBBB@

1 � � � 1
...

...
...

...
1 � � � 1

1
CCCCA : (5.12)

Selon ce choix, la matrice (r+ 1)TTT contient r sur la diagonale et �1 ailleurs.
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3- Etape de correction :

En suivant les mêmes étapes de calcul que dans le �ltre SEEK, on montre que la formule
de correction du �ltre SEIK est donnée par

Xa(tk) = Xf(tk) + LkUk(HL)
T
kR

�1
k [Y o

k �HkX
f(tk)]; (5.13)

avec une matrice de covariance d'erreur d'analyse

P a(tk) = LkUkL
T
k ; (5.14)

où

(HL)k = [HkLk;1 � � �HkLk;r]; (5.15)

Lk;i désigne la i
éme colonne de Lk et la matrice Uk est solution de l'équation

U�1k = (r+ 1)TTT + (HL)TkR
�1
k (HL)k:

A noter que le terme (r + 1)TTT remplace U�1k�1 dans l'équation (4:15) de mise à jour

de Uk du �ltre SEEK à cause de la nouvelle factorisation de P f (tk) selon (5:36).

Initialisation du �ltre SEIK

Comme dans le �ltre SEEK, nous allons faire démarrer le �ltre SEIK par un pas de
correction. En partant alors à l'instant initial t0 de X0 et de P0 = L0U�1L

T
0 et en supposant

que l'on possède une observation Y o
0 , avec éventuellement une erreur d'observation de matrice

de covariance R0, on va corriger X0 par

Xa(t0) = X0 + L0U0L
T
0H

T
0R

�1
0 [Y o

0 �H0X0]: (5.16)

avec

U�10 = LT0H
T
0R

�1
0 H0L0: (5.17)

Pour obtenir les points d'interpolation initiaux, nous utilisons alors l'équation (5.5) avec
Xa(tk) = Xa(t0), Lk = L0 et Ck étant la matrice obtenue par la décomposition de Cholesky
de la matrice U�10 .

Version avec facteur d'oubli

La version du �ltre SEIK avec un facteur d'oubli � est identique à celle du �ltre SEEK.
Seule l'équation de mise à jour de la matrice Uk change, et comme pour le �ltre SEEK, elle
sera remplacée par

U�1k = �(r+ 1)TTT + (HL)TkR
�1
k (HL)k: (5.18)
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Pourquoi l'appelle-t-on �ltre interpolé?

Si l'erreur d'analyse ea(tk�1) = X t(tk�1)�Xa(tk�1) à l'instant tk�1 est réellement centrée
et de matrice de covariance P a(tk�1), alors e

a(tk�1) doit se trouver dans le sous espace vectoriel
image de P a(tk�1). Selon le choix des états interpolés Xa

i (tk�1), l'erreur d'analyse est donc
de la forme

ea(tk�1) =
r+1X
i=1

~�i[X
a
i (tk�1)�Xa(tk�1)]: (5.19)

Comme Xa(tk�1) est le barycentre des X
a
i (tk�1) i.e.

r+1X
i=1

[Xa
i (tk�1)�Xa(tk�1)] = 0; (5.20)

on peut toujours choisir les coe�cients ~�i de telle sorte que leur somme soit nulle. On peut
alors écrire

X t(tk�1) =
r+1X
i=1

�iX
a
i (tk�1) avec �i = ~�i +

1

r + 1
: (5.21)

où les �i = ~�i +
1

r+1 véri�ent

E[�i] =
1

r + 1
; (5.22)

E

2
64(�1 � � � �r+1)

0
B@

�1
...

�r+1

1
CA
3
75 =

1

r + 1
T (TTT )�1T (5.23)

et T est une matrice dont les colonnes forment une base de l'espace vectoriel des vecteurs
de IRr+1 ayant des composantes de somme nulles. Si maintenant on interpole l'opérateur de
transition M(tk ; tk�1) basé sur les points d'interpolation Xa

i (tk�1), on obtient

X t(tk) = M(tk ; tk�1)X
t(tk�1) (5.24)

�
r+1X
i=1

�iM(tk ; tk�1)X
a
i (tk�1) =

r+1X
i=1

�iX
f
i (tk):

Cette dernière formule montre aussi que l'erreur de prévision X t(tk)�Xf (tk) est de moyenne
nulle et de matrice de covariance P f (tk).

On peut ainsi dire que le �ltre SEIK est une variante du SEEK dans laquelle on rem-
place tout simplement la linéarisation par une interpolation linéaire. L'intérêt d'utiliser une
interpolation est double:

1- Elle semble mieux tenir compte de la non-linéarité du modèle et opérer d'une manière
plus robuste vis-à-vis d'elle que la linéarisation du �ltre SEEK. En e�et, il est possible
que l'interpolation résultait en une erreur plus faible pour les grandes déviations que
celle due à la linéarisation par le développement de Taylor au premier ordre (utilisée
dans le �ltre SEEK).

2- Elle nous permet d'éviter le calcul du gradient du modèle qui peut être assez complexe
en pratique.
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5.3 Statistiques des erreurs

5.3.1 Erreur d'observation

Nous allons supposer dans ce paragraphe que la matrice de covariance des erreurs d'obser-
vation est de la formeRk = �2obsId. Dans ce cas, on peut voir facilement qu'on peut représenter
la matrice de covariance de l'erreur d'analyse comme

P a(tk) = �2obsLk
~UkL

T
k ; (5.25)

sachant que la matrice ~Uk est maintenant solution de l'équation

~U�1k = ��2obs(r+ 1)TTT + (HL)Tk (HL)k: (5.26)

Les états interpolés seront alors obtenus par la formule

Xa
j (tk) = Xa(tk) + �obs

p
r + 1Lk(
k;j

~C�1k )T : (5.27)

où ~C�1k est la décomposition de Cholesky de la matrice ~Uk.

Estimation de �2obs : Le paramètre �2obs est inconnu en pratique et il est bien entendu préférable
de l'estimer et non de le spéci�er comme dans le �ltre SEEK. En e�et, dans le cas du �ltre
SEEK, on n'a pas besoin de spéci�er �2obs, si on part d'une erreur initiale in�nie (ou très
grande). Pour le �ltre SEIK, on a besoin de connaître �2obs pour e�ectuer correctement les
tirages des états interpolés. Nous calculons un estimateur de �2obs selon le schéma suivant :

� A l'instant initial t0, on estime l'erreur d'observation �2obs par la moyenne de la somme
des carrés des erreurs initiales, c'est-à-dire par la quantité e20=n

o
0, où e0 = kY o

0 �
H0X

a(t0)k et no0 est le nombre des observations utilisées pour estimerXa(t0) (dimension
de Y o

0 ).

� Ensuite, on réactualise l'estimation de �2obs à chaque instant de �ltrage tk par la quantité

�2k = �2k�1 + (1� �)
�kY o

k �HkX
a(tk)k2

nok
� �2k�1

�
: (5.28)

où nok désigne le nombre des observations utilisées pour estimer Xa(tk).

5.3.2 Erreur du modèle

Les remarques que nous avons faites sur l'erreur du modèle dans le cadre du �ltre SEEK
(voir paragraphe 4.5.2) sont bien évidement toujours valables pour le �ltre SEIK.

Projeter l'erreur sur la base de correction

On peut alors projeter l'erreur du modèle sur la base de correction Lk comme dans le
�ltre SEEK. Dans ce cas, seule l'équation de mise à jour de la matrice Uk change et elle sera
remplacée par

U�1k =
h
[(r+ 1)TTT ]�1 + (LTkLk)

�1LTkQ(tk)Lk(L
T
kLk)

�1
i�1

(5.29)

+ (HL)TkR
�1
k (HL)k:
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On peut aussi approcher à nouveau la matrice de covariance de l'erreur d'analyse de ce
�ltre par une matrice de rang r à chaque pas de �ltrage.

Cependant, le principe du �ltre SEIK qui consiste à présenter l'évolution de l'erreur de
�ltrage par un ensemble de points interpolés nous permet d'envisager deux nouvelles méthodes
pour mieux tenir compte de l'erreur du modèle.

Ajouter l'erreur aux états interpolés

L'étape de tirage des états interpolés du �ltre SEIK consistait à calculer r + 1 points
interpolés Xa

i (tk�1) de centre X
a(tk�1) et de matrice de covariance empirique P a(tk�1). On

prend alors comme état prévu Xf(tk) à l'instant tk le barycentre des états interpolés prévus

Xf
i (tk) = M(tk; tk�1)X

a
i (tk�1): (5.30)

Lorsque le modèle est imparfait, la matrice de covariance de l'erreur de prévision P f (tk)
peut être approchée par la matrice

P f (tk) � 1

r + 1

r+1X
i=1

[Xf
i (tk)�Xf(tk)][X

f
i (tk)�Xf(tk)]

T +Q(tk): (5.31)

Supposons alors que l'on possède un ensemble de r + 1 vecteurs �1(tk); : : : ; �r+1(tk) de
moyenne nulle et de matrice de covariance empirique Q(tk) (ce point sera discuté à la �n de
ce paragraphe), c'est-à-dire

1

r + 1

r+1X
j=1

�i(tk) = 0 et
1

r + 1

r+1X
j=1

�i(tk)�
T
i (tk) = Q(tk); (5.32)

et qui véri�ent la condition

r+1X
j=1

�i(tk+1)[X
f
i (tk)�Xf(tk)]

T = 0: (5.33)

Si on dé�nit des nouveaux états d'interpolation prévus par

Xf;�
i (tk) = M(tk ; tk�1)X

a
i (tk�1) + �i(tk+1) = Xf

i (tk) + �i(tk); (5.34)

il est facile de voir que le barycentre des Xf;�
i (tk) n'est autre que l'état prévu Xf(tk) et leur

matrice de covariance empirique approche la matrice de covariance de l'erreur de prévision
P f (tk) dans (5.31). On peut alors écrire

P f (tk) � 1

r + 1

r+1X
j=1

[Xf;�
i (tk)�Xf(tk)][X

f;�
i (tk)�Xf(tk)]

T (5.35)

que l'on peut toujours représenter sous la forme

P f (tk) = L�k [(r+ 1)TTT ]�1(L�k)
T ; (5.36)

où L�k+1 est maintenant donnée par

L�k = [Xf;�
1 (tk) � � �Xf;�

r+1(tk)]T (5.37)
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et T est comme dans le �ltre SEIK (voir (5.12)). On retrouve alors la décomposition de P f (tk)
selon (5.10) avec L�k à la place de Lk ce qui nous permet d'enchaîner à l'étape de correction
du �ltre SEIK.

Ainsi, les équations du �ltre SEIK restent inchangées. Seule l'évolution de la base de cor-
rection sera représentée par les nouveaux états interpolés prévus �bruités� Xf;�

i (tk) et non

plus par les états Xf
i (tk).

� Tirage des �i(tk):Pham [75] a montré que le tirage des vecteurs �i(tk) selon les contraintes
(5.32) et (5.33), appelé �tirage exact au second ordre sous une contrainte linéaire�, est toujours
possible si et seulement si le rang s de Q(tk), plus le rang r

0 de la matrice

C(tk) = [Xf
1 (tk)�Xf(tk) � � �Xf

r+1(tk)�Xf(tk)] (5.38)

n'excède par le nombre de colonnes r de Lk, c'est-à-dire

r0 � r � s: (5.39)

Ce tirage peut être résumé comme suit (pour plus de détails consulter Pham [75]):

Sous l'hypothèse de rang s, on peut décomposer Q(tk) selon

Q(tk) = NkN
T
k : (5.40)

oùNk est une matrice de s colonnes linéairement indépendantes. CommeC(tk) est une matrice
de rang r0, on peut construire une matrice Vk de dimension (r+1)� (r� r0) dont les colonnes
forment une base orthonormée du sous-espace vectoriel de IRr+1 orthogonal aux colonnes de
la matrice 2

64
1
... CT (tk)
1

3
75 (5.41)

de sorte que V T
k Vk soit la matrice identité d'ordre r � r0. D'autre part, comme r � r0 � s, il

existe une matrice aléatoire orthogonale �k de dimension (r�r0)�s de sorte que �T
k�k est la

matrice identité d'ordre s (pour construire les matrices Vk et �k on peut utiliser les matrices
de Householder (voir Annexe A et B)). On peut donc écrire

Q(tk) = Nk�
T
k V

T
k Vk�kN

T
k : (5.42)

On véri�e alors que sous ces notations, on peut dé�nir les �i(tk) comme

�i(tk) =
p
r + 1Nk(Vk�k;i)

T ; (5.43)

où �k;i désigne la i
éme ligne de la matrice �k.

En pratique, la condition (5.39) sur les rangs n'est jamais remplie car la matrice C(tk) est
théoriquement de rang r. Pour ce faire, on est amené à approcher la matrice C(tk) par une
matrice de rang r� s en utilisant la méthode de décomposition en valeurs singulières (SVD),
et ceci à chaque pas de �ltrage (bien sur, cela nécessite que s < r et préférablement s pas trop
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proche de r, si ce n'est pas le cas, on doit encore approcher la matrice Q(tk) par une matrice
de rang plus faible). Cette méthode nous permet en e�et de décomposer C(tk) selon

C(tk) = V (tk)D(tk)W (tk)
T ; (5.44)

où V (tk) et W (tk) sont deux matrices orthogonales et D(tk) est une matrice diagonale conte-
nant les valeurs singulières de C(tk) sur sa diagonale. Une approximation de rang r � s de
C(tk) peut être alors obtenue en remplaçant les s derniers coe�cients diagonaux de D(tk)
par 0. On retrouve alors le fait de réapprocher P f (tk) par une matrice de rang r comme dans
le �ltre SEEK. Seulement ici, cette approximation est utilisée uniquement pour le tirage des
vecteurs �i et la matrice de covariance de l'erreur d'analyse P a(tk) reste inchangée, ce qui
n'était pas le cas dans le �ltre SEEK.

Finalement, pour calculer les valeurs singulières de la matrice C(tk), on peut déterminer
tout d'abord les valeurs propres de la matrice CT (tk)C(tk) selon

CT (tk)C(tk) = W (tk)�(tk)W
T (tk) (5.45)

où W (tk) contient les vecteurs propres normés de C(tk)
TC(tk) rangés dans l'ordre croissant

de leurs valeurs propres. On peut alors écrire

C(tk) = [C(tk)�
�1=2(tk)W (tk)]�

1=2(tk)W
T (tk); (5.46)

ce qui veut dire qu'on peut prendre D(tk) = �1=2(tk) et V (tk) = C(tk)��1=2(tk)W (tk). On
peut alors véri�er qu'une approximation de rang r � s de la matrice C(tk) est alors donnée
par la matrice

~C(tk) = C(tk) ~W (tk) ~W
T (tk); (5.47)

où ~W (tk) est formée par les r� s premières colonnes de W (tk).

Traiter l'erreur par le modèle

L'inconvénient de la méthode précédente est son coût très élevé qui rend son implémenta-
tion assez délicate en pratique. Dans ce paragraphe, nous allons proposer une autre méthode
qui va nous permettre de traiter l'erreur de notre modèle (OPA dans le tropical Paci�que)
par le �ltre SEIK mais avec un coût de calcul très raisonnable. L'idée ici consiste à utiliser
le fait que l'erreur dynamique de ce modèle provient surtout des termes de forçage du vent,
et donc agit uniquement sur la première couche. La dimension du vecteur qui modélise cette
erreur est donc égale à celle de la première couche. Cela nous permet alors d'éviter le tirage
des vecteurs �i(tk) en rajoutant une erreur aléatoire �i(tk) sur les termes de forçage du vent à
chaque fois que l'on fait évoluer un état interpolé Xa

i (tk). Ceci peut être résumé par le schéma
suivant

Xa
i (tk)

modèle(+�i(tk))�! X
f
i (tk) Xa

i (tk)
modèle�! X

f
i (tk) + (�i(tk))

" # " #
Xa(tk)  � Xf(tk) Xa(tk)  � Xf(tk)

Deuxième méthode Première méthode
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Les r + 1 vecteurs �i(tk) seront tirés au hasard de telle sorte à ce qu'ils véri�ent les deux
contraintes suivantes

1

r + 1

r+1X
j=1

�i(tk) = 0 et
1

r+ 1

r+1X
j=1

�i(tk)�i(tk)
T = Q�(tk); (5.48)

où Q� est la matrice de covariance des termes d'erreurs dans le modèle que l'on suppose
de rang r (sinon on peut toujours l'approcher par une matrice de rang r). Pour simuler ces
vecteurs on pourra utiliser la méthode de �tirage exact au second ordre� déjà utilisée pour
déterminer les états interpolés (voir Annexe A).

Outre la diminution du coût de calcul, cette méthode nous permet de traiter l'erreur
dynamique directement par le modèle et donc de tenir compte plus explicitement de son
caractère �non-linéaire�.

5.4 Applications au modèle OPA

Nous nous sommes tout d'abord interessés à la comparaison entre les performances des
�ltres SEIK et SEEK. Nous conisdérons ensuite l'erreur du modèle et nous la traitons avec
les di�érentes méthodes que nous avons présentées dans le paragraphe 5.3.2.

Les résultats de nos expériences avec le �ltre SEEK ont été présentés dans les couches
supérieures et inférieures pour plus de précision (voir FIG. 4.2). Mais nous avons remarqué
que la di�érence entre les résultats de tous les �ltres, en terme de leurs RRMS, que nous allons
présenter ultérieurement et le �ltre SEEK est presque la même dans les couches supérieures
et inférieures que dans toutes les couches. Par conséquent, nous présenterons dans la suite
uniquement les résultats de la RRMS des �ltres calculée sur toute la grille du modèle.

5.4.1 Performances du �ltre SEIK face au �ltre SEEK

Pour montrer l'intérêt de remplacer la linéarisation utilisée dans le �ltre SEEK par une
interpolation linéaire, nous avons implémenté le �ltre SEIK dans les mêmes conditions que le
�ltre SEEK dont les résultats ont été présenté dans le chapitre précédent, i.e. avec un facteur
d'oubli � = 0:8 et des observations simulées sur toute la première couche. La �gure FIG. 5.2
compare les résultats d'assimilation de ces deux �ltres. Il est clair que le �ltre SEIK est plus
performant, particulièrement par rapport aux composantes de la vitesse horizontale Uh, dans
la période instable du modèle. Le �ltre SEIK semble donc être plus robuste que le �ltre SEEK
vis-à-vis de la non-linéarité, au sens où il peut mieux supporter que le modèle s'éloigne de la
linéarité sans perdre ses performances.

5.4.2 Filtre SEIK avec erreur du modèle

Dans le modèle OPA de l'océan Paci�que tropical, on sait que la part prépondérante des
erreurs du modèle provient des termes de forçage du champs de vent (voir Miller et al. [71]).

Estimation de la covariance de l'erreur de forçage du vent

Nous estimons la matrice de covariance de l'erreur de forçage du vent (qu'on a notée Qtau)
tout simplement par la matrice de covariance de tous les termes de forçage du vent que nous
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Fig. 5.2 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEIK et SEEK
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avons utilisés dans notre modèle. La taille de ces derniers est égale à deux fois le nombre
de points de la première couche (le forçage du vent opère dans les deux directions: zonale
et méridionale). Pour calculer une approximation de rang r de Qtau, nous appliquons une
analyse EOFs (voir paragraphe 7.2.2) sur ces termes de forçage.

Estimation de la matrice de covariance de l'erreur du modèle

Nous avons lancé le modèle entre 1987 à 1990 avec un champ de vent constant égal à la
moyenne de tous les termes de forçage et nous avons stocké un vecteur d'état tous les 3 jours.
Nous avons alors estimé la matrice de covariance de l'erreur du modèle Q (qu'on suppose
constante dans le temps) par la matrice de covariance empirique des vecteurs di�érence entre
ces derniers et les �vrais états� de l'ensemble historique HS de données (construit dans le
paragraphe 2.5). Comme précédemment, il reste à appliquer une analyse EOFs pour calculer
la meilleure approximation de Q par une matrice de rang r.

Expériences et résultats

Pour tenir compte de l'erreur du modèle OPA dans le �ltre SEIK, nous avons considéré les
trois méthodes que nous avons présentés dans le paragraphe 5.3.2 consistant à : (i) projeter
l'erreur sur la base de correction, (ii) ajouter l'erreur aux états interpolés, et (iii) introduire
l'erreur directement dans les équations du modèle. Comme dans les expériences précédentes,
nous avons utilisé des observations altimétriques simulées sur toute la surface mais cette fois-ci
à partir du modèle OPA dans lequel nous avons rajouté une erreur aléatoire sur les termes
de forc�age du champs de vent. Le facteur d'oubli est toujours �xe égale à � = 0:8. La dimen-
sion de la base de l'erreur du modèle a été choisie égale à 10 et le facteur d'oubli a été �xé à 0:8.

La �gure FIG. 5.3 (voir Annexe C aussi) montre les résultats de ces expériences. On peut
voir que la méthode originale (SEIK+Q1) qui consiste à projeter l'erreur du modèle sur la
base de correction donne de bons résultats. Cependant, on ne peut pas en conclure pour
autant que cette méthode est meilleure que les autres. En e�et, la base de l'erreur du modèle
que nous avons contruite a été parallèle à la base de correction du SEIK et c'est pour cette
raison que le SEIK a pu bien corriger cette erreur. En revanche, les conditions d'utilisation
de la deuxième méthode (SEIK+Q2), dans laquelle on ajoute l'erreur du modèle aux états
interpolés, ont été bien plus réalistes que pour la première méthode. Ses mauvais résultats
sont dûs en grande partie à la mauvaise estimation de la matrice de covariance de l'erreur du
modèle qui, rappelons-le, a été approchée par une matrice de rang 10. Finalement, on peut
voir que le fait de rajouter une erreur alátoire sur le forçage du vent directement dans le
modèle dans la troisième méthode (SEIK+Q3) a été plus ou moins bien controlé par le �ltre
SEIK.

5.5 Discussion

Le �ltre SEIK résoud partiellement le problème de la non linéarité du �ltre SEEK. Outre
sa plus grande stabilité, il est plus simple à implémenter car il ne nécessite pas le calcul com-
plexe du gradient de l'opérateur de transition du modèle. Cependant, son coût est presque
égal à celui du �ltre SEEK car l'évolution de leurs bases de correction respectives requiert
l'intégration du modèle r + 1 fois pour faire évoluer les états interpolés du premier et les
vecteurs de la base du deuxième. Ces deux �ltres restent donc chers pour une océanographie
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Fig. 5.3 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SEIK avec et sans erreur du modèle
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opérationnelle. La réduction des coûts de calcul des �ltres SEEK et SEIK sera largement
discutée dans le chapitre suivant.

Comme les résultats du �ltre SEIK ont été supérieurs à ceux du �ltre SEEK, nous consi-
dérerons dans la suite le �ltre SEIK comme une référence pour comparer les performances de
tous les nouveaux �ltres que nous allons développer dans les chapitres suivants. Notre premier
but est alors de construire des variantes du �ltre SEEK ou SEIK aussi performantes que ce
dernier mais avec un coût beaucoup plus faible.



Chapitre 6

Réduction des coûts des �ltres SEEK

et SEIK

6.1 Introduction

Les �ltres SEEK et SEIK ont été implémentés et testés avec succès dans plusieurs con�gu-
rations réalistes. Cependant, malgré la réduction considérable des coûts de calcul par rapport
au �ltre de Kalman, ces deux �ltres restent relativement chers pour une océanographie opé-
rationnelle. En e�et, les coûts des ces deux �ltres véri�ent

Coût SEEK � Coût SEIK ' (r + 1) � fCoût mod�eleg: (6.1)

Dans ce chapitre, nous allons développer plusieurs formes dégradées des �ltres SEEK et
SEIK qui sont moins coûteuses mais aussi performantes. Notre approche consiste essentielle-
ment à simpli�er l'évolution de leur base de correction, qui est bien évidement le seul moyen
qui nous permet de réduire sensiblement les coûts de ces deux �ltres.

Brasseur et al. [14] ont été les premiers à suivre cette approche en proposant de garder
la base de correction initiale du �ltre SEEK, calculée par une analyse EOFs, �xe dans le
temps. Cependant, nous avons remarqué dans nos expériences que le �ltre ainsi obtenu peut
présenter des instabilités lors du passage du modèle dans une période instable. En e�et, les
EOFs qui forment sa base de correction ne captent, en général, que la variabilité globale de
l'état du modèle. Ainsi, comme ce �ltre ne fait pas évoluer sa base de correction pour suivre la
dynamique du modèle, sa correction ne sera plus e�cace lors des instabilités du modèle. Ici,
nous allons construire des variantes des �ltres SEEK et SEIK dans lesquelles nous allons laisser
la base de correction évoluer, d'une manière ou d'une autre, mais avec un coût raisonnable
dans le temps, pour suivre la dynamique du modèle.

6.2 Filtre de Kalman singulier à base �xe

Après avoir remarqué dans les simulations numériques que l'erreur d'estimation initiale
a été considérablement réduite après la première correction i.e., avant même que la base de
correction ait évolué, Brasseur et al. [14] ont proposé de garder la base de correction du �ltre
SEEK �xe dans le temps. Le �ltre ainsi obtenu, appelé �ltre de Kalman singulier à base
�xe (SFEK), consiste donc à appliquer la correction du �ltre de Kalman uniquement dans les
directions parallèles aux EOFs. Ce �ltre peut être justi�é par le fait que l'état de l'océan évolue
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très lentement dans le temps, ceci nous permet de supposer que l'opérateur de transition du
modèle est proche de l'identité et donc de considérer

M(tk; tk�1) � Id: (6.2)

En reportant cette hypothèse dans l'équation d'évolution de la base de correction du �ltre
SEEK (4.10), Lk va rester �xe égale à L0. Ce nouveau �ltre opère donc en deux étapes,
après une étape d'initialisation, exactement comme le �ltre SEEK mais sans l'équation (4.10)
d'évolution de la base de correction.

1- Etape de prévision : La base de correction étant �xe, on utilise le modèle uniquement
pour calculer la prévision de l'état

Xf(tk) = M(tk ; tk�1)X
a(tk): (6.3)

2- Etape de correction : La correction de l'état prévu se fait comme dans le �ltre SEEK
mais toujours dans les directions de L0 i.e.

Xa(tk) = Xf(tk) + L0UkL
T
0H

T
kR

�1
k [Yk �HkX

f(tk)]: (6.4)

La mise à jour de la matrice Uk est alors e�ectuée par la formule

U�1k = U�1k�1 + LT0H
T
kR

�1
k HkL0: (6.5)

Les résultats de ce �ltre dépendent surtout de la représentativité de sa base de correc-
tion. Il donne des bons résultats si cette dernière représente su�samment bien la variabilité
du modèle. Cependant, les premières EOFs ne captent en général que la variabilité à longue
portée du modèle. La performance de ce �ltre peut donc se dégrader sérieusement durant les
périodes instables du modèle.

Le coût d'implémentation du �ltre SFEK, qui est bien évidement r fois moins cher que
celui du �ltre SEEK, le rend particulièrement intéressant en pratique. Il constitue ainsi un
très bon moyen pour mesurer la représentativité de la base des EOFs initiale. Il peut aussi
être utilisé pour �xer les valeurs des paramètres du �ltre SEEK comme la dimension r de la
base de correction et le facteur d'oubli.

Statistiques des erreurs

L'erreur d'observation peut être traitée exactement comme dans le �ltre SEEK. En ce qui
concerne l'erreur du modèle, on peut toujours la projeter sur la base de correction comme
dans le �ltre SEEK. Cependant, rien n'assure que la variabilité de l'erreur du modèle soit
contenue dans les EOFs. Une façon de faire est d'appliquer une analyse EOFs sur un ensemble
de vecteurs d'état entachés d'erreurs du modèle dans le but de résumer aussi la variabilité de
l'erreur du modèle dans la base des EOFs.

Une autre façon de traiter l'erreur du modèle par le �ltre SFEK, sous l'hypothèse que l'er-
reur du modèle admet une base de représentationN �xe de dimension r0 i.e. Q(tk) = NBkN

T

où N et Bk sont des matrices de taille n� r0 et r0� r0 respectivement (L'existence et le calcul
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d'une telle base à été abordé par [25, 29, 61]), est de construire une base de correction résu-
mant la variabilité des erreurs d'estimation et du modèle.

En e�et, sous cette hypothèse, on peut décomposer la matrice de covariance de l'erreur
du modèle à l'instant t1 selon

Q(t1) = NB1N
T (6.6)

où B1 est une matrice r0 � r0. Dans ce cas, la matrice de covariance de l'erreur de prévision
du �ltre SFEK à cet instant est donnée par

P f (t1) = L0U0L
T
0 +NB1N

T (6.7)

qu'on peut toujours écrire sous la forme

P f (t1) = [L0 N ] ~U1

�
LT0
NT

�
(6.8)

avec

~U1 =

�
U0 0
0 B1

�
: (6.9)

Après correction de l'état prévu dans les directions de la nouvelle base de correction
[L0 N ], la matrice de covariance de l'erreur d'analyse P a(t1) sera alors toujours de la forme

P a(t1) = [L0 N ] U1

�
LT0
NT

�
(6.10)

mais avec maintenant U1 une matrice (r+ r0)� (r+ r0) calculée à partir de l'équation

U�11 = ~U�11 +HT
1

�
LT0
NT

�
R�11 H1[L0 N ]: (6.11)

L'erreur de prévision à l'instant t2 est alors donnée par

P f (t2) = [L0 N ] U1

�
LT0
NT

�
+NB2N

T = [L0 N ] ~U2

�
LT0
NT

�
(6.12)

avec

~U2 = U1 +

�
0 0
0 B2

�
: (6.13)

En procédant comme précédemment, on peut voir facilement que les matrices de covariance
de l'erreur de prévision et d'analyse du �ltre SFEK vont évoluer d'une manière récursive de
la manière suivante

P a(tk�1) = [L0 N ] Uk�1

�
LT0
NT

�
; (6.14)

U�1k�1 = ~U�1k�1 +H
T
k�1

�
LT0
NT

�
R�1k�1Hk�1[L0 N ]; (6.15)

P f (tk) = [L0 N ] ~U�1k

�
LT0
NT

�
; (6.16)

~Uk = Uk�1 +

�
0 0
0 Bk

�
: (6.17)

On en déduit alors que les équations du �ltre SFEK restent inchangées dans ce cas, seule
l'équation de mise à jour de la matrice Uk change.
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6.3 Filtre de Kalman singulier à base asymptotique

Un moyen e�cace pour réduire les coûts des �ltres SEEK et SEIK est d'utiliser la fameuse
propriété de convergence du �ltre de Kalman vers le régime permanent (voir paragraphe 3.2),
à savoir : la matrice de covariance de l'erreur de �ltrage P a(tk) converge très rapidement vers
une matrice constante. Ainsi, on peut considérer qu'après un certain temps, la base de correc-
tion des �ltres SEEK (ou SEIK) reste constante. On peut ainsi construire un nouveau �ltre,
appelé �ltre de Kalman étendu (ou interpolé) singulier à base asymptotique et noté SAEK
(ou SAIK), qui opère exactement comme le �ltre SEEK (ou SEIK) durant les premiers pas
de �ltrage et comme le �ltre SFEK après.

Cependant, cette propriété, valable dans le cas d'un modèle linéaire et autonome (voir
paragraphe 3.2), ne peut pas être appliquée aux modèles océaniques qui sont en général non-
linéaires. Cela dit, rien n'indique que le �ltre de Kalman ne va pas converger vers un régime
�xe, car ce n'est qu'une condition su�sante. Le seul moyen de véri�er la convergence est
d'implémenter numériquement ce �ltre et de comparer ses résultats à ceux du �ltre SEEK (ou
SEIK).

En ce qui concerne le coût, ce �ltre peut être beaucoup moins coûteux que le �ltre SEEK
car sa base de correction reste �xe après une période d'initialisation (de 20 � 50 pas par
exemple) avec ce dernier (ou avec le �ltre SEIK) .

6.4 Filtre de Kalman singulier à base évolutive par intermit-
tence

Dans le cas non-linéaire mais presque-linéaire (et toujours autonome), on peut s'attendre
à ce que la matrice de covariance de l'erreur d'analyse P a(tk) tende très vite vers un régime
�semi-�xe� dans lequel elle évolue lentement. Dans ce cas, la base de correction va aussi
évoluer lentement. Nous proposons alors de faire évoluer cette base selon deux régimes, après
une période d'initialisation avec le �ltre SEEK (ou SEIK).

� Régime �xe : On garde les matrices Lk et Uk �xes dans le temps. Le tirage des états
interpolés ne sera plus e�ectué. Les étapes de prévision et de correction se font alors
exactement comme dans le �ltre SFEK en utilisant les dernières valeurs de ces matrices.

� Régime de rattrapage : Après un certain temps dans le régime �xe (2� 10 pas par
exemple) les matrices Lk et Uk et ne sont plus ce qu'elles devraient être pour une
correction plus ou moins optimale. Il faut donc redémarrer le �ltre SEEK (ou SEIK)
pour ramener ces matrices au régime semi-�xe. Concrètement, on revient à l'étape de
démarrage, en partant toutefois des dernières matrices Lk et Uk.

On obtient ainsi une nouvelle variante du �ltre SEEK appelée �ltre SIEEK (et SIEIK dans
le cadre du �ltre SEIK). Ce �ltre peut être beaucoup moins coûteux que le �ltre SEEK (ou
SEIK) du moment où le régime de rattrapage peut être assez court (1� 2 pas par exemple).
Par exemple, si on laisse la base de correction évoluer une fois tous les K pas de temps, ce
�ltre est à peu près K fois plus rapide que le �ltre SEEK (ou SEIK).
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6.5 Evolution de la base sur une grille grossière

Une autre approche pour réduire les coûts des �ltres SEEK et SEIK est de faire évoluer les
vecteurs de la base de correction sur une grille plus grossière que celle du modèle. Cela réduit
non seulement le temps de calcul mais aussi le coût de stockage de la base. L'estimation de
l'état se fait toujours sur la grille d'origine.

Cette approche a déjà été testée avec succès pour faire évoluer la matrice de covariance
de l'erreur d'estimation du �ltre de Kalman par Cohn and Tolding [20] et Fukumori and
Malanotte-Rizzoli [41]. De plus, Curi et al. [22] ont montré qu'on peut utiliser plusieurs dis-
crétisations spatiales pour les di�érentes équations d'un système continu.

Une façon intéressante serait de considérer une grille adaptative (voir Debreu [26]). Nous
pourrons aussi utiliser une approche multirésolution en adaptant le �ltrage de Kalman sur les
arbres pour propager les informations à travers les grilles de di�érentes résolutions [38, 39].
Cette approche n'a pas été étudiée dans cette thèse mais pourrait être envisagée dans un
travail ultérieur.

6.6 Filtres de Kalman singulier à base semi-évolutive

L'idée principale de ce �ltre consiste à ne faire évoluer qu'une partie de la base de cor-
rection et à garder l'autre partie �xe dans le temps. Nous présentons deux versions de ce
�ltre, appelé �ltre SSEEK (et SSEIK dans le cadre du �ltre SEIK) qui di�èrent selon le choix
des vecteurs de base qu'on laisse évoluer. A noter que la première version sera uniquement
construite dans le cadre du �ltre SEEK faute de ne pas pouvoir la formuler dans le cadre du
�ltre SEIK.

Le coût de ce �ltre dépend bien évidemment du choix du nombre des vecteurs de base qui
évoluent. Si on désigne par r1 ce dernier, ce �ltre peut être presque (r+ 1)=(r1+ 1) fois plus
rapide que les �ltres SEEK et SEIK.

A noter que l'erreur d'observation peut être traitée exactement comme dans le SEEK (ou
SEIK), tandis que le seul moyen de considérer l'erreur du modèle est de la projeter sur la base
de correction.

6.6.1 Première version

On sait que les premières EOFs captent la plupart de la variabilité du modèle. Par ailleurs,
la variabilité contenue dans les dernières EOFs peut être assez faible. On peut alors estimer
que les premières EOFs sont bien plus stables que les dernières. D'où l'idée de ce �ltre qui
consiste à garder les r0 premières EOFs �xes dans le temps et à ne faire évoluer que les
r1 = r � r0 derniers vecteurs de la base.

Le �ltre ainsi obtenu opère en deux étapes, après une étape d'initialisation, comme le �ltre
SEEK. Cependant et pour des raisons de stabilité numérique, nous proposons de normaliser,
à chaque pas de �ltrage, les vecteurs de la base qui évoluent pour éviter que leurs normes
ne deviennent trop grandes par rapport à celles des vecteurs qui restent �xes. Pour cela, il
faut diviser les vecteurs qui évoluent par une constante appropriée, et à chaque fois qu'on fait
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cela, on doit diviser la ligne et la colonne de Uk de même indice que ces vecteurs par la même
constante. Le but de cette manoeuvre est de garder la décomposition de P a(tk) sous la forme
LkUkL

T
k .

1- Etape de prévision : On utilise le modèle (3.1) pour prévoir l'état du système

Xf(tk) = M(tk; tk�1)X
a(tk�1) (6.18)

et pour mettre à jour la partie qui évolue de la base de correction i.e.

Lk = [ Lr00
... M(tk; tk�1)L

r1
k�1 ]; (6.19)

où Lr00 et Lr1k�1 contiennent les premières r0 EOFs et les dernières r1 colonnes de Lk�1
respectivement.

Finalement, pour normaliser les vecteurs de base qui évoluent pour que leurs normes
soient égales à une constante donnée c, on remplace le jème vecteur de Lr1k par le vec-

teur (c=kLr1;jk k)Lr1;jk et on multiplie ensuite la jème colonne et la jème ligne de la matrice

Uk�1 par c=kLr1;jk k.

2- Etape de correction : La nouvelle observation Y o
k à l'instant tk est utilisée pour cor-

riger l'état prévu selon

Xa(tk) = Xf(tk) + Gk[Y
o
k �HkX

f(tk)]; (6.20)

où Gk est la matrice de gain donnée par

Gk = LkUkL
T
kH

T
kR

�1
k ; (6.21)

et la matrice Uk est toujours calculée à partir de la formule

U�1k = U�1k�1 + LTkH
T
kR

�1
k HkLk: (6.22)

En ce qui concerne le choix de la norme des vecteurs qui évoluent, on peut la moduler en
fonction des erreurs de �ltrage. A cet égard, nous estimons que la racine carrée de la moyenne
des normes des EOFs (qui sont égales aux valeurs propres associées) constitue un bon choix.

6.6.2 Deuxième version

L'idée de ce �ltre consiste essentiellement à garder �xe la partie de la base qui contribue
le moins à la représentation de l'erreur, dans le but de réduire l'e�et de la garder �xe. Pour
cela, partons de la décomposition de la matrice de covariance de l'erreur d'analyse à l'instant
tk sous la forme

P a(tk�1) = Lk�1Uk�1L
T
k�1: (6.23)

En décomposant U�1k�1 par la méthode de Cholesky selon Ck�1C
T
k�1, on peut représenter

P a(tk�1) comme

P a(tk�1) = Lk�1(C
�1
k�1)

T�k�1�
T
k�1C

�1
k�1L

T
k�1 = ~Lk�1 ~L

T
k�1; (6.24)
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où la nouvelle base de correction ~Lk�1 est dé�nie par

~Lk�1 = Lk�1(C
�1
k�1)

T�k�1 (6.25)

et ceci pour toute matrice carrée orthogonale �k�1.

Cette décomposition est valable pour toute matrice orthogonale�k�1, on peut alors choisir
�k�1 de manière à ce que les colonnes de ~Lk�1 soient orthogonales et rangées dans l'ordre
croissant de leurs normes, et ceci selon une métrique donnéeM dans l'espace d'état. On peut
donc décomposer la matrice de covariance de l'erreur d'analyse en deux parties

P a(tk�1) = ~Lr0k�1
~Lr0 Tk�1 +

~Lr1k�1
~Lr1 Tk�1: (6.26)

où ~Lr0k�1 et ~Lr1k�1 contiennent les premières r0 et dernières r1 = r � r0 colonnes de la base
~Lk�1. Nous proposons alors de faire évoluer uniquement la deuxième partie de la matrice
de covariance de l'erreur, à savoir ~Lr1k�1

~Lr1 Tk�1, avec l'équation d'évolution de la base du �ltre
SEEK (ou SEIK).

Reste à trouver une matrice �k�1 qui véri�e les conditions précédentes, à savoir les co-
lonnes de la matrice ~Lk�1 sont orthogonales entre elles et rangées dans l'ordre croissant de
leurs normes selon une métrique M. Pour cela, il su�t de prendre comme �k�1 la matrice
dont les colonnes sont les vecteurs propres de la matrice

[C�1k�1L
T
k�1]M[C�1k�1L

T
k�1]

T (6.27)

rangés dans l'ordre croissant selon leurs valeurs propres. En e�et, si on choisit �k�1 comme
précédemment, il existe une matrice diagonale � contenant les valeurs propres de la matrice
[C�1k�1L

T
k�1]M[C�1k�1L

T
k�1]

T rangées dans l'ordre croissant sur sa diagonale qui véri�e

�T
k�1[C

�1
k�1L

T
k�1]M[C�1k�1L

T
k�1]

T�k�1 = �: (6.28)

Puis, par dé�nition de ~Lk�1, on peut écrire

~LTk�1M~Lk�1 = �; (6.29)

ce qui montre que les colonnes de ~Lk�1 sontM�orthogonales entre elles et de normes égales
aux valeurs propres de la matrice [C�1k�1L

T
k�1]M[C�1k�1L

T
k�1]

T qui ont été, par dé�nition, ran-
gées dans l'ordre croissant.

� Dans le cadre du �ltre SEEK

Ce �ltre opère en deux étapes après une étape d'initialisation, comme suit.

1- Etape de prévision : Comme dans le �ltre SEEK, on utilise le modèle pour calcu-
ler l'état prévu à l'instant tk . D'après notre discussion précédente, on va faire évoluer
uniquement les r1 derniers vecteurs de la nouvelle base ~Lk par l'équation du SEEK i.e.

Lk;j =

�
~Lk�1;j pour j = 1; : : : ; r0
M(tk; tk�1)~Lk�1;j pour j = r0 + 1; : : : ; r:

(6.30)
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1- Etape de correction : L'étape de correction de ce �ltre se fait alors comme dans le
�ltre SEEK par

Xa(tk) = Xf(tk) + Gk[Y
o
k �HkX

f(tk)]; (6.31)

où Gk est la matrice de gain donnée par

Gk = LkUkL
T
kH

T
kR

�1
k ; (6.32)

mais la matrice Uk est maintenant mise à jour par la formule

U�1k = Id + LTkH
T
kR

�1
k HkLk: (6.33)

Cette formule est due à la nouvelle factorisation de P a(tk) selon (6.24).

� Dans le cadre du �ltre SEIK

On considère la matrice ~Lk comme précédemment, c'est à dire de sorte que

P a(tk�1) = ~Lr0k�1
~Lr0 Tk�1 +

~Lr1k�1
~Lr1 Tk�1 (6.34)

Le but étant de faire évoluer uniquement la partie ~Lr1k
~Lr1 Tk de la base de correction comme

dans le �ltre SEIK, on va tirer seulement r1 + 1 états interpolés Xa
j (tk) qui véri�ent

Xa(tk�1) =
1

r1 + 1

r1+1X
j=1

Xa
j (tk�1); (6.35)

~Lr1k�1
~Lr1 Tk�1 =

1

r1 + 1

r1+1X
j=1

[Xa
j (tk�1)�Xa(tk�1)][X

a
j (tk�1)�Xa(tk�1)]

T : (6.36)

Selon ce choix, l'implémentation de ce �ltre dans le cadre du �ltre SEIK se fait toujours
en trois étapes après un étape d'initialisation, comme suit.

1- Tirage des états interpolés : Après avoir tiré une matrice aléatoire 
k�1 de dimension
(r1 + 1)� r1 dont les colonnes sont des vecteurs orthonormés dans IRr1+1 orthogonaux
au vecteurs (1; : : : ; 1)T , on construit les r1 états interpolés X

a
j (tk�1) de ce �ltre comme

dans le �ltre SEIK. Seules les matrices Lk�1 et Ck�1 sont remplacées par ~Lr1k�1 et la
matrice identité respectivement i.e.

Xa
j (tk�1) = Xa(tk�1) +

p
r1 + 1~Lr1k�1


T
k�1;j pour j = 1; : : : ; r1+ 1 (6.37)

où 
k�1;j désigne la jème ligne de 
k�1.

Si on pose maintenant

�Lk =
h
~Lk;1 � � � ~Lk;r0 ; [Xa

1(tk) � � �Xa
r1+1(tk)]T

i
; (6.38)

où T est la même matrice que dans le SEIK donnée par (5.12) mais avec r1 à la place
de r, la matrice de covariance de l'erreur d'analyse peut s'écrire comme

P a(tk) = �Lk

�
Id 0
0 (r1 + 1)TTT

��1
�LTk : (6.39)

A noter que la matrice (r1 + 1)TTT contient r1 + 1 sur sa diagonale et �1 ailleurs.
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2- Etape de prévision : On applique l'opérateur de transition M(tk; tk�1) sur les états

interpolés Xa
j (tk�1) pour les ramener aux états Xf

j (tk) à l'instant tk, c'est à dire

Xf
j (tk) = M(tk ; tk�1)X

a
j (tk�1) pour j = 1; : : : ; r1 + 1: (6.40)

On prend alors comme état prévu Xf(tk) le barycentre des états interpolés prévus

Xf
j (tk) et on approche la matrice de covariance de l'erreur de prévision par la matrice

P f (tk) � ~Lr0k
~Lr0 Tk +

1

r1 + 1

r1+1X
j=1

[Xf
j (tk)�Xf(tk)][X

f
j (tk)�Xf(tk)]

T (6.41)

qu'on peut toujours représenter sous la forme

P f (tk) = Lk

�
Id 0
0 (r1 + 1)TTT

��1
LTk (6.42)

avec la nouvelle base de correction

Lk =
h
~Lk�1;1 � � � ~Lk�1;r0 ; [Xf

1 (tk) � � �Xf
r1+1

(tk)]T
i
: (6.43)

3- Etape de correction : D'après la nouvelle forme de P f (tk), la mise à jour de la matrice
Uk se fait par la formule

U�1k =

�
Id 0
0 (r1 + 1)TTT

�
+ (HL)TkR

�1
k (HL)k; (6.44)

où

(HL)k =
h
Hk

~Lk�1;1 � � �Hk
~Lk�1;r0 ; [HkX

f
1 (tk) � � �HkX

f
r1+1

(tk)]T
i
: (6.45)

Reste à corriger le vecteur de prévision par la même formule de correction que le �ltre
SEIK, à savoir

Xa(tk) = Xf(tk) + LkUk(HL)
T
kR

�1
k [Y o

k �HkX
f(tk)]: (6.46)

La matrice de covariance des erreurs d'analyse est alors donnée par

P a(tk) = LkU
�1
k LTk ; (6.47)

ce qui nous permet d'enchainer à l'étape de tirage suivante.

On note �nalement que les formules (6.39), (6.42) et (6.47) servent uniquement à justi�er
les calculs précédents et que l'algorithme du �ltre ne nécessite en aucun cas le calcul de P a(tk)
et P f (tk).

6.7 Doublement de la base de correction

Dans ce paragraphe, nous allons présenter une nouvelle méthode qui va nous permettre
de �doubler� la dimension de la base de correction r des �ltres SEEK et SEIK sans vraiment
augmenter leurs coûts de calcul. Notre idée consiste à ajouter à la base de correction les
vecteurs vitesse des trajectoires du système.
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6.7.1 Etude préléminaire

Plaçons-nous tout d'abord dans un cadre général. Considérons alors un vecteur d'état
X(t) régi par un système di�érentiel

dX

dt
= F (X(t); t): (6.48)

qu'on suppose quasi-autonome au sens où le gradient de F (�; t), noté F(�), est indépendant
de t (ce qui est équivalent à dire que F (X(t); t) est la somme d'une fonction de X et d'une
fonction de t). On note aussi par M(tk; tk�1) l'opérateur de transition du système précédent
de l'instant tk�1 à tk .

Rappelons que le jème vecteur Lk;j de la base de correction Lk du �ltre SEEK évolue selon
la formule

Lk;j =M(tk; tk�1)Lk�1;j (6.49)

où M(tk; tk�1) désigne le gradient de M(tk; tk�1) évalué au point Xa(tk). Ce gradient est tel
que la fonction vectorielle v dé�nie par

v(t) =M(t; tk�1)Lk�1;j ; (6.50)

est solution du système di�érentiel

�
dv=dt = F(Xa(tk�1))v(t)
v(tk�1) = Lk�1;j :

(6.51)

On pose maintenant vh(t) = v(t+ h), on a

d(
vh � v

h
)=dt =

F(Xa(t+ h))�F(Xa(t))

h
vh(t) + F(X

a(t))
vh(t)� v(t)

h
: (6.52)

Si le modèle est presque linéaire, cela signi�e que le terme F(Xa(tk�1)) varie très peu avec t.
On peut alors estimer que le premier terme de l'équation (6.52) est négligeable par rapport
au deuxième pour des valeurs de h assez petites. On peut donc écrire

lim
h!0

d(vh � v=h)

dt
� lim

h!0
F(Xa(tk�1))

vh(t)� v(t)

h
; (6.53)

ce qui est équivalent à dire que la limite v de (vh � v)=h quand h tend vers zéro est solution
du système

dv

dt
� F(Xa(tk�1))v: (6.54)

Il s'en suit

v(tk) �M(tk ; tk�1)v(tk�1): (6.55)

Comme, par construction,v(tk�1) et v(tk) ne sont autres que F(Xa(tk�1))Lk�1;j et F(Xa(tk))Lk;j
respectivement, l'équation précédente est donc équivalente à

F(Xa(tk))Lk;j �M(tk; tk�1)F(X
a(tk�1))Lk�1;j: (6.56)
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On reconnaît dans la dernière équation la formule l'équation d'évolution de la base de cor-
rection du �ltre SEEK mais avec F(Xa(t:))L:;i à la place de L:;i. Ainsi, si F(X

a(tk�1))Lk�1;j
était un vecteur de la base de correction à l'instant tk�1 alors F(Xa(tk))Lk;j le serait aussi
à l'instant tk . Cette remarque va nous permettre de �doubler� la dimension de la base de
correction des �ltres SEEK et SEIK sans vraiment augmenter leurs coûts de calcul. En e�et,
si on initialise la base de correction des ces �ltres par la matrice

�L0 =
h
L0;1 � � �L0;r;F(X

a(t0))L0;1 � � �F(Xa(t0))L0;r

i
; (6.57)

la base de correction à l'instant tk peut être approchée par la matrice

�Lk =
h
Lk;1 � � �Lk;r;F(Xa(tk))Lk;1 � � �F(Xa(tk))Lk;r

i
(6.58)

où L0 est la base des EOFs et Lk évoluent récursivement comme dans les �ltres SEEK et
SEIK. Donc, pour calculer la base de correction à l'instant tk , on a seulement à calculer ses r
premières colonnes et ensuite à déduire ses r dernières colonnes à partir des dernières via la
multiplication par la matrice F(Xa(tk)).

Comme dans les pargraphes précédents, on va commencer par présenter ce nouveau �ltre,
appelé �ltre de Kalman singulier à base double, dans le cadre du �ltre SEEK, appelé SDEEK,
avant de développer sa version interpolée appelée SDEIK.

6.7.2 Dans le cadre du �ltre SEEK

Le �ltre SDEEK opère en deux étapes, après une étape d'initialisation, comme le �ltre
SEEK . Seule l'évolution de la deuxième moitié de la base de correction Lk change et elle sera
remplacée par (6.56). A noter que la dimension de la base de correction, après l'avoir doublée,
devient égale à 2r.

� Initialisation : On suppose qu'on possède une estimation X0 de l'état à l'instant initial
t0 et la matrice de covariance de l'erreur associée P0 approchée, à l'aide d'une analyse
EOFs, par une matrice de rang r selon P0 = L0U�1L

T
0 (où L0 est de taille n � r).

On double tout d'abord la matrice L0 en lui rajoutant, pour j = 1; : : : ; r, les vecteurs
F(Xa(t0))L0;j a�n d'obtenir la matrice �L0 de taille n � 2r. La première correction se
fait alors par une analyse objective comme dans le �ltre SEEK, à savoir par l'équation

Xa(t0) = X0 + �L0
�U0
�LT0H

T
0R

�1
0 [Y o

0 �H0X0] (6.59)

où

�U�10 = �LT0H
T
0R

�1
0 H0

�L0: (6.60)

Selon ce choix, on peut prendre la matrice de covariance de l'erreur d'analyse initiale
comme

P a(t0) = �L0
�U0
�LT0 : (6.61)

1- Etape de prévision : On utlise le modèle pour calculer l'état prévu

Xf(tk) = M(tk; tk�1)X
a(tk�1) (6.62)
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et faire évoluer les r premiers vecteurs de la base de correction Lk selon

�Lk;j =M(tk; tk�1)�Lk�1;j pour j = 1; : : : ; r: (6.63)

Ensuite, on calcule la deuxième moitié de la base à partir de la première par la formule

�Lk;r+j = F(X
a(tk�1))Lk;j pour j = 1; : : : ; r: (6.64)

1- Etape de correction : L'étape de correction de ce �ltre est identique à celle du �ltre
SEEK. Ainsi,

Xa(tk) = Xf(tk) + Gk[Y
o
k �HkX

f(tk)]; (6.65)

où Gk est la matrice de gain donnée par

Gk = �Lk �Uk �L
T
kH

T
kR

�1
k (6.66)

et la matrice �Uk toujours mise à jour par la formule

�U�1k = �U�1k�1 +
�LTkH

T
kR

�1
k Hk

�Lk: (6.67)

En pratique, on calcule F(Xa(tk))Lk;j par la formule approchée

F(X(tk))Lk;j =
1

�

h
F (X(tk) + �Lk;j ; tk)� F (X(tk); tk)

i
; (6.68)

où � est une constante adéquatement choisie. Par ailleurs, F (X(tk); tk) peut être obtenu à
partir de la discrétisation temporelle du système (6.48) selon le schéma d'Euler, à savoir

F (X(t); t) =
1

Æ

h
M(t+ Æ; t)X(t)�X(t)

i
; (6.69)

où Æ est le pas de temps du code numérique.

6.7.3 Dans le cadre du �ltre SEIK

Nous allons présenter maintenant la version interpolée de ce �ltre, appelée �ltre SDEIK.
Elle consiste en trois étapes comme dans le �ltre SEIK à la suite d'une étape d'initialisation.

� Initialisation : Comme précédemment, on démarre à l'instant initial t0 de X0 et P0 =
L0U�1L

T
0 . Le tirage des r premiers états interpolés se fait habituellement par la formule

Xa
j (t0) = X0 +

p
r + 1L0(
0;jC

�1
�1)

T ; pour j = 1; : : : ; r+ 1 (6.70)


0 est une matrice aléatoire de r colonnes orthonormées dans IRr+1 et orthogonales
au vecteur (1; : : : ; 1)T et 
0;j désigne la jème ligne de la matrice 
0 et C�1 est la
décompostion de Cholesky de U�1�1 . Le nombre des états interpolés sera ensuite �doublé�
en considérant les nouveaux états interpolés

_Xa
j (t0) = F (Xa

j (t0); t0) pour j = 1; : : : ; r+ 1: (6.71)

La base de correction initiale est alors supposée égale à

�L0 =
h
[Xf

a (t0) � � �Xa
r+1(t0)]T ; [ _X

a
1 (t0) � � � _Xa

r+1(t0)]T
i
: (6.72)

où T est comme dans le �ltre SEIK. La première correction se fait alors exactement
comme dans le �ltre SDEEK.
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1- Tirage des états interpolés : Nous démontrerons dans la suite qu'au début du (k �
1)ème pas, on possède une décomposition de la matrice de covariance de l'erreur d'analyse
sous la forme

P a(tk�1) = �Lk�1 �Uk�1 �L
T
k�1; (6.73)

où la nouvelle base de correction �Lk est donnée par

�Lk�1 =
h
[Xf

1 (tk�1) � � �Xf
r+1(tk�1)]T ; [

_Xf
1 (tk�1) � � � _Xf

r+1(tk�1)]T
i
; (6.74)

avec

_Xf
j (tk�1) = F (Xf

j (tk�1); tk�1) (6.75)

et �Uk�1 est une matrice de taille 2r�2r à déterminer. De plus, l'état d'analyse Xa(tk�1)

est une combinaison linéaire des états interpolés Xf
j (tk�1) dont la somme des coe�cients

est égale à 1.

Décomposons tout d'abord le bloc r� r du coin supérieur gauche de �U�1k�1 de la matrice
�U�1k�1 par la méthode de Cholesky en CkC

T
k et considérons une matrice aléatoire 
k�1

de r colonnes orthonormées dans IRr+1 et orthogonales au vecteur (1; : : : ; 1)T . On peut
alors représenter P a(tk�1) comme

P a(tk�1) = �Lk�1

�
(
k�1C

�1
k�1)

TT 0

0 (
k�1C
�1
k�1)

TT

�
(r + 1) ~Uk�1 (6.76)

�
TT (
kC

�1
k�1) 0

0 TT (
kC
�1
k�1)

�
�LTk�1

où

~U�1k�1 = (r + 1)

�
TT (
kC

�1
k�1) 0

0 TT (
kC
�1
k�1)

�
(6.77)

�U�1k�1

�
(
k�1C

�1
k�1)

TT 0

0 (
k�1C
�1
k�1)

TT

�

En remarquant que par construction, le bloc r � r du coin supérieur gauche de ~Uk�1
est la matrice (r + 1)TTT (qui a pour terme diagonaux r et non diagonaux �1), on
construit les (r + 1) états interpolés comme dans le �ltre SEIK, à savoir

Xa
j (tk�1) = Xa(tk�1) +

p
r + 1Lk�1(


j
k�1C

�1
k�1)

T ; (6.78)

où Lk�1 est la matrice formée par les r premières colonnes de �Lk�1 et 
j
k�1 désigne la

jème ligne de la matrice 
k�1.

Comme Lk�1(
k�1C
�1
k�1)

T = [Xf
1 (tk�1) � � �Xf

r+1(tk�1)]T (
k�1C
�1
k�1)

T , la formule (6.78)

montre que Xa
j (tk�1) est une combinaison linéaire de Xf

1 (tk�1), : : : , X
f
r+1(tk�1). De

plus, comme la somme des composantes de chaque colonne de la matrice T est égale
à zero, les coe�cients de cette combinaison linéaire ont pour somme égale à 1. En
assimilant la fonction F (�; tk�1) à son interpolation linéaire basée sur les pointsXf

1 (tk�1),
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: : : , Xf
r+1(tk�1), on peut aussi écrire les états interpolés _Xa

j (tk�1) = F (Xa
j (tk); tk)

comme une combinaison linéaire de _Xf
1 (tk�1), : : : ,

_Xf
r+1(tk�1) de mêmes coe�cients

que Xa
j (tk�1). Par conséquent, on peut écrire

P a(tk�1) �
h
[Xa

1 (tk�1) � � �Xa
r+1(tk�1)]T

... [ _Xa
1(tk�1) � � � _Xa

r+1(tk�1)]T
i

~U�1k�1

h
[Xa

1 (tk�1) � � �Xa
r+1(tk�1)]T

... [ _Xa
1 (tk�1) � � � _Xa

r+1(tk�1)]T
iT
: (6.79)

2- Etape de Prévision : On applique l'opérateur de transitionM(tk ; tk�1) pour faire évo-

luer les états interpolés Xa
j (tk�1) a�n d'obtenir les états Xf

j (tk) à l'instant de prévision

tk. L'état prévu Xf(tk), avant l'observation Yk+1, est bien entendu égal au barycentre

des états interpolés Xf
1 (tk), : : : , X

f
r+1(tk). Suivant ce choix, la matrice de covariance

des erreurs de prévision (dans le cas d'un modèle imparfait) est donnée par

P f (tk) = �Lk ~Uk�1 �L
T
k ; (6.80)

où la nouvelle base de correction est donnée par

�Lk =
h
[Xf

1 (tk) � � �Xf
r+1(tk)]T

... [ _Xf
1 (tk) � � � _Xf

r+1(tk)]T
i
: (6.81)

On rappele que cette formule sert seulement à justi�er les calculs qui suivent et que
l'algorithme du �ltre ne nécessite en aucun cas le calcul de P f (tk).

3- Etape de Correction : On calcule tout d'abord

�U�1k = � ~U�1k�1 + (H�L)Tk (H
�L)k; (6.82)

où (H�L)k est la matrice donnée parh
[HkX

f
1 (tk) � � �HkX

f
r+1(tk)]T

... [Hk
_Xf
1 (tk) � � �Hk

_Xf
r+1(tk)]T

i
: (6.83)

On corrige alors l'état prévu par la formule

Xa(tk) = Xf(tk) + �Lk �Uk(H�L)TkR
�1
k [Yk �HkX

f(tk)]: (6.84)

Cette formule montre que Xa(tk) est une combinaison linéaire des Xf
j (tk) dont les co-

e�cients ont pour somme 1. De plus, la matrice de covariance des erreurs d'analyse est
bien de la forme annoncée dans (6.76).

� Calcul numérique des _Xa
i : Comme dans le �ltre SDEEK, on peut utiliser le schéma de

discrétisation temporelle d'Euler du système (6.48) pour calculer

_X(t) =
1

Æ

h
M(t+ Æ; t)X(t)�X(t)

i
: (6.85)

6.8 Applications au modèle OPA

Nous avons remarqué que les variantes du �ltre SEIK se comportent mieux que celles du
�ltre SEEK lorsqu'elles sont implémentées dans les mêmes conditions. Nous présenterons alors
les résultats des �ltres interpolés uniquement. Seuls les résultats de la première version du
�ltre SSEEK seront présentés car une version interpolée de ce �ltre n'a pas pu être construite
pour des raisons techniques. Le �ltre SEIK sera considéré comme une référence pour mesurer
les performances de tous les autres �ltres.
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6.8.1 Performances des variantes du �ltre SEEK

Nous présentons tout d'abord séparément les résultats d'assimilation de toutes les formes
dégradées du �ltre SEIK. A noter que dans toutes ces expériences, le modèle a été supposé
parfait, le facteur d'oubli � = 0:8, les observations sont altimétriques simulées sur toute la
première couche et, lorsqu'on ne précise pas, la dimension de la base de correction est égale à
30.

Filtre SFEK

Ce �ltre a été largement utilisé dans nos expériences pour �xer les paramètres de nos
�ltres (comme le facteur d'oubli et la dimension de la base de correction ...) pour son coût
très économique. Ici, nous allons tout d'abord présenter les résultats de ce �ltre avec une base
de correction de dimension 30 et 35 respectivement. Dans ce cas, le �ltre SFEK a été presque
30 fois plus rapide que le �ltre SEIK.

On peut voir sur la �gure FIG. 6.1 que le �ltre SFEK �lter se comporte relativement
bien durant la période stable. Ses performances se dégradent lors des instabilités du modèle.
Comme les performances de ce �ltre dépendent surtout de la représentativité de sa base de
correction, on peut estimer que l'analyse EOFs n'a pas réussi à capturer une grande partie de
la variabilité de l'océan, particulièrement celle associée aux périodes instables du modèle.

On peut aussi remarquer que l'augmentation du nombre des EOFs dans la base de correc-
tion n'améliore pas les résultats de ce �ltre. Cela peut être expliqé par le fait que le pourcentage
d'inertie absorbé par l'analsye EOFs se stabilise rapidement lorsque le nombre des EOFs aug-
mente. De plus, les dernières EOFs ne sont presque jamais déterminées exactement à cause des
�uctuations statistiques et aussi de l'utilisation d'une séquence historique pas assez longue.
Plus important encore dans les applications réelles, le modèle peut être entaché d'erreurs et
donc une analyse EOFs basée sur une simulation du modèle sera elle aussi entachée d'erreurs.
On estime que de telles erreurs a�èctent surtout les dernières EOFs parce qu'elles sont les
plus instables numériquement.

Nous avons aussi conduit une expérience avec le �ltre SFEK lorsque l'erreur du modèle
n'est pas supposée nulle. Les 30 vecteurs de la base de correction EOFs de ce �ltre ont été
augmentés respectivement par 10 et 20 vecteurs de la base de l'erreur du modèle comme dans
le paragraphe 6.2 (pour la construction de cette base, voir paragraphe 5.4.2).

FIG. 6.2 compare le résultat de cette expérience avec ceux du même �ltre mais sans erreur
du modèle. Contrairement aux résultats obtenus avec le �ltre SEIK avec erreur du modèle,
la performance du �ltre à base �xe semble s'améliorer lorsqu'on ajoute à la base EOFs les
modes de l'erreur du modèle. De plus, on peut aussi noter que le fait d'augmenter le rang de
la base de l'erreur du modèle ne change pratiquement pas les résultats de ce �ltre avec erreur
du modèle.

Filtre SAIK

Nous avons conduit deux expériences avec le �ltre SAIK dans lesquelles nous avons fait
évoluer la base de correction les 50 et 125 premiers pas de �ltrage avec le �ltre SEIK pour
atteindre un régime permanent. La base de correction a été ensuite gardée �xe durant toute
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Fig. 6.1 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEIK et SFEK avec 30 et 35 EOFs
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Fig. 6.2 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SFEK sans et avec (10 et 20 vecteurs
de la base de l') erreur du modèle
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la période d'assimilation. Selon ces choix, le �ltre SAIK a été respectivement 5 et 2 fois plus
rapide que le �ltre SEIK. Nous constatons d'après les résultats tracés dans FIG. 6.3 que le
�ltre SAIK se comporte mal durant la période instable, ce qui met en question l'existence
du régime permanent. On peut aussi remarquer que l'augmentation de la durée de la période
d'initialisation (de 50 à 125) avec le �ltre SEIK améliore un peu la performance de ce �ltre.
Cela peut être expliqué par le fait que dans la deuxième expérience, l'évolution de la base de
correction a été arrêtée au début de la période instable du modèle. Ainsi, elle a pu absorber
une partie de la structure de la variabilité instable du modèle, ce qui n'était pas le cas de la
base de la première expérience dont l'évolution a pris �n durant la période stable.

Filtre SIEIK

Nous avons laissé la base de correction du �ltre SIEIK évoluer une fois tous les 2 et 5 pas
de temps, après une étape d'initialisation de 10 pas avec le �ltre SEIK. Ainsi, ce �ltre a été
respectivement presque 2 et 6 fois plus rapide que le �ltre SEIK.

Les résultats de ces expériences tracés dans FIG. 6.4 (et les �gures de l'Annexe C) sont
très encourageants. De plus, ce �ltre semble bien se comporter durant la période instable du
modèle grâce à la mise à jour régulière de sa base de correction. La bonne performance de ce
�ltre (durant la période stable) semble con�rmer notre hypothèse sur l'existence d'un régime
semi-�xe pour un modèle autonome presque-linéaire. De plus, comme on peut s'attendre,
les résultats de ce �ltre dépendent principalement de la longueur de ses régimes �xe et de
rattrapage, notéesKf etKu respectivement. Plus précisément, sa performance est une fonction
décroissante de Kf et une fonction croissante de Ku.

Filtre SSEIK

Pour tester le �ltre SSEIK, nous avons choisi de faire évoluer 1 puis 3 vecteurs de sa
base de correction. Ce �ltre a donc été presque 15 et 8 fois plus rapide que le �ltre SEIK.
D'après les résultats tracés dans la �gure FIG. 6.5, on peut voir que ce �ltre est très sensible
à l'instabilité du modèle. En e�et, après une très bonne conduite durant la période stable du
modèle, les résultats du �ltre SSEIK se sont rapidement dégradés durant la période instable.
Paradoxalement, le fait de faire évoluer plus de vecteurs de la base de correction (de 1 à 3)
n'a pas apporté des améliorations, mais au contraire, à la performance de ce �ltre pendant
l'instabilité du modèle.

Filtres SSEEK

Nous nous sommes aussi intéressés aux résultats du �ltre SSEEK première version (sera
noté par SSEEK1). On rappele que nous n'avons pas pu construire une version interpolée
de ce �ltre pour des raisons techniques. Nous comparons aussi ses résultats à ceux du �ltre
SSEEK deuxième version (noté SSEEK2).

Dans ce but, nous avons implémenté les �ltres SSEEK1 et SSEEK2 dans les mêmes condi-
tions mais avec 1 et 3 vecteurs de la base de correction qui évoluent pour le premier et 1
seul vecteur pour le deuxième. La �gure FIG. 6.6 montre les résultats de ces expériences. La
performance du �ltre SSEEK1 est assez satisfaisante et semble être plus performant que le
�ltre SSEEK2 surtout lorsqu'on augmente le nombre des vecteurs de la base qui évoluent. De
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Fig. 6.3 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEIK et SAIK avec une base �xe
après 50 et 125 pas d'initialisation avec le �ltre SEIK



82 Applications au modèle OPA

0 50 100 150 200 250
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
SEIK   
SEIIK−5
SEIIK−2

Vitesse Zonale 

0 50 100 150 200 250
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1
SEIK   
SEIIK−5
SEIIK−2

Vitesse Méridionale 

0 50 100 150 200 250
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
SEIK   
SEIIK−5
SEIIK−2

Salinité 

0 50 100 150 200 250
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
SEIK   
SEIIK−5
SEIIK−2

Température 

0 50 100 150 200 250
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
SEIK   
SEIIK−5
SEIIK−2

Pression de Surface 

Fig. 6.4 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEIK et SIEIK avec évolution de
la base 1 pas tous les 2 et 5 pas de temps
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Fig. 6.5 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEIK et SSEIK avec évolution de
1 et 3 vecteurs de la base
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plus, on peut remarquer que la performance de ce �ltre croit avec le nombre des vecteurs qui
évoluent, ce qui n'était pas le cas du �ltre SSEEK2.

Filtre SDEIK

En ce qui concerne les résultats du �ltre SDEIK qui ont été quelque peu décevants (voir
FIG. 6.7), une base évolutive de 15 vecteurs a été doublée selon (6.81) pour obtenir une base 30
vecteurs. Nous avons aussi fait démarrer ce �ltre par 10 pas avec le �ltre SEIK pour atteindre
un régime plus stable. Selon ce choix, le �ltre SDEIK a été presque deux fois plus rapide que
le �ltre SEIK. Malgré un très bon comportement durant la période instable du modèle, les
résultats de ce �ltre se dégradent sérieusement, spécialement dans les couches supérieures,
dans la période instable. Les mauvais résultats du �ltre SDEIK dans les couches supérieures
nous laissent présumer que ce �ltre est très sensible aux termes de forçage.

6.8.2 Comparaison entre les variantes du �ltre SEIK

Nous allons comparer dans ce paragraphe les performances des di�érentes variantes du
�ltre SEIK, à savoir les �ltres SFEK, SIEIK et SSEIK qui ont été implémentés dans les
mêmes conditions. Nous avons choisi de faire évoluer la base de correction du �ltre SIEIK
une fois tous les 2 pas de �ltrage et 1 vecteur seulement de la base du �ltre SSEIK. Ainsi, les
�ltres SFEK, SSEIK et SIEIK ont été respectivement presque 30, 15 et 2 fois plus rapides que
le �ltre SEIK. Le �ltre SEIK étant toujours considéré comme référence. On peut voir dans
la �gure FIG. 6.8 que les formes dégradées du �ltre SEIK assimilent très bien les variables S
et T . Bien que leurs performances avec la vitesse horizontale se dégradent durant la période
instable du modèle, le �ltre SIEIK semble bien se tenir durant cette période. En conclusion,
la comparaison entre ces �ltres montrent que le �ltre SIEIK donne les meilleurs résultats par
rapport au �ltre SEIK, mais n'oublions pas que c'est avec le coût le plus élevé.

6.8.3 Sensiblité par rapport aux systèmes d'observation

Pour étudier la sensibilité de nos �ltres par rapport à la nature et à la distribution spatio-
temporelle des observations, on va utiliser le �ltre SFEK à base �xe, d'une part parce qu'il est
le plus économique et d'autre part parce qu'on estime que tous les autres �ltres se comportent
d'une manière similaire avec les obervations. Le rang de la base de correction et le facteur
d'oubli étant toujours égaux à 30 et 0:8 respectivement.

Ainsi, nous avons implémenté, dans les mêmes conditions (dimension de la base r = 30
et facteur d'oubli � = 0:8), le �ltre SFEK avec des observations : (i) de la hauteur libre de
l'océan sur toute la surface tous les jours, (ii) de la hauteur libre de l'océan sur la trace du
satellite T/P tous les 3 jours, (iii) de la température de surface et de subsurface aux points
géographiques des mouillages pour le réseau TAO tous les jours, et (iv) par une combinaison
de (ii) et (iii).

Les résultats de ces expériences qui sont tracés dans FIG. 6.9 montrent que les observations
T/P contrôlent les diverses variables du modèle aussi bien que les observations sur toute la
surface. Cela peut être justi�é par le fait que deux observations en deux positions spatiales
proches n'apportent pas plus d'informations au �ltre car sa base de correction �contient� les
corrélations spatio-temporelle entre les variables. En ce qui concerne les observations TAO, on
peut voir que l'utilisation de ces observations ne su�t pas à elle seule à bien assimiler les autres
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Fig. 6.6 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEIK, SEEK1 avec 1 et 3 vecteurs
de la base qui évoluent et SSEEK2 avec 1 vecteur qui évolue
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Fig. 6.7 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEIK et SDEIK
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Fig. 6.8 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEIK, SFEK, SSEIK et SIEIK



88 Applications au modèle OPA

variables, à cause de leur petit nombre. En e�et, nous avons pu constater cela après avoir com-
paré les résultats d'assimilation des données TAO et des données de la température sur toute
la grille du modèle. Finalement, la dégradation des résultats du �ltre avec les observations
T/P lors de la période instable accompagnée par un bon comportement avec les observations
conjointes T/P et TAO nous laisse présumer qu'il faut utiliser le plus d'observations possible
durant ces périodes pour pouvoir contrôler le système.

6.9 Conclusions

Nous avons développé dans ce chapitre plusieurs variantes des �ltres SEEK et SEIK dans
le but de réduire leurs coûts. Notre approche consistait essentiellement à simpli�er l'évolu-
tion de la base de correction de ces deux �ltres. On pourrait nous reprocher d'avoir utilisé
plusieurs hypothèses simpli�catrices sur la base de correction, mais c'est le seul moyen dont
nous disposons pour pouvoir diminuer signi�cativement les coûts des �ltres SEEK et SEIK.

Puisqu'aucune étude théorique ne pourra montrer la supériorité de l'un des nouveaux
�ltres, l'implémentation de ces �ltres en pratique s'avèrait donc très importante pour nous
aider à comprendre les comportements et l'aspect numérique de ces �ltres. Ainsi, nous avons
conduit une série d'expériences jumelles avec une con�guration réaliste du modèle OPA du
paci�que tropical pour évaluer les performances de ces �ltres par rapport au �ltre SEIK. Nos
conclusions principales sont les suivantes :

1- Lorsque le modèle est stable, les formes dégradées du �ltre SEIK se comportent aussi
bien que le �ltre SEIK, mais peuvent être 2 à 10 plus rapides. Lorsque le modèle passe
par une période instable, les hypothèses avec lesquelles nous avons construit nos �ltres
ne seront plus justi�ées et les performances de nos �ltres se dégradent.

2- La comparaison entre tous les nouveaux �ltres montre que le �ltre SIEIK est le plus
performant de nos �ltres grâce à la mise à jour régulière de sa base de correction. La
dégradation rapide des résultats du �ltre SAIK durant la période instable exclut l'exis-
tence du régime permanent. Avec un coût faible, le �ltre SSEIK se comporte très bien
durant la période stable, mais ces performances se dégradent rapidement durant la pé-
riode instable. En ce qui concerne le �ltre SFEK dont la performance a été relativement
faible, ce qui est en quelque sorte compréhensible, il pourra toujours être utilisé, pour
son coût très économique, dans des expériences préliminaires pour régler les paramètres
du �ltre SEIK. Finalement, pour remédier à l'instabilité du �ltre SDEIK, nous propose-
rons dans le chapitre 8 un schéma adaptatif basé sur l'évolution de la base de correction.

3- En plus de leur plus grand nombre, les observations satellitaires de la hauteur libre de
la surface de l'océan semblent contenir plus d'information que celles de la température
obtenues par les bouées. Nous avons aussi remarqué que des observations proches n'ap-
portent pratiquement pas plus d'information à nos �ltres. Cela peut être just�é par le
fait que les informations contenues dans une observation se transmettent au �ltre via
sa base de correction qui résume les corrélations entre les variables en tout point de la
grille.

On a vu que la simpli�cation de l'évolution de la base de correction des �ltres SEEK
et SEIK nous permet de diminuer leurs coûts, mais sans pour autant augmenter leurs per-
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Fig. 6.9 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SFEK avec des observations satel-
litaires sur toute la surface et sur les traces T/P, de la température aux points TAO et par
combinaison des données T/P-TAO
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formances, au contraire, surtout dans la période instable du modèle. Pour cela, nous allons
introduire dans le chapitre 7 la notion d'analyse EOFs �locale� pour augmenter la représen-
tativité de la base EOFs. Nous développerons aussi dans le chapitre 8 des schémas adaptatifs
basés sur le facteur d'oubli et sur l'évolution de la base de correction pour améliorer les
performances de nos �ltres durant les périodes d'instabilité.



Chapitre 7

Filtre semi-évolutif avec une base

partiellement locale

7.1 Introduction

L'analyse en Fonctions Empiriques Orthogonales (EOFs) est une méthode statistique de
réduction de données. Elle consiste à �résumer� la variabilité d'un ensemble de vecteurs d'état
dans quelques vecteurs seulement, appelés EOFs et formant ce qu'on appellera la base EOFs
(notée L0). Elle a été initialement introduite dans le contexte du �ltre SEEK par Pham et al.
[78] pour calculer une approximation de rang faible r de la matrice de covariance P a(t0) de
l'erreur d'estimation initiale sous la forme

P a(t0) = L0U0L
T
0 (7.1)

où L0 et U0 sont des matrices de taille n� r et r� r respectivement et n est la dimension du
vecteur d'état. Brasseur et al. ont ensuite proposé d'utiliser la base EOFs comme une base
de correction �xe pour le �ltre SEEK. Cela leur a permis de construire un nouveau �ltre très
économique, appelé �ltre SFEK (voir paragraphe 6.2). Cependant, nous avons remarqué dans
nos expériences (voir paragraphe 6.1) que la performance de ce �ltre, qui dépend surtout de
la représentativité de la base EOFs L0, s'est sérieusement dégradée lors du passage du modèle
dans une période d'instabilité. Ceci peut être expliqué par le fait que la base de correction L0

ne contenait pas su�samment d'informations ou de vecteurs pour bien représenter la varia-
bilité à courte portée de la dynamique du modèle. Augmenter le nombre des vecteurs de base
pour augmenter la représentativité de L0 va bien évidement augmenter les coûts et, comme
le montre nos experiences, n'augmente que très légèrement la représentativité de cette base.
En e�et, le pourcentage d'inertie expliqué par une analyse EOFs (voir paragraphe 7.2) se sta-
bilise rapidement en fonction du nombre de vecteurs de la base. De plus, les dernières EOFs
ne sont presque jamais déterminées avec précision à cause des �uctuations statistiques ainsi
que l'utilisation d'une séquence historique trop courte. De façon plus importante encore dans
les applications réalistes, le modèle peut être entaché d'erreurs. Une analyse EOFs basée sur
une simulation du modèle sera alors elle aussi entachée d'erreurs. Nous estimons qu'une telle
erreur a�ecte surtout les dernières EOFs parce qu'elles sont les plus instables numériquement.

Pour les raisons précédentes, nous allons introduire une sorte d'analyse �EOFs locale� qui
va nous permettre d'augmenter la représentativité de la base EOFs. Notre idée consiste à
construire des EOFs qui ont pour support une petite région de l'océan. Cela nous permettra
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d'une part, de réduire les coûts de la correction du �ltre SFEK et donc de considérer plus de
vecteurs de base pour un coût donné, et d'autre part de limiter les corrélations spatiales entre
les variables de l'océan, ce qui est en accord avec l'idée que de telles corrélations ne doivent
pas exister entre deux positions spatiales assez éloignées. De plus, elle nous laisse le choix
pour �xer le nombre des EOFs en fonction de la variabilité de chaque sous-domaine.

Cependant, cette approche de �base locale� possède deux inconvénients : (i) on ne peut pas
laisser cette base évoluer avec l'équation du �ltre SEEK sans perdre son caractère local, et (ii)
nous avons remarqué dans nos expériences numériques que la variabilité globale du modèle
n'a pas été bien représentée dans cette base, bien que nous ayons considéré des sous-domaines
non-disjoints. En conséquence, nous allons garder cette base �xe dans le temps et lui rajouter
quelques vecteurs de base globaux qui évoluent. Le �ltre semi-évolutif à base de correction
partiellement locale qui en résulte, appelé SEPLEK, peut être bien moins coûteux que le �ltre
SEEK et pourtant donner de meilleurs résultats.

Après avoir fait un rappel sur l'analyse EOFs classique (ou globale) et ces caractéristiques,
nous introduisons la notion d'analyse EOFs locale dans le but d'augmenter la représentati-
vité de la base EOFs. Pour remédier au caractère non-évolutif de la base EOFs locale, nous
développons ensuite une nouvelle sorte d'analyse EOFs, dite mixte, pour construire une base
qui représente aussi bien la variabilité globale que la variabilité locale. Nous présentons en�n
le �ltre SEPLEK et les résultats de son implémentation dans le modèle OPA.

7.2 Analyse EOFs (globale)

L'analyse EOFs est une méthode statistique de réduction de données plus connue sous
le nom d'analyse en composantes principales (ACP) (voir [83]). Elle est très souvent utilisée
en océanographie pour déterminer une représentation optimale de la variabilité (globale) de
l'océan [81]. Elle est aussi utilisée pour résoudre des équations di�érentielles de grande taille,
sous le nom de décomposition orthogonale propre (POD) (voir [56, 60]). Cette analyse consiste
tout simplement à �compresser� les données contenues dans un ensemble de vecteurs d'états
en résumant les corrélations entre les variables d'état en quelque vecteurs seulement, appelé
EOFs.

7.2.1 Formulation et solution

Considérons un ensemble historique de N vecteurs d'états X1; : : : ; XN de dimension n,
éventuellement obtenus à partir d'une simulation du modèle numérique. La méthode de l'ana-
lyse EOFs cherche à construire une base L (on notera dans ce paragraphe L au lieu L0),
appelée base EOFs, du sous-espace vectoriel E (de dimension faible) qui représente au mieux,
selon un sens à dé�nir, la variabilité des Xi. Le but est de réduire la dimension n de ces
vecteurs en les projetant sur E.

Pour un sous-espace vectoriel quelconque F de IRn de dimension r, on peut mesurer la
déformation du nuage des individus après projection sur F par la quantité

PI(F ) = 1

N2

X
1�i<j�N

h
kXi �Xjk2M � kXi(F )�Xj(F )k2M

i
; (7.2)
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où Xi(F ) dénote la projection de Xi sur F (selon M) et k � kM est une norme associée à
une métriqueM dans l'espace d'état (à choisir). En d'autres termes, PI(F ) mesure la perte
d'informations lors de la projection des individus sur F . On dé�nit alors le �meilleur sous
espace de projection E� comme le sous espace qui déforme le moins possible la structure du
nuage de départ i.e.

PI(E) = MinfF�IRn
gPI(F ): (7.3)

Centrage des données

Pour rendre les variables homogènes du point de vue de leurs moyennes, on place l'origine
du repère au centre de gravité �X du nuage de points Xi. On dé�nit donc les vecteurs d'état
centrés pour i = 1; : : : ; N par

Yi = Xi � �X où �X =
1

N

NX
i=1

Xi: (7.4)

La matrice de covariances empirique P des vecteurs d'état Xi est alors donnée par

P =
1

N
YYT où Y = [Y1 � � �YN ]: (7.5)

L'expression de P facilite énormement les calculs numériques car elle ne suppose pas la
mise en mémoire des données Yi pour calculer P mais seulement la lecture séquentielle des Yi.

Choix et rôle de la métrique

Les variables d'états des modèles océaniques ne sont pas homogènes en général. En e�et,
elles représentent des variables physiques di�érentes (comme la salinité, la température, etc.).
On utilise alors une métrique dans l'espace d'état pour rendre la distance entre les vecteurs
d'état indépendante des unités de mesure. Une telle métrique est caractérisée par une matrice
M de dim n � n, symétrique, dé�nie et positive. Le produit scalaire entre deux vecteurs Xi

et Xj est alors dé�ni par

< Xi; Xj >M= XT
i MXj: (7.6)

Le choix de la métriqueM est très important en pratique et il ne dépend que de l'utilisa-
teur. Les deux métriquesM = Id etM = D1=�2 (D1=�2 est la matrice diagonale des inverses

des variances des variables Xj) sont les plus souvent utilisées. L'utilisation de la première
métrique, qui revient à utiliser le produit scalaire usuel de IRn, conduirait à privilégier les
variables les plus dispersées. La métrique D1=�2 , qui revient à diviser chaque variable par son
écart type, établit l'équilibre entre les variables en les rendant de variance égale à 1.

Solution du problème

La solution du problème de l'analyse EOFs réside dans le résultat suivant

Soient �i; i = 1; : : : ; n les valeurs propres de la matrice P relativement à M rangées
par ordre décroissant et �i; i = 1; : : : ; n, une baseM�orthonormée de vecteurs propres
associés. Alors la base L du sous-espace qui représente au mieux les états Xi est donnée
par

L = [�1 � � ��r]: (7.7)

Les �i seront appelés les EOFs.
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En résumé, l'analyse du nuage des points individus nous ramène à e�ectuer une translation
de l'origine au centre de gravité du nuage, à dé�nir une métriqueM pour rendre les variables
homogènes, et en�n à diagonaliser la matrice P .

Calcul numérique des EOFs

Si on dé�nit la matrice de dimension (N;N)

� =
1

N
YTMY (7.8)

et on note par '1; : : : ; 'N les vecteurs propres normés (par rapport à la métrique usuelle
de IRN ) associés aux valeurs propres �1; : : : ; �N , rangées par ordre décroisssant, alors
pour i = 1; : : : ; N les vecteurs

1p
n�i
Y'i (7.9)

forment un ensemble de N premiers vecteurs propresM�orthonormés de P relativement
àM. De plus, on a �i = �i pour i = 1; : : : ; N .

Ce résultat est indispensable en pratique car en général on a N << n. Il est donc beaucoup
moins côuteux de diagonaliser la matrice � de dimension (N;N) que de diagonaliser la matrice
P de dimension (n; n).

Inertie et choix de la dimension

L'inertie totale du nuage des points Xi, notée IT , qui mesure la quantité d'information
contenue dans les vecteurs Xi, est dé�nie par

IT =
1

N

NX
i=1

kXi � �Xk2M (7.10)

On peut alors la décomposer par le théorème de Pythagore selon

IT = IT (E) + PI(E); (7.11)

où IT (E) désigne l'inertie totale du nuage des individus après projection sur E i.e.

IT (E) = 1

N

NX
i=1

kXi(E)� �X(E)k2M (7.12)

IT (E) mesure donc la �quantité d'informations absorbées� par E lors de la projection des
individus sur ce sous espace et PI(E) mesure la �quantité d'informations perdues� lors de
cette projection. On peut alors montrer que (voir [83])

� L'inertie totale des individus est égale à

IT =
nX
i=1

�i: (7.13)
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� L'inertie totale des individus projetés sur E est égale à

IT (E) =
rX

i=1

�i: (7.14)

Le pourcentage d'information (ou d'inertie) conservé par E peut donc être mesuré par la
quantité

�r =
IT (E)
IT =

Pr
i=1 �iPn
i=1 �i

: (7.15)

La qualité de la représentation du nuage des vecteurs d'état dans le sous-espace E peut
être mésurée par le pourcentage d'inertie �r absorbée par ce sous-espace. Une bonne qualité
de représentation correspond donc à un �r voisin de 1.

Le choix de la dimension r de la base EOFs L sera donc �xé en fonction de la valeur de
�r. On prendra aussi en compte la vitesse de décroissance des valeurs propres �i.

7.2.2 Reconstitution (approchée) des données de départ

Après avoir calculé la base EOFs L de dimension r, on projete les vecteurs d'état centrés
Yi = Xi � �X sur le sous-espace E engendré par L, dans le but de réduire leur dimension n

Yi(E) = LTMYi = LTM(Xi � �X): (7.16)

Si on juge que les dernières valeurs propres �r+1; : : : ; �n sont négligeables, une formule de
reconstitution approchée des vecteurs d'état Xi de départ est alors donnée par

X � ~X = �X + LLTM(Xi � �X) (7.17)

= �X +
rX

k=1

ck�k (7.18)

où

ck =< X � �X;�k >M= �TkM(X � �X): (7.19)

A partir de cette formule, on peut aussi obtenir une formule de reconstitution approchée
de la matrice de covariance empirique des vecteurs d'état Xi par une matrice de rang r

P ' ~P = LULT ; (7.20)

où U est une matrice r � r diagonale contenant les premières valeurs propres �1; : : : ; �r.

Finalement, le théorème d'Eckart-Young montre que ~P est la meilleure approximation de
P par une matrice de rang r au sens de l'erreur quadratique moyenne (consulter [83] pour
plus de détails).
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Fig. 7.1 � Un exemple de décomposition du domaine de l'océan Paci�que tropical

7.3 Analyse EOFs locale

7.3.1 L'intérêt d'une analyse locale

L'analyse EOFs classique (ou global) fournit une représentation approchée des corrélations
entre toutes les variables de l'océan. Les corrélations qui en résultent contiennent en général
la variabilité à longue portée si on ne retient pas assez de EOFs. Cependant, on peut s'at-
tendre à ce que les corrélations entre ces variables aient une portée spatiale limitée car deux
variables évaluées à deux locations spatiales très éloignées ne doivent pas être, en principe,
corrélées. De plus, cette analyse ne distingue pas entre les zones calmes et les zones turbu-
lentes de l'océan mais elle traite l'océan comme un seul domaine homogène. La base EOFs
obtenue contient alors des informations communes sur ces zones et ceci peut réduire sa capa-
cité à bien capturer des variabilités locales bien di�érentes. En�n, une observation ne devrait
induire des corrections qu'au voisinage de la position spatiale où elle a été prise (voir FIG. 7.1).

Tout cela suggère que l'utilisation d'une base dont les éléments sont des fonctions locali-
sées en espace peut donner de meilleurs résultats. Nous proposons alors de forcer les EOFs à
être locales en s'inspirant du principe de l'analyse EOFs. Notre idée consiste à construire un
ensemble de EOFs qui ont pour support une petite région de l'océan. Pour cela, il su�t de
partager le domaine du modèle en plusieurs sous-domaines et ensuite d'appliquer des analyses
EOFs classiques indépendamment sur chacun de ces sous-domaines. Une telle analyse nous
permet de limiter la portée spatiales des corrélations entre les domaines appropriés. Néan-
moins, cette décomposition aboutit à des variables non-corrélées en les positions spatiales des
di�érents sous-domaines. Pour obtenir une meilleure représentativité, nous utilisons donc des
sous-domaines qui possèdent des zones de chevauchement (voir FIG. 7.1).

Une telle approche est très �exible en pratique car sa mise en oeuvre nous laisse le choix
de �xer : (i) le nombre des sous-domaines, (ii) la forme des sous-domaines ainsi que la super-
�cie de leurs zones de chevauchement, et (iii) le nombre des EOFs dans chaque sous-domaine.
Cette �exibilité nous permettera d'une part, de construire la base la mieux adaptée à chaque
sous-domaine, et d'autre part, de diminuer les coûts car les calculs avec la base locale sont
moins coûteux puisque l'on travaille avec des domaines bien plus petits. Ceci nous permettra
alors de considérer plus de vecteurs de la base EOFs locale sans sur coût.

L'analyse EOFs locale ne sera utile que pour l'initialisation des �ltres évolutifs et pour le
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�ltre à base de correction �xe. La grande di�culté reste l'introduction d'un moyen de faire
évoluer la base locale dans le temps d'une manière consistante avec la dynamique du modèle
sans lui faire perdre son caractère local.

7.3.2 Construction de la base EOFs locale

Pour construire la base EOFs locale, on doit tout d'abord dé�nir les sous-domaines de
l'océan sur lesquels on va appliquer des analyses EOFs classiques indépendantes les unes
des autres. Comme on l'a déjà dit, ces sous-domaines ne doivent pas être disjoints. Pour
faire cela proprement, on va considérer une �partition de l'unité�, c'est-à-dire un ensemble de
fonctions positives �(j); j = 1; : : : ; J dé�nies sur le domaine du modèle, dont la somme est
identiquement égale à 1. Dans ce cas, tout vecteur d'état X peut s'écrire comme

X(x; y; z) =
JX
j=1

X(x; y; z)�(j)(x; y; z) =
JX

j=1

X(j)(x; y; z) (7.21)

où

X(j)(x; y; z) = X(x; y; z)�(j)(x; y; z) (7.22)

et x; y et r désignent les coordonnées spatiales. Ensuite, pour chaque j entre 1 et J , on ap-
plique séparément une analyse EOFs sur chaque champ X(j) pour calculer une base EOFs
pour chaque sous-domaine de l'océan.

En utilisant la formule de reconstitution (7.17) des données de départ, on obtient une
formule de reconstitution pour chaque champ local X(j) selon

X(j)(x; y; z) = �X(j)(x; y; z) +
r(j)X
l=1

c
(j)
l �

(j)
l (x; y; z) + e(j): (7.23)

où comme précédement, �X(j)(x; y; z) est le champmoyen des vecteurs locauxX(j), les �
(j)
i (x; y; z)

sont les EOFs résultant de la jème analyse EOFs et les c
(j)
i sont des coe�cients.

Par suite, en sommant sur l'indice j, on aboutit à une nouvelle formule de reconstitution
des vecteurs d'état globaux Xi sous la forme

X(x; y; z) = �X(x; y; z) +
JX
j=1

r(j)X
l=1

c
(j)
l �

(j)
l (x; y; z) + e: (7.24)

Dans cette formule, l'erreur de représentation e est la somme de toutes les erreurs de re-
présentation locales e(j). Notons que celle relative au champ X(j) produit une erreur nulle en
dehors du support de la fonction �(j)(x; y; z). Toutefois, on peut encore diminuer cette erreur

en réajustant les coe�cients c
(j)
l a�n d'obtenir le minimum de la somme des carrés des erreurs.

En e�et, si on écrit l'équation (7.24) sous la forme matricielle

X = �X +BC + e (7.25)
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où B est la matrice dont les r =
PJ

j=1 r
(j) colonnes sont les EOFs locales �

(j)
l et C est le vecteur

colonne de IRr contenant les coe�cients c
(j)
l , on peut encore réduire l'erreur de représentation

e dans (7.25) en considérant le vecteur C� qui minimise la norme de l'erreur de représentation
(X � �X) � BC. La solution de ce problème est bien évidemment donnée par la projection
orthogonale de X � �X sur le sous-espace engendré par les colonnes de B. Ainsi, on prend
comme dans le paragraphe 7.2.2, l'ensemble des vecteurs colonnes de la matrice B, appelée
base EOFs locale, comme une base de représentation de la variabilité du système d'état.

Tout se passe comme si on complétait chacune des bases EOFs locales par des zéros en
dehors du sous-domaine sur laquelle elle a été déterminée.

Finalement, le nombre des EOFs à retenir dans le kème sous-domaine rk sera �xé en
fonction de l'inertie absorbée par ses premières EOFs locales de chaque sous-domaine. Les
sous-domaines de forte variabilité peuvent alors se voir a�ecter plus de fonctions de base que
d'autres zones plus calmes.

7.3.3 Choix des sous-domaines

La taille et la forme des sous-domaines est bien évidement caractérisée par le support des
fonctions de l'unité �(j). En pratique, ces fonctions doivent avoir comme support une petite
région de l'océan. Par exemple, dans le cas d'un domaine rectangulaire, on peut prendre les
�(j) sous forme tensoriel

�j(x; y; z) = �
(j1)
X (x)�

(j2)
Y (y) (7.26)

où j1 varie entre 1, J1, j2 entre 1 et J2, j = j1 + J(j2 � 1) varie entre 1 et J = J1J2 et

les fonctions �
(j1)
X et �

(j2)
Y sont également de petit support et ont pour somme identiquement

1. Par ailleurs, le champ de vecteur d'état est continu. Il serait donc bon de considérer des
fonctions �(j) continues, ce qui implique que leurs supports ne peuvent pas être disjoints.
De toutes façons, on ne doit pas limiter la portée des corrélations verticales pour laisser les
informations de surface (satellitaires) se propager au fond de l'océan.

La di�culté principale avec les EOFs locales est qu'il n'y a aucun moyen pour les faire
évoluer avec l'équation d'évolution de la base de correction du �ltre SEEK pour suivre la
dynamique du modèle, sans leur faire perdre la localité. De plus, même si on utilise cette
base uniquement pour initialiser le �ltre SEEK et donc abondonner la localité, cela peut être
très coûteux car la dimension de cette base est en général assez grande. Par ailleurs, nous
avons remarqué dans nos expériences numériques que la variabilité à longue portée a été mal
représentée par la base EOFs locale. Pour ces raisons, nous allons augmenter la base locale
par quelques vecteurs de la base globale, d'où résulte en une base globale-locale, dite base
EOFs mixte. L'avantage d'une telle base est qu'on peut faire évoluer sa partie globale comme
dans le �ltre SEEK.

7.4 Analyse EOFs mixte

7.4.1 L'intérêt d'une analyse mixte

La variabilité des phénomènes océaniques peut être de portée globale aussi bien que de por-
tée locale. Le deuxième type de variabilité est en général mal représentées dans les premières
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EOFs globales. Par conséquent, les résidus des vecteurs d'état dans le sous-espace engendré
par la base EOFs globale contiennent surtout des informations sur les mouvements à courte
portée. L'idée est donc d'appliquer une analyse EOFs locale sur ces résidus pour en extraire
la variabilité locale. Ainsi, en combinant la base EOFs locale obtenue à partir des résidus avec
la base EOFs globale en une seule base appelée base EOFs mixte, on va posséder une base de
représentation tenant compte de la variabilité globale et locale. De plus, on peut faire évoluer
la partie globale de cette base comme dans le SEEK pour suivre la dynamique du modèle.

7.4.2 Construction de la base EOFs mixte

Pour construire une telle base, on calcule tout d'abord une base EOFs globale L =
[�k]k=1;:::;r à partir de l'echantillon de vecteurs d'état X1; : : : ; XN . La formule de recons-
titution de ces états, après projection sur le sous-espace engendré par L, est donnée par (voir
paragraphe 7.2.2)

X = �X +
rX

k=1

ck�k + e (7.27)

où e est l'erreur de représentation (ou résidu) du vecteur d'état X dans le sous-espace ene-
gendré par L. Ensuite, en appliquant une analyse EOFs locale sur les résidus e1; : : : ; eN de
la représentation des vecteurs d'état X1; : : : ; XN dans la base globale, on obtient une autre
formule de reconstitution, mais cette fois des résidus des états dans la base locale

e =
JX

j=1

r(j)X
l=1

c
(j)
l �

(j)
l + e0: (7.28)

où les B = [�
(j)
l ] désignent les premières EOFs locales et e0 est l'erreur de représentation du

résidu e dans le sous-espace engendré par B. A noter que dans cette analyse, le champ e

n'a pas été centré car il représente un résidu et donc doit être, en principe, déjà centré. En
remplaçant e par sa valeur dans la formule (7.27), on obtient

X = �X +
rX

k=1

ck�k +
JX
j=1

r(j)X
l=1

c
(j)
l �

(j)
l + e0 (7.29)

qui peut être bien plus précise que la formule de reconstitution (7.27) avec la base EOFs
gloable. Finalement, en représentant cette dernière formule sous la forme matricielle comme
dans le paragraphe 7.2.2, on peut prendre la matrice

LB = [ �1 � � ��r
... �

(1)
1 � � ��(1)r1

... � � � ... �(J)1 � � ��(J)rJ
]; (7.30)

qu'on appelera base EOFs mixte, comme une base de représentation de la variabilité de l'état
du modèle.

On aurait, bien évidemment, pu commencer par une analyse EOFs locale et ensuite calculer
une base globale à partir des résidus des états dans le sous-espace engendré par la base locale.
Mais nous avons remarqué dans nos expériences numériques que la première façon de faire
donne de meilleurs résultats.
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7.5 Bases EOFs et �ltres SEEK

Ce paragraphe est consacré à l'utilisation des di�érentes bases EOFs dans le �ltre SEEK
et ses variantes. Nous introduisons en outre une nouvelle version du �ltre SEEK adaptée à la
base EOFs mixte.

7.5.1 Base de correction initiale

L'analyse EOFs (globale) a été initialement introduite par Pham et al. [78] dans le contexte
du �ltre SEEK pour calculer une approximation de rang faible r de la matrice de covariance de
l'erreur d'estimation P f (t0) à l'instant initial t0. Dans ce cas et sous l'hypothèse d'un modèle
linéaire parfait, on a vu que la matrice de covariance de l'erreur P a(tk) du �ltre de Kalman
va rester de rang r. Ici, nous avons jusqu'à maintenant utilisée cette analyse pour déterminer
une base de correction soit pour la première correction (selon une analyse objective) de nos
�ltres, soit comme base �xe pour le �ltre SFEK.

Le �ltre SFEK qui a été présenté dans le paragraphe 6.2 et qui revient à considérer la base
EOFs comme une base de correction �xe, peut alors être utilisé pour tester la représentativité
de nos di�érentes analyses EOFs et comparer leurs performances. En e�et, ce �ltre constitue
un moyen e�cace et surtout très économique pour mesurer la représentativité d'une base
EOFs.

7.5.2 Filtre semi-évolutif avec une base partiellement locale

Notre idée consiste à faire évoluer la partie globale de la base EOFs mixte comme dans
le �ltre SEEK et à laisser la base locale �xe dans le temps, puisqu'on ne peut pas la faire
évoluer sans perdre son caractère local. Parmi les di�érentes formes dégradées du �ltre SEEK
que nous avons présentées dans le chapitre précédent, il est évident que le �ltre à base semi-
évolutive SSEEK (première version) que nous avons développé dans le paragraphe 6.6.1 semble
le mieux adapté à notre problème. On peut ainsi construire un nouveau �ltre avec une base
semi-évolutive partiellement locale, appelé �ltre SEPLEK.

Le �ltre SEPLEK procède en deux étapes, comme le �ltre SSEEK, après une étape d'ini-
tialisation avec une base EOFs mixte. Comme pour le �ltre SSEEK, il est toujours utile, pour
des raisons de stabilité numérique, de normaliser les vecteurs de base qui évoluent. Nous les
normalisons alors par la racine carrée de la moyenne des normes des EOFs (voir paragraphe
6.6.1).

- Initialisation : On utilise l'analyse EOFs mixte du paragraphe 7.4 pour calculer une
approximation de rang r + s (r et s désignent la dimension de la partie globale de la
base L0 et la partie locale B respectivement) de la matrice de covariance de l'erreur
initiale. Une telle analyse fournit une base EOFs mixte LB0 décomposée sous forme
locale-globale selon

LB0 = [ L0
... B ]: (7.31)

La première correction se fait alors selon une analyse objective dans les directions de
LB0 , i.e.

Xa(t0) = X0 + LB0 U0(L
B
0 )

T
H

T
0R

�1
0 [Y o

0 �H0X0] (7.32)
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U0 = [(LB0 )
T
H

T
0R

�1
0 H0L

B
0 ]
�1; (7.33)

ce qui donne

P a(t0) = LB0 U0(L
B
0 )

T : (7.34)

1- Etape de prévision : A l'instant tk�1, on dispose d'une estimation Xa(tk�1) de l'état
du système et de la matrice de covariance de l'erreur correspondante P a(tk�1), factorisée
selon

P a(tk�1) = LBk�1Uk�1(L
B
k�1)

T (7.35)

où la base de correction mixte LBk�1 donnée par

LBk�1 = [ Lk�1
... B ] (7.36)

et la matrice Uk�1 est de dimension (r + s)� (r + s). Le modèle (3.1) est alors utilisé
pour prévoir l'état, i.e.

Xf(tk) = M(tk; tk�1)X
a(tk�1): (7.37)

Une approximation de la matrice de covariance de l'erreur correspondante est alors
donnée par

P f (tk) = LBk Uk�1(L
B
k )

T +Q(tk) (7.38)

où la nouvelle base de correction mixte LBk est égale à

LBk = [ Lk
... B ] (7.39)

et la partie globale de la base mixte Lk évolue comme dans le �ltre SEEK, i.e.

Lk =M(tk; tk�1)Lk�1 (7.40)

Finalement, on normalise les vecteurs de base qui évoluent comme dans le �ltre SSEEK
(voir paragraphe 6.6.1).

2- Etape de correction : La nouvelle observation Y o
k à l'instant tk est ensuite utilisée

pour corriger l'état prévu par la formule

Xa(tk) = Xf(tk) + Gk[Y
o
k �HkX

f(tk)]; (7.41)

où Gk est la matrice de gain de ce �ltre donnée par

Gk = LBk Uk(L
B
k )

T
H

T
kR

�1
k ; (7.42)

et la matrice Uk est calculée par (ceci pour un modèle parfait : sinon on projète l'erreur
du modèle sur la base de correction LBk )

U�1k = U�1k�1 + (HLBk )
TR�1k HkL

B
k : (7.43)

La matrice de covariance de l'erreur d'analyse est alors

P a(tk) = LBk Uk(L
B
k )

T : (7.44)

En ce qui concerne le coût, ce �ltre peut être bien moins coûteux que le �ltre SEEK puisque
la dimension de la partie globale de sa base de correction qui évolue (2� 5 par exemple) est,
en général, très inférieure à la dimension de la base du �ltre SEEK (20� 50 par exemple).
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Fig. 7.2 � Pourcentage de l'inertie en fonction du nombre des EOFs retenues

7.6 Applications au modèle OPA

Nous présentons tout d'abord les résultats des di�érentes analyse EOFs que nous avons
appliquées sur l'ensemble de données historique HS simulé par le code numérique du modèle
(voir paragraphe 2.5). Nous comparons ensuite d'abord les représentativités de ces bases et
puis les résultats d'assimilation du �ltre SEPLEK avec ceux du �ltre SEIK.

7.6.1 Résultats des analyses EOFs

Analyse EOFs globale

Le pourcentage de variabilité de l'échantillon HS absorbé par l'analyse EOFs globale est
montré dans la �gure FIG. 7.2. En tenant compte de ce résultat, nous avons choisi de retenir
r = 30 EOFs globales dans nos expériences d'assimilation. En e�et, cela nous permet de
représenter 85% de l'inertie de HS et de plus ce pourcentage n'augmente que légèrement pour
des valeurs de r plus grandes.

Analyse EOFs locale

Comme le domaine de l'océan Paci�que tropical est rectangulaire, avec une largeur bien
supérieure à la hauteur, nous avons choisi de le subdiviser en trois sous-domaines dans la
direction zonale pour limiter la portée des corrélations spatiales des variables du modèle dans
cette direction. Nous avons également considéré des subdivisions dans la direction méridionale
mais les résultats que nous avons obtenus n'étaient pas très bons. Cela peut être dû à la petite
hauteur du domaine ou aussi aux mouvements de l'océan paci�que tropical qui sont surtout
zonals. De plus, notre modèle admet dans cette direction deux zones tampons au Nord et au
Sud qui ne présentent pas parfaitement les circulations océaniques.

Le choix de la partition de l'unité du domaine est montré dans la �gure FIG. 7.3. La seule
fonction tensorielle unidimensionnelle dans la direction méridionale a été alors considérée
constante identique à 1. Après avoir appliqué séparément une analyse EOFs sur les vecteurs
d'état de ces trois sous-domaines, nous avons retenu respectivement 18, 30 et 23 EOFs pour
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expliquer 85% de l'inertie de l'échantillon HS dans le premier, deuxième et le troisième sous-
domaine. Selon ce choix, la dimension de la base EOFs locale est égale à 18 + 30 + 23 = 71.

Nous avons aussi tracé la première EOFs globale et les premières EOFs locales en surface de
la vitesse horizontale et de la salinité dans l'annexe C. On peut voir que la zone où le champs
de vitesse est extremum se situe dans la région zonale et que les EOFs locales résument plus
de variabilité que la EOFs globale avec la vitesse horizontale mais pas avec la salinité.

Analyse EOFs mixte

Nous avons appliqué la même analyse EOFs locale précédente sur les résidus des vecteurs
d'état de l'échantillon HS dans le sous-espace engendré par les 5 premières EOFs globales
qui expliquent presque 50% de la variabilité globale. Les résultats de cette analyse montrent
qu'on doit considérer 19, 19 et 20 EOFs a�n de résumer 65% de l'inertie des résidus dans le
premier, deuxième et troisième sous-domaine respectivement. Par conséquent, la dimension
de la base EOFs mixte est égale à 5 + 19 + 19 + 20 = 63.

7.6.2 Etude de la représentativité des di�érentes bases EOFs

Une manière simple, e�cace et surtout très rapide pour tester la performance des di�é-
rentes analyses EOFs que nous avons développée dans ce chapitre est d'utiliser la base EOFs
obtenue à partir de ces analyses comme une base de correction �xe pour le �ltre SFEK et
ensuite de mesurer ses performances. Par conséquent, nous avons conduit trois expériences en
utilisant le �ltre SFEK avec les di�érentes bases EOFs : globale, locale et mixte. Le facteur
d'oubli étant égal à 0:8.

Les résultats de ces expériences tracés dans la �gure FIG. 7.4 montrent que la base EOFs
locale représente beaucoup mieux la variabilité de la vitesse horizontale Uh et la pression de
surface Ps que la base EOFs globale. Cependant, les résultats d'assimilation de la salinité S
et la température T , qui sont probablement controlées par des phénomènes de variabilité à
longue portée, ne sont pas aussi bons que ceux obtenus par la base globale. En ce qui concerne
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Fig. 7.4 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SFEK avec la base EOFs globale,
locale et mixte
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la base EOFs mixte, on peut voir que le �ltre SFEK se comporte aussi bien avec cette base
qu'avec la base locale en ce qui concerne la vitesse horizontale Uh et la pression de surface
Ps, et de plus, il améliore considérablement l'assimilation de la salinité S et la température
T par rapport à cette dernière. Ces résultats montrent que l'analyse EOFs mixte est capable
de capturer la variabilité des phénomènes océaniques à longue et courte portée.

Finalement, il est important de noter ici que la non-divergence du transport barotrope est
une propriété essentielle à conserver pour garder la stabilité du code numérique du modèle
OPA. Sinon, cette propriété, issue de l'hypothèse de toit rigide, acroît anormalement les
valeurs des traceurs S et T et conduit à une �explosion� très rapide du modèle. Le problème
de la divergence du transport intervient lorsqu'on applique une analyse EOFs locale sur les
vecteurs d'état du modèle. En e�et, les vecteurs de la base EOFs obtenus par cette analyse ne
véri�ent pas cette condition sur les zones de chevauchement des sous-domaines. Pour remédier
à ce problème, nous sommes alors obligés de projeter à chaque pas de �ltrage le vecteur d'état
analyséXa(tk) sur un sous-espace de vitesse barotrope non-divergent avant d'utiliser le modèle
OPA pour prévoir l'état à l'instant suivant. Malgré la perte de précision sur Xa(tk) en raison
de cette projection, la base locale a donné des résultats très satisfaisants.

7.6.3 Filtre SEPLEK versus �ltre SEIK

Nous avons également testé le �ltre SEPLEK avec un facteur d'oubli 0:8, en laissant la
partie globale de la base mixte évoluer avec la dynamique du modèle comme dans le �ltre
SEEK, tandis que la partie locale étant gardée �xe. La performance de ce �ltre est alors com-
parée à celle du �ltre SEIK et aussi du �ltre SFEK avec la base mixte. Comme les dimensions
des bases EOFs globale et mixte ont été prises égales à 30 et 5 respectivement, les �ltres SFEK
et SEPLEK sont respectivement presque 30 et 6 fois plus rapide que le �ltre SEIK.

On peut voir dans la �gure FIG. 7.5 (voir également l'Annexe C) que le �ltre SEPLEK
est très performant. Ses résultats d'assimilation des composantes de la vitesse horizontale et
de la pression de surface sont même meilleurs que ceux obtenus par le �ltre SEIK durant la
période instable du modèle. En ce qui concerne la salinité et la température, le �ltre SEPLEK
est aussi performant que le �ltre SEIK. On peut aussi noter la bonne in�uence de l'évolution
de la partie globale de la base de correction mixte en comparant les résultats de ce �ltre avec
ceux du �ltre SFEK lorsque la base EOFs mixte est utilisée comme une base de correction
�xe.

7.7 Conclusions

Nous avons introduit dans ce chapitre la nouvelle notion d'analyse EOFs locale. Dans
cette analyse, les EOFs ont comme support une petite région du domaine de l'océan. Pour
améliorer ces résultats d'assimilation des phénomènes à grande échelle, nous avons alors eu
l'idée d'appliquer cette analyse sur les résidus des vecteurs d'état après projection sur le sous-
espace engendré par quelques EOFs globales. Cette approche nous a fourni une nouvelle base,
appelée base EOFs mixte, qui représente aussi bien les phénomènes océaniques à longue et
courte portée. L'évolution de la partie globale de cette base avec la dynamique du modèle
nous a conduit ensuite à construire une nouvelle variante du �ltre SEEK, appelée SEPLEK,
qui consiste essentiellement à garder la partie locale de la base EOFs mixte �xe dans le temps
et à ne faire évoluer que la partie globale. Une série d'expériences jumelles a été conduite
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Fig. 7.5 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SFEK (avec la base EOFs mixte),
SEPLEK et SEIK avec un facteur d'oubli de 0:8
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avec le modèle OPA pour comparer la représentativité des di�érentes analsyses EOFs et pour
évaluer la performance de nouveau �ltre par rapport au �ltre SEIK. Au vu des résultats de
ces expériences, nos conclusions sont les suivantes :

- La base EOFs locale représente mieux la variabilité du champs de vitesse et de la pression
de surface par rapport à la base obtenue par l'analyse EOF classique. Ses résultats avec
la salinité et la température, qui sont essentiellement de variabilité globale, ne sont pas
aussi bons que ceux obtenus par la base globale. Par ailleurs, trouver un moyen de faire
évoluer les vecteurs de la base locale avec la dynamique du modèle sans perdre la localité
reste une question ouverte.

- La base EOFs mixte s'est montrée très performante même lorsqu'on la garde �xe. Elle
améliore sensiblement les résultats d'assimilation de la salinité et la température avec
le �ltre SFEK par rapport à la base locale. Lorsqu'on fait évoluer la partie globale de
sa base de correction comme dans le �ltre SEEK, elle fournit un �ltre dynamiquement
évolutif, avec une base de correction qui représente aussi bien la variabilité locale que
globale, et qui semble même être plus performant que le �ltre SEIK avec un coût bien
inférieur. On peut aussi noter la bonne in�uence de l'évolution de la partie globale de
la base de correction.
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Chapitre 8

Réglage adaptatif des paramètres des

�ltres SEEK

8.1 Introduction

Plusieurs études ont montré que l'erreur de �ltrage augmentait rapidement durant les
périodes d'instabilité barocline et barotrope [37, 72, 89]. Cohn et Tolding [20] ont aussi remar-
qué que toutes leurs formes dégradées du �ltre de Kalman n'avaient pas réussi à capturer les
instabilités du modèle, et que généralement elles divergeaient durant ces périodes. Les formes
dégradées des �ltres SEEK et SEIK que nous avons présentées dans le chapitre 6 ne peuvent
pas être une exception à cette règle à partir du moment où les hypothèses avec lesquelles nous
les avons construites ne sont plus jusitifées durant ces périodes. De plus, nous avons pu voir
dans les applications numériques du chapitre 6 que les �ltres SEEK, SEIK et surtout leurs
formes dégradées avaient montré des signes de faiblesse lors du passage du modèle dans des
périodes instables.

Par ailleurs, on sait que la matrice de covariance de l'erreur d'estimation du �ltre SEEK et
de ses variantes n'est qu'une approximation de rang faible de la �vraie� matrice de covariance
de l'erreur. L'adaptation des paramètres de nos �ltres en fonction de l'erreur de prévision nous
semble donc une nécessité pour améliorer leurs performances. Ainsi, pour augmenter la stabi-
lité de nos �ltres durant les périodes instables et améliorer leurs performances, nous proposons
dans ce chapitre des schémas de réglage adaptatifs des paramètres du �ltre SEEK concernant
le facteur d'oubli et la base de correction. Mais avant cela, nous décrivons brièvement l'idée
principale de l'adaptativité dans un �ltre de type Kalman.

8.2 Adaptativité et vecteur d'innovation

L'adaptativité est la propriété du �ltre de se modi�er lui-même pour tenir compte des
erreurs du modèle, et d'une manière plus générale, des défauts du �ltre. Le seul critère objectif
des performances d'un �ltre est l'erreur de prévision (appelée aussi vecteur d'innovation)

vk = Y o
k �HkX

f(tk): (8.1)

Son importance est sa �décorrélation sérielle�. Ainsi, la suite des erreurs de prévision peut
contenir des informations que l'on peut exploiter pour modi�er les paramètres de �ltrage de
façon à améliorer ses performances.

109
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8.2.1 Tester l'optimalité d'un �ltre de type Kalman

Jazwinski [52] a fait remarquer que la seule quantité disponible pour juger de la perfor-
mance d'un �ltre de type Kalman est le vecteur d'innovation et ses statistiques. En e�et, sous
la conditions que les termes d'erreur sont sériellement non corrélés, Kailath [53] a montré que
si la matrice de gain du �ltre de Kalman était optimale alors les vecteurs d'innovation étaient
sériellement non-corrélés et vice versa, au sens où la matrice de covariance d'innovation véri�e

Ck
h = E[vkv

T
k ] = 0 si k 6= h: (8.2)

Ainsi, en surveillant continuellement le résidu entre les observations et le vecteur d'état
prévu, nous pouvons évaluer d'une manière rationnelle la proximité de notre �ltre de l'opti-
malité, et ainsi prévoir des améliorations à notre algorithme. Daley [24] a montré comment
une telle surveillance pourrait même être utile pour diagnostiquer la faiblesse dans un sys-
tème d'assimilation de données : un schéma d'assimilation serait proche de l'optimalité si la
covariance d'innovation était assez petite. Dans ce cas, le schéma aurait extrait toutes les
informations contenues dans les observations. Inversement, lorsque la covariance d'innova-
tion n'est pas su�samment petite, cela veut dire que les observations n'ont pas été utilisées
e�cacement par notre schéma d'assimilation, qui n'est plus optimal.

8.2.2 Calibration du système d'innovation

Supposons que la matrice de covariance de l'erreur de prévision de notre �ltre dépende
d'un paramètre inconnu � et notons 1

P f
k (�) = E

�
[X t(tk)�Xf(tk)][X

t(tk)�Xf(tk)]
T
�
: (8.3)

Kailath [53] a aussi montré que si P f
k (�) était optimale, alors la matrice de covariance Ck du

vecteur d'innovation vk dé�nie par

Ck = E(vkv
T
k ) (8.4)

véri�ait le système d'innovation

Ck = Sk(�) (8.5)

où

Sk(�) = HkP
f
k (�)H

T
k +Rk: (8.6)

Deux cas se présentent : (i) soit on possède une estimation de � et dans ce cas on peut
véri�er la consistance du système d'innovation (8.5) en comparant les termes de part et d'autre
de cette égalité, (ii) soit � est inconnu et dans ce cas le terme à droite de l'égalité (8.5) présente
une famille de covariance d'innovation. Comme le terme à gauche de l'égalité (8.5) est toujours
valable, on peut trouver un ensemble de paramètres consistants avec les innovations produites
par notre système d'assimilation. On va alors choisir le paramètre � de manière à ce qu'il soit
le plus consistant possible, selon un sens à dé�nir, avec le système d'innovation (8.5). Cette
méthode connue sous le nom de �covariance matching� a été présentée en détail Burg [16], Dee
[27] et Mehra [68].

1. Dans la suite, on notera P
f

k (�) au lieu de P f (tk) à chaque fois que P f dépend de �.
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Estimateur du maximum de vraisemblance

Burg [16] a montré qu'un moyen e�cace pour calibrer le système d'innovation précédent
est d'utiliser un estimateur de maximum de vraisemblance de �. Le principe de sa méthode
repose sur l'hypothèse suivante : pour un � donné, le vecteur d'innovation vk suit une loi
normale centrée et de matrice de covariance Sk(�). Dans ce cas, la densité de probabilité
conditionnelle P (v=�) du vecteur d'innovation s'écrit

P (v=�) = (2�)�
pk
2 jSk(�)j�

1
2 exp

h
� 1

2
vTk S

�1
k (�)vk

i
; (8.7)

où pk est la dimension de vk (qui est aussi égale à la dimension du vecteur d'observation
à l'instant tk). Etant donné le vecteur d'innovation vk à l'instant tk , l'estimateur de maxi-
mum de vraisemblance �MV du paramètre � maximise la probabilité de calibrer le système
d'innovation. Il véri�e donc

�MV = Argmax�P (v=�)

= Argmin�f(�) (8.8)

où f est la fonction du maximum de vraisemblance dé�nie par 2

f(�) = log jSk(�)j+ vTk S
�1
k (�)vk: (8.9)

On montre alors que la dérivée de f par rapport à � est donnée par (voir Dee [27])

f
0

(�) = Tr
h�
S�1k � S�1k vkv

T
k S

�1
k

�
S

0

k(�)
i

(8.10)

où la matrice S
0

k(�) est obtenue en dérivant chaque coe�cient de la matrice Sk(�) par rapport
à �. Finalement, pour minimiser la fonction du maximum de vraisemblance f par rapport à
�, on peut utiliser l'algorithme de Newton, à savoir

�n+1 = �n � f(�n)

f 0(�n)
: (8.11)

Estimateur des moindres carrés

Pour calibrer le système d'innovation, on peut aussi utiliser un estimateur des moindres
carrés de � qui consiste à chercher �MC qui minimise la distance (à dé�nir) de Sk(�) à Ck

i.e.

kCk � Sk(�
MC)k2 = min

�
kCk � Sk(�)k2: (8.12)

Concernant le choix de la norme matricielle dans la formule précédente, on peut considérer
par exemple la norme matricielle canonique

kAk2 = Tr[ATA]: (8.13)

2. jAj est la valeur absolue du déterminant de la matrice A.
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8.2.3 Réglage des paramètres selon l'état du �ltre ou du modèle

L'inconvénient principal du schéma adaptatif présenté dans le paragraphe précédent est
son coût de calcul relativement élevé. De plus, lorsque le nombre des observations pk est bien
supérieur à la dimension du paramètre (ce qui est le cas en pratique), on peut s'attendre à ce
que le réglage du paramètre inconnu � ne soit pas très e�cace puisqu'on ne peut pas calibrer
un système matriciel pk�pk à partir d'un seul paramètre. Rajoutons à cela le fait qu'en océa-
nographie, la matrice de covariance de l'erreur de prévision est toujours une approximation
de la �vraie� matrice de covariance, ce qui veut dire que le système d'innovation n'est jamais
déterminé avec précision.

Pour les applications en océanographie, un bon schéma adaptatif serait un schéma qui
opère en conjonction avec le �ltre mais avec un coût assez raisonnable. Par ailleurs, on avait
fait remarqué que nos �ltres se comportaient très bien durant les périodes stables du modèle
et que leurs performances se dégradaient lorsque le modèle était instable. Pour construire un
schéma adaptatif e�cace et surtout économique, notre idée consiste ici à régler les paramètres
de nos �ltres uniquement dans les périodes instables du modèle de façon à améliorer ses
performances. Reste alors à trouver un moyen pour détecter ces périodes. Pour cela on va
présenter deux méthodes empiriques : la première basée sur l'état du modèle et la deuxième
sur la performance du �ltre.

Surveiller l'état du modèle

Pour détecter les périodes instables du modèle, la démarche la plus naturelle est bien
évidement de dé�nir un critère qui porte directement sur le modèle. Un moyen simple consiste
alors à surveiller l'énergie cinétique de l'océan. Pour cela, on calcule à chaque instant une
moyenne à court et à long terme de l'énergie cinétique, notée sk et lk respectivement. On va
alors supposer que si csk � lk, (où c est une constante de réglage), le modèle a atteint un
régime stable. En revanche, si csk > lk, il est très probable que le modèle passe dans une
période instable. Un autre moyen encore plus simple serait de �xer un seuil pour l'énergie
cinétique (par exemple l'énergie cinétique moyenne calculée sur plusieurs années) à partir
duquel le modèle pourrait être dans une période instable.

Surveiller la performance du �ltre

Le vecteur d'innovation est le seul lien entre les prévisions du modèle et la réalité. Il contient
des informations qui nous indiquent la performance du �ltre à chaque instant. L'idée ici
consiste à surveiller la performance du �ltre en calculant comme précédemment une moyenne
à court et à long terme mais cette fois-ci de la magnitude de l'erreur de prévision (ou de la
norme du vecteur d'innovation)

kvkk2 = kY o
k �HkX

f(tk)k2; (8.14)

notée (aussi) sk et lk respectivement. Ainsi, si csk � lk, cela veut dire que le �ltre se comporte
bien et on peut donc supposer qu'un régime stable a été atteint. Si csk > lk, l'erreur de �ltrage
augmente et cela laisse penser que le modèle est dans une période instable car c'est la seule
raison plausible pour expliquer la dégradation soudaine de la performance du �ltre.
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Calcul de la moyenne à court et à long terme

Supposons qu'on possède k mesures d'une grandeur physique e1; : : : ; ek à l'instant tk . Si on
a�ecte à chaque mesure ek un poids qui diminue exponentiellement dans le temps, on calcule
la moyenne �ek des ek par la formule

�ek =

Pk�1
i=0 

iek�iPk�1
i=0 

i
(8.15)

où  est un réel à choisir entre 0 et 1.

Pour k assez grand, on a la formule approchée

k�1X
i=0

i =
1� k

1� 
� 1

1� 
: (8.16)

On peut alors écrire

�ek � (1� )
k�1X
i=0

iek�i = (1� )
k�1X
i=1

iek�i + (1� )ek: (8.17)

En procédant comme précédemment, on a aussi

�ek�1 =

Pk�1
i=1 

iek�iPk�1
i=1 

i
� 1� 



k�1X
i=1

iek�i: (8.18)

En combinant les équations (8.17) et (8.18), on obtient �nalement une formule approchée
pour calculer récursivement �ek selon

�ek � �ek�1 + (1� )ek (8.19)

avec comme moyenne initiale �e0 = e0. Cette formule est très utile en pratique car elle nous
permet de calculer la moyenne �ek à chaque instant tk d'une manière séquentielle i.e. à chaque
fois qu'une nouvelle mesure ek est disponible.

Pour calculer une estimation de la moyenne à court et à long terme des ek , il su�t
alors de d'utiliser la formule récursive précédente avec deux paramètres 1 et 2 qui véri-
�ent 0 � 1 < 2 . 1 (par exemple 1 = 0; 8 et 2 = 0; 9). A noter que pour 1 = 0, la
moyenne à court terme à l'instant tk sera réduite à ek . Dans ce cas, la comparaison se fait
entre la moyenne à long terme et la valeur instantanée de la variable.

A noter qu'on peut toujours chercher à adapter les (paramètres des) statistiques des erreurs
d'observation et du modèle de manière à calibrer le système d'innovation comme nous l'avons
présenté dans le paragraphe 8.2.2. En e�et, plusieurs algorithmes ont déjà été développés
pour adapter ces paramètres dans le cadre du �ltre de Kalman (voir Blanchet et al. [9] et
Mehra [68] pour une revue sur ces méthodes). Ces algorithmes peuvent être adaptés facilement
dans le cadre du �ltre SEEK. Mais l'inconvénient majeur de ces méthodes est leur coût
d'implémentation qui devient vite prohibitif pour des applications sur des modèles océaniques
réalistes. Ici, nous nous intéresserons uniquement à l'adaptation des paramètres propres au
�ltre SEEK et à ses variantes comme le facteur d'oubli et la dimension ou l'évolution de sa
base de correction.
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8.3 Adaptation du facteur d'oubli

La propriété principale d'un système de �ltrage adaptatif est sa capacité à poursuivre les
variations de la dynamique du modèle. Pour cela, il est nécessaire de supprimer les anciennes
données pour permettre au �ltre de s'adapter aux nouveaux régimes du modèle. Il a été re-
connu que l'utilisation d'un facteur d'oubli �, qui consiste à diminuer le poids des anciennes
observations dans le temps d'une manière exponentielle, constitue un moyen e�cace pour
supprimer l'e�et des anciennes observations sur l'estimation courante (voir Astrom and Wit-
tenmark [4]).

Le choix de la valeur de � est très important en pratique et doit être réglé par l'utilisateur.
Ce facteur doit être proche de 1 si le modèle est assez stable et plus faible que 1 dans le
cas contraire. Cependant, le fait d'utiliser un facteur d'oubli constant revient à supposer que
les variations du modèle sont uniformes dans le temps, ce qui n'est pas le cas des modèles
océaniques réalistes. En e�et, un facteur d'oubli petit pourrait dégrader les performances du
�ltre lorsque le modèle est dans une période stable, surtout si les nouvelles observations n'ap-
portent su�samment d'informations. Par contre, si on utilise un facteur d'oubli proche de 1,
les observations seront oubliées lentement et le �ltre ne pourra pas s'adapter rapidement aux
fortes variations du modèle.

Tout cela suggère que l'utilisation d'un facteur d'oubli qui varie dans le temps en fonc-
tion de l'état du modèle peut améliorer les performances du �ltre. Dans ce but, nous allons
présenter plusieurs schémas pour régler adaptativement la valeur du facteur d'oubli.

8.3.1 Selon le système d'innovation

La matrice de covariance de l'erreur de prévision du �ltre SEEK, qui est de rang r, a été
factorisée selon

P
f
k = LkUk�1L

T
k : (8.20)

Par ailleurs, on a pu voir dans le paragraphe 4.4 que l'introduction d'un facteur d'oubli �
dans le �ltre SEEK (lorsqu'il est appliqué à un modèle parfait) se traduit par l'apparition de
� dans l'équation de mise à jour de la matrice Uk selon

U�1k = �U�1k�1 + LTkH
T
kR

�1
k HkLk: (8.21)

Tout se passe donc comme si on considérait que P f
k était égale à

P f
k = Lk

�1
�
Uk�1

�
LTk =

1

�
LkUk�1L

T
k : (8.22)

Ainsi, on va supposer que P f
k dépend d'un paramètre inconnu � et on va chercher à estimer

sa valeur de manière à calibrer le système d'innovation (8.5). En remplaçant P f
k par sa valeur

dans l'expression (8.6) de Sk, on obtient

Sk(�) =
1

�
HkLkUk�1L

T
kH

T
k + Rk: (8.23)

A noter que si on tient compte de l'erreur du modèle (de covariance Q(tk)), il faut tout
simplement ajouter le terme HkQ(tk)HT

k à droite de l'égalité précédente.
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Estimateur du maximum de vraisemblance

Comme on l'a présenté dans le paragraphe 8.2.2, on peut choisir � de manière à maximiser
la probabilité de calibrer le système d'innovation. Cela revient à minimiser la fonction

f(�) = logjS(�)j+ vTS�1(�)v (8.24)

dont la dérivée par rapport à � est donnée par

f
0

(�) = Tr
h
(S�1(�)� S�1(�)vvTS�1(�))S

0

(�)
i
: (8.25)

où

S
0

(�) = � 1

�2
HkLkUk�1L

T
kH

T
k : (8.26)

Pour déterminer S�1(�), on peut utiliser la formule classique

[A1 +A12A
�1
2 A21]

�1 = A�11 � A�11 A12[A2 +A21A
�1
1 A12]

�1A12A
�1
1 ; (8.27)

et on obtient alors

S�1k (�) = R�1k �R�1k HkLkUkL
T
kH

T
kR

�1
k : (8.28)

Le calcul de �MV , qui minimise f , peut se faire à l'aide de l'algorithme de Newton. De
plus, comme le facteur d'oubli est par dé�nition inférieur à 1, on prendra alors

� = Minf 1 ; �MV g: (8.29)

L'inconvénient de cette méthode est son coût prohibitif du fait que la taille matrice Sk
est égale à celle du vecteur d'observation (� 103). C'est pour cette raison que nous n'avons
jamais implémenté cette méthode dans nos expériences numériques.

Estimateur des moindres carrées

la deuxième méthode pour calibrer le système d'innovation est d'utiliser un estimateur
de moindre carré de �. On va alors chercher �MC qui minimise la distance de la matrice de
covariance du vecteur d'innovation Ck à Sk(�) i.e.

�MC = Argmin�kCk � Sk(�)k2: (8.30)

Notre problème est donc équivalent à la résolution du problème d'optimisation

trouver �MC = Argmin�kAk � 1

�
Bkk2 (8.31)

où

Ak = Ck �Rk et Bk = HkLkUk�1L
T
kH

T
k : (8.32)

Si on considère la norme matricielle canonique, il est facile de voir que

�MC =
kBkk2

< Bk ; Ak >
=
Tr[BT

k Bk]

Tr[BT
k Ak]

: (8.33)
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Comme précédemment, on prendra comme facteur d'oubli le réel

Minf 1 ; �MC g: (8.34)

Finalement, pour donner plus de poids aux dernières observations, on estimera la matrice
de covariance du vecteur d'innovation à chaque instant tk par la formule récursive (voirMehra
[68])

Ck = Ck�1 + (1� )vkv
T
k (8.35)

où  est un réel compris entre 0 et 1.

Le calibrage de � avec les méthodes présentées ci-dessus enlève à ce facteur un peu de sens
car son rôle n'est pas de calibrer le système d'innovation; il serait plus judicieux de parler dans
ce cas d'un paramètre qui mesure le poids à donner aux observations. Par ailleurs, l'estimation
du facteur d'oubli à partir du système d'innovation ne peut jamais être très e�cace à partir
du moment où l'on peut s'attendre à ce que le calibrage d'un système matriciel avec un seul
paramètre réel ne soit pas toujours e�cace. Même si on l'on avait pu considérer une matrice
de facteurs d'oubli pour remédier à ce problème, d'autant plus que les variations du modèles
océaniques ne sont pas uniformes en espace, cette méthode ne peut pas être envisagée pour
le moment puisque cela augmenterait les coûts qui sont déjà assez élevés.

8.3.2 Selon la performance du �ltre

Nous proposons ici de donner au facteur d'oubli une des deux valeurs ��1 proche de 1 et
��2 strictement inférieure à 1 selon la performance du �ltre. L'idée de ce schéma adaptatif
est simple et repose sur l'observation suivante : si le modèle a atteint un régime stable, il
est raisonnable de considérer un facteur d'oubli proche de 1 (voir égale à 1) pour extraire le
maximum d'informations des observations. En revanche, si le modèle passe dans une période
d'instabilité, les anciennes observations ne contiennent plus d'informations sur le nouveau ré-
gime. Il faut donc diminuer rapidement le poids de ces observations pour permettre au �ltre
de s'adapter au nouveau régime. Pour cela, nous allons utiliser un facteur d'oubli strictement
inférieur à 1 (par exemple 0; 7 ou 0; 8).

Pour détecter les périodes instables, nous allons suivre le schéma que nous avons présenté
dans le paragraphe 8.2.3 consistant à suivre la performance du �ltre en calculant une moyenne
de l'erreur de prévision à court sk et à long terme lk.

Le facteur d'oubli sera donc choisi comme suit

� =

�
��1 si csk � lk;

��2 si csk > lk
(8.36)

où c est une constante de réglage et où sk et lk sont calculés récursivement par les formules

�
sk = 1sk�1 + (1� 1)kvkk2;
lk = 2lk�1 + (1� 2)kvkk2 (8.37)

avec 0 � 1 < 2 . 1.
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8.3.3 Selon l'état du modèle

Le principe de ce schéma est identique au schéma présenté dans le paragraphe précédent.
Seulement ici on utilise l'énergie cinétique du modèle pour mesurer son �degré d'excitation�.
L'adaptation du facteur d'oubli se fera alors comme dans (8.36) mais avec

�
sk = 1sk�1 + (1� 1)e

c
k ;

lk = 2lk�1 + (1� 2)e
c
k

(8.38)

où eck représente l'énergie cinétique du modèle à l'instant tk .

Le grand avantage de ces deux derniers schémas est leurs coûts de calcul presque négli-
geables. De plus, on peut s'attendre à ce qu'ils soient assez performants et donnent des bons
résultats si nos deux critères arrivent à bien détecter les périodes instables du modèle.

8.4 Adaptation de l'évolution de la base

On a pu remarquer dans nos expériences numériques (voir paragraphe 5.4) que le �ltre
SEIK s'était relativement bien comporté durant la période instable du modèle alors que les
performances de ses formes simpli�ées s'étaient dégradées (voir paragraphe 6.8). Par ailleurs,
ces mêmes �ltres ont été presque aussi performants que le �ltre SEIK durant la période stable
du modèle. Ces observations nous ont motivé pour faire évoluer la base de correction comme
dans le �ltre SEIK durant les périodes instables et comme dans une de ses formes simpli�ées
lorsque le modèle est stable. Cela peut être aussi expliqué par le fait que l'hypothèse

Lk =M(tk ; tk�1)Lk�1 � Lk�1: (8.39)

est plus justi�é lorsque le modèle est stable. Dans ce cas, il est donc inutile de faire évoluer
la base de correction comme dans le �ltre SEIK. En revanche, lorsque le modèle est instable
l'approximation précédente n'est plus justi�ée. Il faut donc faire évoluer la base avec l'équa-
tion d'évolution du �ltre SEIK.

En résumé, nous allons donc adapter l'évolution de la base de correction selon l'état du
modèle ou du �ltre comme dans le paragraphe 8.2.3, i.e.

Lk évolue comme dans

�
le �ltre SEIK lorsque csk � lk;
une variante du SEIK lorsque csk > lk:

(8.40)

Si les simulations con�rment notre hypothèse, une telle procédure peut être très intéres-
sante en pratique car elle va nous permettre de diminuer considérablement les coûts de calcul
du �ltre SEIK sans vraiment perdre ses performances.

8.5 Adaptation de la dimension de la base

On peut aussi chercher à adapter la dimension de la base de correction. En e�et, l'un des
points faibles du �ltre SEEK est que la dimension de sa base de correction reste �xe dans
le temps (égale aux nombres d'EOFs retenues lors de l'étape d'initialisation). Par ailleurs, si
on augmente le nombre de vecteurs de la base pour améliorer les performances de nos �ltres,
cela augmente sensiblement leurs coûts. De plus, la base du �ltre SEEK qui contient, en prin-
cipe, les directions explosives du modèle ne peut pas avoir un rang constant du moment où
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le nombre de ces directions varie dans le temps.

Dans le même état d'esprit que le paragraphe précédent, nous proposons d'utiliser deux
dimensions de la base de correction r�1 et r

�
2, avec r

�
1 < r�2. Ainsi, on utilise la première lorsque

le modèle est stable et la deuxième lorsque le modèle est instable. En e�et, on peut s'attendre
à ce que le nombre de directions explosives augmente durant les périodes d'instabilité. La
dimension de la base de correction sera donc adaptée selon l'état du modèle ou du �ltre (voir
paragraphe 8.2.3), comme suit

r =

�
r�1 si csk � lk;

r�2 si csk > lk:
(8.41)

Ce schéma adaptatif peut être facilement implémenté dans le �ltre à base �xe car pour
passer de la dimension r�1 à la dimension r�2 il su�t de rajouter les ième EOFs pour i =
r�2 � r�1; : : : ; r

�
2. En ce qui concerne la matrice Uk , on peut la compléter par des zéros en

supposant qu'il y avait pas d'erreur dans les nouvelles directions (pour passer de r�2 à r�1,
il su�t de supprimer les derniers r�2 � r�1 coe�cients de Uk). Pour les �ltres avec une base
évolutive se pose donc le problème des vecteurs de base à ajouter, même si on peut toujours
repartir des derniers vecteurs obtenus avant de passer à la dimension r�1.

8.6 Applications au modèle OPA

Nous avons supposé dans toutes les expériences que nous avons conduit dans ce chapitre
que la pression de surface était observée sur toute la surface de l'océan. A la �n de ce chapitre,
nous présenterons les résultats de deux expériences d'assimilation avec le �ltre SEIK dans un
cadre bien plus réaliste. On note aussi que lorsque le facteur d'oubli et la dimension de la base
sont considérés �xes, ils sont toujours �xés à 0:8 et 30 respectivement.

8.6.1 Adaptation du facteur d'oubli

Filtre SFEK

Nous présentons ici les résultats de plusieurs expériences que nous avons mené pour étu-
dier la sensibilité de nos �ltres par rapport au facteur d'oubli � et pour tester l'utilité de
nos schémas d'adaptation du facteur d'oubli décrits dans le paragraphe 8.3. Comme on peut
s'attendre à ce que l'in�uence de la valeur du facteur d'oubli soit presque la même sur toutes
les variantes du �ltre SEEK, nous avons alors seulement investi le �ltre SFEK dans ces ex-
périences pour gagner du temps de calcul. Par conséquent, nous avons considéré d'une part
un facteur d'oubli �xe avec trois valeurs di�érentes 1, 0:8 et 0:6, et d'autre part un facteur
d'oubli variable prenant la valeur 1 ou 0:6 selon la moyenne des erreurs de prévision à court
et à long terme sk et lk respectivement. Les valeurs initiales s0 et l0 ont été considérées égales
à kY o

0 � HkX
f(t0)k2 pour être sûr que � prendrait la valeur 0:6 durant la première période

d'assimilation. Les valeurs de � et � ont été �xées à 0:9 et 0:95 respectivement.

La �gure FIG. 8.1 montre l'erreur RRMS de ces expériences. Comme prévu, la perfor-
mance du �ltre SFEK se dégrade sérieusement pour � = 1 durant la période instable du
modèle. Avec � = 0:8, le �ltre SFEK se comporte relativement bien mais ces résultats ne sont
pas aussi bons que ceux obtenus avec � = 1 dans la période stable du modèle. Finalement,
l'utilisation d'un � = 0:6 améliore la performance de ce �ltre durant la période instable, alors
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Fig. 8.1 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SFEK avec di�érentes valeurs du
facteur d'oubli et avec un facteur d'oubli variable (adapté selon la performance du �ltre)
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Fig. 8.2 � Evolution dans le temps du facteur d'oubli (courbe continue) pour le �ltre SFEK
selon la performance du �ltre (gauche), l'état du modèle (milieu) et le système d'innovation
(droite) et variation relative du vecteur d'état (courbe pointillée)

que ces résultats se dégradent dans la période stable. Le choix � = 0:8 peut donc être vu
comme un compromis entre � = 1 et � = 0:6 pour s'assurer du �bon� fonctionnement du �ltre
durant les périodes stables et instables.

Les résultats de ces expériences nous permettent de conclure que plus la valeur de � est
proche de 1, plus le �ltre SFEK est performant dans la période stable. Le phénomène inverse
est alors observé dans la période instable (sous une certaine condition sur la valeur minimale de
�). Cela con�rme nos arguments sur l'adaptation du facteur d'oubli �. En outre, ces résultats
montrent aussi l'e�cacité de nos schémas d'adaptation du facteur d'oubli et, comme le montre
la FIG. 8.2, de détection de la période instable du modèle selon la performance du �ltre.

Nous avons aussi conduit des expériences pour comparer les performances des trois schémas
d'adaptation du facteur d'oubli que nous avons développés dans le paragraphe 8.3 selon : (i) la
performance du �ltre, (ii) l'état du modèle (� et � sont �xés comme précédemment), et (iii) le
système d'innovation (par un estimateur des moindres carrés). Dans le dernier schéma, nous
avons commencé par une période d'initialisation de 5 pas et le paramètre  (pour l'estimation
de la matrice de covariance du vecteur d'innovation dans (8.35)) a été considéré égal à 0:8.
Les résultats de ces expériences tracés dans la �gure FIG. 8.3 montrent que l'adaptation du
facteur d'oubli selon la performance du �ltre donne les meilleurs résultats. On peut aussi voir
que le choix de � selon l'état du modèle donne de très bons résultats. Cependant, l'estimation
de � par une estimateur de moindres carrés selon le système d'innovation n'a pas été très
e�cace. Cela peut être expliqué par le très grand nombre d'observations utilisées par rapport
au paramètre adapté �. La valeur de � n'a pas alors été su�samment bien adaptée (voir FIG.
8.2) malgré le fait qu'elle décroisse durant la période instable. On note �nalement que la valeur
de � n'a pas été adaptée de la même façon lorsqu'elle est réglée selon la performance du �ltre
ou du modèle (voir FIG. 8.2).

Filtre SEIK

Nous avons aussi testé nos schémas d'adaptation du facteur d'oubli avec le �ltre SEIK.
Deux expériences ont été donc menées dans lesquelles le facteur d'oubli variait selon la per-
formance du �ltre et le système d'innovation. Dans la première, le facteur d'oubli prenait la
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Fig. 8.3 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SFEK avec un facteur d'oubli variable
adapté selon la performance du �ltre, l'état du modèle et selon le système d'innovation
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Fig. 8.4 � Evolution dans le temps du facteur d'oubli (courbe continue) pour le �ltre SEIK
selon la performance du �ltre (gauche) et le système d'innovation (droite) et variation relative
du vecteur d'état (courbe pointillée)

valeur 1 ou 0:7 selon sk et lk et s0 et l0 ont été choisies comme précédemment. Les valeurs de
� et � ont été �xées à 0:75 et 0:77 respectivement. A noter que nous avons augmenté ici la
valeur du deuxième facteur d'oubli (0:7 au lieu de 0:6) car il n'est pas nécessaire d'utiliser un
facteur d'oubli petit avec le �ltre SEIK qui s'est montré su�samment stable durant la période
instable. En ce qui concerne la con�guration du deuxième schéma d'adaptation, nous l'avons
considérée identique à celle du �ltre SFEK.

Les résultats de ces expériences montrés dans FIG. 8.5 sont en accord avec ceux obtenus
par le �ltre SFEK. On note seulement qu'ici l'adaptation avec un estimateur de moindres
carrés donne des résultats plus satisfaisants que ceux obtenus avec le �ltre SFEK. Nous avons
aussi tracés la valeur du facteur d'oubli des deux schémas dans FIG .8.4. On peut voir que
le facteur d'oubli a été très bien adapté par le premier schéma et que sa valeur est diminuée
dans la période instable lorsqu'il est adapté selon le système d'innovation.

Formes dégradées du �ltre SEIK

Dans d'autres expériences d'assimilation, nous avons étudié la performance d'un facteur
d'oubli variable selon la performance du �ltre sur les formes dégradées du �ltre SEEK, à savoir
les �ltres SSEIK, SIEIK, SDEIK et SEPLEK dans le même cadre que le �ltre SFEK. Les
résultats du �ltre SSEIK (avec un seul vecteur de la base qui évolue) sont montrés dans FIG.
8.6. On peut voir que l'adaptation du facteur d'oubli augmente sensiblement la performance du
�ltre SSEIK, particulièrement dans la période instable du modèle. Une amélioration similaire,
mais pas aussi signi�cative, a été observée sur les résultats des �ltres SIEIK et SEPLEK.
Cependant, ce schéma n'a pas su�t à lui seul pour arrêter la dégradation de la performance
du �ltre SDEIK.

8.6.2 Adaptation de l'évolution de la base de correction

Pour tester l'e�cacité de notre schéma de réglage adaptatif de l'évolution de la base de
correction Lk (selon la performance du �ltre), nous avons tout d'abord comparé la perfor-
mance du �ltre SIEIK avec et sans ce schéma adaptatif (les paramètres ont été �xés comme
dans le cas du �ltre SFEK). Nous avons alors choisi de faire évoluer la base Lk une fois tous les
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Fig. 8.5 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SEIK avec un facteur d'oubli �xe
(= 0:8) et variable adapté selon la performance du �ltre et le système d'innovation
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Fig. 8.6 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SEIK et du �ltre SSEIK avec et
sans adaptation (selon la performance du �ltre) du facteur d'oubli
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4 pas de �ltrage. Nous avons aussi utilisé un facteur d'oubli variable prenant les valeurs 1 et
0:8. On peut voir à partir de FIG. 8.7 que l'adaptation de l'évolution de la base de correction
améliore nettement la performance du �ltre SIEIK.

La même con�guration que précédemment a été utilisée dans des expériences avec les
�ltres SDEIK, SFEK et SSEIK. En comparant les résultats du �ltre SDEIK avec et sans
schéma adaptatif dans FIG. 8.8, on peut voir clairement que les résultats du �ltre SDEIK ont
été complètement stabilisés dans le premier cas. En ce qui concerne les �ltres SFEK et SSEIK
et particulièrement pour ce dernier, ce schéma adaptatif n'a pas apporté une amélioration
signi�cative sur les performances de ces deux �ltres. Ceci peut être expliqué par le fait que la
convergence de la base de correction vers les directions d'ampli�cation de l'erreur a été très
lente durant la période instable à cause de la dernière valeur de Lk .

8.6.3 Adaptation de la dimension de la base de correction

Nous avons aussi conduit deux expériences avec le �ltre SFEK avec deux dimensions �xes
30 et 35 et avec une dimension variable qui prend les valeurs 30 et 35 selon la performance
du �ltre (les paramètres � et � ont été �xés à 0:87 et 0:88). Le facteur d'oubli a aussi été
considéré variable, prenant les valeurs 1 et 0:6. Les résultats tracés dans FIG. 8.9 montrent
que l'adaptation du rang de la base de correction avec le facteur d'oubli améliore sensiblement
les résultats d'assimilation du �ltre SFEK, particulièrement ceux de la vitesse horizontale.

8.6.4 Simulations réalistes avec le �ltre SEIK

Nous présentons en�n les résultats de deux expériences d'assimilation que nous avons
conduit avec le �ltre SEIK en considérant un facteur d'oubli variable adapté selon la per-
formance du �ltre et des observations simulées : (i) sur les traces du satellite T/P et (ii) on
ajoute à ces dernières les observations du réseau TAO. Les résultats de ces expériences sont
alors comparés avec ceux obtenus par le �ltre SEIK avec un facteur d'oubli �xe et des obser-
vations simulées sur toute la surface de l'océan. On peut voir dans FIG. 8.10 (et les �gures
de l'Annexe C) que le �ltre SEIK se comporte relativement bien lorsqu'on utilise des obser-
vations échantillonnées sur les traces du satellite T/P. De plus, ses performances augmentent
lorsqu'on rajoute à ces dernières les données du réseau TAO. A noter que ces résultats sont
conformes avec ceux obtenus par le �ltre SFEK (voir paragraphe 6.8.3).

8.7 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre plusieurs schémas adaptatifs sur les paramètres du
�ltre SEIK et ses variantes. Notre idée principale consistait à �réagir� durant les périodes
instables du modèle. Pour détecter ces périodes, nous avons alors proposé de suivre la per-
formance du �ltre (ou du modèle) en calculant une moyenne de l'erreur de prévision (ou de
l'énergie cinétique) à court et long terme. Les résultats de ce chapitre se résument comme
suit.

1- L'adaptation du facteur d'oubli de manière à calibrer le système d'innovation n'a pas
été très e�cace. Ceci peut être expliqué par le fait qu'on ne peut pas calibrer un système
matriciel de très grande dimension à l'aide d'un seul paramètre réel. L'utilisation d'une
matrice diagonale de facteurs parait nécessaire dans ce cas et devrait être envisagée dans
un futur travail.
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Fig. 8.7 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SEIK et du �ltre SIEIK avec et sans
schémas adaptatifs (selon la performance du �ltre) de l'évolution de la base de correction et
du facteur d'oubli
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Fig. 8.8 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SEIK et du �ltre SDEIK avec et
sans schémas adaptatifs (selon la performance du �ltre) de l'évolution de la base de correction
et du facteur d'oubli
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Fig. 8.9 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SEIK et du �ltre SFEK avec une
base EOFs de dimension �xe 30 et 35 et de dimension variable (selon la performance du �ltre)
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Fig. 8.10 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre SEIK avec un facteur d'oubli �xe et
des observations sur toute la surface et avec un facteur d'oubli variable (selon la performance
du �ltre) et des observations T/P et combinaison T/P-TAO
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2- En suivant les erreurs de prévision, on peut obtenir des informations sur la performance
du �ltre et ensuite adapter les paramètres du �ltre à la situation présente de façon à
améliorer ses performances.

3- L'adaptation de la valeur du facteur d'oubli selon la performance du �ltre (et du modèle)
augmente sensiblement les résultats du �ltre SEIK et ses formes dégradées. De plus, son
coût très faible la rend particulièrement attractive.

4- Dans la majorité des cas, et spécialement avec le �ltre SDEIK, le réglage adaptatif de
l'évolution de la base de correction a été très utile. Dans très peu de cas, ce schéma
n'apporte pas une amélioration signi�cative.

5- L'adaptation de la dimension de la base de correction du �ltre SFEK s'est montrée
très e�cace et elle a sensiblement amélioré les résultats de ce dernier. L'utilisation de
ce schéma dans le cadre du �ltre SEIK et de ses variantes nécessite encore du travail,
surtout pour l'initialisation des vecteurs de base à ajouter.



Chapitre 9

Filtre de Kalman étendu d'ordre

réduit - Filtre ROEK

9.1 Introduction

Le �ltre de Kalman étendu d'ordre réduit (ROEK) est une variante du �ltre de Kalman
étendu (EK) qui a été introduite par Cane et al. [17]. Il consiste essentiellement à simpli�er
l'évolution de la matrice de covariance de l'erreur de �ltrage du �ltre EK en projetant le
vecteur d'état sur l'espace réduit engendré par la base EOFs. Ceci conduit à corriger l'état
prévu uniquement dans les directions des EOFs, après avoir projeté l'erreur de prévision sur
la base EOFs. L'introduction de ce �ltre dans le cadre de cette thèse a été motivée par deux
raisons :

1. Comparer les performances des �ltres SEEK et ROEK pour étudier l'intérêt de l'évo-
lution de la base de correction e�ectuée dans le �ltre SEEK. En e�et, bien que ces
deux �ltres aient été dérivés à partir de deux approches di�érentes, on peut montrer
qu'ils sont tous les deux des formes dégradées d'un �ltre de type Kalman qui consiste
à corriger l'état prévu dans les directions d'ampli�cation de l'erreur. Ainsi, on laisse la
base de correction évoluer pour suivre la dynamique du modèle dans le �ltre SEEK,
tandis qu'on remplace l'évolution de la base, qui reste donc �xe, dans le �ltre ROEK
par l'évolution de l'erreur avec la dynamique réduite dé�nie par cette base.

2. Implémenter et tester le �ltre ROEK avec la base EOFs locale pour voir si la projection
de l'erreur de prévision sur la base de correction (qui reste �xe) peut compenser le
caractère non-évolutif (avec l'équation d'évolution du �ltre SEEK) de la base locale.

Par ailleurs, le coût du �ltre ROEK est très proche du �ltre SEEK bien que sa base de
correction reste �xe. Pour réduire son coût, nous introduisons dans ce chapitre l'utilisation
d'un modèle statistique autorégressif d'ordre 1 pour faire évoluer l'erreur de prévision dans
l'espace réduit, la partie la plus chère de ce �ltre.

9.2 Filtre ROEK

L'implémentation du �ltre EK dans les modèles océaniques réalistes ne peut se faire sans
une réduction d'ordre massive de la taille du système. Comme proposé par Fukumori et al.
[43], l'utilisation d'une transformation linéaire S, appelée aussi opérateur de réduction d'ordre,
qui relie le vecteur d'état à un état d'ordre réduit de petite dimension r, nous o�re plusieurs
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solutions pour réduire le coût du �ltre EK. En e�et, il su�t pour cela de faire évoluer l'erreur
de prévision dans l'espace d'ordre réduit, après l'avoir �transportée� dans cet espace, et puis
de la reconstruire dans son espace d'origine à l'aide de l'opérateur pseudo-inverse de S, notée
S�1 (si S est orthogonale, S�1 = ST ). On obtient ainsi la forme générale de la variante du
�ltre EK la plus utilisée en pratique, dite �ltre ROEK (reduced-order extended Kalman �lter),
qui opère en deux étapes après une étape d'initialisation exactement comme le �ltre EK (voir
[30] pour plus de détail).

1- Etape de prévision : On utilise le modèle pour calculer l'état prévu

Xf(tk) = M(tk; tk�1)X
a(tk�1) (9.1)

et on fait évoluer la matrice de covariance de l'erreur de prévision dans l'espace réduit
P f
r (tk) comme

P f
r (tk) = [SM(tk; tk�1)S

�1]P a
r (tk�1)[SM(tk; tk�1)S

�1]T + SQ(tk)S
�1: (9.2)

2- Etape de correction : La correction de l'état prévu se fait uniquement dans l'espace
réduit selon la formule classique

Xa(tk) = Xf(tk) +Gk[Y
o
k �HkX

f(tk)] (9.3)

où Gk est la matrice de gain donnée par

Gk = S�1P f
r (tk)SH

T
kR

�1
k : (9.4)

La matrice de covariance de l'erreur d'analyse dans l'espace réduit P a
r (tk) est alors

calculée à partir de l'équation

[P a
r (tk)]

�1 = [P f
r (tk)]

�1 + SHT
kR

�1
k HkS

�1: (9.5)

Il est important de noter que nous avons négliger dans cet algorithme l'erreur de représen-
tativité contenant l'information de l'erreur qui n'est pas représentée par le sous-espace dé�nit
par S (cette erreur peut être commodément �insérer� dans l'erreur du modèle (voir [17])). En
revanche, nous introduisons l'utilisation du facteur d'oubli comme dans le �ltre SEEK pour
atténuer la propagation de cette erreur dans le temps. Cette approche a été adaptée du fait
de la di�culté de spéci�er correctement l'erreur de représentativité. La version de ce �ltre
avec facteur d'oubli reste inchangée, seule l'équation d'évolution de la matrice de covariance
de l'erreur dans le sous-espace réduit est remplacée par

[P a
r (tk)]

�1 = �[P f
r (tk)]

�1 + SHT
kR

�1
k HkS

�1: (9.6)

La performance du �ltre ROEK dépend tout particulièrement de l'opérateur de simpli-
�cation S. Un bon choix de S devrait conduire à une large réduction d'ordre et un espace
réduit qui représente bien la variabilité du modèle. Di�érents types d'opérateurs S ont été
utilisés, qui comportent des hypothèses plus ou moins simpli�catrices sur la dynamique et les
caractéristiques du modèle (voir [30] pour une revue).

En ce qui concerne le coût du �ltre ROEK, il provient surtout de l'équation (9.2) d'évolu-
tion de l'erreur de prévision dans l'espace réduit. La dimension de l'espace réduit r conditionne
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donc le coût de ce �ltre car le calcul numérique du terme M(tk; tk�1)S nécessite (r + 1) fois
l'intégration du modèle. Un choix raisonnable de r s'impose donc pour des applications réa-
listes.

Parmi les méthodes statistiques, Cane et al. [17] ont utilisé pour l'assimilation le sous-
espace engendré par la base EOFs (voir chapitre 7), notée L. Plus qu'une réduction d'ordre
pour des critères de coûts de calcul, la philosophie de Cane et al. [17] se reposait sur le fait que
du moment que l'on ne connaît pas la �vraie� matrice de covariance de l'erreur, il est inutile
d'essayer de spéci�er sa description complète. La comparaison entre les caractéristiques de ce
�ltre, appelé toujours ROEK, et le �ltre SEEK est discutée dans le paragraphe suivant.

9.3 Comparaison entre les �ltres SEEK et ROEK

Les �ltres SEEK et ROEK ont été dérivés du �ltre EK selon deux approches di�érentes.
En e�et, on a vu que le premier consiste à approcher la matrice de covariance de l'erreur par
une matrice de rang faible; tandis que le deuxième consiste à diminuer la taille du système
en le projetant sur le sous-espace engendré par la base EOFs. Cependant, on peut facilement
voir que ces deux �ltres consistent à corriger l'état prévu avec l'équation du �ltre EK mais
uniquement dans les directions de la base EOFs L qui reste �xe dans le �ltre ROEK tandis
qu'elle évolue dans le �ltre SEEK. En e�et, il su�t pour cela de remplacer S et L par S�1

et LT respectivement (on suppose que la base EOFs est orthonormée) dans les équations de
l'algorithme du �ltre ROEK.

La comparaison entre ces deux �ltres se fait alors autour de trois points :

� L'originalité du �ltre SEEK par rapport au �ltre ROEK réside dans ses vecteurs de base
qui évoluent dans le temps pour suivre la dynamique du modèle selon l'équation (4.10).
En e�et, tout se passe comme si le �ltre SEEK détectait les directions d'ampli�cation
de l'erreur et corrigeait l'erreur de prédiction avec l'équation de correction du �ltre EK
dans ces directions seulement.

� La deuxième remarque à faire porte sur l'évolution de la matrice de covariance de l'erreur
dans l'espace réduit P f

r (tk) de ces deux �ltres. En e�et, cette matrice reste �xe égale à
la matrice de covariance de l'erreur d'analyse dans l'espace réduit à l'instant précédent
P a
r (tk�1) dans le �ltre SEEK tandis qu'elle évolue avec la dynamique du modèle réduit

dans le deuxième selon l'équation (9.2) pour compenser, en quelque sorte, le fait que sa
base de correction reste �xe.

� Finalement, le coût du �ltre ROEK est presque identique à celui du �ltre SEEK bien
que dans le premier on ne fasse pas évoluer la base de correction. En e�et, le coût
de l'évolution de la matrice de covariance de l'erreur dans l'espace réduit P f

r (tk) par
l'équation (9.2) est presque équivalent au coût d'évolution de la base de correction du
�ltre SEEK car tous les deux requirent (r + 1) fois intégrations du modèle. Le fait de
garder la base de correction �xe ne diminue donc pas le coût par rapport au �ltre SEEK.

Avec les deux premières remarques, on peut se demander :

1. Quel est l'intérêt de faire évoluer la base de correction?
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2. Est-ce-que l'utilisation du �ltre ROEK peut compenser le caractère non-évolutif de la
base EOFs locale ou de la partie locale de la base EOFs mixte?

Comme on ne peut pas rapporter des réponses théoriques à ce questions, nous allons nous
contenter d'implémenter et de comparer (dans le paragraphe 9.5) les performances de ces deux
�ltres dans notre con�guration du modèle OPA pour essayer d'en tirer des conclusions.

Bien que la base de correction du �ltre ROEK reste �xe, mais ce n'est pas pour autant
que son coût d'implémentation est plus faible que celui du �ltre SEEK. La réduction du
coût du �ltre SEEK a été largement discutée dans le chapitre 6. Pour réduire le coût du
�ltre ROEK, nous allons introduire dans le paragraphe ci-dessous l'utilisation d'un modèle
statistique autorégressif d'ordre 1 (AR(1)) pour faire évoluer la matrice de covariance de

l'erreur de prévision P f
r (tk) dans l'espace réduit engendré par les colonnes de L.

9.4 Réduction du coût du �ltre ROEK - Filtre ROAEK

La réduction du coût du �ltre ROEK passe bien évidemment par la recherche d'un moyen
de simpli�er l'évolution de la matrice de covariance de l'erreur de prévision dans l'espace réduit
P f
r (tk) avec l'équation (9.2). Dans ce but, nous allons construire un modèle statistique AR(1)

qui gouverne l'évolution de l'état X t(tk) dans l'espace réduit. En e�et, supposons qu'un tel
modèle soit disponible, c'est-à-dire

X t
r(tk) = AX t

r(tk�1) + � + er(tk) (9.7)

où X t
r représente l'état X t dans l'espace réduit engendré par L, A est une matrice r � r,

� = (Id �A) �X t
r, �X t

r est la moyenne de X t
r et er est un bruit centré de matrice de covariance

Qr, indépendant de X
t
r(tl) pour l < k. On peut alors écrire

ef;a(tk) � L[X t
r(tk)�Xf;a

r (tk)] =) ef;ar (tk) � X t
r(tk)�Xf;a

r (tk): (9.8)

avec comme précédemmentXf;a
r représentantXf;a dans l'espace réduit. L'évolution de l'erreur

d'analyse dans l'espace réduit peut alors être approchée par l'équation

efr (tk) = Aear(tk�1) + er(tk) (9.9)

ce qui nous permet d'écrire

P f
r (tk) = AP a

r (tk�1)A
T + Qr: (9.10)

Pour diminuer le coût du futur ROEK, il su�t alors de remplacer l'équation (9.2) par
(9.10) pour éviter le calcul coûteux du gradient de l'opérateur de transition du modèle. On
aboutit ainsi à une forme dégradée du �ltre ROEK qui sera appelée ROAEK. Ce �ltre est
bien moins coûteux que le �ltre ROEK, mais sa performance dépend tout particulièrement de
la précision du modèle AR(1).

� Construction d'un modèle autorégressif d'ordre 1

Pour construire le modèle AR(1) comme il a été présenté dans (9.7), supposons qu'on
possède un échantillon de vecteurs d'état X t(t1); : : : ; X

t(tN ) de taille N . La projection de
ces états sur l'espace engendré par L nous donne un échantillon de vecteurs d'état dans
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l'espace réduit X t
r(t1); : : : ; X

t
r(tN ). Pour construire le modèle statistique AR(1) qui représente

l'évolution de l'état dans l'espace réduit il su�t alors de calculer des estimateurs de moindres
carrés de A; � et Qr à partir de l'échantillon X t

r(t1); : : : ; X
t
r(tN ) selon les formules (consulter

[15] pour plus de détail)

~A = R�1N (1; 1)RN(0; 1): (9.11)

~� = (Id � ~A) �XT
r : (9.12)

~Qr = RN(0; 0)� RN(0; 1) ~A
T : (9.13)

avec

RN(i; j) =
1

N � 1

NX
k=2

[X t
r(tk�i)� �X t

r][X
t
r(tk�j)� �X t

r]
T : (9.14)

9.5 Applications au modèle OPA

Nous avons conduit deux expériences avec le �ltre ROEK : la première avec la base EOFs
globale et la deuxième avec la base EOFs mixte, et une troisième expérience pour tester le
�ltre ROAEK. A noter que le modèle a été considérer parfait dans toutes ces expériences et
que le facteur d'oubli a été choisi égale à 0:8.

9.5.1 Comparaison entre les �ltres SEEK et ROEK

Nous avons tout d'abord comparé les résultats du �ltre ROEK avec ceux du �ltre SEEK
pour montrer l'intérêt de l'évolution de la base de correction poursuivi dans le cadre de ce
dernier. Dans ce but, nous avons implémenté les �ltres ROEK et SEEK avec une base EOFs
globale de dimension 30. Les résultats de ces expériences, tracés dans la �gure FIG. 9.1,
con�rment notre hypothèse. En e�et, malgré un très bon comportement du �ltre ROEK du-
rant la période stable du modèle, on peut clairement voir que le �ltre SEEK est bien plus stable
que le �ltre ROEK durant la période instable grâce à la mise à jour de sa base de correction se-
lon la dynamique du modèle. Le très bon comportement du �ltre ROEK dans la période stable
nous laisse présumer que ce �ltre peut être aussi performant que le �ltre SEEK si sa base de
correction (�xe) représente su�samment bien la variabilité (de tous les régimes) du modèle.
En revanche, les performances de ce �ltre se dégradent rapidement durant la période instable,
là où cette base n'est pas assez représentative. L'évolution de la base de correction paraît donc
nécessaire durant la période instable du modèle pour suivre la nouvelle dynamique du modèle.

On peut aussi remarquer dans ces résultats la bonne performance du �ltre ROEK par
rapport au �ltre SFEK surtout durant la période stable du modèle ce qui montre l'intérêt de
faire évoluer la matrice de covariance de l'erreur dans l'espace réduit P f

r (tk) avec la dynamique
du modèle selon l'équation (9.2).

9.5.2 Filtre ROEK avec la base EOFs mixte

Nous avons utilisé le �ltre ROEK avec la base EOFs mixte pour voir si la projection de
l'erreur sur la base de correction peut compenser le caractère non-évolutif de la partie locale de
cette base. Les résultats de cette expérience sont alors comparés avec ceux obtenus par le �ltre
SEPLEK et le �ltre SFEK avec la base EOFs mixte. Pour réduire les coûts, particulièrement
ceux du �ltre ROEK, nous avons considéré ici une base EOFs mixte composée de 5 EOFs
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Fig. 9.1 � Evolution dans le temps de la RRMS des �ltres SEEK, ROEK et SFEK
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globales et de 6, 6 et 7 EOFs locales respectivement dans la première, deuxième et troisième
zone (selon la décomposition du paragraphe 7.6.1).Nous avons ainsi représenté 50% de l'inertie
globale et 40% de l'inertie locale. La �gure FIG. 9.2 montre les résultats de ces expériences.
On peut voir que le �ltre SEPLEK est plus performant que le �ltre ROEK, surtout durant
la période instable du modèle. Cela montre l'intérêt de faire évoluer les vecteurs de base
globaux durant les périodes d'instabilité où la base EOFs ne représentent pas su�samment
bien la variabilité du modèle. Cependant, on peut noter que l'utilisation d'une base EOFs
mixte améliore sensiblement les résultats du �ltre ROEK dans la période instable par rapport
à la base EOFs globale. En�n, la comparaison entre les résultats des �ltre ROEK et SFEK
avec la base EOFs mixte montre que le �ltre ROEK est plus performant, ce qui est en accord
avec les résultats que nous avons obtenus dans le paragraphe ci-dessus.

9.5.3 Filtre ROAEK

Finalement, nous avons testé la performance du �ltre ROAEK et nous avons comparé ces
résultats à ceux du �ltre SFEK. Nous avons alors utilisé la base EOFs globale de dimension
30. A noter que nous avons pas considéré un facteur d'oubli avec ce �ltre car la matrice de
covariance de l'erreur autorégressif Qr joue le même rôle que ce dernier.

Construction du modèle AR(1)

Pour faire évoluer l'erreur dans l'espace réduit, nous avons utilisé un modèle autorégressif
d'ordre 1 comme nous l'avons décrit dans le paragraphe 9.4. Ainsi, nous avons tout d'abord
projeté les vecteurs de l'échantillon HS sur la base EOFs. Après avoir identi�é l'évolution
de l'erreur à celle de l'état dans les sous-espaces engendrés par la base EOFs, nous avons
construit le modèle AR(1) à partir des états projetés selon les formules classiques rappelées
dans le paragraphe 9.4.

Résultats d'assimilation

FIG. 9.3 montre les résultats de cette expérience et les compare avec ceux du �ltre SFEK.
On peut voir que le �ltre SFEK se comporte nettement mieux que le �ltre ROAEK. Après avoir
examiné de plus près les résultats, nous avons pu constater que la mauvaise performance du
�ltre ROAEK est due au modèle AR(1) qui a été mal estimé, d'autant plus que les coe�cients
de la matrice de covariance de l'erreur de ce modèle Qr ont été très larges.

9.6 Conclusions

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre à la comparaison entre les performances
des �ltres ROEK et SEEK pour montrer l'intérêt de l'évolution de la base de correction ef-
fectuée dans ce dernier. Nous avons alors montré qu'ils peuvent être tous les deux dérivés à
partir d'un �ltre plus général qui consiste à corriger l'erreur d'estimation uniquement dans les
directions d'ampli�cation de l'erreur. Nous avons ensuite implémenté ces deux �ltres dans les
mêmes conditions. Les résultats de ces expériences montrent qu'il faut faire évoluer la base
de correction durant les périodes instables du modèle pour suivre le nouveau régime du modèle.

Nous avons aussi testé la performance du �ltre ROEK avec la base EOFs mixte. Les ré-
sultats de cette expérience, comparés avec ceux du �ltre SEPLEK, montrent que l'évolution
même partielle de la base de correction est très béné�que et que la projection de l'erreur sur
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Fig. 9.2 � Evolution dans le temps de la RRMS du �ltre ROEK avec la base EOFs mixte et
le �ltre SEPLEK
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la base de correction qui reste �xe ne su�t pas à remplacer le caractère non-évolutif de la
partie locale.

En ce qui concerne la performance du �ltre ROAEK qui a été décevante, nous avons pu
constater que les mauvais résultats de ce �ltre sont dus au modèle autorégressif que nous avons
utilisé pour faire évoluer l'erreur dans l'espace réduit. Une meilleure estimation du modèle
AR(1) pourra être envisagée dans un travail ultérieur.



Conclusions et Perspectives

Développer des schémas d'assimilation de données opérationnels est l'un des dé�s majeurs
des années à venir pour l'océanographie. De tels schémas doivent opérer en conjonction avec
les modèles réalistes, avec une qualité acceptable et un coût raisonnable comme en météoro-
logie. A cet égard, le �ltre de Kalman, qui fournit de façon séquentielle le meilleur estimateur
de l'état au sens des moindres carrés pour un système dynamique linéaire connaissant les
observations disponibles, apparaît comme l'un des schémas d'assimilation le plus intéressant.

Malheureusement, le �ltre de Kalman ne peut pas être implémenté sous sa forme originale
dans les modèles océaniques réalistes à cause de l'énorme dimension du vecteur d'état du
système (de l'ordre 106). La non-linéarité des modèles océaniques joue aussi un mauvais tour
au �ltre de Kalman. Une solution au premier problème a été proposée par le �ltre de Kalman
singulier évolutif (SEEK) pour réduire le coût du �ltre de Kalman. Ce �ltre consiste essen-
tiellement à corriger la prévision de l'état dans les directions dans lesquelles l'erreur n'a pas
été su�samment atténuée par la dynamique du modèle. En ce qui concerne la non-linéarité,
l'usage a été de linéariser le modèle autour de l'état estimé pour obtenir le �ltre de Kalman
étendu. Cependant, ce �ltre peut présenter des instabilités en présence de fortes non-linéarités.
Pour résoudre partiellement ce problème, Pham [79] a proposé de remplacer la linéarisation
par une interpolation linéaire dans son �ltre SEEK, introduisant ainsi la variante interpolée
du �ltre SEEK, appelée �ltre SEIK.

Malgré la diminution très importante du coût par rapport au �ltre de Kalman, les �ltres
SEEK et SEIK restent chers pour océanographie opérationnelle. Nous nous sommes alors sur-
tout intéressés, dans notre travail de recherche présenté dans ce mémoire, à la réduction des
coûts de ces deux �ltres. Dans ce but, nous avons construit plusieurs formes dégradées des
�ltres SEEK et SEIK dans lesquelles nous avons simpli�é l'évolution de leurs bases de correc-
tion, puisque c'est le seul moyen pour réduire signi�cativement leurs coûts. Les expériences
jumelles que nous avons menées dans une con�guration réaliste du modèle OPA dans l'océan
Paci�que tropical ont montrés que nos formes dégradées des �ltres SEEK et SEIK sont aussi
performantes que le �ltre SEIK dans les périodes stables du modèle mais peuvent être de 2 à
20 fois plus rapides. Cependant, leurs performances se dégradent en présence des instabilités.
Le tableau TAB. 9.1 (page suivante) résume les caractéristiques de tous les �ltres que nous
avons expérimenté.

Pour améliorer les résultats de ces �ltres dans les périodes instables, nous avons suivi deux
approches :

(i) Construire une analyse EOFs locale pour mieux résumer la variabilité locale des phéno-
mènes océaniques. Le caractère non évolutif de la base obtenue par cette analyse locale
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Filtre Principe Coût Performance

Corrige l'état prévu (r + 1) fois
SEEK dans les directions coût du Bonne performance

d'ampli�cation de l'erreur modèle

Remplace la linéarisation Equivalent Plus performant
SEIK du SEEK par une au Coût du que

interpolation linéaire �ltre SEEK le �ltre SEEK

Garde la base EOFs r fois plus Mauvaise avec la base
SFEK initiale du �lre SEEK rapide que le globale et très bonne

�xe dans le temps �ltre SEEK avec la base mixte

Fait évoluer la base N=L fois plus
SAIK durant les L premiers rapide que le Faible performance

pas seulement (parmi N) �ltre SEEK

Fait évoluer la base K fois plus Performance proche
SIEIK par intermittence rapide que le de celle

1 fois tous les K pas �ltre SEEK du �ltre SEIK

Fait évoluer uniquement r=r1 fois plus
SSEEK les r1 derniers vecteurs rapide que le Performance raisonnable

de la base EOFs �ltre SEEK

Fait évoluer les r1 vecteurs r=r1 fois plus Bonne lorsque le modèle
SSEIK de la base qui contribuent rapide que le est stable et mauvaise

le plus à l'erreur �ltre SEEK lorsqu'il est instable

Double la taille de la base 2 fois plus Très performant lorsque le
SDEIK en lui rajoutant les champs rapide que le modèle est stable et mau-

de vitesse de ses colonnes �ltre SEEK vais lorsqu'il est instable

Fait évoluer uniquement r=r0 fois plus Plus performant que le
SEPLEK la partie globale (dim r0) rapide que le �ltre SEIK surtout dans

de la base EOFs mixte �ltre SEEK la période instable

Projètte la dynamique Equivalent Performant lorsque le
ROEK du modèle sur le sous-espace au Coût du modèle est stable et mau-

engendré par la base EOFs �ltre SEEK vais lorsqu'il est instable

Utilise un modèle AR(1) r fois plus
ROAEK pour faire évoluer l'erreur rapide que le Mauvaise performance

dans l'espace réduit �ltre SEEK

Tab. 9.1 � Tableau récapitulatif des caractéristiques de tous les �ltres
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et la mauvaise représentativité de la variabilité globale dans cette base nous ont ensuite
amenés à construire une nouvelle base EOFs locale-globale (ou mixte) que nous avons
obtenu par une analyse locale sur les résidus des états dans la base globale. L'idée na-
turelle était alors de faire évoluer la partie globale de cette base et de garder la partie
locale �xe. Le �ltre semi-évolutif partiellement locale qui en résulte, appelé SEPLEK,
s'est montré plus performant que le �ltre SEIK dans nos expériences mais avec un coût
bien inférieur à celui du SEEK.

(ii) Adapter les paramètres du �ltre SEEK. Nous avons alors construit des schémas de
réglage adaptatif basés sur le facteur d'oubli, l'évolution et la dimension de la base
de correction. Ses schémas ont été implémentés et testés avec succès dans nos formes
dégradées des �ltres SEEK et SEIK. En particulier l'adaptation du facteur d'oubli s'est
avérée très e�cace avec un coût négligeable.

Finalement, nous nous sommes intéressés au �ltre ROEK, introduit par Cane et al. [17],
d'une part pour montrer l'avantage de faire évoluer la base de correction e�ectuée dans le
�ltre SEEK, et d'autre part pour compenser le caractère non-évolutif de la base EOFs locale.
Comme le coût de ce �ltre est très proche de celui du �ltre SEEK, nous avons aussi construit
une variante du �ltre ROEK, appelée ROAEK, dans laquelle nous avons introduit l'utilisation
d'un modèle autorégressif d'ordre 1 pour faire évoluer l'erreur dans le sous-espace engendré
par la base EOFs. Nos expériences semblent con�rmer l'intérêt de l'évolution de la base. Les
résultats de ce �ltre avec la base EOFs mixte ont même été moins bons que ceux du �ltre
SEPLEK mais avec un coût plus élevé. Et en�n le �ltre ROAEK n'a pas fourni des résultats
satisfaisants car le modèle autorégressif que nous avons construit ne représentait pas su�sam-
ment bien l'évolution de l'erreur dans l'espace réduit.

Le travail que nous avons accompli dans ce mémoire nous a permis de construire des va-
riantes des �ltres SEEK et SEIK qui sont beaucoup moins coûteuses mais aussi performantes.
Cependant, nous pouvons toujours chercher à améliorer les performances (coûts+résultats)
de nos �ltres en travaillant, dans un futur proche, sur les points suivants :

1- Implémenter le �ltre SEEK dans un modèle avec une grille grossière (adaptative). L'ap-
proche multirésolution de Fieguth et al. [38, 39] pourra être envisagée pour propager les
informations à travers les grilles de di�érentes résolutions. Il serai aussi intéressant de
tester les performances de nos variantes du �ltre SEEK sur une grille grossière dans le
but de réduire encore leurs coûts.

2- L'analyse EOFs mixte augmente sensiblement la représentativité de sa base, mais trouver
un moyen pour faire évoluer la partie locale de cette base reste une question ouverte. Ce
point parait important du moment que l'évolution de la partie globale de la base mixte
a amélioré les résultats du �ltre à base �xe.

3- En ce qui concerne l'adaptation des paramètres du �ltre SEEK, nous avons pu voir
que le facteur d'oubli jouait un rôle très important pour garder la stabilité de nos
�ltres. Son adaptation a été béné�que même avec un estimateur de moindres carrés
réel qui calibre le système d'innovation matriciel de très grande taille. Il serait alors
intéressant de considérer une matrice de facteurs d'oubli et de l'adapter comme nous
l'avons présenté dans le chapitre 8. L'adaptation de la dimension de la base de correction
durant la période instable du modèle a largement amélioré les résultats du �ltre à base
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�xe. Trouver un moyen pour implémenter ce schéma dans le �ltre SEEK et ses variantes
devrait être envisagé très prochainement.

4- Après avoir examiné de plus près les résultats du �ltre ROAEK, nous avons pu constater
que sa mauvaise performance était due en grande partie au modèle autorégressif numé-
rique que nous avons construit pour faire évoluer l'erreur dans l'espace réduit. Pour
améliorer la performance de ce �ltre, nous devrons chercher des nouveaux moyens pour
construire ce modèle autorégressif.



Annexe A

Tirage aléatoire d'une matrice

orthogonale

Nous présentons ici un algorithme pour générer une matrice aléatoire uniforme 
 de r
vecteurs colonnes orthonormées dans IRr+1 et orthogonaux au vecteur (1; : : : ; 1)T . Pour plus
de détails sur cette méthode on pourra consulter Pham [79].

Dans ce but, on construit, d'une manière itérative, une suite de matrices aléatoires uni-
forme orthogonales 
k; k = 1; : : : ; r véri�ant :

1- Initialisation : 
1 = w1;1, où w1;1 est une variable aléatoire prenant les valeurs 1 ou
�1 avec une probabilité égale à 0:5 chacune.

2- Itération : Pour k = 1; : : : ; r, on calcule 
k à partir de 
k�1 par la formule


k =

0
B@

wk;1

H(wk;1; : : : ; wk;k)
k�1
...

wk;k

1
CA ; (A.1)

où wk = (wk;1; : : : ; wk;k)T est un vecteur aléatoire suivant la loi uniforme sur la sphère
unité de IRk et H(wk) est la matrice de Householder associée au vecteur wk, à savoir

H(wk) =

0
BB@

1 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � 1
0 � � � 0

1
CCA� 1

jwk;kj+1

0
BB@

wk;1

...
wk;k�1

wk;k+ Æ

1
CCA (wk;1; : : : ;wk;k�1): (A.2)

où Æ = 1 si wk;k�1 > 0 et �1 sinon. Remarquons que les colonnes de H(wk) sont
orthonormées et othogonales au vecteur wk.

On peut alors montrer que les matrices 
k; k = 1; : : : ; r sont des matrices aléatoires
orthogonales uniformes. Pour obtenir 
, il su�t alors de remultiplier 
r par la matrice
de Householder associée au vecteur normé

1p
r + 1

(1; : : : ; 1)T ; (A.3)
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c'est à dire la matrice0
BBB@

1 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � 1
0 � � � 0

1
CCCA�

1

r + 1+
p
r + 1

0
BBB@

1
...
1p
r + 1

1
CCCA (1; : : : ; 1) : (A.4)
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Annexe B

Construction d'une base orthonormée

orthogonale aux colonnes d'une

matrice

Nous dévelppons une méthode récursive et e�cace pour générer une base orthonormée V
du sous-espace vectoriel de IRr+1 orthogonal aux colonnes d'une matrice quelconque � de rang
r0+1. L'idée consiste à construire récursivement des vecteurs zr+1; :::; zr+1�r0 de sorte qu'à la
ième étape, les colonnes de la matrice H(zr+1) � � �H(zr+1�i) (H est la matrice de Housholder
donnée par A.2) forment une base orthonormée du sous-espace vectoriel de IRr+1 orthogonal
aux i + 1 colonnes distinctes 0; :::; i de �. Cette méthode peut être résumée comme suit
(pour plus de détails consulter Pham [75]).

� Initialisation : On choisit tout d'abord une colonne 0 de la matrice � et on la normalise
pour obtenir le vecteur zr+1 dans IR

r+1. On notera alors

�(0) = � � f0g: (B.1)

� Récurence : Pour i = 1; ::; r0�1, on considère une colonne i de la matriceHT (zr+1�i)�
(i)

et on la normalise, ce qui donne un vecteur zr�i dans IR
r�i. On véri�e alors que les co-

lonnes de la matriceH(zr+1) � � �H(zr+1�i) forment une base orthonormée du sous-espace
vectoriel de IRr+1 orthogonal à i+ 1 colonnes distinctes 0; :::; i de �. Ensuite, on note
comme pécédement

�(i+1) = HT (zr+1�i)�
(i) � fig: (B.2)

Une fois calculé les vecteurs zr+1; :::; zr+1�r0, on peut montrer que les colonnes de la matrice
H(zr+1) � � �H(zr�r0+1) forment les éléments de la base recherchée.
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Annexe C

Champ des états de référence et

estimés par les �ltres SEEK

Nous comparons ici les champs des variables de l'état de référence (haut à guache) en
01=09=1990 et de son estimation par les �ltres : SEEK (haut à droite), ROEK (milieu à
gauche), SEPLEK (milieu à droite), SEIK (bas à gauche) et SIEIK (bas à droite).

Table des �gures

� FIG. C.1 : Vitesse horizontale dans la 1ère couche.

� FIG. C.2 : Vitesse horizontale dans la 17ème couche.

� FIG. C.3 : Salinité dans la 1ère couche.

� FIG. C.4 : Salinité dans la 17ème couche.

� FIG. C.5 : Température dans la 1ère couche.

� FIG. C.6 : Température dans la 17ème couche.

� FIG. C.7 : Pression de surface dans la 1ère couche.

� FIG. C.8 : Premières EOFs globales et locales de la vitesse horizontale en surface.

� FIG. C.9 : Premières EOFs globales et locales de la salinité en surface.
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Fig. C.1 � Vitesse horizontale dans la 1ère couche
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Fig. C.2 � Vitesse horizontale dans la 17ème couche
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Fig. C.3 � Salinité dans la 1ère couche
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Fig. C.4 � Salinité dans la 17ème couche
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Fig. C.5 � Température dans la 1ère couche
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Fig. C.6 � Température dans la 17ème couche
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Fig. C.7 � Pression de surface dans la 1ère couche
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Fig. C.8 � La 1ère EOFs de la vitesse horizontale dans la 1ère couche
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Fig. C.9 � La 1ère EOFs de la salinité dans la 1ère couche
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Résumé

Le �ltre de Kalman étendu singulier évolutif (SEEK) et sa variante interpo-
lée, appelée SEIK, ont été implémentés et testés avec succès dans plusieurs
modèles océaniques. Cependant, ces deux �ltres restent chers pour une océa-
nographie opérationnelle. L'objectif principal de notre travail est de développer
des formes dégradées des �ltres SEEK et SEIK qui sont moins coûteux mais
aussi performants. Notre approche consiste essentiellement à simpli�er l'évo-
lution de la base de correction des �ltres SEEK et SEIK, qui est la partie la
plus chère de ces deux �ltres.

Pour améliorer les performances de nos �ltres dans les périodes instables du
modèle, nous introduisons tout d'abord les notions d'analyse EOFs locales et
mixte dans le but d'augmenter la représentativité de la base de correction.
Cela nous amène à construire une nouvelle variante du �ltre SEEK avec une
base de correction semi-évolutive partiellement locale. Nous présentons ensuite
plusieurs schémas de réglage adaptatif des paramètres du �ltre SEEK.

Nous terminons en�n par une comparaison entre les performances des �ltres
SEEK et ROEK pour montrer l'intérêt de l'évolution de la base de correction,
ce dernier étant aussi introduit pour compenser le caractère non-évolutif de la
base EOFs locale.

Nous avons implémenté tous nos �ltres dans une con�guration réaliste du mo-
dèle OPA dans l'océan Paci�que tropical. Leurs performances ont été étudiées
avec des expériences jumelles. Le �ltre SEIK est utilisé comme une référence
pour la comparaison. Les résultats de ces expériences montrent que nos nou-
veaux �ltres sont aussi performants que le �ltre SEIK, mais peuvent être de 2
à 10 fois plus rapides.

Mots clés

Assimilation de données. Modèle OPA. Altimétrie satellitaire. Filtre de Kal-
man. Filtres SEEK et SEIK. Filtres SEEK et SEIK simpli�és. Filtre ROEK.
Analyse EOFs. Adaptativité. Facteur d'oubli.


