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Comportement critique d’oscillateurs
couplés

Groupe de renormalisation et classe d’universalité

Ronan Thomas RISLER

Résumé

Les étonnantes performances de I'organe auditif des mammiféres sont no-
tamment dues aux propriétés génériques des oscillateurs critiques couplés qui
constituent le systéme. Cette thése présente une étude des propriétés critiques
génériques des systémes spatialement étendus d’oscillateurs stochastiques cou-
plés, opérant dans le voisinage d’une instabilité oscillante homogéne ou bifur-
cation de Hopf. Dans ce contexte, cette bifurcation constitue un point critique
dynamique hors équilibre, exhibant des propriétés universelles qui sont cano-
niquement décrites par I’équation Ginzburg-Landau complexe en présence de
bruit. La formulation du probléme en termes d’une théorie statistique dyna-
mique des champs non hamiltonienne nous permet d’étudier le comportement
critique du systéme a l’aide des techniques de la renormalisation dynamique
perturbative.

Dans un cas particulier, une analogie exacte avec le modéle O(2) dyna-
mique nous permet d’écrire une relation généralisée de la relation fluctuation-
dissipation et de déduire le comportement critique du systéme directement a
partir des études antérieures. Dans le cas général, nous établissons la structure
du groupe de renormalisation de la théorie dans un espace de dimension 4—¢, en
lui adaptant les schémas de renormalisation de Wilson et de Callan-Symanzik.
La présence d’une fréquence caractéristique dans le systéme - la fréquence des
oscillations spontanées & la transition - impose d’associer aux transformations
de renormalisation un changement de référentiel oscillant dépendant de I’échelle.
Nous effectuons le calcul & 'ordre de deux boucles en théorie des perturbations,
et montrons que la classe d’universalité du modéle est décrite par le point fixe
du modéle dynamique dissipatif O(2) dans un référentiel oscillant bien choisi.
Ainsi, bien que la dynamique soit hautement hors équilibre et brise les relations
de bilan détaillé, une relation fluctuation-dissipation généralisée est asympto-
tiquement restaurée a la transition. Cette relation prévoit I’existence de fortes
contraintes sur les principales observables expérimentales : la fonction de corré-
lation a deux points et la fonction de réponse linéaire a un stimulus sinusoidal.

Mots-clés : Physique statistique hors équilibre, point critique hors équilibre,
groupe de renormalisation dynamique, équation Ginzburg-Landau complexe,
bifurcation de Hopf, oscillateurs couplés, dynamique critique, biophysique, sys-
témes actifs, diagrammes de Feynman.
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Critical behavior of coupled oscillators

Renormalization group and universality class

Ronan Thomas RISLER

Abstract

The astonishing efficiency of the auditory organ of mammals is particularly
due to the generic properties of the coupled critical oscillators which make up
the system. This thesis presents a study of the generic critical properties of spa-
tially extended systems of coupled stochastic oscillators, operating in the proxi-
mity of a uniform oscillatory instability or Hopf bifurcation. In this context,
this bifurcation constitutes an out of equilibrium critical point with univer-
sal features, which are canonically described by the complex Ginzburg-Landau
equation in the presence of noise. The formulation of the problem in terms of a
non-Hamiltonian dynamical statistical field theory allows us to study the critical
behavior of the system by using perturbative renormalization group techniques.

In a particular case, an exact analogy with the O(2) dynamical model al-
lows us to write a generalized fluctuation-dissipation relation and to deduce
the critical behavior directly from previous studies. In the general case, we
establish the structure of the renormalization group of the theory in a 4 — ¢
dimensional space, using adapted Wilson and Callan-Symanzik schemes. The
presence of a characteristic frequency in the system - the frequency of the spon-
taneous oscillations at the transition - imposes to perform a scale-dependant
frame transformation during the renormalization procedure. We perform two-
loop order calculations in perturbation theory, and show that the universality
class of the model is described, in a suited oscillating frame, by the fixed point
of the dissipative O(2) dynamics. Then, while the dynamics is highly out of
equilibrium and breaks the detailed-balance relations, a generalized fluctuation-
dissipation relation is asymptotically recovered at the transition. This relation
imposes strong constraints on the main experimental observables : the two-point
correlation function and the linear response function to an external sinusoidal
stimulus.

Key-words : Out of equilibrium statistical physics, out of equilibrium criti-
cal point, dynamic renormalization group, complex Ginzburg-Landau equation,
Hopf bifurcation, coupled oscillators, critical dynamics, biophysics, active sys-
tems, Feynman diagrams.



vi



Table des matiéres

I Theése originale 1
Avant-Propos 3

1 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements cri-

tiques 5
1.1 Systémes biologiques stochastiques actifs . . . . . ... ... ... 6
1.2 Instabilités dynamiques et comportements universels hors équilibre 13
1.2.1 Bifurcations et instabilités dynamiques . . . . . . ... .. 14
1.2.2 Comportements critiques hors équilibre et groupe de re-
normalisation . . . . . ... L oL oo 19
2 Théorie des champs d’oscillateurs couplés 25
2.1 Quantités physiques et dynamique générique . . . . . . . .. ... 26
2.1.1 Equation dynamique générique . . . .. . ... ... ... 26
2.1.2 Corrélateursdu bruit . . . . . ... ... o000 26
2.2 Fonctions de corrélation et de réponse . . . .. ... 27
2.3 Formalisme de théorie des champs . . . . . .. . ... ... ... 28
2.3.1 Formulation matricielle et fonctions a deux points. . . . . 28
2.3.2 Fonctionnelle génératrice . . . . . . ... ... ... .. 29
2.3.3 Action effective . . . . ... oL 32
2.4 Elimination de la fréquence wg . . . . . . . .. ..o 34
2.4.1 Référentiel oscillant . . . . . . . .. ..o 34
2.4.2 Analogie exacte avec un probléme thermodynamique . . . 35
2.4.3 Théoréme Fluctuation-Dissipation généralisé. . . . . . . . 36

3 Théorie champ moyen d’oscillateurs couplés dans le régime cri-

tique 39
3.1 Approximationde Landau . . . . .. ... ... ... .. 39
3.1.1 Point selle de la théorie . . . ... ... ... ....... 40
3.1.2 Approximation a 'ordre des arbres . . . . ... ... ... 40
3.1.3 Deuxiéme pointde vue . . . . . .. ... L. 41
3.2 Fonctions de corrélation et de réponse . . . .. ... L. 42
3.3 Bifurcationde Hopf. . . . . . .. .. ... o oL 43
3.3.1 Instabilité oscillante homogéne . . . .. .. .. ... ... 43
3.3.2 Comportements asymptotiques et exposants critiques . . . 43
3.4 Validité de "approximation de Landau et dimensions critiques . . 45

vii



TABLE DES MATIERES

4 Groupe de renormalisation des oscillateurs couplés 49
4.1 Schéma de renormalisation de Wilson . . . . . . . ... ... ... 49
4.1.1 Equations de groupe de renormalisation . . .. ... ... 50
4.1.2 Paramétres renormalisés et cohérence de la théorie . . . . 53
4.1.3 Comportement critique en dimension supérieure 84 . .. 55
4.2 Renormalisation des oscillateurs couplés dans le schéma de Wilson 56
4.2.1 Dimensions canoniques . . . . . . . . . . ..o 56
4.2.2 Symétries . . ... 56
4.2.3 Renormalisationdelaphase . . . . ... .. ... ..... 58
4.2.4 Equations de groupe de renormalisation . . .. ... ... 59
4.2.5 Point fixe d’une transition non-oscillante . . . . . . . . .. 63
4.3 Renormalisation d’une théorie oscillante . . . . . ... ... ... 64
4.3.1 Elimination du paramétrewg . . . . .. .. .. ... ... 64
4.3.2 Equations de groupe de renormalisation . . .. ... ... 65
4.3.3 Comportements asymptotiques critiques . . . . . .. ... 69

4.3.4 Identification des exposants critiques en champ moyen et
comportement critique en dimension plus grande que 4 . . 71
4.3.5 Une nouvelle renormalisation du modéle O(2) . . . . . .. 72
4.4  Schéma de renormalisation de Callan-Symanzik . . .. ... ... 74

4.5 Renormalisation des oscillateurs couplés dans le schéma de Callan-
Symanzik . . ... 75
4.5.1 Théorienue . . . . . . ... 76
4.5.2 Elimination du paramétrewg . . . . .. .. ... .. ... 76
4.5.3 Diagrammes superficiellement divergents . . . . . .. ... 77
4.5.4 Théorie renormalisée et contre-termes . . . . . ... ... 78
4.5.5 Equations de Callan-Symanzik . . ... ... .. .. ... 80
4.5.6 Solution des équations de Callan-Symanzik . . ... ... 83
4.5.7 Point fixe et exposants critiques . . . . . .. ... 85
4.5.8 Structure de groupe en gardant wg . . . . ... ... L. 85
5 Calcul perturbatif a I'ordre d’une boucle 89
5.1 Renormalisation infinitésimale des paramétres a I’ordre d’une boucle 89
5.1.1 Renormalisation du propagateur . . .. ... . ... ... 90
5.1.2 Renormalisation du vertex . . . . . ... . ... ... ... 91

5.2 Equations de groupe de renormalisation et structure des points
fixesde la théorie . . . . . . . ... oo 96
5.2.1 Equations de groupe de renormalisation . . .. ... ... 96
5.2.2 Points fixes et linéarisation . . . . ... ... .. .. ... 98
5.2.3 Diagramme de Flot et exposants critiques . . . . .. ... 99
5.2.4 Résultats obtenus en conservant wy et cohérence de la théorie101

5.2.5 Insuffisance des résultats et nécessité des calculs a 'ordre
dedeux boucles . . . . . ... o Lo 102
6 Calcul perturbatif 4 I’ordre de deux boucles 105
6.1 Théorie des perturbations et représentations diagrammatiques . . 106
6.1.1 Conventions graphiques . . . . .. ... . ... ...... 106
6.1.2 Expression diagrammatique des vertex propres . . . . . . 107

Vi1l



TABLE DES MATIERES

6.2 Calcul desfacteurs Z . . . . . . . ... oo 110
6.2.1 Renormalisation du vertex . . . . . ... . ... ... ... 110
6.2.2 Renormalisation de la masse et de la fréquence . . . . .. 113
6.2.3 Renormalisation du propagateur . . .. ... . ... ... 114
6.2.4 Intégrales et calcul formel . . . .. ... ... ... ..., 117
6.2.5 Expression des facteurs Z . . . .. ..o 118
7 Comportement critique d’oscillateurs couplés en présence de

bruit 121
7.1 Expression et solution des équations de groupe de renormalisation 121
7.1.1 Référentiel oscillant . . . . . . . ... .o oL 121
7.1.2 Théorie physique . . . . . . . ... oL 122
7.2 Diagramme de flot, points fixes et classe d’universalité . . . . . . 125
7.2.1 Diagrammedeflot . . ... . ... ... ... ... 125
7.2.2 Classe d’universalité et exposants critiques . . . . . . . .. 125
7.2.3 Phase et pulsation effectives et quantités universelles . . . 127
7.2.4  Limite singuliére en dimension 4 et synchronisation . . . . 127
7.2.5 Synchronisation . . . . . . ... ... 0o L. 127
7.3 Fonctions de corrélation et de réponse dans le régime critique . . 128
7.3.1 Référentiel oscillant . . . . . . . ... oL 130
7.3.2 Solution ca(S) « v v . oo 131
7.3.3 Phase et pulsation effectives . . . . . .. ... o0 132

7.4 Brisure et restauration asymptotique de la relation Fluctuation-
Dissipation généralisée . . . . . . . . ... ... L. 134
7.5 Corrections aux lois d’échelle . . . . . .. ... .0 0000 136
Discussion 139
IT English summary of the thesis 145
1 Out of equilibrium stochastic systems and critical behaviors 151
1.1 Stochastic active biological systems . . . . . .. ... ... ..., 151
1.2 Dynamic instabilities and out of equilibrium universal behaviors . 153
1.2.1 Bifurcations and dynamic instabilities . . . .. ... ... 153

1.2.2  Out of equilibrium critical behaviors and renormalization
BTOUD  + v v v v v v v e e e e e e e e e e e e 155
2 Field theory of coupled oscillators 157
2.1 Physical quantities and general dynamics. . . . ... . ... ... 157
2.1.1 Generic dynamic equation . . . . . ... ... ... ... 157
2.1.2 Noise correlator . . . . .. .. ... o 0oL 157
2.2 Correlation and response functions . . . . . ... ... ... ... 158
2.3 Field theoretical formalism . . . . .. ... ... ... ... ... 158
2.3.1 Matricial formalism and two-point functions . . . . . . .. 158
2.3.2 Functional generator . . . . . ... ... ... ... 158
2.3.3 Effective action . . . . .. ... oo oo 159

1T



TABLE DES MATIERES

2.4

Eliminating wg . . . . .« . .« o 159
2.4.1 Oscillatory frame . . . . . ... ... 0o L. 159
2.4.2 Exact analogy with a thermodynamic problem . .. . .. 159
2.4.3 General fluctuation-dissipation theorem . . .. ... ... 160

Mean field theory of coupled oscillators in the critical regime 161

3.1 Landau approximation . . . . .. .. ... ... ... L. 161
3.1.1 Saddle-point of the theory . . . . . ... ... ... .... 161
3.1.2  Tree-level approximation . . . . . . ... .. ... ..... 161
3.1.3 Second point of view . . . .. ... oo 162

3.2 Mean field correlation and response functions . . . ... .. ... 162

3.3 Hopf bifurcation . . . . ... ... ... 0 00000 162
3.3.1 Homogeneous oscillatory instability . . . . ... ... ... 162
3.3.2 Mean field asymptotic behaviors and critical exponents . . 163

3.4 Mean field approximation validity and critical dimensions . . . . 163

Renormalization group for coupled oscillators 165

4.1 Wilson’s renormalization scheme . . . . . ... ... .. ..... 166
4.1.1 Renormalization group equations . . . . . ... ... ... 166
4.1.2 Renormalized parameters and self-consistence of the theory167
4.1.3 Critical behavior in space dimensions larger than 4 . . . . 167

4.2 Renormalization of coupled oscillators in Wilson’s scheme . . . . 168
4.2.1 Canonical dimensions . . . . ... ... ... ...... 168
4.2.2 Symmetries . . . ... 168
4.2.3 Phase renormalization . . . . ... ... . ... ... 168
4.2.4 Renormalization group equations . . . . . ... ... ... 169

4.3 Renormalization of an oscillatory theory . . . . . ... ... ... 170
4.3.1 Elimination of the parameter wy . . .. .. .. ... ... 170
4.3.2 Renormalization group equations . . . . . ... ... ... 170
4.3.3 Critical asymptotic behaviors . . . . .. . ... ... ... 171
4.3.4 Mean field critical exponents and critical behavior in d > 4172
4.3.5 A new renormalization of the O(2) model . . . ... ... 172

4.4  Callan-Symanzik renormalization scheme . . . . . . . . . .. ... 173

4.5 Renormalization of the theory of coupled oscillators in the Callan-
Symanzik’s scheme . . . . .. .. Lo 0oL 173
4.5.1 Baretheory . .. ... ... ... o oo, 173
4.5.2 Elimination of the parameter wy . . .. .. .. ... ... 174
4.5.3 Superficial degree of divergence . . . . . .. ... .. ... 174
4.5.4 Renormalized theory and counterterms . . . . . ... ... 174
4.5.5 Callan-Symanzik equations . . . . ... . ... ... ... 174
4.5.6  Solution of the Callan-Symanzik equations . . . . . . . .. 175
4.5.7 Fixed points and critical exponents . . . . . .. ... ... 175

4.5.8 Renormalization group structure when we keep wp in the
set of renormalized parameters . . . . .. ... ... ... 176



TABLE DES MATIERES

5 One-loop order perturbative calculations 177
5.1 Infinitesimal renormalization of the parameters to the one-loop
order . ... L 177
5.1.1 Propagator renormalization . . .. ... . ... ... ... 177
5.1.2  Vertex renormalization . . . . . .. ... .. ... ..., 178
5.2 Renormalization group equations and fixed points structure of
the theory . . . . . . . . L 178
5.2.1 Renormalization group equations . . . . . ... ... ... 178
5.2.2 Fixed points and linearization . . . . .. . ... ... ... 178
5.2.3 Flow diagram and critical exponents . . . . .. ... ... 179
5.2.4 Results obtained when we keep wg . . . . . .. ... ... 179
5.2.5 Insufficiency of the results and necessity of two-loop order
calculations . . . . .. L L L Lo 179
6 Two-loop order perturbative calculations 181
6.1 Perturbation theory and diagramatic representation. . . . . . . . 181
6.1.1 Graphical conventions . . . . ... ... ... 181
6.1.2 Diagramatic expressions of the eigen vertexes . . . . . .. 181
6.2 Z-factor calculation. . . . .. ... o000 0oL 182
6.2.1 Vertex renormalization . . . . . .. ... . ... ... 182
6.2.2 Renormalization of the mass and the frequency . .. . .. 182
6.2.3 Propagator renormalization . . .. ... . ... ... ... 183
6.2.4 Formal calculations and complex integrals . . . . .. ... 183
6.2.5 Z-factors expressions . . . . . ... ... 183
7 Results 185
7.1 Expression and solution of the renormalization group equations . 185
7.1.1 Oscillating frame . . . .. . . ... ... 0L 185
7.1.2 Physical theory . . . . .. ... o o000 185
7.2 Flow diagram, fixed point and universality class . . . . . .. ... 186
7.2.1 Flow diagram . . . . . ... .. ... ... 186
7.2.2 Universality class and critical exponents . . . . ... ... 187
7.2.3 Peculiar limit in 4 dimensions and synchronization . . . . 187
7.3 Response and correlation functions in the critical regime . . . . . 188
7.3.1 Oscillatory frame . . . . . ... ... 00000 188
7.3.2 Solution ca(S) « v v . oo 189
7.3.3 Effective phase and frequency . . . . .. . ... ... ... 189
7.4 Creation and breaking of the generalized fluctuation-dissipation
relation . . ... Lo 190
7.5 Corrections to scaling laws . . . . .. ... ... .. ... ... 191
Conclusion ; Outlook 193
IIT Annexes et bibliographie 197
A Notations 199

)



TABLE DES MATIERES

B Corrélateur du bruit statistique prés d’un point critique
C Théorie des perturbations et représentation graphique
D Jacobien, 6(0) et causalité

E Expressions complétes de diverses quantités

Bibliographie

il

203

205

209

215

219









Premiére partie

Thése originale






Avant-Propos

Une des grandes préoccupations des sciences physiques, et donc I'un de ses
grands défis, est la recherche de 'universalité dans les comportements naturels.
Cette recherche consiste a tenter d’expliquer dans un méme cadre théorique le
maximum d’événements physiques, avec le minimum d’hypothéses possibles sur
les conditions de leur réalisation. Nous disons que nous connaissons une loz de
la physique lorsque nous sommes en possession d’un cadre explicatif du com-
portement d’un grand nombre de systémes (soumis & des hypothése générales)
et capable de prédictions. Un des exemples les plus célébres issus de ’histoire
de la physique qui illustrent le succés de la discipline dans cette recherche, et
certainement 'un des exemples les plus importants historiquement, est la loi
de I’attraction universelle des corps massifs formulée en 1687 par Isaac Newton
dans son oeuvre maitresse : Philosophiae naturalis principia mathematica. Avant
lui, [™explication” de la chute des corps n’était que descriptive : la philosophie
d’Aristote prénait que les corps graves chutaient parce que leur lieu naturel était
d’étre “en bas”. Le lieu naturel du feu, lui, se trouvait “en haut”. Le comportement
des systémes physiques était lié & leur nature. Avec Newton, nous formulons un
cadre universel descriptif du comportement des systémes, expliquant des éve-
nements aussi différents que la chute d’une pomme ou le mouvement de la lune.
La chute des corps ne dépend plus que d’une propriété quantitative, leur masse
grave, qui est qualitativement universelle, et dont la connaissance permet des
prédictions sur leur mouvement, indépendamment de leur nature (composition
chimique, couleur, etc...). Sous certaines hypothéses communes, consistant par
exemple & pouvoir négliger les frottements de I’air, tous les corps physiques ont
le méme comportement qualitatif, quantitativement paramétré par leur masse
grave. Nous disons que nous sommes en possession d’une loi physique.

Le sujet de cette thése concerne I'universalité. Nous considérons les sys-
témes d’oscillateurs couplés dans la limite thermodynamique et situés au voisi-
nage d’une transition de phase oscillante et homogéne ou bifurcation de Hopf.
Nous nous plagons du c¢6té non oscillant de la bifurcation. Sous ces hypothéses
génériques, nous nous proposons de dégager les propriétés universelles et non-
universelles du comportement de ces systémes. Le cadre théorique et technique
de notre étude est le groupe de renormalisation dynamique perturbatif. A I’ap-
proche de la transition de phase, nous montrons que certaines quantités phy-
siques relatives a ces systémes, les fonctions de corrélation et de réponse a
une force externe, ont des comportements asymptotiques universels exprimés en
termes de lois d’échelle, et quantifiés par des exposants critiques. Notre étude a
pour but, entre autres, de déterminer ces exposants.



Awvant-Propos

Le chapitre 1 est un chapitre introductif. Nous commencons par motiver
notre étude, en exposant le comportement de certains systémes biologiques ac-
tifs. Nous présentons ensuite les techniques de physique théorique que nous
utiliserons dans les chapitres suivants, et qui se sont avérées fructueuses par le
passé dans d’autres contextes. Enfin nous définissons le cadre de notre étude, qui
concerne une transition de phase dynamique située loin de I’équilibre thermique.
Le chapitre 2 présente le formalisme théorique général utile & notre étude, et uti-
lise la connaissance des théories dynamiques critiques habituelles pour établir la
présence d’une transition dynamique dans le systéme. Le chapitre 3 présente la
théorie champ moyen de notre systéme, qui est un cadre théorique approximatif,
et qui s’avére donner des prédictions correctes en dimension d’espace supérieure
a 4. Le chapitre 4 constitue le coeur de notre étude. Nous y présentons la struc-
ture de la théorie du groupe de renormalisation pour notre théorie dynamique
critique hors équilibre. Celle-ci sera d’abord décrite dans le cadre du schéma de
renormalisation de Wilson. Ce schéma, qui est a la fois intuitif, historiquement
essentiel et naturel pour I’étude au premier ordre en théorie des perturbations,
s’avére techniquement inextricable dés lors que nous devons effectuer des cal-
culs perturbatifs aux ordres élevés. Nous présentons donc ensuite la structure du
groupe de renormalisation de notre théorie dans le cadre du schéma de renorma-
lisation de Callan-Symanzik. Le chapitre 5 expose en détails les calculs & ordre
d’une boucle effectués dans le cadre du schéma de renormalisation de Wilson, et
les résultats qui en sont déduits a cet ordre en théorie des perturbations pour la
structure de la théorie. Nous montrons que ce calcul est insuffisant pour avoir
la structure qualitative compléte du groupe de renormalisation de la théorie,
ainsi que les premiéres corrections non triviales aux exposants critiques. Nous
présentons dans le chapitre 6 les calculs & 'ordre de deux boucles dans le cadre
de la technique de Callan-Symanzik, et déterminons les exposants critiques a cet
ordre. Le chapitre 7 tire les conclusions physiques générales de notre étude, et
étudie les comportements universels et non universels de notre systéme. Enfin
I’annexe A précise certaines notations et définitions utilisées tout au long de
ce mémoire, ’annexe B précise et justifie les corrélateurs du bruit statistique
que nous utilisons pour traduire la présence de fluctuations, 'annexe C précise
les régles de Feynman de la théorie relatives a la représentation graphique des
termes des séries perturbatives des quantités que nous calculons, ’annexe D
dérive en détails le formalisme de théorie des champs & partir de I’équation dy-
namique que l’on considére, et ’annexe E donne les expressions complétes de
certaines quantités intervenant dans le résultat du calcul.



Chapitre 1

Systémes stochastiques hors
équilibre et comportements
critiques

La caractérisation des propriétés des systémes hors équilibre constitue ac-
tuellement 1'un des axes de recherche majeurs en physique statistique. Loin de
I’équilibre thermique, les propriétés des systémes ne peuvent pas étre générique-
ment déduites de I’écriture d’une énergie libre effective, et une description dé-
taillée de la dynamique de ces systémes est nécessaire. Cependant, prés des
transitions de phases continues, qui séparent différents états stationnaires hors
équilibre, certaines propriétés de ces systémes sont universelles et peuvent étre
étudiées dans un cadre théorique général. La notion d’universalité, qui concerne
les propriétés de grandes échelles temporelles et spatiales d’un systéme donné, a
longtemps été réservée aux systémes situés au voisinage des transitions de phase
du second ordre proches de I’équilibre thermique. Les propriétés universelles de
tels systémes ont été étudiées via différentes approches, incluant des solutions
exactes de modéles idéalisés (voir entre autres I'exemple historique [110]) et des
études numériques en grand nombre, guidées par les données expérimentales
(voir les références dans [150]). Mais ce n’est qu’avec la théorie du groupe de re-
normalisation, initialement développée dans le cadre de la théorie quantique des
champs, qu’un cadre théorique explicatif générique a été développé [83, 141, 142].
Grace a cette technique, ’hypothése de I’existence de lois asymptotiques dyna-
miques [37, 54] a pu étre théoriquement vérifiée et quantifiée. Ce cadre théorique
permet de regrouper les systémes en classes d’universalité, selon des critéres gé-
nériques qui concernent le nombre de composantes, les propriétés de symétrie et
les lois de conservation des grandeurs physiques pertinentes & la transition [61].
Au sein d’une méme classe d’universalité, les comportements asymptotiques des
systémes sont identiques & la transition [150, 129]. Par analogie avec ces études
au voisinage de ’équilibre thermique, les techniques de groupe de renormali-
sation fournissent un cadre théorique a l’identification et I’étude des classes
d’universalité des comportements asymptotiques des systémes au voisinage des
instabilités dynamiques continues ou transitions de phase dynamiques du second
ordre hors équilibre.



Ch. 1 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

L’étude des systémes biologiques, intrinséquement actifs, fournit des exemples
de telles transitions. Dans ce chapitre, nous commencons par présenter des sys-
témes biologiques pour lesquels la présence de fluctuations joue un réle impor-
tant. Dés lors, ’étude théorique de ces systémes nécessite le formalisme de la
physique statistique hors équilibre. Les mécanismes responsables des propriétés
dynamiques de chacun de ces systémes sont hautement spécifiques. Cependant,
au voisinage des instabilités, des propriétés génériques peuvent étre dégagées.
Dans une premiére section, nous donnons l’exemple de systémes biologiques
présentant des instabilités dynamiques oscillantes, et dont ’étude expérimen-
tale permet de mettre en valeur la présence de propriétés génériques. Dans une
seconde section, nous présentons briévement le formalisme théorique adapté a
I’étude des comportements génériques des systémes placés au voisinage des in-
stabilités dynamiques. Nous portons notre attention sur la différence de point
de vue qui existe entre le formalisme et le langage issus de I’étude des sys-
témes dynamiques et leurs homologues issus de I’étude des transitions de phase.
Nous insistons enfin sur ce second point de vue qui sera le nétre en présentant
briévement les exemples historiques de telles études.

1.1 Systémes biologiques stochastiques actifs

La complexité et la variabilité des systémes biologiques est étonnante [1].
Trés souvent, la dynamique de ces systémes repose sur des mécanismes trés spé-
cifiques et possiblement trés compliqués. Une des caractéristiques essentielles
de ces systémes, et qui en fait un champ d’investigation non standard pour les
physiciens, est le fait qu’ils présentent trés souvent des comportements basés sur
des mécanismes actifs. Un des exemples les plus frappant de tels phénoménes
est la capacité des étres vivants & exercer des forces ou générer du mouvement.
En plus de la contraction musculaire, qui en est I'illustration macroscopique et
quotidienne la plus évidente, cette propriété est représentée au niveau cellulaire
par de multiples phénoménes extrémement variés. Parmi ceux-ci, citons la mo-
tilité cellulaire, la division cellulaire et le transport d’organelles ou de composés
a I'intérieur d’une méme cellule [7].

Protéines motrices et structures cellulaires actives

De tels mouvements sont générés au niveau moléculaire par des protéines,
appelées protéines motrices [65]. Ces macromolécules hydrolysent ’adénosine
triphosphate (ATP) en adénosine diphoshate (ADP), et récupérent ’énergie
libérée au cours de cette réaction chimique pour se déplacer dans le milieu vis-
queux que constitue le cytoplasme (milieu intra-cellulaire) ou exercer des forces
sur les filaments du cytosquelette des cellules auxquelles elles appartiennent.
Il existe un grand nombre de protéines motrices, regroupées en familles par
proximité génétique. Citons trois grands embranchements de cette classifica-
tion : les dynéines, présentes dans I’axonéme, structure responsable de la nage
de nombreux micro-organismes (comme par exemple les spermatozoides), les
kinésines, qui transportent les neurotransmetteurs le long des neurones, et les

6



1.1 Systémes biologiques stochastiques actifs

myosines, responsables de la contraction musculaire [90, 71]. Le véritable com-
plexe qui détermine I'unité motrice dans la cellule est constitué de la protéine
et de son filament associé qui constitue, dans les exemples précédemment cités,
une structure linéaire et polaire. Aussi ces protéines font elles partie de la classe
des moteurs moléculaires dits “linéaires” [7].

Les méthodes expérimentales permettent de mesurer les forces et les vitesses
de moteurs individuels, ou de petits groupes de moteurs [72, 123, 126, 70]. La
réaction d’hydrolyse de ’ATP présente plusieurs étapes, au cours desquelles la
conformation de la protéine change [124, 64]. Cette observation a été a la base de
I’élaboration d’un modéle du principe de fonctionnement général des protéines
motrices linéaires [116, 20, 4], qui 8’inspire des modéles de “ratchets” [94]. Il sup-
pose ’existence de deux états d’interaction différents du moteur avec le filament,
et décrit I’évolution dynamique de la position d’un point donné du moteur dans
un régime de forte friction, et en présence d’une force brownienne qui rend la
dynamique stochastique. Dans la limite d’un grand nombre de moteurs reliés
entre eux et distribués de facon homogeéne le long du filament porteur, ce qui
est par exemple le cas de la structure des complexes “dynéines+microtubule”
et “actomyosine”, la dynamique collective des moteurs devient déterministe. On
peut alors dériver du modéle précédent des relations entre la force externe foxt
appliquée aux moteurs et la vitesse relative v de ces derniers avec le filament
porteur [79]. En fonction de la valeur d’un paramétre du modéle noté €, lié phy-
siquement au taux d’hydrolyse de ’ATP par les moteurs, la courbe foyt(v) peut
étre monotone ou non. Dans le second cas, plusieurs solutions pour la vitesse
sont alors possibles & force fixée ; la vitesse présente des instabilités et discon-
tinuités en tant que fonction de la force fex (voir la figure 1.1). La courbe de

fexl

Fi1c. 1.1: Courbes foxt(v) obtenues pour différentes valeurs du paramétre
d’un modéle de moteurs moléculaires opérant collectivement. 2 est lié au taux
d’hydrolyse de ’ATP par les moteurs. Le systéme présente une instabilité dy-
namique pour une valeur . du paramétre Q [78].

coexistence déduite de ce modéle a notamment été mise en évidence expérimen-

talement [118]. Si 'on relie le filament de moteurs au filament porteur par un
élément élastique, une solution statique du systéme devient instable pour une
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Ch. 1 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

certaine valeur critique Q. du paramétre 2. Au dela de cette valeur, le systéme
présente des oscillations, dites spontanées, qui sont le résultat du comportement
collectif auto-organisé des moteurs [80, 78]. Les moteurs collectifs présentent une
instabilité dynamique oscillante, aussi appelée bifurcation de Hopf (voir le para-
graphe 1.2.1). Au voisinage du point de bifurcation, la dynamique, par ailleurs
spécifique de ces systémes de moteurs collectifs, présente des comportements
génériques.

La structure des muscles correspond & celle modélisée ci-dessus : des fila-
ments de myosines interagissent avec des filaments d’actine, et les deux types
de filaments sont par ailleurs connectés par des éléments élastiques [71, 72]. Ex-
périmentalement, on observe que certains insectes battent des ailes de maniére
désynchronisée par rapport au signal nerveux [114]. D’autre part, on observe in
vitro des oscillations spontanées des myofibrilles! [46]. L’origine de ces oscilla-
tions est donc & chercher dans la structure des muscles eux-mémes. Le cadre
théorique précédent fournit des explications & ces phénomeénes. D’autre part, il
a également été & la base d’une description des battements de I’axonéme dans
la nage des micro-organismes [14, 12]. Enfin les moteurs moléculaires jouent un
role important dans le comportement mécanique de la touffe ciliaire des cellules
de l'oreille interne, dont nous parlons ci-dessous.

Oscillations critiques, amplification et sélectivité en fréquences de 1’or-
gane auditif

La détection du son chez un animal se fait par transformation d’un signal
mécanique en un signal électrique. Chez les mammiféres, les ondes de pression
porteuses du signal sonore sont transmises via ’oreille moyenne & la cochlée,
dans laquelle elles se propagent le long de la membrane basilaire [52, 25] (voir la
figure 1.2). Ce mouvement est détecté par les cellules ciliées, cellules sensorielles
auditives, qui sont situées dans ’organe de Corti, organe sensori-nerveux de la
cochlée [68] (voir la figure 1.3). Une cochlée humaine contient approximative-
ment seize mille cellules ciliées. Chacune de ces cellules répond préférentiellement
a une fréquence. La gamme de fréquences ainsi couverte s’étend sur deux voire
trois ordres de grandeur?. Les cellules ciliées possédent & leur surface une touffe
ciliaire, formée d’une dizaine a une centaine de stéréocils, et qui est un transfor-
mateur d’un signal mécanique en un signal électrique [63] (voir la figure 1.4). Ces
stéréocils, structures essentiellement cylindriques et closes par la membrane cel-
lulaire, sont longs de quelques microns et d’un diamétre de quelques centaines de
nanométres. Ils contiennent de nombreux filaments du cytosquelette, et sont par
conséquent relativement rigides a cette échelle. Dans la membrane cellulaire se
trouvent des canaux ioniques mécano-sensibles, dont I’ouverture serait controlée
par la tension exercée par de fins filaments, les “tip link”, joignant les stéréocils
voisins [82] (voir la figure 1.5). Les différences de tension dans les tip link ré-
sulteraient du glissement relatif de deux stéréocils voisins, qui peuvent pivoter
a leurs bases en réponse aux déformations mécaniques induites par ’arrivée de

'Fibres musculaires élémentaires
2Chez I’homme, la gamme de fréquences couverte s’étend de la vingtaine de Hz jusqu’a
environ 20 kHz.
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Osselets

Tympan

FiG. 1.2: Schéma d’une oreille humaine. Les vibrations sonores de I’air envi-
ronnant font vibrer le tympan et sont transmises via les osselets a la cochlée.
Aprés transformation du signal par les cellules ciliées, le nerf auditif transmet
I’information au cerveau.

I’onde de pression. Finalement, le flux induit d’ions & travers les canaux, formé
essentiellement d’ions Ca™ et KT, change le potentiel transmembranaire de la
cellule, ce qui est & 'origine du signal nerveux?.

Le systéme auditif est un détecteur extrémement performant. Qutre 1’éten-
due du spectre qu’il couvre, il est capable de détecter sur une large gamme
d’amplitudes sonores qui s’étend sur 120 dB ou 12 ordres de grandeur en in-
tensité. Le seuil d’amplitude du son audible se situe en-dessous du bruit propre
du systéme [29]. Ces performances sont certainement dues a la présence de
mécanismes actifs, ce qu’avait déja suggéré Thomas Gold en 1948 [48]. Des os-
cillations spontanées des cils de cellules auditives isolées de grenouille ont été
directement observées [97], et des mécanismes complexes non linéaires ont été
mis en évidence [22, 66]. La réponse de ces cellules isolées & un stimulus ex-
térieur, lorsque la fréquence du stimulus exercé correspond & la fréquence des
oscillations spontanées, est non linéaire et amplifiée sur toute une gamme d’am-
plitudes [98, 38]. Par comparaison des deux fonctions, il a été démontré que
le systéme consomme de I’énergie et brise la relation Fluctuation-Dissipation
propre aux systémes opérant a 1’équilibre thermique [99].

Différents mécanismes, basés sur la structure microscopique des stéréocils
et de leur organisation, ont été proposés pour expliquer ces phénoménes [21].
Les stéréocils contiennent des moteurs moléculaires couplés en grand nombre
et les études théoriques présentées précédemment au sujet des protéines mo-
trices pourraient expliquer la présence d’oscillations spontanées des cils auditifs.
D’autre part, les moteurs moléculaires pourraient jouer un réle important dans
un mécanisme d’adaptation de la tension exercée sur les canaux ioniques, lorsque
la touffe ciliaire est inclinée avec un angle lentement variable [69, 63]. Une rai-
deur négative de la touffe ciliaire dans un certain régime de forces appliquées

®Pour une présentation générale, voir [1].
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FiG. 1.3: Schéma en coupe et photographie en microscopie électronique a ba-
layage de I'organe de Corti chez les mammiféres. Les cellules ciliées sont com-
prises entre la membrane basilaire, porteuse des ondes acoustiques, et la mem-
brane tectoriale qui coiffe les stéréocils. Dans la photographie de droite, les
touffes ciliaires “en V” surmontent les corps cellulaires, et I"astérisque indique
le tunnel de Corti, traversé par des fibres nerveuses. Echelle : 20 um. Source :
http ://www.iurc.montp.inserm.fr/cric /audition/.

a été mesurée, et cette propriété fournit au systéme un mécanisme d’amplifica-
tion des faibles stimuli [100]. Plus génériquement, les propriétés observées sont
caractéristiques d’un systéme bruité se trouvant au voisinage d’une bifurcation
de Hopf [111, 99]. Ce point de ’espace des phases est le point ot le systéme est
le plus sensible aux faibles stimuli, et le plus sélectif en fréquence.

Plus globalement, a I’échelle de la cochlée, la réponse mécanique de la mem-
brane basilaire révéle un comportement non-linéaire actif de I’organe audi-
tif [24, 36, 119]. L’amplitude de I'onde sonore propageante varie le long de la
membrane basilaire [151]. Une amplification active et localisée de cette onde
permet d’augmenter la sélectivité en fréquence des cellules sensorielles ainsi que
les performances du systéme dans les faibles amplitudes [35]. En particulier,
la réponse mécanique d’un point donné de la membrane basilaire, caractérisée
par une amplitude X, montre, en fonction de ’amplitude P de ’onde sonore
appliquée et autour d’une fréquence particuliére, un comportement non-linéaire
proche d’un comportement d’échelle | X | oc |P|*/? sur une large gamme d’ampli-
tudes [121] (voir la figure 1.6). Il a été proposé que le mécanisme actif responsable
de ces propriétés soit localisé dans les cellules ciliées et qu’une boucle de rétroac-
tion garde le systéme au voisinage d’un point de bifurcation de Hopf [13, 12, 77].
Le comportement d’échelle observé dans la réponse mécanique de la membrane
basilaire & une onde sonore incidente peut étre reproduit par les équations géné-
riques régissant la réponse des systémes dynamiques non-linéaires a un stimulus
sinusoidal, lorsque le systéme se trouve au voisinage d’un point de bifurcation
de Hopf. En effet, la réponse X (¢) d’un tel systéme & une force sinusoidale
F(t) = F1e™' + F_1e~%! en absence d’oscillations spontanées et si I’on ignore
les modes transitoires, obéit a I’équation générique suivante [13] :

Fi ~ AX, + B| X1 > X1 4+ O(|X1°) (1.1)

ott X1 est le mode de Fourier de pulsation w de la variable X (¢) (voir para-
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F1G. 1.4: Structure et fonction de la touffe ciliaire. (A) Micrographie électro-
nique (x2500) de deux touffes ciliaires de grenouille (bullfrog). (B) Micrographie
électronique (x50,000) du sommet d’un stéréocil et de son voisin, relié par un
“tip link”. (C) et (D) Diagrammes schématiques d’une touffe ciliaire et de la pho-
tographie (B). Lors d’une déformation mécanique induite par une onde acous-
tique, le tip link se tend et ouvre les canaux ioniques situés dans la membrane
du stéréocil. Le canal est lié, via des moteurs moléculaires, au cytosquelette du
stéréocil [63].

graphe 1.2.1). Dans cette équation, A(w, C) et B(w, C) sont des nombres com-
plexes dépendant de la fréquence et du paramétre de contréle C'. Une bifurcation
de Hopf a lieu pour une certaine valeur critique C. du paramétre de contréle C,
pour laquelle A s’annule & une certaine pulsation w,. A la bifurcation, la réponse
du systéme a la fréquence critique suit approximativement la loi suivante :

| X1 | = |B| 73 Fy (1.2)

Loin de la fréquence critique, la réponse du systéme est linéaire. Ce compor-
tement générique permet a la fois d’augmenter la sélectivité en fréquence des
cellules ciliées, d’amplifier la réponse aux faibles stimuli et de I’atténuer pour les
sons forts. Ces comportements génériques permettent de reproduire les donnés
expérimentales concernant les performances détectrices de la cochlée en fonc-
tion de la fréquence [95], et font du systéme auditif un détecteur extrémement
performant.

A P’échelle de la touffe ciliaire, les oscillations observées révélent la présence
d’importantes fluctuations [98, 99|. Ces fluctuations, dues entre autres aux ef-
fets de température finie et a la stochasticité des mécanismes actifs dans le
systéme qui reposent, comme c’est généralement le cas en biologie, sur des réac-
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3

FiG. 1.5: Micrographie de haute résolution de tip links de cellules ciliées de
cochon. Echelle 100 nm [82].

tions chimiques, pourraient jouer un réle important dans les propriétés de I’or-
gane auditif. Une description théorique compléte du systéme nécessite donc leur
prise en compte [81]. Génériquement, nous savons que les fluctuations jouent
un role déterminant dans le comportement collectif des systémes couplés au
voisinage des transitions de phase dynamiques. Si, comme les résultats pré-
sentés précédemment tendent & le montrer, chaque cellule ciliée constitue un
oscillateur critique bruité, une description théorique de la cochlée nécessite une
théorie des oscillateurs couplés en présence de bruit. D’importants travaux de
recherche ont été effectués dans ce domaine, notamment sur la synchronisa-
tion des oscillateurs [113, 42|. Curieusement, le bruit a souvent pour effet de
synchroniser les oscillateurs, alors que la dynamique déterministe associée est
chaotique [102, 112, 148, 149]. Dans les systémes d’oscillateurs couplés spatia-
lement étendus, et dans la limite thermodynamique, I’équation déterministe gé-
nérique décrivant le comportement d’une instabilité dynamique oscillante et ho-
mogéne (ou bifurcation de Hopf) est I’équation Ginzburg-Landau complexe [3],
introduite par Newell et Whitehead [108] (voir section suivante). Il s’agit d’une
équation essentielle pour la description des mécanismes génériques de forma-
tions de structures dues & I'instabilité dynamique d’un état homogéne [23]. Son
diagramme de phase est extrémement complexe du c6té instable de la bifurca-
tion (voir par exemple en dimension 2 la référence [19]), et a donné lieu & un
nombre important de travaux mathématiques et physiques (voir la revue [3]).
Les solutions ondes planes de cette équation deviennent toutes instables si I’on
franchit une certaine ligne de I’espace des paramétres (critére de Newell et in-
stabilité de Benjamin-Feir). La dynamique déterministe est alors chaotique, et
’ajout de bruit peut ici aussi avoir un effet structurant [30, 31, 115].

Dans cette thése, nous nous proposons d’étudier les propriétés critiques de
la bifurcation de Hopf d’oscillateurs couplés en grand nombre, en présence de
bruit et du c6té non-oscillant de la bifurcation. La dynamique générique de tels
systémes est décrite par ’équation Ginzburg-Landau complexe en présence de
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FiG. 1.6: Réponses en vitesse et en amplitude des déformations mécaniques
de la membrane basilaire pour six différentes cochlées de mammifére & des sons
purs. L’échelle de droite n’est rigoureusement exacte que pour une fréquence de
9 kHz. La ligne de droite indique une croissance linéaire [121].

bruit.

1.2 Instabilités dynamiques et comportements uni-
versels hors équilibre

Nous quittons maintenant le domaine de la biophysique pour nous intéresser
de plus prés aux comportements universels et non-universels des systémes situés
au voisinage des instabilités dynamiques. Nous commencons dans cette section
par présenter le cadre mathématique général des bifurcations, et spécifions sous
quelles hypothéses nous observons ce dont nous avons déja parlé, & savoir une
bifurcation de Hopf. Nous présentons ensuite les équations génériques décrivant
la dynamique d’un systéme spatialement étendu au voisinage d’une instabilité

oscillante homogéne?.

*Nous pouvons trouver des exposés détaillés de ces notions dans les références [96, 125].
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1.2.1 Bifurcations et instabilités dynamiques
Bifurcations

Considérons un systéme physique étendu en espace dont I’état instantané
peut étre caractérisé par la donné d’un ensemble de variables d’état (ou degrés
de liberté du systéme), qui sont définies en chaque point de 'espace :

Qx,t) ={Qj(x,t);7=1,2,..., N} (1.3)

Supposons que leur évolution temporelle soit dictée par la donnée d’un systéme
d’équations aux dérivées partielles autonome en temps et en espace®, faisant
intervenir les variables d’état prises au méme instant ¢, et un jeu de paramétres
Q. Ceci nous place en particulier dans le cadre de I’étude des systémes invariants
par translations spatiales et temporelles et dont la dynamique ne garde pas la
mémoire des états passés. Quitte & agrandir 'espace des variables d’état, nous
pouvons toujours nous ramener & une dynamique du premier ordre en temps ne
faisant intervenir que des variables réelles :

atQ(Xv t) = f[Q(Xat)aamiQ(Xv t)v 7ﬂ] (1'4)

Nous appelons “bifurcation” un changement qualitatif dans le comportement a
temps long du systéme pour une classe de conditions initiales données, lorsque
I’on change la valeur de certains des paramétres 2, appelés “paramétres de
controle” de la bifurcation. Trés souvent, les bifurcations correspondent & la
perte de stabilité ou la disparition d“ensembles limites”®. Suffisamment prés de
la bifurcation, et dans le cas ot la déstabilisation ne crée que de petites perturba-
tions autour de I’ensemble limite, la dynamique du systéme peut étre décrite par
une équation dynamique simple et générique, écrite en termes de I’amplitude des
perturbations, et appelée “forme normale” de la bifurcation. Dans ce voisinage,
de nombreux systémes dynamiques, ayant ailleurs des comportements possible-
ment trés différents, se comportent donc de la méme maniére, indépendamment
des caractéristiques spécifiques de chacun de ces systémes.

Considérons tout d’abord le cas d’un systéme sans dépendance spatiale.
L’équation (1.4) s’écrit alors :

9,Q = F(Q, Q) (1.5)

Supposons que nous connaissions une solution Qq(t) du “régime permanent””

qui change de stabilité sous les hypothése génériques précédentes. La dynamique
autour de la solution Qq(t) peut alors étre développée perturbativement en
puissances de la variables q(t) = Q(t) — Qo(¢) :

dra = L()q + O(|g]?) (1.6)

5C’est a dire dans lequel les variables de temps et d’espace t et x n’apparaissent pas
explicitement.

®Ensemble d’états {Q} du systéme pour lequel chaque trajectoire initialisée dans un voisi-
nage donné de I'’ensemble y retourne indéfiniment.

"(est & dire une solution qui évolue sur un ensemble limite.
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1.2 Instabilités dynamiques et comportements universels hors équilibre

ot L(€2) est une matrice réelle dépendant des paramétres €2 du systéme. Dans
le domaine stable, toutes les valeurs propres de £(€2) ont une partie réelle néga-
tive. En un point de bifurcation, nous trouvons génériquement deux cas, appelés
“bifurcation noeud-col” et “bifurcation de Hopf”. La distinction se fait suivant la
valeur de la partie imaginaire de la valeur propre du mode instable® & la bifur-
cation (voir la figure 1.7). Dans le cas de la bifurcation noeud-col, cette partie

Im Im
.
iy Re Re
E e
noeud-col Hopf

F1G. 1.7: Valeurs des valeurs propres des modes instables pour une bifurcation
de type noeud-col et une bifurcation de Hopf.

imaginaire est nulle. Génériquement, une et une seule valeur propre s’annule
alors & la bifurcation, les autres ayant une partie réelle strictement négative.
Dans le cas contraire, cas de la bifurcation de Hopf, et toujours génériquement,
deux (et seulement deux) valeurs propres complexes conjuguées voient leurs
parties réelles s’annuler & la bifurcation. Dans les deux cas, la dynamique aux
temps longs est dominée par les valeurs propres dont la partie réelle s’annule.
En effet, les inverses de ces parties réelles correspondent aux temps de relaxa-
tion du systéme a 'ordre linéaire dans les directions propres. Aprés un temps
caractéristique fini, seules les directions associées aux modes instables gardent
une évolution dynamique.

Le cas de la bifurcation de Hopf est examiné en détails dans le paragraphe
suivant. Considérons donc tout d’abord le cas des bifurcations noeud-col. Nous
pouvons alors nous retreindre & une dynamique & une dimension, décrivant I’évo-
lution d’une variable Y que nous appellerons, par analogie avec les transitions
de phase, “paramétre d’ordre”. Plusieurs classes de bifurcations peuvent étre dis-
tinguées, mais si I’on impose la symétrie Y — —Y la dynamique peut toujours
s’écrire :

Y = —rY —uY3 4 O(Y") (1.7)

La bifurcation est, dans ce cas, une sous-classe des bifurcation noeud-col, et est
appelée “bifurcation fourche”. Elle a lieu lorsque la valeur de 7, qui constitue
le paramétre de controle de la bifurcation, passe par zéro. Plusieurs sous-cas
peuvent a nouveau étre distingués :

i) Si w est positif, les termes d’ordres supérieurs peuvent étre négligés; le
paramétre d’ordre Y est continu 4 la bifurcation et celle-ci est dite “super-
critique”.

811 s’agit du mode associé A la valeur propre de plus grande partie réelle.
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Ch. 1 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

ii) Dans le cas contraire, il faut prolonger le développement jusqu’au premier
ordre dont le coefficient est positif. Pour certaines valeurs du paramétre r, il
v a coexistence de plusieurs états d’équilibre du systéme ; I’état d’équilibre
choisi par le systéme dépend alors du chemin suivi dans ’espace des para-
métres et des cycles d’hystérésis peuvent apparaitre. Le paramétre d’ordre
est discontinu a la bifurcation et la bifurcation est dite “sous-critique”.

Bifurcation de Hopf

Considérons maintenant le cas ol deux valeurs propres complexes conjuguées
voient leur partie réelle s’annuler simultanément & la bifurcation, ou cas de la
bifurcation de Hopf (voir la figure 1.8). Le théoréme de Poincaré-Dulac nous

super-critique  sous-critique

F1G. 1.8: Diagramme de bifurcation d’une bifurcation de Hopf. Les diagrammes
représentent ’ensemble des points du plan complexe couvert par les solutions
du régime permanent Z(t) de la forme normale (1.8). Les lignes en trait plein
représentent les solutions stables, et les lignes en pointillés les solutions instables.
Dans le cas sous-critique, les solutions stables sont discontinues & la bifurcation.

affirme qu’il existe un changement de variable non-linéaire permettant d’écrire
la dynamique sous la forme normale suivante :

07 = —(r+iwo)Z — (u+iug) |Z)*> Z + O(Z]%) (1.8)

ol Z est une variable complexe, et ot les paramétres r, wg, u et u, sont réels.

Nous retrouvons la distinction mentionnée précédemment : en fonction du
signe de u, la bifurcation est sous- ou super-critique. Dans le cas super-critique,
nous pouvons négliger les non-linéarités d’ordre supérieur. En écrivant Z =
|Z| exp(i¢), et en séparant les parties réelles et imaginaires dans la dynamique,
nous obtenons :

912 = —(r +u|Z]*)|2]
O = —(wo + uq | Z]) (1.9)
Nous retrouvons donc pour le module |Z| une dynamique dérivant d’un poten-

tiel, définie sur le demi-axe des valeurs réelles positives. Le paramétre de controle
de la bifurcation est 7, et nous trouvons deux solutions du régime permanent :

i) La solution triviale Z(t) = 0, stable pour des valeurs positives de r, et
instable autrement.
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ii) La solution Z(t) = / _Tre_i‘”st, avec ws = wy — I'g/u, qui n’existe que pour
des valeurs négatives de r, et qui est alors stable. Cette solution est appelée
“cycle limite”.

Les trajectoires spiralent vers I'origine pour r > 0 et vers le cycle limite pour
r < 0.

Bifurcation de Hopf revisitée

Physiquement, nous sommes intéressés par I'amplitude des oscillations d’une
variable dynamique X, qui représente par exemple une position, en réponse a
un stimulus (ou force) sinusoidal F(t) = Fie®! + F_je~™! (ou F_, = F}).
En absence d’oscillations spontanées, et si I’on ignore les modes transitoires, la
réponse X () peut étre décomposée en une série de Fourier X (t) = > X, e™!
(et X_,, = X}). Génériquement, nous pouvons alors écrire la force dans un
développement systématique en puissances de X :

2

P = F) X+ FD) X)X, + F)

m klmn

X XX, +0(X?Y (1.10)

Au voisinage d’un point de bifurcation et a force nulle, les oscillations spontanées
sont périodiques, et nous pouvons sans perte de généralité supposer une instabi-
lité du mode X;. A faible force ce mode domine les autres et le développement
précédent se réduit, aux ordres dominants, a la forme (1.1).

Lors de la transformation du systéme originel en une équation dynamique
sous forme normale, nous commencons par diagonaliser la matrice du probléme
linéarisé autour de la solution stationnaire dont I’instabilité méne au régime
oscillant. Cette étape comporte un certain arbitraire dans le choix de la matrice
de passage. On peut montrer qu’il est toujours possible d’exploiter cet arbitraire
de telle sorte qu’a 'ordre linéaire la partie réelle du champ complexe Z soit
égale a la variable physique X. Aprés cela les transformations non-linéaires, qui
permettent d’achever I’écriture de la dynamique sous forme normale, n’affectent
plus ’ordre linéaire, et nous pouvons donc toujours choisir le champ complexe
de la forme normale tel que :

2+ 7
2

Prés de la bifurcation, X; ~ (Z7 + Z*,)/2 ~ Z,/2, et ’équation (1.1) devient
une équation pour le mode Z;. Ceci nous assure que, suffisamment prés du point
de bifurcation, la présence de la force externe se traduit sur la forme normale
par 'ajout d’une variable dynamique externe & l'ordre linéaire. Toutefois, la
force physique se retrouve en général multipliée par un nombre complexe [81].
La forme générique de la bifurcation de Hopf d’un systéme en présence d’une
force externe s’écrit donc :

X +0(12)% (1.11)

OZ =—(r+iwg)Z — (u+iug) |Z)* Z + f (1.12)
ou la variable complexe f est reliée a la force physique par :

f=(u+ipa) F+O(FX]) (1.13)
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De fagon a avoir une relation analogue & (1.11), nous choisirons de réécrire cette
relation sous la forme suivante :

F=Ae""f+0(f2)) (1.14)

ot A est un nombre réel positif et 6 une phase. Si Z représente une position, A
représente une friction, et 6 un décalage de phase entre force et vitesse.

Instabilité oscillante homogéne

Analysons maintenant le cas des systémes étendus en espace dans le cadre
des hypothéses générales précisées au début de ce chapitre. Qutre ces hypo-
théses, nous supposons qu’il existe un état homogéne en espace et stationnaire
en temps solution de la dynamique, et nous nous plagons au voisinage d’une
instabilité dynamique de cet état (pour le moment générale). En termes des
perturbations autour de cet état, une équation linéarisée semblable & (1.6) peut
étre écrite. Comme le systéme est invariant par translations, la matrice appa-
raissant dans cette équation, et qui dépend maintenant de I’espace, est diagonale
dans ’espace de Fourier, et les valeurs propres A sont fonction de I"impulsion
p:AP;Q) = —0(p;N) —iw(p; ), ot Q est le paramétre de controle de la
bifurcation®. A la bifurcation, o(p; §2) s’annule pour une certaine valeur critique
Q. du paramétre de contréle et pour un certain vecteur d’onde critique p..
Ailleurs, o(p; Q) reste négatif et nous pouvons écrire localement le développe-
ment suivant : o(p; Q) = —a(Q — Q) — B(p — pe)? + .... Remarquons que le cas
d’un systéme isotrope en dimension d’espace supérieure & 1 impose au vecteur
d’onde critique p. d’étre nul. Nous nous placerons désormais dans ce cas. La par-
tie imaginaire w(p; ) peut également étre développée au voisinage de p. = 0,
et 'isotropie impose au terme linéaire d’étre nul. Les valeurs propres ont donc
une dépendance quadratique dans les impulsions, ce qui se traduit sur ’équa-
tion dynamique écrite dans I’espace réel par le présence d’un terme de couplage
spatial en AZ, ou A représente I'opérateur laplacien. Dans le cas ot w(0;€,.)
est non nul, le systéme présente une instabilité dynamique oscillante homogéne.
Des arguments semblables & ceux développés précédemment dans le cadre de la
bifurcation de Hopf nous assurent que, dans le cas d’une telle instabilité super-
critique, cas auquel nous nous restreignons désormais, nous pouvons trouver un
changement de variable non linéaire nous permettant d’écrire la dynamique sous
la forme suivante :

07 = —(r+iwg)Z + (¢ +ica)) AZ — (u+iug) |Z|* Z + f (1.15)

ol les non-linéarités d’ordre supérieur en Z et ses dérivées ont été négligées.
Dans cette équation, A représente I'opérateur laplacien, et est issu de la dépen-
dance quadratique dans les impulsions des valeurs propres du probléme linéarisé.
Z = Z(x,t) est maintenant un champ défini en tous points de I’espace x et &
chaque instant ¢. D’autre part, puisque I’instabilité se produit pour le mode
homogeéne, les autres modes sont linéairement stables & la transition, et le dé-
veloppement quadratique ci-dessus suppose ¢ > 0. La transition est supposée

°La dépendance dans les autres paramétres peut étre localement négligée.
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1.2 Instabilités dynamiques et comportements universels hors équilibre

super-critique, et le paramétre u est donc également positif. Les relations vues
précédemment entre les quantités physiques et les champs de la forme normale
sont encore valables. [.’équation (1.15), en absence de champ externe, n’est autre
que ’équation Ginzburg-Landau complexe [3, 96].

1.2.2 Comportements critiques hors équilibre et groupe de re-
normalisation

Importance des fluctuations

Le but de notre étude est de caractériser les propriétés génériques au voi-
sinage de I'instabilité dynamique d’un systéme formé d’un grand nombre d’os-
cillateurs critiques couplés. La description de la section précédente omet une
caractéristique physique essentielle de ce systéme : la présence de fluctuations
qui rendent la dynamique stochastique. Comme nous ’avons signalé dans le
cadre des systémes biologiques présentés dans la section 1.1, les fluctuations (de
nature thermique et chimique essentiellement) jouent, aux échelles de longueur
caractéristiques de ces systémes, un réle important. Lorsque ’on s’intéresse au
comportement du systéme dans le voisinage immédiat de I'instabilité, les fluc-
tuations jouent en réalité un réle tout a fait essentiel. Le langage est alors un peu
différent, et on parle de “transitions de phase dynamiques” (ici loin de I’équilibre
thermique) plutot que d’instabilités dynamiques.

De maniére générale, ’étude des transitions de phase concerne la description
du comportement d’un systéme physique sur de grandes échelles de longueur
par rapport aux échelles microscopiques. Le systéme étudié comporte alors un
nombre immense de degrés de libertés, dont la description exacte serait tech-
niquement irréalisable, et dont il serait difficile de déduire les comportements
intéressants. En effet, nous sommes intéressés par le comportement d’un petit
nombre de ces degrés de liberté, caractéristiques du comportement de grande
échelle du systéme, et observables expérimentalement. Une description effective
de la complexité due a la présence des trés nombreux degrés de liberté micro-
scopiques est toutefois nécessaire. Une solution consiste a coupler les variables
dynamiques qui nous intéressent & un jeu de variables aléatoires représentant
effectivement la présence des degrés de liberté microscopiques. [’aspect aléa-
toire ou stochastique de ce couplage provient du fait que nous ne connaissons
pas I’évolution exacte des degrés de libertés microscopiques. En revanche, leur
présence en grand nombre nous assure de pouvoir en faire une description sta-
tistique.

Il y a une contradiction apparente avec les arguments précédents qui me-
naient a une dynamique déterministe. Ceux-ci étaient fondés sur le postulat
qu’a la bifurcation les degrés de libertés relaxaient tous vers un état statique,
exceptés les trés rares modes instables dont nous écrivons la dynamique. Mais
en réalité, au niveau microscopique (par exemple dans un fluide), la dynamique
est conservative : les molécules sont en agitation permanente, et 1’énergie ci-
nétique globale est conservée pour un systéme isolé. Ce fait est & ’origine, au
niveau macroscopique, de la présence d’une température dans le systéme. Dans
le cas des systémes dits “a4 ’équilibre thermique”, ce que ’on désigne par ce
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terme correspond non pas a un état statique du systéme, mais & une distribu-
tion statistique de ses états possibles, caractérisée par le poids de probabilité
de Boltzmann qui est lié & la température du systéme. La dynamique des sys-
témes se trouvant au voisinage de l’équilibre de Boltzmann, et relaxant aux
temps longs vers cet équilibre, est dite “dynamique relaxationnelle” ou encore
“dynamique d’équilibre”. Dans ce cas, le couplage de I’évolution des variables
qui nous intéressent avec ces degrés de liberté rapides et microscopiques ne doit
pas s’éteindre avec le temps, mais étre décrit par un bruit statistique effectif.
Suivant I’idée d’une dynamique newtonienne du fluide environnant, nous choi-
sissons un bruit additif, c’est & dire agissant comme une force brownienne sur
les grandeurs observables!®. L’équation ainsi déduite constitue alors une équa-
tion de Langevin [106, 18, 129]. Signalons enfin que la relaxation aux temps
longs de la dynamique vers I’équilibre de Boltzmann impose des contraintes sur
le bruit. Notamment, I’amplitude de ses corrélateurs est directement liée a la
température via ’équation d’Einstein [117, 18].

Dans le cas des systémes biologiques actifs, nous trouvons, en plus de cette
agitation thermique naturellement présente, des fluctuations liées aux occur-
rences aléatoires des réactions chimiques, qui constituent la source d’énergie
pour les forces actives dans le systéme. Cette force active est donc elle aussi sto-
chastique. Ses fluctuations peuvent, suivant les idées précédentes, étre également
prises en compte de maniére effective dans la force brownienne. En revanche,
il n’y a pas dans ce cas de relaxation aux temps longs vers une distribution
d’équilibre, et les corrélateurs du bruit briseront a prior: ’équation d’Einstein.

Les transitions de phase dynamiques (proches ou loin de ’équilibre ther-
mique) sont le résultat d’une compétition entre I'ordre souhaité par les inter-
actions microscopiques, qui tendent a homogénéiser ’état choisi par le systéme
dans I’espace, et le désordre souhaité par le caractére probabiliste de la réalisa-
tion des différentes états possibles du systéme. Si plusieurs configurations sont
équiprobables, et si les fluctuations sont suffisamment importantes, celles-ci im-
posent au systéme de passer continuellement de I'une & 'autre de ces configu-
rations, et ce sur des échelles de temps trés courtes. De maniére effective, le
systéme se trouve alors dans un état moyen, ou désordonné. Lors d’une tran-
sition de phase du second ordre, analogue d’une bifurcation super-critique, les
domaines corrélés de la phase désordonnée, c’est a dire les domaines d’espace
dans lesquels I’état choisi par le systéme est homogéne, ont une taille typique,
appelée longueur de corrélation, et un “temps de vie” typique, appelé temps de
corrélation, qui augmentent & la transition. Aprés celle-ci, la phase est ordonnée
sur de grandes échelles de longueur, et I'ordre persiste dans le temps. Le sys-
téme a choisi, au moins localement, de s’installer dans I'une des configurations
possibles statistiquement et équiprobables, et d’y rester. En général, cet état
posséde un groupe de symétrie strictement inclus dans celui de la distribution
statistique des différents états équiprobables possibles. Le systéme a “choisi” I’'un
des états possibles, et ce phénoméne est connu sous le nom de “brisure spontanée
de symétrie”. Dans la phase ordonnée, la situation est inversée par rapport a la
précédente. Nous trouvons alors des domaines fluctuants, se trouvant dans un

107 Pexpression des corrélateurs de ce bruit sont discutés dans I’annexe B.
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autre état que I’état qui a été globalement choisi, et dont la taille et le temps de
vie divergent si nous approchons a nouveau la transition. Au point de transition,
désigné sous le nom de “point critique”, nous trouvons des domaines ordonnés
(resp. fluctuants, en fonction de la phase dont on provient) de toutes tailles.
[’état du systéme est alors localement trés inhomogéne, et ceci est a 'origine
par exemple du phénoméne d’opalescence critique observé lors de la transition
liquide-gaz (voir par exemple [18]).

Il nous faut signaler ici que, par rapport aux échelles microscopiques, les lon-
gueurs et temps de corrélation sont infinis & la transition, et la phase ordonnée
apparait ordonnée sur tout ’espace. Toutefois, sur des échelles macroscopiques,
dans la phase ordonnée, les domaines dans lesquels ’état du systéme est uni-
forme restent d’extension spatiale finie. Ces domaines sont alors séparés par des
frontiéres appelées “défauts topologiques”.

Revenons maintenant sur ’origine et la pertinence d’une distinction entre
deux langages (instabilités dynamiques et transitions de phase dynamiques) et
deux types de description au voisinage des instabilités. Si 'on étudie par exemple
les formations de structures dans les systémes macroscopiques, les longueurs et
énergies typiques mises en jeu sont telles que le bruit statistique dont nous
venons de parler est souvent négligeable [23]. Toutefois, ’effet du bruit sur les
bifurcations a été I'objet de nombreuses études (voir entre autres [50, 127, 140,
105, 62] et ouvrage [47]). Il en est souvent de méme lorsque I’on s’intéresse
au diagramme de phase d’une dynamique non-linéaire [3]|. En revanche, comme
nous I’avons vu ci-dessus, si nous étudions exactement le point de transition de
phase, nous nous intéressons & des comportements caractéristiques des échelles
“mésoscopiques”!. Les fluctuations jouent alors un réle tout a fait essentiel dans
le comportement quantitatif, voire qualitatif du systéme a la transition. Une
autre facon de formuler la remarque consiste a dire que 'utilisation des formes
normales déterministe concerne un domaine d’étude suffisamment proche de la
transition pour que la forme universelle soit valide, mais suffisamment loin pour
que les domaines fluctuants soient de taille infiniment faible. C’est en revanche
I’étude du point critique d’une transition de phase dynamique hors équilibre qui
nous intéresse ici, et c’est dans ce langage que nous nous placerons au cours de
notre travail.

Universalité et groupe de renormalisation

Comme nous ’avons dit, les longueur et temps de corrélation d’un systéme
physique au voisinage d’une transition de phase dynamique divergent a la transi-
tion. L.’idée du groupe de renormalisation est de relier les descriptions effectives
d’une théorie physique donnée & des échelles différentes. A la transition, il n’y
a plus de longueur ou de temps caractéristique dans le probléme, et les descrip-
tions effectives de la théorie sont les mémes & toutes les échelles. La théorie est
alors dite “invariante d’échelle”. La transition de phase est donc cherchée comme
point fixe des transformations de groupe de renormalisation. Nous verrons dans
le chapitre 4 que, grace au formalisme de théorie statistique des champs présenté

Echelles intermédiaires entre les échelles microscopiques et macroscopiques.

21



Ch. 1 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

dans le chapitre 2, nous pouvons écrire des équations différentielles qui régissent
I’évolution des valeurs des paramétres de la théorie en fonction de I’échelle, et qui
sont appelées “équations de groupe de renormalisation”. Nous verrons qu’elles
constituent un systéme d’équations différentielles homogénes'?, non-linéaires et
couplées du premier ordre.

Il faut noter que, dans le cas des transitions de phase du premier ordre, il
y a coexistence de phases sur un domaine non nul de ’espace des paramétres.
Ainsi, avant d’atteindre le point d’invariance d’échelle ou elle devient instable,
une phase donnée passe en général par un état métastable. Dans ce cas, la
présence de fluctuations emméne le systéme vers une autre phase de plus basse
énergie, et la propriété d’invariance d’échelle n’est donc jamais visible.

Dans le cas des transitions de phase du second ordre, nous pouvons linéariser
les équations de groupe de renormalisation au voisinage du point fixe. Naturel-
lement, deux théories seront qualitativement différentes si leur comportement
effectif est décrit par des jeux de paramétres qui s’éloignent sous renormalisation.
La transition de phase correspond donc a une séparatrice dans le diagramme
de flot associé a I’évolution des paramétres en fonction de I’échelle. 11 y a alors
autant de directions instables ou répulsives des équations linéarisées au point
fixe qu’il y a de paramétres de contréle associés a la transition. Nous avons vu
que la bifurcation de Hopf est contrélée par un unique paramétre (noté r dans
le paragraphe 1.2.1), et notre point fixe possédera donc une unique direction
instable. La sous-variété des théories critiques sera, au moins localement, une
hyper-surface dans ’espace des paramétres, appelée “surface critique”. D’autre
part, la propriété d’invariance d’échelle imposera aux grandeurs physiques dé-
pendant de I’espace (typiquement les fonctions de corrélation de la théorie) de
s’écrire sous la forme de “lois d’échelle” au point fixe'3. Les exposants associés
a ces lois d’échelle sont appelés “exposants critiques”.

Nous voyons apparaitre de maniére renforcée la propriété d’universalité men-
tionnée lors de la mise sous forme normale de ’équation dynamique. A ce stade,
la forme de I’équation était universelle, mais les paramétres dépendaient du sys-
téme particulier considéré. Sous renormalisation, toutes les théories critiques,
c’est & dire dont le jeu de paramétres se situe sur la surface critique (et dans
le bassin d’attraction du point fixe), sont décrites aux grandes échelles par le
méme jeu de paramétres. L'*histoire” de ’évolution des paramétres sur la sur-
face critique influence I'expression des grandeurs physiques, mais leurs compor-
tements asymptotiques, dont on a justifié qu’ils pouvaient s’écrire sous forme
de lois d’échelle, sont déterminés uniquement par les propriétés du point fixe.
Les exposants critiques, sont des quantités universelles. D’autres part, comme
I’évolution des paramétres au voisinage du point fixe est infiniment lente en
fonction de I’échelle, si la théorie considérée n’est pas exactement critique mais
suffisamment proche de la surface critique, I’évolution des paramétres sera dé-
crite sur une large gamme d’échelles par les équations linéarisées au voisinage
du point fixe. Ces équations sont également des propriétés du point fixe, et sont
donc également universelles. [.’existence d’un point fixe du groupe de renorma-

12(est & dire ne dépendant pas explicitement de 1’échelle.
13est & dire de s’écrire sous la forme de fonctions puissances.
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1.2 Instabilités dynamiques et comportements universels hors équilibre

lisation détermine donc une “classe d’universalité” de comportements critiques.

L’identification des différentes classes d’universalité et I’étude des propriétés
universelles des systémes appartenant a une classe donné a été ’'objet de nom-
breuses recherches. [.’idée originelle des transformations de groupe de renormali-
sation pour la physique statistique a été formulée a partir du modéle d’Ising par
Kadanoff [83, 88]. La formulation moderne du groupe de renormalisation est due
a Wilson [141, 142|. Au-dessus de 4 dimensions, le comportement critique du
modéle d’Ising correspond & celui prévu par la théorie champ moyen|[39, 84, 11].
La technique de Wilson permet entre autres de développer un formalisme en
dimension d’espace non entiére, et d’effectuer un développement perturbatif au-
tour de la théorie champ moyen en termes d’un développement en ¢ = 4—d, ot d
est la dimension spatiale [146, 143, 147]. Aprés les articles originaux de Wilson,
de nombreux auteurs ont appliqué les concepts développés en Théorie Quantique
des Champs, comme par exemple les équations de Callan-Symanzik, aux phé-
noménes critiques (voir entre autres [34, 9]). De nombreuses revues de physique
peuvent étre consultées sur le sujet ; voir entre autres [92, 40, 144, 11, 139, 145].
Pour une revue relativement récente contenant une bibliographie conséquente
voir [41].

Les techniques de renormalisation de Wilson et du développement perturba-
tif en € ont été étendues a I’étude des phénomeénes critiques dynamiques, et ont
permis de montrer la brisure de la théorie conventionnelle de Van Hove [136, 137].
L’écriture de la dynamique stochastique sous la forme d’une équation de Lange-
vin permet de dériver des modéles de dynamique critique a partir des hamilto-
niens de Landau utilisés dans le cadre des phénoménes critiques statiques [27, 8].
La classification historique définissant ces modéles (modéles A & J) est due & Ho-
henberg et Halperin [61], et est basée sur des études antérieures [55, 56, 58, 57].
Un formalisme de théorie statistique des champs dynamiques a également été
développé. Il utilise I'introduction d’un champ dynamique auxiliaire, déja utilisé
par Martin, Siggia et Rose pour effectuer des développements perturbatifs dia-
grammatiques [101], pour écrire une fonctionnelle génératrice dynamique 73, 26]
(voir annexe D). Le modéle vectoriel général & n composante possédant la sy-
métrie O(n) avait été auparavant été étudié pour ses propriétés statiques [10].
La structure du groupe de renormalisation dynamique associée, lorsque la dy-
namique est écrite dans le cadre des modéles A (sans loi de conservation) et B
(paramétre d’ordre conservé), a pu étre établie au dessus de la température cri-
tique [6], puis, plus tard, dans la phase de symétrie brisée [135]. Une discussion
plus générale de la renormalisation dynamique pour divers modéles peut étre
trouvée dans [28].

Loin de I’équilibre thermique, la relation restrictive prévue par le théoréme
Fluctuation-Dissipation [32], et due aux relations de bilan détaillé (voir 2.4.3),
est brisée. L’étude des propriétés dynamiques critiques est alors étendue a une
classe de systémes beaucoup plus vaste, et présentant des structures beaucoup
plus riches que celles existant prés de I’équilibre thermique. Toutefois, les classes
d’universalité standard sont souvent trés robustes au regard des perturbations
par rapport a I’équilibre. Dans le cas des dynamiques sans loi de conservation, et
des dynamiques avec paramétre d’ordre conservé lorsque les perturbations sont
isotropes, la balance détaillée est dynamiquement restaurée & la transition [131].
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Ch. 1 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

C’est le cas par exemple du modéle d’Ising cinétique [53, 51|, méme lorsque 1’on
brise la symétrieZs [5], et du modéle O(n) dynamique [133, 134]. Méme dans le
cadre de dynamiques plus générales, le phénoméne peut encore se produire [122,
131].

Toutefois, de vraies classes d’universalité hors équilibre ont pu étre identi-
fites. Un premier exemple important est I’étude de la dynamique de croissance
de surface. [.’équation générique associée & ce probléme est due & Kardar, Parisi
et Zhang et est connue sous le nom d™équation KPZ” [86]. Elle est reliée a de
nombreux problémes, comme par exemple la dynamique de Burgers qui décrit
la dynamique du champ de vitesse d’un fluide sans vortex. En dimension d’es-
pace égale a 1, une relation Fluctuation-Dissipation existe et un calcul exact de
’exposant dynamique peut étre effectué [86]. La structure du groupe de renor-
malisation a été étudiée avec bruit blanc [86] et bruit coloré [103]. Dans le cas
du bruit blanc, les résultats sont connus a I’ordre de deux boucles en théorie des
perturbations [44, 43|, et des résultats exacts ont pu étre dérivés dans le cas du
bruit coloré au dessus de la dimension critique [76]. Voir aussi la revue [59]. Le
second exemple important concerne les dynamiques de réaction-diffusion, qui
peuvent prendre des formes diverses. 1l s’agit de limites continues de modéles de
marcheurs au hasard, soumis a des réactions de création ou d’annihilation. La
transition concerne la croissance ou la disparition de la population. Le premier
exemple de telles dynamiques qui ait été étudié concerne I’étude de la percola-
tion dirigée [17] et isotrope [45]. Des modéles avec deux espéces de marcheurs
ont également été étudiés [74, 132, 49, 75], ainsi que des modéles comportant des
réactions a agents multiples [128, 16]. Enfin, signalons les modéles de réaction
fission-annihilation [67, 109] et la revue [60]. Pour une présentation récente et
générale de toutes ces études, voir [130].

L’objet de notre étude concerne les propriétés critiques d’une transition de
phase dynamique hors équilibre. Nous nous intéressons a la caractérisation des
propriétés universelles et non universelles des systémes d’oscillateurs couplés
dans la limite thermodynamique, et situés au voisinage d’une instabilité dyna-
mique oscillante et homogéne (ou bifurcation de Hopf), du c6té non-oscillant
de l'instabilité. L.’équation dynamique générique décrivant le comportement de
ces systémes au voisinage de la bifurcation est ’équation (1.15), & laquelle il
faut ajouter un bruit statistique additif, gaussien et non corrélé. Nous nous in-
téressons tout particuliérement a la fonction d’auto-corrélation et la fonction de
réponse linéaire a une force externe dans le régime critique.
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Chapitre 2

Théorie des champs
d’oscillateurs couplés

Dans ce chapitre, nous présentons le formalisme théorique général que nous
utiliserons pour étudier le comportement critique de notre systéme, a savoir
un systéme d’oscillateurs couplés dans la limite thermodynamique au voisinage
d’une instabilité oscillante homogéne ou bifurcation de Hopf. Nous commengons
par discuter le lien qui existe entre les quantités physiques dont nous voulons
connaftre la dynamique et I’équation générique qui décrit le comportement du
systéme au voisinage de 'instabilité. Nous présentons cette équation et préci-
sons ses caractéristiques. Nous présentons ensuite les observables physiques aux-
quelles nous allons consacrer notre étude, a savoir les fonctions de corrélation et
de réponse a deux points de la théorie, et donnons leurs expressions en termes
des variables de I’équation générique. Dans la section 2.3 nous présentons le
formalisme de théorie statistique des champs associé a notre dynamique, qui est
trés semblable a celui du modéle O(n) dynamique écrit dans le cadre du modéle
A de la classification de Hohenberg et Halperin, et expliquons comment dériver
les fonctions qui nous intéressent dans ce cadre. Enfin, dans la section 2.4, nous
présentons une transformation qui sera centrale tout au long de notre étude :
nous montrons qu’une transformation simple sur les champs de la théorie nous
permet d’éliminer la fréquence qui apparait dans le jeu de paramétres de ’équa-
tion générique. Dans un cas particulier des valeurs des paramétres du modéle,
nous pouvons alors faire une analogie exacte entre notre théorie et une théo-
rie dynamique relaxationnelle connue : le modéle O(2) dynamique. Les études
antérieures concernant ce modéle nous permettent de déduire, dans ce cas par-
ticulier, ’existence d’une transition de phase du second ordre associée a une
instabilité oscillante homogéne, et d’en déduire les lois d’échelles. Une extension
de la relation Fluctuation-Dissipation, propre aux dynamiques d’équilibre, peut
alors étre dérivée pour notre systéme.
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Ch. 2 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

2.1 Quantités physiques et dynamique générique

2.1.1 Equation dynamique générique

D’aprés I’étude présentée dans le chapitre 1, I’équation dynamique que nous
devons étudier, et qui décrit le comportement générique des systémes physiques
homogénes, invariants par translations spatiales et temporelles, et situés au voi-
sinage d’une transition de phase oscillante homogéne, est donnée par :

07 = —(r+iw)Z + (c+ica) AZ — (u+iug) |Z* Z + f +7 (2.1)

Dans cette équation, Z(x,t) est un champ complexe dépendant du temps et
défini sur un espace & d dimensions. A est 'opérateur laplacien sur cet espace,
f un champ externe agissant sur le systéme et n un bruit blanc gaussien. Les
différents paramétres sont des nombres réels, et ¢ et u sont positifs. En absence
de bruit et de champ externe I’équation est invariante par translations spatiales
et temporelles et par I'invariance de phase globale Z — Zexp(i©), qui n’est
autre que la symétrie U(1). Les champs qui apparaissent dans cette équation
sont liés aux champs physiques auxquels nous nous intéressons par les relations
suivantes :

 Z4z7

X +0(21)  F=AeYf1+0(f2)) (2.2)
ot A est un nombre réel positif et 6 une phase. Si Z représente une position, A
représente une friction, et  un décalage de phase entre force et vitesse.

2.1.2 Corrélateurs du bruit

Comme nous le justifions dans I’annexe B, le bruit n peut étre choisi gaus-
sien et non corrélé. Dans ces conditions, nous n’avons & préciser que son second
moment. Le bruit 7 étant a priori une variable aléatoire complexe, nous avons
deux corrélateurs & préciser : (n(x,t)n(x’,t')) et (n(x,t)n*(x’,t')). Nous allons
justifier que le corrélateur (n(x, t)n(x’,t’)) peut étre ignoré pour I’étude du com-
portement critique qui nous intéresse.

Considérons la dynamique du mode instable q = 0 du c6té non-oscillant de la
transition, en absence de champ externe et a I’ordre linéaire. Dans ces conditions,
nous pouvons résoudre exactement I’équation (2.1). Avec les conventions de
Pannexe A, la transformée de Fourier Z(w) du champ Z est donné par :

Z(w) = il

 r+i(wp —w) 2:3)

L’équation (2.2) nous donne une expression analogue pour la variable dynamique
physique X, valable a I'ordre linéaire :

(2.4)

Dans I’espace de Fourier, les corrélateurs d’un bruit blanc sont des constantes,
et nous notons 4D "amplitude du corrélateur (nn), et 4D celle de (nn*) dans
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2.2. Fonctions de corrélation et de réponse

cet espace. D est un nombre réel positif, et D est un nombre complexe. Nous
avons alors :

D D
(X (@)X (-w)) = 72+ (w— wp)? + 72+ (w+ wp)?
+2Re D (2.5)

(r+i(w+wp)) (r —i(w—wy))

A Papproche du mode critique wy, les parties proportionnelles & D ne divergent
qu’avec une loi de puissance d’exposant —1, alors que les parties proportionnelles
a D divergent en 1/(w — wp)?. La loi d’échelle du mode critique n’est donc pas
affectée par la présence du corrélateur (nn), qui peut par conséquent étre ignoré.

Un autre argument consiste & analyser les symétries du probléme. Comme
nous ’avons signalé, I’équation (2.1) est invariante de phase en ’absence de
force, de bruit et de champ externe. D’autre part, la forme normale de la bifur-
cation de Hopf est invariante de phase, et I’écriture (1.8) peut étre généralisée &
tout ordre en puissance des non-linéarités, a I’aide d’un changement de variables
non-linéaire, calculé ordre par ordre dans le développement. Pour I’établissement
des classes d’universalité associées aux transitions de phase, nous savons que les
symétries du probléme jouent un réle crucial. De facon a nous placer dans la
classe d’universalité de la bifurcation de Hopf, il nous faut écrire une équation
dynamique invariante de phase. Nous étudions donc le cas d’un bruit stochas-
tique qui ne brise pas cette invariance. Dans ce cas, nous devons imposer a
Pamplitude (nn) d’étre égale a zéro.

Suivant ces arguments et ceux présentés dans I’annexe B, le second moment
du bruit statistique 7 peut, pour I’étude qui nous intéresse, s’écrire de la facon
suivante :

<77 X, t)ﬁ(X/a t/)> = 0
n(x, n*(x',t)) = 4D(5d(x —x)o(t —t) (2.6)

ou D est un nombre réel positif.

2.2 Fonctions de corrélation et de réponse

Intéressons nous maintenant aux observables physiques qui contiennent les
principales caractéristiques du probléme. Il s’agit de C(x, t; X/, ') et X(x, t; x/, /),
respectivement la fonction de corrélation connexe a deux points et la fonction
de réponse a une force externe, toutes deux considérées a force nulle. L’inva-
riance par translations spatiales et temporelles du systéme implique que ces
deux fonctions dépendent uniquement des différences (x — x’) et (t — t'). Ces
deux fonctions ont pour définition :

Cx, t:x ) =Cx—xt—t) = (X(x,t)X(,t))e
= (X(x )X, 1)) — (X(x )X, 1))
§(X(x, 1))

SCJ(X, t, X/, t/) = X(X — X/, t— t/) = m|FEO (27)
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Ch. 2 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

On a alors la propriété suivante :
S(X (x,1)) = / dla! dt' x(x — X't — )5 F(x, 1) (2.9)

et la causalité implique que la fonction de réponse y(x — x’,t — t’) soit propor-
tionnelle & O(t — '), ot @ est la fonction créneau de Heaviside :

0 si t<0
oo ={ 1 5 150 29

En utilisant les relations (2.2) a l'ordre linéaire, nous pouvons relier ces
fonctions aux quantités qui apparaissent dans I’écriture de la forme générique
(2.1). Nous obtenons les expressions suivantes :

Clx—x,t—t) ~ (ZBx, )28, ) — (Z8(x, ) 2R, 1))

§(ZB(x,t)) cos  6(ZB(x,t)) sind
SfR(x ) A SfI(x!,t) A

x(x—xt—t) =~
(2.10)

ol les dérivées sont prises en f = 0. Au voisinage de la transition, ’amplitude
du champ a force nulle est infiniment faible ; les non-linéarités présentes dans
le changement de variables (2.2) n’apportent donc que des corrections d’ordre
supérieur et peuvent étre négligées pour I’étude qui nous intéresse.

2.3 Formalisme de théorie des champs

2.3.1 Formulation matricielle et fonctions & deux points

De fagon a retrouver le modéle O(2) dynamique comme cas particulier, nous
réécrivons la dynamique complexe (2.1) en termes de vecteurs réels a deux com-
posantes. Nous introduisons donc les parties réelle et imaginaire 11 et 1o du
champ Z : Z = 41 + ivp2. En termes du champ v, nous avons :

Oa = —Rapthp — Uapthpthy ¥y + fa + Na (2.11)

ol « et (3 sont des indices pouvant prendre les valeurs 1 et 2. Il y a sommation
implicite sur les indices répétés. R, est un opérateur matriciel donné par :

B r—cA  —(wy— cA)
Rap = < wo — CuA r —cA (2.12)

ot A est l'opérateur laplacien. U,g est la matrice :

Ung = < 4 Tla ) (2.13)

Uy U

Le bruit vectoriel 7, est un bruit blanc gaussien de premier moment zéro, et
posséde le corrélateur suivant :

(Ma(x, )na(x', 1)) = 2D5%x — x)3(t —t')ug (2.14)
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2.3 Formalisme de théorie des champs

Les fonctions de corrélation et de réponse sont maintenant des matrices de taille
2 et s’écrivent :

Cop(x,t; X', 1) = Cop(x — %'t —t') = Walx, )Ya(x,t))e
= <¢a(xv t)wﬁ(xlv t/)> - <wa(xv t)) <wﬁ(xlv t/)>
%aﬁ(X, t7 le t/) :Xaﬁ(x_xl,t_t/) = %“EO (215)

L’invariance de phase de la dynamique écrite en termes des champs com-
plexes devient la symétrie rotationnelle O(2). Elle impose aux fonctions de cor-
rélation et de réponse de commuter avec les rotations, ce qui nous donne les
relations suivantes :

Ci1=Co  Cy=-Cho (2.16)

ainsi que les relations analogues pour x,3. Les fonctions physiques définies en
(2.7) peuvent étre obtenues a partir de la relation (2.10), et nous avons :

Cx—-xt—t) ~ Onx—-x,t—t)
sin 6
A
(2.17)

cos

A + x12(x — X', t — 1)

x(x—xt—t) ~ xpux-x,t-1t)

2.3.2 Fonctionnelle génératrice

Le formalisme de Janssen-De Dominicis [73, 26] nous permet d’écrire une
fonctionnelle génératrice pour la théorie dynamique!, qui a une structure sem-
blable & celle de I’action d’une théorie statique avec un potentiel en ¢* [93, 2, 91].
Nous présentons dans I’annexe D le détail de ce calcul. Son principe repose sur
I'introduction d’un champ auxiliaire Ja 4 deux composantes, dont l'intégra-
tion fonctionnelle se fait sur ’axe imaginaire. Nous pouvons alors appliquer les
régles de calcul perturbatif usuelles, et en particulier le théoréme de Wick pour
le calcul des fonctions de corrélations avec un poids gaussien. La fonctionnelle
génératrice de Janssen-De Dominicis pour notre théorie s’écrit :

A [ja, Ja} = /D[z/JQ] D [—i@za} exp {S [Ja,wa} + /dd:v dt [J;Ja + Ja@ba}}
(2.18)

ol I’action § se décompose en une partie quadratique, dite “libre”, et une partie
quartique, dite “d’interaction” : § = Sy 4 Sint. On a les expressions suivantes :

o [Fasta) = [ dladt { Ddatha = da Oua + Rogl} (219

Sint [Jaad’a} = /ddx dt {_UaﬁJa@bﬁ@bﬂbv} (2'20)

Nous devons a ce stade insister sur le point suivant : nous savons qu’une in-
tégration fonctionnelle n’est proprement définie que dans un formalisme discret,

'Une fonctionnelle génératrice est une fonctionnelle de un ou plusieurs champs (ici Jao et
Ja), dont les dérivées fonctionnelles sont égales aux fonctions de corrélation de la théorie.
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Ch. 2 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

et que son expression aprés passage a la limite continue dépend de la discré-
tisation qui a été choisie pour effectuer le calcul. Ce fait habituel est rappelé
en détails dans I’annexe D, oti nous montrons que I’écriture (2.18) suppose une
définition particuliére de la valeur en zéro de la fonction 6 de Heaviside, choisie
en accord avec la discrétisation utilisée pour I’établissement de notre intégrale
fonctionnelle. Toutefois, nous montrons que nous pouvons nous affranchir de
revenir & une formulation discréte de l'intégrale fonctionnelle, a condition de
choisir une valeur pour 6(0) en accord avec ’écriture de I’action. Dans le choix
que nous avons effectué pour écrire l'intégrale fonctionnelle (2.18), cette valeur
doit étre prise égale & zéro.

Dans le cadre de ce formalisme, les fonctions de corrélation & n points de la
théorie sont données par les dérivées de la fonctionnelle Z [ja, Ja], et les fonctions
de corrélation connexes par les dérivées de la fonctionnelle In Z [J~a, Jal ¢

C{Jai}v{wﬁj} ({Xiati};{xgvt;}) = <H'Jai(xiati)¢ﬁj(x;'7t;’)>

ihj

5 o 5
= — Z | Jay Ja 7. =
]Z;[ 6‘]C¥i (Xia tz’) 5Jﬁj (X;, t;) [ } |J047J04:0
g%.}v{wﬂ‘} ({xi ti}s (x5, 15}) = <HJai(Xi’tiWﬁf(X;’t;)>c

4 J .J

) ) ~
= [[—= mZ | Jo, Jal |, +_
1,5 6Jai(xivti) 6‘]51’()(;’%) [ } |Ja7Ja:0

(2.21)

Ces fonctions de réponse ont les propriétés habituelles suivantes :

L’invariance de phase de la théorie impose, entre autres, que ’action soit in-
variante par la transformation (¢q — —%qa;%q — —14). Ainsi les dérivées par
rapport & un nombre impair de champs sont nulles.

Avec les conventions de I’annexe C, les termes du développement perturba-
tif des fonctions de corrélation de la théorie peuvent étre représentés par les
diagrammes de Feynman connectés de la théorie. Les termes perturbatifs as-
sociés aux fonctions de corrélation connexes correspondent quant & eux, aux
diagrammes connexes de la théorie.

Il est alors établi perturbativement dans I’annexe D que la causalité de la théorie
impose la propriété suivante pour les fonctions de réponse :

C(N,N),c =C°

i,y (ot x5 653) =0 st 30V, 6> (2.22)
v J

En particulier, C(N.0)e ogt identiquement nulle.

Dans le formalisme de théorie des champs dynamique, le champ conjugué

Jo joue le réle du champ externe f, de 'équation dynamique (2.11). Ainsi
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2.3 Formalisme de théorie des champs

les fonctions de corrélation qui contiennent des champs auxiliaires Ja, et qui
sont obtenues par dérivation par rapport au champ conjugué J~a, représentent
des fonctions de réponse de la théorie au champ f,. En particulier la fonction
de réponse linéaire y,g définie en (2.15) apparait comme un corrélateur de la
théorie. Nous avons les propriétés suivantes :

Xaﬁ(x - le - t/) = <wa(xv t)'gﬁﬂ(xlv t/)>C N
= <¢Q(X7 tWﬂ(X/a t/)> - <¢a(Xa t)) <wﬂ(xlv t/)>
d{tha(x, t))| _
§Ja(x!, 1) PO
5@z
8Ja (%, 1)8T5(x!, ) Lo oo

(2.23)

et

alx)

§Jg(x!, 1) Jera=0
5@z |

6JQ(X7 t)(SJg(X’jt/) JO‘vJozEO

Cop(x—x',t—t) =

(2.24)

accompagnées de la relation (2.15). Enfin, en tenant compte des relations de
causalité (2.22), nous pouvons écrire la matrice des corrélateurs & deux points
de la théorie sous la forme :

0 Xga(X' —x,t' — 1)
@ (x — %/ t— ) = Xpo ) 2.2
gaﬁ (X X,t t) < )Zag(x—x/,t—t/) Caﬁ(X—X/,t_t/) ( . 5)

Grace a linvariance par translations spatiales et temporelles, le probléme
linéaire est diagonalisé dans I’espace de Fourier. Il nous sera donc trés utile de
travailler dans cet espace. Avec les notations de ’annexe A, notre fonctionnelle
génératrice dans ’espace de Fourier s’écrit :

Z [Jas Ja] = / D [tha] D [~itha] exp {S (s Vo] + / [ja(k)Ja(—k)+Ja(k:)wa(—l<:)”

k

(2.26)
o [Fartba] = [ {Dulda(k) = Talbfiwhas + Ras(—)lia(—h) }
N /k Uagtba (k) (k2) by (3) by (ka) (2m) 18D (3 ki)
Z(2.27)
ol >, oo
Raglh) = Rosl 1) = (2100, ~0red) ) ooy

et S = Sint +Sp. En termes des transformées de Fourier C~'ag(l<:, k') et Xap(k, k)
des fonctions Cup(x,t;x/,t') et Xap(x,t;x/,t'), nous avons les relations sui-
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vantes :

K))e

) = ($alk))(¥s(K))

| =0 (2.29)

Cap(k, k) = (alk)vs
= (Ya(k)Y

B
Tollok) = 5

L’invariance par translation impose que ces fonctions soient proportionnelles a
5 (k4 K'). Nous pouvons donc écrire :

(
(

Dk, ) = Co2) () (2m) 15D k1) (2:30)

et la relation qui s’en suit avec des notations cohérentes pour C~'ag(k‘,k") et

Xap(k, E).

2.3.3 Action effective

Nous sommes également intéressés par la transformée de Legendre de la fonc-
tionnelle In Z[J,, Jo], traditionnellement notée I', et qui est une fonctionnelle des
valeurs moyennes ¥, et ¥, des champs 1, et 9, respectivement :

r [\ia,\ya} - /dd:vdt [Ja\ia +Ja\1za} Iz [Ja,Ja} (2.31)

Nous avons par définition :

0lnZ ~ 0lnZ
U,(x,t) = —— U,(x,t) = —— 2.32
(1) 6Ja(x,1) (1) d0Ja(x,t) ( )
et la propriété suivante :
or ~ or
Jo(x,1) = —F— Jo(x,1) = ——— 2.33
D = S ) o 0Wa(x, 1) (233

La fonctionnelle F[\TJQ, U, ] caractérise le comportement effectif du systéme aprés
intégration sur les fluctuations. En particulier, ses dérivées fonctionnelles par
rapport aux champs ¥, et ¥, peuvent étre interprétées comme des paramétres
effectifs de la théorie dans I’espace de Fourier. Cette fonctionnelle pourra donc
prendre le nom d™action effective” de la théorie. Les termes de la série per-
turbative des dérivées fonctionnelles que nous avons mentionnées sont appelés
“vertex propres” de la théorie. Avec les conventions de I’annexe C, ces termes
peuvent étre représentés graphiquement par les diagrammes 1-particule irréduc-
tibles de la théorie, auxquels on a retranché les propagateurs externes [2, 91].
Ces fonctions sont données dans ’espace de Fourier par :

F(N N)(k:i b) = — _ SAN+N) oo
b 0Wa, (—k1)...000 (—k5)0Ws, (—k ) Yer¥a=0

(2.34)

1) 0Usy (kg N
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2.3 Formalisme de théorie des champs

ot I'indice i (resp. j) varic entre 1 et N (resp. entre N+1 et N+N). Il faut noter
qu’a cause de I'invariance par translations spatiale et temporelle de la théorie,
les dérivées de la fonctionnelle I sont des opérateurs scalaires. En particulier,
ce sont des fonctions des moments k; et k; uniquement. Une autre conséquence
de l'invariance par translations est que ces dérivées sont proportionnelles a la

distribution de Dirac ¢ (ZZ kit > k‘j).
L’invariance par rotation de la théorie nous assure que les dérivées par rap-

port & un nombre impair de champs sont nulles, et nous donne 'identité sui-
vante :

ST oT ~ oT ~
d?x /dt[——\lf—l— — U — — Uy + —Uy | =0 2.35
/ SO oWy 6\1!1 ? oW, ! (2:35)

dont les dérivées ménent aux identités de Ward-Takahashi pour notre théorie [2,
150].

~(2
On peut démontrer que la matrice g( ), définie par :

72 F(2)

| N

=(2) aB apB

Ls=| 7@ 7o (2.36)
af B

ou la dépendance en (x,t;x’,¢') est implicite, est donnée par I'inverse de la

Lo=e(2) L, , s
matrice C' " 7, si bien qu’on a la propriété suivante :

=(2) c(2)
/dd:c’ dt’zgm(x X, t') x C° o (x LX) = 8% (x — x")o(t — )0
Y

(2.37)
Dans l'espace de Fourier, I'invariance par translation nous assure la relation
suivante, analogue & (2.30) :

) (k. k) = L&) (k) (2m) 6% (k4 &) (2.38)

et nous avons la propriété :

(k) = [ (k)] (2.30)

La causalité de la théorie impose la propriété suivante :

erN)zraiﬁj ({xiti}; (X}t =0 si 35V, ¢ >t (2.40)

que 'on peut démontrer ou bien & partir de la relation (2.22) et des rela-
tions dérivées de (2.37) sur les fonctions de corrélation d’ordre supérieur, ou
bien perturbativement en termes de représentation sous forme diagrammatique
(voir ’annexe D). En particulier, I(V=0.N) est identiquement nulle. L’élément

ffﬁ) (x,t;x',t') de I’expression (2.36) est donc nul.
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2.4 Elimination de la fréquence wy

Dans le cas particulier ot les paramétres wy, ¢, et u, de notre équation dy-
namique (2.1) sont nuls, notre dynamique est une dynamique relaxationnelle. Il
s’agit en réalité exactement de la version dynamique du modéle O(n), écrite en
termes du modéle A de la classification de Hohenberg et Halperin [61], et dans le
cas particulier n = 2 (paramétre d’ordre & deux composantes avec une symétrie
rotationnelle). Dans ce cas particulier, I’action de la théorie des champs associée
est invariante par renversement temporel et cette symétrie impose les relations
de bilan détaillé et le théoréme Fluctuation-Dissipation [18, 129]. Nous revien-
drons dans cette section sur cette propriété propre aux dynamiques proches de
I’équilibre thermique, et nous dériverons une version généralisée de la relation
Fluctuation-Dissipation dans un cas particulier de I’instabilité oscillante.

Dans le cas général, notre théorie ne posséde pas cette symétrie, et il lui
correspond donc un groupe de symétries qui est un sous-groupe strict de ce-
lui du modéle O(2). En ce sens notre modéle est une généralisation stricte du
modéle O(2), exhibant a priori de nouvelles classes d’universalité. Nous allons
voir toutefois que, dans un cas particulier du choix du jeu paramétres interve-
nant dans I’équation dynamique (2.1), il existe une analogie exacte entre notre
dynamique et la dynamique relaxationnelle du modéle O(2). Pour cela, nous
utiliserons 'opération de transformation sur les champs présentée dans la sous-
section suivante.

2.4.1 Reéférentiel oscillant

Nous pouvons placer la théorie dans un référentiel oscillant & la pulsation
wg. Dans ce référentiels, la dynamique se réécrit en termes d’un nouveau champ,
que nous noterons U, et dont la théorie posséde un paramétre de moins que celle
qui est associée au champ Z. En effet, avec la définition U = Z exp(iwpt), nous
obtenons la dynamique suivante :

U = —1U + (¢ +ica) AU — (u+ iug) |[UPU + g+ ¢ (2.41)

otl les variables associées au bruit et & la force externe sont : { = e“olp, g =
™ot f En particulier, le bruit ¢ posséde les mémes corrélateurs que 7. Nous
pouvons, comme précédemment, décomposer le champ U en ses parties réelles et
imaginaires et écrire une fonctionnelle génératrice dans un formalisme matriciel.
La décomposition U = ¢ + iy méne & :

Zy|Ha, Hy) = / D[pa]D[—iPa) exp {SU[%,%] + / A4z / dt [ﬁa¢a+Ha¢a]}

(2.42)
ou Sy est ’analogue de ’action § associée au champ Z, sans le paramétre wyg.
Nous avons la propriété suivante :

(pa(X, t) = Qag(wmf)iﬁg(x, t) (2.43)
o= () DY
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2.4 Flimination de la fréquence wy

et les relations analogues pour les champs ¢q, (4 et go. Notons G,s et vu3
les fonctions de corrélation et de réponse de la théorie associée au champ U,
et définies par des relations analogues & (2.15). Leur étude nous permet de
connaftre les fonctions qui nous intéressent grace aux lois de transformation
suivantes :

Cop(x—x,t—t") = Quo (—wo(t—1t')) Gop(x—x,t —t')
Xap(x—xt—t') = Qoo (—wo(t—1t)) vep(x—x,t—t)  (2.45)

Dans ’espace de Fourier, ces relations s’écrivent :

1 .
Ci(q,w) = B [Gll(qvw +wo) + Gri(q,w — wo) + Z(G12(q7w+ wo) — Gra(q,w —

1 .
Ci2(q,w) = B [G12(q7 w+wp) + Gr2(q,w — wp) — Z(Gll(qv w+wo) — Gri(q,w —

et nous avons des relations analogues pour les fonctions de réponse.

Les propriétés concernant les fonctions de corrélation et de réponse et qui
ont été dérivées dans la section 2.3 dans le cadre de la théorie associée au champ
Z se retrouvent de fagon analogue pour les fonctions G et v associée au champ
U, puisque ces propriétés ne dépendaient pas de la valeur du paramétre wy.

2.4.2 Analogie exacte avec un probléme thermodynamique

Dans le cas particulier ot les coeflicients ¢, et u, sont nuls, la dynamique
écrite en termes du champ U présenté ci-dessus est une dynamique relaxation-
nelle, c’est & dire qu’il existe un potentiel thermodynamique pour ce champ.
La dynamique pour le champ U est alors donnée par la dérivation fonctionnelle
d’une forme définie positive qui peut-étre interprétée comme une énergie libre.
Nous avons :

&gU:—rU—|—cAU—u|U|2U—|—g—|-C:—665k +9+¢ (2.47)
ou F est le potentiel suivant :
1
FlU,UY = /dd:c/dt {r UP? +¢|VU]* + 5u|U|4} (2.48)

En absence de bruit et de force externe, la relaxation se traduit par le fait
que la fonctionnelle F est décroissante en fonction du temps (dF/dt < 0), et
les équilibres stables sont donnés par les minima de F. Dans le cas bruité,
la distribution de probabilité des états du systéme relaxe vers la distribution
d’équilibre de Lyapunov donnée par :

Pog[U,U*] = Zoq "exp {_M}

D

o

M} (2.49)

) Zeq:/D[U]D[U*] exp{— 5
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Ch. 2 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

La dynamique écrite sous forme matricielle est alors une dynamique hamilto-
nienne, et nous retrouvons le hamiltonien du modéle O(n) dans le cas particulier
n=2:

oH
Opa = —5 =+
Pa
_ a. fr o 1 2 U, 4
Hlpa] = /dx{2<p —|—2|V<,0|—|—4|¢|}
2 2
W=D wn 5 W =@ 5 Vel =) (Vea)®  (250)
a=l1 a=1

Le systéme relaxe alors vers la distribution d’équilibre de Boltzmann :

Peglpa) = Zeq ' exp {—%}
Zeq = /D[soa] exp{—%} (2.51)

2.4.3 Théoréme Fluctuation-Dissipation généralisé

Toujours dans le cas particulier ot les paramétres ¢, et u, de notre équation
dynamique (2.1) sont nuls, I'action décrivant la dynamique du champ U est
invariante par renversement temporel, et nous pouvons écrire les relations de
bilan détaillé [129]. Elles relient les probabilités d’évolution le long d’un chemin
donné et de son renversé temporel :

f1_ i
H[WOA] H[QOOA]] /D WT [@é —_— SOZN tf — tz (252)

W [@é — @ity _tz} — |
/.

ott W[pt, — Ya;ty — t;] représente 'amplitude de probabilité d’aller de la

configuration ¢!, a la configuration <p£ pendant l'intervalle de temps t; — ¢;,

et WT[goé — <p£;tf — t;] 'amplitude de probabilité d’effectuer I'opération in-
verse, calculée avec ’action renversée temporellement. Cette symétrie détaillée
de la réalisation des différents amplitudes de probabilité d’aller d’une configu-
ration a une autre permet de déduire le théoréme Fluctuation-Dissipation. Ce
théoréme affirme que, dans le cas des dynamiques qui dérivent de I’équilibre, il
existe une relation entre les fonctions de corrélation et de réponse a deux points
de la théorie?. Dans le cas particulier qui nous intéresse, les fonctions Gus et
Yap sont des matrices diagonales et nous pouvons écrire :

Gag(X, t)=G(x, t)5aﬁ Vaﬁ(xv t) = y(x, t)5aﬁ (2'53)

La relation Fluctuation-Dissipation s’écrit :

v(x,t) = —%%G(x, t) (2.54)

2Des relations reliant des fonctions de corrélation d’ordre supérieur peuvent aussi étre
dérivées. Voir par exemple [120].
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2.4 Flimination de la fréquence wy

Dans I’espace de Fourier, si on note v/ et 7" respectivement les parties réelles
et imaginaires de la fonction ~, la relation s’écrit :

" w
- = 2.
7"(q,w) QDG(q,w) (2.55)
et ) ,
/ _ W /
Vaw) = 5P [ Gl (2.56)

ou P désigne la valeur principale de I'intégrale au sens des distributions®.
Dans le cas des transitions de phase d’équilibre, la relation (2.54) permet,
connaissant I’'une des deux fonctions a deux points, de dériver "autre. Ces deux
fonctions sont en quelque sorte les mémes. Hors équilibre, nous ne possédons
pas de telle relation, et les deux fonctions a deux points sont réellement in-
dépendantes. Toutefois, dans le cas particulier que nous regardons, les lois de
transformation (2.46) nous permettent d’exploiter la symétrie qui existe dans la
théorie associée au champ U pour déduire une relation généralisée de la relation
Fluctuation-Dissipation en termes de la théorie associée au champ Z. Cette re-
lation ayant été établie, il est préférable de I’écrire en termes des fonctions de
corrélation et de réponse (2.17), qui sont directement les observables physiques.
Pour cela, nous introduisons la fonction de réponse (xzr)ag du champ Z a la
force physique F'. Les fonctions de corrélation et de réponse (2.17) sont alors
directement données par les éléments diagonaux de cette matrice. Nous avons :

1
(XzF)ap(x — x' t—t) = XQM (9 —wo(t — t/)) Yop(x — x' t—t) (2.57)

La présence de la fréquence wy et de la phase 6 transforme la relation (2.55) en :

080 (X4 )11 (k) +5in 0 (X4 p)1a(k) = ﬁ (O (k) + i Crah) )
cos 0 (Xzp)12(k) — sinf (x'zp)11(k) ﬁ (wo C11(k) + iw C12(k))

(2.58)

que nous appellerons “relation Fluctuation-Dissipation généralisée”. D’autre part,

nous rappelons les relations de Kramers-Kronig qui traduisent la causalité de la
théorie :

1 7 w/

V(aw) = 2P [ o T

w —w
1
X'(q,w) = ——P/da/
™

X' (W)
w' —

(2.59)

S

La relation (2.58), ajoutée de la propriété de symétrie (2.16), valable pour la
fonction (xzF)ags, et des relations de Kramers-Krénig, permet, bien que notre
dynamique soit hors équilibre, et si l’on connait la pulsation wqg et la phase 6, de
calculer I'une des deux fonctions & deux points lorsque nous connaissons 'autre.

#Cette relation peut également étre retrouvée 4 I’aide des relations de Kramers-Kronig liées
a la causalité.
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Ch. 2 Systémes stochastiques hors équilibre et comportements critiques

Insistons toutefois sur deux aspects qui sont absents du probléme & I’équi-
libre. Tout d’abord, la relation (2.58) fait intervenir la fréquence wy et la phase
0 ; or cette derniére n’apparait que dans la fonction de réponse. La connaissance
de la fonction de corrélation ne permet donc pas une dérivation compléte de la
fonction de réponse. D’autre part, les fonctions (2.17) ne font intervenir que les
parties diagonales des fonctions générales. Il nous faut donc, dans le cas général,
une autre mesure que celle de la réponse du champ physique X pour déterminer
les corrélations.
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Chapitre 3

Théorie champ moyen
d’oscillateurs couplés dans le
régime critique

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement critique de notre théorie
dans le cadre de la théorie champ moyen. Cette théorie est dérivée a partir de
notre formalisme & 'aide de ’approximation de Landau, qui consiste a rem-
placer I'intégrale fonctionnelle (2.18) par sa valeur au col (encore appelé point
selle), défini comme le chemin pour lequel Paction est stationnaire (voir par
exemple [91]). La condition de stationnarité nous donne des équations d’évo-
lution pour les valeurs des champs le long de ce chemin. Ces équations nous
permettent de calculer les fonctions de corrélation et de réponse de la théorie
dans le cadre de cette approximation et d’en déduire les exposants critiques en
champ moyen. Cette condition de stationnarité peut étre dérivée a partir de
deux écritures différentes de I'intégrale de chemins (2.18). Nous établissons la
cohérence des deux méthodes. Nous calculons I'action effective de la théorie dans
le cadre de cette approximation, et montrons que 'approximation de Landau
correspond & I’approximation a ’ordre des “arbres” de la théorie. Dans la sec-
tion 3.3, nous caractérisons la transition décrite par la théorie champ moyen et
nous déduisons les lois d’échelle associées. Enfin, dans la section 3.4, et a I’aide
d’arguments trés similaires a ceux qui sont connus pour le modéle O(2), nous
montrons que "approximation de Landau est insuffisante en dimension d’espace
inférieure a 4, et soulignons le role critique de la dimension 2.

3.1 Approximation de Landau

Partant de la fonctionnelle génératrice (2.18), nous pouvons effectuer 'inté-
grale sur le champ auxiliaire 1, en termes duquel notre intégrale est gaussienne.
Nous obtenons alors I’expression suivante :

7z [Ja,Ja} — /Dwa] exp{—i/ddxdt (at% — Fu[] —JL)Z +/dd:cdua¢a}
(3.1)
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Ch. 3 Théorie champ moyen d’oscillateurs couplés dans le régime critique

ot F,[1)] est la fonctionnelle :
Fal] = —Rapibp — Uapptrhy (3:2)

3.1.1 Point selle de la théorie

Nous appelons 12 (x, t) le chemin pour lequel ’action contenue dans la fonc-
tionnelle génératrice (3.1) est stationnaire. La condition de stationnarité s’écrit :

[~ 04005 + Rpa + UsatZopk + 2Ug,pEpk] -
|0l + Roof + Usowbv vl — Jo| = 2DJa(33)

Cette équation nous donne une fonction implicite wé[jg, Jg], et la fonctionnelle
génératrice en champ moyen est donnée par :

A [JNQ,JQ} = exp {—i/ddxdt (015@[}5 - F, [@ZJL] — JNQ)2 + /ddwdt Ja@bé}
(3.4)

ot1 L est évalué en (J~g, J3). Dans le cadre de cette approximation, nous avons :

(Walx, )" = 7 =g (x,1) = Va(x,1) (3-5)

(voir les équations (2.32)). Ces mémes équations nous donnent les solutions
implicites J,[¥3, Ug] et Jo[Vg, Ygl, et le calcul méne a l'expression suivante
pour 'action effective dans le cadre de I'approximation de Landau :

L [\Tza, \pa} - /ddx dt {—D\TJQ\TJQ + T [0, + Rag¥s + Uaﬁ\lfﬁ\yvq@]}
(3.6)

3.1.2 Approximation a ’ordre des arbres

Comme il est usuellement le cas pour de nombreuses théories des champs,
I’approximation de Landau correspond également, dans un développement per-
turbatif en termes de diagrammes de Feynman, a ’approximation & ’ordre des
arbres de la théorie. En effet, nous verrons dans la section 3.2 que nous retrou-
vons, pour les fonctions de corrélation et de réponse calculées en champ moyen,
les expressions (C.6), qui sont dérivées dans I'annexe C, et qui sont associées
aux propagateurs libres de la théorie et aux représentations graphiques (C.7) et
(C.8). Au niveau de ces fonctions, I’approximation de Landau correspond donc
bien a "approximation en arbres.

De facon & établir la méme propriété pour la fonctionnelle I', considérons
tout d’abord T®. Dans le cadre de I’approximation de Landau, cette matrice est
égale & la matrice A(k) de Pannexe C (équation (C.3)), et est donc bien I'inverse

de approximation a ’ordre des arbres de la matrice 2(2)7 et qui donnée par les
fonctions de corrélation et de réponse de la théorie champ moyen.
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3.1 Approzimation de Landau

F(L4), quant a lui, est donné par :

4
I‘(L )a1ﬁ25354(k17 ko ks, ka) = 2[Ua18,0838, + Uarps 08284 + Ua1 8,08,85]
X (2m) Y (k) + kg + ks + k) (3.7)

ce qui correspond bien au développement diagrammatique suivant :

1 2 1 3 1 4
4
F(L)a1ﬁ2ﬁ3ﬁ4(k1’ ko, ks, ka) = — [ % z + % z + % z ]
3 4 2 4 2 3

x (2m) L6 (k) + oy + k3 + ky) (3.8)

Dans ’expression ci-dessus, nous avons noté 1 le couple (a1, k1), et i le couple
(Bi, ki) ; chaque diagramme est affecté du facteur de symétrie 2. On remarquera
que l'on a :

F(L4)T111(k‘17 ko ks, ka) = 6u(2m)" 0T (ky + ko + ks + ky)
F(L4)§111(k‘17 ko, kg ka) = 6ua(2m)™6T (R ko + Ry Ra)  (3.9)

et que les autres termes du tenseur se déduisent par symétrie.
Les dérivées d’ordre supérieur de la fonctionnelle I' sont toutes nulles.

3.1.3 Deuxiéme point de vue

Comme nous I’avons signalé, nous pouvons aussi effectuer le calcul de I’ap-
proximation de Landau en partant de la formulation (2.18) de la théorie. Dans
ce cas, la condition de stationnarité de ’action S doit étre écrite par rapport
aux deux champs ¥, et ¥, :

0S 0S
5a 0tha (3.10)

Ces deux conditions ménent aux jeux d’équations suivant :

—0r + Rpathf + Usabhis + 2Upeths o5l = Ja

—2DYL + [0k + Ragph + Usgpbvter] = Jo  (3.11)

Vérifions la cohérence des deux méthodes. D’une part, I’élimination du champ
auxiliaire ¥%, qui n’a pas de signification physique, nous redonne I’équation
(3.3). D’autre part, notre fonctionnelle génératrice s’écrit maintenant :

Zt [Ja, Ja} — exp {3 [Jﬁ, ¢§} + / dde dt [Tk + Ja¢§]} (3.12)

oll nous pouvons exprimer Jé[jg, Jg| et z/;é[jg, Jg| grace aux équations (3.11)
(plus exactement, nous sommes en possession d’une équation implicite pour
ces grandeurs). L’élimination du champ ¢~ grace aux équations (3.11) dans
’expression ci-dessus redonne ’expression (3.4). Il est immédiat de voir que I’on
retrouve également la méme expression pour la fonctionnelle T'.
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3.2 Fonctions de corrélation et de réponse

Plagons-nous dans le cadre du premier point de vue. Dans le cas ot le champ
conjugué J, est nul, le col de la fonctionnelle (3.1) est donné par :

Wy = —RapWs — UnpUsW., 0. + J, (3.13)

qui correspond a la version déterministe de notre équation dynamique de départ,
écrite en termes des valeurs moyennes des champs. La fonction de réponse .3
peut donc étre calculée directement sur cette équation. En effet, nous rappelons
que Nnous avons :

(Yo (x,

Dans la phase non oscillante, la valeur moyenne en 'absence de force externe

Xap(x —x/,t = 1)

est nulle. Ainsi (1) est linéaire en Js a faible force, et les termes non linéaires
n’interviennent pas dans le calcul de la fonction de réponse. Dans I’espace de
Fourier nous obtenons :

1/ —iw+R Q
L _ L _ L 0
Xap(k) = Xap(a,w) = 1 < Qy —iw iR ) (3.15)
ou
R=r1+cq?
Qo = wo + caq”

A= (R—iw)? + Q2

A la transition, c’est a dire pour une valeur zéro du paramétre r, et pour le
mode critique (q = 0,w = wy), la fonction de réponse linéaire est divergente.
Proche du point critique, le champ n’est plus une fonction analytique de la force
externe, et nous avons, en termes des variables complexes de I’équation (2.1), la
loi suivante :

0(|Z(0,wo) )L, o< | £IM? (3.16)
La fonction de corrélation, quant a elle, peut étre calculée & partir de I’expression
suivante :
~ _ 5<’(ZJQ(X, t))

Cop(x,t; %, 1) (3.17)

- 5J5(x ) |Ja,fa50
et de I’équation (3.3). Le méme argument que celui déja invoqué pour la fonction

de réponse non permet de négliger les termes non linéaires, et nous obtenons,
avec les mémes notations :

Cap(k) = Chpla,w) =

2D 2 2 2 :
< w*+ Q5+ R 21w ) (3.18)

|A|? —2iwSg w? + Q% + R?
Nous pouvons maintenant donner ’expression finale des fonctions de corrélation
et de réponse physiques (2.17) en champ moyen :
1 ei6‘ e—i6‘
2 [—iA(w - QQ) + AR + —iA(w + QQ) + AR:|

D n D
R4 (w—Q0)?  R24 (w+ Q)

XF (k) =x qw) =

ctk) =ct(quw) = (3.19)
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Les fonctions de corrélation et de réponse peuvent également étre calculées
dans le cadre du deuxiéme point de vue. En effet, nous avons vu d’une part que ce
point de vue nous redonnait I’équation (3.3), a partir de laquelle nous calculions
la fonction de corrélation. D’autre part, dans le systéme (3.11), nous pouvons
imposer J, = 0. Alors Jé = 0 est solution, et nous retrouvons I’équation (3.13),
qui permet de calculer la fonction de réponse linéaire, ainsi que la relation (3.16).

Remarquons enfin que ces fonctions & deux champs peuvent étre retrouvées
a partir du systéme (3.11) qui nous fournit simplement les fonctions J, [JﬁL, z/JﬁL]

et ja [JQL , z/JﬁL] Nous pouvons alors calculer la matrice jacobienne suivante :

0o 8o
R
5lo i (3.20)
spL ok

qui est en réalité un produit tensoriel de deux matrices 2 x 2. Son inverse nous
fournit, entre autres, les fonctions que nous cherchons. L’intérét de cette re-
marque est que nous pouvons ainsi calculer, en principe, les fonctions & deux
champs a force non nulle'.

3.3 Bifurcation de Hopf

3.3.1 Instabilité oscillante homogéne

La théorie que nous venons d’exposer a toutes les propriétés souhaitées d’une
théorie des champs, et décrit un systéme qui présente une transition de phase
lorsque le paramétre r change de signe. L’équation dynamique (3.13), réécrite
en termes des variables complexes, constitue exactement I’équation Ginzburg-
Landau complexe. Comme nous ’avons signalé dans le chapitre 1, le diagramme
de phase de cette équation, du c6té “oscillant” de la transition, est trés riche ; il a
été et est encore I'objet de nombreuses études [3]. Notre étude consiste & étudier
le comportement critique du systéme lorsque 'on s’approche de la transition
de phase du c6té non-oscillant de la transition. En particulier, la complexité
du diagramme de phase du c6té oscillant de la bifurcation ne nous est pas
directement accessible par notre étude, et pourrait différer du diagramme de
phase connu en absence de bruit. Nous reviendrons sur cet aspect de notre étude
dans le chapitre 7, paragraphe 7.2.4. Dans le paragraphe qui suit, nous nous
intéressons & dégager les lois asymptotiques universelles qui existent lorsque le
systéme est placé infiniment prés du point de bifurcation et du c6té non-oscillant
de la bifurcation.

3.3.2 Comportements asymptotiques et exposants critiques

Le comportement critique de la théorie n’est simplement visible que lorsque
celle-ci est écrite dans le référentiel oscillant & la pulsation wy, soit en termes du
champ U qui a été défini dans le paragraphe 4.3.1. Les fonctions de corrélation

'Le champ conjugué J,, non physique, sera lui toujours pris égal & zéro pour évaluer des
quantités physiques.
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et de réponse & deux points G et 7,3 associées au champ U sont données
par des expressions semblables & (3.15) et (3.18), mais avec une valeur zéro du
paramétre wy. Nous avons donc :

1 [ —iw+R  c,q°
yol;ﬁ(k) = yol;ﬁ(qvw) = Z < _Can —Z(3+ R
w? + (caq?)? + R? 2iwcaq?
—2iwc,q? w? + (coq?)? + R?
(3.21)

2D
GLyk) = G§g<q,w>=w<

Les fonctions de corrélation et de réponse homogénes et statiques sont don-

nées par :
2D
Géﬁ(q =0,w=0) = T—25aﬁ
1
Tapd=0,w=0) = —dag (3.22)

Ainsi, nous avons les lois d’échelles suivantes pour la partie diagonale de ces
fonctions :

1 1

L L

G11(@=0,w =0) ) 71i(@=0,w=0) x ” (3.23)
Pour déterminer la longueur et le temps de corrélation du systéme, il est plus
naturel de considérer ces fonctions dans I’espace direct. La transformée de Fou-
rier sur la composante spatiale ne menant pas & des expressions simples, nous
nous contenterons de I’expression dans ’espace (q, t). Nous avons :

. . ) e Rl
Gaﬁ(qa t—t ) = D Qaﬁ [_Caq (t -1 )] R
vhslat—1t) = 00t — ') Qup [—caq®(t — )] e B (3.24)

La fonction de corrélation a un péle en g = +1¢ \/g, et nous pouvons donc iden-
tifier \/g avec la longueur de corrélation & du systéme. Le temps de corrélation
associé au mode instable g = 0 a la transition est égal a 1/R(q = 0) = 1/r.
Ainsi ’approche de la surface critique est-elle caractérisée par les lois d’échelle
suivantes :

§ o # T oc & (3.25)
Sur la surface critique r = 0, nous avons :
Géﬁ(q =0,w) = i—lz)éag x %
aa=0w) = Lo
Ghae=0 = Gyt
2 2
vEslq,w=0) = m< _chqz Cg(;lz ) o<q—12 (3.26)
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3.4. Validité de 'approximation de Landau et dimensions critiques

Enfin I’expression (3.16) nous donne la loi d’échelle de la réponse non linéaire
pour le mode critique & la transition. Ainsi le tableau des exposants critiques
usuels est il complet.

En termes des fonctions physiques (2.17), les lois d’échelle sont les mémes.
En revanche, les modes divergents en fréquence correspondent & w = +wy. Dans
’espace (q, t), nous avons les expressions :

I , , e—R|t—t’|
C*(q,t—t) = Dcos|[-Qo(t—t)]—=—

R
XHa, t—t) = w cos [0 — Qo(t — t/)]e_R(t_t ) (3.27)

3.4 Validité de approximation de Landau et dimen-
sions critiques

Dans cette section nous dérivons, dans le cadre de notre théorie, le critére de
Ginzburg, qui teste la validité de "approximation de Landau en effectuant I’in-
tégration sur les fluctuations gaussiennes autour de la valeur au col de I'intégrale
fonctionnelle.

Pour dériver la théorie champ moyen de notre probléme, nous avons eu
recours a ’approximation de Landau, ou approximation du col, qui néglige to-
talement la présence des fluctuations dans la théorie. Pour le moment, nous
n’avons pas testé la validité de cette approximation. Pour le faire, nous pouvons
faire un développement de I’action autour de sa valeur au col. La condition de
stationnarité nous affirme que ’ordre linéaire de ce développement dans les per-
turbations est nul, et le premier ordre non nul est donc quadratique dans les
champs. Si nous négligeons les ordres supérieurs, il nous faut alors évaluer une
intégrale gaussienne, dont nous savons faire le calcul explicitement. Il est connu
que ce calcul méne exactement 4 la correction & ’ordre une boucle de la théorie,
et nous nous aiderons de la représentation graphique en termes de diagrammes
de Feynman pour évaluer cette premiére correction & la théorie de Landau.

En termes de la théorie associée au champ U, le terme diagonal de la fonction
de réponse pour le mode critique diverge a la transition. En champ moyen, la
transition a lieu pour une valeur zéro du paramétre de controle r, et la divergence
se produit avec une loi d’échelle en 1/r (cf Eq. (3.23)). Ainsi les lois d’échelles
prévues par cette théorie approximative sont brisées si I'inverse de ce terme,
donné par ngﬁ)(o, 0), ne s’annule pas linéairement en r — r. lorsque r tend vers
sa valeur critique r.. A I'ordre d’une boucle, et avec les conventions graphiques

de "annexe C, nous avons :



Ch. 3 Théorie champ moyen d’oscillateurs couplés dans le régime critique

B

K K K
Y o o g ?7 Y o
Fg)(l)(k:) = — «& + + w@
@ B @ B a—p

= —[(a) + (b) + ()]
- - [ - Uavéﬁa /k/ Cw(k/) - Uaaéﬁv /k/ Cw(k/) - Uaﬁéw /k/ Cw(k‘/)]
(3.28)

En tenant compte des expressions (C.10) pour les propagateurs libres, nous
avons :

Cia(d,t' =0) = =Co(q, ' =0) = 0
D
Cn(d,t'=0)=0Cxn(d,t'=0) = ——s 3.29
1(d, ) 22(d, ) T+ cq? ( )
Ainsi les graphes (a) et (b) sont égaux entre eux et égaux a la moitié du graphe
(c), et nous obtenons :

A
L&) = 4Uas | Cu(d,t = 0) (3.30)

o
Il faut noter que nous avons introduit une coupure A dans 'intégrale précédente
portant sur I’espace des impulsions. Elle signifie que I'intégrale doit étre effectuée
sur la boule de rayon A. Cette coupure traduit le fait que la théorie physique
microscopique est discréte et que la limite continue, prise sans précautions, est
mal définie. Physiquement, A peut étre vu comme le rayon de la premiére zone
de Brillouin d’une théorie sur réseau de maille a ~ 27 /A. La présence de cette
coupure sera discutée en détails dans le chapitre suivant. Elle est & ’origine de

la technique de renormalisation de Wilson (voir chapitre 4). Nous avons :

A

71(0,0) " =7+ 4u/ + O(u?) (3.31)

q T+cq?

La condition critique 11(0,0)~! = 0 nous fournit ’équation implicite suivante :

A D A D
e = —4u/ DL ow?) = —4u/ D yow) (332
q Tetcq q A
la deuxiéme écriture étant tout aussi valable que la premiére & cet ordre en

théorie des perturbations, car r. est d’ordre u.

Pour d < 2, l'intégrale présente dans le membre de droite de I’équation
(3.32) diverge. Ceci est une indication du fait que le point critique associé a
notre théorie disparait en dimension inférieure a deux. De facon générale, nous
savons qu’un systéme physique décrit en termes d’un paramétre d’ordre a sy-
métrie continue ne peut pas présenter d’ordre & longue distance en dimension
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strictement inférieure a 2 [104, 129]. Cette dimension en-dessous de laquelle le
systéme ne présente pas de transition de phase, est appelée “dimension critique
inférieure”. Nous retrouvons ici la signature de cette propriété générale dans le
cas particulier de notre théorie.

En dimension supérieure a 2, la valeur critique r. du paramétre de controle
r est négative, ce qui nous indique que la présence des fluctuations a détruit
I’ordre a longue distance qui existait en champ moyen entre r = r. et r = 0.
Nous avons alors :

= —re) —4(r—ro)u ' D u?
0,07 = {r=re) —dlr—re) /q et )t o) T o)
= (r— 1) — 4r — ro)u / e o)

(3.33)

Nous apercevons ici pour la premiére fois le réle crucial de la dimension 4,
appelée “dimension critique supérieure” de la théorie. Pour d > 4, l'intégrale
présente dans I’équation (3.33) converge toujours. Ainsi 771(0,0)~! s’annule
linéairement en r — r. au point critique, et les lois d’échelles prévues par la
théorie champ moyen ne sont pas mises en défaut par ce calcul & "ordre d’une
boucle?. En revanche, la valeur critique du paramétre de controle, ainsi que les
pré-facteurs des lois asymptotiques, sont modifiés par rapport aux expressions
dérivées en champ moyen. Mais il s’agit 1a de quantités non-universelles qui
dépendent des détails microscopiques de la théorie (comme par exemple de la
coupure A présente dans nos intégrales).

En dimension inférieure & 4, en revanche, l'intégrale de I’équation (3.33)
écrite sous sa deuxiéme forme présente une divergence lorsque r tend vers sa
valeur critique r.. Dans ce cas le terme perturbatif domine la loi d’échelle, ce
qui invalide le calcul présenté ici. Pour prendre en compte correctement les
fluctuations et trouver les lois d’échelle, il nous faut donc changer de méthode.
C’est ce que nous faisons dans la suite de notre étude. Pour cela, nous utiliserons
la théorie de la renormalisation, dont nous présentons la structure pour notre
étude dans le chapitre suivant.

2Nous présenterons un argument plus général assurant la validité de la théorie champ
moyen en dimension supérieure a 4 dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Groupe de renormalisation des
oscillateurs couplés

Dans ce chapitre nous présentons la structure générale du groupe de re-
normalisation perturbatif de notre théorie. Nous présentons successivement les
deux schémas de renormalisation que nous utiliserons dans les chapitres sui-
vants & 'ordre d’une et deux boucles en théorie des perturbations, & savoir le
schéma de renormalisation de Wilson, et celui de Callan-Symanzik. Pour chacun
de ces schémas, nous commengons par en rappeler la structure générale dans les
sections 4.1 et 4.4. Les lecteurs familiers avec ces schémas de renormalisation
peuvent ignorer ces sections. Dans la section 4.2, nous présentons la structure
du groupe de renormalisation des oscillateurs couplés dans le schéma de re-
normalisation de Wilson. Nous montrons que la renormalisation des champs,
usuellement réalisée par un facteur de dilatation réel, doit incorporer un facteur
de phase complexe (paragraphe 4.2.3). Nous dérivons les équations de groupe
de renormalisation associées a ce schéma, et montrons qu’elles ne peuvent me-
ner qu’au point fixe d’une transition de phase non-oscillante (paragraphe 4.2.5).
Dans la section 4.3, nous présentons comment renormaliser la théorie de fagon a
obtenir le point fixe d’une transition oscillante. Pour cela, il nous faut effectuer
les transformations de groupe de renormalisation dans des référentiels oscillant
a des fréquences différentes dépendant de échelle (paragraphe 4.3.1). Les com-
portements asymptotiques critiques sont déduits dans le référentiel oscillant a
la fréquence effective des oscillations spontanées (paragraphe 4.3.3). Nous pré-
sentons enfin dans la section 4.5 la structure du groupe de renormalisation des
oscillateurs couplés dans le schéma de renormalisation de Callan-Symanzik, qui
nous sera indispensable pour le calcul perturbatif & 'ordre de deux boucles
du chapitre 6. Nous montrons comment dériver et résoudre les équations de
Callan-Symanzik de la théorie en implémentant les idées spécifiques au groupe
de renormalisation des oscillateurs couplés.

4.1 Schéma de renormalisation de Wilson

Dans cette section nous présentons le schéma de renormalisation perturbatif
de Wilson [147, 18], que nous adapterons dans les section 4.2 et 4.3 aux os-
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cillateurs couplés. Cette présentation a un caractére général et n’est en aucun
cas spécifique & notre théorie!'. Elle nous fournira le cadre général nécessaire &
I’établissement du schéma de renormalisation qui nous intéresse.

4.1.1 Equations de groupe de renormalisation
Renormalisation des paramétres

Pour écrire 'intégrale fonctionnelle associée a une théorie des champs (qui
dans notre cas est donnée par I’expression (2.18)), nous écrivons la limite conti-
nue d’expressions définies de maniére discréte. Physiquement, la discrétisation
correspond a l’existence d’un réseau spatial sur lequel sont placés les oscilla-
teurs individuels en interaction. Il n’y a donc aucune raison physique pour que
la limite continue existe. En réalité, comme nous ’avons déja entrevu dans la
section 3.4, la convergence n’a pas lieu dés que la dimension spatiale est supé-
rieure a 2 et 'on ne peut pas s’affranchir totalement du réseau sous-jacent a
la théorie. Les fonctions de corrélation que nous calculons ne sont proprement
définies que pour une théorie sur réseau et leurs expressions dépendent de la
maille du réseau a. Les calculs sur réseau peuvent étre menés, et ont permis
’élaboration de la premiére version du groupe de renormalisation [84, 88]. Cette
approche est techniquement lourde et il existe d’autres facons plus adaptées
d’implémenter la procédure de renormalisation. Au lieu d’introduire la maille
du réseau a dans l’espace direct, la technique de Wilson consiste a introduire
une coupure A ~ 27 /a dans les intégrales sur ’espace de Fourier, c’est a dire
a restreindre les intégrales sur cet espace a une boule de rayon A [143]. Les
topologies des deux théories ainsi définies sont différentes, la topologie résul-
tant de I'introduction d’une coupure étant nettement plus simple dans ’espace
de Fourier. On peut toutefois montrer que les deux théories appartiennent a
la méme classe d’universalité, et possédent le méme comportement asympto-
tique de grande échelle. Les calculs de théorie des champs que nous utilisons,
basés sur des développements asymptotiques, ne peuvent donner accés qu’aux
quantités universelles. Ce sont elles qui nous intéressent, et ceci valide le choix
de 'une ou l'autre des deux méthodes. Nous effectuons le choix le plus simple
techniquement.

Comme nous l'avons indiqué dans le paragraphe 1.2.2, nous souhaitons
d’abord exprimer les paramétres décrivant le comportement effectif de la théo-
rie & une certaine échelle, lorsque nous connaissons ceux qui décrivent ce méme
comportement & une échelle inférieure. La présence de la coupure nous donne
I’échelle a laquelle correspond notre jeu de paramétre qui intervient dans I’écri-
ture de la théorie. Nous partons donc de la fonction de partition de la théorie,
écrite avec une coupure A dans l’espace des impulsions :

z=[ DD [—iﬂ exp {s [J, 14} (4.1)

P et J sont les champs dynamiques du formalisme de Janssen-De Dominicis 73,
26] (voir annexe D), et S[1), 1] est I’action de la théorie, donnée par une équation

'Des exposés détaillés de cette technique peuvent étre trouvés entre autres dans les ou-
vrages [18, 91].
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similaire & (2.26)2. Les intégrales dans I’espace des impulsions portent sur la
boule de rayon A. Nous souhaitons calculer la valeur des paramétres effectifs de
la théorie & une échelle A/b, b étant un paramétre de dilatation supérieur a 1.
Nous écrivons donc :

z :/ D [p<] D [-ig] / D[p”] D[] exp {S[$<+97, v+ 07|}
0..A/b AJb.A
N N (4.2)
ot 1)< (resp. ¥<) contient les modes de Fourier du champ 9 (resp. 1) d’impulsion
de norme inférieure a A /b, et réciproquement pour ¢~ (resp. ¥~). L’intégration
partielle sur les dépendances des champs dans les modes de Fourier de grandes
longueurs d’ondes, nous donne ’expression suivante :

7= /O.Mbp [v<] D [—uﬂ exp {$< [Ji«zﬁ” (4.3)

ol S<[@Z<,¢<] est calculée de telle sorte que la fonction de partition Z soit
inchangée.

Si ’on se contente de cette opération, on a trivialement les mémes fonctions
de corrélation et de réponse pour les deux expressions de la théorie, exprimées
simplement & ’aide de jeux de paramétres différents, A étant un de ces para-
métres. Mais la coupure A (ou la maille du réseau a) introduit une échelle de
référence dans le probléme, et il nous faut comparer les deux expressions de la
théorie dans des unités de longueur différentes, de facon a ce que celles-ci aient
la méme échelle de référence “effective”. Ceci correspond alors bien & considérer
la description effective de la méme théorie a des échelles différentes. On com-
pare alors entre elles les grandeurs calculées relativement a I’échelle de référence
de chacune des théories. On peut démontrer qu’aprés cette derniére opération,
appelée dilatation d’échelle, nous pouvons écrire :

Z = /0..AD [@ZJR] D [—’L"JR} exp {SR [JR, z/JR}} (4.4)

ott S a la méme structure que 'action S, exprimée en termes de grandeurs
dites renormalisées [18, 91].

La présence de termes non-linéaires dans I’équation dynamique, qui se tra-
duit par des termes non quadratiques dans I’action, nous empéche de faire un
calcul exact de cette transformation, et nous devons traiter les non-linéarités
perturbativement. Techniquement, les termes de la série perturbative peuvent
étre représentés sous forme de diagrammes de Feynman, dont les conventions
de représentation pour notre théorie sont précisées dans ’annexe C. L’ordre du
développement effectué se traduit graphiquement par la présence d’un nombre
donné de “boucles” dans les diagrammes représentatifs des différents termes, qui
correspond au nombre d’intégrales présentes dans les expressions de ces termes.
C’est pourquoi ce développement est aussi appelé “développement en nombre
de boucles”. Nous avons vu dans le paragraphe 2.3.3 et grace aux relations

2Cette section ayant un caractére général, nous omettons les indices des variables de
champs.
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(2.33) que la fonctionnelle T[¥, U] pouvait étre vue comme une action effective
de la théorie aprés intégration sur les fluctuations. Les dérivées fonctionnelles
de I'" donnent les parameétres effectifs de la théorie. D’autre part, dans un cal-
cul perturbatif, ces dérivées fonctionnelles sont représentées par les diagrammes
1-particule irréductibles sans propagateur externe de la théorie, appelés aussi
vertex propres. Dans un schéma de renormalisation de Wilson, les paramétres
renormalisés intervenant dans I’expression de I’action ST sont égaux aux para-
métres d’origine ajoutés de la somme des diagrammes qui interviennent dans le
développement perturbatif de la dérivée fonctionnelle de I' qui leur est associée.
Les intégrales dans ’espace des impulsions associées aux boucles des diagrammes
se font sur la couche d’impulsions de norme comprise entre A/b et A/(bexpdl)
(voir entre autres [147] et [18]).

Flot de renormalisation et points fixes

Rappelons que nous souhaitons accéder au comportement de grande échelle
du systéeme. Nous devons donc a priori effectuer les opérations précédentes pour
un grand facteur de dilatation b. Or les intégrales de la série perturbative décrite
précédemment ne sont pas facilement calculables. En revanche, nous avons fa-
cilement accés aux expressions des dérivées des paramétres effectifs en fonction
du facteur de dilatation b. Techniquement nous partons d’une théorie effective
décrite a une échelle A/b (dont la valeur en termes des unités effectives est
A), et nous cherchons & calculer les paramétres effectifs de cette méme théorie
a une autre échelle A/b, ot b/ = bexpdl. Puisque le facteur de dilatation b
n’intervient pas explicitement dans I’expression de 'intégrale fonctionnelle (no-
tamment grace a la dilatation d’échelle, qui a entre autres pour effet de garder A
constant au cours de la procédure de renormalisation), le calcul est exactement
identique quel que soit b, et ’expression des paramétres renormalisés a ’échelle
bexpdl ne dépend pas explicitement de b. Considérons alors I’expression de la
dérivée d’un paramétre effectif = de la théorie en fonction de I’échelle. Nous
avons :

dz(b)  da(be®)
dlnb  d(8l)

si=0 = {une fonction seulement des paramétres & 1’échelle b
p

[’expression des dérivées des paramétres en fonction de b constitue donc un
systéme différentiel autonome® du premier ordre dans la variable [ = Inb. Ce
systéme est constitué d’équations différentielles non-linéaires couplées, qui dé-
crivent ’évolution des paramétres effectifs en fonction de 1’échelle, et qui sont
appelées “équations de groupe de renormalisation”.

Nous avons reformulé le probléme du calcul de I’évolution des paramétres
en fonction de I’échelle, passant d’un calcul d’intégrales a I'intégration d’un sys-
téme différentiel. La nouvelle forme est intuitivement nettement préférable. En
effet, nous pouvons tracer le flot d’évolution du jeux de paramétres en fonction
de I’échelle. Sur une méme ligne de flot se situent des jeux de paramétres dé-
crivant le méme systéme physique a des échelles différentes. Le point critique

3(C’est A dire qui ne fait pas intervenir la variable [ = Inb de maniére explicite.

52



4.1 Schéma de renormalisation de Wilson

correspond au point fixe du groupe de renormalisation, et les propriétés du point
fixe donnent les quantités universelles (voir le paragraphe 1.2.2). L’invariance
d’échelle au point fixe impose aux grandeurs physiques de s’écrire sous la forme
de lois d’échelle. Comme nous I’avons dit, le comportement des équations de
groupe de renormalisation au voisinage du point fixe donne accés au comporte-
ment effectif d’un systéme “presque critique” sur une large gamme d’échelles. La
linéarisation des équations autour du point fixe permet une intégration analy-
tique. Les valeurs propres du systéme linéarisé dans la variable [ = Inb donnent
des lois de puissance dans la variable b. Les exposants associés sont des quantités
universelles et sont appelés “exposants critiques”.

Conditions de renormalisation et dimensions anormales

En réalité le calcul de I’action effective SR[JR, T, définie de telle sorte
que la fonction de partition Z soit invariante sous renormalisation, nous laisse
un certain nombre de degrés de liberté, et plusieurs écritures différentes lais-
seront la fonction de partition Z inchangée. Il y a donc un certain arbitraire
(ou choix) dans la fagon dont nous implémentons le groupe de renormalisation.
La technique usuelle consiste a décider que certains paramétres de la théorie
restent inchangés par renormalisation, ce qui géle les degrés de liberté. Cette
approche est certainement compatible avec I’existence de points fixes, et permet
d’avoir le minimum de contraintes possible pour leur existence. Ce choix impose
en revanche de renormaliser les champs de la théorie, ainsi que la coordonnée
temporelle*. Physiquement, la procédure est claire : en effet, de méme qu’il y a
une unité de longueur naturelle qui dépend de ’échelle & laquelle on regarde le
systéme (et qui dans ce cas varie simplement proportionnellement & 1’échelle &
laquelle on regarde le systéme), il y a une unité de temps et une unité de mesure
de I'amplitude des champs associées a chaque échelle. Alors de méme que 'on
a vu qu’il nous fallait redéfinir les unités de longueur en fonction de I’échelle a
laquelle on regarde le systéme, il nous faut aussi mesurer les champs et les temps
dans des unités qui dépendent de I’échelle. L’intégration sur les non-linéarités
introduit une renormalisation non triviale de ces unités (en plus d’une simple
dilatation d’échelle). Au point fixe, I'invariance d’échelle impose que ces unités
soient des lois de puissance en fonction de I’échelle spatiale. Les exposants de
ces lois de puissances sont appelés dimensions anormales, par opposition aux
dimensions canoniques.

4.1.2 Paramétres renormalisés et cohérence de la théorie
Symeétries

Nous avons dit que les paramétres renormalisés s’exprimaient & partir des
dérivées de la fonctionnelle I'. D’autre part, les propriétés de symétrie de la
théorie nous permettent de montrer que seules certaines dérivées de cette fonc-
tionnelle peuvent étre non nulles. Par conséquent, seuls certains paramétres du
développement de Taylor de 'action effective de la théorie peuvent étre renor-

*Voir sur ce point le commentaire du paragraphe 4.3.5.
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malisés. Nous détaillerons dans le paragraphe 4.2.2, et dans le cadre de notre
théorie, les restrictions que nous obtenons sur la renormalisation des paramétres
et qui sont dues aux propriétés de symétries.

Dimensions canoniques

Parmi les paramétres dont la renormalisation est autorisée par symétrie, les
paramétres non pertinents, qui sont multipliés par un facteur contractant par
dilatation d’échelle, ne changent pas le comportement critique de grande échelle,
et peuvent donc étre négligés dans le calcul®. Pour déterminer le caractére per-
tinent ou non d’un paramétre, il nous faut connaitre sa dimension canonique
dc, qui donne I’exposant du facteur par lequel le paramétre est multiplié lors de
I’opération de dilatation d’échelle (z — weded!),

Comme nous 'avons dit précédemment, il y a un certain arbitraire dans la
fagon de renormaliser la théorie, et nous décidons de garder constante la valeur
de certains paramétres de ['action § sous renormalisation. Cela dit, il nous faut
encore choisir les paramétres que nous décidons de garder constants. Les degrés
de liberté dans I’écriture de I'action renormalisée sont en fait autant de degrés
de liberté dans la paramétrisation des points fixes : fixer un certain nombre de
paramétres dans le calcul de ’action renormalisée, puis chercher les points fixes
dans ce cadre, correspond a paramétrer les points fixes de la théorie & I’aide des
paramétres que ’on a fixés. Un autre choix pour les paramétres fixés a prior:
conduirait simplement & une reparamétrisation des points fixes.

Etant maintenant convaincus de ce libre choix, considérons la théorie gaus-
sienne. Dans ce cas aucune renormalisation non triviale n’intervient, les varia-
tions des paramétres étant juste données par les facteurs de dilatation d’échelle.
Sous renormalisation, ces facteurs de dilatation sont des lois de puissance (z —
rededl ot d, est la dimension canonique de ). Comme les longueurs mesurées
relativement & ’échelle de référence décroissent sous renormalisation, on choisira
—1 pour dimension spatiale ([x] = —1), et on exprimera les autres dimensions
relativement & celle-ci. [’action de la théorie doit étre globalement sans dimen-
sion ; cela donne des contraintes sur les dimensions des paramétres, mais il reste
dans cette opération des degrés de liberté®. En termes des grandeurs relatives &
notre théorie, nous verrons que nous aurons besoin, au moins pour les étapes in-
termédiaires de calcul, d’introduire un paramétre A comme coefficient du terme
—1a 0P dans I'action (2.19), ce qui nous donne trois degrés de liberté dans
I’expression des dimensions des différentes grandeurs. Nous souhaitons certaine-
ment que le paramétre r, qui représente le paramétre de contréle dans la version
déterministe de la bifurcation, soit un paramétre pertinent sous renormalisation.
Nous choisissons donc de fixer les dimensions des paramétres ¢, A et D a zéro,
ce qui gel les degrés de liberté et fixe les dimensions de toutes les quantités.
Pour étre cohérent avec la théorie gaussienne, nous imposerons en plus a ces pa-
ramétres d’étre constants dans la procédure de renormalisation générale”. Ceci

5Voir le commentaire & ce sujet un peu plus loin.

5En effet nous avons, en plus des dimensions des paramétres, les dimensions du temps et
des deux champs dynamiques & choisir.

"Dans le cas du modéle O(n) dynamique, on choisit plutét habituellement de renormaliser

24



4.1 Schéma de renormalisation de Wilson

nous impose les valeurs suivantes pour les dimensions canoniques des différentes
grandeurs :

D=0 =0 [d=le]=0 : K=-1 [q=1
f=-2 =2 ;: F=fol=2 [u=[u=4-d
d+6

W)a(qv w)] = T ['Ja(qv w)] =TT 5 (45)

Paramétres non pertinents

Supposons avoir gardé dans notre équation dynamique (2.11) des termes
contenant des puissances d’ordre supérieur dans un développement en puis-
sances du champ 1 et de 'ordre de ses dérivées spatiales. De tels termes ne sont
pas interdits par la mise sous forme générique de la dynamique telle que nous
I’avons présentée dans le chapitre 1. Cependant, nous pouvons nous convaincre
que les dimensions canoniques des constantes de couplage associées a ces termes
sont toutes négatives. Un argument simpliste nous indique donc que la dilatation
d’échelle associée aux transformations de renormalisation a pour effet d’emme-
ner les valeurs des couplages effectifs associés a ces paramétres vers 0. Ainsi les
comportements asymptotiques du systéme ne devraient pas étre affectés par la
présence de ces termes. Cependant, l'intégration sur les fluctuations en présence
de ces termes introduit de nouveaux diagrammes dans le développement pertur-
batif, qui présentent des divergences, et I’effet global n’est donc pas évident. On
peut toutefois montrer que la présence de ces termes n’affecte pas les comporte-
ments asymptotiques & 'ordre dominant. Cette justification, commune & toutes
les théories des champs (et dont la reproduction explicite dépasserait le cadre
de cette thése) est discutée dans les références [91, 11]. Une discussion détaillée
du role des opérateurs non pertinents, important pour les corrections aux lois
d’échelle, peut-étre trouvée par exemple dans [2].

4.1.3 Comportement critique en dimension supérieure a 4

Dans la section 3.4, nous avions donné un argument prouvant que la théorie
champ moyen était invalidée en dimension d’espace inférieure a 4. En dimension
supérieure a 4, aucune contradiction avec la théorie champ moyen n’était visible,
mais cela ne constituait pas une preuve de sa validité. Nous sommes maintenant
en mesure de fournir un argument général. En effet, en dimension supérieure a 4,
les non-linéarités autorisées par symétrie sont toutes associées & des paramétres
non pertinents, et la théorie gaussienne, point fixe du groupe de renormalisa-
tion, constitue un point fixe stable, et posséde donc un bassin d’attraction de
taille non nulle. Pour toute théorie décrite microscopiquement par un jeu de
paramétres appartenant a ce bassin d’attraction, les transformations de renor-
malisation n’ont des effets non triviaux que sur des dilatations d’échelle finies®.
En effet, sur des dilatations d’échelle infiniment grandes, les valeurs effectives de
ces paramétres sont infiniment petites. Dans les unités d’origine, ceci affecte de

le coefficient D (voir le paragraphe 4.3.5).
8En dehors de ce bassin d’attraction, notre étude, intrinséquement perturbative, ne nous
permet pas de conclure.
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maniére finie les valeurs des paramétres effectifs de la théorie. Naturellement,
les quantités correspondant par exemple a la valeur critique du paramétre de
controle ou 'amplitude des fonctions de corrélation et de réponse sont modi-
fies par rapport a celles calculées dans le cadre de la théorie champ moyen ;
mais il s’agit 1a de quantités non-universelles. En revanche, les comportements
asymptotiques prévus par la théorie champ moyen ne sont pas affectés par la re-
normalisation, et les exposants critiques dérivés dans le cadre de ’approximation
de Landau sont corrects.

4.2 Renormalisation des oscillateurs couplés dans le
schéma de Wilson

Dans cette section, nous présentons le schéma de renormalisation de Wilson
adapté a la renormalisation des oscillateurs couplés. Dans les premiers para-
graphes, nous présentons les arguments dimensionnels et les arguments de sy-
métrie assurant la cohérence de la théorie. Nous montrons qu’il est nécessaire, en
plus de la procédure habituelle, qui renormalise 'amplitude des champs dyna-
miques, de renormaliser la phase relative de ces champs, ce que nous commentons
dans le paragraphe 4.2.3. Le paragraphe 4.2.4 présente de facon détaillée com-
ment obtenir les équations de groupe de renormalisation a partir de l'intégrale
fonctionnelle (2.18) ; nous verrons notamment que nous choisissons de renorma-
liser de facon non triviale la coordonnée temporelle, et de laisser I'amplitude
du bruit D constante sous renormalisation, ce que nous commenterons dans la
section suivante, paragraphe 4.3.5. Nous montrons enfin que notre procédure
ne peut mener qu’au point fixe d’une transition non-oscillante, et motivons la
nécessité de développer une méthode plus astucieuse.

4.2.1 Dimensions canoniques

Pour déterminer les dimensions canoniques des paramétres de notre théorie,
nous suivons la procédure exposée dans le paragraphe 4.1.2. Nous verrons dans
le paragraphe 4.2.4 que nous avons besoin d’introduire un parameétre A complexe
comme coefficient du terme —,0,1, dans I’action (2.19). Nous verrons en effet
que, méme si il reste égal & 1 au cours de la procédure de renormalisation, les
calculs intermédiaires font intervenir des variations de ce paramétre. En termes
des paramétres de la théorie présentés dans le chapitre 2 et de ce coefficient
A, les dimensions canoniques des différentes grandeurs associées a notre théorie
sont données par le systéme (4.5).

4.2.2 Symétries

Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux contraintes de symétries de
la théorie, qui empéchent ’apparition de nouveaux paramétres pertinents par
renormalisation. Nous montrons que ’action que nous avons écrite est stable
sous renormalisation, ce qui assure la cohérence de la théorie.

Comme nous 'avons déja signalé, la renormalisation des paramétres est don-
née par les vertex propres de la théorie, qui correspondent également aux termes
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perturbatifs des dérivées de la fonctionnelle I'. Nous savons que les propriétés de
symétrie de la théorie imposent la nullité de certaines dérivées de cette fonction-
nelle. Par conséquent, seuls certains paramétres d’un développement de Taylor
général peuvent étre renormalisés. D’autre part, les propriétés de causalité de
la théorie imposent les relations (2.40). Ces arguments, associés aux arguments
dimensionnels exposés ci-dessus, nous permettent d’assurer la cohérence de la
théorie, et sa stabilité sous renormalisation. Nous détaillons ci-dessous ces ar-
guments, et montrons la nécessité de renormaliser la phase relative des champs
dynamiques 1, et 1.

Comme nous ’avons vu dans le paragraphe 2.3.3, les dérivées de la fonction-
nelle T" sont des fonctions des impulsions externes k;, analytiques en dehors du
point critique. Elles peuvent donc étre développées en puissances des coordon-
nées q; et w; des champs par rapport auxquels la dérivée a été prise. Nous avons
alors les propriétés suivantes :

— A cause de l'isotropie de la théorie, ces dérivées ne peuvent dépendre
que des normes des impulsions q; : ¢; = |q;|. En particulier, dans un
développement de Taylor en puissances de q;, ne pourront apparaitre que
des termes carrés : q? = Zj[((li)j]z

— La relation de causalité (2.40), démontrée perturbativement a tout ordre
dans annexe D, impose que les dérivées de I' effectuées par rapport a des
champs 1) seulement soient nulles.

Ainsi que les arguments dimensionnels suivants :

20

— Le coefficient du terme [[, q;" [[, wiﬁi qui apparait dans le développe-
ment d’une dérivée donnée de la fonctionnelle I' de dimension dr a une
dimension : dr —2) (i + ;).

— Au voisinage de 4 dimensions, avec d = 4 — ¢, les dimensions des dérivées
de I'" sont données par :

[F(JVJV)} = 3N-N+6+e(N+N-—1) (4.6)

Finalement, nous obtenons les restrictions suivantes sur les dérivées de la fonc-
tionnelle T :

— T+ est nulle pour tout n & cause de Iinvariance par rotation.
~ I'®) est de dimension négative pour tout n > 4.
I'®) est de dimension négative, sauf T'(6:0) qui est interdit par causalité.

— T™) est de dimension négative sauf I'49) | interdit par causalité, et T(3:1,
— T'(20) est interdit par causalité.

D’aprés cette analyse, les seuls termes a considérer correspondent donc a :

4) (2) (2 : : fi o ; 4
Fa’lﬁlﬁzﬁg’ FalaQ et F&1ﬁ1’ les notations étant précisées dans ’annexe A. Fa1ﬁ1ﬁ2ﬁ3
et Fgl)aQ ont une dimension proche de 0, et seul leur terme constant est a consi-

)

dérer. Fél 5, @ dimension 2 et trois termes doivent donc étre considérés : son

terme constant et ses deux termes linéaires respectivement en iw et q2.
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La symétrie rotationnelle impose que les matrices I'? commutent avec les
matrices de rotation, et donc des relations analogues & (2.16). Fgl)aQ est de plus
symétrique, et par conséquent seul son terme diagonal subsiste. Nous consta-
tons donc que tous les termes associés a I'(2) et susceptibles d’apparaitre par
renormalisation sont déja représentés par des paramétres dans I’action de départ
(2.26), sauf le coefficient linéaire en iw de Fgl)ﬁl, dont la partie hors diagonale est
nulle, et dont la valeur diagonale est 1. Nous verrons que c’est la renormalisation
de la phase relative entre les champs v et J qui permet d’absorber I’apparition
de la partie hors diagonale (voir le paragraphe suivant). L’amplitude, quant a
elle, est absorbée dans une redéfinition de I’amplitude des champs dynamiques.

Des relations semblables, basées également sur I’invariance par rotation, sont
valables pour I'¥, et permettent d’établir qu’aucun nouveau coefficient perti-
nent n’est introduit par renormalisation. Nous en verrons la démonstration au

premier ordre directement sur le calcul des diagrammes & ’ordre d’une boucle.

4.2.3 Renormalisation de la phase

Nous venons de voir que le terme linéaire en iw du coefficient hors-diagonal
de Fgl)ﬁl, nul au départ, était créé par renormalisation. Pour conserver la co-
hérence de la théorie, il nous faut absorber ce terme dans une redéfinition des
champs. Les champs 1, et 1, possédent deux composantes, qui correspondent
aux parties réelles et imaginaires de champs complexes. Une redéfinition de la
phase relative de ces champs permet I’absorption de ce terme ?. Physiquement,
cette phase relative est directement liée & la phase relative entre le champ dy-
namique Z et le champ externe f dans I’équation dynamique (2.1), et donc
physiquement a la phase relative entre force et vitesse (voir paragraphe 2.1.1).
Ainsi, quitte & suivre I’évolution d’un paramétre de phase effectif 6§ au cours
de la procédure de renormalisation, et a redéfinir les champs renormalisés tour-
nés de cette phase effective, nous décrivons notre groupe de renormalisation
en termes d’une théorie qui, a I’échelle considérée, ne contient jamais ce terme
qui, a priori, nous génait. L’idée est tout a fait semblable a I'introduction des
facteurs Z dans un schéma de renormalisation classique.

Nous souhaitons maintenant calculer I’évolution de cette phase effective en
fonction de ’échelle. Nous constatons deux choses : premiérement, 1’évolution
des autres paramétres de la théorie en fonction de I’échelle s’exprime indépen-
damment de ce paramétre de phase '°, et les points fixes peuvent donc étre
cherchés dans 'espace des paramétres qui ne contient pas 6 ; deuxiémement, la
dérivation de ’expression obtenue pour une variation infinitésimale de 6 méne
a une équation différentielle découplée des équations de groupe de renormali-
sation, décrivant I’évolution de la phase effective 6(I = Inb). Il faut noter que
la dérivée ainsi calculée, par rapport a la variable [, s’exprime uniquement en
fonction des autres paramétres de la théorie (voir paragraphe 4.1.1). Aprés avoir
intégré les équations de groupe de renormalisation, la résolution de cette équa-

?11 faut noter que, a cause de 'invariance de phase de I’équation dynamique, un changement
de phase global dans la définition des champs laisse I’action invariante.

10Puisque I'action effective, écrite en termes des champs renormalisés, ne contient pas ce
paramétre.
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tion différentielle consiste alors uniquement en un calcul de primitive. Au point
fixe, la dérivée est constante dans la variable [ = Inb, et 0() est linéaire en [.
Nous reviendrons sur ce résultat a prior: surprenant dans le chapitre 7.

4.2.4 Equations de groupe de renormalisation

Nous allons maintenant implémenter techniquement et en détails la procé-
dure de renormalisation qui a été décrite ci-dessus.

Renormalisation infinitésimale des paramétres

Nous partons d’une théorie des champs dynamique, décrite en transformée
de Fourier par la fonctionnelle génératrice (2.26), dont l’action est écrite en
termes de paramétres microscopiques qui décrivent une physique a une échelle
a, c’est & dire comportant une coupure dans I’espace des impulsions égale a
A ~ 27 /a. Cette théorie dite microscopique s’écrit :

O 50w = [

/ { DOFOFO) _ 50 [WH«J)JFC(O M,(o
q Jw

A N
0 [( ) 4+ O0q )saﬁ} %0)} - /k U GO0

1kak3

Aprés une renormalisation de facteur de dilatation fini b, la théorie est décrite
par une action effective, qui comporte un jeu de paramétres effectifs (ou renor-
malisés), ainsi que les quantités effectives suivantes :

q = qu)

w = VZ,bw!

) = W— 0@, )
Jala,w) = F (0)2s(6) (a0, @)

(4.7)

ou :

[ cos(f) —sin(h)
Qag(0) = < sin(f)  cos(6) ) (48)

Le champ Ja a été tourné d’un angle 0(b) pour absorber le terme hors diagonal
de T'® linéaire en iw, et trois “facteurs Z” ont été introduits pour garder ¢, D
et le coefficient de w1, (noté A) constant et égal a 1. Les lois de puissance
en b représentent le résultat des dilatations d’échelle. Nous obtenons ’action
effective suivante :

Seff [Ja, z/;a} = /qA/w {D@Za@za — liw+r+ cqz} YVa—
A

Do [0+ cod®eas] v} = [ Va0

K1 koks
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Il faut noter que la coupure A n’a pas changé de valeur, sans toutefois se mé-
prendre sur 'interprétation : physiquement, 1’échelle de la théorie effective est
bien liée & une coupure A/b, qui est b fois plus petite que la coupure d’origine.
Cette coupure est simplement mesurée dans une nouvelle unité de longueur telle
que sa valeur soit la méme que celle de la coupure d’origine. Nous avons expliqué
précédemment le but et le principe de cette manoeuvre.

Nous cherchons maintenant la relation entre les paramétres effectifs a des
échelles différentes A/b et A/b'. Pour cela nous effectuons une transformation
de renormalisation infinitésimale de facteur de dilatation égal a b’/b = exp dl.
Nous divisons I’intégrale sur les impulsions en deux parties :

A AJedl A
/ = / +/ (4.10)
0 0 A/edl

et nous intégrons sur la couche d’impulsions comprises entre A/e‘sl et A. Nous
calculons une premiére action intermédiaire S, définie de facon a ce que la
fonction de partition (2.26), écrite en termes de cette nouvelle action, soit la
méme que celle dont nous sommes partis :

~ Afett -~ o~
SO [P tha] = / / {(D+6D)atha = P [i{(1 +6X)w + (7 + 67) + (c+ 60)a] a
q w

A/e‘sl

o [10200 + (w0 + 0wo) + (ca + 0a)a?] 2aptia | — / (Uag + 8Uap)tbatbptby iy

k1 kaks

A ce stade, les variations des coefficients sont données par les diagrammes 1-
particule irréductibles sans propagateurs externes de la théorie, dans lesquels
les intégrales portant sur les impulsions sont restreintes & la couche comprise
entre A/e% et A. 1l faut noter que nous n’avons pas mentionné les variations
des paramétres non-pertinents, dont nous savons qu’ils n’influencent pas les lois
asymptotiques de grande échelles. De facon a éliminer le terme § Ao qui a été créé
par renormalisation, nous on introduisons un jeu de champs ( ﬁf), Nﬁf), défini
de la fagon suivante :

PP = ¢
PP = Qap(60)1g (4.12)

Il est alors possible de choisir 66 de telle fagon qu’en termes de ces nouveaux
champs ’action s’écrive :

~ Afedt o~
s [32.0] = [ [{w+op@)i@ie
q w

—? [i(l + A w + (14 6r@) + (e + 50(2))q2} P

A/e‘sl

(4.11)

~0 [ (wo + 0u”) + (ca + 6¢D)a?| cagry } - / (Uag + SUSR2 4Py

k1koks
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c’est & dire qu’elle ne contienne pas de terme hors diagonal proportionnel a iw.
Pour cela nous devons choisir :

60 = arctan [—6A2(1 + 6/\1)_1] (4.14)
et les nouvelles variations des paramétres sont alors données par :
6D = 6D
SAZ) = (C=1)46MC — XS

1 w((f

5P = ¢(C—1)48cC — (cq+ 6¢a)S
= wo(C —1)+ 0woC + (r+r)S

5cl?) = ¢o(C—1) +6cqC + (c+6¢)S

)
5r® = (C—1)46rC — (wo + dwyp)S
)
)

SUS) = Uao(Q0p(30) = L) + 8UaoQ0s(56)

(4.15)

ol il a été posé C = cosdf et S = sindb.

Effectuons maintenant la dilatation d’échelle de taille €%, de telle sorte que
la coupure apparaissant dans ’action (4.13), mesurée dans cette nouvelle unité,
soit égale & A. Ceci nous définit les impulsions, les fréquences et les champs
effectifs (ou renormalisés) & Péchelle A/b' :

q/ _ eélq

w = emZ:}w
Wi(d W) = e TN a(q,w)
(W) = TN ZPP (q,w)

= TN Z005(60) 5 (q, w)
(4.16)

Nous avons introduit trois facteurs Z, calculés de telle sorte que les paramétres
¢, D et X restent constants par renormalisation. Ceci nous permet de calculer
a posteriori les nouveaux paramétres effectifs a 1’échelle A/b’. En fonction des
paramétres intermédiaires (4.15), nous avons les expressions suivantes :

c(l+ dl)
Ca l+5l)
r(l 4 6l

wo l—|—5l

Z(l+ 4l

(

(

(
Uap(l + 61

(

(
Z(l + 41

)
)
)
Z.,(1 + 61)
)
)

c(l)  DU+ol)=D() Al+ol)=1
[ca(l) + 5cg2>} (1+5¢@ /c)~1

2! [T(Z) n 5r<2>} (1+6¢@ /je)

2! [WO(Z) n &ng)} (14 6¢@ /je)

e(4=del [Uaﬁ(w n 5U§fﬁ>} (1406 /¢)=2(1 + D@ /D) (1 + 5A2)~1

Zo(D)(1 4 6P /)71 + 613
Z(1)(1+ 6P /e)3(1+6DP) /D)1 (1 4+ sA@)) 1
Z(1)(1 4 6c¢? /e) (14 6DP /D) (1 4 5A2)~1
(4.17)
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Ch. 4 Groupe de renormalisation des oscillateurs couplés

L’évolution de la phase 6, quant & elle, est donnée par I’équation suivante :
01+ ol) =6(1) + 66 (4.18)

ol 60 est donné par (4.14). Elle est découplée du reste des équations, dans le
sens ot le calcul des paramétres (4.17) ne fait intervenir ni (1) ni 66.

Groupe de renormalisation

La dérivation des équations (4.17) par rapport & la variable §l nous donne
un systéme d’équations différentielles qui décrit I’évolution des paramétres re-
normalisés en fonction de I’échelle. Grace aux relations :

dr(l)  dr(l+ 1)

A [01=0
dlnZ(l) dlnZ(l+ 6l)
a aen =0 (4:19)

(et leurs analogues pour les autres paramétres), et le fait que le systéme (4.17)
ne fasse intervenir dl que sous la forme d’un pré-facteur exponentiel, nous ob-
tenons un systéme différentiel autonome en termes de la variable [ = Inb'.
D’autre part, les équations associées a I’évolution des variables In Z, tout comme
celle associée a I’évolution de la phase effective (1), se découplent du systéme
d’évolution des paramétres. L.’intégration de ce systéme méne & I’expression des
paramétres renormalisés pour une dilatation finie b. A partir des lois de trans-
formation des paramétres, des unités de temps et de I'amplitude des champs,
nous pouvons dériver les lois de transformation pour les fonctions de corrélation
et de réponse & deux points, qui sont les quantités qui nous intéressent. Nous
exprimons ces quantités en fonction de II, le jeu de paramétres associé a un
facteur de dilatation b = 1, et de I, le jeu de paramétres renormalisés. Voici
ces lois de transformations dans les différents espaces (directs ou réciproques)
de variables d’espace-temps :

Dans ’espace (q,w)

¢a(qvw) = \/ bqvbzz (b) )

balqw) = LW Qap(—0(0) 5 (ba, b2 Z, (b)w)
Copla,w; 1) = <b> 10aa<bq,b22 (b)w; IT')
Xap(q,w; ) = b2\/2<b>2<b> Zw(b)_lﬂaaw(b))xaﬁ(bq,szw(b)W;H/)

(4.20)

Dans I’espace (q,t)

" est & dire qui ne fait pas intervenir la variable [ de maniére explicite.
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= V¥VZ 2 0 ba, 225

_ =—1 ~
= V'TVZ Z7'0s(—0)0ba, b 225 M)
= V*Z7'Z7Capba, b2, (ty — t2); IT')

Ya(q,

(,t

t)
)
Cag(q, t1 — to; H)
IT)

——1
= VZZ 7% (0)X0p(ba,b 27 (11 — t);IT)
(4.21)

Xap(Q t1 — t2;
Dans espace (x,t)
- ﬂf‘lz—lw(x/b b2Z;')

e Z5 Qag(—0)bf (x/b,b722;")
— b(z‘d) Z7Z 2 Cpo (%1 — %2) /0,072 Z (11 — t2); )

Ya(x,t
balx,t

Cap(x1 — x2,t1 — to; 11

)
)
)
Xap (X1 — X2, t1 — t2; )

4.2.5 Point fixe d’une transition non-oscillante

Considérons maintenant les points fixes que nous pouvons obtenir avec cette
procédure. wy et r sont tous deux de dimension canonique égale & 2. L’intégration
sur les fluctuations ne peut modifier les comportements d’échelle que de maniére
infinitésimale, sinon tout le schéma perturbatif s’écroulerait. Ainsi les exposants
attachés a ces directions restent-ils positifs au point fixe, méme si ceux-ci, ainsi
que les directions propres, sont possiblement modifiés. wy constitue donc un
paramétre pertinent du probléme ; nous trouvons donc une valeur finie précise
de ce paramétre au point fixe, ce qui correspond a la valeur de la pulsation
critique dans le systéme d’unités dilatées. Si I’on ré-exprime les grandeurs dans
le systéme d’unité originel, cette valeur point fixe se trouve étre effectivement
égale a zéro. Ainsi seule une valeur effective zéro du paramétre wg peut étre
associée a une théorie critique. Par conséquent, nous ne pouvons trouver par
cette technique que la transition vers une phase effectivement non oscillante, ce
qui n’est naturellement pas tout a fait ce que nous cherchons.

Une autre maniére de formuler la remarque est la suivante : nous cherchons
& caractériser une transition vers un état oscillant. Dans ce cas, il y a a la
transition une pulsation bien définie des oscillations, ce qui introduit un temps
caractéristique dans le probléme. Or la propriété d’invariance d’échelle ne peut
étre vérifiée que lorsque toutes les grandeurs caractéristiques du probléme sont
nulles ou infinies. Le groupe de renormalisation ne pourra donc présenter de
points fixes que pour des valeurs zéro ou infinie de la pulsation effective, qui est
décrite par I’évolution du paramétre wy dans le diagramme de flot. Dans tous
les autres cas, la renormalisation du temps interdit que le temps caractéristique
lié & la pulsation critique des oscillations spontanées soit point fixe du groupe de
renormalisation, tout comme la renormalisation spatiale impose £ = co au point
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Ch. 4 Groupe de renormalisation des oscillateurs couplés

fixe (ou & = 0'%). La fagon directe d’implémenter la renormalisation aboutit donc
4 une impasse : nous n’avons pas accés par cette méthode au point fixe d’une
transition dynamique oscillante. Il nous faut implémenter une technique plus
sophistiquée que nous présentons dans la section 4.3.

4.3 Renormalisation d’une théorie oscillante

Nous avons vu dans la section précédente que I’application directe de la
technique de Wilson au probléme des oscillateurs couplés menait au point fixe
d’une transition non-oscillante. Dans cette section, nous présentons une version
plus élaborée du groupe de renormalisation et spécifique a notre théorie. L.’idée
générale de la méthode consiste, au cours de la procédure de renormalisation, a
placer la théorie dans le référentiel oscillant a la pulsation effective du systéme
a I’échelle & laquelle on le considére. La théorie sur laquelle nous effectuons les
calculs de renormalisation est alors une théorie qui n’oscille jamais & 1’échelle
considérée. Par conséquent, son jeu de paramétre ne contient pas wg. Les trans-
formations de groupe de renormalisation nous donnent une équation d’évolution
de la pulsation des oscillations du référentiel dans lequel on travaille. Au point
critique, le retour au référentiel originel nous donne la pulsation effective des
oscillations spontanées. Le fait que cette technique permette la définition d’une
procédure de renormalisation cohérente prouve que le paramétre wy est “fausse-
ment pertinent”.

4.3.1 Elimination du parameétre wy

Comme nous I’avons vu précédemment, le paramétre wy nous géne, car il
est pertinent du point de vue de ’analyse dimensionnelle. De facon a trouver le
point fixe d’une bifurcation de Hopf, il nous faut donc éliminer ce paramétre de
I’action. Nous avons d’ores et déja appris a effectuer cette opération dans la sec-
tion 2.4. L’idée consiste donc a effectuer la renormalisation pour la théorie pour
le champ U défini dans cette section, & calculer les fonctions de corrélation et de
réponse pour cette théorie qui n’oscille pas, puis a revenir aux quantités qui nous
intéressent grace aux relations (2.45) et (2.46). Mais le coefficient correspondant
4 la partie imaginaire du terme quadratique dans I’action n’est pas interdit par
symétrie et constitue un paramétre pertinent de la théorie. Il est donc recréé
par renormalisation. Ainsi, dans le calcul d’une transformation infinitésimale de
renormalisation, nous créons une variation idwg associée a ce terme. Pour garder
une action renormalisée qui ne posséde pas le paramétre wy, il nous faut éliminer
cette variation. Nous redéfinissons donc les champs dynamiques en placant la
théorie dans un référentiel qui oscille & la pulsation wy + dwp'®. Ainsi, quitte
a suivre ’évolution de la pulsation wy(l) du référentiel oscillant dans lequel est
écrite la théorie en fonction de I’échelle, nous décrivons notre groupe de renor-

12Ce cas, qui correspond & une physique d’oscillateurs totalement découplés, constitue un
point fixe du groupe de renormalisation. Cependant, il n’y a pas de transition de phase qui
lui soit associé, et... il n’est pas trés passionnant.

13 (est en réalité un peu plus compliqué que ¢ga; voir le paragraphe 4.3.2.
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4.8 Renormalisation d’une théorie oscillante

malisation en termes d’une théorie qui, a I’échelle considérée, n’oscille pas, et
ne contient donc pas le paramétre wy.

4.3.2 Equations de groupe de renormalisation
Variation infinitésimale des paramétres

Nous partons de la méme théorie microscopique que précédemment :

A
sO [0 = [ {D<°>Jg%°>—%°> [+ 1) 4 c02) {0
q w

0 @8 + ePaP)eas| v} — /kA Uy Oyl

1kak3

et nous définissons, aprés une dilatation d’échelle de taille b, des quantités ef-
fectives telles que le paramétre wy n’apparaisse pas dans I’action effective (c’est
a dire que le terme constant de la partie hors-diagonale de 'Y en termes de
ces quantités effectives, soit nul). Ces quantités effectives s’écrivent :

q = qu)
w = VPZ,(b)
vala, ) = 2\/ D) Zus (0)2ap(@o(0) )1 (g, 1)

Falast) = b_dQ;Q\/E(b)Zw(b)Qaﬁ(e(b))Qﬁa@o())@ZJ(O( ©), 1)

(4.23)
oll Wy est la pulsation mesurée & l'aide du systéme d’unités renormalisées'®.
L’action effective est donnée par :
ff A
S [Paspal = / / {DGaBa — Pa [iw+ 71+ cq?] Yo — B [0+ cad®] capps}
q Jw
A
- / UapPaspserpy (4.24)
Ky koks

Nous constatons que, comme précédemment, seul le champ J a été tourné pour
éliminer la phase statique 6(b), mais que les deux champs sont simultanément
tournés pour éliminer le paramétre Wy(b). Nous procédons maintenant & ’'inté-
gration sur une couche d’impulsions :

A Aedl A
/ = / +/ (4.25)
0 0 A/edt

1T.a pulsation effective du résultat final, qui sera exprimée dans le systéme d’unités d’ori-
gine, sera notée wo(b).
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ce qui nous donne une premiére action intermédiaire :

A/eél
S [, Ba] = / / {(D+6D)3aBa — Pa [i(1+ 6A)w + (r+ &) + (¢ + dc)d*] va
q w

A/e‘sl

_Sza [Z'(S/\2W + 6‘:}0 + (Ca + 6Ca)q2] Eaﬁd}ﬁ} - - (Uaﬁ + 6Uaﬁ)¢a¢ﬁ¢74p7
1k2k3

(4.26)

les variations des coefficients étant données par les diagrammes 1-particule ir-
réductibles de la théorie, sans propagateurs externes. Par renormalisation nous
avons créé, comme précédemment, un terme d g, mais également un terme d0y,
qui ici ne peut pas étre absorbé par une redéfinition des paramétres puisque ce
coeflicient n’est originellement pas présent. Il nous faut donc absorber ces deuz
variations dans une redéfinition des champs.

(1)

Nous commencons par définir un premier champ intermédiaire g ’ par :

o) = o,
oI = Qa5(80)35 (4.27)

En choisissant 60 = arctan [—6/\2(1 + 6/\1)_1] nous savons que nous obtenons
une expression analogue a (4.13), c’est a dire sans coefficient hors-diagonal en
iw. Ceci nous définit de nouvelles variations des paramétres, dont en particulier
une nouvelle variation du paramétre &y donnée par :

5@81’) = 0woC + (r + dr)S (4.28)

ol C = cosdf et S = sindf. En définissant un deuxiéme champ intermédiaire
(2) )
©%) par :

PD(a,t) = Qs )0y (a,t)
FO(at) = Qup(6as 034 (a, ) (4.29)

(1)

nous éliminons le paramétre d&, ’ de 'action. Les nouvelles variations des para-
meétres sont les mémes que les variations intermédiaires précédentes et s’écrivent :

/

6D =sp") = 6D
AP =X = (O = 1)+ 6N C — X8
or®@ =61 = r(C—=1)+6rC — (wo + dwp)S

/

)
5c@ = 5.1 c(C—1)+86cC — (cq + ca)S
5¢P =61 = ¢o(C —1) 4 6c,C + (¢ + 6¢)S

SUS) = UL = Uao(R06(00) = Los) + 8Uar2(60)

«

)
)
)
)
)
)

(4.30)

auxquelles il faut ajouter que ’on ne crée pas de variation associée au paramétre

~

~ . e ~ 2
W, ce qui peut s’écrire : dly = 6w(g ) —.
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4.8 Renormalisation d’une théorie oscillante

Nous définissons enfin les quantités renormalisées aprés dilatation d’échelle,
de fagon & ce que D, A\ et ¢ soient conservées :

qd = eq
!/ 2512/

oh(d W) = e N7 (q,w)
_ d+6
= 7 opr <6wé>>}aﬁsoﬁ<q,w>
-~ _da+2 ~
Pold W) = e T 25

_ e—%él\/?ﬂag(ée) [0 r(6a! ))}ﬁ Polqw)  (4.31)

ot la notation [Op (68 e )} 5 désigne l'opérateur transformé de Fourier de
e

I’opérateur de rotation Qag(&f)él )t). Les paramétres effectifs & I’échelle bed! sont
donnés par le systéme suivant :

c(l+0l) = ¢(l) DI+6)=D1)  Mi+dl)=
call +61) = [CQ(Z) + 5cg2>} (14 6¢@ /o)
r(l+6l) = [T(Z) + 5r<2>} (1+6¢@ /c)~1
Uasg(l+01) = D [U5(0) + 60| (1+ 8¢ /)21 + 5D /D)(1 4+ 03!
Zo(l+61) = Z (D146 /)11 + 623
Z(I+6l) = Z(O)(A+06cP/e)3(146DP /D)1 (1 4 A1
Z(1+0l) = Z()(1+ 6P /e)(146DP /D)(1 4 oA2)~!

(4.32)

Les évolutions respectives de la phase 6 et de la pulsation @y sont données, quant
3 elles, par les équations découplées suivantes :
0(l+d1) = 6(1)+ 90
So(l+0l) = e [ o(1) + 6] (14 6e® /e)~1(1 + A@)
(4.33)

ol §6 est donné par (4.14), et 6[&81/) par (4.28).

Equations de groupe de renormalisation

Pour les mémes raisons que celles qui ont été exposées dans les paragraphes 4.1.1
et 4.2.4, I’évolution des paramétres en fonction de I’échelle est donnée par un
systéme d’équations autonome, pour lequel I’évolution du logarithme des trois
facteurs Z, de la phase 6 et de la pulsation &y sont découplées. Aprés intégra-
tion de ce systéme, nous obtenons des lois de transformation pour les fonctions
de corrélation et de réponse analogues & (4.20), (4.21) ou (4.22), mais tenant
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compte cette fois-ci du fait que nous effectuons la renormalisation dans un réfé-
rentiel oscillant a la fréquence effective qui est associée a I’échelle a laquelle on
le regarde. La pulsation effective intervenant dans le résultat final est donnée
par :

wo(b) = b"2Z,(b) L& (b) (4.34)
Nous donnons tout d’abord I’expression de la renormalisation des fonctions a
deux points de la théorie dans ’espace ot elle est la plus simple, & savoir I’espace
(q,t). Nous avons :

Valat) = b FNVZ0)  Zu(b) " Qus(—wo(b)t)ps(ba, b~2Z.(b) ")
~ i [= 1
Yo(q,t) = b2 \/Z(b) Zw(b)_lﬂag(—e(b)— (b)t)ps(ba, b Z(b)‘lt)
et :
Copla,ty — t; ) = <> Z,(6)” 200 (—wio (b).(t1 — 1))
o (bd, b2, ()1 (t1 — t2); IT)
-1
Xap(@tt —to;T) = \/ZO)Z(b)  Zu(b) Qo (+0(b) — wo(b).(t1 — t2))
Yop(ba, b 2Z,(b) " (t1 — t2); IT)
(4.35)

L’expression des fonctions de corrélation et de réponse étant usuellement plus
simples dans ’espace de Fourier, il sera trés utile de disposer de ces lois de trans-
formation dans cet espace. Pour cela, nous décomposons la loi de transformation
en deux étapes. Nous définissons un jeu de champs intermédiaires par :

¢a,t) = b7 VZ(b z as (w0 (0)t)ps(ba, b2, (6) )
e, t) = b7 2<b> 28 a0 F(ba, b2 (0) )
tels que les champs de départ soient donnés par :
Yala,t) = v (a,1)
Val(a,t) = Qap(—0(0))05 (a, 1)

Dans ce cas nous pouvons écrire les relations entre les fonctions de corrélations
et de réponse associées a ces champs intermédiaires et les fonctions renormalisées
de la fagon suivante :

Cf(q,wiTl) = b4Z_1Z;1% |G11(ba, 0 Z (w0 + w0)s TU) + G (ba, b2 (w = wo); TT)
+i[G12(bq, 0 Zy(w + wo); T') — Ga(bg, b*Zy(w — wo); H’)H
1
C(awiTl) = 0271251 2| Gralba, B Zu(w + wo): IT) + Gra(bat, B2 (w — wo); IT)

—i[G11(ba, b2Z(w + wo); TT) — G (bat, b2 Zs (w — wo); H’)H
(4.36)
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4.8 Renormalisation d’une théorie oscillante

Cette relation prend en compte les transformations de renormalisation habi-
tuelles, ainsi que le fait que le champ renormalisé est écrit dans un référentiel
oscillant. A cela il faut ajouter la transformation de phase (4.36), qui se traduit
sur les fonctions de corrélations par :

Coplawill) = CL)(q,w;1I)

Xao(@wiTD) = Qao(+0(0))x\)(q,w; TI)

Nous retrouvons le fait que cette phase n’intervient que dans ’expression de la
fonction de réponse, ce qui confirme qu’elle représente physiquement une phase
entre la variable dynamique a laquelle on s’intéresse et la force externe.

4.3.3 Comportements asymptotiques critiques

Nous avons donc montré que le paramétre wg, quoi que de dimension positive
par rapport aux transformations d’échelle, est effectivement non pertinent. En
effet, nous pouvons trouver une transformation qui I’élimine de la dynamique
et, par suite, des équations de groupe de renormalisation. Par conséquent, cette
méthode prouve qu’il existe un point critique et un comportement critique as-
socié, indépendamment de la valeur de ce paramétre. Le prix & payer est que le
comportement critique ne peut se lire que dans le référentiel oscillant & la pul-
sation effective. Cette pulsation effective peut étre calculée grace a I’équation
d’évolution obtenue par dérivation de (4.33). Dans le cas particulier du point
fixe trouvé & l'aide de la premiére version du groupe de renormalisation (celle
ol l'on conservait la pulsation wy dans le jeu de paramétres renormalisés ; voir
paragraphe 4.2.5), cette pulsation effective est une loi de puissance décroissante
vers zéro aux grandes échelles.

Deéfinition d’une théorie effective dans un référentiel oscillant

Pour accéder au comportement critique, il nous faut considérer les lois de
transformation des fonctions de corrélation d’une théorie dont nous ne tournons
pas les champs & chaque échelle. Pour cela, nous définissons un champ ¢, de
telle facon que la théorie qui lui est associée n’oscille pas a I’échelle A/b, et
ne contienne pas de rotation dans ses transformations de renormalisation. Pour
cela, nous placons le champ ¢, ainsi que son champ renormalisé ¢, dans le
référentiel oscillant & la pulsation wy(b) :

$al@t) = Qaplwo(d)t)ds(a,t)
Sala,t) = Qup(0(b) + wo(b)t)Pp(a, t)

Sat) = ¢alq,t)

o (a,t) = ala ) (4.37)

Nous notons G [¢] et vy [¢] respectivement les fonctions de corrélation et de ré-
ponse associées & cette théorie, et nous avons les lois de transformation sui-
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vantes :

= b FVZ 257 R (bq b225M)

— VVZ 23R —22—1t>
D22 122G (6] (b, b2Z5 1 (11 — 1) IT)

%(q,

a(a,
Gop o) (q,t1 —to; 1L b

t)
t)
)
——1
Yasl] (@ ts — t23TLE) = VZZ  Z5%70s(6] (ba, b225" (11 — t2); 1)
(4.38)

ol nous avons explicitement mentionné la dépendance en b qui, pour cette théo-
rie placée dans le référentiel oscillant & la pulsation wy(b), apparait également
implicitement dans le membre de gauche de I’équation. Puisqu’il n’y a pas de
rotations dans ces lois de transformation, nous pouvons déduire les exposants
critiques pour cette théorie par les techniques habituelles, et remonter au com-
portement critique de la théorie qui nous intéresse & 'aide des relations sui-
vantes :

Caﬁ(qa t1 — t2; H)
Xaﬁ(qa t1 — to; H) =

ac(—wo(b).(t1 — t2))Gop (9] (a, t1 — t2; 11, )
ao(0(b) —wo(b).(t1 — t2))v0p [¢] (a, t1 — t2; 11, b)
(4.39)

Q
Q

Exposants critiques

Au point fixe du groupe de renormalisation, les dérivées des facteurs In Z(1)
sont des constantes, si bien que les facteurs Z sont des lois de puissance en
fonction de la variable b = €'. Les exposants de ces lois de puissances définissent
les exposants critiques de la théorie. Nous introduisons trois exposants z, 1 et
7 associés aux trois lois d’échelle définies par les facteurs Z au point fixe de la
facon suivante :

Z,(b) = b2
Z(b) _ b—2(z—2)+77
E(b) _ b—2(z—2)+77

(4.40)

A ces trois exposants il convient d’ajouter I’exposant critique donné par la va-
leur propre de la direction instable du groupe de renormalisation linéarisé. Cet
exposant critique, noté traditionnellement v, est par convention égal & I'inverse
de cette valeur propre.

Avec ces définitions nous pouvons caractériser toutes les lois d’échelle cri-
tiques pour la théorie associée au champ ¢ avec les méthodes usuelles. Nous
notons £ la longueur de corrélation et 7 le temps de corrélation (ou temps de
relaxation) de la théorie ; nous avons les lois d’échelle suivantes :
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4.8 Renormalisation d’une théorie oscillante

A I'approche de la surface critique nous avons :

£ <6i?>y T ox &F

cia=oe=0 = (57" swa=os=0s <i~>y(z_7ﬁ)

or or

(4.41)

ol O7 est ’écart & la valeur critique de la composante du vecteur de ’espace
des paramétres associé a notre théorie, selon la direction instable du systéme
linéarisé des équations de groupe de renormalisation.

Sur la surface critique (ce qui correspond pour le systéme linéarisé a une valeur
zéro de 07T), nous avons :

V)
+
n
|
S
:n

1

718 (a=0,w) (—)

w

§)+ 3 18] (@ = 0) ()
1
i

Glol(qa=0,w) o

‘dx

d=2+n 1 d+u

716] (x = 0,1) ()
D7 =0« (N7

Enfin la réponse statique a un champ homogéne est non linéaire sur cette surface,
et suit la loi d’échelle suivante :

| =

‘dx

8=

(4.42)

d—242z—7
(¢) o 119 avec § = d—%—fnn a faible force (4.43)
Les comportements (4.42) sont vrais asymptotiquement dans les limites respec-
tives : w —0,¢=1|q| — 0, t - 00 et z = |x| — 0.

4.3.4 Identification des exposants critiques en champ moyen et
comportement critique en dimension plus grande que 4

Les équations (3.23), (3.25) et (3.26) nous permettent d’identifier les quatre
exposants critiques indépendants de la théorie champ moyen. Nous avons :

d=2 gpt=0 Fl=0 (4.44)

Nous pouvons & ce stade retrouver par un argument point fixe la valeur des
exposants critiques en dimension d’espace supérieure a 4. En effet, comme nous
I’avons dit dans le paragraphe 4.1.3, le point fixe gaussien est stable en dimension
supérieure a 4, et les équations linéarisées autour de ce point fixe correspondent
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aux dilatations d’échelles triviales. Dans ce cas, la valeur propre de la direction
instable associée au paramétre de controle r est 2 d’aprés I’analyse dimension-
nelle (4.5), et nous avons donc v = 1/2. De plus, a ce point fixe, les champs et le
temps se transforment simplement selon leurs dimensions canoniques (équation
(4.5)). Les trois facteurs Z de la théorie sont alors trivialement égaux a 1 au
point fixe, et les équations (4.40) nous donnent z =2 et n =7 = 0.

4.3.5 Une nouvelle renormalisation du modéle O(2)

Nous avons vu dans la section 2.4 que, dans le cas particulier ou les co-
efficients ¢, et wu, sont nuls, notre théorie, écrite dans le référentiel oscillant
a la fréquence wy, correspondait exactement au modéle O(2) dynamique. Par
conséquent, notre seconde méthode de renormalisation, qui utilise I’élimination
du paramétre wp, doit se réduire exactement au groupe de renormalisation du
modéle O(2) dans ce cas particulier. En particulier, wo(b) et 6(b) ne doivent pas
étre renormalisés, et la relation (2.55) correspondant au théoréme Fluctuation-
Dissipation doit étre vérifiée par la théorie associée au champ ¢ (défini par
(4.37)).

La premiére propriété peut-étre constatée simplement en considérant les
équations (4.33). Nous constatons sur l'action (4.26), que dans ce cas 0\ =
0y = dcg = 0, et que par conséquent 56 et 6(&81/), donnés par §6 = arctan [—5/\2(1 + 5/\1)_1]
et (4.28), sont nuls. Nous remarquons que dans I’expression (4.33), il reste une
renormalisation non triviale pour &y. En réalité, celle-ci est simplement liée a la
renormalisation du temps, et disparait lorsque I’on exprime la quantité physique
dans les unités d’origines (voir I'expression de dwy(b) dans (4.35)).

La seconde propriété est structurellement absente du groupe de renormalisa-
tion général pour les oscillateurs couplés. Dans le cas particulier ou ¢, et u, sont
nuls, la relation Fluctuation-Dissipation doit avoir lieu pour la théorie associée
au champ ¢ a toute échelle. Ainsi les lois de transformations (4.38) imposent la
relation suivante entre les facteurs Z que nous avons définis :

Z
Zw\/; =1 (4.45)

En termes de la renormalisation des paramétres de 'action (4.26), la relation
s’écrit :
0D

= (4.46)

ce qui est une conséquence de la relation suivante entre les dérivées de la fonc-
tionnelle T' [150, 129] :

2D
rC0)(g,w) = — 22 1mr (g, w) (4.47)
w
Cette symétrie de la théorie d’équilibre O(2), absente dans notre cas, impose

des relations entre les diagrammes de Feynman a tout ordre en théorie des per-
turbations. En particulier, ce modéle posséde un exposant critique indépendant
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de moins par rapport a celui des oscillateurs couplés. En effet, la relation (4.45),
accompagnée des lois d’échelle (4.40), impose :

1,
z2=2+ 5(77 —n) (4.48)
Dans le cas du modéle O(2), il est usuel d’écrire la dynamique, non pas
sous la forme (2.50), mais en introduisant le coefficient D explicitement dans la
dynamique :

oH
o= —-D——+(, 4.4
Opp FER ¢ ( 9)

On remarquera que ceci sous-entend un choix d’unités d’énergies telles que
kpT =1, ce qui est validé par le fait qu’au voisinage du point critique, kT ~
kpT. est approximativement constant. Dans cette écriture, qui est naturelle
dans ce cadre, nous constatons que nous pouvons absorber le coefficient D
dans une redéfinition des échelles de temps. Le schéma de renormalisation ha-
bituel [150, 129], qui ne renormalise pas les échelles de temps mais le coefficient
D, est donc bien équivalent au nétre. Notre choix, qui consiste & garder D
constant et a renormaliser le temps, est motivé par les deux raisons suivantes :
tout d’abord I’absence de théoréme Fluctuation-Dissipation rend artificielle une
écriture sous la forme 0ptpo, = DF, [1)] + 14, qui serait la généralisation de (4.49)
a notre théorie. D’autre part, le fait de renormaliser le temps et d'imposer au co-
efficient D de rester constant sous renormalisation nous permet de comprendre
de facon naturelle le fait que la condition point fixe sur la surface critique ne
dépende que des trois coeflicients u, u, et c¢,. En particulier, les équations de
Callan-Symanzik que nous établirons dans la section suivante ménent & une
condition point fixe correspondant a ’annulation de toutes les fonctions qui
sont en facteur devant les dérivées partielles des fonctions de corrélation par
rapport aux coefficients de la théorie. La méthode qui comporte une renorma-
lisation du coefficient D, quant & elle, méne & des équations comportant une
dérivée partielle par rapport & ce paramétre et qui n’influence pas la condition
point fixe. Cette dépendance en D permet, dans ce schéma, de dériver les lois
asymptotiques temporelles. Dans notre cas, nous avons a la place des dérivées
par rapport aux fréquences dont dépendent les fonctions de corrélations de la
théorie. Les fonctions qui sont en facteur renormalisent alors directement les
échelles de fréquences (ou de temps).
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4.4 Schéma de renormalisation de Callan-Symanzik

Nous justifierons en conclusion du Chapitre 5 que le calcul & "ordre d’une
boucle est insuffisant pour connaitre qualitativement la structure compléte du
groupe de renormalisation. La technique de renormalisation de Wilson, bien
que physiquement intuitive et techniquement idéale pour les calculs de renor-
malisation & 'ordre d’une boucle, est techniquement inadaptée aux calculs de
renormalisation d’ordre élevé. En effet, a cause de la conservation de I'impulsion
dans les vertex de la théorie (voir Annexe C), la topologie des intégrales de Feyn-
man sur une couche d’impulsions devient complexe dés lors qu’il y a plus d’une
boucle d’intégration. Il nous faudra donc changer de technique pour le calcul &
I’ordre de deux boucles, et nous utiliserons la technique de renormalisation me-
nant aux équations de Callan et Symanzik. Nous introduisons ici rapidement les
grandes lignes de cette technique dans un cadre général. Les lecteurs familiers
avec la technique peuvent donc ignorer cette section.

La technique de renormalisation de Callan et Symanzik part de la méme
constatation que la technique de Wilson, & savoir que 'intégrale fonctionnelle
du formalisme de théorie des champs (dans notre cas I’équation (2.18)) méne
4 une théorie dont la série perturbative diverge. La technique de Wilson résol-
vait le probléme en introduisant une coupure dans ’espace des impulsions, et
des paramétres effectifs décrivant la théorie & I’échelle associée a cette coupure.
Nous calculions ensuite la relation entre les paramétres décrivant la théorie a
différentes échelles, et le point critique était cherché comme point fixe de cette
procédure. Dans la technique de Callan-Symanzik, nous cherchons a réécrire la
théorie de départ, aussi appelée théorie nue dans ce cadre, en termes de nou-
veaux paramétres et champs, appelés grandeurs renormalisées, définis de telle
sorte que la série perturbative associée a cette nouvelle théorie renormalisée soit
finie. Nous pouvons aisément nous convaincre qu’il nous suffit de renormaliser
les vertex propres de la théorie pour que toute la série perturbative soit finie'®.
La redéfinition des parameétres s’effectue de fagon cohérente ordre par ordre en
théorie des perturbations. En particulier, & ordre donné de la théorie des pertur-
bations, les divergences primitives associées aux sous-diagrammes stricts d’un
graphe donné ne sont pas a considérer, car elles ont été absorbées par les redéfini-
tions des paramétres aux ordres inférieurs. La démonstration de la cohérence du
schéma de renormalisation est due a Bogoliubov-Parasiuk-Hepp-Zimmermann,
et ce schéma est connu sous le nom de schéma de renormalisation BPHZ [2, 91].
La redéfinition des paramétres dépend d’une échelle de longueur attachée a la
théorie renormalisée, notamment parce que la constante de couplage de la théo-
rie est dimensionnée. Nous définissons donc, pour chaque échelle de longueur
3 laquelle nous décrivons le systéme, une théorie renormalisée différente. Nous
retrouvons 13 les idées déja exposées dans le cadre de la technique de Wilson.
[’invariance de la théorie nue par rapport a cette échelle (introduite uniquement
dans la théorie renormalisée) nous méne aux équations de Callan-Symanzik, qui
sont des équations aux dérivées partielles pour les fonctions vertex de la théorie

15C’est & dire rendre I’expression des diagrammes qui interviennent dans le développement
perturbatif finie en fonction des nouveaux parameétres.

74



4.5. Renormalisation des oscillateurs couplés dans le schéma de
Callan-Symanzik

renormalisée, et qui décrivent leur évolution en fonction de ’échelle. La solution
de ces équations nous donne des expressions analogues & (4.38) et (4.39), qui
nous permettent de déduire le comportement de ces fonctions dans le régime cri-
tique pour la théorie renormalisée. Les théories nues et renormalisées ne difféerent
que par un facteur multiplicatif constant, et les comportements ainsi obtenus
seront valables pour la théorie nue, qui est la théorie physique. Au point fize
des équations de groupe de renormalisation, la solution de ces équations s’écrit
sous forme de fonctions puissances, et nous retrouvons les lois d’échelles (4.41)
et (4.42).

Pour notre étude, nous utilisons la technique dans le cadre du “schéma mi-
nimal” de renormalisation. Le terme de “masse”, ou terme constant de Fgﬁ) avec
les notations propres & notre étude, est traité perturbativement, et n’est donc
pas pris en compte dans le propagateur de la théorie. [.’idée sous-jacente est
I’on cherche & comprendre le comportement critique de la théorie, c’est a dire
proche d’une valeur zéro de ce paramétre; ceci valide ’approche perturbative.
Techniquement, cela introduit de nouveaux diagrammes dans la série pertur-
bative de la théorie, qui nous permettent de ne pas considérer les divergences

)

associées au terme constant de Fgﬁ. En particulier, les diagrammes en dits en
“tadpole” de la théorie, c’est a dire les diagrammes comportant un vertex “bou-
clé” sur lui-méme, sont ignorés. Dans ce cas la série perturbative ainsi définie
est finie en dimension inférieure & d = 4. Nous pouvons donc effectuer les calculs
en dimension d = 4 — ¢, les intégrales étant définies en dimension non-entiére
par prolongement analytique. En particulier, nous pouvons nous affranchir d’in-
troduire une coupure dans les intégrales, et nous comprenons que le probléme
topologique posé par la méthode de Wilson soit levé. Les paramétres renormali-
sés sont définis de telle sorte qu’ils absorbent exactement les poles en ¢ =4 — d
des intégrales de Feynman de la théorie, et la théorie renormalisée est ainsi par-
faitement définie en dimension 4 et supérieure a 4. L.’absence de terme de masse
dans le propagateur de la théorie a pour effet de mener a des calculs simplifiés
des intégrales de Feynman. Toutefois, I’évaluation de ces intégrales en dimen-
sion d = 4 — € constitue une étape techniquement lourde, et c’est pourquoi la
technique de Wilson a été choisie pour le calcul a 'ordre d’une boucle.

4.5 Renormalisation des oscillateurs couplés dans le
schéma de Callan-Symanzik

Techniquement différente, la renormalisation par la méthode de Callan Sy-
manzik exploite les mémes idées physiques que la méthode de Wilson. Dans le
cadre qui nous est spécifique, nous devons donc retrouver avec cette nouvelle
méthode les idées propres & notre calcul, et exposées dans les sections 4.2 et 4.3.
Nous devons donc retrouver la nécessité d’introduire une phase relative entre
le champ auxiliaire de la théorie renormalisée et celui de la théorie nue, ainsi
que les deux fagons de renormaliser la théorie, en gardant ou en éliminant la
pulsation wg du jeu de paramétres que I'on renormalise. Les idées physiques
relatives a ces principes ayant été exposées en détail dans le cadre de la tech-
nique de Wilson, nous nous contentons ici d’expliquer comment nous devons les
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implémenter techniquement dans le cadre du schéma de Callan-Symanzik. En
particulier, nous savons que pour obtenir le point fixe d’une transition vers une
phase oscillante dans le cas général, il nous faut éliminer le paramétre wy des
équations de groupe de renormalisation. Nous présentons donc en détails cette
maniére de renormaliser la théorie. Toutefois, si ’'on garde wy dans le jeu de
paramétres renormalisés, nous obtenons une autre structure des équations de
Callan-Symanzik avec un terme supplémentaire associé a ce paramétre perti-
nent. Aussi présentons nous la structure du groupe de renormalisation obtenue
lorsque ’on garde ce paramétre dans le dernier paragraphe de cette section.

4.5.1 Théorie nue

Notre point de départ est la fonctionnelle génératrice (2.26) écrite en trans-
formée de Fourier. Elle définit la théorie nue, et nous la notons avec des indices
(). Nous avons :

7(0) [ Jo J<o / D ¢<o Z-%O)}

exp {S<°> (50,00 + [ 7050 + 104 }
k()
(4.50)

avec

SO[O.w0) = [ {DAOG - 3O [iwbas + RY(-a)] s}

- (0) 7700, (0 11,(0)1,(0)
1 v2 ™3

(4.51)
ol
(0) 2 [ (0 0) 2
R(O)( ):R(O)( ) ™ +cq ( + Cq q)
(0) _,,0)
(0) . u Uq
Uaﬁ = ( ugo) 40 ) (4.52)

4.5.2 Elimination du paramétre w

A laide d’une transformation analogue a (2.43), nous éliminons w((]o) de la

(0)

théorie nue. Nous définissons une nouvelle théorie associée & un champ g

et son champ auxiliaire go((l), qui se situent dans un référentiel oscillant a la
(0) .

fréquence wy

O (x, ) = Qaﬁ(wéo)t(o)wéo)()(’ $0)
PO (x, 1) = Qo (w1 (x, 1) (4.53)
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avec

[ cos(wpt) —sin(wpt)
Qag(wot) = < sin(wot)  cos(wopt) ) (4.54)

(0) (0)

La fonctionnelle génératrice associée aux champs g’ et Qg  a une expression
analogue a (4.50). Dans le cadre du schéma minimal perturbatif, nous traitons
la partie quartique dans les champs perturbativement, comme nous le faisions
avec la méthode de Wilson. En revanche, ce qui est nouveau ici est le fait que
nous traitons également le terme de masse perturbativement. Nous préférons
donc réécrire ’action en la décomposant de la fagon suivante :

SO =518+ 50 (4.55)

int T

Cette action comporte une partie dite “libre”

S\ [5&0)730&0)} :/ { DFOZO) — GO 4 cq?pl® — FO[c0)g2 ]eawpé)
qw©®

(4.56)
une partie dite d“interaction”
s [#0, 0] = - / U #0030 (4.57)
k1,k2,k3
et enfin la partie qui sera traitée perturbativement :
S R R R o (459

;W

4.5.3 Diagrammes superficiellement divergents

La partie Sé%)r de ’action nous introduit un facteur [95(()9)4,0&0)] dans le dévelop-
pement perturbatif des dérivées de la fonctionnelle I'. Nous avons vu qu’il nous
suffit de renormaliser les vertex propres de la théorie pour rendre la série per-
turbative finie. Nous devons donc, dans le cas général, considérer le diagramme

F(N’N’L), qui comporte N pattes externes 95((10), N pattes externes 80((10)7 et L in-

sertions de |'opérateur [&ﬁ?%ﬁ?ﬁ (ou correspondant au terme perturbatif d’ordre
L dans le développement en puissances de [r(0 %y ) (0)] de T(VN)y T (N,N.L)
parfois noté TL) oy M = N + N lorsqu’il n’y aura pas d’ ambiguité. Pour un

graphe donné, nous notons :

Sera

V' le nombre de vertex

~(0) (r (0))

N (resp. N) le nombre de pattes externes @q’ (resp. o

>(0) go)}

L le nombre d’insertions de ['opérateur [goa

Dans le cadre du schéma BPHZ, seules les divergences globales dans le dia-
gramme, qui peuvent étre déduites par analyse dimensionnelle, sont a considé-
rer. Nous pouvons caractériser le degré de ces divergences en calculant le “degré
superficiel de divergence” § du diagramme. Il est donné par la formule suivante :

2 2
5=(d— 4)V—diN—dTN—2L+d+2 (4.59)
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ce qui donne, lorsque d =4 — ¢ :

- N+ N
6:—3N—N—2L~|—6—|—6< ;r —1)—51/ (4.60)

Nous savons que nous devons ignorer les divergences relatives au terme

0)

constant de Fgﬁ’ , puisque celles-ci sont prises en compte perturbativement par

(0) ,(0) 0)

I'insertion du facteur [py ' ¢q ] provenant du terme S}()er dans 'action. Nous de-

vons donc renormaliser les divergences associées aux vertex propres suivants :
(4,0) (2,0) (2 1) )
a1518283’ F&1&2 et I3
linéaires en iw et q2. Tous ces termes perturbatifs ont un degré superficiel de di-

pour leur terme constant, et F(g pour ses termes

vergence égal & zéro en dimension 4. IIs sont convergents en dimension d = 4 —¢,
et les paramétres renormalisés seront définis de fagon & absorber les poéles des
intégrales en 71,

4.5.4 Theéorie renormalisée et contre-termes

Nous commengons par introduire les constantes de couplage sans dimension

g(o) et ggo). Nous avons :

(0) _ MEQ(O) _ /L/E(47T)_E/2g(0)

(0) _ Meg((lo) _ u/5(477)_5/2g¢(10) (4.61)
ot u est une échelle de moment (ou de masse), a priori arbitraire, dont dépend
la nouvelle théorie ainsi définie'®. Les quantités renormalisées sont définies de
la facon suivante :

o0 = (pgp:\ﬁsom

B0 = Qup(-0)7) = Qus(—0)V 25
— —1
9(0) = Z,NZZ3 ¢
= —1
o0 = Z,NZZ3 g,
@ = O 4 7
w® = Z,w
O = Z..cq (4.62)

(2)

ot Q,3(0) est la matrice de rotation d’angle 6. 90(2) et o’ ne sont pas encore les
champs renormalisés définitifs. Nous voulons en effet, comme nous I’avons fait
dans le cadre de la méthode de Wilson, que les champs @, et ¢, suivent I’évolu-
tion du paramétre wg par renormalisation, de fagon a ce que celui-ci n’apparaisse
jamais dans ’action associée & ces champs. Pour les définir, nous placons la théo-
rie renormalisée dans un nouveau référentiel tournant de la fagon suivante :

Pa(x,1) = Qap(dwot) g (x,1)

Pa(x,1) = Qag(dwot) 35 (x, 1)
(4.63)

Y] introduction du paramétre 1’ = py/4m est justifiée par des raisons purement techniques.
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L’action nue (4.55) peut alors se décomposer comme suit :

5O [60, 60 = 5[Fas 0l + 6 [Fas pul + Sper erpal  (4.64)

oll §[Pa, @a] représente I’action de la théorie renormalisée, Sper[@a, @a] la partie
de I’action traitée en perturbations (mais cette fois-ci écrite en termes des gran-
deurs renormalisées), et dS[@a, pa) la partie de 'action regroupant les “contre-
termes”. Ce sont eux qui seront calculés de maniére & absorber les poles en =1
des intégrales de Feynman. Nous avons les expressions suivantes :

[’action renormalisée s’écrit :
S [Pa, pal = / {D%% — Pa [iw + Cq2] Yo — Pa [Caq2] 5045805}
q7w

- / 1 (A7) T g0 3B o ipry (4.65)
Ky koks
[’action des contre-termes s’écrit :

oS [Szaa Soa] = / {D (Zwé - 1) PaPa

q7w

—Da [iw (Zi\/ 77 cos — 1) + cq? (Zw 77 cosf — Z ZEan%sinH — 1)} Do

—Da [iw (Zf)\/ ZZsinH) + c0q? <Zw\/ ZEZCG cosf + ZMVZZE sinf — 1)] z—:agcpg}

Ca
—,u’e(47r)_5/2 / { [(ZUZE’) cost —1)g — Z,, ij sin Hga} PaPaPyPry
k1 koks
+ [(Zu, Z2 cos 0 — 1) ga + ZuZ3 sin0g| eapBatpaprty }

Et enfin 'action associée aux termes de masse, et qui est traitée en perturba-
tions :

Sper[‘zaa@a] = / {—szagoa ZEZM(TZTCOSH)}
q,(.d

‘|‘/ {_Szagaﬁﬁpﬂ ZZZw [—dwo + rZ, sin 9]}
q7w
(4.67)

Nous remarquons que, techniquement, la rotation (4.63) introduit un contre-

)

terme dwg qui permettra "absorption des divergences hors-diagonales de Fgﬁ.

Suivant les idées du paragraphe 4.3.3, nous définissons les champs ¢, et ¢~5a
en termes desquels la théorie effective n’oscille pas a I’échelle considérée et ne
contient pas de rotations dans sa renormalisation. Pour cela, nous introduisons
une pulsation effective wg, qui dépend de I’échelle arbitraire 4/, et qui joue un
role similaire & celui réservé & wy(b), défini dans les paragraphes 4.3.1 et 4.3.2
dans le cadre de la méthode de Wilson'7 :

wo = 25w + bwo = 71 (ng> + 5&0) — 7715 (4.68)

1"Nous reviendrons sur les similarités et différences entre des deux paramétres dans le cha-
pitre 7.
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Nous définissons une théorie associée aux champs ¢, et 5(1, qui se trouve dans
le référentiel oscillant a la pulsation effective renormalisée wyg, et possédant un
décalage de phase 0 en termes du champ auxiliaire. Nous placons également la
théorie nue associée dans le référentiel oscillant & la fréquence wq, de fagon a ce
que les transformations de groupe de renormalisation liées a cette théorie ne fasse
pas intervenir de rotations. En particulier, les équations de Callan-Symanzik
associées a ces champs ¢, et ¢, ne feront pas intervenir ces paramétres. Nous
avons :

o0 (x, 1) = Qaﬁ(got(O)WéO)(X’ £(0)
o0 (x,t9) = Qap(@ot®@ + 0)9F (x, 1)
?a = Pa
o = Pa (4.69)

Les équations de Callan-Symanzik associés a cette théorie permettent de calcu-
ler les fonctions vertex pour la théorie renormalisée liée au champ ¢, et nous
avons accés a ces mémes fonctions pour la théorie qui nous intéresse grace a des
transformations de rotation analogues & (4.38). Ces transformations font inter-
venir les paramétres renormalisés wy et 6 introduits respectivement en (4.62) et
(4.68), et qui dépendent de I’échelle arbitraire 1.

4.5.5 Equations de Callan-Symanzik

Nous notons [(VN.L) [¢] les vertex propres de la théorie associées aux champs
dq et Po. Cette théorie posséde des fonctions de corrélation qui ne contiennent
pas les paramétres wy et 0. En effet, toute la dépendance dans ces paramétres
a été absorbée dans la définition du référentiel dans lequel est écrite la théorie.

Nous notons T(V:N:L) [B](kgig)ys E{l}; ¢, Cas G, 9o 75 i) le vertex propre de cette
théorie, et construit avec L insertions de :

—rZ, ZEZM [5(1(25(1 cosf + 5(15(154255 sin 6

qui possédent les impulsions entrantes E{l} (voir la construction des diagrammes
dans le chapitre 6). Les vertex propres F(N’N’NL) [#] dépendent de trois jeux d’im-
pulsions : kg, ky;y et kgy. i varie entre 1 et N, j entre N+1et N+ N, et [ entre
L et L. La notation kg;(;); désigne I’ensemble des jeux d’impulsions {k;y, kg;y}-

Le vertex propre renormalisé T(V:IV) [¢], qui contient tous les ordres perturbatifs
dans le terme de masse, est alors donné par :

- o L )
TNN 8] (ki) € Car 9 Gar s 1) = Y FF(N’N’L) [0(kgis kgy = 05¢, Cas g, gas 7 = 0, 1)
L=0 """

(4.70)
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Nous avons les relations suivantes entre les théories nues et renormalisées :

TN M) (i3 € Cas 9 Gas T 1) =

Z5N ZNRZNPE NGO RO) el ), 0l r0)

F(N7N7L) [¢] (k{l(_])}7 E{l}n ¢, Cay9,9asT, M/) =
Zu])\/+NZN/2ZN/2ZTLF((]N7N7L) (6] (k‘?jg,)}v k’%v ¢, cl0) 4(©) 4, 0) (0]
(4.71)

Nous savons que les fonctions vertex contiennent systématiquement un fac-
teur (27T)d+16d+1(zi7j ki(jy) lié & l'invariance par translation. Pour étudier les
comportements des fonctions de corrélations, nous préférons éliminer ce facteur
trivial. Notamment cela nous permet de retrouver plus simplement les expres-
sions obtenues dans le cadre de la technique de Wilson pour la renormalisation
des fonctions & deux points de la théorie. Nous notons I' ces fonctions réduites.
Elles obéissent presque aux mémes relations que celles écrites juste au-dessus,
a ceci prés que le facteur Z,, se trouve maintenant a la puissance N + N — 1 au
liew de N + N.

Nous écrivons maintenant que la dérivée totale des fonctions vertex de la
théorie nue par rapport a I’échelle arbitraire i/ (introduite dans la théorie re-
normalisée) est identiquement nulle. Cela nous méne aux équations de Callan-
Symanzik, écrites en termes des fonctions vertex réduites associées au champ

¢

N(N)
0 0 0
61 ﬁ +ﬁa +pCaa + Z_I'sz(])a wiGs) _’W@ln?“_
- N_ N |~
_(N + N — 1)7{4} - 57 - 57 F(NJV) [¢](qz(j)7 Wi(5): 6 Cas 95 Gas Ts M/) =0
(4.72)
avec les définitions :
dg dg
/8(97 gav Ca7 6) = dln M/ |u(0) u(O) (0) /Ba(g7 gav Ca7 ) dh’lil// |u(0) u(O) (0)
de
Pea(9s Gas Cas €) = dT(L/|“(O)7“¢(zO)7€¢(zO)
dw
Wwi(]‘) (9, Gas Cas Wg(j)v €)= dlIZI(ZL)/ |u(0) 20 O
dln Z, N dlnZ
(9 9ar Car€) = o 0@ 0 (9 e care) = mlum)’ugm’cgm
dlnZ
(9, Ga, Car €) = dlng | 40 (©
dln Z,
77‘(97 gav Ca7 ) dln M/ |u(0) u(O) (0) (473)
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L’expression des fonctions Yoy dui seront responsables des lois d’échelle tem-
porelles, est la suivante :

S/wi(j) (9, Gas Cas Wi(5)> €)= —Wi(§) Yw (9, Yas Cas €) (4.74)

Notons le fait standard suivant : les différentes fonctions intervenant dans les
équations de Callan-Symanzik ne dépendent pas de ’échelle arbitraire p’. Ceci
est une conséquence (certes indirecte...) du fait que les facteurs Z ne dépendent
que des k;(;y/ i, ce qui se déduit par analyse dimensionnelle. En effet, dans le
schéma minimal, ces facteurs Z sont des “polynomes” construits & partir des
k‘i(j)/,u’, de degré inférieur ou égal au degré de divergence du diagramme qui
leur donne naissance [91]. Ce degré étant d’ordre ¢ dans le schéma minimal, les
facteurs Z sont linéaires en In k‘i(j)/ 1/ dans un développement en puissances de
e. Leur dérivée par rapport a In g’ ne dépend donc pas de k‘i(j)/,u’.

Le point essentiel de la structure de ces équations est que ’équation associée
a la théorie critique, c’est a dire sans dépendance dans le paramétre renorma-
lisé r (qui est alors fixé & zéro), contient trois fonctions associées a des dérivées
partielles par rapport aux autres paramétres du systéme. Sur la surface cri-
tique, correspondant au cas particulier r = 0, nous disons que nous sommes
au point fixe des équations de groupe de renormalisation ci-dessus, lorsque les
trois fonctions 3, B, et p., sont nulles. La condition point fixe est donc donnée
par un systéme de trois équations non linéaires couplées a trois inconnues, alors
que la théorie du modéle O(2) dynamique, cas particulier de notre théorie, n’en
posséde qu’'une. En ce sens, les fonctions (3, G, et p., pourraient toutes trois
mériter le nom de “fonctions 3”. Toutefois nous garderons la notation p., pour
la fonction associée aux variations du paramétre c, car ce paramétre n’est pas
une constante de couplage.

Dans le calcul concret effectué dans le chapitre 6, nous calculons les facteurs
Z & partir des diagrammes de Feynman de la théorie, et il nous faut donc ex-
primer les fonctions définies précédemment directement en fonction des facteurs
Z. Pour cela nous introduisons les facteurs Z suivants :

99=29 90 =Zu9. O =2Zca (4.75)

En écrivant que les paramétres de la théorie nue ne dépendent pas de I’échelle
1/, nous obtenons le systéme suivant :

dg 094 _ Oca —EZug
070, > 07, 07, o >
a Qg Uq +ga aga A" dcq ﬁa - _5Zuaga
07, 0Z., > 8Zc,
a"dg Ca—g » an + Cq ca Pea 0
(4.76)

La résolution de ce systéme semble au premier abord constituer une étape tech-
nique peu réjouissante. En réalité, nous savons que les fonctions 3, 3, et p.,, qui
dépendent de e, doivent étre parfaitement définies dans la limite ¢ — 0 (toute
notre démarche consiste en effet & éliminer les divergences dans cette limite). Le
fait que cette propriété soit vérifiée est une conséquence de la renormalisabilité
de la théorie [91]. Ayant observé cette propriété, nous pouvons faire un dévelop-
pement en puissances de e~ du systéme précédent. Le systéme s’inverse alors
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comme un développement limité, et le fait que le membre de droite ne contienne
qu’un terme proportionnel & € (et en particulier aucune puissance d’ordre supé-
rieur), nous assure que seul le terme d’ordre e ™! est & considérer. Nous obtenons
donc :

0Zy 8Zy 8Zy
I6] —&g g dg 9 0ga g Ocq g
07, 07w, 07,
Ba = —E€Ya T | Ya g 9a7ag, 90 3e, Ya
Pe. 0 97, 0 Zen 97, 0

Caa—g Cam an + ¢cq e

(4.77)
ott M) indique que nous prenons les coefficients du pole d’ordre 1 en ¢! dans
la matrice. La nullité des termes du développement en puissances de e~ des
fonctions 3, 3, et p., impose des équations de récurrence sur les poles en e~
des coefficients de la matrice. Ces équations, possiblement trés compliquées, ne
sont pas nécessaires a I’étude qui nous intéresse.

Avec ces propriétés, nous avons la structure suivante :

ﬁ(gv Gas Ca, 5) = —€g+ ﬁ(4)(gv Ya, Ca)
ﬁa(ga YGas Cas 5) = —€ga+ ﬁf;l) (g, Ga, Ca)
Pca, (g, Gas Ca, 5) = Pcq (g, YGa, Ca) (4'78)

Les mémes arguments nous permettent de dériver les expressions des autres
fonctions intervenant dans les équations de Callan-Symanzik :

VAR VAR

7&)(97 YGas Ca, 5) = 'Vu)(ga Ya, Ca) = -9 ag — Ya aga
~ N RVACNENG VA
7(97 Gas Ca, 5) = 'Vu)(ga Ya, Ca) = —g ag — Ya aga
VALY VALY
7(97 Ya, Ca, 6) = 7(97 Ga, Ca) = —g — Ya
ag aga
(91 9esCas ) = 11(9: 4o 0 077 _ 0%
) y Ca,s = ) , C = - -
Yr\95 Gas Ca Tr 95 Ga; Ca g dg da 994
S/wi(]‘) (9, Gas Car€) = Wu}i(]‘) (9, 9asca) = Wi () Vw (9, 9as Ca) (4.79)

4.5.6 Solution des équations de Callan-Symanzik

Pour résoudre les équations de Callan-Symanzik, qui sont des équations aux
dérivées partielles, nous utilisons la méthode des caractéristiques [150]. Cette
méthode exploite le fait que les équations ont la forme :

VNf=gf (4.80)

o V représente I'opérateur gradient par rapport a tous les paramétres présents
dans la fonction f, et g est une autre fonction des mémes paramétres. En posant
h(t) = f(Z(t)) et en imposant :

(1) = Vi(@(0)) (4.81)
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notre équation s’écrit :

) (4.52)

dont I’intégration est immédiate. Connaissant la fonction f en un point de I’es-
pace des paramétres, I'intégration de (4.82) nous la donne sur toute la courbe
Z(t) passant par ce point, cette courbe étant donnée par I'intégration de (4.81).
Dans le cadre des équations de Callan-Symanzik, p’ représente une échelle de
moment, donc I'inverse d’une échelle de longueur. D’autre part, I'intégration des
équations précédentes nous donne une évolution exponentielle du paramétre p/
en fonction de ¢t. Aussi préférons-nous écrire les solutions en termes de la variable
s = e!, qui représente un facteur d’échelle. Pour dériver les lois d’échelle nous
aurons besoin, comme dans le cadre de la technique de Wilson, d’effectuer une
dilatation d’échelle sur nos fonctions de corrélation, en redéfinissant les unités
de mesure. La dimension des fonctions vertex réduites est donnée par :

[fUVvN)} —d+2-N (%) - N (d—;Q> (4.83)

Aprés dilatation d’échelle, la solution des équations de Callan-Symanzik s’écrit :
F(NJV) [¢] (ql(_])7 Wi(5) 6 Cas 95 Gas Ts M/) =

- Ins
sdw—N(%—N(%exp{_ / dlns/} .
0

F (22 20, o aufs). g, gul). 2, W) s

- N_ N
(N+N =Dy + 57+ 57

Les fonctions v qui apparaissent dans l'intégrale de I’exponentielle sont & com-
prendre comme des fonctions de (g(s), ga(s), ca(s)). L’évolution des paramétres
en fonction de la dilatation d’échelle s est donnée par I’équation (4.81) de la mé-
thode des caractéristiques. Traduite en termes des fonctions définies en (4.73),
elle s’écrit :

dﬁlﬁs = B(9(5), 9a(8), ca(s), €)

diias = Ba(9(5), 9a(5), ca(s), €)

ddlias = pea(9(5), ga(s), cals))

dcliris = —7(5)7(9(5), gals), cals))

% = —wi()(8) 1(9(5), gals), ca(s)) (4.85)

Nous avons donc su intégrer les équations de Callan-Symanzik pour les fonc-
tions de corrélations de la théorie associée au champ ¢, défini en (4.69). Nous
discuterons dans le chapitre 7 comment calculer les fonctions de corrélation de
la théorie physique dans le référentiel originel (voir I’équation (7.6)).
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4.5.7 Point fixe et exposants critiques

Comme nous ’avons dit précédemment, le point fixe du groupe de renorma-
lisation est défini par :

5(9*7927 C:;v 5) =0 , @1(9*7927 6275) =0 et pca(g*vgzv C:;) =0 (4'86)

En ce point, les paramétres g, g, et ¢, ne varient pas en fonction de I’échelle.
Les fonctions v(z;(s)) sont donc des constantes. Ainsi toutes les dépendances en
s sont des lois d’échelles, et la solution des équation de Callan-Symanzik (4.84)
devient :

TN (i), wiyi € ¢ 97 g s 1)

:exp{

~ (d+2 d—2 ~ N_. N
wM—N<{}>—N<TT>—w+N—nﬁ+—f+—f

7 7
cwn g (GG e L s,
- g] G g oy g

S S

avec :
r(s)=r.s " wi(j)(s) = wi(j)s_7:’ (4.88)

L’identification avec les comportements asymptotiques (4.41) et (4.42) nous per-
met d’identifier les exposants critiques. Pour cela, il faut déduire de la solution
(4.87) son implication en termes de la fonction de corrélation G[¢] et de la fonc-
tion de réponse v[¢]. Les quatre exposants critiques indépendants sont donnés
par :

-1

v=2+%(g" g5 ch) z—2=",(9"% g5 k)
n—2(z—-2)=709"9aca) 1-2(2-2)=7(9"9ga:ca)  (4.89)

4.5.8 Structure de groupe en gardant w

Dans cette section, nous exposons la structure du groupe de renormalisation
dans le cadre de la technique de Callan-Symanzik dans la version ot ’on garde
wg dans les équations de groupe de renormalisation. La plupart des remarques
faites dans les sections précédentes seront valables. En revanche, un double déve-
loppement perturbatif des fonctions vertex est maintenant nécessaire. Au niveau
des équations de Callan-Symanzik, cela se traduit par la présence d’un terme
supplémentaire par rapport aux équations qui ont été obtenues précédemment.
Dans ce nouveau cadre, la théorie critique est définie par deuz conditions, a
savoir la nullité des paramétres renormalisés r et wg. Nous retrouvons ainsi que
le comportement critique associé a cette méthode correspond au cas particulier
d’une transition non-oscillante. Nous assurons la cohérence de nos résultats avec
le calcul des paragraphes précédents et les commentaires du paragraphe 4.2.5.

De fagon & alléger les notations, nous notons dans cette section ¢ le vecteur
(9, Ga, Ca), €t 3 le vecteur (B, Ba, pe, )- En effet, ces trois paramétres et fonctions
apparaissent de maniére symétrique dans les équations de Callan-Symanzik et
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leurs solutions. Toutefois, nous gardons a ’esprit que le paramétre ¢, n’est pas
une constante de couplage.

Nous partons maintenant de l’action nue (4.51), et nous introduisons les
masses arbitraires p et p/, ainsi que les constantes de couplages adimensionnées

g et gt
u® = g0 = /= (47)=/2g(O)
ul?) = prgl? = e (4m) =g (4.90)

Nous définissons les quantités renormalisées :

v = o) =z
PO = (=0 = Qup(—0)V Z0y

—1

90 = z,VZz3 ¢

00 = 2,770 g,

r@ = O 4 7y

Ww® = 2w

W\ = ZuyZowo

O = Z..cq (4.91)

L’action nue se décompose de la facon suivante :
SO0, 4] = S [das a| +8S |[Pas o] + Sper [Fartha] — (492)
ol les différents termes sont :

I’action renormalisée :
§[fava] = [
q,w’

- / #/5(477)_5/2%5%%%% (4.93)
K, K,

{D'Jo/ﬁza - 'Ja [Z'W + Cq2] Yo — 'Ja [Caq2] 5aﬁ'¢}ﬂ}

I’action des contre-termes :
5 [dstra] = [ {D (2.2 -1) duta
Parva| = | {D(2.2-1)
T [z’w (ZiVZZ cosf — 1) +eq? (Zw 77 cos — 7, ZZZCG% sinf — 1)} Dan
g [z’w (ZinZsin 9) + caq? <Zw\/ 2727, cosf + Zw\/ZECi sinf — 1)] €a5¢g}
_M/6(47T)—5/2/

{ [(ZHZE’) cos — 1)g — Zy, 72 sin 09a) Ja@ba@%@%
o

+ [(Zuy Z8 €080 — 1)ga + ZuZ3 sin 6] gaﬁJa@z}g%%} (4.94)

86



4.5 Renormalisation des oscillateurs couplés dans le schéma de
Callan-Symanzik

et I'action associée aux termes traités perturbativement :

Spor Bt = [

{_'Jo/@ba 7277, [rZy cos 0 — woZy,Zy sin b }
q7w

+ / {—Jaz—:am&g ZEZM (W0 Zuy Zy cOS O + 1 Z, sin 9]}
q,w’
(4.95)

Nous avons maintenant deux types de termes perturbatifs différents : ceux
associés & la masse renormalisé r, et ceux associés a la pulsation renormalisée

wp. Notons F(N’N’L’“’L“’)(ki(j), El,«(lwﬁ ¢, §,r, wo, 1) les vertex propres de la théorie
renormalisée construits avec L, insertions de :

—rZ, ZEZM [Jad)a cosf + Jaz—:ag@bg sin 9}
avec une impulsion entrante k; , et L, insertions de :

—W Ly, ij VZz7 [Ja@ba(— sinf) + Jaz—:ag@bg cos 9}

avec une impulsion entrante k. Le vertex propre renormalisé I(VN) est alors
donné par :

-~ 0 0 L
t rt w - N
TN ks engorywo i) = D Y L1L, IF(NNLT’LW)(ki(j)vk’lr(lw) =0;¢,4,0,0,/1)
L,=0L,=0

(4.96)
En termes des fonctions vertex réduites, nous avons les relations suivantes entre
les théories nue et renormalisée :

f(NhN)(kZ(jﬁ c, gv T, Wo, M/) = Z§+N_1§]\7/2ZN/2F(()N7N) (kz(?j))7 ¢, ﬁ(O)v T(O)v w((]O))

DL L) (hy iy, By, 1,5 €06, 7 wo, 1) =
ZN+NZN/QZN/ZZLT(Z 7, )LwF(NNLr,Lw)(k‘Z(?J)) k‘l(O()l )i 6 ﬁ(o),r(o),wéo))
(4.97)

et les équations de Callan-Symanzik s’écrivent :

9 N(P)

= Z o 9
Oln,u 5 i) B Ow i) T 9y 709 wo
i(j)=

N_ P |x

—(N+P—1)y,— 57 - 57 r N’P)(Qi(j), wi(j); € G T wo, #)=0

(4.98)

avec des définitions analogues a (4.73), auxquelles il faut ajouter :

dln(Z,,Z,)

7&)0 (97 gav CCH 6) = d ln M/

L@
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La différence essentielle avec les équations (4.72) est que ces équations contiennent
un terme dérivatif semblable & w% supplémentaire, et que par conséquent la
théorie critique est définie par r = 0 et wy = 0. Les valeurs de ces paramétres
ayant été fixées a zéro, la théorie critique définie ici obéit exactement aux mémes
équations que celles dérivées avec la premiére méthode. Ainsi nous retrouvons
le fait que cette méthode meéne & une théorie critique qui est un cas particulier
de la transition générale obtenue précédemment. Ce cas particulier correspond

au point critique d’une théorie non-oscillante.
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Chapitre 5

Calcul perturbatif a 'ordre
d’une boucle

Dans ce chapitre, nous allons dériver les équations de groupe de renorma-
lisation & 'ordre d’une boucle dans le cadre de la technique de Wilson. Pour
cela, nous allons suivre pas a pas la méthode décrite dans les paragraphes 4.2.4
et 4.3.2, et effectuer explicitement le calcul des équations de groupe de renor-
malisation au premier ordre en théorie des perturbations. Nous savons, grace
aux arguments du paragraphe 4.2.2, que les seuls termes a considérer sont :
d’une part les termes constants et linéaires en iw et q° de Fgl)ﬁl dans son dé-
veloppement en puissances de ces variables, d’autres part les termes constants
uniquement de Fgl)aQ et Fg?m 505 dans ce méme développement. Les proprié-
tés de symétrie liées a I'invariance de phase de la théorie, mentionnées dans le
paragraphe 4.2.2 et qui, ajoutées de ce que nous venons de dire, terminent de
justifier que P’action renormalisée puisse s’écrire sous la méme forme que 'ac-
tion de départ, seront retrouvées explicitement sur ’expression des diagrammes.
Aprés le calcul explicite et détaillé des diagrammes de la théorie exposé dans
la section 5.1, nous présentons dans la section 5.2 les équations de groupe de
renormalisation obtenues par les deux méthodes qui ont été exposées dans le
chapitre 4 et qui consistent a garder ou éliminer le paramétre wy des équations
de groupe de renormalisation. Nous présentons la structure des points fixes de
la théorie a cet ordre en théorie des perturbations, et justifions de la néces-
sité d’un calcul & I’ordre de deux boucles. Dans ce chapitre, T déasigne le
terme d’ordre une boucle du développement perturbatif de I™), dérivée fonc-
tionnelle de I' par rapport & N champ ¢, et N champs @,. M se décompose en

M = N+ N, et N et N sont précisés par les indices de TM) ou T(M)(1),

5.1 Renormalisation infinitésimale des paramétres a
I’ordre d’une boucle

De facon & mettre en pratique les principes de calcul exposés dans le cha-
pitre 4, il nous faut calculer les vertex propres de la théories, dont les termes de
la série perturbative peuvent étre représentés par les diagrammes de Feynman
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1-particule irréductibles de la théorie, auxquels ont été retranchés les propaga-
teurs externes. Les intégrales qui apparaissent dans les boucles des diagrammes
de Feynman portent sur toutes les valeurs des pulsations et sur la couche d’im-
pulsions comprise entre A/ e et A'. Nous savons aussi que, pour dériver les
équations de groupe, il nous faut dériver les variations infinitésimales des pa-
ramétres par rapport & dl, et que par conséquent a ’ordre d’une boucle, seule
la valeur de l'intégrant intervient dans le résultat, les intégrales portant sur
les impulsions ne devant pas étre effectuées. Nous présentons ici le calcul ex-
plicite des diagrammes de Feynman associés aux dérivées de la fonctionnelle
I" dont nous avons besoin, et déduisons les variations infinitésimales pour les
paramétres effectifs de la théorie en fonction de I’échelle.

5.1.1 Renormalisation du propagateur
2)(1)

Commencons par considérer FalaQ . Puisque le vertex d’interaction ne contient

qu’une seule patte 1., nous ne pouvons pas former de diagramme renormali-

sant ce paramétres a ’ordre d’une boucle. Cela traduit le fait qu’il n’y a pas de

renormalisation non triviale de ce paramétre & 'ordre d’une boucle. Considé-
2)(1 . a ,

Fé )W Nous avons vu dans le chapitre 3 qu’il était donné par

’équation (3.28), et que le calcul menait & I’expression suivante :

rons maintenant

2)(1
Féﬁ)( (k) = 4Uaﬁ/ Cu(d,t' =0) (5.1)
q/
[’action effective de la théorie, aprés intégration sur la couche d’impulsions
comprises entre A /e’ et A, peut étre réécrite sous la forme (4.11) ou (4.26). Les
variations des paramétres qui apparaissent dans ces expressions sont données
par :
5D = —~T@W(g)
9711
_ ™
or = I3 (0)

dwy = IPW(0)

R ST
LS S O

R S0
2 = o) O

de = L__(0)

Scg = —2—(0) (5.2)

2)(1)

Etant donné que FalaQ est nul et que F;ﬁ)(l)(k‘) est indépendant de k, les varia-

tions D, dA1, 6, dc et dc, sont nulles a cet ordre en théorie de perturbations,

'De fagon alléger les notations, les bornes des intégrales seront sous-entendues.
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et cela est vrai dans le cadre des deux méthodes, que I’on garde ou non wg dans
le jeu de paramétres renormalisés.

Dans le cadre de la premiére méthode, ot wy est conservé comme un para-
meétre de la théorie, nous obtenons les expressions suivantes :

1 1
or = 4Du/ 5 ; dwo = 4Dua/ 5 (5.3)
qT tcq qT tcq

Et les expressions analogues dans le cadre de la seconde méthode :

1 1
or = 4Du/ 5 ; 0y = 4Dua/ 5 (5.4)
qT tcq qT tcq

5.1.2 Renormalisation du vertex

Nous avons justifié que seul Fgll)@%m est a considérer. A I'ordre d’une boucle,

il peut étre représenté graphiquement de la facon suivante :

a1, k1 B2, k2 a1, k1 B3, k3

1
rg‘%;)ﬁg g (R ko, g, ) = —2 . .
a1, ki B, ka B3, k3 Ba ks Bo, ko By ks
+ . (27T)d+15d+1(k:1 + ko + ks + ky)
ﬁ27 k2 ﬁf’)a kg (55)

ott il faut tenir compte des facteurs de symétrie des diagrammes; le facteur 3

2
provient du développement de l’exponentielle. Chacun de ces diagrammes se
décompose selon :

= (&) +(0) + () + (d) + (e) + (f) (5-6)

avec les bons facteurs de symétrie.

De facon a ne commettre aucune erreur dans le calcul des facteurs de symé-
trie, nous considérons toutes les classes de symétrie qu’engendre notre théorie
a partir du graphe unique a quatre pattes de la théorie ¢* statique. Dans cette
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théorie statique, nous avons :

k‘l k‘z k’l k3
@)(1) _ 1
PO ky, kg, ks, ky) = =3 1 +
k1 ka ks ke ks ks
+ c(2m) M (kg Ky + ks + Ky)
ko ks (5.7)

ol chaque graphe est affecté du facteur (4!)2. Dans la théorie dynamique, I’asy-
métrie du vertex conduit aux classes topologiques suivantes :

(1) Zi (2) § 3) § (4) Zg (5-8)

dont les facteurs de symétrie sont respectivement :

2Xx3X2x3x2x2=144
2Xx3X2x3x2="172

2Xx3X2x3x2="172
4x2x3x3x2x2=288 (5.9)

Ll

Au total nous avons bien 144 + 72 + 72 + 288 = 576 = (4!)? graphes, ce qui cor-
respond bien au facteur de symétrie du graphe de la théorie statique. Enfin pour
notre étude, nous ne sommes intéressés que par Féfll)ﬁ(;l)ﬁii 5,0 pour lequel seuls les
graphes de la classe topologique (4) sont & considérer. Il faut noter que la patte
brisée externe introduit une dissymétrie dans le diagramme, celle-ci n’étant pas
équivalente aux trois autres (le choix de positionnement de son indice ayant
été d’ores et déja implicitement effectué). Nous avons alors au total quatre fois
moins de graphes que dans le décompte précédent, c’est & dire 3 x 4! graphes
pour chacune des positions des indices de I’équation (5.5). D’autre part, nous
avons une dissymétrie supplémentaire liée & la topologie du vertex, ce qui nous
engendre les graphes de ’équation (5.6). Ces sous-classes de graphes se décom-
posent de la facon suivante :
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a1, k1 B2, k2 a1, k1 B3, k3 a1, k1 Ba, ka
(a) = = + +

B3, k3 Ba, k4 B2, k2 Ba, k4 B2, k2 B3, k3

= (a2) + (a3) + (as) (5.10)

avec des décompositions analogues les sous-classes (b) & (f). Les facteurs de
symétrie associés & ces diagrammes sont respectivement :

pour les sous-classes (a), (¢), () — 2x2x2=38
pour les sous-classes (b), (d), (f) — 2x2x2x2=16 (5.11)

Il faut noter que les sous-classes (b), (d) et (f) sont en fait chacune divisée en
deux “sous-sous-classes” de facteur de symétrie 23. L’origine de cette distinction
est due au choix du positionnement respectif des indices (33 et S4.

Ecrivons maintenant les expressions mathématiques de toutes ces classes to-
pologiques de graphes. Nous indexons les graphes de la fagon suivante :

B2, k2 Ba, ka

(5.12)

a1, k1 B3, k3
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Avec ces notations, nous obtenons les expressions :

(a2)

(d2)

(f2)

ou il est rappelé que les intégrales portent sur toutes les valeurs des pulsations
et sur les impulsions comprises entre A/e‘sl
et C, C(k +k'). Nous pouvons montrer qu’en un point de symétrie (c’est a dire
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8 X Ua1ﬁ2Uﬁ5’653ﬁ4 /k’ Xffﬁcﬁff

8 X Uay8,0854 /k’ Tr(xUC)

l

8 X [Ua1ﬁ2Uﬁﬁ3 /k’ Xaﬁ0ﬁ4g + Ua1ﬁ2Uﬁﬁ4 /k’ Xffﬁcﬁw]

8 X Uy 8 / [(CXU)5453 + (CXU)ﬁ3ﬁ4]

U,

8 X Ua1UUﬁ5653ﬁ4 /k’ Xﬁﬂcf_fff

X // (UCtUtXt)Oqﬁz 03584

ii

8 X [Uam B3 Xﬁﬂcﬁuf + Uay0Usp, /k’ Xﬁﬂcﬁw]

8 x /k’ [ UC a1ﬁ4 XU)ﬁ2ﬁs (Uct)a1ﬁ3(XU)ﬁzﬁ4]

P

8 X UaryUs594 /k Xy Cop,

X / (UXUC)Oqﬁz 03384

0

8 X

| —|

UaryUsps /k’ Xv7CB8482 + UaryUsp, /};/ X7705352]

[(UXU)a1ﬁ3Cﬁ452 + (UXU)Q15405352]

/

8 X

T

et A. D’autre part, x désigne (k')



5.1 Renormalisation infinitésimale des paramétres a 'ordre d’une boucle

tel que ko = ks = ky), W peut s’écrire :
F(~4)(1) (kla k27 k27 k2) —

a1 328384
[Ba152653ﬁ4 + Ba1ﬁ36ﬁ2ﬁ4 + Ba1ﬁ46ﬁ353] ) (27T)d+16d+1(k1 + 3k2)
(5.14)

ot la matrice B a la symétrie rotationnelle (2.16). En effet, chacune des sous-
classes de graphes (a) & (f) posséde la structure (5.14). Pour le voir, il nous
faut tout d’abord remarquer que les trois indices 3 jouent un réle symétrique
puisque qu’il y a sommation sur les permutations circulaires. Ensuite la symétrie
rotationnelle (2.16) est conservée par les produits de matrices, et nous pouvons
donc, pour les sous-classes (a), (b), (c) et (e), lire la structure (5.14) directement
sur les expressions ci-dessus. En ce qui concerne les sous-classes (d) et (f), il
nous faut sommer sur les permutations circulaires pour démontrer la propriété,
celle-ci ne pouvant se voir qu’apreés avoir effectué le calcul.

Venons-en maintenant au calcul de renormalisation des paramétres. Nous
devons calculer le terme constant de T'¥) dans un développement en puissances
de iw et de q, et donc évaluer les graphes avec des impulsions et des pulsa-
tions externes nulles. Ceci nous place en particulier en un point de symétrie des
diagrammes, et la structure (5.14) est vérifiée. Ceci nous assure d’une part que
le jeu de paramétres associé a T'Y) est stable par renormalisation (au moins &

’ordre d’une boucle), et d’autre part qu’il nous suffit de calculer F%)l(ll)((), 0,0,0)

ot WL
2111 .
variations des paramétres u et u, dans les expressions (4.11) et (4.26) sont alors

données par :

(0,0,0,0) pour connaitre tous les termes du tenseur @M en zéro. Les

d+1 gd+1 _ (4)(1D)
2m)*T 8 (0)ou = 61“1111 (0,0,0,0)
d+1 sd+1 _ @
2m)*0(0)0u, = 6F2111 (0,0,0,0) (5.15)

D’autre part, dans le cas ot les impulsions externes sont nulles, nous pouvons
écrire :

/k’ Xy7Co0 = /k’ X7 (k) Coo (k') = / /dt/ Xr3(d,t)Cs0(d', 1) (5.16)

et nous obtenons, aprés sommation sur toutes les sous-classes topologiques de
graphes, les expressions suivantes :

@)
P10, 0,0,0) = —24{ / (UO),,

—I—/(UC't)H (UX)11+/(U2X)11 011}(27T)d+15(d+1)(0)

(1)
r{(0,0,0,0) = —24 {Qua / (UC),,

T / (EXUC) + / (T (Uct)m + / (U2X)21 011} (2m) 15 (0)
(5.17)
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ot [ doit étre compris comme fq, Joodt’, € comme C(q,—t') et x comme
x(d', ). Ceci nous donne les expressions finales de du et du, :

- dans la version ot I’on garde wy :

2 4Q2 2 2 2 “ 9
Su = 2D/ (bR* + 2)2QR2+uuR0
a R2(Qg + R?)
u? — u2)Qo R — 2uu, (293 + 3R?)
ou, = 2D 5.18
U * / RO+ R?) (5.18)
- et dans "autre version :
2 22 2
Su - 2D/ (5R? + 4(cqq?)?) — u2R? + 2uugRec,q
q R2((caq?)? + R?)

u? — ul Rcaq — 2une(2(caq?)? + 3R?)
R*((caq?)? + R?)

ou, = —|—2D/
(5.19)

Accompagnées des équations (5.3) et (5.4), ceci compléte les expressions des
variations infinitésimales non nulles des paramétres dont nous avons besoin pour
dériver les équations de groupe de renormalisation au premier ordre en théorie
des perturbations.

5.2 Equations de groupe de renormalisation et struc-
ture des points fixes de la théorie

Nous présentons ici les équations de groupe de renormalisation et la structure
des points fixes de la théorie & I’ordre d’une boucle, déduites des calculs précé-
dents. Nous savons que les résultats généraux sont obtenus par la méthode qui
consiste & éliminer wy du jeu de paramétres renormalisés et nous commengons
par présenter les résultats obtenus dans le cadre de cette méthode. Nous présen-
tons toutefois dans la suite les équations obtenues si I’on conserve ce paramétre.
Nous montrons la cohérence cette approche avec la précédente, ainsi que I’exis-
tence d’un point fixe pour une valeur infinie de ce paramétre wgp renormalisé,
dont nous discutons l'interprétation.

5.2.1 Equations de groupe de renormalisation

Puisque les variations infinitésimales 6D, dA1, d Ao, dc et dc, sont nulles a
I’ordre d’une boucle, les équations de transformation pour les paramétres c,, 0
et pour les facteurs Z sont triviales (voir les équations du paragraphe 4.3.2).
Leur intégration est immédiate et conduit a :

ca(b) = cq
6b) = 0
Z,(b)=Z(b) = Z(b) = (5.20)
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Il nous faut rappeler que nous avions choisi de fixer les valeurs des paramétres
¢, D et X constantes au cours de la procédure de renormalisation. Ainsi, aux
équations précédentes, nous pouvons ajouter :

cb)=c D(b)=D Ab) =1 (5.21)

Nous constatons a ce stade que 'un des paramétres de la théorie que nous
n’avions a priori pas le droit de fixer (c,), se retrouve pouvoir prendre une
valeur arbitraire au point fixe. La structure & 'ordre d’une boucle des points
fixes contient donc un degré de liberté supplémentaire par rapport a la structure
générale. 1l g’agit 1a d’une spécificité du calcul & 'ordre d’une boucle, qui méne
a un systéme d’équations hautement incomplet. Nous reviendrons en détails sur
cette incomplétude dans le paragraphe 5.2.5.

Les expressions (4.32), donnant la variation infinitésimale des paramétres
renormalisés, se réduisent, pour leur partie non triviale, & :

r(l+61) = eXr(l)+ or]
u(l+0) = WDy (l) 4 5u]
ug(l+61) = D uy(1) + dug] (5.22)

accompagnées de I’équation découplée suivante :
Do(L+ 1) = 2 To(1) + 6&o)

ol nous utilisons les expressions (5.4) et (5.19). La dérivation de ces relations
par rapport & 0l prise en §l = 0 méne aux équations de groupe de renormali-
sation, qui forment un systéme autonome d’équations différentielles autonome
non linéaires couplées. En terme des variables réduites suivantes :

F=r/cA? ; Cqa = Cq/cC
4DA?
o A2 2 . Uy = Ug A2 2 . D=
(5.23)
et en dimension d’espace d = 4 — ¢, ce systéme g’écrit :
dr
— = 2 2D
di P 2D
2,2 2
du cu— D [(u uZ)(1+7) + 2uugc, 4u ]
di (I4+7r)[c2+(1+4+7)? (1+47)?
dug, ca [(u? —u2)(147) + 2uuqc, Ul
— cu, +D —6D—
ST 1+r[ T+ [E+ A+ (T+7)?
(5.24)

ol nous avons noté les variables réduites comme les anciennes. A cela, il nous
faut ajouter I’équation d’évolution pour le paramétre wy(b) qui intervient dans
I’expression des fonctions de corrélation et de réponse 4.39. Cette évolution est
donné par I'intégration de I’équation suivante :

dw U
— —9D—% U 2
al 1+r° (5.25)
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avec les conditions initiales :

wi=0) = w/(cA?
wo(b) = cA%w(l=1nb)

Ce calcul, aprés intégration des équations de groupe de renormalisation (5.24),
se résume a un calcul de primitive.

5.2.2 Points fixes et linéarisation

Nous avons déja signalé 'importance des points fixes des équations de groupe
de renormalisation, et des équations linéarisées qui les accompagnent. Nous nous
proposons donc de les déterminer pour le systéme (5.24). Rappelons a ce stade
que le calcul des équations de groupe de renormalisation se fait perturbativement
dans les puissances des constantes de couplage u et u,. Ainsi les points fixes
acceptables sont seulement ceux pour lesquels les valeurs de ces paramétres
sont des infiniment petits au point fixe. Nous cherchons donc uniquement les
points fixes perturbativement en puissances de €. Nous trouvons au total deux
points fixes.

Le premier est le point fixe de la théorie gaussienne, et correspond & une
valeur nulle de tous les paramétres. Les équations linéarisées autour de ce point

fixe s’écrivent :
i or B 2 2D or
dl \ du - 0 ¢ Su

%6% = &du, (5.26)
Le point fixe gaussien est donc stable dans les directions u et u, en dimension
plus grande que 4, et instable dans toutes les directions en dimension inférieure a
4, ce que nous avions déja dérivé par une simple analyse dimensionnelle (voir les
équations (4.5)). Nous retrouvons I’argument standard du paragraphe 4.1.3) as-
surant que la théorie champ moyen donne les bonnes lois d’échelle en dimension
supérieure a 4.
Le second point fixe est donné par les valeurs suivantes :

_ 3 . £ ok _ €
= _g u = 5—D uCL = Ca5—D (527)
et les équations linéarisées associées s’écrivent :
q or 2(1—¢/5) 2D 0 or
Tl ou | = 0 —€ 0 du (5.28)
dug 0 —4¢.e/5 —€/5 g

Ce point fixe n’existe qu’en dimension inférieure a 4, puisque le paramétre u est
positif dans le probléme. Les valeurs propres de cette matrice sont 2(1 — ¢/5),
—e et —¢/5, et le point fixe ne posséde qu’une direction instable, associée au
paramétre de contréle de la transition de phase. Il décrit donc la transition de
phase en dimension inférieure & 4. Les valeurs des paramétres u et u, au point
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fixe sont différentes de zéro, et nous nous attendons a ce que les comportements
d’échelle soient en désaccord par rapport aux comportements prévus par la
théorie champ moyen (les arguments présentés dans le paragraphe 4.1.3 n’étant
alors pas valides).

Remarquons que nous avons omis de préciser les ordres négligés dans I’écri-
ture de la matrice des équations linéarisées (5.28). Il serait plus correct d’écrire
la matrice sous la forme suivante :

2(1—¢/5) 2D O(e)
are? —€ O(£?) (5.29)
age? —4¢,e/5 —¢/5
“ n

ol nous précisons ce que nous négligeons, avec la convention suivante : “ae
signifie ag™ +O(¢"*1)”. Nous constatons que nous négligeons des termes d’ordre
€ dans 'expression des coefficients de la matrice, qui ne sont accessibles qu’a
I’ordre de deux boucles. Toutefois, la présence de ces termes ne modifie pas le
fait que la seule valeur propre positive de la matrice est 2(1 — £/5), et n’affecte
donc pas les exposants critiques a ’ordre €. Nous pouvons aussi remarquer que
nos équations de groupe (5.24) nous permettent de calculer a; et ay. Le résultat
surprenant est qu’ils ne dépendent que de maniére triviale du paramétre c,.
Nous avons : 5 1
ap = 5_D as = 25—2)5& (5.30)

Notons enfin la remarque standard suivante sur la cohérence du dévelop-
pement en e de la théorie de Wilson : Comme les valeurs des constantes de
couplage u et u, sont d’ordre € au point fixe, le développement en puissances
des constantes de couplage est équivalent & un développement en puissances
de ¢ = 4 — d. L’analyse que nous venons de faire n’est donc valable qu’au
voisinage de la dimension 4, dimension au-dessus de laquelle la théorie champ
moyen donne des prédictions correctes. Ainsi, le développement perturbatif en
puissances des constantes de couplage est-il équivalent & un développement per-
turbatif au voisinage de la dimension 4, lui-méme équivalent & un développement
perturbatif autour de la théorie champ moyen. La cohérence de la démarche est
donc assurée.

5.2.3 Diagramme de Flot et exposants critiques

Le diagramme de flot constitue, pour notre théorie a ’ordre d’une boucle
en théorie des perturbations, un diagramme en trois dimensions, associées aux
paramétres 7, u et u, dont I’évolution est décrite par les équations (5.24). Pour
le représenter, nous avons choisi d’effectuer une projection des lignes de flot sur
le plan (r,u) (voir Fig. 5.1).

Les comportements asymptotiques définis dans le paragraphe 4.3.3 sont don-
nés par des lois d’échelle, que nous pouvons toutes exprimer a ’aide de quatre
exposants critiques indépendants, traditionnellement nommés v, z, n et 7. Trois
d’entre eux sont liés aux facteurs Z par la relation (4.40), et v est égal a I'inverse
de la valeur propre positive de la matrice des équations de groupe de renormali-
sation linéarisées. Les trois exposants associés aux facteurs Z sont donnés par :

2=2 =0 7=0 (5.31)
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Uu
4

- g i T

b

—

7Y

FiG. 5.1: Projection des lignes de flot décrites par les équations de groupe de
renormalisation (5.24) dans le plan (r,u). Le point fixe décrivant la transition
est celui qui ne posséde qu’une seule direction instable a la transition, et a pour
coordonnées (—£, 555). Le point fixe gaussien (0,0) est répulsif dans les deux
directions. Les fleches indiquent la direction de I’évolution du jeu de paramétres
le long d’une ligne de flot. Toutes les théories dont le jeu de paramétre se trouve
sur une méme ligne de flot ont le méme comportement de grande échelle.

Ils ne sont pas modifiés par rapport & leur valeur calculée dans le cadre de la
théorie champ moyen.

En dimension plus grande que 4, la valeur propre positive du systéme (5.28)
vaut 1/2, et v = 2. Nous retrouvons la valeur de I’exposant critique du champ
moyen. En dimension plus petite que 4, nous avons :

1 €

v=35+71 (5.32)
Cette expression comporte une correction d’ordre € qui met en défaut la théorie
champ moyen. Nous pouvons en revanche remarquer que cet exposant est indé-
pendant de la valeur de ¢, au point fixe, et est en particulier égal a I’exposant
v de la théorie du modéle O(2) dynamique. Ce résultat, a partir du moment
ol l'indépendance vis a vis de ¢, est établie, ne doit pas nous surprendre. En
effet, nous avons déja signalé que dans le cas ol les valeurs des paramétres ¢,
et u, étaient zéro, le passage dans le référentiel oscillant a la fréquence wg per-
mettait d’établir une analogie exacte avec le modéle relaxationnel O(2) (voir le
paragraphe 2.4.2). Dans la procédure de renormalisation ot nous éliminons le
paramétre wy des équations de groupe de renormalisation, nous devons donc re-
trouver le groupe de renormalisation du modéle O(2) comme cas particulier. En
particulier, nous devons retrouver le point fixe et les exposants critiques associés
a cette théorie. Puisque notre exposant critique ne dépend pas de la valeur de
¢, au point fixe, il doit étre égal & 'exposant du modéle O(2) associé au cas
particulier du point fixe ¢, = 0. Nous constatons donc la cohérence de notre
résultat au regard des théories connues.
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5.2.4 Reésultats obtenus en conservant w, et cohérence de la
théorie

Dans le cadre de cette méthode, les expressions non triviales pour les para-
métres renormalisés (4.17) se réduisent a :

r(l+060) = eXUr(l)+ or]
wo(l+61) = ewy(l) + duwy
u(l+0l) = e Dy(l) + 5u]
ug(I+01) = W=Dy, (1) + dug] (5.33)

avec les expressions (5.3) et (5.18). En termes des variables réduites (5.23),
auxquelles il faut ajouter @y = wp/cA2, et en dimension d’espace d = 4 — ¢, les
équations de groupe de renormalisation obtenues dans le cadre de cette méthode
s’écrivent :

dr u

— = 2 2D

di r 1+7r
dwo Ugq
— = 2 2D

di “ot 147

d_u — cu—-7D |:(’LL2 - uz)(l + ’I") + QUUQ(WO + Ca) 4y? :|
- (L+r)fwo+ca)®+ L+ (1+7)2

dug wo + €4 [(u2 —u2)(1+7) + 2uug(wo + ca)] B Ulg

a - e P T ) w0 )l F (L )7 TEESE
(5.34)

Nous retrouvons I’équivalent des deux points fixes obtenus dans le cadre de
la méthode précédente : le point fixe gaussien, qui correspond a une valeur nulle
de tous les paramétres, ceux-ci comprenant cette fois wy, et le point fixe d’ordre
g€, donné par :

3

I _ _ €
. Wy = —Ca—e

5D

_x 3
5 "5 T %hp

Au voisinage de ce point fixe non trivial, les équations linéarisées s’écrivent :

or 2(1—¢/5) 2D 0 0 or

d ou 0 —& 0 0 ou

dl | due | 0 —4G,e/5 —&/5 0 Stig (5-35)
dwo —2C,e/5 0 2D(1+¢/5) 2 dwo

Pour les deux points fixes que nous obtenons ici, il existe une direction instable
supplémentaire par rapport au nombre de directions instables obtenues dans le
paragraphe 5.2.2. Comme nous ’avons d’ores et déja signalé (paragraphe 4.2.5),
il nous faut choisir précisément la valeur du paramétre wg pour nous placer sur
la surface critique, qui est ici de co-dimension deux. Ce choix ayant été effectué,
nous retrouvons exactement les valeurs point fixe (5.27) ainsi que les équations
de groupe linéarisées (5.28). Le point fixe obtenu ici constitue donc bien un cas
particulier du précédent.
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Notons enfin que nous trouvons un point fixe associé a une valeur infinie
du paramétre wy renormalisé. En effet, en posant Ty = 1/wg, nous obtenons un
point fixe pour les valeurs suivantes des paramétres :

s €

1 =05 quelconque ;=0

Uy,
L’interprétation que nous pouvons donner & l’existence de ce point fixe est un
peu similaire & celle que I'on pourrait donner au point fixe du groupe de renor-
malisation associé & une longueur de corrélation nulle pour un systéme de spins
(ou d’oscillateurs). Le point de longueur de corrélation zéro est un point fixe
du groupe de renormalisation, et il lui est bien associé une invariance d’échelle.
En revanche, il correspond a une physique de spins (ou d’oscillateurs) totale-
ment découplés. Dans un systéme ferromagnétique, il correspond a une valeur
infinie de la température du systéme. Il n’est donc pas associé a une transition
de phase, et son étude ne mérite donc pas grande attention. Dans le cadre de
la méthode ot 'on garde wy, les paramétres r et wy jouent mathématiquement
le méme roéle. Ainsi le point fixe associé & une valeur infinie du paramétre wy
est-il le strict analogue mathématique du point de longueur de corrélation zéro.
Toutefois, son interprétation physique semble moins clair : il correspondrait en
effet & une pulsation infinie des oscillations & la transition...

5.2.5 Insuffisance des résultats et nécessité des calculs a ’ordre
de deux boucles

Nous avons constaté a plusieurs endroits que la structure du groupe de renor-
malisation était incompléte & ’ordre d’une boucle en théorie des perturbations.
Ceci se voit d’une part a travers les facteurs Z qui gardent une valeur 1 et la
phase 6 qui garde une valeur nulle. Nous avons également vu que la structure a
I’ordre d’une boucle possédait un degré de liberté supplémentaire dans la para-
métrisation des points fixes par rapport a la structure générale. De plus, trois des
quatre exposants critiques indépendants de la théorie ne sont pas renormalisés
a cet ordre en théorie de perturbations. Toutes ces propriétés sont des artefacts
du premier ordre, qui ne donne pas de variations primitives pou(r )de nombreux

2

paramétres. Cela est dii au fait que le diagramme associé a I's /5, est zéro a

cet ordre, et que celui associé a Fgﬁ) est indépendant des moments externes. La
structure du groupe de renormalisation est donc qualitativement incorrecte a
cet ordre en théorie des perturbations.

A l'ordre de deux boucles on trouve des diagrammes contribuant de fagon
non triviale a Fazl)aQ et a la dépendance dans les moments externes de Fgﬁ).
Par conséquent, nous nous attendons a ce que la structure des points fixes
soit qualitativement modifiée & 'ordre de deux boucles, et que les équations
de groupe de renormalisation imposent au paramétre ¢, de prendre une valeur
précise au point fixe. Remarquons que pour obtenir ce changement qualitatif du
comportement, nous n’avons besoin que de la premiére correction en € a toutes
les quantités que nous calculons. En effet, nous obtenons un systéme d’équations

cohérent en ne calculant a 'ordre de deux boucles que les quantités qui ne sont
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pas renormalisées & l'ordre d’une boucle. En particulier, nous ne devons pas
renormaliser le vertex d’interaction Fgll)ﬁl@% a l'ordre de deux boucles.

Nous savons que nous devons retrouver comme cas particulier, dans le réfé-
rentiel oscillant, le point fixe du modéle O(2) dynamique & tout ordre en théorie
des perturbations. Les valeurs ¢, = 0, u, = 0 doivent par conséquent corres-
pondre & un point fixe de notre groupe de renormalisation. Nous avons vu au
paragraphe 2.4.3 que, dans ce cas, nous pouvions dériver une relation générali-
sée de la relation Fluctuation-Dissipation pour la dynamique oscillante. Ce fait
est dii & une restauration de symétrie pour la théorie lorsque les valeurs des pa-
ramétres ¢, et u, sont nulles. Cette restauration de symétrie au point critique
¢ = 0 (ce qui impose, d’aprés notre calcul a I'ordre d’une boucle, v} = 0),
n’a donc aucune raison d’étre un fait général, et nous nous attendons a trouver
d’autres points fixes. Nous souhaitons savoir combien il en existe, quelle est leur
stabilité, et quels sont les exposants critiques associés. Le calcul a 'ordre de
deux boucles est indispensable pour répondre a ces questions.
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Chapitre 6

Calcul perturbatif & 'ordre de
deux boucles

Dans ce chapitre, nous dérivons les équations de groupe de renormalisation
a ordre de deux boucles dans le cadre de la technique de Callan-Symanzik.
Pour cela, nous suivons les principes de calcul exposés dans la section 4.5. En
particulier, nous savons que le point fixe général d’une transition de phase oscil-
lante est obtenu lorsque ’on élimine le paramétre wy des équations de groupe de
renormalisation, en définissant les champs renormalisés dans un référentiel os-
cillant & une fréquence effective. Nous allons présenter les calculs dans ce cadre,
dont on sait qu’il donne des résultats plus riches que la méthode qui conserve
ce paramétre. Dans la section 6.1, nous commencons par préciser les régles de
représentation diagrammatique spécifiques & cette technique, qui comporte des
graphes supplémentaires par rapport a la technique de Wilson, et qui sont as-
sociés aux contre-termes. Nous développons ensuite sous forme de diagrammes
de Feynman les différents vertex propres que nous devons renormaliser (para-
graphe 6.1.2). Dans la section 6.2, nous donnons les grandes lignes du calcul des
diagrammes de Feynman dont nous aurons besoin pour dériver les équations de
groupe de renormalisation. De fagon a disposer d’un jeu d’équations complet et
cohérent dans le cadre de cette technique, nous calculons ’expression de tous les
diagrammes de Feynman intervenant dans la renormalisation des paramétres,
aux ordres associés a la premiére correction non triviale en théorie des pertur-
bations. A 'ordre de deux boucles, nous insistons sur une difficulté technique
propre a notre calcul, qui méne a I’intégration multiple de fractions rationnelles
& valeurs complexes. Enfin nous donnons le systéme d’équations complet don-
nant la premiére correction non triviale a la renormalisation de tous les facteurs
Z de la théorie. Les équations de groupe de renormalisation a I'ordre de deux
boucles seront données dans le chapitre 7.
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6.1 Theéorie des perturbations et représentations dia-
grammatiques

6.1.1 Conventions graphiques

Nous présentons dans ce paragraphe les conventions de représentation gra-
phique associées a la décomposition de ’action de la théorie qui a été présentée
dans les équations (4.64) a (4.67).

Les termes provenant de Iaction renormalisée (4.65) sont représentés selon
des conventions semblables a celles déja utilisées dans le cadre de la méthode de
Wilson. Un champ ¢ sera représenté par :

et un champ @ par :

www

Nous avons deux propagateurs libres, dont les expressions dans I’espace de Fou-
rier et les représentations graphiques sont données par :

k k
Cap(k) = Coplquw) = ———— = ——r
a B a B
_ 2D (@ (cad®)? + (ca®)’ 2iweqq?
N —2iwcqq? w? + (caq?)? + (cq?)?
k k
Xas(k) = Xap(q,w) = ——wWWW = — W
a B a B
1 [ —iw+eq? caq?
A < —coq? —iw + cq? (6.1)
Le vertex d’interaction est :
a B
? = —/(4m) "/ Gapdys (6.2)
Y )
ou
g —YGa
Gag = 6.3
=2 ) (6)

Les deux autres parties de I’action sont spécifiques & cette technique, et re-
quiérent I'introduction d’autres symboles ou conventions graphiques. Les contre-
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termes associés a I'action (4.66) s’écrivent :

M = D(Z.7 — 1)6us (6.4)
/\Mk/\/\/\.— = — [iw (Zi@cos@ — 1)
@ B

—|—cq2 (Zw\/ 77 cos) — ZyV ZEC—QZCQ sinf — 1)} das
c

— [iw (Zi\/ ZésinH) —|—caq2 <Zw\/ ZEZCQ cosh — Z,V ZéisinH — 1)] Eaf
c

a

(6.5)
o g
? = 5 (4m)~/? g (Zqu) cost — 1) — gq (Zu, Z3 sin 0)] 6apdys
v 0 — /% (4m) /2 (90 (Zu, Z3 cosf — 1)+g (Zqu) sinf)| eap6ys
(6.6)
et les termes perturbatifs associés & I’action (4.67) s’écrivent :
kY —
WN\N\L = —rVZZZ,ZcosBup
a
g
N ZZZ, (0w + 12 sin0) £03 (6.7)

avec dwy = Z_10@p.

Il faut noter que dans les expressions données ci-dessus sont sous-entendues
des distributions de Dirac assurant la conservation des moments. Les principes
de construction des diagrammes sont ici les mémes que ceux qui sont exposés
dans I"annexe C.

6.1.2 Expression diagrammatique des vertex propres

Les vertex propres de la théorie se développent en diagrammes 1-particule
irréductibles sans propagateurs externes. Ceux-ci peuvent ou non faire inter-
venir les contre-termes de 'action (4.66) et les termes de I'action (4.67), qui
sont tous traités perturbativement. Dans le cadre du schéma minimal que nous
utilisons [2, 91, 150], les facteurs Z issus des contre-termes sont définis de telle
sorte qu’ils absorbent les divergences présentes dans les diagrammes lorsque ¢
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tend vers 0. Par conséquent, les contre-termes sont nuls a 1ordre des arbres”
(ordre zéro boucle), et l'introduction d’un contre-terme dans un diagramme
augmente donc son ordre en théorie de perturbations d’une unité. En revanche,
les termes associés au diagramme (6.7) sont inclus dans une série perturbative
éliminant ordre par ordre ses propres divergences. De ces observations, on dé-
duit que I’expression des facteurs Z contenus dans 'action (4.66) a la structure
Z =14+ 0(g, ga), et que la phase 0 sera d’ordre au moins 1 en g et g,. Ceci est
en accord avec la nécessité qu’a ’ordre des arbres les quantités nues et renorma-
lisées soient identiques. Pour les grandeurs Z, et dwy, c’est cette nécessité seule
qui nous permet de fixer Z, et dwy a 'ordre zéro en puissances de g et g,. Ces
valeurs doivent étre prises respectivement égales a 1 et 0.

Ces propriétés ayant été rappelées, nous pouvons écrire les expressions des
vertex propres & ’ordre du premier terme perturbatif non trivial dans un déve-

loppement en puissances de g et g,. Nous notons Fggfgﬁ’mm) le terme perturbatif
~ Kt

d’ordre n boucles du vertex propre contenant N pattes externes ¢,,, N pattes
externes g, et L insertions [papa]. Avec ces notations, et d’aprés les résultats
du paragraphe 4.5.3, les seuls vertex propres que nous devons renormaliser sont :

PG pEDW o pE0m

les termes constants de , , ainsi que les termes li-
a1 018203 2

)(n)

, . . 2,0 . , e ,
néaires en iw et q2 de Féﬁ’ , qui seront cherchés comme les dérivées en zéro

de ces diagrammes.

Nous pouvons maintenant écrire les développements des vertex propres qui
nous intéressent aux ordres utiles, & savoir aux ordres incluant la premiére cor-
rection non triviale & la théorie Champ Moyen. A Iordre d’une boucle nous

4,0)(1 1
Félﬁ)z(ﬁa)ﬁél(kl’ k27 k37 k4) = _5 § - % (68)

avec la décomposition :

1 2 1 3 1 4

3 4 2 4 2 3
et une décomposition semblable pour le contre-terme. Les diagrammes doivent
étre affectés du bon facteur de symétrie. Dans cette équation, nous avons noté

i le couple (o, k;). Chacun des graphes de ’équation (6.9) se décompose selon
’équation (5.6) vue dans le cadre de la méthode Wilson, et nous retrouvons

avons :

naturellement les mémes facteurs de symétrie. Le deuxiéme vertex propre ayant
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un développement non trivial a I'ordre d’une boucle est :

Wﬁ

I k

RCHIOIA MMW? L (6.10)
a B @ B

aﬁ

avec la décomposition :
wﬁ = M@ + M& + w@(&ll)

Les autres termes ont un développement trivial & I’ordre d’une boucle. Comme
nous I’avons d’ores et déja justifié, il est cohérent de développer ces termes a
I’ordre de deux boucles, tout en ne gardant que les termes d’ordre un pour
les développements qui précédent. A 'ordre de deux boucles nous trouvons les
développements suivants :

ap

k
reo@ gy _ Lok WY oy (6.12)
2 q 3 o B

avec les bons facteurs de symétrie, le facteur % provenant du développement
de ’exponentielle. Le diagramme comporte deux sous-classes topologiques dif-
férentes :

w@w:w@w w@w

Nous avons également :
&P - 'VWW\.— (6.14)

avec les mémes remarques sur les facteurs de symétrie et le facteur % Le dia-

109



Ch. 6 Calcul perturbatif a Uordre de deux boucles

gramme comporte cing sous-classes topologiques différentes :

= @+ @+ )+ )+ (9) (6.15)

6.2 Calcul des facteurs 7

Dans cette section, nous donnons les grandes lignes du calcul menant a I’ex-
pression des facteurs Z de la théorie au premier ordre non trivial en théorie des
perturbations. Les expressions des diagrammes a ’ordre d’une boucle sont bien
str trés similaires a celles obtenues dans le cadre du schéma de renormalisation
de Wilson. Il y a cependant deux différences majeures : la premiére est qu’ici
les intégrales spatiales portent sur tout I’espace, alors que dans le schéma précé-
dent l'intégration n’était effectuée que sur une couche d’impulsions; la seconde
est que le schéma minimal nous donne des corrections correspondant aux dia-
grammes associés & la théorie critique (ou de “masse nulle”), et qu’il nous faut
alors prendre gare aux divergences infra-rouges. Ceci nous oblige & calculer les
diagrammes dans une “configuration non exceptionnelle” des moments externes,
c’est a dire telle qu’aucune somme partielle des q; externes n’est nulle :

dai#0 VI (6.16)

i€l

Nous devons cependant, dans le résultat final, prendre la limite dans laquelle
les impulsions externes sont toutes égales a zéro. Celle-ci ne peut étre prise
qu’aprés calcul des diagrammes, et aprés avoir développé la série perturbative
en puissances de €. En revanche, les pulsations externes pourront étre prises
directement égales & zéro pour les graphes dont on ne doit calculer que le terme
constant.

6.2.1 Renormalisation du vertex

(4,0)(1)
a132033P4
que celles qui ont été exposées au chapitre 5, (40 a la symétrie (5.14) en un

point de symétrie des moments externes. Comme nous ne sommes intéressés que

Nous avons vu que seul I’ est a considérer. Pour les mémes raisons

par le terme constant de ce vertex propre dans un développement en puissances

de ces moments externes, nous pouvons utiliser cette propriété. Nous savons
alors que seuls F%’fl)(l)(k‘l, ko, ko, k) et F%’sz)(l)(kl, ko, ko, ko) sont & calculer, les
autres termes du tenseur se déduisant par symétrie. Les graphes a une boucle

construits sans contre-terme ont des expressions analogues & (5.17). Le graphe
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..« (4,001
associé a F£ )(1)
1111

1 1

(K1, ko, ko, ko) a I’expression suivante :

gx = 24#’25(477)_5{39/(XGC)11+/(GCt)11 (GX)yy +
+/(G2X)11011} - (2m) 5% (qy + 3q2)d(0) (6.17)

et le graphe associé a F%’;Z)(l)(k‘l, ko, ko, ko) s’écrit :
1 2

N W
X

= 24;L/25(47T)_5{29a/(XGC)11 +9a/(5XGC)21+

+ [0 (60, + [ (6%, 011} - (2m)H16%(qy + 32)0(0)
(6.18)

Dans les expressions ci-dessus, nous avons pris pour les moments externes k; les
valeurs k; = (q;,w; = 0). Le symbole [ doit étre compris comme fq fooo dt, C
comme C(—2q2 + q, —t) et x comme x(q,?).

Pour faire le calcul complet, nous devons exprimer les produits de matrices
en fonction de combinaisons d’intégrales aussi simples que possibles. Nous ob-
tenons :

1 1
§ — 12¢e — |2 1 2 1 3 .
5 % = 24p(4m)"° |g 21?+2J + 9, —21 + 299, 2[—%@] + c.c.
1 1
1 2
3 o 12¢e —& 2 —1 2 i . 1
3 % = 24pc(4m)"° |g 7[ + 9, §I+2ZJ + 299, §I—|—J + c.c.
22 (6.19)
ol
D
I = Id(C, C 7q) = / ;
‘ p cP*(c+ica) [p? + (P — q)?]
D
J = Jy(c, cq, = / - :
il o) p CP? [(c —ica)P? + (¢ +ica) (P — Q)]
q = 2q (6.20)
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et ou les facteurs associés aux distributions de Dirac sont sous-entendus.

Etant données les équations (6.12) et (6.14), les contre-termes (6.4) et (6.5)
sont zéros a 'ordre d’une boucle. Ceci nous fournit un systéme trivial de cing
équations a cing inconnues, en conséquence duquel les facteurs Z, Z s Ly L, €1
f ne contiennent pas de termes d’ordre un en g et g,. Par conséquent, le contre-
terme intervenant dans ’expression de Fg’gl(ﬁ?m s’exprime a ’ordre d’une boucle
en remplacant Z, par 1 et 6 par 0. Il est affecté d’un facteur de symétrie égal
a 2. Avec les mémes choix d’impulsions externes et les mémes conventions de

sommation que pour le graphe précédent, nous avons :

1 1
3 x % = 6 (=) (4m)"*?g(Zy — 1) - (2m) 6% (a1 + 32)5(0)

1 1

2 1
3 x % = 6 (—p*)(4m)"/?ga(Zu, — 1) - (2m) 6% (a1 + 392)5(0)

1 1 (6.21)

Le calcul des intégrales I et J est effectué a I’aide de I'identité de Feynman [2,
91]. La méthode permet de se ramener au calcul de I’ intégrale d’une fraction
rationnelle portant sur une ou plusieurs variables entre 0 et 1, et dépendant de la
dimension de I’espace d. Les poles des intégrales de Feynman en e~ apparaissent
a travers la fonction I' d’Euler, qui diverge pour les valeurs entiéres négatives
de son argument. Comme nous I’avons justifié dans la section 4.5, et comme
c’est usuellement le cas dans ce schéma de renormalisation, nous n’avons besoin
que du péle d’ordre un en e~! des intégrales. Le calcul donne les expressions
suivantes :

d

D qd—4 4—d 1 CL‘?
I as — . T
o) = L) < 5 >/0 ke

4

D 1 1
T cleticy) (4m)2(4m) /2 -(1+0()

D ¢+ d 4—d
Jd(cv Ca; q) = ; (47T—)d/2r <§> T <—2 )

/1 dz x(c_i_ic)l—x—l—:v(c—ica) 2
o (1 —x+4 2cx)? (1 — x4+ 2cx)?

D 1 1
& (i) 77

14+ 0(e)) (6.22)

ot ¢ = |q|. Nous pouvons maintenant calculer les facteurs Z, et Z,, . Nous
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avons :
1 [a2 — &% — 2ad,c
Z, = 1—-4D— |2 20 _4a? | + O(g?
b e [ 1+¢2 | +0lg)
1 C, _ _ L o
Zy, = 1-— 4Dz—:o‘za [1 +a5¢21 (@% — &2 4 2aa,¢q) — 6aaa] + O(g?)
(6.23)
oll nous avons noté :
_ g _ Ga _ Cq
= = = — 6.24
“ (4m)2¢z ' “da (4m)2¢z ' =7 (6:24)

6.2.2 Renormalisation de la masse et de la fréquence

Le calcul de TV p’est pas strictement identique au calcul de T'(401)
)(1)

. . cia . 2,1
mais demande & étre considéré pour lui-méme. Fi 3

)(1)

est zéro par causalité, et

. 2,1 . . , .
a 'ordre d’une boucle FEE est nul. Il nous reste donc a considérer I’équation
(0%

(6.10) et sa décomposition (6.11), les graphes étant affectés d’un facteur de
symétrie égal & 2. Nous avons précédemment justifié qu’a cet ordre les facteurs
Z, Z et Z,, devaient étre pris égaux & 1, 0 devait étre pris égal a 0, et Z,. et dwg
devaient s’écrire : Z, = 1+ O(g) et dwy = O(g). En tenant compte de toutes
ces informations, nous obtenons I’expression suivante :

q

= 27 1(47) /2 [Gpy0a0 + Gpobary + Gadys] X
@ B

xélmﬁc«%ﬂaa+%—mw

(6.25)
L’intégration sur le temps méne a :
= 1
// dt (x(a,)C(a+a,~t)y; = 5xJ+ee
qJ0
D 1 1
= S5— 5 1+0
2 @z L 0e)
o0 .
_ i
// dt (x(q,t)C(@+q,—t))y = —5 X J+ec
qJ0
0
= - +00) (6.26)
et I’équation (6.10) nous donne les expressions suivantes :
Z, = 1+ 8D% +0(g?)
dwyg = —87’D% +0(g?) (6.27)
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6.2.3 Renormalisation du propagateur

Considérons maintenant les vertex propres qui ne sont pas renormalisés a
I’ordre d’une boucle. Le premier que nous considérons est T2%) . A I'ordre de
deux boucles, et dans le cadre de la théorie ¢* statique, nous trouvons I'unique
graphe suivant :

O (6.28)

qui a pour facteur de symétrie : 2 x 4 x 4 x 3 x 2 = 192. Dans la théorie
dynamique, il se décompose en :

3= — & (4) = %/Wm/%

(6.29)
Les facteurs de symétrie de cette décomposition sont respectivement :
(1) — 2x3x2=12
(2) — 2x2x3x3x2=7T2
(3) — 2x3x3x2=236
(4) — 2x3x3x2x2=7T2 (6.30)

Pour les mémes raisons que celles qui ont été exposées dans le paragraphe 5.1.2
dans le cas de Fg%?ﬁg 5, hous ne devons considérer pour le calcul de Fgﬁ’o)(z)
que la moitié des graphes de la classe (2). Nous obtenons, pour les sous-classes

(a) & (g) des décompositions (6.13) et (6.15), les facteurs de symétrie suivants :

(a) - 2x2=4
(b) — 2x2x2=8
(¢) - 2x2=4
sous-classes (d) 4 (g) — 2x2x2=38 (6.31)



6.2 Calcul des facteurs Z

Finalement, nous obtenons les expressions suivantes :

(a)ap =

DO
X
Q
()
=
[N}
\_57
8Q

= 4% (4m)” g+ga/ / dr (C(a, 7)C'(p — q,7)C(k = p, 7)) .5

© 1 ké”’%
Caﬁ—§><

= 2;/25(477)_5/ /oo dr (sz(p -k, T))aﬁ Tr (C’t(q —p,7)C(—q, 7))

— 4y [ / dr (G*x(p — K 7)C'(a - p, 7)C(—a, 7)), 5
»q

l\Dl’—‘
l\Dl’—‘

(d)aﬁ = aﬁ -

= 4p/*(4m)” g+ga/ / dr (X'(p —k,7)C(a—p,7)C(~q, 7)) .4

= 44/ (4m)” / / d7 (GC(=q,7))os Tr (G'X'(P — k, 7)C(a — P, 7))
(6.32)

Nous effectuons ensuite I'intégrale sur le temps, et exprimons les diagrammes
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en fonction d’intégrales “élémentaires” les plus simples possibles. Nous obtenons :

1 (AT) " (g2 + g2) [21a + 61) 6ap

N | =
X
Q
Iw
&)
Il

1 k
g X w%— = 2% (4m)F [92(4Ja +7J.+ Jo)+
1 1
+g2(4dy — Tz — Jo) + 2994(7Ja — Jy)]
1 k
ke “””’%ﬁ = 2 (4m)F [g*(— Ay = Tha+ J)+
2 1
g2 (—4dp 4+ TJa — Jf) + 299a(TJc + Je)]
(6.33)
ou :

D3
Id,e’e”(ca Ca, k) = ?Id,e’e”(éav k)

D3
- /p,q cq?c(p — q)2c(k — p)2 [(c+ica)q? + (c +i€'cq) (p — Q)% + (c + i€"cq) (k — p)?]

2
Jd,e’e”(ca Ca, ka wk) = C_3<]d,e’e” (Eav kv Zwk)

D2
B /pq cq?c(p — q)?[(c+ica)q? + (c +i€'cy) (P — q)? + (c + iecq) (k — p)? + iwg]

(6.34)
et
I, = ;(Id cer(Ca) + Igeer(—ca)) ol 1
I, = ;(Id vor(Ca) + Tgeer(—ca)) € =—1 ¢ =+1
Jo = ;(Jd vr(Ca) + Jaeor(—ca)) € =+1 € =-1
S = ;(Jde orca) = Jyewr(—ca)) € =+1 ¢ =-1
Jo = ;(Jd vor(Ca) + Jawer(—c)) € =-1 ¢ =+1
Ja = ;(Jde (o) = Jaoer(—ca)) € =—-1 & =+1
Jo = ;(Jde (o) + Jaoor(—ca)) €=—-1 ¢ =-1
Jp = ;(Jd ver(Ca) = Jgeer(—ca)) € =—1 "'=-1

(6.35)
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Les dépendances en c, k et éventuellement wy, sont sous-entendues. Il faut noter
que lintégrale Jgge(c, cq, k,wy) est en fait une fonction de ¢, cq, ck? et iwy.

Comme nous 'avons dit, nous n’avons besoin que du terme constant de 0@

a0
et des termes linéaires en iw et ck? de Fézﬁ,o)(z)‘ Mais nous savons également
que nous devons garder les dépendance en k avant d’effectuer le développement
en ¢, et ne prendre la limite k — 0 qu’aprés. Nous avons donc besoin de I’ex-
pression de Iintégrale I; . (c, cq, k) et des dérivées par rapport a iwy, et ck? de
Jaeren(c, ca, k, wi). Le calcul méne aux expressions suivantes :

D3 k,2(d—4)
Igeen(c,ca k) = FWFM —d) x Hyeer (o)
D3 1 1
= _7—H i 1
C4 (47_‘_)4(47_‘_)_55 d=4,e'e ( )( +O( ))
0Ja,eer(c; ca K, wh) D26 —d k24N T (4 — d)I (652 )
2 = a4 d 3 d X Kl,d,e’e”(ca)
ock ¢t 2 (4m) r(%59)
D? 1 1
T T A @midn) e Ky g—4,e¢7(Ca) (1 + O(e))
0J, e'e”\C, Cq, ka w D2 6 —d k,2(d—4) —d
- ( ) k) - T3 d ( 8) d( ) X KQ,d,e’e”(Ea)
O ¢ 2 (4m) I (59)
D? 1 1 )
= _Fmg X Ko g—y.ee(Ca)(1+ Oe))

(6.36)

6.2.4 Intégrales et calcul formel

Les quantités Hy e (Cq), Ki geer(Ca) et Ko geer(Cq) sont des intégrales de
fractions rationnelles & plusieurs variables dépendant du paramétre ¢,, et qu’il
nous suffit de calculer en dimension d = 4. K g4 ¢e(Co) €t K3 gy e (Ca)
sont des intégrales doubles, et Hj—4 ¢ (Cq) est une intégrale triple. Leur calcul
représente un travail extrémement copieux si il est effectué & la main, et nous
avons donc choisi d’utiliser le logiciel Mathematica. Mais le logiciel méne &
un résultat totalement erroné si on ne prend pas de précautions. En effet, les
fractions rationnelles que nous devons intégrer sont des fonctions du paramétre
Ca, qui apparait toujours dans la combinaison ¢¢,. Les primitives de ces fractions
rationnelles & valeur complexes font intervenir des combinaisons de la fonction
logarithme, dont on sait qu’elle est multivaluée sur le plan complexe. Le choix
d’une coupure contenant le pole du logarithme (zéro) est nécessaire pour donner
un sens a la quantité In z, z € C. Les intégrations ne donnent alors un résultat
correct que si le chemin d’intégration dans le plan complexe ne traverse jamais
la coupure. Il nous faut donc, a chaque étape de I'intégration formelle, changer
les écritures des primitives fournies par le logiciel, de fagon a bouger la coupure,
et pour que le chemin associé & l'intégration suivante ne la traverse jamais.
Ce principe étant compris, nous réalisons qu’il nous faut a priori adapter la
fagon dont on réécrit les primitives (c’est & dire dont on change la coupure), a
chaque valeur du paramétre ¢,. En effet, en fonction de sa valeur, les chemins
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d’intégration seront différents. De fagon & connaitre la dépendance en ¢, il nous
faut effectuer le travail une infinité de fois. Le probléme semble inextricable.
La difficulté est levée en utilisant le fait que I'on sait a priori que le résultat
de ces intégrales est une fonction analytique dans le paramétre ¢,. Le choix
des redéfinitions des primitives, directement lié & la rotation de la coupure du
logarithme que ’on effectue, peut étre déterminé de maniére univoque lorsque
Cq évolue dans un voisinage suffisamment restreint de 0. Nous obtenons alors
une expression, calculée pour ¢, infiniment proche de 0, et dont nous savons que
I’unique prolongement analytique & toute la droite réelle nous donne la fonction
de ¢, cherchée.

Pour I’écriture des résultats, la convention choisie pour le positionnement de
la coupure du logarithme complexe est le demi-axe réel négatif. Nous constatons
avec les résultats ci-dessous que nous savons donner une expression valable pour
tout ¢, dans le cas des intégrales Ky j—4 e (Cq) et K9 gy ¢ (Ca). En revanche,
Hg—y ¢e(Cq) ne pourra étre donnée que par une équation implicite. Le résultat
de ces intégrales s’écrit :

1 1
I C == K — C = — X —
1(Ca) 1,d=4,+1+1(Ca) AR
_ _ 2+1c,
I = Kijg-u_1_ =
2(Ca) 1,d=4,—1 1(Ca) 4(3—|—Z'Ea)
I3(¢.) = Kid=4,-141(Ca) = I2(—Cq)
1—1¢,
IneG = K- _+(e,) = ——
4(Ca) 1,d=4,+1 1(Ca) 6 — 2ic,
Be) = Koaasn(e) = o log | 5
Ca) = = Co) = ———log | =
5(Ca 2,d=4,+1+1\Ca (1 izy)2 g 3
e) = Kogma1oa(e) = o log |
6(Ca) = 2,d=4,—-1-1(Ca) = (1= izy)?2 0og 3+,
I7(¢a) = Is(—Ca) = Kad=1,-1+1(Ca)
1 [ 4
I3(é,) = Kog—g11-1(G) = 1
8(%a) 2a=t+1-1(C) = T 575518 | 357 —I—iéa)]
(6.37)
accompagné de I’équation implicite suivante :
Iy(¢.) = Hag=a,41-1(Ca) = Ha=1,-14+1(Ca)
= [unique prolongement analytique de la fonction
définie dans un voisinage de ¢, = 0 par
I’expression Iy donnée dans ’annexe E.
(6.38)

6.2.5 Expression des facteurs Z

Nous pouvons finalement écrire le systéme suivant, dont la résolution meéne
a ’expression des facteurs Z de la théorie & I'ordre de deux boucles en théorie
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des perturbations :
Z,Z
z? V27 cost
ZuN 27 (cos O — 47, sin 0)
zZ? V7Zsing

= iné
Z2N7Z <an cosf + )

Ca

1
1- 8ng(o‘z2 + a%) Re[Iy]
1 -8p2l {a*Rel[I, oz — na
s+ 216] + OéaRe[Ig 216] + QOszaIHl[QIG]}
3
1 -8p?? {@*Re[ly + 2I5] + &Z2Re[Iy — 2I5] + 2ad,Im |2
5 4+ 2D) + a;Re[ly o] + 2aa,Im (2]}
1
—8D2g {@®Im[Ig — 2I¢] + @2Im[I5 + 21I¢] + 2aa,Re[21¢] }

1
1- 8D2g {@Im[Iy — 2I,] + &2Im[I4 + 2I5] + 2aa,Re[215] }

(6.39)

A cela, il faut ajouter les résultats donnant ’expression des facteurs Z qui sont
renormalisés a l'ordre d’une boucle (6.23) et (6.27). Nous donnerons dans le
chapitre 7 les expressions des fonctions intervenant dans les équations de groupe
de renormalisation (4.72) et qui sont dérivées de ces résultats.
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Chapitre 7

Comportement critique
d’oscillateurs couplés en
présence de bruit

Dans ce chapitre, nous donnons et discutons les principaux résultats de la
thése. Nous commencons par donner ’expression des fonctions qui interviennent
dans les équations de groupe de renormalisation (4.72), et qui ont été obtenues
a l’aide du calcul perturbatif du chapitre 6. Nous discutons ensuite comment
revenir au référentiel originel de la théorie, en tenant compte de la renorma-
lisation de la pulsation wgy et de la phase 6. Nous donnons le diagramme de
flot de la théorie, aprés avoir montré qu’il se réduit au graphe d’une fonction
a un paramétre réel. Nous discutons la structure des points fixes et la classe
d’universalité de la théorie. Nous insistons sur le fait que la limite vers la di-
mension 4 constitue une limite singuliére. Puis nous caractérisons les expressions
des fonctions de corrélation et de réponse dans le régime critique (section 7.3).
Nous montrons que le paramétre ¢, constitue, en un sens que nous précisons,
un paramétre dangereusement non pertinent de la théorie. Au point fixe de la
théorie, la relation Fluctuation-Dissipation, brisée hors équilibre, est dynami-
quement restaurée dans le référentiel oscillant. Nous discutons ce point essentiel
de notre résultat dans la section 7.4. Enfin, nous examinons comment accéder
aux corrections aux lois d’échelle prévues par la théorie point fixe.

7.1 Expression et solution des équations de groupe de
renormalisation

7.1.1 Reéférentiel oscillant

Dans le cadre de notre technique, les équations de groupe de renormalisa-
tion consistent en les équations de Callan-Symanzik présentées dans le para-
graphe 4.5.5, et dont la solution est donnée par I’équation (4.84). Le calcul du
chapitre 6 nous permet de donner les expressions des fonctions qui interviennent
dans ces équations au premier ordre non trivial dans un développement en puis-
sances des constantes de couplages g et g,. Nous utilisons les expressions des
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facteurs Z de la théorie données dans le paragraphe 6.2.5, accompagnées du ré-
sultat du calcul des intégrales (6.37) et (6.38), et nous calculons les fonctions du
groupe de renormalisation & I’aide de leurs expressions (4.77) et (4.79) dérivées
au chapitre 4. Nous exprimons ces fonctions en termes des paramétres réduits
Q, aq et ¢, définis par I’équation (6.24). Nous obtenons les résultats suivants :
les fonctions 3 et (3, s’écrivent :

B(@, Gay Care) = (4m)%c? {—sa 4D [O‘“ O{ - Ego‘o‘“c‘l - 4072] }
Ba(@, g, Cqye) = (477)2c2 { —eaq, — 4D [1 n 2( N — a + 2Qa,C,) — 6o707a] }
c2

(7.1)

ol nous négligeons des termes d’ordre 3 ou plus en & et @&,. La fonction 7, est
donnée par :

v, = —8Da + O(a?) (7.2)

Les expressions de la fonction p.,, ainsi que les expressions des fonctions , v,
et 4 sont lourdes et leur calcul final a été effectué a ’aide du logiciel Mathe-
matica. Nous donnons les expressions des fonctions v et p., dans I'annexe E.
Les fonctions 7, et 7 ont des expressions similaires & celle de 7. Finalement, les
fonctions de corrélation de la théorie dans le référentiel oscillant sont données
par la solution des équations de Callan-Symanzik (4.84) et I’évolution (4.85).

7.1.2 Theéorie physique

Rappelons que, de facons & obtenir le point fixe d’une transition oscillante,
nous avons éliminé le paramétre wy des équations de groupe de renormalisation
en placant la théorie dans un référentiel oscillant a une fréquence et possédant
un décalage de phase fonction de I’échelle a laquelle on considére le systéme (voir
section 4.3). La théorie renormalisée ainsi définie est écrite en termes des champs
dynamiques ¢, et d)a, reliés aux champs 9, et @ZJQ par les équations (4.69), et ses
fonctions de corrélation sont notées I'[¢] par opposition aux fonctions physiques,
qui seront notées dans la suite I'[Phys]. Ces fonctions physiques sont exprimées
dans référentiel originel et correspondent aux fonctions de corrélation nues de
la théorie. Entre les fonctions nues et renormalisées de la théorie associée au
champ ¢, défini au paragraphe 4.5.4, il n’y a qu’un facteur constant donné par
les équations (4.71). Ainsi les fonctions nues associées a la théorie pour le champ
¢ sont elles également données par la solution des équations de Callan-Symanzik
(4.84), & un facteur multiplicatif prés constant!. En revanche, pour revenir au
référentiel originel, la situation est trés différente. En effet, la théorie associée
au champ ¢ a été placée dans un référentiel oscillant & une fréquence et affecté
d’un décalage de phase dépendant de I’échelle, ce que les équations (4.84) ne
prennent pas en compte (voir paragraphes 4.3.1 et 4.5.4). Il nous faut donc cor-
riger ces équations d’une transformation de référentiel dépendant de 1’échelle

!Car le membre de gauche de ’équation (4.84) ne dépend pas du facteur de dilatation
d’échelle s.
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qui apparait dans le membre de droite de (4.84). Cette transformation est la
transformation associée a la rotation d’angle wy(s)t(s) sur les deux champs dy-
namiques de la théorie v, et Ja, ajoutée de la rotation d’angle (s) sur le champ
auxiliaire JOP. t(s) représente la variable temporelle mesurée dans les unités de
temps renormalisées ; nous avons : t(s) = Z,(s)t. La pulsation effective wy(s)
et la phase effective 6(s) sont données par I'intégration d’équations d’évolution
semblables a celles régissant I’évolution des autres paramétres de la théorie, mais
qui se découplent des équations de groupe de renormalisation. Pour les écrire,
nous introduisons deux nouvelles fonctions :

d5WQ
T’Yw()(gvgaacave) = dT,u’
do

Y9(9s Gas Car€) = ding (7.3)

ot § et dwp sont les contre-termes introduits en (4.62) et (4.63). Nous remarquons
que, structurellement, le contre-terme dwq est proportionnel & r et que la fonction
Ywo ainsi définie ne dépend pas de r. La dérivation des équations d’évolution pour
dwo(s) et O(s) se fait comme pour les autres paramétres (voir équation (4.85)).
En particulier, les fonctions introduites ci-dessus ne dépendent pas explicitement
de €, et nous obtenons :

3?:2 - T(S) 7‘”0(0_‘(8)7 &a(s), Ea(s))
dcllzs - 70(07(8)’ @a(s), Ea(s)) (7-4)

Ces équations sont découplées des équations de groupe de renormalisation, et
leur résolution consiste juste en un calcul de primitive. Pour revenir a la théorie
liée aux champs 1, et Ja, les conditions initiales dwy(s = 1) et §(s = 1) peuvent
étre choisies de maniére arbitraire. Elles n’entreront en effet en compte que par
I'intermédiaire de paramétres effectifs de la théorie, qui constituent les obser-
vables physiques, et dont ’expression en fonction des quantités mathématiques
de la théorie importe peu (voir paragraphe 7.3.3).

De facon & obtenir les expressions finales des fonctions liées a la théorie phy-
sique et définies par (2.7), il nous faut de plus rajouter les transformations effec-
tuées avant renormalisation. Nous avions en effet au départ éliminé la fréquence
w((]o) qui se trouvait dans le probléme. En tenant compte de la renormalisation
du temps, la fréquence effective du systéme a I’échelle s est donnée par :

wo(s) = Zw(s) " 'w(” + dwo(s) (7.5)

D’autre part, il nous faut tenir compte de la rotation d’angle 6 effectuée dans
la définition des champs de I’équation dynamique, et donnée par (2.2). Dans le
contexte du formalisme de Callan-Symanzik que nous utilisons, nous noterons
la phase de cette rotation initiale (9. Pour en tenir compte, il nous faut chan-
ger la condition initiale donnant I’expression de la phase 6(s) en ajoutant (),

211 s’agit en fait de la représentation de cette transformation sur les tenseurs PN,
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Finalement, les fonctions de corrélation de la théorie qui nous intéressent sont

données par :
f(N,N) [Phys] (qz(j)7 Wi(5)3 €5 Cas 95 Gas T's WO, 97 lu/) =
dlns’ } X

Ins N7
7 _ - N_ N
sd“—N(df)—N(sz)exp{—/ (N +N =Dy + 57 + 5
0

2

?a :Qaﬁ(_w()(s)t(s))
xRepr. R‘)t'{ Pa : Qap(—0(s) — wo(s)t(s)) } *
<) (22 0. o eufs). o). guls). L, v) (7.6)

Dans cette équation, “Repr. Rot.” désigne la représentation de ['opérateur de ro-
tation Qg sur les fonctions I', le champ ¢, étant tourné d’un angle (—wq(s)t(s))

et le champ ¢, d’un angle (—6(s) —wp(s)t(s)). Les fonctions de corrélation et de
réponse définies en (2.7) sont les éléments de matrice diagonaux des fonctions de
corrélation a deux points données par la solution (7.6). En termes des variables
réduites définies par (6.24), et a Pordre du calcul perturbatif effectué dans le
chapitre 6, nous avons les expressions suivantes :

'ng(da g, Ea) = 8Da,
Yo(@, Gy Ca) = 16D {&°Im[Iy — 2I6] + @2Im[Is + 21¢] + 2aa,Re[216] }
(7.7)

ol les expressions des intégrales I et Ig sont données par (6.37).

Remarquons le point important suivant : I’équation d’évolution pour le pa-
ramétre wg est donnée dans ce contexte par :

d5WQ
dlns

= 8Dr(s)ay(s) (7.8)

Cette équation est & comparer avec I’équation (5.25) obtenue dans le cadre de la
méthode de Wilson. Ces deux équations semblent trés différentes. En réalité, la
méthode de Callan-Symanzik adaptée au groupe de renormalisation des oscilla-
teurs couplés que nous avons utilisée effectue une perturbation autour du point
fixe, et traite la paramétre wy en perturbations. Par conséquent, de la méme
facon que pour le paramétre de masse dans un schéma minimal habituel, nous
avons imposé a la valeur nue du paramétre wg d’étre dés le début a sa valeur
critique. L’équation d’évolution que nous obtenons pour wy(s) constitue donc
une premiére correction autour de sa valeur point fixe. La différence essentielle
avec le traitement du paramétre r est que cette valeur point fixe est quelconque,
alors que celle de r est toujours zéro. Ayant tenu compte des facteurs de dila-
tation d’échelle (présents dans I’équation de Wilson, mais pas dans I’équation
de Callan-Symanzik), et du fait que ici (Ins) joue le réle réservé a (—[) dans la
méthode de Wilson, nous constatons que ’équation (7.8) est exactement le pre-
mier ordre en perturbations en puissances du paramétre de masse de I’équation
(5.25). Ceci assure la cohérence de notre démarche.
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7.2 Diagramme de flot, points fixes et classe d’univer-
salité

7.2.1 Diagramme de flot

Le diagramme de flot constitue pour notre théorie un diagramme en trois
dimensions, associé aux évolutions des paramétres g, g, et ¢4, données par les
équations (4.85). Par conséquent, et comme nous ’avons déja remarqué, le cal-
cul des points fixes est donné par le systéme (4.86) et fait intervenir les trois
fonctions (3, B, et p.,. Deux des équations qui constituent le systéme (4.86)
sont exactement semblables & celles qui définissaient le point fixe a I’ordre d’une
boucle dans le cadre de la technique de Wilson lorsque r se trouvait a sa valeur
point fixe r* (Eq. (5.24)). En effet, dans les équations donnant I’évolution des
paramétres u et ug, la présence du paramétre r ne donnait que des corrections
d’ordre supérieur. Nous avions vu qu’alors un point fixe était trouvé pour toute
valeur du paramétre ¢,. D’autre part, la fonction p., (@, &g, ¢) est homogéne de
degré deux en & et @,. Il est alors cohérent d’utiliser les valeurs a* et & au
point fixe au premier ordre en €, qui sont des fonctions du paramétre ¢,, et de
les reporter dans la fonction p.,, qui n’est alors plus fonction que d’une seule
variable : ¢,. En termes des variables réduites nous avons :

3"(Ca) = 5=+ O(?)  G4(Ca) = Ca

50D + O(e?) (7.9)

€
20D
Pour ce qui est de la recherche des points fixes, nous pouvons donc restreindre
la description du diagramme de flot en termes de ['unique fonction d’une seule
variable réelle : p, (@*(Cq), @}(Cq), Ca). L’équation donnant les points fixes a
I’ordre de deux boucles est donc :

Peq (7€), 05(C4), C4) = 0 (7.10)
les deux autres équations étant vérifiées dés lors que I’on impose les égalités (7.9).
Pe, (O g, €q) étant homogéne de degré deux en @ et @, et les valeurs de ces deux
paramétres étant toutes deux proportionnelles & € au point fixe, nous pouvons
simplifier 1’équation (7.10) par 2. Nous obtenons alors une équation indépen-
dante de ¢, et la valeur du paramétre ¢, au point fixe est une constante indé-
pendante de la dimension spatiale. Le calcul a I'ordre de deux boucles que nous
avons effectué nous donne, pour la fonction p., (&*(¢,), &% (Ca), Ca), le graphe
donné figure 7.1.

7.2.2 Classe d’universalité et exposants critiques

La seule valeur du paramétre ¢, satisfaisant I’équation (7.10) est le point
fixe ¢; = 0. Nous n’avons donc pour seul point fixe que celui du modéle O(2)
dynamique. Comme nous I’avions expliqué, nous savions que ce point de ’espace
des paramétres était point fixe de notre théorie. Les questions que nous nous
posions concernaient le nombre total de points fixes, leurs valeurs, leur stabi-
lité et les exposants critiques associés. Nous sommes en mesure d’affirmer qu’a
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0.04 6
4
0.02 0
Pec, 0 0
-0.02 -2
-0.04 P4

-1 -0.5 0.5 1 -10 -5 5

0 0
Ca Ca
F1G. 7.1: Graphe de la fonction p., (a*(¢s), @ (¢4), Cq) obtenue & l’ordre de deux
boucles en théorie des perturbations, aprés simplification par €2, et pour deux
intervalles différents de variation du paramétre ¢,. Le seul point fixe correspond
4 une valeur zéro du paramétre ¢,, et il est infrarouge stable.

I’ordre de deux boucles, la transition de phase oscillante homogéne d’un sys-
téme de dimension inférieure a 4 et infiniment proche de 4, homogéne, isotrope
et invariant par translations spatiales et temporelles, posséde, dans le référentiel
oscillant a la fréquence effective des oscillations spontanées, le méme point fixe
que la transition associée au modéle O(2) dynamique, et donc en particulier les
mémes exposants critiques définissant les lois d’échelle dominantes. Les simi-
larités et différences avec le modéle O(2), ainsi que les conséquences de notre
résultat sur les propriétés des oscillateurs critiques, seront analysées dans les
sections suivantes.

Nous résumons ci-dessous les exposants critiques indépendants, associés aux
comportements d’échelle (4.41), (4.42) et (4.43), et calculés a 'ordre de deux
boucles a I’aide des formules (4.89) :

2 4
: = 2—|—€—<—1—|—6log§>

50

= 5

7= (1412108 (7.11)
T = 50 %83 '

A cela, il faut ajouter la valeur de ’exposant v, que nous connaissions déja a

I’ordre d’une boucle : )
€
= -4+ — 7.12
EEERET) (7.12)

Ces exposants sont les mémes que ceux du modéle O(2) dynamique. En par-
ticulier, la relation (4.48) reliant les exposants z, 1 et 77, qui est imposée par
le théoréme Fluctuation-Dissipation et est donc valable & tout ordre en théo-
rie des perturbations dans le cas du modéle O(2), est satisfaite a I'ordre de
deux boucles pour notre modéle. Ceci constitue un aspect surprenant de notre
résultat, puisque le bilan détaillé est brisé dans le systéme, y compris dans le
référentiel oscillant. Nous reviendrons en détails sur cet aspect important de
notre résultat dans la section 7.4.
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7.2.3 Phase et pulsation effectives et quantités universelles

Un autre aspect important de notre résultat est la suivant : les fonctions
et vy sont toutes deux nulles au point fixe. Ainsi la fréquence et la phase du
probléme ne sont pas renormalisées au point fixes. Pour la théorie critique, qui
se situe sur la surface critique mais différe du point fixe, ces quantités sont renor-
malisées par un terme additif fini. Les valeurs de ces paramétres & la transition
sont spécifiques de chaque systéme, et ne sont par conséquent pas universelles.
En revanche, I’écart & leur valeur point fixe, dont I’évolution en fonction de
I’échelle est donnée par les équations de groupe de renormalisation linéarisées,
sont, elles, des quantités universelles. En particulier, nous verrons comment cette
évolution influence 'expression des fonctions de corrélation et de réponse dans
la région critique (voir section 7.3).

7.2.4 Limite singuliére en dimension 4 et synchronisation

Un autre aspect essentiel de ce résultat est que la structure des points fixes du
groupe de renormalisation est trés différente en dimension d’espace supérieure
et inférieure a 4. En effet, en dimension supérieure a 4 le point fixe gaussien
est un point fixe stable du groupe de renormalisation, et c’est ce point fixe qui
décrit la transition. Pour ce point fixe, la valeur du paramétre ¢, peut étre
choisie arbitrairement. Ainsi, aprés avoir fixé les paramétres que nous avions
le droit de fixer a priori dans la procédure de renormalisation?, il nous reste,
en dimension supérieure a 4, une ligne de points fixes. En dimension d’espace
inférieure & 4 en revanche, la valeur ¢, = 0 est la seule valeur point fixe qui soit
acceptable. Ainsi, si I’on suit ’évolution d’un jeu de paramétre II, qui dépend
de la dilatation d’échelle s et du paramétre e = 4 — d, nous avons la limite
singuliére suivante :

lim lim IT # lim lim II (7.13)

e—0t+ s—0 s—0 e—0+t

En particulier, dans le cas d’une théorie critique, nous avons :

S
—
»
~—
el

S
—
»
~—
~—
I

Jim - lim (a(s), @ (0,0,0)

lim lim (a(s),@(s),c.(s)) = (0,0,¢c)) (7.14)
s—0 e—0T
ol, en choisissant bien les conditions initiales, ¢} peut prendre n’importe quelle
valeur. Ce fait est illustré sur les figures 7.2 et 7.3.

7.2.5 Synchronisation

Physiquement notre résultat a une signification importante. En absence de
bruit, comme nous ’avions dit dans le chapitre 3 section 3.3, la dynamique est
trés riche du co6té instable de la bifurcation. En particulier, en fonction de la
valeur relative de certains paramétres, les solutions ondes planes de I’équation
Ginzburg-Landau complexe peuvent devenir toutes instables, laissant alors place

#Voir le paragraphe 4.1.2.
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Ch. 7 Comportement critique d’oscillateurs couplés en présence de bruit
Uu

A

7YY

F1G. 7.2: Projection des lignes de flot dans le plan (u, ¢,) en dimension d’espace
supérieure a 4. Tout ’axe ¢, est constitué de points fixes du groupe de renor-
malisation. Si ’on suit une ligne de flot, on tend vers un de ces points fixe pour
lequel la valeur de ¢, dépend des conditions initiales. La zone grisée indique une
région de ’espace des paramétres qui n’est jamais explorée par renormalisation.

a une dynamique intrinséquement chaotique [3]. Il est connu que la présence de
bruit peut avoir un effet stabilisant pour certaines structures produites par la dy-
namique, méme lorsque le chaos les détruit dans le cas déterministe [30, 31, 115].
Dans le cas des oscillateurs couplés que nous cherchons a décrire, il est égale-
ment connu que le bruit peut avoir un effet de synchronisation des phases res-
pectives des différents oscillateurs lorsque la dynamique déterministe est chao-
tique [112, 148, 42]. Le fait que nous ne trouvions comme point fixe stable que
celui qui est associé au modéle O(2) dynamique peut étre interprété comme
une signature générique de ’effet structurant du bruit & la transition. En effet,
comme nous I’avions d’ores et déja remarqué dans la section 2.4, dans le cas ou
les paramétres ¢, et u, du modéle sont nuls, la dynamique dans le référentiel
oscillant est exactement celle du modéle O(2). Dans le référentiel originel, nous
observons alors une synchronisation des oscillateurs qui, en particulier, ne pro-
duit pas de chaos. Nous avons bien trouvé, en approchant le point critique par le
c6té non oscillant de la transition, une transition de synchronisation homogéne
des oscillateurs, qui peut étre vue comme une bifurcation de Hopf étendue. Tou-
tefois, pour conclure sur la vraie nature de la transition en présence de bruit, il
serait nécessaire d’analyser la structure du groupe de renormalisation du coté
instable de la transition.

7.3 Fonctions de corrélation et de réponse dans le ré-
gime critique

Nous nous proposons dans cette section de donner une expression effective
de la fonction de réponse linéaire de la théorie. La démarche que nous détaillons
ici peut étre reproduite exactement pour la fonction de corrélation. La phase
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7.8 Fonctions de corrélation et de réponse dans le régime critique
Uu

7YY

FiG. 7.3: Projection des lignes de flot dans le plan (u, ¢,) en dimension d’espace
inférieure a 4. Pour les grandes valeurs de u, il n’y a pas de différence avec le
diagramme de la figure 7.3. Dans la région d’ordre € en revanche, la situation
est trés différente. Le seul point fixe est le point fixe (u* = 555 (4n%¢?) , ¢ = 0).
Toutes les lignes de flot y convergent.

effective 6 n’apparaissant que dans I’expression de la fonction de réponse, nous
avons choisi de présenter ’étude de cette fonction, qui contient I'information la
plus riche sur la théorie. Pour calculer la fonction de réponse linéaire dans le ré-
gime critique, nous utilisons le fait que la matrice des corrélateurs a deux points

(2.25) est donnée par I'inverse de la matrice i(z) (Eq. (2.36)). La démarche est
la suivante : la solution des équations de groilpe de renormalisation, présentée
dans la section 7.1, nous permet de connecter ces fonctions a deux échelles dif-
férentes. En particulier, cela nous permet de connecter la théorie & une échelle
donnée avec une échelle ol les paramétres sont suffisamment loin de la surface
critique pour qu’un développement perturbatif classique autour de la théorie
champ moyen soit possible. Certaines grandeurs intervenant dans le résultat
sont des constantes, qui dépendent des paramétres de la théorie et de 1’échelle
a laquelle on décide d’effectuer le développement perturbatif. Leur combinaison
se retrouve dans le résultat final sous la forme d’un petit nombre de paramétres
effectifs, qui sont des grandeurs expérimentalement mesurables. Le calcul pré-
senté ci-dessous prédit la dépendance en q et en w de la fonction de réponse. En
principe, si nous connaissons les équations de groupe de renormalisation avec
une précision arbitraire, et si nous effectuons le développement perturbatif & un
ordre arbitraire, nous pouvons calculer avec une précision arbitraire la fonction
cherchée. Dans la présentation qui suit, nous ne nous intéressons qu’a ’ordre
dominant du comportement de la fonction prés de la surface critique. En par-
ticulier, la solution des équations de groupe de renormalisation sera calculée &
I’ordre linéaire autour du point fixe, ce qui en permet une intégration analy-
tique. Nous commencons par dériver I’expression de la fonction de réponse de la
théorie qui est placée dans le référentiel oscillant, puis précisons comment ob-
tenir les observables physiques dans le référentiel originel. Nous précisons dans
quels régime nos expressions sont valables.
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Ch. 7 Comportement critique d’oscillateurs couplés en présence de bruit

7.3.1 Reéférentiel oscillant

Nous commengons par exprimer la solution des équations de groupe de re-
normalisation pour F(l’l)[qb], qui est l'inverse de la fonction de réponse de la
théorie renormalisée écrite dans le référentiel oscillant. Nous avons :

Ins
POV (a,ws e a9, ga t 1) = 5% exp {—/ [% + %(7 + 7)] dIn 8’} '
0

P00l (445 (o) alohaute), g ) (7.15)

S

Nous utilisons le facteur d’échelle s vers ses petites valeurs pour nous placer en
un point de I’espace des paramétres pour lequel 7* = r(s*)/s* est suffisamment
grand pour que les expressions de la théorie champ moyen soient valables avec
une bonne approximation. Entre s = 1 et s = s*
des équations de groupe linéarisées autour du point fixe. Nous introduisons la
longueur de corrélation & du systéme de maniére analogue & ce que nous avions
fait en champ moyen (paragraphe 3.3.2). Pour la partie diagonale de f(l’l), nous
obtenons I’expression suivante :

SR ()T eV 2
H el = 1ol = ($) - (§) S]] @)

ol & est une longueur effective apparaissant dans le probléme. Cette expression
est valable pour g€ et w&? trés petits devant 1. Dans le régime des longueurs
suffisamment petites par rapport a la longueur de corrélation & pour que les lois
asymptotiques critiques prévues le point fixe soient valables, mais suffisamment
grandes pour pouvoir garder une description effective en termes d’une théorie
continue et oublier les corrections liées aux paramétres non-pertinents (voir la
section 7.5), nous avons les expressions suivantes :

fglfl) [QS]((], W = O) ~ Al qz—%(ﬁ-i-ﬁ)
T _L
Fglfl)[@(q =0,w) ~ Aylw|tT2=0rtD (7.17)

, nous utilisons la solution

En imposant la continuité en ¢ = ¢! (resp. |w| = £%), nous pouvons re-
lier expression des amplitudes A; et Ay aux paramétres effectifs de ’équation
(7.16). Le point important est que A; et Az ne dépendent pas de la longueur de
corrélation &.

La partie hors diagonale de T4 introduit une subtilité. En effet, dans les
expressions champ moyen, le paramétre ¢, se trouve en facteur de ’expression
de cette fonction. Or les arguments précédents reposaient sur le fait que les
paramétres non pertinents de la théorie n’intervenaient pas & I’ordre dominant
dans les expressions des fonctions de corrélations dilatées d’un facteur d’échelle s
pour les petites valeurs de s. Si un paramétre non-pertinent se trouve en facteur
des fonctions de corrélation, il modifie les lois d’échelles. C’est le cas de ¢,
qui constitue un paramétre appelé “dangereusement non-pertinent”. La solution
(7.15) pour la partie hors-diagonale de T(4D est alors mieux représentée si l'on
met ¢, en facteur dans chacun des membres de I’équation. Ainsi, pour obtenir
des expressions analogues & (7.16) et (7.17) pour la partie hors diagonale de
@D il nous faut connaitre la loi d’évolution Ca(s).
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7.8 Fonctions de corrélation et de réponse dans le régime critique

7.3.2 Solution c¢,(s)

Les équations d’évolution pour g, g, et ¢, sont données par un systéme
d’équations différentielles non linéaires couplées. Pour alléger les notations, nous
notons § et 3 respectivement les vecteurs (9, 9a; ca) et (B, Ba, pe,)*. Au voisinage
du point fixe, nous pouvons linéariser ’équation d’évolution de vecteur § donnée
par (4.85), et nous obtenons :

d(g—-39")

dont la solution s’écrit :

g(s) — " =exp {gln s}.(g'— ") (7.19)

A lordre de deux boucles, la matrice w intervenant dans ces expressions est
donnée par :

e 0EY) 0@
O(2) /5 —1@ (7.20)
O 0(?) &

avec D = D/ ((47)2c). Ces valeurs propres sont :

€ g2

wp =¢ 3 wzzg ; W3:%
Ces valeurs, qui ne dépendent que des propriétés du point fixe, sont des valeurs
universelles, et wo et w3 sont des nouvelles valeurs qui n’existent pas dans le
modéle O(2) dynamique. Nous retrouvons les deux valeurs propres non perti-
nentes ¢ et €/5 de la matrice des équations de groupe de renormalisation (5.28)
qui avaient été dérivées dans le cadre de la méthode de Wilson. Les deux autres
valeurs non nulles sont obtenues par la linéarisation de la fonction p., (g, ga, Ca)
au voisinage du point fixe. Finalement nous obtenons, dans le régime linéaire,
I’évolution suivante :

(7.21)

ca(8) = s¥%¢, (7.22)

Ainsi, pour g€ et w&? petits devant 1, la partie hors diagonale de DY) gt
donnée par :

2= 5 (n47]) +ws
&]) e Ca(qg)z (723)

L[] (g, 0) = — <g .

Nous remarquons que cette fonction ne dépend pas de w. En particulier, pour
qg = 0, elle est identiquement nulle. D’autre part, puisque la transformation
(7.15) ne contient de rotation, cette propriété reste vraie a toute échelle. Dans
le régime critique, nous avons donc la loi asymptotique suivante :

i3V (q,w = 0) = =By g*~ 51+ +en (7.24)

la dépendance en w pour ¢ = 0 étant identiquement nulle. Nous pouvons a
nouveau, en imposant la continuité en ¢ = ¢!, exprimer le pré-facteur By a
’aide des paramétres effectifs de I'équation (7.23).

*Nous gardons toutefois 4 Pesprit que ¢, n’est pas une constante de couplage.
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Ch. 7 Comportement critique d’oscillateurs couplés en présence de bruit

Finalement, nous sommes intéressés par le comportement de la fonction de
réponse, qui est donnée par I'inverse de la matrice LD, Les expressions précé-
dentes dépendent de trois paramétres : ¢, ¢, et £y. Ces paramétres sont liés aux
paramétres de la théorie, qui sont des quantités abstraites, et dans une certaine
mesure arbitraires. Il est plus intéressant d’écrire le résultat en fonctions de trois
paramétres effectifs, que nous noterons 5\857 Cef €t Jeft, €t qui sont directement
liés aux observables physiques®. Ces paramétres peuvent étre exprimés en fonc-
tion des précédents. Nous en donnons pour information les expressions dans
I’annexe E. En fonction de ces paramétres effectifs, nous pouvons maintenant
donner 'expression de la fonction de réponse que nous cherchons. Tout d’abord,
dans le régime ¢ < 1, w€* < 1, nous avons :

2= 5 (n+17) 1 B
Yapld)(q, w) = aggw < _Ag ¥ ) (7.25)
ou :
A = —idegwE + e [1+ (€)%
B = Aer(a€)?6 (7.26)

Dans le régime critique, nous avons :

1 1 2Eeﬂ' lj/efqu3
w=0)= - ) . 7.27
Yasldl(g, w ) qz—%(ﬁ-ﬁﬂ 4553 + (Fofr)2q23 < —Yefi g 2Cefi ( )

et
das

Y _ 1—L
—Aeff |Zj_| + Ceff} |w| 2z (1)

Yap[¢l(q =0,w) = [ (7.28)

7.3.3 Phase et pulsation effectives

Pour déterminer la fonction de réponse de la théorie physique, il nous faut
effectuer la totalité des transformations de renormalisation, en tenant compte
des transformations de rotation définies par (7.6). Nous avons appris dans le
chapitre 2 comment agissent ces transformations en termes des fonctions a deux
points qui nous intéressent. Nous sommes intéressés par la dépendance en w preés
du mode critique wy(s). Dans ce cas, la transformation (2.46), écrite en termes
des fonctions de réponse et du paramétre effectif wy(s), peut s’écrire :

[711 <%; w(s) ;MJ(S)) i <%; w(s) ;WO(S)H

o (3 S l)) (8 o)
(7.29)

x11(q,w)

N = N =

x12(q,w)

®Cette notation T est choisie pour ne pas confondre ces paramétres avec les paramétres
effectifs qui interviendront dans I’expression finale de la fonction de réponse.
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7.8 Fonctions de corrélation et de réponse dans le régime critique

Dans ces expressions, la matrice v est calculée a I’aide des paramétres a ’échelle
s contenus dans 'expression (7.15), et nous avons omis un facteur de propor-
tionnalité dépendant de s égal & I'inverse de celui qui se trouve dans (7.15).
Finalement, la fonction de réponse physique x est donnée par :

x(q,w) ~ % [cosB(s)x11(q,w) + sinf(s)x12(q, w)] (7.30)

Sur la surface critique, la valeur de la fonction ~,,, qui contient r(s) en
facteur, est nulle. Par conséquent, pour la théorie critique, il n’y a pas de renor-
malisation de la pulsation effective des oscillations spontanées a la transition,
et wo(s) est juste donnée par Zw(s)_lwéo). D’autre part, au point fixe, vy est
également nulle. La linéarisation de la dépendance 6(s) et wpy(s) autour de leur
valeur point fixe donne une évolution qui est mathématiquement équivalente aux
évolutions des paramétres régissant les corrections aux lois d’échelle discutées
dans la section 7.5. Toutefois, la signification est différente. En effet, dans le cas
de la phase 6(s) par exemple, le point fixe prévoit une phase indépendante de
I’échelle. La linéarisation autour du point fixe donne donc le premier ordre non
nul dans ’évolution de 6(s). Dans le cas des autres paramétres, en revanche,
il s’agit seulement d’une correction & I’évolution prévue par le point fixe. La
linéarisation de I’évolution de la phase 6(s) autour de sa valeur point fixe (par
ailleurs quelconque) est donnée dans I’annexe E.

Si I’on s’écarte de la région critique, I’évolution du paramétre wg donne des
corrections qui dépendent de la longueur de corrélation & du systéme. Il en est
de méme pour I’évolution de 6. Ainsi, pour exprimer la fonction de réponse
physique, Iexpression (7.25) doit étre affectée d’une transformation de rotation
d’angle 6(&) et de pulsation wp(§). En termes des unités relatives a la variable
w qui apparait dans I’équation (7.26), nous avons les expressions suivantes :

0(§) = Ot + et 2 + Bl 3
wo(€) = Wi + pet " + oo E T + Bef (7.31)

ol Oqgt et wgff sont des quantités effectives, reliées aux conditions initiales choisies
pour intégrer les équations (7.4). Comme nous ’avons alors justifié, seules ces
grandeurs effectives constituent des observables physiques, et leurs expressions
en fonctions des grandeurs mathématiques de la théorie ne sont pas importantes.
A P’ordre auquel nous avons effectué les calculs, ’exposant critique z peut étre
pris égal a 2 dans I’expression wp(§) car nous ne connaissons les exposants v et
wy qu’a 'ordre €. Les paramétres e, Beff, Peff, Teff €t Jegf sONt des paramétres
effectifs dont nous donnons pour information les expressions dans annexe E.
Finalement, dans la région ¢§ < 1, (w — wp(§))£* < 1, nous avons 'expression
suivante pour la fonction de réponse physique compléte :

52—%(774—77) e+i0(§) 9
x(g =lal,w) = >—— | Z— (7.32)
oll nous avons :
A = —ileg (w—wo(€)) € + e (1+ (¢€)?)
B = 7em(q€)’¢™® (7.33)
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et ott wy(&) et O(§) sont donnés par (7.31). Les paramétres effectifs sont donnés
par :

Aot = Aot ; Ceff = ACegr ;o eff = A'?eff (734)
Lorsque 'on se rapproche de la surface critique, £ tend vers 'infini, et wy(€) et

0(&) tendent vers leurs valeurs point fixe.
Dans la région critique, nous avons les expressions suivantes :

1 1 ei0(a)
_ eff ~
@@ =) = 3 T | 2o +
1 ei0(w—w8ff)
X(@=0w) = 3 -
. w—w§
—iNeff 257 + Ceff
|w—w§t|
y 1
fr Fla—1 g1 1 1=z (n+)
|W_W8 | (1+6eff)+peff|w_wg 2w +O-eff|w_w8 | 2z
(7.35)
Avec :
0(q) = Oot + erq™® + Berq™?
wa/z wsz/z
O(w — wgﬂ) = Oor + Qeff ‘w — wgﬂ + Bef |w — wgﬂ (7.36)

Ces expressions ne sont valables qu’a condition de pouvoir négliger I'influence de
I’évolution des paramétres non pertinents sous renormalisation, ce qui devient
faux lorsque I’on se situe loin du point fixe. Les corrections dues a leur présence
sont discutées a I'ordre dominant dans la section 7.5.

7.4 Brisure et restauration asymptotique de la rela-
tion Fluctuation-Dissipation généralisée

Le point fixe du groupe de renormalisation que nous avons calculé corres-
pond, dans un référentiel oscillant & une fréquence effective qui dépend de
I’échelle, et aprés élimination d’un facteur de phase dépendant également de
’échelle, au point fixe du modéle O(2) dynamique. Dans ces conditions, si nous
nous plagons exactement au point fixe de la théorie, la relation Fluctuation-
Dissipation généralisée (2.58), que nous avions dérivée dans un cas particulier
de notre théorie, devient vraie. En particulier, pour la théorie critique, le point
fixe est attracteur aux grandes échelles ; nous sommes donc en mesure d’affirmer
le théoréme suivant : a la transition de phase, et bien que notre dynamique soit
loin de I’équilibre thermique, une relation généralisée de la relation Fluctuation-
Dissipation devient vraie aux grandes échelles.

Ce phénoméne peut étre replacé dans un cadre plus général. Nous sommes
en effet en présence de ce que 'on appelle une restauration dynamique de sy-
métrie au point critique. La relation Fluctuation-Dissipation découle en effet

134



7.4 Brisure et restauration asymptotique de la relation Fluctuation-Dissipation
généralisée

des relations de bilan détaillé, qui sont liées & l'invariance par renversement
temporel de ’action des dynamiques d’équilibre. Cette symétrie, ou plus exac-
tement sa généralisation (2.58), est asymptotiquement restaurée aux grandes
échelles pour notre théorie critique. Ce phénoméne de restauration de symétrie
peut apparaitre dans de nombreuses théories critiques statiques et dynamiques.
En particulier, le modéle O(n) statique est trés stable vis & vis de perturba-
tions introduites par des thermes cubiques [87, 107], mais aussi si I'on étudie
effet de tenseurs de couplage plus généraux [10]. Dans sa version dynamique,
il est également stable sous certaines perturbations, comme l'introduction de
bruits anisotropes [133, 134, 122]. Dans nombre de ces modéles, cependant, la
dynamique d’équilibre reste a la base de la dérivation du modéle. Les nouvelles
classes d’universalité hors équilibre, méme si la démarche précédente peut en
fournir [131], ne sont souvent obtenues qu’en dérivant des équations dynamiques
intrinséquement hors équilibre. C’est le cas notamment de I’équation KPZ et des
dynamiques de réaction-diffusion dont nous avons parlé dans 'introduction. La
dynamique des oscillateurs couplés (2.1), dérivée de la forme normale de la bi-
furcation de Hopf, est une théorie intrinséquement hors équilibre. Elle restaure
cependant une symétrie au point fixe qui, aprés changement de référentiel, s’ap-
parente & la relation Fluctuation-Dissipation.

Dans la théorie générale, la relation est brisée. Au point fixe déja, le chan-
gement de référentiel est nécessaire pour retrouver la relation habituelle. La
présence d’une fréquence propre dans le systéme, liée & wp, et d’un facteur de
phase 6 entre force et vitesse, brise la relation d’équilibre (2.55) et la transforme
en la relation généralisée (2.58). Si nous nous écartons du point fixe, la relation
(2.58) est également brisée. En termes du champ ¢ défini en (4.69) et qui méne
a la solution des équations de Callan-Symanzik (4.84), la relation Fluctuation-
Dissipation généralisée s’écrit :

71’1[¢](q7w)=%Gn[cb](q,w) P Maldl(a, )—Z 5 Grlél(qw)  (7.37)

A partir des équations de Callan-Symanzik (4.72), et en utilisant le faite que
la matrice des corrélateurs & deux points de la théorie est donnée par I'inverse
2
) (Eq. (2.36)), nous pouvons dériver des équations de Callan-
Symanzik pour les fonctions de corrélation et de réponse. Nous introduisons la

quantité F(q,w;c, g,r, i), définie par :

de la matrice E(

Milol(a,w, g) = —F(q,w,ﬁ)Gn[cb](q,w,g) (7.38)

ou la dépendance dans les autres paramétres de la théorie est sous-entendue.
Au point fixe g*, la relation (7.37) est satisfaite et la quantité F(q,w, g*) est
identiquement égale & 1. Ainsi, sa valeur caractérise-t-elle la brisure de la relation
Fluctuation-Dissipation généralisée. Elle satisfait ’équation de Callan-Symanzik
suivante :

0 0 0

+ B A~ ] Pl ) = [+ 307 Flawng)

Oln,u 2
(7.39)
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Nous remarquons que la quantité v, + %(7 —7) est, au point fixe, égale & zéro.
Il s’agit en réalité de la relation (4.48) reliant les exposants critiques du modéle
O(n) dynamique & tout ordre en théorie des perturbations, et que nous avions
d’ores et déja commentée dans le paragraphe 4.3.5. En adoptant une démarche
similaire a celle que nous avons exposée pour obtenir la fonction de réponse
linéaire de la théorie, nous pouvons déterminer ’expression de cette quantité
dans le régime critique et dans le régime ou la théorie champ moyen est valide.
Dans la zone critique, nous utilisons le fait que nous connaissons la valeur au
point fixe : F(q,w, §*) = 1. Dans I'autre limite, nous utilisons la valeur obtenue
dans le cadre de la théorie champ moyen :

w2 + R2 _ (caq2)2

Fr =
(q7w7§) w2 +R2 +(Caq2)2

(7.40)

Nous remarquons qu’en champ moyen, c’est bien la présence du paramétre ¢,
qui brise la relation Fluctuation-Dissipation. Entre ces deux régimes extrémes,
une analyse similaire a celles de la section ?? peut étre effectuée pour étudier le
comportement de cette quantité.

7.5 Corrections aux lois d’échelle

Comme nous I’avons déja signalé, aux petites échelles, la présence des pa-
ramétres non pertinents de la théorie affecte les lois d’échelle. Comme nous
allons le voir, et comme c’est le cas pour le modéle O(n), si nous nous écar-
tons du point fixe, les lois d’échelle sont modifiées d’une part par la présence
d’un facteur multiplicatif, et d’autre part par celle d’un terme additif [2]. La
correction aux lois d’échelle est donnée par la linéarisation des équations de
groupe de renormalisation autour du point fixe. Nous définissons la quantité
C'(N’P)(qi(j), Wi(j); €, G, 7, p') de la fagon suivante :

CNNITIN @] (qy), wiigys € G757 1)

(7.41)
Comme c’était le cas pour la quantité F'(q,w, §) qui caractérisait la brisure de la
(N.N)

N [#] (qi(j)a Wi(4)3 € g, 7 M/) =

relation Fluctuation-Dissipation, la quantité C' vaut 1 au point fixe, et sa
valeur caractérise la brisure des lois d’échelle. Elle vérifie I’équation différentielle
suivante :

N(P)

0 0 77
(N,N) —
Oln,u + Z(JZ i) Ow i) T ¢

N_ _. N . S
5 G =3+ S =91

(7.42)

(N+N=1)(y—75) +
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dont la solution s’écrit :

C(NJV)(qi(j)a Wi(s); € Go Ty 1) =

Ins
exp — /
0

)=

(N+N =1y —13) +

<O <qi(j) i) (s) e dls). 7"(;‘) | u’)
S S S
La solution des équations linéarisées (7.19) nous permet, prés du point fixe,
d’écrire 'expression suivante :
O(F.N) <qi(j)7 wi(j)z(s);c, i(s). N?m’) P
S S S
= o\t t i(4) i), o I
+(9—9)GXP{g IDS}. ag» < s ) 52 e 781/V7M)
(7.44)

ott dans le vecteur dérivé de CV-N) apparaissent les dépendances au point fixe,

et ot w est la matrice donnée en (7.20). Nous pouvons alors, dans le voisinage du
point fixe, écrire la solution suivante pour les fonctions de corrélations complétes

EVN[g)

f(NJV) [¢] (qz(j)v Wi(4)3 6 gv T, ,u/) = f(NJV) [¢] (qz(j)v Wi(4)3 6 g*v T, M/) X

{ /ln s ]\7
X exp {4 —
0

AT * ~ % N *
(N+N-Dw-m)+50G-7)+50 -7 )] dln8’} X
(N,N) . .
% {1+(§—§*)t.eXp{gtln8}.ac <qZ(J)’wZ(J).C g*’(gl%”u/)}

2 2
og s st T

G-7)+50- 7*)] dlns’} x

(7.43)

(7.45)

ou TN [D](Qi(j) wis); € G 7, 1) suit les lois d’échelle (4.87). Ainsi les valeurs
propres (7.21) de la matrice w donnent les premiéres corrections universelles aux
lois d’échelle. B

Il nous faut noter le fait habituel suivant : d’autres sources de corrections
aux lois d’échelle existent dans la théorie. Notamment, nous n’avons pas tenu
compte des paramétres trivialement non-pertinents dans notre calcul. On peut
toutefois montrer que les effets dus a la présence de ces paramétres donnent des
corrections aux lois d’échelle ayant des exposants de I'ordre de I'unité lorsque
I’on se situe prés de 4 dimensions, alors que la matrice w ne contient que des
termes d’ordre ¢ et 2. Ces corrections sont donc les plus importantes prés de
la région critique, puisqu’elles correspondent & des termes qui s’annulent le plus
lentement lorsque s tend vers 0 [2].
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Ch. 7 Comportement critique d’oscillateurs couplés en présence de bruit
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Discussion

Au cours de ce travail, nous avons étudié le comportement critique d’oscilla-
teurs couplés en grand nombre, placés au voisinage d’une instabilité dynamique
oscillante homogéne ou bifurcation de Hopf. Nous avons vu qu’en présence de
fluctuations la dynamique générique d’un tel systéme pouvait étre décrite en
termes d’un formalisme de théorie statistique des champs hors équilibre, et que
le comportement critique pouvait étre étudié par les méthodes du groupe de
renormalisation dynamique perturbatif. De facon a trouver le point fixe d’une
transition oscillante, nous avons da effectuer les transformations de renormali-
sation dans un référentiel oscillant a une fréquence et possédant un décalage de
phase par rapport au référentiel originel qui dépendaient de I’échelle & laquelle
on considérait le systéme. Le retour au référentiel originel nous permettait de
déduire la fréquence et la phase des oscillations spontanées & la transition, qui ne
constituent pas des quantités universelles. Dans ce référentiel oscillant, le point
fixe du groupe de renormalisation est celui du modéle O(2) dynamique. Une
version généralisée de la relation Fluctuation-Dissipation est dynamiquement
restaurée & la transition et les exposants critiques du modéle O(2) décrivent le
comportement critique des oscillateurs couplés a I'ordre dominant. Toutefois,
de nouveaux exposants universels ont été calculés; ils décrivent I’évolution de
la phase et de la pulsation effectives autour de leurs valeurs points fixes, ainsi
que les corrections aux lois d’échelle. Enfin, la structure des points fixes de la
théorie est qualitativement trés différente en dimension d’espace supérieure a 4
et inférieure a 4, et la limite vers la dimension 4 constitue une limite singuliére
du comportement de la théorie sous renormalisation.

Les résultats de notre étude soulévent de nombreuses autres questions concer-
nant le comportement critique des oscillateurs couplés. Tout d’abord, la struc-
ture des points fixes a été établie perturbativement a ’ordre de deux boucles. A
cet ordre en théorie des perturbations, nous sommes en possession de la premiére
correction non triviale au comportement prévu par la théorie champ moyen. Per-
turbativement en &, nous connaissons donc la stabilité du point fixe du modéle
O(2) a l'ordre dominant, et ceci nous assure sa stabilité suffisamment prés de
la dimension 4. En revanche, notre étude ne nous permet pas de conclure sur
le comportement critique du systéme loin de la dimension 4 (en particulier en
dimension 3). Nous pouvons nous demander le point fixe du modéle O(2) reste
stable lorsque I’on voyage en dimension. Si ¢’était le cas, un argument général,
sans doute basé sur I'existence d’une symétrie cachée dans le probléme, devrait
pouvoir étre mis en évidence. Deuxiémement il serait intéressant d’étudier le
comportement du systéme lorsque celui-ci approche la transition du coété oscil-
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Discussion

lant. Comme nous ’avons signalé, la dynamique déterministe associée est alors
beaucoup plus riche que la dynamique du modéle O(2). Notamment, du coté
Benjamin-Feir instable de I'espace des paramétres, la dynamique déterministe
est chaotique. Dans ces conditions, la définition d’une théorie des champs dé-
crivant correctement le comportement critique pourrait comporter de nouveaux
aspects par rapport a ceux existants dans les dynamiques d’équilibre. 1l serait
également intéressant d’étudier le comportement critique du systéme au voisi-
nage de la dimension 2 d’espace, qui constitue la dimension critique inférieure
de la théorie. Au voisinage de cette dimension nous savons, d’aprés I’étude des
phénomeénes critiques statiques, que les développements de Ginzburg-Landau ne
permettent pas une bonne description de la théorie effective, et qu’une fonction
de partition avec une action non-polynomiale dans le paramétre d’ordre et ses
dérivées doit étre écrite [150, 2, 91]. Dans le cas d’une symétrie rotationnelle
pour un paramétre d’ordre & n composantes, le cas n = 2, ou modéle XY,
constitue un cas tout a fait particulier, présentant une transition de phase qua-
litativement différente de celle observée au voisinage de la dimension 4 [89], et
possédant un paramétre de contréle marginal sous renormalisation [138]. Une
généralisation de ces modéles statiques a la dynamique des oscillateurs reste a
écrire. Plus généralement, ’emploi de techniques de renormalisation non per-
turbative [33, 15| nous permettrait d’étudier le comportement critique d’un tel
systéme dans d’autres dimensions, en particulier en dimension 3. D’autre part,
dans le cas des modéles O(n) dynamiques, nous savons que nous trouvons de
nouvelles classes d’universalité hors équilibre lorsque la dynamique est écrite
dans le cas d’un paramétre d’ordre conservé et avec un bruit anisotrope [131].
Une dynamique des oscillateurs avec paramétre d’ordre conservé pourrait nous
donner une nouvelle classe d’universalité hors équilibre. Une autre classe de
modéles que nous pourrions aussi générer serait décrite en termes d’une va-
riable dynamique Z “généralisée”, dont chacune des composantes posséderait
la symétrie O(n). Le groupe de symétrie de la théorie serait alors le groupe
O(n) x U(1). Enfin dans l'oreille interne des mammiféres, les cellules ciliées
de la cochlée, qui constituent possiblement les oscillateurs individuels bruités
responsables du comportement non linéaire qui est observé (voir introduction),
répondent préférentiellement a des fréquences différentes. La description de leur
couplage mécanique & travers la membrane basilaire serait mieux décrite par
une théorie des champs dont la fréquence wy dépendrait de la position dans I’es-
pace x. Dans le cadre de la Théorie Quantique des Champs, nous savons que si
nous imposons a une symétrie globale de devenir vraie localement, nous sommes
amenés a introduire un nouveau champ, appelé dans ce cadre “champ de Jauge”,
qui intervient dans la théorie au travers de ’expression d’une dérivée dite “cova-
riante”, et qui décrit les interactions. Dans ce contexte, cette démarche constitue
un mécanisme général de construction de lagrangiens pour les théories de Jauge
en interaction [150, 85]. Dans notre contexte, avec la présence d’un paramétre
wp(x), la transformation permettant I’élimination de la fréquence deviendrait
une transformation dépendant de la position. La présence de dérivées spatiales
dans ’équation dynamique nécessiterait 'introduction d’un champ dynamique
auxiliaire, que nous pourrions appeler “champ de Jauge”, et qui permettrait
d’écrire une dynamique localement invariante de phase et contenant une dérivée
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covariante. Nous pouvons nous demander si une telle démarche ménerait a 1’écri-
ture d’'un modéle physiquement raisonnable et mathématiquement fondé. Plus
généralement, les extensions présentées ci-dessus nous sont seulement suggérées
par notre travail ; la pertinence physique ainsi que la validité mathématique de
ces extensions restent a établir.
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This part consists of the English short version of my PhD thesis. Some of
the references present in the original text have not been reproduced in this
summary.
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Preface

One of the main theoretical challenge in Physics consists in underlining “uni-
versal” properties among the variety of behaviors we observe in physical systems.
One of the most early and prominent example of this achievement consists in
the “Universal Gravitational Law” formulated in 1687 by Isaac Newton in his
main work : Philosophiae naturalis principia mathematica. With this theory,
we formulate a conceptual explanation of the laws which govern the behavior
of massive bodies, as well as a theoretical framework which allows us to make
quantitative predictions on their movement. We say that we possess a law of
Physics.

This work concerns the characterization of universal and nonuniversal pro-
perties in the behavior of systems of coupled oscillators which are operating in
the proximity of a continuous uniform oscillatory instability, or super-critical
Hopf bifurcation. In the presence of noise, we show that the Hopf bifurcation
of coupled oscillators corresponds to the critical point of an out of equilibrium
second-order phase transition, canonically described by the complex Ginzburg-
Landau equation with an additive noise term. We characterize its universal and
nonuniversal properties when we approach the transition from the nonoscilla-
tory domain of the phase diagram. The technical and theoretical framework of
our study is the dynamic perturbative renormalization group. We show that the
universal behavior of the system is characterized by scaling laws, quantified by
a set of critical exponents which we calculate to the first nontrivial correction
in perturbation theory. We focus on the two-point correlation function and the
linear response function to an external oscillatory stimulus in the critical regime.

The first chapter is an introduction to the present work. We motivate our
study by the observation and the modelization of the behavior of certain active
biological systems. Then we introduce the techniques of theoretical physics we
use for the present study, and which have shown to be fruitful in other contexts
in the past. Chapter 2 presents the general theoretical formalism which will
form the framework of our study, and uses the knowledge of standard dyna-
mical critical theories to establish the presence of a dynamic phase transition
in the system. The theory we propose to study corresponds to the “complex
Ginzburg-Landau field theory”. Chapter 3 presents the mean-field theory of our
system, which gives correct quantitative results in space dimensions larger than
4. Chapter 4 forms the central part of the thesis. It establishes the structure of
the renormalization group of the theory to all order in perturbation theory in
Wilson’s as well as in Callan-Symanzik’s frame techniques. Wilson’s renormali-
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zation scheme is of historical importance and well-adapted to the one-loop order
calculations. Moreover, it is intuitive and well-suited to explain the new aspects
which are specific to systems of coupled oscillators. However, to go further in
perturbation theory, the Callan-Symanzik’s frame technique is better suited. In
chapter 5 we present in details the renormalization group calculations of the
theory within Wilson’s scheme to the one-loop order in perturbation theory.
It is shown that the results are insufficient to know qualitatively the complete
structure of the renormalization group of the theory. Chapter 6 presents the two-
loop order calculations within Callan-Symanzik’s scheme, and chapter 7 exposes
the main results and conclusions of our study. Appendix A presents the most
important notations we are using all along the thesis. The other appendixes will
be presented later.
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Chapitre 1

Out of equilibrium stochastic
systems and critical behaviors

Study of physical properties of out of equilibrium systems is one major re-
search topic in actual statistical physics. Far from equilibrium, we cannot write
an effective free energy associated with the system, and a detailed description
is often needed. However, sufficiently close to dynamic instabilities, certain pro-
perties of these systems are universal, and can be studied in a general theoretical
framework. Renormalization group techniques, developed originally in Quantum
Field Theory and applied to static and later to dynamic critical phenomena, give
us a theoretical foundation to the understanding of the emergence of Univer-
sality in behaviors of systems which arfe operating close to second-order phase
transitions [83, 141, 142, 61]. These concepts and techniques can be extended
to the classification and study of out of equilibrium critical phenomena (See for
example [44, 59, 43, 134, 45, 60, 122, 131, 130]).

1.1 Stochastic active biological systems

Biological systems, intrinsically active, present an amazing collection of va-
rious behaviors [1]. One of the most striking example of such active behaviors
is probably the ability of living bodies to move and exert forces.

Motor proteins and active cellular structures

Such properties are generated at the molecular level by specific proteins, cal-
led “molecular motors” [65]. These proteins can hydrolyze ATP in ADP, and use
the energy released by this reaction to move or exert forces on the cytoskeleton
of the cell they belong to. Their exists a huge number of such motor proteins.
Let us quote three families of them : “dyneins”, “kinesins” and “myosins”. They
belong to the class of “linear” motor proteins, and move or exert forces on linear
“tracks”, made up of biopolymers [7, 124, 64].

Models have been developed to study the general mechanics of these li-
near motor proteins [116, 20, 4]. When a large number of motors are linked
together, collective dynamic effects can lead to dynamic instabilities [79]. The
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force-velocity curve deducted from a 2-state model is shown Figure 1.1 [78]. For
Q > Q. (where Q is related to the hydrolysis rate of ATP by motors), several
solutions for the speed at a given external force can be found. When, moreo-
ver, the motors are linked to the track they move on with an elastic element,
spontaneous oscillations can occur. 2 = €0, corresponds to the critical point of
a Hopf bifurcation.

Critical oscillations, amplification and frequency selectivity of the au-
ditory organ

Detection of sound by mammals is due to the presence of “hair cells” within
the cochlea [52, 25| (See Fig. 1.2,1.3). Sound stimuli entering the inner ear settle
the cochlear fluid into motion and induce a deformation of the basilar membrane
which propagates from the base towards the apex. The transformation of the
mechanical signal into a nervous one is performed by the hair cells [68]. These
cells possess a protrusion at their tip, called “hair bundle”, which is made of about
ten to hundred “stereocilia” (see Fig. 1.4, taken from an American bullfrog).
When a shearing deformation is produced by the entrance of a sound wave, “tip
links” are stretched and cause the opening of ion channels located within the
membrane of the stereocilia [82] (see Fig. 1.5). An ion flux enters the cell, creates
a depolarization of the membrane which leads to a nervous signal [63].

The hearing organ is an extremely efficient detector. To capture faint sounds,
the wave-like disturbance is augmented by an active mechanism, possibly loca-
ted within the hair cells, which amplifies the passive response of the ear [48§].
Spontaneous oscillations of individual hair cells have been observed [97]. Their
response to an external oscillatory stimulus at the critical frequency shows a
nonlinear behavior [98], and the fluctuation-dissipation theorem is broken in
the system [99].

Different mechanisms have been proposed to explain these observations [69,
63, 100]. More generally, the system presents the characteristics of a system
operating close to a Hopf bifurcation point [99]. This is the point where it is most
sensitive to external stimuli. At the cochlear scale, the mechanical response of the
basilar membrane reveals a highly nonlinear behavior of the hearing organ [36,
119]. The amplitude of the propagating wave varies along the membrane [151],
amplified by an active position-dependent mechanism [35]. In particular, the
mechanical response in a given point of the basilar membrane, as a function of
the amplitude of the incident sound wave, shows a nonlinear behavior which
is characteristic of a power law on a large range of amplitudes [121] (Fig. 1.6).
It has been proposed that each hair cell is a self-tuned critical oscillator : the
scaling behavior observed in the mechanical response of the basilar membrane
to an external oscillatory stimulus can be reproduced by the generic equations
which describe the behavior of dynamic systems operating in the proximity of a
super-critical Hopf bifurcation. Equation (1.1) describes the behavior of the first
Fourier mode X in response to an oscillatory stimulus F'(t) = Flet 4 F et
(where F_; = FY). A(w,C) and B(w,C) are complex numbers which depend
on the frequency w and the control parameter C. At the Hopf bifurcation point
C =C,, A(w,C,) is zero for a given frequency w,, called the “critical frequency”.
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At this point and at the critical frequency, the response of the system exhibits
a compressive nonlinearity (Eq. (1.2)). This generic behavior allows the system
to amplify faint sounds and minimize loud ones. A feedback mechanism keeps
the system close to the critical point of the Hopf bifurcation [13, 12, 77]. These
generic properties can explain much of the experimental data concerning the
response of the whole cochlea to external sound-wave stimuli [95].

At the hair bundle scale, the observed spontaneous oscillations are highly
noisy [98, 99]. These fluctuations are due to different stochastic aspects of the
system, like finite temperature effects and the stochasticity of the chemical
reactions involved in the active machinery, and which are responsible for the
consumption of the chemical fuel ATP. A theoretical description which takes
these effects into account is necessary [81]. At the scale of the cochlea, thousands
of hair cells are mechanically coupled, and a description of coupled oscillators in
the presence of noise is needed. The effects of noise on the dynamics of coupled
oscillators has been the topic of numerous works (see for example, and among
others [113, 42]). Surprisingly, the noise can very often synchronize the oscilla-
tions [102, 112, 148, 149]. In spatially extended systems, the generic equation
describing an oscillatory uniform instability is the complex Ginzburg-Landau
equation [108, 3]|. This equation has been often studied in the context of pattern
formation [23]. Its phase diagram is highly nontrivial, and the noise can once
again synchronize the dynamics [30, 31, 115].

In this thesis, we study the critical properties of the super-critical Hopf
bifurcation of coupled oscillators in the presence of noise. We consider the ther-
modynamic limit of a infinite number of oscillators coupled in a d-dimensional
space when they approach the transition from the nonoscillatory region of the
phase diagram.

1.2 Dynamic instabilities and out of equilibrium uni-
versal behaviors

In this section, we present the generic equations which describe the dyna-
mics of a spatially extended system in the proximity of an oscillatory uniform
instability in the presence of noise. We summarize some basics results derived
from the study of dynamic systems and we show how to introduce the forcing
term as well as the fluctuations in the generic equations issued from these stu-
dies. We summarize the concepts and ideas of the renormalization group which
is used to study the critical behavior of physical systems in the proximity of
second-order phase transitions.

1.2.1 Bifurcations and dynamic instabilities
Bifurcations

In this section, we present the general mathematical framework related to
bifurcations, and specify the general properties of the Hopf bifurcation.

A bifurcation is a qualitative change in the long-time behavior of a given
dynamic system, when we vary the value of one or several parameters, called
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“control parameters”. Without spatial dependence, the linearized equations (1.6)
around a given steady-state solution Qg which becomes unstable, have at least
one eigen value which crosses the real axis. Two generic cases can be distingui-
shed, depending on the imaginary part of the eigen value of the unstable mode :
saddle-node type bifurcations or Hopf bifurcation (Fig. 1.7). In the first case,
one can restrict the description of the dynamics to the evolution of one real va-
riable Y, and if we impose the symmetry Y — —Y, the dynamics can always be
written under the form (1.7), which corresponds to the “pitch-fork” bifurcation.
If w is positive, the development (1.7) is sufficient and the bifurcation is said to
be “super-critical”.

Hopf bifurcation

In the second case, and in the super-critical case (i.e. if u is positive), one can
write the dynamics under the normal form (1.8), where Z is a complex variable
and the different parameters are real. With respect to the control parameter —r,
the bifurcation diagram is shown Fig. 1.8, in the super- and sub-critical cases
(dotted lines represent unstable solutions, and plain lines represent stable ones).
Two solutions of the permanent regime can be found :

i) The trivial solution Z(t) = 0, stable for r > 0, unstable otherwise.

ii) The so called “limit-cycle” solution Z(t) = 1/%6‘““, with wy = wy —

7 ug/u, which exists only for r < 0, and which is then stable.

Revisited Hopf bifurcation

Physically, we are interested in the oscillations of a dynamic variable X as
a function of an external sinusoidal stimulus, F(t) = F1e™! + F_je=®? (where
F_; = FY). In the establishment of the normal form (1.8), the first step consists
in diagonalizing the matrix of the linearized dynamics around the steady state
solution which becomes unstable. One can prove that one can always choose
the complex variable Z such that the equation (1.11) takes place. Then the
equation (1.1) becomes an equation for the first Fourier mode Z; (indeed X; ~
(Z1+ Z*{)/2 ~ Z1/2). This proves that, sufficiently close to the bifurcation
point, the external force can be included in the normal form in the way presented
in the equations (1.12) to (1.14), i.e. linearly. In these equations, F'is the physical
force and f a complex external forcing related to F' by (1.14).

Uniform oscillatory instability

In spatially extended systems, the generic equation which describes the dy-
namics in the proximity of an oscillatory instability is the complex Ginzburg-
Landau equation [3, 96]. In this section, we sum up the standard arguments lea-
ding to this equation. With similar arguments to those presented in the previous
section concerning the external force, the generic dynamic equation describing
systems in the proximity of a uniform super-critical oscillatory instability in the
presence of an external force is the equation (1.15). ¢ and w are supposed to

154



be positive real numbers, and Z(x,t) and f(x,t) are now fields defined on a
d-dimensional space and depend on the time ¢.

1.2.2 Out of equilibrium critical behaviors and renormalization
group

Importance of fluctuations

In the prvious presentation, the obtained equations were deterministic. The
arguments we used to derive such deterministic dynamics rely on the fact that
the modes which differ from the critical one are associated with eigen values
which have truly negative real parts at the bifurcation; these modes should
then relax towards constant values which should not influence the long time
qualitative dynamics of the system.

In physical systems however, the slow macroscopic observable modes are
coupled to a large number of microscopic degrees of freedom. In the case of equi-
librium dynamics for example, these microscopic degrees of freedom constitute
a thermal bath, with purely imaginary eigen values in the linearized dynamic
equations (Newton microscopic dynamics for example, which does not contain
any friction coefficient). The behavior of the system is then better described
by considering that the long-time dynamics relaxes towards a Boltzmann equili-
brium distribution of states rather than a defined static state. The large number
of fast microscopic modes is taken into account via an additive noise term which,
for the study of critical phenomena, can be taken Gaussian and white. We jus-
tify this choice in the appendix B. In the case of biological systems moreover,
this noise contains a contribution coming from the stochasticity of the active
machinery which is based on chemical reactions. These fluctuations can also be
taken into account in the stochastic force, but the correlators of the noise can
then break the Einstein relation.

Dynamic phase transitions are the result of the competition between the
order desired by the microscopic interactions, and the disorder desired by the
noise. In the remaining of the paragraph, we present the main ideas and aspects
of thermodynamic phase transitions. We stress the difference between the lan-
guage of phase transitions, for which fluctuations play a crucial role, and the
language of dynamic instabilities, for which the fluctuations can be most of the
time ignored.

Universality and renormalization group

In this section, we present briefly the ideas of the renormalization group, and
show how the concept of “Universality” finds a founded theoretical explanation
in this context. In this formalism, universal quantities appear as properties of
saddle-node type fixed points.

We expose an brief historical review of the main important achievements of
the renormalization group techniques in the study of static, dynamic, and finally
out of equilibrium critical phenomena (see references on pages 31 to 33).

We conclude the chapter by introducing the topic of this thesis. We pro-
pose to study the critical properties of an out of equilibrium dynamic phase
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transition. We are interested in the characterization of the universal and nonu-
niversal critical properties of systems of coupled oscillators which are operating
close to a continuous homogeneous oscillatory instability (or super-critical Hopf
bifurcation). We consider the thermodynamic of an infinite number of coupled
oscillators in a d-dimensional space, and we approach the transition from the
nonoscillatory regime. We are especially interested in the characterization of
the two-point correlation function of the theory as well as of the linear response
function of the system to an external oscillatory stimulus in the critical regime.
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Chapitre 2

Field theory of coupled
oscillators

We present here the general theoretical formalism that we will use in the
following of the thesis to study the critical behavior of systems of coupled oscil-
lators.

2.1 Physical quantities and general dynamics

2.1.1 Generic dynamic equation

As it has been justified in the first chapter, the generic dynamic equation
for our problem is the equation (2.1). In this equation, Z(x, ) is a complex field
depending on the time ¢, and defined on a d-dimensional space. A is the Lapla-
cian operator, f an external field and 7 a Gaussian white noise. The different
parameters are real numbers, ¢ and u are positive and ¢ is the complex number
of square —1. Without noise and external field, this equation is invariant un-
der the transformation Z — Zexp(i0©), which is actually the U(1) symmetry,
and which will be referred to as “phase invariance” in the following. The link
between the physical observable quantities and the quantities which appear in
this generic equation are given by the equation (2.2). In this equation, A is a
real positive number and 6 a phase. If Z represents a position, A represents a
friction coeflicient, and 6 a phase shift between velocity and external force.

2.1.2 Noise correlator

We justify in appendix B that the noise should be chosen Gaussian and white.
In this section, we justify the choice (2.6) for the correlator of the noise by two
arguments : the first one consists in showing that the correlator (n(x, t)n(x’,t'))
does not change the critical scaling laws of the critical mode wy to linear order
in perturbation theory. Indeed, we see in Eq. (2.5) that the dominant divergence
when w get close to wy is only given by the terms which are proportional to the
parameter D, characterizing the amplitude of the correlator (n(x,t)n*(x’,t')).
The second one consists in noticing that the correlator (n(x,t)n(x’,t')) breaks
the phase invariance of the theory. Since we know that symmetry properties
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are very important for the determination of universality classes, we need this
correlator to vanish in order to stay in the Hopf bifurcation universality class.
Therefore the choice (2.6) is justified for the correlator of our statistical noise
term.

2.2 Correlation and response functions

The physical correlation and response functions of the theory are defined in
(2.7). Causality is visible in the response function, which is proportional to the
Heaviside step-function (2.9). In terms of the fields of the generic equation (2.1),
these functions are given by (2.10), where 6 and A are defined in (2.2).

2.3 Field theoretical formalism

2.3.1 Matricial formalism and two-point functions

In order to simply recover the dynamical O(2) model as a particular case of
our dynamics, we write the complex dynamics (2.1) in terms of two-dimensional
real vectors. By splitting the complex field Z into its real and imaginary parts
Y1 and Yo (Z = 11 + it)2), we get the evolution (2.11). The correlation and
response functions are now the 2 x 2 matrixes (2.15) and possess the rotational
symmetry (2.16). The physical functions are given by (2.17).

2.3.2 Functional generator

Following the idea of Martin, Siggia and Rose [101], the Janssen-De Domi-
nicis formalism [73, 26| uses the introduction of an auxiliary field 1, to write a
functional generator for the dynamical theory with an action which has a simi-
lar structure to the action of a static theory with a ¢* potential [93, 2, 91]. We
present the details of this calculation in the framework of the complex Ginzburg
Landau field theory we are studying in the appendix D. We insist on the fact
that a path-integral formulation is well defined only if we discretize the dyna-
mics in space. The continuous limit can be taken only if we specify the value of
the Heaviside step function for t = 0 (6(0)). It is shown in the appendix D that
the expression (2.18) is consistent with the prescription 6(0) = 0.

The general correlation functions and connected correlation functions of the
theory are given by (2.21). We review their usual properties. In particular, their
perturbative development can be represented in terms of Feynman diagrams.
The matrix of the two-point correlators is given by (2.25). Because our problem
is invariant under space and time translations, the linearized equations are dia-
gonal in the Fourier space, and therefore the calculations will be performed in
this sapce in the following. We then give the expressions of the same quantities
in the Fourier space.
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2.3.3 Effective action

The functional T', defined by (2.31), can be seen as an effective action for
the theory. Its derivatives (2.34) are represented by the 1-Particle Irreducible
Feynman diagrams of the theory without external propagators. They are also
often referred to as the “eigen vertexes” of the theory.

The phase invariance gives us the equation (2.35), and its derivatives lead
to tb?z)VVard—Takahashi identities. e @)

', defined by (2.36), is the inverse of the matrix C " (Eq. (2.37) and
in the Fourier space (2.39)). Causality implies (2.40). This property can be
demonstrated using (2.22) and (2.37), or perturbatively in terms of Feynman
diagrams (see appendix D).

2.4 Eliminating wy

In the particular case where the parameters wg, ¢, and u, are zero, our
dynamics corresponds exactly to the O(n) dynamical model, in the particular
case n = 2 and written in terms of the model A of the classification of Hohen-
berg and Halperin [61]. In this case, the fluctuation-dissipation relation takes
place [18, 129]. It is due to the detailed-balance symmetry of equilibrium dyna-
mics (2.52) which is responsible for the time-reversal invariance of the action of
the theory.

In the general case, this symmetry is broken in the system and the model we
consider forms a strict extension of the O(2) model. We expect a new universality
class at the transition.

2.4.1 Oscillatory frame

It is interesting to place the dynamics in an oscillatory frame at the frequency
wp by the transformation U = Z exp(iwgt). We then get the dynamics (2.41). If
we define GG and + as the correlation and response functions associated with the
field U, the functions we are interested in are connected to these functions by
the formulas (2.45) and (2.46) (the last one taking place also for the response
function).

2.4.2 [Exact analogy with a thermodynamic problem

In the case ¢, = 0 and u, = 0, the dynamics written in terms of the field U
derives from an effective free energy (2.48). In this case, the dynamics relaxes
towards the Boltzmann distribution (2.49) and forms a relaxational dynamics.
Written in terms of two-dimensional real vectors (U = @1 +i¢2), this dynamics
corresponds exactly to the O(2) dynamics, for which we know the existence of
a second-order phase transition with aa associated critical point. This property
tells us that, at least in a particular case, the complex Ginzburg-Landau field
theoretical model indeed describes a Hopf bifurcation of coupled oscillators,
which was the original topic of our study. Moreover, in this particular case, we
can deduce from the studies of dynamical ¢* models the critical properties of
coupled oscillators without performing any calculations.
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2.4.3 General fluctuation-dissipation theorem

Still in the particular case ¢, = 0 and u, = 0, the action associated with
the field U is symmetric under time-reversal transformations. We can then write
the detailed-balance relations (2.52) for this theory [129]. In that case, the two-
point correlation and response functions G, and 7,3 associated with the field U
are diagonal (Eq. (2.53)). They obey the fluctuation-dissipation relation (2.54),
which can also be written (2.55) and (2.56) in the Fourier space.

In the case of equilibrium phase transitions, this relation allows us, knowing
one of the correlation or response function, to deduce the other one. These two
functions are in this case the same ones. In the general case of coupled oscillators,
no such relation takes place and these two functions are truly independent. We
will see within the renormalization group framework that this fact is responsible
for the existence of one more independent critical exponent than in the O(2)
model. However, back to the case ¢, = 0 and u, = 0, one can deduce the relation
(2.58) from the detailed-balance symmetry associated with the field U. These
relations form a “generalized fluctuation-dissipation relation”. Then causality, as
usual, gives us the Kramers-Krénig relations (2.59) and therefore we can, in the
case ¢, = 0 and u, = 0 and knowing one of the correlation or response function,
calculate the other.

We have however to notice the following important point : firstly, in order
to do so, we have to know the phase 6 and the critical frequency wy which are
present the relation. Then, since 6 appears only in the response function, the
knowledge of the correlation function does not suffice to determine the whole
response function. Secondly, the physical directly observable correlation and
response functions are the diagonal parts of the matrixes which appear in the
formula (2.58). We have then to measure another quantity, whose dynamics is
coupled to the dynamic evolution of the variable X we are interested in, if we
want to calculate the correlations starting from the response function.

160



Chapitre 3

Mean field theory of coupled
oscillators in the critical regime

In this chapter, we study the critical behavior of coupled oscillators within
mean field approximation. We show that the mean field equations can be es-
tablished within two different approaches which appear to be equivalent. We
justify, following the standard Ginzburg argument, that this approximation is
valid in space dimensions larger than 4, and that more sophisticated techniques
are necessary to study of the critical properties of the system in low dimensions.

3.1 Landau approximation

The Landau approximation consists in replacing the path-integral expression
of the functional generator by its value at the saddle-point of the action. We can
do this approximation starting from two different expressions of the functional
generator : the expression (2.18) or the expression (3.1), which has been obtained
after integration over the auxiliary field Ja. We establish the consistence of the
two methods.

3.1.1 Saddle-point of the theory

We first consider the first derivation of the mean field equations of the theory,
starting from the expression (3.1). We call 1% (x, t) the path for which the action
contained in the expression (3.1) is stationary. The stationarity condition leads
to the equation (3.3); the Landau functional generator is given by (3.4), and
the Landau I' functional by (3.6). From this formula, we can easily deduce the
derivatives of the I' functional, directly related to the correlation and reponse
functions of the theory.

3.1.2 Tree-level approximation

The Landau approximation previously derived is equivalent to a perturbative
diagrammatic expansion of the I' functional to the “tree-level”. Indeed, L(Lz)
can be derived from the tree-level expression of the two-point correlation and
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response functions given in the appendix C (Eq. (C.6)), and using the relation

(2.39). The same procedure applied to F(L4) leads to the development (3.8),
written in terms of the graphical conventions of the appendix C. In both cases,
these expressions are the same as the one derived directly from (3.6) (for F(L4)
we get the expression (3.7)). Moreover, higher derivatives of I are zero both
within the Landau approximation and the tree-level approximation, and the
equivalence is established.

We notice the important following property which is a consequence of the
phase invariance of the theory : in tenseur (3.8) (or (3.7)), two terms only are in-
dependent (Eq. (3.9)) and their knowledge allows us to deduce the whole tensor.
This property will be recovered within the renormalization group calculations
to the one-loop order.

3.1.3 Second point of view

We can also perform the Landau approximation starting from the formula-
tion (2.18) of the functional generator of the theory. We then have to optimize
the action with respect to two variations (Eq. (3.10)). We can show that, by
eliminating Ja, which is not a physical field, we recover the equations of the
first method.

3.2 Mean field correlation and response functions

We calculate the two-point correlation and response functions of the theory
in the framework of the mean field approximation. In terms of the variables
which appear in the generic equation (2.1), these functions are given by the
expressions (3.15) and (3.18). The physical two-point functions (2.10) are given
by the expressions (3.19).

We finally notice that, starting from the mean field equations (3.11), we can
calculate the two-point functions of the theory with nonzero external fields, by
inverting the matrix (3.20). In this process the field J,, which is unphysical,
should always be taken equal to zero.

3.3 Hopf bifurcation

3.3.1 Homogeneous oscillatory instability

Our mean field equations correspond to the deterministic complex Ginzburg-
Landau equation (see Chapter 1), which exhibits a phase transition as the para-
meter r changes is sign. Its phase diagram in the oscillatory regime is very rich
and complicated [3]. We are interested in the characterization of the critical pro-
perties of the theory when we approach the transition from the nonoscillatory
domain.
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3.3.2 Mean field asymptotic behaviors and critical exponents

The critical behavior is only visible in terms of the theory associated with
the U field, defined in section 2.4, and which is settled in the oscillatory frame
at the frequency wg. We give the two-point functions in terms of this field and
in the framework of the Landau approximation (Eq. (3.21)). When we approach
the transition, the homogeneous and static two-point functions diverge following
(3.23).

In the real time space, these functions take the expressions (3.24). This allows
us to identify the correlation length & and the correlation time 7 given, within
mean field approximation, by (3.25). The critical divergences at the transition
are characterized by the equations (3.26) and by the nonlinear response function
at the critical frequency wy (see Eq. (3.16)).

Finally, we are interested the physical functions (2.17). In terms of these
functions, the scaling laws are the same as the ones seen previously, but the
divergences appear at the critical modes w = 4wy. In the direct space, and
within mean field approximation, we get the expressions (3.27).

3.4 Mean field approximation validity and critical di-
mensions

In this section, we derive the Ginzburg criterion for the complex Ginzburg-
Landau field theory. The demonstration is very similar to the one existing for the
O(2) model, or ¢* theory, and the upper critical dimension is also 4. We just have

to notice the one-loop expression of Fgﬁ)(k‘), written in terms of the conventions
presented in appendix C, and which will be useful for the renormalization group
calculations in Wilson’s scheme in chapter 5.

We have to notice that this criterion does not suffice to establish the validity
of mean field theory in space dimensions larger than 4. It just shows that the
theory is broken under 4 dimensions. We will give a proper argument for its
validity above 4 dimensions in subsection 4.1.3. This calculation gives also an
infinite value for the critical value r. of the control parameter r in dimension d <
2. This is an indication of the fact that, under 2 space dimensions, fluctuations
are strong enough to destroy order in the system, and therefore the transition.
This fact is a general feature of continuous phase transitions which break a
continuous symmetry [104, 129].
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Chapitre 4

Renormalization group for
coupled oscillators

In this chapter, we present the general structure of the perturbative renor-
malization group for the complex Ginzburg-Landau field theory to all order
in perturbation theory. We establish this structure successively within the two
renormalization schemes of Wilson and Callan-Symanzik. Later, in chapters 5
and 6, we will perform the perturbative calculations to one-loop and two-loop
orders in perturbation theory using the general structure established here. For
these two schemes we remember the main aspects of the standard theory in
sections 4.1 and 4.4. Readers familiar with these techniques may ignore these
sections. In section 4.2, we present the structure of the renormalization group
for coupled oscillators in Wilson’s scheme. We show that the renormalization of
the fields, usually realized via a real dilatation coefficient, should here include
a phase factor renormalization, related to the relative phase between the exter-
nal forcing and the velocity of the mechanical oscillators (subsection 4.2.3). We
then derive the renormalization group equations associated with this scheme
and show that they can only lead to the fixed of a nonoscillatory phase tran-
sition (subsection 4.2.5). In the section 4.3 we present how to renormalize the
theory in order to get the fixed points associated with oscillatory transitions : we
have to perform the renormalization group transformations in scale-dependent
oscillating frame, i.e. which oscillates with a frequency which depends on the
scale at which the system is considered (subsection 4.3.1). Asymptotic critical
behaviors are deduced in the frame oscillating at the effective frequency of the
spontaneous oscillations at the transition (subsection 4.3.3). Finally, we present
in section 4.5 the structure of the renormalization group for coupled oscillators
in Callan-Symanzik’s scheme, which will be used for the calculations to the two-
loop order in chapter 6. We show how to derive and solve the Callan-Symanzik
equations of the theory, and how to introduce in this context the specific ideas
which are characteristic to the complex Ginzburg Landau field theory, and which
have been presented previously in Wilson’s scheme.
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4.1 Wilson’s renormalization scheme

This section exposes the main features of the standard Wilson’s renormali-
zation scheme. It can be ignored by readers familiar with this technique.

4.1.1 Renormalization group equations
Renormalization of the parameters

We explain that the continuous limit of the path integral (2.18) leads to
divergences in perturbation theory, and that a cutoff A should be introduced
to regularize the theory. Physically, it corresponds in the direct space to the
existence of a lattice of mesh a, on which are located the individual oscillators
(A ~ 27/a). This introduction leads to the definition of an effective theory de-
pendent on the scale A (Equation (4.1)). An integration over the impulsions
located on the shell (which norms are comprised between A/b and A, where b
is a dilatation coefficient bigger than 1), leads to the definition of an effective
intermediate action, defined so that the partition function Z is unchanged (4.3).
To compare both theories, which are defined at different scales, we have to ex-
press their parameters in their respective natural units. This operation, called
rescaling, leads to the effective renormalized action (4.4). The presence of non-
linear terms in the dynamic equation of motion prevents us from performing
exact calculations, and an approximation needs to be implemented. It is stan-
dard to perform a perturbative calculation in the nonlinearities of the theory.
In the perturbative series, the renormalization of the parameters of the theory
is given by the summation over the 1-PI Feynman diagrams of the theory times
a dilatation coefficient which depends on their canonical dimensions.

Renormalization flow and fixed points

We are interested in the large scale behavior of the system. For technical and
intuitive reasons, it is much more convenient to derive evolution equations of the
parameters with respect to the scale than to calculate the integrals produced
by the previous calculations for large values of the dilatation coefficient b. The
derivation of the previous integrals with respect to the variable [ = Inb leads to
a system of coupled nonlinear differential equations, which forms a first order
autonomous differential system in terms of the variable [ = Inb'. These equa-
tions are called the “renormalization group equations” of the theory, or simply
the “flow equations”. On a flow line are located sets of parameters which describe
the same system at different scales. The transition is given by the fixed point of
the renormalization group, or more generally by the “critical surface”, made of
the sets of parameters which flow towards the fixed point under renormalization.
The asymptotic behaviors of the theory depend only on the properties of the
fixed point, and therefore are universal. The critical exponents are associated
with the eigen values of the linearized flow equations around the fixed point. In
the case of the Hopf bifurcation, their is only one relevant direction of the flow
equations, associated with the control parameter of the bifurcation.

! Autonomous means where | = Inb does not appear explicitely.
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Renormalization conditions and anomalous dimensions

The definition of the renormalized action SR[JR, z/JR] lets us degrees of free-
dom, and therefore the renormalized theory is multi-valuated. The usual tech-
nique to solve the problem consists in fixing the value of certain parameters
under renormalization. This leads to a renormalization of fields and time units.
One important point should be underlined here : in this thesis, we choose to fix
the value of the coefficient D (associated with the amplitude of the noise) under
renormalization, and to renormalize the units of time (See subsection 4.3.5 for
a detailed discussion concerning this choice).

4.1.2 Renormalized parameters and self-consistence of the theory
Symmetries

Symmetry arguments give us restrictions on the parameters which can be
changed or appear under renormalization. We will detail that in the particular
framework of our theory in subsection 4.2.2.

Canonical dimensions

We have to settle which are the coefficients which will be fixed under renor-
malization. To do that, we have three degrees of freedom. By continuity with
the Gaussian theory, the parameters of the theory settled under renormalization
will be chosen to be ¢, D and the coefficient which appears in front of —Joﬁt@[}a
in the action (2.19)2. The canonical dimensions of the different mathematical
quantities of the theory are given in equation (4.5).

Irrelevant parameters

Irrelevant parameters go towards zero under renormalization by dimensional
analysis. Usually, this property is taken as an argument sufficient to forget about
them in the elaboration of the renormalization group equations of a given field
theory. But their presence leads to new renormalizations of some of the relevant
parameters, and the global effect is not obvious. However, one can prove that
their presence should not change the critical asymptotic behaviors, and we will
then ignore them in our study [91, 11]. A detailed discussion of their role can
be found for example in [2].

4.1.3 Critical behavior in space dimensions larger than 4

Here we justify, as promised in chapter 3, and with an argument of stability
of the Gaussian fixed point, that mean field theory is valid in space dimensions
larger than 4. The argument is similar to the standard argument used in ¢*
theory.

2This coefficient will be labeled ) in the following and kept equal to 1 under renormalization.
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4.2 Renormalization of coupled oscillators in Wilson’s
scheme

In this section we present the specificities of the Wilson’s renormalization
scheme adapted to the complex Ginzburg-Landau field theory of coupled oscil-
lators.

4.2.1 Canonical dimensions

The canonical dimensions of the quantities which appear in the theory are
given by (4.5).

4.2.2 Symmetries

Symmetry properties of the I' derivatives insure us that our theory is self-
consistent. With these arguments, we show that the only relevant parameters
which can appear under renormalization are already present in the action of
the theory (subsection 2.3.2) (or in the dynamic equation (2.1)). Indeed, the

only terms for which we have to consider the renormalization are F&41515253’

Fgl)aQ and Fgl)ﬁl (for the notations, see appendix A and formula (2.34) ; see also
subsection 4.5.3). Fg?m B33 and Fgl)aQ have a superficial degree of divergence

equal to zero, and only their constant term has to be considered. Fgl)ﬁ

superficial degree of divergence equal to two, and its linear terms in iw and q?
have to be considered as well. All these terms are already present in the original
action, except the linear coefficient of F§1)ﬁ1 in ‘4w, whose original nondiagonal
part is zero and whose diagonal part is equal to 1. These two factors could be
changed by renormalization. We have therefore to absorb them in a redefinition
of the fields : the nondiagonal part will be absorbed in a new type of renorma-
lization, corresponding to a redefinition of the relative phase between the two
fields v, and Ja (subsection 4.2.3), and then the amplitude will be absorbed by

a standard renormalization of the amplitudes of the fields.

) has a

The essential difference with the usual way of renormalizing critical dynamic
theories is that we choose to keep the coefficient D constant under renormali-
zation and to renormalize in a non-trivial way the units of time in the problem.
This important point is discussed in more details in the subsection 4.3.5.

4.2.3 Phase renormalization

The renormalization of the phase, which is specific to the complex Ginzburg-
Landau theory, can be seen as a generalization of the renormalization of the
amplitude of the fields to complex numbers. As in the case of Z-factors, defined
usually to renormalize the amplitudes of the fields, we define an effective para-
meter 0(I = Inb) (see Eq. (4.7) and (4.16)), which aims to absorb the relative
phase between the fields v, and ,, and which is generated by renormaliza-
tion. This phase factor is directly related, through the response function, to the
relative phase between the external forcing and the velocity of the mechanical
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oscillators. Since this parameter is then eliminated during the renormalization
procedure, its evolution is given by a differential equation which decouples from
the renormalization group equations of the theory. The solution of this equation,
after solving the renormalization group equations, is just given by a primitive
calculation. At the fixed point, the derivative of § with respect to [ = Inb is
constant, and 6(1) is linear in [. We will discuss this a priori surprising result in
chapter 7, section 7.2.

4.2.4 Renormalization group equations

In this section, we establish in details the renormalization group structure
of the theory by using the physical ideas presented previously.

Infinitesimal renormalization of the parameters

We start from a theory, defined microscopically by the action S at the
scale A, and we define a renormalized theory at the scale A/b (Eq. (4.9)) in
terms of effective quantities (Eq. (4.7)). We then perform a shell integration
(Eq. (4.10)), and absorb the term i0\y appearing in (4.11) in a redefinition of
the phase of the field ¢, (Eq. (4.12) and (4.14)). The initial variations of the
parameters, which were given by the 1-PI Feynman diagrams of the theory, are
affected by this transformation (Eq. (4.15)). We then perform a rescaling of the
different quantities according to their canonical dimensions (Eq. (4.16)). The
final expressions for an infinitesimal renormalization of the parameters is given
by the system (4.17), to which should be added the decoupled expression (4.18).
This last equation describes the evolution of the effective phase between the two
fields 1, and 1, of the theory with respect to the scale parameter [ = Inb.

Renormalization group equations

We can now derive the renormalization group equations of the theory by
differentiating the variations (4.17) with respect to the variable | = Inb. The
equation (4.19) illustrates the standard fact that this procedure leads to an au-
tonomous differential system?. Indeed, the calculation being the same at each
scale, the expressions (4.17) do not depend on [; the condition 6l = 0 makes all
variables disappear from the final expressions of the derivatives of the parame-
ters.

By integrating these equations, one finds connections between the two-point
functions of the theory described at different scales (Eq. (4.20) to (4.22)). In
these equations, IT represents the original set of parameters, and IT' the set of
renormalized parameters.

Fixed point of a nonoscillatory phase transition

It turns out that this method is inadequate in the sens that it leads to
the fixed point of a nonoscillatory phase transition. Indeed, wq is a relevant

3Where the variable | does not appear explicitely.
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parameter of the theory, and should be taken equal to a particular value in order
to settle the theory on the critical surface. In the original units of the theory, this
effective value is zero. We notice that this is the same reason that imposes to &,
the correlation length of the theory, to be equal to infinity at the fixed point (it
could also be zero, value which corresponds to a physics of decoupled systems,
and which does not correspond to a phase transition). Then this method leads us
to an effective theory which has a zero frequency for the spontaneous oscillations
at the transition. Therefore, an other more sophisticated technique needs to be
developed in order to find the fixed point of an oscillatory transition. This is
the purpose of the following section.

4.3 Renormalization of an oscillatory theory

4.3.1 Elimination of the parameter w

We have learned in section 2.4 how to eliminate wg from the theory. The fact
that this elimination is possible without changing the structure of the theory
constitutes a key point which allows us to define a renormalization group pro-
cedure which leads to an oscillatory phase transition. The idea here consists in
performing the renormalization calculations for the theory related to the field
U defined in section 2.4, which does not contain the parameter wgy, and then
in going back to the correlation and response functions of the original theory
using the equations (2.45) and (2.46). But the nondiagonal term of Fgl)ﬁl is
not forbidden by symmetry and therefore is then recreated by renormalization.
We must then, at each renormalization step, redefine the oscillation frequency
of the renormalized fields, and follow the evolution of an effective parameter
wp(l). Similar ideas as those presented in subsection 4.2.3 in the context of the
definition of the effective phase 6(l) are valid for the frequency.

4.3.2 Renormalization group equations
Infinitesimal variations of the parameters

The calculations are similar to those presented in subsection 4.2.4. However,
the elimination of the parameter wg from the renormalization group equations
leads to one more step in the definition of the renormalized fields.

We start from the definition of an effective theory (4.24), which is rotated
from the original one by a relative phase factor between ¢, and @, and placed in
a rotating frame at the pulsation @ (b)* (Eq. (4.23)). Then, as we did previously,
we perform an infinitesimal renormalization of the quantities. We define a first
intermediate action (4.26) which contains coefficients modified from the original
ones by additional terms which are given by the 1-PI Feynman diagrams of the
theory. We then define a first intermediate field by (4.27), in order to absorb
the phase shift §60 created by renormalization. This leads to a new expression

*This notation has been chosen to distinguish this effective pulsation, measured in terms
of the renormalized units, with the final effective pulsation, labeled wo(b), and which will be
measured in terms of the original units of the problem.
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(6&781 )) for the variation of the effective pulsation of the theory written in terms

of this first intermediate field (Eq. (4.28)). Then, to absorb the term 6[&81/)
from the new effective action, we change the frame of the theory, defining the
oscillating fields @&2) and QZ(()?) (Eq. (4.29)). Finally we rescale the unit of length
and coherently the other quantities of the theory. The final variations of the
different quantities are given by the equations (4.30) to (4.32). Since we have
eliminated these parameters form the renormalization procedure, the effective

phase and pulsation of the theory are given by two equations which decouple

from the others (Eq. (4.33)).

Renormalization group equations

To express the effective pulsation wy(b), we have to take into account the
renormalization of the time units, which is made by the factor Z,(b). Finally, in
the original units of the physical problem, the effective pulsation of the theory
is given by the equation (4.34). The link between the two-point functions of the
theory associated with the field 4, which is used for the calculations and which
never oscillates at the scale at which we consider the theory, and the two-point
functions of the physical theory associated with the field 1,, is given by the
equations (4.35).

4.3.3 Critical asymptotic behaviors

We have shown that we can eliminate the parameter wy from the set of
renormalized parameters and define a renormalization procedure associated to
the oscillating frame in which the oscillatory transition is described by a fixed
point of the renormalization group. Then, although its canonical dimension is
positive, this parameter is effectively irrelevant, and whatever maybe its value,
the theory exhibits a critical point and an associated second-order phase tran-
sition. The price we have to pay is that the renormalization group structure of
the theory contains a scale-dependent oscillating frame transformation.

Definition of an effective theory in an oscillatory frame

In order to study the critical behavior, we define an effective theory, asso-
ciated with a field ¢, (see Eq. (4.37)), which is written from the beginning in
the oscillatory frame at a the effective frequency wy(b). This theory does not
oscillate at this scale A/b and, since the microscopic and renormalized theories
associated with this field ¢, are written in the same oscillating frame, the renor-
malization transformations for this theory do not include any rotations. We can
therefore extract the critical asymptotic behaviors of this theory as we usually
do in a ¢* theory and then, combining the equations (4.39) and (4.38), go back
to the critical behavior of the original theory we are interested in.

Critical exponents

At the fixed point of the renormalization group, the Z-factors, as functions
of the dilatation coefficient b, are power laws. These power laws define three of
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the four independent critical exponents of the theory. When we approach the
critical surface, the linearized group equations give us the fourth independent
exponent v as the inverse of the positive eigen value of the matrix of the linea-
rized equations. Starting from these definitions for the four independent critical
exponents v, z, n and 7, we can extract all the critical asymptotic scaling laws
(Eq. (4.41) to (4.43)). The equation (4.43) corresponds to the nonlinear response
of the theory to an external stimulus at the criticality.

4.3.4 Mean field critical exponents and critical behavior in d > 4

The comparison of these general scaling laws with the equations (3.23), (3.25)
and (3.26) obtained in the framework of mean field theory allows us to deduce
the critical exponents when the space dimension is larger than 4 (Eq. (4.44)).

4.3.5 A new renormalization of the O(2) model

In the case ¢, = 0 and u, = 0, the renormalization structure of the complex
Ginzburg-Landau theory in the rotational frame at the frequency wg should
correspond ezactly to the renormalization group structure of the dynamic O(2)
model. In particular, wo(b) and 6(b) should not flow, and the relation (2.55),
related to the fluctuation-dissipation theorem, should take place to all order in
perturbation theory.

The first property can be easily seen from the expressions of the para-
graph 4.3.2. The second property is hidden in our formalism. It imposes the
constraint (4.45) on the Z-factors of the theory, which corresponds also to the
equations (4.46) and (4.47). In this case, only three of the four critical exponents
defined above are independent, since the relation (4.48) takes place to all order
in perturbation theory.

An other remark concerning our renormalization method should be under-
lined. In the O(2) model, it is natural to write the dynamics under the form
(4.49), which contains structurally the fluctuation-dissipation relation. We see
from this form that we can absorb the parameter D in a redefinition of the
time ; therefore, the way we choose to renormalize the theory, which consists
in fixing D and renormalizing the time, is equivalent, in the case of the O(2)
model, to the traditional way of renormalizing the theory, which consists in
fixing the time and renormalizing D. In our case however, it is not natural to
write the dynamics under the form 0yp, = DF, [¢] + na, which would be a
generalization of (4.49). We then chose to renormalize the units of time, instead
of renormalizing the parameter D, which corresponds to a more natural way
of performing the renormalization. In the Callan-Symanzik equations we will
present in section 4.5, this renormalization of the time gives us new terms in
comparison with the ¢* theory equations. Within this choice, the fixed point of
the renormalization group of the theory will be defined as the point where all
the functions which are in factor in front of the derivatives of the correlation
functions with respect to parameters of the theory are zero. This is not the case
when one chooses to renormalize D. Moreover, the renormalization of the units
of time leads to the presence of derivatives with respect to frequencies in the
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Callan-Symanzik equations, which are directly responsible for the scaling laws
in time.

4.4 Callan-Symanzik renormalization scheme

This section presents some general features of the Callan-Symanzik’s scheme.

We will see in conclusion of chapter 5, that the one-loop order calculation is
insufficient to know qualitatively the complete structure of the renormalization
group of the theory. As soon as we have more than one-loop integration in
the Feynman diagrams, the shell integration becomes topologically complicated.
Therefore, we need an other technique to perform the second order calculations.

The Callan-Symanzik’s renormalization scheme starts from the same consta-
tation as the Wilson’s scheme, that the perturbative series of the theory diverges.
The technique here consists in regularizing the theory in a 4 — ¢ dimensional
space and in defining a renormalized theory written in terms of new parameters,
which are defined so that the perturbative series associated with this renorma-
lized theory converges when e goes to zero. The definition of the renormalized
theory then depends on a scale parameter, labeled 1 (or 11/, see subsection 4.5.4).
The independence of the original theory with respect to this parameter leads to
the Callan-Symanzik equations, which are partial derivative equations for the
evolution of the correlation functions of the theory with respect to the scale.

In the following we use the “minimal renormalization scheme”, where the
“mass term” is treated separately, and where the “counterterms”, related to the
definition of the renormalized parameters, are defined such that they absorb
exactly the poles in €71 of the integrals coming from the perturbative expansion.
The BPHZ renormalization scheme (Bogoliubov-Parasiuk-Hepp-Zimmermann [2,
91]), tells us that the primitive divergences corresponding to strict subgraphs of
a given diagram are absorbed in the definition of the renormalized parameters
to lower orders in perturbation theory. Therefore only the superficial degree of
divergence of a given graph needs to be considered.

4.5 Renormalization of the theory of coupled oscilla-
tors in the Callan-Symanzik’s scheme

Although it is technically different, the Callan-Symanzik’s scheme of renor-
malization uses the same physical ideas and principles as the Wilson’s scheme.
The ideas which are specific to our model have been already explained in sec-
tions 4.2 and 4.3. We will just use them, without re-explaining them, to perform
the renormalization of the theory of coupled oscillators in the Callan-Symanzik’s
scheme.

4.5.1 Bare theory

We label the bare theory with indexes (©). Tt is given by the equations (4.50)
to (4.52).
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4.5.2 Elimination of the parameter wy

Thanks to a transformation similar to (2.43), we define a new bare theory
which does not contain the parameter w(go). The transformation consists in
placing the theory in an oscillatory frame (Eq. (4.53)). Since in the Callan-
Symanzik’s scheme we treat the mass term separately, we split the action of the

theory into three parts (Eq. (4.55) to (4.58)).

4.5.3 Superficial degree of divergence

We calculate the superficial degree of divergence of the different derivatives

of the T functional. T(N:N:L) indicates the eigen vertex with N external legs 95((10),

(0) ~(0),(0)

N external legs ¢q° and L insertions of the operator [@g '¢q '] in an expansion
in powers of [T(O)QZ(()?)(,O&O)]. When the indexes are indicated, TVND) will be
labeled TL) where M = N + N.
The eigen vertexes v;/e have to renormalize are the following : the constant
0

terms of Fgll’g)l oy’ Fgl’aQ and Fgﬁ’l), and the linear terms in iw and g2 of Fgﬁ’o).

4.5.4 Renormalized theory and counterterms

We first introduce the nondimensional coupling constants g and ggo). This
brings a momentum scale parameter 4 (or i’) in the theory®. The renormalized
quantities are defined in (4.62), but the fields are still not the definitive renor-
malized ones. We then introduce a counterterm related to the absorption of the
nondiagonal part of Fgﬁ’l), which appears as a rotation of the renormalized fields
with the frequency dwy (Eq. (4.63)). This term will be treated, as a mass term,
separately. We will comment on this point in paragraph 7.1.2. The action is split
into three parts : the proper action of the renormalized critical theory &, the
action which contains the counterterms §S, and the action which contains the
“mass” terms, Spe;.

Following the ideas of the paragraph 4.3.3, we define a theory which is located
from the beginning in the oscillatory frame associated with the scale at which
the renormalized theory is defined. The fields of this theory are labeled ¢, and
¢~5a. In particular, the renormalized theory associated with the field ¢, does not
contain the parameter wy. The associated Callan-Symanzik equations will then
not contain any variation with respect to this parameter. The resolution of the
Callan-Symanzik equation for this theory can then be performed in a similar
way as the one known for a ¢* theory. We then will have to go back to the
physical theory. We will explain this procedure later in paragraph 7.1.2.

4.5.5 Callan-Symanzik equations

We label I'[¢] the eigen vertexes of the theory associated with the field ¢,.
We have already justified that these functions do not depend on the parameter

wo- We label T(NNL) [B](kgig)ys E{l}; ¢, Cay 9, Ja, T 1) the eigen vertex associated

51/ = pV/4r is introduced for purely technical reasons.
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with the field ¢, which contains L insertions of :
—rZ, ZEZM [5(1(25(1 cosf + 5(15(154255 sin 6

with the incoming impulsions E{l} (see the constructions of diagrams in chap-
ter 6). The eigen vertexes depend on three different kinds of impulsions : kg,

ky;y and E{l}. i varies between 1 and N, j between N+1 and N—l—N, and [ bet-
ween 1 and L. The notation ky;(;)y indicates all the impulsion sets {kg;y, kg1 }-

The renormalized eigen vertexes I'™:N)| which contain all the perturbative
terms in a power series of the mass terms, are given by (4.70). (4.71) gives
the link between the eigen vertexes of the bare and renormalized theories.

The vertexes contain always a factor (27T)d+16d+1(zi7j ki(jy), related to the

translational invariance of the theory. We label [ the reduced functions after eli-
mination of this factor. In terms of these reduced functions, the Callan-Symanzik
equations of the theory associated with the field ¢, are given by (4.72), with
the definitions (4.73).

An important point of these equation is that, for the critical theory (associa-
ted with a zero value of the parameter r), we have three conditions to be at the
fixed point of the renormalization group. The flow diagram of the critical theory
is therefore given by three coupled nonlinear differential equations, which are
written in terms of the three functions 3, 3, and p.,. Mathematically, p., plays
the same role as 8 and f,. But because ¢, is not a coupling constant, we label
this function differently.

In the following, we express the different functions in terms of the poles of
the Z-factors of the theory; the index () indicates the pole of order 1 in ¢!
(Eq. (4.77) and (4.79)). It is to notice that the equation (4.76) is easily solved
thanks to the fact that we are interested only in the pole of order 1 in ¢! of
the Z-factors.

4.5.6 Solution of the Callan-Symanzik equations

We use the standard characteristics method [150] to solve the Callan-Symanzik
equations. After a proper rescaling transformation given by the dimensional ana-
lysis (4.83), we get the solution (4.84) associated with the evolution equations
(4.85), which describe the evolution of the renormalized parameters as functions
of the scale dilatation coefficient s°.

4.5.7 Fixed points and critical exponents

The fixed points of the theory are defined by the system (4.86). At this
particular point, the solutions of the Callan-Symanzik equations take the form
of scaling laws, which are given by (4.87) and (4.88). The comparison with
the asymptotic critical behaviors (4.41) and (4.42) let us identify the critical
exponents of the theory in this framework (Eq. (4.89)).

%5 is the parameter which enter the solution of the characteristics method. It is equivalent
to the scale parameter p, since only the variations are important in the expression of the
solution, and since p(s) = p.s.
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4.5.8 Renormalization group structure when we keep wy in the
set of renormalized parameters

In this section we just give the structure of the renormalization group of the
theory when we keep wg in the set of renormalized parameters. This parameter
will be treated as a “mass” term, and therefore within a perturbation series. The
main effect of this parameter, compared to the previous structure, is to give us
a new term in the Callan-Symanzik equations of the theory. We therefore have
here to define a new function ~,,(9g, ga, Ca, €) describing the evolution of this
parameter (see Eq. (4.98)), and the critical theory will be defined now by two
conditions : r = 0 and wg = 0. When these parameters are settled to zero, the
critical theory defined here obeys exactly the same evolution equations as the
previous one. These two structures are therefore consistent, and we recover the
following fact, already established in the framework of the Wilson’s scheme :
keeping the parameter wy in the renormalization group equations leads to the
critical point of a nonoscillatory phase transition, which corresponds to a very
particular case of the general procedure presented previously.

In conclusion, we then have settled the whole structure of the renormali-
zation group for the theory of coupled oscillators in the critical regime, which
corresponds to the complex Ginzburg-Landau field theory. The structure has
been established within Wilson’s as well as Callan-Symanzik’s schemes to all
order in perturbation theory. In chapters 5 and 6, we will use these general
structures for the practical calculations to the one- and two-loop orders in per-
turbation theory.
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Chapitre 5

One-loop order perturbative
calculations

In this chapter, we present the calculations to the one-loop order in pertur-
bation theory in the Wilson’s scheme. The method has been established to all
order in perturbation theory in sections 4.2 and 4.3. The primitive variations of
the coefficients appearing in the actions (4.11) and (4.26) are given by the “I-
PI” Feynman diagrams of the theory, the integration over the impulsions being
performed on the shell (¢ = |q| varying between A/e® and A). In this chapter,
I)A) indicates the one-loop order in the perturbative development of TM).
M decomposes into M = N + N, and N and N are indicated by the presence
of the indexes.

5.1 Infinitesimal renormalization of the parameters to
the one-loop order

5.1.1 Propagator renormalization

Let us consider firstly the renormalization of T'®) to the one-loop order, de-
noted by TJ®, We cannot form any diagram for Fgl)g), and therefore this
parameter is not renormalized to this order in perturbation theory. The dia-
grams associated with Fg)(l) have been already calculated in chapter 3 in the
equation (3.28). The result of the calculation of these diagrams is given by (5.1),
which tells us that Fg)(l) is independent of the external momentum k. Therefore
0D, dA1, 0A2, dc and dc,, given by (5.2) and appearing in the intermediate ac-
tions (4.11) and (4.26), are zero to this order in perturbation theory. The results
for the variation 07 and dwg are given by (5.3) for the method where we keep
wp in the set of renormalized parameters (and whose equations were presented
in paragraph 4.2.4), and by (5.4) for the method where we eliminate wy (and
whose equations were presented in paragraph 4.3.2).
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5.1.2 Vertex renormalization

We have justified in subsection 4.2.2 that, among the fourth derivatives of
the functional I', we have only to consider Fgll)gQ 848y
it can be graphically represented by (5.5), where each diagram decomposes as
(5.6), with the right symmetry factors!.

In the thesis we insist in the calculation of the symmetry factors. This is a
technical point which does not need to reproduced in full in this short English
version. Then, with the conventions (5.12), we get the expressions (5.13) for the
different topological classes of Feynman graphs of the theory. At a symmetry
point (where ko = k3 = ky), Féi)éi)ﬁgﬁ4(k1,k2,k2,k2) possesses the symmetry
(5.14). We give the argument of the demonstration in the proper thesis. There-

fore only F%)l(ll)((), 0,0,0) and ng’lll)((), 0,0,0) have to be calculated, other terms
being deduced by symmetry. For the final expression of the variations du and
dug, we get the results (5.18) within the method where we keep wp, and (5.19)

within the other method.

To the one-loop order,

5.2 Renormalization group equations and fixed points
structure of the theory

In this section, we present the results obtained after performing the one-
loop order calculations. We essentially present the results obtained when we
eliminate the parameter wgy from the set of renormalized parameters, since this
is the well-suited technique to get the critical point of an oscillatory transition.
However, we give briefly the equations obtained within the other method in
order to check the consistence of the theory.

5.2.1 Renormalization group equations

Whereas the equation (5.21) is structurally imposed in our renormalization
scheme, the equation (5.20) is the result of the one-loop order calculations for
the parameters whose evolution is found to be trivial.

We define the reduced parameters (5.23). In terms of these reduced para-
meters, relabeled as the old ones, and in the method with elimination of wy,
we get the renormalization group equations (5.24). To these equations, we have
to add the decoupled evolution equation for the effective frequency (5.25). This
last equation should be integrated with the initial conditions given just below.

5.2.2 Fixed points and linearization

The equation (5.26) corresponds to the linearized renormalization group
equation around the Gaussian fixed point, which describes the transition in
dimension larger than four. The interesting fixed point is given by the values
(5.27) and the linearized equations (5.28). The value of the parameter ¢,, which
cannot be settled a prior: in the theory, is found to be arbitrary at the fixed

"The % factor comes from the expansion of the exponential function.
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point to the One-Loop order in perturbation theory. This fact is one of the main
motivation to perform the calculations to the two-loop order.

In the remaining part of this subsection, we discuss our knowledge and the
importance of the terms that we have neglected in the matrix (5.28). We notice
that we can calculate, to this order in perturbation theory, the coefficients a;
and ag, whose expressions are given by (5.30), even-though these terms are
coeflicients of second-order terms in €.

5.2.3 Flow diagram and critical exponents

The flow diagram of the renormalization group of the theory is a 3 dimen-
sional diagram. We plot its projection in the (u,r) plane in figure 5.1. Three
of the four independent critical exponents are not renormalized to the one-loop
order (Eq. (5.31)), and v is given by (5.32). As the value of v does not de-
pend on the value of ¢, at the fixed point, it should be the same as the value
corresponding to the O(2) dynamic model. Indeed, one particular case of the
complex Ginzburg-Landau theory corresponds to the O(2) dynamic model, and
for ¢, = 0 and u, = 0 we should find a fixed point with the critical exponents
of this equilibrium theory. It is actually the case.

5.2.4 Results obtained when we keep wy

We present the results obtained with the method consisting in keeping the
parameter wg in the set of renormalized parameters. In this case, the evolu-
tion equation of wy is coupled to those of the other parameters of the theory
(Eq. (5.34)). Here we find, in addition to the Gaussian fixed point, two other
fixed points. The first one corresponds to the expressions given after (5.34), and
its linearized equations are given by (5.35). When wy is settled to its fixed point
value, we obtain exactly the same equations as in the previous case, and this
shows the consistency of the two calculations. The other fixed point corresponds
to an infinite value of the parameter wg, which does not have any equivalent in
the other method. Its existence can be related to the existence of the fixed point
associated with an infinite temperature in a ferromagnet for example. Such a
system is scale invariant, but does not show any phase transition. In our context,
this fixed point is analogous of the fixed point of infinite value of the parameter
r and does not have a clear physical meaning.

5.2.5 Insufficiency of the results and necessity of two-loop order
calculations

We performed the one-loop order calculations within the Wilson’s frame
technique. We found that three of the four independent critical exponents of
the theory are not renormalized to this order in perturbation theory. Moreover,
the value of the parameter ¢, is not fixed at the fixed point and the fixed points
structure of the theory is qualitatively incorrect to this order. In particular, the
ensemble of fixed points has one more dimension than what we could expect
from the general structure.
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Before performing the two-loop order calculations, we notice that, to the
second order in perturbation theory, we need only to renormalize the propagator
to get the first non-trivial corrections to all the different renormalized quantities
of the theory. In particular, in order to get the qualitative structure of the fixed
points and the first non-trivial corrections to all the different critical exponents
of the theory, it is not necessary to renormalize the vertex to the two-loop
order. This remark is precious in terms of the feasibility of the second-order
calculations.
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Chapitre 6

Two-loop order perturbative
calculations

In this chapter we present the detailed calculations to the two-loop order in
perturbation theory within the Callan-Symanzik’s frame technique. We follow
the principles settled in section 4.5. We present only the calculations in the
framework of the method which eliminates the parameter wy from the set of
renormalized parameters. Indeed, we know that only this method can lead us
to the fixed point of on oscillatory transition.

6.1 Perturbation theory and diagramatic representa-
tion

6.1.1 Graphical conventions

We present the graphical conventions for the representation of the different
terms which appear in the actions (4.64) to (4.67) of the renormalized theory.

The propagators here do not contain the mass parameters (Eq. (6.1)). The
interaction vertex is given by (6.2), and the counterterms of the action (4.66)
are represented by the graphs (6.4) to (6.6). The mass terms, treated separately,
are represented by (6.7).

6.1.2 Diagramatic expressions of the eigen vertexes

We present the graphical representations of the terms which appear in the
first nontrivial corrections to the expressions of all the different eigen vertexes
of the theory! that we have to renormalize. We label VL))

N {@ip;}
order perturbative term of Fgg;ﬁ’L), which is the derivative of the I' functional
idj

the n-loop

with respect to N fields Pa;y N fields g, and which contain L insertions of

[Paal. From the results presented in paragraph 4.5.3, we have only to consider

Fggi(ﬁ?ﬂy Fgﬁ’l)(n) and Fgl’%);n) for their constant term in an expansion in powers

Derivatives of the I' functional.
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)(n)

. . . 2,0)(n) . . .
of iw and g2, and the linear terms in iw and q? of Féﬁ in a similar expansion.

These last ones will be calculated by taking the first derivatives of Fgﬁ’o)(n) with
respect to iw and g2.

To the one-loop order, we get the equation (6.8) with the decomposition
(6.9), and a similar one for the counterterm. Each of these diagrams decomposes
as (5.6), as we saw within the Wilson’s frame technique. The second nontrivial
development to the one-loop order corresponds to (6.10) with the decomposition
(6.11).

The perturbative expansions to the second Loop order need to be considered
only for the terms for which the renormalization was trivial to the One-Loop
order. We present them in Eq. (6.12) to (6.15).

6.2 /-factor calculation

In this section, we present in details the calculation of the Z-factors of
the theory to the first nontrivial order in perturbation theory, starting from
the decompositions shown previously. As it is usually the case in the minimal
scheme that we are using, because the diagrams are calculated for the “zero-
mass” theory, or critical theory, we have to take care of the possible IR diver-
gences. In order to do so, we will calculate the diagrams for a non-exceptional
configuration of the external momenta :

dai#0 VI (6.1)

i€l

and take the limit of zero momentum in the final result, after expansion in
powers of €.

6.2.1 Vertex renormalization

The calculations for the renormalization of the vertex is, at the beginning,
similar to the calculation we did in the Wilson’s frame technique (see subsec-
tion 5.1.2). The essential difference here is that we have to evaluate the integrals
in a (4 — e)-dimensional space, whereas in the shell-integration technique the
integrals did not need to be calculated. We express the diagrams as functions
of the elementary integrals I and J (Eq. (6.19) and (6.20)). The calculation of
these integrals leads to (6.22), and we are interested only in the poles in e}
of these expressions. In terms of the reduced parameters (6.24), the Z-factors
corresponding to the renormalization of the vertex to the first nontrivial order
in perturbation theory are given by (6.23).

6.2.2 Renormalization of the mass and the frequency

The calculation of T(2DM) is similar, but not totally equivalent to the one
performed previously for I49()_ Indeed, the topological classes of diagrams are
different. The same strategy as the one used previously leads to the expressions

(6.27).
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6.2.3 Propagator renormalization

This section is entirely new compared to what we did within the Wilson’s
frame technique in chapter 5. We start with insisting on the calculations of the
symmetry factors of the two-loop order diagrams of the theory, and get the
expressions (6.32) for the different subclasses of diagrams. Then, after summa-
tion over the decompositions (6.13) and (6.15), we get the expressions (6.33) in
terms of the integrals (6.34) and (6.35). The calculations lead to the expressions
(6.37).

6.2.4 Formal calculations and complex integrals

We had to calculate the integrals Hy e (o), K1 gee(Ca) and Ko g e (Cq)-
These are integrals of complex rational fractions in terms of variables x; which
vary form 0 to 1, and which depend on the parameter ¢, (which appears only
under the form i¢,). Ky geer(Ca) and Kggeer(Cq) are double integrals, and
Hgeer(Cq) is a triple one. It is sufficient to evaluate them for d = 4, since the
corrections in ¢ will not appear in the poles in ¢! of the Feynman diagrams.
The primitives of these rational fractions can be expressed in terms of the func-
tion Inz, z € C. Because calculations are heavy (and because finding primitive
functions of complicated rational fractions is perfectly done by computers), we
did them with the formal calculation software “Mathematica”. This is the only
step where we used software programs to perform the calculations.

One problem occurs in this procedrue one problem occurs. Indeed, the com-
plex function In z, z € C cannot be defined on the entire complex plane without
introducing a cut. Therefore we have, at each integration step, to move the cut
so that the integration path never crosses it (otherwise the result given by Ma-
thematica is wrong). But since the functions depend on the parameter ¢,, we
should perform this operation differently for each value of ¢,, which means an
infinite number of operations. The problem seams inextricable. The difficulty
is removed by using the fact that the result can be expressed in terms of an
analytic function of the parameter ¢,. A calculation in the vicinity of ¢, = 0
is therefore sufficient to deduce the whole function by analytic prolongation. In
this vicinity, one can move the cut of the function Inz,z € C in an uniquely
defined way.

The price we have to pay is that the results can only be defined as analytic
extensions of functions defined in the proximity of zero. For the integrals (6.37),
we could find a simple analytic form defined for every value of the parameter
Cq. For the integral (6.38) however, such an expression cannot be found, and the
result is expressed as the analytic prolongation to all real values of the parameter
Cq Of the expression Iy given in appendix E.

6.2.5 Z-factors expressions

Finally the Z-factors of the theory are given, to the first nontrivial correction
in perturbation theory, by the system (6.39) and the equations (6.23) and (6.27).
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Chapitre 7

Results

In this chapter, we present all the results of the thesis work, which have been
elaborated thanks to the structures and calculations established and performed
in the previous chapters.

7.1 Expression and solution of the renormalization
group equations

7.1.1 Oscillating frame

The renormalization group equations for the complex Ginzburg-Landau field
theory correspond to the Callan-Symanzik equations presented in subsection 4.5.5,
and whose solution is given by (4.84) and the system (4.85) (written in terms of
the reduced parameters (6.24)). This solution is expressed in terms of the theory
associated with the field ¢, which is defined in (4.69), and whose correlation
functions are labeled I'[¢]. This theory never oscillates at the scale at which it is
considered, and does not contain any rotation in its renormalization transforma-
tions. In particular, the parameters wy and 6 are absent from the renormalized
theory, and do not appear in the related Callan-Symanzik equations. The way
back to the original frame is described in subsection 7.1.2.

Using the results of the previous chapter, we can express all the functions
which appear in the solution (4.84) of the Callan-Symanzik equations. We ex-
press these functions in terms of the reduced parameters (6.24). We give here
the expressions obtained for the functions 3, 3, and ~,. The expressions for the
functions pe,, v, 7w and 7y are heavy. We give them for v and p., in appendix E.
v, and 7 have similar expressions to . The evolution of parameters as functions
of the scale are given by the set of equations (4.85).

7.1.2 Physical theory

We have now to go back to the physical theory, which consists in the bare
theory written in the original frame. Renormalized and bare theories differ only
by multiplicative constants given by (4.71), and then obey the same differential
equations. In particular they possess the same asymptotic behaviors. Returning
to the original frame is not that simple, and is specific to the theory of coupled
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oscillators. Indeed, we have to take into account the fact that the theory asso-
ciated with the field ¢, has been rotated with a frequency, and affected by a
phase factor, which depend on the scale at which the system is considered. The
evolution of these frequency and phase are given by evolution equations similar
to (4.85). Their evolution is described by the differential equations (7.4), written
in terms of the functions defined in (7.3). We have to notice that, structurally
in the theory, the renormalization of the frequency shift dwy is proportional to
the parameter r. It is therefore more convenient to eliminate this dependence
from the definition of the function +,,,. The values chosen for the initial condi-
tion dwo(s = 1) and §0(s = 1) are not important. Indeed, only scale-dependent
variations of this parameters are physical observables, and not their absolute
value.

We have also to remember that, before renormalization, we already did trans-
formations, eliminating the original frequency and phase present in the system
(see equation (2.2) and the elimination of wy (4.53)). The original physical theory
is given by the correlation functions I'[Phys], and their expressions are given by
the equation (7.6) as a function of the correlation functions I'[¢] calculated
previously. This equation constitutes the true solutions of the whole problem,
including the oscillation and phase shift. The parameter wg(s) is given by the
expression (7.5) where dwy(s) is given by the integration of (7.4), and 6(s) by the
integration of (7.4). The notation “Repr.Rot.” indicates the representation of a
rotational operator on the r functions, which are (N + N)-order tensors. The

notation TNV indicates the eigen vertex TVN) after division by the factor
(2m)HH16HY (S, i kij)) (see subsection (4.5.5)).

In terms of the integrals (6.37), we get the expression (7.7) for the functions
responsible for the evolution of the effective frequency and phase factors. The
important following point should be underlined : to the one-loop order in pertur-
bation theory, the evolution of the parameter wy(s) is given by the integration of
(7.8), which should be compared to the equation (5.25) obtained in the Wilson’s
frame technique. These two equations look different. This difference is related to
the fact that the Callan-Symanzik technique we used treats the mass terms (to
which wp belongs) perturbatively. Then, within this technique, we can only have
access to the difference between wy and its value at the fixed point when this
difference is small. If we take the first order term of (5.25) in an expansion series
in powers of the parameter r, we find exactly the same equation as (7.8), after
noticing that (Ins) here plays the role of (—I) in the Wilson’s frame technique.
This observation insures that the different procedures we defined are consistent.

7.2 Flow diagram, fixed point and universality class

7.2.1 Flow diagram

The flow diagram of the theory involves the evolutions of the three parame-
ters g, g, and c,, which are given by (4.85) in terms of the reduced parameters
(6.24). The fixed points of the theory are given by the system (4.86), which
consist of three equations depending on three variables. We can show that it
is self-consistent, to the first nontrivial correction to the different quantities, to
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take the fixed point values obtained from the cancellation of the functions 8 and
Ba, which are given by (7.9), and to report them into the equation (7.10). The
fixed points of the theory are then given by one equation of one variable ¢,.

The graph of p.,(@*(¢,), @%(Ca), €qa) (which defines the fixed points of the
theory) as a function of ¢, is given Fig. 7.1.

7.2.2 Universality class and critical exponents

The result of our calculations is that the only solution of this equation is
the fixed point ¢} = 0. We knew from the beginning that this point should be a
fixed point of the present theory. Indeed, it corresponds to the fixed point of the
dynamic O(2) model. We can now assert the following result : to the two-loop
order in perturbation theory, the uniform oscillatory phase transition of a system
infinitely extended in a (4 — ¢)-dimensional space, homogeneous and isotropic,
possesses, in the oscillatory frame at the frequency of the effective spontaneous
oscillations at the transition, the same fixed point as the dynamic O(2) model.
In particular, it possesses the same leading asymptotic scaling laws. The critical
exponents are given by the equations (7.11) and (7.12).

We have to notice that the evolutions (7.4) are both zero at the fixed point.
Therefore wg and 6 are not renormalized at the fixed point. At this fixed point,
they take effective values which are nonuniversal quantities. But their variations
from their fixed point values, depending on the scale parameter, are universal
quantities. We will see in section 7.3 how they influence the expression of the
physical response function in the critical regime.

7.2.3 Peculiar limit in 4 dimensions and synchronization

The flow diagram of the theory is a 4-dimensional diagram. We represent
here projections of this flow diagram in different planes. The projection in the
(r,u) plane is not qualitatively changed with respect to what we got to the one-
loop order, and which we presented in figure 5.1. The projections of the flow
diagram in the (u,c,) plane are presented in figures 7.2 and 7.3, respectively
in space dimensions larger and lower than 4. The limit towards dimension 4 is
peculiar, which is illustrated by the formula (7.14). In this formula, with well-
chosen initial conditions, ¢} can take any given value. In dimension larger than
4, the Gaussian fixed point is stable, and can be realized for any value ¢ of the
parameter ¢,. The fixed point ensemble has one extra dimension compared with
the case of a space dimension lower than 4.

We should notice also the important following point : without noise, the
dynamics described by the complex Ginzburg-Landau equation is very com-
plicated in the unstable region. For some values of the set of parameters, the
dynamics is chaotic. Some works have shown that noise can synchronize oscil-
lations [112, 148, 42]. The fact that the only stable fixed point of the associated
statistical field theory corresponds to the fixed point of the dynamic O(2) mo-
del may constitute a general proof by renormalization group techniques of this
aspect of the dynamics of coupled oscillators. Nevertheless, a study of the oscil-
latory region of the phase diagram by renormalization group techniques would
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be necessary to possess a definitive assertion.

7.3 Response and correlation functions in the critical
regime

We propose to give an effective expression for the linear response function
of the theory in the critical regime. The path we follow in this section can be
exactly reproduced for the correlation function. We choose to present in details
the calculation of the response function, because it includes the effective phase
factor 6 which represents physically a phase shift between external force and
velocity (see section 2.1).

The matrix of the two-point correlators is given by the inverse of the ma-

~(2
trix g( ), whose expression can be deduced from the general solution (7.6). To
deduce the effective expressions of the correlations of the physical theory, we
use the following thought process : the equation (7.6) allows us to connect the

expressions for i(z) at different scales. We start from a theory which describes a
system oper:aLtilrIgr close to the transition. We then choose a dilatation coefficient
s sufficiently small so that the correlations in the right-handed term of (7.6) are
associated with a set a parameters located far from the critical surface. There-
fore, for this term, a classical perturbative expansion around mean field theory

is allowed. At this point, for simplicity, we express i(z) in terms of its expression
obtained within the mean field approximation®. B}Tintegration of the renorma-
lization group equations, we can express the functions we are interested in at
the original scale. A calculation as precise as we whish could be performed. We
use here the linearized group equations, which allow an analytical integration.
The final result is expressed in terms of effective parameters, which form the
physical observables.

7.3.1 Oscillatory frame

We start with studying ran [¢], which is the inverse of the response function
in the oscillatory frame. We use the solution (7.15) of the Callan-Symanzik
equations. For a particular value s* of the dilatation coefficient s, chosen so
that ™ = r(s*)/s* is sufficiently large, we use the mean field expression for
the right-handed term of the equation (7.15). The resulting expression (7.16) is
valid in the regime ¢¢ < 1 and wé? < 1. In this expression, & represents the
correlation length of the problem and & another effective length which appears
in the calculation.

The critical regime corresponds to a choice of the parameters of the theory
such that ¢€ > 1 and w&? > 1, but sufficiently small to allow us to neglect the
influence of the irrelevant parameters and stay in the regime where we can write
an effective field theory for the problem?. To deduce a similar expressions in the

"More precise calculations, using a one-loop expansion for example, are possible but would
not involve any additional principles.

?Indeed, at very small scales, the discrete lattice on which the individual oscillators are
located cannot be forgotten.
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critical regime,, we use the fixed point scaling behaviors (7.17). A; and Ay can be
expressed by continuity in ¢ = £ (resp. w = £ %) with the previous expression.
The main important point is that they do not depend on the correlation length
£.

These results have been obtained for the diagonal part of f(l’l)[qb]. The non-
diagonal part introduces a peculiar point. Indeed, the mean field expression
for the nondiagonal part is proportional to the parameter c,. The previous
arguments relay on the fact that irrelevant parameters do not influence the
effective expressions, since they vanish for very small values of the dilatation
coefficient s. But if they appear multiplicatively, they do modify the scaling
laws. In these terms, ¢, is a “dangerous irrelevant parameter”.

7.3.2 Solution c¢,(s)

Regarding the previous observation, we need to know the solution c,(s). In
the following, we label § and {3 respectively the vectors (9, 9a, ca) and (B, Ba, pe,)>.
The linearize renormalization group equations around the fixed point can be
written in the form (7.18), whose solution is given by (7.19). w is given by (7.20),
and its eigen values by (7.21). These eigen values are universal quantities and
wy and ws are specific universal quantities, associated with the linearized renor-
malization group equations of the theory in the complex directions of the set
of parameters. We notice that we recover the two irrelevant eigen values obtai-
ned in the Wilson’s frame technique to the one-loop order calculations (see Eq.
(5.28)) ; the other non-zero values are given by the two-loop order calculations
of chapter 6. The solution c,(s) is finally given by (7.22).

The nondiagonal part f‘glz’l)[é] has then different scaling laws than the dia-
gonal one (Eq. (7.23) and (7.24)). The w dependence at ¢ = 0 is, to this order,
identically equal to zero.

Finally, we get for the complete response function associated with the field
¢q, given by the inverse matrix of f(l’l)[qb], the following expressions : in the
regime ¢¢ < 1, w&® < 1, we get the equation (7.25), and in the critical re-
gime the equations (7.27) and (7.28). We have to notice that the new universal
exponent ws appears in this final result. We will see its impact in the whole
physical response function in the following subsection.

7.3.3 Effective phase and frequency

To get the complete physical response function, we have to perform the
complete renormalization group transformations which are given by the solu-
tion (7.6). We learned in chapter 2 how the representations of the rotational
transformations which appear in this equation act on the two-point functions
of the theory. If we are interested only in the proximity of the critical mode of
pulsation w ~ wy, the physical response function y(q,w) is given in terms of the
function we have just calculated previously by the equations (7.29) and (7.30).

3¢a plays mathematically a role similar to g and g,, but we keep it mind that it does not
physically represent a coupling constant.
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As we said previously, the evolutions of 6(s) and wy(s) at the fixed point are
trivial. The linearization of the evolution equations for these parameters around
the fixed point give us corrections which are mathematically equivalent to the
usual corrections to the scaling laws discussed in section 7.5. Physically however,
they are different : indeed, they give a first correction to a constant value, as
the usual corrections to scaling laws give a correction to an already existing
asymptotic behavior. For this reason, it is much easier to access experimentally
to the universal behavior of 6(s) and wy(s) around their critical value than to
the usual corrections to scaling laws. These corrections are therefore much more
important than the usual corrections to leading-order scaling laws.

If we go away from the critical surface, we get the dependence (7.31). The
complete physical response function in the regime ¢§ < 1 and (w—wq(£))&* < 1
is given by (7.32), with the expressions (7.31) and (7.33). wgﬂ, Octt, Qoff, Beffs Pefts
oeff and de are nonuniversal effective parameters of the theory, as well as the
effective parameters (7.34) . When we go close to the critical surface, £ diverges,
and wp(€) and 6(§) go towards their fixed point values.

In the critical regime, we get the results (7.35) with the expressions (7.36).
We see that the first corrections to the constant value 6.5 of 6 correspond to
scaling laws which involve the new universal quantities wo and ws. In equation
(7.35), these exponents appear only as corrections to leading-order scaling laws
which are given by the exponents z, n and 7.

7.4 Creation and breaking of the generalized fluctuation-
dissipation relation

The fixed point of the theory is, in the effective oscillating frame, the fixed
point of the dynamic O(2) model. Therefore, when we are exactly at the fixed
point of the theory, the generalized fluctuation-dissipation relation (2.58) takes
place. At the transition, this relation, which never exists otherwise in the theory,
is asymptotically created. This relation is based on a particular symmetry of the
theory (see subsection 2.4.3) which is never satisfied except from the particular
case of the fixed point theory. This fact constitutes a “dynamic restoration of
symmetry”. This phenomenon has been already observed in the past. It is for
example the case for the O(n) model, whose fixed point is stable against several
kinds of perturbations [87, 107, 10, 133, 134, 122]. However, in these models, the
equilibrium dynamics constitutes always the foundation of the model. Although
new universality classes may be obtained by breaking the detailed balance condi-
tions on the noise correlators [131], they are most of the time obtained only in
theories which are intrinsically out of equilibrium (cf KPZ and reaction-diffusion
models which are mentioned in the first chapter of the thesis). The surprise in
our case comes from the fact that, even-though our dynamics in intrinsically
out of equilibrium, we recover the universality class of an equilibrium dynamic
field theory at the transition with an effective generalized fluctuation-dissipation
relation.

We can now characterize how this generalized relation is broken when we
go away from the fixed point theory. Firstly, the usual fluctuation-dissipation
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relation is broken through the presence of the effective frequency wg and phase 6,
which in particular lead to a divergent effective temperature (see for example [99]).
Moreover, even in the scale-dependent oscillating frame, this relation is broken
when we go away from the fixed point. We can characterize this breaking in terms
of the theory associated with the field ¢, for which the generalized relation is
given by (7.37). We define the quantity F'(q,w; ¢, g, r, /) which characterizes the
breaking of (7.37), and for which we can write a Callan-Symanzik type evolution
equation (Eq. (7.39)). The relation is satisfied when F(q,w;¢, g,r, 1) is equal
to 1, which is the case when we are exactly at the fixed point. We notice that
the quantity 7, + %(7 —7), which appears in the equation (7.39), is equal to zero
at the fixed point. We can study the behavior of this quantity F'(q,w;c, g,r, i)
with exactly the same concepts and techniques as the ones we used to study the
response function in section 7.3.

7.5 Corrections to scaling laws

In this section, we derive expressions for the first corrections to leading-order
scaling laws. With ideas similar to those used in the previous section, and follo-
wing the discussion presented in [2], we define a quantity C(V-F) (Qigj), wigjy; & G, 7 1)
by the equation (7.41). This quantity characterizes the breaking of the leading-
order scaling laws. We can write a Callan-Symanzik type equation for its evo-
lution with respect to the scale parameter p’, and integrate it with the usual
characteristics method to get the solution (7.43). Using the linearized renorma-
lization group equations we get, sufficiently close to the fixed point, the final
expression (7.45). In this equation, L(V.N) [D](ci(y), wigy); € G, 7, ') follows the
critical asymptotic scaling laws (4.87), and the eigen values (7.21) of the matrix
w give the next-to-leading order scaling behaviors.
~ We have to notice the following usual fact : other corrections, due for example
to the presence of trivially irrelevant parameters?, can take place. But these
corrections will be expressed in terms of power laws with exponent of order
unity in the vicinity of 4 dimensions. Then, for small values of s, the exponents
coming form the w matrix, which are of order ¢ or 2, always dominate the
next-to-leading order corrections (see for example [2]).

*Parameters which we did not take into account in our study.
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Conclusion ; Outlook

We have studied the critical behavior of coupled oscillators in the proxi-
mity of a continuous oscillatory homogeneous phase transition, or super-critical
Hopf bifurcation. We have seen that, sufficiently close to the critical point, the
dynamics of the system can be written in terms of a dynamic statistical out
of equilibrium field theory, whose critical behavior can be investigated through
perturbative renormalization group techniques. We have shown that this model
exhibits a second-order phase transition with an associated critical point. In or-
der to find the fixed point of an oscillatory phase transition, we had to perform
the renormalization group transformationsin an oscillating frame at an effective
frequency and shifted with a phase factor which depend on the scale at which
the system is considered. In this frame, the theory has, to the two-loop order
in perturbation theory, the same fixed point as the O(2) model. A generalized
fluctuation-dissipation relation is dynamically recovered at the transition, and
the leading-order scaling behaviors are given by the same critical exponents as
in the case of the O(2) dynamic model, written in terms of the model A of the
classification of Hohenberg and Halperin [61]. However, new universal quantities
have been calculated, and give us, in particular, characterizations of the evolu-
tion of the effective phase and frequency of the oscillations when we approach
the transition. The qualitative structure of the fixed points of the theory is very
different in space dimensions larger or lower than 4. Finally, the existence of
only one stable fixed point, corresponding to the O(2) model fixed point, could
constitute a general proof of the effect of noise on the synchronization of coupled
oscillators located close to an oscillatory instability.

Our results rise numerous other questions. Firstly, our calculations have been
performed to the two-loop order in perturbation theory. From these calculations
we can already conclude that, sufficiently close to 4 dimensions, the O(2) model
fixed point describes the oscillatory transition of coupled oscillators. However,
our study does not give us any information on the stability of this fixed point
in lower dimensions, in particular in 3 dimensions. If the property remains va-
lid independently of the dimension, a general argument, probably based on a
hidden symmetry in the problem, should be possible to point out. Secondly, it
could be interesting to study the behavior of the system when it approaches the
transition from the oscillatory regime. As we have already mentioned, the naive
mean field theory, corresponding to the deterministic complex Ginzburg-Landau
equation, is highly nontrivial, leading in some regions of the phase diagram to
chaotic behaviors. Regarding these observations, defining a reliable field theo-
retical model in this region may include new puzzling aspects. It could be also
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interesting to study the vicinity of 2 space dimensions. We know from the study
of static critical phenomena that, in this case, Ginzburg-Landau expansions do
not allow for a good description of the critical properties of the effective theory,
and that nonpolynomial actions have to be written [150, 2, 91]. In the case of
a rotational symmetry for a n-components order parameter, the case n = 2, or
XY model, is highly special, with a phase transition qualitatively different from
the one which exists in the vicinity of 4 dimensions [89, 138]. A generalization
of these models to the critical dynamics of coupled oscillators needs to be writ-
ten. We know also that, in the case of O(n) dynamics with a conserved order
parameter, new universality classes can be pointed out when the noise is chosen
anisotropic [131]. A dynamical model for coupled oscillators with a conserved
order parameter could give us new universality classes. Another class of models
we could study consists of a dynamics written in terms of a vectorial complex
field Z, possessing the O(n) symmetry in the space of the vectorial compo-
nents. The symmetry group for this theory would be O(n) x U(1). Finally, in
the inner ear of mammals, the hair cells of the cochlea, which are possibly the
individual critical oscillators responsible for the nonlinear behavior in the me-
chanical response of the basilar membrane to an external oscillatory stimulus,
respond preferentially to characteristic different frequencies. A proper descrip-
tion of their coupling through the basilar membrane could be better represented
by a field theory in which the parameter wgy would depend on the space posi-
tion x. In the framework of Quantum Field Theory, we know that imposing to
a global symmetry to become locally true leads to the introduction of a new
field, called “gauge field”, which appears in a “covariant derivative”, and which
describes interactions. In this context, this thought process gives a general me-
chanism to construct Lagrangians for interacting gauge theories [150, 85]. In our
context, with the presence of a parameter wy(x), the transformation consisting
in eliminating the frequency from the action of the theory would become a lo-
cal transformation. The presence of spatial derivatives in the dynamic equation
of the theory would require the introduction of an other dynamic field, which
would lead to a dynamics locally phase invariant and containing a covariant
derivative. We could wonder whether this approach would lead us to a model
which would be physically acceptable and mathematically founded. More gene-
rally, all the extensions we mentioned here are just suggested by our work ; the
physical relevance as well as the mathematical validity of these extensions still
need to be established.
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Annexe A

Notations

Dans cette annexe nous précisons les notations que nous utilisons dans le
présent mémoire.

d représente la dimension de I’espace sur lequel est définie notre théorie.

X ou y représente une variable de position dans cet espace, et q ou p une im-
pulsion. Un produit scalaire est noté x.y (resp. q.p).  (resp. q) représente la
norme du vecteur x (resp. q).

t représente un temps, et w une fréquence.

Une intégrale sur ’espace-temps est notée :

/ d?z dt

et une intégrale sur I’espace de Fourier spatio-temporel :

/ddqdw
/q:/égd WA

8 représente la distribution de Dirac, et 6 la distribution de Dirac sur un espace
de dimension d. 0(t) représente la fonction créneau de Heaviside.

Nous notons :

k représente le vecteur (q,w) ; nous notons :
/ B / _ / d%q dw
k o W o (27T)d 2

3 (k) = 6%(q)d(w)

et
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Nos conventions pour les transformées de Fourier des fonctions définies sur I’es-
pace et le temps sont les suivantes :

flx,t) = / flqw)e (@) = /k Fk)ehe
q,w

f(k) = flq,w) = /dd:v dt f(x, t)e—i(q.x—wt)

En particulier, nous notons de la méme facon la fonction f et sa transformée
de Fourier. L’espace dans lequel on considére la fonction étant précisé par les
notations des variables.

A représente I'opérateur laplacien sur I’espace en dimension d.

Ya(x,1) (resp. Yo (k) = 1¥a(q,w)) désigne la composante o d’un champ vectoriel
1o & deux composantes, évalué un point de coordonnées (x, t) de I'espace direct
(resp. (q,w) de I'espace réciproque). Les indices « et [ peuvent alors prendre
les valeurs 1 et 2.

Mag(x, t;x/,t') (resp. Mag(k‘; K = Mag(q,w; q’,w’)) désigne ’élément de ma-

trice af d’une fonction matricielle & deux points M,g, évaluée dans I’espace
direct (resp. I’espace réciproque).

Il y a sommation implicite sur les indices répétés.

Nous désignons par 9, le champ dynamique % en tant que fonction vectorielle &
deux composantes définie sur ’espace-temps, les variables d’espace variant dans
un espace de dimension d, et I'indice o pouvant prendre les valeurs 1 et 2.

(X)) désigne une moyenne statistique de la grandeur X.

Nous désignons par F'[t),] une fonctionnelle du champ 1),, ¢’est a dire une “fonc-
tion” dont les variables sont les champs vectoriel & deux composantes définis sur
I’espace-temps.

Nous désignons par :
/D W)a] D [_Z"Ja}

une intégrale fonctionnelle sur les champs v, et Ja, c’est a dire une intégrale sur
toutes les valeurs que peuvent prendre les champs v, et 1, en chaque point de
I’espace-temps, et pour chacune des valeurs de I'indice . Dans ’espace direct,
Iintégrale fonctionnelle sur le champ 1, se fait, en chaque point de l’espace-
temps, sur les valeurs réelles, et I'intégrale fonctionnelle sur le champ 1, sur les
valeurs imaginaires pures (voir I’appendice D). Une intégrale fonctionnelle peut
étre vue comme l'intégrale sur toutes les fonctions possibles de ’espace-temps,
ou encore sur tous les “chemins” possibles. Elle donc aussi appelée “intégrale de
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chemins”.
Les notations relatives aux graphes de Feynman sont précisées dans "annexe C.

r(V.N) désigne la dérivée fonctionnelle de F[Ja, o) par rapport a N champs J
et N champs 1. TV-N(®) désigne le terme d’ordre p de TWV:N) en théorie des
perturbations.

) _

. . . . . n
Lorsque les indices sont indiqués nous pouvons noter F(~ =Ty .
q q p a;if; a1...0501..-BN

n=N+ N, i varie entre 1 et N et J varie entre KL—I— let N+ N) la dérivée
fonctionnelle de I'[t)4, 1] par rapport a N champs ¢ et N champs 1.

(o1

N,N A JURRTR
Enfin nous notons Féﬂ’ )[qb] les vertex propres associés a la théorie écrite en
eV}

termes des champs ¢, et 5(1, située dans le référentiel oscillant & la fréquence
effective des oscillations spontanées du systéme a I’échelle a laquelle on le consi-
dére (voir les équations (4.69) qui définissent les champs ¢, et ¢q).
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Annexe B

Corrélateur du bruit statistique
prés d’un point critique

Dans le paragraphe 1.2.2, nous avons insisté sur I'importance des fluctuations
et le fait que cela pouvait étre pris en compte dans les équations dynamiques, en
couplant I’évolution des paramétres qui nous intéressent & un bruit statistique
effectif. Nous n’avons en revanche rien dit de la distribution de probabilité qu’il
nous fallait choisir pour ce bruit. Sa caractérisation est 'objet de cette annexe.
Les arguments qui suivent sont communs a de nombreux modéles de dynamique
critique.

Le bruit dont nous avons justifié la présence est dit aux fluctuations d’un trés
grand nombre de degrés de libertés. Dans I’esprit du théoréme de la limite cen-
trale, nous savons que la distribution de probabilité générique de telles variables
aléatoires est une distribution gaussienne. C’est également cette distribution qui
nécessite le moins d’hypothéses concernant les propriétés du bruit. Nous ferons
donc ce choix et nous n’aurons alors & préciser que les deux premiers moments
de la distribution. Le premier moment pouvant toujours étre incorporé dans
la partie déterministe de I’équation dynamique, celui-ci sera pris égal & zéro.
Le systéme étudié étant homogéne et invariant par translations, le deuxiéme
moment du bruit prend la forme générale suivante :

(n(x, )n(x', 1)) = o([t — #']) p(|x — %)) (B.1)

D’autre part, deux événements suffisamment séparés en temps ou en espace
doivent étre décorrélés, et ces fonctions doivent donc décroitre suffisamment
vite & I'infini. En particulier nous demanderons que ces fonctions soient inté-
grables. Dans la limite des grandes échelles temporelles et spatiales qui nous
intéresse, on peut alors considérer que le bruit statistique décrivant les fluctua-
tions est non corrélé, c’est a dire que les fonctions ¢ et p sont des distributions
0 de Dirac. Dans le cadre des phénoménes critiques dynamiques, les divergences
de la longueur de corrélation et du temps de corrélation fournissent une sépa-
ration naturelle des échelles entre les modes critiques et les autres degrés de
liberté. Les transformations de groupe de renormalisation fournissent un cadre
mathématique propre pour quantifier la convergence des corrélateurs du bruit
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vers les distributions de Dirac!. Nous choisirons donc, au regard des arguments
précédents, un bruit gaussien non corrélé, encore appelé “bruit blanc gaussien”.

'En particulier, dans le cadre de ces hypothése, les corrélateurs tendent vers ¢ au sens des
distributions.
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Annexe C

Théorie des perturbations et
représentation graphique

Dans cette annexe nous nous proposons d’établir les régles du calcul pertur-
batif pour notre théorie dont nous avons besoin tout au long de notre étude. Pour
cela, nous considérons la fonctionnelle génératrice de notre théorie en transfor-
mée de Fourier, qui est donnée par les équations (2.26) et (2.27). Le détail du
calcul menant & cette expression est donné dans ’annexe D, ou il est montré
que cette écriture suppose la convention #(0) = 0 pour la valeur en zéro de la
fonction 6 de Heaviside. La partie gaussienne ou “libre” Sy de ’action peut étre
réécrite de la facon suivante :

Solbastal = [ttt { DIt~ Guldrba+ Rasis))

_ _% D (k) A(—, —K' ) ()
kK
1 t
- 5 [P ®ACRs-y )
| (9
9‘<¢) 2
et

A(k,K) = A(k)(m)™8 D (k + &)
—2Dbq3 iwdag + Rap(—k)

éaﬁ(_k) - <—iw55a+R5a(k‘) 0 ) (C.3)

Le propagateur de la théorie est donné par I'inverse de la matrice é(w, ')
dans l’espace direct. Cette matrice a la forme générale (2.25), et peut donc étre

& - o (C.4)
=« =0 0
7 ( Xop  Cap

écrite :
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L’invariance par translations assure que cette matrice, tout comme la matrice
A, est proportionnelle a 6(d+1)(k‘ + k') dans ’espace de Fourier. Nous pouvons
donc écrire :

&, ) = €O, (R)(2m) 150 () (©5)

et les équations qui s’en suivent pour les fonctions a deux points de la théorie
; v 0 ; ; .
libre X, g et c, 3- Nous avons les expressions suivantes :

1/ —iw+R Q
Q) = xslaw) =5 (T )

2D < w? + Q%+ R? 2iwg

0 —
Caﬁ(k) - C’ag(q,w) _QiWQO w2+Q(2)—|—R2 ) (C6)

AP
ou
R=r+cq?
Q0 =wo + Caq2

A= (R—iw)*+ Q2

L’application du théoréme de Wick permet de calculer perturbativement les
fonctions de corrélation de la théorie (simples, connexes ou 1-particule irréduc-
tibles), en n’ayant & évaluer que des valeurs moyennes de fonctions a deux points
prises avec un poids de probabilité gaussien [2, 91]. Ces valeurs moyennes élé-
mentaires sont traditionnellement appelées “propagateurs libres” de la théorie.
Nous pouvons représenter graphiquement les termes de la série perturbative sous
forme diagrammatique. A chaque terme de cette série est associé un “diagramme
de Feynman”. La procédure générale de construction des diagrammes de Feyn-
man est commune a de nombreuses théories. Aussi peut-elle étre trouvée dans
de nombreux ouvrages et nous ne la détaillons pas ici. Nous rappelons juste
quelques régles de construction des termes de la série perturbative et de leur
représentation, appelées “régles de Feynman”, et qui sont spécifiques ou non a
notre théorie. Nous souhaitons également rappeler que les séries perturbatives
que nous calculons font intervenir des intégrales qui, en termes de diagrammes,
seront représentées par des boucles. L’ordre que nous considérons en théorie des
perturbations augmente linéairement avec le nombre de boucles dans les dia-
grammes. Aussi notre développement perturbatif est-il appelé “développement
en nombre de boucles”.

La représentation graphique est basée sur les principes suivants :

Un champ 9 est représenté par :

et un champ J par :

MWW\

206



Les deux propagateurs libres dans ’espace de Fourier sont représentés par :

k k
a—ﬁ = a—»—ﬁ = Cap(k) (C.7)
et
k k
— MWW = ——WWW = Xag(k) (C.8)
@ B @ B

Finalement le vertex d’interaction est :

an, k1 ao, ko

? = _Ua1a25a3a4 (C'9)

as, k3 oy, kg

Les régles de Feynman pour la représentation diagrammatiques des diffé-
rentes termes intervenant dans la série perturbative d’une fonction de corrélation
de la théorie sont alors les suivantes :

- A chaque ligne d’un diagramme donné correspond un propagateur libre.
- Chaque propagateur contient un facteur (27)154+1(k + &),
- Chaque vertex contient un facteur (27)™ 169 (ky + ko + k3 + kq).
Aprés intégration sur les impulsions associées aux champs venant des termes
d’interaction il reste :
- Une intégrale [ %(g—ﬁ) par boucle présente dans le diagramme.

- Un facteur —U,pd,, par vertex.

- Une dépendance générale dans les impulsions externes k¢! avec la contrainte
(2m) 5 (5, k).

En pratique, I’expression des propagateurs reste simple si ils sont exprimés
dans ’espace direct pour leur composante temporelle, et le calcul des intégrales
liées aux boucles d’intégration est beaucoup plus aisé en termes dans cet espace.
Il est donc utile d’exprimer les propagateurs libres de la théorie en termes des
variables (q,t). Nous obtenons les expressions suivantes :

e

R

Xplat—t) = 0t —t)Qas [-Qo(t — )] e 7 (C.10)

Cosla,t—t") = DQug[-Qo(t—1t)]

ol 2,3(0) est la matrice de rotation d’angle #. La causalité de la théorie se
traduit & ce niveau par la présence du facteur (¢ — ') dans Iexpression du
propagateur libre associé a la fonction de réponse. Nous montrons dans ’an-
nexe D que, associée & la prescription 6(0) = 0, cette propriété nous permet de
mettre simplement en évidence la nullité de certains diagrammes de la théorie.
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En particulier, nous retrouvons a ’aide d’un argument perturbatif les relations
de causalité (2.22) et (2.40).

Enfin, comme pour une théorie ¢* statique ou dynamique habituelle, les
développements perturbatifs sous forme de diagrammes de Feynman sont donnés
par les régles suivantes : les fonctions de corrélations sont données par la somme
des diagrammes connectés de la théorie, les fonctions de corrélations connexes
par la somme des diagrammes connexes et les vertex propres par la somme des
diagrammes 1-particule irréductibles auxquels les propagateurs externes ont été
retranchés. La démonstration de ce résultat, commune a toutes les théories qui
ont une structure en ¢4, peut-étre trouvée dans de nombreux ouvrages (voir par
exemple [150, 2, 91]). Les exemples de diagrammes importants pour notre étude
sont donnés explicitement dans les chapitres 5 et 6.
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Annexe D

Jacobien, 6(0) et causalité

Nous souhaitons dans cette annexe établir I’expression de I'intégrale fonc-
tionnelle (2.18) a partir de I’équation dynamique (2.1). Nous savons que I’écri-
ture d’une intégrale fonctionnelle n’a de sens que si nous précisons quelle est
la discrétisation sous-jacente qui a permis son écriture, et si son évaluation est
effectuée avec le méme choix de discrétisation. Nous expliquons que différents
choix de discrétisation ménent & des écritures différentes de I'intégrale fonction-
nelle, et nous identifions le choix implicitement effectué dans ’écriture (2.18).
L’ambiguité liée au choix de discrétisation est intimement liée a I’ambiguité
de la valeur en zéro de la fonction 6 de Heaviside. En particulier, la version
discrétisée de la dynamique ne définit une théorie causale que pour un choix
particulier de cette valeur en accord avec la discrétisation. Nous montrons qu’a
’écriture (2.18) doit étre associée la prescription #(0) = 0 de fagon & avoir une
théorie causale. Ce résultat peut-étre retrouvé par un calcul purement continu.
En effet, I'établissement et 1’évaluation de 'intégrale fonctionnelle (2.18) sont
possibles directement avec une écriture temporellement continue de la dyna-
mique. En revanche, la discrétisation spatiale ne peut jamais étre oubliée, car
les intégrales spatiales qui interviennent dans le calcul perturbatif contiennent
des divergences. Toutefois, pour ce qui concerne I’étude du comportement cri-
tique de grande échelle du systéme, le choix de la discrétisation microscopique
de la théorie n’importe pas, et les différentes théories discrétes associées a la dy-
namique (2.1) appartiennent & la méme classe d’universalité. Cette idée permet,
dans le cadre de la technique de Wilson que nous utilisons pour le calcul per-
turbatif a ’ordre d’une boucle, d’utiliser une théorie régularisée a ’aide d’une
coupure dans I’espace des impulsions a la place d’un réseau spatial, ce qui méne
a des calculs plus simples (voir section 4.1).

Calcul discret

Considérons notre équation dynamique (2.1), et discrétisons le temps en
intervalles de taille 7. Dans une telle version discrétisée, la premiére dérivée
temporelle du champ est naturellement évaluée entre les sites temporels, tandis
que le champ lui-méme est évalué sur les sites. Un choix doit donc étre fait sur
le poids affecté aux sites n et n + 1 pour évaluer la dérivée entre ces sites. Ce
choix peut-étre représenté par la donnée d’un paramétre y compris entre 0 et 1.
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Nous pouvons écrire :

Zpt1 — Zn,
Zntl —on ,u{ (r + iwo) Zn — (u + i) | Zn|* Zn —I-(c—l—zca)AZ}

{ r+ zwo n—i—l (’LL + iua) |Zn+1 |2 Zn+1 + (C + ’iCa)AZn+1} +
+1n (D.1)

avec

1 tn+1
Zn = Z(ty) et Nn = ;/ n(t)dt
tn

et n variant entre plus et moins I'infini. Avec cette définition, le bruit discrétisé
est encore un bruit blanc gaussien, et dans le cadre de la formulation matricielle
que nous avons introduite dans la section 2.3, nous avons :

2D
<"7a,n(x)775,n’(xl)> - . 6d(x X )6a56nn’

Son poids de probabilité est alors donné par :

.
W[T/a,n] :eXp{_E /dd 771n+772 n]}

n=-—oo

Le poids associé & une configuration du champ v, dans la fonction de partition
est alors donné par :

577a,i—1(X)
Mg ;(x’)

Le terme général de la matrice jacobienne apparaissant dans ce changement de
variable est proportionnel & 6¢(x — x’) dans une version continue en espace.
Comme nous I’avons dit, nous avons toutefois besoin d’une régularisation spa-
tiale pour évaluer 'intégrale fonctionnelle, et la méthode de Wilson choisit de la
réaliser a l'aide d’une coupure dans les intégrales dans I’espace de Fourier. Dans
ce cadre les termes de la matrice jacobienne sont, dans un calcul perturbatif,
proportionnels 4 :

P(d’a,n) = 7)(77047”) . 'det

A
6d(x—x') = / gia(x=x") (D.2)
q

Aprés passage a la limite continue temporelle, le calcul du jacobien de change-
ment de variable montre qu’il est proportionnel 4 :

exp {(1 ~ 1)34(0) [ Wautbs(bpb(—H) + 2wa<k>anﬂ<—k>]} (D3)
k

Dans la technique de Wilson de renormalisation, la série perturbative menant
au calcul de la variation des paramétres par renormalisation se fait sur une
“couche” d’impulsions comprises entre A/b et A (voir section 4.1). Ces mémes
termes perturbatifs apparaitront donc avec le facteur de proportionnalité :

A
a0 = [ (D4)

q,q=A/b
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Pour tous A; < Ag, nous avons la propriété de Chasles suivante :
67\2 (X) = 67\1 (X) + 67\1,/\2 (X) (D'5)

Nous pouvons aisément vérifier qu’avec ces définitions les régles usuelles de
calcul avec les distribution § sans coupure restent valables avec coupure. Traité
en perturbations, le facteur (D.3 lié au jacobien introduit de nouveaux termes
perturbatifs. qui peuvent représentés par le vertex a deux points suivant :

b

Yy o

et dont ’expression est :
2(1 = )83 /5,1 (0) [6p0 Una + Upo + Usp] (D.6)

dans le schéma de renormalisation de Wilson. Les termes perturbatifs prove-
nant du vertex d’interaction lorsqu’il est bouclé sur lui-méme avec une patte v

3

Yo

peuvent étre représentés par :

et contribuent pour :
_29(0)67\/&[\(0) [5PO'UC¢O£ + Upo’ + Up’y] (D?)

Nous constatons donc que les ambiguités liées au choix de la discrétisation et a la
définition de 6(0) sont clairement liées : nous obtenons un résultat indépendant
de la discrétisation si nous choisissons de définir : §(0) = 1 — pu, ajouté d’un
terme indépendant de p. Nous constatons que la discrétisation que nous avons
implicitement choisie pour écrire l'intégrale de chemin (2.18), qui ne contient
pas de terme associé au jacobien, correspond & p = 1. L’écriture que nous avons
choisie doit donc étre accompagnée de la prescription 6(0) = 0.

Causalité

Nous pouvons dériver autrement la valeur qu’il nous faut choisir pour 6(0) en
accord avec I’écriture(2.18) de I'intégrale de chemins de la théorie. Nous allons
voir que la fait de demander a la théorie d’étre causale nous impose 6(0) = 0.
Supposons en effet tout d’abord 6(0) différent de zéro. Alors le diagramme :



contribue a la renormalisation de la fonction de réponse linéaire et n’est pas
causal car t et t; ne sont pas liés causalement.

Supposons maintenant avoir §(0) = 0. Considérons un diagramme contri-
buant a une fonction de corrélation connexe d’ordre quelconque. Considérons
son vertex de plus grand temps 7,,,. Sa patte 1 ne peut pas étre reliée a un autre
vertex a cause de la fonction 0 présente dans le propagateur libre de la fonction
de réponse. Comme elle ne peut pas non plus étre reliée au vertex dont elle est
issue, justement parce que nous avons choisi §(0) = 0, elle est obligatoirement
reliée & une patte externe 1. A ce v est associé un temps supérieur & 7,,. Consi-
dérons maintenant une patte externe ¥ quelconque. Le temps qui lui est associé
est inférieur a celui du vertex auquel elle est reliée, lui-méme inférieur a 7, par
hypothése. Ainsi le temps associé & ce v est-il inférieur & celui associé a la patte
externe 1 qui est reliée au vertex de temps 7,,,. La patte externe de plus grand
temps est bien toujours une patte ¢. Un raisonnement analogue sur les vertex
propres permet de compléter ’établissement perturbatif des propriétés (2.22) et
(2.40).

Calcul continu

Comme nous I’avons dit, la version discrétisée de I’établissement de I'inté-
grale fonctionnelle (2.18) constitue le fondement théorique définissant le forma-
lisme. Toutefois, comme nous allons le voir, les calculs peuvent étre menés dans
un formalisme continu en temps [150]. Nous pouvons donc faire le lien entre
’équation dynamique (2.1) et 'intégrale fonctionnelle sans passer par la version
discréte, et sans avoir a préciser de discrétisation temporelle.

Partant des corrélateurs du bruit (2.14), nous pouvons écrire la fonction de
partition suivante :

Z, = /D[na] exp{—i/ddxdt [nf+n§]} (D.8)

JEIE gnoﬂf[; Vs [ Pl

1 tn+1
Noyn = Mn, = —/ n(t)dt et t, =nT
tn

avec

T

La fonction de partition Z, associée au champ ) s’écrit alors :

1
Zo= [Dlaen {5 [ateat [ - R)?] flaerr] 09
ou M est la matrice jacobienne :

Mys(x,t;x/,t') = Orja(x, 1)

= S ) (D.10)

et F, la fonctionnelle :
Fo[] = —Rapbs — Uapthstdyiby
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La matrice M est proportionnelle & Id + N ou

OFa[¢](x, 1)

Nog(x, t:x',t') = —60(t — t)6% (x — x’
a(x, t;x, t') ( )oA(x —x') ey

Puisque T'rN™ est nul dés que n > 2, nous avons :
det M = expTrinM «xexpTrN
X exp {9(0)5%(0) / A%z dt [Unathpths + Q%anﬁ]} (D.11)

Alors, sans spécifier aucune valeur pour 6(0), les contributions perturbatives
liées & ce terme s’éliminent exactement avec les contributions du vertex propre
(D.7). La théorie est alors automatiquement causale, et I'écriture (2.18), qui
ignore le terme associé au jacobien, est valable si I'on impose 6(0) = 0.

Champ auxiliaire et fonctionnelle génératrice

Nous sommes donc convaincus que nous pouvons écrire la fonction de par-
tition pour notre modéle sous la forme (D.9), avec une valeur 1 pour le facteur
provenant de la matrice jacobienne, et la prescription 6(0) = 0. Cette formu-
lation est malheureusement inadaptée au calcul perturbatif des équations de
groupe de renormalisation, et plus généralement au calcul perturbatif des fonc-
tions de corrélation et de réponse de la théorie. Le formalisme de Janssen-De
Dominicis, qui utilise I'introduction d’un champ dynamique auxiliaire Ja, ré-
sout ce probléme [101, 73, 26]. I’introduction de ce champ auxiliaire s’effectue
en utilisant la formule :

22 +oo I
e 37 = 1/%/ dz e~ 30 £ (i) (D.12)
—00

réécrite a l’aide de la variable z = iz. Il faut noter que I'intégration sur cette
variable se fait alors sur axe imaginaire. Nous pouvons appliquer cette égalité
en chaque point de I’espace-temps et pour chaque valeur de « a notre fonction
de partition (D.9), et nous obtenons la fonction de partition suivante :

Zy = [ Dlwal D [=ith] exp { [t [Ddatba = b (0uba — Falu) }
(D.13)
La fonctionnelle génératrice (2.18) est obtenue en ajoutant les termes de cou-
plage des champs 1, et Ja avec leurs champs conjugués respectifs J, et J~a.
Nous remarquons que le champ conjugué J, du champ auxiliaire Ja joue le
role d’une force externe dans I’équation dynamique, et a donc une signification
physique précise. En revanche, le champ conjugué J, du champ 1, ainsi que le
champ Ja, n’ont aucune signification physique particuliére, et ne représentent
que des intermédiaires de calcul permettant de dériver, dans un cadre mathé-
matique élégant, les fonctions de corrélation et de réponse de la théorie (voir les
expressions (2.21)).
Nous remarquons également le fait suivant : aprés intégration de la variable
de champ Ja sur ’axe imaginaire, nous disposons d’une expression pour la
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fonctionnelle génératrice ne comportant que des termes et des champs réels
dans I'action (voir I’équation (3.1) du chapitre 3). Ainsi toutes les dérivées de
cette fonctionnelle génératrice par rapport aux champs conjugués J, et J, sont
des fonctions réelles des divers points de ’espace-temps, et les fonctions de
corrélation et de réponse de la théorie dans ’espace direct sont bien des fonctions
a valeurs réelles.
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Annexe E

Expressions complétes de
diverses quantités

Expression de 'intégrale Ig issue du calcul du paragraphe 6.2.4 :

b= sara i 2) ((—1 +iea)log [i (1+ )] + (1 — ica) log [2i (1 + &2)] —

— i(=i+¢)logli (14 &4 (2i+¢,))] +icalog[2i (1 + 4 (2i + ¢4))] + log [8i (1 + €4 (20 + ¢4))] ) -

1 . 2¢ . B —q - o
) <2@ arctan [3 _1_(152] +log [9+ 1022 + ci] + 2log [Z (1+¢, (20 + Ca)):| —

a

o [—z’ 3(1 J;aéé(fizaé)a))]) +

1 —(—i+ )* (i + Ca)
+ ——=<log |- 5| —
—(—i +24)? <1 + i, 4/ —(—i + Ea)z)

G — G2 + 1 <—2 /= (—i+ éa)2>

241/ —(—i+c0)* 4 (i + )

—log

Expression de la fonction v qui intervient dans les équations de groupe de renor-
malisation (4.72), et calculée a I'ordre de deux boucles en fonction des intégrales
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calculées dans le paragraphe 6.2.4 :
vy = —a [ — 24D? (4a,Im(Iy) + 2aRe(215 + 1)) —
—3¢,8D% (2alm(—21Ig + Ig) + 4a,Re(Ig)) + 8D? (4a,Im(Ig) + 2aRe (215 + Ig)) +

+16D%*aRe(1y))

—ay [ — 24D? (4alm(Iy) 4 2a,Re(—215 + Iy)) —
—3¢,8D% (2a,Im (215 + Ig) + 4aRe(Ig)) + 8D? (4alm(Ig) + 2a,Re(—2Is + Ig)) +

+16D%a,Re(Iy)

Les fonctions 7 et v, ont des expressions similaires.

Expression de la fonction p., qui intervient dans les équations de groupe de
renormalisation (4.72), et calculée & I'ordre de deux boucles en fonction de ces
mémes intégrales :

e, = —dg [8D2 (26,Im (205 + Iy) + 407Re([2))} —a [8D2 (2aIm (=215 + Iy) + 4a,Re(l)) | +

+a4Cq | 8D? (4alm (L) + 2a,Re(—21 4 Iy)) +

1
+ <_— + aa> 8D? (2a,Im (215 + Ig) 4 4aRe(lg)) | +

Ca

440 | 8D? (4a,Im (L) + 2aRe (215 4 I4)) +

Ca

1
+ <_— + aa> 8D?* (2alm(—21I¢ + Ig) + 4aaRe(16))]

Expression de la solution linéarisée de la dépendance de la phase 6 en fonction
de la dilatation d’échelle s, autour de sa valeur au point fixe du groupe de
renormalisation :

4
0(s) = Ot + 32D*(a*)? log 3 [

28¥2 ra Ca ..
e e
w2 w3

Expression des quantités effectives qui interviennent dans I’expression de la fonc-
tion de réponse discutée dans la section 7.3, en fonction des paramétres du
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modéle et de la longueur &, qui apparait dans I’expression (7.16) :

St = o2

1
IS 502_2_ 2 (n+1)

Coft
Yeff = Ca 502_2_%(774_%4_“)3
4 1 /a
Qoff = 32D2(o7*)210g <—> [— (% —Ea)]
3 wo \o*
4\ 2¢
Ber = 32D*(a*)’log (—) —a
3 w3
d*
— 8D¢yj—
Oefr 8 Cafy— 1/
Q, — Q¥ ¢,
= 8D¢c————
Oell ‘9= 1/v+ws
Peff = _(6eff+aeff) (El)

Toutefois, seules les quantités effectives constituent des observables physiques
mesurables expérimentalement, contrairement aux paramétres du modéle et a
la longueur &y qui ne sont que des intermédiaires de calcul.
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Comportement critique d’oscillateurs couplés
Groupe de renormalisation et classe d’universalité

Les étonnantes performances de l'organe auditif des mammiféres sont notamment dues
aux propriétés génériques des oscillateurs critiques couplés qui constituent le systéme. Cette
thése présente une étude des propriétés critiques génériques des systémes spatialement étendus
d’oscillateurs stochastiques couplés, opérant dans le voisinage d’une instabilité oscillante ho-
mogéne ou bifurcation de Hopf. Dans ce contexte, cette bifurcation constitue un point critique
dynamique hors équilibre, exhibant des propriétés universelles qui sont canoniquement décrites
par ’équation Ginzburg-Landau complexe en présence de bruit. La formulation du probléme
en termes d’une théorie statistique dynamique des champs non hamiltonienne nous permet
d’étudier le comportement critique du systéme 4 'aide des techniques de la renormalisation
dynamique perturbative.

Dans un cas particulier, une analogie exacte avec le modéle O(2) dynamique nous per-
met d’écrire une relation généralisée de la relation fluctuation-dissipation et de déduire le
comportement critique du systéme directement & partir des études antérieures. Dans le cas
général, nous établissons la structure du groupe de renormalisation de la théorie dans un
espace de dimension 4 — ¢, en lui adaptant les schémas de renormalisation de Wilson et de
Callan-Symanzik. La présence d'une fréquence caractéristique dans le systéme - la fréquence
des oscillations spontanées a la transition - impose d’associer aux transformations de renor-
malisation un changement de référentiel oscillant dépendant de 1’échelle. Nous effectuons le
calcul a 'ordre de deux boucles en théorie des perturbations, et montrons que la classe d’uni-
versalité du modéle est décrite par le point fixe du modéle dynamique dissipatif O(2) dans un
référentiel oscillant bien choisi. Ainsi, bien que la dynamique soit hautement hors équilibre et
brise les relations de bilan détaillé, une relation fluctuation-dissipation généralisée est asymp-
totiquement restaurée a la transition. Cette relation prévoit ’existence de fortes contraintes
sur les principales observables expérimentales : la fonction de corrélation a deux points et la
fonction de réponse linéaire & un stimulus sinusoidal.

Mots-clés : Physique statistique hors équilibre, point critique hors équilibre, groupe de
renormalisation dynamique, équation Ginzburg-L.andau complexe, bifurcation de Hopf, oscil-
lateurs couplés, dynamique critique, biophysique, systémes actifs, diagrammes de Feynman.

Critical behavior of coupled oscillators
Renormalization group and universality class

The astonishing efficiency of the auditory organ of mammals is particularly due to the
generic properties of the coupled critical oscillators which make up the system. This thesis
presents a study of the generic critical properties of spatially extended systems of coupled
stochastic oscillators, operating in the proximity of a uniform oscillatory instability or Hopf
bifurcation. In this context, this bifurcation constitutes an out of equilibrium critical point
with universal features, which are canonically described by the complex Ginzburg-Landau
equation in the presence of noise. The formulation of the problem in terms of a non Hamiltonian
dynamical statistical field theory allows us to study the critical behavior of the system by using
perturbative renormalization group techniques.

In a particular case, an exact analogy with the O(2) dynamical model allows us to write
a generalized fluctuation-dissipation relation and to deduce the critical behavior directly from
previous studies. In the general case, we establish the structure of the renormalization group of
the theory in a 4 —¢ dimensional space, using adapted Wilson and Callan-Symanzik’s schemes.
The presence of a characteristic frequency in the system - the frequency of the spontaneous
oscillations at the transition - impose to perform a scale dependant framework transformation
during the renormalization process. We perform two-loop order calculations in perturbation
theory, and show that the universality class of the model is described, in a suited oscillating
framework, by the fixed point of the dissipative O(2) dynamics. Then, while the dynamics is
highly out of equilibrium and breaks the detailed balance relations, a generalized fluctuation-
dissipation relation is asymptotically recovered at the transition. This relation imposes strong
constraints on the main experimental observables : the two point correlation function and the
linear response function to an external sinusoidal stimulus.

Key-words : Out of equilibrium statistical physics, out of equilibrium critical point, dy-
namic renormalization group, complex Ginzburg-Landau equation, Hopf bifurcation, coupled

oscillators, critical dynamics, biophysics, active systems, Feynman diagrams.



