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ntroduction

« It would appear we have reached the limits of what is

possible to achieve with computer technology, although

one should be careful with such statements; they tend to
sound pretty silly in five years.

JOHN VON NEUMANN, 1949

UELS autres domaines scientifiqgues ou industriels que ceux de I'informatique et I'élec-
tronique peuvent se targuer d’avoir accompli autant de progrés en un si court laps

de temps? Emo ans, de 'ENIAC aux micro-ordinateurs actuels, une méme opération
élémentaire est effectuée un million de fois plus rapidement, consomme 100 000 fois
moins de puissance électrique, tout cela pour un prix et un poids des machines divisés par
10 000. Face a ces chiffres, les avancées réalisées dans le méme temps dans des domaines
tels que I'aéronautique ou I'automobile paraissent dérisoires et méme si les technologies
mises en ceuvre dans le cadre de ces activités industrielles ne cessent de s’améliorer, leurs
objectifs de développement restent limités a de simples améliorations de concepts exis-
tants (essentiellement d’ailleurs grace a I'électronique!) alors méme que les perspectives
d’'innovation en électronique ne semblent avoir comme frontiére que notre imagination.

Aujourd’hui largement basée sur la filiére silicium, avec pour figure de proue le tran-
sistor a effet de champlOSFET (Metal-Oxide—Semiconductor Field Effect Transigtor
combiné a une technolog@vos (Complementary Metal-Oxide—Semicondujttar mi-
cro-électronique numérique a su devenir un acteur incontournable dans les enjeux tech-
nologiques et économiques mondiaux. Pendant une vingtaine d’années, les efforts se sont
donc portés sur I'amélioration des performances en termes de vitesse et d’intégration de
ces brigues élémentaires des circuits intégrés que soMBSETen se concentrant au-
tour d’une stratégie de miniaturisation pousseée.

Toutefois, aprés ces deux décennies de course effrénée a la réduction des dimensions
des transistors (de prés de deux ordres de grandeurs), les problémes ne se limitent plus aux
seules difficultés de réalisation. Nous voyons apparaitre dorénavant de nouveaux phéno-
menes d’ordre théorique remettant en cause les avantages qu’offrait la techoologie
En particulier, les phénomenes de nature quantique sont devenus communs et inévitables.

De méme que lors de I'avenement de I'électronique sur semi-conducteurs, qui a per-
mis de remplacer les trop gourmands tubes a vide, peut-étre sommes nous a l'orée d’'une
profonde mutation des composants actuels. Ainsi, il est fort probable qu’un saut techno-
logique soit nécessaire, a plus ou moins court terme, afin de pouvoir continuer a améliorer
les performances des circuits. Notamment, 'emploi actif de la mécanique quantique parait
une solution de choix pour I'avenir des composants micro(nano)-€lectroniques.

Parmi la multitude de nouveaux concepts actuellement a I'étude, I'utilisation du ca-
ractére granulaire de la charge électrique offre des perspectives plus que prometteuses. En
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Introduction

effet, ces composants de nouvelle génération tirent parti du transport par effet tunnel des
électrons a travers des boites quantiques de taille nanométrique afin de contrdler de fagon
précise le courant circulant dans le dispositif. A I'ére du tout silicium, de tels composants,
dits ablocage de Coulomlseront d’autant plus intéressants qu’ils resteront compatibles
avec les technologies de fabrication actuelles. Ainsi la réalisation des dispositifs a blo-
cage de Coulomb a base de silicium permettrait d’ouvrir la voie, a moyen terme, a des
technologies hybrides alliant a la technologieos actuelle les avantages du transport
individuel des électrons.

De nombreuses réalisations pratiques ont déja démontré tout le potentiel des compo-
sants a blocage de Coulomb et laissent présager, par exemple, I'élaboration de cellules
mémoire a haute densité d’intégration, tres fiables, fonctionnant sous faible tension et
ayant la possibilité de stocker plusieurs bits a la fois.

Il va de soi que, parallelement a leur mise au point, une étude théorique se révele de
premiéere importance afin de prédire et comprendre le fonctionnement de ces dispositifs de
nouvelle génération. Tel est donc I'objet du présent mémoire consacré a I'étude des boites
quantiques en silicium dans le cadre d’une utilisation de type « blocage de Coulomb ».

Cette étude s’articulera autour de trois grandes parties:

e La premiére partie sera consacrée principalement aux motivations ayant mené a ce
travail de these. Ainsi, apres un rappel des principes de fonctionnement des tran-
sistorsMmos et de la problématique actuelle liée a leur miniaturisation (Chapjtre
nous verrons, au travers du chapitredédié aux principes généraux régissant le
comportement des électrons dans le cadre du blocage de Coulomb dans des dis-
positifs meétalliques, ce que peut apporter 'utilisation de ces nouvelles propriétés
d’origine quantique a la micro-électronique. Enfin, le chapitprésentera un état
de l'art des réalisations les plus significatives dans le domaine.

e Dans la seconde partie, nous nous concentrerons sur la brique élémentaire de tout
composant a blocage de Coulomb sur silicium : la boite quantique semi-conductrice
entourée d’oxyde. Apres avoir décrit dans le chapitides difféerentes méthodes
théoriques permettant de prendre en compte l'interaction entre électrons, le cha-
pitre 5 développera une série de modeles visant & décrire la structure électronique
de ces boites. En particulier, nous verrons comment I'utilisation d’'un modéle uni-
dimensionnel capable de décrire n'importe quelle forme de boite quantique peut se
révéler trés avantageux d’'un point de vue numérique. Le chapitg@ant a lui,
étendra I'ensemble des méthodes décrites au chgmineas des boites quantiques
soumises a une tension de polarisation.

Compte tenu de la trés faible taille des boites quantiques étudiées (de I'ordre du
nanometre) il parait, en outre, Iégitime de s’interroger sur la validité des théories in-
hérentes a I'étude des semi-conducteurs. Les limites de I'approximation de la masse
effective, clé de volte des modeles présentés dans les chapétrésseront donc
discutées. A cet effet, nous présenterons au chapitree description moléculaire

d’un nanocristal de silicium utilisant la méthode des combinaisons linéaires d’orbi-
tales atomiques.

e La troisieme partie sera consacrée plus spécifiquement au transport des électrons
dans le cadre du blocage de Coulomb. La description des mécanismes de transfert de
charges employée dans ce travail est basée sur le concept d’hamiltonien de transfert
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tunnel dont la théorie est présentée de maniere détaillée au clgapiapplication

de cette théorie au cas des composants a blocage de Coulomb métalliques, et plus
particulierement a une structure du type Métal-Isolant—Métal-Isolant—Métal, a ainsi
permis la mise au point d’un simulateur (chapifereposant uniquement sur la
connaissance des parametres physiques du systeme tels que I'épaisseur d’oxyde, la
hauteur de barriere, la taille de I'llot métallique,... Nous serons alors a méme, dans
le chapitre1o, d’exposer un modéle basé sur I'ensemble des méthodes mises en
ceuvre dans ce mémoire, capable de simuler un composant du type Métal-Isolant—
boite Silicium—Isolant—Métal. Nous discuterons alors des résultats obtenus et des
perspectives a envisager pour compléter le présent travail.
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Introduction




Premiere partie

De la micro-€électronique classique a la
nano-électronique quantigue:
le blocage de Coulomb






Chapitre 1

| La fulgurante ascension de la technologi&€Mos

I-A  Bref historique

"EST entre1g2y et 1930 que LLIUS E. LILIENFELD propose sa réponse aux pro-
bléemes de consommation des tubes triodes ; dans ses différents brevets, il jette les

bases des transistors T (Field Effect Transistorsu transistors a effet de champ). Equi-
valents a I'état solide des tubes triodge principe de fonctionnement de ces dispositifs
brille par sa simplicité : I'action d’'un champ électrique transversal, créé par la tension
aux bornes d'une capacit@os (Metal-Oxide—Semiconductepit Métal-Oxide—Semi-
conducteur), permet de créer un canal dans un semi-conducteur afin d’assurer et de modu-
ler le passage des porteurs. Hélas toutes les tentatives visant a réaliser ce type de transistors
se soldérent longtemps par des échecs. La difficulté provenait du contréle de I'état d’in-
terface entre I'isolant et le semi-conducteur. Ce probléme ne fut résolu ggéerquand
D. KAHNG et M. ATTALA réalisérent le premiewosFET (Metal-Oxyde-Semiconductor
Field Effect Transistorgrace a l'utilisation d’oxyde de silicium thermique. Les avantages
gu’offraient les transistors par rapport aux tubes a vide sont alors innombrables : leur taille
est réduite (avant méme d’étre microscopique), ils sont beaucoup moins fragiles et ne né-
cessitent pas d’étre chauffés afin de fonctionner.

Aidé par l'invention de la technologie Planar paoB NOYCE en 1968 a la société
Fairchild, il ne fallut alors queo ans avant de voir apparaitre sur le marché les premiers
circuits intégrés :

e une mémoire (Ref. 1103) constituée de transiskmes (transistorsvos a canal
de trous) de 1 ko,

e et le fameux premier microprocesseur Intel 4004, constitué de 2 300 transistors
NMOS (transistorsvos a canal d’électrons) de 10m de longueur de grille et fonc-
tionnant a 01 MHz), créé par ED HOFF, en réponse a une commande d’un fabri-
cant japonais de calculatrices de bureau (Busicom).

1. dont les transistors actuels ont hérité le nom de leur électrode de contréle : la grille.
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Evolution des micro-processeurs Intel
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FIG. 1.1. Evolution du nombre de transistors dans les micro-processeurs Intel. Cette évolu-
tion illustre la loi de Moore [18].

Enfin, avec l'invention de la technologeavos (Complementaryos) par F. WANLASS

en 1963, toujours chez Fairchild, technologie se distinguant par sa faible consommation
(réduction d’'un facteur six de la consommation statique sur les premiers circuits inté-
grés), les transistorsos commencent leur fulgurante ascension dans le monde de la
micro-électronique. Ainsis ans plus tard, portée par sa faible consommation, sa facilité

de fabrication et sa haute densité d’'intégration, la technologies est devenue la tech-
nologie prédominante dans les circuits intégrés numérigues ayant quasiment supplanté les
technologies & base de transistors bipolaires.

En effet, a partir du milieu des annégs avec 'avenement des micro-processeurs et
de la micro-informatique personnelle, le nombrevtes FETpar puce n’a cessé de croitre,
parallelement a la diminution des dimensions des transistors {Ag.Des 1965 GOR-

DON MOORE prédit que le nombre de transistors par unité de surface doublerait tous les
ans; en fait, les progres technologiques ne permettront un doublement de la densité d’inté-
gration « que » tous les3 mois. Cette évolution, appelée loi de Moore, régit aujourd’hui,

la ligne directrice des objectifs (mieux connue sous le terme anglathnapou feuille

de route en francais) des différentes industries de la micro-électronique.

L’'augmentation de la densité d’intégration n’est pas le seul but visé en diminuant la
taille des transistorsios. En effet, nous allons voir dans la section suivante, en étudiant
plus précisément le fonctionnement de ces composants, que 'augmentation de la vitesse
des dispositifs est aussi un des enjeux principaux de la course effrénée actuelle a la minia-
turisation desMOSFET.
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FIG. 1.2. Schéma de principe d'un transistor MOS a enrichissement a canal de trous
(PMOSFET. Sur un substrat de silicium dopé N (concentration Np en ions donneurs),
on réalise un empilement oxyde—grille en polysilicium. L'épaisseur de Ioxyde de silicium est
notée €y et la longueur de la grille L g. Deux réservoirs a trous de profondeur X; fortement
dopés P (concentration N en ions accepteurs) sont implantés de part et d’autre de la grille.

I-B  Principe de fonctionnement desMOSFET

Le principe général de fonctionnement d’'un transistars reste, somme toute, tres
simple : il repose sur la commande d’'un flux de porteurs circulant entre une électrode ap-
peléesourceet une électrode appeléeain a I'aide d’'une troisieme électrode dénommeée
grille. Par exemple, le transistemosa enrichissement, présenté en figl2 est consti-
tué d’'un substrat de silicium dopé N (concentratf en ions donneurs) sur lequel on
a réalisé un empilement oxyde—qgrille métalliqes, €t L représentant respectivement
I'épaisseur de la couche d’oxyde et la longueur de la grille). Deux caissons fortement do-
pés P (concentratiorN, en ions accepteurs) formant la source et le drain, de profondeur
X;, sont alors implantés de part et d’autre de la grille. Des contacts métalliques sur les
caissons, la grille et le substrat permettent de polariser le dispositif ainsi réalisé.

Dans un tel transistor, pour que les porteurs de charge, ici les trous, puissent circuler
de la source vers le drain, deux conditions se révelent nécessaires.

e D’une part, il faut former un canal de conduction entre la source et le drain. En
effet, les deux diodes téte-béche constituant 'ensemble source—substrat—drain, em-
péchent tout passage de porteurs, a quelque teNgjgmue ce soit, tant que la
grille est non polarisée. Cette propriété vaut aux transistors a enrichissement d’étre
souvent denommes par I'anglicismermally off (i.e. initialement bloqués si nous
n'imposons aucune tension de polarisation). Le canal n’existant pas a tension de
grille nulle, il convient de le créer en imposant une tendfgp négative. La capa-
cité mos formée par I'empilement substrat—oxyde—grille métallique réagit alors a
I'afflux de charges négatives sur la grille en repoussant les électrons initialement
situés sous I'oxyde vers le fond du substrat, créant ainsi une zone de charge d’es-
pace (ZCE) a l'interface Si/SiFig. 1.3a). A partir d’'une certaine tension de seuil
Vss = V1, la zone de charge d’espace ne permet plus de compenser I'apport massif
de charges négatives sur la grille, une couclirvdtsion de quelques nanometres
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(@) (b)

Courant I,

(©

FIG. 1.3. Principe de fonctionnement du transistor PMOSa enrichissement. (a) Fuite des
électrons wvers le fond du substrat sous I'action de la tension de grille négative. (b) Créa-
tion d’un canal de trous a partir des réservoirs source et drain. (c) Mise en mouvement des

porteurs par application d'une tension Vpg négative.
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d’épaisseur, constituée par des trous provenant des caissons source et drain, apparait
alors sous I'oxyde (Figl.3b). La valeur de la tension de seMil dépend principa-

lement de la concentratioN, en atomes donneurs dans le substrat (qui regle la
concentration d’électrons a repousser), de la nature de I'électrode de grille et de la
nature et de I'épaisseur de I'oxyde.

e D’autre part, une fois la conditioNzs < V; réalisée et un canal de trous créé,
reliant la source au drain, il faut imposer une tendfggnégative afin qu’'un champ
électrique parallele a I'interface Si/Siuisse mettre en mouvement les trous et
ainsi établir un couranitys positif (Fig. 1.3c).

Du fait de son apparente simplicité de fonctionnement, un transistors se préte
particulierement bien a une analogie hydraulique. Cette analogie, largement inspirée de la
référence 14], nous permettra de décrire plus précisément, et tres facilement, la caracté-
ristique courant/tension du transistor. A cette fin, modélisons les deux caissons source et
drain par deux réservoirs de liquide dont I'inertie est suffisamment faible pour que I'écou-
lement s’effectue lentement le long du dispositif (Higla). Entre les deux réservoirs, une
plaque coulissante, de hautédr par rapport au niveau initial de liquide des réservoirs,
joue le role de barriére de potentiel empéchant I'écoulement. La figdeereprésente
donc le transistormosbloqué de la figurd.3a. Pour pouvoir faire circuler le liquide du
réservoir source au réservoir drain, la premiére étape passe donc par I'abaissement de la
plaque amovible (au moins d’une haut&gy afin de pouvoir dégager une voie entre les
deux réservoirs, c’est a dire wanal (analogie avec la figurg.3b). Enfin, une différence
de potentiel (la source devant étre plus élevée que le drain) doit étre appliquée de sorte
gue le liquide s’écoule de la source vers le drain (cas de la fip3m®. Dans le cas de
la figure1.4b, une « faible » différence de potentiel a été appliquée de telle facon que la

barrage

A’( ammovible — i~
v Vv, IV(X) Ves IV( X) ;
V V l//)\
N Vu D [ | A "
; Z : v, o
7777777 i N e o =Y y
0x 0
N L,
Colice Drain Source Drain Source Dra;; G
1 3 «

réservoirs

@) (b) (©

FIG. 1.4. Transistor PMOS: analogie hydraulique. (a) Si la plaque coulissante est située a
un potentiel trop élevé, elle fait barrage au passage du liquide entre les deux réservoirs. (b) Le
passage du liquide d’un réservoir a I'autre nécessite, d'une part l'abaissement de la plaque
coulissante afin de former un canal et, d’autre part, une différence de potentiel entre les
deux réservoirs. (c) Si la différence de potentiel entre les deux réservoirs est trop importante,
la hauteur du réservoir drain ne controle aucunement le débit du liquide qui s’écoule a la
maniere d une chute d’eau en bout de canal.
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hauteur du réservoir drain reste au dessus de la plague amovible. Afin de calculer le débit
de liquide a I'absciss# (i.e. le courant dans notremo9), il nous suffit de multiplier le
volume de liquide ex par sa vitesse. Sile volume de liquide a I'abscisgst clairement
proportionnel a la hautew (x) de celui-ci, sa vitesse, quant a elle, est proportionnelle
au gradient de la hautewrdV/dx (le signe moins permettant d’avoir une vitesse posi-
tive). En effet, plus la pente de la chute de liquide est importante et plus celui-ci ira vite ;
ceci n'est ni plus ni moins que la transcription de I'hypothése de mobilité dans les semi-
conducteurs ou la vitesse des porteurs est proportionnelle au champ éledtegaida(
dérivée du potentiel électrique). Par analogie, le couramtans le transistonos, pour

les faibles valeurs d¥y, s’écrit donc, ave® un coefficient de proportionnalité,

dV(x)
dx -

Ip = —KV(X) (1.1)
Etudiant un régime stationnaire, le couragt(le flux du liquide) ne peut varier le long
du canal; en intégrant I'expression précédente le long de celui-ciertr@ etx = L,
nous trouvons donc K

lp = — [V*(0) — V*(Lo)]. (1.2)

2L¢

Or, comme nous le montre la figuledb, nous avond/(0) = Vgs— Vy et V(Lg) =
Ves — Vi — Vps, de sorte, gu’aprées simplification,

K V2
ID = 7 (VGS - VT)VDS - 28 . (1-3)
Lg 2

Examinons maintenant le cas ou la hauteur du réservoir drain se trouve en dessous de la
hauteur de la barriere mobile. Dans un tel cas, le débit devient indépendant de la hauteur
du drain: le liquide va simplement tomber a la maniére d’une cascade dans le drain a
un taux indépendant de sa hauteur. Ce phénomeéne se produit des que le drain arrive au
niveau du haut de la plaque amovible c’est a dire des\Gde= Vpsst = Vos — Vr. La
conséquence sur le fonctionnementrduos est I'existence d’'une zone de saturation du
courant qui devient indépendant dgs dés queVps < Ves— Vr < 0. En remplacant/ys
parVpse, dans I'expressio.3, nous obtenons comme valeur du courant a la saturation

K 2

IDsat = Z(VGS - VT) . (14)

Cette description simplifiee n’a pas permis de déterminer I'expression du coefficient de
proportionnalitéK . Il parait toutefois évident que ce coefficient est proportionnel a la
mobilité des trousg:, (ce que nous avons evoqué lors du calcul de la vitesse du liquide)
et a la largeuW du composant, ici perpendiculaire au plan de la feuille (le volume du
liquide étant proportionnel a cette profondeur). En fait, une étude plus déetal8el3(
aurait montré que

K = 11,.CoxW, (1.5)

ou C,, est la capacité équivalente de I'oxyde de grille.

La caractéristiqué, (Vsp) résumant I'ensemble des résultats précédents est présentée
en figurel.5. Bien entendu, une telle caractéristique est une représentation idéalisée ; dans
la réalité, par exemple, la saturation du courant n’est pas parfaite, il existe une conductance
de drain non nullg, imprimant une certaine pente aux droites en zone de saturation. En
outre, les équationd (3) et (1.4) ne sont rigoureusement valables qu’a la condition que la
longueurL ¢ soit suffisamment grande.



| La fulgurante ascension de la technologi&€Mos 25

Al,
I/Sf Dsal

t

Zone de
saturation

TVGS< V,<0

‘\:;= VSD
VGS> V T

FIG. 1.5. Caractéristique électrique typique du PMOSa enrichissement.

Le principe de fonctionnement des transistarsos apparait identique a celui des
transistorseMos seul le signe des tensions de polarisation change afin de créer un canal
d’électrons et de permettre le mouvement des porteurs de charge maintenant négative. Les
éguations du courant restent, quant a elles, inchangées.

En conclusion, le fait important a retenir, pour le reste de notre propos, est que le
courant circulant a travers les transistmigs est inversement proportionnel a la longueur
de grille Ls. En conséquence, 'augmentation de la densité d’intégration va de pair avec
une augmentation du courant. Comme nous allons le voir dans la section suivante, cette
augmentation permet d’augmenter la rapidité des circuits numériques.

I-C Latechnologie cmos

Comme nous l'avons déja évoqué dans I'historique, la formidable expansion de la
micro-électronique des circuits intégrés numériques dexeeternieres années a large-
ment bénéficié des avantages qu’offrait la technolagi@s. Cette technologie consiste
a associer les transistans10s et PMOSen tirant parti de leur régime de fonctionnement
complémentaire par rapport aux différents niveaux de tension. Son énorme avantage ré-
side dans sa consommation statique théoriguement nulle. Ainsi, aucune énergie n’est, en
principe, nécessaire pour « maintenir » les différents niveaux logiques : un cireas
ne consomme donc de I'énergie que lors ddmangemend’état logique.

Examinons l'inverseucMosqui représente la cellule élémentaire de cette technologie
et dont le schéma nous est donné en figuéelLe condensateu représente les capacités
associées aux étages logigues en aval de l'inverseur et aux différentes interconnexions
métalliques reliées a sa sortie. Les deux transistors sont commandés par le méme potentiel
de grille Vg,

e si celui-ci vautVpp (état logique 1), le transistorMOS est passant tandis que le
transistorrmos est bloqué, le condensateDrse décharge alors a traversNeos
et la tensiorlVs s’annule (état logiqué) ;

e si celui-ci vaut 0V (état logiqud), le transistorrMOS est passant tandis que le
transistommOs est bloqué, le condensaterse charge alors a traversHeos et
la tensionVs devient égale &, (état logique 1).
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FIG. 1.6. Schéma électrique de principe FIG. 1.7. Caractéristique de transfert
d’un inverseur CMOS. Vs(Vg) d'un inverseur CMOS.

Une telle cellule, d’entré¥¢, de sortieVs et dont la caractéristique entrée/sortie est repré-
sentée en figure.7, réalise donc bien la fonction logiqueoN. Nous remarquons qu’a ni-

veau logique donné al'entrée, I'un des deux transistors est toujours bloqué. Au courant de
fuite prés de ce transistor (quelques porteurs peuvent diffuser d’'un caisson a I'autre alors
que le canal n’est pas encore forme), aucun courant ne circule dans la cellule dés que la
tensionVs a atteint son niveau d’équilibre. Comme nous I'avons dit précédemment, l'in-
verseurcMos (et par extension toute cellule logique en technolagies) ne consomme

donc pas, en premiere approximation, de puissance statique. Si pour les systéemes sur bat-
terie, la recherche d’'une consommation statique la plus faible possible est un enjeu majeur,
ceci est également vrai pour les systemes fixes afin de limiter I'échauffement du circuit.
Cette propriété fit de la technologivos le fer de lance de la micro-informatique mais

fut aussi la solution a la réalisation des montres a quartz modesda durée de vie des
batteries est un probleme de premiére importance.

Cette bréve description de l'inverseomos, nous permet de mettre en lumiere I'en-
semble des parametres jouant un réle crucial dans les performances des cellules logiques
en technologie€Mos. En patrticulier, la transmission de l'information se trouvant symbo-
lisée par la charge et la décharge du condens&@eunous recherchons a minimiser ces
tempsz de charge/décharge afin d’augmenter la vitesse des circuits. Si nous supposons le
courantlqy (cf. Fig. 1.6) constant lors de la charge du condensateur, le tengescette
charge serait simplement donné par

_ CVho

lon

T (1.6)

Nous avons donc tout intérét a ce que le courdaptvéhiculé par le transistapMOS
(resp.NMOS) dans son état passant, lors de la charge (resp. décharge) du condensateur
équivalent, soit le plus important possible afin de minimiser le temps de propagation de

2. En1igro, la Seiko 36SQC fut la premiére montre & quartz, dont le marché avait du mal & percer faute
d’autonomie pour les piles, a utiliser un circuit intégnéos, ouvrant la voie aux montres a quartz actuelles
maintenant largement répandues.
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FIG. 1.8. (a)Evolution de la fréquence des micro-processeurs Intel au cours du temps [18].
(b) Réduction de la longueur de grille L des MOSFETdans les mémoires DRAM ainsi que
celle prévue pour les années a venir [19]. Ce graphique affiche, en outre, I'état d’avancement
des recherches en laboratoire en matiere de fabrication des transistors MOS.

l'information et, par conséquent, augmenter la fréquence d’utilisation des circuits. De par
la forme des équations régissant la valeur du coutante révéle étre un parametre de
choix afin d’augmenter la vitesse des dispositifs. En dimindantoutre le fait que le
courant véhiculé dans les transistors augmente, nous augmentons aussi, parallelement, la
densité d’intégration.

Nous allons toutefois voir, dans la section suivante, que cette réduction n’est pas sans
poser actuellement quelques problemes non seulement technologiques mais aussi théo-
riques...

I  Les limites actuelles de la miniaturisation

[I-A La course a la miniaturisation

Jusqu’a présent, la stratégie adoptée, dans le but d’améliorer les performances des
circuits intégrés, tant du point de vue de la densité d’intégration que de celui de la rapi-
dité (Fig.1.8a), s’est portée sur la diminution des longueurs de gkiledes transistors
MOS. C’est ce que nous constatons en regardant I'évolution des longueurs de grille des
transistors dans les mémoiregAM (Dynamic Random Access Mempprésentée en
figure1.8b ainsi que les prévisions pour les prochaines années.

Bien entendu, la réduction de la longueur de grille des transistors ne se fait pas sans
mettre a I'échelle les autres paramétres géométriques du transistor. En effet, si la dimi-
nution de cette longueur augmente la valeur du cougntirculant dans les transistors
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a I'état passant, il ne faut pas qu’elle se fasse au détriment du courant traversant le tran-
sistor a I'état bloqué (qui se doit d’étre le plus faible possible pour minimiser les pertes
énergétiques) ou de la conductance de drain en régime de saturation. L'ensemble de ces
problemes électrostatiques parasites engendrés par la diminution de la longueur de grille
sont appelés problémes danal courtet ont, globalement, pour conséquence une perte

du contrdle de la conductivité du canal par la tension de ¢ville

En effet, en rapprochant les caissons source et drain, on rend également plus proches
les zones de charge d’espace source—substrat et drain—substrat dont le rbéle est d’éviter
le passage d’'un courant de fuite entre les caissons et le substrat. Quand la Ygasion
augmente (en valeur absolue pourrlgo9) la zone de charge d’espace drain—substrat
s'étend et peut, pour les faibles longueurs de grille, rejoindre la zone de charge d'es-
pace source—substrat. La barriére de potentiel a la frontiere source—substrat diminue alors
comme l'illustre la figurel.9, ce qui permet aux porteurs majoritaires de la source de dif-
fuser vers le substrat. Un courant de diffusion prend alors naissance quand ces porteurs du
substrat dérivent vers le draima la zone de charge d’espace drain—substrat. On parle alors
depercement en volumke débordement de ces deux zones de charge d’espace induit, en
outre, un abaissement de la hauteur de barriére de potentiel en entrée de canal ayant pour
effet de perturber le contrble, par la tenshy, des charges fixes dans la zone de déser-
tion, sous la grille. En conséquence, de la méme fagon que dans le percement en volume,
il peut exister a I'état bloqué upercement en surfade a la circulation d’'un courant de
la source vers le drain non maitrisé par la grille. Cette perte de contrble a I'état bloqué
s’'accompagne, en outre, d’'une augmentation de la conductance dgglairrégime de
saturation et d’'une diminution, en valeur absolue, de la tension de\&euil

Pour résumer, les effets de canal court tendent donc a détériorer la commande de la
grille avec, pour conséquence, une forte augmentation du courant a I'état bloqué et de la
conductance en zone de saturation ainsi que I'apparition d’'une dépendance de la tension
de seuilV; avec la tensionV/ys. Une solution évidente pour améliorer I'efficacité de la
commande de la capacitéos, lors de la réduction de la longueur de grille, réside dans la
diminution de I'épaisseur d’'oxyde de facon a accroitre la capacité surfacique équivalente
Cox = ceox/€0x. ACtuellement, on s’efforce de garder un rapfogl/ e, variant entre 40 et
50 dans les circuitsM0s[29]. Toutefois, la réduction de I'épaisseur d’oxyeg ne peut
se faire sans une réduction de la tension d’alimentaignafin d'éviter le claquage de
I'oxyde. Nous verrons plus loin (sectidhD ) que cet abaissement de tension offre 'avan-
tage supplémentaire non négligeable d’enrayer en partie (mais hélas de fagon insuffisante)
'augmentation de la puissance dissipée par le circuit.

L'épaisseure,, n'est pas le seul parametre sur lequel on peut jouer afin de limiter les
conséquences néfastes de la réductioh gleaugmenter le dopage du substrat se révele
aussi une bonne solution pour limiter les extensions des zones de charge d’espace source—
substrat et drain—substrat. Cette solution ayant pour effets secondaires une détérioration
de la mobilité des porteurs dans le canal (par augmentation du nombre des chocs entre
les porteurs et les impuretés ionisées) ainsi qu’une forte influence sur la valeur de la ten-
sion de seuiN;, on lui préfére des technologies a dopage rétrograde comme l'illustre la
figure 1.1Q Dans ce type d’architecture, on réalise une couche enterrée trés dopée des-
tinée a empécher les phénoménes de canal court tout en utilisant une valeur de dopage
a l'interface substrat/oxyde imposant la tension de seuil voulue et ne dégradant pas trop
la mobilité. Un degré de liberté supplémentaire peut également étre obtenu en implantant
des « poches » et des « halos » de fort dopage pres de la source et du drdid(-jd5].

Enfin, la réduction de la profondetq; des caissons permet de limiter le courant de
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Chap. 1 Transistor MOS : chronique d’'une mort annoncée?

(a) (b) (c)

FIG. 1.11. De son ancétre, la lampe triode (a), le transistor MOS moderne — la triode a I'état
solide comme aimait a I'appeler les chercheurs — n’a plus grand chose a voir si ce n’est le nom
de son électrode de commande. Les progreés des technologies sur silicium ont ainsi permis la
réalisation de transistors de taille nanométrique ici représentés en microscopie électronique
a transmission ((b) Le = 16 nmpar STMicroelectronics [7] et (c) Lg = 15 nmpar
Intel [18]).

fuite d0 au percement en volume. Cependant, cette diminution induisant une réduction de
la surface de semi-conducteur perpendiculaire au déplacement, la résistance des caissons
source et drain tend a augmenter. Comme, parallélement, la résistance du canal diminue
avec la réduction dé , ces deux résistances deviennent du méme ordre de grandeur.
Les chutes de potentiel dans les caissons prennent alors de plus en plus d’'importance
entrainant un diminution du potentiel effectif appliqué le long du canal et engendrant une
baisse non négligeable du courant & I'état passant. Il est alors nécessaire, conjointement
a la réduction des profondeuxs, d’augmenter le dopage des caissons et d’améliorer les
contacts métal/silicium pour conserver une bonne conductance de la source et du drain.

L'évolution considérable de la micro-informatique, tant au niveau de la puissance de
calcul que de la miniaturisation des composants, illustre parfaitement les progres effectués
dans la réduction des dimensions caractéristiques des transisiere fait, en seule-
ment une soixantaine d’année, nous sommes passésndad™ et de ses 18 000 tubes
a vide réalisant 5 000 additions par seconde aux micro-processeurs Pentium 4 tournant a
3 Ghz et traitant plus de 5 000 millions d’instructions par seconde ! Dans le méme temps,
des lampes triodes (Fip11a) « macroscopiques », nous sommes passes a des transistors
MOS ne mesurant gu’une petite dizaine de nanometres de longueur de grillé. {Hiy
et 1.11c). Toutefois des dimensions caractéristiques de I'ordre du nanometre ne vont pas
sans poser de nouveaux problemes tant technologiques que théoriques que nous allons
évoquer dans la sous-section suivante...

3. Premiére « calculatrice » électronique réaliséegn par FRESPERJ. ECKERT et JOHN W. MAUL -
CHY a l'université de Pennsylvannie (Philadelphie). Ce gros bébé pése prés de 30 tonnes, occupe un hall
de 10x 17 n?, consomme 150 kW et nécessite deux gros moteurs Chrysler de douze chevaux vapeur pour
assurer sa ventilatior2].
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[I-B Les nouveaux problemes liés aux naneos

Comme nous venons de le voir, la future génération de transisigr actuellement
en phase d’étude en laboratoire de recherche, atteindra des dimensions caractéristiques de
I'ordre du nanometre. Au dela des difficultés de lithographie qu’il faudra résoudre avant
de pouvoir espérer une réalisation industrielle, ces « Marg»> imposent de nouveaux
défis technologiques a relever et dévoilent de nouveaux phénomeénes, en particulier de
nature quantique, jusqu’alors négligeables.

PROBLEMES LIES AUX FAIBLES EPAISSEURS D 'OXYDE

Parallelement a la réduction de la longueur
de grilleLg, I'épaisseur d’oxyde de grille se doit Fr=mssamay
d'étre réduite afin de pallier les effets de ca-«
nal court et d’'améliorer le contréle du canal deﬁi

oxydes de grille d’épaisseur proche de8 fm
(cf. Fig.1.12. A de telles épaisseurs, correspon

contrble au plan atomique pres. Pourtant, I'uni
formité de cette couche d’oxyde est nécessairg
non seulement sur un transistor, mais surtout sur

I'ensemble des centaines de millions de transis+iG. 1.12.  Photographie en mi-

tors composant maintenant une puce, afin d'ob-roscopie électronique en transmis-

tenir des caractéristiques homogenés (.). sion a haute résolution d'une capa-

Les fluctuations de [I'épaisseur d'oxyde cité MOS dont I'épaisseur d’oxyde
peuvent aussi conduire a I'apparition de fragilités atteint les 0.8 nm [11]. La réso-
aux endroits les plus minces causées par une ditution permet d’apprécier 'agence-
minution du champ électrique supporté et remet-ment cristallin du silicium et le ca-
tant en cause l'intégrité de I'oxyde aux fortes ten- ractere polycristallin de la grille en
sions. Cet effet peut, en outre, étre accentué pagolysilicium.
la pénétration, facilitée par la finesse de la couche
d’oxyde, des dopants provenant de la grille en
polysilicium [8].

Pour des épaisseurs inférieures a 2 nm, I'oxyde devient suffisamment fin pour per-
mettre le passage des porteurs par effet tunnel direct. Ce passage est a 'origine d’'un
courant tunnel de grille d’autant plus important que I'épaisseur d’oxyde est faible. Nous
voyons en particulier, en figure 13 les problemes liés a la dépendance exponentielle du
courant tunnel avec la largeur de la barriére : celui-ci augmente de deux décades alors que
e,x he diminue que d'un facteur.4. Ce nouvel effet, d'origine quantique, modifie pro-
fondément les caractéristiques électriques du transista: En particulier, I'apparition
d’'un courant de grille entraine un accroissement du courant a I'état bloqué et donc de
la puissance dissipée; il perturbe aussi le bon fonctionnement du transistor a I'état pas-
sant puisque les électrons du canal peuvent s’échapper vers la grille par I'intermédiaire
de I'oxyde. Pour l'instant ces effets ne sont pas encore critiques pour le bon fonctionne-
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FIG. 1.13. Densité de courant de grille Js en fonction de la tension appliquée Vg sur
Iélectrode de grille pour deux capacités MOS d’épaisseur d’oxyde 1.4 nmet 2 nm[26]. Le
matériau de grille est du polysilicium fortement dopé N (10 cm2). Les barres représentent
les fluctuations obtenues sur un grand nombre d’'échantillons a priori identiques.

ment du transistorZ2] (nous verrons qu’ils le sont en revanche pour le cas des mémoires)
méme si les applications « faible consommation » souffrent de 'augmentation continuelle
de la puissance dissipée. Toutefois la dépendance exponentielle du courant avec I'épais-
seur d’oxyde fait de la limitation du courant tunnel de grille 'un des défis majeurs des
prochaines années.

Parmi les solutions en cours d’étude, I'utilisation d’isolant a forte permittivité diélec-
trique relatives, (highx en anglais), en lieu et place de I'oxyde de grille, semble la solu-
tion la plus prometteuse (voire la seule!). De tels diélectriques, plus efficaces en termes
« électrostatiques » permettent de conserver un bon contréle du canal pour des épaisseurs
supérieures a celles utilisées dans le cas de I'oxyde de silicium. Hélas, et ce malgré les re-
cherches intenses menées sur le su@tg5, 30], la réalisation de ces dispositifs se heurte
encore au méme probléme qu’ont rencontré pengaiins les premiers concepteurs de
MOSFET: la difficulté de faire des interfaces isolant/Si de bonne qualité, ne dégradant pas
les propriétés de transport des porteurs a travers le canal et ne donnant pas lieu a des états
d’interface préjudiciables a I'efficacité de la commande par la grille.

PROBLEMES LIES AU DOPAGE

Une autre sérieuse difficulté dans la mise au point desnmasagéside dans la réa-
lisation des différents dopages (canal et caissons) nécessaires pour contrer les effets de
canal court. D’'une part, la réalisation de profils de dopage complexes (dopage rétrograde,
halos et poches, caractére abrupt du profil de dopage entre caissons source/drain forte-
ment dopés et canal faiblement dopé€) dans des dispositifs de plus en plus petits se révele
technologiqguement de plus en plus difficile, notamment si 'on désire une parfaite repro-
ductibilité d’'un transistor a I'autre afin d’éviter la dispersion des caractéristiques.

D’autre part, la notion méme de dopage devient fortement discutable pour des dimen-
sions aussi faibles. En effet, pour un substrat dopéZattinegcm?®, un canal mesurant
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FIG. 1.14. Niveaux d’énergie dans la couche d’inversion d'une structure MOS pour deux
niveaux de dopage de substrat [23] (Ny = 107 cm3 et Ny = 10 cm3). (b) Profil de
concentration des électrons dans une capacité MOS calculé en incluant (trait plein) ou non
(tirets) les effets de confinement quantique : le dopage (N) du polysilicium est de 5 10 cm™3
et le dopage (P) du silicium est de 10'® cm3, la tension de grille étant de 0.3 V [9].

20 x 20 x 20 nn? ne comporte, en moyenne, que 8 impuretés. Dans ces conditions, la no-
tion de dopage continu et homogene semble bien difficile a concevoir. Il est ainsi fort pro-
bable que le caractére discret des impuretés ionisées prenne une grande imp&rtgnce [
C’est pourquoi la réduction globale des transistors ne peut s’effectuer sans une compreé-
hension fine de la physique ayant lieu a de telles échd]es [

PHENOMENES QUANTIQUES DANS LE CANAL

Comme nous venons de le voir précédemment, lesmasse caractérisent notam-
ment par I'apparition de phénomenes de nature quantique jusqu’alors inexistants ou tout
du moins dans une large part négligeables. Ainsi, outre le passage des électrons par effet
tunnel a travers la grille, il apparait aussi une quantification des niveaux d’énergie dans le
canal de conduction (Fid..14a). En effet, avec 'augmentation du dopage de canal dans
les transistors, le puits de potentiel de confinement dans lequel circulent les porteurs de-
vient de plus en plus étroit, augmentant par la méme I'écart entre les différents niveaux
d’énergie, comme l’illustre la figur&.14a. Cet effet modifie, en particulier, la position
du maximum de densité des porteurs qui se trouve décalée d’environ 1 nm de l'interface
entre I'oxyde et le semi-conducteur (Figl4b). Il en découle une capacitéos effective
plus faible que celle prévue théoriquement et par conséquent une sous-estimation de la
tension de seul/; par surestimation de I'efficacité de la grillg]]

Si, jusqu’a maintenant, nous n’avons parlé que des transistssforce est de consta-
ter que d’autres composants dérivant de la technolagiesouffrent aussi de la réduction
de la taille des dispositifs. C’est notamment le cas des ménmiresH, objets de la sous-
section suivante
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FIG. 1.15. Coupe schématique d’une cellule mémoire FLASH.

[I-C Le cas des mémoiresFLASH

Porté par I'envolée du marché du stockage sur les nouveaux appareils électroniques
numériques (appareils-photos numériques, balade@r...), le marché des mémoires non
volatiles de typeLASH* a actuellement le vent en poupe. Dans ce type de mémoire, pro-
grammable et effacable par 'utilisateur, on cherche a stocker de facon permanente I'infor-
mation, méme en I'absence d’alimentation électrique. Une strustoisrET a laquelle
on a adjoint une grille flottante en silicium polycristallin se préte particulierement bien a
ce type d'utilisation (Figl.15. Lors de la programmation de la mémoire, une impulsion
de tension de valeur élevée est appliquée sur la grille de commande de fagon a charger
(ou décharger) la grille flottante. Le passage des porteurs de charge s’effectue par effet
tunnel Fowler-Nordheim depuis le substrat de silicium ; ceci explique les fortes tensions
(typiguement 12 V) nécessaires lors de la programmation. La lecture s’effectue ensuite
simplement a I'aide du courant source—drain déterminant I'état bloqué ou passant du tran-
sistor.

L'amélioration de ce type de dispositif passe par une augmentation de la densité d’inté-
gration, une augmentation des vitesses de programmation (une dizaine de microsecondes
pour I'écriture et quelgues millisecondes pour I'effacement a I’heure actuelle) et de lec-
ture tout en gardant des temps de rétention les plus importants possibles (quelques di-
zaines d’années aujourd’hui). Bien entendu, compte tenu de cette structure tres proche
desMOSFET, I'amélioration de ce type de mémoire en termes de rapidité de lecture et de
densité d’intégration passe par la réduction des longueurs de grille. Pourtant, tout comme
ces derniers, les mémoiresAsH vont subir les effets néfastes de canal court. En outre,
le courant tunnel de grille revét une importance capitale dans le cas des mémoires puis-
gu’il est a I'origine de la perte rapide des charges stockées sur la grille flottantee(
I'information) et donc de la diminution catastrophique du temps de rétention.

4. plus exactement les mémoireePROM FLASH (Electrical Erasable Programmable Read Only Me-
mory).
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Evolution de la puissance dissipée
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ainsi que celle prévue pour les prochaines années [18].

II-D Energie, facture EDF et... entropie

Revenons maintenant sur un probleme récurrent, tout juste effleuré dans les sous-
sections précédentes et qui, pourtant, prend une place de plus en plus importante dans

les circuitscmos actuels et a venir: la puissance dissipée (cf. Eifje). Cette puissance

peut se décomposer en trois parties :

e Une partie provient des courants- circulant en régime bloqué dans le transis-

tor. Comme nous l'avons vu, les effets de canal court et les nouveaux phénomeénes
guantiques (courant de fuite par effet tunnel) contribuent a 'augmentation du cou-
rant loee. Les solutions présentées dans les sous-sections précédentes, permettent
donc, dans une certaine mesure, de réduire cette composante de la puissance dissi-
pée.

Une autre partie provient du courant dit de court-circuit. En principe, la force de la
logiqguecMosréside dans la non-conduction des transiskbet N simultanément

afin d’éviter de court-circuiter I'alimentation. Néanmoins, avec 'augmentation des
fréequences des signaux logiques, les marches de potentiel deviennent de moins en
moins abruptes et le temps durant lequel les transidoes P sont conjointement

en conduction n’est plus négligeable devant le temps d’'une commutation. Ce phé-
nomene reste encore faible mais doit étre maitrisé.

Enfin, la plus grande partie de la puissance dissipée — méme si, relativement a
la dissipation totale, cette contribution diminue — est d’origine dynamique et pro-
vient de I'énergie nécessaire a la charge et a la décharge des capacités équivalentes
du circuit (cf. inverseucmos). Intéressons-nous de plus prés a cette partie de la
puissance dissipeée...

Tout d’abord, quantifions I'énergie nécessaire a une porte logique pour charger la ca-

pacité équivalent€ que celle-ci voit a sa sortie (la tension aux bornes du condensateur
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varie de 0 V aVpp) Signalons des a présent que cette énergie de charge va revétir une
importance capitale dans le reste de ce mémoire...

Q*  CVf,
2C 2

é?:/vmuumzé/ﬁmmz . (1.7)
On montrerait de la méme maniére que I'énergie correspondant a la décharge du conden-
sateur est strictement identique a I'énergie de charge. La puissance dissipée au cours d’'un
cycle charge/décharge durant une périddd’horloge de fréquencé = 1/T vaut par
conséquent pour une porte

Payn = CVZ, f. (1.8)

Soit une énergie dissipee poly portes
Payn = N,)CVSD f. (1.9)

Cette derniere expression illustre parfaitement la tendance actuelle qui consiste a utili-
ser un systeme de ventilation de plus en plus efficace (et imposant!) dans les micro-
ordinateurs personnels: la course a la fréquence et au nhombre de transistors par puce,
qui vise a améliorer la puissance de calcul, augmente parallélement la puissance dissipée.

En fait, nous nous rendons compte qu’un circuit logique en technotogies travaille
aeénergieconstante (celle nécessaire pour charger et décharger les capacités équivalentes),
il convient par conséquent de minimiser cette énergie. Un solution simple repose sur la
baisse des tensions d’alimentation, qui va, en outre, dans le sens de la diminution des
épaisseurs d’'oxyde. Certes, I'utilisation de tensions plus faibles limite dans une certaine
mesure 'augmentation de la puissance dissipée qui ne cesse de s’accroitre depuis une
dizaine d’années (cf. Fid..16. Toutefois, cette solution reste insuffisante et ne parvient
méme pas a stabiliser sa progression. En outre, les tensions d’alimentation ne peuvent étre
réduites a volonté, celles-ci doivent étre suffisantes pour distinguer les différents états des
signhaux logiques dans le bruit électronique présent dans le circuit. Loin d’étre un probleme
mineur, 'augmentation inquiétante de la puissance dissipée pourrait peut-étre supplanter
dans les prochaines années les problemes liés a la réduction de taille des transistors en
technologiecmos dans les circuits intégrés logiques.

Posons-nous alors la question de savoir si les technologies employées sont, par es-
sence, efficaces en termes de puissance consommmons par exemple le cas d’'une
POrteNAND et essayons de déterminer I'énergie minimum que I'on devrait dépenser pour
que cette porte fonctionne. Le basculement de la porte peut étre considéré comme un pro-
cessus amenant un état d’entrée comprenant 2 bits a un état de sortie a 1 bit. Ce processus
induit une perte d’énergiaU quantifiable par la premiére identité thermodynamique

AU = AF + TAS, (1.10)

ou AF représente la variation d’énergie libre du systéme, c’est-a-dire la fraction de I'éner-
gie totale qui peut étre récupérée de maniere réversible (afin de fournir ultérieurement du
travail), et AS la variation d’entropie liée a I'énergi€ A S perdue par le systeme (et ir-
récupérable). Si nous pouvions concevoir un systéeme parfait, économisant I'énergie en la
récupérant pour la réutiliser (par I'intermédiaire d’inductance de stockage par exemple),
la consommation d’'une porteAND « idéale » ne serait donc que @&\ S. Sachant gu'il

5. Le présent paragraphe ne représente qu’un rapide survol de I'extraordinaire chapitre 5 de la réfé-
rence [L4] et des travaux de €ARLES H. BENETT [6] menant au concept de logique réversible.
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existe deux états finalg (ou 1 en sortie) pour 4 états initiaugd, ¢1, 10 et 11), il y a
perte globale d’'information et donc diminution de I'entropie statistique

[ AS=ksIn(2) — kg In(4) = —ks In(2) | (1.11)

Il en résulte qu'une port&AND « idéale » dissipe au minimum I'énergie(®ksT sur
un cycle en compensation de la perte d’'information et ce quelle que soit sa méthode de
réalisation.

Quid de nos transistors? Si nous prenons un micro-processeur pentium 4 qui, gros-
sierement, consomme 100 W dans 1 million de portes logiques a 1 Ghz, nous pouvons
évaluer les pertes d’'une porte logique & 10 1Pk T bien au dela de la valeur seuil
théorique. Comparés aux quelques KOID/bit nécessaires a ’ADN pour se copier en
ARN-message, les 10kg T des transistors font pale figure. Pourquoi une telle différence
et comment la réduire?

Pour nous aider a répondre a cette question, effectuons un petit calcul simple de la
puissanceP dissipée par un transistoiMos. Approximativement, nous allons I'évaluer
parP = R.1?, oul correspond au courant circulant entre source etdraiy et Ls /(0 S)
guantifie la « résistance » du canal d’électrons de longuguile surfaceSet de conducti-
vité o. Cette conductivité s’exprime en fonction de la densité électromdqdent une ex-
pression approchée peut étre donnée\pdi ¢ S), ou N représente le nombre d’électrons
libres dans le canal) et de la mobiljt¢ des électrons par la relatien= énu, [128 130.

La mobilité 1, quant a elle, quantifie la facilité avec laquelle les électrons se meuvent en
présence d’'un champ électriqiie Ainsi, si nous décomposons la vitesse des électrons
en une composante de dériygeliée a leur mouvement global sous I'effet du champ élec-
trigue et en une composanig, associée au mouvement erratique des porteurs sous I'effet
de I'énergie thermique ou des différentes collisions, nous pouvons écriig q:ueynﬁ
tandis que I'énergie cinétiqguav?,/2 (m étant la masse effective des électrons dans le
canal) peut étre évaluée par I'énergie thermigkgT32. De plus, la mobilité est reliée
au temps moyen., = l.o/ve0 (avecl, libre parcours moyen) entre deux collisions suc-
cessives subies par les porteurs par= €r,,/m [128 13(. Nous en déduisons alors
I'expression deR. :

R — Le _ L_é _ _LZGm _ Lé_rco|3kBT. (1.12)

cS Néu, &Nty &NI2

col

Le courantl circulant dans le transistor est obtenu a partir de la densité de cqﬁumnt
—envy dans le canall(= jS) de sorte qu’en remplacaniparN/(SLg) et en introduisant
le tempsAt nécessaire a un électron pour traverser le canal de lonfugutt ~ Ls/v4)
on trouve _ _
| = || —ém S||=N—ev =N—e
‘ Le © At
Ainsi, pouvons-nous écrire finalement une expression de la puissance dissipée dans le
transistor

(1.13)

NL27.,3KsT Le\® /72
P—R|2= G _N.[=° (L"') P, 1.14
Re 12 At2 loo At ! (1.14)

col

ou nous avons pose,, = 3ksT /7., qui représente une puissance liée aux phénomenes
d’interactions. Cette derniére équation nous permet d’entrevoir les différentes possibilités

6. 1 bit représentant une des 4 bases : adenine, thymine, cytosine, guanine.
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qui nous sont offertes afin de réduire la consommation des dispositifs aujourd’hui utilisés
en micro-électronique :

e l'augmentation deAt (ou ce qui revient au méme : baisser les fréquences d’utilisa-
tion) serait une premiere solution ; mais nous touchons la d’avantage a un probleme
d’architecture globale des circuits. Il est évident qu’a puissance de calcul égale, il
est préférable d’utiliser un circuit mieux congu et fonctionnant a fréquence réduite ;

e une autre voie envisageable réside dans la diminution drastique de la longueur de
grille L de fagon a ce qu’elle devienne beaucoup plus petite que le libre parcours
moyen L¢ < |, le transport des porteurs de charge s’effectuant alors de maniére
balistique dans le composant. C’est ce que I'on cherche a faire, par exemple, en
employant parallélement a la réduction de la longueur de grille des matériaux ou
des hétérostructures a mobilité (et par conséquent a libre parcours moyen) élevée ;

e enfin, une derniére alternative peut se porter sur la diminution du nombre de por-
teurs libresN dans le canal. Nous entrons alors dans le domaine de la « mono-
électronique » ou le passage du courant résulte d’'un transplividuel des por-
teurs et dont les composants a blocage de Coulomb traités dans ce mémoire sont les
dignes représentants.

C’est pourquoi, au vu de I'ensemble des problémes actuels, et surtout a venir, de I'in-
dustrie des transistorsos, tant du point de vue technologique que théorique, il est néces-
saire d’'inventer des solutions novatrices et révolutionnaires. Tout comme il y a un demi-
siecle, lors de I'avenement de I'électronique sur semi-conducteur(s) au détriment des tubes
a vide, on envisage de nouveaux concepts permettant d’améliorer, voire de remplacer la
technologiemos. En particulier, on essaye de profiter des phénomenes quantiques, jus-
gu'’ici parasites, apparaissant a I'échelle nanométrique afin de développer de nouveaux
composants. La section suivante présente quelques uns des champs d’investigation, au-
jourd’hui en pleine effervescence, destinés a améliorer, sinon remplacer les technologies
actuelles. Ces nouveaux composants préfigurent, peut-étre, ce que sera I'avenir de la nano-
électronique.

Il Les alternatives possibles

[II-A MOSFET non conventionnels
llI-A.1 Transistors MOS a hétérojonctions

Un premier concept de nouvelle architecture est issu des techniques d’ingénierie de
bande interdite. Celles-ci consistent a associer dans un méme dispositif des semi-conduc-
teurs de bandes interdites différentes de fagon a créer des discontinuités dans la bande de
conduction et/ou de valence. En patrticulier, des transistexst (High Electron Mobility
Transisto) a hétérostructure SiGe/Si/SiGe (Figl?) offrent de trés bonnes performances
a hautes fréquenceg][ conséquences du transport lié a I'architectae T (canal non
dopé et bonne interface) et a la forte mobilité des électrons dans un canal de silicium
contraint en tension entre deux couches de SIGE [

7. Sachant gu’a 300 K, nous avong ~ 10" cm/s et que dans le silicium la mobilité, vaut environ
1000 cmV s le libre parcours moyen peut étre évaluée a quelques dizaines de nanometres.
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FIG. 1.17. Coupe schématique d'un HEMT a canal d’électrons SiGe/Si/SiGe.
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FIG. 1.18. Coupe schématique d'un PMOSFETa hétérostructures Si/SiGe/Si a canal en-
terré.
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Dans le cadre de la technologie10s, on cherche a exploiter les effets bénéfiques
de la contrainte sur le transport afin d’augmenter le courgna I'état passantlf2, 20],
par exemple, en utilisant un canal SiGe enterré a forte mobilité dans le easaRFeTa
hétérostructures Si/SiGe/Si (FIg19. Il existe ainsi un certain nombre de déclinaisons de
ce type de composants (a canal surfacique ou enterré, avec ou sans adjonction de d’atomes
de carbone,...), chacune ayant ses avantages et ses inconvénients.

S'’il est indéniable que l'utilisation des hétérostructures semble devenir une solution
de choix pour améliorer les structures conventionnelles en termes de trarzgpoet!g
ne résout pas vraiment les difficultés engendrées (elle peut méme les accentuer dans le cas
d’un canal enterré) par les effets de canal court dans des dispositifs de taille nanométrique.

I1I-A.2 Transistor sur substrat SOl

Une solution nous est apportée par la technolegie(Silicon On Insulatoy dont les
tres nettes améliorations, en qualité et en codt, la rendent particulierement attrayante ;
d’autant plus qu’elle reste compatible avec les technologies CMOS classiques et a hé-
térostructures Si/SIG€l]. Cette technologie est, entre autres, utilisée par AMD dans la
derniére génération de ses micro-processeurs.

Comme l'illustre la figurel. 19, la technologiesol consiste a réaliser des transistors sur
une fine couche de silicium, dont I'épaisseur peut étre de quelques dizaines de nanomeétres,
voire moins, séparée du substrat par une couche deeBi@rrée (en anglaisuried oxide
SoitBOX en abrégé). L'avantage de cette architecture en terme de limitation du courant de
fuite volumique par le substrat (cf. sectiirA) se révele évident. Si le film de silicium
est, de plus, peu, voire non dopé, il peut étre entierement déserté en porteurs libres a
tension de grille nulle, ce qui est également avantageux en ce qui concerne le courant de
percement en surface. Dans un tel dispositif, la tension drain peut cependant induire des
effets de canal court conséquents par influence électrostatique a travers I'oxyde enterré
(surtout quand I'épaisseur @®X est importante).

llI-A.3 Transistor a grilles multiples

Outre ses avantages dans la limitation des effets de canal court, la techrsxogie
a aussi favorisé I'émergence d’architectures dans lesquelles le canal de conduction du
transistor est commandé par la méme tension de grille sur deux, trois, voire quatre cotés
(un schéma de principe du transistor a double grille est présenté en fi@lyel idée
repose sur le fait que, si I'épaisseur du film actif de silicium entre les différentes grilles
est suffisamment faible, la tension de grille peut commander le volume global de silicium
entre la source et le drain. La conduction s’effectuant alors de maniere volumique et non
plus surfacique, on s’attend a des effets avantageux pour la valelyy.dBe plus, la
prise de contréle du canal se révélant plus importante, on s’affranchit des effets de canal
court liés a l'influence dé&/ys: la diminution drastique de I'épaisseur d’isolant devient
moins cruciale. Les transistors a architecture a grilles multiples font I'objet actuellement
de recherches intenses, tant en ce qui concerne la modélisation que de la réalisation. Les
dimensions de la zone active étant réduites a moins de quelques dizaines de nanometres
dans toutes les directions, beaucoup de questions se posent sur la physique du transport
dans ces dispositifs : importance du transport balisti§idedu par effet tunnel24] entre
source et drain,... Le point noir de ces dispositifs réside, bien entendu, dans leur fabrication
qui nécessite la mise en ceuvre de procédés plus que délicats.
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FIG. 1.19. Circuit IBM CMOSen technologie SOI[17].
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FIG. 1.20. Schéma de principe d’'un transistor a double grille.
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[lI-B  Composants alternatifs
l1-B.1 Electronique moléculaire

L'électronique moléculaire part d’'une approche radicalement différente de celle des
circuits intégrés classiques ou a partir d’'une tranche de silicium, on construit des tran-
sistors, de quelques nanometres de dimensions caractéristiques, par gravures successives
(approche <bottom-up»). En effet, a de telles échelles (FigR1), il semble préférable
de procéder par assemblage de constituants de tailles intrinseéquement nanométriques. Un
choix tout naturel pour ces constituants de base se porte sur les molécules voire les atomes.
Or, si la fabrication atome par atome de nano-composants ne reléve plus de la science-
fiction grace a des outils commedam (Scanning Tunneling Microscoma microscope
a effet tunnel) ou AFm (Atomic Force Microscopeu microscope a force atomique) il
est regrettable qu’elle ne soit reproductible et surtout pas rentable a I'échelle industrielle.
Les molécules offrent, elles, 'énorme avantage d’étre fonctionnalisables et permettent
d’envisager I'autoassemblage, par voie chimique, a peu de frais et en grande quantité de
nano-composants.

Si les premiers travaux dans ce domaine de I'électronique datent déjagevec la
découverte théorique parRdeH AVIRAM et MARK A. RATNER de propriétés rectifica-
trices de certaines molécule®l], leur concrétisation se heurte toujours aujourd’hui a la
difficulté de synthétiser des molécules jugées intéressantes d’'un point de vue théorique,
aux difficultés d’'interconnexions et a la fragilité des matériaux utilisés face aux agressions
extérieures (a commencer par les procédés de fabrication!). Si cette technologie est encore
loin d’avoir atteint sa maturité, il n’en reste pas moins que de nombreuses fonctionnalités
ont déja éte réalisées avec succes, parmi lesquelles des d8ekef interrupteurs, des
transistors 36, 37], des mémoires (Figl.22 voire des composants micro-mécaniques
comme des moteurs moléculaires.
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FIG. 1.22. Fonctionnement d'une mémoire composée d'une molécule de 2'-amino-4-
éthynylphényl-5'-nitro-1-benzenethiolate prise en sandwich entre deux électrodes d’or [39].
La conductivité o de la molécule varie avec la tension V appliquée entre les deux électrodes
et montre un effet d’hystérésis.
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I11-B.2 Nanotubes de carbone

Depuis leur découverte eryg1 par SUMIO [1JIMA, les nanotubes de carbone n’ont
cesseé de passionner les physiciens, toutes disciplines confondues et, notamment, en élec-
tronique. Ces cylindres de quelques nanometres de diamétre (df.Z3get de plus de
100 nm de longueur, sont composés d’un plan de graphite enroulé sur lui-méme et dont
I'orientation décide du caractére métallique ou semi-conducteur du nanotube. Aidés par
I'engouement actuel des industriels pour ce type de technologie, des remplacants poten-
tiels aux transistors ont été réalisés en laboratoire (ER). Les applications ne se li-
mitent naturellement pas aux transistors et des composants plus complexes tels que des
portes logiques simple84] ou des mémoiresA] ont déja été réalisés avec succes.

Les nanotubes souffrent toutefois d’'un probléme délicat lié a leur réalisation: si leur
fabrication en grand nombre ne pose aucun souci, les procédés utilisés ne permettent que
difficilement d’opérer une sélection des nanotubes prod8&kstant du point de vue de
leurs dimensions que du point de vue de leurs propriétés électronique (métallique ou semi-
conductrice) et typologique (monoparoi, multiparoi). Tout comme les molécules, les dif-
ficultés d’interconnexions avec les électrodes extérieures sont aussi, pour I'heure, un frein
a la production industrielle.

[11-B.3 Blocage de Coulomb

Parmi les champs de recherche, I'utilisation du caractere quantique de la charge élec-
trique, offre des perspectives tres prometteuses. En effet, 'émergence du caractére gra-
nulaire de la charge électriqgue dans le transport des électrons par effet tunnel entre des
boites quantiques de faibles dimensions (de I'ordre du nanometre), permet d’envisager la
réalisation de remplagants potentiels pour les transistors ou de cellules mémoire a haute
densité d’intégration, tres fiables, fonctionnant sous de faibles tensions et ayant la possi-
bilité de stocker plusieurs bits a la fois. Ces nouveaux composants, basés sur le caractére
quantique de la charge électrique, utilise a leur profit le phénoméne ditodage de
Coulombpermettant le transit des électrons de maniére individuelle, afin de contrdler trés
précisément le courant vehiculé.

En replacant ce mode de transport « mono-électronique » dans la problématique pré-
sentée en sectioftD sur I'énergie dissipée par les circuits intégrés actuels, les compo-
sants a blocage de Coulomb devraient permettre de réaliser des économies substantielles
en termes de consommation électriqgue. Les mesures effectuées sur les premiéres portes
logiques, réalisées a partir de composants a blocage de Coulomb, font effectivement état
de gains énergétiques de plusieurs ordres de grandeur par rapport a leurs équivalents clas-
siques b5).

Par ailleurs, l'utilisation des dispositifs a blocage de Coulomb a base de silicium
semble trés avantageuse puisqu’elle permettrait I'apparition, a moyen terme, de technolo-
gies hybrides alliant a la technologiaos actuelle les avantages de ces nouveaux com-
posants. Une étude théorique apparait donc de premiere importance afin de prédire le
fonctionnement de ces dispositifs de nouvelle génération. Tel est I'objet du présent mé-
moire dans lequel nous étudierons les boites quantiques en silicium dans le cadre d’'une
utilisation de type « blocage de Coulomb ».

Avant d’étudier plus avant ces briques élémentaires que sont les boites quantiques
semi-conductrices, nous allons poursuivre la partie introductive dans le chagtae
une présentation des principes de base du phénoméne de blocage de Coulomb en étu-
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FIG. 1.23. (a) Représentation d’un nanotube de carbone monoparoi. (b) Image STM d’un
nanotube de carbone a résolution atomique (IBM) [35].
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FIG. 1.24. (a) Coupe schematique du transistor a effet de champ a nanotube de carbone
d’IBM et ainsi que ses caractéristiques (b) [41, 35].
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diant des dispositifs métalliques plus simples a comprendre d’'un point de vue théorique.
Puis, dans le chapiti& nous présenterons quelques réalisations marquantes de dispositifs
dont le fonctionnement repose sur le blocage de Coulomb et l'utilisation d’ilots semi-
conducteurs.
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| Condensateurs, charges électriques et ... blocage de Coulomb

I-A  Charges et condensateurs

EN'ESTqu’en1g13 que R. A. MLIKAN (1868-1953) met en évidence la quantifica-
tion de la charge dans son expérience restée célébre ou il mesurait la vitesse de chute

de gouttelettes d’huile chargées entre les armatures d’'un condensateur. Il a alors décou-
vert que la charge d’une gouttelette variait de maniére discrete par sa)sde De nos
jours, la quantification de la charge ne fait aucun doute et se rencontre dans de nombreux
domaines de la physique : citons, a titre d’exemple, le bruit de grenaille, présent dans les
tubes a vide ou les dispositifs électroniques actuels, qui résulte de la fluctuation, autour de
sa valeur moyenne, du flux d’électrons traversant une barriére de potentiel.

Il est pourtant un cas tres courant ou la
guantification de la charge n’intervient pastces délectrons Atome ionisé

créant une densité du réseau métallique

il s’agit de la charge (décharge) d’un condegfacique de charges
sateur. En effet, la charg® stockée dans™™"
un condensateur n’est en aucun cas reliée a
un nombre discret de porteurs: elle résulte,
comme le montre la figur2.1, du décalage
de I'ensemble des électrons libres par rapport
au réseau des ions positifs fixes constituant le
métal. Cette charge évolue alors de maniére | /4

continue en fonction de la tension appli-

guée aux bornes du condensateur. De plus,

dans une grande majorité des condensateurg|g. 2.1. Ia charge d'un condensa-

UtI|ISéS en é|€Ctl'0anue, Cette I’e|atI0n eSt ||' teur Clussique varie de maniér@ Conti_

Zone de quasi
neutralité électrique

neaire comme lillustre en figur2.2 nue car elle résulte du déplacement du
gaz d’électrons par rapport au réseau
Q=C.V. (21)  des jons.

Le fait d’emmagasiner une char@edans un

47
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FIG. 2.2. Le caractere continu de la charge stockée dans un condensateur classique induit la
continuité de la caractéristique Q(V') : I'aspect particulaire de la charge électrique se trouve
dissimulé par I'aspect collectif du gaz électronique.

condensateur requiert une certaine énergie, appelée énergie électroﬁﬁtiqueéfinie
par:

+00
& :/ V()1 (t) dt (2.2)
" g/C daldt
Soitsig=0at =0etg=Q at = oo:

o Q
& = c" (2.3)

Un condensateur classique se révele donc incapable d’exhiber le moindre effet lié
au caractere granulaire de la charge électrique. Pour espérer tirer avantage de l'aspect
quantifié de celle-ci, il faudrait que le caractére particulaire de I'électron se manifeste et
prenne le pas sur le caractére collectif. A cette fin, nous allons placer une jonction tunnel
en amont du condensateur ; le r6le de cette jonction sera de « filtrer » les électrons de sorte
gu’ils ne passent que un par un.

I-B Caractere quantique de la charge : condensateur quantique

Etudions la structure présentée en figRrg@ou la présence de la jonction tunnel per-
met de charger le condensateur électron par électron. Par la suite, nous nommerons ce
dispositifcondensateur quantiquedin de le différencier de son homologue « classique ».
Notons que I'épaisseur de cette jonction tunnel s’avere un parametre clé du systéme puis-
gu’elle doit étre ajustée de facon a permettre un passégeaentietles électrons tout en
conservant une probabilité de transfert non négligeable.

Chaque électron entrant dans le condensateur apportant une énergie électrostatique
€°/2C, I'énergie interne du dispositif ne peut que progresser par « sauts » avec la charge
comme le montre la figurd.4. Pour qu’un électron puisse, par effet tunnel, charger le
condensateur, il faut donc que son énergie (fournie par la tension appliquée aux bornes du
composant) soit suffisante pour augmenter I'énergie interi@/@€. Nous en déduisons
gue la charge stockée dans le condensateur ne peut, elle aussi, qu’évoluer en marches d’es-
calier en fonction de la tension (Fig.5). A chaque seuil de tensiov, les électrons ont
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FIG. 2.3. Schéma de principe d'un condensateur « quantique ». Une jonction tunnel permet
le passage des électrons un par un.
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FIG. 2.4. Contrairement a son homologue classique, le condensateur quantique voit son
énergie électrostatique évoluer par paliers en fonction de la tension, du fait du caractere
particulaire du transport des électrons.
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FIG. 2.5. L’évolution de la charge d'un condensateur quantique évoluant par paliers avec
la tension, la caractéristique courant/tension est formée de pics de courant (théoriquement
infiniment fins) aux différentes tensions de seuil.

acquis une énergi@€)?/2C suffisante pour charger le condensateur avec aui piesc-
trons. Il s’ensuit qu’a chaque tensi®hcorrespond un pic de courant associé au passage
d’un nouvel électron dans le condensateur par effet tunnel 25y.

Nous constatons, au vu de ces caractéristiques bien particuliéres, qu’il peut étre avan-
tageux d’exploiter ce phénomene de blocage des charges, dénadouage de Coulomb
du fait de son origine liée a l'interaction électrostatique entre les électrons. En effet, nous
pouvons supposer que des dispositifs utilisant de tels effets pourraient gagner en contrble,
les porteurs de charge transitant d’'une maniére précise, dépendant de la tension appliquée.
Nous pouvons aussi, des a présent, imaginer que le contréle précis de la charge stockée
dans le condensateur pourrait étre propice a l'utilisation du blocage de Coulomb dans
des dispositifs a logique multi-niveaux. Par exemple, I'utilisation du blocage de Coulomb
dans les mémoires de typeAsSH pourrait se révéler particulierement intéressante, non
seulement afin de conserver la charge stockée plus longtemps grace au phénomene de
blocage de charges, mais aussi dans I'optique de sauvegarder plusieurs bits sur une méme
cellule mémoire (en augmentant par la méme la densité d’intégration).

Toutefois, nous allons voir dans le paragraphe suivant qu’afin de fonctionner convena-
blement, les dispositifs a blocage de Coulomb doivent étre suffisamment petits pour que
le phénomeéne de charge/décharge du condensateur quantique soit effectivement contrélé
par la tension appliguée et non par I'énergie thermique ambiante.
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FIG. 2.6. Evolution de la charge du condensateur quantique en fonction de la tension ap-
pliquée dans le cas oit € /2C > kg T, €/2C ~ kg T et €/2C K KgT. Nous remarquons
que I'augmentation de la température a pour conséquence la disparition du caractére discon-
tinu de la courbe au profit d’un caractere semblable a celui d’un condensateur classique.

|-C Effet de la température et taille des dispositifs

La caractéristiqgue charge/tension présentée en figusra'est valable qu’a la seule
condition que le quantum d’énergie électrostatig@i2C soit trés supérieur a I'énergie
thermique, quantifiable p&gT. Dans le cas 0&/2C < kg T, ce n'est plus la tension ap-
pliquée aux bornes du composant qui va gouverner I'apport d’énergie nécessaire aux élec-
trons pour passer dans le condensateur mais I'énergie thermique qui, par essence, est un
processus aléatoire. Lutilisateur perd, dans ce cas, tout contréle sur I'apport des charges
au condensateur. En moyenne, nous retrouvons alors une caractéristique charge/tension
dont les paliers disparaissent au fur et a mesure que la valeur de la temp@&raituge
mente (Fig2.6).

Pour voir apparaitre le phénomeéne de quantification, il est, par conséquent, nécessaire
que

&
2 > KgT |. (2.4)

Une application numérique approximative a température ambidnte- (300K) nous
donne comme contrainte sur la valeur de la capacité

& 3

c’est a dire I'atto-Farad comme ordre de grandeur (:=aF0*® aF)

c<1ar @)

Si nous essayons de déterminer les dimensions caractéristiques associées au condensateur,
gue nous modéliserons par un condensateur plan (de s@&ta#isolant d'épaisseLs;,
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et de permittivité relative) de sorte que

~ Sod, (27)

X

nous obtenons comme taille caractéristigusu systeme

d <10 nm. (2.8)

En fait, nous verrons, plus tard, dans le cadre de I'étude d’'une structure plus complexe
comportant deux jonctions tunnel, que les latitudes quant au choix des dimensions du
dispositif sont encore plus contraignantes. En effet, du fait de la présence de ces deux
jonctions tunnel, I'épaissew, de l'isolant devra étre comprise entre 1 nm et 3 nm afin

de permettre aux électrons de passer un par un par effet tunnel avec une probabilité non
négligeable. Il incombe alors a la surfa8elu condensateur d’étre inférieure a la dizaine

de nnt.

Nous constatons donc que les dimensions caractéristiqgues du systéme se doivent d’étre
de taille nanométrique afin d’espérer observer les phénomenes liés a la quantification de
la charge. Bien entendu, a de telles dimensions, les processus physiques sont trés diffé-
rents de ceux rencontrés dans notre monde macroscopique. Il faut en particulier prendre
en compte le caractére ondulatoire des particules a cette échelle ; ainsi dénomme-t-on sou-
vent I'llot boite quantiqugour traduire la quantification des niveaux pouvant avoir lieu en
son sein. Pour I'instant, nous ne tiendrons pas compte de ces effets dans notre modéle « ca-
pacitif », toutefois, il faut bien garder a I'esprit que les phénoménes ondulatoires existent
(ne serait-ce que pour comprendre le passage tunnel des électrons) et qu’ils revétent une
grande importance que nous détaillerons dans les chapitres suivants.

Le condensateur quantique restant relativement limitée du point de vue des applica-
tions envisageables, nous allons étudier une structure un peu plus complexe déja évoquée
dans le paragraphe précédent : la structur@m (Metal-Insulator—Metal—-Insulator-Me-
tal), qui nous permettra d’entr'apercevoir I'énorme potentiel qu’'apporterait le blocage de
Coulomb dans un domaine comme I'électronique.

Il Blocage de Coulomb dans une structureMimIm

lI-A  Description phénoménologique

Le schéma de la structukemim est présenté en figuge7. Ce composant se distingue
du condensateur quantique précédent par I'adjonction d’'une deuxiéme jonction tunnel
permettant le passage des électrons de part et d’autre du dispositif afin de créer un courant
non nul sur toute une plage de tension.

Pouvons-nous toujours décrire ce dispositif comme le condensateur précédent? La ré-
ponse est affirmative et étroitement liée au caractére dual d’'une jonction tunnel. En effet, si
nous raisonnons d’un point de vue ondulatoire, nous pouvons dire qu’une barriére posséde
un coefficient de transmission lié au pourcentage d’électrons qu’elle filtre. Si nous raison-
nons maintenant d’'un point de vue particulaire, nous pouvons aussi dire, gu’au cours du
temps, les électrons « tapant » contre la jonction tunnel possédent une certaine probabilité
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FIG. 2.7. Schéma de principe d'une structure MIMIM . L'adjonction de la seconde jonction
tunnel par rapport au condensateur quantique permet le passage d'un courant continu le
long du dispositif.
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FIG. 2.8. Schéma électrique d'une jonction tunnel. Celui-ci traduit le caractere dual d’'une
telle jonction : 4 la fois résistif et capacitif.

de passer ou d’étre réfléchis (nous pouvons voir cela comme le théoreme d’ergodicité ap-
pliqué a la jonction tunnel). Pour un électron, la jonction tunnel possede donc un double
comportement: soit celle-ci est passante et va permettre le passage d’un courant, I'élec-
tron percevra alors cette jonction comme une résistagont la valeur va dépendre de la
facilité qu’a I'électron a la traverser, soit la jonction bloque I'électron et celui-ci percevra
alors 'ensemble métal-oxyde—métal comme une capacité classique. De méme qu'il existe
une dualité onde/corpuscule, il existe une dualité résistance/condensateur d’une jonction
tunnel : ni vraiment totalement résistance, ni vraiment totalement condensateur, ni vrai-
ment les deux en méme temps.

C’est donc tout naturellement que nous modélisons une jonction tunnel, dont le schéma
électrique est présenté en fig@.&, par un condensateur dont le rdle consiste a décrire les
phénomeénes de blocage de Coulomb liés a I'énergie de charge associée a une résistance
équivalente traduisant le transport des porteurs par effet tunnel a travers I'oxyde. Toute-
fois, avant d’aller plus avant dans la modélisation de ce dispositif, essayons tout d’abord
d’expliquer de maniére phénomeénologique ce qui se passe.

1. La notion de résistance doit étre ici comprise dans son sens le plus large. Il n'y a notamment aucune
raison que cette résistance soit une constante.
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Courant (A)

0 i
0 V1 V2 \Y)
Tension

FIG. 2.9. Caractéristique courant/tension qualitative d'une structure MIMIM . Chaque pa-
lier correspond a la possibilité de stocker un électron supplémentaire dans 1'tlot.

PRINCIPE DE FONCTIONNEMENT

Sila tensionappliquéeesttrop faible, I'électron n’a pas assez d’énergie pour traverser

SiV,

la barriére et venir charger le condensateur équivalent. L'électron ne pouvant rester
dans un état stable dans I'llot métallique, le courant aux bornes du composant est

donc nul.
(2.9)

Le blocage de Coulomb nous offre donc I'opportunité de contréler précisément la
tension de seulil/; (directement reliée a la valeur de la capacité du condensateur
équivalent) a partir de laquelle un courant passe dans le dispositif.

< |V] < V,: cette fois, un électron peut rentrer, par effet tunnel, dans I'llot ; néan-

SiV,

moins, I'augmentation de I'énergie électrostatique, ainsi stockée dans le condensa-
teur équivalent, empéche la traversée d’'un second électron. L'électron stocké peut,
quant a lui, s’échapperia la deuxiéme jonction tunnel. L'ilot donc vide a, a nou-
veau, la possibilité de se recharger avec un nouvel électron : il y a alors création d’un
courant par passage des électrons un a un dans l'ilot. Bien entendu, cette descrip-
tion ne reste vraie que si la tension appliquée reste inférieure a une certaine tension
de seuilV, a partir de laquelle I'énergie des électrons est suffisante pour charger le
condensateur avec deux électrons.

< |V] < V;: les électrons ont suffisamment d’énergie pour passer deux a deux a

travers le composant: grossierement, la valeur du courant est doublée par rapport
au cas précédent. Cette description n’est valable que dans la limite ou la tension
reste inférieure a une tension de sédila partir de laquelle peuvent étre stockés
simultanément trois électrons dans l'ilot. Et ainsi de suite...

Nous en déduisons que, qualitativement, le courant évolue par paliers en fonction de
la tension appliguée, comme le représente la fi@u@eNotons que, pour effectivement
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FIG. 2.10. Schéma électrique équivalent d'une structure MIMIM soumise a une tension V.

Voir nettement la structure en marches d’escalier, il faut dissymétriser la structure en ren-
dant, par exemple, la jonction tunnel par laguelle rentrent les électrons plus passante que
celle par laguelle ils sortent. En effet, pour que 'effet de blocage de charges ait effective-
ment lieu, il faut que les électrons, stoppés par la jonction la moins transparente, restent
suffisamment longtemps dans I'llot afin de créer I'énergie électrostatique nécessaire au
blocage.

Tout ce que nous venons de voir reste tres qualitatif ; en particulier, nous ne connais-
sons pas plus les valeurs des tensions seuils que la valeur de la capacité équivalente du
dispositif: il nous faut aller plus loin dans la description.

[I-B  Modélisation électrique : comportement statique

Comme nous l'avons expliqué précédemment, une maniere de modéliser une jonc-
tion tunnel est de la considérer comme un condensateur et/ou une résistance afin de tenir
compte a la fois du blocage de Coulomb et du passage des électrons par effet tunnel. II
est bien évident qu’un tel modéle reste limité puisqu’il ne décrit qu’approximativement
la nature quantique des phénomeénes physiques ayant lieu dans le composant. Toutefois,
pour une premiere approche quantitative, il offre comme avantage sa simplicité de mise
en ceuvre, I'étude de la structuvemiM revenant a s'intéresser au circuit équivalent de la
figure2.10 Nous reviendrons, ensuite, dans la sectibisur le domaine de validité d’'un
tel modele.

La méthode présentée ici est une méthode trés géndaldq 45, 47] permettant de
résoudre les problémes liés au blocage de Coulomb. Son principe est trés simple : comme
nous le ferions dans un systeme thermodynamique, nous calculons I'énergie potentielle
globale du dispositif et nous étudions si I'adjonction ou le retrait d’'un électron de I'ilot
par les jonctions tunnel favorise une diminution de I'énergie. Si tel est le cas, nous saurons
gue la transition envisagée aura lieu.
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M ISE EN EQUATION

Avec les notations de la figu21Q nous pouvons écrire

la conservation globale de la charge

Q+Q:—Q,=0; (2.10)

que par effet tunnel, les électrons transitent un a un et que la charge dans l'ilot est
par conséquent quantifiée

Q = —néavecn e Z; (2.11)

la relation fondamentale des condensateurs

Q.= CV, : 2.12)
Q.= GV,

e et..
V=V, +V,. (2.13)

CALCUL DE L 'ENERGIE TOTALE

L'énergie totale du systéme nous est donnée, de par sa définition, comme la somme
des énergies potentiell&s, du systeme auxquelles on soustrait 'ensemble des traaux
effectués (ici par les sources)

& =E,—W. (2.14)

e L'énergie potentielle, d’origine électrostatique, correspond a I'énergie emmagasinée
dans les 2 condensateurs

_Q @ _oW GV

E
PT2C,  2GC, 2 2

(2.15)

Le calcul deV, etV, s’effectue tres facilement a partir du systeme d’équaoh(,
(2.1, (2.12 et (2.13 en exprimant 'ensemble des variables en fonction de la
tension totale appliquéé et du nombren d’électrons présents dans I'1lot

[ V. =Vi+V, Vi= (CV +ng)/Cq (2.16)
Q:— Q.= né =CV,; -G\, V= (CV —ng)/Cqq ’ .
avecCeq = C; + C,. Nous trouvons alors

E, [C.C.VZ + (ng)?]. (2.17)

~ 2C.

e Les travaux effectués dans le systeme correspondent, quant a eux, a I'énergie qu’'a
diO déployer la source de tension afin de faire circuler les électrons a travers les
jonctions tunnel. Ce travail se décompose lui-méme en deux processus comme le
représente en figu211: n, électrons sont passés par la jonction tunneli, giar
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FIG. 2.11. Notations utilisées pour décrire le passage des électrons a travers les jonctions
tunnel : Ny électrons sont injectés dans I'flot via la jonction 1 tandis que N, électrons sortent
de l'ilot par la jonction 2.

la jonction tunnel 2. Sachant qu’au final, nous devons aveirn, — n, puisquen
électrons sont stockés dans I'flot

Par définition, le travail fourni par la source nous est donné par la relation

W:/vmunm:VAQ (2.18)
clslted(;/dt

Lorsqu’un électron s’échappe par la jonction tunrfe2 in, — n, + 1) le nombre
d’électron stocké dans I'llot décroit d’'une unité{> n—1) ; or, sila jonction 2 peut

étre considérée comme une résistance pendant le passage de I'électron, la jonction 1,
guant a elle, présente le caractere capacitif de la jonction tunnel, la tension a ses
bornes évolue du fait de la variation du nombre d’électrons dans I'ilot. En vertu de
I'equation .16 V; diminue de la quantité/C,,

VoV — — (2.19)
Ceq
En réponse a cette variation de tensiox; = —&/C,,, la charge du condensateur,
associée a la jonction 1, varie d’'une quantit®, = —C,&/C,,. C'est la source qui
compense cette variation de charge en fournisa@t. Pourn, électrons, la source
fournit donc un travail total :

C.e
Ceq

Le méme type de raisonnement pour fesélectrons rentrés par la jonctiod h
donnerait: B
C,e

W, = —n
2 1Ceq

V. (2.21)

) 2 . 2] R vr o
L'énergie totale? = E, — W, — W, du systeme s’écrit alors

e 1

o

ev
- [C1C2V2 + (né)z] + - (n1C2 + I"I2C1) . (222)
2C¢q Ceq

2. Notons que, dans le cas génénaletn, sont algébriques, toutefois, dans un souci de clarté, on parlera
de «n; électronsarrivéspar la jonction tunnelhl » et «n, électrongartis par la jonction tunnel 2 ».
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ETUDE DES TRANSITIONS POSSIBLES

A température nulle, I'évolution du systéme peut seulement s’effectuer dans le sens
d’'une diminution de I'énergie totale. En s’intéressant a I'ensemble des transitions pos-
sibles du systéme, la condition de décroissance de I'énergie nous permet alors de connaitre
les plages de tension sur lesquelles les transitions envisagées peuvent effectivement avoir
lieu.

jonction2 e Sin, —» n,+ lalorsn - n—1 et

&
A& =—[—(2n—1&+2VC]. (2.23)
2C.,
e Sin, > n,—1alorsn - n+ 1et
& 3
A, = e [+@n+Dhe-2vey. (2.24)
eq

jonctionl e Sin, — n;+1alorsn - n+1et

&
AE L = > [+@n+De+2vC]. (2.25)
eq

e Sin—> n,—1alorsn - n—1et

@
A -1 ==

o [—(2n — 1)6— 2V C)]. (2.26)

Soit en imposant la condition de décroissance de I’énexﬁ <0

g 2n —1)e
A%ﬁl <0 = (2n-1)e-2vC, >0 = V<(ZT)
1
g 2n+ le
AE L <0 = —@N+184NC>0 = Vo ANTDE
* ;Cl e - Q2D
n e
A%i+l <0 = —-@n+1)e-2vG, >0 = V<—%
2
2n —1)e
AL L <0 > @n—18+2VC>0 = v>_(ZT)
2

Nous remarquons que les tensions de seuil décrivant les transitions possibles sont fonc-
tions du nombre d’électrons présents dans I'llot. Dans un premier temps, et ce afin de
dégager les principes généraux de fonctionnement, nous allons simplifier le probleme en
supposan€, = C, = C.

e Casoun=20

n—n +1 n, —n; — 1
n—m+tl Zone de blocage m 1
H des électrons H
—_ } _—V
e e
_ = 0 i
2C 2C

FIG. 2.12. Transitions possibles dans le cas ot n = 0
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Nous retrouvons bien le phénoméne de blocage de Coulomb décrit qualitativement
précédemment: il existe une zone dans laguelle aucune transition n’est possible
et ou aucun courant ne peut circuler. Toutefois, grace au modele proposé, nous
connaissons maintenant la valédg,; du seuil en dessous duquel le blocage total

de charge intervient

e
Vseuil < == |- 2.28
| seu I| 2C ( )
e Casoun estquelconque
n —n+1 n —n —1
[} {[}~~  Etatnonstationnaire  *[T] & {]]
. ! ———— /¢
(2n+1)e 0 (2n+1)e
- 2C 2C

FIG. 2.13. Transitions possibles dans le cas o1 N est quelconque

Dans le cas oun est quelconque, les seuils en tension deviennent
@2n+1e
V,= ———
2C
Remarquons la présence d’'une zone non stables. Par exemple, si

nez. (2.29)

(2n — 1)8/2C < V < (2n + 1)8/2C, (2.30)

seule la sortie d’'un électron par la jonction 1 est possible. Il parait alors intéressant
d’examiner la variation du nombre d’électrons dans I'tlot en fonction de la tension
appliguée et du nombre d’électrons présents. De proche en proche, nous pourrons
alors en déduire le nombre maximal d’électrons que peut stocker l'ilot.

Sont présentées en figurdd4a, 2.14 et2.14 les différentes transitions possibles
des électrons dans l'llot en fonction du nombre d’électrons déja présents et de la tension
appliquée pour plusieurs valeurs de capacité. La premiére zone importante est la zone ou
n = 0 et ou aucun électron ne peut entrer ou sortir de I'llot. Dans cette zone de blocage
des électrons, le courant est nul. Nous remarquons aussi toute une plage de tensions et
de nombres d’électrons permettant le passage d’'un courant stationnaire global non nul.
Dans cette zone, les électrons peuvent entrer par une jonction et sortir par l'autre. Ses
limites définissent le nombre d’électrons maximum qu'’il est possible de stocker. En dehors
de cette plage, nous remarquons que le systéme réagit de fagon a revenir dans un état
d’équilibre stable, dans la zone précédente.

Dans le cas ou les capaci€set C, sont égalesE, = C, = C), les valeurs des diffé-
rentes tensions de seuil, correspondant au passage possible d’'un électron supplémentaire
dans I'llot, prennent la forme trés simple suivante

5e 3e e e 3e 5e

VseuiI: T T A A/l A/ A A/~ A~ (231)
2C° 2C° 2C° 2Cc ' 2Cc 2C
c’est-a-dire que de facon générale
2n 4+ 1)é
Veeui, = (ZLC) avecn € Z|. (2.32)
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Si C, # C,, la tension seuil a partir de laquelle le premier électron peut effectivement
passer dans I'llot est définie par la plus grande des 2 capacités

& &
Veesit, = Emin{ — ;— ) | 2.33
Ly ' (20l 202) (2:33)

Cette étude nous a donc permis, grace a un modele tres simple, de connaitre les diffé-
rents seuils de tension a partir desquels un nouvel électron peut rentrer dans I'llot ; reste
maintenant a décrire le comportement dynamique des électrons c’est-a-dire a déterminer
la caractéristique courant/tension du dispositif.

[I-C Modélisation électrique : comportement dynamique

Le but avoué dans une structuvemiM , et plus généralement dans tout dispositif a
blocage de Coulomb, est d’obtenir une caractéristique courant/tension en marche d’es-
calier du type de celle présentée en figArg afin de tirer parti du contrdle précis de la
charge véhiculée au sein du composant. Nous avons vu, tres approximativement, que le
premier palier de courant correspondrait a un passage des électrons un par un a travers
le dispositif, le deuxieme palier, a un passage des électrons deux par deux,... Essayons
alors, avec le modele électrique, de décrire, au moins qualitativement, I'allure du courant
autour du premier seuil de tensidhy,; = min(€/2C,; €/2C,) et en particulier d’étudier
I'influence des valeurs des différents parameétres sur ce courant.

Pour commencer, le courant instantdngaversant la jonction tunnel, représentée en
figure 2.15 peut étre tres simplement défini en fonction de la fréqudhade passage
des électrons. Nous introduisons cette grandeur car, nous le verrons dans les chapitres
suivants, elle se révelera étre une grandeur clé pour le calcul du courant. Ainsi, compte
tenu des conventions prises en figAré5et sachant que le réle de la jonction tunnel est
de ne laisser passer les électrons séquentiellement que un par un

I AQ
T At

Si nous appliquons la loi d’ohm a la jonction tunnel de résistance équivagnteus

obtenons alors une relation liant la fréquence de transition a la tension appliquée

U=RI =&RT. (2.35)

Attention, toutefois : il faut bien se rappeler que cette équation n’est valable que lorsqu’un
électron traverse la barriére tunnel (comportement résistif et non capacitif de la jonction).
Cela sous-entend aussi que la variation d’énergie potentielle du systeme, lors du passage
de I'électron, doit étre négative (nous supposons toujours que nous travailloastK)

comme nous l'avons vu précédemment dans la section traitant du comportement statique.
En multipliant la loi d’'ohm 2.35) par la charge électroniqueé (—eU = —&RT’), nous
constatons que/I" représente le temps qu’a mis I'électron pour passer a travers la jonc-
tion tunnel de résistancB, en faisant varier son énergie potentielle-deU. Or, nous
connaissons la variation de cette énergie potentielle! Elle a été calculée dans la section
précédente (Eq&.23 2.24 2.25 2.26) et correspond a I'énergi& # de Coulomb. Nous
obtenons alors une relation liant la fréequence de passapeld résistance tunnél, et la
variation d’énergie potentielle de Iélectrane’

= ¢aT. (2.34)

7
_AE

&R

I =

(2.36)
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FIG. 2.14. Transitions possibles des électrons dans une structure MIMIM a T = OK.

R

t

FIG. 2.15. Notations utilisées pour calculer le courant instantané traversant une jonction
tunnel.



62

Chap. 2 Blocage de Coulomb: origine et théorie

r,
®
o

1T,

FIG. 2.16. Passage des électrons dans la structure MIMIM dans le cas oit o = C;/C, > 1
et f = R, /R, = 1:un électron va tout d’abord pénétrer dans l'ilot par la jonction 2 avant
d’en repartir par la jonction 1.

Signalons, au passage, que nous retrouvons le fait que cette équation n’a de sens que sila
variation d’énergie potentielle est bien négative.
Pour calculer le courant moyen traversant le dispositif, nous allons maintenant calculer
le temps que met un électron pour traverser 'ensemble de la struotung . A cette fin,
nous utilisons les différentes hypothéses suivantes::

e nous nous limitons, dans un premier temps, au cas des tensions positives ;

e nous considérons uniquement le cas ou les électrons transitent un par un dans I'ilot,
c’est-a-dire que nous ne nous intéressons qu’au premier palier courant ;

e NOUS prenons, sans pour autant entamer la généralité de la déemonsBatior,
et définissons comme le rapport entre ces deux capacités

C,
a = c, >1,; (2.37)
e au vu du graphique des transitions possibles de la figur, il apparait que, sur
le premier palier de courant, I'électron rentre d’abord dans I'ilot par la jonction 2
avant d’en repatrtir par la jonction 1. Toutefois, le premier palier comprend aussi
une zone ou les deux transitions (rentrée par la jonction 2 et sortie par la jonction 1)
sont possibles en méme temps. Afin de lever toute ambiguité, nous supposons donc
que la jonction 2 est plus permeéable que la jonctioR]l £ R,) de sorte que dans
tous les cas, les électrons pénétrent en premier lieu dans/léltat jonction 2 avant
d’en repartir par la jonction 1. Nous définissons alors le parametre

f=—2>1 (2.38)

Comme nous le voyons en figuPelg et sous ces hypothéses, un électron venant de
la gauche met un tempg I, pour traverser la jonction tunnet & et remplir I'llot avec
un électron, la variation d’énergie a considérer correspond alm%fal avecn = 0.
Une fois dans I'llot, cet électron mettra un tempd'l pour traverser la jonction tunnel
n° 1 engendrant une variation d’énergieﬁslgl_l avec, cette fois-cp = 1. Notons que
pendant tout le temps ou I'électron est stocké dans I'Mlot, aucun autre électron ne peut
rentrer a cause du phénoméne de blocage de charge. En conséquence, il est nécessaire de
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FIG. 2.17. Caractéristique | (V) de la structure MIMIM pour différents rapports de capa-
cités (o = C1/C,) et de résistances (f = R,/ R,,).

calculer le temps de traversgbal des porteurs a travefensembledu dispositif pour
déterminer le courant, ce temps total s’écrivant

—&R, —&R,

tTOT = ) + 2 . (239)
Aa(n=0 A& _,(n=1)
En utilisant les résultats des équatioB22Q a (2.26) nous trouvons
_ R,/R
tror = 26R,C, 2. 2.40
Tor R q(—é+2vc:l é+2VQ) (2.40)

Le courant moyer se calcule alors facilement sachant qu’il est passé 1 électron en un
tempst;or a travers le dispositif

e ()0
|:+i_ e of a aa

(2.41)

_ \:
for ARG 142 s@-p o ap)
(¢4
avec c R a
1 1
o=, =—, et a=—. 2.42

Lafigure2.17présente, pour quelques valeursxde 5, la caractéristique courant/tension
ainsi obtenue. Nous remarquons que le rappaies résistances tunnel, influe sur le ca-
ractere abrupt de la marche de courant. Dans le cadre des applications envisagées, il est
par conséquent souhaitable de travailler avec des jonctions tunnel de perméabilité tres
différentes > 1). Nous retrouvons donc bien ici le fait que I'électron doit séjourner
suffisamment longtemps dans I'ilot pour induire un effet de blocage de charge.

Le parametre: conditionne, quant a lui, la variation du courant sur un palier. Plus les
valeurs de capacité sont éloignées et plus le courant reste constant le long du palier. La
encore, dans le cadre des applications envisagées, nous devrions prepdte méme
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si, toutefois, ce parametre joue un réle moins crucial guk est bien agréable gu'il en
soit ainsi car si nous pouvons effectivement prendre un pararnieties grand devant
I'unité grace a la large gamme des valeurs offertes par les probabilités de passage tunnel
(qui rappelons-le varient de fagon exponentielle avec la largeur de barriere), il n’en est pas
de méme pour les capacités: il semble bien difficile de pouvoir jouer autant que nous le
voudrions sur le paramétre

Avant d’aborder les limites du modéle que nous venons de détailler, signalons le fait
que, bien que le composant soit dissymétrique, la caractéristique courant/tension est, au
contraire, symétrique. En effet, si nous restons dans I'hypothésel eta > 1 et que
nous calculons le courant généré dans le dispositif pour une tevision—&/2C,, cette
fois-ci, au vu du graphique de transition de la fig@r&4c et des valeurs des résistances
tunnel, un électron a tendance a fuir I'llot par la jonction 2 avant qu’un électron n’arrive
par la jonction 1. Le nombre d’électrons dans I'Tlot oscille donc entre 6 ktNous
trouvons alors, de la méme maniére que précédemment,

—&R, —&R,

t —
T AE (1=0) | AEyna(n=-1)

. 1 R,/R,
B zeRZCeq(—é— VG e zvg) ’

-V -V
. e (& -G+
| — _ e e of a aa . (2.44)

tor  2R,G, 1+§ a(l—ﬂ)+%<1+aﬁ>

(2.43)

soit®

Cette expression est identique, en valeur absolue, a celle trouvéd/poug/2C, (V
devenant—V mais pour une tension négative). Nous obtenons alors la caractéristique
présentée en figurd.18 symétrique par rapport a I'axe des ordonnées ou, dans le cas
V < 0 le nombre d’électrons dans l'ilot oscille entre O-€t et dans le ca¥ > 0, ce
nombre oscille entre O et1.

Il Les limites d’utilisation du modele

L'ensemble de la théorie développée jusqu’ici pour décrire le blocage de coulomb dans
les structures métalliques sous-tend un certain nombre d’approximations que nous allons
récapituler dans cette section.

llI-A  Blocage de Coulomb et température

Insistons bien sur le fait que ce que nous avons dit jusqu’a présent suppose que la
température, a laquelle nous étudions le dispositif, est ntille=(0 K). En effet, pour
affirmer qu’une transition n’est possible qu’a la seule condition que I'énergie potentielle
du systéme décroisse, il faut que le systeme soit is@énge recoive aucune énergie de
I'extérieur). Or, dés lors que la température est non nulle, I'énergie thermique ambiante

3. Le changement de sens de passage des électrons implique la présence d'un signe moins dans la formule
liant le courantl au tempgor.
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FIG. 2.18. Bien que la la structure MIMIM soit par construction antisymétrique, sa carac-
téristique | (V') (ici présentée dans le cas oit a = 2 et f = 100) est symétrique.

peut apporter a I'électron I'énergie nécessaire pour compenser le manque d’énergie po-
tentielle. Nous pouvons toutefois supposer que si I'énergie a apporter a I'électron, pour
I'amener dans I'llot, est trés grande devigit, c’est-a-dire d’au moins un ordre de gran-
deur supérieure a I'énergie thermique ambiante, la théorie que nous venons de développer
peut encore s’appliquer. En revanche, si I'énergie thermique tend a rejoindre I'énergie
potentieIIeAg nécessaire a I'électron, pour passer dans l'ilot, la caractéristique cou-
rant/tension en marche d’escalier n’est plus aussi abrupte (si tant est que les conditions
soient réunies pour qu’'elle le soiffa= 0 K!) mais tend a se lisser, comme nous l'avons
déja vu dans le cas du condensateur quantique en fgére

Compte tenu des résultats de la section précédente, la valedi‘dese révéle trés
simple a calculer. En effet, nous savons @ug correspond a l'’énergie qu’il faut apporter
a un’électron pour qu’il passe dans l'ilot. Or, nous venons de voir que le supplément de
tension gu'il faut fournir pour faire passer un nouvel électron dans I'llot vaut (dans le cas
ouC, =C,=0C)

2n 4+ 1)é 2n—1)e &
av =Bt be @n-De_ e (2.45)
2C 2C C
correspondant a I'apport d’énergie (en valeur absolue)
&
AE =8AV = cl (2.46)
La condition de « bon fonctionnement » s’écrit alors :
&
ke T < c (2.47)

Leffet de la température ne permettant pas d’étre pris en compte par des raisonne-
ments simples, nous resterons sur notre faim dans ce chapitre... Il faudra attendre le cha-
pitre 9 et la théorie orthodoxe du blocage de Coulangour étudier l'influence de la
température sur les caractéristiques courant/tension.
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[1I-B Blocage de Coulomb et charges parasites

Lors de la fabrication des structures a blocage de Coulomb, comme dans tout compo-
sant électronique, il peut exister des charges parasites qui viennent perturber le bon fonc-
tionnement du dispositif. Ces charges peuvent avoir diverses origines : impuretés chargées,
pieges, charges induites par des capacités parasites, etc. Leur point commun réside dans
leur caractere non contrblable tant au niveau de leur localisation que de leur nombre.

Si nous supposons que, globalement, 'ensemble de ces charges est percu par I'llot
comme une chargg,, 'équation de conservation de la char@el(Q) et I'équation de la
charge stockée?(11) sont modifiées

Q=0Q,— Q,=—né+q,avecn € Z. (2.48)
Cette charge, parasite induit alors un changement sur I'énergie totale

e 1

&

eVv
= [C.C.V? + (né — qo)?] + — (NC; + n,Cy), (2.49)
2C., Ceq

et par consequent sur les seuils de transittRa 4

A <0 = (2n-18-20,-2VC, >0 = V<(2”_;éé_2q°
1
Ay <0 = —@N4 DR+ 2+ 2VC >0 = V> T
1
Ais <0 = —(@N+1E+25,—2VC,>0 = V< _(2n+2(1:)2é+2%
A, <0 = (N-18-20,+2VC,>0 = V> _(Zn_zé)é’quo
) 2

(2.50)
Un calcul similaire a celui effectué lors de I'obtention de la caractéristique courant/tension
de I'équation2.41nous aurait conduit & modifier I'expression du couriiatfin de tenir
compte de la chargg de la fagon suivante

_ (X_Hﬁ)(lﬂ_ﬁ)
_ & of \a e ao e
- 2R,C; 2o

I
1 \Y,

(2.51)

Sur le graphique des transitions de la fig@r&9 nous pouvons observer l'effet dé-
sastreux que peut provoquer une charge parasite. Ainsi,qgotr0.5€ la zone de blo-
cage totale des électrons disparait. La caractéristique en courant, présentée emigure
montre, en effet, qu’au fur et a mesure que la valeur de la charge parasite se rapproche
deq, = 0.5¢, la largeur du palier de courant nul diminue progressivement (réduction de
moitié pourg, = 0.256). Les conséquences d’une chagge= 0.5€ se révelent donc plus
que catastrophiques: la caractéristique courant/tension devenant linéaire et exempte de
tout palier.

Le probléme est encore plus pernicieux si I'on tient compte du fait que les charges
parasites peuvent varier dans le temps du fait de la migration des impuretés, de la variation
des charges induites par les capacités parasites, des pieges se saturant en électrons,... La
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FIG. 2.19. Transitions possibles des électrons dans une structure MIMIM a T = 0 K avec

une charge parasite 0y = 0.5€ et & = 1. Nous remarquons la disparition de la zone de
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FIG.2.20. Caractéristique | (V') d'une structure MIMIM soumise a l'influence d'une charge
parasite Qg et o = let f = 10Q Pour gy = 0.5€, le premier palier disparait.
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sensibilité des dispositifs a blocage de Coulomb aux charges électriques est donc a double
tranchant; certes, celle-ci leur confére d’énormes avantages tant en électronique qu’en
métrologie (comme électromeétres) mais c’est aussi 'une de leur plus grande faiblesse. A

ce probleme plusieurs solutions :

e soit, d’'un point de vue technologique, nous nous arrangeons pour éviter la présence
de charges parasites (ou, tout du moins, limiter leur influence autour des dispositifs
a un électron);

e soit, nous utilisons des dispositifs du type transistor a un électron (que nous étudie-
rons en sectioilV) qui se révelent insensibles aux charges pardsites

e soit, nous utilisons une matrice d’ilots en lieu et place de I'llot central de la structure
MIMIM [62]. Il apparait en effet que la multiplication des ilots permet de rendre le
dispositif plus robuste contre les charges parasites (au détriment de la simplicité de
simulation...).

lII-C Quantification des niveaux énergétiques

Nous avons vu qu’une faible taille d"llot était une conditisime qua nonau bon
fonctionnement des dispositifs a blocage de Coulomb. En fait, cette taille apparait si faible
que I'llot devrait étre considéré comme une boite quantique. En effet, pour des dimensions
inférieures a la dizaine de nanometres, I'llot a une taille de I'ordre de grandeur de la
longueur d’onde de I'électron. En plus de I'effet tunnel, nous devrions donc voir surgir
un autre phénomeéne quantique : la discrétisation des niveaux d’énergie dans le puits de
potentiel formé par I'lot.

Afin d’effectuer une estimation rapide de I'impact éventuel du confinement quantique
sur le blocage de Coulomb, nous supposons que I'llot peut étre approché par un puits de
potentiel infini cubique d’arréta dont les niveaux d’énergie sont donnés par

h27 2
~ 2ma

(N4 n2+4n2) avec(ny, Ny, ng) € N*°, (2.52)

oum représente la masse des électrons dans le puits que nous prendrons identique a celle
des électrons dans le vide. L'approximation du puits de potentiel infini est d’autant plus
justifiée que dans les métaux la hauteur du puits est relativement élevée (par exemple
9.6 eV dans l'or cf. Chap8 sectionlll-D.1).

Les différents niveaux d’énergie de I'llot sont représentés en fy@fdgpour une boite
quantique de 10 nm d’aréte. Dans les métaux, les électrons suscitant le plus d’intérét se
situent au voisinage du niveau de Fermi (dans le cas de I'or, notamment, le niveau de
Fermi est situé a.5 eV du bas du puits). Or a cette énergie, I'écart entre deux niveaux est
faible (voire nul en tenant compte des dégénérescences apparaissant a ces énergies), suffi-
samment en tout cas pour étre négligé devant I'énergie thermique a température ambiante.
Dans le cas du puits de la figuPe?1, I'écart entre deux niveaux est d€038 eV autour
du niveau de Fermi; ce que I'on peut négliger dedat a T = 300 K.

4. L'effet d’'une charge parasite sur un transistor a un électron se traduit par un simple décalage des ten-
sions de commande. Toutefois, s'il est vrai qu’un transistor a un éleistotépeut étre considéré comme
insensible a une charge parasite, un circuit composé de plusieurs transistors ne I'est pas: chacun des tran-
sistors subit un décalage en tension qui lui est propre.
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FIG. 2.21. Niveau quantique dans un puits infini cubique d’aréte @ = 10 nm La masse
des électrons est prise égale a celle dans le vide.

En revanche, dans des matériaux semi-conducteurs comme le silicium, ne contenant
aucun électron de conduction a I'équilibre thermodynamique, les niveaux a considérer se
situent en bas du puits de potentiel. Dans ce cas, I'écart entre deux niveaux consécutifs
est plus important et ne peut plus étre négligé. Ceci est, en outre, accentué par le fait
gue la masse effective des électrons est plus faible dans le silicium que dans les métaux.
La théorie que nous venons de développer dans ce chapitre, reposant sur une modélisa-
tion électrique a base de condensateurs et résistances ne peut donc qu’échouer lors de la
description du blocage de Coulomb dans des matériaux semi-conducteurs : I'énergie élec-
trostatique n’est plus la seule énergie en jeu dans le systeme, il faut aussi tenir compte de
I'énergie des niveaux quantifiés du puits.

[1I-D Courants de fuite : Cotunneling

Un autre effet parasite non pris en compte par le modele électrique, est le phénomene
de Cotunnelingdonnant lieu a I'apparition d’'un courant de fuite.

Imaginons la situation présentée en figRr22 ou la tension trop faible imposée entre
les deux électrodes, ne permet pas le passage des électrons a travers I'flot & cause du
phénomene de blocage de Coulomb. En réalité, il existe cependant un petit courant de
fuite qui peut s’expliquer en faisant intervenir deux nouveaux effets de nature quantique :

e passage tunnel élastique,
e passage tunnel inélastique.

Le point de départ pour comprendre ces phénoménes réside dans le principe d’'incer-
titude d’Heisenberg

AEAt > h, (2.53)

qui assure que sur des temfstres courts, les électrons percoivent chaque niveau d’éner-
gie comme ayant une largeE > h/At non négligeable. Ainsi un électron, en théorie
prisonnier de I'électrode de droite (Fig.22, peut-il pendant un tres faible laps de temps
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rejoindre, du fait de sa largewE, un niveau d’énergie virtuel dans I'llot, non accessible
classiquement.
A partir de 3, trois cas peuvent se présenter :

e Le plus probable est celui du blocage de Coulomb. L'électron ne possédant pas
I'énergie suffisante pour rester sur le niveau virtuel rebrousse chemin et reste bloqué
dans I'électrode de droite.

e Trés rarement, I'électron traverse la deuxieme barriére de potentiel pour s’échapper
de sa prison vers I'électrode de gauche (cf. Ri@3. On parle alors d’effet tun-
nel élastique (ou direct) puisque, s’agissant du méme électron en jeu dans tout le
processus, il y a conservation de I'énergie et de la phase (transport cohérent).

e Moins rarement que dans le cas précédent, I'électron provenant de I'électrode de
droite arrive sur le niveau virtuel alors méme qu’'un deuxiéme électron de I'lot
(d’énergie quelconque) s’enfuit, par effet tunnel, a travers la barriére de gauche (cf.
Fig.2.24). La paire électron-trou, créée dans I'llot, peut ensuite se désexciter a l'aide
d’interactions entre porteurs en dissipant I'énergie excédentaire. Comme il n'y a au-
cune cohérence de phase entre les deux électrons, on parle d’effet tunnel inélastique
(ou indirect), ou encore de « co-tunneling » (le processus faisant intervenir deux
électrons).

[II-E Parametres du modele

Pour espérer mettre en ceuvre le modele présenté dans un simulateur, la connaissance
des parametreR, et C, de la jonction tunnel s’avére indispensable. Or, rien ne nous per-
met, pour I'instant, de calculer simplemeRtou C,.

Si la notion de condensateur parait encore relativement simple a modéliser (la ré-
solution des équations de Maxwell devrait nous permettre de calculer le condensateur
équivalent a la jonction tunnel bloquée), la notion de résistance équivalente est beaucoup
plus difficile & appréhender (rien n’assure que cette « résistance » soit, par exemple, indé-
pendante de la tension appliquée). Il nous faut donc avoir recours a des modeles relevant
nécessairement de la mécanique quantique, compte tenu des phénomeénes mis en jeu, et
capable de décrire aussi finement que possible les processus physigues ayant lieu au sein
des dispositifs.

Dans nombre de simulateurs de composants a blocage de Coulanii®f], les pa-
rametresR, etC, restent des parametres de base aucunement reliés aux grandeurs caracte-
ristiques du systeme (notamment p&4y. Nous étudierons pourtant au chapfra l'aide
de la théorie d€hamiltonien de transfert tunnelin moyen de déterminer cette résistance
a partir de données physiques.
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FIG. 2.22. A faible tension, le blocage FIG. 2.23. Courant de fuite par effet tun-

de Coulomb empéche le passage des élec- nel élastique : du fait de l'inégalité d’Hei-
trons a travers la structure MIMIM . senberg, un électron peut transiter Vvia
I'tlot méme en condition de blocage.
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FIG. 2.24. Courant de fuite par effet tunnel inélastique ou cotunneling : partant d’une
situation de blocage, un électron peut, en accord avec le principe d'Heisenberg, passer sur
un état virtuel métastable dans l'ilot (a). Cet état ne pouvant perdurer, c’est un autre électron
qui s’échappe de I'ilot par la seconde jonction (b). La paire électron-trou créée peut ensuite se

désexciter en libérant I'énergie excédentaire (c).
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IV Une premiere application : le transistor a un électron

IV-A  The name of the game

Grille
R, C, R, C,
Isolant .
1 — Condensateur Drain ‘ Source
Electrodes

Drain fmetalliques\ Source

J L\ 1
Isolant flot Isolant

Jonction tunnel Jonction tunnel

métallique Grille
FIG. 2.25. Représentation schématique FIG. 2.26. Schéma électrique équivalent
d’un transistor a un électron (SET). du transistor a un électron. Par analogie

avec un transistor MOS, les trois élec-
trodes sont dénommées Grille, Source et
Drain.

Le but du jeu lors de la fabrication d’un transistor, est toujours le méme:
réaliser une vanne (la source de courant entre source et drain ou entre émette
et collecteur) commandée par I'utilisateur par I'intermédiaire d’une électrod
de contr6le (la grille ou la base). Une réponse « blocage de Coulomb »
détérioration significative du contr6leOSFET, en raison la diminution de la
longueur de grille, se nommsEe T commeSingle Electron Transistajou encore
Transistor a un électron). L'application de ce phénomene aux transistors permet
en effet d’espérer un gain substantiel non seulement en termes de commande,

=

grace a l'effet de blocage de charges mais aussi en termes de densité d’'intégration, étant

donné les faibles dimensions de ces dispositifs.
Comme le montre la figur2.25 le schéma de principe d'WBETse réveéle tres simple :
il suffit de rajouter une électrode de grille a la structur®im . Le role de cette électrode

consiste a moduler la profondeur du puits de potentiel dans I'llot par l'intermédiaire d’'un
couplage capacitif (cette fois, il s’agit d’'une capacité classique puisque I'épaisseur du di-
électrique est suffisante pour éviter le passage des électrons par effet tunnel). En reprenant
I'analogie électrique que nous déja avons mise en ceuvre, nous sommes alors amenés a

étudier le dispositif de la figur2.26
De la méme maniére que pour la structMie M , nous allons décrire, dans un premier

temps, le fonctionnement de ce composant de maniere phénoménologique et, ainsi, voir
tout le potentiel de ce nouveau type d’architecture. Ensuite, nous mettrons en équation le

probléme afin d’en tirer quelques résultats quantitatifs.
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FIG. 2.27. Effet de I'électrode de grille sur le fonctionnement du transistor a un électron.
A partir d’une situation de blocage de Coulomb (a), I'application d'une tension de grille
permet le transit des électrons a travers le dispositif (b). Néanmoins, des que le niveau de
Fermi de I'tlot contenant un électron supplémentaire passe en dessous du niveau de Fermi
de I'électrode de droite, le courant s’annule, les électrons ne trouvant plus de places libres
sur cette derniére électrode (c).

IV-B Principe de fonctionnement

Prenons d’abord le cas ddss = 0, etV inférieur au premier seuil de tension per-
mettant le passage des électrons de la source vers le drain. Dans un tel cas, représenté en
figure2.27a, nous retrouvons le fonctionnement déja connu de la struktue, : il y a
blocage de Coulomb et aucun électron ne peut passer entre source et drain.

Si maintenant, nous faisons varier progressivement la tension de\@ril@ous mo-
dulons la profondeur du puits de potentiel et, par conséquent, la hauteur du niveau de
Fermi correspondant a un électron supplémentaire dans I'llot. Il arrive alors un moment
ou ce niveau d’énergie se trouve entre les niveaux de Fermi de la source et du drain; les
électrons sont, a présent, capables de transiter dans I'ilot et participent a un phénomene
de résonance. Une légére différence de potentiel entre source et drain suffit alors pour que
les électrons puissent passer et créer un courant non nuR(Eidp).

Si nous continuons a faire vari®dks, il n’existe plus de place libre dans I'électrode
de drain pour les électrons venant de I'llot: le courant s’annule @=&jc). L'allure de
la caractéristique courant/tension de grille présente donc une série de pics de conduction
(cf. figure 2.28. La largeur des pics dépend de la tension de source-drain appliquée:
plus cette tension est élevée (tout en restant inférieure au premier seuil de passage des
électrons), plus la largeur de la zone de résonance est importante et plus largeur des pics
de conduction I'est aussi.

Dans le cas ou la tension de drain est supérieure au premier palier de Coulomb, il y aura
toujours existence d’'un courant, quelle que soit la valeur de la tension grille. Cependant,
cette tension permet de moduler le nombre d’électrons passant dans le puits de la méme
maniere qu’exposé précédemment. La tension de grille permet ainsi de contrdler la valeur
du courant transitant entre la source et le drain, sans toutefois permettre de I'annuler.
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FIG. 2.28. Caractéristique | (Vgs) idéale du SET.

FIG. 2.29. Schéma électrique équivalent du SET et notations utilisées.
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IV-C Mise en équation

Le modele électrique du transistor a un électron est présenté enZigQrafin de cal-
culer les différents seuils de transition, nous allons effectuer la méme démarche que pour
la structuremimiM . La seule différence réside maintenant dans I'adjonction du conden-
sateurCs qui induit une charg&) dans I'équation de conservation de la charge. Nous
tiendrons compte, en outre, des charges parasites par I'intermédiaire du paggmetre

MISE EN EQUATION

Nous pouvons écrire:

e la conservation globale de la charge
Q=0Q;—Q:—Qq; (2.54)

e que, par effet tunnel, les électrons transitent un a un et que la charge dans [I'llot
est par conséquent quantifiée ; de plus, nous tenons compte des charges parasites
pouvant exister au sein du transistor par I'intermédiaire du paramgtre

Q = —né+ g, avecn € Z, (2.55)

e larelation fondamentale des condensateurs

Ql - Clvl
Q:= GV, ) (2.56)
Qs = Co(Ves— Vo)

e €t...

CALCUL DE L "ENERGIE TOTALE

L'énergie totale du systeme nous est toujours donnée comme la somme des énergies
potentielles du systeme a laguelle on soustrait 'ensemble des travaux effectués par les
sources de tension

& =E,—W. (2.58)

e L'énergie potentielle, d’origine électrostatique, correspond a I'énergie emmagasinée
dans les 3 condensateurs
Q) Q GV + C,V;} + Co(Ves — Vo)?

2C, + 2C, * 2C; 2 2 2

E, (2.59)

Le calcul deV, etV, s’effectue tres facilement a partir du systéme d’équatobdf,
(2.595, (2.56 et (2.57, en exprimant I'ensemble des variables en fonction de la
tension totale appliquéé et du nombre d’électrons présents dans I'flot

[ V =V,+V, (2.60)

ne—qp =0Q1— Q2+ Qs =CV; — (C, + Cs)Vo + Cs Vs
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La résolution de ce systéeme donne alors comme expression/peti/,

(2.61)

b

Vi = [(Cz + Ce)V + (n€—qo — CGVGS)] / Ceq
V, = [Clv —(né—qo— CGVGS)] /Ceq

avec, cette foisC., = C;+C,+Cs. En remplagant les expressions\deet V, dans
I'équation @.59 nous obtenons alors pour I'énergie potentielle du systeme

Ep

= 5 [C:CaV? +C.Ca(V — Vao +CCeVis + (N~ o] (2.62)
eq

Le travail fourni par les sources se décompose toujours en 2 travaux élémentaires,
I'un pour injectem, électrons par la jonction 1, I'autre pour injectgrélectrons par
la jonction 2,

W =W, +W.,. (2.63)

Si un électron a été extrait par la jonction 2, cette jonction peut étre considérée
comme passante. Ce faisant, la jonction 1 exhibe son caractére capacitif (c’est I'hy-
pothése de passage séquentiel des électrons!), de méme que le condensateur de
grille Cs. Les charge®); et Q, doivent donc se réequilibrer. Le travail fourni par
les sources de tensioh et Vs nécessaire a un tel rééquilibrage de charges s’écrit
(cf. notations Fig2.29

5W2 - /V ID(t) dt + Vgsle(t) dt - V AQl + VesA QGa (264)

dQ!/dt ng/dt

soit en fonction des tensions
5W2 - VC]_AV]_ + V(_;5CGA(VGS - V2) == VClAV_‘]_ - VGSCG AVZ (265)

Or, lorsqu’un électron est extrait par la jonction2, - n,+1leth - n—1
induisant une variation des tensioviset V,

e
Vi->V,—— et V,—= V,+

. 2.66
. e (2.66)

Au final, nous trouvons donc quersi électrons ont été extraits de la jonction 2, les
sources ont dd fournir le travail

aCV éCGVGS)
W 1 ( n (2.67)
2 2 Cor Cor

Si maintenant nous considérons qu’un électron a été injecté par la jonction 1, cette
jonction peut étre considérée comme passante. Ce faisant, la jonction 2 exhibe son
caractére capacitif, de méme que le condensateur de @Qgllées charge€). et

Q. se rééquilibrent imposant aux sources de ten¥i@t Vs s de fournir le travail
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Etant donné qué, = Is — g, en remplacant, par cette expression dans celle de
o0W;, nous trouvons

W, = /v |S§t) dt + /(VGS— V)IG”(t) dt=V AQ, + (Ves— V)AQq, (2.69)
4yt dQga/dt
soit en fonction des tensions
W, = V C,AVo+(Vos—V)Cs A (Vos—Vs) = VC,AV,—(Ves—V)CsAV,. (2.70)
Or, lorsqu’un électron est injecté par la jonction 1, nous avans» n; +1,n —

n + 1 et variation de la tensiow,

V, 5 Vp — ci 2.71)

€q

De sorte que, finalement, nous trouvons qua,sélectrons ont été extraits de la
jonction 2, les sources ont da fournir le travail

eGV  eCs(V — Vsy)
W, = —n 2.72
2 1 ( Ceq + Ceq ( )
L'énergie totale du systeme s’écrit alors (avee n; — ny,)
o 1 2 _ 2 2 & — Q>
o = CiC,V7 4+ CiCs(V — Vgs)* + C,Ce Vi + (N€ — qp)
2Ceq (2.73)

e
+ . [ [nl(CZ +GCo) + nzcl]V — nCGVGS]-
eq

ETUDE DES TRANSITIONS POSSIBLES

Comme pour la stuctur@imim , a température nulle, I'évolution du systeme ne peut
s’effectuer que dans le sens d’une diminution de I'énergie totale. En calculant 'ensemble
des transitions possibles du systéme, la condition de décroissance de I'énergie nous per-
met de connaitre les plages de tension sur lesquelles les transitions envisagées peuvent
effectivement avoir lieu.

jonction2 e Sin, > n,+ lalorsn - n—1et

e _
A = oo [—(2n — 1)+ 2(qo + CsVas) + 2V C/] (2.74)
€q

e Sin,—> n,—1lalorsn - n+1et

e

> [+(2n + 1) — 2(qo + CcVes) — 2V Cl] (2.75)
eq

A%—l ==

jonctionl e Sin; — n;+1alorsn —» n+1et

e
Ao = 2 [+(2n + 1)é — 2(qp + CsVes) + 2V(C, + Cs)]  (2.76)
eq
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e Sinp—>n;—1alorsn - n—1et

@~
A1 =

°C [_(Zn —Deé+ 2(q + CsVes) — 2V (C, + CG)] (2.77)
eq

Les seules transitions viables sont celles pour lesquelles il y a abaissement de I'énergie,
. ey (2
I.e. les transitions pour Iesquelle:sé < 0. Nous trouvons alors:

[ on—16—2 oA
A%r;rl <0 = V<( ) (0o + CcVes)
2C,
. 2n+1)e—2 oAY
Agz_l <0 = V> (2n+1) (9o + C:Ves)
] 2G, . (2.78)
A % <0 = V < —@2n+ e+ 2(qy + CsVes)
ok 2(C, + Co)
i —(@2n —=1eé+ 2(q + CsVes)
A, <0 = V>
k i 2(C, + Cq)

Nous constatons que les conditions de transitions sont trés proches de celles trouvées
lorsque nous avions considéré la présence de charges parasites dans une gtmoaure
(Eq.2.50. En effet, tout comme les charges parasites, la tension de\gtijle pour conse-
guence de changer I'état de charge effectif de I'llot, les zones de blocage/passage se trou-
vant alors juste décalées. Parallelement, les charges parasites agissent uniqguement comme
un offset ¢/ Cg sur la tension de grille : les conséquences néfastes des charges parasites
qui apparaissaient dans le cadre de I'étude de la strutwres , ont par conséquent dis-
partP. Nous pouvons alors définir une tension effective de g¥ifle = Vss + 9o/ Cs de
fagcon a s’affranchir de I'inconnug,.

A défaut de pouvoir tracer les diagrammes de transitions, compte tenu du nombre de
variables du problemé/, Vs, n), nous allons tracer un diagramme montrant les zones de
blocage total des électrons dans le pl¥nVss). Dans ce plan, présenté en fig@r80 les
différentes droites représentent les limites des transitions viables données par le systeme
de I'équation. 2.78, en fonction du nombra d’électrons présents dans I'ilot. Les zones
colorées correspondent aux différentes zones de blocage total des électrons. La forme
particuliere de ce diagramme lui vaut d’étre surnomme « caractéristique en diamant ».

Comme nous avons pu le décrire dans la description phénoménologique, a tension de
drain donnée, inférieure au premier seuil, I'action de la tension de grille permet alterna-
tivement le passage puis le blocage des électrons. Ainsi, nous constatons que pour des
valeurs demi-entieres dg Cg de la tension de grill&/; ¢

3e & e 36 2k + 1)€
Vig, = e’_e, e’ e’m:(—+)e vk e 7|,
eu 2C; 2C; 2Cs 2Cq 2C;

/

(2.79)

le blocage des électrons disparait. Autour de cette zone, la plus petite t&Qsiap-

pliquée permet le passage des électrons a travers la jonction. La caractéristique cou-
rant/tension de grille se traduit donc par des pics de courant autour des tensions de seuil de
grille comme sur la figur@.28 la distance entre 2 pics successifs étant donnée par I'écart
entre 2 seuils.e.

AVgs = — (2.80)

Ce’

5. Toutefois, I'offset se révélant différent pour chacun des transistors composant un circuit, les charges
parasites peuvent encore étre un frein a la réalisation de puEs a
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FIG. 2.30. Transitions possibles des électrons a T = O K dans le cas d’un transistor a un
électron pour diverses valeurs de capacités.
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0
=
Tension de
drain VDS
x elC
eq

Tension de grille VG,S
b e/CG

FIG. 2.31. Allure de la caractéristique | (Vps, Vss) idéale du SET pour 2C; = C, = Cg.

La figure 2.31illustre a ce moment l'allure en diamant si particuliere du courant dans
un seTdans le planV, Vgs) a une température proche de OK pour une configuration ou
2C1 - C2 == CG'

V Conclusion

Au travers de ce chapitre nous avons pu constater les avantages que pourrait apporter
le blocage de Coulomb dans le fonctionnement des composants électroniques. Ainsi, le
contrdle précis de la charge transitant dans le dispositif allié aux trés faibles dimensions de
ce type de composants fait, du blocage de Coulomb, une alternative trés prometteuse aux
technologiesnos actuelles. LeseT, par exemple, posséde tous les attributs d’'un transis-
tor, ou tout du moins, tout ce que I'on attend d’un transistor dans des applications logiques.

Il permet, en effet, de réaliser un interrupteur commandé, base de tout circuit numérique.
Son haut degré de miniaturisation est un gros avantage pour la densité d’intégration.

Le blocage de Coulomb est ainsi devenu, en quelgues années, un champ de recherche
en pleine effervescence. En particulier, les dispositifs & blocage de Coulomb en silicium
représentent une solution d’avenir, & moyen terme, permettant de concevoir a I'aide d’une
méme technologie des dispositifs alliant les avantages des dispositifs a un électron a la
robustesse des transistan®s. En effet, un des gros points faibles des dispositifs a un
électron réside dans le faible courant véhiculé, conséquence directe du faible nombre de
charges transitant dans le composant. L'avenir se cantonnera-t-il alors a I'élaboration de
dispositifs hybrides alliant les avantages de deux technologies? Une chose est sire, Si
les composants a blocage de Coulomb, sur des matériaux semi-conducteurs tendent a se
développer, la compréhension des phénoménes mis en jeu et la simulation de ces nou-
veaux dispositifs vont devenir primordiales. Nous avons vu notamment que les méthodes
employées, afin de décrire les dispositifs métalliques, semblent montrer leurs limites dés
gu'il s'agit d’étudier les boites quantiques en silicium, en raison de la quantification des
niveaux d’énergie plus prononcée dans les semi-conducteurs.

Mais avant de décrire, avec plus de précision, les particularités des flots quantiques
semi-conducteurs dans la partiede cet ouvrage, nous allons passer en revue, dans le
chapitre suivant, un état de I'art de ce qui se fait a ce jour en matiére de dispositifs a blo-
cage de Coulomb (métalliques et semi-conducteurs) ainsi que les applications envisagées.



Chapitre 3

locage de Coulomb: un état de 'art

"OBJET du présent chapitre est de présenter un état de I'art actuel des réalisations
de composants électroniques utilisant les effets du blocage de Coulomb. Loin d’étre
exhaustive, la liste suivante dévoile cependant quelques uns des dispositifs les plus signi-
ficatifs, parmi une kyrielle actuellement a I'étude, une revue plus compléte pouvant étre
trouvée, a titre indicatif, en référenc&].

| Blocage de Coulomb etMOSFET

Jusqu’a présent, nous avons traité le blocage de Coulomb comme un phénomene, basé
sur l'utilisation d’ilots de taille nanométrique, visant a améliorer les dispositifs classiques.
Or, les dimensions des transisters s diminuant et atteignant elles aussi un ordre de gran-
deur nanométrigue, nous commencgons a observer des effets, non intentionnels, de blocage
de Coulomb dans les dispositifs actuels a basse température (exemple, en ré&8jence |
pour un transistor de 100 nm de longueur de grille a 35 mK ). Ainsi est-il possible de
reconnaitre en figur8.1 la caractéristique « diamant by(Vps, Vss) Si particuliere des
transistors a un électron.

Dans un transistavios I'llot n’est pas formé par la déposition volontaire d’'une nano-
particule, séparée des électrodes source et drain par un oxyde tunnel, mais par un puits de
potentiel local. Si I'origine de ce puits est encore assez floue, I’hypothése d’un confine-
ment lié a un dopant, ou a un agrégat de dopants, reste la plus probable.

FIG. 3.1. Courant circulant, a 35 mK
entre la source et le drain d'un transistor
MOS de 100 nmde longueur de grille en
fonction de la tension source/drain et de
la tension de grille appliquée [63].
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Il Blocage de Coulomb dans les dispositifs métalliques

[I-A Le transistor a un électron

Les transistors métalliques a un électron furent les premiers transistors basés sur le
blocage de Coulomb a étre réalisés. Dans ces dispositifs, les matériaux utilisés pour les
électrodes ainsi que I'(les) ilot(s) sont métalliques, le plus souvent en aluminium ou en
or. Suivant les procédés de réalisation employés, on distingue deux grandes familles de
SETmétalliques : leSET « conventionnels », similaires a ceux présentés dans le chapitre
précédent, composés d’'un ilot métallique unique relié aux électrodes source et drain par
deux jonctions tunnel et dont le niveau de Fermi est contrdlé, par couplage capacitif, par
I'intermédiaire d’une électrode de grille; et Is&T a Tlots multiples ou il existe un grand
nombre de grains métalliques entre la source et le drain, tous sépareés les uns des autres
par des jonctions tunnel.

SET A TLOT UNIQUE

Dans ce type de dispositif, le défi tech-
nologique réside dans la création d'un Tlo
de quelques nanomeétres, généralement pat
lithographie électronique, séparé des deup
électrodes par un fine jonction tunnel. Bie N
entendu, la résolution actuelle de la lithogra-
phie ne permet pas de réaliser directement
des composants avec de telles contraintes;; il
faut donc avoir recours a un certain nombre
de ruses. L'une d’entre elles, imaginée par
une équipe de NEC, consiste en une évapora- e , o
tion d’aluminium sous trois angles différents | @luminium sous trois angles différents
afin de fabriquer, de fagon reproductible, des?ss4@nt la création en trois étapes (sym-
électrodes suffisamment proches pour per-Polisées par des hac,h”rfs spécifiques) de
mettre le passage des électrons par effefleux électrodes et d'un ilot suffisamment
tunnel via Ilot (Fig. 3.2. Le SET métal-  Proches pour permettre le passage des
lique ainsi réalisé, dont Ilot mesure quelque lectrons par effet tunnel [56].

20 nm, est présenté en figude3a. L'lot est

encore légerement trop gros pour donner lieu

a du blocage de Coulomb a température ambiante mais offre une observation trés nette du
phénomeéne de blocage total de charge décrit au chapitre précédent (8e&igoour des
températures inférieures & 100 K (F&g3b). En effet, les valeurs des différentes capacités
extraites des caractéristiques courant/tension de grille montrent que I'énergie de charge
€/2C., = 114 meV ne devient supérieure a I'énergie thermique que pour des tempéra-
tures inférieures a environ 130 K. Enfin, comme Tlillustre la figBré nous retrouvons

bien la caractéristique en « diamant » des transistors a un électron lorsque le courant est
étudié en fonction de la tension source/drain pour plusieurs tensions de grille.

,////j'////éo v

e
PMMA
SiO2

FIG. 3.2. Principe de I'évaporation de
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FIG. 3.3. (a) Image, au microscope électronique a balayage, du transistor a un électron (dont
I'tlot mesure 20 NM réalisé a partir de I'évaporation en trois étapes. (b) Caractéristique cou-
rant/tension de grille du transistor pour plusieurs températures. La tension source—drain
vaut 2 MV et les courbes ne sont pas translatées par rapport a 'origine. En insert, est pré-
senté un détail de la caractéristique a 106 K[56].
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FIG. 3.4. Caractéristique | 5(Vps) a 4.2 K pour différentes tensions de grille. Dans un but
de clarté, les différentes courbes sont translatées de 20 pA[56].
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FIG. 3.5. (a) SET congu a partir de nanoparticules d’or déposées sur toute la surface par
émission et dépot de gouttelettes de métal a I'aide d'une source ionique a métal liquide
(LMIS) [62]. (b) Dispositif identique au précédent mais ayant subi une étape de gravure
apres le dépot des grains d’or. Seule une ligne, de 20 nMde largeur, reste protégée par de la
résine [62].

SET ATLOTS MULTIPLES

Une autre maniére de s’affranchir des limites de la lithographie électronique consiste
a fabriquer des 1lots multiples, par dép6t de grains métalliques de taille nanométrique, a
I'aide d’'une source ionique de métal liquidaquid Metal lon Sourceu LMIS). Couplé
a des techniques de lithographie électronique classiques, il est possible de réaliser, entre
deux électrodes source et drain, une matrice d’flots &isr). Notons que les nanopar-
ticules peuvent ultérieurement étre gravées afin de n’en conserver qu’une ligne, la plus
mince possible, reliant la source au drain (RFdb).

La figure3.6a présente, pour un tel dispositif ne comportant qu’une matrice>dé 8
flots entre la source et le drain (8 entre source et drain sur 5 en largeur), une caractéris-
tique 15 (Vps) (a tension de grille nulle) dont la zone de blocage reste trés nette jusqu’a
une température de 185 K. Bien entendu, avec I'élévation de la température, la tension
seuil de passage des électrons diminue (Eig), du fait de 'augmentation de I'énergie
thermique relativement & I'énergie de charge. Comme le prévoit la théorie, la dimension
des ilots influe notablement sur la valeur du seuil en tension (cf3Fégles seuils sont
d’autant plus importants que les ilots sont petits. Nous constatons aussi que 'augmenta-
tion du nombre de chemins de conduction possibles favorise la diminution de la largeur
des paliers.

Toutefois, méme si ce procédé permet de concevoir des ilots de dimensions propices a
I'apparition du blocage de Coulomb a température ambiante, il reste difficile a employer
dans des technologies silicium en raison de la contamination importante apportée par un
métal tel que l'or.
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FIG. 3.6. (a) Caractéristique | (Vps) a tension de grille nulle d'une matrice de 8 x 5 ilots
pour plusieurs températures [62]. (b) Evolution du seuil de blocage de Coulomb en fonction
de la température pour plusieurs dispositifs comportant un nombre variable de nanoparti-

cules [62].
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Il Blocage de Coulomb dans les dispositifs sur silicium

llI-A  Transistor a un électron : méthode lithographique

A l'instar desseTmétalliques, deux voies technologiques peuvent étre envisagées afin
de réaliser urseT semi-conducteur : soit par le biais des méthodes les plus pointues de
la lithographie soit a I'aide de nanocristaux de silicium ou de germanium déposes entre
deux électrodes. Cette sous-section est consacrée a la premiére solution, les suivantes aux
méthodes usant de nanocristaux.

Un des procédés de fabrication de transis-
tors a un électron semi-conducteur, a partir de
méthodes lithographiques, repose sur la fabri-
cation d’un fil de silicium a I'aide d’une litho-
graphiee-beamassociée a une gravure ionique
réactive RIE). Ce fil, d’'une trentaine de nano-
metres de sectiorY[)], est ensuite oxydé de fa-
¢on a obtenir un fil de silicium d’une quinzaine
de nanometres de section (Bg). Cependant,
les imperfections de la lithographie électro-
nigue induisent une Iégere variation de la lar-
geur du fil, variations accentuées par |'étape

Buried Oxide d’oxydation (Fig.3.8a). Les fluctuations de lar-
geur du fil se traduisent par I'apparition d’'une
FIG. 3.7. SET réalisé a partir d'un succession de boites quantiques séparées les
fil quantique de silicium dont la sec- ~ unes des autres par des constrictions géome-
tion avoisine les 15 x 15 nnt. Les triques.A priori, des nombreux ilots formés par

$eoncncscne

Substmte Quantum Dot

fluctuations inhérentes a la lithogra-  les constrictions, le plus petit réglera I'énergie
phie électronique permettent la forma-  de charge et donc le seuil en tension.
tion de constriction géométrique [70]. A partir de la caractéristique courant/tension

de grille, présentée en figugedb, nous consta-

tons gue les ilots sont suffisamment petits pour
assurer du blocage de charge a température ambiante. Toutefois, a de telles températures,
nous n’'observons plus de pics de conduction mais des paliers. Il faut descendre en des-
sous de 116 K pour revoir apparaitre les pics prévus par la théorie. Remarquons, en outre,
que les ilots en silicium ne mesurant que 12 nm de diametre, les effets de quantification
doivent étre pris en compte en plus de I'énergie de charge d’origine électrostattjue [

[1I-B Réalisation de nanocristaux de silicium

Une autre méthode de réalisation des transistors a un électron en silicium consiste,
comme pour les flots métalliques, a fabriquer, en premier lieu, des nanocristaux de sili-
cium (ou, plus généralement, semi-conducteurs) dans un oxyde permettant le passage des
électrons par effet tunnel. Pour cela, plusieurs techniques peuvent étre mises en ceuvre,
parmi lesquelles on distingue :

¢ les méthodes basées sur la déposition de vapeur chimique sous faible prle®aion (
Pressure Chemical Vapor DepositiarCVD) permettant la formation de nanocris-
taux de 2 a 10 nanometres de diametre sur un oxyde tunnel (ceux-ci étant, par la
suite, recouverts situ d’'oxyde de silicium);
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FIG. 3.8. (a) Photographie, au microscope électronique a balayage, du fil de silicium apres
I'étape d’oxydation [70]. (b) Caractéristique courant/tension de grille du transistor a fil

de silicium pour plusieurs températures, la tension de drain étant maintenue constante i
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FIG. 3.9. (a) Vue, au microscope électronique a transmission, de nanocristaux de silicium
(d'une densité d’environ 5 x 10" cm2) déposés sur du SiO,. En insert, une image au
microscope électronique a haute résolution, d’un nanocristal, de 7.5 nmde diametre, dont
on voit le plan cristallin [1 1 1] [50]. (b) Statistique sur 70 nanocristaux comptabilisant la
population d’ilots de silicium ayant un diametre donné [50].

e et les méthodes d’'implantation ou des ions de silicium (ou de germanium) sont
implantés dans une couche de s#fin de I'enrichir. La cristallisation s’opére alors
aprés un recuit a des températures de I'ordre de®00

Lafigure3.9a présente les nanocristaux obtenus a I'aide d’une technique de 88p6t
Comme nous pouvons le constater, les Tlots de silicium conservent leur caractere cristallin
et leur forme peut étre largement assimilée a une sphére. Nous verrons, dans le suite de
ce mémoire, que ces deux propriétés seront primordiales lors de I'étude théorique de ce
type de dispositif. Ainsi le caractére cristallin nous permettra-t-il de conserver la notion de
masse effective des électrons au sein de I'ilot (si celui-ci n’est pas trop petit cf. Qhap.
tandis que leur aspect sphérique nous permettra de profiter de propriétés de symétrie plus
gu'avantageuses, d’'un point de vue numeérique. La fi§u@e nous assure, quant a elle,
que la taille moyenne des nanocristaux créés (3 a 5 nm de diameétre en majorité) est suf-
fisamment faible pour espérer observer du blocage de Coulomb a température ambiante.
La densité des flots varie suivant les parameétres de déposition efitest 132 cm.

[1I-C Transistor a nanocristaux de silicium

A partir des nanocristaux réalisés par une des méthodes décrites précédemment, il
est alors possible de déposer des électrodes en aluminium a l'aide des techniques de li-
thographie électronique et de gravure classiq6ép(Fig. 3.10. Les caractéristiques du
transistor, ainsi formé, sont présentées en figutda et3.11b. Il est particulierement in-
téressant de constater que les paliers de Coulor@ @ de largeur) de la caractéristique
I5s(Vps) restent parfaitement visibles, méme a température ambiante3(Eig), ainsi
que les pics de courant de la caractéristitpigVss) (Fig. 3.11b).
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FIG. 3.10. (a) Vue, au microscope électronique a balayage, d’un ensemble d’ilots de silicium
créés par déposition [51]. La densité moyenne des flots de 3.85x 10" cm™2 permet d’estimer
la distance entre deux nanocristaux a 16 nm (b) Image, au microscope a force atomique,
du transistor a un électron réalisé apres déposition des électrodes de source, de drain et de

grille [51]. (c) Détail de la région active du SET[51].
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FIG. 3.11. (a) Caractéristique |ps(Vps) du SET mesurée a température ambiante [51].
La conductance dlps/dVgs est également représentée. (b) Caractéristique 1ps(Vgs) pour

plusieurs valeurs de la tension drain Vps [51].
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[1I-D Application aux cellules mémoire

De méme que le blocage de Coulomb semble une solution prometteuse, en vue d’amé-
liorer les transistors actuels, son utilisation, et plus généralement celle de nanocristaux
semi-conducteurs dans des dispositifs de type ménmaiksH, pourrait pallier les pro-
bléemes inéluctables auxquels ces mémoires vont devoir faire face dans les prochaines
années. Nous allons donc présenter, dans cette sous-section, les effets de I'apport de na-
nocristaux de silicium dans deux types de mémoire actuellement a I'étude.

CELLULE MEMOIRE A GRILLE FLOTTANTE GRANULAIRE

Un premier champ de recherche s’est porté
sur le remplacement de la grille flottante par
une couche d’lots nanométriques (Fig12.

A l'aide d’une technique de dépdt, semblable a
celle décrite dans les sous-sections précédentes,
une équipe de recherche d’'IBM{| a ainsi réa-
lisé une mémoire contenant des ilots de 5n
de dimensions caractéristiques (F&j13), es-
pacés les uns des autres de 5 nm — soit une den- ) .

sité d'flots moyenne de 1dcm2 . Bien entendu, r‘:,'G' 3.12. Schéma de principe

dans une telle mémoire, le passage des élec? e mémoire a grille flottante gra-

trons d’un Tlot a l'autre par effet tunnel semble nulaire [68].

peu probable. L'intérét des nanocristaux ne ré-

side pas, ici, dans leur utilisation dans le cadre

du blocage de Coulomb, mais plutét dans la répartition de la charge stockée, ordinaire-
ment sur une seule et méme grille, sur un ensemble discret d’ilots. Par ce biais, on espere
augmenter de facon significative les temps de rétention en empéchant le déchargement
total de I'information lors de I'apparition d’'un éventuel courant tunnel entre le canal et la
grille.

De par les similitudes existant entre ces mémoires a nanocristaux et les mémoires
FLASH classiques, leur principe de fonctionnement reste tres proche: en appliquant une
tension positive sur la grille de contrdle les électrons viennent charger les flots a partir du
canal de conduction du transistor (par effet tunnel direct a travers I'oxyde de grille). Les
électrons stockés induisent alors, de maniere électrostatique, un décalage de la tension de
seuil du transistor (Fig3.14). Méme si le blocage de Coulomb n’est pas utilisé en tant que
tel pour améliorer le dispositif, I'effet granulaire de la charge apparait lors du chargement
de la grille flottante, les variations de la tension de seuil évoluant de maniere discrete
(Fig. 3.13) du fait du nombre entier d’électrons stockés par ilot.

Les avantages attendus, en utilisant ce nouveau type de mémoire, compatible avec
les architecturesmos actuelles, sont nombreux : outre des temps de rétention accrus, le
mode d’écriture, par courant tunnel direct, permet d’espérer des temps de chargement trés
rapide et sous « faible » tension, ameéliorant, par la méme, la durée de vie du composant.

Signalons aussi I'existence d’'une mémoire similaire a celle d'IBM mais comportant
un double empilement d'llots de silicium: I'une des rangées comporte des nanocristaux
plus petits que l'autre, séparée de la premiére par un mince oxyde tunnel (&.1Fmet
Fig. 3.1%0). Ces mémoires ont démontré, expérimentalement, leur supériorité en termes
de temps de rétention par rapport aux mémoires ne comportant gu'une seule rangée de
nanocristaux (cf. Fig3.15c). En fait, F'augmentation significative des temps de rétention
est due au phénomene de blocage de Coulomb existant au sein des rangées d’ilots.

oxyde de contrdle

v

R,.0.0

oxyde tunnel

Tlot en silicium
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FIG. 3.13. (a) Vue, au microscope électronique a transmission, d’un nanocristal de silicium
enterré dans de la silice. L'ordre de grandeur de I'épaisseur de I'oxyde tunnel est de 3 nm
La longueur de grille du transistor est de 400 nmet sa largeur vaut 20 ym[68]. (b) Carac-
téristiqgue du courant entre source et drain en fonction de la tension de grille appliquée pour
deux états de charge de la « grille flottante », le drain étant maintenu a 100 mV[68].
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Effacement

(c)

(a) (b)

FIG. 3.14. Structure de bande de la mémoire durant les opérations d’écriture (a) de rétention
(b) et d’effacement (c) [68].
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FIG. 3.15. (a) Schéma de principe de la mémoire a double empilement d'tlots de silicium [57]
(b) Vue, au microscope électronique a transmission, de la mémoire. Deux rangées d’ilots
(I"'une contenant des ilots de plus petite taille que I’autre) sont parfaitement visibles [57]. (c)
Caractéristique de rétention (tension de seuil Vry du transistor en fonction du temps) de

la mémoire a double empilement comparée a une mémoire ne contenant qu’une seule rangée
d’ilot [57].
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FIG. 3.16. Schéma de principe d'une cellule mémoire FLASH a jonctions tunnel verticales.
La particularité de cette mémoire par rapport a son homologue classique réside dans la pré-
sence d'ilots de silicium entre la grille de controle et la grille flottante. Ceux-ci permettent
d’assurer la charge et la décharge de la grille flottante a partir de la grille de controle.

CELLULE MEMOIRE A JONCTIONS TUNNEL VERTICALES

Nous voyons donc que nous pourrions tirer avantage de l'utilisation active d’un tel
phénomeéne, plutdt que de « subir » les effets de blocage de Coulomb. A cette fin, un autre
type de mémoire a été proposé en insérant, entre la grille flottante et la grille de contrble
d’'une mémoireFLASH classique, des nanocristaux de silicius8|[(Fig. 3.16). Contraire-
ment a son homologue classique, cette cellule assure le chargement et le déchargement de
la grille flottante par I'intermédiaire des lots a partir de la grille de contréle par courant
tunnel direct. L'utilisation des procédés de fabrication de nanocristaux de silicium évo-
qués précédemment se révéle donc particulierement adaptée puisque ces techniques sont
capables de former des ilots nanométriques séparés par un oxyde tunnel suffisamment fin.

L'oxyde séparant la grille flottante du canal n’a cette fois aucune raison d’étre tunnel.

Il faut simplement veiller a ce que son épaisseur soit suffisamment faible pour permettre
un bon contréle du canal de conduction tout en prenant garde a limiter les fuites de charges
vers le canal par courant tunnel.

Les performances attendues de ce type de mémoire tiennent, tout d’abord, au dé-
couplage des phénomenes de rétention et de chargement. En effet, dans les mémoires
FLASH classiques, le chargement de la grille flottante ainsi que les temps de rétention dé-
pendent principalement de I'épaisseur d’oxyde situé entre le canal et la grille flottante.
Dans la mémoire a jonctions tunnel verticales, les phénoménes physiques liés au charge-
ment/déchargement de la mémoire se situent entre la grille flottante et le grille de contrble
cependant que la rétention reste liée a I'oxyde compris entre la grille et le canal. Cette nou-
velle technologie permettrait non seulement d’offrir des avantages en termes de tensions
appliquées sur le composant, lors des opérations d’écriture et d’effacement (lesquelles,
beaucoup plus faibles que celles utilisées jusqu’a présent, octroieraient une meilleure lon-



IIl Blocage de Coulomb dans les dispositifs sur silicium 93

(a)

| cG |
1.5nm HTO —[:O O O-=w—3nm SiOos
5nm thermal gate oxide 2 1 1sec
1800sec
Vth —
++ p ++
- o 15] o— l
(b) (©)
> [
05 :
——-rH I
102 101 10 108

Elapsing time [s]

FIG. 3.17. (a) Représentation du point FIG. 3.18. Caractéristique de rétention

mémoire. (b) Vue au microscope électro- de la mémoire a jonctions tunnel verti-
nique a balayage de la mémoire. (c) Image cales. L'évolution des tensions de seuil
au microscope électronique a transmis- liées a I'écriture Vy,, et a leffacement Vi,
sion de la région contenant les nanocris- est mesurée a température ambiante [53].

taux de silicium. La taille des ilots peut
étre estimée a 2—3 NMde diamétre et leur
densité entre 6- 10" et 1-10Y2 c2 [53].

gévité au composant), mais aussi en termes de temps de rétention puisque I'utilisation
d’'un oxyde plus fin (destiné a faciliter les opérations d’écriture et de lecture) ne serait
plus nécessaire. L'effet de blocage de charge, propre au blocage de Coulomb, permettrait,
de plus, d’accroitre encore le temps de rétention.

Le blocage de Coulomb ouvre des perspectives encore plus séduisantes. En effet, nous
avons vu que la force de ce phénomeéne réside dans la maitrise précise des charges véhicu-
lées a travers le dispositif en fonction de la tension imposée. Ainsi, le chargement précis de
la grille flottante a partir de la tension appliquée sur la grille de contréle permet d’envisa-
ger la réalisation d’'une logique a multi-niveaux, offrant la possibilité de stocker plusieurs
bits sur une seule cellule mémoire, augmentant & peu de frais la « densité d’'intégration »
de l'information.

Si la réalisation de ces mémoires n’en est encore qu’a ses balbutiements — les pre-
mieres mémoires réalisées3] ne présentant pour l'instant qu’une seule rangée d’ilots
(Fig. 3.17 —, leurs tensions de charge/décharge (de 2 a 6 V contre 12 V actuellement)
laissent présager de belles perspectives d’avenir. Leur temps de rétention, dont la caracteé-
ristique est présentée en figuBel8reste encore assez faible (30 min) mais devrait aug-
menter avec I'amélioration des dispositifs.
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IV D’autres voies vers le blocage de Coulomb

La réalisation d’ilots n’est pas une conditisime qua nompour réaliser des dispositifs
tirant parti du blocage de Coulomb. En effet, comme nous l'avons vu a la seéci@en
création d’un potentiel de confinement, pour les électrons passant a travers des barriéres
tunnel est suffisante pour observer des effets de blocage de charge.

Une autre facon de réaliser des transistors consiste alors a utiliser un gaz bidimen-
sionnel d’électrons en créant, dans une hétérostructure, un flot électrostatique « artificiel »
controlé par des électrodes (F§19. La réalisation d’un tel dispositif dans une héte-
rostructure Ga,Al,As [60, 61] présente des caractéristiques similaires au blocage de
Coulomb, comme le montre la figuBe20: oscillations périodiques de conductance pour
la courbel 5s(Vss) et paliers de courant pour la courhg(Vps).

(2DEG)

FIG. 3.19. Schéma du dispositif expérimental : quatre grilles (Vg,, Vs,, Vs, Vs,) per-
mettent de définir 'ilot artificiel [60].
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FIG. 3.20. (a) Conductance du SET en fonction de la tension de grille de commande (Vg,
sur la figure 3.19) [60]. (b) caractéristique | ps(Vps) du dispositif pour différentes tensions
de grille correspondant a la figure (a) [60].
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V  Pour aller plus loin...

V-A Circuits logiques a SET

Loin d’étre cantonnée aux seules applica-
tions mémoire et de transistors isolés, I'utili-
sation deseT dans des circuits logiques com- 1
mence a voir le jour. Certes, le faible courant
véhiculé par ce type de dispositif reste encore |
un frein a la réalisation de circuits logiques

complexes. Toutefois, la faisabilité de portes ‘ o
logiques simples a déja été démontrég, p5, [ —
66, 69].

La encore, plusieurs axes de recherche sont
a l'étude. Certaines équipes se penchent sur
I'extension de la logiqueMOs aux SET [65,
66]. C'est par exemple le cas de la porte
NAND présentée en figurés2let3.22aoules  Fig. 3.21. Schéma de principe de la
SETremplacent tout simplement les transistorsporte NAND utilisant des SET[65].
NMOS etPmOsclassiques. La double grille sur
chacun des transistors permet, par l'intermé-
diaire d’'une tension de polarisation, d’ajuster la position des différents pics de conduc-
tion de la caractéristiqub,s(Vss) des transistors. Ainsi, suivant les niveaux logiques en
entrée des différentseT, chacun des transistors se situe, soit sur un pic de conduction,
soit dans une vallée ou la valeur du courant reste réduite. Nous retrouvons alors bien le
fonctionnement habituel d’'une porte NAND (Fi§)22).

I_ V71

Va14-0.3

0,0 0,1 1,0 1.1 H-06 &

(@) (b)

FIG. 3.22. (a) Images, au microscope électronique a balayage, du circuit sur SOl de la fi-
gure 3.21. Un zoom sur le SET est également représenté [65]. (b) Tension de sortie de la
porte en fonction des chronogrammes des tensions d’entrée Va,, Va,, Vg, Vs, [65].
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FIG. 3.23. (a) Circuit équivalent de la porte AND [69]. (b) Vue AFM de la porte AND
réalisée [69].

Néanmoins, ce type d’architecture classique s’adapte assez mal aux faibles courants
véhiculés par les dispositifs a un électron ainsi qu’aux fortes perturbations dues aux
charges parasites. En effet, les courants, de I'ordre du picoampere, n'offrent qu’un tres
faible gain pour les portes et les charges parasites modifient de fagon significative les seuils
de tension. Pour résoudre ces difficultés, il est judicieux d’effectuer une refonte profonde
des architectures actuelles afin qu’elles s’adaptent au mieux a ses nouveaux composants.
Aussi voit-on apparaitre des circuitsaTbasés sur des moyens innovants de concevoir la
logique numérique, tels que les architectures a diagramme binaire de décision. C’est le cas
du circuit présenté en figu223 composé d’'un ensemble de 8 barrieres tunnel associées
a 5 flots et réalisant la fonction logiguesD. Ce circuit, a diagramme de décision, est
constitué d’'une branche « racineredt), de deux nceuds de décision X1 et X2 et de deux
sorties OUTO et OUTL1. LeseT formant les nceuds de décision ont un réle d’interrup-
teur aiguillant, suivant leur éta@ (ou 1), les électrons vers 'une au I'autre des branches
situées a leur sortie. Ces états constituent les signaux logiques d’entrée de la porte. Un
paquet d’électrons partant de la branche racine arrive alors sur la sortie OUT1 si I'état des
deux interrupteurs est 1 tandis qu’il arrive en OUTO si I'un des deux interrupteurgiest a
(Fig. 3.24). Les sorties logiques ne sont donc plus définies par des seuils de tension : I'in-
formation est dorénavant formée par le paquet d’électrons et son trajet. Ce type de circuit
ne nécessite donc plus de composants fournissant du gain pour pouvoir fonctionner, mais
réclame des interrupteurs disposant d’une bonne caractéristigue ON/OFF.
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Electrons
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FIG. 3.24. Diagramme de décision binaire représentant la fonction AND logique ainsi que
la table de vérité qui lui est associée [69].

V-B Une autre application : des électromeétres de pointe

Ainsi que nous l'avons déja évoqué au chapitre précédent, les composants a un élec-
tron utilisant le blocage de Coulomb comme mode de fonctionnement se trouvent étre
particulierement sensibles aux charges électriques parasites extérieures. Loin d’étre tou-
jours un défaut, la capacité desT, a étre influencés par des charges ne représentant que
guelques fractions de la charge élémentaire électronique, en fait des composants de choix
pour des applications de mesure et plus spécialement en électrorb2tdé][

Un électrométre &ET fonctionne a 'aide d’'un couplage capacitif entre la charge a
mesurer et la grille du transistor. La mesure proprement dite découle de I'étude de la
modification de la caractéristique courant/tension sous l'influence de la charge. La sen-
sibilité de ce type de dispositif, de 6 ordres de grandeur devant les autres électrometres,
les destine aux mesures les plus fines, notamment dans des dispositifs de taille nanomé-
trique. LesSET se ont ainsi déja été précieux, non seulement comme outils de pointe
dans des applications métrologiques, mais aussi comme sondes d’'imagerie locale dans les
semi-conducteurs. Les récentes démonstrations de I'utilisatiosEesaussi bien dans
la détection de photons uniqueés!] que dans des applications radio-fréequendds 4],
promettent aux composants a un électron un bel avenir dans un large spectre de domaines,
allant de I'astronomie jusqu’au calcul quantique.

Ce chapitre cl6t la premiére partie de ce mémoire et les considérations générales sur le
blocage de Coulomb dans les dispositifs électroniques. Nous allons maintenant entamer,
dans la deuxieme partie une étude plus spécifique sur les briques élémentaires constituant
lesSET semi-conducteurs : les boites quantiques en silicium.
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Structure electronique des boites
guantigues en silicium






Chapitre 4

Y9 ésolution
> de I’équation de Schrodinger
de systemes polyélectroniques

| Position du probleme

I-A Introduction

DANS le cadre du blocage de Coulomb dans des dispositifs semi-conducteurs, nous
sommes amenes a étudier la structure énergétique de boites quantiques contenant
plusieurs électrons. Nous devons donc tenir compte, dans I'équation de Schrédinger, de
I'interaction électrostatique existant entre les électrons. Lhamiltonien du systéme consti-
tué deN électrons de masse confinés dans une boite quantique de permittivité relative

¢ se décompose comme suit

N ﬁz N 1 1 N N é2
H = Sul Viont(T; S —_—
; om + ; conf( I) + 2471'880 Z];JZ_:‘ ”FI _ fj
- - R P
Energie cinétique Potentiel de confinement Interaction entre électrons

(4.2)
our; et p, sont respectivement les vecteurs positiehquantité de mouvement de I'élec-
tron rPi. Le coefficient Y2 devant le potentiel d’'interaction, évite de comptabiliser deux
fois les interactions entre électrons.
Afin de déterminer les propriétés électroniques de la boite ainsi considérée, il « suffit »
maintenant de résoudre I'équation de Schrodinger

Hw(Fl,...,fN)z El//(rl,...,FN) (42)

ou w(ry,...,ry) représente la fonction d’ondgobaledu nuage électronique. En I'état,
une telle équation est, bien entendu, impossible a résoudre aussi bien analytiquement que
numeériguement ; des approximations sont donc nécessaires.

1. Nous considérons ici la position dans son sens le plus large, c’est-a-dire pouvant inclure le spin.
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Atome de numéro atomique Z Boites quantique
Z¢
V(r)=- —> V(r)
4 ceor
AV(r) AV(r)
» /' >
4

FIG. 4.1. La seule différence entre un atome et une boite quantique réside dans leur potentiel
de confinement, de sorte qu’une boite est souvent appelée atome artificiel.

Or, au potentiel de confinement prés (cf. Fgl), cet hamiltonien est en tout point
équivalent & celui qui décrit les atomes dans le cadre de I'approximation de Born-Oppen-
heimer ; c’est-a-dire, lorsque le noyau est considéré comme fixe et que son influence est
assimilée a un potentiel global, a symétrie sphérique, s’appliquant sur chaque électron.
Nous allons, par conséquent, tirer profit de la remarquable analogie entre boites quan-
tigues contenartl électrons (souvent appelées « atome artifici€8})[et les atomes sur
lesquels, depuis plus d’'un demi-siécle, de nombreux physiciens se sont penchés.

I-B Les différentes approximations possibles

En atomistique, trois grandes méthodes, dont nous allons ici présenter les grandes
lignes ainsi que les avantages et les inconvénients, sont principalement utilisées pour cal-
culer la structure électronique des atomes:

Méthode de Hartree : Cette méthode part du principe que la fonction d’onde globale
w peut s’écrire comme le produit de fonctions d’onde élémentairessociéees a
chacun des électrons, pris indépendamment.

y = ya(ry) - yn () (4.3)

Toutefois, un tel produit n'assure pas le caractére antisymétrique de la fonction
d’onde globale qui s'impose lors de I'étude d'un systéme d’électroasuf sys-
teme de fermions indépendants).

Méthode de Hartree-Fock : Pour pallier les défauts de la méthode de Hartree, la mé-
thode de Hartree-Fock impose a la fonction d’onde globale d’étre antisymétrique
en I'écrivant sous la forme d’un déterminant, appelé déterminant de Slater. Si cette
méthode offre 'avantage de donner une fonction d’onde, ayant un sens physique
rigoureux, elle complique aussi sérieusement les calculs a effectuer.

Théorie de la fonctionnelle de la densitéldensity Functional Theoryou DFT): Cette mé-
thode est née de lintuition que la densité électronique est une grandeur fonda-
mentale capable de décrire, a elle seule, un systeme. Cette grandeur est, en effet,
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trés attrayante : contrairement aux méthodes précédentes qui dépendbdhvale 3
riables (trois variables d’espace pour chacune Ngsarticules), la densité, quant a

elle, ne dépend que des trois coordonnées d’espace. Le revers de la médaille réside
dans le fait que cette méthode offre un éventail d’informations plus restreint. Elle
se révele, par exemple, incapable de nous donner une quelconque information sur
la fonction d’onde. La grandeur de base étant la densité électronique du systéme,
nous sommes donc limités en pratique, a la connaissance de quelgues observables
seulement, comme I'énergie totale du systeme. La théorie de la fonctionnelle de la
densité est une méthode particulierement utilisée dans les systemes atomiques et
moléculaires, et ses champs d’applications couvrent des domaines tres larges de la
physique et de la chimi&’p, 81].

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier, dans un premier temps, en détail,
la méthode de Hartree et voir dans quelle mesure cette approximation permet de sim-
plifier 'équation de schrédinge#d(2). Aprés quelques commentaires sur la méthode de
Hartree-Fock, que nous ne détaillerons pas ici, nous nous intéresserons a la théorie de la
fonctionnelle de la densité. Nous verrons en particulier que, si les approximations et les
limites de validité des méthodes de Hartree et de la fonctionnelle de la densité sont fon-
damentalement différentes, le systeme final d’équations a résoudre reste formellement le
méme.

Le chapitre suivant aura alors pour objet d’adapter les méthodes précédentes au calcul
de la structure énergétique des boites quantiques en silicium. Les méthodes numériques
nécessaires a la résolution de I'équation de Schrddinger y seront, en outre, présentées.
Enfin, nous étudierons l'influence du choix de la méthode d’approximation, Hartree ou
DFT, sur la détermination des niveaux d’énergie.

I Méthode de Hartree

II-A  Approximation de Hartree

La premiére méthode d’approximation que nous allons étudier est du@u&ID\s
HARTREE en 1928 [71, 83, 84]. Elle consiste a supposer que chaque électron du systeme
polyélectronique peut étre décrit par sa propre fonction d’onde. Il en ressort que chaque
électron est soumis a un potentiel global, issu du potentiel de confinement, d’une part et
des autres électrons, d’autre part. La fonction d’onde globdle, ..., ry) est ainsi dé-
composable en un produit de fonctions d’onde élémentaires décrivant I'état d’un électron
particulier

V/(Fl, cee FN) = l//l(Fl) l//z(Fz) YN (FN)- (4.4)

Intuitivement, ceci peut se comprendre en introduisant la probabilité de préBghrahi
nuage électronique qui se trouve égale au produit des probabilités de présence de chacun
des électrons.

L'équation de Schrddinger se simplifie alors considérablement puisque, au lieu de
résoudre une équation globale, nous avons, pour chacun des électrons, une équation de

2. Voire 4N si I'on tient compte du spin.
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Schrodinger individuelldd; y; = E; w; avec

_ P
2m

ou le potentiel d’interactiol,,.; (';) modélise 'ensemble des interactions entre I'électron

n°i et le reste du nuage électronique. Ce potentiel est calculé en supposant qu’il existe une

densité de charge, associée a chaque électron. Cette densité correspond simplement a la
probabilité de présence de I'électron multipliée par la charge électroaique

() = —&ly; (M) (4.6)

L'électron r?i étant soumis au champ électrique créé pamMes 1 autres électrons, la
densité de charge totale « vue » par cet électron s’écrit alors

Hi + Vconf(ri) + Vinteri (ﬁ )a (45)

N
pi(0) =—&> "l 4.7)
P
Nous avons alors a résoudre pour eglectronsN équations de Schrodinger
p? .
%Wi + [Veont(") + Vinter ()] i = Ei Vi e [1, N]y (4.8)
avec
\/interi = —€ inter; » (49)
ou %;ri est le potentiel électrostatique (en volt) donné par I'équation de Poisson
% (880% ( 7i/nteri)) = —pi. (410)

Si nous supposons, pour le moment, que la permittivité relatest indépendante de la
position et que nous remplagcopspar son expressiort(7), nous obtenons alors I'équa-
tion de Poisson suivie paf

., .
AViney = —=— D Iy (4.11)
E&o o

ki
Les N équations de Schrddinger forment alors avecNeéquations de Poisson un
probléeme couplé. En effet, les fonctions d’onglesont les solutions des équations de
Schrddinger, elles-mémes fonctions gepar l'intermédiaire dé/,y, .

CONCLUSION

Pour déterminer I'état du systéme polyélectronique, il faut donc, dans le cadre de la
méthode de Hartree, résoudre le systeme d’équations couplées suivant:

R2
ZpTinWi + (Vconf + Vinteri) Y = Ei Vi

AVine; = éZZN] (N?
inte, — T Yk )l

€80 55
ket

Vi € [1, N]y (4.12)
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Q.

/O

| 5%
O/

FIG. 4.2. Différence entre I'hamiltonien global H et la somme des hamiltoniens individuels
Hi : dans ce dernier cas, nous comptons deux fois les interactions entre électrons.

II-B  Energie totale du systéme

Par essence, la méthode de Hartree permet d’accéder a I'énergie individuelle de cha-
cun des électrons. Toutefois, lorsque nous étudierons la théorie de la fonctionnelle de la
densité, nous ne pourrons calculer ces énergies et n'aurons acces qu’'a I'énergie totale
du systéme. En vue de comparaisons ultérieures, il est donc intéressant de calculer cette
énergie totale dans le cadre de la méthode de Hartree.

Par définition, I'énergie total& o du systéme nous est donnée par I’hamiltortien
de I'équation 4.1) telle queH v = E;ory. Soit, puisque la fonction d’onde doit étre
normée

De par la forme des hamiltoniem (Eq.4.8) régissant I'équation d’onde individuelle
de chacun des électrons, il est évident que leur sommation est différente de I’hamiltonien
globalH

> H #H. (4.14)

En effet, dans la sommatidh,. , H; nous comptabilisons deux fois le potentiel d'interac-
tion entre les électrons (Fig.2) : si pour I'électron fii nous tenons compte de son inter-
action avec I'eélectronnj (Vixe;_,;) pour I'électron 8 j nous recomptabilisons ce terme
via le potentielViye, . En retranchant la moiti€é de la somme des interactioEq‘N:q H,
nous retrouvons alors bign

n N N
i=1

i=1 j=1

| ——

Vinteri

Il nous reste maintenant a trouver une expressioB.dea I'aide des données en notre
possession, c'est-a-dire les énerdie®t les fonctions d’onde; associées a chacun des
électrons. Partant de la définition Beyr, et sachant que = yyy, - - - wy NOUS obtenons
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N
Eror = /WHV/ dry - dry = Wl---% |:Z Hii| iy A dry
1 i=1 \
_é Wl"'WN [;\/intenj| Q//l...WN d3Fl"'d3FN.
(4.16)
Or, les hamiltoniendH; et les interaction®/,, (;) agissent uniguement sur la fonction
d’onde y; (). As_socié au fait queH, v, = E;y; et que les fonctions d’onde; sont
orthonormées v, y; d°; = d,), les intégrations de I'équation précédente se simplifient
énormément
N 1
P o . A 3_> — — . Y o . A 34
Eror = Zl > 1/ yiEy =21 1/ ¥ Vinies wi A (4.17)

De sorte, gu’au final, nous obtenons comme expressionpgyr

N
1 /— ,
ETOT = Z Ei - é/ V/ivinteri Yi d3ri 5 (418)
i=1

qui n'est fonction que des paramétres E; et Vi, donnés par la résolution des
équations coupléed (12).

[I-C Prise en compte des niveaux dégénérés

Jusqu'ici, nous n'avons pas explicitement tenu compte de la possibilité, pour certains
états|y;), d’étre dégénérés. Si nous pouvons assurer la dégénéresktatiua niveau
d’énergieE; a posteriorien prenant poud; électrons le méme état quantique ), il
devient beaucoup plus avantageux de la traiter en amont. A cette fin, plutt que d'utiliser
la fonction d’ondey; associée an électronil s’avere plus judicieux d’étudier la fonction
d’onde®; correspondant a I'état d'énergig et de dégénérescende On introduit alors
le termeg; représentant le nombre d’électrons présents sur le niveau d'égrded que

N=>"g avec g <d, (4.19)
j=1
puisque le systeme contieNt électrons.

Pour chaque niveau contenant au moins un élecgor (1), on résout alors I'équation

de Schradinger
P’
2m

oU Viner; représente l'interaction sur un électron du nivgadu reste du nuage électro-
nique. Cette interaction est obtenue simplement a l'aide de I'équation de Poisson

(Dj + (Vconf+ Vinterj) (Dj = qu)j (420)

& | — 2
A\/interj = _8_80 Z gkl(Dk(r)|2 + (gJ - 1)}(1)]0')} . (421)

k]
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Chacun des électrons possede alors une fonction d’'gndpii est égale a la fonction
d’onde®; du niveau sur lequel il se trouve.

Afin de mieux fixer les idées, prenons le cas d’une boite quantique en silicium conte-
nantN électrons ou chaque niveau est dégénéré douze fois du fait de la dégénérescence
de spin et de celle des six valléasdu silicium cristallir®. Dans son état fondamental
(et c’est le seul état qui nous intéressera par la suite), la répartition des électrons se fait
comme suit:

9 = 12 vje[l, ply
s = ( avecN =12p+qg (p,q) € N° (4.22)

De facon plus simple, lebl électrons vont remplir les 12 places libres gepremiers
niveaux et legy électrons restants commencent a remplir le nivpad 1. Ainsi, plutot

que d’avoir a résoudr&l équations de Schrddinger-Poisson couplées, il nous suffit de
résoudrep + 1 équations de Schrodinger-Poisson couplées

f).z
?;](Dj + (Vconf+ \/interj) ®; = E;0;
_ P+l . (4.23)

Avinterj = _; nglq)k(r)lz + (gj - 1)‘q)](r)‘2
01 k=0

k]

[I-D Les limites de la méthode

Dés lors que nous considérons un systeme contenant plusieurs électrons, il faut tenir
compte du caractére indiscernable des particules. Ceci se voit particulierement bien dans
I'expression de I'hamiltonierH (Eqg. 4.1) qui reste inchangé lors de l'intervertion des
électrons fi et j. Lhamiltonien du systeme commute donc avec l'opérateur hermitique
« échange de particule®; défini par

Pijl//(ﬂ,...,ﬂ,...,ﬂ,...,FN):l//(ﬂ,...,Fj,...,Fi,...,fN), (424)

ce qui permet d'affirmer qu’il existe une base d’états propres commih®ta P,; (cf.
annexeC sectionl-A)

Hly)=El|y) et Pjly)=aly) (4.25)

En outre, commeP? = T (avecl opérateur identité), les valeurs propresie P; ne
peuvent valoir quer1 ou—1. Expérimentalement, il se trouve que, dans le cas des parti-
cules de spin demi-entier comme les électrons, ces valeurs propres valent-tbutesus

en déduisons que la fonction d’'onde globale électroniguest antisymétrique lors de
I'échange de deux électrons

- -

l//(rl,...,ri,...,Fj,...,?N):—I//(F)l,...,?j,...,Fi,...,?N). (426)

Dans le cadre de la méthode de Hartree, nous avons écrit la fonction d’'onde globale
comme un produit de fonctions d’onde représentant I'état de chacun des électrons.

l//(Fla s FN) = Vfl(Fl) WZ(FZ) YN (FN) (4.27)

3. La validité de la dégénérescence des six vallées du silicium pour des boites quantiques de dimension
nanomeétrique sera discutée en détail dans le chapitre
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Cette fonction d’onde n’étant pas antisymétrique, nous négligeons par conséquant la
rélation existant entre les électrons, méme si nous pouvons imposer aux fonctions d’onde
d’étre dans des états différents en choisissant des nombres quantiques converables (
en utilisant le principe d’exclusion de Pauli et les regles de sélection appropriées comme
dans la sectiofi-C traitant des dégénérescences).

Il est cependant un cas ou la méthode de Hartree ne déroge pas au principe de symé-
trie : lors de I'étude d’'un systéme contenant deux électrons dans son état fondamental. En
effet, dans un tel systeme, la partie « spin » de la fonction d’onde se charge de I'antisymé-
trie tandis que la partie « spatiale » reste identique pour les deux électrons. Ainsi, sachant

que pour les états de spifl.| = — (11| hous avons bien
|V/TOT(F1, F2)> = |‘//(F1)> |‘//('?2)> )
= —ly@)) ly @) L)
= - |l//TOT(F2a F)1)> . (4.28)

lI-E Un apercu de la méthode de Hartree-Fock

Si la méthode de Hartree n’apparait rigoureuse que dans un systéme, dans son état fon-
damental, ne contenant pas plus de deux électrons, elle est, en théorie, inadaptée au calcul
de niveaux énergétiques d’'un systeme comportant plus de deux électrons. Le point faible
de la méthode réside dans la non-antisymeétrie de la fonction d’onde globale.gyers
VLADIMIR FocK eut alors 'idée d'utiliser une fonction déterminant comme fonction
d’onde globale, le déterminant étant une des fonctions antisymétriques les plus simples
gue nous connaission83, 84]. La fonction d’onde ainsi construite

l//l(Fl) V’l(Fz) T V’l(FN)

. . 1 wo(r)  wa(ra) - ya(ry)
wror(Fy, ..., Iy) = W : : (4.29)

YN (fl) YN (?2) T YN (FN)

est utilisée, par la suite, dans I'équation de Schroditger= Ey.

Cette méthode souffre malheureusement de sa complexité de mise en ceuvre d’un point
de vue pratique. En particulier, elle est souvent liée au choix d’'une base d’états sur laquelle
les fonctionsy; (ou ®;) sont décomposées. Or, dans le cas qui nous intéresdsa @de-
termination des niveaux d’énergie dans une boite quantique), la détermination d’'une base,
a la fois performante et menant a des calculs numérigues envisageables, reste encore a
trouver. Du fait, par ailleurs, de la lourdeur relative de la mise en ceuvre liée a la pré-
sence de la fonction déterminant, nous avons écarté cette méthode au profit d’'une autre,
théoriguement aussi rigoureuse t@orie de la fonctionnelle de la densité
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Il Théorie de la fonctionnelle de la densité

[1I-A Introduction et définitions

La méthode de Hartree semble, au premier abord, inapte a décrire, avec une bonne
précision, I'état fondamental de systémes comportant plus de deux électrons. La théorie
de la fonctionnelle de la densitB¢nsity functional theorgu DFT) permet de remédier,
dans une certaine mesure, aux déficiences de la méthode de Hartree. Cette théorie est née
de I'idée que la densité est une grandeur fondamentale, capable de décrire a elle seule I'état
d’'un systéme. La densité offre en outre I'avantage, non négligeable, d’étre plus commode
a manipuler que la fonction d’onde puisqu’elle n’est fonction que des trois coordonnées
de I'espacé.

Le fait que les propriétés de I'état fondamental soient fonctions (exclusives) de la
densité électronique(r) fut prouvé enig64 par P. HOHENBERG& W. KOHN [78] par un
théoreme qui porte leur nom et qui est a la base des théories modernes de la fonctionnelle
de la densité. Néanmoins, avant d’étudier ce théoreme, nous allons faire le point sur ce que
I'on appelle densité (les notions de fonctionnelle, opérateur et fonction étant rappelées en
annexeA sectionl).

La densité électronique est définie comme la somme des différentes densités de pré-
sence dedl électrons, la densité de présence d’un électron étant donnée par la probabilité
marginale de la densité de probabilité globale.

nry = > P

i=1
N
- = = = = 2 3> 3> 3= 3=
= Z//ll//(rb ’ri—l:r)ri+19"' ’rN)l drl"'dri—ld rH—l"'drN
=1
N-1

(4.30)
Etudiant des particules indiscernables, la probabilité de trouver I'élecean est iden-
tique a celle de trouver n'importe quel autre électjoenr, de telle fagcon que toutes les
probabilités marginales sont identiques et que

nf) =N P, = N/---/W(ri Fp e T) P Oy - - - A (4.31)

—_——
N-1

Notons que dans le cas d’'un systéme ne contenant qu’un électron — et seulement dans ce
cas — nous retrouvons quer) = |y (F)|°.

4. Le spin des électrons peut aussi étre pris en compte en considérant deux demsitéde spin up et
n, pour le spin down74].
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l1I-B Le théoreme d’Hohenberg & Kohn et ses conséquences
[lI-B.1 Théoréme d’Hohenberg & Kohn

Le théoreme d’Hohenberg & Kohn comporte deux parties et s’énonce de la fagon
Suivante :

1° La densité comme variable de base Toute observable d’'un systeme quantique peut
étre calculée a partir de la densité électronique de I'état fondamental exclusivement.
Ainsi, une observable peut étre écrite comme une fonctionnelle de la densité. Ceci
est notamment vrai pour I'énergie totale du systéhe)].

2° Principe variationnel: La densité électronique de I'état fondamental peut étre cal-
culée, en théorie exactement, en utilisant le principe variationnel (cf. AnGexe
sectionlV) ; celui-ci utilisant uniguement la densité comme variable.

La premiere partie de ce théoreme, dont une démonstration est donnée erlargiexe
gnifie que I'étafondamentatiu systéme est fonction de 'unique variabl€). En particu-
lier, 'énergie totale, I'énergie cinétique, I'énergie d’interaction entre les électrons peuvent
étre considérées comme des fonctionnelles@e uniqguement. Ainsi, si nous décom-
posons I'HamiltonienH, décrivant les électrons dans la boite quantique, de la maniéere
suivante

N ﬁz N 1 1 N N é2
H = X Vcon rHi a = 2
ZZm + ; ) +247reeo§jz_:‘ﬂri—rj
- B =
Energie cinétique Potentiel de confinement Potentiell d’interaction
-|c \7ext éljé—é
(4.32)

nous pouvons écrire I'énergie totaley|H |y ), I'énergie cinétique(y |T|y), I'énergie
due au potentiel de confinement|V..|w) et I'énergie due a l'interaction entre électrons
(v|Us_e/2|w) comme des fonctionnelles de la densité) de sorte que

EIN = 10 + Veudr] + 5Ue ol (433
La seconde partie du théoréme indique, quant a elle, que le principe variationnel reste
toujours valable. Par conséquent, si nous notenkénergie totale du systeme dans son
état fondamental a laguelle correspond une densité électronjgitie alors pour toute
densitén différente den, I'énergie totale du systéme sera toujours plus grande que I'éner-
gie de I'état fondamentdt,

vn #ny, Ey < E[N]. (4.34)

Si nous n'utilisons pas directement cette partie du théoreme, elle est en revanche indis-
pensable a la démonstration des équations de Kohn & Sham du paragraphe suivant.

5. Ce théoreme, valable dans le cas d’états stationnaires, peut étre étendu aux problémes dépendant du
temps.
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l-B.2 Equation de Kohn & Sham

Certes, nous venons de voir que, dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la
densité, nous pouvions écrire les grandeurs du systeme en fonction de la densité ; néan-
moins, si nous pouvons décomposer I'énergie sous la fo4B3&)( nous n’en connaissons
pas pour autant les expressionsida] et deU._¢[n] en fonction de la densité. Paradoxale-
ment, alors que le terme d’énergie cinétique est « aisément » calculable avec les fonctions
d’onde, nous ne connaissons pas sa forme en tant que fonctionnelle de la densité. Nous
n'avons, en quelque sorte, que déplacé la complexité du probléme. Heureusement, W.
KoHN et L. J. SH1AM ont trouvé une formulation qui permet d’allier les avantages des
fonctions d’onde, d’une part & ceux de la densité, d’autre pard].

L'idée de base consiste a décomposer arbitrairement I'énergie en plusieurs compo-
santes plus aisément calculables :

EIN = Tl + Voul] + SUeaslr] + Ecln] | (4.35)

e Ty[Nn] représente I'énergie cinétique qu’aurait un systeme compodé éectrons,
en présence du potentiel extéridgg[n], mais ou le potentiel d’'interaction entre les
électrons ne serait pas pris en compte. En d’autres tefpmsrespond a I'énergie
cinétique de I'hamiltonien:

N 5 N

R 3 o

Ho = To + Veu = Z ot Z Veu(F) ; (4.36)

e U correspond simplement au potentiel dérivant de I'équation de Poisson
& & n(r’)

AUcoul = __n(F) ou UcouI(F) - - = >
£&g 4%880 ||r/—r||

a3, (4.37)

Ce potentiel quantifie, dans une certaine mesure, l'interaction entre électrons. Si
nous le comparons au potentiel de Hartree, donné a I'équati@d) (nous remar-
guons quéJ,, introduit une auto-interaction de I'électron sur lui-méme. En effet,
contrairement a la méthode de Hartree, ou nous considérions l'interaction exercee
sur un électron par lesutresélectrons du systeme, nous calculons ici le potentiel
généré par laotalité du nuage électronique. Bien sdr, la prise en compte de l'inter-
action de I'électron sur lui-méme est physiquement fausse, nthjg n'a aucune
signification intrinseque ; il résulte juste d'un choix de décomposition arbitraire de
I'énergie.

e E,.[n] est nommée énergie d’échange-corrélation et est définie par I'équation elle-
mémei.e.

E[n] = T[n] + Veu[n] + %Ue—e[n] = To[N] + Vex[n] + %Ucoul[n] + Ex[n], (4.38)

soit 1
Exc[n] = (T[n] - TO[n]) + E (Ué—é[n] - Ucoul) . (439)
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Ce terme « fourre-tout » a pour réle de prendre en compte :

— la correction sur I'énergie cinétiqgu@y(n] ne correspondant pas a la véritable
énergie cinétique des électrons),

— la correction sur I'auto-interaction introduite par le potentiel de Coulomb,
— la corrélation existant entre les électrons.

Encore une fois, nous n’avons fait que déplacer le probleme puigfpiest E,.[n] restent
a déterminer.

A Tl'aide du principe variationnel, nous pouvons connaitre I'énergie et la densité du
systeme dans son état fondamental ; il suffit, en effet de trouver la daregiiéminimise
I'énergie totaleE[n] du systeme, sachant que nous avons, comme contrainte, la normali-
sation den(r’) liée au nombreN d’'électrons présents

N = / n(F) oF . (4.40)

Un tel probléme d’optimisation peut-étre résolu a I'aide des multiplicateurs de Lagrange et
est présenté en anneResectionll. On aboutit alors a la conclusion qoné’) est solution
de I'équation de schrédinger

h2
{——A « +Vere + Ucou + VXC] D, = & D, {®;}base orthonormale (4.41)

2m

N
nr) = zgi |D;|° (4.42)

i=1

avec par définition (cf. annex& sectionl)
0Ex
= Vic- (4.43)
on

Remarquons que, dans I'expression précédente, nous avons tenu compte de la possibilité
pour un niveau, d’étre dégénéré.

Les équations de Schrodinger-Poisson couplées précédentes sont dénommées équa-
tions de Kohn & Sham. Au vu de ces équations, tout se passe donc comme si, au lieu
d’étudier un systéme compliqgué\particules en interaction, nous avions un systeme de
N particules n’interagissant pas entre-elles mais soumises a un potentiel de confinement
effectif

Vet = Vet + Ucou + Vie. (444)

Attention, insistons bien sur le fait que les fonctiaghset les énergie§, ne sont en aucun

cas liées a des niveaux d'énergie réels. Il s’agit simplement d’intermédiaires de calcul
qui permettent d’expliciter la densité électronique et I'énergie totale de facon commode
(ce qui se voit particulierement bien dans la démonstration du théoréme présentée en
annexeD).

CONCLUSION

Pour résoudrele facon exacte— contrairement a la méthode de Hartree — le pro-
bleme d’'un systéme dd électrons, en interaction, confinés dans un puits de potentiel, il
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suffit de résoudre les équations couplées de Schrodinger-Poisson, appelées équations de
Kohn & Sham

h2
[—%A  +Vext + Ugou + ch:| D, =& D

nr)=> glof (4.45)

&
AUcouI = - n(F)
€&

Il nous reste maintenant a expliciter le potentigl seul terme encore inconnu...

l1I-C  Approximation de la densité locale
[1I-C.1 Du potentiel d’échange corrélation

Jusque la, la théorie que nous venons de présenter est une méthotkele calcul de
la structure électronique de I'état fondamental d’'un systemHn grarticules en interac-
tion; pourtant, il est toujours un moment ou des approximations deviennent nécessaires.
En I'occurrence, la détermination dg.[n] (et par conséquent dé.) va nous obliger a'y
avoir recours.

Nous allons, tout d’'abord, introduire la fonctionnelig[n] représentant I'énergie
d’échange-corrélation par particule d’un gaz d’électrons

E.[n] = / Een(r) dr, (4.46)

de sorte que (cf. annex&sectionlll-A)

0E N
on

Ve = (4.47)
En toute rigueur, la valeur d&. au pointr’ dépend, non seulement de la densit point
r, mais aussi des variations de celle-ci autour dsdous devrions donc décompos&y
en un développement de gradientsde

En(M), Vn(@), V(Vn()),...]. (4.48)

Bien entendu, 'utilisation d’'un tel développement est lourd ; il est alors naturel de négliger
la contribution des gradients. On parle aloragproximation locale de la densiféocal
Density Approximation.pA).

Une expression bien connue pdys nous est donnée pa]]

~ 1/3
gxc = 5)( = - ¢ § (E) n1/3. (449)

Arec,d \ &

Cette expression, proportionnellen@?, ne tient cependant pas compte de la corrélation
pouvant exister entre les électrons. Il s'agit d’'une simple énafgiehangedestinée a
corriger les erreurs commises lors de la décomposition de I'énergie. Une explication
de la forme particuliere en*® de &, est donnée en anneX sectionlll-B. Avec une



114 Chap. 4 Résolution de I'équation de Schroédinger de systémes polyélectroniques

telle énergie par particule, nous obtenons comme expression pour le potentiel d’échange-
corrélation et I'énergide, .

_ 1/3
ch = —4 ¢ (E) nY/3 (450)
Tegy \
_ 1/3
Eln] = - ¢ / g (E) n*? o . (4.51)
T EEQ T

[1I-C.2 Une expression plus fine deV,,

En pratique, nous avons utilisé une expression plus fing,deenant compte de la
corrélation entre les électrons. Cette expression a été proposéefmHEDIN et BENGT
I. LUNDQVIST en référencesrp, 76].
. 3 . 1/3
—n(r
50

B(r) =1+ 0.0368(r)In (1 + rz(—;,')) (4.52)

) 3 13
(1) = (47[ n(?))

Cette expression dé,. est loin d’étre unique, il existe bien d’autres expressions pour
ce potentiel. Le lecteur intéressé pourra se reporter a I'abondante littérature sur [éZ%ujet [
73,77, 81, 82, 85].

ch (F) = -

l1-D  Energie totale du systéme

Quelle que soit la méthode utilisée (Hartree, Hartree-Fock,...), I'énergie totale du sys-
teme est une donnée importante. Néanmoins, dans le cas de la théorie de la fonctionnelle
de la densité, celle-ci se révéle d’autant plus essentielle que la notion d’énergie propre a
chaque électron n’a plus de sens: I'énergie globale apparait donc comme la seule énergie
calculable.

Pour calculer I'énergie total&[n] commencons par regarder le résultat obtenu en
sommant les énergigs issues de la résolution des équations de Kohn & Sham

>N gE = Zg.< i——A >+Zg.< e/ @)

ext

To[N] Vex[N]
+ z g <q)i Ucou (Di>+ Z g <(Di Vie i>- (4:53)
Usoul] [ vy e

Dans cette sommation, nous reconnaissons les termes d’énergie cinétique et d’énergie de
coulomb déja présents dans la décomposition de I'énergie totale

E0) = Toln] + Vo] + 5Uulr] + Exln], (4.54)
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de sorte que

E[n] = ZE = %Umm[n] + Ex[n] — / VieN(r) o (4.55)

Pour terminer le probleme, il ne reste plus qu'a remplacer les expressidag[dp
et V,. utilisées en pratique. Pour les deux expressions étudiées en section précédente, on
trouve B1]

Eln] =) & - %Ucou.[n] —~ % / V,n(r) o | (4.56)

IV Approximation du champ central

IV-A  Principe

Qu'il s’agisse de la méthode de Hartree ou de la théorie de la fonctionnnelle de la
densité, les équations finales sont formellement identiques. En effet le probleme revient
toujours a résoudre de facon « auto-cohérente » une équation de Schrddinger couplée a
une équation de Poisson. Dans tous les cas, nous obtenons un systéme d’équations du type

h2
|:__A : +Vconf+ \/inter] D = gi(Di (457)
2m
e
AVcoul =—p (r) (458)
€&

avec

e pour la méthode de Hartrég, e, = Veou €t

pH)=-812"9 |®,(")|” + (g — DID; () (4.59)

i
e pour laDFT Vinter = Veou + ch et

p(F) =-e> g|o,®| (4.60)

Un tel probleme peut étre résolu, numériquement, directement. Toutefois, et ce, dans
I'optique de temps de simulation raisonnables, le probleme peut encore étre simplifié en
utilisantl’'approximation du champ centrgélle aussi tres utilisée en physique atomique).

Le principe général de cette méthode est de transformer un probleme général tridimen-
sionnel en un probléme a symétrie sphérique dépendant de la seule variablg|.

A cette fin, nous utiliserons, comme modéle de boite quantique, un puits de potentiel &
symétrie sphérique de hautew finie et de rayora. Néanmoins, prendre un potentiel
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de confinement a symétrie sphérique n’est pas une condition suffisante pour obtenir une
équation de Schrodinger ne dépendant que de la seule variaibfaut que le potentiel
d’interaction soit aussi a symétrie sphérique. En effet, en mécanique quantique, si I'équa-
tion de Schroédinger ne dépend que de la variablen’en est rien de la fonction d’onde
qui dépend, quant a elle, de 0, ¢) par l'intermédiaire des harmoniques sphériques (cf.
annexeC sectionll).

Afin d’étre assuré que le potentié},., dans I'équation de Schrodinger ne dépende que
der, nous allons donc remplacer la densité de char@é par sa moyenng (r) sur les

angles(t, ¢)

1 T 2 .
p(r) = E/_ / P () dQ (4.61)
dQ = sin(@)dody (4.62)

IV-B  Application

Examinons ce qui se passe dans le cas particulier de la théorie de la fonctionnelle de
la densité (le cas de la méthode de Hartree étant totalement similaire). Comyrest a
symétrie sphérique, les théoremes de symétrie, associés aux équations de Maxwell, nous
assurent que le potenti®l,,, issu de I'équation de Poisson, est a symétrie sphérique et
que, par conséquent, 'ensemble des potentiels de I'équation de Schrddinger ne dépend
que de la distance L'équation de Schrodinger peut alors s’écrire, de maniere simplifiée,
avec les harmoniques spheriquéq@, ¢) (cf. annexeC sectionlll)

h d2 I+ DR
~ o gt + (T + Voo(1) + V.mer(r))u (r) =&ui(r) (4.63)
®,(1. 0, p) = '(r)Ym(e o) (4.64)
(4.65)

De la méme fagon, I'équation de Poisson se simplifie, puisque I'opérateur laplacien
prend la formeA. = (1/r)d?./dr et quep (r) s’écrit (sachant que les harmoniques sphé-
riques forment une base orthornom@g | Y™ ) = &/6mm)

p(r)=—ézj:gj%/(9:0/¢i7;|®j(F)|2dQ = _ézj:gj%/ /zn
_ —ézj:gj ui () %/;/;Mm(e,(p)fdg

.
_ u (r)
- _ezgj 4z
j

2

: (4.66)
CONCLUSION

En conséquence de I'approximation du champ central, nous en arrivons a la conclusion
que, pour déterminer I'état d'un systéme polyélectronique dans une boite quantique a
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symeétrie sphérique (ou, ce qui revient au méme, dans un atome), il faut résoudre :

Par la méthode de Hartree

h* d? I(I + 1)h? B
_ﬁﬁu(r) + [W + Vconf(r) + Vinteri (r):| ui (r) - giui(r) (467)
@ u;(r)° u (r) |
AVinte; = " drees JZQJ - + (g — D‘r— (4.68)

j#i

Par la théorie de la fonctionnelle de la densité

h? d? 11 + Dh? B
_%ﬁu(r) + [W + Vconf(r) + Vcoul(r) + ch(r)] Ui (r) - giui (r)
(4.69)
. ® u;(n)|°
AVioy = —4MSOZgJ - (4.70)

Il reste maintenant a appliquer les méthodes précédentes au cas particulier des boites
guantiques en silicium ou il faut, notamment, tenir compte de la variation de la masse ef-
fective et de la permittivité diélectrique des différents matériaux. Tel est le rble du chapitre
suivant, dédié a I'étude de boites quantiques en silicium non polarisées et aux méthodes

numeériques employées afin de déterminer leur structure électronique.
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Chapitre 5

| Modélisation des boites quantiques en silicium

LE CHAPITRE précédent était dévolu a des concepts trés genéraux sur la maniere de

traiter des systémes polyélectroniques, nous allons maintenant nous intéresser dans
ce chapitre a I'application de ces concepts pour I'étude des boites quantiques en silicium.
Ainsi allons-nous nous pencher, dans un premier temps, sur I'extension des équations de
Schrddinger et de Poisson précédentes au cas des matériaux non homogenes puis sur les
méthodes numériques employées pour résoudre ces équations. Nous nous intéresserons
ensuite a I'influence du choix de la méthode (Hartree ou fonctionnelle de la densité) dans
le cas d’'un nanocristal a symétrie sphérique, dans le cadre de I'approximation du champ
central. Enfin, nous étudierons des boites tridimensionnelles tout a fait quelconques.

I-A Cadre d’étude

Nous avons vu, au chapitre précédent, que les équations générales que nous sommes
amenés a résoudre, soit par la méthode Hartree, soit par la théorie de la fonctionnelle de
la densité, sont de la forme

h2
—-——A- Vcon \/iner D, :Si O, 5.1
=g Vo Vi (5.1
e
AVeoy = —p(I), (5.2)
E&p

avec

e pour laméthode de Hartr&g,., = Vo etp(r) = —é{Z?;l o] |<I>J-(F)|2 + (g — DI (F)|2} :

. _ |2
o et pour IaDFT Viyer = Veou + Vi €t p (1) = =831, 9| ®; (1)

La résolution de I'équation de Schrodinger dans le silicium va s’effectuer dans le cadre
de la théorie de la fonction envelopp®2p 131] et dans I'approximation de la masse
effective. Il faut bien garder a I'esprit que cette approche, bien qu’usuelle en physique
des semi-conducteurs, peut devenir discutable dans le cas des boites quantiques. En effet,

119
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pour des dimensions tres faibles (de I'ordre de grandeur de quelques mailles du réseau),
nous ne rentrons plus réellement dans le cadre des hypothéses liées a I'approximation de
la masse effective ; ce point sera abordé plus précisément dans le ciAapitre

De plus, du fait de I'anisotropie de la bande de conduction du silicium, deux types de
masse sont a considérer pour les électrons: la masse longitudinatda masse trans-
versem,, chacune d’entre elles correspondant a un déplacement de I'électron dans une
direction particuliére. Il ne faut donc pas tenir compte d’'une masse effective scalaire, pou-
vant évoluant avec le milieu considéré, mais d’'un tenseur de masse effédiilié a la
structure de bande du silicium. En toute généralité, I'équation de Schroédinger s’écrit alors

h? 5
|:_EV[M]_1V : +Vconf+ \/inter] (Di = 8i (Di- (53)

Une premiére approximation courante est de supposer que nous travaillons avec une
bande de conduction du silicium parabolique de fagon telle que le tenseur de masse prenne
la forme d’une matrice diagonale simple

m O O
M= Om 0 [, (5.4)
0O 0 m

avecm, = 0.91 m; etm, = 0.19 m, pour le silicium. Le calcul numérique des niveaux
d’énergie dans les nanocristaux se révélant tres gourmand en temps de calcul, nous allons
encore simplifier le probléme. Ainsi, en tenant compte du fait que 'orientation des boites
guantiques en silicium dans la silice est aléatoire, nous prenons la moyenne harmonique
des masses effectives longitudinale et transverse comme seule masse effective dans le
silicium (le choix d’'une moyenne harmonique étant guidé par la dépendanceredel
I’équation de Schrodinger).

1 _1\_1(1 2
ms \m/ 3\m m/. (5.5)
Mg =~ 0.27 me

Nous reviendrons sur la validité de cette approximation, ainsi que, d’'une maniéere générale,
sur I'approximation de la masse effective au cours du chapitre
En ce qui concerne la modélisation des électrons dans la silice, nous supposons que la
théorie de la masse effective continue d’étre valable. Nous prenons alors comme masse des
électrons dans ce matérialb0n,. Certes, étant donné le caractere amorphe de la silice, la
théorie de la masse effective ne peut s’appliquer ; toutefois, une telle valeur rend compte
des résultats expérimentaux et correspond a la valeur théorique de la silice cristalline
(a-quartz) P3]. Cette approche est, en outre, couramment utilisée avec succes pour le
calcul de courants tunnel a travers une couche de Bi(). Finalement I'équation de
Schrédinger que nous avons a résoudre prend la forme suivante :
h*. 1.
[——V—V - +Veont + \/interi| D =& D;. (5.6)
2 m
Pour I'équation de Poisson, nous savons, a partir des équations de Maxwell, que pour
des milieux hétérogénes nous avons

VeeoV Veou = 80 (7). (5.7)

Les valeurs de permittivités et de masses effectives, que nous avons choisies, sont rassem-
blées en tables.1
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TAB. 5.1. Parametres utilisés pour la si-
mulation des boites quantiques.

Silicium  Silice
ma;s_e_ e,ffectlv_e 0.27 0.5 $i0s
permittivité relative 11.7 3.8

FIG. 5.1. Forme générale des boites
quantiques sphériques en silicium, enter-
rées dans la silice étudiées.

V. mi €
V)
e — 0.5 T, 117 T
0.27 mg ' 38l
0 : : €sio,
Si 7, SIO, r 7, r 7, r
(a) potentiel de confinement (b) permittivité relative (c) masse effective

FIG. 5.2. Profils de potentiel de confinement, de permittivité relative et de masse effective
utilisés dans les différentes simulations. Le parametre I correspond au rayon de la boite
quantique.

I-B Modéle des boites quantiques en silicium

A terme, le sous-programme se chargeant de déterminer la structure électronique des
boites quantiques en silicium devra étre intégré a un programme plus conséquent visant
a simuler des composants, a boites multiples, dans leur globalité. Il est donc de premiere
importance que ce sous-programme s’exécute le plus rapidement possible. Dans cette op-
tique, nous allons étudier des boites quantiques, a symétrie sphérique, dans lesquelles nous
pouvons utiliser 'approximation du champ central et, ainsi, nous ramener a un probleme
unidimensionnel. Nous vérifierons, a la sectign la validité d’une telle hypothese.

Les nanocristaux que nous allons étudier dans cette premiere partie ont donc la forme
générale donnée en figubel; le choix d’un profil de potentiel s’étant alors porté sur un
potentiel du type « puits quantique de hauteur fiijest de rayorr, » (cf. Fig. 5.2a).

Les profils utilisés, pour la masse effective et la permittivité relative, sont quant a eux
présentés en figurés2b et5.2c.

Dans la section suivante, nous allons nous intéresser plus précisément aux modifi-
cations a apporter aux équations de Schrodinger et de Poisson afin de tenir compte des
variations de masse effective et de permittivité relative ainsi gu’aux méthodes numériques
a mettre en ceuvre pour résoudre ces équations.
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Il Résolution des équations de Schrodinger et de Poisson

En analyse numérique, la résolution d’'un ensemble d’équations physiques doit s’effec-
tuer dans un systeme d’unités adapté aux calculateurs numérigues employés : ce systeme
doit permettre la manipulation de nombres « ni trop grands, ni trop petits » pour minimiser
au maximum les erreurs de calcul. Ainsi, avons-nous utilisé, pour décrire 'ensemble de
nos équations, le systeme d’unités atomiques (cf. AnBgxearticulierement bien appro-
prié au calcul des niveaux d’énergie des boites quantiques. Dans la suite de ce chapitre et,
sauf mention contraire, les équations seront donc écrites en unités atomiqbes, by
drey = 1,6 =1 etm, = 1. Dans ce systeme d’unités, I'unité de longueur est le rayon de
Bohr (g, &~ 0.529 A) et I'unité d’énergie est le Hartree (1 Hartree27.2 eV).

[I-A Résolution de I'équation de Schrodinger
lI-A.1 Equation

L'équation de Schrddinger tenant compte de la variation de la masse effective dans le
cadre des hypothéeses du paragraphe précédent, s’écrit (en unités atomiques)

1. 1 -

——V —V(D| V r (Di - giq)i; 58

2 (i 7o) v &)

ou V(r) regroupe I'ensemble des potentiels agissant sur I'électron (confinement et inter-
action) rendu a symétrie sphérique grace a I'approximation du champ central (cf. cha-
pitre V). En développant le gradient, nous obtenons

17 1 (1 ’
-5 [—ACDi +V (Wr)) .V (cpi)] + V()0 = D (5.9)

m(r)

Le profil de masse effective étant, lui aussi, par hypothése, a symétrie sphérique, seule la
composante radiale du gradient darise trouve étre non nulle; le produit scalaire ne
fait donc intervenir que la composante radialevd®,. En développant alors le laplacien,
comme décrit en annexgsectionlll, I'équation de Schrddinger prend la forme
1102 L2 ldmt oo,
2mr or2 +2mr2 + 2 dr or ( )
ol L représente le moment cinétique orbital. Etant donné(dg@)(dm/dr)(a - /or)
est un opérateur n'agissant que suil est toujours possible de décomposdgren une
partie radiale multipliée par une harmonique sphérique

m m Ui (r) m
O = ROY"O,9) = = =Y"(0, ). (5.11)
Grace aux propriétés des harmonigues sphériques (cf. a@)emeus obtenons alors
1 dzui |(| + 1) ldm™? dUi U;
— Y, - = — —Z2) =&u 5.12
2mdr2+( * 2mr2)u 2 dr (dr r) &u ( )
terme dd a la variation de
masse

Nous remarquons donc que la variation de masse avec la position introduit un terme sup-
plémentaire dans I'équation de Schrodinger.
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FIG. 5.3. Forme générale de la matrice H résultant apres discrétisation de I'équation de
Schrodinger.

[I-A.2 Conditions aux limites

La forme de la fonction d’'onde de I'équatidh.{1) impose la nullité de; (r) enr =0
afin que®; soit physiquement acceptable. En outre, nous imposons aussi la condition
usuelle de nullité de la fonction d’'onde a l'infini. Soit
{ u@ = 0

rIim ur) = 0 - (5.13)

[I-A.3 Discrétisation et algorithme

Afin de résoudre numériqguement I'’équation de Schrddinger, nous commencgons par
discrétiser le probléme a I'aide de la méthode des différences finies a pas constant (le pas
sera NotéAr) et a dérivées centrée$40. A toute fonction f (r), correspond alors un
vecteur aN, composantesN,, étant le nombre de points de discrétisation)i])o<i<n,-

Les dérivées premiére et secondefde) étant approchées par

df(r) _ fli +1]— f[i — 1]

o n | (5.14)
df(r): f[|—|—1]+f[I2—1]—2f[|]. (5.15)
drz2 Ar

Appliquée a I'équation de Schrddinger, cette méthode nous conduit a la résolution d’un
probleme aux valeurs propres
ui[1] ui[1]
: : (5.16)
u[N, — 1] u[Np — 1]
ou H est une matrice tridiagonale définie par la fighréet par les coefficients

alil = +2/(@m[i]Ar?) x (=2) + [V[i]+ 10 + 1)/@m[i]r?i])]
—(1/2) x (1/m[i +1] —1/m[i — 1])/(2Ar) x (=1/r[i])
bli]= —1/@m[i]Ar?» —(1/2) x (1/m[i +1] —1/m[i — 1])/(2Ar) x —1/(2Ar) °
clil]= —1/@m[i]Ar%) — (1/2) x (A/m[i + 1] —1/m[i — 1])/(2Ar) x +1/(2Ar)
(5.17)
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Sachant que les conditions aux limites imposent
u[0] =0 et u[N,] =0; (5.18)

Compte tenu de la taille importante des vecteurs recherchés et du fait que seules
guelques valeurs propres sont requises (une dizaine tout au plus), nous nous sommes tour-
nés vers un algorithme du typenoldi, particulierement bien adapté aux matrices creuses
puisqu’il n’'impose pas la mise en mémoire de la matHceseule la fagon dont la matrice
H s’applique un vecteur doit étre connue. De plus amples détails sur cet algorithme sont
donnés en annex& sectionlll .

[I-B  Résolution de I'équation de Poisson
II-B.1 Equation

L'équation de Poisson tenant compte de la variation de permittivité s’écrit, en unités
atomiques,

v (gﬁkul) — 4ap. (5.19)

De méme que pour I'équation de Schroédinger, nous développons I'opérateur divergence
pour obtenir
EAVeou+ Ve - V(Veou) = 4rp. (5.20)

De par I'approximation du champ central, nous savons que la densité volumique de charge
p est a symétrie sphérigue ainsi que le profil de permittivité. Ceci assure que le potentiel
V,ou €St aussi a symétrie sphérique. En introduisant la notation

Ucou
Vcoul = r |, (521)

L'équation de Poisson se simplifie en

(5.22)

d2Ucoul 1d<9 dUcouI Ucoul _ 47l'rp
dr2 edr \_ dr r ) '

&

I1-B.2 conditions aux limites

L'équation a résoudre étant du second ordre, il nous faut trouver deux conditions aux
limites :

[ clairement, il faut quéJ.,,(r = 0) = 0, V., Ne pouvant diverger ;

[ classiquement, on impos&,. % 0. Afin d’en déduire la condition suivib.,
nous appliquons le théoreme de Gauss

ﬂgé .dS= ///p(r) dr, (5.23)

ou S est une surface fermée s’appuyant sur le volume d’intégratietre le champ
électrigue. Nous prenons pour ce volume d’intégration, une sphére derragitas
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guer > ryax OUryax correspond au rayon de la sphére au dela de laguelle nous pou-
vons considérer que la densité électronique est nulle et que la permittivité relative
est constante. Autrement dit, toute la charge électronique du systéme est contenue
dans la sphére de rayog,x, de maniére que la charge, contenue dans n’importe
guelle sphere de rayan est exactement la charge tot&)e,r du systéme. Sachant

gue la densité électronique de chagget la permittivité relative: sont a symétrie
sphérique, nous pouvons écrire que, seule, la composante radiale du champ élec-
trique est non null& = E(r) &. Lintégration du champ électrique sur la sphere de
rayonr donne anLsE(r)A;rrr2 = Qqor. Le champ électriqu& étant relié au poten-

tiel par la relationE = +VV,,, nous en concluons qukV,,,/dr = Qor/er?, soit

en intégrant entre > ryax et+oo (¢ étant constant sur ce domaine) et en imposant
Vcoul 3 0

Voou = — QTOT. (5.24)
er

Nous en déduisons la deuxiéme condition aux limites :

Ucou(Fmax) = — Q;OT- (5.25)

Signalons que I'expression d&,,, donnée en équatiob.Q4), correspond tout sim-
plement au potentiel de Coulomb généré par une charge ponctuelle de@aleur

[I-B.3 Discrétisation et algorithme

Comme pour I'équation de Schrédinger, nous employons la méthode des différences
finies afin de discrétiser I'équation de Poissbr2®) de sorte que nous avons

{2 + A‘CJ‘Ar./Z‘C;[i]r[i]}Ucoul[i] = Ucoul[i + 1] + Ucoul[i - 1]
+ (Ucoul[i + 1] - Ucoul[i - 1]) A8/4‘9[|] . (526)
—4rr[ilplilAr?/eli],

avecAe = ¢[i + 1] —¢[i — 1]. Sachant, en outre, que les conditions aux limites imposent

Uoou[0] =0 et Ug[N,] = — Qror (5.27)

&

Le choix de I'algorithme, utilisé pour résoudre numériquement cette équation, s’est
porté sur un algorithme de relaxatia¥fj en raison de sa robustesse et du faible encom-
brement mémoire nécessaire a son exécution. L'approche consiste a choisir un vecteur
initial U2, répondant aux conditions aux limites. Ce vecteur ne satisfaisant pas, en gé-
néral, I'équation %.26), nous l'utilisons en tant que second membre de I'équation aux
différences finies§.26). Nous obtenons alors le vectauf,, plus proche que)?, de la
solution recherchée. Ce procédé est alors itéré jusqu’a obtention d’un résultat satisfaisant

(i.e.jusqu’a ce que la norme du vectauf?, soit inférieure a une certaine erreur relative
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FIG. 5.4. Algorithme utilisé pour la résolution de I'équation de Poisson.

imposéea priori). L'organigramme de I'algorithme est présenté en figaré.

[I-C Résolution des équations couplées de Schrédinger et de Poisson

Dans le cas de la méthode de la fonctionnelle de la densité, par exemple, nous avons a
résoudre le systéme d’équations couplées

d? Id+ 1)
~omgret )+ [ oz + Veort(T) + Viney (r)] ui(r) = Eu(r) (5.28)
. u ()|
VeVViy = — Z 9, Jr— (5.29)
]
Vinter = Veou + ch- (530)

Afin de résoudre ce systeme nous procédons par approximations succesSives (

.-« — u¥ — ... — u), sachant que la fonction d’onde finale doit satisfaire a la condition
d’auto-cohérence. Comme initialisation, un choix naturel est de prendreaufSolar solu-

tion de I'équation de Schridinger dans laquelle on a phgge= 0 (i.e. aucune interac-

tion entre les électrons). Nous introduisons alors cette fonction dans I'’équation de Poisson
d’ou nous tirons le potentidl,,., que nous pouvons injecter a nouveau dans I'équation de
Schrédinger... Nous réitérons alors le processus jusqu’a la convergence. Comme critere
de fin, nous imposons la convergence de I'énergie totale de telle sorte que

(J+1 (J)
Evor” — Eror

- <é&
(j+1) r
Evor

(5.31)

ou ¢, représente I'erreur relative acceptable sur I'énergie. L'organigramme de cet algo-
rithme est présenté en figuies.



Il Résolution des équations de Schrédinger et de Poisson 127
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FIG. 5.5. Algorithme de la résolution auto-cohérente des équations de Schrodinger et de
Poisson (ici dans le cadre de la méthode de la fonctionnelle de la densité).
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Il Structure électronique et capacité quantique des boites
guantiques en silicium

l-A  Energie totale

Dans un premier temps, I'ensemble des résultats fournis, dans cette sous-section, et la
suivante est obtenu a partir de la théorie de la fonctionnelle de la densité, théoriquement
plus apte a décrire avec précision les systemes polyélectroniques. Linfluence de I'utili-
sation du modéle de Hartree sera ensuite étudiée, ultérieurement, dans une sous-section
dédiée.

La figure 5.6 présente I'énergie totale de I'état fondamental du gaz d’électrons en
fonction du rayon de la boite quantique, le nombre d’électrons confinés variant de 1 a 15.
La référence des énergies est prise en bas de bande de conduction du silicium. Notons que
pour des valeurs de I'énergie suffisamment importantes et, notamment, pour des boites
quantiques de petite taille, les électrons ne peuvent étre confinés, du fait de la hauteur
finie de la barriére de potentiel ; de tels cas ont été exclus du graphique.

Il est intéressant de remarquer que l'ordre de remplissage des orbitales est sensible-
ment différent des regles d’ordonnancement valables pour les atomes. Ainsi, les 12 pre-
miers électrons commencent a remplir I'orbitate(le niveau étant 2 fois dégénéré par le
spin et 6 fois par les 6 vallées du silicium), les 36 suivants remplissant I'orbifalge2
niveau étant 3 fois dégénéré par le moment orbital, 2 fois dégénéré par le spin et 6 fois par
les 6 vallées du silicium). Ce résultat est toutefois cohérent avec les regles de remplissage
des puits quantiques a symétrie sphérique de hauteur infids [

L'allure de la densité électronique dans le nanocristal de 30 A de rayon est, quant &
elle, illustrée en figur®.7 en fonction de la position radiatedans quelques cas représen-
tatifs. Nous observons que, pour un nanocristal contenant 12 électrons, le maximum de
densité est sensiblement repoussé vers les bords de la boite, alors méme que lesniveau 1
est le seul occupé. Cet effet ne peut donc étre imputable qu’a I'interaction électrostatique
entre les électrons agissant au sein de la boite. Celle-ci a pour conséquence de repousser
la concentration en électrons vers les bords de la boite afin de minimiser I'énergie d’in-
teraction. Bien entendu, le déplacement du maximum de densité s’accentue des lors que
les électrons commencent a remplir I'orbitalp, Zette derniere possédant un nceud de
probabilité de présence au centre de la boite.

[1I-B  Exploitation : potentiel chimique et capacité quantique

Néanmoins, il apparait que l'utilisation de I'énergie totale du gaz d’électrons comme
grandeur de référence se révele peu commode. En effet, celle-ci ne peut étre directement
comparée aux grandeurs usuelles utilisées en physique des composants a semi-conducteur.
Nous lui préférons de beaucoup le potentiel chimigugui offre I'avantage d’étre direc-
tement relié a I'énergie de Fermi puisqu’il s’agit physiquement de la méme quantité (cf.
annexeC sectionVlll). Le potentiel chimique étant défini comme la variation de I'énergie
du systeme quand une particule supplémentaire est introduite, I'entropie et le volume res-
tant constant, nous pouvons le relier trés facilement a I'énergie totale du gaz d’électrons
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FIG. 5.6. Energie totale du gaz d’élec- FIG. 5.7. Densité électronique N(r ) dans
trons en fonction du rayon de la boite une boite quantique de 30 A de rayon
quantique pour un nombre d’électrons suivant le nombre d’électrons stockés.

stocké variant de 1 a 15.

calculée a partir de la méthode de la fonctionnelle de la densité

O0Eqor
N) = .
p(N) N

Ne pouvant déterminer la dérivée exacte de I'énergie totale du fait de la variation dis-
crete du nombre de charges dans le dispositif, nous approchons celle-ci par son équivalent
discret c’est-a-dire par la variation de I'énergie totale lors de I'adjonction d’'un électron
supplémentaire

(5.32)

0Ewr _ E(N) = E(N = 1)
oN — N-(N-1

Le potentiel chimique, ainsi déterminég, est représenté en flg8ren fonction du rayon

du nanocristal, le nombre d’électrons confinés variant de 1 a 15. Deux groupes de courbes
émergent visiblement de ce graphique, la premiére correspondant au remplissage de l'or-
bitale Is, la seconde au remplissage de I'orbitaje (orbitale 1s étant totalement rem-

plie).

Comme l'illustrent les différentes courbes, dans une boite quantique semi-conductrice,
I'énergie nécessaire a I'adjonction d’un électron dans I'llot n’a pas une origine purement
électrostatique, comme dans le cas des ilots métalliques: il faut en effet tenir compte de
I'énergie de quantification des niveaux. Ce faisant, il parait donc difficile d’introduire la
notion de capacité d’une boite quantique puisque I'énergie nécessaire pour qu’un électron
soit injecté dépend du nombre d’électrons déja confinés. Il est toutefois possible d’étendre
cette notion aux boites si nous la définissons a partir de la variation du #avggn volt)
nécessaire pour introduire une chay® = € (la charge évoluant de maniére discréte)
dans le nanocristal. A

C= —Q (5.34)
AV
Le travail AV étant directement relié au potentiel chimique

BAV = Au = u(N) — u(N — 1), (5.35)

u(N) =

~ E(N) — E(N — 1). (5.33)
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FIG. 5.8. Potentiel chimique en fonction du rayon de la boite quantique pour un nombre
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que les 3 suivants commencent a remplir I'orbitale 2.
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de sorte que

Au(N)
cette définition impliquant toutefois la dépendance de la capacité avec le nombre d’élec-
trons présents dans la boite. La capacité équivalente, ainsi calculée, est présentée en fi-
gures.9.

Tout d’abord, nous constatons que les capacités, pour des boites quantiques de rayon
inférieur & 60 A, sont, et ce quel que soit le nombre d’électrons confinés, inférieures a
2.5 aF. Ces valeurs sont donc propices au phénomene de blocage de Coulomb a tempéra-
ture ambiante, comme nous 'avons vu au chajdtire

Une autre conclusion intéressante réside dans la linéarité de la capacité avec le rayon
de la boite (méme si le coefficient directeur des droites varie avec le nombre d’électrons
confinés) ; cette propriété n'avait rien d’évidenpriori, mais a déja été remarquél].

Enfin, le fait le plus important se situe dans la forte non linéarité de la capacité en
tant que fonction du nombre d’électrons stockés (fonction non monotone en particulier).
Les variations de capacité peuvent ainsi étre supérieures a 50%. Cette non linéarité est
due a la quantification des niveaux d’énergie dans le nanocristal : quaneMéél@ctron
a rempli l'orbitale &, le 13Meélectron doit dépenser, en plus de I'énergie d’interaction
électrostatique, une énergie supplémentaire, liée a la quantification des niveaux, afin de
pouvoir commencer a remplir I'orbitalep?

L'ensemble des résultats exposeés, tant au niveau qualitatif que quantitatif, reste cohé-
rent avec des études précédemment menées, soit de maniére analytique avec des puits de
potentiel paraboliquedP, 90] (entre autres), soit de maniére numériqdé B7, 91, 92].

Nous en concluons donc que les méthodes mises en ceuvre dans le cas des ilots métal-
liques (ou nous considérons la capacité comme un paramétre constant) ne peuvent s'ap-
pliquer directement au cas des boites quantiques en silicium. Cette limitation devrait étre
d’autant plus prononcée que le semi-conducteur composant la boite est a gap direct, la dé-
génerescence des 6 vallées n’existant plus. En effet, les nombreux changement d’orbitales
devraient induire une capacité fortement dépendante du nombre d’électrons présents dans
la boite.

(5.36)

lII-C Comparaison entre le modele de Hartree celui de la fonction-
nelle de la densité

Comme nous I'avons déja souligné dans le chapitre précédent, la méthode de la fonc-
tionnelle de la densité est incapable d’apporter une quelconque information sur la fonc-
tion d’'onde des électrons. Ceci est d’autant plus préjudiciable que nous verrons que cette
information devient indispensable au calcul du courant tunnel (cf. &albest donc in-
téressant de comparer les résultats obtenus a partir de la méthode de la fonctionnelle de la
densité et ceux issus de la méthode de Hartree. Si les résultats sont suffisamment proches,
nous disposerons alorgia la méthode de Hartree, de la fonction d’'onde de chacun des
électrons confinés dans la boite. Cette fonction servant, dans un second temps a calculer
des fréquences de passage des électrons par effet tunnel.

La figure5.10présente le potentiel chimique calculé, d’'une part a partir de la méthode
de la fonctionnelle de la densité et, d’autre part a 'aide de la méthode de Hartree. Au
vu de ces résultats, la méthode de Hartree apparait comme une trés bonne approximation
de la méthode de la fonctionnelle de la densité, I'erreur relative commise n’excédant pas
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FIG. 5.10. Potentiel chimique en fonction du rayon du nanocristal pour un nombre d’élec-
trons confinés variant de 1 a 15. Les résultats sont obtenus, d'une part par la méthode de
Hartree et, d’autre part a I'aide de la méthode de la fonctionnelle de la densité. Si un seul
électron est présent dans la boite, I'énergie est issue de la méthode de Hartree dans les deux
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FIG. 5.11. Probabilité de présence des électrons, calculée a I'aide de la méthode de Hartree,
dans le cas oir 1 électron (a) et 15 électrons (b) sont confinés dans une boite quantique de
30 A de rayon. Dans le cas a 15 électrons, l'orbitale 1S représente la fonction d’onde des 12
premiers électrons et 'orbitale 2 celle des 3 derniers.
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les 5%. Ce résultat, bien meilleur que dans le cadre du calcul des niveaux d’énergie des
atomes peut s’expliquer par le faible confinement relatif des électrons dans la boite.

Fort de cette conclusion, nous gagnerons par conséquent a étudier les boites quantiques
semi-conductrices avec la méthode de Hartree dans la perspective d’exploiter I'informa-
tion apportée par les fonctions d’onde électroniques. En fi§ut& sont exposés deux
exemples de fonction d’onde au carré issus de la méthode de Hartree, dans un nanocristal
de 30 A de rayon I'un pour 1 électron stocké, l'autre pour 15. Remarquons que dans le
cas ou un seul électron est stocké dans la boite, la probabilité de présence est identique a
la densité électronique de la figuser; ce qui est logique puisque, dans ce cas, la densité
électronique se confond avec la probabilité de présence de I'unique électron présent.

IV Résolution 3D : boites quantiques de forme quelconque

IV-A Introduction et méthode de résolution

L'ensemble des résultats obtenus dans la section précédente tirait parti de la symé-
trie sphérique du potentiel a I'aide de I'approximation du champ central. Une question
émerge alors: cette description est-elle capable de décrire, avec une précision suffisante,
n’importe quel type de nanocristaux, c’est-a-dire des boites quantiques de formes variées
non forcément sphériques? Nous pouvons aussi légitimement nous interroger sur I'erreur
commise lors de l'utilisation de I'approximation du champ central dans le cas de boites
sphériques. Toutes ces interrogations nous amenent a résoudre I'équation de Schrodinger,
couplée a celle de Poisson, dans un cadre tridimensionnel tout a fait général.

Afin de résoudre les équations 3D de Schrodinger et de Poisson, il nous faut discrétiser
le systeme d’équations

1—> l —
—--V —VA(Dl Vcon > Y \/iner > Y (Di: iq)i 37
37 (s 2 VA0 ) + Ve, 3.2+ Vol 2] 0 = 0 (637)

V (6VVei(x, ¥, 2)) = 47p(x, ¥, 2). (5.38)

Comme précédemment, nous nous placons dans le cadre de la méthode des différences
finies. Nous sommes alors amenés a résoudre deux équations matricielles couplées, sem-
blables a celles rencontrées dans la section précédente. Nous utilisons donc les mémes
méthodes numeériques, en tirant parti du fait que la méthode d’Arnoldi ne nécessite ni la
connaissance ni le stockage de la matrice hamiltonienne. Ceci est d’autant plus crucial
que, lors d’une étude tridimensionnelle, la taille des matrices évolie €N, désignant

le nombre de points de discrétisation sur les axgsetz) menant trés vite a la consomma-

tion d’une grande quantité de mémoire et de temps machine. Nous touchons la 'énorme
probléme lié a une étude 3D des boites quantiques: s'il est vrai que cette étude permet de
décrire une boite de facon plus réaliste en tenant compte de sa forme, elle implique ce-
pendant des temps de calcul considérables, pouvant remettre en cause I'élaboration d’un
simulateur de composants a blocage de Coulomb comprenant un grand nombre de nano-
cristaux de tailles et de formes diverses.
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IV-B Résultats

L'énergie totale du niveau fondamental de différentes boites quantiques de diverses
formes est tracée en figukel2 en fonction du nombre d’électrons stockés (symboles).
La ligne pleine correspond au résultat obtenu a partir du modéled.pdtentiel a symeé-
trie sphérique et approximation du champ central). Afin de garder la cohérence des résul-
tats, toutes les boites quantiques, quelle que soit leur forme (sphere, cube, demi-sphere,
pyramide), gardent le méme volume correspondant & une sphére de 30 A de rayon. Nous
constatons que I'énergie calculée a partir du modele 1D concorde, avec une bonne pré-
cision, avec les résultats obtenus avec une résolution tridimensionnelle des équations:
I'erreur relative commise reste inférieure a 12% pour un nombre d’électrons supérieur a
deux et descend sous les 2.5%, lors de I'étude d’'une sphére 3D. Le modéle 1D se réveéle
donc capable de décrire, avec une précision suffisante, la structure électronique de n'im-
porte quel type de boites quantiques, et ce, en un temps de calcul trés avantageux. En effet,
I'erreur commise, en utilisant ce modeéle, devrait étre beaucoup plus faible que les incer-
titudes liées aux parametres physiques du nanocristal (rayon, forme, masse effective,...).
En outre, technologiqguement, la forme des nanocristaux de silicium ou de germanium se
trouve étre souvent sphérique (cf. chap8)gjustifiant d’autant plus I'utilisation du mo-
dele 1D. Ces résultats sont cohérents avec les comparaisons effectuées en réf@&nce [
entre des boites quantiques sphériques et cubiques, en utilisant une méthode des liaisons
fortes.

Sinous comparons la densité électronique, issue du modeéle 1D erFigeteelle is-
sue de la résolution tridimensionnelle des équations couplées de Poisson et de Schrédinger
en figure5.13 nous constatons que les deux graphiques exhibent les mémes caractéris-
tiques: le maximum de densité pour 15 électrons se déplace de maniere significative vers
les bords de la boites, en raison de la répulsion électrostatique entre les électrons. Quan-
titativement, les maxima de densité sont, en outre, quasiment identiques dans les trois cas
présentes.

V Conclusion

Les puissances de calcul accessibles a I'heure actuelle ne permettent pas encore d’en-
visager la simulation de dispositifs a blocage de Coulomb contenant un grand nombre de
boites quantiques de tailles et de formes variées. Il est donc de premiere importance de
développer des modeles a la fois précis, du point de vue des résultats, et dont la résolution
numeérique se fasse dans des temps de calcul raisonnables. Le modele 1D, établi dans ce
chapitre, remplit ces deux conditions et peut trouver sa place comme élément de base d’un
simulateur capable de traiter des dispositifs a blocage de Coulomb variés et complexes.
Ce modeéle est d’'autant plus intéressant que les boites réalisées expérimentalement sont
effectivement sphériques. Le modéle 3D, plus précis, constitue, quant a lui, un modéle de
référence pouvant servir de garde-fou au modéle 1D.

Il apparait, par ailleurs, que la méthode de Hartree s'impose comme la méthode la plus
judicieuse afin de décrire les systemes polyélectroniques que sont les boites quantiques
semi-conductrices. En effet, ses tres bonnes performances, face a une méthode théori-
guement plus a méme de décrire la corrélation existant entre les particules, alliées a la
possibilité de connaitre les fonctions d’onde électroniques en font une méthode de choix
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FIG. 5.12. (a) Energie totale du niveau fondamental d’une boite quantique en silicium
en fonction du nombre d’électrons confinés. Différentes formes de boites sont considérées
(sphere, cube, pyramide, demi-sphere). Toutes ces boites ont méme volume, correspondant i
une sphere de rayon 30 A (b) Erreur relative commise en utilisant le modele 1D.
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FIG. 5.13. Surface isodensité et densité électronique dans le plan Z = O pour une boite
quantique cubique contenant N électrons (N = 1, 12, 15) dont le volume correspond a une
sphere de 30 A de rayon. Cette figure illustre le fait que la densité électronique a tendance a

se concentrer sur les bords de la boite quantique au fur et a mesure que le nombre d’électrons
stockés augmente.
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dans la perspective de calculer le courant di au passage par effet tunnel des électrons.

Néanmoins, I'étude, telle que nous venons de la décrire dans ce chapitre, reste limitée
au cas des boites quantiques non polarisées ; ce qui reste par trop restrictif. En particulier,
dans la perspective de la réalisation d’un simulateur de composants a blocage de Coulomb
réaliste, 'extension du modéle 1D aux boites quantiques soumises a une tension extérieure
serait d’'un grand intérét du fait du temps de calcul important requis par la résolution tridi-
mensionnelle des équations (une résolution du systéme couplé Poisson-Schrodinger pour
chaqgue tension appliquée, chaque taille de nanocristal, chaque nombre d’électrons confi-
nés). Le probléme d’une telle extension réside dans la brisure de symétrie introduite par la
tension de polarisation le long d’'une direction privilégiée : de nouvelles approximations
et techniques doivent donc étre envisagées. L'extension du modele 1D forme I'enjeu du
chapitre suivant, le modele 3D restant notre référence.
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I-A Introduction

ANS ce chapitre, nous nous intéressons a l'influence de la polarisation sur la valeur
des niveaux d’énergie dans une boite quantique semi-conductrice de forme quel-

conque contenarl¥l électrons. Bien entendu, nous nous plagons toujours dans I'optique
« composant » et nous espérons trouver des méthodes alliant rapidité et précision. En fait,
il serait agréable de disposer, comme dans le chapitre précédent, d'un modéle unidimen-
sionnel capable de décrire a peu de frais (d’un point de vue temps de calcul) des boites
guantiques soumises a une polarisation extérieure.

Si nous étudions le nouvel hamiltonien du systéme polarisé,

N f)lz N B N R l 1 N N é2
H:Z%+Zvconf(ri)+zvpol(ri)+EKSSOZZW (61)
i=1 i=1 i=1 i=1 j=1 !
J#

Ht/ji (Fla"'afN) :gi l//i (Fla"'aFN)a (62)

nous constatons que l'effet de la polarisation est pris en compte par I'intermédiaire d’'un
potentielV,, issu de la résolution de I'équation de Poisson, a second membre nul, associée
aux conditions aux limites suivantes :

Y (eeo%me) =0

Vooi(Xo, Y, 2) = —€V (6.3)
Voo(X1, Y, 2) = —€(Vo + AV)

Dans cette derniére équation, nous étudions I'effet d’une différence de potektign

volt) entre les bornes métalliques situéesxget x, (cf. Fig. 6.1) d’'une boite quantique
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FIG. 6.1. Représentation typique d’une FIG. 6.2. Potentiel de polarisation Vpq,

boite quantique en silicium étudiée ainsi résultant de la résolution de I'équation de

que les notations utilisées. Poisson (6.3), dans une boite quantique
de rayon 30 A entourée d'une couche de
silice. L'épaisseur des barrieres tunnel est
de 24 A

semi-conductrice ou la référencde potentiel est prise\&, (en volt) enx,.

En fait, tout se passe comme si les électrons voyaient un potentiel effectif de confine-
ment egal &/, + Veont; NOUS pouvons donc appliquer facilement 'ensemble des méthodes
numériques mises en ceuvre dans le chapitre précédent. Toutefois, la description simpli-
fiee du modeéle 1D a symétrie sphérique ne peut étre employée ici directement. En effet,
le potentiel, dO a la polarisation, a pour conséquence de briser la symétrie sphérique de la
structure. Dans un premier temps, nous sommes donc contraints de résoudre les équations
de Schrddinger et de Poisson de maniére tridimensionnelle. Néanmoins, nous verrons que
nous pourrons étendre le modeéle 1D au cas des boites quantiques polarisées et ainsi pro-
fiter de ses avantages en termes de temps de calcul.

I-B  Résolution de I'équation de Schrodinger 3D

Le potentielV,, résulte de la résolution de I'équation de Poisson @B3)( L'allure de
ce potentiel est représentée en figer2pour une boite quantique sphérique de 30 A de
rayon. Notons que ce potentiel a été calculé en imposant un champ électrique perpendicu-
laire nul comme conditions aux limites sur les plans autresxgaex, etx = X;.

De méme que dans le chapitre précédent, nous avons le choix entre la méthode de
Hartree ou la théorie de la fonctionnelle de la densité afin de prendre en compte l'interac-
tion électrostatique entre les électrons. Dans I'ensemble de ce chapitre, nous optons pour
la méthode de Hartree, en raison de sa capacité a fournir la fonction d’'onde associée a
chacun des électrons du systéme.

La valeur de I'énergie du niveau fondamental de deux boites quantiques de 30 A et
60 A de rayon est tracée en figu@8a et 6.4a, en fonction de la tension de polarisation
et pour différents nombres d’électrons confinés. La densité électronique et les surfaces
isodensités correspondantes sont représentées, quant a elles, ertfi@uets.4b dans

1. En pratique, dans ce chapitre, nous prerdgns 0 pour toutes les simulations. Néanmaoins, I'emploi
d’'une référenc&/, non nulle peut étre utile si la tension du générateur n’est pas appliquée directement entre
les bornes, etx;.



I Introduction, position du probléme

139

Rayon : 30 A Barriére : 24 A

T
S
o
(0]
°
(0]
c
Ll
. [ —e— 1 électron
5 —=&— 2 électrons |
[ : ‘ i | —e— 3 électrons 1
Ol T
0 01 02 03 04 05 06 07 08
Tension de polarisation (V)
@)
(@) Rayon : 30 A Tension : 0 V/ (b) Rayon : 30 A Tension : 0.2 V' (c) Rayon : 30 A Tension : 0.6 V

10
-10 y(A)

Surfaces isodensités 0.03 nm™

(b)

FIG. 6.3. (a) Niveaux d’'énergie de I'état fondamental d'un nanocristal sphérique, de 30 A
de rayon, obtenus a partir de la résolution 3D des équations couplées de Schrodinger et de
Poisson en fonction de la tension appliquée et du nombre d’électrons stockés ; I'épaisseur des
barrieres tunnel est de 24 A (b) Surfaces isodensités et densités électroniques, dans le plan
z = 0, correspondantes pour la boite contenant un électron.
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FIG. 6.4. (a) Niveaux d'énergie de I'état fondamental d'un nanocristal sphérique, de 60 A
de rayon, obtenus a partir de la résolution 3D des équations couplées de Schridinger et de
Poisson en fonction de la tension appliquée et du nombre d’électrons stockés ; I'épaisseur des
barrieres tunmel est de 24 A (b) Surfaces isodensités et densités électroniques, dans le plan
Z = O, correspondantes pour la boite contenant un électron.



| Introduction, position du probleme

141

50 50 50

375" 375 '

y (A

125 125

x 10 Densité électronique

%10 Densité électronique

50 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40 50 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 50 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40 50
x(A) x(A) x(A)

(@oV (b) 0.2V (c) 0.6V

FIG. 6.5. Coupe de la densité électronique suivant le plan Z = O pour une boite quantique
sphérique, de 30 A de rayon, contenant un électron a différentes tensions de polarisation.
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FIG. 6.6. Coupe de la densité électronique suivant le plan Z = O pour une boite quantique
sphérique, de 60 A de rayon, contenant un électron a différentes tensions de polarisation.

le cas ou un seul électron est présent dans le nanocristal.
Un point important a observer réside dans I'in-
fluence du potentiel de polarisation sur la densité

électronique eta fortiori, sur la fonction d’onde.

Les électrons se localisent, en effet, du coté de

I'électrode de plus haut potentiel électrique c’est-a- b e
dire au niveau du minimum de potentiel énergétique E(N){
V. Les différentes coupes de la densité électrr.,. @ )

nigue, suivant le plaa = 0, tracées en figured&5

et 6.6 illustrent parfaitement le déplacement de la
concentration électronique dans le sens opposé du M | Si | M
champ électrique régnant au sein du dispositif.
Nous pouvons, d’ores et déja, prévoir les effets
d’'une telle localisation sur la caractéristique cou-
rant/tensionl (V) du dispositif: la fonction d’onde
se concentrant du c6té de la barriére de plus bas p
tentiel énergétique (a gauche sur la figérd), la

FIG. 6.7. Représentation sché-
matique du dispositif étudié et de
l'influence de la tension de pola-
disation sur la localisation de la
fonction d’onde.
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probabilité de passage des électrons a travers cette barriere augmente, cependant qu’elle
diminue du c6té de la barriére droite. Cette derniére constituant la barriére d’« injection »
des porteurs dans la boite quantique, la polarisation a donc pour effet de favoriser le vidage
du nanocristal devant son remplissage. A partir d’'une certaine tension, la boite est compleé-
tement vide et nous devrions constater une diminution du courant entrainant I'apparition
d’une résistance différentielle négative. Au vu des densités électroniques des6igares
et6.4b, ce phénomeéne devrait étre d’autant plus accentué que la taille du nanocristal est
importante. Nous reviendrons sur ces considérations dans la troisieme partie (et notam-
ment au chapitré0) de ce mémoire, consacrée au transport des électrons a travers la boite
quantique.

I-C Approximation linéaire du potentiel de polarisation

Notre but est d’étendre, si possible, le modéle 1D développé au chapitre précédent au
cas des boites quantiques polarisées en employant des corrections analytiques sur les so-
lutions obtenues pour les boites quantiques non polarisées. La premiere tache a accomplir
pour I'établissement d’'un tel modéle, consiste, par conséquent, a trouver une approxima-
tion analytique du potentiel de polarisation.

Sachant que la tension est appliquée suivant Baxigpeut étre judicieux, de supposer
gue la seule composante non nulle du champ électrique, qui va intervenir, sera celle suivant
la directionx

EX
E~| 0 (6.4)
0

En premiere approximation, ceci revient a négliger les variations du potentiel le long des
axesy et z. Autrement dit, nous supposons que la derivé&/desuivant les axey etz
est nulle, de sorte que I'équation de Poissai)(prend la forme trés simple suivante :

pol

(X, Y, 2) oV, cste
E\X, Y, & =
Y, Z)éo X

Vool(Xo, ¥, 2) = —8Vp (6.5)

Voo (X1, Y, 2) = —€(Vo + AV)

Ce faisant, nous négligeons l'effet de la variation de permittivité le long desyaets
méme si nous allons en tenir compt@osteriori

La résolution de I'équation6(5) nous donne alors un potenti€}, continu (par es-
sence), linéaire par morceaux suivant I'axéf. Fig. 6.8) et variant le long des axgset
z, du fait de la différence de permittivité relative entre le silicium et la silice. La pente des
droites dépend de la composamedu vecteur excitation électrique suivant I'axaelont
I'expression nous est donnée par (avec les notations de la Gigre

—Avgsioz
L + 2a (Ssﬁ — )
€si

ou 2a et L représentent respectivement I'épaisseur de silicium et la largeur totale du com-
posant suivant la ligne de dispositif située, parallelement a kaemz = z ety = y,.

D= (6.6)
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FIG. 6.8. Coupe schématique de I'approximation linéaire par morceaux du potentiel de
polarisation suivant une ligne quelconque du dispositif située en Yy = Y, et Z = Z. La
distance 2a représente I'épaisseur de silicium et L, la longueur totale du dispositif.
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FIG. 6.9. Comparaison, pour une boite quantique sphérique de rayon 30 A, du potentiel de
polarisation Vg issu de la résolution 3D de I'équation de Poisson (6.3) avec son approxi-
mation linéaire (6.7), dans le plan Z = O (a) et sur la ligne d’équation y = 0,z = 0
(b).
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Afin de s’affranchir des variations, le long des axyest z, et des ruptures de pentes,
le long de I'axex du potentiel de polarisartiox,,, nous simplifions encore son expres-
sion en supposant que le champ électri§yelans I'ensemble du dispositif, est constant
et égal a celui au centre de la boite quantique (la valew,gelu modele linéaire par
morceau au centre de la boite étant gardée comme référence). Par exemple, dans le cas
d’une boite sphérique, cela revient & prenﬁre: D/eg X, ou D est la composante du
vecteur excitation électrique donnée a I'équati®m)pris eny = 0 etz = 0; c’est-a-dire
sur une ligne telle qua correspond au rayon du nanocristaleé x; — X,. Il en résulte
que le potentiel dans la structure est linéaire et indépendant des coordgraiges

8Sioz/f9$i

_ — L + Za(SSi /SSi - 1)
Voo(X, Y,2) = —€AV(AXx+ B) — €\, avec 2 . (6.7
poi(X, Y 2) ( ) ° —Xo + alesio,/esi — 1) ©-

L + 2a(esio,/esi— 1)

La comparaison entre cette approximation et le véritable potentiel de polarisation,
issu de la résolution de I'équation de Poisson tridimensionnél®, (est présentée en
figure6.9 et montre que le modéle linéaire reproduit avec fidélité la valeur du potentiel de
polarisation a I'intérieur de la boite quantique. Bien évidemment, I'approximation reste
mauvaise quand il s’agit de décri¥g, a l'intérieur de I'oxyde. Toutefois, nous savons
que les niveaux d’énergie et leur fonction d’onde associée dépendent principalement de
la valeur du champ a l'intérieur de la boite quantique. Pour des valeurs raisonnables de
tensions de polarisation, nous pouvons ainsi espérer que l'utilisation d’un tel potentiel ne
trahira pas trop la réalité.

Afin de valider I'approche menée, il convient donc de vérifier, a I'aide d’un calcul 3D
complet, que les valeurs des énergies et des états propres du nanocristal ne sont pas trop
modifiées par I'approximation linéaire du potentiel de polarisation. En fi§Lir@ nous
avons trace pour diverses tailles de boites quantiques et largeurs de barrieres, I'énergie du
niveau fondamental en fonction de la tension de polarisation, pour un nombre d’électrons
confinés variant de un a trois. Comme nous pouvons le constater, cette approximation
se révele excellente puisque les valeurs trouvées sont quasi-identiques, et ce, quelles que
soient la taille de la boite et la largeur de barriere. De méme, les fonctions d’onde présen-
tées en figuré.11ne souffrent pas de I'approximation linéaire. En particulier, les coupes
de densités électroniques suivant le ptaa 0 en figure$.12et6.13réalisées a I'aide du
modele linéaire, montrent les mémes caractéristiques tant qualitativement que quantitati-
vement, que celles montrées en figuteset 6.6.

Nous pourrons donc sans probléeme employer I'approximation linéaire du potentiel de
polarisation afin de rechercher des méthodes rapides de détermination de la structure élec-
tronique de boites quantiques polarisées. Pour ce faire deux voies d’investigation peuvent
étre envisagées et vont faire I'objet des deux sections suivantes:

e nous pouvons considérer que le potentiel de polarisation ne représente qu’une per-
turbation pour le systéme par rapport a aux autres potentiels et utiliser la théorie des
perturbations;;

e une alternative possible passe par la décomposition de I’'hamiltonien tenant compte
de la polarisation sur une base de fonctions propres, bien choisies.
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FIG. 6.10. Niveaux d’'énergie de I'état fondamental de boites quantiques sphériques, de 30 A
et 60 A de rayon, en fonction de la tension appliquée, du nombre d'électrons confinés et pour
différentes largeurs de barriéres d’oxyde. Une comparaison est effectuée entre les niveaux

d’énergie, issus de la résolution 3D de I'équation de Poisson (6.3), et I'approximation linéaire
du potentiel de polarisation.
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FIG. 6.11. Profil de densité électronique le long de I'axe X en Z = Oet Y = O pour des boites
quantiques sphériques, de 30 A (a) et 60 A (b) de rayon, contenant un électron. La largeur
de la barriere d'oxyde est de 24 A. Les résultats issus du calcul numérique 3D du potentiel
de polarisation (symboles) et de son approximation linéaire (trait plein) sont comparés.
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FIG. 6.12. Coupe de la densité électronique suivant le plan Z = O pour une boite quantique
sphérique, de 30 A de rayon, contenant un électron a différentes tensions de polarisation.
L'approximation linéaire du potentiel de polarisation a été employée.
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FIG. 6.13. Coupe de la densité électronique suivant le plan Z = O pour une boite quantique
sphérique, de 60 A de rayon, contenant un électron i différentes tensions de polarisation.
L'approximation linéaire du potentiel de polarisation a été employée.
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Il Alarecherche d’'un modeéle : théorie des perturbations

lI-A De I'’échec d’'un modéle grossier

Une premiére idée qui vient a I'esprit, afin de modéliser I'effet de la polarisation, est
d’essayer de réutiliser une approximation du type « champ central ». Dans un premier
temps, il faut donc se restreindre, pour des questions de symétrie, a I'étude de dispositifs
entourés d’une épaisseur constante d’oxyde. Cette condition n’est pas redhibitoire pour le
calcul des niveaux d’énergie puisqu’ils ne dépendent que peu de I'épaisseur des barrieres,
pourvu que celles-ci soient suffisamment épaisses.

Nous partons donc du diagramme des bandes du puits quantique polarisé, représenté
en figure6.14a, ou le potentieV/,, est approche par sa forme analytique

Voo = —EAV (AX + B) — 8\, (6.8)

avec A et B définis par I'équation@.7). Pour simplifier le probléme, nous prenons la
référence des potentielg a zéro. La démarche, pour rendre ce diagramme symétrique,
est explicitée en figures 14a,6.14 et6.14c : nous commencons par prendre un potentiel
constant moyen, au niveau des barrieres et du puits @igb), avant de prendre un
potentiel moyen comme hauteur de barriere (Big4c). Nous constatons alors que, dans
cette approche, la tension de polarisation appliquée a eu pour effet de sutéfeamble

du potentiel de confinement d’une quangigV /2.

La résolution de I'équation de Schrédinger s’en trouve alors considérablement simpli-
fiee puisque I'hamiltonieft{,,, tenant compte de la polarisation, n’est autre que I'hamil-
tonien du systeme non polari$&, auquel on a ajouté la constart&€AV/2 (il faut, en
outre, rajouter la quantité e\, si la référence des potentiels est non nulle). L'énefgije
des niveaux, dans la boite quantique polarisée, s’écrit donc trés simplement en fonction
de I'énergie des niveau, de la boite non polarisée

eAv
5po| = 80 - T - éVo 5 (69)

la fonction d’onde correspondante restant, quant a elle, identique a celle associée a I'éner-
gie &. Nous obtenons donc une variation linéaire de I'énergie avec la tension de polarisa-
tion.

VoA /I ALZe

Non polarisé

LY. |
ﬁ:-m v/2i

! | »
a L2 >

/ -eAV/2
; »
L2 -a a L2 =

FIG. 6.14. Représentation schématique du diagramme des bandes du modele grossier.
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FIG. 6.15. Niveaux d’énergie de I'état fondamental de boites quantiques sphériques, de 30 A
et 60 A de rayon, en fonction de la tension appliquée, du nombre d'électrons confinés et pour
des largeurs de barriere d’'oxyde de 24 A. Une comparaison est effectuée entre les niveaux
d’énergie, issus de la résolution 3D des équations de Scrhodinger et de Poisson couplées,
utilisant le potentiel de polarisation défini a I’équation (6.3) (symboles), et ceux issus du
modele 1D associé au modele grossier (trait plein).

Si nous travaillons dans le cadre de la méthode de Hartree, 'équat@m¢us donne
directement la valeur des niveaux d’énergie dans la boite. Dans le cadre de la théorie
de la fonctionnelle de la densité, I'énergie totale du systeme contéhatectrons est
augmentée dbl (—eAV /2 —&\,) de sorte qu’en calculant le potentiel chimiqug, de la
boite polarisée, a partir du potentiel chimiqugde la boite non polarisée, nous retrouvons
aussi

Hpol = Mo — % — e\, (6.10)

Toutefois, un tel modéle n’est pas capable de décrire efficacement la polarisation des
boites quantiques (notamment pour des boites de grande taille) comme nous le montre la
figure6.15 ou nous comparons les résultats donnés par le modele 1D du chapitre précé-
dent, couplé au modele grossier de cette sous-section, avec ceux donnés par une résolution
3D des équations de Schrodinger et de Poisson. De plus, le constat serait encore pire si
I'on examinait les fonctions d’onde puisque le modéle grossier n’effectue aucune cor-
rection sur celles-ci. Il serait, par conséquent, incapable de décrire le déplacement de la
fonction d’onde sous I'effet de la polarisation.

Il nous faut donc trouver un moyen de traiter plus finement la polarisation. Une autre
idée consiste a traiter le potentiel de polarisation comme une perturbation par rapport aux
autres potentiels. L'utilisation de la théorie des perturbations stationnaires nous permet-
tra alors de développer les niveaux d’énergie sous la forme d’un polynéme fonction de
la tensionAV appliquée. En fait, nous verrons dans le paragraphe suivant que le modéle
grossier que nous venons de développer, résulte, ni plus ni moins, de I'application de la
théorie des perturbations au premier ordre. Pour espérer avoir une meilleure approxima-
tion, il va falloir pousser la théorie des perturbations jusqu’au deuxiéme ordre...
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[I-B  Théorie des perturbations stationnaires

Considérons le potentiel de polarisation (av&et B toujours définis par I'équa-
tion (6.7))

Hpen = —€AV (AX + B) — €V (6.11)
comme une perturbation devant I’hamiltoni&f de la boite quantique non polarisée dé-
fini par 'équation 5.6

57 () v

——=V{=V ]+ Vconf+ Vinter D = gi ;. (612)

2 m

Grace au modele 1D, exposé dans le chapitre précédent, nous connaissons de fagon simple
et rapide les énergies propr&sde I'hamiltonienH, et leur(s) état(s) propre(s) associé(s)
®,. La théorie des perturbations stationnaires de Rayleigh-Schrodit@fgnjous permet
de corriger les états d'énergfeafin prendre en considération la perturbatién,. Ainsi,
au deuxiéme ordre, I'énergie du niveau fondameéifalenant compte de la polarisation,
se développe en une fonction de I'hamiltoniép.. et des états propré®™ d’énergiet,
deH,

(6.13)

D| Hper| DM
i o 0]+ 3 [0
ou @, correspond a I'état fondamental @& d’énergie&,. Notons que I'équation préceé-
dente suppose que I'ensemijfe™} forme une base orthonormée de I'espace des états.
Nous sommes alors amenés a calculer, de facon tres générale, des coefficients de matrice
du type
(O | Hper| DT'). (6.14)

Le fait d’avoir développé une approximation analytique simple pour le potentiel de
polarisation, allié a la forme bien particuliere des fonctions d’onde issues du modele
1D, nous offre I'opportunité de calculer semi-analytiquement les différents coefficients
de I'équation 6.14). En effet, nous savons que chacune des fonctions d’onde, provenant
de la résolution de I'équation de Schrddinger a I'aide du modéle 1D, se décompose en
une partie radialei(r)/r ne dépendant que de la normealu rayon vecteur et en une
harmonique spheériqué™ @, ¢)

Un(r)

ml
o' ==

Les coefficientg®d"

Hper| @) s€ développent donc de la maniére suivante::
7_(pert‘ (Dnml) = (un’/r erln’

Or, sachant qu’en coordonnées sphérigues r sin(f) cogyp) (cf. annexeC pour les
notations)

a3

—XABAV |Unf V™) + (Df"

oM [-BeAV —éVy]. (6.16)

o

Hoen| @) = —AéAV/ Ty ru, dr
0

=21 O=rx
x/ / YY" sin(@)? codp) dpdd
p=0 0=0
+[~BEBAV — EVE] Sy Ornnt- (6.17)

2. Dans cette sous-section, les états propreg{glseront notésdb™ afin de bien faire apparaitre les
nombres quantiques issus des harmoniques shériques.
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Nous remarquons alors que la partie « angulaire » de l'intégrale peut étre déterminée
analytiguement. Le résultat du calcul, suivant les orbitales considérées, est présenté en
table 6.1 En fait, une grande partie de ces intégrales sur les adgktsy se révele
étre nulle du fait des symétries inhérentes aux harmoniques sphériques. En particulier,
il faut que les nombres quantiquest |’ soient de parité différente pour que I'intégrale
[ YY" sin@)? cosp) depdd soit non nulle.

Il est évident que nous ne pouvons pas développer la somme de I'équafidns(r
la totalité des fonction$®™}. Heureusement, le facteur efi(&, — &,) nous permet de
négliger des états propres de haute énergie ceux-ci n’ayant qu’une faible influence sur la
correction de I'énergie finale : nous tiendrons seulement compte des dix premiers niveaux

1s Us(NY2(@, p) /1 - s
[ u,(NYLO, 0)/r - Py
2p 1 up()YO,9)/r - P,
L up((r)Yfl((e,(p)/r - P
2s Us(NYS0, 0)/r  — &
WOYE0. ) o ey (6.18)
ua(rY, (@, p)/r —  d,y
3d 1 uwM)Y@,0)/r — dp
us(NY, @, 0)/r  — dyy
| W)Y 20, 0)/r - dy

La somme se simplifie alors et nous obtenons, compte tenu des résultats du @ableau
un développement polynomial au deuxieme ordre de I'énergie en fonctiaivde

E = E — 8V — aBAV + BEAV? (6.19)
a=B (6.20)

2 A [t ?
= — Us(r)ruy(rydr| . 6.21
P | wonm o] (6.2

Il est intéressant de remarquer qu’au premier ordre, nous retrouvons bien I'approxi-
mation du champ central exposée dans la sous-section précédente. Car, dans ce cas, la
symétrie sphérique du dispositif impoge= —L /2 de sorte qud = eAV/2 et que, par
conséguent,

1
€y = & — 8Vh— SBAV. (6.22)

Nous retrouvons alors bien I'équatiof.9).

En fait, plus qu'un développement au deuxiéme ordre, il s’agit d’'un développement au
troisieme ordre. En effet, la théorie des perturbations nous apprend que le terme d’ordre
trois se met sous la forma 35

(DO ‘Hpert‘ (D ((Dk ‘ Hpert‘ (D ) ((D| ‘Hpert‘ (DO) ‘((Dk ‘ 7_lpert‘ (DO)|2

2.2 &= E)E— &) = (ol Plr| @) D P00

k£0 10 k0
(6.23)
@, et @, représentant deux états quelconques, différentddele 'ensemblg®™}. Or,
les éléments de Matri¢®, | Hpen| Do) €(Po| Hper| @) NE sont non nuls qu'a la seule condi-
tion que les état®, et @, soit de parité différente dé,. Dans un tel cas, le seul moyen
pour que I’éIémen(t(Dk\Hpert\ cD|) soit lui méme non nul, est qui, et ®, correspondent au
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TAB. 6.1. Calcul des intégrales j:j:ozn ::0” Y_r/“/Ylm sin(@)? codp) dedd.
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(a) Rayon:30 A  Barriére : 24 A (b) Rayon : 60 A Barriére : 24 A
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FIG. 6.16. Niveaux d'énergie de I'état fondamental de boites quantiques sphériques, de 30 A
et 60 A de rayon, en fonction de la tension appliquée, du nombre d'électrons confinés et pour
une largeur de barriere d’oxyde de 24 A Une comparaison est effectuée entre les niveaux
d’énergie issus de la résolution 3D des équations de Poisson et de Schrodinger (symboles)
et ceux issus de la théorie des perturbation au premier et deuxieme ordre (traits pleins et en
pointillés).

méme état quantique. Nous trouvons ainsi que le terme d’ordre trois de la perturbation se
simplifie en

|((Dk ‘Hpert‘ (DO)}Z

> (194 o 1) = (0] e )] 15

k0

(6.24)

Enfin, commed, | Hped| @i) = (Po| Hpern| Do) = —BEAV —&\4, puisque le terme angulaire

de l'intégrale est nul (les orbitales rentrant en jeu dans l'intégrale étant identiques), nous
arrivons a la conclusion que le terme d’ordre trois du développement de I'énergie, dans le
cadre de la théorie des perturbations, est nul.

[I-C Résultats

Pour deux boites quantiques sphériques, de 30 A et 60 A de rayon, I'énergie corrigée
par la méthode des perturbations est présentée en figleen fonction de la tension
appliguée et du nombre d’électrons présents dans le nanocristal (la réféeatamt
toujours prise a zéro). Nous comparons I'énergie calculée a I'aide de la théorie des pertur-
bations au premier et deuxiéme ordre avec la résolution tridimensionnelle des équations
de Poisson-Schrodinger, en employant le potentiel de polarisation issu de I'égéa@)on (

Si I'accord est bon pour des boites quantiques de petite taille, et pour de faibles tensions
appliguées, cette méthode n’est pas assez précise lorsqu’il s’agit de décrire des boites
quantiques de taille plus conséquente. Dans de telles boites, I'influence de la tension ne
peut plus étre considérée comme une simple perturbation devant I’hamiltonien non pola-
risé’H,. Il nous faut, par conséquent, trouver une méthode plus rigoureuse qui permette de
trouver des valeurs correctes, pour I'énergie et les fonctions d’onde d’'une boite quantique
polarisée, et ce, quelles que soient sa taille et la tension appliquée.
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Il Décomposition sur la base des états propres déf,

IlI-A  Principe

Une autre méthode, pour prendre en compte les effets du potentiel de polarisation,
consiste a recourir & une technique trés répandue en mécanique quantique : le développe-
ment de la fonction d’onde sur une base d’états judicieusement choisis. Une base naturelle,
qui s'impose dans notre probléme est la base des fonctions propres de I’hamiltonien de la
boite quantique non polariséf,.

Définissons pafor I’hamiltonien de la boite quantique polarisée et décomposable
de la maniére suivante :

Hror = Ho + Hpoal, (6.25)

ou H,, est 'opérateur associé au potentiel de polarisation approché par sa forme analy-
tique

Hoy = —BAV (AX + B) — 8Vp, (6.26)

A et B étant toujours définis par I'équatio.7).
En décomposant la fonction d’on¢M,), solution de I'’équation de schrédinger

7_(TOT |an> = gr/q |an> 5 (627)

sur la bas¢®,} des états propres d¢, d’énergies,

W) = > al|o), (6.28)
j

le calcul des niveaux d’énergé passe par la diagonalisation de la matiiter, définie
par

Hror

Hror = | (@

c1>j>]”_ . (6.29)

Car, en remplacant?,) par sa décomposition (Ec6.@8) dans I'’équation de Schrodin-
ger 6.27) et en projetant sur un état quelconqudg|, nous sommes amenés a résoudre
une équation matricielle aux valeurs propres

[Hror] - [a"] = ([Ho] + [Hoal) - [27] = &[], (6.30)

avec

Ho = [(®@i|Ho|®j)] Hool = [(®i| Hpo| ©;)] (6.31)

ij ij "
La détermination de la matrice, ne pose aucun probléme puisque, par définition,
cette matrice est diagonale dans la base de ses états propres. Nous trouvons donc comme
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expression pouH, dans la bases] 2s, 2p,, 2p,, 2p,, 30y, 3d,,, 3d,4, 3d,2, 30s2_y2

Ho Ep (6.32)

I
&N

La détermination de la matrice,, = [<<Di|Hbias|CI>j>]ij a, quant a elle, déja été ef-
fectuée dans la section précédente lorsque nous avons calculé les éléments de matrice
(O™ Hoen @) Nnécessaires au calcul des perturbations. En se servant des simplifications
évoqueées dans la section précédente a I'équaidm)(et du tableal.1, Nous obtenons

alors
_ Wop Wap .
a — . —_—
6 6
o _Vys/:p s*p
NG /6
W Wep Wed _ Wha
/6 NG /30 V5
Wsp  Worp a Wod — Wed
V6 /6 V5 /30
a Wpd  _ Wpd
H. = V10 V10
pol Wpd
5 a
Wpd a
V10
— Wod a
W W "
_ Wod
| V5 a |
(6.33)
avec
o = —BeAV — e\, (6.34)
[ee]
0

Une méthode numérique standard de type QR (cf. anAesgectionlll) peut alors
étre employée de maniére a déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de la ma-
trice Hyor. Les valeurs propres délivrent directement I'ensemble des niveaux d’énergie, le
fondamental, ainsi que les niveaux excités, tandis que les vecteurs propres nous donnent
acces aux coefficientg nécessaires a I'obtention de la fonction d’onde

0) = X a0 ) = >, Wm0, ). (6.36)
ull jml
La détermination des fonctions d’onde prend toute son importance dés lors que 'on
pense au calcul du courant par effet tunnel. En effet, si calculer avec précision les niveaux
d’énergie d’'une boite quantique polarisée est une étape indispensable afin de prévoir I'état
statiqgue des composants a blocage de Coulomb, obtenir des informations sur les fonctions

d’onde électronique, I'est tout autant, si I'on veut décrire la dynamique des électrons.
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FIG. 6.17. Niveaux d’énergie de I'état fondamental de boites quantiques sphériques, de
30 A et 60 A de rayon, en fonction de la tension appliquée, du nombre d’électrons confinés
et pour des largeurs de barriere d’oxyde de 24 A Une comparaison est effectuée entre les
niveaux d’'énergie, issus de la résolution 3D des équations de Poisson et de Schrodinger
(symboles), et ceux issus du modele 1D, associé a la décomposition de I'hamiltonien sur la
base des fonctions propres de I'hamiltonien de la boite non polarisée (trait plein).

1I-B  Résultats

Afin d’obtenir des résultats plus précis, la base des fonctions propres de la boite non
polarisée est étendue aux niveayxet 4f . En fait, cette extension n’est utile que pour de
la détermlination des fonctions d’onde, celle des niveaux d’énergie ne nécessitant qu’une
base %, 2s, 2p, 3d.

Les valeurs des niveaux d’énergie de I'état fondamental de la boite quantique polarisée
sont présentées en figuBel 7 pour les mémes types de boites que celles de la fiyace
Nous y comparons les résultats obtenus par une résolution tridimensionnelle des équations
de Poisson et de Schrddinger (utilisant le potentiel de polarisation de I'équatB) ét
le « modeéle 1D étendu », basé sur la décomposition de la fonction d’onde sur les états
propres de I'hamiltonien de la boite non polarisée.

Nous pouvons en conclure que le modele 1D étendu offre de tres bons résultats, quant
ala valeur des niveaux d’énergie, et ce, quelle que soit la taille de la boite quantique consi-
dérée. Son efficacité en termes de temps de calcul (résultats quasi-immédiats contre une
journée pour 'ensemble des données 3D tracées en figlieen fait donc un élément
de choix dans I'optique de simuler un composant a blocage de Coulomb comportant un
grand nombre de boites quantiques différentes.

En outre, ce modele ne se contente pas d'offrir les niveaux d’énergie avec une bonne
précision, il est aussi capable de fournir les fonctions d’onde. En effet, en figui@st
6.19 sont représentées les coupes, suivant le ptar0, de la densité électronique calcu-
lée a I'aide du modéle 1D étendu, pour des boites quantiques de 30 A et 60 A de rayon,
contenant un électron et pour différentes tensions de polarisation appliquées. Ces coupes
sont a comparer avec celles des figuéeSet6.6: les résultats sont quasi-identiques. Une
comparaison plus quantitative est présentée en fi§i2@ou une coupe de cette méme
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FIG. 6.18. Coupe de la densité électronique suivant le plan Z = O pour une boite quantique
sphérique, de 30 A de rayon, contenant un électron a différentes tensions de polarisation.
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FIG. 6.19. Coupe de la densité électronique suivant le plan Z = O pour une boite quantique
sphérique, de 60 A de rayon, contenant un électron a différentes tensions de polarisation.

, (a) Rayon :30 A Barriére : 24 A 15102 (b) Rayon : 60 A Barriére : 24 A
510" . . . T T T T .
: ‘ ° Calcu‘\ 3D ® Calcul 3D
— 0.6V modele 1D — modeéle 1D
@ -2 @
g0 0.2V, ] £
o o 1107 [ ]
=] 2 3
93107 + il O
S 5
§ oV §
T 2107 | : © 5
2 w 5107 |- 1
= 2
GCJ -2 g
21107 L b g
0 ] ¢ 0! emomen +9 ném
-60 -40 -20 0 20 40 60 -80 -40 0 40 80
x (A) x (A)

FIG. 6.20. Profil de densité électronique le long de I'axe X en Z = Qet Y = O pour des boites
quantiques sphériques, de 30 A (a) et 60 A (b) de rayon, contenant un électron. La largeur
de la barriere d'oxyde est de 24 A Les résultats issus du calcul numérique 3D du potentiel
de polarisation (symboles) et ceux du modele 1D étendu (trait plein) sont comparés.



IV Conclusion et application 157

densité électronique suivant les plans= 0 etz = 0 est tracée. La densité électronique

et, par voie de conséquence, la fonction d’'onde calcuwiele modéle 1D étendu s’ac-
cordent donc de facon excellente avec le calcul exact, issu de la résolution explicite des
équations tridimensionnelles de Schrodinger et de Poisson.

IV Conclusion et application

IV-A  Application: nombre maximum d’électrons stockés dans un
point quantique

La détermination des niveaux d’énergie des boites quantiques polarisées nous permet,
dans un premier temps, d’évaluer le nombre maximum d’électrons stockés a 0 K en fonc-
tion de la tension appliqguée. En effet, celui-ci correspond tout simplement au nombre
d’électrons pour lequel I'énergig(N) du niveau fondamental est maximale, tout en res-
tant toujours inférieure au niveau de Fermi de I'électrode de droite (cf.G=®y. En
d’autres termes, le nombre d’électrons maximNimpouvant étre stockés dans la boite
guantique a 0 K, est donné par la relation

EFgauche< E(N) < EFdroite et E(N + 1) > EFdroite' (637)

Un exemple du nombre maximum d’électrons stockés dans une boite quantique sphé-
rique, de 60 A de rayon, est présenté en fighul Sur cette courbe, la référence des
potentiels est prise en bas de la bande de conduction du silicium et les électroges en
X; sont en aluminium dont le travail de sortie est dedV. Il apparait alors que ce nombre
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FIG. 6.21. Energie du niveau fondamental d'une boite quantique sphérique, de rayon 60 A,
contenant 1, 2, 3 ou 4 électrons et entourée de barrieres d’oxyde, de 24 A d’épaisseur, en
fonction de la tension appliquée aux bornes de deux électrodes en aluminium. Le nombre
maximum d’électrons, qu’il est possible de stocker dans la boite a O K, est représenté ainsi
que le niveau de Fermi des deux électrodes (traits pointillés). La référence des énergies est
prise a zéro, en bas de bande de conduction du silicium.
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est relativement faible : dans le cas présent, seuls quatre électrons arrivent a étre confinés,
dans une boite relativement grosse et pour une tension appliqué®de@e constat est
cohérent avec les simulations déja réalisées sur des dispositifs simi@Gré9]]. Outre
I'information sur le nombre maximum d’électrons qu’il est possible de stocker a 0 K, ce
graphique nous offre aussi 'opportunité de connaitre la valeur des différents paliers de
Coulomb pour lesquels un nouvel électron peut transiter a travers le dispositif.

IV-B Conclusion

Si la puissance des stations de travail ne cesse d’augmenter, la simulation tridimen-
sionnelle de dispositifs complexes contenant de nombreuses boites quantiques, différentes
les unes des autres, de par leur taille ou leur forme, semble encore hors de portée. Il est
donc de premiére importance de développer des outils capables de décrire aussi finement
gue possible des nanocristaux polarisés tant en termes de niveaux d’énergie que de fonc-
tions d’onde, dans des temps de calcul raisonnables. Le modéle 1D étendu, présenté ici,
allie ces deux propriétés et tiendra, en conséquence, une place de choix dans la réalisation
d’un simulateur de composants a blocage de Coulomb sur semi-conducteur.

Avant d’étudier la dynamique des électrons dans un systeme a blocage de Coulomb,
ce qui représenterait la continuité logique de ce chapitre, nous allons nous intéresser a une
approximation sous-jacente et inhérente a I'ensemble des modeéles développés jusqu’a
présent: I'approximation de la masse effective.

e Est-elle toujours valable pour des boites quantiques aussi petites?
e Que dire de la dégénérescence des six vallées du silicium?

Voila un petit apercu des questions auxquelles nous allons tacher de répondre dans le
chapitre suivant...



Chapitre 7

N\ e I'approximation
. de la masse effective

| Introduction

ANS les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés a la structure électronique
de boites quantiques en silicium (et plus généralement semi-conductrices) dans I'ap-
proximation de la fonction enveloppe et de la masse effective. Toutefois, on peut s’inter-
roger sur la validité d’'une telle approximation, dans le cas de nanocristaux de quelques
nanometres de dimension, ou la notion de structure de bandes devrait s’évanouir. Une ma-
niere d’appréhender ce probléme consiste a traiter le nanocristal, a I'échelle atomique, a
partir de méthodes du type pseudopotenti@ ou liaisons fortes107, 108 110.

Le présent chapitre repose sur une comparaison des résultats précédemment établis,
dans le cadre de I'approximation de la masse effective, avec une description « molécu-
laire » des nanocristaux. Cette description, qui s’appuie sur la méthode des combinaisons
linéaires d’orbitales atomiquesi(OA), devrait nous apporter, au prix de calculs plus com-
plexes, une image plus fine des phénomenes physiques ayant lieu a de telles échelles.

Le détermination des niveaux énergétiques, par la méthode, s’articule autour de
parameétres représentant I'interaction entre les orbitales des atomes constituant le nano-
cristal. Le choix de ces paramétres devient donc crucial dans I'optique de notre étude. A
cette fin, nous allons utiliser ceux rentrant en jeu dans le calcul de la structure de bandes
du silicium par la méthode des liaisons fortes — le pendant de la méthamkepour les
solides cristallins.

La premiére section de ce chapitre abordera, par conséquent, la théorie des bandes,
appliguée au silicium dans le cadre de la méthode des liaisons fortes. La seconde section
portera plus précisément sur I'application de la méthodeA au cas des nanocristaux
de Silicium, tandis que, dans la troisieme section, nous confronterons les résultats, ainsi
obtenus, avec des calculs issus de I'approximation de la masse effective afin d’en évaluer
les limites. Enfin, dans la derniere section, nous nous intéresserons plus particulierement a
la notion de tenseur de masse effective et a la validité de son approximation par une masse
effective moyenne isotrope.

159
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Il Théorie des bandes par la méthode des liaisons fortes

[I-A  Principe général de la méthode

Dans le modele des liaisons fortes, appligué aux molécules, les électrons sont sup-
posés fortement liés au noyau atomigue, comme dans le cas des atomes. Ainsi, quand
deux atomes se rapprochent suffisamment I'un de l'autre, leurs orbitales atomiques se re-
couvrent pour former une liaison chimique. Le cceur de la métimam, telle qu'on
I'utilise pour les molécules, repose alors sur le développement de la fonction d’onde glo-
bale du nuage électronique en une combinaison linéaire des orbitales atomiques.

Ce principe de développement de la fonction d’onde reste identique quand il est ap-
pliqué aux solides cristallins. En tirant parti des différentes symétries du cristal, la mé-
thodecLoA offre I'opportunité de calculer la structure de bandes d’'un solide a I'aide d’un
nombre restreint de parametres (dits de recouvrement) et représentant, grossierement, I'in-
teraction s’exercant entre deux atomes voisins du réseau cristallin. Le nombre d’orbitales
a considérer dans le développement, ainsi que le choix des parametres de recouvrement,
tiennent alors un réle crucial dans la précision des résultats obtenus par cette méthode.

L’atome de silicium est constitué de 14 électrons et sa structure électronique se décom-
pose de la maniére suivantes®12s? 2p® 3s® 3p?. Il semble donc, de prime abord, que
pour étudier les électrons de valence, il suffise de traiter les interactions entre les orbitales
s et p des atomes plus proches voisins dans le cristal. Hélas, une telle approche ne permet
pas d’obtenir une structure de bandes suffisamment fine ; en particulier, on ne retrouve
pas le minimum de la bande de conduction en valléé\fin de pallier ce probléme, P.
VOGL, HAROLD P. HIALMARSON et JOHN D. Dow [117 ont inclu une orbitale sup-
plémentaires* qui permet de créer un niveau vide antiliant supplémentaire. Toutefois,
ce modele présente encore quelques lacunes. Une autre maniére de procéder consiste a
prendre en compte les interactions entre un atome et ses deuxiemes (voire troisiemes,...)
plus plus proches voisind (7, 108|.

Pour notre part, nous nous sommes tournés vers un modele dsfgidencluant les
orbitalesd et ne tenant compte que des interactions entre atomes plus proches vaisins.
Dans un souci de clarté de I'exposé, nous limiterons, cependant, les explications au cas
d’'un modele ne faisant intervenir que les orbitaded p.

lI-B Parametres de recouvrement
[I-B.1 Deux atomes ayant un axe de référence commun

Soient A et B deux atomes de silicium. L'interaction entre deux orbitales atomiques a
pour conséquence la création de deux nouveaux niveaux d’énergie (cf. Fig.

¢ |'un associé a une orbitale liante (symétrique), d’énergie plus faible que les niveaux
atomiques initiaux,

e l'autre associé a une orbitale antiliante (antisymétrique) d’énergie plus élevée.

Lors de I'étude de deux atomes, on peut toujours s’arranger pour que leur repére associé
ait un axe commurz (cf. Fig. 7.2a), et ce, afin de simplifier le calcul des coefficients
d’interaction. On retrouve alors les différents cas de recouvrement, présentés en.8gure
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FIG. 7.1. Diagrammes énergétiques du recouvrement des orbitales Set P de deux atomes A
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les reperes ne peuvent plus avoir d’axe en
commun.
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L'état |¥) du systeme ainsi défini est régi par I'équation de Schrodinger
HIY)=E|¥Y) = (YIHa+ Hs|¥) =E(Y|Y). (7.1)

De facon générale, il est toujours possible de décomgdsesur une base de fonction

|@n)
W) =D Culon) - (7.2)

Dans le modeleLoA les fonctions de basg,) correspondent aux orbitales atomiques
des atomes A et B.€.la base orthonormale formée par 'ensensjless, pea,---)
|¥) = C1lSa) + ColPxa) + CalPyn) + CalPza) + CslSe) + Co | Pyg) + - - (7.3)

En injectant cette décomposition dans I'équation de Schrédifghmous sommes alors

ameneés a calculer des termes du type
(sa|H|sa), (Pxa|H|Pxa)> - (7.4)
(sa|M|ss), (sa|™|psg)s -

qui représentent les parametres d’interaction du modéle des liaisons fortes. Dans un souci

de |égereté d’écriture, nous notons ces termes

(SA‘H‘SB) = Vss (SA H pr> = Vspa
(sa] M| Pyg) = Ve (Sa|H | Pug) = Vo 75
(pXA H pr) = Vopr (pyA ‘H‘ pyB) = Vopr '
<pZA H sz) = Vppo

ou les parametreg,,, etV,, sont respectivement associés aux liaiseret z des orbi-
talesp. Les termes d’'« auto-interaction » sont, quant a eux, notés:

(sa|H[s8) = Es
7.6
(PalHIpn) = E,. (7.6)
Sachant, de plus, que, par définition des orbitales atomiques:
(salH|pa) = 0. (7.7)

[I-B.2 Deux atomes n’ayant pas d’axe de référence commun

Dans le cas d’'un solide cristallin comme le silicium, un atome quelconque subit les
interactions des autres atomes du cristal. Dans un tel cas, nous ne pouvons plus construire
des repéres ayant un axe en commun. Nous avons alors, dans le cas le plus simple, des
repéres comme ceux tracés en figuarzo.

Les valeurs des termes d'interaction dans un tel systeme d's)e(ss), (Sa|H| ps),---)
peuvent alors étre exprimées en fonction des teMbg¥s,, , Vopo s Vopr »-.. d€finis préece-
demment. Par exemple, nous pouvons écrire, avec les notations de larf@uf@31] :

(Pya|H| Pyg) = Vop COS(O) + Vpp, SINF(6). (7.8)
Dans le cas général, si nous notahie vecteur reliant deux atomes du réseau

|
d=d[ m
n

d

—d, (7.9)

le tableau7.1 rassemble les relations liant les coefficients d’interaction aux parametres
définis a la sectiofi-B.1.
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TAB. 7.1. Coefficients d’interaction entre deux atomes dont les repeéres ne possedent pas un

axe commun.
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maille ;

e

FIG. 7.4. Notations utilisées pour le repérage des atomes dans le cristal.

lI-C Application au calcul de la structure de bande
[I-C.1 Introduction et notation

Si nous voulons appliguer la méthode des liaisons fortes aux solides cristallins, il faut,
auparavant, exploiter les symétries intrinséques du cristal parfait et, notamment, de son
invariance par translation. En effet, privés de ces informations, nous aurions a tenir compte
de I'influence de la totalité des atomes constituant le crisglyne infinité), ce qui est
impossible en pratiqgue. Dans le cas des boites quantiques, qui ne sont pas invariantes par
translation, nous devrons toutefois étudier les interactions subies par chacun des atomes
du nanocristal.

Prenons alors un atome de silicium, seul dans I'espace, décrit par I'hamiltagien
Soientg,, () les fonctions propres, d'énergi,, de cet hamiltonieni. les orbitales
atomiques)

Hopm(1) = Enpm(r). (7.10)

Pour les électrons de valence du silicium, on a, par exemple; 3s, 3p,, 3p,, ... A un
atome placé en = r,, correspond ainsi la fonction d’'ondg,(r — ry).

Nous construisons, ensuite, le réseau cristallin du silicium en plagant les atomes aux
différents nceuds du réseau, une maille éléemenfaétant repéerée par le vecteRy (cf.
Fig.7.4). Le silicium cristallisant dans une structure de type diamant, il existe deux atomes
par maille élémentaire ; ces atomes sont repérés a l'intérieur d’'une maille par le vecteur
I, (I = 1 oul = 2). Un atomea quelconquel®™ atome de lgj*™ cellule du réseau, est
donc positionné en (cf. Fig..4)

R.=R +1. (7.11)
Avec ces notations, tout vecteTirlaissant invariant le réseau cristallin s’écrit :

II-C.2 Méthode cLOA

Employons la méthode des combinaisons linéaires des orbitales atomiques afin d’étu-
dier, comme on le ferait dans une molécule, la fonction d’ditie des électrons dans le



Il Théorie des bandes par la méthode des liaisons fortes 165

cristal de silicium, dont I'hamiltonien global est ngté
") =" an.lon —Ra), (7.13)

avec, bien entendu,
HIYY =E"|P"). (7.14)

La somme sur l'indice indique que I'ensemble des atomes du cristal participe au dé-
veloppement de la fonction d’onde tandis que la somme, sur l'indiceprésente I'in-
fluence de chacune des orbitales d'un atome particulier. En injectant la décompdsit®n (
dans I'équation de Schrodingét.14) et en projetant sufp,, (f — R« )|, nous obtenons

Z Za;a<¢m/ (F - ﬁa/) Hlom (f - ﬁa)> =E" Z Zar';a<gom/ (? - ﬁa/) Pm (F - ﬁa)>
v v (7.15)
Nous supposons alors remplie la condition d’orthonormalisation
(on (F = Rar) | (7 = Ra) ) = Grdua (7.16)

A cela, deux explications sont envisageables :

e soit on suppose que le recouvrement entre les orbitales de deux atomes différents
du réseau est faible (les distances entre atomes étant relativement importantes dans
le réseau cristallin), de sorte que le produit scalaire entre ces deux orbitales soit
quasi-nul (le caractére orthonormal de I'enseniblgr — R.)}., assurant le terme
€NJmnr) ;

e soit (et c’est I'explication la plus rigoureuse) on décide, non pas de prendre direc-
tement comme fonctions de base les orbitales atomigyenais les orbitales de
PER-OLOV LOWDIN [10€], combinaisons linéaires des,, remplissant la condi-
tion d’orthonormalisation.16) tout en conservant les propriétés de symétrie des
orbitales atomiques classiques.

Sous la condition d’orthonormalisatioi.(6), I'équation de Schroédingei7 (14 se sim-
plifie alors et il nous reste a résoudre le systeme::

H

Pm (r? B 7%&)> - Enagw’a/’

(7.17)
ou M et N, correspondent respectivement au nombre d’orbitales employées et au nombre
d’atomes dans le cristal.
Nous sommes, a présent, face a un probléme aux valeurs propres et nous devons dé-
terminer I'ensemble des éléments propfES}, eta; . de la matricealM.N,) x (M.N,)

v, a) € [L, M x (1, NI > >l om (7= Ra)
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atome 1 atome 2 atomea atomeN,
—_— —
S’pxpy’... S’pxpy’... S,pxpy,... S’pxpyj...
B T S
p, atomel
S
p, ¢ atome 2
H= :
S
Haa’ e e px s atomea’
S
Px atomeN,

(718)

H.» étant une matricé x M du type
~ S B Py P _
: S
H 5 > (7.19)
aa — py .
Noyp, o+ v o
avec, par exemple,
Np.p, = <¢pz (f —Raf)\H\(ppy (f —R)> (7.20)

Bien entendu, dans le cas d’'un solide ou le nombre d’atomes est trés important, une
telle méthode directe estinenvisageable : il faut tenir compte de I'invariance par translation
du cristal. En revanche, dans le cas ou le nombre d’atdpesste raisonnable, ce qui est
le cas dans les nanocristaux, le calcul numérique des valeurs propres de la hhateiae
étre effectué, comme nous le verrons en sedtion

[I-C.3 Invariance par translation du réseau cristallin

Si T est un vecteur laissant invariant le réseau cristallin par translation alors l'action
de T sur 'hamiltonienH laisse également celui-ci invariant. Le théoreme de Bloch nous
assure alors que la fonction d’'onde des électrons prend la forme suita8t4 27

YK + T) = eXTPX(p). (7.21)

Afin d’assurer a la fonction d'onde, issue du developpement sur la base des fonctions
{pm(T — Ra)}ma la propriété 7.21), nous allons auparavant transformer (par un jeu de



Il Théorie des bandes par la méthode des liaisons fortes 167

combinaisons linéaires) ces fonctions de base afin qu’elles remplissent, elles-mémes, la
condition de Bloch.

Prenons alors comme base, pour la méthodea, les fonctionsdk telles que
W) = — 3 @R (7 = (R 1) (7.22)
N4

ou N représente le nombre de cellules élémentaires du cristal. On démontre aisément, a
I'aide d’un réindicage dans la somme, que pour tout vedtesr R — R, laissant invariant

le réseau par translation, les fonctlcrhﬁ, sont des fonctions satlsfalsant au théoreme de
Blochi.e. d)kl(r + T) = e"”CD /(r). De cette maniére, en prenant pour fonction d’onde
globale|¥") une comblnalson Ilnéaire des fonctioﬁ){%ﬂl précédentes, la propriété.R1)

est vérifiée. Signalons, en outre, que si les fonctions originalgs— (Iij —1))] forment

une base orthonormale, alors on montre facilement que les fon¢d{jﬂsforment aussi

une base orthonormale

(0%

m/./> = OO (7.23)

Le méme type de calcul que précédemment avec les fonctions dé@haseus améne,
cette fois, a résoudre le systéme:

v(m, 1) e [1, My x [1, L] zza”k<cb"mk,l,

Q) = Eap,  (7:24)

avecL le nombre d’atomes par maille élémentaire. Dans le cas du silicium, semi-conduc-
teur de type diamant avec deux atomes par maille, nous n’avons plus qu’a diagonaliser
une matrice ® x 2M ; soit un gain substantiel par rapport au cas ou nous n’avions pas
tenu compte de l'invariance par translation. Par exemple, dans le cas ou I'on choisit une
base de quatre orbitales atomiques3®, 3p, 3p,, nous devons rechercher les valeurs
propres de la matrice 8 8 suivante (I'indice sous le type de I'orbitale correspondant a la
valeur dd):

SS S Py Py Py Pe Py Pz

sz

. pzl

Dy1 pX2

Py,
pZz

avec

ok | 2(r)>. (7.26)

hpylpx2 _< py1=1
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Maille j

Maille 1

Maille N

FIG. 7.5. Illustration de la simplification de la somme considérée a I'équation (7.27).

[I-C.4 Approximation des interactions entre plus proches voisins

Sinous avons déja réussi a réduire considérablement le probleme initial, en employant
des fonctions de base remplissant la condition de Bloch (les matrices a diagonaliser pas-
sant d’'une taillgd N,.M) x (N,.M) a une taille plus raisonnable M) x (2M)), nous
allons voir que la matrice finale peut encore se simplifier et s’écrire a I'aide des différents
parametre¥;,, V,s,... de la sectiotl-B.1.

En développant un élément quelconque de la matr@5), nous obtenons

Py = < "y H‘ >
_ Zzék[<RJ+r.> (Ry/+11)] <¢, (F — (R + ﬁ/))‘H Pm (f — (R + ﬂ)))
(7.27)

La somme sulj’ représente la somme des interactions entre la mdiljeet les autres
mailles du réseau, I'indicg¢ variant de 1 &N (cf. Fig. 7.5).

Compte tenu de l'invariance par translation du réseau, la somme des interactions su-
bies par une maillg et 'ensemble des autres mailles du réseau ne dépend pas de la maille
j choisie au départ. Il en résulte que la double somme de I'équation précédente compta-
bilise, en fait,N fois la méme somme d'interactions entre une mailiguelconque (par
exemple la premiére oR; = R;) et les autres mailles du réseau (Figh). Cette double
somme se simplifie alors en:

hm|/m/|/ = ZéRI[<§l+ﬂ)_(§j/+ﬂ/)l <¢m’ (F - (ﬁj’ + FV)) ‘H

j/

on (F = (R+7)))  (7.28)

Nous supposons alors que les seules interactions non nulles, intervenant dans cette
somme, ont lieu entre atomes plus proches voisins. Dans son réseau de type diamant,
un atome de silicium ne possede que quatre plus proches voisins; la somme de I'équa-
tion (7.28 se réduit donc a quatre termes. Notons adarsjz, d3, d4 les vecteurs reliant
un atome de silicium a ses plus proches voisins

4

1 1 -1 -1
a < < a < a
1 -1 -1 1

D
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FIG. 7.6. Représentation schématique de I'approximation de 'interaction entre plus proches
voisins : si, théoriquement, I'atome n° 1 de la maille centrale subit les interactions de I'en-
semble des autres atomes du réseau, nous supposons que les seules interactions non négli-
geables ont lieu entre ses plus proches voisins (ici les atomes n° 2 des mailles voisines).

ou a est le parameétre de maille du réseau.

Prenons, comme exemple, le cas de 'interaction entre deux orlstd¢edeux atomes,
'un pour lequell = 1 et un l'autre pour lequdl = 2; compte tenu de la symétrie
sphérique des orbitalssde ce que nous avons vu au paragrapiiiel et du tablear.1

<3(F) H‘SZ(F - &n)> — V., pourd=di, 0y ds, di, (7.30)

de sorte que

ooy = (€% 4+ 5% 4 €5 1 g5) v (7.31)
Ainsi, en posant, = (€% + gk% 4 gkd 4 dkd) /4 etV,, = 4V,,, nous obtenons:
s, /s, = QoVss. (7.32)

En réitérant ce type de calcul pour chacun des éléments de la mau2& oous
aboutissons, dans le cas d'une bapg[13]]:

ES Vssgo 0 0 0 VSpgl Vspgz Vspg3
Vssgg Es _Vsng _Vspg; _Vspg; 0 0 0

0 — Vsplh Ep 0 0 VixGo ViyO:  ViyOo

_ 0 — Vsp02 0 ED 0 nygs VixQo nygl

H = 0 - Spg3 0 0 Ep ny92 nygl Vxxgo ’ (733)
Vspgi 0 Vxxgs nyg:: nyg; Ep 0 0
Veell; 0 Vglr V@ Vg 0 Ep O
| V03 0 V05 V01 VixOs 0 0 E, |
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avec
go=Z(€’k'dl+ék 2+ékd3+ék.d4)
glz_(ék.d1+ék2_ék s _ 4)
< ‘1‘ Yy (7.34)
gz:z(ék'dl—ék'2+ék et )
o = % (éi.&l _ ks _ gk _|_eik’f4)
et (cf. Tab.7.1)
Vss:4VSSn
Vep = AVy //3 (7.35)

Vix = 4(Vppa + 2Vppn)/3 '
ny = 4(Vppo - Vppn)/3
Pour résoudre le probleme final, il suffit maintenant de connaitre les différents para-
metres d'interaction\ss, Vsp, Vxx, Vxy) €t d’autointeractionk et E,). Ceux-ci sont éva-
lués en les ajustant de maniére a décrire, avec la meilleure précision possible, la structure
de bandes du silicium dont quelques points particuliers sont connus a I'aide de méthodes
expéerimentales : de la provient le caractéere semi-empirique de la méthode.

II-D Modéle des liaisons fortes sur une bassp’d®
[I-D.1 Choix du modele

Au terme de cette analyse, un choix important s'impose a nous: sur quelle base de
fonctions allons nous développer la fonction d’'onde ? Cette décision se révéle d’autant
plus capitale que, dans le cadre de I'étude des nanocristaux de silicium, les matrices aux-

quelles nous aurons affaire sont du méme type que celle de I'équéti ét par voie
de conséquence, de grande taille. En effet, nous devons effectuer un compromis entre

e utiliser un nombre suffisant de fonctions de base afin de décrire finement la structure
de bandes d’'un cristal de silicium,

e tout en minimisant ce nombre afin de permettre, de fagon pratique, la diagonalisa-
tion de la matrice{.18).

Dans I'approximation des interactions entre plus proches voisins, nous avons a notre
disposition les bases suivantes::

e sp’: cependant, cette base ne permet pas d’obtenir le gap indirect du silicium;

e sp’s': si cette base offre 'avantage de recréer le gap indirect du silicium, elle ne
permet toutefois pas d’évaluer de maniere correcte la masse transverse des élec-

trons;

e sp’d®: comportant neuf orbitales, cette base restitue, de maniére relativement cor-
recte, la premiére bande de conduction du silicium;

1. Dans un souci d'alléger les écritures, dans ce chapitre, le conjugué des vayisbtasotéy".
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TAB. 7.2. Valeur en électron-volt des parametres d’interaction de I'hamiltonien dans la base

sp’d® [109].

(= E, Eq (= Vss Vix Vyy
—4.1529 30471 69900 195033 —8.2300 20471 42553
Vsp Vsda Vpdo Vpdn’ Vdda Vdd7r Vd do

59134 08088 —5.1862 —11.3950 —-1.0481 136586 —5.8832

e sp’d®s* [105: cette base permet, certes, une meilleure description de la structure de
bande du silicium, mais son nombre d’éléments élevé s’avere un frein a la résolution
numérigue des matrices de grande taille que nous aurons a traiter, lors de I'étude des
nanocristaux.

Au vu des possibilités offertes, nous nous sommes donc tournés vers lsfdset ses

neuf orbitales (spy, Py, Pz, Ayy, dyz, Oyx, Gea_y2, d2_;2/3) dans I'approximation de l'interac-

tion entre plus proches voisins (les paramétres d’interaction, reproduisant la structure de
bandes du silicium dans cette base, ayant déja été calculés en réfd@dre [

Il e(t été possible d’inclure les effets des deuxiémes (voire troisiemes) plus proches
voisins dans les parametres d’interaction tout en limitant le nombre d’orbitales a consi-
dérer [LO7, 108, toutefois, il semble que les orbitalésjouent un réle indéniable dans
la structure de bandes du siliciurhd9. De plus, la détermination des parametres d’in-
teraction prenant en compte les interactions entre deuxiemes plus proches voisins aurait
demandé un travail dépassant largement le cadre de cette thése.

[I-D.2 Matrice hamiltoninenne dans la basesp’d®

La matrice hamiltonienne décrivant le cristal de silicium dans la ba&# est don-
née en figurg.7[109. L'expression des différents coefficients la composant est tirée du
tableau7.1 (attention toutefois, le coefficient 4 qui apparaissait dans les paramétres de
'équation (7.395, est maintenant inclu dang,, Vyg.,---). Nous obtenons alors

Vis = Vi, /v/3 Vig =0

Ve, =0 Vs = (\/évpdo' + Voar)/ 3V/3
Vas = (V3Voo, —2Vp4)/3V3 Vo = Vi

Vg = Vipar /V/3 Vog = —Vpur /3

V38 = _st V39 = V29

V4g =0 V49 = —2V29

7.36
Vs = (BVads + 2Vaar + 4Vaws)/9 Vs = V7 ( )

Vs = (8Vuar — Vlaar — 2Vuas)/9  Veg =0

V59 = _2V78/ \/é V68 = _V78

Voo = —Vig Vg = (Vagr — Vaas)/3
Vig = (Vddn - Vddb‘)/ 3\/§ Vog = Vg

Vas = (2Vaar + Vaws)/3 Vg =0

Les valeurs numériques des parametres d’interaction que nous avons utilisées sont, quant
a elles, issues de l'article deHBNG Y UAN REN, XIA CHEN et JOHN D. Dow [109 et
rassemblées au table@L?
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FIG. 7.7. Matrice hamiltonienne dans la base Sp*d®.
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TAB. 7.3. principaux résultats dérivés de la structure de bande du silicium avec le modele
des liaisons fortes SpP°d®.

Position du minimum de la bande de conduction 85169

Energie du gap Ecap~ 1.14 eV
Masse longitudinale m, ~ 0.74
Masse transverse m, ~ 0.15

15

(&

2L |
S0 _—
2
L
_5,
_10,
_15 [111] [100] [110] Densité d'états
L A r A X S UK z r
FIG. 7.8. Structure de bandes du silicium calculée i FIG. 7.9. Surfaces équi-
I'aide de la méthode des liaisons fortes dans une base énergie dans la zone de
spid°. Brillouin : les six vallées A

du silicium sont parfaite-
ment apparentes.

lI-E  Application et principaux résultats

_Lastructure de bandes de la figit&est obtenue en déterminant, pour chaque vecteur

k appartenant a la zone de Brillouin, les valeurs propres de la matrice hamiltonienne de la
figure7.7. Nous constatons qu’avec ses neuf orbitales et, dans le cadre de I'approximation
des interactions entre plus proches voisins, la lsqé” reproduit correctement la pre-
miere bande de conduction du silicium. La figiut@représente, quant a elle, les surfaces

a énergie constante dans la zone de Brillouin : nous retrouvons bien les 6 ellipsoides de
révolution du silicium et, en conséquence, la dégénérescence des six vallées

Les principales caractéristiques de la structure de bandes, ainsi calculée, sont résu-
mées au tablead.3; nous remarquons, notamment, que les valeurs de la position du
minimum de bande de conduction et de I'énergiegdp s’averent excellentes. Si celles
des masses transverse et longitudinale restent, certes, encore un peu éloignées des valeurs
expérimentales, nous retrouvons tout de méme le bon ordre de grandeur. Rappelons que
le but, ici, nest pas d’obtenir une structure de bandes parfaite mais plutdt d’utiliser de
deux maniéres différentes, mais cohérentes, les résultats obtenus: d’'une part les coeffi-
cients d'interaction seront employés dans le cadre de I'étude des niveaux d’énergie d’'un
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FIG. 7.10. Densité d’états du silicium cristallin obtenue a I'aide du modeéle des liaisons fortes
sur une base SP°d® et de la méthode des tétraedres.

nanocristal par la méthods 0A et, d’autre part ces niveaux seront compares a ceux cal-
culés a partir de I'approximation de la masse effective en utilisant les valeurs des masses
effectives du tableaid.3.

La densité d'états est une autre propriété qu'il pourra étre intéressant d’étudier sur
les nanocristaux. A cette fin, nous avons calculé (cf figui€), a I'aide de la méthode
des tétraedres (cf. annefesectionVIl), la densité d’états tirée de la structure de bandes
précédente.

Il Théorie des liaisons fortes appliquée aux nanocristaux
de silicium

llI-A  Principe

Au vu de la section précédente, la méthode des liaisons fortes apparait tout a fait adap-
tée a une étude a I'échelle atomique des boites quantiques en silicium. En effet, si dans
les nanocristaux il faut renoncer a I'invariance par translation, il reste toujours possible
de résoudre la matric&/ (L8 (repérant les interactions atome par atome) pour peu que
le nombre d’atomes constituant la boite ne soit pas trop élevé. On s’attend, alors, pour
des tailles de nanocristaux relativement grandes a retrouver les propriétés du cristal de
silicium (énergie dgap, densité d’états,...)

La question qui se pose concerne le choix des paramétres d’interaction. Afin de pou-
voir comparein fineles résultats avec ceux issus de I'approximation de la masse effective,

il parait naturel d'utiliser les valeurs de parametres d’interaction du tal€awe’est-a-

dire les valeurs qui nous ont permis d’établir la structure de bandes. De méme que dans
le cristal de silicium, nous considérons l'interaction entre atomes plus proches voisins,
comme la seule contribution non négligeable.
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Néanmoins, avant tout, la premiere étape consiste a « construire » le nanocristal de
silicium de fagon a repérer les atomes dans I'espace et a définir les interactions non nulles.
Nous serons alors a méme de remplir la maticE8 avec les sous-matrice&19 qui
correspondent a l'interaction de deux atomes plus proches voisins. La prochaine sous-
section est donc dévolue a la description de la méthode de construction des nanocristaux.

[1I-B  Construction des nanocristaux de silicium

Pour des raisons de simplification, nous faisons I’hypothése que les atomes de silicium
dans le nanocristal, sont placés sur les sites d’'un réseau de type diamant. En outre, nous
supposons que la longueur des liaisons Si—Si reste identique a celle du cristal de silicium
massif. Certes, les petits agrégats de silicium, ni ne cristallisent dans une réseau de type
diamant, ni ne gardent les mémes longueurs de liaison Si—Si du cristal parfait ; néanmoins,
la structure de ces agrégats (qu'il faudrait étudier a I'aide d’'une méthode de type dyna-
migue moléculaire) est un probléme en soi et dépasse le cadre de cetteléida J).

Il nous faut maintenant réfléchir a la maniére de traiter I'état de surface. En effet,
un nanocristal étant de dimension finie, les liaisons des différents atomes de silicium en
bordure ne sont pas saturées. Afin de résoudre ce probléme les liaisons pendantes des
atomes en surface sont comblées a I'aide d’atomes d’hydrogéne. Nous prenons comme
longueur de la liaison Si—H celle de la molécule de silang Sildst-a-dire 1480 A [124).

La construction du nanocristal, proprement dite, va consister en la détermination d’une
matrice M, listant les liaisons éventuelles entre les différents atomes du nanocristal.
Ainsi, chague atome de silicium et d’hydrogéne est numéroté et a chaque ligne (colonne)
de la matrice correspond un atome patrticulier. Si aucune liaison n’existe entre I'étome n
et 'atome A |, nous avons

Minter[i; J] = Minter[j; |] =0. (737)

A linverse si une liaison existe, nous notonsMp.[i, j] la direction de cette liaison :

1 pour une directiond, —1 pour une direction —d;
2 pour une direction d, —2 pour une direction —d, (7.38)
3 pour une direction d; —3 pour une direction —d; '
4 pour une directiond, —4 pour une direction —d,
Bien entendu, avec ces notatios,.[i, ] = —Miwel j, 1]. Paralléelement, nous remplis-

sons une table ou chaque atome est mis en correspondance avec une place spécifique dans
I'espace. Pour la molécule de SiHa matriceM;., S’écrit donc

Sii Hi H, H; H,

[ 01 2 3 4] si
-1 H,
M, = (7.39)
—2 H,
-3 H,
| -4 1 H

La construction des nanocristaux s’effectue alors de maniére récurrente de proche
en proche: a partir de la matridé;.., d’'un nanocristal déja construit, nous remplagons



176

Chap. 7 De I'approximation de la masse effective

Si; H; H, H; Hy

1 2 3 4 |[Si 1 2 3 4 [Sj
-1 H;
-2 Sis
-3 Hs -3 Siy
—4 Hy —4 Sis
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[ Y12 3 4
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=) -1 -3 —4
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3

FIG. 7.11. Construction de la matrice Mine, par récurrence.

chaque atome d’hydrogéne par un atome de silicium et recalculons la table des posi-
tions des atomes (Fig..11 étape A1l). Si deux atomes de silicium partagent la méme
position, un de ces deux atomes est éliminé du tableau des positiondvki.deNous
obtenons alors une matrice temporaire ne tenant compte que des seuls atomes de silicium.
Nous nous rendons compte que certaines lignes (et colonnes) de cette matrice comportent
moins de quatre termes; autrement dit, certains atomes de silicium ne sont pas saturés.
Nous rajoutons alors autant d’atomes d’hydrogene qu’il est nécessaire afin de combler
les liaisons vacantes et nous étendons la matlge. du nombre de lignes (colonnes)
adéquat (Fig7.11étape A2)2.

En employant cette méthode de proche en proche, nous sommes & méme de construire
des nanocristaux de taille variable mais dont la forme globale reste inchangée (£f1Big.
En effet, en observant la figuie13a, nous constatons que les nanocristaux forment glo-
balement un cuboctaéedre régulier, dont un exemple est tracé enTigdpe

Afin de comparer ultérieurement nos résultats avec la méthode de la masse effective,
il nous faut définir le volume des nanocristaux. Ce volume est désigné par le rayon de la
sphére, de volume équivalent au cuboctaéedre circonscrit au nanocristal ; son volume est
relié a la longueuc d’un de ses c6tés par la relation

V =52/3¢%. (7.40)

Le tableau7.4 regroupe pour chaque nanocristal construit, le nombre d’atomes de sili-
cium, le nombre d’atomes d’hydrogéne, la longueur du cété du cuboctaédre circonscrit,
son volume ainsi que le rayon de la sphere de volume équivalent. Dorénavant, dés que
nous parlerons du rayon d’'un nanocristal (ceux-ci n’étant pas sphériques), nous ferons
référence a ce parametre.

2. Le programme MTLAB mis en ceuvre permet, de plus, de sauvegarder les positions et liaisons des
différents atomes en un formabs lisible sur nombre de logiciels libres et commerciaux.
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FIG. 7.12. Construction progressive des nanocristaux par récurrence: i chaque itération,
un atome de silicium prend la place d’un atome d’hydrogene. Les atomes d’hydrogene sont
ensuite disposés de facon a combler les liaisons laissées vacantes.

(a) nanocristal typique (b) forme générale

FIG. 7.13. Représentation chimique d'un nanocristal quelconque : la forme générale, s’ap-
parente a un cuboctaédre. Quelques directions cristallographiques ont été représentées.
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TAB. 7.4. Ensemble des nanocristaux étudiés. Sont indiqués, le nombre d’atomes de silicium,
le nombre d’atomes d'hydrogeéne, la longueur du coté du cuboctaedre, son volume ainsi que le
rayon de la sphére de volume équivalent. La colonne « erreur relative » correspond a l'erreur

commise sur le rayon de la sphere de volume équivalent, suivant la méthode utilisée pour
calculer le volume du nanocristal.

Nombre Nombre Longueur du  Volume du Rayon de la Erreur
d’atomes d’atomes c6té du cuboctaedre sphere de volume relative
de silicium d’hydrogene cuboctaedre équivalent
(R) (A% (R) (%)

5 12 3.840 133 3.2 10
17 36 5.760 451 4.8 9
41 60 7.681 1068 6.3 9
83 108 9.601 2086 7.9 8
147 148 11.521 3604 9.5 7
239 220 13.441 5724 11.1 6
363 276 15.361 8544 12.7 5
525 372 17.281 12165 14.3 5
729 444 19.201 16687 15.9 4
981 564 21.122 22210 17.4 4
1285 652 23.042 28834 19.0 4
1647 796 24.962 36660 20.6 4
2071 900 26.882 45788 22.2 3
2563 1068 28.802 56317 23.8 3
3127 1188 30.722 68348 25.4 3
3769 1380 32.643 81981 26.9 3
4493 1516 34.563 97316 28.5 3
5305 1732 36.483 114453 30.1 2
6209 1884 38.403 133493 31.7 2
7211 2124 40.323 154535 33.3 2
8315 2292 42.243 177679 34.9 2
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La colonne « erreur relative » correspond a l'erreur commise sur la valeur du rayon
en employant, pour calculer le volume du nanocristal, non pas le volume du cuboctaédre
mais la formule ,

a .
V= NSig Ngi : nombre d’atomes de Si (7.41)

ol a®/8 est une valeur approchée du volume d’'un atome de silicium dans un réseau de
type diamant, de parametre de madleEtant donné que cette erreur reste faible, 'une ou
'autre de ces deux méthodes peut étre employée.

[II-C Hamiltonien du systeme

Rappelons qu’ayant exprimé la fonction d’ond€") du systéeme comme une combi-
naison linéaire d’orbitales atomiques (ici au nombre ds, $;, py, P., Oy, dy,, Ay, Ox2_y2,
dzz—rz/a);

[P =D b, lon( — Ra)) (7.42)

nous devons résoudre le probleme aux valeurs progrgg”) = E" |¥"), c’est-a-dire
trouver les éléments propres de la matric9.

L'obtention de la matrice hamiltonienrté (7.25, a partir deM..,, €st relativement
aisée. En effet, il suffit d'insérer, a chaque emplacement non nul, situé a la legré
la colonnej de la matriceM,,.,, Une sous-matrice de typel9représentant I'interaction
entre les orbitales des deux atomes$ j considérés (cette sous-matrice étant spécifique de
la direction de la liaison). Si I'interaction envisagée a lieu entre deux atomes de silicium,
la sous-matrice pourra facilement étre extraite de la matrice employée au cours du calcul
de la structure de bandes de la sectlie€.4 (puisque celle-ci ne tient compte que des
interactions entre atomes plus proches voisins). Au niveau des éléments de la diagonale
principale deM;., il faut insérer la sous-matrice représentant I'« auto-interaction » de
'atome sur lui-méme. Cette sous-matrice est aussi extraite de la matrice employée au
cours du calcul de la structure de bandes. Les autres élémeHtsaitent nuls.

Prenons le cas de la sous-matricex 9, M. sisi décrivant I'interaction entre deux
atomes de silicium (non identiques): ses éléments constitutifs sont donnés par I'équa-
tion (7.20. Ceux-ci sont effectivement quasi-semblables a ceux de la matrice décrivant
un cristal massif (cf EqQ.A.28) si ce n’est qu’il n’existe pas de somme avec les termes ex-
ponentiels. Nous obtenons donc, tout simplement, p; sis, la sous-matrice suivante,
extraite de la matrice de la figure7:

Vssdo  VspOi  Vsp@2  VspOs Visgs Visgr Vis@z  Vigsdo VieQo
—Vspdz  VxxOo  VxyO3  Viy@2 VosQo Voso Vo703 VogOi  VooO:
—Vsp®2  ViyOs  Vix@o  ViyO1 Vo701 Vas03 VoeQo —VogQz  VaoO2
—Vspdz  VayO2  VxyOi  VixQo VoeQo Vo702 Vas01  VagQOs  VaoOs
Minter sisi = Visgs —VasGz —Va701 —VaeQo VssQo Veedz VseOi  VssOs VsoOs |,
Visgi —VaeQo —VasOz —VerQz VseQ2 Vss0o VseOs  VesOi  VeoO1
Visde —VorOs —VasQo —VasOi VseQi Vseds Vssgo  V7sQ2  VzoQ2
VigQo —VagOi  VagQ2 —VagOz Vsg0z VesOi V7sd2  VesOo Vsolo
VigQo —VaoO1i —Vao82 —Vagls Vso8s VeoOi V7eOz  VseGo VooJo

(7.43)
ou les fonctionsy,, dépendant de la direction de la liaison, ont, cette fois, les valeurs
données dans le tabledb. Il est intéressant de remarquer que les matrMgs s de
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TAB. 7.5. Valeur des différents coefficients Q suivant la direction de la liaison.

Direction g, O O Os

ds 1/4 1/4 14  1/4
d, 1/4 14 -1/4 -1/4
d, 1/4 -1/4 14 -1/4
d, 1/4 —-1/4 -1/4 1/4

deux liaisons opposéed devient—d,) sont transposées I'une de l'autre : nous retrouvons,

en fait, le caractére hermitien de la matrice hamiltonienne.
De la méme maniére, la sous-matrice d'« auto-interaction » des atomes de silicium

M.uo-inter si €St dOnnée par la matrice suivante, elle aussi extraite de la matrice de la fi-
gure’.7:

[ Es 0 0 O O O O O O
0O E,b, 0 0O 0 0 O O O
0O 0 Ep 0 0O O O O O
0O 0 0 Epb, O O O O O

Mauto—inter Si— 0 0 0 0 Eq 0 0 0 0 (7 44)

0O 0 0 O O Es O O O
0O 0 0O O O O Es O O
0O 0 0 O O O O0€E O

| 0 0 0 0 O O O 0 Ej

Il nous faut maintenant tenir compte des atomes d’hydrogéne saturant les liaisons pen-
dantes du nanocristal. Nous devons donc déterminer les coefficients d’interaction entre un
atome de silicium et un atome d’hydrogéne ainsi qui les coefficients « d’auto-interaction »
de 'atome d’hydrogene. Afin de simplifier le probleme, I'atome d’hydrogene n’est décrit
que par son orbitale de sorte que la décomposition de la fonction d’'onde glob#le
s’écrit maintenant

9 Ngi N
) =2 D analon(F = Ra)) + D _al'lp"(F = R). (7.45)
m=1 a=1 i1

-

ou @ i(r — R.,) représente I'orbitale atomique d’'un atome de silicium placé en= R,
etp"(r — R,) 'unique orbitales d’'un atome d’hydrogene placé &)
Compte tenu de ces hypothéses, la sous-matrice d’auto-interaction de I'hydrogene est

réduite a une matrice 1
Mauto-inter H— [ ESH] (746)

qui représente I'énergie d’ionisation de I'atome. Sachant que I'énergie d’ionisation d’'un
atome d’hydrogene<{13.6 eV) se rapproche de la valeur théorique du parantetree
I'atome de silicium £1355 eV) [126), nous prenons

Eg ~ Es (7.47)

Pour évaluer la sous-matrice d’'interaction (de taille Q) M. sin €ntre atomes de
silicium et d’hydrogene, nous commencons par négliger I'interaction entre I'orBitide
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FIG. 7.14. (a) Allure générale de la matrice hamiltonienne globale dans le cas d’une base
SP’. (b) Les points représentent les éléments non nuls de la matrice hamiltonienne d’un na-
nocristal contenant 1285 atomes de silicium et 652 atomes d’hydrogene : la matrice obtenue
est trés creuse.

I'hydrogene et les orbitales du silicium de fagon que la forme générale de la matrice est
la suivante :

VsssimGo
—VspsimHd1
—Vspsim0z
—Vspsim0s
Minter s = 0 . (748)
0
0
0
0

Enfin, nous utilisons la régle de HarrisdtO@, 126 afin de calculer les parametr¥s sy

et VspSi/H
Osi_si 2 Osi_si ?
VssSi/H = Vss(%) VSpSi/H = Vsp(dS S) (749)
Si-H Si-H

ou ds;_g et dsiy correspondent, respectivement, aux longueurs des liaisons Si—Si et Si—H.
Cette régle permet simplement d’effectuer une correction, sur les parametres d’interaction,
liée a une variation des longueurs de liaison chimique.

La matrice hamiltonienne globalé, qui résulte alors de ces calculs, est de dimension
(9Nsi + Ny) x (9Ng; + Ny) et a I'allure donnée en figuré 14a. Nous remarquons qu'il
suffit de déterminer cette matrice sur sa partie triangulaire supérieure, la partie inférieure
se déduisant du fait que doit étre symétrique.

La détermination des états propres du nanocristal de silicium s’effectue maintenant en
calculant les valeurs propres de la matrite@utour de 114 eV (.e.autour de la premiére
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bande de conduction du silicium massif). Numériguement, nous utilisons, la-encore, I'al-
gorithme d’Arnoldi (cf. annexd sectionlll) compte tenu de la taille des matrices, de leur
caractere fortement creux (cf. Fig14b) et du nombre de valeurs propres arechercher. Par
exemple, un nanocristal contenant 6209 atomes de silicium et 1884 atomes d’hydrogéne
requiert la détermination d’une vingtaine de valeurs propres d’une matrice Sb/GH5.

[1I-D Densité d’'états des nanocristaux

Outre le calcul des niveaux d’énergie par cette méthode « moléculaire » nous avons
I'opportunité de déterminer la densité d’états électronique dans le nanocristal. Nous pou-
vons alors étudier I'évolution de cette densité d’états avec la taille des cristaux et effectuer
des comparaisons avec celle du silicium massif.

Soit H I'hamiltonien du systéme @t¥'") la fonction d’onde associée a I'énerdie
(H|¥Y™) = E"|¥")). D’aprés ce que nous avons vu a la sous-section précédente, nous
pouvons décomposer la fonctipf") sur la base des orbitales atomiques :

Nsi

9 NH
17 =D (o3 [¥7) o) + D (o™ | ¥7) 1p™) (7.50)
j=1

m=1 i=1

ou les indice$ et j font référence, respectivement, aux atomes de silicium et d’hydrogene
etm aux neuf orbitales du silicium. Avec ces notations, la densité d’états locale s’écrit

INs;j+NH

dn(E) = D |{gh|¥")|’6(E — E). (7.51)

n=1
A partir de cette expression, nous pouvons calculer plusieurs types de densité d’états :

¢ la densité d’états totalBor(E) en sommant la densité d’états locale sur tous les
atomes et toutes les orbitales ;

e la densité d'états liee aux atomes de silicildg(E) en ne sommant la densité
d’états locale que sur les atomes de silicium et, bien entendu, sur les neuf orbitales;;

e la densité d’états liée aux atomes d’hydrogéhgE) en ne sommant la densité
d’états locale que sur les atomes d’hydrogene.

Ces distinctions permettent ainsi d’étudier I'influence des atomes d’hydrogéne de surface
sur l'allure générale de la densité d’états. Ces calculs nécessitent cependant la connais-
sance de I'ensemble des valeurs et vecteurs proprek dénsi avons-nous utilisé, cette
fois-ci, un algorithme « classique » QR (cf. annéxsectionlll) au prix d’un temps de
calcul beaucoup (vraiment beaucoup'!) plus long.

La densité d'états totale, celle liee aux atomes de silicium et celle liée aux atomes
d’hydrogéne pour un nanocristal, de 19 A de rayon, sont tracées en TigiireCes den-
sités sont normalisées, c’est-a-dire qu’elles sont multipliées par un facteur afin que leur
somme, sur tous les étaiscupésvaille I'unité :

/0 D(E) dE = 1. (7.52)

o0

Sur chacun des graphiques, la densité d’états du silicium massif apparait en pointillés.
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FIG. 7.15. Densité d’états totale, associée aux atomes de silicium et associée aux atomes

d’hydrogene pour un nanocristal, de rayon 19 A, comportant 1285 atomes de silicium et
652 atomes d’hydrogene.
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Dans cette boite quantique, relativement grande, la densité d’états tend a avoir la méme
forme globale que la densité d'états du silicium massif. Cette propriété, ainsi que les
états créés par les atomes d’hydrogene de surface autour des érég¥set 6 eV,
confirment les résultats déja observés pan®c YUAN REN et JOHN D. Dow [110.

La figure7.16 montre, quant a elle, I'évolution de la densité d’états totale avec la taille
des nanocristaux : si, pour de petites tailles de boites quantiques, la nature discréte de la
densité d'états est parfaitement visible, pour des tailles plus importantes celle-ci tend a
devenir continue et a épouser la forme de la densité d’'états du silicium massif.

IV De lavalidité de I'approximation de la masse effective

IV-A Calcul des niveaux d’énergie dans le cadre de la masse effective

Avant d’examiner les résultats délivrés par la méthodeA, examinons la facon dont
nous traiterions le méme probleme avec la méthode de la masse effective en théorie de la
fonction enveloppe.

Tout d’abord, il nous faut résoudre I'équation de Schrédinger tridimensionnelle
h? - >
-5V ([M]-lwn(F)) F V() P(F) = E"PN(F). (7.53)

ou, V(r) représente le potentiel de confinement ] [le tenseur de masse effective.
Dans le cas d’'un nanocristal, le potentié(r) est un puits de potentiel dont la forme
globale est donnée par le cuboctaédre de la figut8: V(r) = 0 dans le silicium et
V() = V, = 4 eV a I'extérieur de la boite quantique. La hauteur de barriére équivaut
donc a l'affinité électronique du silicium ; ce qui est, somme toute, logique pour comparer
avec le traitement du nanocristal isolé dans le vide de la méthode.

Tout comme au chapitre précédent, I'approximation des bandes paraboliques est sup-
posée vérifiée, mais, cette fois, les masses transverse et longitudinale sont prises en compte,
en prenantiM] tel que

m O O
[M]=] O m O |. (7.54)
0 0 m

Comme valeurs poun, etm, il parait naturel d'utiliser les valeurs issues de la structure

de bandes calculées a 'aide de la méthode des liaisons foedeg valeurs du tableau

7.9). En effet, de cette maniere, les comparaisons avec la détermination des niveaux éner-
gétiquesvia la méthodecLoOA seront plus pertinentes.

Afin de résoudre numériquement I'équatiadh53d les mémes méthodes que dans les
chapitres précédents sont employées: discrétisation de I'équation différentielle a I'aide
des différences finies et résolution du probleme aux valeurs propres par I'algorithme d’Ar-
noldi. Rappelons que chacun des niveaux ainsi obtenu est 12 fois dégénéré du fait du spin
et des 6 vallées du silicium.
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FIG. 7.17. Niveaux énergétiques d'une boite quantique en fonction de son rayon Via les mé-
thodes CLOA et de la masse effective. Trait plein : premier et second niveaux énergétiques
du nanocristal calculés par la méthode de la masse effective ; chaque niveau est 12 fois dégé-
néré (du fait du spin et des 6 vallées du silicium). Croix : 12 premiers niveaux énergétiques
(certains d’entre eux sont superposés) du nanocristal calculés a I'aide de la méthode CLOA ;
chaque niveau est 2 fois dégénéré (dégénérescence de spin).

IV-B  Comparaison entre les deux approches

La figure7.17présente, en fonction du rayon du nanocristal, d’'une part les deux pre-
miers niveaux d’énergie de la boite quantique calculés par la méthode de la masse effec-
tive, et d’autre part les 12 premiers niveaux inoccupés (du méme nanocristal) issus de la
méthodecLOA. La référence des énergies est prise au bas de la bande de conduction du
silicium. N’oublions pas que, si le degré de dégénérescence des niveaux est de 12, lors-
gu’ils sont déterminés par la méthode de la masse effective, il n’est que de 2 lorsqu’ils
sont calculés a partir de la méthodeoA (a cause du spin).

Tout d’abord, ce graphique atteste que les deux méthodes concordent, en ce qui concerne
la valeur de I'énergie, du premier niveau quantifié du puits, et cela, méme pour des na-
nocristaux dont le rayon est aussi petit que 12 A. Cette propriété est d’autant plus fasci-
nante que les deux théories, dont sont issus les calculs, s’averent dans une tres large part
indépendantes. Bien entendu, nous retrouvons que pour des tailles de nanocristaux tres
importantes, le premier niveau d’énergie tend vers la position de la premiére bande de
conduction du silicium.

Une autre conclusion treés intéressante réside dans le fait que les deux méthodes donnent
approximativement le méme degré de dégénérescence pour des boites quantiques dont le
rayon reste supérieur & 15 A. Ainsi, les 12 premiers niveaux, issus de la méthoagse
partagent clairement en deux groupes de 6 niveaux (chacun de ces niveaux étant deux fois
dégénérés). Nous remarquons gue, la séparation entre les sous-niveaux étant suffisamment
faible pour des boites quantiques de rayon supérieur & 15 A, il est raisonnable de supposer
gue chaque niveau, résultant de I'approximation de la masse effective, est 12 fois dege-
néré. Par exemple, si pour un rayon de 20 A la séparation maximum entre les sous-niveaux
des deux groupes de courbes est respectivement de 23 meV et 12 meV, il n’est plus que
de 5 meV pour une boite quantique de 30 A de rayon. Par rapport aux incertitudes liées
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a la forme véritable du nanocristal et a I'ensemble des parameétres physiques réels, nous
pouvons donc en conclure que I'approximation « classique » de la masse effective est suf-
fisamment précise pour étre utilisée dans le calcul de la structure électronique de boites
quantiques dont le rayon est supérieur & 15 A.

Toutefois, sila méthode de la masse effective offre des avantages indéniables en termes
de rapidité de calcul, nous venons aussi de montrer qu’elle possede des limites. Elle se ré-
vele ainsi incapable, de par son principe, de décrire la structure fine des boites quantiques
de silicium de rayon inférieur a 12 A, dans lesquelles I'écart entre les sous-niveaux de-
vient relativement important (cf. Fig.17). Pour des nanocristaux suffisamment petits, il
devient méme impossible de séparer les niveaux en deux groupes distincts.

V Approximation de la masse effective isotrope moyenne

V-A Position du probléme

Dans les deux derniers chapitres, nous avons négligé I'influence du caractere aniso-
trope de la masse effective dans les équations de Schrddinger. Cette hypothése était guidée
par le fait, qu'expérimentalement, il était impossible de maitriser la direction de crois-
sance des nanocristaux. Nous avions alors remplacé le tenseur de masse effdgae [
une masse effective moyenne isotrope, définie comme la moyenne harmonique des deux
masses transverses et de la masse longitudinale

LB e

Mg ~ 0.27 M,

Dans ce chapitre, entierement dédié a I'approximation de la masse effective, il parait né-
cessaire d’examiner I'erreur commise en faisant une telle hypothese.

V-B Validité de 'approximation

Dans un premier temps, examinons les valeurs des deux premiers niveaux d’énergie du
cuboctaedre étudié dans les sections précédentes. Ces valeur sont calculées, soit a partir de
I'équation de Schrddinger tenant compte du tenseur de masse effddiive&d. (7.53),
soit a partir de I'équation de Schrodinger ou ce tenseur a été remplacé par la masse effec-
tive moyenneamg;.

Comme lillustre la figure7.18 le niveau fondamental de la boite est correctement
reproduit. En revanche, la méthode usant de la masse effective moyenne isotrope sures-
time fortement I'emplacement du premier niveau excité. En réalité, ceci s’explique par-
faitement par le fait que le premier niveau excité privilégie une direction spécifique de
'espace. Cette direction correspond a un niveau d’énergie le plus bas possible: il est par
conséquent naturel qu’un tel niveau « choisisse » la direction dans laguelle la masse des
électrons est la plus élevées( m). La masse effective moyenne isotrope étant plus petite
guem;, on ne peut qu’aboutir a une valeur de premier niveau excité plus importante que
prévu.
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FIG. 7.19. Energie totale du niveau fondamental d'une boite quantique en silicium sphé-
rique de 30 A de rayon en fonction du nombre d’électrons confinés. Cette énergie est calculée
soit en tenant compte de 'anisotropie du tenseur de masse effective, soit en utilisant I'ap-
proximation de la masse effective isotrope.
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Quel sera I'impact d’'un tel effet sur les boites quantiques semi-conductrices dans le
cadre d’'une application « blocage de Coulomb »? En fait, I'influence de I'hypothése de
masse isotrope est relativement restreinte puisque le mode de fonctionnement de ces dis-
positifs repose principalement sur I'énergie du niveau fondamental de la boite quantique.
De plus, si nous examinons la figufel9 ou est tracée I'énergie totale du gaz d’électrons
dans une boite quantique sphérique en silicium de 30 A de rayon, en fonction du nombre
d’électrons confinés et de la méthode employée (avec ou sans tenseur de masse), nous re-
marquons que le niveau fondamental du gaz ne dépend que peu de I'hypothése de masse
isotrope. En réalité, le nombre d’électrons remplissant le niveau fondamental de la boite
est tellement important qu’il masque les erreurs commises sur la valeur du second niveau
d’énergie. Néanmoins, si nous sommes amenés a tenir compte du passage éventuel, par
effet tunnel, des électrons a travers I'un des niveaux excités de la boite, nous nous heur-
terons aux limites de I'approximation de la masse isotrope. Dans un tel cas, le probleme
consistera a déterminer expérimentalement les directions des différents plans cristallins
des nanocristaux afin de réaliser des simulations plus fines.

Au terme de cette partie, nous sommes maintenant capables de décrire les différents
états accessibles aux électrons dans des boites quantiques en silicium (et plus générale-
ment semi-conductrices), tout en ayant cerné les limites des différents modeles employés.
Bien que I'étude des propriétés intrinseques des boites quantiques recele encore nombre
de questions fondamentales, notamment en ce qui concerne les phénomenes liés a la re-
laxation des électrons placés sur les états excités et aux phonons, nous allons maintenant
entamer la partie traitant de la dynamique des porteurs, au sein des dispositifs a blocage
de Coulomb...
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Chapitre 8

| Le modele de I'hamiltonien de transfert

I-A Introduction

I L EXISTE deux grandes facons de traiter le phénomene d’effet tunnel. La premiére,
abondamment décrite dans les manuels de mécanique quantique du premier cycle,
consiste a étudier les états propres de I'hamiltonien du systéme constitué par la barriere
tunnel et d’en déduire une probabilité de transmission a partir de courants de probabilité
(cf. Fig 8.1). Cette méthode est exacte dans le sens ou elle ne fait appel, dans son principe,
a aucune approximation pour mener au resultat final. Cependant, elle reste limitée pour
des raisons pratiques (et non théoriques!) a des cas simples ou, notamment, les particules
sont considérées comme indépendantes et la barriére de potentiel unidimensionnelle.
La deuxiéme technique, qui fut originellementimaginée par J. RPEHEIMER[119

afin de décrire I'ionisation, par effet tunnel, de I'atome d’hydrogene soumis a un champ
électrigue (effet Stark), puis formalisée par ARBDEEEN [114] est, quant a elle, basée

sur la théorie des perturbations dépendant du temps. Dans ce formalisme, les états initial

T: transmis
,"’/\\ ///\\ /, "][ncidenl
/’ \ [ / T - ya
D EE - ’E\
\ A \\ f
\\\ ;jinz,’izle’l)f\ /// "]fransmis
v v
Zone | Zone Il Zone 11

FIG. 8.1. Définition classique du coefficient de transmission a travers une barriere tunnel
unidimensionnelle.
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" “/
=
=
- F
= o
-d/2 0 dn2 .
électrode oxyde électrode

gauche tunnel droite

FIG. 8.2. Systeme unidimensionnel simple, composé de deux électrodes métalliques séparées
par un oxyde tunnel.

(avant effet tunnel) et final (aprés effet tunnel) de la particule correspondent a des états
propres de deux hamiltoniens différents, en zone | ef,, en zone lll). Le passage par

effet tunnel devient alors une conséquence de la perturbation, engendrée par la barriere
tunnel. Le gros désavantage de cette méthode réside dans le fait, qu'étant basée sur un
traitement perturbatif, elle ne peut étre employée que dans la limite des faibles probabi-
lités de passage tunnel. Néanmoins, dans le cadre de I'étude des dispositifs a blocage de
Coulomb ou les barriéres sont justement réalisées de maniére laisser passer uniquement les
électrons un par un, cette méthode se révele particulierement bien adaptée. Ce modéle est
notamment utilisé, avec succes, dans I'étude du transport par effet tunnel entre deux élec-
trodes supraconductrice$17], dans la théorie du microscope a effet tunrigl, 122,

voire dans le calcul du courant tunnel de grille des transistasFET[114].

I-B  Premiere approche de I'hamiltonien de transfert

Considérons un systeme unidimensionnel simple, constitué de deux électrodes sépa-
rées par un oxyde permettant le passage des électrons par effet tunnglQFita refe-
rence de I'axe des abscissas=£ 0) est choisie au milieu de la barriere. Le principe de la
théorie de I'hamiltonien tunnel repose, tout d’abord, sur la séparation du systeme global
initial en deux sous-systemes indépendants. Dans notre cas:

e Hg représente I’hamiltonien décrivant I'électrode de gauche: (0) dont les états
propres et les énergies propres sont donnés par I'équation de Schrodinger

Ho |g) = & 1Dg) ; (8.1)

e Hp représente I'hamiltonien décrivant I'électrode de droxte-(0) dont les états et
énergies propres sont donnés par

Hp |DF) = &5 | D). (8.2)

L’hamiltonien du systéme global s’écrit, quant a lui,

H = He + Ho + Hr, (8.3)
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ou H; correspond a la perturbation liée a la présence de la barriére : on le niimame
miltonien de transferfou encore I'hamiltonien tunnel).

Le formalisme de la seconde quantificatidi8§, 137 permet de rendre particulie-
rement transparent (peut-étre méme trop!) le modéle de I'hamiltonien de transfert. En
notant [118 45|

HO HG+HD—Z ak a-k —{—ng%bl ka’ (84)
nous avons
Hr = D Tiaiobl 8 + D Tikedl i (8.5)
RG’RD RD’RG
avec:

e a' (resp.a) 'opérateur création (resp. annihilation) lié a I'hnamiltonigig dans la
base de ses états propres,

e b’ (resp.b) I'opérateur création (resp. annihilation) lié¢ a I'’hamiltoniafy dans la
base de ses états propres,

o etTi i, = (Ko|Hrlks), qualitativement lié a la « transparence » de la barriere vue
par un électron allant de la gauche vers la droite.

La probabilité de transition, par unité de temps, d'un ﬁ?@l a gauche (issu d'un
continuum d’états) vers un étikt,) a droite (également issu d’un continuum d’états), est
alors donnée par la méthode des perturbations dépendant du temps; c’est-a-dire par la
regle d’or de Fermi134] (H, étant une perturbation constante indépendante du temps)

2
5(8[) - 5(3) pD(gD)pG(SG) ngd(c:G, (86)

527)1?@—”20 = 2: ’<RD H+

k)

Ol pp,c(€) désigne la densité d’états dans I'électrode considérée. En introduisant la répar-
tition énergétique des électrons dans chacune des électriadiesstatistique de Fermi-

Dirac
1

1+ exp(“ﬂ)

nous pouvons calculer la fréquence de passage d’'un électron par effet tunnel d’'un état
guelconque de I'électrode de gauche vers un état quelconque de I'électrode de droite.
Cette frequence, notde; _,, et appelédréquence de transition tunnglécrit

foe (€) = (8.7)

Tep = /mpe(ge) fo(€) / er {RD He &}}25(&, — &) [1= fo(&)] po(En) dEo } dEs |

(8.8)

1. Attention, I'expression8.4) n’est valable que dans le cas ou les hamiltoniggset H,, représentent
I'énergie totale deN particulesindépendantesAinsi, cette expression, bien qu'utilisée parfois par cer-
tains auteurs dans le cadre du blocage de Coulomb, devient, notamment, totalement fausse dans le cas
des boites quantiques contendhtélectrons. Dans ces systémes, I'existence de l'interaction électrosta-
tique entre les électrons induit la présence d’un opérateur & deux corps de sakg,qeed Sala+
Zklmn(’)k.mna,laﬂaman (dans la base des états propres de I'hamiltonien privé de l'interaction entre les élec-
trons).
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barriere
tunnel

électrode
gauche électrode
droite

FIG. 8.3. Schématisation du systeme : deux électrodes, délimitant deux domaines (celui de
gauche et celui de droite), sont séparées par une barriere tunnel.

Néanmoins, afin de rester dans le cadre de I'approximation de laregle d’or de Fermi, la
méthode exposée ici ne reste valable que dans le cas ou la perturbation est suffisamment
faible : il ne faut donc pas que les états propres de I'électrode de gauche aient une trop
grande influence sur les états propres de I'électrodes de droifeeetersaEn pratique,
cela signifie que la barriere doit étre suffisamment « imperméable » et que le taux de
transfert par effet tunnel soit « faible » (comme nous le verrons plus loin de fagon plus
quantitative).

I-C Position du probleme

Silathéorie développée précédemment semble intuitive et naturelle, tout ceci se révele
pour le moins trompeur! En effet, derriere ces raisonnements simples se cachent nombre
d’approximations et de sous-entendus. Par ailleurs, la description devenant tres formelle,
nous voyons mal comment connaitre, voire estimer, I'élément de matrice

Tigko = <RD EG> (8.9)

et comment évaluer le domaine de validité de I'expression de la fréquence de transi-
tion (8.9).

Examinons, a présent, les quelques problemes, déja soulevés par des auteurs comme
RICHARD E. PRANGE [120, 121], générés par cette approche. A cette fin, nous divisons,
comme le montre la figur8.3, le systeme global, décrivant la barriere tunnel, en deux
sous-systémes indépendants, I'un décrivant I'électrode de gauche d’hamilttniérmats
propres{|®g)} ), l'autre, I'électrode de droite d’hamiltonieii, (états propre§|®F)} ).

Par définition,

Hr

e I'ensemble des éta{s’,@g)}n doit former une base compléete #&,, c’est-a-dire que
tout état possible de I'électrode de gauche peut étre décrit comme une combinaison
linéaire de ces états de base.

e De méme{|®F)} doit former une base complete @&

En outre, pour pouvoir écrire que I’hamiltonien non pertukhévaut

Ho="Ho+Ho = D E2al &, + > D! by, (8.10)

ke ko



Il Théorie de I'lhamiltonien tunnel

197

il est nécessaire qUEs et’H, soientindépendantst que toute fonction d’ond@y,) soit
orthogonale a toute fonction d’ondgi@? ). Enfin, puisque I’hamiltonien du systeme global
s’écrit

H=Ho+Ho+ D Ticiohl e+ D Tioicty, bio (8.11)

Ke.kp kp.kg
il faut que{|®g)} U {|®]),.} forme une base compléte @eafin de décrire tous les états
possibles du systeme.
Pour résumer, les conditions suivantes doivent étre remplies simultanément :

o {|®%)}, base compléte d&,
e {|®])} base complete d&p,
o {lo0)}, L{IoD)},

)
)
)
e {|0%)} U{l®7)} base complete dx.

Or, si|®g) représente un état ou la particule est localisée sur I'électrode de gauche,

la condition d’orthogonalit¢®s) L |®p) impose la nullité debs(r) sur le domaine de
droite. La conséquence en est c{uég)}n ne forme plus une base complétefde puisque

les états ol la fonction d’onde « déborde & droite » ne sont plus décrits. A I'inverse, si nous

imposons é{|<1)“G)}n d’étre une base compléete de I'hamiltonikg, alors, il existe des états
tels qued () est non nul a droite et par conséquent les b§ges)} et{|®7)} ne sont
plus orthogonales.

Il faut donc faire des compromis::

e soit nous imposons I'orthogonalité en sachant que la condition de complétude des
bases a gauche et a droite ne sera plus remplie. Cette solution n’est pas des plus
commodes puisque nous pouvons injecter dans I'électrode des électrons dont I'état

n'existe peut-étre pas;

e soit nous imposons la complétude au détriment de I'orthogonalité. Nous essaierons
alors d’avoir des fonctions d’onde « aussi orthogonales que possible » (nous expli-
citerons cette notion dans la sous-section suivante) entre les états a gauche et les

états a droite. Cette solution semble la plus raisonnable.

I Théorie de I’lhamiltonien tunnel

lI-A Décomposition de I'hamiltonien global

Partons d’un systeme d’hamiltonien

he. .
H = _EV[M]_IV' +V({) avec Hy = Ey, (8.12)

et définissons les hamiltoniens des électrodes droite et gauche par
h? . > .
He = —EV[MG]*V. +Ve(f)  avec He®T = ETOD, (8.13)
2

h* . = S
Ho ==7VIMo] V. + Vo)  avec Hp®} = Ej®p, (8.14)
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la masse des électrons étant décrite par les tenseurs de masse effétivédd] et [M].
Nous écrivons I'hamiltonien du systéme global par

H = OcHs + OpHp, (8.15)

ou @ (resp.®p) est une fonction délimitant le domaine de I'électrode de gauche (resp.
droite). Par définition, la fonction « domaine®y (resp.®;) vaut l'unité sur le do-
maine de gauche (resp. droite) et est nulle partout ailleurs. Les fon@igres ©, sont
construites afin que

e B¢ - O, = 0, c'est-a-dire que ces fonctions définissent deux domaines distincts ne
possédant aucune intersection ;

e O;+0p =1, c'est-a-dire que I'union des deux domaines est équivalent au systeme
complet.

Généralement, les domaines de droite et de gauche sont choisis de telle facon a ce que leur
frontiére coupe la barriere tunnel en son milieu. Méme s'il n’y a aucun critére d’obligation,
cela permet de ne pas privilégier une électrode par rapport a I'autre.

Se pose désormais la question de la déterminatiov@® et V,(r), a partir du po-
tentiel V (') du systeme initial. Il parait assez naturel de prendre

{ V() = V() surledomaine de gauchieg(si ©¢ = 1) . (8.16)

Vp(f) = V(r) surledomaine de droité.€¢.si @, = 1)

En ce qui concerne la valeur d&(r) (resp.Vp(r)), sur le domaine de droite (resp. de
gauche), nous la prenons constante et identique pour les deux électrodes :

[ Vs(f) = V, surledomaine de droite (8.17)

Vp(f) = 0 surle domaine de gauche

ouV, correspond a la valeur du potentiel a la frontiere des deux domaines. Nous procédons
de méme pour le choix des différentes masses

[ [Mc](r) = ©6[M]() + ©o[M]

[Mp] () = @5[M](F) + Oc[M,] (8.18)

le tenseur M,] correspondant a la valeur du tenselt][dans la barriére tunnel.
Remarqguons que nous pouvons écrire les relations suivantegkligtt et Hop :

H - ®GHG + ®DHD (819)
h? - >

He = OcHs + Op [—EV[MO]*V. + Vo] (8.20)
h? .

Hp = OpHp + O [—EV[MO]‘W. + vo] (8.21)

Afin de mieux appréhender cette décomposition, appliquons-la au cas de la barriere
unidimensionnelle présentée en fig8tda, dont I'hamiltonien global s’écrit

H=—————— +V(X). (8.22)
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A
V(x)‘ Ve(x) V,,(x)“

mg m, my mg m, m, my

v, ) v !
d > > X s > X

-d/2 0 ds2 -d/2 dj2 dr2

(@) (b) ()

FIG. 8.4. (a) Potentiel d'une barriere unidimensionnelle et décomposition en un potentiel
décrivant I'électrode de gauche (b) et I'électrode de droite (c). La référence des abscisses est
prise au milieu de la barriére tunnel.

A ®O,(x)
Ok) ; /

0

FIG. 8.5. Fonctions de domaine ®p, et O délimitant respectivement les domaines de gauche
et de droite.

Celui-ci peut se décomposer en un hamiltonien décrivant I'électrode de gauche (8f4B)g.
identique a I’hamiltonien global sur le domaine de gauche, mais dont le potentiel et la
masse sont constants sur le domaine de droite, et égaux respectivevhent\&(0) et a

m, = M(0). Autrement dit,

h°d 1 d
S V = 0Os(X)H+0Op(X) | ————— .+ V 8.23
M 2 dxmg(x) dx FVe(X) ®G(X)H+®D(X)[ 2 dxmedx O]’ (8.23)
Os(X) et Op(x) étant les fonctions de domaine tracées en fig@use L’hamiltonien de
droite se construit de maniére identique (cf. Fdlc):

2 2
Hp = —%d%(%(x)d%(.+vf>(x) = Op(X)H+ BOg(X) [_%dixmiodix + VO] . (8.24)

Cette décomposition effectuée, il nous faut maintenant traiter de la perturbation en-
gendrée par la barriére tunnel. Pour cela, nous allons nous inspirer de la théorie des per-
turbations dépendant du temps, en raison de I'évolution temporelle de la fonction d’'onde
des électrons, qui passe d’un état localisé dans I'électrode gauche a un état localisé dans
I'électrode droite (owice-versa.
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[I-B  Perturbations dépendant du temps
[I-B.1 Equation de Schrédinger

Nous avons donc a résoudre I'équation de Schrodinger dépendant du temps
.. d
Ihah//):'Hll//). (8.25)

At =0, |y) est dans un état propt®2) de I'namiltonien décrivant I'électrode gauche.
At > 0, aprés I'éventuel effet tunnel, nous recherchons la probabilitéygusoit un état
propre de I'hamiltonien décrivant I'électrode droite. Nous allons procéder d’'une fagon
similaire a ce que nous ferions pour établir la regle d’or de Fet3d][ i.e. nous allons
cherchelly) sous la forme

)= amieg) e BN 4 S mjeneT BN (8.26)

at = 0 I'électron estdans par effet tunnel il existe une
un 'état proprd®2) de  certaine probabilité de retrouver
He I'électron dans I'état de droite

=0
Bien entendu, commeta< 0, |y) = |D2) e”! EGt/h, nous devons avoir

at)y =1

b.(t) = 0 quelque soit - (8.27)

at=0 [
Nous pouvons alors reporter I'expression|@ge de I'équation 8.26) dans I'équation
de Schrddinger8.25. De plus, nous décomposons I'hamiltonignsous la formeH =
OcHe + OpHp de facon a faire intervenir les hamiltoniens de chacune des électrodes.

Lda) —iE2t/h | g0 dht) |, —PENt/N gy
[.h n +EGa(t)]e |®G)+§|:Ih—dt +EDbn(t)]e |D0) =

i 20 . n
a(t)OsHo [02) €7 Eel/N 1 57 b, 1@ H, [0 e Bt/

+> b0 Hs |0]) € Eol/N L at) @, [02) €7 E2t/h

(8.28)
Pour l'instant, nous ne pouvons pas en dire davantage puigguéresp.|®7)) n'est pas
un état propre d®H; (resp.0©,Hyp) mais deH (resp.Hp). Pour aller plus loin, nous
nous servons des relatior& 20 et (8.21) liant ©cHs aHg, etOpHp aHp :

h? 5
He = OcHs + Op [—EV[MO]*V. i vo]

. ) (8.29)
Hp = OpHp + Og [—EV[MO]*V. + VO] .
En remplacan®:H; et ®,H, dans I'équationg&.28 et en sachant que
He |d)?3) = Eg |d>g)
n n n ) 830
[ HD |(DD> = ED |(DD> ( )
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I'expression 8.28 se simplifie en

dat) _ig%%/h L db(t) _iE"t/h e

|hTe | G / |(I)%> +;|hTe ! D / |q)D> -
2 .

a(t)®p [HD - [—%ﬁ[MO]—lﬁ. + vo]] 102) e~1Egt/h (8.31)

2

+ > by(1)Og [HG — [—%%{Mo]-lﬁ. + Vo“ jon) e~ Ept/h

II-B.2 Etude en perturbation

Avant de résoudre cette derniére équation, a l'aide de la théorie des perturbations, nous
allons effectuer une premiere approximation. Nous faisons, ainsi, 'hypothese que les états
| D) et|®Y) sont quasi-orthogonaux, de sorte que

(02| @) ~ 0. (8.32)

Rigoureusement, ceci est faux, compte tenu de ce que nous avons vu enls€cfloul-

tefois, nous pouvons toujours supposer (ﬂg@\ CI)’,‘D) est un petit d’ordre 2 (ce qui corres-
pond a I'approximation de J. R.KPENHEIMER[119)) et étudier 'équation de Schrddin-

ger 8.31) au premier ordre, en négligeant tous les termes dont I'ordre est supérieur a un,
spécialemenfd? | ®7).

PROJETONS (8.31) SUR (dY|

Nous négligeons dor‘(@g\q)g) et utilisons le fait que I'ensemblgd:)} forme une
base orthonormée.

ih%e—i Egt/h _ a(t)<c1>?3

h? B, -
Op {’HD— —EV[MO]‘1V.+V0”(D°G e—1Egt/h

+an(t)<®°@

h? - B, En
o0 1o~ [ 5139+ ] o] B

terme de transfert tunnel
(8.33)

PROJETONS (8.31) SUR (@]

De méme, nous négligeo(@g\cbg) et utilisons le fait que 'ensemblg®?)} forme
une base orthonormée.

ih%e‘i Est/h— aq) <q>g

h? . . -
R [HD - [—EV[MO]*V. +v0]} q>g>e—'Eét/h

terme de tranzsfert tunnel
h = — _' n
Og {HG - [—5V[M0]‘1V. + Vo] ] CD’,‘3>e 'EDt/h
(8.34)

+an(t)<<1>ko
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Si nous regardons de plus prés les deux expressions précé@a8eet((8.34), nous
remarguons que les deux éléments de matrice, importants a considérer pour notre propos,
sont respectivement

0

et <d>kD

he. .
O [HG _ [——V[Mo] .+ v0”®2,>
2 (8.35)

he.

puisqu’ils traduisent la probabilité de passage, par effet tunnel, d’un état de I'électrode
droite vers un état de I'électrode gaucheiee versaComme dans la régle d’or de Fermi,
nous considérons ces termes comme des petits d’ordre 1.

Les deux autres éléments de matrice des équati38) (et (8.34) correspondent a
l'influence de I'électrode droite sur les états de I'électrode gauche et a I'influence de
I'électrode de gauche sur les états de I'électrode droite. Nous pourrions négliger ces termes
(c’est adire les considérer comme des termes de second ordre), mais, nous allons voir que,
méme si nous considérons ces éléments de matrice comme des petits d’ordre 1, ceux-ci
n'interviendront pas dans le calcul de la probabilité de transfert par effet tunnel.

Comme pour toute méthode perturbative, les coefficiaftisetb, (t) sont décomposés
en puissance de

at) = a°(t)+4ia(t) +o(1)
bo(t) = b2(t) + Abi(t) + o(4) °

tandis que les termes matriciels du ty(e H |¢) sont remplacés par(y |H |¢) afin de
signifier qu’il s’agit d’éléments perturbatifs d’ordre un. Ayant développé les coefficients
a eth, dans les équation833 et (8.34) et apres avoir négligé tous les termes d’ordre
supérieur a deux, nous pouvons identifier les facteurs aux différentes puissances de

(8.36)

A L'ORDRE 0 EN 1

ihd_aoe—iEgt/h -0

dt _[@a = cste = 1 cara(0)=1
d i o _ _ _
| hd_tfe_l EXt/h 0 pourtoutk b cste 0 carb(0)=0

(8.37)

A L'ORDRE 1EN 1 AVEC b0 =0

ih%e—iEEt/h = <c1>kD

o [HD - [—%%[Mo]-lﬁ + vo] ] q>g>e—i Est/h (g.38)

Nous retrouvons le méme type d’équations que pour la regle d’or de FE3didvec
comme hamiltonien de perturbation

h?_ B,
Hpert: ®D [HD - [_EV[Mo]_lv + Voi|] . (839)
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Lintégration de I'équation différentielle8(38), en sachant quBDY | He.| D) est indé-
pendant du temps, et en supposant que le sinus cardinal est suffisamment « piqué » (cf.
Ref. [134] chapitre 13), nous donne alors

b

‘ 2

2
- %t}(@‘g‘?—lpen‘@g)ré (ES - EX). (8.40)

A présent, nous sommes capables de connaitre la probabilitéle trouver une par-
ticule partie d'un état initia]®2) de I'électrode gauche et arrivée dans un état fi@g))
guelcongue dans I'électrode droite a l'instanCelle-ci est définie paP_,; = ((Dg \ l/’)
soit

. . n 2
Poi = |ame  Bst/N (oK @) +> bme Est/Njak|ag)|.  (8.41)
——— —_—

petit " Fkn
d'ordre 2

Au premier ordre, nous avons donc:
Py~ bl (8.42)

Comme prévu a la sectidrB de ce chapitre, nous retrouvons bien la régle d’or de Fermi
appliguée a la transition d’un état discret initial de I'électrode gauche vers un état discret
final de I'électrode droite par I'intermédiaire d’une perturbation,

2
P, = F”t|(c1>gmpm\q>g>fa (ES - EX)| (8.43)

Notons que I'obtention d’une telle relation est soumise a quelques contraintes :

e pour pouvoir appliquer la théorie des perturbations, il ne faut pas que la probabilité
de passage soit trop importante. Nous devons donc vérifiePgue< 1; ce qui
implique la validité de la formule8(43 uniqguement sur des temps courts ;

e Moins évident a satisfair® priori, les bases formées pfds)} et {|®y)} doivent
étre quasi-orthogonalé®. (0| ®p) = 0(1).

Moyennant ces quelques hypothéses, nous sommes maintenant capables d’évaluer
I'elément de matricdy i, de la section-B !

TIZDRG = (q)kD ‘Hpert‘q)oe)
2

h2 . . (8.44)
7_(pert = Bp [HD - [_EV[MO]_lV. + Voi”

II-C  Calcul de T,y

Essayons de voir si nous ne pouvons pas calculer plus précisément la valeur de I'élé-
ment de matricé = (O | He.| L) correspondant au coefficief, ;, de la section-B
et dont le réle est de quantifier la transparence de la barriere tunnel. Par définition,

M = (0 | Hper| DY) = / / / D () Hoern®C, (7) 0, (8.45)

espace
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aveCH,. défini a I'équation §.44).
Le facteur®, dans I'expression8(44) de H,. a pour effet de restreindre les bornes
d’intégration de I'intégrale8.45 sur le domaine de droite :

M = —///EE(F) [—h;%[lvlo]—lﬁ_ +V0(F)] o0 1)
+ / / / Ty () [—h;%[MD]—lv + vD(r)} B0 . (8.46)

Or, dans le domaine de droite, nous nous situons dans « la partie barriere » de I'électrode
gauche. Par conséquedans le domaine de droifet seulement dans ce domaine), nous
retrouvons I'lhamiltoniertg

h? 5
——=V[Mc]™'V. + Vs agauche
Ho=1 3 ) (8.47)
—EV[MO]*V. +V, adroite

Nous pouvons donc écrire quayr le domaine de droite
h2 — —
[—EV[MO]‘W. ; vo] 00) = E2 [02), (8.48)

de sorte que

— h2~> — —
M = —E° (CI)kD(Dg>+/// o [—EV[MD]*V@&;] d3F+/// D, Vo (F) D d°F.

droite droite
(8.49)

Il est clair que ce qui nous empéche de simplifier la formule précédente se situe au ni-
veau du terme e(hz/ZW[MD]‘l?d)g ; nous préférerions, par exemple, avoir la fonction
d’onde®X a la place deb?. Afin d’aller plus loin, nous allons donc transformer I'expres-
sion précédente a I'aide de la formule de Green (cf. anAegectionlV) appliquée aux
deux intégrales suivante§ €tant une surface s’appuyant sur le domaine de droite):

] h? . S h? — o o
/// o, [—EV[MD]—lwg] &= —= O, [Mp] VL dS

droite h2 S . . (850)
[ vamavas o
droite
0 h? . 1ok 3> h? 0 “1oEE 4 &
O | —5 VIMo] V@, | & = = @) OG[Mo] VD, dS
droite h2 S . o (851)
W ][ o, e
droite

Si nous regardons attentivement les derniers termes respectifs des deux equations precé-
dentes, nous nous rendons compte qu’ils sont égaux. En effet, ces termes correspondent a
I'intégrale de deux produits scalaires

(VCD'B

[MD]—lmg) et ([M_D]—lmg

%cpg) . (8.52)
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Or, d’apreés les propriétés du produit scalaire, nous avons

(%qag [MD]—lﬁcpg) — ([MD]*‘lﬁcka %cpg). (8.53)

Sachant que le tenseur de masse est un tenseur réel et symétrique, nous pouvons affirmer
que
(V@DE [MD]‘lVﬂDE’;) = ([MD]‘1Vc1>kD ang). (8.54)

Par conséquent, nous pouvons réécrire les relat®b§) (et (8.51) de la maniére suivante
S h*- -1 50 3p h* 1 —« “19 M0 4
@y | == VIMo] VG | dFF == = () Bp[Mo] VG dS

droite S
h? . Sk .
+/// D¢ [—EV[MD]*V@DD] dr  (8.55)

droite

h? I
+ E# P2 [Mp] VD, dS,
S

En remplacant I'expression ainsi trouvée dans I'équatofd], nous obtenons comme
nouvelle expression degl
2

M = — ES (@ |@2) — %# | D5IMo] 2V @S — 0L [Mo] VB, | dS

S
hzﬁ = g N =
+/// o2 [—EV[MD]*V. + VD(r)] CDIE) d’r.

droite

(8.56)

Etant donné que sur le domaine de drots, = —(h?/2)V[Mp] V. + Vp(F), nous
pouvons écrire que sur ce domaine

h? 5 7= _
[—EV[MD]‘W. + VD(r)] o, = EXO,, (8.57)

de sorte que
2
M = (EX — E9) (0¥ | @2) - %ﬂ [EKD[MD]-lﬁq)g - cpg[MD]-ﬁEkD] dS.  (8.58)
S

D’apres I'extension de la « regle d’or de Fermi 843 la probabilité de transmission
n'est non nulle que dans le cas &f§ = E2: le premier terme de I'équation précédente
est donc nul. De toute fagon, nous aurions di négliger ce terme pq'@g@g) est un
petit d’ordre 2 d’aprés I'hypothese de quasi-orthogonalité.

Enfin, l'intégration sur une surface s’appuyant sur la totalité du domaine de I'électrode
droite est inutile ; seul I'endroit ou I'effet tunnel intervient nous intéresse : nous limitons
donc le domaine d’intégration a la surfaSg de I'électrode droite située dans la barriere
tunnel. Comme dans celle-ci, le tenseur de malkg pst constant et équivaut au tenseur
de masseNg] de la barriére, nous obtenons finalement

2
M = %// [@2IM] 9B, — B [Me] V03] dS)| (8.59)
S
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[I-D Symeétrie, continuums d’états et fréquence de transition
[I-D.1 Symétrie des formules

Nous venons de calculer la probabilité de transmission d’'undatle I'électrode
gauche vers un état¥ de I'électrode droite, qu’en est-il de la probabilité de transmission
d'un état®¥ de I'électrode droite vers un étdt de I'électrode gauche? A I'évidence,
c’est trés simple, il suffit d’échanger les indid8set D dans les différentes formules que
nous venons d’établir. Nous trouvons alors

2
Py = TtMoo "0 (ES — EX). (8.60)
aveCMp_ g = (D2 |Hpen| DY) €t Hper = O [HG — (—h—,j%[Mo]%. + Vo)]. Ainsi, nous

obtenons:

h? Lo : -
Moo = E// [cka[MB]—lvq)g _ @Z[MB]—lvmkD] dS= —Ms.o.  (8.61)
S

Soit finalement

’ Poc = PG—>D‘ (8.62)

Il est rassurant de retrouver le fait que la probabilité de transmission tunnel est identique,
que I'électron aille de la droite vers la gauche ou de la gauche vers la droite.

I1-D.2 Extension aux continuums d’états

En appelanpg,, la densité d'états de I'électrode considérée, les différentes expres-
sions deP,_, ;, suivant la nature (continue ou discréte) des états des électrodes, sont recen-
sées dans la liste suivante :

e Casd'étatsdiscretsa gaucheetadroite

21
P = Ft||\/||25 (Ee — Ep) (8.63)

e Casd'étatsdiscretsa gaucheetd’un continuumd’étatsa droite

21

e Casd’un continuumd’étatsa gaucheet d’'étatsdiscretsa droite

2n

e Casd'un continuumd’étatsa gaucheet a droite

2
PP = Ft||\/||25(EG — Ep) po(Ep)ps(Es)dEg dE, (8.66)
Dans tous les cas, I'expression de I'élément de malaeste inchangée

h2 S o > >
M = E// [@%[MB]*V@E —~ QDK[MB]*V@%] ds (8.67)
Sg
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[I-D.3 Fréquence de transition

Nous allons maintenant définir la fréquence de transition tufige}, c’est-a-dire le
nombre total de particules ayant traversé la barriére tunneltegitta-dt. Cette fréquence
n'est autre quel P_, ; /dt, qui représente bien la probabilité par unité de temps de passage
tunnel des particules parties de I'état inifiadt arrivées dans I'état findl :

Probabilité

5 dPs s de trouver Ptrr(c))z?/glr“;en g
oo = ( > ) une X e (8.68)
dt particule a plag?()'i'ge a

gauche

soit pour deux électrodes, gauche et droite, de niveaux de Fermi respactitst E-p,
gue nous assimilons a des continuums d’états

+00 +00

2 2
rGHD=//F”|M|pD<ED>pG(EG)5(EG—ED>x fo(Ee) x [1— fo(En)] dEe dEp

—00 —00

(8.69)
La définition de la fréquence de transitibnest tres commode pour exprimer le courant
tunnel J,, traversant la barriére puisque

[ Jun = —€[Te0 — ool | (8.70)

I Domaine de validité de la théorie de I’hamiltonien tunnel

[1I-A  Définition du systeme

Afin de connaitre les limites de la méthode de I’hamiltonien tunnel, appliquons celle-
ci au cas simple de la barriere, droite unidimensionnelle asymétrique, de la 8igure

A
Vix)
Vv,
e I I -

S v

I -

: : > X

-d/2, 0 /2
Zone | i Zonell ' Zonelll

FIG. 8.6. Profil de potentiel du systéeme: cas de la barriere droite unidimensionnelle et asy-
métrique.
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et comparons les résultats obtenus avec la solution exacte du probléeme. Nous supposons,
dans cette section, que les électrons possédent une masse stakiteope et constante,
dans tout le dispositif.

llI-B  Solution exacte du probleme

La valeur du coefficient de transmission tunnel, de la barriére tracée en Bybre6t
bien connue des manuels de mécanique quantique. Dans un premier temps, nous résolvons
I’équation de Schrodinger

h>d 1 d
- - V —E 8.71
S axmax? X TV ) =Ew(x) (8.71)
dans chacune des 3 zones (l, Il, lll) constituant le systeme. Nous trouvons alors

m = cdkix+d/2) | crgmiki(x +d/2)

n=Ge +Cie (8.72)
Y = C|||eik3(x - d/2) + lelle—ikg(X — d/2)

2m 2m /2m

Les relations de continuité aux deux interfaces imposent

avec

l/ﬁ(—d/Z) = v/u(—dl/-?) wlu (d/2) = yu (d/i)
> > et g s :
—Vy(-d/2) = —Vy, (—d/2 —Vy,(d/2) = —Vy, (d/2
m, yi(—=d/2) m, yi(—d/2) m, i (d/2) M yu (d/2)
(8.74)
Ces conditions se résument aux équations matricielles :
1 1 C| . e_old/2 e“d/z C||
[ ik, —ik, :| |: o :| = [ g2 _ oy ends? :| [ c (8.75)
ead/z e_“d/z C|| _ l 1 C|||
o lg L AE] e
Le taux de passage tunnkek. le coefficient de transmission, est défini par
To 8.77

-

ou J; estle courant de probabilité dans la zoneorrespondant aux ondes se propageant
de la gauche vers la droite 8, le courant de probabilité dans la zoneorrespondant
aux ondes se propageant de la droite vers la gauche, avec

- J— h —
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Apres calcul, nous avons

J = %kl (ICIPX = ICPX) =J X —J,X (8.79)
Jn = %kl (ICu X = I1Cy %) = JuX — JuX. (8.80)

Au final, nous trouvons alors ,
T = :—j %"I' (8.81)

Aprés résolution de I'équation matricielle, nous obtenons comme expression pour le
coefficient de transmission

Kiks

(ki + ks)?

(@® + KD (@® + ki)
(ks + ka)?

T=

(8.82)

1+ sintf(ad) |

1I-C Méthode de I’lhamiltonien tunnel
[1I-C.1 Définition des hamiltoniens Hg et Hp
CAS DE L'HAMILTONIEN DE L 'ELECTRODE GAUCHE

Nous modélisons I'électrode gauche par le potentiel tracé en fRydrda frontiere
entre les deux domaines se situe toujours au milieu de la barriére tunnel, c’est-a-dire en
x = 0. Nous prenons une hauteur de barriére infinig en—(Ls + d/2) : il s’agit d’'une
technique classique pour localiser les états dans I'électrode. Nous pourrons t@ujours
posteriorifaire tendrel; vers l'infini afin de rendre compte du véritable caractére continu
des états. La masseest, bien entendu, indépendante de la position.

La résolution de I'’équation de Schrodinger, couplée aux différentes conditions aux
limites et de continuité, nous donne

0 six < —(Lg +d/2)
Ye(X) =1 Agsin[ku(x +Ls+d/2)] si—(Le+d/2<x<-d/2 (8.83)
Acsin(kLg)e ¢ X +0d/2) gy > _q/2

A
fo Ve(x)

» X

-(Ls+d/2) -d/2 0
FIG. 8.7. Profil de potentiel associé a I"hamiltonien de I’électrode gauche.
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ou I'on a posé

K, = /Zh—T(E—Vl) et a= iL:'(vO—E). (8.84)

La condition de continuité en = —d/2 nous permet de connaitre les différents niveaux
guantifiés dans I'électrode

. . k2
ki coskiLg) = —a sin(kiLg) = |sirf(kLe) = —— (8.85)
ki + a?
Enfin, le facteurA; est calculé de maniere a normaligey:
/ wewe dx = 1. (8.86)
~(Lp+9)
Nous trouvons alors
2
|Ag)? = I (8.87)
LG + S|nz(k1|_6) (_2 + _)
ki o
Soit, quand.¢ tend vers linfini
2
|Acl} o = | (8.88)
G

CAS DE L'HAMILTONIEN DE L 'ELECTRODE DROITE

De la méme maniére, nous modélisons I'électrode droite par le potentiel tracé en fi-
gure8.8. Nous prenons une hauteur de barriére infinikenL, +d/2, L, tendant vers
I'infini & la fin de notre étude.

La résolution de I'équation de Schrddinger, couplée aux différentes conditions aux
limites et de continuité, nous donne

0 Six > Lp+d/2
yo(X) =1 Apsin[ks(x — (Lo +d/2))] silp+d/2>x>d/2 (8.89)
Apsin(ksLp)eT¢ X —d/2) iy < d/2

4
Vo(x) o0 A

/20 W |

: >y
0 d/2 (Ly*d/2)
FIG. 8.8. Profil de potentiel associé a I’hamiltonien de I'électrode droite.
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ou Nous avons poseé

La condition de continuité er = d/2 nous permet de connaitre les différents niveaux
guantifies dans I'électrode

: : k2
ks + a?
Enfin, le facteurA; est calculé de maniére & normalisey :
Lp+d/2
wowp dx = 1. (8.92)
Nous trouvons alors
2
|Ap)? = I (8.93)
Soit quandL ; tend vers l'infini
2
Ao} o = | (8.94)
D

[1I-C.2 Calcul de la probabilité de passage

Comme évoqué précédemment, nous avons pris des électrodes de dimension finie afin
de pouvoir localiser les états dans les électrodes et déterminer une fonction d’onde. Cepen-
dant, il ne faut pas perdre de vue que les électrodes sont supposées infinies et assimilables a
des continuums d’états. Dans ce cas, la fréquence de paB¥dgkun continuum d’états
a gauche (localisé a I'énergk®;) vers un continuum d’états a droite (localisé a I'énergie
Ep) s’écrit

do*P 2z
W = dt = FlMlsz(EG)pD(ED)é(EG — Ep) dEpdEs. (8.95)

Le coefficient de matricé = (z,uD \Hpen\ WG) va, quant a lui, se simplifier dans le cadre
de cette application unidimensionnelle

h? o— — o 2 dy, — dye
M —%// (WGVWD—WDW/G) dS—% |:‘//G ax Vo ax 0- (8.96)
S X=|

Connaissant les expressionsydget v trouvées précédemment, nous avons

2

h?
M = >—20R Ac sin(k; L¢) sin(ksL 5)e~%d. (8.97)
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En réalité, nous avons surtout besoin de conn#iliié ; nous pouvons alors remplacer
sinf(k,Lg) et sirf(ksLp) par les expression8 85 et (8.91), de méme que les expressions
de|Ap|® et|Ag|® par 2/Ls et 2/L, de fagon a obtenir

2

h? 16 a’k?k3 _2qd
M|?=(— 1 e <24, 8.98
M (Zm) LoLe (K 4 a?) (K + a?) ( )

Il peut apparaitre surprenant que I'élément de matrice, qui modélise le passage tunnel,
dépende de la taille des électrodes. Mais il ne faut pas oublier qua/¢’eshon|M|* qui

quantifie la fréquence de passage tunnel; il faut donc tenir compte de I'entrée en jeu de la
densité d’états. Or, la densité d’états des électrodes, telles que nous les avons modélisées
(cf. AnnexeC sectionVIl), s’écrit

Leo (2m) 1
E)= — ) —. 8.99
pG/D( ) - (h2 k1/3 ( )
Globalement, nous constatons alors bien @ueeste indépendant de la taille des deux

électrodes.

llI-D Comparaison entre les deux méthodes
I1I-D.1 Coefficient de transmission

Pour l'instant, nous avons a notre disposition une méthode exacte qui permet de calcu-
ler un coefficient de transmissidnE), et la méthode de I’hamiltonien tunnel aboutissant
a une probabilité de passafe, ;. Reste maintenant a lier ces deux représentations. Pour
ce faire, nous allons calculer le coefficient de transmis$i@npartir de la probabilité de
passage’_, ; issue de la théorie de I'hamiltonien tunnel. Par définition,

‘JIII

T=—, (8.100)
Ji

-

Déterminons le courant de probabilité incideht et le courant de probabilité transmis
Ju, a partir des résultats de la méthode de I’hamiltonien tunnel.

CALCUL DE J,

J, se calcule facilement a partir des fonctions d’onde de I'hamiltonien de I'électrode
gauche. En effet, nous savons que pegts + d/2) < X < —d/2, nous avons

As A i
e = A Sin(KiX + 06) = z_iGel (KX +96) _ Z_iGe—l (KX + ¢6) (8.101)

onde incidentey;  onde réfléchiayg

de sorte que

— hoe h, 1A
J =R —V = —k 8.102
I (wglm wg) ki (8.102)
Ayant utiliséyw s comme fonction d’onde décrivant I'état initial de I'électrode gauche, nous
ne pouvons plus considérer cette électrode comme un continuum d’états. Nous notons

alorsE I'énergie associée a I'état discret de fonction d’onde
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CALCUL DE J,,

Le calcul deJ,, est plus difficile : nous ne pouvons pas raisonner comme précédem-
ment car le courand,, doit étre lié a la probabilité de transition. Néanmoins, en écrivant

I'équation de conservation de la densité de probabilité (npjést en I'intégrant sur tout
le domaine de gauch®g, nous avons

- e
vi+ P _o0= JdS = —Gawche _ T TCauwhe (8.103)
at Gauche at at

Nous constatons, alors, gie..crefeprésente la variation, par unité de temps, de la densité
de probabilité de présence du c6té gauche. La probabilité de trouver une particule dans
tout I'espace étant unitaire, nous en déduisons que la somme entre la probabilité de trouver
une particule a gauché(,.nJ et la probabilité de passage d'un état gauche vers un état
droit quelconqueP._, ), doit nécessairement faire un. Nous en déduisons que la valeur du
flux de courant de probabilité, a travers le domaine de gauche, n’est autre que la fréquence
de transitionW = oP_,; /ot

T 4 01— Pi—> apl—)
# jag= ) _ L —w. (8.104)
Gauche at 8t

Notons que le flux du vecteur densité de courant de probalifit travers la surface
s’appuyant sur le domaine gauche, n’est non nul qu’au niveau de la barriere tunnel, seul
endroit ou les particules peuvent s’enfuir de I'électrode gauche pour aller vers I'électrode
droite.

Nous sommes donc partis d’'un état discret d’énekggur I'électrode gauche et nous
arrivons sur un continuum d’états a droite. La frequence de transgitiale, tenant compte
de 'ensemble des états, d’éner@iede réception possibles de I'électrode droite , s’écrit

o0

2r 2n
W= / L IMEpo(E0)d(Es — E) dEy = “CIMIpo(E).  (8.105)

En outre, le probleme étant unidimensionnel, nous avons
# J.dsS=J,. (8.106)

Gauche -
Soit au final
2r

Jy = F|M| po(E). (8.107)

Nous trouvons donc que la méthode de I'hamiltonien tunnel permet, elle aussi, d’ac-
céder a la valeur du coefficient de transmission de la barriére
2r m 4
T(E)= = ="—|M|?pp(E) x — —. 8.108
(BE) hI lpD()xhkllAGIZ ( )
En utilisant les différentes propriété®.99), (8.89 et (8.99 le coefficient de transmission
se simplifie en

a*KiKs —2ad

Ty (E) =16
HT( ) (kf+0€2) (k§+a2)

(8.109)
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TAB. 8.1. Parametres de la barriere Or—-SiO~Or [129]

Travail de sortie de I'or 5eV
Hauteur du niveau de Fermide I'or 5.5eV
Travail de sortie SiQ 0.9eV

[1I-D.2 Comparaison

La résolution exacte du probleme, nous avait donné pour le coefficient de transmis-

sion 8.82 K
103

(K1 + k3)?
(a?+ K?)(a? + k2)
a?(Ky + Ks)?
Nous pouvons simplifier cette expression dans le cas ou nous supposons la barriere suffi-
samment épaisse.siad > 1

Tex(E) = (8.110)

14

sinhz(ad).

a’Kiks —2o0.d
€ )
(€ + o) (€ + o)
I'expression obtenue étant identiqueBal(09. Nous en concluons que la méthode de I'ha-
miltonien tunnel nous donne le méme coefficient de transmission que la méthode exacte,
dans le cadre de I'approximation des barrieres épaisses.

Nous avons alors comparé pour un systeme Or—Isolant—Or, la valeur du coefficient de
transmission obtenue, soit par la méthode exacte, soit par la méthode de I’hamiltonien tun-
nel. En figure8.9 est représenté le profil de potentiel d’'une barriere OrSBD dont les
principales caractéristiques sont rappelées en talild.a figure8.10montre, pour cette
barriére particuliére, la valeur du coefficient de transmission exacte donnée par I'équa-
tion (8.82 en fonction de I'énergie de la particule incidente et de la largeur de barriére.
Signalons que, pour des énergies supeérieures a la hauteur de barriére, le coefficient de
transmission représente la diffusion de la particule et que le coeffi€iedbnné par la
méthode de I’hamiltonien tunnel, n’a aucun sens.

En figure8.11a, nous avons tracé le coefficient de transmisdigi) en fonction
de I'énergie des électrons incidents, pour plusieurs largeurs de barriére. La&ifjllve
affiche I'erreur relative, commise en utilisant la méthode de I'hamiltonien tunnel, et nous
assure que cette méthode est plus qu’excellente (erreur inférieure a 5%), quelle que soit
la largeur de la barriere, pourvu que I'énergie des particules soit relativement éloignée du
haut de la barriere. C’est ce que confirme la figBrE2 ou est représenté le coefficient
de transmission en fonction de la largeur de barriére pour plusieurs énergies d’électrons
incidents. Notons, au passage, que nous retrouvons bien la dépendance exponentielle du
coefficientT en fonction de la largeur de barriére.

Pour conclure, au vu des figur8sl1et 8.12 la méthode de I'hamiltonien tunnel se
révele d’autant meilleure que les électrons ont une énergie éloignée du haut de la barriere
(ici éloignée d’environ 2% de la hauteur de barriere totale) et que les largeurs de barriere
sont suffisamment importantes (ici supérieures a 10 A) Compte tenu des « relativement
larges » barrieres utilisées dans les dispositifs a blocage de Coulomb, la méthode de I'ha-
miltonien de transfert tunnel apparait donc tout a fait adaptée. En outre, comme nous
nous intéressons au courant tundieéct, I'énergie des électrons se situe a une distance
raisonnable du haut de la barriére de potentiel, Ia ou la méthode est plus qu’acceptable.

Tad>>1(E) =16 (8111)
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A
V(x)
N
Au Si0o, Au
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9.6 eV
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-d/2 0 d/2

FIG. 8.9. Profil de potentiel du systeme étudié : deux électrodes d’or séparées par une couche
d’oxyde de silicium de largeur d. La hauteur de barriere, correspondant a I'énergie séparant
le bas de la bande de conduction de I'or de celle de la silice, est égale a 9.6 eV.

-

©o o o o

Coefficient de transparence

oo M N O o

N

10

Energie (eV) 5 10 _
Largeur de barriére (A)

FIG. 8.10. Coefficient de transmission T de la barriere de la figure 8.9 en fonction de I'éner-
gie E des électrons incidents et de la largeur d de barriere.
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T
Calcul exact

¢ Hamiltonien tunnel 10A
= Hamiltonien tunnel 18A
+  Hamiltonien tunnel 22A

Coefficient de transparence T
Erreur relative (%)

= L ol ol ol v vl vl v ol o vl v o ol vl ool vl vl s s wod vl sl ol s s

0 9.4 945 95 955 96
Energie (eV) Energie (eV)

(@) (b)

FIG. 8.11. (a) Coefficient de transmission T de la barriére de la figure 8.9, en fonction de
I'énergie des électrons incidents pour plusieurs largeurs de barriére, calculé, d’une part de
maniere exacte (trait plein) et, d’autre part avec la méthode de I'hamiltonien tunnel (sym-
boles). (b) Erreur relative commise en utilisant la méthode de I’hamiltonien tunnel, en fonc-
tion de I’énergie des électrons .

5 E ; = —e—951eV
10™° £ : . —=—952eV

10—10 E

10718 .
102§

10%

Calcul exact
Hamiltonien tunnel 1.91 eV
Hamiltonien tunnel 3.83 eV
Hamiltonien tunnel 5.74 eV
Hamiltonien tunnel 7.66 eV
Hamiltonien tunnel 9.57 eV

10‘40;”HHHHHH\HH’ 0
10 15 20 25 30 10 15 20 25 30

Largeur de barriére (A) Largeur de barriére (A)

Erreur relative (%)

1 0-30 :

Coefficient de transparence T

10%

4> o m o

(@) (b)

FIG. 8.12. (a) Coefficient de transmission T de la barriere de la figure 8.9, en fonction
de la largeur de la barriére pour diverses énergies des électrons incidents, calculé, d’une
part de maniere exacte (trait plein) et, d’autre part avec la méthode de I’hamiltonien tunnel
(symboles). (b) Erreur relative commise en utilisant la méthode de I'hamiltonien tunnel, en
fonction de la largeur de la barriere.
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IV Application : courant a travers une barriere MIMm

IV-A  Définition du systeme

Nous désirons maintenant calculer la probabilité de passage tunnel a travers une bar-
riere de potentiel, unidimensionnelle polarisée, du type Métal-Isolant—Méta)) (et en
déduire la valeur du courant tunnel circulant a travers celle-ci. Nous sommes donc amenés
a calculer le coefficient de transmission d’une barriére dont le profil de pot¥fiitiglest
tracé en figur@.13 Nous conservons une masse constante le long du dispositif.

La variation de potentiel, au sein de I'oxyde, nous est donnée par la relation linéaire

Y
V(X) = Vi + Voar + % (x + g) , (8.112)

ouV; désigne la référence de potentiel dans la zore—d /2 etV,,, représente la hauteur
de barriére entre la bande de conduction de I'électrode et celle de I'oxyde.
Dans toute la suite de I'étude, nous posons

K, = /ZhL?(E—vl) o = /i—T(vo—E) et ks = /zhLZ‘(E—vg). (8.113)

avecV,, valeur du potentiel au milieu de la barriére.

IV-B  Résolution du probleme par la méthode de I'hamiltonien tunnel
IV-B.1 Décomposition du systeme et fonctions d’onde
DECOMPOSITION

Afin de résoudre le probleme, a I'aide de la méthode de I'hamiltonien tunnel, com-
mengons par décomposer le systeme de la maniére illustrée en8iddrda frontiére,
entre les deux domaines, se situe toujours au milieu de la barriese=£®. Une fois
encore, les électrodes sont supposées de longueuLfireeL 5, mais nous ferons tendre
ces longueurs vers l'infini ultérieurement. La recherche des fonctions d’'onde propres des

A
Vix)
Viar
E.,
=
Vil
y ev Ees
E. 1 " LIocooodMoo_____
Cg »X
-d/2 0 dsr2

FIG. 8.13. Barriere Métal-Isolant—Meétal (MIM ) soumise a une différence de potentiel. Le
potentiel Vi représente la hauteur de barriere
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A
2 Vix)
%
V(x)=V,+ %x y /
v,
14
JE LAY A, ‘L,,, =
a7 0 a7 *
Electrode Gauche Electrode Droite
V() = w.+%vx oA
N NS
V() = Vot D eV
A d w Vr}" - V/)
© / ev/2
Vi
L
L, Ve L
78—
777777777 v, »X ! Ly X
(L.+d2) 7] 0 0 a2 (L,+d/2)

FIG. 8.14. Décomposition de I'hamiltonien de la jonction MIM polarisée en un hamiltonien
décrivant I'électrode gauche, et un hamiltonien décrivant I'électrode droite.
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hamiltoniensH et Hp, décrivant respectivement les électrodes gauche et droite, se ré-
véle plus difficile que dans le cas précédent. C’est pourquoi nous usons d’une nouvelle
approximation : les fonctions d’'onde sont déterminées a l'aide de I'approximation WKB
a l'ordre O (cf. annex€ sectionVI)

—/X /ZhL?\/V(x’)— E dx

y(x) = w(0)€ (8.114)

FONCTION D’ ONDE : HAMILTONIEN DE GAUCHE

La résolution de&.114, sur I'électrode gauche, nous donne

[ Agsin[ki(x + Lg +d/2)]
si — (Le +d/2) < x < —d/2

2d 1 (éV ¥2 gV ¥2
BN _x+vo-e) -(__+vo-E)
Assin(k;Lg) € EVIV-E|\d 2

we(X) =1 si—d/2<x<0

2d 1 ev 32
—t——— | (Vo — E)¥* — (—— +Vo— E) }
Acsin(Loe VVV-E| 2 e—aX
sio< x
| 0 sinon
) (8.115)
La condition de continuité d€ s en—d/2 nous assure que
k2
sif(k,Lg) = 1 =", : (8.116)
RO P
2(Mo— E)

Un calcul, similaire a celui menant a I'equatioh &8, montrerait que le facteur de nor-
malisationA est toujours tel que

2
2
|AG|LG—>OO == L_ (8117)
G
FONCTION D’ ONDE : HAMILTONIEN DE DROITE

De la méme maniére, nous trouvons que

[ Apsin[ks(—x + Lp +d/2)]
silp+d/2>x>d/2

2d 1 (évx+v E)3/2 (éV v E)W}
(e e — —— 0 — - A 0 —
Ap sin(ksLp) € FVIM-E [\ d 2

wo(X) =1 si0O<x<d/2

d 1 a8V 32
d = | (Vo— E)¥? — (— +Vo— E) }
Assintkolg)e CVVVo—E| 2 X
Ssix <0
| 0 sinon

(8.118)
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De par la condition de continuité d%zpD end/2
k3
", : (8.119)
2(\V, — E)
Un calcul, similaire a celui menant a I'équatichi44), montrerait que le facteur de nor-
malisationA, est toujours tel que

si(ksLp) =

1+

ks + a?

_ 2 (8.120)

| —00
LD I
D

| Ao

IV-B.2 Calcul de I'élément de matrice M

Etudiant une barriére unidimensionnelle, I'élément de matvicge résume a

, _
h [ dvo d‘”G} . (8.121)
x=0

~om| Y Tax ~ Y°dx

En reportant les expressions des fonctions d’'onde des électrodes droite et gauche, nous
trouvons alors que
2

2 h_2 2 20 2o :
IM| _(Zm) | Acl?| Ap|*4a® sinf (ky L o) sinf(ksL o)

_ 32 ~ 327 (8.122)
—Zadm (1 + L) — (1 — i)
e 38V 2(Vo— E) 2(Vo— E)

IV-B.3 Calcul du coefficient de transmission

D’apres la sectiofil-D.1, le coefficient de transmissioh peut s’écrire

2

FIM |2PD(E)
T= — (8.123)
— K 2
am 1| Ac
Dans le cas de notre barriére polarisée, cette expression est préservée puisque les calculs
de J, et J, donneraient les mémes résultats qu’en sedlie@.2. En remplagant alors
IM|?, po(E) (qui reste identique & celui de la sectibhC.2), |As|* et |Ap|* par leurs
expressions respectives 122, (8.99, (8.117 et (8.117), nous trouvons que le coefficient
de transmission de la barriére s’écrit (en faisant intervegir

T(E) = 4z IM|*pp(E) ps (E) (8.124)
Soit
16k1k3a2
T(E) = =V v
i gy [ g

2(V, — E) eV ¥z Y 3z
B [(HZ(VO—E)) (2w -8) }

xe
(8.125)
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A A
Vix) Vix)
k/ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, v,
Vi v, -eV/2
V/ EFD z Vhw+éV/2 EFD
E. v o v
1 |z Eeo | ey Eeo
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FIG. 8.15. Approximation de la barriére triangulaire en une barriere rectangulaire : la hau-
teur de la barriere rectangulaire correspond au potentiel moyen, le long de la partie linéaire
de la barriere triangulaire.

REMARQUE

Si nous supposons q//2 < V, — E (c'est-a-dire siV,,, > E (cf. Fig. 8.1H
puisque la hauteur de barrievg,, est reliée &/, par la relationV, = V,,, + €V/2), nous
pouvons faire un développement limité des termes ¢rel/2(V, — E)

ev  \¥? 38V
1-—— ) ~1- =" 8.126
( 2(Vo — E)) 4(Vp — E) ( )

ev ¥ 38V
1+— ) ~14—"— 8.127
( +2<vo—E>) Tav -6 (8.127)

de sorte que
2,k

T(E) ~ 16—+ 2% —2ad (8.128)

(kf + az) (k§ + az)

Nous retrouvons ainsi la transmission d’une barriére rectangulaire dont la hauteur est égale
a Voo + €V/2 d’un cbté et av,,, — €V/2 de l'autre. En d’autres termes, si I'énergie

des particules est suffisamment petite devant la hauteur de barriere, ce qui est le cas si
la barriere est suffisamment haute et que la tension appliquée n’est pas trop grande, la
barriére polarisée peut étre approchée par une barriére rectangulaire de Waotenme

le montre la figure3.15

IV-B.4 D’une fréquence de transition a un courant

Nous avons vu, au début du chapitre, que la probabilité de transitiale de I'élec-
trode de gauche vers celle de droite s’écrivait

+oo +00
2r
Fewo = [ pe()la(Ea) | [ S IMPO(Es ~ Ea)po(Eo) [1 - folEx)]dE | dE.
Ece Ecp

(8.129)
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Vo) ‘/
P

-d/2 0 d/2

FIG. 8.16. Conventions utilisées pour le calcul du courant.

ou fs et fp représentent respectivement les statistiques de Fermi de I'électrode gauche et
de I'électrode droite :

1

E - EFG/D .
1+ exp(?)
B

En utilisant la propriété de la distribution de Dir&(Ey — Eg), I'c_,p Se simplifie en

fG/D(E) = f(E - EFG/D) = (8130)

+00

2
Top = / T IMEpo()ps() fe(€) [1 = fo(6)] dE. (8.131)

maxEcg.Ecp)

Le courant tunnel traversant la jonction nous est alors simplement donné par la
relation (avec les conventions de signes données en fgliée

| = —é[re—m - FD—)G] . (8-132)

Comme|M|? est indépendant du sens de passage, nous en déduisorispgueaussi
s’écrire

+00

2
| = -8 / T IMPpo(€)po(€) [fo(€) = fo(6)] d€ | (8.133)

maxEcg.Ecp)

NOTION DE RESISTANCE TUNNEL

e A faible température, les fonctions de Fermi peuvent étre considérées comme des
fonctions échelons (cf. Fi@.17) de sorte que

Erp
2
| %—i—é/ %|M|2po(5)pg(5) de. (8.134)

Erc

e A faible polarisation, les niveaux de Ferti et E-, ne sont pas trop éloignés,
de telle fagon, que sur cet intervalle énergétique, nous pouvons congigéser:
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FIG. 8.17. Statistiques de Fermi dans les deux électrodes.

Vix) A
/
/
9.6 eV
9.6 eV B,
E:. 55eV

55eV oV Ec,

- a0 ar

FIG. 8.18. Profil de potentiel de la jonction Or-Silice—Or simulée.

cste~ pp,, po(€) ~ cstex pg, €t |M|* & cste Le courantl devient alors une
fonction linéaire de la tension appliqu¥e= (Erp — Erg)/€

| = v avec R = h
R 27 &ppopeo MI*’

La résistanceRr, est dénomméeésistance tunnelTout se passe donc comme si

la caractéristique courant/tension de la barriére tunnel était linéarelfmique).
Cependant, cette approximation gsscontraignante car elle suppose i est

une constante, indépendante de I'énergie et de la polarisation appliquée. Or, nous
avons vu, dans la section précédente en fi@uid, que cette affirmation est loin
d’étre exacte (et nous constaterons, par ailleurs, les limites de cette approximation
dans la sous-section suivante)!

(8.135)

IV-C Comparaison de la méthode de I'hamiltonien tunnel avec un
calcul exact

Les différentes courbes de la section suivante vont illustrer les performances des ré-
sultats obtenus par la méthode de I'hamiltonien tunnel, a partir d’'une comparaison avec
une solution exacte du probleme (cf. ann€xgectionV). Le systéme que nous étudions
est du type Or—Silice—Or dont le profil de potentiel est tracé en figu@

En figure8.1%, le coefficient de transmission est représenté en fonction de I'énergie
des électrons incidents pour une barriére de 12 A. La figutéb illustre, quant a elle,
I'erreur commise sur ce coefficient en employant la méthode de I'’hamiltonien tunnel; la
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Largeur de barriére : 12 A

Largeur de barriére : 12 A
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FIG. 8.19. (a) Coefficient de transmission d’une barriere de 12 A, en fonction de I'énergie de
I'électron incident et pour différentes tensions appliquées. Les résultats sont issus, soit d une
résolution exacte du probleme (traits pleins), soit de la méthode de I'hamiltonien tunnel
(symboles). (b) Erreur relative commise en employant la méthode de I’hamiltonien tunnel.

Largeur de barriére : 20 A Largeur de barriére : 20 A
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FIG. 8.20. (a) Coefficient de transmission d’une barriere de 20 A, en fonction de I'énergie de
I'électron incident et pour différentes tensions appliquées. Les résultats sont issus, soit d une
résolution exacte du probleme (traits pleins), soit de la méthode de I'hamiltonien tunnel
(symboles). (b) Erreur relative commise en employant la méthode de I’hamiltonien tunnel.
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Largeur de barriére : 25 A Largeur de barriére : 25 A
10—1 E I \ L L El 20 T T
£ Calcul exact B . E|
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FIG. 8.21. (a) Coefficient de transmission d'une barriere de 25 A, en fonction de I'énergie de
I'électron incident et pour différentes tensions appliquées. Les résultats sont issus, soit d une
résolution exacte du probleme (traits pleins), soit de la méthode de I'hamiltonien tunnel
(symboles). (b) Erreur relative commise en employant la méthode de I’hamiltonien tunnel.

position du niveau de Fermi de I'électrode y est, de plus, portée. Les mémes types de gra-
phiques sont présentés en figuBe0et8.21pour des largeurs de barriére respectivement

de 20 A et 25 A. Nous remarquons I'excellente performance de la méthode de I'hamilto-
nien tunnel: le coefficient de transmissidrest donné a mieux de 5% pour des électrons
dont I'énergie est éloignée (dans le pire des cas) d’environ 10% (par rapport a la hauteur
totale de la barriére) du haut de la barriere.

Outre le coefficient de transmission, le courant est un critére de choix pour tester I'ef-
ficacité de la méthode de I'hamiltonien tunnel, puisque c’est a sa détermination que se
destine cette méthode. Les figu&22a, 8.2 et8.2Z représentent donc la caractéris-
tiqgue courant/tension de la barriere tunnel pour des largeurs de barriere respectivement
de 12 A, 20 A et 25 A. Nous constatons, 1a encore, la parfaite adéquation des valeurs ob-
tenues, par le biais de la méthode de I'hamiltonien tunnel (symboles), avec celles issues
d’une résolution exacte du probléme (traits pleins), sur les largeurs de barriere étudiées.

Sur ces mémes graphiques, I'approximation de la résistance tunnel est aussi étudiée.
Cette résistance a été calculée en prenant pgyps, et M de I'équation 8.135 leur
valeur prise au niveau de Feriai . Cette approximation apparait comme un développe-
ment limité au premier ordre de la caractéristique courant/tension : la résiftanepré-
sente, en effet, la pente a l'origine de la coutl§¥’). Par ailleurs, I'approche résistance
tunnel, pourtant largement utilisée pour la détermination du courant dans les dispositifs
a blocage de Coulomb, est d’autant moins bonne que la barriere est épaisse. Cette pro-
priété s’explique par le fait que le coefficient de transmission et, par extension I'élément
de matriceM, ont une plage de variation qui augmente avec I'épaisseur de la barriere :
'approximationM =~ cste dans I'équation8(135 se révele alors de moins en moins
licite.

Enfin, en figuresB.23 et8.23d, sont représentées respectivement la caractéristique
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FIG. 8.22. Caractéristique courant/tension | (V') de la jonction Or-Isolant—Or de la fi-
gqure 8.18 pour différentes épaisseurs de barriere: (a) 12 A, (b) 20 Aet (c) 25 A Les résul-
tats découlent de trois méthodes différentes : calcul exact (trait plein), méthode de I’hamilto-
nien tunnel (symboles) et approximation de la résistance tunnel (pointillés).
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FIG. 8.23. (a) Caractéristique courant/tension | (V') de la jonction Or=Silice—Or dans dif-
férents cas de largeurs de barriere. (b) Caractéristique courant/épaisseur de barriere | (d) de
la jonction Or-Silice—Or pour diverses tensions appliguées.

courant/tensior (V) pour plusieurs largeurs de barriére et la caractéristique courant/é-
paisseur de barriéde(d) pour différentes valeurs de tension appliquée. Nous remarquons
I'extréme sensibilité du courant en tant que fonction de la largeur de barriére, en raison
de sa dépendance exponentielle. La largeur de barriére deviendra donc un parametre clé
pour la simulation des dispositifs a blocage de Coulomb ; et cela, d’autant plus, que les ca-
ractérisations pratiques semblent, a I'heure actuelle, incapables de donner une estimation
suffisamment précise de ce paramétre.

CONCLUSION

La méthode de I'hamiltonien tunnel se révele donc une tres bonne méthode pour le
calcul du coefficient de transmission et de la caractéristique courant/tension, pourvu que
les électrons proches du haut de la barriére ne jouent pas un réle important et que la
barriere soit d’épaisseur suffisante. De plus, I'erreur commise, par rapport a une résolution
exacte du probleme, est quasi-indépendante de la tension appliquée et de la largeur de la
barriére (dans le cas ou la condition de faible transparence est satisfaite).

L'approximation de la résistance tunnel est d’autant plus contestable que les tensions
appliguées sont importantes, et que les barrieres sont épaisses. Ceci se comprend, notam-
ment, par le fait que le coefficient de transmissioest proportionnel a @9 (g étant
une fonction croissante de la tensigi. Ainsi, si I'épaisseur de barriet augmente, le
terme dans I'exponentielle augmenteTetlevient de plus en plus dépendant de la tension
(IdT/dV| augmente) ; ce qui a pour effet de rendre, par la méme, I'approximation de la
résistance tunnel plus litigieuse.

Comme attendu, la variation du courant tunnel avec la largeur de la barriére est ex-
ponentielle. Il existe donc une forte variation du courhrn fonction de la largeur de
barriéred. Compte tenu des incertitudes expérimentales sur la valedy beus aurons,
par conséquent, une incertitude trés forte sur la valeur du colurant

Reste maintenant a appliquer la théorie de I'hamiltonien tunnel aux dispositifs a blo-
cage de Coulomb...
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Chapitre 9

pplication : blocage de coulomb
“dans les structures metalliques

| Introduction

FORTS de nos conclusions sur les performances de la théorie de I’hamiltonien tunnel,
nous sommes maintenant a méme d’y inclure les effets de blocage de Coulomb. Tel
est I'objet du présent chapitre, plus spécifiquement consacré aux dispositifs métalliques;
le chapitre suivant étant, quant a lui, dévolu aux composants a semi-conducteur.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux différentes fonctions d’onde
dans les électrodes métalliques en tenant compte, entre autres, de leur caractére tridimen-
sionnel ou des variations de masse effective. Dans un second temps, ces fonctions d’onde
nous serviront a déterminer les fréquences de transition de transfert tunnel dans le cadre
du blocage de Coulomb. Enfin, nous verrons comment, de ces fréquences de transition,
obtenir une caractéristique courant/tension. Dans cette optique, deux méthodes, trés dif-
férentes dans leur principe, seront mises en ceuvre : la méthode de I'équation maitresse et
la méthode Monte-Carlo.

Ce chapitre nous permettra de mieux appréhendbgelarie orthodox@42, 43, 45, 46,

47] du blocage de coulomb, tout juste effleurée dans le chahitre

Il Etude des électrodes métalliques

lI-A  Objectifs

Comme dans le chapitre précédent, nous nous intéressons aux fréquences de passage
tunnel des électrons d’'un systeme Métal-Isolant—Métal, comportant une barriére tunnel
d’épaisseud, tel que celui de la figur@.1dans le cadre de la théorie orthodoxe du blocage
de Coulomb. Les différences majeures, par rapport aux calculs effectués précédemment,
résident dans le caractere tridimensionnel du dispositif et dans la variation de la masse
effective des électrons dans les différents matériaux.

229
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0

% VAN

FIG. 9.1. Barriere tunnel tridimensionnelle Métal-Isolant-Meétal. La référence du systeme
d’axe passe par le milieu de la barriere tunnel située entre X = —d/2et X =d /2.

La démarche suivie afin de résoudre le probléme reste, pourtant, toujours la méme :

e décomposition du systeme en deux sous-systemes, I'un décrivant I'électrode gauche,
I'autre I'électrode droite ;

e détermination des fonctions d’onde dans chacun de ces sous-systemes;
e et, enfin, calcul des fréquences de transition tunnel.

Cette section est réservée aux deux premiers points, la suivante au dernier.

[I-B  Fonctions d’onde dans les électrodes
II-B.1 Cas de I'électrode gauche
SYSTEME ET POTENTIEL DE CONFINEMENT

Le sous-systéeme associé a I'électrode gauche est représenté edfRjutemme
nous I'avons dit, il nous faut décrire les électrodes de maniere tridimensionnelle. Heureu-
sement, grace a un potentiel de confinement judicieusement choisi, une bonne partie des
résultats précédents va étre réutilisée. Avec les notations de la 8dtif&lectrode de
taille Lys x Ly, x L, peut étre décrite par le potentiel

[ x>0

Vo si 1 Iyl < Lye/2

| 12 < Lye/2

[ 0> x> —d/2

Vo+€EXx siq |yl<Ly,/2

| 1zl < Ly /2

[ —d/2>x2>—(L +d/2)
Vi si 1 Iyl <Ly/2

|z| < Lz /2

Ve(X, Y, 2) = | (9.1)

| +oo sinon

Autrement dit, nous prenons un potentiel de confinement infini sur toutes les faces de
I'électrode sauf sur celle ou I'effet tunnel peut avoir lieu. Le paramé&trdésigne le
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A
y
i L’(}
0 x
/2
L*‘(;
FIG. 9.2. Sous-systeme associé a 1'élec- FIG. 9.3. Allure du potentiel de confi-
trode gauche: I'électrode métallique de nement de I'électrode gauche dans le plan
taille Lyg x Lyg X L,g, placée en X = z=0.

—d/2, est plongée dans l'isolant.

champ électrique encaissé dans la jonction tunnel. Le potergieinsi défini, peut se
décomposer en trois potentiels ne dépendant chacun que d’une seule variable d’espace

Va(X, Y, 2) = Vi(X) + Vy(y) + V.(2). 9.2)

L'allure du potentiel de confinemeM; dans le plarze = 0 est représentée en figule3

et les potentield/,(x), V,(y) et V,(z) sont tracés en figur8.4 Comme nous pouvons

le constatery, (x) correspond exactement au type de potentiel utilisé lors de I'étude des
électrodes unidimensionnelles du chapitre précédent.

De plus, nous prenonms, comme masse des électrons dans I'électrode,&tomme
masse dans 'oxyde.

Une des bases de la théorie orthodoxe repose sur une approximation que nous avons
déja évoqueée au cours de l'introduction sur le phénomeéne de blocage de Coulomb dans
le chapitre2: tout effet de quantification des niveaux d’énergie est négligé dans les dif-
férentes parties du systéme. Nous ferons donc teaduesteriori comme nous l'avons
déja fait, les différentes dimensions de I'électrodg;, L, etL, vers linfini.

HAMILTONIEN ET FONCTION D 'ONDE

Afin de déterminer la fonction d’onde des électrons dans I'électrode, nous sommes
ameneés a résoudre une équation de Schrodinger dont I'hamiltbiiest décomposable
en trois hamiltoniens ne dépendant chacun que d’une variable d’éspace

HG\IJG = (Hx + Hy + HZ)\PG == g‘PG, (93)

1. Notons, tout de méme, que cette décomposition néglige I'effet de la variation de masse suivant la
directionx sur les hamiltonien${, et H,.
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AV.(x) AV
V. +eEx
1o A eEd/2 p A
Viar
m.
m, m,
- v 4 > X >y
(L. +d2) ~d/2 0 'L /2 0 -LJ2
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(©) V(2

FIG. 9.4. Profil de potentiel Vg associé a I’hamiltonien de I'électrode gauche sachant que
Ve (X, Y, 2) = Vi(X) + Vy(y) + V2(2).
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avec - .
H, = —Ezaixms—;(-l‘vx()
Hy=—%%i%+ww : (9.4)
2
-t

Les trois hamiltoniensi,, H, et H, commutant, nous pouvons résoudre chacune des équa-
tions de Schrodinger séparément

Hlex(X) = glex(X)

HY,(y) = &Yy (Y) ; (9.5)
HY.(2) = &2

la fonction d’'onde globale des électrons dans I'électrode nous est alors donnée par le
produit des fonctiond?,, ¥, et ¥, tandis que I'énergie des électrons correspond a la
somme des énergiéy, £,, &, (cf. annexeC sectionl-B)

Ye(X, Y, 2) = Y« () ¥y (Y)¥2(2) (9.6)
E=E+E+E, ©.7)

EXPRESSION DE ¥,

La détermination dé&¥, (x) tire parti des résultats que nous avons établis au chapitre
précédent puisque le potenti](x) est similaire a celui utilisé pour I'électrode unidi-
mensionnelle. La seule différence réside dans la prise en compte de la variation de masse
effective dans le dispositif. En se servant toujours de I'approximation WKB a 'ordre O
afin de détermine¥, (x) (cf. annexeC sectionVl),

—/ /i—T\/VX(x’) — & dX
lPx(x) = lP><(0)e 0 5 (98)
nous trouvons

[ Assin[ki(x + Ly, +d/2)]
si —(Ly +d/2)— <x <-d/2 _

_ 3/2
2 ! @a+w—@w—(fguwr@)}

—— =
Assin(kiL,,) € REVVo — & | 2
Y.x)=1 si—d/2<x<0 ) ,
2 1 eEd 3z
-wf—————(%—&ﬂh(———+w—&)}
Assin(kiL,,) € FEN-& | 2 e~ X
sio<x
| 0sinon

(9.9)

om, 2
mz/%g@—w)etaz/%&w—&) (9.10)

avec
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et V,, la valeur du potentiel au milieu de la barriére tunnel. La condition de continuité de
1/mVy, en—d/2 impose, de plus, que

2
m_
kf + (_e) a2
Mg

Le calcul de?, et¥, se révele beaucoup plus simple. En effet, étant donné que nous
supposons les électrodes infiniels, (- co etL, — o0), il est Iégitime d’approcher les
fonctions d'onde?, et'¥, par des ondes planes

sirf (kL) = (9.11)

LE CASDE W, ET ¥,

¥,(y) = AEKY et W2 = AKZ 9.12)
avec
2 & 2 a
Kk, = h—”ggy et k = h—”zsz. (9.13)

Ayant affaire a des ondes plangg, = hk, et p, = hk, représentent la quantité de mou-
vement des électrons suivant les directigret z. En raison de la tension de polarisation
appliguée suivant la directior, nous faisons I'hypothése que les quantités de mouve-
ment p, et p, sont négligeables devapi, quantité de mouvement de I'électron suivant

la directionx. Ceci n’est pas une approximation anodine, car nous savons trés bien que le
mouvement erratique réel des électrons ne correspond en rien a leur mouvement global.
Cependant, I'impossibilité de connaitre leur quantité de mouvement, suivant les directions
y etz nous oblige a faire quelques concessions. Les énergies cinéfigees, sont, par
conséquent, supposées nulles et leur fonction d’onde associée constante et égale a I'unité
(la constante de normalisation de la fonction d’onde globale étant port&é par

P(y) = cste=1 & = 0 B
Y,(z) = cste=1 & =0 =& =& (9.14)

FONCTION D’ ONDE GLOBALE yg(X, Y, 2)

Si nous résumons, la fonction d’on8& (x, y, z) des électrons dans le sous-systeme
correspondant a I'électrode gauche peut s’écrire
[ O
Six < —(Lyg+d/2)ouly| > Ly, /20u|z| > L, /2
As sin[ki(X + Ly, +d/2)]
si —(Lyg+d/2) <x <—d/2et]y| <L, /2et|z] < L,,/2

2 1 &Ed ¥2
e —— (éEx+Vo—5)3/2—(——+Vo—8) }
Yo =1 Assin(kL,,) e REM-E[ 2 ’

si—d/2<x <0et]ly| <Ly /2et|z] < L,/2

2 1 eéEd ¥2
—— = (v0—5)3/2—(——+v0—5) }
(L..)e 3eEVVo— € | 2 a—ax

six>0etly|<L,/2et|z] <L,/2
(9.15)

Ag Sin
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sachant que

et

2m, 2
k= | :2(5—v1) et o= %(vo—g) (9.16)
k2

Sinf(kLy,) =

5 1 ) (9.17)
Mg

kZ + (—) a? |1
Mg

COEFFICIENT DE NORMALISATION Ag

La constanté); est déterminée en imposant la condition de normalisation a la fonction
d’'onde:

oo Lyg/2 Lzg/2
[ ety ot axayaz= [ pnfax [ oiwrey [opepdz-1
espace —(LXG+d/2) —Lyg/2 —Lzg/2

(9.18)
Or, nous avons vu, au chapitre précédent sedtie@.1, que, dans I'approximation de
I'électrode infiniment grande

+00

2
. L

lim / [P, |2 dx = MG'—G, (9.19)

Lxg—+0o0 2

~(Lxg +d/2)
de sorte que nous en déduisons
2 2

|Agl? = (9.20)

LXG LyG LZG B V_G’

ouVs = Ly Ly L, représente le volume de I'électrode gauche.

[I-B.2 Cas de I'électrode droite
SYSTEME ET POTENTIEL DE CONFINEMENT

Nous allons procéder de maniére similaire a la sous-section précédente pour établir
la fonction d’onde dans I'électrode droite de la fig@& Nous prendrons donc comme
potentiel de confinement

Vo six <0,|yl < Ly,/2et|z] <L,,/2
Vo(X. Y. 2) = Vo+€Ex si0O<x<d/2,ly|<Ly,/2et|z]| <L, /2
o s Vs Sid/2 <X < Ly + /2,1y < Lyp/2et]z < Ly /2
~+00 sinon

(9.22)
ou E représente toujours le champ électrique régnant au sein de la jonction tunnel (il
est, de plus, égal a celui défini dans I'électrode gauche). Ce potentiel peut toujours se
décomposer en trois potentiels ne dépendant chacun que d’'une seule variable d’espace

Vo (X, Y, 2) = Vi(X) + Vy(y) + V2(2). (9.22)

Le profil de ces différents potentiels est représenté en figubast 9.7.
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d/2

FIG. 9.5. Sous-systeme associé a I'élec- FIG. 9.6. Allure du potentiel de confi-
trode droite: I'électrode métallique de nement de I'électrode droite dans le plan
taille Lyp x Ly x L,p, placée en X = z=0.

d/2, est plongée dans de l'isolant.

FONCTION D'ONDE GLOBALE Y¥y(X, Y, 2)

Sous les mémes hypothéses que pour I'électrode gauche (quantités de mouvement des
électrons nulles suivant les directiopset z et approximation WKB a I'ordre 0 pour la
détermination de la fonction d’'onde) nous trouvons comme fonction d'8fde, vy, z)
des électrons de I'électrode droite:

[ O
six > L,, +d/2o0uly| > Ly, oulz| > L,,/2
Ao sin[ks(—x + Ly, +d/2)]
SiLyp+d/2>2x>d/2et|y]| < Ly /2et|z] < L,/2
2 1 eEd 32
O | (BEX+ Vp— &)¥* — (— + Vo — 5) }
Yo=1 agsin(kL,)e CEVVe—E| 2
siO<x <d/2et|y] < Ly /2et|z] < L,/2

2 1 eEd %2
S Y VA C LY [t VAN
“BEN,— ¢ _( 0= &) ( 5 TV ) Lax

Ao sin(ksLy,) €
six <Oetly| <L, /2et|z] <L,/2
(9.23)

2me 2
ks = /:2'(5—v3) et o= /%(vo—e) (9.24)

sachant que la condition de continuité demﬁ‘I’D enx = d/2 impose

avec

2
Sir(kslL, ) = s _ . (9.25)
° me\° eéEd
K+ (—e) a? |1+ ‘
Mg

2(Mo— &)
La normalisation de la fonction d’onde nous assure, dans I'approximation des élec-
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K;(x) ( V,teEx 0A AV,(»)
%4 A% A
Vbal‘
m, m,
m,
Vil
1 i > X
0 az (L, +d2) L /2 0 LJ2
(@) Vx(x) (b) Vy(y)
AV.(z)
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L2 0 L2
(©) V(2

FIG. 9.7. Profil de potentiel Vi, associé a I’hamiltonien de I'électrode droite sachant que
VD(Xa Y, Z) = Vx(X) + Vy(y) + VZ(Z)'
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trodes infinies, que
2 2

LXDLYDLZD - VD’
ouVp = Ly, Ly, L, représente le volume de I'électrode droite.

|Aol* = (9.26)

[I-C Densité d’états

La encore, du fait du caractére tridimensionnel des électrodes, I'expression de la den-
sité d’états prend une forme différente de celle du chapitre précédent. Ainsi, I'énergie dans
I'électrode se décomposant en une énergie potentg|leeprésentant le bas de la bande
de conduction du matériau, et une énergie cinéthkig2m,

h2k?
2m,’

nous pouvons écrire la densité d’états 3D (en tenant compte du spin) dans I'espace des
vecteurs par:

£=E.+ (9.27)

LL,L,
(2n)*
Ce qui correspond a une densité d'étais(£) en fonction de I'énergie (cf. annexe
sectionVIl)

Nap(K) = 2 X

(9.28)

Velec Zmé o
ngD(g) = % X (2—7[)2 F \/5 - EC, (929)
spin

avec),., le volume de I'électrode.

lI-D Statistique de Fermi-Dirac

La statistique de Fermi-Dirac revét une importance capitale dans les phénoménes de
blocage de Coulomb, c’est pourquoi il est important de bien détailler cette notion (cf.
annexeC sectionVIIl pour complément). Le role de la statistique de Fermi-Dirac, est
de donner la répartition énergétique d'un systeme de fermions, a I'équilibre thermodyna-
mique, en considérant le fait que les particules ne peuvent occuper le méme état quantique
et sont indiscernables. La détermination de cette statistique passe par la maximisation de
I'entropie statistique du systeme; on trouve alors que la probabilité pour qu'un électron
occupe un état d’énergtest donnée par

1
E—u\’

1+ ex

i p( keT )
ouT estlatempérature du systerkga constante de Boltzmann gtle niveau de Fermi.
Le niveau de Fermi, ainsi défini, peut étre vu comme le niveau énergétique séparant, a
T = 0 K, les niveaux d’énergie complétement remplis de ceux complétement vides. Tou-
tefois, I'application de la premiére identité thermodynamique au systéme de Fermions
nous permet de donner une signification physique concrete au niveau de Fermi: il s’agit
du potentiel chimique du systeme (cf. ann€xesectionVIll ). Par définition, le potentiel

chimique représente la variation de I'énergie du systéme quand une particule supplémen-
taire est introduite, I'entropie et le volume restant constants.

f(&) =

(9.30)
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Dans le cas d'une électrode « normale » (c’est a dire n’exhibant pas de phénoméne lié
au blocage) soumise a un potentiel électrijfyde potentiel chimique s’écrit

M = Uret — ev. (931)

En effet, I'action du champ électrique a pour conséquence 'augmentation de I'énergie
potentielle de chacun des électrons-6gV par rapport a leur énergie de référencg

(en généraly . correspond au potentiel chimique de I'électrode servant de référence des
potentiels).

Dans le cas d'un ilot ou les phénoménes de quantification de la charge ne sont plus
négligeables, I'expression précédente doit étre revue pour tenir compte de I'énergie élec-
trostatique d’interaction entre les électrons. Or, nous connaissons déja I'accroissement
d’énergie du systeme, dd a l'injection, ou au retrait d’'un électron d’un flot métallique, ce
calcul a été établi au chapitizen sectionl-B pour une structuraimMim . Ainsi, si un
électron, par effet tunnel, est injecté depuis une électrode de niveau deBgrnaers un
flot contenant déjadN électrons, I'énergie du systéme passe%eﬁN) a g(N +1). En
termes de potentiel chimique, ceci se traduit par

8 & (N)

N (9.32)

lu(N + 1) = Efelec +
Le point délicat réside, ici, dans I'évolution discréte des charges dans le systeme qui fait
de la dérivée de I'énergie un non-sens physique. En revanche, nous pouvons approcher

cette dérivée par la variation discrete de I'énergie lors de I'adjonction d’'un électron sup-
plémentaire dans l'ilot

o0& (N) _ AZ(N)

e e
~ — C(N+1)— E(N). 9.33
N NN~ NFED=am) (9:33)

Nous obtenons, de la méme maniere, le potentiel chimique de I'flot si un électron s’échappe
par effet tunnel vers I'électrode de niveau de Felmyj,

u(N—1)=E_+ & (N)— & (N —1). (9.34)

En conclusion, nous pouvons définir le niveau de Fermi dans un flot métallique conte-
nantN électrons soumis au blocage de Coulomb par

E,=Eq, +A& " (9.35)

ilot

ol A & * représente la variation de I'énergie du systéme
SINS N+1 AZ==AE+=E(N+1) - £ (N) (0.36)
SINDN-1 AZ==AE =& MN)-=&E(N=-1) '

et E;_, est le niveau de Fermi de I'électrode vers (depuis) laquelle les électrons arrivent
(partent) par effet tunnel.
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Par exemple, dans le cas de la structure
MIMIM du chapitre2 (ou la valeur de I'éner- N=]
. @ , , . .
gie© est donnée en équatio.2?), le ni-
veau de Fermi de I'llot totalement décharge

™M
)

(N = 0), a tension nulle, vaut (cf. Fi§.8): Fgauche ;C Car Fdroite
4 ! =0
& E,
EfTIot = EfGauche_ 2C : (937) ot
= M I M M

Si nous pouvons toujours définir un niveau

de Fermi d_ans ur} flot, en rf’ilson .de. | eXIS._ FIG. 9.8. Position du niveau de Fermi
tence physique d'un potentiel chimique, il SO . o

) : . _de l'ilot a tension appliquée nulle.
n’en reste pas moins que nous devons nous in-
terroger sur la réalité de I'existence d’'une sta-
tistique du type Fermi-Dirac, par hypothése li-
mitée aux systemes contenant un nombre in-
fini de particules. Dans le cas des ilots métalliques, comme nous I'avons vu dans la sec-
tion IlI-C du chapitre2, dédiée a la quantification des niveaux dans un ilot métallique, la
position du niveau de Fermi, relativement élevée par rapport au bas de la bande de conduc-
tion, nous permet d’affirmer que le nombre d’électrons libres est suffisamment important
et les niveaux suffisamment rapprochés pour admettre la validité de la statistique de Fermi-
Dirac. Cependant, dés lors que nous étudierons des boites quantiques semi-conductrices
ou l'influence de la quantification des niveaux devient importante, la statistique de Fermi
ne peut plus étre utilisée. Nous verrons, heureusement, que ceci ne représente pas un frein
a la description du blocage de Coulomb dans les dispositifs semi-conducteurs.

Il Fréguences de transition tunnel et blocage de Coulomb

lII-A Elément de matrice M

Nous avons vu, au chapitre précédent, que I'élément de madrjcpiantifiant la pro-
babilité de transmission des électrons par effet tunnel, s’écrivait

h? I .
M = 2_mo// (‘PGV‘PD —‘I‘DV‘PG) ds. (9.38)

Shar

ou ¥ et ¥, sont, respectivement, les fonctions d’onde électroniques dans les électrodes
gauche et droite, &, la surface frontiére entre les domaines gauche et droite, située dans
la barriere tunnel (ici il s’agit du plan d’équation= 0). Compte tenu des conventions de

la figure9.1, I'élément de surface orientS vautdydz X. Cette surface n’étant orientée

que suivant la directior, il nous suffit de calculer les gradients suivant cette direction.

Le calcul deM apparait, en réalité, relativement aisé€, en raison de la forme particuliere
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des fonctions d’onde, trés proches de celles utilisées dans le chapitre précédent

// ‘PGV‘PD ¥ V‘PG) ds
2mO

Shar

=h—[‘P Mo _w di} [ Tt @2 dyei

2m, | ¢ dx ® dx
X=0 Soar 1sily| < L,/2et
lz| < L,/2

(9.39)

LN W R 7 I
S 2my | ¢ dx ®©dx . bar

Ainsi, le premier terme a déja été calculé tandis §yg et ¥, n’étant toutes les deux
non nulles que poury| < L,/2 et|z] < L,/2 (avecL, = min(L; L,,) etL, =
min(L,; L,,)) nous avonsS,,, = L,L,. Nous trouvons alors

4
2 W”fkf Koo S

|M|2 — (hz) GVD
2mg me\ eEd me\ > eEd
k2 e 2 1_— 2 e 2 1 =
[1+(m)“ 51|+ (%) oo

2(V, — 2(Mo —
2(Vp — &) eEd \¥? eEd \**
T [(1+2(vo—8>) _(1_2(vo—5>) }
(9.40)

Remarquons que dans cette expression, nous avons déja supposé le fait que le passage
tunnel se fait & énergie constante et que, par conséquent, des électrons partis de I'électrode
gauche arrivent sur I'électrode droite avec la méme énergigadetiersa.

X

REMARQUE

La relation précédente peut se simplifier dans le cas ou I'énergie des électrons est
suffisamment éloignée du haut de la barriéee,& < V; + Vo, SOItEED/2 <« Vp — &
(puisqueV, = Vi + Voo + €Ed/2 d’apres les figure8.4et9.7)

2
M~ ( h? ) 4 ACHCor? —20d g2

2my ) VsVp |:kf+(rr:0)2 }|:k§ ( 0)2 2} X € bar

llI-B  Fréguences de transition

(9.41)

I1I-B.1 Electrode — flot

Par définition, la fréquence de transition tunnel d’'un électron partant d’une électrode
vers un 1lot métallique nous est donnée par I'intégrale sur les énergies

+00

2
1—‘elec—>Dot = / Fn-l M |2pelec(5)pDot(5) felec(g) [1 - fDot(g)] de. (942)

maxEcg.Ecp)
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OU peiee Poot Teled(€) €1 Toer(€) SONt respectivement les densités d’états et les statistiques
de Fermi associées a I'électrode et a Illot. Compte tenu de la sdttibnle niveau de
Fermi Eg,, dans I'llot, lors de I'injection d’'un électron (I'électrode servant de référence
des potentiels), est défini par

@y

EFDot - EFeIec+ A O (943)

Avec les propriétés des fonctions de Fermi de I'annéx@ectionVIll ), nous pouvons
développer le produifee(&) [1 — fou(€)]:

(c; - EFeIec 8 - EFeIec A g+
felec(‘c:) [1_ fDOt(E)] =f ( kBT ) |:1_ f( kBT a kBT )i|

e
f g — EFeIec _ f g B EFeIec _ A & i (944)
ke T ke T ke T

AE+
1—exp T
B

De sorte que

+00 f (E — EFeIec) f (5 — (EFeIec + A g)+))
2n ke T Ke T
1—‘elec—>Dot = _l M |2pelec(g)pD0t(5) = e 2 dg ’
h A+
max(Ecg,Ecp) 1- eXp( KT )
B
(9.45)

11-B.2 Tlot — électrode

De la méme maniere, la fréquence de transition tunnel de I'llot métallique vers I'élec-
trode nous est donnée par

5 - (EFeIec + A %ﬂ_) g - EFelec
T f kT "\ T
I'botselec = / Fl M Izpelec(g)pDot(g) : A (69_ . de .
maxEcg,Ecp) 1- exp(— k/T )
B
(9.46)

lII-C Simplification : théorie orthodoxe
[lI-C.1 Approximations et théorie orthodoxe

La théorie orthodoxe du blocage de CoulomB, [43] vise a simplifier considérable-
ment le calcul des intégrales précédentes, moyennant quelques hypothéses:

e A faible température, les fonctions de Fermi peuvent étre considérées comme des
fonctions « échelon » (cf. Fig0.9) de sorte que leur seul effet est de limiter le
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VA AE

] fel€n®s B E. g
£ e 0 >

%w\»{ > foul )

%J\\< > foud &) \W [:;>
| |

E 300K

Cpot

0K

Celec i -1 4
>

-d/2 0 o> T

FIG. 9.9. Allure générale des statistiques de Fermi dans deux électrodes métalliques polari-
sées, séparées par une barriere de potentiel.

domaine d’intégration des expressichd5et 9.46

&+
E':elecJrA “

27 M| peied €) poot(E
FelecaDot = — / Fnl | Pel ( ipégf_ ) dg
EFejec 1—exp
ke T

(9.47)

e
EFeleCJrA %]

27[ | M |2pelec(5)pDot(g)
Ibotselec = + / d&
h AE-
EFgiec 1—expl— &
ke T

o Siles énergiege,, etEeg, +A & * ne sont pas trop éloignées I'une de l'autre, nous
pouvons considérer les densités d’états et I'élément de matricemme constants
sur cet intervalle. Nous définissons alors, de méme que dans le chapitre précédent,
la notion de résistance tunnel

h
B 27[ é2/)Dotpelecl M |2 '

(9.48)

Les fréquences de transition prennent alors la forme trés simple suivant

- 1 —AE T
elec>Dot — ézR[ A g+
1- exp( T )
> B _Zl
1 A~ (9:49)
1—‘Dot—>elec = éZR[ A g_
1-e( 5 )

Signalons que certains auteurs améliorent les expressions ci-dessus en introduisant une
variation de la résistance tunnel avec la tensf 99].
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REMARQUE

Les deux expressions précédentes de la fréquence de transition tunnel peuvent étre

unifiées en une seule:
o

1 ~ A
I =— = 9.50
&R A& (9:30)

i—f
1—ex
p( ke T )
[« [«

N oz p _— ) 2 . . ) 2 .
ou A © = Gina — Ciiia FEPrésente la variation d’énergie de Fermi entre I'état final et
i—f

I'état initial. Cette expression est valable, que I'électron arrive dans I'llot ou qu’il en parte.

IN-C.2 CasouT =0K

Dans le cas ou la température tend vers 0 K, I'expression de la fréquence de transition
devient:

0 si_Afg>O
I = A& . (9.51)
i—f . e
— R SIHAfé <0

Nous retrouvons la fréquence de transition que nous avions évaluée grossierement au cha-
pitre 2 sectionll-C. En effet, cette fréquence est nulle (c’est-a-dire qu’aucun électron

ne peut traverser la barriére) si la variation de I'énergie potentielle est positive, et vaut
—i_A>f g/éth dans le cas contraire : commé&a= 0 K, le milieu extérieur ne peut appor-

ter aucune énergie supplémentaire aux €lectrons pour passer outre le blocage de charge ;
ceux-cCi ne peuvent traverser la barriere qu’a la seule condition que la transition aille dans
le sens d’une diminution de I'énergie potentielle du systeme.

IV Courant dans une structure MIMIM

IV-A Position du probleme

Nous désirons maintenant connaitre la caractéristique courant/tdn&iordu dis-
positif MIMIM représenté en figur@ 10, a partir des différentes fréquences de transition
calculées dans la section précédente :

e I fréguence de transition de I'électrode gauche vers l'ilot,
G— Dot

rG*}DOI 1—‘DoteD

< D\
“a
\/v

|
‘rDot >G D—Dot

FIG. 9.10. Notations et conventions de signe utilisées.
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e I fréquence de transition de I'llot vers I'électrode gauche,

Dot—G

e I fréquence de transition de I'électrode droite vers I"lot,
D— Dot

e [I' fréquence de transition de I'Mlot vers I'électrode droite.
Dot—D
Pour ce faire, nous allons étudier deux techniques tres différentes dans leur principe: la
méthode de I'équation maitresse et la méthode Monte-carlo, chacune d’elles ayant ses
avantages et ses inconvénients.

IV-B  Méthode de I'équation maitresse
IV-B.1  Principe

AppelonsP (N, t) la probabilité de trouveN électrons dans I'llot a l'instartt La
fréquence de transition des électrons, par effet tunnel, étant donnEelpdt représente
la probabilité de transition des électrons entett + dt. Nous pouvons alors effectuer un
« bilan de probabilité » (de la méme maniére qu’un bilan particulaire) de facon a calculer
la probabilité de trouveN électrons dans I'llot & + dt

P(N,t+dt) = P(N,1) [[1 — T (Nyd[1— T (N)d[L— T (N)df1— T D(N)dt]]
+ P(N+L1) [Dmr ((N+Ddt+ I (N+ l)dt]

+ P(N —1,t)[ I (N=1dt+ T (N —1)dt].
D— Dot G— Dot

(9.52)
Le premier terme de la somme correspond a la probabilité qu’il y ait Négectrons
dans IMlot a l'instantt et gu’il ne se passe aucun événement tunnel. Le second terme
correspond a la probabilité qu’il y all + 1 électrons dans I'llot a I'instartet qu’'une
transition permette a un électron de s’échapper par I'une ou I'autre des jonctions. Enfin, le
dernier terme correspond a la probabilité qu’il yidit- 1 électrons dans I'llot a I'instamt
et qu’une transition permette a un électron d’étre injecté dans I'ilot par I'une ou I'autre des
jonctions. Bien entendu, ce bilan tient compte du fait que le blocage de Coulomb repose
sur le caractére séquentiel des événements tunnel: les électrons ne peuvent passer que
un par un a travers les jonctions. En ne gardant que les termes au premier oddre en
nous obtenons I'équation différentielle régissant I'évolution temporelle de la probabilité
de présence des électrons dans I'ilot

aP(N, 1)

ot - P(N . 1’ t) I:DOED(N T 1) T DOLG(N T 1)]

+ P(N-11) [D I (N-D+ T (N- 1)] . (9.53)
- PIN.D |:G—1:Dot(N) + D—I:Dot(N) + DOEG(N) t DOED(N):|

Dans un cadre plus général ou le nombre d’électrons dans I'tlot vamea® entre
t ett + dt (passage non séquentiel), nous aurions

aP(N, 1)

o = 2, P(M.Oror(M = N) = P(N. ) 'ror(N — M), (9.54)

M#N



246 Chap. 9 Application : blocage de coulomb dans les structures métalliques
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I'[-1] r°[o] Tl
r'[o] 1] ri2]

ANNN

FIG. 9.11. Matrice I" définie a I'équation différentielle (9.56) et par les coefficients (9.57).
Cette matrice est de taille infinie.

avecl'ror(I — J), la somme des fréquences de transition faisant passer le nombre d’élec-
trons dans l'ilot directement dea J.

Nous avons alors un systéeme d’équations a résoudre (une équation pour chaque nombre
N d’électrons qu'il est possible de stocker dans I'flot). Si nous notons

P(=2,1)
P(-1,t)
P(t) = P(0,1) (9.55)
P(1,t)
P(2,1)

le vecteur représentant la probabilité d’avlifN variant de—oco a +o00) électrons dans
I'flot, alors le systeme d’équations différentielles peut se mettre sous la forme matricielle

condensée suivante:
oP

= =
avecI’, la matrice présentée en figudellet

rp (9.56)

F+(N) - DEDot(N) T GEDot(N)
FO(N) - GIDOI(N) T DIDot(N) T DOEG(N) T DOLD(N) : (9'57)
F_(N) - DotI;)D(N) T DotI;G(N)

IV-B.2 Reésolution

A ce stade, le probléme réside dans le fait que, dans une structure métallique, le
nombre d’électrons en exces, ou en défaut, dans I'flot n’esaga®ori, limité. Le vecteur
P et, par extension, la matridg, sont donc de taille infinie. Ainsi, pour déterminer I'état
de charge de I'llot & I'instartt nous avons besoin de connaitre 'ensemble des probabilités
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LN TN, 1

AN

1] -]
rfo] -r'ra] ri[2

AN

FIG. 9.12. Matrice I" ne tenant compte que des états oit le nombre d’électrons dans I'ilot
varie de —Nmax @ —Nmax. La matrice est maintenant de taille finie.

de présence des électrons dans la boite plowariant de—oo a+oo et 'ensemble des fré-
guences de transition associées. Nous sommes donc contraints de simplifier le probléme
en ne considérant qu’'un nombre restreint d’états de charge accessibles.

Dans le cas des dispositifs a blocage de Coulomb, a tension donnée, le nombre d’élec-
trons stockés dans I'llot est limité du fait du phénomeéne de blocage de charges; il n'est
donc pas déraisonnable de supposer que pbsuffisamment grand, la probabilité de
trouver N électrons dans I"Mlot devient nulle. Nous limitons donc notre recherche a
compris entre- N« €t Niax de sorte que le vectedr

[ P(_ Nmax) ]

P(=1.1)
P=| P(@,1) (9.58)
P(1,1)

P (Niay)

ainsi que la matricd” (cf. Fig.9.12) soient de dimension finie. L'équation matriciel®%6)
reste, quant a elle, inchangée. Pour étre en cohérence avec cette approximation, il faut im-
poser la nullité de la probabilité de transition d’'un étalNa, (resp.—Nn.) €lectrons
stockés dans I'llot vers un étatNy,. + 1 (resp.—N,. — 1) électrons stockés.

La résolution du systéme ne pose alors plus aucun probléme et la probabilité de pré-
sence deN électrons dans I'llot est obtenue par I'exponentielle de la mafrice

P@t) = el tP(t = 0), (9.59)

P(t = 0) correspondant a I'état de charge initial de I'llot ; généralement, on prend un flot
non chargé comme état de départ:

0
Pt=0=| PO,t=0=1 |. (9.60)
0
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S

Ny

I

v

—Dot

FIG. 9.13. Conventions et notations utilisées pour le calcul du courant traversant la struc-
ture. Le courant est obtenu en comptabilisant le nombre de particules ayant traversé la sur-
face Ssituée dans la barriere tunnel droite.

IV-B.3 Calcul du courant

Pour déduire, des résultats précedents, la valeur du courant circulant dans le dispositif,
il nous suffit de compter le nombre de charges ayant traversé tesitre- dt, une surface
donnée de la structure. Si nous sommes en régime stationnaiguandt — +o0), le
choix de la surface n’a pas d’'importance. Prenons, par exemple, la surface entre ['ilot et
I'électrode droite, comme le montre la figl@el 3 La charge traversant cette surface entre
t ett + dt s’écrit

dQ=—é [Z P(N) T _(N)dt— > P(N)_ FDot(N)dt} . (9.61)

En effet,d Q correspond bien au bilan de I'ensemble des transitions de I'llot vers I'élec-
trode droite (€électrons qui ont passé positivement la surface) et des transitions de I'élec-
trode droite vers I'Mlot (électrons qui ont passé négativement la surface), chacune de ces
transitions étant pondérée par la probabilité de trolNeflectrons dans I'ilot. Nous en
déduisons alors la valeur du courartraversant la structure :

= _éz P(N) I:Do}:)D(N) B D—I:Dot(N)] ' (9.62)

Cette formule est généralisable dans le cas ou le nombre d’électrons stockés varie en
un seul passage d¢ a M

| =-&> > P(N)e(M — N)I'ior(N — M). (9.63)

N M
M#N

—1 siM > N (électrons rentrant dans I'llot)

1 siM < N (électrons sortant de IMlot) (9.64)

s(M—N):(

etI'tor(N — M) représente la fréquence de transition totale pour passer d’'un ndinbre
a un nombreM d’électrons dans I'llot.
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IV-B.4 Simulations

Dans cette sous-section, nous allons résumer I'ensemble des étapes nécessaires a I'éta-
blissement d’'une caractéristique courant/tendiov) pour un dispositif a blocage de
Coulomb par la méthode de I'équation maitresse. Nous prenons comme application la
structureMiMIM déja présentée au chapifte

e La premiere étape consiste a calculer I'énergie potentielle totale du dispositif en
fonction du nombre d’électrond dans I'llot et du nombre d’électron®( et N,)
ayant traversé chacune des jonctions. Dans le cas de la strmeture de capacités
C,, C,, nous avions (cf. Eq2(22)

e

1 _ ev
& = — (CiCV?+ (N&)?) + — (N,C, + N,Cy). (9.65)
Ceq Ceq
e On calcule ensuite I'ensemble des coefficients de transition tunnel entre les élec-
trodes du systeme. Dans le cas d’'un dispositiiiM ces coefficients sont au nombre

dequatre(I’ , T' , T et I' )etdépendentdunombhd’électrons présents
G—Dot Dot—»G D—Dot Dot—D

dans I'llot. Ces coefficients peuvent se calculer avec I'approximation de la théorie
orthodoxe (Eq.4.50) ou en intégrant numériquement I'équati@4o).

e La matricel” est construite ainsi que I'exponentielle B¢ (par des méthodes usu-
elles [L4Q). A partir de la probabilité initiald(t = 0) de trouverN électrons dans
I'flot, nous pouvons alors déterminer la probabilité de trouNe@lectrons dans I'llot
en régime stationnaifl@(t = +o00) (sachant qu’en pratique, on prend un temps fini
suffisamment grand pour étre dans un tel régime

e Enfin, connaissar®(t = 4o00) nous déduisons de I'équatiof.63, la valeur du
courantl traversant le dispositif.

Un exemple de simulation, utilisant la théorie orthodoxe, est présenté endiddiet
est comparé au modeéle analytique simple, établi au chapgeetionll-C : les résultats
concordent parfaitement sauf dans les cag et R, /R, = 1. Cette difféerence provient
du modéle analytique qui impose le passage des électrons d’abord par la joA&tjoms
par la jonction Al; comme dans le cas ¢gfi= 1 les deux jonctions ont la méme trans-
parence, il n’est pas obligatoire que le mode de passage des électrons soit dans ce sens.
En fait cela dépend aussi des diagrammes de transition présentés en Adgute .14
et2.14c): sia = C,/C, = 1, le passage des électrons par les deux jonctions est pos-
sible, dés que la tension de polarisation dépasse le palier de blocage de Coulomb, ce qui
explique I'écart important observé entre le modéle analytique et la méthode de I'équation
maitresse. En revanche, dans le casct 2, si la tension appliquée est comprise entre
€/2C, ete/C, les électrons sont obligés de passer d’abord par la joncti@ramant la
jonction r? 1: le modéle analytique donne alors de bons résultats. En conclusion, nous
venons, grace a la méthode de I'’équation maitresse, de confirmer les résultats obtenus par
le modele analytique du chapit2ejui nous avait permis d’observer les grandes tendances
de la caractéristique(V).

La caractéristigue complete, tirée de la méthode de I'équation maitresse, est tracée en
figure 9.15; mais nous ne I'étudierons en détail gu’en sectgrapres avoir décrit une
autre méthode de détermination de la courfé) : la méthode Monte-Carlo.

2. Une autre maniére consiste a résoudre directement I'équation de régime statibtthair@, c’'est-a-
dire a rechercher le noyader(I") de la matricel".
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[ ® o=1p=1
[ B g=1p=100
r ¢ a=2p=1
1.5 1 Y a=50p=100
— Equation maitresse

Courant (e/2R C )

o
o
———

1 1.5 2 25 3
Tension (e/201)

FIG. 9.14. Comparaison des caractéristiques courant/tension issues de la méthode de I’ équa-
tion maitresse et du modéle analytique simple du chapitre 2.

N W b

t1 1
-

Courant (e/2R_C )
o

4 3 -2 A 0 1 2 3 4
Tension (e/2C1)

FIG. 9.15. Caractéristique typique courant/tension | (V) d'une structure MIMIM pour
a =2et =100
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IV-C Méthode Monte-Carlo
IV-C.1 Principe

Plutét que de calculer directement la probabilité de troNetlectrons dans l'ilot a
l'instantt, avec la méthode Monte-carlo, on préfere suivre les particules individuellement.
Ainsi, pour chacune des particules du systéme, on effectue un tirage au sort, basé sur les
fréquences de transition tunnel, afin de savoir si elle franchit la barriére tunnel ou non.
Nous introduisons, a cette fin, la notion @enps de vol libre,, qui représente le temps
durant lequel une particule ne subit aucune interaétibans le cadre d’une description
probabiliste, est une variable aléatoire entierement définie par la donnée:

e soit de sdonction de répartition E, (r) = Prol(z,, < 7) représentant la probabilité
d’avoir un temps de vol libre inférieur a une certaine durge

e soit par salensité de probabilité, f(r) = Prol(z < 7, < r +dr)/dz, probabilité
par unité de temps d’avoir un temps de vol libre compris eneer + dz.

La premiere tache a accomplir consiste donc a calculer I'une ou l'autre de ces fonctions
afin de caractériser le probléme.

IV-C.2 Fonctions caractéristiques du temps de vol libre
FONCTION DE REPARTITION

La définition de la fonction de répartition er4- dz nous est donnée par
F., (r +d7) =Prol(r, <7 +dr)=1—-Probz, > 7 + dr). (9.66)

Or, pour que le temps de vol librg soit supérieur & +dz, il faut gqu’il n’y ait eu aucune
interaction sur l'intervalle [Dz] (probabilité Prolgz,, > 7)) ET qu’il n’y ait eu aucune
interaction entrer etz + dz. Or, la probabilité qu’il se soit passé une interactiotie
fréquencd’; entrer etr + dr valantI';dz nous en déduisons que

F,, (r +dr) = Prolz, <z +dr) =1—Prol(z, > o) [[(1-Tidz).  (9.67)

Sinous développons I'expression précédente et que nous ne gardons que les termes au pre-
mier ordre erdz, hous en concluons que la fonction de répartition de la variable aléatoire
7,, est régie par I'équation différentielle

dF, (7)
T:_(Zri)a.(m(izn). (9.69)

La résolution de cette équation différentielle, en considérant quéfreb0) = F,, (0) =
0 (le temps de vol libre,, ne pouvant, par essence, étre négatif), nous donne alors I'ex-
pression de la fonction de répartition

)
F,(t)=1-¢€ i , (9.69)

3. Ici, la notion d'interaction prend un sens tres large puisqu’elle inclut le passage des particules par effet
tunnel.
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(@) (b)

FIG. 9.16. Fonction de répartition F,, (a) et densité de probabilité f., (b) de la variable
aléatoire t,,.

et de la densité de probabilite,

f. (1) = (Z r)e_(Z ri)r . (9.70)

Ces fonctions sont représentées en figuid

COMMENT TIRER 7,; AU SORT?

Nous voulons tirer au sort la valeur dgd’une particule, de facon judicieuse, sachant,
gu’informatiquement, on ne sait tirer que des nombres aléatoires distribués uniformément
sur un intervalle fini§, b]. Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle variable aléatoire
[0, +o00[— [a, b]
Ty U= g(rvl)
et dérivable, strictement croissante et bijective sur son intervalle de définition (notons que
la croissance stricte nous assure la bijectivit@asb] est I'intervalle image de [04o0]).

La densité de probabilité dg est liée a celle de, par un changement de variable de
sorte que

f, (r)dr =Prol(z <7, <7 +dr)

notéeU telle queU = g(z,) avecq : , g étant une fonction continue

= Prol(r < g*(U) < 7 +dr) (g bijective)
= Prol(g(z) < U < g(r +dr7)) (g strictement) (9.71)
= Proh(g(r) < U < g(r) +dg(z))) (g dérivable)
= fy(wdg
soit
fo, (7) = fu(Wg'(2). (9.72)

En prenant comme fonctiomla fonction de répartition de,, F,, : [0, +oo[— [0, 1] qui
posseéde I'ensemble des propriétés souhaitées, nous avons alors

fuu) =1 (9.73)
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P+P+P] —
P+P, —

0 L " " "
0 1 2 3 4
FIG. 9.17. Fonction de répartition de la variable aléatoire discréte Ey,p.

c’est-a-dire que la variable aléatoltea une densité de probabilité uniforme sur linter-
valle [0, 1]. Informatiquement, nous tirons donc au sort la variable aléatoire uniforme
sur I'intervalle [Q 1] et, sachant que = 1—e>i "7, nous en déduisons la valeur du temps
de vol correspondant

In(1—U)

Ty = —

IV-C.3 Choix du type d’événement tunnel

A présent que nous connaissons le temps au bout dugquel un événement tunnel inter-
vient, il nous faut décider quel type de transition va avoir lieu. Comme la probabilité qu'il
y ait eu un événement tunnieéntret ett + dt vautI';dt, nous en déduisons que la proba-
bilité d’avoir un événement tunnekur un ensemble d’événements tunnel est donnée par

Idt I';

Pi = =
Zj 1ﬂjdt Zj rj

(9.75)

(N.B. nous avons bie}, P = 1).

La encore, nous introduisons une nouvelle variable aléatoire dideggteprésentant
le type d’événement tunnel ayant lieu lors d’une interaction. Celle-ci a pour fonction de
répartition

Feyn(X) = Prob(Ew, < X) = D> P. (9.76)
Un exemple de fonction de répartition est tracée en fi@ut& pour la structurevimimM
ou, en tout, quatre interactions différentes peuvent avoir lieu.

Il nous faut maintenant trouver une nouvelle variable aléatoire, de probabilité uniforme
sur un intervalle 4, b], de fagon a pouvoir tirer au sort le type d’événement tunnel ayant
lieu. Par analogie avec le cas précédent, nous introduisons la variable aldatoiferme
sur [0, 1], permettant un tirage au sort informatique. Montrons que la variable aléatoire
E = g(U) n’est autre qudt,,, si la fonctiong, tirée de la fonction de répartition dg,,,
s’écrit

1 si o<uU <P,

2 si PP<U<P+ P

E=gWU) = (9.77)

i si YR <U<X P
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. P
0 P, PP, ,-zlP’ ; ' -
t t t t t +—> onction
e T l Dl
d'événement : 1 2 i

FIG. 9.18. Graphique illustrant le type d"événement tunnel a choisir apres le tirage au sort
du temps de vol libre 7.

Pour cela, il suffit de montrer que et E,,, ont la méme fonction de répatrtition. Or,

Fe(X) = ProE < x)
=PronlE =1)+---+ Prob(E = N) avecN <X < N+1
= > ProbE = k) carE est une V.A. discrete

= Zszl PFO% Z::i Pj <U < ZTzl Pj)
= ZkN=1 Fu (ZL Pj) -k (ZE PJ-) par définition deF
= Fy (ZL P,-) — F,(0) les termes s’éliminant 2 & 2

(9.78)
Enfin, commeJ est une variable aléatoire unifornkg (u) = u, nous trouvons donc que
Fe(x) =X, Py avecN < X < N + 1 SoitE = Ey,
De facon plus concrete, il suffit de tirer au sort une variable alédtbiraiforme entre
[0, 1] et de regarder dans quel intervalle (représenté par la fong}ibhse trouve, nous
en déduisons ainsi quel type d’événement s’est produit (cf. &k pour le cas d’'une
structureMimMIM ).

IV-C.4 Calcul du courant et simulation

La simulation d'un dispositif a blocage de Coulomb, tel que la structukam , se
révele alors trés simple: nous suivons, au cours du temps, le nombre de paficules
ayant traversé la jonction gauche, le nombre de partidilegyant traversé la jonction
droite et le nombreN d’électrons stockés dans I'llot. A cette fin, nous tirons au sort un
temps de vol librer,, de maniére a incrémenter la variable temps de cette valeur, et tirons
ensuite au sort le type d’événement tunnel ayant eu lieu, de maniere a mbiglifidy et
N en conséquence. L'organigramme du programme est présenté erpfip@ire

Enfin, la valeur du courant est obtenue en effectuant la moyenne temporelle du nombre
de charge ayant traversé I'une des deux jonctions

_ dQ _ _a[Xg/p
- (5 ) o™
avec

1 siun électron a traversé positivement la jonction gauche/droite pengdant
xe/D =1 —1 siun électron a traversé négativement la jonction gauche/droite pepdant

0 siaucun électron n’a traversé la jonction gauche/droite
(9.80)
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FIG. 9.19. Organigramme d’un programme de simulation Monte-Carlo d'une structure
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L'énorme avantage des simulations Monte-Carlo repose sur leur capacité a suivre les
particules individuellement, offrant une description trés fine des phénoménes dynamiques
dans le dispositif. Cette méthode s’avere, par exemple, particulierement bien adaptée pour
étudier le bruit généré par les dispositifs a blocage de Coulomb.

De plus, contrairement a la méthode de I'équation maitresse, nous n’avons pas besoin
de connaitre I'ensemble des états possibles du dispositif afin de décrire I'évolution du
systéme. Si cette limite reste peu contraignante, dans le cas de dispositifs simples comme
les structuresimiM , elle peut étre un frein a la simulation de composants comportant un
nombre élevé d’ilots : le nombres d’états évoluant comme la puissance du nombre d"lots !

Une caractéristique courant/tensibf) est montrée en figur@.20 pour les mémes
paramétres de simulation que la fig@r&4avec laquelle elle est comparée. Comme nous
pouvons le constater, les résultats obtenus sont identiques.

Néanmoins, la méthode Monte-Carlo présente des fluctuations de courant, parfois im-
portantes (cf. Fig9.20), qui ne permettent pas toujours de tirer de la caractéristique cou-
rant/tension ses traits de caractere généraux (tension de seuil, valeur du courant au niveau
des paliers de Coulomb,...) dissimulés sous le bruit de grenaille. Une solution peut passer
par I'élaboration d’'une méthode de calcul hybride du courant, inspirée de la méthode de
I'équation maitresse. Celle-ci s’appuie sur la détermination de la probabilité de présence
des électrons dans I'lld®(N) comme nous l'avions fait pour la méthode de I'équation
maitresse. Cette probabilité se détermine tres simplement puisqu’il suffit de compter, au
cours d’'une méme simulation, le temigsdurant lequelN électrons était présents dans
I'flot (N variant de— N, & Nimay), de sorte que

P(N) = (9.81)

TOT
avectror, temps total de simulation. L'application de I'expressi®6@ nous permet,
alors, de remonter au courant traversant le dispositif

=8> P(N)[DOED(N)— r (N)]. (9.82)

D— Dot

Un exemple de simulation utilisant les mémes parametres que la précédente est présenté
en figure9.21: la caractéristiqué (V) est nettement plus lisse et colle parfaitement aux
résultats issus de la méthode de I'équation maitresse. Les effets de fluctuations réduits
offrent alors une bien meilleure lisibilité des propriétés générales des caractéristiques.
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T T T [ ]

Equation maitresse

+  Monte-carlo

N w ~
T

—_

Courant (e/2RﬂC1)
o

4 -3 -2 A 0 1 2 3 4
Tension (e/2C1)

FIG. 9.20. Caractéristique courant/tension issue de la Méthode Monte-Carlo (symboles)
comparée a celle obtenue a partir de la méthode de I'équation maitresse (trait plein). Para-
metres de simulation: o = 2, f = 100

Equation maitresse
+  Monte-carlo

N w ~

11
N

Courant (e/2R C )
o

_4:HH\HH\HHi””\HH\HH\HHiHH
4 3 -2 -1 O 1 2 3 4
Tension (e/2C1)

FIG. 9.21. Caractéristique courant/tension issue de la méthode Monte-Carlo avec calcul du
courant Vial'expression (9.82). Une comparaison est effectuée avec la méthode de I'équation
mattresse. Parametres de simulation: o = 2 et f = 100
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V Application et résultats

V-A Introduction et logiciel utilisé

L'ensemble des techniques et méthodes exposées dans ce chapitre a donné naissance a
un logiciel, réalisé sous MrLAB, dont le but est de simuler des structures simples a blo-
cage de Coulomb du typeimim . Ce logiciel, doté d’'une interface utilisateur graphique
(cf. Fig.9.22, se destine, non seulement, a des activités de recherche, ou l'influence des
différents parametres relatifs a la structure et la comparaison avec des résultats expérimen-
taux peuvent étre examinées, mais aussi, a des fins pédagogiques, dans des enseignements
introductifs aux composants a blocage de Coulomb.

Contrairement aux simulateurs a blocage de Coulomb existant &R €e logiciel
ne se limite pas a la théorie orthodoxe du blocage de Coulomb, qui repose sur le concept
(discutable) de résistance tunnel afin de décrire le courant. Ainsi est-il possible de rentrer
directement des parameétres physiques fondamentaux du dispositif (&.Zg). tels que
I'épaisseur des barrieres tunnel, le travail de sortie des différents matériaux, les permitti-
vités relatives, les dimensions de I'llot,... pour obtenir une caractéristique courant/tension.
Bien entendu, moult options sont disponibles, tant du point de vue de la détermination
des fréquences de transition (résistance tunnel comme parametre d’entrée, calcul de ces
résistances ou résolution des équatidhdf) et (9.46), que de celui de la méthode de
calcul du courant (équation maitresse ou Monte-Carlo). Les résultats s’affichent alors sur
I'écran principal (cf. Fig9.22a) ou il est possible d’observer la probabilité de présence
des électrons dans I'llot et le diagramme des bandes du dispositif, en fonction de la tension
et du nombre d’électrons stockes.

A l'aide de ce logiciel, nous allons nous intéresser de plus prés a l'influence des dif-
férents parametres de la structievim sur la caractéristique courant/tensiofV). En
particulier, nous étudierons I'impact d’'une modification des parameétres géomeétriques (lar-
geurs de barriéres, surface de I'lot,...) sur I'allure du courant. Nous verrons aussi quel role
joue la température sur les caractéristiques du dispositif. Néanmoins, en premier lieu, nous
examinerons la validité de I'approximation de la résistance tunnel, largement utilisée dans
les simulateurs actuels de composant a blocage de Coulomb. L'ensemble des résultats qui
suivront dans les sous-sections suivantes, est issu de simulation utilisant la résolution de
I'équation maitresse.

Avant cela, il nous faut évoquer un point que nous n’avons pas encore explicité jusqu’a
présent, et qui concerne la détermination des capdaCitésC,, liées respectivement aux
barrieres gauche et droite. Le moyen le plus précis consisterait a résoudre les équations de
Maxwell tridimensionnelles dans le systeme électrode—oxyde—ilot cubique—oxyde—métal.
Etant donné le temps de calcul nécessaire a une telle résolution, nous avons opté pour
un calcul simple des capacités en supposant que les différentes jonctions peuvent étre
considérées comme des condensateurs plans:: ¢S/d, ou S représente la surface de
I'flot en vis a vis de I'électrode d la largeur de la jonction tunnel. L'intérét d’une telle
hypothese, certes trés approximative, est de pouvoir étudier rapidement I'influence des
différents parametres du dispositif; il reste néanmoins possible d’entrer manuellement
des valeurs de capacité issues, par exemple, de calculs par éléments finis ou de résultats
expérimentaux.
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FIG. 9.22. Captures d’écran du logiciel de simulation sous MATLAB, destiné a la simula-
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FIG. 9.23. Approximation de la résistance tunnel : nous prenons pour |M|? et les densités
d’états, leur valeur a I'énergie Eo, représentant I'énergie moyenne des électrons entre les
deux contacts métalliques considérés.

V-B Approximation de la résistance tunnel

En sectiorlll-B, nous avons vu que I'évaluation de la fréquence de transition nécessi-
tait le calcul d’'une intégrale portant sur I'énergie des électrons. Sous certaines hypothéses,
I'intégration pouvait étre évitée grace a l'introduction de la notion de résistance tunnel.
Cette approche repose, en particulier, sur le fait que les différentes densités d’états et
I'élément de matrice de transition tunnel, sont supposés constamtseidépendants de
I'énergie de I'électron). Dans le simulateur, ces constantes sont déterminées a partir de la
valeur des densités d’états et|tlé|* prises a I'énergi€,, représentant I'énergie moyenne
des électrons entre les deux contacts métalliques considérés (&.23g.

La précision de I'approximation de la résistance tunnel (supposée constante) est illus-
trée en figure.24 (les paramétres de simulation sont en légende de la figure). Il appa-
rait que celle-ci, bien que quantitativement proche du calcul intégral, reste relativement
restrictive des lors qu'’il s’agit de décrire le courant aux fortes tensions de polarisation:
I'allure générale de la caractéristiqu€V), obtenue a l'aide de I'approximation de la
résistance tunnel, ne tient pas compte des zones de forte augmentation du courant, en par-
ticulier dans le domaine des tensions négatives. En conclusion, méme si l'utilisation de
la notion de résistance tunnel est tres utilisée, de nos jours afin de décrire les composants
a blocage de Coulomb, celle-ci apparait limitée et n’offre pas une bonne description du
comportement véritable, tant quantitatif que qualitatif, de ces dispositifs. Le calcul com-
plet de la fréquence de transition tunnel se révele donc préférable, au détriment d’un temps
de calcul plus important.

V-C Effet de la température

La caractéristiqué (V) de la méme structumeiMiM que précédemment est présentée
en figure9.25pour différentes températures. Elle illustre parfaitement la disparition pro-
gressive des paliers de Coulomb avec 'augmentation de température. Pour cette structure,
dont I'aréte de Illot cubique mesure 39 A, le fonctionnement & 300 K reste envisageable.
C’est ce que confirme le calcul de I'énergie de CouloghiC., ~ 0.3 eV qui est bien
supérieure &z T a 300 K. Nous constatons, la encore, la nécessité d'utiliser des ilots de
tres petite taille afin de pouvoir observer de blocage de Coulomb a température ambiante.
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FIG. 9.24. Validité de la théorie orthodoxe par une comparaison avec une caractéristique
courant/tension obtenue par la résolution des intégrales 9.45 et 9.46. Structure en AI-SiO,—
Al-SIO-Al, surface de I'tlot : 15 Nnt, épaisseur barriere gauche: 23 A, épaisseur barriere
droite: 17 A Température : 4 K.
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FIG. 9.25. Influence de la température sur la caractéristique | (V). Les parametres du
dispositifs sont identiques a ceux utilisés dans la figure 9.24.
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FIG. 9.26. Influence de la surface
des filots sur la caractéristique cou-
rant/tension | (V). Deux surfaces
15 nnt et 10 nnt sont étudiées, les
autres parametres du dispositif restant
identiques a ceux de la figure 9.24.
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FIG. 9.27. Influence de la barriére la
moins épaisse sur la caractéristique cou-
rant/tension | (V). A partir de la struc-
ture MIMIM de la figure 9.24, nous étu-
dions Ueffet d'une réduction de 2 A de Ia
barriere droite.

V-D Influence des parametres géométriques
INFLUENCE DE LA TAILLE DE L ’'ILOT

Comme nous le voyons en figu®e26 la taille de I'llot (cubique), ici modifiée par I'in-
termédiaire de la surface de ses faces, influence, non seulement la largeur des différents
paliers de Coulomb, mais aussi 'amplitude du courant pouvant transiter dans le dispo-
sitif. Ainsi, la réduction de la taille de I'llot permet, certes, 'augmentation de la largeur
des paliers de Coulomb (les capaciBst C, du systeme diminuent) mais conduit aussi
a une réduction du courant. Cette conclusion était prévisible : par analogie avec un sys-
téme « classique » la diminution de la surface, a travers laquelle les électrons circulent,
entrainentpso factola diminution du courant.

Un compromis doit donc étre trouvé entre la réduction de la taille de I'llot, pour une
utilisation optimale du composant a température ambiante, et le fait de garder une taille
d"llot raisonnable afin d’éviter une réduction trop importante du courant (déja relativement
faible). Nous verrons, heureusement, ultérieurement, que le parametre critique controlant
I'amplitude du courant reste la largeur de la barriere la plus épaisse.

INFLUENCE DE LA LARGEUR DE LA BARRIERE LA MOINS EPAISSE

En figure9.27, nous comparons la caractéristigu@/) obtenue en réduisant la lar-
geur de la barriére droite de 3 A, cette barriére étant la plus mince des deux barriéres
tunnel composant la structukemim de la figure9.24 Comme nous pouvons le consta-
ter ce changement n’influence quasiment pas la caractéristique courant/tension. En fait, la
principale modification reste due au changement de la capacitéodélisant la jonction
droite.
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FIG. 9.28. (a) Influence de la barriere la plus épaisse sur la caractéristique courant/tension
| (V). A partir de la structure MIMIM de la figure 9.24, nous étudions I'effet d"une réduction
de 2 A de la barriere gauche. (b) Méme courbe en échelle logarithmique.

INFLUENCE DE LA LARGEUR DE LA BARRIERE LA PLUS EPAISSE

A 'opposé, une réduction de 3 A de I'épaisseur de la barriére gauche (la plus large des
deux barrieres) influence de maniere considérable la valeur du courant comme le montre
la figure9.28: celui-ci augmente, en effet, de prés d’un facteur 50. Nous pouvons aussi
noter une légere variation de la largeur des paliers due a la modification de la valeur de
la capacitéC,, condensateur équivalent de la jonction gauche. Nous en concluons donc
gue la valeur du courant est imposée par la jonction la plus épaisse, c’est-a-dire par la
jonction tunnel la moins transparente. La encore, ce phénomene n’est pas sans rappeler
le comportement classique du courant, dont la valeur, dans une branche, est dictée par la
plus forte résistance.

V-E Conclusion

Nous venons de décrire, dans ce chapitre, la réalisation d’un simulateur de structure
MIMIM a Tlot métallique. Celui-ci est basé sur une description du courant tunnel a I'aide
de I'hamiltonien de transfert tunnel et offre 'avantage d’accepter la donnée de grandeurs
physigues, caractéristiqgues du systeme, comme parametres d’entrée.

La derniére étape de ce mémoire consiste maintenant a décrire la dynamique des por-
teurs dans des ilots semi-conducteurs ou la quantification des niveaux n’est plus négli-
geable. Une large part des résultats exposés ici va rester valable. En fait, la principale
différence repose sur la fonction d’onde utilisée pour décrire I'llot: tandis que, dans ce
chapitre, nous avons utilisé la fonction d’'onde d’une électrode métallique, dans les boites
guantiques semi-conducteurs nous allons utiliser la fonction d’'onde de Hartree, dont la
deuxieme partie de ce mémoire a, en partie, fait I'objet.
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Chapitre 10

locage de coulomb dans
les structures semi-conductrices

N RASSEMBLANT les éléments développés dans les chapitres précédents, nous sommes
désormais capables de décrire le transport électronique dans un systeme comportant

un flot semi-conducteur. Ainsi, dans les deux derniers chapitres, la modélisation du trans-
port, a l'aide du formalisme de I'hamiltonien de transfert tunnel, dans le cadre du blocage
de Coulomb, offre I'opportunité d’évaluer les fréquences de transition tunnel a partir de
la fonction d’onde des électrons dans chacune des parties du systeme prises séparément.

Son extension, dans le cas des structures a base d’ilots semi-conducteurs, ne pose pas
de problemes majeurs, compte tenu des résultats de la deuxieme partie de ce mémoire,
consacrée a la détermination de la structure électronique d’'une boite quantique par la
résolution des équations de Poisson et de Schrddinger couplées. Les fonctions d’onde
servant au calcul des fréquences de transition dans les flots semi-conducteurs auront donc
deux origines distinctes::

e soit, celles-ci seront déterminées analytiguement, de la méme maniére que dans le
chapitre précédent, pour des électrons confinés dans les électrodes métalliques

e soit, elles seront issues d’'un calcul numérique correspondant a la résolution de
I'équation de Schrodinger couplée a I'équation de Poisson.

Une autre différence fondamentale, par rapport a ce que nous avons traité jusqu’a
présent, dans cette troisieme partie, est liée au caractére discret des niveaux d’énergie
dans la boite quantique. Ainsi, dans une boite quantique semi-conductrice, le confinement
dans les trois directions de I'espace et le petit nombre d’électrons qu’il est possible de
stocker rendent impossible I'emploi de la statistique de Fermi-Dirac : chaque porteur de-
vra donc étre considéré individuellement et remplira préférentiellement le niveau de plus
basse énergie de la boite.

Nous discuterons, en outre, de la possibilité pour un électron de transférer sur un ni-
veau excité ; ce cas n’étant, d’'un point du vue théorique, pas différent du cas ou I'électron
passe par le niveau fondamental : seule, la fonction d’'onde a considérer sera différente.

265



266 Chap. 10 Blocage de coulomb dans les structures semi-conductrices

Y Electrode droite

Electrode gauche

D—Dot

Boite quantique
en silicium

FIG. 10.1. Schéma de principe de la structure MISIIM. Cette figure présente, en outre, I'en-
semble des notations utilisées dans ce chapitre. De la méme maniere que dans les chapitres
précédents, le systeme global est subdivisé en plusieurs sous-systémes ; le milieu de chacune
des barrieres servant de frontiere.

| Fonctions d’onde dans les différentes parties du systeme

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a des structures du type Métal-Isolant—
Boite quantique Si—Isolant—Métah(Sim) telles que celle présentée en figlitel Com-
me nous l'avons vu dans le chapiBela premiere tache & accomplir, pour appliquer la
théorie de I'hamiltonien tunnel, est de diviser le systéme en trois parties distinctes de fagon
a déterminer la fonction d’onde des électrons dans chacune de ces parties.

Le diagramme des bandes unidimensionnel du dispositif est tracé enXig@our
le cas non polarisé, et en figut®.3 dans le cas ou I'on impose une tensigrsur la
structure. La décomposition s’opére alors de la méme maniere que dans les chapitres pré-
cédents en « découpant » le systeme global au milieu des barriéres tunnel et en prolongeant
la valeur du potentiel de confinement par sa valeur prise au milieu de la barriere, comme
l'indique la figure10.3

Le probléme réside maintenant dans I'extraction d’'une valeur pertinente de ce poten-
tiel de milieu de barriere, car son origine numérigue et sa variation le long des directions
y etz empéchent une détermination parfaitement exacgeiori. Nous allons donc voir,
dans les sous-sections suivantes, comment contourner cette difficulté en approchant de
facon analytique cette valeur.

I-A Dans la boite quantique en silicium

Si, dans le cas de l'ilot en silicium, le potentiel de polarisation résulte, certes, de la
résolution numérique de I'équation de Poisson, nous avons toutefois a notre disposition
une approximation analytique de ce potentiel. En effet, dans le ch&mtnesection-C,

Nnous avons vu que, sous certaines hypothéses, nous pouvions considérer que le vecteur
excitation électrique ne posséde gu’'une composante suivant la direcgbmue cette
valeur pouvait étre prise constante dans I'ensemble du dispositif :

_VSSiOz

L +2a (‘95“32 _ 1)
Esi

D= (10.1)
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niveau du vide

métal Vv

Fmetal

FIG. 10.2. Diagramme des bandes de la structure MISilM non polarisée.

v,

d/2id/2 d/2id,/2|

dy/2 dy/2 d,/2 d,/2
<—>! <> &> <
E, o
| 1—
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FIG. 10.3. Diagramme des bandes de la structure MISIM polarisée ainsi que la décomposi-
tion du systeme en trois sous-systemes indépendants.
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Contacts métalliques théoriques

(b)

0.7 1 L

i Calcul du chapitre 6
0.6 || —®— Potentiel utiisédansle §... ... .. | . ; |
cadre de I'hamiltonien /

de transfert tunnel /

. eess
s SN
eSgens Q
RTINS
AW “:\“‘8:“\‘\\\\ ARBRECS
T ESRr TS AR
““"““‘Q{\\ A\

eSS
N \\:“‘\v )

Potentiel de polarisation (eV)
o
w
T

Potentiel de polarisation (eV)

FIG. 10.4. (a) Potentiel de polarisation utilisé pour la méthode de I'hamiltonien tunnel
pour une boite quantique sphérique de 30 A de rayon, la tension appliquée étant de 0.6 V.
La largeur de la barriere gauche est de 13 A tandis que la largeur de la barriere droite est de
12 A La coupe est réalisée dans le plan z = 0. (b) Coupe suivant la direction X du potentiel
précédent pour une valeur de Y située au centre de la boite. Le cas du potentiel utilisé dans
le chapitre 6 est aussi représenté pour comparaison.

les notations étant les mémes que dans le chaire. L longueur du dispositif ea
rayon de I'llot de silicium si celui-ci est sphérigeNous allons alors approcher la valeur
des énergie¥,, etV,, définies en figurel0.3 par le potentiel au milieu des barrieres
gauche et droite déterminé a I'aide du modéle analytique.

—&aV d
VOG = Vbar+ EG

L + 2a (35& — )

Esi (10.2)

] —eVv d

Vop = Voar + 8V — — -
L +2a (ﬂ - 1)
Esi

Cette approximation offre de trés bons résultats suivant la droite passant par le centre
de la boite (d’équatioty = z = 0) puisque, comme nous pouvons le constater en fi-
gure10.4, les valeurs d&,, et V,, correspondent parfaitement aux valeurs numeriques
pratiques obtenues par la résolution de I'équation de Poig8n Comme dans le cha-
pitre 6, notre approximation consiste a utiliser ces valeur¥geet V,, au-dela dey = 0
etz = 0, méme si nous savons bien que la valeur du vecteur excitation électtigde (
devient de plus en plus litigieuse au fur et & mesure que I'on s’éloigne du centre de la boite.
Effectivement, nous constatons que ces valeurs ne permettent pas une continuité parfaite
du potentiel sur I'ensemble du dispositif (Fif0.4a). Toutefois, une telle discontinuité

1. Si I'on avait une boite cubique, il faudrait prendre la longueur de son aréte divisée par deux.
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reste inévitable si I'on désire conserver une valeur constante du potentiel tout le long du
nanocristal.

La structure électronique de la boite est alors calculée en fonction de la polarisation
et du nombre d’électrons stockés dans I'llot, de la méme maniére que dans le adhapitre
c’est-a-dire par résolution auto-cohérente des équations couplées de Schrédinger et de
Poissord. Dans la suite de ce chapitre, la fonction d’'onde des électrons dans I'ilot sera
notéeW¥p,.

I-B Dans les électrodes métalliques

Le cas des fonctions d’'onde dans les électrodes gauche et droite, de dimensions res-
pectivesL,; x Ly, x L,g etL,, x Ly, x L,p, @ quant a lui, déja été traité dans le
chapitre9. Nous retrouvons donc, avec les mémes notations de ce chapitre :

POUR L'ELECTRODE GAUCHE

[ Ac Sin[kl(x + Ly + dG/Z)]
six < —d/2etly| < Ly/2et|z] <L, /2

2 1 ) 32 eEd; 32
— 0 — (BEX+ Voe — &) — (— + Ve —é’)
Assin(kL,) € 3E N =€ | z
Yo=1 si—d/2<x <0etly|<L,/2 et|z] < L../2
2 1 32 eEd; ¥z
—O0G = (VOG — g) — (—— + VOG — g)
Assin (kL)€ 3CE Vo, =& 2 g—0cX

sio<xet]ly| <Ly /2et|z] < L,/2
| 0 sinon

2

(10.3)
sachant que

2m; 2m 2
k= ["5E-V) ac=,"5Ne—=E& |AS=— (10.4)
h h Vs
k2
2
Me
5 () <

2. L'utilisation du modéle 1D étendu est aussi possible.

sirf (kL) = = (10.5)
e

1- ——
2(V0G - S)




Chap. 10 Blocage de coulomb dans les structures semi-conductrices

POUR L'ELECTRODE DROITE

[ Apsin[ks(—x + Ly, +do/2)]
six > d/2etly| <L,,/2et|z| < Ly /2

2 1 ) 32 (8Ed 32

Op—— (eEX+ VOD —5) - ( +V0D —5)
Aosin(kly)e covVeo =€l 2
Ypo=1 si0O<x<d/2et|y| <Ly, /2 et|z] < L,,/2

2 1 52 (EEd 32

Op = (VOD - 5) - ( + VOD - 5)
Ap sin (ksLxD) e 3eE v VOD —¢ L 2 e"‘x
six <Oetly| <Ly, /2et|z] <L, /2
| 0 sinon

(10.6)
sachant que

2m; 2m 2
ki= [=5(E—-Va) o= ]"—5NVe =& [AlP=— (10.7)
h h Vo

Sinf(ksL,,) = — 5 Eq | (10.8)
k§+(#‘) w2 |1— 2

2(Vo, — &)

Dans les formules précédentég, etV correspondent, respectivement, au volume
des électrodes gauche et drofigq I'énergie de I'électron € au champ électrique (dans
la directionx) encaissé dans les barrieres (en théorie non identique pour les deux bar-
rieres). La encore, nous nous heurtons au probleme de la prédétermination d’une valeur
issue d’un calcul numérique et nous employons la méme approche que pour I'évaluation
des grandeur¥,, et V,,. Connaissant le vecteur excitation électrique suivadans le
dispositif, il est aisé de déterminer le champ électrique localisé dans I'oxyde

E= v (10.9)

L +2a (85—02 . 1)
s
ou a représente toujours le rayon de la boite quantique. Bien entendu, cette expression
ne reste qu’'une valeur approchée du véritable champ électrique. Toutefois, compte tenu
des résultats du chapitfe cette valeur est une tres bonne approximation du champ dans
I'oxyde, dans une directiox située au niveau du centre de la boite. S’agissant de I'endroit
ou le recouvrement entre les fonctions d’onde est le plus important, ce champ n’introdui-

sant qu’un terme correctif dans I'élément de matrice (cf. chaBitg. (0.40), il est par
conséquent légitime d'utiliser une telle approximation.
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Il Fréquence de transition tunnel électrode/boite quantique

II-A  Elément de matrice M
II-A.1 Electrode gauche= boite quantique

L'élément de matricMq_p, quantifiant la probabilité de passage des électrons, par
effet tunnel, a travers la barriere gauche nous est donné par (cf. hap.

Moo = 5— / / ‘PGV‘PDot—‘PDotV‘PG) ds, (10.10)

SbarG

avecdS = dydzX et Sy le plan perpendiculaire a I'axesitué au milieu de la jonction

tunnel gauche. Notons que, puisque nous travaillons avec des fonctions réelles, I'usage

des fonctions d’'onde conjuguées n’est pas nécessaire. Contrairement au chapitre préceé-
dent, nous ne connaissons, ici, analytiguementggela fonction d’onde dans I'élec-

trode gauche. En remplacant son expression dans la définition de I'élément de matrice,

nous trouvons alors

2

h? \* 2 k2 oV
M Do 2 — = 1 //( . + DOI) d d
Mg _pol (2m0) Ve m_)z ] eEd; ac¥Yoor y
o

kl + (HO G 1 - 2(VOG _ 8) barG

4(Vog — &) eEd \*?
xe—aede : —3éEd; |:1 - (1 - —Z(VOG — 5)) i|

(10.11)
La dérivation et l'intégration s’effectuent de maniere numérique a partir de la fonction
d’'onde issue de la résolution auto-cohérente des équations couplées de Poisson et de
Schrodinger.

II-A.2 Electrode droite = boite quantique
De la méme maniere que précédemment, nous avons

Mo_ Dotz—// ‘PDOIV‘PD—‘P V\Pw) ds, (10.12)

Sharp

oU Spar, €St le plan perpendiculaire a I'axesitué au milieu de la jonction tunnel gauche.
En remplagcan®¥ par son expressioriQ.6), nous obtenons

2\ 2 2
|Mp—patl® = h 3 % // ap¥Poot — % dyd
2m, Me eEd, OX
ks + o

1+ ———— ar
o |1 2V, — )|

4Ny, — &) eEd, \*?
xe‘“D“B'H[(”m) ‘1}

(10.13)
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Il est rassurant de constater, qu’en inversant I'axexdesous retrouvons bien I'ex-
pression déMg_py|° puisquex «— —x, E «—> —E etd - /ox «— —0d - /X (les
indicesD devenanG etk; devenank;).

[I-A.3 Simplification

Essayons de simplifier les éléments de matfM¢’ dans le cas ol I'énergi€ des
électrons est tres inférieure a la hauteur de barrie@ef <« Vi, En introduisant I'ex-
pression dé/,, de I'équation £0.2), la conditionf <« V,,, devient

—eV d
£ < Vo, — — - (10.14)
L +2a (ﬂ - 1)
Esi
soit, en reconnaissant I'expressidi®(9 du champ électriqu& dans I'oxyde
E
EE «v e (10.15)
. - » Eds/p
En effectuant un développement limité e, p_pu|” POUrE K Vo, — > nous

obtenons alors:

r 2

h\22 Ke el W00
|MGiD0t|2 ~ ( ——3 > // 0ot + Dot dydz
2m0 VG k2 n (mé) 5 OX
1

- aG SbarG
] 2
h2\° 2 ke %olb 0%por
|MD:D0t|2 ~ ( ) bl 2 5 // (OCD\PDot— ) dde
2my) Vo K2+ (%) .2 OX
3 D barD
¢ o

(10.16)

lI-B  Fréguences de transition
II-B.1 Electrode gauche= boite quantique

Dans le calcul des fréquences de transition, nous sommes, de nouveau, confrontés
a I'impossibilité de définir une statistique de Fermi ou une densité d’états dans la boite
guantique semi-conductrice, en raison du caractére discret des niveaux d’énergie. La défi-
nition de la fréquence de transition, donnée a I'équat®8 du chapitre8, doit donc étre
modifiée en conséquence : l'intégration sur 'ensemble des éneigiede Illot devient
une somme discrete, cependant que nous devons considérer le nombre d’électrons preé-
sents et le nombre de places libres sur le niveau d’énéggiau lieu de la densité d’états,
selon que nous étudions, respectivement, I'arrivée ou le départ d’'un électron de l'ilot. La
transition d’'un électron de I'électrode de gauche vers I'llot s’écrit alors

+00
21
I'copot = Z / Fl MG:Dot|2PG(5G)5(5G - 5Dot)|Dot(5Dot) fo (&) d&s, (10-17)

Epot ECG
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ou fg et pg représentent respectivement la statistique de Fermi-Dirac et la densité d’états
3D dans I'électrode gauche. La fonctiby.(&Epe) correspond, quant a elle, au nombre de
places libres sur le niveau d’énerdig, de I'ilot.

De par la définition de la distribution de Dirac, I'expression précédente peut se sim-
plifier en

2w
1—‘GaDot = Z Fl MG:Dotlsz (SDot)lDot(gDot) fG (gDot)- (1018)

Epot

Une démarche analogue conduit a I'expression de la fréquence de transition des élec-
trons de I'llot vers I'électrode gauche

2
Fone = D Maoal*6(Eoo) Gour(Eond) [1 = fa(Eond)] (10.19)

Ebot

ou la fonctiongp(Eper) COrrespond au nombre d’électrons présents sur le niveau d’énergie
Epot-

II-B.2 Electrode droite = boite quantique

De la méme facon, nous trouvons

2r
1—‘D—>Dot = ZEDot F | MD:DotlzpD(gDot)IDot(gDot) fD(EDot)

on (10.20)
1—‘Dot—>D = ZSDM F | MD:DotlzpD(gDot)gDot(gDot) [l - fD(gDot)]

Il Application a I'étude d’une structure MiI Silm

l1I-A  Des fréquences de transition au courant : fonctionsgpe et lpot

Nous n’évoquerons pas ici les diverses méthodes qui permettent de calculer le courant
a partir des fréquences de transition, celles-ci ayant déja été décrites dans le chapitre
précédent et restant inchangées.

Avant de pouvoir caractériser un dispositifSiim, il nous faut connaitre les fonctions
loot(Epor) €t Ooot(Ener), autrement dit la répartition des électrons sur les différents niveaux
d’énergie de la boite. Nous supposons, a cet effet, que les électrons se répartissent dans
leur état fondamental, c’est-a-dire que ceux-ci vont occuper les niveaux de la boite du plus
bas en énergie au plus haut, en remplissant au maximum le nombre de places libres mises
a leur disposition. Rappelons que, dans le cas d’'une boite quantique en silicium, chacun
des niveaux est, en dehors des dégénérescences dues a la géométrie, douze fois dégénéré
(deux fois pour le spin et six fois pour les six vallées du silicium).

Il est, en revanche, tout & fait possible qu’un électron rentrant dans I'flot, puisse oc-
cuper un niveau quelconque qui ne correspond pas forcément a I'état fondamental du
systeme (cf. Figl0.5a). Nous faisons, en ce cas, I'hypothése que le temps de relaxation
des électrons dans la boite est suffisamment faible devant les temps de transfert tunnel
pour que I'état fondamental soit quasi-immédiatement atteint, dés I'arrivée de I'électron
sur le niveau (cf. Figl0.%). Ainsi, lorsqu’un électron part de la boite quantique, il le fait
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FIG. 10.5. (a) Prise en compte du premier niveau excité comme niveau de transit possible
pour les électrons provenant des électrodes. La probabilité de passage des électrons sur des
niveaux d’ordre supérieur se réduit avec I'augmentation de I'énergie des niveaux, a cause
de la statistique de Fermi-Dirac. (b) Relaxation des porteurs de sorte que tous les électrons
sortant de la boite quantique partent du niveau fondamental (c).

toujours a partir de I'état fondamental du systéme et méme s'il peut, en théorie, rentrer
par n'importe lequel des niveaux de la boite (cf. AiQ.5c).

En pratique, il est impossible de calculer la totalité des fréquences d’interaction cor-
respondant a I'entrée d’un électron sur I'ensemble des niveaux excités qui s’offre a lui: le
calcul de la structure électronique de la boite nécessiterait un grand nombre de résolutions
des équations de Schrodinger-Poisson couplées (une pour chaque tension de polarisation
et pour chaque nombre d’électrons qu'il est possible de stocker dans I'llot). Les simula-
tions sont donc principalement réalisées en ne considérant que de la transition des élec-
trons vers le niveau fondamental de la boite, tout en étudiant I'effet de la prise en compte
de la transition des électrons vers le premier niveau excité de Ilot (cf1Bi§).

llI-B  Application et résultats
CARACTERISTIQUE COURANT /TENSION DE LA STRUCTURE MI SilM

A partir du logiciel présenté dans le chapitre précédent, de la théorie développée dans
ce chapitre et des méthodes de détermination de la structure électronique du &apitre
nous sommes désormais capables de déterminer la caractéristique courant/tension d’'une
structuremi1 Siim. Ce calcul s’effectue en deux temps: d’'une part un programme (réalisé
en langage C) détermine, par la méthode de Hartree, la structure électronique de la boite
quantique utilisée dans la structuweSiim, a diverses tensions de polarisation et pour un
nombre variable d’électrons stockés. D’autre part une extension du logieielA8 du
chapitre9 prend le relais, afin de calculer les fréquences de transition et le courant par une
méthode Monte-Carlo.

Signalons que nous voyons ici tout I'intérét d’utiliser la méthode de Hartree, puisque
la connaissance des fonctions d’onde de chacun des niveaux accessibles aux électrons,
dans la boite, est nécessaire. La théorie de la fonctionnelle de la densité, par exemple, ne
l'aurait pas permis.
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Rayon:30A h =15A h =12A
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FIG. 10.6. Caractéristique | (V') d'une structure MISIM a 30 K. Le rayon de la boite
quantique en silicium est de 30 A, la largeur de la barriere de gauche est de 15 A tandis que
celle de droite mesure 12 A les électrodes sont en aluminium.

Les algorithmes utilisés, afin de déterminer la structure électronique de I'llot en si-
licium souffrent de leur important temps de calcul. Une telle lourdeur numérique est un
frein au calcul systématique de la structure électronique des boites quantiques sur une
large plage de valeurs de tension. Afin de remédier a cet inconvénient, nous réalisons une
interpolation polynémiale des éléments de mathitet des niveaux d’énergie, entre deux
valeurs calculées numériquement. Nous obtenons alors une caractéristique courant/ten-
sion, du type de celle présentée en figli@eg pour une boite quantique en silicium de
30 A de rayon, espacée des électrodes métalliques par une couche de silice d’épaisseur
15 A a gauche et 12 A a droite ; le matériau utilisé pour les électrodes étant de I'aluminium
(4.1 eV de travail de sortie). Sur ce graphique, et ceux qui suivront, les symboles corres-
pondent aux résultats obtenus par la résolution des équations 3D de Poisson-Schrodinger
couplées, pour un nombre restreint de valeurs de tension, tandis que les courbes sont le
résultat d’un calcul pour un grand nombre de valeurs de tension & partir de l'interpolation
polynémiale des éléments de matrikk et des niveaux d’énergie. Notons, par ailleurs,
gue le signe de la tension appliquée est tel que les électrons circulent principalement de
I'électrode droite vers I'électrode gaucthia le niveau fondamental de I'flot (cf. Fig0.5.

Dans la caractéristique tracée en figlfe6 nous observons, a une température de
30 K un comportement de blocage de Coulomb avec un premier palier d’enviéiv0
de largeur et un second de86 V. La largeur du premier palier ne résulte pas uniguement
de I'énergie de charge de I'llot: elle dépend, non seulement de la position du premier
niveau quantifié dans la boite quantique, mais aussi de la position du niveau de Fermi des
électrodes a tension nulle (ou, ce qui revient au méme, de leur travail de sortie).

Ainsi que, lors de I'étude des dispositifs métalliques, nous constatons la faible valeur
des courants veéhiculés: quelques vingtaines de picoamperes seulement pour le premier
palier de courant. Nous touchons, ici, du doigt 'un des inconvénients de I'électronique a
un électron : le passage individuel des porteurs est inévitablement un frein a I'obtention
de courants importants. Heureusement, comme nous l'avons vu au clgmitrenou-
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velles facons de penser les circuits intégrés permettent de s’affranchir, en partie, de cette
limitation.

INFLUENCE DE LA PRISE EN COMPTE DU PREMIER NIVEAU EXCITE

Dans le paragraphe précédent, seul le niveau fondamental a été considéré lors du pas-
sage des électrons vers Illot. Nous tenons compte en figuipour le méme dispositif
que celui de la figurd 0.6 de la possibilité, pour les électrons, de rentrer dans la boite
par le premier niveau excité. Les caractéristiques montrent que la prise en considération
de ce niveau n’influe en rien sur les résultats. Il apparait, en pratique, que la probabilité
de passage des électrons sur ce premier niveau est nulle. Ceci vient du fait que la forme
de la fonction d’onde (et notamment ses symétries particulieres) de I'état d’arrivée est
incompatible avec celle de la fonction d’'onde de départ ; nous trouvons alors que le terme

2

OWpo
// (aG/DV/Doti é”; t) dyd (10.21)

barG/D

est nul (a la précision numérique pres).

Il nest toutefois pas interdit que les électrons puissent transiter par les autres niveaux
excités. Néanmoins, a mesure que les niveaux montent en énergie, la probabilité de pré-
sence des électrons dans les électrodes, quantifiée par la statistique de Fermi-Dirac va en
diminuant, réduisant d’autant leur probabilité de passage (cf1Bi§). Il est, par consé-
quent, tout a fait Iégitime de limiter le nombre de niveaux excités a considérer lors du
transport des électronga la boite, a la fois pour des raisons pratiques (difficulté de déter-
miner un nombre important de niveaux en un temps de calcul raisonnable) et théoriques
(au fur et & mesure de 'augmentation de I'énergie des niveaux, la probabilité de transition
diminue).

INFLUENCE DE LA TAILLE DE LA BOITE

En figurel0.8sont présentées les caractéristiques courant/tension de boites quantiques
de 40 A et 50 A de rayon & = 30 K. Si, par rapport a la figur£0.6 nous observons
bien une réduction de la largeur des paliers, il est surtout tres intéressant de remarquer des
effets de conductance différentielle négative, d’autant plus importants que le rayon de la
boite quantique augmente.

En réalité, ce phénomene avait déja été prédit au chdpiivesque nous avions étudié
I'influence de la tension de polarisation sur 'allure de la fonction d’onde a l'intérieur de
I'llot: celle-ci avait une tendance trés nette a se déplacer vers I'endroit de plus faible
potentiel dans la boite. Nous avions alors remarqué que cet effet allait a 'encontre des
conditions requises a un blocage de Coulomb efficace. En effet, la fonction d’onde se
déplacant vers la barriére par ou sortent majoritairement les électrons, la probabilité de
sortie de ceux-ci augmente, cependant que, parallelement, leur probabilité de rentrer dans
I'llot diminue. De ce fait, a partir d’'une certaine tension la boite se décharge plus qu’elle ne
se remplit. Ne possédant aucun électron libre a I'état non polarisé (contrairement aux ilots
métalliques considérés comme des réservoirs), I'llot en silicium peut se vider entiérement
et entrainer une chute de courant. Ce phénomene se révéle d’autant plus accentué que les
boites sont de grande taille (cf. Fip.&). Comme nous allons le voir dans le paragraphe
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FIG. 10.7. Caractéristique | (V') d'une structure MISIM avec prise en compte du premier

niveau excité. Les parametres sont identiques a ceux de la figure 10.6.
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FIG. 10.8. Caractéristique | (V) a 30 K de deux structures MISiM dont le rayon de I'ilot
en silicium est de (a) 40 A et (b) 50 A Dans les deux cas la largeur de la barriere de gauche
est de 15 A tandis que celle de droite mesure 12 A les électrodes sont en aluminium. Les

pointillés indiquent les seuils de chargement d’un électron supplémentaire.
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suivant, nous pouvons, en large part, compenser celui-ci en dissymétrisant les largeurs de
barriere tunnel de chaque cété de I'Mlot.

L'allure générale des caractéristiques courant/tension obtenues se révele donc forte-
ment dépendante des conditions géométriques initiales. Soit nous pouvons observer des
conditions de blocage de Coulomb de méme nature que dans les métaux si les boites quan-
tiques sont de petite taille et/ou si la largeur de la barriére tunnel par ou partent les élec-
trons est plus épaisse que celle par ou ils rentrent (lBig). Soit nous pouvons observer
des oscillations de courant en fonction de la tension (Fig&). Dans ce cas, le courant
augmente des le franchissement d’'un nouveau palier de blocage de Coulomb mais décroit
a nouveau a cause de l'effet de la tension sur la fonction d’'onde. La caractéristique de la
figure 10.8 est notamment cohérente, tant au niveau qualitatif que quantitatif, avec les
premieres tentatives expérimentales d’obtention d’'une caractéristique courant/tension sur
une structurea1 Siim a flot unique #9]. Soit encore, nous pouvons avoir une décroissance
forte du courant en fonction de la tension ; I'effet de la tension supplantant 'augmentation
du courant due a I'arrivée d’un électron supplémentaire dans la boitel(FHyp).

INFLUENCE DE LA BARRIERE GAUCHE

Comme nous l'avons déja dit, I'effet de la tension peut largement étre compensé par
une augmentation de la largeur de la barriére par laquelle sortent majoritairement les élec-
trons (ici celle de gauche, compte tenu de la tension appliquée). Ainsi, en augmentant son
épaisseur, nous diminuons la probabilité de sortie des électrons de I'llot devant la proba-
bilité de leur rentrée: I'llot conserve suffisamment longtemps les électrons dans la boite
pour que les phénomeénes de blocage de charge interviennent.

C’est ce que nous constatons sur la figl®ed, ot I'augmentation de 2 A de la largeur
de la barriere gauche, par rapport a la structure de la figufb, a permis I'apparition du
premier palier de Coulomb. Ce faisant, nous avons toutefois détérioré de maniére notoire
la valeur du courant véhiculé, celle-ci ayant été divisée par 5. Tout comme dans les dispo-
sitifs métalliques, la largeur de I'électrode la plus large regle aussi la valeur du courant, et
cela de fagcon importante a cause de la dépendance exponentielle du courant tunnel avec
la largeur de la barriere.

A contrarig, la diminution de la largeur de la barriere gauche conduit a I'accentuation
du phénoméne de diminution du courant avec la tension, tout en augmentant les valeurs
de courant véhiculé a basse tension (E@%D).

INFLUENCE DE LA BARRIERE DROITE

La barriere droite étant la barriére de plus faible épaisseur dans notre systeme, sa va-
riation ne devrait pas trop influencer la valeur du courant a faible tension. En revanche,
son augmentation doit contribuer & accentuer le phénomeéne de vidage de la boite, la pro-
babilité que les électrons rentrent dans la boite diminuant. C’est effectivement ce que nous
observons en figurg0.10en la comparant a la figud®.%a : si le courant débité en début
de premier palier est sensiblement le méme, il décroit tres vite dans le cas d’'une barriére
droite de 14 A tandis qu'’il continue d’augmenter avec une barriére droite de 12 A.
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FIG. 10.9. Caractéristique | (V) de deux structures MISIM dont le rayon de 1'tlot en
silicium est de 50 A 4 30 K. Dans le cas (a) la largeur de la barriere gauche est de 17 A
tandis que dans le cas (b) elle mesure 13 A Dans les deux cas, la barriere droite mesure
12 A Le matériau des électrodes est en aluminium.
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FIG. 10.10. Caractéristique | (V') de deux structures MISiIM dont le rayon de I'ilot en
silicium est de 50 A a 30 K. Dans le cas de la figure 10.9a la largeur de la barriere droite est
de 12 A tandis que dans la présente figure, elle mesure 14 A. Dans les deux cas, la barriere
gauche mesure 17 A Le matériau des électrodes est en aluminium.
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FIG. 10.11. Caractéristique | (V') d'une structure MISIM en fonction de la température.
Le rayon de la boite quantique en silicium est de 30 A, la largeur de la barriere de gauche
est de 15 A tandis que celle de droite mesure 12 A: les électrodes sont en aluminium. Le
graphique (b) est identique au (a) mise a part le fait que chaque caractéristique est translatée
sur l'axe des ordonnées pour des raisons de clarté. (c) Courbes (a) en échelle logarithmique.
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FIG. 10.12. Caractéristiqgue | (V), a 30 Ket 300 Kd'une structure MISIM. Le rayon de
la boite quantique en silicium est de 40 A, la largeur de la barriere de gauche est de 15 A
tandis que celle de droite mesure 12 A les électrodes sont en aluminium.

INFLUENCE DE LA TEMPERATURE

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a la viabilité des struotbirgisa
température ambiante. La figut®.11présente les caractéristiques courant/tension, ob-
tenues a diverses températures, d'un dispositif contenant un ilot de 30 A de rayon. Ce
dispositif a été choisi en raison de ses larges paliers de Coulomb qui en font un des plus
aptes a exhiber du blocage de Coulomb a température ambiante.

Comme nous pouvons le constater, cette structure présente clairement du blocage de
Coulomb jusgqu’a 200 K, le premier palier étant encore parfaitement visible a 300 K ; ce-
pendant, celui-ci s’estompe fortement. Nous constatons, néanmoins, la subsistance de la
zone de blocage des charges. Cette zone peut étre caractérisée par une pente sous le seuil
qui s’éléve a 100 mV/dec a 300 K (cf. Fi0.11c).

La figure 10.12 présente, l'influence de la température sur une caractéristique pré-
sentant une conductance différentielle négative. Tout comme précédemment, a 300 K, le
premier palier de courant disparait et laisse place a une évolution continue du courant. La
zone de conductance négative reste présente et permet d’envisager une application des dis-
positifs a un électron dans des circuits électroniques analogiques reposant sur |'utilisation
de résistances différentielles négatives (oscillateur,...)
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FIG. 10.13. Caractéristique | (V), a 30 K, d'une structure MISIM dont les électrodes sont
d'un matériau de 4 eV de travail de sortie. Elle est comparée i celle de la structure M1 SilM
utilisant des électrodes en aluminium. Le rayon de la boite quantique en silicium est de 30 A,
la largeur de la barriere de gauche est de 15 A tandis que celle de droite mesure 12 A

INFLUENCE DE LA NATURE DE L "ELECTRODE

Nous avons vu, au premier paragraphe, que la largeur du palier de blocage total des
porteurs était liée, d'une part a I'énergie électrostatique d’interaction entre les électrons
ainsi qu’'a la position du premier niveau quantique dans la boite et, d’autre part a la posi-
tion du niveau de Fermi des électrodes métalliques. En fijQre3 nous présentons les
résultats obtenus avec le méme type de boite qu’en fitflu@mais avec des électrodes
dont le travail de sortie est de 4 eV (par exemple des électrodes en polysilicium). La carac-
téristique obtenue est tres proche de celle obtenue avec des électrodes d’aluminium : tout
se passe quasiment comme si nous avions effectué une translatiéhelé (@ est-a-dire
deux fois la différence entre les travaux de sortie des électrodes utilisées).

INFLUENCE DE LA FORME DE LA BOITE QUANTIQUE

Enfin, en figurel0.14 nous présentons les résultats obtenus pour des boites quantiques
cubiques, dont le volume est équivalent & une sphére de rayon de 40 A. Comme attendu,
apres I'étude des chapitrB£t 6, les seuils de tensions des paliers de Coulomb sont iden-
tiques a ceux issus des caractéristiques de boites quantiques sphériques de méme volume.
Il en résulte que I'allure générale des caractéristiqu®9 d’une structureviSiim a boite
sphérique et celle d’'une structuveSiim a boite cubiqgue de méme volume reste globa-
lement semblable. En revanche, les valeurs de courant obtenues sont, de plusieurs ordres
de grandeur, supérieures pour les boites cubiques. Ceci s’explique parfaitement par le fait
que, dans les boites quantiques sphériques, la surface en regard de I'électrode n’est pas a
€gale distance de celle-ci mais est plus proche en son centre que sur les bords, contrai-
rement aux boites quantiques cubiques. Compte tenu de la dépendance exponentielle des
fréequences de transition avec la largeur de barriére, les conséquences sur le courant sont
énormes: une boite quantique cubique transporte alors prés de 100 fois plus de courant
gu’une boite sphériqgue de méme volume. Ces résultats confirment ceux obtenus, en réfé-
rence P5], qui montrent la forte influence de la forme de la boite quantique sur les valeurs
de fréquences de transition.
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FIG. 10.14. Caractéristiqgue | (V') d'une structure MISIM pour des boites quantiques de
forme cubique @ 30 K. Le rayon de la sphere équivalente est de 40 A, 1a largeur de la bar-
riere de gauche est de 15 A tandis que celle de droite mesure 12 A; les électrodes sont en
aluminium.

Faut-il pour autant rejeter un modele unique (du type du modele 1D présenté dans les
chapitresb et 6) capable de décrire n'importe quelle forme de boites quantiques? Bien
entendu non, et a cela deux raisons:

e d’'une part, s'il est vrai que le modele sphérique n’est pas capable de restituer les
bonnes valeurs de courant des structweSiiM a Tlot cubique (de toute facon peu
réaliste), il permet cependant de comprendre les allures observées: la différence
entre les caractéristiques n’étant qu’un simple facteur d’échelle;

e d’autre part, technologiquement, les boites quantiques réalisées ont quasiment la
forme de sphéres (voire de demi-spher@8))[ Le modéle sphérique (et par ex-
tension le modéle 1D) a donc de fortes chances de décrire, avec bonheur, les ilots
effectivement fabriqués.

[1I-C Conclusion

Ce chapitre, qui représente I'aboutissement de ce mémoire, a vu la réalisation d’'un
simulateur de structure a blocage de Coulomb a filot unique de silicium (et, plus géné-
ralement, semi-conducteur). Ce simulateur, a la fois basé sur une description du courant
tunnel, a l'aide de I’hamiltonien de transfert et sur I'étude des boites quantiques, par une
résolution des équations de Schrédinger-Poisson couplées, repose la donnée de grandeurs
physiques caractéristiques du systeme comme parameétres d’entrée. Ainsi, si certaines si-
mulations offraient, certes, I'avantage de décrire trés finement la structure électronique
des boites quantiques semi-conductric® P9, 100, le traitement des fréquences de
transition restait encore limité. Or, comme nous avons pu le constater, la dépendance de
la probabilité de transition avec la tension appliqguée entraine de profonds changements
dans les caractéristiques des composants a blocage de Coulomb sur semi-conducteur par
rapport a leurs homologues métalliques, avec, en particulier I'apparition de phénomeénes
de conductance différentielle négative qui ont été, effectivement, observés expérimentale-
ment 49].
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DANS la recherche de solutions innovantes assurant la pérennité de la micro-électro-
nique sur silicium, qui devra faire face, dans quelques années, a des limites, tant
technologiques que théoriques, les dispositifs a blocage de Coulomb a semi-conducteur
ont su dévoiler des atouts plus que prometteurs. Ainsi, ces composants d’avant-garde,
basés sur le caractére quantique de la charge électrique, offrent une alternative possible
aux circuitscMos, tout en restant compatibles avec les technologies actuelles.

C’est, en effet, ce que nous a permis d’entrevoir la premiére partie de ce mémoire
ou, apres avoir traité, dans le chapitredes difficultés inhérentes a la miniaturisation in-
tensive des transistorsos, nous avons pu constater, dans le chapities opportunités
indéniables, en termes de contrble, que proposent les dispositifs utilisant le phénomene
de blocage de charges. Ce chapitre fut aussi I'occasion de présenter les grands traits de la
théorie orthodoxe dont le réle est de décrire le principe de fonctionnement de ces dispo-
sitifs, dans le cas de structures métalliques. Il est notamment apparu que les dimensions
du systeme étaient un parametre crucial pour I'obtention de caractéristiques optimales,
spécialement a température ambiante.

Néanmoins, les tailles nanométriques imposées par ces composants ne vont pas sans
poser un certain nombre de difficultés de fabrication, comme I'a démontré le chapitre
C’est pourquoi, que ces structures soient métalliques ou semi-conductrices, leur réalisa-
tion fait appel aux techniques de pointe de la lithographie, alliées a de nouvelles méthodes,
basées, par exemple, sur la fabrication de nanoparticules enterrées dans de I'oxyde. L'état
de Il'art, présenté dans ce chapitre, nous a aussi permis d’apprécier le potentiel de ces
nouveaux composants, utilisant, a leur profit, des phénomenes de nature quantique : bien
gu’encore a leurs balbutiements, ils permettent déja, notamment, d’envisager I'élaboration
de cellules mémoire a haute densité d’intégration, tres fiables, fonctionnant sous faible
tension et ayant la possibilité de stocker plusieurs bits a la fois.

Dans un souci d’améliorer la mise au point de ces dispositifs de nouvelle génération, il
est également essentiel de mieux appréhender les divers aspects de leur mode de fonction-
nement, par I'intermédiaire de différentes modélisations et simulations. En particulier, ces
modeles doivent tenir compte du confinement quantique survenant dans les nanocristaux
de silicium. Tel fut I'objet de la deuxiéme partie de ce mémoire consacrée a la détermina-
tion de la structure électronique des boites quantiques en silicium.

De la méthode de Hartree et de la théorie de la fonctionnelle de la densité, présentées
au chapitrey, il s’est avéré que la premiére, bien que, théoriguement, moins apte a traiter
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un systeme polyélectronique, était la plus & méme de décrire les boites quantiques, dans
le cadre d’'une application du type blocage de Coulomb, puisqu’elle nous donne accés
aux fonctions d’onde électroniques. Ce choix fut, en outre, confirmé par I'équivalence des
résultats obtenus avec ceux issus de la théorie de la fonctionnelle de la densité. Les al-
gorithmes en résultant ont alors permis de décrire, avec succes, des boites quantiques en
silicium (ou plus généralement semi-conductrices), polarisées ou non, dans les clgapitres
et6. Nous avons, notamment, pu mettre en évidence la faible quantité de charges stockées
dans les boites susceptibles d’exhiber des effets de blocage de charges a température am-
biante, et l'influence du nombre d’électrons confinés sur leur spectre énergétique.

Hélas, les méthodes numériques employées ont, tres vite, montré leur limite en raison
du temps de calcul nécessaire a la résolution des équations couplées de Schrddinger et
de Poisson tridimensionnelles. Ces méthodes ayant pour finalité d’étre intégrées dans un
simulateur de composants comportant une multitude de boites quantiques de caractéris-
tiques variées, nous nous sommes donc penchés sur un modele tirant parti des propriétés
de symétrie des nanocristaux sphériques, polarisés (chépibte non (chapitre;), a la
fois précis et rapide.

Néanmoins, toute modélisation, aussi bonne qu’elle soit, n’est rien si nous n’en connais-
sons pas les limites. Dans cette optique, le chapisst intéressé, a I'aide d’'une des-
cription moléculaire, a la validité de I'approximation de la masse effective pour des boites
quantiques ne comportant plus que quelques milliers d’atomes. Le modele ainsi mis en
ceuvre, se présentant plus comme un « garde-fou » que comme une véritable méthode
destinée a obtenir la structure électronique des nanocristaux, a de cette facon valider I'ap-
proche menée dans les chapitres précédents pour des boites dont le rayon est supérieur a
15 A.

La derniére étape menant a I'élaboration d’'un simulateur de composants a blocage de
Coulomb passe par la modélisation du transport des électrons, par effet tunnel, a travers le
systéme, ce a quoi la troisieme partie était dévolue. Notre effort s’est porté sur la méthode
de I'hamiltonien de transfert tunnel, dont la théorie et les limites ont été largement explo-
rées au chapitre. Ses aptitudes a décrire avec simplicité et précision le passage séquentiel
des porteurs a travers une barriére d’oxyde tunnel, dans le cadre du blocage de Coulomb, a
par la méme donné naissance, au chapiteeun simulateur de structures Métal—-Isolant—
Métal-Isolant—Métal. La force du logiciel mis au point résidait dans la description, trés
physique, des grandeurs fondamentales du systéme servant de paramétres d’entrée (épais-
seur d’'oxyde, travail de sortie des métaux, taille de I'llot métallique,...).

L'ensemble des méthodes et techniques explicitées dans les neuf premiers chapitres,
s’est concrétisé, dans le chapitrg par la création d’un simulateur de composant a flot
de silicium unique, basé lui aussi sur la donnée des paramétres physiques du systéme.
Les résultats obtenus ont alors prédit I'apparition, quelque peu inattendue, d’'un effet
de conductance différentielle négative. Ce phénoméne, lié a la localisation de la fonc-
tion d’onde sous l'action de la tension de polarisation, n’a, a notre connaissance, été ob-
servé pour I'heure gu’expérimentalement, lors des premiéres tentatives d’obtention d’une
caractéristique courant/tension de structures Métal-Isolant—boite Si—Isolant—Métal a Tlot
unique A9].

Loin d'étre exhaustif, ce travail laisse encore de nombreuses questions fondamentales
et pratiqgues en suspens. En particulier, les phénomenes de relaxation des porteurs pro-
venant de niveaux excités et les interactions électron-phonon n’ont pas été abordés. I
aurait, par ailleurs, été intéressant d’étudier I'impact, sur les caractéristiques en courant,
de I'utilisation du modéle 1D du chapitfe
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En outre, en tenant compte du potentiel électrostatique généré par une électrode de
grille, nous aurions acces, facilement, aux caractéristiques complétes d'un dispositif plus
concret: leseT a 1lot semi-conducteur unique. Grace a I'approche 3D, nous pourrions,
de plus, étudier, sans grand probleme, I'influence d’une charge électrique parasite dans le
systeme.

En replacant ce travail dans le cadre, plus général, de la réalisation d’'un simulateur
de dispositifs a blocage de Coulomb, tout a fait quelconques, pouvant, par exemple, com-
porter de nombreuses boites quantiques, le traitement du transport des porteurs entre deux
boites devra aussi étre pris en considération... En ce qui concerne I'étude de dispositifs
hybrides, mélant effet tunnel a un électron et architectwows classique, I'approche dé-
veloppée ici pourrait étre couplée avec un simulateur Monte-Carlo, dédié a la résolution
de I'’équation de Boltzmann (tel que le simulateuoNAco développé a I'lEF). Dans ce
but, il faudrait envisager le transfert tunnel entre une boite quantique et un gaz 3D (voire
un fil 1D).

Bien sdr, seul I'avenir nous dira si les composants a blocage de Coulomb réussiront
a détréner 'hégémonie des transistores en électronique numérique. Quoi qu’il en
soit, leur étude ne peut que nous aider a mieux comprendre les phénomeénes physiques
intervenant a de telles échelles et ainsi mieux appréhender les autres domaines connexes
des nanotechnologies.
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Annexe?

Analyse numérique et compléments
mathématiques

| Notions de fonction, d’opérateur et de fonctionnelle

I-A Définitions

ON APPELLE fonctionune application d’'une ou plusieurs variables scalaires vers un
scalaire:

f : scalaire(s)— scalaire (A.1)

Exemple: fonction d’ondey (ry, . . .T,), densité électronique(r).
On appelleopérateurune application qui, a une fonction, associe une autre fonction :

O : fonction— fonction (A.2)

2

Exemple: I'hamiltonienH = _ﬁA -4V
On appellgonctionnelleune application qui, a une fonction, associe un scalaire :

F : fonction— scalaire (A.3)

On utilise la notatiorF[ f].
Exemple: l'intégration [~ - dx.

I-B  Dérivée d’une fonctionnelle

I-B.1 Définition

Par analogie avec ce que nous connaissons des fonctions, nous pouvons considérer que
la différentielle d’une fonctionnell&[ f] est la partie de la difféerende[ f 4+ of] — F[ f]
qui dépend linéairement dd . Comme chaquéf (x) peut contribuer a cette différence,
la définition de la différentielle d’une fonctionnelle est donnée par:

oF
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ou la quantitéyF /of (x) est la dérivée fonctionnelle de par rapport af , au pointx. Une
maniére simple de déterminer la dérivée d’une fonctionnelle repose sur le développement
deF[f 4+ of] — F[f] en termes déf, en ne gardant que les termes du premier ordre, et
en mettant le résultat sous la forme de I'équatidr). Autrement dit, la dérivééF /of

peut étre obtenue de la maniére suivante :

F[f+h®] - F[f]\ d
h ~ dh
ou @ (x) est une fonction quelconque. Nous dirons qu’une fonctionnelle est différentiable

sio - /of existe au sens dé\(5). Comme la dérivée fonctionneltd/6f peut dépendre
de la valeur de&f en tout pointx, 6F /of est, elle-méme, une fonctionnelle die

lim

h—0

F[f + ho] =/%®(x)dx, (A.5)

h=0

I-B.2 Exemples

Examinons la dérivée, de quelques fonctionnelles, importantes dans le cadre de la
théorie de la fonctionnelle de a densité.
Exemple r* 1:

Supposons que I'on ait une fonctionnelle du typef] = /V(x) f(x) dx dont nous
voulons trouver la dérivée fonctionnelle. Nous calculons alors

FIf + ha] :/V(x)[f(x)+h<b(x)] dx, (A.6)

de sorte que

lim
h—0

h
Nous en déduisons alors que

(F[f +ho] - F[f]) :/V(x)cb(x)dxé/%@(x)dx (A7)

oF
5= V(X) | (A.8)
Exemple r* 2:
Supposons que I'on ait une fonctionnelle du tyjef | = g(Ix'=x]) f (x) f(X) dxdX

dont nous voulons trouver la dérivée fonctionnelle. Nous calculons:
F[f + hd] =/ g(|x’ = X]) [f(x) + hCD(x)] [f(x’) + hCD(x/)] dxdxX. (A.9)
Soit, en ne conservant que les termes du premier ordne en

F[f+h®] = F[f]+h [// g(x' = x|) f (X))@ (x") dxdx +/ g(Ix’ = x]) f (X)D(x) dxdx] .

(A.10)
Les variablex etx’ étant muettes aj(|x’ — x|) = g(|]x — x’|), nous pouvons interchanger
les deux variables d’intégration dans la premiere intégrale pour trouver que :

oF = 2/ [/ g(Ix" — x]) f(xX) dx’] @ (x) dx. (A.112)

Soit

oF , , /
5 = 2/g(|x —x|) f(x) dx | (A.12)
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Il Multiplicateurs de Lagrange

L'enjeu de cette section est de résoudre un probléme de minimisation sous contrainte(s).

lI-A  Position du probleme

Considérons une fonction réelfgx, y, z) de trois variables, réelles et indépendantes,
dont nous désirons connaitre un extrémum. La condition nécessaire et suffisante pour que
le triplet (X, Ym, Zn) CcOrresponde a la position d’'un extrémum s’écrit :

of of of
df = Xd —ydy—l— —dz_ 0 en(Xm, Yms Zm), (A.13)
c’est-a-dire, puisqug, y, z sont indépendantes,
of of of
20 Vi Zo). A.14
ox oy "oz en(Xm, Ym, Zm) (A.14)

Toutefois, il nest pas rare que la physique du probleme impose une certaine contrainte
gue nous pouvons écrire formellement

p(X,y,2) =0. (A.15)

De ce fait, les variables, y, z ne sont plus indépendantes.

La solution immédiate, qui vient a I'esprit, est d’utiliser la relatidnl(5) afin d’éli-
miner une des variables et de résoudife= 0 avec un nombre plus restreint de variables
indépendantes. Hélas, en pratique, notamment si 'équatiddb) est non linéaire, cette
approche n’est pas toujours possible ; c’est pourquoi, on utilise souvent, comme alterna-
tive, la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

[I-B La méthode des multiplicateurs de Lagrange

Le principe général de la méthode des multiplicateurs de Lagrange est de convertir
un probleme sous contrainte(s) en un probléme qui en est dépourvu, dans lequel lesdites
contraintes sont intégrées a I'expression de minimisa#oh3).

Partons du probleme de la recherche des extréma(dey, z) sous la contrainte
¢(X,y,2z) = 0. La conditiondf = 0 pour que(Xm, Ym, Zn) SOit la position d’'un extré-
mum def reste vraie, cependar}y, etz n’étant plus indépendantes, la conditidni4)
est fausse. Supposons, alors, quet y soient indépendantes et que la variablsoit
donnée pap(Xx, Yy, z) = 0 (ceci n’'entame en aucun cas la généralité de la preuve). De
¢ (X, Y, z) = 0 nous tirons alors que

V(X,Y,2) e R® do = gDdx—i-—dy-l——dz—O (A.16)

comme, en outre,
df =0 en (Xu, Ym, Zn), (A.17)

nous en déduisons qu’'€R.,, Ym, Zn) :

VieR df+idp=0. (A.18)
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La fonctionL = f + A¢ et le parametré sont appelés respectivement lagrangien et
multiplicateur de Lagrange.
En (Xm, Ym» Zn), €t Cce quel que soit appartenant &, nous avons

of Bl of of
dL = A— ) dx A—)d i—)dz=0. A.19
(ax+ ax) +(ay+ ay) & (a " z) (A19)
Cette relation est en particulier vraie poutel que

of

/1—_0 en (Xm, Yms Zm A.20
> (X Yo Zn). (A.20)

Remarquons qug et y étant choisies comme variables indépendantes nous avons fort
heureusemeritp /6z # 0. La relationd L = 0 s’écrit alors simplement

of ol of op
J— ) dx — +A—)dy=0. A.21
(ax+ ax) +(ay+ ay) Y A2l
Soit, puisquex ety sont indépendantes :
of op
—+i— =0
8x+ 0X
f en (Xm, Ym,» Zm)- (A.22)
0
_ Aa_¢ = 0
gy oy
Ajouté aux autres relations:
@ (X Y Zm) = 0, (A.23)
et tel gu'en(Xm, Ym,» Zn)
of ol
—+1—=0 A.24
az+ 0z ’ ( )

nous sommes amenes a résoudre quatre equations a quatre inconnues en vue de trouver
(Xm» Ym» Zm). Remarquons que le coefficieatn’a pas forcément besoin d’étre calculé
explicitement; il peut étre éliminé dans les équations précédentes, comme nous allons le
voir dans I'exemple suivant.

[I-C Exemple

Soit le probleme classique de mécanique quantique
d’'une particule de mass® dans une boite parallélé-
pipédique. L'énergie de I'état fondamental est donné

par 133
h? /1 1 1
=—\=+=+=). A.25
8m (a2 + b2 + cz) ( ) /
Nous cherchons les caractéristiques de la boite de \;o- a

lumeV, = abc = cste qui minimise cette énergie. En
reprenant les notations précédentes, nous avons donc

FIG. A.1. Une boite quan-
tique de dimensionax b x c

1 1

f(abc)—E—hz >+ 5 +1 (A.26)
T T 8m b? '
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p(a,b,c) =abc—V,
Soit a résoudre:

of Gl h? 1

— 4+ l—=———4+1bc=0
oa oa 4ma3+

of ol h? 1
— 4+ l—=—-———4+41ac=0
b T b ampe

avecabc= Vet
of ol h? 1

— — =———+4+/ba=0
ocC ocC 4mc3+
D'ou
2
ax (A.28 ilabc=
x( ) = Ama’
2
b x (A.29 =
x ( ) = labc imE
h2
o A.30 labc= .
x( ) = 4m &
Et donc

a=b=c= V|

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)
(A.32)

(A.33)

(A.34)

La méthode des multiplicateurs de Lagrange nous a, par conséquent, donné, tres simple-

ment, le fait que I'énergi€& est minimale si la boite de volum#& est un cube. En outre,

nous n’avons pas eu besoin de calculer explicitement



298

Ann. A Analyse numérique et compléments mathématiques

Il Résolution d’'un probléme aux valeurs propres

llI-A  La méthode QR

La méthode QR est une méthode classiquement utilisée pour déterminer les éléments
propres d’'une matrice dend¢. Son principé repose sur une série de transformations
orthogonales, du typel,, = 'QH Q (H, = H), conservant les valeurs/vecteurs propres,
mais ou, a chaque étape, les sous-diagonaleld; ddeviennent de plus en plus petites
jusqu’a devenir négligeables. La matrieke converge ainsi vers une matrice triangulaire
dont les valeurs propres sont directement lues sur la diagonale.

Cependant, dans le cas général, calculer des transformations orthogonales se révéle
trop désavantageux d’un point de vue du temps de calcul. Une premiere étape consiste, par
suite, a transformer la matridé en une matrice de Hessenbg&rde maniére a favoriser
les calculs ultérieurs des transformations élémentaires. La réduction d’une niateice
une matrice de Hessenberg peut étre menée a l'aide de I'algorithme de Househé@er [

L'algorithme QR se présente alors de la facon suivante :

e Algorithme de Householder : H matrice de
Hessenberg
H a les mémes valeurs propres que H
H=P?!HP

e initialisation Vo < I

e POURI allant de 1 jusqu'a
« convergence »

e factorisation H =QR
avec Q; orthogonale et R
triangulaire supérieure
o Hy < RQ ) R R
c’'est-a-dire Hi,i = Q'HQ = ‘QHQ
® Vi+1 =V Qi
e FIN POUR

e Valeurs propres : diag (|:|i)

e Vecteurs propres : V =PV

o FIN

1. Nous ne nous intéressons, dans cette section, qu'au cas des matrices a coefficients réels, mais une
généralisation peut étre effectuée pour des matrices complexes. Dans un tel cas les transpositions deviennent
des transpositions conjuguées.

2. Une matrice de Hessenberg est une matrice dont tous les éléments situés en dessous de la premiéere
sous-diagonale sont nuls.
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A chaque itération de la boucle de convergence, et au fur et & mesure que la sous-
diagonale deH; devient négligeable, la diagonale de la matfitetend vers les valeurs
propres deH . Les vecteurs propres, quant a eux, peuvent étre facilement déterminés a
partir du produit de chacune des transformations orthogonales élémentaires.

Une amélioration (tres usitée en pratique) est obtenue en introduisant un de¢alage
chaque itération : elle est basée sur la propriété

|:|i+1 ='Q; H, Qi :tQi(HAi —0ily) Qi + oil;. (A.35)

L'algorithme devient alors::

e Algorithme de Householder : H matrice de
Hessenberg

Iﬁ a les mémes valeurs propres que H
H=P'HP

e initialisation Vo < Iy

e REPETER

e choix d'un décalage o
factorisation H — ol = QR
avec Q; orthogonale et R
triangulaire supérieure
|:|i+l «— RQ + a4

L Vi+1 =V Qi
e TANT QUE les éléments sous-diagonaux

de H, sont supérieurs a une certaine
tolérance

e Valeurs propres : diag (H)

e Vecteurs propres : V =PV

e FIN

Ce nouvel algorithme, dénomni@plicitly shifted QR offre un double avantage : non
seulement, en utilisant une paire de complexes conjugués comme décalage, nous pou-
vons calculer des valeurs propres complexes tout en restant en arithmétique réelle mais il
permet, aussi, un gain notoire en termes de convergence (notammeestsune bonne
approximation de la valeur propre recherchée).

llI-B  La méthode d’Arnoldi a réinitialisation implicite
[1I-B.1 Position du probleme

Lors de la résolution numérique de I'équation de Schrodinger, nous sommes amenes a
chercher quelques valeurs propres d’une matrice de grande taille et fortement creuse. Mal-
gré leur efficacité, en termes de convergence et de stockage, les méthodes « classiques »,
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telles que la méthode QR et ses variante®)], ne sont pas adaptées a la recherche de
valeurs propres de matrices de ce type. Par ailleurs, le fait que les matrices issues de la
discrétisation par différences finies (voire par éléments finis) soient structurées et creuses,
laisse a penser que le produit matrice/vecteur peut étre effectué de maniére rapide avec
un stockage mémoire minimal. Le stockage intégral de la matrice et sa modification (en
détruisant son caractere creux) imposeés par la méthode QR sont donc peu adéquats. Nous
avons, par conséquent, tout intérét a utiliser des méthodes qui demandent des produits
matrice/vecteur avec la matrice creuse originale.

Une solution peut étre apportée en utilisant des méthodes itératives comme la méthode
des puissanced42. Deux inconvénients majeurs viennent, toutefois, entacher ces tech-
niques: d'une part la convergence peut étre extrémement lente et, d’autre part une seule
valeur propre (et son vecteur propre associé) peut étre calculée a la fois. Des améliora-
tions peuvent étre employées pour résoudre, en partie, ces problemes; néanmoins nous
nous sommes dirigés vers une autre classe d’algorithmes utilisant les sous-espaces dits de
Krylov et avons, plus particulierement, étudié la méthode d’Arnoldi et sa varniaate
(Implicitly Restarted Arnoldi Method)1[41, 142, 143.

I11-B.2 Idée de base

L'objectif général d'une méthode de type Arnoldi (et plus généralement des méthodes
basées sur un sous-espace de Krylov) est de simplifier la détermination des valeurs/vecteurs
propres en recherchant une approximation, aussi précise que possible, dans un sous-espace
de I'espace de départ, de taille plus réduite. Nous sommes alors amenés a trouver les élé-
ments propres d’'une matrice de taille raisonnable (typiquement de I'ordre de grandeur du
nombre de valeurs propres recherchées) ou les algorithmes classiques, de type QR, font
merveille.

Sinous notongd, la matrice creuse, de taille(n étant,a priori, tres grand dans le cas
de notre probleme), dont nous voulons trouver quelques éléments propres (dans le cadre
de la mécanique quantique, seuls les états propres de plus basse énergie nous intéressent,
en général) et, un vecteur unitaire donné, on appetle" sous-espace de Krylov

ICk(H, 1)1) = VeCt{Ul, Hl)l, ey Hk_ll)l} . (A36)

L'espace vectorielC,(H, v,) correspond au sous-espace engendré pat les vecteurs
issus des itérations successives de la maticir celui-ci. Lidée de base est de trouver
une approximation des vecteurs proprestidans ce sous-espace. Pour cela, on définit
parpaire de Ritzoute pairgx;, 4;) satisfaisant la condition (dite de Galerkin)

t'l)(H X — lixi) =0 We ICk(H, l)l). (A37)

En fait, ceci signifie que les paires de Ritz satisfont a la relation liant les valeurs propres
a leur(s) vecteur(s) propre(s) associé(s) mais, dans un sous-espace projeté, plus petit que
I'original. On espere, alors, que la composante orthogonale a cet espace est suffisam-
ment faible pour que la paire de Ritz soit une bonne approximation du couple vecteur
propre/valeur propre dil .

Par extension, sV est une matrice dont les colonnes forment une base orthonormale
de X« (H, v4), la condition de Galerkin devient

"W(Hx — 4;%) = 0. (A.38)

Commex; appartient &C.(H, »,), nous pouvons le décomposer suivant les vecteurs de
base, de sorte que = Vy;, et que

"WV(HVY — A4Vy) =By — Ly =0, (A.39)
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en notantB = "V HV et puisqueV V n’est autre que la matrice identité (la base étant
orthonormale). Nous en déduisons que 4;) est un couple de Ritz si, et seulement si,

(yi, /i) est un élément propre dB8. La méthode d’Arnoldi consiste alors a construire
une basev, de K (H, v;) dans laquelle la matric8 est de Hessenberg supérieure, a
sous-diagonale non négative. Les valeurs propreB,diterminées par la méthode QR,

correspondent alors a une approximation des valeurs propids de

[11-B.3 Factorisation d’Arnoldi
On définit une factorisation d’ordiede la matriceH € M,,(R) par la relation
HVk - Vk Bk + rkta< (A40)

avecV, une matricen x k, {e;}]_, la base orthonormale canonique®, r, orthogonal
aV (i.e. 'V, = 0) et ou la matriceB,, de dimensiork x k, est une matrice de Hes-
senberg supérieure avec une sous-diagonale non négdfive telle décomposition est
représentée en figure?2.

rktek

. n Lk k _k
xg)g\\'lc

n H Vk = Vk + 0 [k

_T_

k

FIG. A.2. Représentation schématique de la factorisation d”Arnoldi.

Remarquons que ¢y, 1) représente un élément propreBalorsx = Vy satisfait la
relation

IHX — AX|l = IHVY = AVy| = [(HV = VB)y| = [Ir«[ - ['&YII. (A.41)

Etant donné quiV,r, = 0, par définition, il S’ensuit quéx, 1) est un couple de Ritz. La
encore, nous voyons que l'idée centrale, se dissimulant derriere une factorisation d’Ar-
noldi, est de déterminer les éléments propres d’une makticguelconque, de grande
taille, a I'aide des éléments propres d’'une petite matBicaisément calculables a 'aide
de méthodes classiques. Le but consiste a rejfidng|| aussi petit que possible de fagon
gue I'approximation donnée par le couple de Ritz soit aussi proche que possible de la
véritable valeur du couple d’éléments propredtieEn ce sens, le termg,|| - ||'e.y|| est
appelé estimateur de Ritz du coupke 1) et quantifie la précision obtenue sur les valeurs
des éléments propres. Bien entendyjrgii = 0, V est un sous espace invariant ldeet
les couples de Ritz correspondent exactement aux éléments proptles de

Partant de la factorisation d’Arnoldi a I'ordig la factorisation a l'ordré + 1 s’ef-
fectue tres simplement a I'aide d’'un algorithme faisant intervenir un produit matrice

3. Si la matriceH est, en outre hermitienne, aloBg est réelle, symétrique et tri-diagonale et la rela-
tion (A.40) est appelée factorisation de Lanczos d’orkdde la matriceH .
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creuse/vecteur et deux produits matrice dense/vecteur . L'algorithme suivant présente alors
lesk étapes nécessaires a I'obtention de la factorisafiof0].

Initialisation : v, vecteur unitaire donné

o W= Hl)l ; a]_:tl)la)

M ¢ ow— 4,

Vi « (vy)

B, « (a)

e POURj de 1 & k—1

o v =T1;/[Irl
o Via=(Vj,05:1)

A B.
B, « '
: ( Irill'e; )

e w=Hoj,
o b j+1
o I <—60—Vj+1b
e B, < (B;;b)
e FIN POUR

o FIN

Si nous travaillions de fagon exacte, les colonnes du vedfetarmeraient une base
orthonormale du sous-espace de Krylov. Toutefois, dans un calcul en précision numérique
finie, une orthogonalisation explicite est nécessaire, en effectuant, par exemple, une ortho-
gonalisation de Schmidt. Celle-ci est réalisable en rajoutant juste avant la derniere ligne,
dans la boucl®OURle I'algorithme précédent, les opérations :

s="Vjulj ra<ra—ViusS beb+s (A.42)

Il parait évident que la factorisation d’Arnoldi dépend principalement du choix du
vecteur, initial. Un mauvais choix de vecteur peut conduire a augmenter de facon in-
considérée la taille du sous-espace de Krylov de facon a approcher au mieux les vecteurs
propres de la matricél. Une solution consisterait a choisir, au cours de I'algorithme, un
nouveau vecteur,, plus adapté a la recherche effectuée, afin de reconstruire un espace de
Krylov optimal. Toutefois, ceciimpose un recalcul complet du sous-esggade, »,), qui
se révele tres pénalisant, d'un point de vue du temps de calcul. Pour s’en affranchir, I'uti-
lisation d’une réinitialisation implicite constitue une technique permettant de réinitialiser
la factorisation d’Arnoldi, sans pour autant nécessiter le recalcul complet du sous-espace
Kk, et garantissant une formulation plus efficace et stable numériquement. Cette approche
développée par ENNY C. SORENSEN[143, et dénommeéémplicitly Restarted Armoldi
Method combine, dans le méme algorithme, la factorisation d’Arnoldi et la méthode QR.
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[1I-B.4 Implictly Restarted Arnoldi Method
Considérons la factorisation d’Arnoldi ama®™e étape
HV,, = VinBn + I'n'en (A.43)

a laquelle nous allons appliquer un décalag®uisqueB € M,,(R) est une matrice de
petite taille, nous pouvons effectuer diune factorisation QR

B, —oly = QnR, (A.44)
de sorte que
HVy = VinBn +rn'en (A.45)
= (H =013V = Va(By—0cly) +rn'en = VaQuRn + rm'én (A.46)
= (H-0I)VaQ =VnQR,Q +ry'enQ (A.47)
= HMVnQ) = VaQ(RQ+0cly) +ryenQ (A.48)
= HVT=V'B" +r'e,Q, (A.49)

V' conservant son caractére orthonorn@ldtant une transformation orthogonaleBst
restant une matrice de Hessenbelrdgd. Le décalage de conserve, par conséquent, la
factorisation d’Arnoldi.

L'idée de base de la méthode de réinitialisation implicite réside dans I'extension d’une
factorisation d’ordrek

H Vk = Vk Bk + rkta(, (ASO)
en une factorisation a I'ordie+ p
HViip = ViepBigp + esp 8 (A.51)

puis sur l'utilisation dep décalages implicites
HV* =V*B* +r.,'a.,Q (A.52)

avecV* = V,,,Q, B = 'QB,,QetQ = Q:Q;---Q, (Q étant la transformation
associée au décalage: B — g;1; = Q;R). En raison de la structure de Hessenberg de
Q dans ce cas précis, l&s— 1 premiéres colonnes de., ,Q sont des vecteurs nuls et
nous retrouvons un schéma de factorisation du type de la flg@renais pour lesk pre-
miers vecteurs colonnes 8. Nous pouvons alors effectuer une factorisation d’Arnoldi
a l'ordrek pour cek premiéres colonnes

HV,) = VB! +1,"e.. (A.53)

Ce processus de réinitialisatione( extension de la base de recherche a un dkdrep
puis p décalages et enfin troncature pour ne garder qué lgemieres colonnes des
vecteurs) peut alors étre itéré jusqu’a convergence des valeurs profBesdecelles de
H. L'avantage de cette méthode est claire : le nonktpeuvant rester relativement faible,
on gagne en stockage et en rapidité de convergence.

Il existe plusieurs stratégies pour choisir les décalaggs4l, 143, en pratique, on
prend lesp valeurs propres d8,,, qui sont les plus €loignées des valeurs propres de
H souhaitées. Dans le cas de I'équation de Schrédinger, on prend dopcvidsurs
propres deBy, , de plus grande valeur absolue. L'algorithme général est alors présenté en
figureA.3.
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entrée:

e H: matrice dont on cherche les valeurs/vecteurs propres
e k: nombre de valeurs propres a rechercher
e 7 :tolérance pour la convergence

sortie :

e {X;}: ensemble des vecteurs propres

e {1} ensemble des valeurs propres

e Initialisation : v, vecteur unitaire donné

e Factorisation d’arnoldi a l'ordre k
HVi = kB + 16

e REPETER

e étendre la factorisation d’ordre k a
une factorisation a Il'ordre K+ p
HVk+p = Vk+ka+p + rk+pter<+p

e Calcul des éléments propres (i, 4;) de
Bk+P :
lIs forment les paires de Ritz du
probleme.

e Sélection des p plus « mauvaises »
valeurs propres {o1,...,0,} comme
paramétres de décalage.

o & ta(+p

e POUR | allant de lap
e factorisation Bi.p —0ils = QiR

b Bk+p <~ tQj Bk+ij
Virp ¢ VispQj
° té — téQj
e FIN POUR
o I & Virp (o K+ 1) Byyp(K + 1, K) 41, &(K)
e Troncature aux k premiers vecteurs

colonnes
Vk — Vk+p(:7 1: k) Bk — Bk+p(1 . k, 1: k)

o TANT QUE||HX| —lixi || > 7T

o FIN

FIG. A.3. Algorithme d’Arnoldi a réinitialisation implicite.
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IV  Formule de Green

Soientu etv deux fonctions scalaires @[] un tenseur, la propriété de décomposition
de la divergence d’un produit assure que

div (u - [M]‘lgﬁ)ﬂv) — gradu - [M]grado + u div ([M]‘lﬁjv) . (A54)

En appliquant le théoréme de Green au premier membre de I'équation précédente,
nous avons

///div (u-[l\/l]_lﬁ)jv) dV:#U'[M]_lgr?jvdS (A.55)

ou S est une surface fermée s’appuyant sur le voldinBe sorte qu’en intégrant I'équa-
tion (A.54), nous obtenons:

///udiv ([M]—lgr?jv) dV=ﬁu-[M]—lgr—a€iv dS—// gradu - [M]‘gradv dS|
2 S %

(A.56)
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Les unités atomiques

N ANALYSE numerique, lorsque I'on désire résoudre des équations différentielles (ou
tout autre type d’équations), on cherche un systeme d’unités bien adapté a cette re-
solution. C’est-a-dire un systeme qui permette I'utilisation de nombres « ni trop grands,
ni trop petits » pour minimiser au maximum les erreurs de calcul.

| Le systéeme d’unités atomiques

C’est un systeme d’unités bien adapté a I'étude des électrons par I'équation de Schro-
dinger. Pour le créer, on introduit les constantes fondamentales liées a la mécanique ato-
mique.

I-A Quelques constantes fondamentales

e Constantalestructurefine a
a est donnée par

e 1
~ 4meoshc T 137.0360

Cette constante est un ordre de grandeur de la vitesse des électrons dans un atome
par rapport a la vitesse de la lumiére, v ~ ac.

(44

(B.1)

e RayondeBohra,

h
a, = ~ 0.529177 A (B.2)

Mea.C
Le rayon de Bohr est un ordre de grandeur du rayon d’un atome.

¢ Energied’ionisationdel’atomed’hydrogéneE,

E _1 ! _1~136eV (B.3)
0o~ 2 Mz 02c? o . .
E, peut étre obtenu en résolvant I'équation de Schrédinger pour I'atome d’hydro-

gene.
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I-B Les unités atomiques

Dans ce paragraphe, on ndig la grandeutZ exprimée en unité du systeme interna-
tional etZ,, la grandeur exprimée en unité atomique.

Afin d’avoir des valeurs numériques bien ajustées il est naturel d'imposer, tout d’abord,
les unités suivantes:

Charge : exprimée en unité de charge de I'électron
Osi = Qua X €. (B.4)
Masse : exprimée en unité de masse de I'électron
Mg = My, X M. (B.5)
Longueur: exprimée en rayon de Bohr
lg =y X 3. (B.6)

Vitesse : exprimée enc
Us| == UUA X oC. (B?)

Le reste des unités se déduit alors des quatre premiéres.

dr
Temps: Deov = pre nous avons

&
ts| = tUA X —. (B.8)
o.C
. dr L
Accélération: De e nous en déduisons
0°Cc?
Ag = Ayp X —. (Bg)
&
Energie: De E = m &, nous avons
ESl = EUA X méaZCZ, (B.lO)

L'unité d’énergie en unité atomique est nomniésmtree

o d
Densité de charge :Dep = £ nous avons

e
Psi = Pua X % (B.11)

Quantité de mouvement: De p = mo, Nous avons
ps| == pUA X méOCC. (812)

Moment cinétique: Des =T A P, nous avons

0g = oy X N. (B.13)
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I-C Valeur de quelques constantes fondamentales en unités atomiques

Constante Valeur en unité Sl | Valeur en unité atomique
Charge de I'électroné 1,6.10%C 1U.A.
Masse de I'électronm; 9.10953103' kg 1U.A.
Permittivité du vide par4 : 4r ¢, 1.1126510°° F/m 1U.A
Constante de Planck 1.0545726610*J.s 1UA
Energie d’ionisation de I'hydrogéneE, 136 eV 0.5 Hartree

Il Application aux équations de Schrédinger et de Poisson

II-A  Equation de Schrodinger

En unité S.1., nous avons pour I'équation de Schrodinger :
2

Ay +Vgy = Eg w (B.14)

2mg,
Cette équation devient, en appliquant les regles de conversion du tableau de laséction

Al//—i_VUAV/: EUAV/ . (B.15)

2Mg,

Insistons bien sur le fait qué et E doivent étre donnés en Hartree afin de garder 'homo-
généité de I'équation.

II-B  Equation de Poisson

Commencons, d’abord, par examiner I'équation de Maxwell-Poisson, dans les milieux
matériels: divyD) = p ('unité du vecteur excitation électrique étant le [Cm?]). En
unités atomiques, I'équation reste

div (Dys) = pun. (B.16)
L'équation reliant le champ électrique a I'excitation électrique étant donnée par
Dy, = ¢é,Es, (B.17)
nous en déduisons qu’en unités atomiques, conformément a la seCtion
Do = %EUA. (B.18)

, . X o — L
Enfin, comme quel que soit le systeme d’'uniEes= —grad (V) avecV potentiel élec-
trique, I'équation de Poisson en unités atomiques s’écrit

div (a grad (V)) = —47 .l (B.19)
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Complément de mécanique quantigue et
de physique de I'état solide

| Principe de décomposition de I'équation de Schrodinger

I-A  Théoreme fondamental
DEFINITION ET NOTATION

ANS ce chapitre, nous notords, | 'espace des états représentant 'ensemble des
fonctions physiquement acceptables. Celui-ci est hilbertien et peut se décomposer

comme le produit tensoriel d’'un espace d’état « d’espa&%;»et d’'un espace d'état de
spin %fpin .

A chaque grandeur physiqué, on peut associer ungbservable Aqui est un opé-
rateur linéaire hermitien agissant dans I'espace des états. La valeur moyennedes
résultats d’'une mesure de la grandgyypour une particule, dont I'état est décrit par une
fonction d’ondey (r'), est alors donnée par

cas= ///a(r)AW(F) o (C.1)

Les fonctions propres d’une observable forment une basé.de

THEOREME FONDAMENTAL

Si A et B sont deux observables qui commutent, c’est-a-dire si
AB—BA=[A B] =0, (C.2)

alors, il existe, dangaﬁ , une base formée de vecteurs propresmmunsa A et B. La
réciproque est vraiel 2.
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I-B  Application a la décomposition de la fonction d’'onde

Supposons que I'hamiltonied du systeme a étudier puisse se décomposer de la ma-
niére suivante :
H =H«+H, (C.3)

ou H, est un opérateur n’agissant que sur la variabé¢ 7, un opérateur n'agissant que
sur la variabley. L'enjeu est, bien entendu, de résoudre I'équation de Schroédinger

Hy = Ey. (C.4)

Or, H, Hy et’H, commutent puisque les opérateurs n’agissent pas sur les mémes variables
et qu’un opérateur commute toujours avec lui-méme. D’aprés le théoreme précédent, nous
en déduisons donc qu'il existe une base de fonctions propres comm@nhel aet H,.

Cette base peut étre déterminée en résolvant le systeme

Ry = Ey
Haw = Ew . (C.5)
Hyy = Eyy

Commencgons par résoudks.g! = E!p!. Comme I'équation ne dépend quexiep!
peut ne dépendre que dePuisque la fonction d’'ondg recherchée est aussi solution de
cette équation, elle s'écrit, par conségquent, comme une combinaison linéajigxdes

y = Zii(Y)(ﬂix(X) (C.6)

L'équation de Schrodingé,p. = E| ¢! ne dépend, certes, que xlgtoutefois, les coeffi-
cientsi; — constants par rapport a la varialblle— peuvent dépendre, en toute généralité,
de la variabley.

Nous procédons de méme pdtd;;goj = E)j,go)j,. Nous trouvons alors qug s’exprime
comme une combinaison linéaire dgﬁy) X

w= > u;()p)(y) (C.7)
j

Nous arrivons a la conclusion que, pour guesoit a la fois solution des équations
(C.6) et (C.7), il faut quei(y) = ¢,(y) et u(X) = p«(X). La solution générale de I'équa-
tion de Schrodinger est alors simplement le produit des fonctions d'gy(e¢ et ¢, (y),
solutions des equations de Schrodinger partiéigs, = E ¢, et’H,p, = E,p,.

w0 (X)0y(Y) (C.8)

De plus, commé{y = H,y + Hyy = (Ex+ E)y:

E=E+E, (C.9)
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I Moment cinétique et harmoniques sphériques

lI-A Moment cinétique et propriétés

L'objet de la présente section n'est pas de détailler 'ensemble des propriétés asso-
ciées au moment cinétique, a cette fin, on pourra se référer a 'abondante littérature sur le
sujet [L33 134, 135, 138. Nous nous contentons, ici, de présenter les résultats les plus
pertinents dans le cadre de ce mémoire.

En mécanique classique, le moment cinétiﬁunar rapport a un poin® d’'une par-

. . S, == . . .
ticule d'impulsionp situé enM, tel quer = OM (cf. Fig. C.1), est donné par le produit
vectorielL = r A p. En mécanique quantique, le principe de correspondance nous per-
met d’associer un opérateur quanti(fué la grandeur classique du moment cinétique qui
s’écrit en coordonnées sphériques, ¢)

0- 0-
Ly =+ih (sin(go)a—g + cot(®) Coigo)%)
| —F AihV . 0- . 0-
L=rAihV = = _jn (COS((p)— — cot(®) sm((p)—) - (C.10)
00 op
L,=—i hi
o9

Une autre grandeur importante nous est donnée par la norme du moment cihétigue
L+ L2+ L2

S R SR N
L"=-h {sin(ﬁ) 50 "% * 57 aqﬂ]' (€11

De méme que nous avons des relations de commutation entre position et quantité de
mouvement133

[x,pd =ih  [y.pl=ih [z p]=ih, (C.12)

nous pouvons écrire des relations de commutation entre les différentes coordonnées du
moment cinétique

L., L] =ihL, [L,,LJ]=ihL, [L,LJ=ihL,. (C.13)

<v

FIG. C.1. Notations utilisées pour le systemes de coordonnées sphériques.
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Ainsi, comme il existe un incertitude position/quantité de mouvement et une incertitude
énergie/temps, il existe une incertitude sur la mesure simultanée de deux composantes du
moment cinétique. On montre, toutefois, dueet L, commutent

[L% L,]=0, (C.14)

ce qui signifie que I'on peut réaliser simultanément une mesure de la norme du moment
cinétique et de sa projection sur un a®ans incertitude théorique.

[I-B Les harmoniques sphériques
[I-B.1 Définition

Nous venons de voir que? et L, sont deux observables qui commutent; a ce titre
et, en vertu du théoréme dtA, nous savons qu’il existe une base de fonctions propres
communes &2 et L,. Ces fonctions sont solutions des équations aux valeurs propres

L%, = aYi, (C.15)
LY, = AY. (C.16)
La base des fonctiong n’étant pas définie de maniere unique, nous imposons le fait que

celles-ci doivent former une base orthonormiée (Y;|Y;) = ;). Dans un tel cas, le¥
sont dénommédsarmoniques sphériques

[I-B.2 Expression générale

On peut démontrer que les harmoniques sphériques s’écriv@gt [

2+1(1 —m)!

pr—p m)!ém“’li’lm(cos@), (C.17)

Y@, 9) = (—1)'“\/

sachantquée N,me Z, —| < m <, et avecP™ polyn6me de Legendre

|
mz A7

dwl+m

1 (1 - (0® = 1)". (C.18)

2"n!

Quelques unes des premieres harmoniques sphériques sont présentéesh table

P"(@) =

[I-B.3 Propriétés

Le fait que les harmoniques sphériques forment une base orthonormée impose
(YY) = SO = // Y'Y™dQ  dQ = sind dddg. (C.19)

De plus, les harmoniques sphériques étant états propres des opérdtetits nous
avons comme propriété

L2Y™ = I (I + 1)h?Y", (C.20)
L,Y™ = mhY™. (C.21)
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TAB. C.1. Expression de quelques harmoniques sphériques et allure des surfaces définies

par ces fonctions.

1 m Expression Allure Orbitale |
1
0[O0 — S
Ar
-1 \/ ie““’ sin@) P,
8r
3
10 \/ — cog6) P,
47
1 —,/ié‘”sin(é) Py
8r
[15 ,
-2 5.¢ 2 Sirf(0) dyy
-1 ,/Ee‘”"sin(e) cog6) d,,
8r
2|0 > (3cos(0) — 1) d
V167 ) i
15 .
1 —,/—Se”’sin(@) cog#) d,.
8r
[15 ,
2 Eez 4 S|n2(0) dxz_yz




316

Ann. C Complément de mécanique quantique et de physique de I'état solide

Il Symétrie sphérique et équation de Schrédinger

Partant de I'équation de Schrédinger, dans le cas d’un potahtigla symétrie sphé-
rique (.e.un potentiel ne dépendant que [tfe) =r)

2

h
Ry =—5 Ay +V(Oy =Ey, (C.22)

et en écrivant le laplacien en coordonnées sphériques

102 1 8 0 1 82]

=t sin(9) 50 siN@) 75 + Sirk() o¢°

_LZ/hZ

(C.23)

nous en déduisons I'expression, de I'hamiltorii¢nen fonction de la variable

h? 16%r. L2
= —— -+V (). C.24
H mr arz—'_Zmr2 V) ( )

Or,
e H ne dépend maintenant querdet del?,
e L2etL, ne dépendent que deet g,
e L% commute avec lui-méme,
e L, etlL?commutent.

DoncH, L, et L2 commutent.
Il est alors naturel de chercher les fonctions propres commuhiedaetL?:

Hy = Ey
L.y = ELw (C.25)
Lzl// = ELZI//

Nous connaissons déja les fonctions propres commurgsedL?: ce sont les harmo-
niques sphériqueg™ (4, ¢). Nous en déduisons donc guyene peut étre que proportion-
nelle aY,", le coefficient de proportionnalité étant une fonctiorr de

y = RIOY"™O, 9). (C.26)

En injectant cette expression dans I'équation de Schrédinger d’hamiltddi2d) (et en
utilisant les propriétés des harmoniques sphériq@e2] et (C.21), nous trouvons que,
dans le cas d’'un potentiel a symétrie sphérique, il suffit de résoudre I'équation de Schro-
dinger suivante, ne dépendant maintenant plus que de

h? d2 [I(I + 1)h?

“omdre O[T ame

omdr? + V(r)} u(r) =E u(r) (C.27)

avec

w(r, 0, ) = Q Y@, 9). (C.28)
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IV Le principe variationnel

IV-A  Principe variationnel
Soient
e I'équation de Schrodingdiy = Ew du systeme a étudier,

e la fonctionnelle (cf. AnnA) E[y] définie par

a/ — R
.
e /‘/’H‘/’dr . (C.29)

/Zl// d’r

Alors, le niveau fondamentdl,, et sa fonction d’onde correspondante, sont donnés par le
minimum de la fonctionnellé&.

Eo = min (E[y]) (C.30)
Heoo = Eopo (C.31)

Cela signifie que, quelle que soit la fonctipnde &, utilisée, la quantitéE[ ] est
toujours plus grande que I'énerdig de I'état fondamentap, (n’oublions pas, gu'il faut,
en outre, pour que la fonction soit physiquement acceptable, satisfaire la condition de
normalisation| gop, d* = 1).

IV-B  Démonstration
Soit{p,} 'ensemble des fonctions d’onde, solutions de I'équation de Schrodinger

H¢n = Engon (C32)

Ces fonctions forment une base orthonormale de I'espace des états que nous supposons
discréte (mais la démonstration s’étend au cas continu). Toute fonction de I'espace des
états peut alors se décomposer sur la base des fonctions propres de I’hamil@nien,

v = ap. (C.33)
k=0
Attention, pour l'instanty n’est pas normalisée.

Calculons alors la quantitE[ ], sachant que/ Puex d* = & puisque la famille
des fonctionge} forme une base orthonormale

/ > awH D ap df D aa Ek/@w(ﬂk d’r D lalE
k’'=0 k=0 k=0

E . IWHV/ d’r N = _ kk=0 .
W@U d3F oo o oo . 00 B - } s .
/ [>am > agdr aa [Fdt Sl
k’=0 k=0 0 k=0
(C.34)

Kk =
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Par définition, I'énergie de I'état fondamentg] est telle querk € N E, < E.. On
en déduit que

vkeN  Eolal < Exlal’ (C.35)
= B lal <) lalE (C.36)
k=0 k=0

Soit finalement, d’apré<}.34)

E, < E. (C.37)
La fonction E[z,u] est par conséquent minorée &y, cette valeur étant atteinte pour=
0. L'énergieE, = min, (E) et la fonction d'ondey telle que
E[‘//] = E

[v -1 39

représente donc, respectivement, I'énefgjet la fonction d’'onde, de I'état fondamen-
tal.
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V Coefficient de transmission a travers une barriére triangulaire

A
Vix)

P ]

V[)(U‘

__________________________ L.
| Il I

V) |

V eV

___________ l_ A M ______
) 0 a7 -

FIG. C.2. Barriere triangulaire étudiée, E représente 1" énergie de I'électron. L'espace est
divisé en trois zones. zone [: X < —d/2, zone Il: —d/2 < X < d/2et zoneIll: d/2 < X.

Soit la barriére de potentiel unidimensionnelle de la figtu2 représentant, par exemple,
une barriéere d’'oxyde tunnel soumise a une différence de potéhtigévolution du po-
tentiel, en fonction de la positiax, est définie par

V, si X <—d/2
ev d ,
V(X): V1+Vbar+F X+§ Sl —d/2<X<d/2 . (C39)

Pour la suite de cet exposé, nous introduisons les notations

Déterminons la fonction d’'ondeg (x) dans les trois zones de la barriere.
Zonel: Dans cette zone, la fonction d’onde prend la forme simple

w = AdK(X+0/2) 4 g e-ikix+d/2) (C.41)

Zonell: Dans cette zone, il nous faut résoudre I'équation de Schrodinger

2 2

_%WWII(X) + VX)yu(x) = Eyu(X) (C.42)

d? 2m eVv d
= o - 2 [vl oy E 4 & (x . 5)] () =0.  (C.43)
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En posant le changement de variable

2mevV
“Thd
Z=oaX+ S avec : (C.44)
2m ev
ﬂ: F Vi + Voar — E+7
cette équation devient
d? z
El//u(z) - EV/II(Z) =0, (C.45)

dont la solution générale s’écrit39

i (2) = AcA (C/;Z) + B, ( ] %Z) (C.46)

ou A; et B représente les fonctions de Airy. En reformulant cette expression, en
fonction dex, nous trouvons:

J2m | eV J( d 2 aVv

l//||(X) = AA; | h2 |: FX + (é_\/) (Vl + Voar— E+ 7):| ]
B J2m| ., éVX Jf dY° Vv _E &V

+ B F d + BV 1+ Voar— E+ > .

Afin d'alléger les notations, nous notons cette derniere équation 40
v (X) = Ao (X) + B;B, (). (C.48)

Zonelll: Dans cette zone, la fonction d’onde prend la forme simple
= A@keX —d/2) 4 g e—iks(x —d/2) (C.49)

Afin de déterminer les diverses constantes intervenant dans I'expression de la fonction
d’onde, il nous reste maintenant a appliquer les conditions de continuptétded v /d x
enx = d/2 etx = —d/2. En notation matricielle, 'ensemble de ces conditions s’écrit:

[ ilt —ilkl ] [ gi ] = [ éjtzti“;((_i)) %(?d)) ][ gj ] (C.50)

2 2

& &0 lle]-[e &][B] e

2meV
=3—=—. C.52
c= g (C.52)

La résolution d’un tel systéme conduit a déterminer la matjdelle que

Ay S S As
[Bl}:[sn 522]['33]’ (€59
—_—

S

avec



V Coefficient de transmission a travers une barriére triangulaire

321

Par définition, le coefficient de transmission est obtenu en effectuant le rapport du cou-
rant de probabilité de I'onde transmidg, sur celui de I'onde incident&, (cf. chapitreB)

—===_—_ C.54
ik 1S.l® ( )
avec, apres calcul,
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VI Approximation WKB d’une fonction d’'onde

VI-A Position du probleme

Il est de nombreux problémes ou I'équation de Schrodinger ne peut étre résolue ana-
lytiqguement, la forme du potentiel ne le permettant pas. Dans ces cas particuliers, on
peut avoir recours a des approximations offrant I'avantage d’approcher, de fagcon ana-
lytique, la fonction d’onde réelle. Tel est I'objectif de I'approche&aMf ZEL-KRAMERS-
BRriLLOUIN (WKB) [13§, que nous allons présenter, ici, dans le cadre de I'approximation
de la masse effective.

L'idée de base de cette approximation réside dans la décomposition de la fonction
d’onde en puissance de L'approximation WKB peut donc étre vue comme une ap-
proximation classique de la théorie ondulatoire, au méme titre que I'optique géométrique
devant la théorie ondulatoire de la lumiere.

VI-B Lapproximation WKB

Soit a résoudre I'équation de Schroédinger unidimensionnelle

—Ed—xmd—xv/(x)'i‘v(x)l//(x) = Ey(x), (C.55)

dont le potentieV (x) et la massen(x) varient « lentement » avec la position. De méme
gu’en optique il est possible de négliger les réflexions de la lumiere dans un milieu ou
I'indice de réfractionn(x) varie de facon lente et continue ; nous pouvons négliger les
réflexions d’'une onde électronique lorsque celle-ci traverse un potentiel lentement variable
dans I'espace.

Par exemple, pour une barriere de poterii€k) constante, la solution de I'équation
de Schrodinger prend la forme simple bien connue

hax
y(x)=Ae" X =pe h | (C.56)
oua est le « vecteur d’'onde » (au sens large)
2
o = h—T(v —E) (C.57)

Remarquons quba/i représente la quantité de mouvement de la particule dans le cas
ouV < E. Dans le cas d'un potentiel lentement variable, on cherche la fonction d’'onde

w (X) sous la forme
S(X)

y(x)=Ae h | (C.58)

sachant que &7 (x) est constant, nous devons retrou$ex) = ax. Le caeur de I'approxi-
mation WKB consiste a développ8ren puissance de

h2
S(x) = S(X) + hS(x) + ES(X) + .- (C.59)
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Nous remarquons que lI'approximation WKB s’intéresse a la limite classique de la méca-
nique ondulatoire, cette derniére s’estompant quand on fait ténades zéro.

En injectant I'expression dg (x) (C.58 dans I'équation de Schrédinget.65), nous
obtenons I'équation différentielle suivie p&¢x)

hd( 1 dS) 1(d_S) L IVOO — E] = 0. (C.60)

2dx m(x)& ~ 2m\dx

En remplagcanB(x) par son développement en puissancé die I'équation C.59 et en
identifiant les termes aux différents ordreshemous trouvons alors que

2
d_S) =2m(V — E) alordre O
dx (C.61)
hd( 1 dS)_hdsds .. .
2 dx \ m(x) dx mdx dx

L'équation (C.61) a I'ordre 0 s’intégre facilement et nous avons comme expression pour

S:

X

S = :I:/\/Zm[V(x) — E]dx = ﬁ:h/a(x) dx. (C.62)

Xo

Le choix du signe dépendant de la direction de I'onde : pour la suite de la démonstration,
nous gardons le signe qui correspond a une décroissance exponentielle d’'une onde se
propageant dans lescroissant d’une barriére de potentiel.

En remplacant I'expression & dans I'équation différentielle3.61) a I'ordre 1, nous
obtenons pouf

1 1dS
=—In—— C.63
S=3In—5 (C.63)
de sorte que
hS
~Th 1 1
e h = = : C.64
1ds +ha/m ( )
m dx
En conclusion, nous avons comme approximation de la fonction d’onde :
A 2m
—/ F\/V(X’) — E dx
alordre0 y(x) = Ae
(C.65)

A

—/ /i—T\/V(X/) —E dx
— ] X0
v ha (x)/m(x)

alordrel w(x) =
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VIl Densités d'états dans les solides

Cette section a pour but de exposer une méthode de détermination de la densité d’états
dans un solide a partir d’'une structure de bandes quelconque. Nous commengons par pré-
senter, brievement, des cas analytiques simples correspondant aux électrodes traitées dans

le chapitres.
VII-A Cas 1D
Ao V)4
V,
L
________ v,
) i a

FIG. C.3. Potentiel de l'électrode unidimensionnelle étudiée.

Calculons la densité d'états de I'électrode étudiée dans le ch@pétrelont I'allure
du potentiel est rappelée en figuee3. Nous avions trouvé, dans ce chapitre, que la réso-
lution de I'équation de Schrédinger, couplée aux différentes conditions aux limites et de
continuité, nous donnait comme fonction d’ondéx) du systeme (cf. sectidi-C.1)

0 six < —(L 4+d/2)
y(X) =1 Asin[k(x+L+d/2)] si—(L+d/2)<x<-d/2 (C.66)
Asin(k,L)e~¢X+0d/2) gy > g2

K, = /zhL:'(E—vl) o= /zhil](vo—E) (C.67)

La derniére condition de continuité nous permet de connaitre les différents niveaux quan-
tifies dans I'électrode

ou I'on a posé

2
1

kicogk,L) = —a sin(k,L) = sirf(k,L) =

T3 (C.68)

Le coefficientA est calculé de maniére a normaliser

/ vy dx=1 (C.69)

-(L+9)
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ol A

]

R=1/ (Vs —Vi)L}

O 7 / 2m / 3n / k',L

FIG. C.4. Résolution graphique du systeme de I'équation (C.73).

Nous trouvons alors

2
|A” = —I (C.70)
L+ Slnz(le) (—2 + —)
ki «a
Soit quandL tend vers l'infini
2

Déterminons, a présent, la densité d’états dans cette électrode, sachant que sa longueur
tend vers l'infini. Les états quantifiés étant donnés par la relation

k, codk;L) = —a sin(k;L), (C.72)
et, compte tenu de la relation liakta «, nous avons a résoudre le systeme

k,Lcotar(k;L) = —aL

(LY + (@l = 20 = VL2 | (€.73)
La résolution graphique d’un tel systéeme est présentée en f@jdrdes états quantifiés
viables correspondent aux points d’intersection entre le cercle de centre, l'origine, et de
rayon,R = /(2m/h%)(V, — V1)L et la courbe d’équatiog = —xcotan(x).

Or, quand la longueur de I'électrode tend vers l'infini, le ray@mlu cercle devient
aussi infini et son intersection avec la courbeyen —xcotan(x) prend la forme simple :

kiL=nz neN" (C.74)

Un état occupe donc, dans I'espagec une taillexr /L » soit une densité d’états dans cet
espace (FigC.5)
L
nk,) = —. (C.75)
T

La densité d’états en fonction de I'énergie peut étre déterminée en calculant le nombre
d’états compris entre I'énergigé et E + d E. Sachant que I'énergie est reliée au vecteur
d’onde par la relatiok? = (2m/h)(E — V,) et que les états oky < 0 (Fig. C.5) ne sont
pas permis, on en déduit que le nombre d’états date¢E + d E est donné par

dn:n(kl){\/%(E—l—dE—Vl)—\/zh—T(E—Vl)]. (C.76)
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états possibles

——
—-— T —

0 T 27 3 4_1'C k1

L L L L

FIG. C.5. Etats possibles dans I'espace K.

Apres un développement limité au premier ordre, nous trouvons, comme densité d’états
en fonction de I'énergid, des particules

dn L /2m 1
F(E - Vi)
Oou encore
dn L /2m\ 1
— ] C.78
pio(E) = dE 27r(h2)k1 ( )

Notons que cette densité doit étre multipliée par deux si I'on veut tenir compte du spin.

VII-B Cas 3D avec approximation des bandes paraboliques

Dans le cadre du chapiti® nous nous intéressons a un systeme tridimensionnel;
la densité d’états est donc différente de celle calculée précédemment. Dans le cas d’'un
solide ou I'on applique les conditions périodiques de Born-Von Karman, la densité d’états
dans une boite de taille, x L, x L, nous est donnée dans I'espace des vecteurs d’onde
cristallinsk par [127]
LeLyL,
(2r)’°
ou la multiplication par deux rend compte de la dégénérescence de spin.
Nous supposons que dans le matériau, les électrons peuvent étre considérés comme
quasi-libres (ce qui est équivalent a supposer la premiere bande de conduction parabo-
lique) ; en notantk, le minimum de la premiére bande de conduction, nous obtenons la
relation de dispersion énergie/vecteur d’'onde

Nao(K) = 2 x (C.79)

21,2
E=E +2k*, (C.80)

avecm’, la masse effective de densité d’états des électrons dans le matériau. Dans le sili-
cium, par exemple, cette masse correspond a la moyenne géométrique des masses trans-
verses et longitudinale = \/m;m2.

Le nombre d’états, dont I'énergie est inférieure a une certaine érteygiant compris
dans une sphére de raynﬂln =/ (2m/h?®(E — E,), le nombredn d’états compris entre
E etE + dE nous égal a

L,L,L, 4 2m %2 2m Y2
dn(E) =2 x =2 (2”)3 xénl[F(E+dE—Ec)] —[F(E—EC)] ] (C.81)
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Aprés un développement limité au premier ordre, nous en déduisons la densité d’'états en
fonction de I'énergieE des particules

dn Vv o2m\¥?
ps(E) = dE =2 x W(F) E—-E| (C.82)

avec) = L,L,L, le volume du matériau considere.

VII-C Cas général
VII-C.1 De la structure de bandes a la densité d'états

Nous venons de voir que la densité d’états dans I'espace des vecteurs d’onde cristallins
k, était donnée par

Y
p3D(k) =2x (277:)39 (C83)
soit une densité d’états par unité de volume du cristal
> 1
g(k) =2 x 3 (C.84)
(2r

Dans de nombreux cas, et en particulier dans le chapjtta relation liant le vecteur
d’onde cristallin a I'énergie des électrons est beaucoup plus complexe que dans la sous-
section précédente. Généralement, cette relation n’est pas analytique et est reliee a la
détermination de la structure de bandes du matériau. Notons alofs(karla relation,

issue de la structure de bandes, liant I'énergie des électrons au vecteur d’onde cristallin
(n représentant le numéro de la bande considérée). Nous appgr(&)sd E le nombre

d’états compris entre les énergieset E + d E de lan®™ bande, de sorte que la densité
d’états totaleg(E), tenant compte de I'ensemble des bandes vaut

9(E) =D an(E). (C.85)

Connaissang(E), la densité d'étatg,(E) se détermine en exprimant le fait que le
nombre d’états compris entieetE + dE

g.(E) dE (C.86)

équivaut au nombre d’états
g(k) d’k (C.87)

tel que

e k appartient a la maille élémentaire du réseau réciproque (puisque, pour tout vec-
teur G du ‘réseau réciproque, les fonctions d’ondes associées aux vecteurs d'onde
cristallinsk + G etk correspondent au méme état quantique),

e etE < gn(IZ) < E + dE, c’est a dire que I'énergie de la bandecorrespondant au
vecteurk, est bien comprise dans la tranche élémentaire d’éndegie | d E].
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/51(E+(115)

FIG. C.6. Représentation des surfaces S(E) et Sy(E + d E) dans un cas bidimensionnel.

De fagon formelle, nous avons donc

6 (E) = / / g(K)S(E — £,(K) % avecg(K) = (C.88)

K e maille
elém. réseau
réciprogue

Cette formulation n’est cependant pas commode a utiliser, d’'un point de vue pratique,
en raison de la présence de la distribution de Dirac. Nous allons donc la transformer de
maniere a pouvoir déterminer numériqguement la densité d’états a partir de la structure de
bandes]23.

Pour ce faire, nous introduisant la surfag&gE) sur laquelle I'énergie des électrons
&n (k) = E, dans I'espace des vecteurs d’onde cristakimestreints & la maille élémen-
taire du réseau réciproque, est €gale a une certaine éerda@nnéea priori. De méme,
la courbe telle qué, (k) = E + d E forme une surfacé,(E + d E). Nous notonge, (k)
la distance élémentaire entre ces deux surfaces de sorte que le vdluooenpris entre
celles-ci vaut (cf. FigC.6)

SV = // se,(k) dSs (C.89)
Sn(E)

CommesV est le volume qui contient 'ensemble des vectéyde la maille élémentaire
du réseau, tel quE < &,(k) < E + dE nous avons

e, (K
gn(E)dE=//%ds (C.90)

Sn(B)

Reste maintenant a calcul&n(k) Commes, (E) est, par définition, une surface équi-
énergie (de méme qu&(E+dE)), le gradlenthS (k) donne un vecteur normak® (E)
tel que

E+dE = & + Vi&a(K) - 58,(K). (C.91)
5 -1
Nous en déduisons que, (k) = d E et, par conséquent,
0®= [ 1 ds| (€.92)
L ]vks |
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M. E, K,
/ R
/ K,
b,// M, E, K,
/M, &, (k)
/ i
/ { Y VAVER
o’ b, M,, E,, K, K, M, E,, K,

(@) (b)

FIG. C.7. (a) Discrétisation de la maille élémentaire du réseau réciproque (ici représenté en
deux dimensions) en un ensemble de tétraedres. (b) Tétraedre élémentaire de la discrétisation
en éléments finis du (a). La surface correspondant a I'énergie E est plane: il est donc aisé
de calculer son aire et son vecteur normal. Cette figure présente les trois types de surfaces
possibles en fonction de la valeur de I'énergie E par rapport a By, E,, Es et Ey, les énergies
aux quatre sommets du tétraédre.

VII-C.2 Détermination pratique : méthode des tétraedres

En pratique, nous ne connaissons 6@(&) de facon analytique. En revanche, nous
pouvons connaitre, numériquement, I'énergie associeg@idande, correspondant a un
vecteur d'onde cristallilt quelconque. Nous avons donc acces aux valéius I'énergie
sur un ensemble discret de valeurldde la maille élémentaire du réseau réciproque. Si
nous avions utilisé I'expressiorC(89), l'intégrale serait devenue une somme discrete ;
néanmoins, la présence de la distribution de Dirac nécessite la connaissance de I'énergie
pour un grand nombre de valeurstdsi I'on désire une allure précise de la densité d’états.
Une meilleure solution nous est apportée par l'utilisation de I'expres€o@2( et de
formules d’interpolation: il s’agit de lenéthode des tétraedreses utilisée en physique
des solides144, 1449.

La premiere étape de cette approche consiste a discrétiser la maille élémentaire de I'es-

pace réciproque en un certain nombre de pd\'mmavecﬁ = mi) comme le montre la
figure C.7a. En chacun de ces points est calculée I'énefgide lan®™ bande. Considé-

rons un tétraedre quelconque et not@ns E., E; et E4qla valeur de I'énergie en chacun

de ses sommets, de coordonnées respedtiyks k; etk,, en les numérotant de sorte que

E; < E, < E; < E,. Sil'énergieE, pour laquelle nous recherchons la densité d’états, est
comprise entree; et E,, alors il existe un élément de surfages dans le tétraedre (que
nous approchons par une surface pla®), qui appartient a la surfacg,(E). Afin de
déterminer la position précise de cette surface, nous réalisons une interpolation linéaire
sur les énergies

EK) ~ E(K) + 7 - (K —Ky) (C.93)
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ou

IN

y = [Sn(li) —é’n(lzl)} Fi. (C.94)

i=2

Les vecteurs de basgélémentaires étant définis par (IZ,— - El) = ¢, C'est-a-dire

(E3_R1)A(R4_El) P (E4—|21)/\(r(2—l21) P (RZ_Rl)/\(R3_El)
3= 4 >

GV[ 6Vt GV[

2

(C.95)

ou 6V, = (Ez - Eg . (IZ?, — Rl) A (E4 — I21) correspond a six fois le volume du tétraedre
élémentaire.

Il est alors aisé de déterminer la contributia/|| %EH(R)H de chacun des tétraedres
sur la densité d’'états: le vecteﬁﬁé’n(k), normal a la surface, est directement reli¢,a
tandis que l'aire de la surface peut étre déterminée simplement a partir d’'une décomposi-
tion en triangles élémentaires. Par exemple, dans le cas de la surface triangulaire présentée
en figureC.7, nous avons

10 = = L
AS=7 H(K3 “K) A K=Ky (C.96)
G. LEHMANN et M. TAUT [145 ont alors montré que, dans le cas général,
+si E,<EXE AS I (E-E’
1 X x 2 TS S A
H ngn(k) H 2 (E; — E)(Es— E)(Es— Ey)
*xSi E,<EXCE 7= _ K( (E — Ey?
2 X X 3 N N -
H ngn(k) H 2 | (Ex— El)(Es - El)(EA - Ey
{ B (E - E)’ ]
(E—-2-E)(Es— E)(Es— E)
«si Es<EXE _AS K (E -~ Ey’
3 XX X B4 H %REH(E)H 2 (E4 — El)(E4 — Ez)(E4 - E3)
*si E> E,ouE < E; }—{: 0
R
(C.97)

En sommant sur 'ensemble des tétraedres de la maille élémentaire de I'espace réciproque,
nous en déduisons donc la densité d’états relativen&"bande

B AS(,(K) = E)
P> e (99

et, par extension, la densité d’états totale

9(E) = D (). (C.99)

Notons que ce calcul peut étre optimisé en utilisant les difféerentes symétries de la maille
élémentaire du réseau réciproque ou en étendant le principe a des éléments quadtdifjues [
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VIl Statistique de Fermi-Dirac

VIII-A  Probabilité d’'occupation d’'un état d’énergie

Le role de la statistique de Fermi-Dirac est de connaitre la répartition énergétique a
I'équilibre thermodynamique de fermions (des électrons dans le cas de ce mémoire) dans
un systeme. Pour cela, il faut tenir compte du fait que les particules

e sontindiscernables,

e ne peuvent occuper le méme état quantique.

Pour déterminer cette répatrtition, il faut maximiser I'entropie statistique
S=kzIn(Q), (C.100)

ouQ est le nombre de micro-états possibles du systeme. Ce nombre est obtenu en compta-
bilisant le nombre d’arrangements différents tefermions du systeme tout en respectant
les deux contraintes précédentes.

Or, le nombre de combinaisons possibles pour placétectrons, indiscernables, sur
chaque niveau d’énergieE; et de dégénérescenge vaut (cf. Fig.C.8)

g _ 0!
C, @ —nint (C.101)

Sur I'ensemble deBl, niveaux d’énergie du systeme, le nombre de micro-états total cor-
respond au produit des différentes combinaisons possibles pour chacun des niveaux

NL
0!
Q=||———. C.102
E(gi —nm)in! ( )
Nous cherchons maintenant & maximiser I'entropie statistique
S=kgIN(Q) = ks [IN(g!) — In((g —n)!) — In(n1)] (C.103)

sachant que nous avons comme contraintes
N
e un nombre total d’électrons constaxt= Z n,

i=1

E o o ¢ ¢ — — — — — N électrons

n, €lectrons

E o oo o oo — — —

FIG. C.8. Répartition des électrons en fonction de I'énergie et nombre de micro-états pos-
sibles.
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N
e une énergie totale du gaz d'électrons impoE¢e= Z n E;.
i=1

Nous cherchons donc 'ensemighg, ..., n;, ..., ny ) tel queS soit maximum avec
NL
N—Zni = 0 = O(ny,...,N,...,N)
i=N1L . (C.104)

ET—ZniEi - O - lP(r\l,...,ni,...,nNL)

Il s’agit donc d’'un probleme d’optimisation sous contrainte qui peut étre résolu par la
méthode des multiplicateurs de Lagrange (cf. Ann@&ectionll) :

0S oD oY .
a_n+aa_n+ﬁa—n Vi E[l, NL]N
dS+ ad® + fd¥ = 0 | o
Oy, ...,N,...,Ny) =0 =) N=>n . (C.105)
i=1
\P(n,...,ni,...,n :0 NL
1 NL) ET:ZniEi
i=1

La dérivée partiell® S/on; n’étant pas facile a calculer, nous allons tenir compte du fait
que le nombre d’électrons, le nombre d’états accessiblgset le nombre de places libres
n, — g sur chacun des niveaux sont tres grands, de sorte que I'approximation de Stirling

In(n!) = nin(n) —n (C.106)

soit une bonne approximation des différentes factorielles. Nous obtenons alors

NL
g —n
dS=k In dn;. C.107
>3 (22) (€.107)
Commeod®/on; = —1 eto¥/on; = —E;, la condition de maximisation de I'entropie
conduit a
ke (9 =) - E =0 n=—9 _ vie[l N], (C.108)
B i i i a +ﬂE| 5 LIN .
1+e ke
La probabilitéP pour qu’une particule occupe I'état d’énerdies’écrit alors
n 1
P = - wipE (C.109)
1+e ke

Si les paramétres et g résultent de I'utilisation de la méthode des multiplicateurs de
Lagrange et peuvent sembler, de la sorte, sans réelle signification physique, nous allons
voir dans la sous-section suivante gu'’il n’en est rien. Bien au contraire, la signification
d’un des paramétres, appelé niveau de Fermi, revét une importance toute particuliére dans
la compréhension du blocage de Coulomb.
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VIII-B Signification physique des différents parameétres

Pour un gaz monophasé, dont le nombre de molécules varie, la premiére identité ther-
modynamique s’écrit
dU=TdS—PdV+ uxdN, (C.110)

ou U correspond a I'énergie interne du gaz d’électrons (c’est-a-direEigi, S a son
entropie etu a son potentiel chimique. Dans le cas des systemes que nous étudions (des
électrodes métalliques par exemple), le volume du gaz d’électrons est constant de sorte
guedV = 0. On en déduit que la premiere équation thermodynamique se simplifie en

dEr =T dS+ x dN. (C.111)
Or, nous avons vu que (EG.105
dS= —a d® — S d¥. (C.112)

C'est-a-diredS= o dN — 8 dE; puisque

oD
(C.113)
oY
dy = —=—E Edn = —dE;

L'identification des différents termes des équatio@sly] et (C.112 nous permet d’af-
firmer que

1 )2

—=Teta=—=. C.114

3 @=-= ( )
La statistique associée a la répartition des électrons a I'énErga@pelée statistique de
Fermi-Dirac, est donc donnée par I'expression

f(E) = (C.115)

1
E—u/
1+e keT

ou T est la température du gaz d’électronieson potentiel chimique. Classiquement,
plutét que de parler de potentiel chimique, on emploie la notion de niveau de Eermi
L'utilisation de cette dénomination a tendance a masquer la réalité physique sous-jacente
se dissimulant derriére ce terme. Effectivement, dans la majeure partie des dispositifs a
semi-conducteur, la notion originelle de potentiel chimique reste peu utile, en soi. En re-
vanche, dans le cadre du blocage de Coulomb ou les phénoménes physiques prédominants
se trouvent dictés par la variation discrete du nombre d’électrons ainsi que par leur inter-
action mutuelle au sein d'un ilot, la connaissance fine de la véritable origine physique du
niveau de Fermi est primordiale (cf. chapi®e
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VIII-C  Quelques propriétés de la fonction de Fermi

En notant laf (x) la fonction de Fermi

1
nous avons
1 g & X
foo[1-fx+8)] = 1y e % L™ - (1+e*)g)2XL+eX+A)e
FO-Tx+8) = T g~ 1Trem ~ Groaren® (_c1117)
de sorte que .
f)[1—f(x+A)] = f(x)l_ ;(_XAJF | (C.118)
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Théorie de la fonctionnelle de la
densité : complément

ETTE annexe a pour but de démontrer quelques uns des théoremes du chapitre
Les preuves de ces théoremes sont, en effet, primordiales pour bien appréhender les
théories développées et leur limitation.

| Théoreme d’Hohenberg & Kohn

On rappelle quey (r, ..., ry) désigne la fonction d’onde globale du systéme poly-
électronique & électrons de densit#(r).

I-A  Calculs préliminaires

1
e Montrons quey |y) = N/n(F) dr:

{(wly) = /"'/'w(lﬂ,---,r])l2 dry - dry
——

N

_ / /.../W(f,Fz,...,rN)f o, - iy | o
——

N-1

N oo

= N d°r d’apres I'équation4.30 p.109 (D.1)
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N
e Montrons que sV = »_ V(i) anrs<y/‘\7‘y/> = /V(F)n(f) dr :

i=1
(v Y

N
l//> B Z/'../V(ﬂ)ll’[/(ﬁl’""?N)lz dsfl'--dSFN
i=1 ¢
N

N
S A R A2 N S ) T
i=1 —_—
N-1

Z/V(F)%ﬂ d°r
= /V(r)n(r) dr. (D.2)

I-B  Premiere partie du théoréme : la densité comme variable de base
I-B.1 Enoncé du théoréme et fil conducteur de la preuve

Commencgons par rappeler 'énoncé de la premiére partie du théoreme d’Hohenberg et
Kohn:

Toute observable d’'un systéme quantique (I'énergie en particulier) peut
étre calculée a partir de I'état fondamental de la densité électronique exclu-
sivement. Ainsi, toute observable peut étre écrite comme une fonctionnelle de
la densité.

Le systeme que nous étudions est défini par I'hamiltonien (cf.£))(

=P . ;
H = Zﬁ + vaf“ﬂ + 24mozz\|r ry

—_—— —_—

Energie cinétiqud  Potentiel de confinemeMt,. Potentiel d'interactiotJ,_s/2

(D.3)
Nous nous rendons compte que, finalement, le parametre de base dans cet hamiltonien est
Ve EN effet, commeV,, est imposé, ce sont I'énergie cinétique et le potentiel d’inter-
action entre électrons qui vont s’ajuster afin d’obtenir une énergie globale la plus basse
possible, d'aprés le principe variationnel. En somme, nous pouvons dirg guest la
seule variable du systéme, toutes les autres dépendant indirectement de ce potentiel.
Hohenberg & Kohn se posent alors la question suivante (question, semble-t-il, a I'in-

verse de la logique habituelle) :

Ve peut-il &tre déterminé de maniére unique par la donnée(ide(le
nombreN d’électrons étant fixé) ?

A premiére vue, nous pouvons légitimement nous demander pourquoi nous poser une telle
guestion. Tout devient trés clair si I'on suppose que la réponse est affirmative, ce qui est
bien entendu le cas. En effet, si 'opératdQy, impose de maniére univoque la densité



| Théoréme d’Hohenberg & Kohn 337

n(r), alors, sachant qu¥., est la seule véritable variable du systém@) permet de
remonter a toute I'information sur le systéme. Comme la dengitermine, a la fois, le
nombre d'électrons présents dans le systele=( [ n(r) d°) et le potentiel extérieur
Vo, €lle posséde autant d’information que la fonction d’opde

I-B.2 Preuve

D’aprés ce que nous venons de voir, Si hous arrivons a montre?gmt une unique
fonctionnelle den(r') nous aurons, par la méme, montré la premiére partie du théoreme.
Pour cela, nous allons nous placer dans I'hnypothése d'un état fondamental non dégénéré
et utiliser un raisonnement par I'absurde.

Supposons qu'il existe deux opérateuy's, et\7gxt, qui correspondent respectivement

a deux états fondamentaux,et y’, de méme densité électroniqné’).
e aV., correspond I'hamiltonieftt tel queHy = Ey
e 2V correspond I'hamiltonieft!’ tel queH'y’ = E'y’
Remarquons tout de suite qi = H + V., — V., puisque les opérateufs et U, _,
restent identiques. Insistons bien sur le fait que si les opérateurs sont identiques, il n’en
est rien des observables qu’ils représentent, chaque opérateur étant appliqué a des états
différents.

e casfil:siV’. =V, + C,avecC une constante. Il est clair que

ext

Hy=Hy+Cy =(E+QC)y, (D.4)
soit
y o=y
{E’ = E+C (D-3)

Conclusion: Nous avons le méme état fondamenta‘V&i et ., ne different que
d’'une constante. Ceci n’est pas choquant: I'énergie potentielle est toujours définie
a une constante pres.

e cas i2:si \A/e(xt # V... les opérateurSA/ext et \A/e/Xt ne différant pas d’'une constante.

Nous supposons que # '’ et nous écrivons I'énergig’ sous la formey’ |H'| ')
(v’ étant normée)

— Appliquons alors le principe variationnelld :

(p|H'|p)
(plo)

Puisquey # v/, la relation précédente est en particulier vraie pout v et
sachant quey est normeée:

Voe e o#£w  E = |H|y) < (D.6)

E'=(y'|H|y) < (y|Hly). (D.7)

1. Il existe une extension du théoréme aux cas dégénérés.
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A A
/

Or, commeH’' ="H + V, Ve I'€XPression précédente devient:

ext

E < <I/J‘H + V. = Ve l/f> (D.8)
< E+ <V/ \7e/xt - \7ext l//>- (D.9)

Avec la propriétéD.2), nous pouvons introduire la densité électronigugui
estidentique, par hypothése, pour les deux hamiltoniens. Nous obtenons alors :

E' <E+ / (Vi = Vex) N(T) d° . (D.10)
— De méme, appliquons maintenant le principe variationré¢l.a
(pIHlg)
Vpe Gy 0Fv  E=(w|Hly) <%- (D.11)

Puisquey # v’ la relation précédente est en particulier vraie ppue v';
soit, sachant que est normée

E=(y|Hly) < (¥I[H|y" (D.12)
< <w’\H’\w’>—<w y w>- (D.13)

Ve/xt - Vext
Finalement, en exprimant le dernier membre de I'équation précédente, en fonc-
tion de la densité électroniqure nous trouvons

E < E’—/( e — Vex) N(F) d. (D.14)
— Ainsi, en additionnant les résultatD.(L0) et (D.14), nous aboutissons a la
conclusion que
E+E <E +E, (D.15)

ce qui est absurde.

I-B.3 Conclusion et conséquences

Nous venons donc de démontrer g est (& une constante prés comme pour toute
énergie) une unique fonctionnelle dér). De plus, puisqué/., fixe 'hamiltonien A,
nous en déduisons que I'état fondamental du systéme est fonction de I'unique variable
n(r). En particulier, I'énergie totale, I'énergie cinétique et I'énergie d’interaction sont des
fonctionnelles den(r') uniguement.

I-C Deuxieme partie du théoréme : principe variationnel

Nous avons vu que I'énergie de I'état fondamental est entierement définie par la
densité électronique de cet état. La deuxiéme partie du théoréme d’Hohenberg et Kohn
concerne, quant a elle, I'extension du principe variationnel au cas de la densité, c’est-a-
dire que la fonctionnelld=[n] est minimale lorsque représente la densité électronique
de I'état fondamental ; sachant qu’en outre, nous avons la contrainte de « normalisation »

N — / n(F) o (D.16)
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En fait, le principe variationnel appliqué a la densité électronique est une simple appli-
cation du principe variationnel que nous connaissons déja. En effet, nous savons que, si
nous noton<ks, I'énergie de I'état fondamental, :

H
Ve E yte E <Y (D.17)
(Wlw)

or, (w|H|y) représente I'énergie totale du systeme, c’est-a-dire la fonctionE¢tig
Comme (cf. EqD.1)

(v |y = %/nm &F =1 (D.18)

Nous en concluons que pour toute densité électromagiérente de celle de I'état fon-
damental
E, < E[n]. (D.19)

Ce qui est bien le principe variationnel appliqué a la densité, I'égalité étant obtenue pour
la densité élecronique de I'état fondamental.

Il Equations de Kohn & Sham

Intéressons-nous maintenant, de plus pres, a I'obtention des équations de Kohn &
Sham, présentée au chapitreSelon le principe variationnel, I'état fondamental du sys-
téme nous est donné par la densité) qui minimiseE[n] sachant qug n(r) d* = N.

Il s’agit, par conséquent, d’'un probleme de minimisation sous contrainte (cf. aldnexe
sectionll) que nous résolvons a l'aide des multiplicateurs de Lagrange (dont la méthode
s’étend, de maniére formelle, au cas des fonctionnelles), avec:

¢ la fonctionnelle & minimiserE[n],
e sous la contraintep[n] = N — [ n(r)d® = 0.

Nous devons résoudre I'équation, aux dérivées fonctionnelles, suivante, couplée a la contrainte

oln =0- oE 0
®
— — =0 D.20
on + on ( )
D’apres la dérivée fonctionnelle de I'équatioh.8) (avecV =1, f = n, F = ¢), nous

trouvons

op
Y =-1 D.21
=1 (D.21)
de sorte qu'il ne reste a résoudre que
oE J
[ on. T, (D.22)
p[n] = 0

ou, dans le cadre de la fonctionnelle de la densitést définie a I'équatiod.35par

E0) = Tuln] + Vouln] + 5Ueol] + Exln] (023)
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Sachant que la fonctionnelé,[n] est définie par (cf. Eq.¥.2))

Vo] = / Vou®)NGE) I, (D.24)

nous en déduisons sa dérivée fonctionnelle d’aprés I'expressi@ (avecV = Vi
f = n, F= Vext[n]):

OVex ,

5; L= Vu(F) (D.25)
En ce qui concerne le potentiel d’interactidn,,(r), il nous est donné par I'équation
de PoissomU.,, = ———n(r), que nous pouvons encore écrire sous forme intégrée :

€&
R & n(r’ R
Ucoul(r) = - ﬁ( l dr’ (D26)
Areeg ) |r' =7

Et comme, par définition,

UsoulN] = <q/\0m. w) - / Usou(F)N(T) d%F (D.27)

Nous en déduisons
& neHNE) ., s
Ueou[N] = ——// E)—S) d3r'd3r (D.28)
Az e lr—r]l
En posantf = n, g(|x’ — x|) = (|Ir" — r||)~! dans la dérivée fonctionnell&(12), nous
trouvons = .
5Ucou| e n(r/) = -
= -2 — dgl’/ = 2Uc0u r D.29
on Aregy ) i =1 (©) ( )

CONCLUSION
L'état fondamental est obtenu par la solution de I'équation

o0To OE,
e Vex cou Tl — /17 D.
sn 4 Vext + Ucou + N (D.30)

L oE . . s
soit, si nous posonsé?c = V,. (avecV,., potentiel d’échange corrélation),
0Ty

5_n + Vext + Ucoul + ch =A. (D31)
Veff

D’apres le principe variationnel, I'équatio® 31) correspond formellement a une équa-
tion de Schrodinger dans laquelle les particules n’interagissent pas et sont soumises a un
potentiel effectifVey

h? o
——A . Ve (Di - gi (Di. D32
[ 2m + ﬂ] ( )
En effet, si nous appliquions la deuxieme partie du théoreme d’Hohenberg et Kohn a

I'équation de Schrodinger précédente, nous serions amenés a rechercher la densité élec-
tronique minimisant I'énergi€&€[n] = Ty[n] + Vex[N] (To étant, par définition, I'énergie
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cinétique d’'un systeme d’électrons n’interagissant pas) sous la contrainte de normalisa-
tion, ce qui correspond bien a la résolution de I'équatdr8Q)

Tout se passe donc comme si au lieu d’étudier un systeme compliqué, ou régnent les
interactions inter-électrons, nous avions un systeme sans interaction mais dont le potentiel
de confinement S’écriVe = Ve + Ucou + Vie. Dans ce nouveau systéme, les particules
étant indépendantes, elles sont régies par I'’équation de Schrodinger couplée a I'équation
de Poisson (en ne tenant pas compte de la dégénérescence des niveaux) :

h? A >
[—%A . +Veﬂ] (Di - gi (Di (Di bon dea (D33)

N

() =D 1@ (D.34)

i=1

Il De l'approximation locale de la densité

lI-A  Relation entre &[n] et Vie

Nous introduisons la fonctionneltg [n] représentant I'énergie d’échange corrélation
par particule d’'un gaz d’électrons de densité électronique

E.[n] = /chn(?) d’r. (D.35)

La dérivée fonctionnelle dE,.[n] s’écrit en fonction de, :

SE. 2 lim (EXC[” +hal - EXC[”]) (D.36)
h—0 h
= Lml % / [Exc[n + h®](n + h®) — &, [n]n] d°F (D.37)
0E N ho
on
o0&
— XC q) = 32 D
/ 5n (ry dr (D.38)

Or, ayant défini le potentiel d’échange corrélation comme la dérivée fonctionnelle de
E.[n] = [V, @(r) d°, nous avons donc

0E N
ch =
on

(D.39)

l1I-B Interprétation qualitative

Afin de comprendre, au moins qualitativement, I'expressiofd) du potentiel d’échange
corrélationV,. du chapitred, nous allons utiliser un modéle tres simple. Contentons-nous,
a cette fin, d’essayer de corriger I'auto-interaction de I'électron sur lui-méme. Pour cela,
prenons un gaz d’électrons libres, homogéne, de densité électronique constime-
ginons que, pour annuler I'auto-interaction, nous entourions I'électron d’une distribution
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Trou d'échange électron

Densité
électronique n

FIG. D.1. Modele du trou d’échange

sphérique de trous (on parle de « trou-d’échange » ou encorexdkange-hole) de
méme densité que les électrons (cf. figui@.1).

Pour annuler I'auto-interaction, le rayon de la sphére doit étre tel que la charge qu’elle
englobe soit égale &€. Nous avons donc# 2né/3 = &, soit

re o n™3 (D.40)

Si nous calculons I'apport énergétique de cette distribution de trous pour chacun des élec-
tron, nous aurons alors acces a I'énegied’échange par particule du gaz:

47[880/r/ OL O/:” " g (D.41)

Or, la densité est supposée constantedét = r2dr sin(@)ddde, d’ou

AE —n/ r dr (D.42)
0

x —nr? (D.43)

x —n'3 (D.44)

Nous retrouvons ainsi bien le fait que I'énergie d’échange par éle€jr@st proportion-
nelle an'”® (cf. Eq.4.49.
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Dans la recherche de solutions innovantes assurant la pérennité de la micro-électronique sur
silicium, qui devra faire face, dans quelques années, a des limites, tant technologiques que théo-
riques, les dispositifs a blocage de Coulomb a semi-conducteur ont su dévoiler des atouts plus que
prometteurs. Ainsi, ces composants d’avant-garde, basés sur le caractére quantique de la charge
électrique, offrent une alternative possible aux circaigos, tout en restant compatibles avec les
technologies actuelles. Parallelement a leur mise au point, une étude théorique se révele donc de
premiére importance afin de prédire et comprendre le fonctionnement de ces dispositifs de nou-
velle génération. Tel est I'objet de ce mémoire consacré a I'étude des boites quantiques en silicium
dans le cadre d’une utilisation de type « blocage de Coulomb ».

Aprés un exposé de I'état de I'art, tant théorique qu’expérimental, en matiére de composants a
blocage de Coulomb, le présent travail se concentre d’abord sur I'étude des boites quantiques semi-
conductrices (polarisées ou non) entourées d’'oxyde en développant une série de modéles visant a
décrire leur structure électronique. En particulier, la mise en ceuvre d’'un modéle unidimensionnel
capable de décrire des boites quantiques a symétrie sphérigue se révéle trés avantageux d’'un point
de vue du temps de calcul. Les limites de I'approximation de la masse effective, clé de volte des
modéles présentés sont, en outre, évaluées a I'aide d’'une description moléculaire des nanocristaux
de silicium en utilisant la méthode des combinaisons linéaires d’orbitales atomiques.

La deuxiéme partie de ce travail de thése est plus spécifiguement axée sur le transport des
électrons par effet tunnel dans le cadre du blocage de Coulomb. La description des mécanismes de
transfert de charges est basée sur le concept d’hamiltonien de transfert tunnel dont I'application au
cas des composants a blocage de Coulomb métalliques et semi-conducteurs (plus particulierement
a des structures du type Métal-Isolant—Métal-Isolant—-Métal ou Métal—-Isolant—Boite Silicium—
Isolant—Métal) a permis la mise au point d’'un simulateur reposant uniguement sur la connaissance
des paramétres physiques fondamentaux du systéme.

Mots clés: boite quantique, blocage de Coulomb, dispositifs a un électron, courant tunnel

Coulomb Blockade Theory Applied to Semiconductor Nanoscructures: Modeling of
Nanocrystal Silicon Devices

The current breakthroughs in semiconductor nanostructure fabrication allows the emergence
of innovative device concepts based on quantum mechanics as alternative to convemtiosal
transistors or memories. Among other things, the Coulomb blockade devices like single-electron
transistors offer one of the most promising prospects. The modeling and simulation of single-
electron structures are thus of first importance with a view to predicting and understanding the
behavior of these new generation devices. In this context, this work is dedicated to the study of
silicon quantum dots for Coulomb blockade applications.

First, after having presented the state of the art, both theoretical and experimental, of Coulomb
blockade devices, we are interested in the electronic structure of semiconductor quantum dots sur-
rounded by silicon dioxide. This study leads us to develop a series of models for unbiased and
biased quantum dots and, especially, a one-dimensional one able to describe spherically symmet-
ric quantum dots within considerably reduced computation time. Moreover, the limitations of the
effective mass approximation, a keystone of the models implemented, are evaluated using a molec-
ular description of the silicon nanocrystals based on the method of linear combination of atomic
orbitals.

The second part of this work is more specifically centered on electronic transport under the
Coulomb blockade regime. The description of the mechanisms of tunnel events is based on transfer
Hamiltonian concept. Applied to the case of metallic and semiconductor Coulomb blockade de-
vices (in particular to Metal-Insulator-Metal-Insulator—Metal and Metal-Insulator-Silicon Quan-
tum Dot—Insulator—-Metal structures), we have thus been able to implement a simulation software
which only requires the knowledge of the fundamental physical parameters of the system.

Keywords: quantum dot, Coulomb blockade, single electron device, tunnel current
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