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Notations et constantes

CONSTANTES FONDAMENTALES

Module de la charge élémentaire de l’électronē = 1,602189.10−19 C
Constante de Boltzmann kB = 1.38066.10−23 J/K
Constante de Planck h = 6.62618.10−34 Js

h̄ =

h/2π
= 1.054589.10−34 Js

Masse de l’électron mē = 9.10953.10−31 kg
Célérité de la lumière dans le vide c = 2.997925.108 m/s
Permittivité diélectrique du vide ε0 = 8.854.10−12 F/m
Perméabilité magnétique du vide µ0 = 4π.10−7 H/m

PROPRIÉTÉS DU SILICIUM

Maille élémentaire du réseau a = 0.543 nm
Énergie du Gap à 300K EG = 1.12 eV
Affinité électronique χSi = 4.01 eV
Permittivité relative εSi = 11.9
Masse transverse mt = 0.19 mē

Masse longitudinale ml = 0.92 mē

Mobilité des électrons (matériau peu dopé) µn = 0.15 m2/Vs
Mobilité des trous (matériau peu dopé) µp = 0.045 m2/Vs

PROPRIÉTÉS DE LA SILICE

Énergie du Gap EGSiO2
= 9.1 eV

Affinité électronique χSiO2 = 0.9 eV
Permittivité relative εSiO2 = 3.8
Masse des électrons mSiO2 = 0.5 mē

PROPRIÉTÉS DE QUELQUES MÉTAUX

Masse de l’électron m = mē

Travail de sortie de l’or φOr = 5 eV
Hauteur du niveau de Fermi de l’or EF Or = 5.5 eV
Travail de sortie de l’aluminium φAl = 4.1 eV
Hauteur du niveau de Fermi de l’aluminium EF Al = 11.6 eV
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« It would appear we have reached the limits of what is
possible to achieve with computer technology, although
one should be careful with such statements; they tend to

sound pretty silly in five years.»

JOHN VON NEUMANN, 

QUELSautres domaines scientifiques ou industriels que ceux de l’informatique et l’élec-
tronique peuvent se targuer d’avoir accompli autant de progrès en un si court laps

de temps? En ans, de l’ENIAC aux micro-ordinateurs actuels, une même opération
élémentaire est effectuée un million de fois plus rapidement, consomme 100 000 fois
moins de puissance électrique, tout cela pour un prix et un poids des machines divisés par
10 000. Face à ces chiffres, les avancées réalisées dans le même temps dans des domaines
tels que l’aéronautique ou l’automobile paraissent dérisoires et même si les technologies
mises en œuvre dans le cadre de ces activités industrielles ne cessent de s’améliorer, leurs
objectifs de développement restent limités à de simples améliorations de concepts exis-
tants (essentiellement d’ailleurs grâce à l’électronique !) alors même que les perspectives
d’innovation en électronique ne semblent avoir comme frontière que notre imagination.

Aujourd’hui largement basée sur la filière silicium, avec pour figure de proue le tran-
sistor à effet de champMOSFET (Metal–Oxide–Semiconductor Field Effect Transistor)
combiné à une technologieCMOS (Complementary Metal–Oxide–Semiconductor), la mi-
cro-électronique numérique a su devenir un acteur incontournable dans les enjeux tech-
nologiques et économiques mondiaux. Pendant une vingtaine d’années, les efforts se sont
donc portés sur l’amélioration des performances en termes de vitesse et d’intégration de
ces briques élémentaires des circuits intégrés que sont lesMOSFETen se concentrant au-
tour d’une stratégie de miniaturisation poussée.

Toutefois, après ces deux décennies de course effrénée à la réduction des dimensions
des transistors (de près de deux ordres de grandeurs), les problèmes ne se limitent plus aux
seules difficultés de réalisation. Nous voyons apparaître dorénavant de nouveaux phéno-
mènes d’ordre théorique remettant en cause les avantages qu’offrait la technologieCMOS.
En particulier, les phénomènes de nature quantique sont devenus communs et inévitables.

De même que lors de l’avènement de l’électronique sur semi-conducteurs, qui a per-
mis de remplacer les trop gourmands tubes à vide, peut-être sommes nous à l’orée d’une
profonde mutation des composants actuels. Ainsi, il est fort probable qu’un saut techno-
logique soit nécessaire, à plus ou moins court terme, afin de pouvoir continuer à améliorer
les performances des circuits. Notamment, l’emploi actif de la mécanique quantique paraît
une solution de choix pour l’avenir des composants micro(nano)-électroniques.

Parmi la multitude de nouveaux concepts actuellement à l’étude, l’utilisation du ca-
ractère granulaire de la charge électrique offre des perspectives plus que prometteuses. En
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effet, ces composants de nouvelle génération tirent parti du transport par effet tunnel des
électrons à travers des boîtes quantiques de taille nanométrique afin de contrôler de façon
précise le courant circulant dans le dispositif. À l’ère du tout silicium, de tels composants,
dits àblocage de Coulomb, seront d’autant plus intéressants qu’ils resteront compatibles
avec les technologies de fabrication actuelles. Ainsi la réalisation des dispositifs à blo-
cage de Coulomb à base de silicium permettrait d’ouvrir la voie, à moyen terme, à des
technologies hybrides alliant à la technologieCMOS actuelle les avantages du transport
individuel des électrons.

De nombreuses réalisations pratiques ont déjà démontré tout le potentiel des compo-
sants à blocage de Coulomb et laissent présager, par exemple, l’élaboration de cellules
mémoire à haute densité d’intégration, très fiables, fonctionnant sous faible tension et
ayant la possibilité de stocker plusieurs bits à la fois.

Il va de soi que, parallèlement à leur mise au point, une étude théorique se révèle de
première importance afin de prédire et comprendre le fonctionnement de ces dispositifs de
nouvelle génération. Tel est donc l’objet du présent mémoire consacré à l’étude des boîtes
quantiques en silicium dans le cadre d’une utilisation de type « blocage de Coulomb ».

Cette étude s’articulera autour de trois grandes parties :

• La première partie sera consacrée principalement aux motivations ayant mené à ce
travail de thèse. Ainsi, après un rappel des principes de fonctionnement des tran-
sistorsMOS et de la problématique actuelle liée à leur miniaturisation (Chapitre),
nous verrons, au travers du chapitre, dédié aux principes généraux régissant le
comportement des électrons dans le cadre du blocage de Coulomb dans des dis-
positifs métalliques, ce que peut apporter l’utilisation de ces nouvelles propriétés
d’origine quantique à la micro-électronique. Enfin, le chapitre présentera un état
de l’art des réalisations les plus significatives dans le domaine.

• Dans la seconde partie, nous nous concentrerons sur la brique élémentaire de tout
composant à blocage de Coulomb sur silicium : la boîte quantique semi-conductrice
entourée d’oxyde. Après avoir décrit dans le chapitre les différentes méthodes
théoriques permettant de prendre en compte l’interaction entre électrons, le cha-
pitre  développera une série de modèles visant à décrire la structure électronique
de ces boîtes. En particulier, nous verrons comment l’utilisation d’un modèle uni-
dimensionnel capable de décrire n’importe quelle forme de boîte quantique peut se
révéler très avantageux d’un point de vue numérique. Le chapitre, quant à lui,
étendra l’ensemble des méthodes décrites au chapitre au cas des boîtes quantiques
soumises à une tension de polarisation.

Compte tenu de la très faible taille des boîtes quantiques étudiées (de l’ordre du
nanomètre) il paraît, en outre, légitime de s’interroger sur la validité des théories in-
hérentes à l’étude des semi-conducteurs. Les limites de l’approximation de la masse
effective, clé de voûte des modèles présentés dans les chapitres et , seront donc
discutées. À cet effet, nous présenterons au chapitre une description moléculaire
d’un nanocristal de silicium utilisant la méthode des combinaisons linéaires d’orbi-
tales atomiques.

• La troisième partie sera consacrée plus spécifiquement au transport des électrons
dans le cadre du blocage de Coulomb. La description des mécanismes de transfert de
charges employée dans ce travail est basée sur le concept d’hamiltonien de transfert





tunnel dont la théorie est présentée de manière détaillée au chapitre. L’application
de cette théorie au cas des composants à blocage de Coulomb métalliques, et plus
particulièrement à une structure du type Métal–Isolant–Métal–Isolant–Métal, a ainsi
permis la mise au point d’un simulateur (chapitre) reposant uniquement sur la
connaissance des paramètres physiques du système tels que l’épaisseur d’oxyde, la
hauteur de barrière, la taille de l’îlot métallique,... Nous serons alors à même, dans
le chapitre, d’exposer un modèle basé sur l’ensemble des méthodes mises en
œuvre dans ce mémoire, capable de simuler un composant du type Métal–Isolant–
boîte Silicium–Isolant–Métal. Nous discuterons alors des résultats obtenus et des
perspectives à envisager pour compléter le présent travail.
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Première partie

De la micro-électronique classique à la
nano-électronique quantique :

le blocage de Coulomb





Chapitre 1

T
ransistor MOS :
chronique d’une mort annoncée?

I La fulgurante ascension de la technologieCMOS

I-A Bref historique

C’ EST entre et  que JULIUS E. LILIENFELD propose sa réponse aux pro-
blèmes de consommation des tubes triodes ; dans ses différents brevets, il jette les

bases des transistorsFET (Field Effect Transistorsou transistors à effet de champ). Équi-
valents à l’état solide des tubes triodes1, le principe de fonctionnement de ces dispositifs
brille par sa simplicité : l’action d’un champ électrique transversal, créé par la tension
aux bornes d’une capacitéMOS (Metal–Oxide–Semiconductorsoit Métal–Oxide–Semi-
conducteur), permet de créer un canal dans un semi-conducteur afin d’assurer et de modu-
ler le passage des porteurs. Hélas toutes les tentatives visant à réaliser ce type de transistors
se soldèrent longtemps par des échecs. La difficulté provenait du contrôle de l’état d’in-
terface entre l’isolant et le semi-conducteur. Ce problème ne fut résolu qu’en quand
D. KAHNG et M. ATTALA réalisèrent le premierMOSFET (Metal-Oxyde-Semiconductor
Field Effect Transistor) grâce à l’utilisation d’oxyde de silicium thermique. Les avantages
qu’offraient les transistors par rapport aux tubes à vide sont alors innombrables : leur taille
est réduite (avant même d’être microscopique), ils sont beaucoup moins fragiles et ne né-
cessitent pas d’être chauffés afin de fonctionner.

Aidé par l’invention de la technologie Planar par BOB NOYCE en  à la société
Fairchild, il ne fallut alors que ans avant de voir apparaître sur le marché les premiers
circuits intégrés :

• une mémoire (Ref. 1103) constituée de transistorsPMOS (transistorsMOS à canal
de trous) de 1 ko,

• et le fameux premier microprocesseur Intel 4004, constitué de 2 300 transistors
NMOS (transistorsMOS à canal d’électrons) de 10µm de longueur de grille et fonc-
tionnant à 0.1 MHz), créé par TED HOFF, en réponse à une commande d’un fabri-
cant japonais de calculatrices de bureau (Busicom).

1. dont les transistors actuels ont hérité le nom de leur électrode de contrôle : la grille.
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FIG. 1.1. Évolution du nombre de transistors dans les micro-processeurs Intel. Cette évolu-
tion illustre la loi de Moore [18].

Enfin, avec l’invention de la technologieCMOS (ComplementaryMOS) par F. WANLASS

en, toujours chez Fairchild, technologie se distinguant par sa faible consommation
(réduction d’un facteur six de la consommation statique sur les premiers circuits inté-
grés), les transistorsMOS commencent leur fulgurante ascension dans le monde de la
micro-électronique. Ainsi, ans plus tard, portée par sa faible consommation, sa facilité
de fabrication et sa haute densité d’intégration, la technologieCMOS est devenue la tech-
nologie prédominante dans les circuits intégrés numériques ayant quasiment supplanté les
technologies à base de transistors bipolaires.

En effet, à partir du milieu des années, avec l’avènement des micro-processeurs et
de la micro-informatique personnelle, le nombre deMOSFETpar puce n’a cessé de croître,
parallèlement à la diminution des dimensions des transistors (Fig.1.1). Dès GOR-
DON MOORE prédit que le nombre de transistors par unité de surface doublerait tous les
ans ; en fait, les progrès technologiques ne permettront un doublement de la densité d’inté-
gration « que » tous les mois. Cette évolution, appelée loi de Moore, régit aujourd’hui,
la ligne directrice des objectifs (mieux connue sous le terme anglaisroadmapou feuille
de route en français) des différentes industries de la micro-électronique.

L’augmentation de la densité d’intégration n’est pas le seul but visé en diminuant la
taille des transistorsMOS. En effet, nous allons voir dans la section suivante, en étudiant
plus précisément le fonctionnement de ces composants, que l’augmentation de la vitesse
des dispositifs est aussi un des enjeux principaux de la course effrénée actuelle à la minia-
turisation desMOSFET.
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FIG. 1.2. Schéma de principe d’un transistor MOS à enrichissement à canal de trous
(PMOSFET). Sur un substrat de silicium dopé N (concentration ND en ions donneurs),
on réalise un empilement oxyde–grille en polysilicium. L’épaisseur de l’oxyde de silicium est
notée eox et la longueur de la grille LG. Deux réservoirs à trous de profondeur X j fortement
dopés P (concentration NA en ions accepteurs) sont implantés de part et d’autre de la grille.

I-B Principe de fonctionnement desMOSFET

Le principe général de fonctionnement d’un transistorMOS reste, somme toute, très
simple : il repose sur la commande d’un flux de porteurs circulant entre une électrode ap-
peléesourceet une électrode appeléedrain à l’aide d’une troisième électrode dénommée
grille. Par exemple, le transistorPMOSà enrichissement, présenté en figure1.2, est consti-
tué d’un substrat de silicium dopé N (concentrationND en ions donneurs) sur lequel on
a réalisé un empilement oxyde–grille métallique (eox et LG représentant respectivement
l’épaisseur de la couche d’oxyde et la longueur de la grille). Deux caissons fortement do-
pés P+ (concentrationNA en ions accepteurs) formant la source et le drain, de profondeur
X j , sont alors implantés de part et d’autre de la grille. Des contacts métalliques sur les
caissons, la grille et le substrat permettent de polariser le dispositif ainsi réalisé.

Dans un tel transistor, pour que les porteurs de charge, ici les trous, puissent circuler
de la source vers le drain, deux conditions se révèlent nécessaires.

• D’une part, il faut former un canal de conduction entre la source et le drain. En
effet, les deux diodes tête-bêche constituant l’ensemble source–substrat–drain, em-
pêchent tout passage de porteurs, à quelque tensionVDS que ce soit, tant que la
grille est non polarisée. Cette propriété vaut aux transistors à enrichissement d’être
souvent dénommés par l’anglicismenormally off (i.e. initialement bloqués si nous
n’imposons aucune tension de polarisation). Le canal n’existant pas à tension de
grille nulle, il convient de le créer en imposant une tensionVGS négative. La capa-
cité MOS formée par l’empilement substrat–oxyde–grille métallique réagit alors à
l’afflux de charges négatives sur la grille en repoussant les électrons initialement
situés sous l’oxyde vers le fond du substrat, créant ainsi une zone de charge d’es-
pace (ZCE) à l’interface Si/SiO2 (Fig. 1.3a). À partir d’une certaine tension de seuil
VGS= VT , la zone de charge d’espace ne permet plus de compenser l’apport massif
de charges négatives sur la grille, une couche d’inversion, de quelques nanomètres
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FIG. 1.3. Principe de fonctionnement du transistor PMOS à enrichissement. (a) Fuite des
électrons vers le fond du substrat sous l’action de la tension de grille négative. (b) Créa-
tion d’un canal de trous à partir des réservoirs source et drain. (c) Mise en mouvement des
porteurs par application d’une tension VDS négative.
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d’épaisseur, constituée par des trous provenant des caissons source et drain, apparaît
alors sous l’oxyde (Fig.1.3b). La valeur de la tension de seuilVT dépend principa-
lement de la concentrationND en atomes donneurs dans le substrat (qui règle la
concentration d’électrons à repousser), de la nature de l’électrode de grille et de la
nature et de l’épaisseur de l’oxyde.

• D’autre part, une fois la conditionVGS < VT réalisée et un canal de trous créé,
reliant la source au drain, il faut imposer une tensionVDS négative afin qu’un champ
électrique parallèle à l’interface Si/SiO2 puisse mettre en mouvement les trous et
ainsi établir un courantI DS positif (Fig.1.3c).

Du fait de son apparente simplicité de fonctionnement, un transistorPMOS se prête
particulièrement bien à une analogie hydraulique. Cette analogie, largement inspirée de la
référence [14], nous permettra de décrire plus précisément, et très facilement, la caracté-
ristique courant/tension du transistor. À cette fin, modélisons les deux caissons source et
drain par deux réservoirs de liquide dont l’inertie est suffisamment faible pour que l’écou-
lement s’effectue lentement le long du dispositif (Fig.1.4a). Entre les deux réservoirs, une
plaque coulissante, de hauteurVT par rapport au niveau initial de liquide des réservoirs,
joue le rôle de barrière de potentiel empêchant l’écoulement. La figure1.4a représente
donc le transistorPMOSbloqué de la figure1.3a. Pour pouvoir faire circuler le liquide du
réservoir source au réservoir drain, la première étape passe donc par l’abaissement de la
plaque amovible (au moins d’une hauteurVT) afin de pouvoir dégager une voie entre les
deux réservoirs, c’est à dire uncanal(analogie avec la figure1.3b). Enfin, une différence
de potentiel (la source devant être plus élevée que le drain) doit être appliquée de sorte
que le liquide s’écoule de la source vers le drain (cas de la figure1.3c). Dans le cas de
la figure1.4b, une « faible » différence de potentiel a été appliquée de telle façon que la
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FIG. 1.4. Transistor PMOS: analogie hydraulique. (a) Si la plaque coulissante est située à
un potentiel trop élevé, elle fait barrage au passage du liquide entre les deux réservoirs. (b) Le
passage du liquide d’un réservoir à l’autre nécessite, d’une part l’abaissement de la plaque
coulissante afin de former un canal et, d’autre part, une différence de potentiel entre les
deux réservoirs. (c) Si la différence de potentiel entre les deux réservoirs est trop importante,
la hauteur du réservoir drain ne contrôle aucunement le débit du liquide qui s’écoule à la
manière d’une chute d’eau en bout de canal.
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hauteur du réservoir drain reste au dessus de la plaque amovible. Afin de calculer le débit
de liquide à l’abscissex (i.e. le courant dans notrePMOS), il nous suffit de multiplier le
volume de liquide enx par sa vitesse. Si le volume de liquide à l’abscissex est clairement
proportionnel à la hauteurV(x) de celui-ci, sa vitesse, quant à elle, est proportionnelle
au gradient de la hauteur−dV/dx (le signe moins permettant d’avoir une vitesse posi-
tive). En effet, plus la pente de la chute de liquide est importante et plus celui-ci ira vite ;
ceci n’est ni plus ni moins que la transcription de l’hypothèse de mobilité dans les semi-
conducteurs où la vitesse des porteurs est proportionnelle au champ électrique (i.e. à la
dérivée du potentiel électrique). Par analogie, le courantI D dans le transistorMOS, pour
les faibles valeurs deVDS, s’écrit donc, avecK un coefficient de proportionnalité,

I D = −K V(x)
dV(x)

dx
. (1.1)

Étudiant un régime stationnaire, le courantI D (le flux du liquide) ne peut varier le long
du canal ; en intégrant l’expression précédente le long de celui-ci entrex = 0 etx = LG,
nous trouvons donc

I D =
K

2LG

[
V2(0)− V2(LG)

]
. (1.2)

Or, comme nous le montre la figure1.4b, nous avonsV(0) = VGS − VT et V(LG) =
VGS− VT − VDS, de sorte, qu’après simplification,

I D =
K

LG

[
(VGS− VT)VDS−

V2
DS

2

]
. (1.3)

Examinons maintenant le cas où la hauteur du réservoir drain se trouve en dessous de la
hauteur de la barrière mobile. Dans un tel cas, le débit devient indépendant de la hauteur
du drain : le liquide va simplement tomber à la manière d’une cascade dans le drain à
un taux indépendant de sa hauteur. Ce phénomène se produit dès que le drain arrive au
niveau du haut de la plaque amovible c’est à dire dès queVDS = VDSsat = VGS− VT . La
conséquence sur le fonctionnement duPMOS est l’existence d’une zone de saturation du
courant qui devient indépendant deVDS dès queVDS < VGS− VT < 0. En remplaçantVDS

parVDSsat dans l’expression1.3, nous obtenons comme valeur du courant à la saturation

I Dsat=
K

2LG

(VGS− VT)
2 . (1.4)

Cette description simplifiée n’a pas permis de déterminer l’expression du coefficient de
proportionnalitéK . Il paraît toutefois évident que ce coefficient est proportionnel à la
mobilité des trousµp (ce que nous avons évoqué lors du calcul de la vitesse du liquide)
et à la largeurW du composant, ici perpendiculaire au plan de la feuille (le volume du
liquide étant proportionnel à cette profondeur). En fait, une étude plus détaillée [128, 130]
aurait montré que

K = µpCoxW, (1.5)

oùCox est la capacité équivalente de l’oxyde de grille.
La caractéristiqueI D(VSD) résumant l’ensemble des résultats précédents est présentée

en figure1.5. Bien entendu, une telle caractéristique est une représentation idéalisée ; dans
la réalité, par exemple, la saturation du courant n’est pas parfaite, il existe une conductance
de drain non nullegD imprimant une certaine pente aux droites en zone de saturation. En
outre, les équations (1.3) et (1.4) ne sont rigoureusement valables qu’à la condition que la
longueurLG soit suffisamment grande.
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FIG. 1.5. Caractéristique électrique typique du PMOSà enrichissement.

Le principe de fonctionnement des transistorsNMOS apparaît identique à celui des
transistorsPMOS, seul le signe des tensions de polarisation change afin de créer un canal
d’électrons et de permettre le mouvement des porteurs de charge maintenant négative. Les
équations du courant restent, quant à elles, inchangées.

En conclusion, le fait important à retenir, pour le reste de notre propos, est que le
courant circulant à travers les transistorsMOS est inversement proportionnel à la longueur
de grille LG. En conséquence, l’augmentation de la densité d’intégration va de pair avec
une augmentation du courant. Comme nous allons le voir dans la section suivante, cette
augmentation permet d’augmenter la rapidité des circuits numériques.

I-C La technologie CMOS

Comme nous l’avons déjà évoqué dans l’historique, la formidable expansion de la
micro-électronique des circuits intégrés numériques de ces dernières années a large-
ment bénéficié des avantages qu’offrait la technologieCMOS. Cette technologie consiste
à associer les transistorsNMOS et PMOSen tirant parti de leur régime de fonctionnement
complémentaire par rapport aux différents niveaux de tension. Son énorme avantage ré-
side dans sa consommation statique théoriquement nulle. Ainsi, aucune énergie n’est, en
principe, nécessaire pour « maintenir » les différents niveaux logiques : un circuitCMOS

ne consomme donc de l’énergie que lors d’unchangementd’état logique.
Examinons l’inverseurCMOSqui représente la cellule élémentaire de cette technologie

et dont le schéma nous est donné en figure1.6. Le condensateurC représente les capacités
associées aux étages logiques en aval de l’inverseur et aux différentes interconnexions
métalliques reliées à sa sortie. Les deux transistors sont commandés par le même potentiel
de grilleVE,

• si celui-ci vautVDD (état logique 1), le transistorNMOS est passant tandis que le
transistorPMOSest bloqué, le condensateurC se décharge alors à travers leNMOS

et la tensionVS s’annule (état logique∅) ;

• si celui-ci vaut 0 V (état logique∅), le transistorPMOS est passant tandis que le
transistorNMOS est bloqué, le condensateurC se charge alors à travers lePMOSet
la tensionVS devient égale àVDD (état logique 1).
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Une telle cellule, d’entréeVE, de sortieVS et dont la caractéristique entrée/sortie est repré-
sentée en figure1.7, réalise donc bien la fonction logiqueNON. Nous remarquons qu’à ni-
veau logique donné à l’entrée, l’un des deux transistors est toujours bloqué. Au courant de
fuite près de ce transistor (quelques porteurs peuvent diffuser d’un caisson à l’autre alors
que le canal n’est pas encore formé), aucun courant ne circule dans la cellule dès que la
tensionVS a atteint son niveau d’équilibre. Comme nous l’avons dit précédemment, l’in-
verseurCMOS (et par extension toute cellule logique en technologieCMOS) ne consomme
donc pas, en première approximation, de puissance statique. Si pour les systèmes sur bat-
terie, la recherche d’une consommation statique la plus faible possible est un enjeu majeur,
ceci est également vrai pour les systèmes fixes afin de limiter l’échauffement du circuit.
Cette propriété fit de la technologieCMOS le fer de lance de la micro-informatique mais
fut aussi la solution à la réalisation des montres à quartz modernes2 où la durée de vie des
batteries est un problème de première importance.

Cette brève description de l’inverseurCMOS, nous permet de mettre en lumière l’en-
semble des paramètres jouant un rôle crucial dans les performances des cellules logiques
en technologieCMOS. En particulier, la transmission de l’information se trouvant symbo-
lisée par la charge et la décharge du condensateurC, nous recherchons à minimiser ces
tempsτ de charge/décharge afin d’augmenter la vitesse des circuits. Si nous supposons le
courantION (cf. Fig. 1.6) constant lors de la charge du condensateur, le tempsτ de cette
charge serait simplement donné par

τ =
CVDD

ION

. (1.6)

Nous avons donc tout intérêt à ce que le courantION véhiculé par le transistorPMOS

(resp.NMOS) dans son état passant, lors de la charge (resp. décharge) du condensateur
équivalent, soit le plus important possible afin de minimiser le temps de propagation de

2. En, la Seiko 36SQC fut la première montre à quartz, dont le marché avait du mal à percer faute
d’autonomie pour les piles, à utiliser un circuit intégréCMOS, ouvrant la voie aux montres à quartz actuelles
maintenant largement répandues.
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celle prévue pour les années à venir [19]. Ce graphique affiche, en outre, l’état d’avancement
des recherches en laboratoire en matière de fabrication des transistors MOS.

l’information et, par conséquent, augmenter la fréquence d’utilisation des circuits. De par
la forme des équations régissant la valeur du courant,LG se révèle être un paramètre de
choix afin d’augmenter la vitesse des dispositifs. En diminuantLG, outre le fait que le
courant véhiculé dans les transistors augmente, nous augmentons aussi, parallèlement, la
densité d’intégration.

Nous allons toutefois voir, dans la section suivante, que cette réduction n’est pas sans
poser actuellement quelques problèmes non seulement technologiques mais aussi théo-
riques...

II Les limites actuelles de la miniaturisation

II-A La course à la miniaturisation

Jusqu’à présent, la stratégie adoptée, dans le but d’améliorer les performances des
circuits intégrés, tant du point de vue de la densité d’intégration que de celui de la rapi-
dité (Fig.1.8a), s’est portée sur la diminution des longueurs de grilleLG des transistors
MOS. C’est ce que nous constatons en regardant l’évolution des longueurs de grille des
transistors dans les mémoiresDRAM (Dynamic Random Access Memory) présentée en
figure1.8b ainsi que les prévisions pour les prochaines années.

Bien entendu, la réduction de la longueur de grille des transistors ne se fait pas sans
mettre à l’échelle les autres paramètres géométriques du transistor. En effet, si la dimi-
nution de cette longueur augmente la valeur du courantION circulant dans les transistors
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à l’état passant, il ne faut pas qu’elle se fasse au détriment du courant traversant le tran-
sistor à l’état bloqué (qui se doit d’être le plus faible possible pour minimiser les pertes
énergétiques) ou de la conductance de drain en régime de saturation. L’ensemble de ces
problèmes électrostatiques parasites engendrés par la diminution de la longueur de grille
sont appelés problèmes decanal courtet ont, globalement, pour conséquence une perte
du contrôle de la conductivité du canal par la tension de grilleVGS.

En effet, en rapprochant les caissons source et drain, on rend également plus proches
les zones de charge d’espace source–substrat et drain–substrat dont le rôle est d’éviter
le passage d’un courant de fuite entre les caissons et le substrat. Quand la tensionVDS

augmente (en valeur absolue pour lePMOS) la zone de charge d’espace drain–substrat
s’étend et peut, pour les faibles longueurs de grille, rejoindre la zone de charge d’es-
pace source–substrat. La barrière de potentiel à la frontière source–substrat diminue alors
comme l’illustre la figure1.9, ce qui permet aux porteurs majoritaires de la source de dif-
fuser vers le substrat. Un courant de diffusion prend alors naissance quand ces porteurs du
substrat dérivent vers le drainvia la zone de charge d’espace drain–substrat. On parle alors
depercement en volume. Le débordement de ces deux zones de charge d’espace induit, en
outre, un abaissement de la hauteur de barrière de potentiel en entrée de canal ayant pour
effet de perturber le contrôle, par la tensionVGS, des charges fixes dans la zone de déser-
tion, sous la grille. En conséquence, de la même façon que dans le percement en volume,
il peut exister à l’état bloqué unpercement en surfacelié à la circulation d’un courant de
la source vers le drain non maîtrisé par la grille. Cette perte de contrôle à l’état bloqué
s’accompagne, en outre, d’une augmentation de la conductance de draingD en régime de
saturation et d’une diminution, en valeur absolue, de la tension de seuilVT .

Pour résumer, les effets de canal court tendent donc à détériorer la commande de la
grille avec, pour conséquence, une forte augmentation du courant à l’état bloqué et de la
conductance en zone de saturation ainsi que l’apparition d’une dépendance de la tension
de seuilVT avec la tensionVDS. Une solution évidente pour améliorer l’efficacité de la
commande de la capacitéMOS, lors de la réduction de la longueur de grille, réside dans la
diminution de l’épaisseur d’oxyde de façon à accroître la capacité surfacique équivalente
Cox = εεox/eox. Actuellement, on s’efforce de garder un rapportLG/eox variant entre 40 et
50 dans les circuitsCMOS [29]. Toutefois, la réduction de l’épaisseur d’oxydeeox ne peut
se faire sans une réduction de la tension d’alimentationVDD afin d’éviter le claquage de
l’oxyde. Nous verrons plus loin (sectionII-D) que cet abaissement de tension offre l’avan-
tage supplémentaire non négligeable d’enrayer en partie (mais hélas de façon insuffisante)
l’augmentation de la puissance dissipée par le circuit.

L’épaisseureox n’est pas le seul paramètre sur lequel on peut jouer afin de limiter les
conséquences néfastes de la réduction deLG ; augmenter le dopage du substrat se révèle
aussi une bonne solution pour limiter les extensions des zones de charge d’espace source–
substrat et drain–substrat. Cette solution ayant pour effets secondaires une détérioration
de la mobilité des porteurs dans le canal (par augmentation du nombre des chocs entre
les porteurs et les impuretés ionisées) ainsi qu’une forte influence sur la valeur de la ten-
sion de seuilVT , on lui préfère des technologies à dopage rétrograde comme l’illustre la
figure 1.10. Dans ce type d’architecture, on réalise une couche enterrée très dopée des-
tinée à empêcher les phénomènes de canal court tout en utilisant une valeur de dopage
à l’interface substrat/oxyde imposant la tension de seuil voulue et ne dégradant pas trop
la mobilité. Un degré de liberté supplémentaire peut également être obtenu en implantant
des « poches » et des « halos » de fort dopage près de la source et du drain (Fig.1.10) [15].

Enfin, la réduction de la profondeurX j des caissons permet de limiter le courant de
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(a) (b) (c)

FIG. 1.11. De son ancêtre, la lampe triode (a), le transistor MOS moderne — la triode à l’état
solide comme aimait à l’appeler les chercheurs — n’a plus grand chose à voir si ce n’est le nom
de son électrode de commande. Les progrès des technologies sur silicium ont ainsi permis la
réalisation de transistors de taille nanométrique ici représentés en microscopie électronique
à transmission ((b) LG = 16 nm par STMicroelectronics [7] et (c) LG = 15 nm par
Intel [18]).

fuite dû au percement en volume. Cependant, cette diminution induisant une réduction de
la surface de semi-conducteur perpendiculaire au déplacement, la résistance des caissons
source et drain tend à augmenter. Comme, parallèlement, la résistance du canal diminue
avec la réduction deLG, ces deux résistances deviennent du même ordre de grandeur.
Les chutes de potentiel dans les caissons prennent alors de plus en plus d’importance
entraînant un diminution du potentiel effectif appliqué le long du canal et engendrant une
baisse non négligeable du courant à l’état passant. Il est alors nécessaire, conjointement
à la réduction des profondeursX j , d’augmenter le dopage des caissons et d’améliorer les
contacts métal/silicium pour conserver une bonne conductance de la source et du drain.

L’évolution considérable de la micro-informatique, tant au niveau de la puissance de
calcul que de la miniaturisation des composants, illustre parfaitement les progrès effectués
dans la réduction des dimensions caractéristiques des transistorsMOS. De fait, en seule-
ment une soixantaine d’année, nous sommes passés de l’ENIAC 3 et de ses 18 000 tubes
à vide réalisant 5 000 additions par seconde aux micro-processeurs Pentium 4 tournant à
3 Ghz et traitant plus de 5 000 millions d’instructions par seconde ! Dans le même temps,
des lampes triodes (Fig1.11a) « macroscopiques », nous sommes passés à des transistors
MOS ne mesurant qu’une petite dizaine de nanomètres de longueur de grille (Fig1.11b
et 1.11c). Toutefois des dimensions caractéristiques de l’ordre du nanomètre ne vont pas
sans poser de nouveaux problèmes tant technologiques que théoriques que nous allons
évoquer dans la sous-section suivante...

3. Première « calculatrice » électronique réalisée en par PRESPERJ. ECKERT et JOHN W. MAUL -
CHY à l’université de Pennsylvannie (Philadelphie). Ce gros bébé pèse près de 30 tonnes, occupe un hall
de 10× 17 m2, consomme 150 kW et nécessite deux gros moteurs Chrysler de douze chevaux vapeur pour
assurer sa ventilation [21].
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II-B Les nouveaux problèmes liés aux nanoMOS

Comme nous venons de le voir, la future génération de transistorMOS, actuellement
en phase d’étude en laboratoire de recherche, atteindra des dimensions caractéristiques de
l’ordre du nanomètre. Au delà des difficultés de lithographie qu’il faudra résoudre avant
de pouvoir espérer une réalisation industrielle, ces « NanoMOS » imposent de nouveaux
défis technologiques à relever et dévoilent de nouveaux phénomènes, en particulier de
nature quantique, jusqu’alors négligeables.

PROBLÈMES LIÉS AUX FAIBLES ÉPAISSEURS D ’ OXYDE

FIG. 1.12. Photographie en mi-
croscopie électronique en transmis-
sion à haute résolution d’une capa-
cité MOS dont l’épaisseur d’oxyde
atteint les 0.8 nm [11]. La réso-
lution permet d’apprécier l’agence-
ment cristallin du silicium et le ca-
ractère polycristallin de la grille en
polysilicium.

Parallèlement à la réduction de la longueur
de grilleLG, l’épaisseur d’oxyde de grille se doit
d’être réduite afin de pallier les effets de ca-
nal court et d’améliorer le contrôle du canal de
conduction. Ainsi, pour lesMOSFET de 30 nm
de longueur de grille on est amené à réaliser des
oxydes de grille d’épaisseur proche des 0.8 nm
(cf. Fig.1.12). À de telles épaisseurs, correspon-
dant à quelques couches atomiques, la maîtrise
précise de la régularité de l’oxyde le long du ca-
nal semble bien difficile puisqu’elle nécessite un
contrôle au plan atomique près. Pourtant, l’uni-
formité de cette couche d’oxyde est nécessaire,
non seulement sur un transistor, mais surtout sur
l’ensemble des centaines de millions de transis-
tors composant maintenant une puce, afin d’ob-
tenir des caractéristiques homogènes (VT ,...).

Les fluctuations de l’épaisseur d’oxyde
peuvent aussi conduire à l’apparition de fragilités
aux endroits les plus minces causées par une di-
minution du champ électrique supporté et remet-
tant en cause l’intégrité de l’oxyde aux fortes ten-
sions. Cet effet peut, en outre, être accentué par
la pénétration, facilitée par la finesse de la couche
d’oxyde, des dopants provenant de la grille en
polysilicium [8].

Pour des épaisseurs inférieures à 2 nm, l’oxyde devient suffisamment fin pour per-
mettre le passage des porteurs par effet tunnel direct. Ce passage est à l’origine d’un
courant tunnel de grille d’autant plus important que l’épaisseur d’oxyde est faible. Nous
voyons en particulier, en figure1.13, les problèmes liés à la dépendance exponentielle du
courant tunnel avec la largeur de la barrière : celui-ci augmente de deux décades alors que
eox ne diminue que d’un facteur 1.4. Ce nouvel effet, d’origine quantique, modifie pro-
fondément les caractéristiques électriques du transistorMOS. En particulier, l’apparition
d’un courant de grille entraîne un accroissement du courant à l’état bloqué et donc de
la puissance dissipée ; il perturbe aussi le bon fonctionnement du transistor à l’état pas-
sant puisque les électrons du canal peuvent s’échapper vers la grille par l’intermédiaire
de l’oxyde. Pour l’instant ces effets ne sont pas encore critiques pour le bon fonctionne-
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ment du transistor [22] (nous verrons qu’ils le sont en revanche pour le cas des mémoires)
même si les applications « faible consommation » souffrent de l’augmentation continuelle
de la puissance dissipée. Toutefois la dépendance exponentielle du courant avec l’épais-
seur d’oxyde fait de la limitation du courant tunnel de grille l’un des défis majeurs des
prochaines années.

Parmi les solutions en cours d’étude, l’utilisation d’isolant à forte permittivité diélec-
trique relativeεr (high κ en anglais), en lieu et place de l’oxyde de grille, semble la solu-
tion la plus prometteuse (voire la seule !). De tels diélectriques, plus efficaces en termes
« électrostatiques » permettent de conserver un bon contrôle du canal pour des épaisseurs
supérieures à celles utilisées dans le cas de l’oxyde de silicium. Hélas, et ce malgré les re-
cherches intenses menées sur le sujet [16, 25, 30], la réalisation de ces dispositifs se heurte
encore au même problème qu’ont rencontré pendant ans les premiers concepteurs de
MOSFET: la difficulté de faire des interfaces isolant/Si de bonne qualité, ne dégradant pas
les propriétés de transport des porteurs à travers le canal et ne donnant pas lieu à des états
d’interface préjudiciables à l’efficacité de la commande par la grille.

PROBLÈMES LIÉS AU DOPAGE

Une autre sérieuse difficulté dans la mise au point des nanoMOS réside dans la réa-
lisation des différents dopages (canal et caissons) nécessaires pour contrer les effets de
canal court. D’une part, la réalisation de profils de dopage complexes (dopage rétrograde,
halos et poches, caractère abrupt du profil de dopage entre caissons source/drain forte-
ment dopés et canal faiblement dopé) dans des dispositifs de plus en plus petits se révèle
technologiquement de plus en plus difficile, notamment si l’on désire une parfaite repro-
ductibilité d’un transistor à l’autre afin d’éviter la dispersion des caractéristiques.

D’autre part, la notion même de dopage devient fortement discutable pour des dimen-
sions aussi faibles. En effet, pour un substrat dopé à 1018atomes/cm3, un canal mesurant
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FIG. 1.14. Niveaux d’énergie dans la couche d’inversion d’une structure MOS pour deux
niveaux de dopage de substrat [23] (NA = 1017 cm−3 et NA = 1018 cm−3). (b) Profil de
concentration des électrons dans une capacité MOS calculé en incluant (trait plein) ou non
(tirets) les effets de confinement quantique : le dopage (N) du polysilicium est de 5 1019 cm−3

et le dopage (P) du silicium est de 1018 cm−3, la tension de grille étant de 0.3 V [9].

20×20×20 nm3 ne comporte, en moyenne, que 8 impuretés. Dans ces conditions, la no-
tion de dopage continu et homogène semble bien difficile à concevoir. Il est ainsi fort pro-
bable que le caractère discret des impuretés ionisées prenne une grande importance [3, 4].
C’est pourquoi la réduction globale des transistors ne peut s’effectuer sans une compré-
hension fine de la physique ayant lieu à de telles échelles [5].

PHÉNOMÈNES QUANTIQUES DANS LE CANAL

Comme nous venons de le voir précédemment, les nanoMOS se caractérisent notam-
ment par l’apparition de phénomènes de nature quantique jusqu’alors inexistants ou tout
du moins dans une large part négligeables. Ainsi, outre le passage des électrons par effet
tunnel à travers la grille, il apparaît aussi une quantification des niveaux d’énergie dans le
canal de conduction (Fig.1.14a). En effet, avec l’augmentation du dopage de canal dans
les transistors, le puits de potentiel de confinement dans lequel circulent les porteurs de-
vient de plus en plus étroit, augmentant par là même l’écart entre les différents niveaux
d’énergie, comme l’illustre la figure1.14a. Cet effet modifie, en particulier, la position
du maximum de densité des porteurs qui se trouve décalée d’environ 1 nm de l’interface
entre l’oxyde et le semi-conducteur (Fig.1.14b). Il en découle une capacitéMOS effective
plus faible que celle prévue théoriquement et par conséquent une sous-estimation de la
tension de seuilVT par surestimation de l’efficacité de la grille [9].

Si, jusqu’à maintenant, nous n’avons parlé que des transistorsMOS, force est de consta-
ter que d’autres composants dérivant de la technologieMOS souffrent aussi de la réduction
de la taille des dispositifs. C’est notamment le cas des mémoiresFLASH, objets de la sous-
section suivante
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FIG. 1.15. Coupe schématique d’une cellule mémoire FLASH.

II-C Le cas des mémoiresFLASH

Porté par l’envolée du marché du stockage sur les nouveaux appareils électroniques
numériques (appareils-photos numériques, baladeurMP3,...), le marché des mémoires non
volatiles de typeFLASH4 a actuellement le vent en poupe. Dans ce type de mémoire, pro-
grammable et effaçable par l’utilisateur, on cherche à stocker de façon permanente l’infor-
mation, même en l’absence d’alimentation électrique. Une structureMOSFET à laquelle
on a adjoint une grille flottante en silicium polycristallin se prête particulièrement bien à
ce type d’utilisation (Fig.1.15). Lors de la programmation de la mémoire, une impulsion
de tension de valeur élevée est appliquée sur la grille de commande de façon à charger
(ou décharger) la grille flottante. Le passage des porteurs de charge s’effectue par effet
tunnel Fowler-Nordheim depuis le substrat de silicium ; ceci explique les fortes tensions
(typiquement 12 V) nécessaires lors de la programmation. La lecture s’effectue ensuite
simplement à l’aide du courant source–drain déterminant l’état bloqué ou passant du tran-
sistor.

L’amélioration de ce type de dispositif passe par une augmentation de la densité d’inté-
gration, une augmentation des vitesses de programmation (une dizaine de microsecondes
pour l’écriture et quelques millisecondes pour l’effacement à l’heure actuelle) et de lec-
ture tout en gardant des temps de rétention les plus importants possibles (quelques di-
zaines d’années aujourd’hui). Bien entendu, compte tenu de cette structure très proche
desMOSFET, l’amélioration de ce type de mémoire en termes de rapidité de lecture et de
densité d’intégration passe par la réduction des longueurs de grille. Pourtant, tout comme
ces derniers, les mémoiresFLASH vont subir les effets néfastes de canal court. En outre,
le courant tunnel de grille revêt une importance capitale dans le cas des mémoires puis-
qu’il est à l’origine de la perte rapide des charges stockées sur la grille flottante (i.e. de
l’information) et donc de la diminution catastrophique du temps de rétention.

4. plus exactement les mémoiresEEPROM FLASH(Electrical Erasable Programmable Read Only Me-
mory).
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FIG. 1.16. Évolution de la puissance dissipée dans les microprocesseurs Intel depuis le 4004
ainsi que celle prévue pour les prochaines années [18].

II-D Énergie, facture EDF et... entropie

Revenons maintenant sur un problème récurrent, tout juste effleuré dans les sous-
sections précédentes et qui, pourtant, prend une place de plus en plus importante dans
les circuitsCMOS actuels et à venir : la puissance dissipée (cf. Fig.1.16). Cette puissance
peut se décomposer en trois parties :

• Une partie provient des courantsIOFF circulant en régime bloqué dans le transis-
tor. Comme nous l’avons vu, les effets de canal court et les nouveaux phénomènes
quantiques (courant de fuite par effet tunnel) contribuent à l’augmentation du cou-
rant IOFF. Les solutions présentées dans les sous-sections précédentes, permettent
donc, dans une certaine mesure, de réduire cette composante de la puissance dissi-
pée.

• Une autre partie provient du courant dit de court-circuit. En principe, la force de la
logiqueCMOS réside dans la non-conduction des transistorsP et N simultanément
afin d’éviter de court-circuiter l’alimentation. Néanmoins, avec l’augmentation des
fréquences des signaux logiques, les marches de potentiel deviennent de moins en
moins abruptes et le temps durant lequel les transistorsN et P sont conjointement
en conduction n’est plus négligeable devant le temps d’une commutation. Ce phé-
nomène reste encore faible mais doit être maîtrisé.

• Enfin, la plus grande partie de la puissance dissipée — même si, relativement à
la dissipation totale, cette contribution diminue — est d’origine dynamique et pro-
vient de l’énergie nécessaire à la charge et à la décharge des capacités équivalentes
du circuit (cf. inverseurCMOS). Intéressons-nous de plus près à cette partie de la
puissance dissipée...

Tout d’abord, quantifions l’énergie nécessaire à une porte logique pour charger la ca-
pacité équivalenteC que celle-ci voit à sa sortie (la tension aux bornes du condensateur
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varie de 0 V àVDD) Signalons dès à présent que cette énergie de charge va revêtir une
importance capitale dans le reste de ce mémoire...

E =

∫
V(t)I (t) dt =

1

C

∫
q(t)dq =

Q2

2C
=

CV2
DD

2
. (1.7)

On montrerait de la même manière que l’énergie correspondant à la décharge du conden-
sateur est strictement identique à l’énergie de charge. La puissance dissipée au cours d’un
cycle charge/décharge durant une périodeT d’horloge de fréquencef = 1/T vaut par
conséquent pour une porte

Pdyn = CV2
DD f. (1.8)

Soit une énergie dissipée pourNp portes

Pdyn = NpCV2
DD f. (1.9)

Cette dernière expression illustre parfaitement la tendance actuelle qui consiste à utili-
ser un système de ventilation de plus en plus efficace (et imposant !) dans les micro-
ordinateurs personnels : la course à la fréquence et au nombre de transistors par puce,
qui vise à améliorer la puissance de calcul, augmente parallèlement la puissance dissipée.

En fait, nous nous rendons compte qu’un circuit logique en technologieCMOS travaille
àénergieconstante (celle nécessaire pour charger et décharger les capacités équivalentes),
il convient par conséquent de minimiser cette énergie. Un solution simple repose sur la
baisse des tensions d’alimentation, qui va, en outre, dans le sens de la diminution des
épaisseurs d’oxyde. Certes, l’utilisation de tensions plus faibles limite dans une certaine
mesure l’augmentation de la puissance dissipée qui ne cesse de s’accroître depuis une
dizaine d’années (cf. Fig.1.16). Toutefois, cette solution reste insuffisante et ne parvient
même pas à stabiliser sa progression. En outre, les tensions d’alimentation ne peuvent être
réduites à volonté, celles-ci doivent être suffisantes pour distinguer les différents états des
signaux logiques dans le bruit électronique présent dans le circuit. Loin d’être un problème
mineur, l’augmentation inquiétante de la puissance dissipée pourrait peut-être supplanter
dans les prochaines années les problèmes liés à la réduction de taille des transistors en
technologieCMOS dans les circuits intégrés logiques.

Posons-nous alors la question de savoir si les technologies employées sont, par es-
sence, efficaces en termes de puissance consommée5. Prenons par exemple le cas d’une
porteNAND et essayons de déterminer l’énergie minimum que l’on devrait dépenser pour
que cette porte fonctionne. Le basculement de la porte peut être considéré comme un pro-
cessus amenant un état d’entrée comprenant 2 bits à un état de sortie à 1 bit. Ce processus
induit une perte d’énergie1U quantifiable par la première identité thermodynamique

1U = 1F + T1S, (1.10)

où1F représente la variation d’énergie libre du système, c’est-à-dire la fraction de l’éner-
gie totale qui peut être récupérée de manière réversible (afin de fournir ultérieurement du
travail), et1S la variation d’entropie liée à l’énergieT1S perdue par le système (et ir-
récupérable). Si nous pouvions concevoir un système parfait, économisant l’énergie en la
récupérant pour la réutiliser (par l’intermédiaire d’inductance de stockage par exemple),
la consommation d’une porteNAND « idéale » ne serait donc que deT1S. Sachant qu’il

5. Le présent paragraphe ne représente qu’un rapide survol de l’extraordinaire chapitre 5 de la réfé-
rence [14] et des travaux de CHARLES H. BENETT [6] menant au concept de logique réversible.
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existe deux états finals (∅ ou 1 en sortie) pour 4 états initiaux (∅∅, ∅1, 1∅ et 11), il y a
perte globale d’information et donc diminution de l’entropie statistique

1S= kB ln(2)− kB ln(4) = −kB ln(2) . (1.11)

Il en résulte qu’une porteNAND « idéale » dissipe au minimum l’énergie ln(2)kBT sur
un cycle en compensation de la perte d’information et ce quelle que soit sa méthode de
réalisation.

Quid de nos transistors? Si nous prenons un micro-processeur pentium 4 qui, gros-
sièrement, consomme 100 W dans 1 million de portes logiques à 1 Ghz, nous pouvons
évaluer les pertes d’une porte logique à 107

∼ 108kBT bien au delà de la valeur seuil
théorique. Comparés aux quelques 100kBT/bit nécessaires à l’ADN pour se copier en
ARN-messager6, les 107kBT des transistors font pâle figure. Pourquoi une telle différence
et comment la réduire?

Pour nous aider à répondre à cette question, effectuons un petit calcul simple de la
puissanceP dissipée par un transistorNMOS. Approximativement, nous allons l’évaluer
parP = Rc I 2, où I correspond au courant circulant entre source et drain etRc = LG/(σS)
quantifie la « résistance » du canal d’électrons de longueurLG, de surfaceSet de conducti-
vité σ . Cette conductivité s’exprime en fonction de la densité électroniquen (dont une ex-
pression approchée peut être donnée parN/(LGS), où N représente le nombre d’électrons
libres dans le canal) et de la mobilitéµn des électrons par la relationσ = ēnµn [128, 130].
La mobilitéµn, quant à elle, quantifie la facilité avec laquelle les électrons se meuvent en
présence d’un champ électriqueEE. Ainsi, si nous décomposons la vitesse des électrons
en une composante de dériveEvd liée à leur mouvement global sous l’effet du champ élec-
trique et en une composanteEvcol associée au mouvement erratique des porteurs sous l’effet
de l’énergie thermique ou des différentes collisions, nous pouvons écrire queEvd = −µn

EE
tandis que l’énergie cinétiquemEv2

col/2 (m étant la masse effective des électrons dans le
canal) peut être évaluée par l’énergie thermique 3kBT/2. De plus, la mobilité est reliée
au temps moyenτcol = lcol/vcol (aveclcol libre parcours moyen) entre deux collisions suc-
cessives subies par les porteurs parµn = ēτcol/m [128, 130]. Nous en déduisons alors
l’expression deRc :

Rc =
LG

σS
=

L2
G

Nēµn

=
L2

Gm

ē2Nτcol

=
L2

Gτcol3kBT

ē2Nl2
col

. (1.12)

Le courantI circulant dans le transistor est obtenu à partir de la densité de courantEj =
−ēnEvd dans le canal (I = j S) de sorte qu’en remplaçantn parN/(SLG) et en introduisant
le temps1t nécessaire à un électron pour traverser le canal de longueurLG (1t ≈ LG/vd)
on trouve

I = ‖ − ēnEvdS‖ =
Nē

LG

vd =
Nē

1t
. (1.13)

Ainsi, pouvons-nous écrire finalement une expression de la puissance dissipée dans le
transistor

P = Rc I
2
=

N L2
Gτcol3kBT

l 2
col1t2 = N ·

(
LG

lcol

)2

·

(τcol

1t

)2

Pcol , (1.14)

où nous avons poséPcol = 3kBT/τcol, qui représente une puissance liée aux phénomènes
d’interactions. Cette dernière équation nous permet d’entrevoir les différentes possibilités

6. 1 bit représentant une des 4 bases : adenine, thymine, cytosine, guanine.
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qui nous sont offertes afin de réduire la consommation des dispositifs aujourd’hui utilisés
en micro-électronique :

• l’augmentation de1t (ou ce qui revient au même : baisser les fréquences d’utilisa-
tion) serait une première solution ; mais nous touchons là d’avantage à un problème
d’architecture globale des circuits. Il est évident qu’à puissance de calcul égale, il
est préférable d’utiliser un circuit mieux conçu et fonctionnant à fréquence réduite ;

• une autre voie envisageable réside dans la diminution drastique de la longueur de
grille LG de façon à ce qu’elle devienne beaucoup plus petite que le libre parcours
moyen7 LG . lcol, le transport des porteurs de charge s’effectuant alors de manière
balistique dans le composant. C’est ce que l’on cherche à faire, par exemple, en
employant parallèlement à la réduction de la longueur de grille des matériaux ou
des hétérostructures à mobilité (et par conséquent à libre parcours moyen) élevée ;

• enfin, une dernière alternative peut se porter sur la diminution du nombre de por-
teurs libresN dans le canal. Nous entrons alors dans le domaine de la « mono-
électronique » où le passage du courant résulte d’un transportindividuel des por-
teurs et dont les composants à blocage de Coulomb traités dans ce mémoire sont les
dignes représentants.

C’est pourquoi, au vu de l’ensemble des problèmes actuels, et surtout à venir, de l’in-
dustrie des transistorsMOS, tant du point de vue technologique que théorique, il est néces-
saire d’inventer des solutions novatrices et révolutionnaires. Tout comme il y a un demi-
siècle, lors de l’avènement de l’électronique sur semi-conducteur(s) au détriment des tubes
à vide, on envisage de nouveaux concepts permettant d’améliorer, voire de remplacer la
technologieMOS. En particulier, on essaye de profiter des phénomènes quantiques, jus-
qu’ici parasites, apparaissant à l’échelle nanométrique afin de développer de nouveaux
composants. La section suivante présente quelques uns des champs d’investigation, au-
jourd’hui en pleine effervescence, destinés à améliorer, sinon remplacer les technologies
actuelles. Ces nouveaux composants préfigurent, peut-être, ce que sera l’avenir de la nano-
électronique.

III Les alternatives possibles

III-A MOSFET non conventionnels

III-A.1 Transistors MOS à hétérojonctions

Un premier concept de nouvelle architecture est issu des techniques d’ingénierie de
bande interdite. Celles-ci consistent à associer dans un même dispositif des semi-conduc-
teurs de bandes interdites différentes de façon à créer des discontinuités dans la bande de
conduction et/ou de valence. En particulier, des transistorsHEMT (High Electron Mobility
Transistor) à hétérostructure SiGe/Si/SiGe (Fig.1.17) offrent de très bonnes performances
à hautes fréquences [2], conséquences du transport lié à l’architectureHEMT (canal non
dopé et bonne interface) et à la forte mobilité des électrons dans un canal de silicium
contraint en tension entre deux couches de SiGe [13].

7. Sachant qu’à 300 K, nous avonsvcol ≈ 107 cm/s et que dans le silicium la mobilitéµn vaut environ
1000 cm2V−1s−1 le libre parcours moyen peut être évaluée à quelques dizaines de nanomètres.
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Dans le cadre de la technologieCMOS, on cherche à exploiter les effets bénéfiques
de la contrainte sur le transport afin d’augmenter le courantION à l’état passant [12, 20],
par exemple, en utilisant un canal SiGe enterré à forte mobilité dans le cas duPMOSFETà
hétérostructures Si/SiGe/Si (Fig.1.18). Il existe ainsi un certain nombre de déclinaisons de
ce type de composants (à canal surfacique ou enterré, avec ou sans adjonction de d’atomes
de carbone,...), chacune ayant ses avantages et ses inconvénients.

S’il est indéniable que l’utilisation des hétérostructures semble devenir une solution
de choix pour améliorer les structures conventionnelles en termes de transport [28], elle
ne résout pas vraiment les difficultés engendrées (elle peut même les accentuer dans le cas
d’un canal enterré) par les effets de canal court dans des dispositifs de taille nanométrique.

III-A.2 Transistor sur substrat SOI

Une solution nous est apportée par la technologieSOI (Silicon On Insulator) dont les
très nettes améliorations, en qualité et en coût, la rendent particulièrement attrayante ;
d’autant plus qu’elle reste compatible avec les technologies CMOS classiques et à hé-
térostructures Si/SiGe [1]. Cette technologie est, entre autres, utilisée par AMD dans la
dernière génération de ses micro-processeurs.

Comme l’illustre la figure1.19, la technologieSOI consiste à réaliser des transistors sur
une fine couche de silicium, dont l’épaisseur peut être de quelques dizaines de nanomètres,
voire moins, séparée du substrat par une couche de SiO2 enterrée (en anglaisburied oxide
soit BOX en abrégé). L’avantage de cette architecture en terme de limitation du courant de
fuite volumique par le substrat (cf. sectionII-A ) se révèle évident. Si le film de silicium
est, de plus, peu, voire non dopé, il peut être entièrement déserté en porteurs libres à
tension de grille nulle, ce qui est également avantageux en ce qui concerne le courant de
percement en surface. Dans un tel dispositif, la tension drain peut cependant induire des
effets de canal court conséquents par influence électrostatique à travers l’oxyde enterré
(surtout quand l’épaisseur deBOX est importante).

III-A.3 Transistor à grilles multiples

Outre ses avantages dans la limitation des effets de canal court, la technologieSOI

a aussi favorisé l’émergence d’architectures dans lesquelles le canal de conduction du
transistor est commandé par la même tension de grille sur deux, trois, voire quatre côtés
(un schéma de principe du transistor à double grille est présenté en figure1.20). L’idée
repose sur le fait que, si l’épaisseur du film actif de silicium entre les différentes grilles
est suffisamment faible, la tension de grille peut commander le volume global de silicium
entre la source et le drain. La conduction s’effectuant alors de manière volumique et non
plus surfacique, on s’attend à des effets avantageux pour la valeur deION. De plus, la
prise de contrôle du canal se révélant plus importante, on s’affranchit des effets de canal
court liés à l’influence deVDS : la diminution drastique de l’épaisseur d’isolant devient
moins cruciale. Les transistors à architecture à grilles multiples font l’objet actuellement
de recherches intenses, tant en ce qui concerne la modélisation que de la réalisation. Les
dimensions de la zone active étant réduites à moins de quelques dizaines de nanomètres
dans toutes les directions, beaucoup de questions se posent sur la physique du transport
dans ces dispositifs : importance du transport balistique [27] ou par effet tunnel [24] entre
source et drain,... Le point noir de ces dispositifs réside, bien entendu, dans leur fabrication
qui nécessite la mise en œuvre de procédés plus que délicats.
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FIG. 1.19. Circuit IBM CMOS en technologie SOI [17].
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FIG. 1.20. Schéma de principe d’un transistor à double grille.



 Chap. 1 Transistor MOS : chronique d’une mort annoncée?

III-B Composants alternatifs

III-B.1 Électronique moléculaire

L’électronique moléculaire part d’une approche radicalement différente de celle des
circuits intégrés classiques où à partir d’une tranche de silicium, on construit des tran-
sistors, de quelques nanomètres de dimensions caractéristiques, par gravures successives
(approche «bottom-up»). En effet, à de telles échelles (Fig1.21), il semble préférable
de procéder par assemblage de constituants de tailles intrinsèquement nanométriques. Un
choix tout naturel pour ces constituants de base se porte sur les molécules voire les atomes.
Or, si la fabrication atome par atome de nano-composants ne relève plus de la science-
fiction grâce à des outils comme leSTM (Scanning Tunneling Microscopeou microscope
à effet tunnel) ou l’AFM (Atomic Force Microscopeou microscope à force atomique) il
est regrettable qu’elle ne soit reproductible et surtout pas rentable à l’échelle industrielle.
Les molécules offrent, elles, l’énorme avantage d’être fonctionnalisables et permettent
d’envisager l’autoassemblage, par voie chimique, à peu de frais et en grande quantité de
nano-composants.

Si les premiers travaux dans ce domaine de l’électronique datent déjà de, avec la
découverte théorique par ARIEH AVIRAM et MARK A. RATNER de propriétés rectifica-
trices de certaines molécules [31], leur concrétisation se heurte toujours aujourd’hui à la
difficulté de synthétiser des molécules jugées intéressantes d’un point de vue théorique,
aux difficultés d’interconnexions et à la fragilité des matériaux utilisés face aux agressions
extérieures (à commencer par les procédés de fabrication !). Si cette technologie est encore
loin d’avoir atteint sa maturité, il n’en reste pas moins que de nombreuses fonctionnalités
ont déjà été réalisées avec succès, parmi lesquelles des diodes [38], des interrupteurs, des
transistors [36, 37], des mémoires (Fig.1.22) voire des composants micro-mécaniques
comme des moteurs moléculaires.

FIG. 1.22. Fonctionnement d’une mémoire composée d’une molécule de 2′-amino-4-
éthynylphényl-5′-nitro-1-benzènethiolate prise en sandwich entre deux électrodes d’or [39].
La conductivité σ de la molécule varie avec la tension V appliquée entre les deux électrodes
et montre un effet d’hystérésis.
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FIG. 1.21. Les ordres de grandeur des dimensions des réalisations humaines en électronique
face à celle de la nature [32].
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III-B.2 Nanotubes de carbone

Depuis leur découverte en par SUMIO I IJIMA , les nanotubes de carbone n’ont
cessé de passionner les physiciens, toutes disciplines confondues et, notamment, en élec-
tronique. Ces cylindres de quelques nanomètres de diamètre (cf. Fig1.23) et de plus de
100 nm de longueur, sont composés d’un plan de graphite enroulé sur lui-même et dont
l’orientation décide du caractère métallique ou semi-conducteur du nanotube. Aidés par
l’engouement actuel des industriels pour ce type de technologie, des remplaçants poten-
tiels aux transistors ont été réalisés en laboratoire (Fig.1.24). Les applications ne se li-
mitent naturellement pas aux transistors et des composants plus complexes tels que des
portes logiques simples [34] ou des mémoires [40] ont déjà été réalisés avec succès.

Les nanotubes souffrent toutefois d’un problème délicat lié à leur réalisation : si leur
fabrication en grand nombre ne pose aucun souci, les procédés utilisés ne permettent que
difficilement d’opérer une sélection des nanotubes produits [33] tant du point de vue de
leurs dimensions que du point de vue de leurs propriétés électronique (métallique ou semi-
conductrice) et typologique (monoparoi, multiparoi). Tout comme les molécules, les dif-
ficultés d’interconnexions avec les électrodes extérieures sont aussi, pour l’heure, un frein
à la production industrielle.

III-B.3 Blocage de Coulomb

Parmi les champs de recherche, l’utilisation du caractère quantique de la charge élec-
trique, offre des perspectives très prometteuses. En effet, l’émergence du caractère gra-
nulaire de la charge électrique dans le transport des électrons par effet tunnel entre des
boîtes quantiques de faibles dimensions (de l’ordre du nanomètre), permet d’envisager la
réalisation de remplaçants potentiels pour les transistors ou de cellules mémoire à haute
densité d’intégration, très fiables, fonctionnant sous de faibles tensions et ayant la possi-
bilité de stocker plusieurs bits à la fois. Ces nouveaux composants, basés sur le caractère
quantique de la charge électrique, utilise à leur profit le phénomène dit deblocage de
Coulombpermettant le transit des électrons de manière individuelle, afin de contrôler très
précisément le courant véhiculé.

En replaçant ce mode de transport « mono-électronique » dans la problématique pré-
sentée en sectionII-D sur l’énergie dissipée par les circuits intégrés actuels, les compo-
sants à blocage de Coulomb devraient permettre de réaliser des économies substantielles
en termes de consommation électrique. Les mesures effectuées sur les premières portes
logiques, réalisées à partir de composants à blocage de Coulomb, font effectivement état
de gains énergétiques de plusieurs ordres de grandeur par rapport à leurs équivalents clas-
siques [55].

Par ailleurs, l’utilisation des dispositifs à blocage de Coulomb à base de silicium
semble très avantageuse puisqu’elle permettrait l’apparition, à moyen terme, de technolo-
gies hybrides alliant à la technologieCMOS actuelle les avantages de ces nouveaux com-
posants. Une étude théorique apparaît donc de première importance afin de prédire le
fonctionnement de ces dispositifs de nouvelle génération. Tel est l’objet du présent mé-
moire dans lequel nous étudierons les boîtes quantiques en silicium dans le cadre d’une
utilisation de type « blocage de Coulomb ».

Avant d’étudier plus avant ces briques élémentaires que sont les boîtes quantiques
semi-conductrices, nous allons poursuivre la partie introductive dans le chapitre2 par
une présentation des principes de base du phénomène de blocage de Coulomb en étu-
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(a) (b)

FIG. 1.23. (a) Représentation d’un nanotube de carbone monoparoi. (b) Image STM d’un
nanotube de carbone à résolution atomique (IBM) [35].

(a) (b)

FIG. 1.24. (a) Coupe schematique du transistor à effet de champ à nanotube de carbone
d’IBM et ainsi que ses caractéristiques (b) [41, 35].
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diant des dispositifs métalliques plus simples à comprendre d’un point de vue théorique.
Puis, dans le chapitre3, nous présenterons quelques réalisations marquantes de dispositifs
dont le fonctionnement repose sur le blocage de Coulomb et l’utilisation d’îlots semi-
conducteurs.



Chapitre 2

B
locage
de Coulomb : origine et théorie

I Condensateurs, charges électriques et ... blocage de Coulomb

I-A Charges et condensateurs

CE N’ EST qu’en que R. A. MILIKAN (-) met en évidence la quantifica-
tion de la charge dans son expérience restée célèbre où il mesurait la vitesse de chute

de gouttelettes d’huile chargées entre les armatures d’un condensateur. Il a alors décou-
vert que la charge d’une gouttelette variait de manière discrète par sauts deē, 2ē,... De nos
jours, la quantification de la charge ne fait aucun doute et se rencontre dans de nombreux
domaines de la physique : citons, à titre d’exemple, le bruit de grenaille, présent dans les
tubes à vide ou les dispositifs électroniques actuels, qui résulte de la fluctuation, autour de
sa valeur moyenne, du flux d’électrons traversant une barrière de potentiel.

Excès d'électrons
créant une densité
surfacique de charges
négatives

Atome ionisé
du réseau métallique

Zone de quasi
neutralité électrique

V

-Q+Q

FIG. 2.1. La charge d’un condensa-
teur classique varie de manière conti-
nue car elle résulte du déplacement du
gaz d’électrons par rapport au réseau
des ions.

Il est pourtant un cas très courant où la
quantification de la charge n’intervient pas :
il s’agit de la charge (décharge) d’un conden-
sateur. En effet, la chargeQ stockée dans
un condensateur n’est en aucun cas reliée à
un nombre discret de porteurs : elle résulte,
comme le montre la figure2.1, du décalage
de l’ensemble des électrons libres par rapport
au réseau des ions positifs fixes constituant le
métal. Cette charge évolue alors de manière
continue en fonction de la tensionV appli-
quée aux bornes du condensateur. De plus,
dans une grande majorité des condensateurs
utilisés en électronique, cette relation est li-
néaire comme l’illustre en figure2.2

Q = C · V. (2.1)

Le fait d’emmagasiner une chargeQ dans un
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FIG. 2.2. Le caractère continu de la charge stockée dans un condensateur classique induit la
continuité de la caractéristique Q(V) : l’aspect particulaire de la charge électrique se trouve
dissimulé par l’aspect collectif du gaz électronique.

condensateur requiert une certaine énergie, appelée énergie électrostatiqueE et définie
par :

E =

∫
+∞

0

V(t)
q

q/C

I (t)
q

dq/dt

dt (2.2)

Soit siq = 0 àt = 0 etq = Q à t = ∞ :

E =
Q2

2C
. (2.3)

Un condensateur classique se révèle donc incapable d’exhiber le moindre effet lié
au caractère granulaire de la charge électrique. Pour espérer tirer avantage de l’aspect
quantifié de celle-ci, il faudrait que le caractère particulaire de l’électron se manifeste et
prenne le pas sur le caractère collectif. À cette fin, nous allons placer une jonction tunnel
en amont du condensateur ; le rôle de cette jonction sera de « filtrer » les électrons de sorte
qu’ils ne passent que un par un.

I-B Caractère quantique de la charge : condensateur quantique

Étudions la structure présentée en figure2.3où la présence de la jonction tunnel per-
met de charger le condensateur électron par électron. Par la suite, nous nommerons ce
dispositifcondensateur quantiqueafin de le différencier de son homologue « classique ».
Notons que l’épaisseur de cette jonction tunnel s’avère un paramètre clé du système puis-
qu’elle doit être ajustée de façon à permettre un passageséquentieldes électrons tout en
conservant une probabilité de transfert non négligeable.

Chaque électron entrant dans le condensateur apportant une énergie électrostatique
ē2/2C, l’énergie interne du dispositif ne peut que progresser par « sauts » avec la charge
comme le montre la figure2.4. Pour qu’un électron puisse, par effet tunnel, charger le
condensateur, il faut donc que son énergie (fournie par la tension appliquée aux bornes du
composant) soit suffisante pour augmenter l’énergie interne deē2/2C. Nous en déduisons
que la charge stockée dans le condensateur ne peut, elle aussi, qu’évoluer en marches d’es-
calier en fonction de la tension (Fig.2.5). À chaque seuil de tensionVi , les électrons ont
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FIG. 2.3. Schéma de principe d’un condensateur « quantique ». Une jonction tunnel permet
le passage des électrons un par un.
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FIG. 2.4. Contrairement à son homologue classique, le condensateur quantique voit son
énergie électrostatique évoluer par paliers en fonction de la tension, du fait du caractère
particulaire du transport des électrons.
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FIG. 2.5. L’évolution de la charge d’un condensateur quantique évoluant par paliers avec
la tension, la caractéristique courant/tension est formée de pics de courant (théoriquement
infiniment fins) aux différentes tensions de seuil.

acquis une énergie(i ē)2/2C suffisante pour charger le condensateur avec au plusi élec-
trons. Il s’ensuit qu’à chaque tensionVi correspond un pic de courant associé au passage
d’un nouvel électron dans le condensateur par effet tunnel (Fig.2.5).

Nous constatons, au vu de ces caractéristiques bien particulières, qu’il peut être avan-
tageux d’exploiter ce phénomène de blocage des charges, dénomméblocage de Coulomb
du fait de son origine liée à l’interaction électrostatique entre les électrons. En effet, nous
pouvons supposer que des dispositifs utilisant de tels effets pourraient gagner en contrôle,
les porteurs de charge transitant d’une manière précise, dépendant de la tension appliquée.
Nous pouvons aussi, dès à présent, imaginer que le contrôle précis de la charge stockée
dans le condensateur pourrait être propice à l’utilisation du blocage de Coulomb dans
des dispositifs à logique multi-niveaux. Par exemple, l’utilisation du blocage de Coulomb
dans les mémoires de typeFLASH pourrait se révéler particulièrement intéressante, non
seulement afin de conserver la charge stockée plus longtemps grâce au phénomène de
blocage de charges, mais aussi dans l’optique de sauvegarder plusieurs bits sur une même
cellule mémoire (en augmentant par là même la densité d’intégration).

Toutefois, nous allons voir dans le paragraphe suivant qu’afin de fonctionner convena-
blement, les dispositifs à blocage de Coulomb doivent être suffisamment petits pour que
le phénomène de charge/décharge du condensateur quantique soit effectivement contrôlé
par la tension appliquée et non par l’énergie thermique ambiante.
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FIG. 2.6. Évolution de la charge du condensateur quantique en fonction de la tension ap-
pliquée dans le cas où ē2/2C � kBT , ē2/2C ≈ kBT et ē2/2C � kBT . Nous remarquons
que l’augmentation de la température a pour conséquence la disparition du caractère discon-
tinu de la courbe au profit d’un caractère semblable à celui d’un condensateur classique.

I-C Effet de la température et taille des dispositifs

La caractéristique charge/tension présentée en figure2.5 n’est valable qu’à la seule
condition que le quantum d’énergie électrostatiqueē2/2C soit très supérieur à l’énergie
thermique, quantifiable parkBT . Dans le cas où̄e2/2C . kBT , ce n’est plus la tension ap-
pliquée aux bornes du composant qui va gouverner l’apport d’énergie nécessaire aux élec-
trons pour passer dans le condensateur mais l’énergie thermique qui, par essence, est un
processus aléatoire. L’utilisateur perd, dans ce cas, tout contrôle sur l’apport des charges
au condensateur. En moyenne, nous retrouvons alors une caractéristique charge/tension
dont les paliers disparaissent au fur et à mesure que la valeur de la températureT aug-
mente (Fig.2.6).

Pour voir apparaître le phénomène de quantification, il est, par conséquent, nécessaire
que

ē2

2C
� kBT . (2.4)

Une application numérique approximative à température ambiante (T = 300K ) nous
donne comme contrainte sur la valeur de la capacité

ē2

2C
� kBT ⇒ C �

ē2

2kBT
, (2.5)

c’est à dire l’atto-Farad comme ordre de grandeur (1 aF= 10−18 aF)

C � 1 aF. (2.6)

Si nous essayons de déterminer les dimensions caractéristiques associées au condensateur,
que nous modéliserons par un condensateur plan (de surfaceSet d’isolant d’épaisseureox
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et de permittivité relativeε) de sorte que

C =
εε0S

eox

∼ ε0d, (2.7)

nous obtenons comme taille caractéristiqued du système

d . 10 nm. (2.8)

En fait, nous verrons, plus tard, dans le cadre de l’étude d’une structure plus complexe
comportant deux jonctions tunnel, que les latitudes quant au choix des dimensions du
dispositif sont encore plus contraignantes. En effet, du fait de la présence de ces deux
jonctions tunnel, l’épaisseureox de l’isolant devra être comprise entre 1 nm et 3 nm afin
de permettre aux électrons de passer un par un par effet tunnel avec une probabilité non
négligeable. Il incombe alors à la surfaceSdu condensateur d’être inférieure à la dizaine
de nm2.

Nous constatons donc que les dimensions caractéristiques du système se doivent d’être
de taille nanométrique afin d’espérer observer les phénomènes liés à la quantification de
la charge. Bien entendu, à de telles dimensions, les processus physiques sont très diffé-
rents de ceux rencontrés dans notre monde macroscopique. Il faut en particulier prendre
en compte le caractère ondulatoire des particules à cette échelle ; ainsi dénomme-t-on sou-
vent l’îlot boîte quantiquepour traduire la quantification des niveaux pouvant avoir lieu en
son sein. Pour l’instant, nous ne tiendrons pas compte de ces effets dans notre modèle « ca-
pacitif », toutefois, il faut bien garder à l’esprit que les phénomènes ondulatoires existent
(ne serait-ce que pour comprendre le passage tunnel des électrons) et qu’ils revêtent une
grande importance que nous détaillerons dans les chapitres suivants.

Le condensateur quantique restant relativement limitée du point de vue des applica-
tions envisageables, nous allons étudier une structure un peu plus complexe déjà évoquée
dans le paragraphe précédent : la structureMIMIM (Metal–Insulator–Metal–Insulator–Me-
tal), qui nous permettra d’entr’apercevoir l’énorme potentiel qu’apporterait le blocage de
Coulomb dans un domaine comme l’électronique.

II Blocage de Coulomb dans une structureMIMIM

II-A Description phénoménologique

Le schéma de la structureMIMIM est présenté en figure2.7. Ce composant se distingue
du condensateur quantique précédent par l’adjonction d’une deuxième jonction tunnel
permettant le passage des électrons de part et d’autre du dispositif afin de créer un courant
non nul sur toute une plage de tension.

Pouvons-nous toujours décrire ce dispositif comme le condensateur précédent? La ré-
ponse est affirmative et étroitement liée au caractère dual d’une jonction tunnel. En effet, si
nous raisonnons d’un point de vue ondulatoire, nous pouvons dire qu’une barrière possède
un coefficient de transmission lié au pourcentage d’électrons qu’elle filtre. Si nous raison-
nons maintenant d’un point de vue particulaire, nous pouvons aussi dire, qu’au cours du
temps, les électrons « tapant » contre la jonction tunnel possèdent une certaine probabilité
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FIG. 2.7. Schéma de principe d’une structure MIMIM . L’adjonction de la seconde jonction
tunnel par rapport au condensateur quantique permet le passage d’un courant continu le
long du dispositif.
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FIG. 2.8. Schéma électrique d’une jonction tunnel. Celui-ci traduit le caractère dual d’une
telle jonction : à la fois résistif et capacitif.

de passer ou d’être réfléchis (nous pouvons voir cela comme le théorème d’ergodicité ap-
pliqué à la jonction tunnel). Pour un électron, la jonction tunnel possède donc un double
comportement : soit celle-ci est passante et va permettre le passage d’un courant, l’élec-
tron percevra alors cette jonction comme une résistance1 dont la valeur va dépendre de la
facilité qu’a l’électron à la traverser, soit la jonction bloque l’électron et celui-ci percevra
alors l’ensemble métal–oxyde–métal comme une capacité classique. De même qu’il existe
une dualité onde/corpuscule, il existe une dualité résistance/condensateur d’une jonction
tunnel : ni vraiment totalement résistance, ni vraiment totalement condensateur, ni vrai-
ment les deux en même temps.

C’est donc tout naturellement que nous modélisons une jonction tunnel, dont le schéma
électrique est présenté en figure2.8, par un condensateur dont le rôle consiste à décrire les
phénomènes de blocage de Coulomb liés à l’énergie de charge associée à une résistance
équivalente traduisant le transport des porteurs par effet tunnel à travers l’oxyde. Toute-
fois, avant d’aller plus avant dans la modélisation de ce dispositif, essayons tout d’abord
d’expliquer de manière phénoménologique ce qui se passe.

1. La notion de résistance doit être ici comprise dans son sens le plus large. Il n’y a notamment aucune
raison que cette résistance soit une constante.
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FIG. 2.9. Caractéristique courant/tension qualitative d’une structure MIMIM . Chaque pa-
lier correspond à la possibilité de stocker un électron supplémentaire dans l’îlot.

PRINCIPE DE FONCTIONNEMENT

Si la tensionappliquéeesttrop faible, l’électron n’a pas assez d’énergie pour traverser
la barrière et venir charger le condensateur équivalent. L’électron ne pouvant rester
dans un état stable dans l’îlot métallique, le courant aux bornes du composant est
donc nul.

I = 0 (2.9)

Le blocage de Coulomb nous offre donc l’opportunité de contrôler précisément la
tension de seuilV1 (directement reliée à la valeur de la capacité du condensateur
équivalent) à partir de laquelle un courant passe dans le dispositif.

Si V1 < |V | < V2 : cette fois, un électron peut rentrer, par effet tunnel, dans l’îlot ; néan-
moins, l’augmentation de l’énergie électrostatique, ainsi stockée dans le condensa-
teur équivalent, empêche la traversée d’un second électron. L’électron stocké peut,
quant à lui, s’échappervia la deuxième jonction tunnel. L’îlot donc vide a, à nou-
veau, la possibilité de se recharger avec un nouvel électron : il y a alors création d’un
courant par passage des électrons un à un dans l’îlot. Bien entendu, cette descrip-
tion ne reste vraie que si la tension appliquée reste inférieure à une certaine tension
de seuilV2 à partir de laquelle l’énergie des électrons est suffisante pour charger le
condensateur avec deux électrons.

Si V2 < |V | < V3 : les électrons ont suffisamment d’énergie pour passer deux à deux à
travers le composant : grossièrement, la valeur du courant est doublée par rapport
au cas précédent. Cette description n’est valable que dans la limite où la tension
reste inférieure à une tension de seuilV3 à partir de laquelle peuvent être stockés
simultanément trois électrons dans l’îlot. Et ainsi de suite...

Nous en déduisons que, qualitativement, le courant évolue par paliers en fonction de
la tension appliquée, comme le représente la figure2.9. Notons que, pour effectivement
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FIG. 2.10. Schéma électrique équivalent d’une structure MIMIM soumise à une tension V .

voir nettement la structure en marches d’escalier, il faut dissymétriser la structure en ren-
dant, par exemple, la jonction tunnel par laquelle rentrent les électrons plus passante que
celle par laquelle ils sortent. En effet, pour que l’effet de blocage de charges ait effective-
ment lieu, il faut que les électrons, stoppés par la jonction la moins transparente, restent
suffisamment longtemps dans l’îlot afin de créer l’énergie électrostatique nécessaire au
blocage.

Tout ce que nous venons de voir reste très qualitatif ; en particulier, nous ne connais-
sons pas plus les valeurs des tensions seuils que la valeur de la capacité équivalente du
dispositif : il nous faut aller plus loin dans la description.

II-B Modélisation électrique : comportement statique

Comme nous l’avons expliqué précédemment, une manière de modéliser une jonc-
tion tunnel est de la considérer comme un condensateur et/ou une résistance afin de tenir
compte à la fois du blocage de Coulomb et du passage des électrons par effet tunnel. Il
est bien évident qu’un tel modèle reste limité puisqu’il ne décrit qu’approximativement
la nature quantique des phénomènes physiques ayant lieu dans le composant. Toutefois,
pour une première approche quantitative, il offre comme avantage sa simplicité de mise
en œuvre, l’étude de la structureMIMIM revenant à s’intéresser au circuit équivalent de la
figure2.10. Nous reviendrons, ensuite, dans la sectionIII sur le domaine de validité d’un
tel modèle.

La méthode présentée ici est une méthode très générale [43, 44, 45, 47] permettant de
résoudre les problèmes liés au blocage de Coulomb. Son principe est très simple : comme
nous le ferions dans un système thermodynamique, nous calculons l’énergie potentielle
globale du dispositif et nous étudions si l’adjonction ou le retrait d’un électron de l’îlot
par les jonctions tunnel favorise une diminution de l’énergie. Si tel est le cas, nous saurons
que la transition envisagée aura lieu.
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M ISE EN ÉQUATION

Avec les notations de la figure2.10, nous pouvons écrire

• la conservation globale de la charge

Q+ Q1− Q2 = 0 ; (2.10)

• que par effet tunnel, les électrons transitent un à un et que la charge dans l’îlot est
par conséquent quantifiée

Q = −nē avecn ∈ Z ; (2.11)

• la relation fondamentale des condensateurs{
Q1 = C1V1

Q2 = C2V2

; (2.12)

• et...
V = V1+ V2. (2.13)

CALCUL DE L ’ ÉNERGIE TOTALE

L’énergie totale du système nous est donnée, de par sa définition, comme la somme
des énergies potentiellesEp du système auxquelles on soustrait l’ensemble des travauxW
effectués (ici par les sources)

E = Ep −W. (2.14)

• L’énergie potentielle, d’origine électrostatique, correspond à l’énergie emmagasinée
dans les 2 condensateurs

Ep =
Q2

1

2C1

+
Q2

2

2C2

=
C1V2

1

2
+

C2V2
2

2
. (2.15)

Le calcul deV1 etV2 s’effectue très facilement à partir du système d’équation (2.10),
(2.11), (2.12) et (2.13) en exprimant l’ensemble des variables en fonction de la
tension totale appliquéeV et du nombren d’électrons présents dans l’îlot{

V = V1+ V2

Q1− Q2 = nē = C1V1− C2V2
⇒

{
V1 = (C2V + nē)/Ceq

V2 = (C1V − nē)/Ceq

, (2.16)

avecCeq = C1+ C2. Nous trouvons alors

Ep =
1

2Ceq

[
C1C2V

2
+ (nē)2

]
. (2.17)

• Les travaux effectués dans le système correspondent, quant à eux, à l’énergie qu’a
dû déployer la source de tension afin de faire circuler les électrons à travers les
jonctions tunnel. Ce travail se décompose lui-même en deux processus comme le
représente en figure2.11: n1 électrons sont passés par la jonction tunnel 1 etn2 par
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FIG. 2.11. Notations utilisées pour décrire le passage des électrons à travers les jonctions
tunnel : n1 électrons sont injectés dans l’îlot via la jonction 1 tandis que n2 électrons sortent
de l’îlot par la jonction 2.

la jonction tunnel 2. Sachant qu’au final, nous devons avoirn = n1 − n2 puisquen
électrons sont stockés dans l’îlot2.

Par définition, le travail fourni par la source nous est donné par la relation

W =
∫

V(t)
q

cste

I (t)
q

dq/dt

dt = V 1Q. (2.18)

Lorsqu’un électron s’échappe par la jonction tunnel no 2 (n2 → n2 + 1) le nombre
d’électron stocké dans l’îlot décroît d’une unité (n→ n−1) ; or, si la jonction 2 peut
être considérée comme une résistance pendant le passage de l’électron, la jonction 1,
quant à elle, présente le caractère capacitif de la jonction tunnel, la tension à ses
bornes évolue du fait de la variation du nombre d’électrons dans l’îlot. En vertu de
l’équation (2.16) V1 diminue de la quantité̄e/Ceq

V1→ V1−
ē

Ceq

. (2.19)

En réponse à cette variation de tension1V1 = −ē/Ceq, la charge du condensateur,
associée à la jonction 1, varie d’une quantité1Q1 = −C1ē/Ceq. C’est la source qui
compense cette variation de charge en fournissant1Q1. Pourn2 électrons, la source
fournit donc un travail total :

W1 = −n2

C1ē

Ceq

V. (2.20)

Le même type de raisonnement pour lesn1 électrons rentrés par la jonction no 1
donnerait :

W2 = −n1

C2ē

Ceq

V. (2.21)

L’énergie totaleE = Ep −W1−W2 du système s’écrit alors

E =
1

2Ceq

[
C1C2V

2
+ (nē)2

]
+

ēV

Ceq

(n1C2+ n2C1) . (2.22)

2. Notons que, dans le cas général,n1 etn2 sont algébriques, toutefois, dans un souci de clarté, on parlera
de «n1 électronsarrivéspar la jonction tunnel no 1 » et «n2 électronspartispar la jonction tunnel no 2 ».
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ÉTUDE DES TRANSITIONS POSSIBLES

À température nulle, l’évolution du système peut seulement s’effectuer dans le sens
d’une diminution de l’énergie totale. En s’intéressant à l’ensemble des transitions pos-
sibles du système, la condition de décroissance de l’énergie nous permet alors de connaître
les plages de tension sur lesquelles les transitions envisagées peuvent effectivement avoir
lieu.

jonction2 • Si n2→ n2+ 1 alorsn→ n− 1 et

1En2+1 =
ē

2Ceq

[−(2n− 1)ē+ 2V C1] . (2.23)

• Si n2→ n2− 1 alorsn→ n+ 1 et

1En2−1 =
ē

2Ceq

[+(2n+ 1)ē− 2V C1] . (2.24)

jonction1 • Si n1→ n1+ 1 alorsn→ n+ 1 et

1En1+1 =
ē

2Ceq

[+(2n+ 1)ē+ 2V C2] . (2.25)

• Si n1→ n1− 1 alorsn→ n− 1 et

1En1−1 =
ē

2Ceq

[−(2n− 1)ē− 2V C2] . (2.26)

Soit en imposant la condition de décroissance de l’énergie1E < 0

1En2+1 < 0 ⇒ (2n− 1)ē− 2V C1 > 0 ⇒ V <
(2n− 1)ē

2C1

1En2−1 < 0 ⇒ −(2n+ 1)ē+ 2V C1 > 0 ⇒ V >
(2n+ 1)ē

2C1

1En1+1 < 0 ⇒ −(2n+ 1)ē− 2V C2 > 0 ⇒ V < −
(2n+ 1)ē

2C2

1En1−1 < 0 ⇒ (2n− 1)ē+ 2V C2 > 0 ⇒ V > −
(2n− 1)ē

2C2

. (2.27)

Nous remarquons que les tensions de seuil décrivant les transitions possibles sont fonc-
tions du nombre d’électrons présents dans l’îlot. Dans un premier temps, et ce afin de
dégager les principes généraux de fonctionnement, nous allons simplifier le problème en
supposantC1 = C2 = C.

• Casoùn = 0

0

Zone de blocage
des électrons

V

FIG. 2.12. Transitions possibles dans le cas où n = 0
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Nous retrouvons bien le phénomène de blocage de Coulomb décrit qualitativement
précédemment : il existe une zone dans laquelle aucune transition n’est possible
et où aucun courant ne peut circuler. Toutefois, grâce au modèle proposé, nous
connaissons maintenant la valeurVseuil du seuil en dessous duquel le blocage total
de charge intervient

|Vseuil| <
ē

2C
. (2.28)

• Casoùn estquelconque

0
V

État non stationnaire

FIG. 2.13. Transitions possibles dans le cas où n est quelconque

Dans le cas oùn est quelconque, les seuils en tension deviennent

Vn =
(2n+ 1)ē

2C
n ∈ Z. (2.29)

Remarquons la présence d’une zone non stables. Par exemple, si

(2n− 1)ē/2C < V < (2n+ 1)ē/2C, (2.30)

seule la sortie d’un électron par la jonction 1 est possible. Il paraît alors intéressant
d’examiner la variation du nombre d’électrons dans l’îlot en fonction de la tension
appliquée et du nombre d’électrons présents. De proche en proche, nous pourrons
alors en déduire le nombre maximal d’électrons que peut stocker l’îlot.

Sont présentées en figures2.14a, 2.14b et 2.14c les différentes transitions possibles
des électrons dans l’îlot en fonction du nombre d’électrons déjà présents et de la tension
appliquée pour plusieurs valeurs de capacité. La première zone importante est la zone où
n = 0 et où aucun électron ne peut entrer ou sortir de l’îlot. Dans cette zone de blocage
des électrons, le courant est nul. Nous remarquons aussi toute une plage de tensions et
de nombres d’électrons permettant le passage d’un courant stationnaire global non nul.
Dans cette zone, les électrons peuvent entrer par une jonction et sortir par l’autre. Ses
limites définissent le nombre d’électrons maximum qu’il est possible de stocker. En dehors
de cette plage, nous remarquons que le système réagit de façon à revenir dans un état
d’équilibre stable, dans la zone précédente.

Dans le cas où les capacitésC1 etC2 sont égales (C1 = C2 = C), les valeurs des diffé-
rentes tensions de seuil, correspondant au passage possible d’un électron supplémentaire
dans l’îlot, prennent la forme très simple suivante

Vseuil= · · · ,−
5ē

2C
,−

3ē

2C
,−

ē

2C
,−

ē

2C
,

3ē

2C
,

5ē

2C
, · · · (2.31)

c’est-à-dire que de façon générale

Vseuiln =
(2n+ 1)ē

2C
avecn ∈ Z . (2.32)
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Si C1 6= C2, la tension seuil à partir de laquelle le premier électron peut effectivement
passer dans l’îlot est définie par la plus grande des 2 capacités

Vseuil±1 = ±min

(
ē

2C1

;
ē

2C2

)
. (2.33)

Cette étude nous a donc permis, grâce à un modèle très simple, de connaître les diffé-
rents seuils de tension à partir desquels un nouvel électron peut rentrer dans l’îlot ; reste
maintenant à décrire le comportement dynamique des électrons c’est-à-dire à déterminer
la caractéristique courant/tension du dispositif.

II-C Modélisation électrique : comportement dynamique

Le but avoué dans une structureMIMIM , et plus généralement dans tout dispositif à
blocage de Coulomb, est d’obtenir une caractéristique courant/tension en marche d’es-
calier du type de celle présentée en figure2.9 afin de tirer parti du contrôle précis de la
charge véhiculée au sein du composant. Nous avons vu, très approximativement, que le
premier palier de courant correspondrait à un passage des électrons un par un à travers
le dispositif, le deuxième palier, à un passage des électrons deux par deux,... Essayons
alors, avec le modèle électrique, de décrire, au moins qualitativement, l’allure du courant
autour du premier seuil de tensionVseuil = min(ē/2C1; ē/2C2) et en particulier d’étudier
l’influence des valeurs des différents paramètres sur ce courant.

Pour commencer, le courant instantanéI traversant la jonction tunnel, représentée en
figure 2.15, peut être très simplement défini en fonction de la fréquence0 de passage
des électrons. Nous introduisons cette grandeur car, nous le verrons dans les chapitres
suivants, elle se révèlera être une grandeur clé pour le calcul du courant. Ainsi, compte
tenu des conventions prises en figure2.15et sachant que le rôle de la jonction tunnel est
de ne laisser passer les électrons séquentiellement que un par un

I =
1Q

1t
= ē0. (2.34)

Si nous appliquons la loi d’ohm à la jonction tunnel de résistance équivalenteRt , nous
obtenons alors une relation liant la fréquence de transition à la tension appliquée

U = Rt I = ēRt0. (2.35)

Attention, toutefois : il faut bien se rappeler que cette équation n’est valable que lorsqu’un
électron traverse la barrière tunnel (comportement résistif et non capacitif de la jonction).
Cela sous-entend aussi que la variation d’énergie potentielle du système, lors du passage
de l’électron, doit être négative (nous supposons toujours que nous travaillons àT = 0 K)
comme nous l’avons vu précédemment dans la section traitant du comportement statique.
En multipliant la loi d’ohm (2.35) par la charge électronique−ē (−ēU = −ē2Rt0), nous
constatons que 1/0 représente le temps qu’a mis l’électron pour passer à travers la jonc-
tion tunnel de résistanceRt en faisant varier son énergie potentielle de−ēU. Or, nous
connaissons la variation de cette énergie potentielle ! Elle a été calculée dans la section
précédente (Eqs.2.23, 2.24, 2.25, 2.26) et correspond à l’énergie1E de Coulomb. Nous
obtenons alors une relation liant la fréquence de passage 1/0, la résistance tunnelRt et la
variation d’énergie potentielle de l’électron1E

0 =
−1E

ē2Rt

. (2.36)
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(a)C2 = C1 (b) C2 = 2C1

(c) C2 = C1/2

FIG. 2.14. Transitions possibles des électrons dans une structure MIMIM à T = 0K .

U

I

R
t

FIG. 2.15. Notations utilisées pour calculer le courant instantané traversant une jonction
tunnel.
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1/G
2

1/G
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1
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FIG. 2.16. Passage des électrons dans la structure MIMIM dans le cas où α = C1/C2 > 1
et β = Rt1/Rt2 > 1 : un électron va tout d’abord pénétrer dans l’îlot par la jonction 2 avant
d’en repartir par la jonction 1.

Signalons, au passage, que nous retrouvons le fait que cette équation n’a de sens que si la
variation d’énergie potentielle est bien négative.

Pour calculer le courant moyen traversant le dispositif, nous allons maintenant calculer
le temps que met un électron pour traverser l’ensemble de la structureMIMIM . À cette fin,
nous utilisons les différentes hypothèses suivantes :

• nous nous limitons, dans un premier temps, au cas des tensions positives ;

• nous considérons uniquement le cas où les électrons transitent un par un dans l’îlot,
c’est-à-dire que nous ne nous intéressons qu’au premier palier courant ;

• nous prenons, sans pour autant entamer la généralité de la démonstration,C1 > C2

et définissonsα comme le rapport entre ces deux capacités

α =
C1

C2

> 1 ; (2.37)

• au vu du graphique des transitions possibles de la figure2.14c, il apparaît que, sur
le premier palier de courant, l’électron rentre d’abord dans l’îlot par la jonction 2
avant d’en repartir par la jonction 1. Toutefois, le premier palier comprend aussi
une zone où les deux transitions (rentrée par la jonction 2 et sortie par la jonction 1)
sont possibles en même temps. Afin de lever toute ambiguïté, nous supposons donc
que la jonction 2 est plus perméable que la jonction 1 (Rt1 > Rt2) de sorte que dans
tous les cas, les électrons pénètrent en premier lieu dans l’îlotvia la jonction 2 avant
d’en repartir par la jonction 1. Nous définissons alors le paramètre

β =
Rt1

Rt2

> 1. (2.38)

Comme nous le voyons en figure2.16, et sous ces hypothèses, un électron venant de
la gauche met un temps 1/02 pour traverser la jonction tunnel no 2 et remplir l’îlot avec
un électron, la variation d’énergie à considérer correspond alors à1En2−1 avecn = 0.
Une fois dans l’îlot, cet électron mettra un temps 1/01 pour traverser la jonction tunnel
no 1 engendrant une variation d’énergie de1En1−1 avec, cette fois-ci,n = 1. Notons que
pendant tout le temps où l’électron est stocké dans l’îlot, aucun autre électron ne peut
rentrer à cause du phénomène de blocage de charge. En conséquence, il est nécessaire de
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FIG. 2.17. Caractéristique I (V) de la structure MIMIM pour différents rapports de capa-
cités (α = C1/C2) et de résistances (β = Rt1/Rt2).

calculer le temps de traverséeglobal des porteurs à traversl’ensembledu dispositif pour
déterminer le courant, ce temps total s’écrivant

tTOT =
−ē2Rt2

1En2−1 (n = 0)
+

−ē2Rt1

1En1−1 (n = 1)
. (2.39)

En utilisant les résultats des équations (2.23) à (2.26) nous trouvons

tTOT = 2ēRt2Ceq

(
1

−ē+ 2V C1

+
Rt1/Rt2

ē+ 2V C2

)
. (2.40)

Le courant moyenI se calcule alors facilement sachant qu’il est passé 1 électron en un
tempstTOT à travers le dispositif

I = +
ē

tTOT

=
ē

2Rt1C1

·
αβ

1+
1

α

·

(
V

a
− 1

) (
V

aα
+ 1

)
α(1− β)+

V

a
(1+ αβ)

(2.41)

avec

α =
C1

C2

, β =
Rt1

Rt2

, et a =
ē

2C1

. (2.42)

La figure2.17présente, pour quelques valeurs deα etβ, la caractéristique courant/tension
ainsi obtenue. Nous remarquons que le rapportβ des résistances tunnel, influe sur le ca-
ractère abrupt de la marche de courant. Dans le cadre des applications envisagées, il est
par conséquent souhaitable de travailler avec des jonctions tunnel de perméabilité très
différentes (β � 1). Nous retrouvons donc bien ici le fait que l’électron doit séjourner
suffisamment longtemps dans l’îlot pour induire un effet de blocage de charge.

Le paramètreα conditionne, quant à lui, la variation du courant sur un palier. Plus les
valeurs de capacité sont éloignées et plus le courant reste constant le long du palier. Là
encore, dans le cadre des applications envisagées, nous devrions prendreα � 1, même
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si, toutefois, ce paramètre joue un rôle moins crucial queβ. Il est bien agréable qu’il en
soit ainsi car si nous pouvons effectivement prendre un paramètreβ très grand devant
l’unité grâce à la large gamme des valeurs offertes par les probabilités de passage tunnel
(qui rappelons-le varient de façon exponentielle avec la largeur de barrière), il n’en est pas
de même pour les capacités : il semble bien difficile de pouvoir jouer autant que nous le
voudrions sur le paramètreα.

Avant d’aborder les limites du modèle que nous venons de détailler, signalons le fait
que, bien que le composant soit dissymétrique, la caractéristique courant/tension est, au
contraire, symétrique. En effet, si nous restons dans l’hypothèseβ > 1 etα > 1 et que
nous calculons le courant généré dans le dispositif pour une tensionV < −ē/2C1, cette
fois-ci, au vu du graphique de transition de la figure2.14c et des valeurs des résistances
tunnel, un électron a tendance à fuir l’îlot par la jonction 2 avant qu’un électron n’arrive
par la jonction 1. Le nombre d’électrons dans l’îlot oscille donc entre 0 et−1. Nous
trouvons alors, de la même manière que précédemment,

tTOT =
−ē2Rt2

1En2+1(n = 0)
+

−ē2Rt1

1En1+1(n = −1)

= 2eRt2Ceq

(
1

−ē− 2V C1

+
Rt1/Rt2

ē− 2V C2

)
,

(2.43)

soit3

I = −
ē

tTOT

= −
ē

2Rt1C1

·
αβ

1+
1

α

·

(
−V

a
− 1

) (
−V

aα
+ 1

)
α(1− β)+

−V

a
(1+ αβ)

. (2.44)

Cette expression est identique, en valeur absolue, à celle trouvée pourV > ē/2C1 (V
devenant−V mais pour une tension négative). Nous obtenons alors la caractéristique
présentée en figure2.18, symétrique par rapport à l’axe des ordonnées où, dans le cas
V < 0 le nombre d’électrons dans l’îlot oscille entre 0 et−1 et dans le casV > 0, ce
nombre oscille entre 0 et+1.

III Les limites d’utilisation du modèle

L’ensemble de la théorie développée jusqu’ici pour décrire le blocage de coulomb dans
les structures métalliques sous-tend un certain nombre d’approximations que nous allons
récapituler dans cette section.

III-A Blocage de Coulomb et température

Insistons bien sur le fait que ce que nous avons dit jusqu’à présent suppose que la
température, à laquelle nous étudions le dispositif, est nulle (T = 0 K). En effet, pour
affirmer qu’une transition n’est possible qu’à la seule condition que l’énergie potentielle
du système décroisse, il faut que le système soit isolé (i.e. ne reçoive aucune énergie de
l’extérieur). Or, dès lors que la température est non nulle, l’énergie thermique ambiante

3. Le changement de sens de passage des électrons implique la présence d’un signe moins dans la formule
liant le courantI au tempstTOT.
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FIG. 2.18. Bien que la la structure MIMIM soit par construction antisymétrique, sa carac-
téristique I (V) (ici présentée dans le cas où α = 2 et β = 100) est symétrique.

peut apporter à l’électron l’énergie nécessaire pour compenser le manque d’énergie po-
tentielle. Nous pouvons toutefois supposer que si l’énergie à apporter à l’électron, pour
l’amener dans l’îlot, est très grande devantkBT , c’est-à-dire d’au moins un ordre de gran-
deur supérieure à l’énergie thermique ambiante, la théorie que nous venons de développer
peut encore s’appliquer. En revanche, si l’énergie thermique tend à rejoindre l’énergie
potentielle1E nécessaire à l’électron, pour passer dans l’îlot, la caractéristique cou-
rant/tension en marche d’escalier n’est plus aussi abrupte (si tant est que les conditions
soient réunies pour qu’elle le soit àT = 0 K !) mais tend à se lisser, comme nous l’avons
déjà vu dans le cas du condensateur quantique en figure2.6.

Compte tenu des résultats de la section précédente, la valeur de1E se révèle très
simple à calculer. En effet, nous savons que1E correspond à l’énergie qu’il faut apporter
à un’électron pour qu’il passe dans l’îlot. Or, nous venons de voir que le supplément de
tension qu’il faut fournir pour faire passer un nouvel électron dans l’îlot vaut (dans le cas
oùC1 = C2 = C)

1V =
(2n+ 1)ē

2C
−
(2n− 1)ē

2C
=

ē

C
, (2.45)

correspondant à l’apport d’énergie (en valeur absolue)

1E = ē1V =
ē2

C
. (2.46)

La condition de « bon fonctionnement » s’écrit alors :

kBT �
ē2

C
(2.47)

L’effet de la température ne permettant pas d’être pris en compte par des raisonne-
ments simples, nous resterons sur notre faim dans ce chapitre... Il faudra attendre le cha-
pitre 9 et la théorie orthodoxe du blocage de Coulomb, pour étudier l’influence de la
température sur les caractéristiques courant/tension.
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III-B Blocage de Coulomb et charges parasites

Lors de la fabrication des structures à blocage de Coulomb, comme dans tout compo-
sant électronique, il peut exister des charges parasites qui viennent perturber le bon fonc-
tionnement du dispositif. Ces charges peuvent avoir diverses origines : impuretés chargées,
pièges, charges induites par des capacités parasites, etc. Leur point commun réside dans
leur caractère non contrôlable tant au niveau de leur localisation que de leur nombre.

Si nous supposons que, globalement, l’ensemble de ces charges est perçu par l’îlot
comme une chargeq0, l’équation de conservation de la charge (2.10) et l’équation de la
charge stockée (2.11) sont modifiées

Q = Q2− Q1 = −nē+ q0 avecn ∈ Z. (2.48)

Cette chargeq0 parasite induit alors un changement sur l’énergie totale

E =
1

2Ceq

[
C1C2V

2
+ (nē− q0)

2
]
+

ēV

Ceq

(n1C2+ n2C1) , (2.49)

et par conséquent sur les seuils de transition (2.27)

1En2+1 < 0 ⇒ (2n− 1)ē− 2q0− 2V C1 > 0 ⇒ V <
(2n− 1)ē− 2q0

2C1

1En2−1 < 0 ⇒ −(2n+ 1)ē+ 2q0+ 2V C1 > 0 ⇒ V >
(2n+ 1)ē− 2q0

2C1

1En1+1 < 0 ⇒ −(2n+ 1)ē+ 2q0− 2V C2 > 0 ⇒ V <
−(2n+ 1)ē+ 2q0

2C2

1En1−1 < 0 ⇒ (2n− 1)ē− 2q0+ 2V C2 > 0 ⇒ V >
−(2n− 1)ē+ 2q0

2C2

.

(2.50)
Un calcul similaire à celui effectué lors de l’obtention de la caractéristique courant/tension

de l’équation2.41nous aurait conduit à modifier l’expression du courantI afin de tenir
compte de la chargeq0 de la façon suivante

I =
ē

2Rt1C1

·
αβ

1+
1

α

·

(
V

a
− 1+

2q0

ē

) (
V

aα
+ 1−

2q0

ē

)
α(1− β)

[
1−

2q0

ē

]
+

V

a
(1+ αβ)

. (2.51)

Sur le graphique des transitions de la figure2.19 nous pouvons observer l’effet dé-
sastreux que peut provoquer une charge parasite. Ainsi, pourq0 = 0.5ē la zone de blo-
cage totale des électrons disparaît. La caractéristique en courant, présentée en figure2.20,
montre, en effet, qu’au fur et à mesure que la valeur de la charge parasite se rapproche
deq0 = 0.5ē, la largeur du palier de courant nul diminue progressivement (réduction de
moitié pourq0 = 0.25ē). Les conséquences d’une chargeq0 = 0.5ē se révèlent donc plus
que catastrophiques : la caractéristique courant/tension devenant linéaire et exempte de
tout palier.

Le problème est encore plus pernicieux si l’on tient compte du fait que les charges
parasites peuvent varier dans le temps du fait de la migration des impuretés, de la variation
des charges induites par les capacités parasites, des pièges se saturant en électrons,... La
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FIG. 2.19. Transitions possibles des électrons dans une structure MIMIM à T = 0 K avec
une charge parasite q0 = 0.5ē et α = 1. Nous remarquons la disparition de la zone de
blocage.
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FIG. 2.20. Caractéristique I (V) d’une structure MIMIM soumise à l’influence d’une charge
parasite q0 et α = 1 et β = 100. Pour q0 = 0.5ē, le premier palier disparaît.
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sensibilité des dispositifs à blocage de Coulomb aux charges électriques est donc à double
tranchant ; certes, celle-ci leur confère d’énormes avantages tant en électronique qu’en
métrologie (comme électromètres) mais c’est aussi l’une de leur plus grande faiblesse. À
ce problème plusieurs solutions :

• soit, d’un point de vue technologique, nous nous arrangeons pour éviter la présence
de charges parasites (ou, tout du moins, limiter leur influence autour des dispositifs
à un électron) ;

• soit, nous utilisons des dispositifs du type transistor à un électron (que nous étudie-
rons en sectionIV) qui se révèlent insensibles aux charges parasites4 ;

• soit, nous utilisons une matrice d’îlots en lieu et place de l’îlot central de la structure
MIMIM [62]. Il apparaît en effet que la multiplication des îlots permet de rendre le
dispositif plus robuste contre les charges parasites (au détriment de la simplicité de
simulation...).

III-C Quantification des niveaux énergétiques

Nous avons vu qu’une faible taille d’îlot était une conditionsine qua nonau bon
fonctionnement des dispositifs à blocage de Coulomb. En fait, cette taille apparaît si faible
que l’îlot devrait être considéré comme une boîte quantique. En effet, pour des dimensions
inférieures à la dizaine de nanomètres, l’îlot a une taille de l’ordre de grandeur de la
longueur d’onde de l’électron. En plus de l’effet tunnel, nous devrions donc voir surgir
un autre phénomène quantique : la discrétisation des niveaux d’énergie dans le puits de
potentiel formé par l’îlot.

Afin d’effectuer une estimation rapide de l’impact éventuel du confinement quantique
sur le blocage de Coulomb, nous supposons que l’îlot peut être approché par un puits de
potentiel infini cubique d’arrêtea dont les niveaux d’énergie sont donnés par

E =
h̄2π 2

2ma2
(n2

1+ n2
2+ n2

3) avec(n1,n2,n3) ∈ N∗3, (2.52)

où m représente la masse des électrons dans le puits que nous prendrons identique à celle
des électrons dans le vide. L’approximation du puits de potentiel infini est d’autant plus
justifiée que dans les métaux la hauteur du puits est relativement élevée (par exemple
9.6 eV dans l’or cf. Chap.8 sectionIII-D.1).

Les différents niveaux d’énergie de l’îlot sont représentés en figure2.21pour une boîte
quantique de 10 nm d’arête. Dans les métaux, les électrons suscitant le plus d’intérêt se
situent au voisinage du niveau de Fermi (dans le cas de l’or, notamment, le niveau de
Fermi est situé à 5.5 eV du bas du puits). Or à cette énergie, l’écart entre deux niveaux est
faible (voire nul en tenant compte des dégénérescences apparaissant à ces énergies), suffi-
samment en tout cas pour être négligé devant l’énergie thermique à température ambiante.
Dans le cas du puits de la figure2.21, l’écart entre deux niveaux est de 0.0038 eV autour
du niveau de Fermi ; ce que l’on peut négliger devantkBT à T = 300 K.

4. L’effet d’une charge parasite sur un transistor à un électron se traduit par un simple décalage des ten-
sions de commande. Toutefois, s’il est vrai qu’un transistor à un électronisolépeut être considéré comme
insensible à une charge parasite, un circuit composé de plusieurs transistors ne l’est pas : chacun des tran-
sistors subit un décalage en tension qui lui est propre.
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FIG. 2.21. Niveau quantique dans un puits infini cubique d’arête a = 10 nm. La masse
des électrons est prise égale à celle dans le vide.

En revanche, dans des matériaux semi-conducteurs comme le silicium, ne contenant
aucun électron de conduction à l’équilibre thermodynamique, les niveaux à considérer se
situent en bas du puits de potentiel. Dans ce cas, l’écart entre deux niveaux consécutifs
est plus important et ne peut plus être négligé. Ceci est, en outre, accentué par le fait
que la masse effective des électrons est plus faible dans le silicium que dans les métaux.
La théorie que nous venons de développer dans ce chapitre, reposant sur une modélisa-
tion électrique à base de condensateurs et résistances ne peut donc qu’échouer lors de la
description du blocage de Coulomb dans des matériaux semi-conducteurs : l’énergie élec-
trostatique n’est plus la seule énergie en jeu dans le système, il faut aussi tenir compte de
l’énergie des niveaux quantifiés du puits.

III-D Courants de fuite : Cotunneling

Un autre effet parasite non pris en compte par le modèle électrique, est le phénomène
deCotunnelingdonnant lieu à l’apparition d’un courant de fuite.

Imaginons la situation présentée en figure2.22, où la tension trop faible imposée entre
les deux électrodes, ne permet pas le passage des électrons à travers l’îlot à cause du
phénomène de blocage de Coulomb. En réalité, il existe cependant un petit courant de
fuite qui peut s’expliquer en faisant intervenir deux nouveaux effets de nature quantique :

• passage tunnel élastique,

• passage tunnel inélastique.

Le point de départ pour comprendre ces phénomènes réside dans le principe d’incer-
titude d’Heisenberg

1E1t & h̄, (2.53)

qui assure que sur des temps1t très courts, les électrons perçoivent chaque niveau d’éner-
gie comme ayant une largeur1E & h̄/1t non négligeable. Ainsi un électron, en théorie
prisonnier de l’électrode de droite (Fig.2.22), peut-il pendant un très faible laps de temps
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rejoindre, du fait de sa largeur1E, un niveau d’énergie virtuel dans l’îlot, non accessible
classiquement.

À partir de là, trois cas peuvent se présenter :

• Le plus probable est celui du blocage de Coulomb. L’électron ne possédant pas
l’énergie suffisante pour rester sur le niveau virtuel rebrousse chemin et reste bloqué
dans l’électrode de droite.

• Très rarement, l’électron traverse la deuxième barrière de potentiel pour s’échapper
de sa prison vers l’électrode de gauche (cf. Fig.2.23). On parle alors d’effet tun-
nel élastique (ou direct) puisque, s’agissant du même électron en jeu dans tout le
processus, il y a conservation de l’énergie et de la phase (transport cohérent).

• Moins rarement que dans le cas précédent, l’électron provenant de l’électrode de
droite arrive sur le niveau virtuel alors même qu’un deuxième électron de l’îlot
(d’énergie quelconque) s’enfuit, par effet tunnel, à travers la barrière de gauche (cf.
Fig.2.24). La paire électron-trou, créée dans l’îlot, peut ensuite se désexciter à l’aide
d’interactions entre porteurs en dissipant l’énergie excédentaire. Comme il n’y a au-
cune cohérence de phase entre les deux électrons, on parle d’effet tunnel inélastique
(ou indirect), ou encore de « co-tunneling » (le processus faisant intervenir deux
électrons).

III-E Paramètres du modèle

Pour espérer mettre en œuvre le modèle présenté dans un simulateur, la connaissance
des paramètresRt et Ct de la jonction tunnel s’avère indispensable. Or, rien ne nous per-
met, pour l’instant, de calculer simplementRt ouCt .

Si la notion de condensateur paraît encore relativement simple à modéliser (la ré-
solution des équations de Maxwell devrait nous permettre de calculer le condensateur
équivalent à la jonction tunnel bloquée), la notion de résistance équivalente est beaucoup
plus difficile à appréhender (rien n’assure que cette « résistance » soit, par exemple, indé-
pendante de la tension appliquée). Il nous faut donc avoir recours à des modèles relevant
nécessairement de la mécanique quantique, compte tenu des phénomènes mis en jeu, et
capable de décrire aussi finement que possible les processus physiques ayant lieu au sein
des dispositifs.

Dans nombre de simulateurs de composants à blocage de Coulomb [47, 102], les pa-
ramètresRt etCt restent des paramètres de base aucunement reliés aux grandeurs caracté-
ristiques du système (notamment pourRt). Nous étudierons pourtant au chapitre9 à l’aide
de la théorie del’hamiltonien de transfert tunnel, un moyen de déterminer cette résistance
à partir de données physiques.
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FIG. 2.22. À faible tension, le blocage
de Coulomb empêche le passage des élec-
trons à travers la structure MIMIM .
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FIG. 2.23. Courant de fuite par effet tun-
nel élastique : du fait de l’inégalité d’Hei-
senberg, un électron peut transiter via
l’îlot même en condition de blocage.
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FIG. 2.24. Courant de fuite par effet tunnel inélastique ou cotunneling : partant d’une
situation de blocage, un électron peut, en accord avec le principe d’Heisenberg, passer sur
un état virtuel métastable dans l’îlot (a). Cet état ne pouvant perdurer, c’est un autre électron
qui s’échappe de l’îlot par la seconde jonction (b). La paire électron-trou créée peut ensuite se
désexciter en libérant l’énergie excédentaire (c).
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IV Une première application : le transistor à un électron

IV-A The name of the game

Isolant
Jonction tunnel Îlot

métallique

Électrodes
métalliques

Isolant
Jonction tunnel

Isolant
Condensateur

Source

Grille

Drain

FIG. 2.25. Représentation schématique
d’un transistor à un électron (SET).

SourceDrain

Grille

R , Ct1 1 R , Ct2 2

CG

FIG. 2.26. Schéma électrique équivalent
du transistor à un électron. Par analogie
avec un transistor MOS, les trois élec-
trodes sont dénommées Grille, Source et
Drain.

Le but du jeu lors de la fabrication d’un transistor, est toujours le même :
réaliser une vanne (la source de courant entre source et drain ou entre émetteur
et collecteur) commandée par l’utilisateur par l’intermédiaire d’une électrode
de contrôle (la grille ou la base). Une réponse « blocage de Coulomb » à la
détérioration significative du contrôleMOSFET, en raison la diminution de la
longueur de grille, se nommeSETcommeSingle Electron Transistor(ou encore
Transistor à un électron). L’application de ce phénomène aux transistors permet
en effet d’espérer un gain substantiel non seulement en termes de commande,
grâce à l’effet de blocage de charges mais aussi en termes de densité d’intégration, étant
donné les faibles dimensions de ces dispositifs.

Comme le montre la figure2.25, le schéma de principe d’unSETse révèle très simple :
il suffit de rajouter une électrode de grille à la structureMIMIM . Le rôle de cette électrode
consiste à moduler la profondeur du puits de potentiel dans l’îlot par l’intermédiaire d’un
couplage capacitif (cette fois, il s’agit d’une capacité classique puisque l’épaisseur du di-
électrique est suffisante pour éviter le passage des électrons par effet tunnel). En reprenant
l’analogie électrique que nous déjà avons mise en œuvre, nous sommes alors amenés à
étudier le dispositif de la figure2.26.

De la même manière que pour la structureMIMIM , nous allons décrire, dans un premier
temps, le fonctionnement de ce composant de manière phénoménologique et, ainsi, voir
tout le potentiel de ce nouveau type d’architecture. Ensuite, nous mettrons en équation le
problème afin d’en tirer quelques résultats quantitatifs.
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FIG. 2.27. Effet de l’électrode de grille sur le fonctionnement du transistor à un électron.
À partir d’une situation de blocage de Coulomb (a), l’application d’une tension de grille
permet le transit des électrons à travers le dispositif (b). Néanmoins, dès que le niveau de
Fermi de l’îlot contenant un électron supplémentaire passe en dessous du niveau de Fermi
de l’électrode de droite, le courant s’annule, les électrons ne trouvant plus de places libres
sur cette dernière électrode (c).

IV-B Principe de fonctionnement

Prenons d’abord le cas oùVGS = 0, et V inférieur au premier seuil de tension per-
mettant le passage des électrons de la source vers le drain. Dans un tel cas, représenté en
figure2.27a, nous retrouvons le fonctionnement déjà connu de la structureMIMIM : il y a
blocage de Coulomb et aucun électron ne peut passer entre source et drain.

Si maintenant, nous faisons varier progressivement la tension de grilleVGS, nous mo-
dulons la profondeur du puits de potentiel et, par conséquent, la hauteur du niveau de
Fermi correspondant à un électron supplémentaire dans l’îlot. Il arrive alors un moment
où ce niveau d’énergie se trouve entre les niveaux de Fermi de la source et du drain ; les
électrons sont, à présent, capables de transiter dans l’îlot et participent à un phénomène
de résonance. Une légère différence de potentiel entre source et drain suffit alors pour que
les électrons puissent passer et créer un courant non nul (Fig.2.27b).

Si nous continuons à faire varierVGS, il n’existe plus de place libre dans l’électrode
de drain pour les électrons venant de l’îlot : le courant s’annule (Fig.2.27c). L’allure de
la caractéristique courant/tension de grille présente donc une série de pics de conduction
(cf. figure 2.28). La largeur des pics dépend de la tension de source-drain appliquée :
plus cette tension est élevée (tout en restant inférieure au premier seuil de passage des
électrons), plus la largeur de la zone de résonance est importante et plus largeur des pics
de conduction l’est aussi.

Dans le cas où la tension de drain est supérieure au premier palier de Coulomb, il y aura
toujours existence d’un courant, quelle que soit la valeur de la tension grille. Cependant,
cette tension permet de moduler le nombre d’électrons passant dans le puits de la même
manière qu’exposé précédemment. La tension de grille permet ainsi de contrôler la valeur
du courant transitant entre la source et le drain, sans toutefois permettre de l’annuler.
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IV-C Mise en équation

Le modèle électrique du transistor à un électron est présenté en figure2.29. Afin de cal-
culer les différents seuils de transition, nous allons effectuer la même démarche que pour
la structureMIMIM . La seule différence réside maintenant dans l’adjonction du conden-
sateurCG qui induit une chargeQG dans l’équation de conservation de la charge. Nous
tiendrons compte, en outre, des charges parasites par l’intermédiaire du paramètreq0.

M ISE EN ÉQUATION

Nous pouvons écrire :

• la conservation globale de la charge

Q = Q2− Q1− QG ; (2.54)

• que, par effet tunnel, les électrons transitent un à un et que la charge dans l’îlot
est par conséquent quantifiée ; de plus, nous tenons compte des charges parasites
pouvant exister au sein du transistor par l’intermédiaire du paramètreq0

Q = −nē+ q0 avecn ∈ Z, (2.55)

• la relation fondamentale des condensateurs
Q1 = C1V1

Q2 = C2V2

QG = CG(VGS− V2)

, (2.56)

• et...
V = V1+ V2. (2.57)

CALCUL DE L ’ ÉNERGIE TOTALE

L’énergie totale du système nous est toujours donnée comme la somme des énergies
potentielles du système à laquelle on soustrait l’ensemble des travaux effectués par les
sources de tension

E = Ep −W. (2.58)

• L’énergie potentielle, d’origine électrostatique, correspond à l’énergie emmagasinée
dans les 3 condensateurs

Ep =
Q2

1

2C1

+
Q2

2

2C2

+
Q2

G

2CG

=
C1V2

1

2
+

C2V2
2

2
+

CG(VGS− V2)
2

2
. (2.59)

Le calcul deV1 etV2 s’effectue très facilement à partir du système d’équation (2.54),
(2.55), (2.56) et (2.57), en exprimant l’ensemble des variables en fonction de la
tension totale appliquéeV et du nombre d’électronsn présents dans l’îlot{

V = V1+ V2

nē− q0 = Q1− Q2+ QG = C1V1− (C2+ CG)V2+ CGVGS
(2.60)
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La résolution de ce système donne alors comme expression pourV1 et V2{
V1 =

[
(C2+ CG)V + (nē− q0− CGVGS)

]
/Ceq

V2 =
[
C1V − (nē− q0− CGVGS)

]
/Ceq

, (2.61)

avec, cette fois,Ceq = C1+C2+CG. En remplaçant les expressions deV1 etV2 dans
l’équation (2.59) nous obtenons alors pour l’énergie potentielle du système

Ep =
1

2Ceq

[
C1C2V

2
+ C1CG(V − VGS)

2
+ C2CGV2

GS+ (nē− q0)
2
]
. (2.62)

• Le travail fourni par les sources se décompose toujours en 2 travaux élémentaires,
l’un pour injectern1 électrons par la jonction 1, l’autre pour injectern2 électrons par
la jonction 2,

W = W1+W2. (2.63)

Si un électron a été extrait par la jonction 2, cette jonction peut être considérée
comme passante. Ce faisant, la jonction 1 exhibe son caractère capacitif (c’est l’hy-
pothèse de passage séquentiel des électrons !), de même que le condensateur de
grille CG. Les chargesQG et Q1 doivent donc se rééquilibrer. Le travail fourni par
les sources de tensionV et VGS nécessaire à un tel rééquilibrage de charges s’écrit
(cf. notations Fig.2.29)

δW2 =

∫
V ID(t)

q
d Q1/dt

dt +
∫

VGSIG(t)
q

d QG/dt

dt = V 1Q1+ VGS1QG, (2.64)

soit en fonction des tensions

δW2 = V C11V1+ VGSCG1(VGS− V2) = V C11V1− VGSCG1V2. (2.65)

Or, lorsqu’un électron est extrait par la jonction 2,n2 → n2 + 1 et n → n − 1
induisant une variation des tensionsV1 et V2

V1→ V1−
ē

Ceq

et V2→ V2+
ē

Ceq

. (2.66)

Au final, nous trouvons donc que sin2 électrons ont été extraits de la jonction 2, les
sources ont dû fournir le travail

W2 = −n2

(
ēC1V

Ceq

+
ēCGVGS

Ceq

)
(2.67)

Si maintenant nous considérons qu’un électron a été injecté par la jonction 1, cette
jonction peut être considérée comme passante. Ce faisant, la jonction 2 exhibe son
caractère capacitif, de même que le condensateur de grilleCG. Les chargesQG et
Q2 se rééquilibrent imposant aux sources de tensionV et VGS de fournir le travail

δW1 =

∫
V ID dt +

∫
VGSIG dt. (2.68)
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Étant donné queI D = IS− IG, en remplaçantI D par cette expression dans celle de
δW1, nous trouvons

δW1 =

∫
V IS(t)

q
d Q2/dt

dt +
∫
(VGS− V)IG(t)

q
d QG/dt

dt = V 1Q2+ (VGS− V)1QG, (2.69)

soit en fonction des tensions

δW2 = V C21V2+(VGS−V)CG1(VGS−V2) = V C21V2−(VGS−V)CG1V2. (2.70)

Or, lorsqu’un électron est injecté par la jonction 1, nous avonsn1 → n1 + 1, n→
n+ 1 et variation de la tensionV2

V2→ V2−
ē

Ceq

. (2.71)

De sorte que, finalement, nous trouvons que sin2 électrons ont été extraits de la
jonction 2, les sources ont dû fournir le travail

W2 = −n1

(
ēC2V

Ceq

+
ēCG(V − VGS)

Ceq

)
(2.72)

L’énergie totale du système s’écrit alors (avecn = n1− n2)

E =
1

2Ceq

{
C1C2V

2
+ C1CG(V − VGS)

2
+ C2CGV2

GS+ (nē− q0)
2

}
+

ē

Ceq

{[
n1(C2+ CG)+ n2C1

]
V − nCGVGS

}
.

(2.73)

ÉTUDE DES TRANSITIONS POSSIBLES

Comme pour la stuctureMIMIM , à température nulle, l’évolution du système ne peut
s’effectuer que dans le sens d’une diminution de l’énergie totale. En calculant l’ensemble
des transitions possibles du système, la condition de décroissance de l’énergie nous per-
met de connaître les plages de tension sur lesquelles les transitions envisagées peuvent
effectivement avoir lieu.

jonction2 • Si n2→ n2+ 1 alorsn→ n− 1 et

1En2+1 =
ē

2Ceq

[
−(2n− 1)ē+ 2(q0+ CGVGS)+ 2V C1

]
(2.74)

• Si n2→ n2− 1 alorsn→ n+ 1 et

1En2−1 =
ē

2Ceq

[
+(2n+ 1)ē− 2(q0+ CGVGS)− 2V C1

]
(2.75)

jonction1 • Si n1→ n1+ 1 alorsn→ n+ 1 et

1En1+1 =
ē

2Ceq

[
+(2n+ 1)ē− 2(q0+ CGVGS)+ 2V(C2+ CG)

]
(2.76)
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• Si n1→ n1− 1 alorsn→ n− 1 et

1En1−1 =
ē

2Ceq

[
−(2n− 1)ē+ 2(q0+ CGVGS)− 2V(C2+ CG)

]
(2.77)

Les seules transitions viables sont celles pour lesquelles il y a abaissement de l’énergie,
i.e. les transitions pour lesquelles1E < 0. Nous trouvons alors :

1En2+1 < 0 ⇒ V <
(2n− 1)ē− 2(q0+ CGVGS)

2C1

1En2−1 < 0 ⇒ V >
(2n+ 1)ē− 2(q0+ CGVGS)

2C1

1En1+1 < 0 ⇒ V <
−(2n+ 1)ē+ 2(q0+ CGVGS)

2(C2+ CG)

1En1−1 < 0 ⇒ V >
−(2n− 1)ē+ 2(q0+ CGVGS)

2(C2+ CG)

. (2.78)

Nous constatons que les conditions de transitions sont très proches de celles trouvées
lorsque nous avions considéré la présence de charges parasites dans une structureMIMIM

(Eq.2.50). En effet, tout comme les charges parasites, la tension de grilleVGS a pour consé-
quence de changer l’état de charge effectif de l’îlot, les zones de blocage/passage se trou-
vant alors juste décalées. Parallèlement, les charges parasites agissent uniquement comme
un offset q0/CG sur la tension de grille : les conséquences néfastes des charges parasites
qui apparaissaient dans le cadre de l’étude de la structureMIMIM , ont par conséquent dis-
paru5. Nous pouvons alors définir une tension effective de grilleV ′GS = VGS+ q0/CG de
façon à s’affranchir de l’inconnueq0.

À défaut de pouvoir tracer les diagrammes de transitions, compte tenu du nombre de
variables du problème (V , VGS, n), nous allons tracer un diagramme montrant les zones de
blocage total des électrons dans le plan(V,VGS). Dans ce plan, présenté en figure2.30, les
différentes droites représentent les limites des transitions viables données par le système
de l’équation. (2.78), en fonction du nombren d’électrons présents dans l’îlot. Les zones
colorées correspondent aux différentes zones de blocage total des électrons. La forme
particulière de ce diagramme lui vaut d’être surnommé « caractéristique en diamant ».

Comme nous avons pu le décrire dans la description phénoménologique, à tension de
drain donnée, inférieure au premier seuil, l’action de la tension de grille permet alterna-
tivement le passage puis le blocage des électrons. Ainsi, nous constatons que pour des
valeurs demi-entières dēe/CG de la tension de grilleV ′GS

V ′GSseuil
= · · · ,−

3ē

2CG

,−
ē

2CG

,
ē

2CG

,
3ē

2CG

, · · · =
(2k+ 1)ē

2CG

∀k ∈ Z , (2.79)

le blocage des électrons disparaît. Autour de cette zone, la plus petite tensionVDS ap-
pliquée permet le passage des électrons à travers la jonction. La caractéristique cou-
rant/tension de grille se traduit donc par des pics de courant autour des tensions de seuil de
grille comme sur la figure2.28, la distance entre 2 pics successifs étant donnée par l’écart
entre 2 seuilsi.e.

1VGS=
ē

CG

. (2.80)

5. Toutefois, l’offset se révélant différent pour chacun des transistors composant un circuit, les charges
parasites peuvent encore être un frein à la réalisation de puces àSET.
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(a)C2 = CG = C1 (b) C2 = CG = 2C1

(c) C2 = CG = C1/2

FIG. 2.30. Transitions possibles des électrons à T = 0 K dans le cas d’un transistor à un
électron pour diverses valeurs de capacités.
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FIG. 2.31. Allure de la caractéristique I (VDS,VGS) idéale du SET pour 2C1 = C2 = CG.

La figure2.31 illustre à ce moment l’allure en diamant si particulière du courant dans
un SET dans le plan(V,VGS) à une température proche de 0K pour une configuration où
2C1 = C2 = CG.

V Conclusion

Au travers de ce chapitre nous avons pu constater les avantages que pourrait apporter
le blocage de Coulomb dans le fonctionnement des composants électroniques. Ainsi, le
contrôle précis de la charge transitant dans le dispositif allié aux très faibles dimensions de
ce type de composants fait, du blocage de Coulomb, une alternative très prometteuse aux
technologiesMOS actuelles. LeSET, par exemple, possède tous les attributs d’un transis-
tor, ou tout du moins, tout ce que l’on attend d’un transistor dans des applications logiques.
Il permet, en effet, de réaliser un interrupteur commandé, base de tout circuit numérique.
Son haut degré de miniaturisation est un gros avantage pour la densité d’intégration.

Le blocage de Coulomb est ainsi devenu, en quelques années, un champ de recherche
en pleine effervescence. En particulier, les dispositifs à blocage de Coulomb en silicium
représentent une solution d’avenir, à moyen terme, permettant de concevoir à l’aide d’une
même technologie des dispositifs alliant les avantages des dispositifs à un électron à la
robustesse des transistorsMOS. En effet, un des gros points faibles des dispositifs à un
électron réside dans le faible courant véhiculé, conséquence directe du faible nombre de
charges transitant dans le composant. L’avenir se cantonnera-t-il alors à l’élaboration de
dispositifs hybrides alliant les avantages de deux technologies ? Une chose est sûre, si
les composants à blocage de Coulomb, sur des matériaux semi-conducteurs tendent à se
développer, la compréhension des phénomènes mis en jeu et la simulation de ces nou-
veaux dispositifs vont devenir primordiales. Nous avons vu notamment que les méthodes
employées, afin de décrire les dispositifs métalliques, semblent montrer leurs limites dès
qu’il s’agit d’étudier les boîtes quantiques en silicium, en raison de la quantification des
niveaux d’énergie plus prononcée dans les semi-conducteurs.

Mais avant de décrire, avec plus de précision, les particularités des îlots quantiques
semi-conducteurs dans la partieII de cet ouvrage, nous allons passer en revue, dans le
chapitre suivant, un état de l’art de ce qui se fait à ce jour en matière de dispositifs à blo-
cage de Coulomb (métalliques et semi-conducteurs) ainsi que les applications envisagées.



Chapitre 3

B
locage de Coulomb : un état de l’art

L ’ OBJET du présent chapitre est de présenter un état de l’art actuel des réalisations
de composants électroniques utilisant les effets du blocage de Coulomb. Loin d’être

exhaustive, la liste suivante dévoile cependant quelques uns des dispositifs les plus signi-
ficatifs, parmi une kyrielle actuellement à l’étude, une revue plus complète pouvant être
trouvée, à titre indicatif, en référence [67].

I Blocage de Coulomb etMOSFET

Jusqu’à présent, nous avons traité le blocage de Coulomb comme un phénomène, basé
sur l’utilisation d’îlots de taille nanométrique, visant à améliorer les dispositifs classiques.
Or, les dimensions des transistorsMOS diminuant et atteignant elles aussi un ordre de gran-
deur nanométrique, nous commençons à observer des effets, non intentionnels, de blocage
de Coulomb dans les dispositifs actuels à basse température (exemple, en référence [63],
pour un transistor de 100 nm de longueur de grille à 35 mK ). Ainsi est-il possible de
reconnaître en figure3.1 la caractéristique « diamant »I D(VDS,VGS) si particulière des
transistors à un électron.

Dans un transistorMOS l’îlot n’est pas formé par la déposition volontaire d’une nano-
particule, séparée des électrodes source et drain par un oxyde tunnel, mais par un puits de
potentiel local. Si l’origine de ce puits est encore assez floue, l’hypothèse d’un confine-
ment lié à un dopant, ou à un agrégat de dopants, reste la plus probable.

FIG. 3.1. Courant circulant, à 35 mK,
entre la source et le drain d’un transistor
MOS de 100 nmde longueur de grille en
fonction de la tension source/drain et de
la tension de grille appliquée [63].
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II Blocage de Coulomb dans les dispositifs métalliques

II-A Le transistor à un électron

Les transistors métalliques à un électron furent les premiers transistors basés sur le
blocage de Coulomb à être réalisés. Dans ces dispositifs, les matériaux utilisés pour les
électrodes ainsi que l’(les) îlot(s) sont métalliques, le plus souvent en aluminium ou en
or. Suivant les procédés de réalisation employés, on distingue deux grandes familles de
SET métalliques : lesSET « conventionnels », similaires à ceux présentés dans le chapitre
précédent, composés d’un îlot métallique unique relié aux électrodes source et drain par
deux jonctions tunnel et dont le niveau de Fermi est contrôlé, par couplage capacitif, par
l’intermédiaire d’une électrode de grille ; et lesSET à îlots multiples où il existe un grand
nombre de grains métalliques entre la source et le drain, tous séparés les uns des autres
par des jonctions tunnel.

SET À ÎLOT UNIQUE

FIG. 3.2. Principe de l’évaporation de
l’aluminium sous trois angles différents
assurant la création en trois étapes (sym-
bolisées par des hachures spécifiques) de
deux électrodes et d’un îlot suffisamment
proches pour permettre le passage des
électrons par effet tunnel [56].

Dans ce type de dispositif, le défi tech-
nologique réside dans la création d’un îlot
de quelques nanomètres, généralement par
lithographie électronique, séparé des deux
électrodes par un fine jonction tunnel. Bien
entendu, la résolution actuelle de la lithogra-
phie ne permet pas de réaliser directement
des composants avec de telles contraintes ; il
faut donc avoir recours à un certain nombre
de ruses. L’une d’entre elles, imaginée par
une équipe de NEC, consiste en une évapora-
tion d’aluminium sous trois angles différents
afin de fabriquer, de façon reproductible, des
électrodes suffisamment proches pour per-
mettre le passage des électrons par effet
tunnel via l’îlot (Fig. 3.2). Le SET métal-
lique ainsi réalisé, dont l’îlot mesure quelque
20 nm, est présenté en figure3.3a. L’îlot est
encore légèrement trop gros pour donner lieu
à du blocage de Coulomb à température ambiante mais offre une observation très nette du
phénomène de blocage total de charge décrit au chapitre précédent (sectionIV-B) pour des
températures inférieures à 100 K (Fig.3.3b). En effet, les valeurs des différentes capacités
extraites des caractéristiques courant/tension de grille montrent que l’énergie de charge
ē2/2Ceq = 11.4 meV ne devient supérieure à l’énergie thermique que pour des tempéra-
tures inférieures à environ 130 K. Enfin, comme l’illustre la figure3.4, nous retrouvons
bien la caractéristique en « diamant » des transistors à un électron lorsque le courant est
étudié en fonction de la tension source/drain pour plusieurs tensions de grille.
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(a) (b)

FIG. 3.3. (a) Image, au microscope électronique à balayage, du transistor à un électron (dont
l’îlot mesure 20 nm) réalisé à partir de l’évaporation en trois étapes. (b) Caractéristique cou-
rant/tension de grille du transistor pour plusieurs températures. La tension source–drain
vaut 2 mV et les courbes ne sont pas translatées par rapport à l’origine. En insert, est pré-
senté un détail de la caractéristique à 106 K [56].

FIG. 3.4. Caractéristique I D(VDS) à 4.2 K pour différentes tensions de grille. Dans un but
de clarté, les différentes courbes sont translatées de 20 pA [56].
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FIG. 3.5. (a) SET conçu à partir de nanoparticules d’or déposées sur toute la surface par
émission et dépôt de gouttelettes de métal à l’aide d’une source ionique à métal liquide
(LMIS) [62]. (b) Dispositif identique au précédent mais ayant subi une étape de gravure
après le dépôt des grains d’or. Seule une ligne, de 20 nmde largeur, reste protégée par de la
résine [62].

SET À ÎLOTS MULTIPLES

Une autre manière de s’affranchir des limites de la lithographie électronique consiste
à fabriquer des îlots multiples, par dépôt de grains métalliques de taille nanométrique, à
l’aide d’une source ionique de métal liquide (Liquid Metal Ion Sourceou LMIS). Couplé
à des techniques de lithographie électronique classiques, il est possible de réaliser, entre
deux électrodes source et drain, une matrice d’îlots (Fig.3.5a). Notons que les nanopar-
ticules peuvent ultérieurement être gravées afin de n’en conserver qu’une ligne, la plus
mince possible, reliant la source au drain (Fig.3.5b).

La figure3.6a présente, pour un tel dispositif ne comportant qu’une matrice de 8× 5
îlots entre la source et le drain (8 entre source et drain sur 5 en largeur), une caractéris-
tique I D(VDS) (à tension de grille nulle) dont la zone de blocage reste très nette jusqu’à
une température de 185 K. Bien entendu, avec l’élévation de la température, la tension
seuil de passage des électrons diminue (Fig.3.6b), du fait de l’augmentation de l’énergie
thermique relativement à l’énergie de charge. Comme le prévoit la théorie, la dimension
des îlots influe notablement sur la valeur du seuil en tension (cf. Fig.3.6: les seuils sont
d’autant plus importants que les îlots sont petits. Nous constatons aussi que l’augmenta-
tion du nombre de chemins de conduction possibles favorise la diminution de la largeur
des paliers.

Toutefois, même si ce procédé permet de concevoir des îlots de dimensions propices à
l’apparition du blocage de Coulomb à température ambiante, il reste difficile à employer
dans des technologies silicium en raison de la contamination importante apportée par un
métal tel que l’or.
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(a) (b)

FIG. 3.6. (a) Caractéristique I D(VDS) à tension de grille nulle d’une matrice de 8× 5 îlots
pour plusieurs températures [62]. (b) Évolution du seuil de blocage de Coulomb en fonction
de la température pour plusieurs dispositifs comportant un nombre variable de nanoparti-
cules [62].
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III Blocage de Coulomb dans les dispositifs sur silicium

III-A Transistor à un électron : méthode lithographique

À l’instar desSETmétalliques, deux voies technologiques peuvent être envisagées afin
de réaliser unSET semi-conducteur : soit par le biais des méthodes les plus pointues de
la lithographie soit à l’aide de nanocristaux de silicium ou de germanium déposés entre
deux électrodes. Cette sous-section est consacrée à la première solution, les suivantes aux
méthodes usant de nanocristaux.

FIG. 3.7. SET réalisé à partir d’un
fil quantique de silicium dont la sec-
tion avoisine les 15 × 15 nm2. Les
fluctuations inhérentes à la lithogra-
phie électronique permettent la forma-
tion de constriction géométrique [70].

Un des procédés de fabrication de transis-
tors à un électron semi-conducteur, à partir de
méthodes lithographiques, repose sur la fabri-
cation d’un fil de silicium à l’aide d’une litho-
graphiee-beamassociée à une gravure ionique
réactive (RIE). Ce fil, d’une trentaine de nano-
mètres de section [70], est ensuite oxydé de fa-
çon à obtenir un fil de silicium d’une quinzaine
de nanomètres de section (Fig.3.7). Cependant,
les imperfections de la lithographie électro-
nique induisent une légère variation de la lar-
geur du fil, variations accentuées par l’étape
d’oxydation (Fig.3.8a). Les fluctuations de lar-
geur du fil se traduisent par l’apparition d’une
succession de boîtes quantiques séparées les
unes des autres par des constrictions géomé-
triques.A priori, des nombreux îlots formés par
les constrictions, le plus petit réglera l’énergie
de charge et donc le seuil en tension.

À partir de la caractéristique courant/tension
de grille, présentée en figure3.8b, nous consta-
tons que les îlots sont suffisamment petits pour

assurer du blocage de charge à température ambiante. Toutefois, à de telles températures,
nous n’observons plus de pics de conduction mais des paliers. Il faut descendre en des-
sous de 116 K pour revoir apparaître les pics prévus par la théorie. Remarquons, en outre,
que les îlots en silicium ne mesurant que 12 nm de diamètre, les effets de quantification
doivent être pris en compte en plus de l’énergie de charge d’origine électrostatique [70].

III-B Réalisation de nanocristaux de silicium

Une autre méthode de réalisation des transistors à un électron en silicium consiste,
comme pour les îlots métalliques, à fabriquer, en premier lieu, des nanocristaux de sili-
cium (ou, plus généralement, semi-conducteurs) dans un oxyde permettant le passage des
électrons par effet tunnel. Pour cela, plusieurs techniques peuvent être mises en œuvre,
parmi lesquelles on distingue :

• les méthodes basées sur la déposition de vapeur chimique sous faible pression (Low
Pressure Chemical Vapor DepositionLPCVD) permettant la formation de nanocris-
taux de 2 à 10 nanomètres de diamètre sur un oxyde tunnel (ceux-ci étant, par la
suite, recouvertsin situd’oxyde de silicium) ;
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(a)

(b)

FIG. 3.8. (a) Photographie, au microscope électronique à balayage, du fil de silicium après
l’étape d’oxydation [70]. (b) Caractéristique courant/tension de grille du transistor à fil
de silicium pour plusieurs températures, la tension de drain étant maintenue constante à
VDS = 100 mV[70].
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FIG. 3.9. (a) Vue, au microscope électronique à transmission, de nanocristaux de silicium
(d’une densité d’environ 5 × 1011 cm−2) déposés sur du SiO2. En insert, une image au
microscope électronique à haute résolution, d’un nanocristal, de 7.5 nmde diamètre, dont
on voit le plan cristallin [1 1 1] [50]. (b) Statistique sur 70 nanocristaux comptabilisant la
population d’îlots de silicium ayant un diamètre donné [50].

• et les méthodes d’implantation où des ions de silicium (ou de germanium) sont
implantés dans une couche de SiO2 afin de l’enrichir. La cristallisation s’opère alors
après un recuit à des températures de l’ordre de 900◦C.

La figure3.9a présente les nanocristaux obtenus à l’aide d’une technique de dépôt [50].
Comme nous pouvons le constater, les îlots de silicium conservent leur caractère cristallin
et leur forme peut être largement assimilée à une sphère. Nous verrons, dans le suite de
ce mémoire, que ces deux propriétés seront primordiales lors de l’étude théorique de ce
type de dispositif. Ainsi le caractère cristallin nous permettra-t-il de conserver la notion de
masse effective des électrons au sein de l’îlot (si celui-ci n’est pas trop petit cf. Chap.7)
tandis que leur aspect sphérique nous permettra de profiter de propriétés de symétrie plus
qu’avantageuses, d’un point de vue numérique. La figure3.9b nous assure, quant à elle,
que la taille moyenne des nanocristaux créés (3 à 5 nm de diamètre en majorité) est suf-
fisamment faible pour espérer observer du blocage de Coulomb à température ambiante.
La densité des îlots varie suivant les paramètres de déposition entre 1011 et 1012 cm−2.

III-C Transistor à nanocristaux de silicium

À partir des nanocristaux réalisés par une des méthodes décrites précédemment, il
est alors possible de déposer des électrodes en aluminium à l’aide des techniques de li-
thographie électronique et de gravure classiques [51] (Fig. 3.10). Les caractéristiques du
transistor, ainsi formé, sont présentées en figure3.11a et3.11b. Il est particulièrement in-
téressant de constater que les paliers de Coulomb (0.27 V de largeur) de la caractéristique
I DS(VDS) restent parfaitement visibles, même à température ambiante (Fig.3.11a), ainsi
que les pics de courant de la caractéristiqueI DS(VGS) (Fig. 3.11b).
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FIG. 3.10. (a) Vue, au microscope électronique à balayage, d’un ensemble d’îlots de silicium
créés par déposition [51]. La densité moyenne des îlots de 3.85×1011 cm−2 permet d’estimer
la distance entre deux nanocristaux à 16 nm. (b) Image, au microscope à force atomique,
du transistor à un électron réalisé après déposition des électrodes de source, de drain et de
grille [51]. (c) Détail de la région active du SET [51].

(a) (b)

FIG. 3.11. (a) Caractéristique I DS(VDS) du SET mesurée à température ambiante [51].
La conductance d IDS/dVGS est également représentée. (b) Caractéristique I DS(VGS) pour
plusieurs valeurs de la tension drain VDS [51].
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III-D Application aux cellules mémoire

De même que le blocage de Coulomb semble une solution prometteuse, en vue d’amé-
liorer les transistors actuels, son utilisation, et plus généralement celle de nanocristaux
semi-conducteurs dans des dispositifs de type mémoireFLASH, pourrait pallier les pro-
blèmes inéluctables auxquels ces mémoires vont devoir faire face dans les prochaines
années. Nous allons donc présenter, dans cette sous-section, les effets de l’apport de na-
nocristaux de silicium dans deux types de mémoire actuellement à l’étude.

CELLULE MÉMOIRE À GRILLE FLOTTANTE GRANULAIRE

Grille

DrainSource oxyde tunnel

îlot en silicium

oxyde de contrôle

FIG. 3.12. Schéma de principe
d’une mémoire à grille flottante gra-
nulaire [68].

Un premier champ de recherche s’est porté
sur le remplacement de la grille flottante par
une couche d’îlots nanométriques (Fig.3.12).
À l’aide d’une technique de dépôt, semblable à
celle décrite dans les sous-sections précédentes,
une équipe de recherche d’IBM [68] a ainsi réa-
lisé une mémoire contenant des îlots de 5 nm
de dimensions caractéristiques (Fig.3.13a), es-
pacés les uns des autres de 5 nm — soit une den-
sité d’îlots moyenne de 1012 cm−2 . Bien entendu,
dans une telle mémoire, le passage des élec-
trons d’un îlot à l’autre par effet tunnel semble
peu probable. L’intérêt des nanocristaux ne ré-
side pas, ici, dans leur utilisation dans le cadre
du blocage de Coulomb, mais plutôt dans la répartition de la charge stockée, ordinaire-
ment sur une seule et même grille, sur un ensemble discret d’îlots. Par ce biais, on espère
augmenter de façon significative les temps de rétention en empêchant le déchargement
total de l’information lors de l’apparition d’un éventuel courant tunnel entre le canal et la
grille.

De par les similitudes existant entre ces mémoires à nanocristaux et les mémoires
FLASH classiques, leur principe de fonctionnement reste très proche : en appliquant une
tension positive sur la grille de contrôle les électrons viennent charger les îlots à partir du
canal de conduction du transistor (par effet tunnel direct à travers l’oxyde de grille). Les
électrons stockés induisent alors, de manière électrostatique, un décalage de la tension de
seuil du transistor (Fig.3.14). Même si le blocage de Coulomb n’est pas utilisé en tant que
tel pour améliorer le dispositif, l’effet granulaire de la charge apparaît lors du chargement
de la grille flottante, les variations de la tension de seuil évoluant de manière discrète
(Fig. 3.13b) du fait du nombre entier d’électrons stockés par îlot.

Les avantages attendus, en utilisant ce nouveau type de mémoire, compatible avec
les architecturesCMOS actuelles, sont nombreux : outre des temps de rétention accrus, le
mode d’écriture, par courant tunnel direct, permet d’espérer des temps de chargement très
rapide et sous « faible » tension, améliorant, par là même, la durée de vie du composant.

Signalons aussi l’existence d’une mémoire similaire à celle d’IBM mais comportant
un double empilement d’îlots de silicium : l’une des rangées comporte des nanocristaux
plus petits que l’autre, séparée de la première par un mince oxyde tunnel (cf. Fig.3.15a et
Fig. 3.15b). Ces mémoires ont démontré, expérimentalement, leur supériorité en termes
de temps de rétention par rapport aux mémoires ne comportant qu’une seule rangée de
nanocristaux (cf. Fig.3.15c). En fait, l’augmentation significative des temps de rétention
est due au phénomène de blocage de Coulomb existant au sein des rangées d’îlots.
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FIG. 3.13. (a) Vue, au microscope électronique à transmission, d’un nanocristal de silicium
enterré dans de la silice. L’ordre de grandeur de l’épaisseur de l’oxyde tunnel est de 3 nm.
La longueur de grille du transistor est de 400 nmet sa largeur vaut 20µm [68]. (b) Carac-
téristique du courant entre source et drain en fonction de la tension de grille appliquée pour
deux états de charge de la « grille flottante », le drain étant maintenu à 100 mV[68].

FIG. 3.14. Structure de bande de la mémoire durant les opérations d’écriture (a) de rétention
(b) et d’effacement (c) [68].

FIG. 3.15. (a) Schéma de principe de la mémoire à double empilement d’îlots de silicium [57]
(b) Vue, au microscope électronique à transmission, de la mémoire. Deux rangées d’îlots
(l’une contenant des îlots de plus petite taille que l’autre) sont parfaitement visibles [57]. (c)
Caractéristique de rétention (tension de seuil VT H du transistor en fonction du temps) de
la mémoire à double empilement comparée à une mémoire ne contenant qu’une seule rangée
d’îlot [57].
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FIG. 3.16. Schéma de principe d’une cellule mémoire FLASH à jonctions tunnel verticales.
La particularité de cette mémoire par rapport à son homologue classique réside dans la pré-
sence d’îlots de silicium entre la grille de contrôle et la grille flottante. Ceux-ci permettent
d’assurer la charge et la décharge de la grille flottante à partir de la grille de contrôle.

CELLULE MÉMOIRE À JONCTIONS TUNNEL VERTICALES

Nous voyons donc que nous pourrions tirer avantage de l’utilisation active d’un tel
phénomène, plutôt que de « subir » les effets de blocage de Coulomb. À cette fin, un autre
type de mémoire a été proposé en insérant, entre la grille flottante et la grille de contrôle
d’une mémoireFLASH classique, des nanocristaux de silicium [59] (Fig. 3.16). Contraire-
ment à son homologue classique, cette cellule assure le chargement et le déchargement de
la grille flottante par l’intermédiaire des îlots à partir de la grille de contrôle par courant
tunnel direct. L’utilisation des procédés de fabrication de nanocristaux de silicium évo-
qués précédemment se révèle donc particulièrement adaptée puisque ces techniques sont
capables de former des îlots nanométriques séparés par un oxyde tunnel suffisamment fin.

L’oxyde séparant la grille flottante du canal n’a cette fois aucune raison d’être tunnel.
Il faut simplement veiller à ce que son épaisseur soit suffisamment faible pour permettre
un bon contrôle du canal de conduction tout en prenant garde à limiter les fuites de charges
vers le canal par courant tunnel.

Les performances attendues de ce type de mémoire tiennent, tout d’abord, au dé-
couplage des phénomènes de rétention et de chargement. En effet, dans les mémoires
FLASH classiques, le chargement de la grille flottante ainsi que les temps de rétention dé-
pendent principalement de l’épaisseur d’oxyde situé entre le canal et la grille flottante.
Dans la mémoire à jonctions tunnel verticales, les phénomènes physiques liés au charge-
ment/déchargement de la mémoire se situent entre la grille flottante et le grille de contrôle
cependant que la rétention reste liée à l’oxyde compris entre la grille et le canal. Cette nou-
velle technologie permettrait non seulement d’offrir des avantages en termes de tensions
appliquées sur le composant, lors des opérations d’écriture et d’effacement (lesquelles,
beaucoup plus faibles que celles utilisées jusqu’à présent, octroieraient une meilleure lon-



III Blocage de Coulomb dans les dispositifs sur silicium 

FIG. 3.17. (a) Représentation du point
mémoire. (b) Vue au microscope électro-
nique à balayage de la mémoire. (c) Image
au microscope électronique à transmis-
sion de la région contenant les nanocris-
taux de silicium. La taille des îlots peut
être estimée à 2–3 nmde diamètre et leur
densité entre 6·1011 et 1·1012 cm−2 [53].

FIG. 3.18. Caractéristique de rétention
de la mémoire à jonctions tunnel verti-
cales. L’évolution des tensions de seuil
liées à l’écriture Vthw et à l’effacement Vthe

est mesurée à température ambiante [53].

gévité au composant), mais aussi en termes de temps de rétention puisque l’utilisation
d’un oxyde plus fin (destiné à faciliter les opérations d’écriture et de lecture) ne serait
plus nécessaire. L’effet de blocage de charge, propre au blocage de Coulomb, permettrait,
de plus, d’accroître encore le temps de rétention.

Le blocage de Coulomb ouvre des perspectives encore plus séduisantes. En effet, nous
avons vu que la force de ce phénomène réside dans la maîtrise précise des charges véhicu-
lées à travers le dispositif en fonction de la tension imposée. Ainsi, le chargement précis de
la grille flottante à partir de la tension appliquée sur la grille de contrôle permet d’envisa-
ger la réalisation d’une logique à multi-niveaux, offrant la possibilité de stocker plusieurs
bits sur une seule cellule mémoire, augmentant à peu de frais la « densité d’intégration »
de l’information.

Si la réalisation de ces mémoires n’en est encore qu’à ses balbutiements — les pre-
mières mémoires réalisées [53] ne présentant pour l’instant qu’une seule rangée d’îlots
(Fig. 3.17) —, leurs tensions de charge/décharge (de 2 à 6 V contre 12 V actuellement)
laissent présager de belles perspectives d’avenir. Leur temps de rétention, dont la caracté-
ristique est présentée en figure3.18reste encore assez faible (30 min) mais devrait aug-
menter avec l’amélioration des dispositifs.
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IV D’autres voies vers le blocage de Coulomb

La réalisation d’îlots n’est pas une conditionsine qua nonpour réaliser des dispositifs
tirant parti du blocage de Coulomb. En effet, comme nous l’avons vu à la sectionI, la
création d’un potentiel de confinement, pour les électrons passant à travers des barrières
tunnel est suffisante pour observer des effets de blocage de charge.

Une autre façon de réaliser des transistors consiste alors à utiliser un gaz bidimen-
sionnel d’électrons en créant, dans une hétérostructure, un îlot électrostatique « artificiel »
contrôlé par des électrodes (Fig.3.19). La réalisation d’un tel dispositif dans une hété-
rostructure Ga1−xAl xAs [60, 61] présente des caractéristiques similaires au blocage de
Coulomb, comme le montre la figure3.20: oscillations périodiques de conductance pour
la courbeI DS(VGS) et paliers de courant pour la courbeI DS(VDS).

FIG. 3.19. Schéma du dispositif expérimental : quatre grilles (VG1, VG2, VG3, VG4) per-
mettent de définir l’îlot artificiel [60].

FIG. 3.20. (a) Conductance du SET en fonction de la tension de grille de commande (VG0

sur la figure 3.19) [60]. (b) caractéristique I DS(VDS) du dispositif pour différentes tensions
de grille correspondant à la figure (a) [60].
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V-A Circuits logiques à SET

FIG. 3.21. Schéma de principe de la
porte NAND utilisant des SET [65].

Loin d’être cantonnée aux seules applica-
tions mémoire et de transistors isolés, l’utili-
sation deSET dans des circuits logiques com-
mence à voir le jour. Certes, le faible courant
véhiculé par ce type de dispositif reste encore
un frein à la réalisation de circuits logiques
complexes. Toutefois, la faisabilité de portes
logiques simples a déjà été démontrée [58, 65,
66, 69].

Là encore, plusieurs axes de recherche sont
à l’étude. Certaines équipes se penchent sur
l’extension de la logiqueCMOS aux SET [65,
66]. C’est par exemple le cas de la porte
NAND présentée en figures3.21et 3.22a où les
SET remplacent tout simplement les transistors
NMOS et PMOSclassiques. La double grille sur
chacun des transistors permet, par l’intermé-
diaire d’une tension de polarisation, d’ajuster la position des différents pics de conduc-
tion de la caractéristiqueI DS(VGS) des transistors. Ainsi, suivant les niveaux logiques en
entrée des différentsSET, chacun des transistors se situe, soit sur un pic de conduction,
soit dans une vallée où la valeur du courant reste réduite. Nous retrouvons alors bien le
fonctionnement habituel d’une porte NAND (Fig.3.22b).

(a) (b)

FIG. 3.22. (a) Images, au microscope électronique à balayage, du circuit sur SOI de la fi-
gure 3.21. Un zoom sur le SET est également représenté [65]. (b) Tension de sortie de la
porte en fonction des chronogrammes des tensions d’entrée VA1, VA2, VB1, VB2 [65].
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FIG. 3.23. (a) Circuit équivalent de la porte AND [69]. (b) Vue AFM de la porte AND

réalisée [69].

Néanmoins, ce type d’architecture classique s’adapte assez mal aux faibles courants
véhiculés par les dispositifs à un électron ainsi qu’aux fortes perturbations dues aux
charges parasites. En effet, les courants, de l’ordre du picoampère, n’offrent qu’un très
faible gain pour les portes et les charges parasites modifient de façon significative les seuils
de tension. Pour résoudre ces difficultés, il est judicieux d’effectuer une refonte profonde
des architectures actuelles afin qu’elles s’adaptent au mieux à ses nouveaux composants.
Aussi voit-on apparaître des circuits àSETbasés sur des moyens innovants de concevoir la
logique numérique, tels que les architectures à diagramme binaire de décision. C’est le cas
du circuit présenté en figure3.23, composé d’un ensemble de 8 barrières tunnel associées
à 5 îlots et réalisant la fonction logiqueAND. Ce circuit, à diagramme de décision, est
constitué d’une branche « racine » (root), de deux nœuds de décision X1 et X2 et de deux
sorties OUT0 et OUT1. LesSET formant les nœuds de décision ont un rôle d’interrup-
teur aiguillant, suivant leur état (∅ ou 1), les électrons vers l’une au l’autre des branches
situées à leur sortie. Ces états constituent les signaux logiques d’entrée de la porte. Un
paquet d’électrons partant de la branche racine arrive alors sur la sortie OUT1 si l’état des
deux interrupteurs est 1 tandis qu’il arrive en OUT0 si l’un des deux interrupteurs est à∅

(Fig. 3.24). Les sorties logiques ne sont donc plus définies par des seuils de tension : l’in-
formation est dorénavant formée par le paquet d’électrons et son trajet. Ce type de circuit
ne nécessite donc plus de composants fournissant du gain pour pouvoir fonctionner, mais
réclame des interrupteurs disposant d’une bonne caractéristique ON/OFF.



V Pour aller plus loin... 

FIG. 3.24. Diagramme de décision binaire représentant la fonction AND logique ainsi que
la table de vérité qui lui est associée [69].

V-B Une autre application : des électromètres de pointe

Ainsi que nous l’avons déjà évoqué au chapitre précédent, les composants à un élec-
tron utilisant le blocage de Coulomb comme mode de fonctionnement se trouvent être
particulièrement sensibles aux charges électriques parasites extérieures. Loin d’être tou-
jours un défaut, la capacité desSET, à être influencés par des charges ne représentant que
quelques fractions de la charge élémentaire électronique, en fait des composants de choix
pour des applications de mesure et plus spécialement en électrométrie [52, 45].

Un électromètre àSET fonctionne à l’aide d’un couplage capacitif entre la charge à
mesurer et la grille du transistor. La mesure proprement dite découle de l’étude de la
modification de la caractéristique courant/tension sous l’influence de la charge. La sen-
sibilité de ce type de dispositif, de 6 ordres de grandeur devant les autres électromètres,
les destine aux mesures les plus fines, notamment dans des dispositifs de taille nanomé-
trique. LesSET se ont ainsi déjà été précieux, non seulement comme outils de pointe
dans des applications métrologiques, mais aussi comme sondes d’imagerie locale dans les
semi-conducteurs. Les récentes démonstrations de l’utilisation desSET, aussi bien dans
la détection de photons uniques [54] que dans des applications radio-fréquences [48, 64],
promettent aux composants à un électron un bel avenir dans un large spectre de domaines,
allant de l’astronomie jusqu’au calcul quantique.

Ce chapitre clôt la première partie de ce mémoire et les considérations générales sur le
blocage de Coulomb dans les dispositifs électroniques. Nous allons maintenant entamer,
dans la deuxième partie une étude plus spécifique sur les briques élémentaires constituant
lesSET semi-conducteurs : les boîtes quantiques en silicium.
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Deuxième partie

Structure électronique des boîtes
quantiques en silicium





Chapitre 4

R
ésolution
de l’équation de Schrödinger
de systèmes polyélectroniques

I Position du problème

I-A Introduction

DANS le cadre du blocage de Coulomb dans des dispositifs semi-conducteurs, nous
sommes amenés à étudier la structure énergétique de boîtes quantiques contenant

plusieurs électrons. Nous devons donc tenir compte, dans l’équation de Schrödinger, de
l’interaction électrostatique existant entre les électrons. L’hamiltonien du système consti-
tué deN électrons de massem confinés dans une boîte quantique de permittivité relative
ε se décompose comme suit

H =
N∑

i=1

Ep2
i

2m︸ ︷︷ ︸
Énergie cinétique

+

N∑
i=1

Vconf(Er i )

︸ ︷︷ ︸
Potentiel de confinement

+
1

2

1

4πεε0

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

ē2∥∥Er i − Er j

∥∥︸ ︷︷ ︸
Interaction entre électrons

,

(4.1)
où Er i et Epi sont respectivement les vecteurs position1 et quantité de mouvement de l’élec-
tron no i . Le coefficient 1/2 devant le potentiel d’interaction, évite de comptabiliser deux
fois les interactions entre électrons.

Afin de déterminer les propriétés électroniques de la boîte ainsi considérée, il « suffit »
maintenant de résoudre l’équation de Schrödinger

Hψ(Er1, . . . , Er N) = Eψ(Er1, . . . , Er N) (4.2)

oùψ(Er1, . . . , Er N) représente la fonction d’ondeglobaledu nuage électronique. En l’état,
une telle équation est, bien entendu, impossible à résoudre aussi bien analytiquement que
numériquement ; des approximations sont donc nécessaires.

1. Nous considérons ici la position dans son sens le plus large, c’est-à-dire pouvant inclure le spin.
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Atome de numéro atomique Z Boîtes quantique

V(r ) = −
Zē2

4πεε0r
−→ V(r )

r
V(r)

V0

r
V(r)

FIG. 4.1. La seule différence entre un atome et une boîte quantique réside dans leur potentiel
de confinement, de sorte qu’une boîte est souvent appelée atome artificiel.

Or, au potentiel de confinement près (cf. Fig.4.1), cet hamiltonien est en tout point
équivalent à celui qui décrit les atomes dans le cadre de l’approximation de Born-Oppen-
heimer ; c’est-à-dire, lorsque le noyau est considéré comme fixe et que son influence est
assimilée à un potentiel global, à symétrie sphérique, s’appliquant sur chaque électron.
Nous allons, par conséquent, tirer profit de la remarquable analogie entre boîtes quan-
tiques contenantN électrons (souvent appelées « atome artificiel » [88]) et les atomes sur
lesquels, depuis plus d’un demi-siècle, de nombreux physiciens se sont penchés.

I-B Les différentes approximations possibles

En atomistique, trois grandes méthodes, dont nous allons ici présenter les grandes
lignes ainsi que les avantages et les inconvénients, sont principalement utilisées pour cal-
culer la structure électronique des atomes :

Méthode de Hartree : Cette méthode part du principe que la fonction d’onde globale
ψ peut s’écrire comme le produit de fonctions d’onde élémentairesψi associées à
chacun des électrons, pris indépendamment.

ψ = ψ1(Er1) · · ·ψN(Er N) (4.3)

Toutefois, un tel produit n’assure pas le caractère antisymétrique de la fonction
d’onde globale qui s’impose lors de l’étude d’un système d’électrons (i.e. un sys-
tème de fermions indépendants).

Méthode de Hartree-Fock : Pour pallier les défauts de la méthode de Hartree, la mé-
thode de Hartree-Fock impose à la fonction d’onde globale d’être antisymétrique
en l’écrivant sous la forme d’un déterminant, appelé déterminant de Slater. Si cette
méthode offre l’avantage de donner une fonction d’onde, ayant un sens physique
rigoureux, elle complique aussi sérieusement les calculs à effectuer.

Théorie de la fonctionnelle de la densité (Density Functional Theoryou DFT) : Cette mé-
thode est née de l’intuition que la densité électronique est une grandeur fonda-
mentale capable de décrire, à elle seule, un système. Cette grandeur est, en effet,
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très attrayante : contrairement aux méthodes précédentes qui dépendent de 3N va-
riables2 (trois variables d’espace pour chacune desN particules), la densité, quant à
elle, ne dépend que des trois coordonnées d’espace. Le revers de la médaille réside
dans le fait que cette méthode offre un éventail d’informations plus restreint. Elle
se révèle, par exemple, incapable de nous donner une quelconque information sur
la fonction d’onde. La grandeur de base étant la densité électronique du système,
nous sommes donc limités en pratique, à la connaissance de quelques observables
seulement, comme l’énergie totale du système. La théorie de la fonctionnelle de la
densité est une méthode particulièrement utilisée dans les systèmes atomiques et
moléculaires, et ses champs d’applications couvrent des domaines très larges de la
physique et de la chimie [79, 81].

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier, dans un premier temps, en détail,
la méthode de Hartree et voir dans quelle mesure cette approximation permet de sim-
plifier l’équation de schrödinger (4.2). Après quelques commentaires sur la méthode de
Hartree-Fock, que nous ne détaillerons pas ici, nous nous intéresserons à la théorie de la
fonctionnelle de la densité. Nous verrons en particulier que, si les approximations et les
limites de validité des méthodes de Hartree et de la fonctionnelle de la densité sont fon-
damentalement différentes, le système final d’équations à résoudre reste formellement le
même.

Le chapitre suivant aura alors pour objet d’adapter les méthodes précédentes au calcul
de la structure énergétique des boîtes quantiques en silicium. Les méthodes numériques
nécessaires à la résolution de l’équation de Schrödinger y seront, en outre, présentées.
Enfin, nous étudierons l’influence du choix de la méthode d’approximation, Hartree ou
DFT, sur la détermination des niveaux d’énergie.

II Méthode de Hartree

II-A Approximation de Hartree

La première méthode d’approximation que nous allons étudier est due à DOUGLAS

HARTREE en [71, 83, 84]. Elle consiste à supposer que chaque électron du système
polyélectronique peut être décrit par sa propre fonction d’onde. Il en ressort que chaque
électron est soumis à un potentiel global, issu du potentiel de confinement, d’une part et
des autres électrons, d’autre part. La fonction d’onde globaleψ(Er1, . . . , Er N) est ainsi dé-
composable en un produit de fonctions d’onde élémentaires décrivant l’état d’un électron
particulier

ψ(Er1, . . . , Er N) = ψ1(Er1) ψ2(Er2) · · ·ψN(Er N). (4.4)

Intuitivement, ceci peut se comprendre en introduisant la probabilité de présencePTOT du
nuage électronique qui se trouve égale au produit des probabilités de présence de chacun
des électrons.

L’équation de Schrödinger se simplifie alors considérablement puisque, au lieu de
résoudre une équation globale, nous avons, pour chacun des électrons, une équation de

2. Voire 4N si l’on tient compte du spin.
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Schrödinger individuelleHiψi = Eiψi avec

Hi =
p2

i

2m
+ Vconf(r i )+ Vinteri (Er i ), (4.5)

où le potentiel d’interactionVinteri (Er i )modélise l’ensemble des interactions entre l’électron
no i et le reste du nuage électronique. Ce potentiel est calculé en supposant qu’il existe une
densité de chargẽρ j associée à chaque électron. Cette densité correspond simplement à la
probabilité de présence de l’électron multipliée par la charge électroniqueē

ρ̃ j (Er ) = −ē
∣∣ψ j (Er )

∣∣2
. (4.6)

L’électron no i étant soumis au champ électrique créé par lesN − 1 autres électrons, la
densité de charge totale « vue » par cet électron s’écrit alors

ρi (Er ) = −ē
N∑

k=0
k 6=i

|ψk(Er )|
2
. (4.7)

Nous avons alors à résoudre pour lesN électrons,N équations de Schrödinger

p2
i

2m
ψi +

[
Vconf(r )+ Vinteri (Er )

]
ψi = Eiψi ∀i ∈ [1, N]N (4.8)

avec
Vinteri = −ēVinteri , (4.9)

oùVinteri est le potentiel électrostatique (en volt) donné par l’équation de Poisson

E∇

(
εε0
E∇

(
Vinteri

))
= −ρi . (4.10)

Si nous supposons, pour le moment, que la permittivité relativeε est indépendante de la
position et que nous remplaçonsρi par son expression (4.7), nous obtenons alors l’équa-
tion de Poisson suivie parVinteri

1Vinteri = −
ē2

εε0

N∑
k=0
k 6=i

|ψk(Er )|
2
. (4.11)

Les N équations de Schrödinger forment alors avec lesN équations de Poisson un
problème couplé. En effet, les fonctions d’ondeψi sont les solutions des équations de
Schrödinger, elles-mêmes fonctions desψi par l’intermédiaire deVinteri .

CONCLUSION

Pour déterminer l’état du système polyélectronique, il faut donc, dans le cadre de la
méthode de Hartree, résoudre le système d’équations couplées suivant :

∀i ∈ [1, N]N


Ep2

i

2m
ψi +

(
Vconf+ Vinteri

)
ψi = Eiψi

1Vinteri = −
ē2

εε0

N∑
k=0
k 6=i

|ψk(r )|
2

. (4.12)
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H
N∑

i=1

Hi

FIG. 4.2. Différence entre l’hamiltonien global H et la somme des hamiltoniens individuels
Hi : dans ce dernier cas, nous comptons deux fois les interactions entre électrons.

II-B Énergie totale du système

Par essence, la méthode de Hartree permet d’accéder à l’énergie individuelle de cha-
cun des électrons. Toutefois, lorsque nous étudierons la théorie de la fonctionnelle de la
densité, nous ne pourrons calculer ces énergies et n’aurons accès qu’à l’énergie totale
du système. En vue de comparaisons ultérieures, il est donc intéressant de calculer cette
énergie totale dans le cadre de la méthode de Hartree.

Par définition, l’énergie totaleETOT du système nous est donnée par l’hamiltonienH
de l’équation (4.1) telle queHψ = ETOTψ . Soit, puisque la fonction d’ondeψ doit être
normée

ETOT =

∫
ψHψ dEr1 · · · dEr N. (4.13)

De par la forme des hamiltoniensHi (Eq.4.8) régissant l’équation d’onde individuelle
de chacun des électrons, il est évident que leur sommation est différente de l’hamiltonien
global H

N∑
i=1

Hi 6= H. (4.14)

En effet, dans la sommation
∑N

i=1 Hi nous comptabilisons deux fois le potentiel d’interac-
tion entre les électrons (Fig.4.2) : si pour l’électron no i nous tenons compte de son inter-
action avec l’électron no j (Vinteri→ j ) pour l’électron no j nous recomptabilisons ce terme
via le potentielVinterj→i . En retranchant la moitié de la somme des interactions à

∑N

i=1 Hi

nous retrouvons alors bienH

H =
n∑

i=1

Hi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

Vinteri→ j

︸ ︷︷ ︸
Vinteri

. (4.15)

Il nous reste maintenant à trouver une expression deETOT à l’aide des données en notre
possession, c’est-à-dire les énergiesEi et les fonctions d’ondeψi associées à chacun des
électrons. Partant de la définition deETOT, et sachant queψ = ψ1ψ2 · · ·ψN nous obtenons
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ETOT =

∫
ψHψ d3

Er1 · · · d
3
Er N =

∫
ψ1 · · ·ψ N

[
N∑

i=1

Hi

]
ψ1 · · ·ψN d3

Er1 · · · d
3
Er N

−
1

2

∫
ψ1 · · ·ψ N

[
N∑

i=1

Vinteri

]
ψ1 · · ·ψN d3

Er1 · · · d
3
Er N.

(4.16)
Or, les hamiltoniensHi et les interactionsVinteri (Er i ) agissent uniquement sur la fonction
d’ondeψi (Er i ). Associé au fait queHiψi = Eiψi et que les fonctions d’ondeψi sont
orthonormées (

∫
ψ iψ j d3

Er i = δi j ), les intégrations de l’équation précédente se simplifient
énormément

ETOT =

N∑
i=1

1 · · · 1
∫
ψ i Ei ψi d3

Er i −
1

2
· 1 · · · 1

∫
ψ i Vinteriψi d3

Er i . (4.17)

De sorte, qu’au final, nous obtenons comme expression pourETOT

ETOT =

N∑
i=1

Ei −
1

2

∫
ψ i Vinteriψi d3

Er i , (4.18)

qui n’est fonction que des paramètresψi , Ei et Vinteri donnés par la résolution des
équations couplées (4.12).

II-C Prise en compte des niveaux dégénérés

Jusqu’ici, nous n’avons pas explicitement tenu compte de la possibilité, pour certains
états|ψi 〉, d’être dégénérés. Si nous pouvons assurer la dégénérescencedi d’un niveau
d’énergieEi a posteriori en prenant pourdi électrons le même état quantique|ψi 〉, il
devient beaucoup plus avantageux de la traiter en amont. À cette fin, plutôt que d’utiliser
la fonction d’ondeψi associée àun électron, il s’avère plus judicieux d’étudier la fonction
d’onde8 j correspondant à l’état d’énergieE j et de dégénérescenced j . On introduit alors
le termegj représentant le nombre d’électrons présents sur le niveau d’énergieE j , tel que

N =
∞∑
j=1

gj avec gj 6 d j , (4.19)

puisque le système contientN électrons.
Pour chaque niveau contenant au moins un électron (gj ≥ 1), on résout alors l’équation

de Schrödinger
p j

2

2m
8 j +

(
Vconf+ Vinterj

)
8 j = E j8 j (4.20)

où Vinterj représente l’interaction sur un électron du niveauj du reste du nuage électro-
nique. Cette interaction est obtenue simplement à l’aide de l’équation de Poisson

1Vinterj = −
ē2

εε0


∞∑

k=0
k 6= j

gk|8k(r )|
2
+ (gj − 1)

∣∣8 j (r )
∣∣2

 . (4.21)
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Chacun des électrons possède alors une fonction d’ondeψi qui est égale à la fonction
d’onde8 j du niveau sur lequel il se trouve.

Afin de mieux fixer les idées, prenons le cas d’une boîte quantique en silicium conte-
nant N électrons où chaque niveau est dégénéré douze fois du fait de la dégénérescence
de spin et de celle des six vallées1 du silicium cristallin3. Dans son état fondamental
(et c’est le seul état qui nous intéressera par la suite), la répartition des électrons se fait
comme suit :

gj = 12 ∀ j ∈ [1, p]N

gp+1 = q
gj = 0 ∀ j > p+ 1

avecN = 12p+ q (p,q) ∈ N2. (4.22)

De façon plus simple, lesN électrons vont remplir les 12 places libres desp premiers
niveaux et lesq électrons restants commencent à remplir le niveaup + 1. Ainsi, plutôt
que d’avoir à résoudreN équations de Schrödinger-Poisson couplées, il nous suffit de
résoudrep+ 1 équations de Schrödinger-Poisson couplées

Ep2
j

2m
8 j +

(
Vconf+ Vinterj

)
8 j = E j8 j

1Vinterj = −
ē2

εε0


p+1∑
k=0
k 6= j

gk|8k(r )|
2
+ (gj − 1)

∣∣8 j (r )
∣∣2


. (4.23)

II-D Les limites de la méthode

Dès lors que nous considérons un système contenant plusieurs électrons, il faut tenir
compte du caractère indiscernable des particules. Ceci se voit particulièrement bien dans
l’expression de l’hamiltonienH (Eq. 4.1) qui reste inchangé lors de l’intervertion des
électrons no i et j . L’hamiltonien du système commute donc avec l’opérateur hermitique
« échange de particule »Pi j défini par

Pi jψ(Er1, . . . , Er i , . . . , Er j , . . . , Er N) = ψ(Er1, . . . , Er j , . . . , Er i , . . . , Er N), (4.24)

ce qui permet d’affirmer qu’il existe une base d’états propres communs àH et à Pi j (cf.
annexeC sectionI-A)

H |ψ〉 = E |ψ〉 et Pi j |ψ〉 = α |ψ〉 (4.25)

En outre, commeP2
i j = I (avecI opérateur identité), les valeurs propresα de Pi j ne

peuvent valoir que+1 ou−1. Expérimentalement, il se trouve que, dans le cas des parti-
cules de spin demi-entier comme les électrons, ces valeurs propres valent toutes−1. Nous
en déduisons que la fonction d’onde globale électroniqueψ est antisymétrique lors de
l’échange de deux électrons

ψ(Er1, . . . , Er i , . . . , Er j , . . . , Er N) = −ψ(Er1, . . . , Er j , . . . , Er i , . . . , Er N). (4.26)

Dans le cadre de la méthode de Hartree, nous avons écrit la fonction d’onde globale
comme un produit de fonctions d’onde représentant l’état de chacun des électrons.

ψ(Er1, . . . , Er N) = ψ1(Er1) ψ2(Er2) · · ·ψN(Er N) (4.27)

3. La validité de la dégénérescence des six vallées du silicium pour des boîtes quantiques de dimension
nanométrique sera discutée en détail dans le chapitre7.
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Cette fonction d’onde n’étant pas antisymétrique, nous négligeons par conséquent lacor-
rélationexistant entre les électrons, même si nous pouvons imposer aux fonctions d’onde
d’être dans des états différents en choisissant des nombres quantiques convenables (i.e.
en utilisant le principe d’exclusion de Pauli et les règles de sélection appropriées comme
dans la sectionII-C traitant des dégénérescences).

Il est cependant un cas où la méthode de Hartree ne déroge pas au principe de symé-
trie : lors de l’étude d’un système contenant deux électrons dans son état fondamental. En
effet, dans un tel système, la partie « spin » de la fonction d’onde se charge de l’antisymé-
trie tandis que la partie « spatiale » reste identique pour les deux électrons. Ainsi, sachant
que pour les états de spin〈↑↓| = − 〈↓↑| nous avons bien

|ψTOT(Er1, Er2)〉 = |ψ(Er1)〉 |ψ(Er2)〉 |↑↓〉

= − |ψ(Er2)〉 |ψ(Er1)〉 |↓↑〉

= − |ψTOT(Er2, Er1)〉 . (4.28)

II-E Un aperçu de la méthode de Hartree-Fock

Si la méthode de Hartree n’apparaît rigoureuse que dans un système, dans son état fon-
damental, ne contenant pas plus de deux électrons, elle est, en théorie, inadaptée au calcul
de niveaux énergétiques d’un système comportant plus de deux électrons. Le point faible
de la méthode réside dans la non-antisymétrie de la fonction d’onde globale. Vers,
VLADIMIR FOCK eut alors l’idée d’utiliser une fonction déterminant comme fonction
d’onde globale, le déterminant étant une des fonctions antisymétriques les plus simples
que nous connaissions [83, 84]. La fonction d’onde ainsi construite

ψTOT(Er1, . . . , Er N) =
1
√

N!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(Er1) ψ1(Er2) · · · ψ1(Er N)
ψ2(Er1) ψ2(Er2) · · · ψ2(Er N)
...

...
. . .

...
ψN(Er1) ψN(Er2) · · · ψN(Er N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.29)

est utilisée, par la suite, dans l’équation de SchrödingerHψ = Eψ .
Cette méthode souffre malheureusement de sa complexité de mise en œuvre d’un point

de vue pratique. En particulier, elle est souvent liée au choix d’une base d’états sur laquelle
les fonctionsψi (ou8 j ) sont décomposées. Or, dans le cas qui nous intéresse (i.e. la dé-
termination des niveaux d’énergie dans une boîte quantique), la détermination d’une base,
à la fois performante et menant à des calculs numériques envisageables, reste encore à
trouver. Du fait, par ailleurs, de la lourdeur relative de la mise en œuvre liée à la pré-
sence de la fonction déterminant, nous avons écarté cette méthode au profit d’une autre,
théoriquement aussi rigoureuse : lathéorie de la fonctionnelle de la densité
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III Théorie de la fonctionnelle de la densité

III-A Introduction et définitions

La méthode de Hartree semble, au premier abord, inapte à décrire, avec une bonne
précision, l’état fondamental de systèmes comportant plus de deux électrons. La théorie
de la fonctionnelle de la densité (Density functional theoryou DFT) permet de remédier,
dans une certaine mesure, aux déficiences de la méthode de Hartree. Cette théorie est née
de l’idée que la densité est une grandeur fondamentale, capable de décrire à elle seule l’état
d’un système. La densité offre en outre l’avantage, non négligeable, d’être plus commode
à manipuler que la fonction d’onde puisqu’elle n’est fonction que des trois coordonnées
de l’espace4.

Le fait que les propriétés de l’état fondamental soient fonctions (exclusives) de la
densité électroniquen(Er ) fut prouvé en par P. HOHENBERG& W. K OHN [78] par un
théorème qui porte leur nom et qui est à la base des théories modernes de la fonctionnelle
de la densité. Néanmoins, avant d’étudier ce théorème, nous allons faire le point sur ce que
l’on appelle densité (les notions de fonctionnelle, opérateur et fonction étant rappelées en
annexeA sectionI).

La densité électronique est définie comme la somme des différentes densités de pré-
sence desN électrons, la densité de présence d’un électron étant donnée par la probabilité
marginale de la densité de probabilité globale.

n(Er ) =
N∑

i=1

Pi

=

N∑
i=1

∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸

N−1

|ψ(Er1, · · · , Er i−1, Er , Er i+1, · · · , Er N)|
2 d3
Er1 · · · d

3
Er i−1d

3
Er i+1 · · · d

3
Er N

(4.30)
Étudiant des particules indiscernables, la probabilité de trouver l’électroni enEr est iden-
tique à celle de trouver n’importe quel autre électronj enEr , de telle façon que toutes les
probabilités marginales sont identiques et que

n(Er ) = N P1 = N
∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸

N−1

|ψ(Er , Er2, · · · Er N)|
2 d3
Er2 · · · d

3
Er N. (4.31)

Notons que dans le cas d’un système ne contenant qu’un électron — et seulement dans ce
cas — nous retrouvons quen(Er ) = |ψ(Er )|2.

4. Le spin des électrons peut aussi être pris en compte en considérant deux densitésn↑ pour le spin up et
n↓ pour le spin down [74].
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III-B Le théorème d’Hohenberg & Kohn et ses conséquences

III-B.1 Théorème d’Hohenberg & Kohn

Le théorème5 d’Hohenberg & Kohn comporte deux parties et s’énonce de la façon
suivante :

1o La densité comme variable de base :Toute observable d’un système quantique peut
être calculée à partir de la densité électronique de l’état fondamental exclusivement.
Ainsi, une observable peut être écrite comme une fonctionnelle de la densité. Ceci
est notamment vrai pour l’énergie totale du systèmeE[n].

2o Principe variationnel : La densité électronique de l’état fondamental peut être cal-
culée, en théorie exactement, en utilisant le principe variationnel (cf. AnnexeC
sectionIV) ; celui-ci utilisant uniquement la densité comme variable.

La première partie de ce théorème, dont une démonstration est donnée en annexeD, si-
gnifie que l’étatfondamentaldu système est fonction de l’unique variablen(Er ). En particu-
lier, l’énergie totale, l’énergie cinétique, l’énergie d’interaction entre les électrons peuvent
être considérées comme des fonctionnelles den(Er ) uniquement. Ainsi, si nous décom-
posons l’HamiltonienH , décrivant les électrons dans la boîte quantique, de la manière
suivante

H =
N∑

i=1

Ep2
i

2m︸ ︷︷ ︸
Énergie cinétique

T̂

+

N∑
i=1

Vconf(Er i )

︸ ︷︷ ︸
Potentiel de confinement

V̂ext

+
1

2

1

4πεε0

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

ē2∥∥Er i − Er j

∥∥ ,︸ ︷︷ ︸
Potentiel d’interaction

1

2
Ûē−ē

(4.32)
nous pouvons écrire l’énergie totale〈ψ H ψ〉, l’énergie cinétique〈ψ |T̂ |ψ〉, l’énergie
due au potentiel de confinement〈ψ |V̂ext|ψ〉 et l’énergie due à l’interaction entre électrons
〈ψ |Ûē−ē/2|ψ〉 comme des fonctionnelles de la densitén(Er ) de sorte que

E[n] = T [n] + Vext[n] +
1

2
Uē−ē[n]. (4.33)

La seconde partie du théorème indique, quant à elle, que le principe variationnel reste
toujours valable. Par conséquent, si nous notonsE0 l’énergie totale du système dans son
état fondamental à laquelle correspond une densité électroniquen0(Er ), alors pour toute
densitén différente den0 l’énergie totale du système sera toujours plus grande que l’éner-
gie de l’état fondamentalE0

∀n 6= n0, E0 < E[n]. (4.34)

Si nous n’utilisons pas directement cette partie du théorème, elle est en revanche indis-
pensable à la démonstration des équations de Kohn & Sham du paragraphe suivant.

5. Ce théorème, valable dans le cas d’états stationnaires, peut être étendu aux problèmes dépendant du
temps.
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III-B.2 Équation de Kohn & Sham

Certes, nous venons de voir que, dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la
densité, nous pouvions écrire les grandeurs du système en fonction de la densité ; néan-
moins, si nous pouvons décomposer l’énergie sous la forme (4.33), nous n’en connaissons
pas pour autant les expressions deT [n] et deUē−ē[n] en fonction de la densité. Paradoxale-
ment, alors que le terme d’énergie cinétique est « aisément » calculable avec les fonctions
d’onde, nous ne connaissons pas sa forme en tant que fonctionnelle de la densité. Nous
n’avons, en quelque sorte, que déplacé la complexité du problème. Heureusement, W.
KOHN et L. J. SHAM ont trouvé une formulation qui permet d’allier les avantages des
fonctions d’onde, d’une part à ceux de la densité, d’autre part [80, 81].

L’idée de base consiste à décomposer arbitrairement l’énergie en plusieurs compo-
santes plus aisément calculables :

E[n] = T0[n] + Vext[n] +
1

2
Ucoul[n] + Exc[n] , (4.35)

où

• T0[n] représente l’énergie cinétique qu’aurait un système composé deN électrons,
en présence du potentiel extérieurVext[n], mais où le potentiel d’interaction entre les
électrons ne serait pas pris en compte. En d’autres termesT0 correspond à l’énergie
cinétique de l’hamiltonien :

H0 = T̂0+ V̂ext =

N∑
i=1

p2
i

2m
+

N∑
i=1

Vext(Er i ) ; (4.36)

• Ucoul correspond simplement au potentiel dérivant de l’équation de Poisson

1Ucoul = −
ē2

εε0

n(Er ) ou Ucoul(Er ) = −
ē2

4πεε0

∫
n(Er ′)

‖Er ′ − Er ‖
d3
Er ′. (4.37)

Ce potentiel quantifie, dans une certaine mesure, l’interaction entre électrons. Si
nous le comparons au potentiel de Hartree, donné à l’équation (4.21), nous remar-
quons queUcoul introduit une auto-interaction de l’électron sur lui-même. En effet,
contrairement à la méthode de Hartree, où nous considérions l’interaction exercée
sur un électron par lesautresélectrons du système, nous calculons ici le potentiel
généré par latotalité du nuage électronique. Bien sûr, la prise en compte de l’inter-
action de l’électroni sur lui-même est physiquement fausse, maisUcoul n’a aucune
signification intrinsèque ; il résulte juste d’un choix de décomposition arbitraire de
l’énergie.

• Exc[n] est nommée énergie d’échange-corrélation et est définie par l’équation elle-
mêmei.e.

E[n] = T [n] + Vext[n] +
1

2
Uē−ē[n] = T0[n] + Vext[n] +

1

2
Ucoul[n] + Exc[n], (4.38)

soit

Exc[n] = (T [n] − T0[n])+
1

2
(Uē−ē[n] −Ucoul) . (4.39)
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Ce terme « fourre-tout » a pour rôle de prendre en compte :

– la correction sur l’énergie cinétique (T0[n] ne correspondant pas à la véritable
énergie cinétique des électrons),

– la correction sur l’auto-interaction introduite par le potentiel de Coulomb,

– la corrélation existant entre les électrons.

Encore une fois, nous n’avons fait que déplacer le problème puisqueT0[n] et Exc[n] restent
à déterminer.

À l’aide du principe variationnel, nous pouvons connaître l’énergie et la densité du
système dans son état fondamental ; il suffit, en effet de trouver la densitén qui minimise
l’énergie totaleE[n] du système, sachant que nous avons, comme contrainte, la normali-
sation den(Er ) liée au nombreN d’électrons présents

N =
∫

n(Er ) d3
Er . (4.40)

Un tel problème d’optimisation peut-être résolu à l’aide des multiplicateurs de Lagrange et
est présenté en annexeD sectionII . On aboutit alors à la conclusion quen(Er ) est solution
de l’équation de schrödinger[

−
h̄2

2m
1 · +Vext+Ucoul+ Vxc

]
8i = Ei8i {8i }base orthonormale (4.41)

n(Er ) =
N∑

i=1

gi |8i |
2 (4.42)

avec par définition (cf. annexeA sectionI)

∂Exc

∂n
= Vxc. (4.43)

Remarquons que, dans l’expression précédente, nous avons tenu compte de la possibilité
pour un niveau, d’être dégénéré.

Les équations de Schrödinger-Poisson couplées précédentes sont dénommées équa-
tions de Kohn & Sham. Au vu de ces équations, tout se passe donc comme si, au lieu
d’étudier un système compliqué àN particules en interaction, nous avions un système de
N particules n’interagissant pas entre-elles mais soumises à un potentiel de confinement
effectif

Veff = Vext+Ucoul+ Vxc. (4.44)

Attention, insistons bien sur le fait que les fonctions8i et les énergiesEi ne sont en aucun
cas liées à des niveaux d’énergie réels. Il s’agit simplement d’intermédiaires de calcul
qui permettent d’expliciter la densité électronique et l’énergie totale de façon commode
(ce qui se voit particulièrement bien dans la démonstration du théorème présentée en
annexeD).

CONCLUSION

Pour résoudrede façon exacte— contrairement à la méthode de Hartree — le pro-
blème d’un système deN électrons, en interaction, confinés dans un puits de potentiel, il
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suffit de résoudre les équations couplées de Schrödinger-Poisson, appelées équations de
Kohn & Sham [

−
h̄2

2m
1 · +Vext+Ucoul+ Vxc

]
8i = Ei 8i

n(Er ) =
N∑

i=1

gi |8i |
2

1Ucoul = −
ē2

εε0

n(Er )

(4.45)

Il nous reste maintenant à expliciter le potentielVxc, seul terme encore inconnu...

III-C Approximation de la densité locale

III-C.1 Du potentiel d’échange corrélation

Jusque là, la théorie que nous venons de présenter est une méthodeexactede calcul de
la structure électronique de l’état fondamental d’un système deN particules en interac-
tion ; pourtant, il est toujours un moment où des approximations deviennent nécessaires.
En l’occurrence, la détermination deExc[n] (et par conséquent deVxc) va nous obliger à y
avoir recours.

Nous allons, tout d’abord, introduire la fonctionnelleExc[n] représentant l’énergie
d’échange-corrélation par particule d’un gaz d’électrons

Exc[n] =
∫
Excn(Er ) d3

Er , (4.46)

de sorte que (cf. annexeD sectionIII-A )

Vxc =
δExcn

δn
. (4.47)

En toute rigueur, la valeur deExc au pointEr dépend, non seulement de la densitén au point
Er , mais aussi des variations de celle-ci autour deEr . Nous devrions donc décomposerExc

en un développement de gradients den

Exc[n(Er ),∇n(Er ),∇(∇n(Er )), . . . ]. (4.48)

Bien entendu, l’utilisation d’un tel développement est lourd ; il est alors naturel de négliger
la contribution des gradients. On parle alors d’approximation locale de la densité(Local
Density ApproximationLDA ).

Une expression bien connue pourExc nous est donnée par [81]

Exc = Ex = −
ē2

4πεε0

3

4

(
3

π

)1/3

n1/3. (4.49)

Cette expression, proportionnelle àn1/3, ne tient cependant pas compte de la corrélation
pouvant exister entre les électrons. Il s’agit d’une simple énergied’échangedestinée à
corriger les erreurs commises lors de la décomposition de l’énergie. Une explication
de la forme particulière enn1/3 de Ex est donnée en annexeD sectionIII-B . Avec une
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telle énergie par particule, nous obtenons comme expression pour le potentiel d’échange-
corrélation et l’énergieExc

Vxc = −
ē2

4πεε0

(
3

π

)1/3

n1/3 (4.50)

Exc[n] = −
ē2

4πεε0

∫
3

4

(
3

π

)1/3

n4/3 d3
Er . (4.51)

III-C.2 Une expression plus fine deVxc

En pratique, nous avons utilisé une expression plus fine deVxc tenant compte de la
corrélation entre les électrons. Cette expression a été proposée par LARS HEDIN et BENGT

I. L UNDQVIST en références [75, 76].

Vxc(Er ) = −
ē2

4πεε0

2β(Er )

[
3

8π
n(Er )

]1/3

β(Er ) = 1+ 0.0368rs(Er ) ln

(
1+

21

rs(Er )

)
rs(Er ) =

(
3

4π n(Er )

)1/3

(4.52)

Cette expression deVxc est loin d’être unique, il existe bien d’autres expressions pour
ce potentiel. Le lecteur intéressé pourra se reporter à l’abondante littérature sur le sujet [72,
73, 77, 81, 82, 85].

III-D Énergie totale du système

Quelle que soit la méthode utilisée (Hartree, Hartree-Fock,...), l’énergie totale du sys-
tème est une donnée importante. Néanmoins, dans le cas de la théorie de la fonctionnelle
de la densité, celle-ci se révèle d’autant plus essentielle que la notion d’énergie propre à
chaque électron n’a plus de sens : l’énergie globale apparaît donc comme la seule énergie
calculable.

Pour calculer l’énergie totaleE[n] commençons par regarder le résultat obtenu en
sommant les énergiesEi issues de la résolution des équations de Kohn & Sham

∑N

i giEi =

∑
i

gi

〈
8i −

h̄2

2m
1 8i

〉
︸ ︷︷ ︸

T0[n]

+

∑
i

gi

〈
8i V̂ext 8i

〉
︸ ︷︷ ︸

Vext[n]

+

∑
i

gi

〈
8i Ûcoul 8i

〉
︸ ︷︷ ︸

Ucoul[n]

+

∑
i

gi

〈
8i V̂xc 8i

〉
︸ ︷︷ ︸∫

Vxcn(Er ) d3
Er

.
(4.53)

Dans cette sommation, nous reconnaissons les termes d’énergie cinétique et d’énergie de
coulomb déjà présents dans la décomposition de l’énergie totale

E[n] = T0[n] + Vext[n] +
1

2
Ucoul[n] + Exc[n], (4.54)
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de sorte que

E[n] =
N∑

i=1

Ei −
1

2
Ucoul[n] + Exc[n] −

∫
Vxcn(Er ) d3

Er (4.55)

Pour terminer le problème, il ne reste plus qu’à remplacer les expressions deExc[n]
et Vxc utilisées en pratique. Pour les deux expressions étudiées en section précédente, on
trouve [81]

E[n] =
N∑

i=1

Ei −
1

2
Ucoul[n] −

1

4

∫
Vxcn(Er ) d3

Er . (4.56)

IV Approximation du champ central

IV-A Principe

Qu’il s’agisse de la méthode de Hartree ou de la théorie de la fonctionnnelle de la
densité, les équations finales sont formellement identiques. En effet le problème revient
toujours à résoudre de façon « auto-cohérente » une équation de Schrödinger couplée à
une équation de Poisson. Dans tous les cas, nous obtenons un système d’équations du type[

−
h̄2

2m
1 · +Vconf+ Vinter

]
8i = Ei8i (4.57)

1Vcoul =
ē

εε0

ρ(Er ) (4.58)

avec

• pour la méthode de HartreeVinter = Vcoul et

ρ(Er ) = −ē


∑

j
j 6=i

gj

∣∣8 j (Er )
∣∣2
+ (gi − 1)|8i (Er )|

2

 (4.59)

• pour laDFT Vinter = Vcoul+ Vxc et

ρ(Er ) = −ē
∑

j

gj

∣∣8 j (Er )
∣∣2

(4.60)

Un tel problème peut être résolu, numériquement, directement. Toutefois, et ce, dans
l’optique de temps de simulation raisonnables, le problème peut encore être simplifié en
utilisantl’approximation du champ central(elle aussi très utilisée en physique atomique).
Le principe général de cette méthode est de transformer un problème général tridimen-
sionnel en un problème à symétrie sphérique dépendant de la seule variabler = ‖Er ‖.
À cette fin, nous utiliserons, comme modèle de boîte quantique, un puits de potentiel à
symétrie sphérique de hauteurV0 finie et de rayona. Néanmoins, prendre un potentiel
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de confinement à symétrie sphérique n’est pas une condition suffisante pour obtenir une
équation de Schrödinger ne dépendant que de la seule variabler : il faut que le potentiel
d’interaction soit aussi à symétrie sphérique. En effet, en mécanique quantique, si l’équa-
tion de Schrödinger ne dépend que de la variabler , il n’en est rien de la fonction d’onde
qui dépend, quant à elle, de(r, θ, ϕ) par l’intermédiaire des harmoniques sphériques (cf.
annexeC sectionII ).

Afin d’être assuré que le potentielVinter dans l’équation de Schrödinger ne dépende que
de r , nous allons donc remplacer la densité de chargeρ(Er ) par sa moyenneρ(r ) sur les
angles(θ, ϕ)

ρ(r ) =
1

4π

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

ρ(Er ) d� (4.61)

d� = sin(θ)dθdϕ (4.62)

IV-B Application

Examinons ce qui se passe dans le cas particulier de la théorie de la fonctionnelle de
la densité (le cas de la méthode de Hartree étant totalement similaire). Commeρ(r ) est à
symétrie sphérique, les théorèmes de symétrie, associés aux équations de Maxwell, nous
assurent que le potentielVcoul, issu de l’équation de Poisson, est à symétrie sphérique et
que, par conséquent, l’ensemble des potentiels de l’équation de Schrödinger ne dépend
que de la distancer . L’équation de Schrödinger peut alors s’écrire, de manière simplifiée,
avec les harmoniques sphériquesYm

l (θ, ϕ) (cf. annexeC sectionIII )

−
h̄2

2m

d2

dr 2
u(r )+

(
l (l + 1)h̄2

2m r2
+ Vconf(r )+ Vinter(r )

)
ui (r ) = Ei ui (r ) (4.63)

8i (r, θ, ϕ) =
ui (r )

r
Ym

l (θ, ϕ) (4.64)

(4.65)

De la même façon, l’équation de Poisson se simplifie, puisque l’opérateur laplacien
prend la forme1. = (1/r )d2./dr et queρ(r ) s’écrit (sachant que les harmoniques sphé-
riques forment une base orthornomale

〈
Ym

l Ym′

l ′

〉
= δl l ′δm m′)

ρ(r ) = −ē
∑

j

gj

1

4π

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

∣∣8 j (Er )
∣∣2

d� = −ē
∑

j

gj

1

4π

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

∣∣∣∣u j (r )

r
Ym

l (θ, ϕ)

∣∣∣∣2

d�

= −ē
∑

j

gj

∣∣∣∣u j (r )

r

∣∣∣∣2 1

4π

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

∣∣ Ym
l (θ, ϕ)

∣∣2
d�

= −ē
∑

j

gj

1

4π

∣∣∣∣u j (r )

r

∣∣∣∣2

. (4.66)

CONCLUSION

En conséquence de l’approximation du champ central, nous en arrivons à la conclusion
que, pour déterminer l’état d’un système polyélectronique dans une boîte quantique à
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symétrie sphérique (ou, ce qui revient au même, dans un atome), il faut résoudre :

Par la méthode de Hartree

−
h̄2

2m

d2

dr 2
u(r )+

[
l (l + 1)h̄2

2m r2
+ Vconf(r )+ Vinteri (r )

]
ui (r ) = Ei ui (r ) (4.67)

1Vinteri = −
ē2

4πεε0


∑

j
j 6=i

gj

∣∣∣∣u j (r )

r

∣∣∣∣2

+ (gi − 1)

∣∣∣∣ui (r )

r

∣∣∣∣2

 . (4.68)

Par la théorie de la fonctionnelle de la densité

−
h̄2

2m

d2

dr 2
u(r )+

[
l (l + 1)h̄2

2m r2
+ Vconf(r )+ Vcoul(r )+ Vxc(r )

]
ui (r ) = Ei ui (r )

(4.69)

1Vcoul = −
ē2

4πεε0

∑
j=0

gj

∣∣∣∣u j (r )

r

∣∣∣∣2

. (4.70)

Il reste maintenant à appliquer les méthodes précédentes au cas particulier des boîtes
quantiques en silicium où il faut, notamment, tenir compte de la variation de la masse ef-
fective et de la permittivité diélectrique des différents matériaux. Tel est le rôle du chapitre
suivant, dédié à l’étude de boîtes quantiques en silicium non polarisées et aux méthodes
numériques employées afin de déterminer leur structure électronique.
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Chapitre 5

A
pplication : structure électronique
de boîtes quantiques en silicium

I Modélisation des boîtes quantiques en silicium

SI LE CHAPITRE précédent était dévolu à des concepts très généraux sur la manière de
traiter des systèmes polyélectroniques, nous allons maintenant nous intéresser dans

ce chapitre à l’application de ces concepts pour l’étude des boîtes quantiques en silicium.
Ainsi allons-nous nous pencher, dans un premier temps, sur l’extension des équations de
Schrödinger et de Poisson précédentes au cas des matériaux non homogènes puis sur les
méthodes numériques employées pour résoudre ces équations. Nous nous intéresserons
ensuite à l’influence du choix de la méthode (Hartree ou fonctionnelle de la densité) dans
le cas d’un nanocristal à symétrie sphérique, dans le cadre de l’approximation du champ
central. Enfin, nous étudierons des boîtes tridimensionnelles tout à fait quelconques.

I-A Cadre d’étude

Nous avons vu, au chapitre précédent, que les équations générales que nous sommes
amenés à résoudre, soit par la méthode Hartree, soit par la théorie de la fonctionnelle de
la densité, sont de la forme[

−
h̄2

2m
1 · +Vconf+ Vinter

]
8i = Ei 8i (5.1)

1Vcoul =
ē

εε0

ρ(Er ), (5.2)

avec

• pour la méthode de HartreeVinter = Vcoul etρ(Er ) = −ē
{∑N

j=1
j 6=i

gj

∣∣8 j (Er )
∣∣2
+ (gi − 1)|8i (Er )|

2
}

;

• et pour laDFT Vinter = Vcoul+ Vxc etρ(Er ) = −ē
∑N

j=1 gj

∣∣8 j (Er )
∣∣2

.

La résolution de l’équation de Schrödinger dans le silicium va s’effectuer dans le cadre
de la théorie de la fonction enveloppe [125, 131] et dans l’approximation de la masse
effective. Il faut bien garder à l’esprit que cette approche, bien qu’usuelle en physique
des semi-conducteurs, peut devenir discutable dans le cas des boîtes quantiques. En effet,





 Chap. 5 Application : structure électronique de boîtes quantiques en silicium

pour des dimensions très faibles (de l’ordre de grandeur de quelques mailles du réseau),
nous ne rentrons plus réellement dans le cadre des hypothèses liées à l’approximation de
la masse effective ; ce point sera abordé plus précisément dans le chapitre7.

De plus, du fait de l’anisotropie de la bande de conduction du silicium, deux types de
masse sont à considérer pour les électrons : la masse longitudinaleml et la masse trans-
versemt , chacune d’entre elles correspondant à un déplacement de l’électron dans une
direction particulière. Il ne faut donc pas tenir compte d’une masse effective scalaire, pou-
vant évoluant avec le milieu considéré, mais d’un tenseur de masse effective [M ] lié à la
structure de bande du silicium. En toute généralité, l’équation de Schrödinger s’écrit alors[

−
h̄2

2
E∇[M ]−1 E∇ · +Vconf+ Vinter

]
8i = Ei 8i . (5.3)

Une première approximation courante est de supposer que nous travaillons avec une
bande de conduction du silicium parabolique de façon telle que le tenseur de masse prenne
la forme d’une matrice diagonale simple

M =

 ml 0 0
0 mt 0
0 0 mt

 , (5.4)

avecml = 0.91 mē et mt = 0.19 mē pour le silicium. Le calcul numérique des niveaux
d’énergie dans les nanocristaux se révélant très gourmand en temps de calcul, nous allons
encore simplifier le problème. Ainsi, en tenant compte du fait que l’orientation des boîtes
quantiques en silicium dans la silice est aléatoire, nous prenons la moyenne harmonique
des masses effectives longitudinale et transverse comme seule masse effective dans le
silicium (le choix d’une moyenne harmonique étant guidé par la dépendance en 1/m de
l’équation de Schrödinger).

1

mSi

=

〈
1

m

〉
=

1

3

(
1

ml

+
2

mt

)
mSi ' 0.27 mē

. (5.5)

Nous reviendrons sur la validité de cette approximation, ainsi que, d’une manière générale,
sur l’approximation de la masse effective au cours du chapitre7.

En ce qui concerne la modélisation des électrons dans la silice, nous supposons que la
théorie de la masse effective continue d’être valable. Nous prenons alors comme masse des
électrons dans ce matériau 0.5 mē. Certes, étant donné le caractère amorphe de la silice, la
théorie de la masse effective ne peut s’appliquer ; toutefois, une telle valeur rend compte
des résultats expérimentaux et correspond à la valeur théorique de la silice cristalline
(α-quartz) [93]. Cette approche est, en outre, couramment utilisée avec succès pour le
calcul de courants tunnel à travers une couche de SiO2 [10]. Finalement l’équation de
Schrödinger que nous avons à résoudre prend la forme suivante :[

−
h̄2

2
E∇

1

m
E∇ · +Vconf+ Vinter

]
8i = Ei 8i . (5.6)

Pour l’équation de Poisson, nous savons, à partir des équations de Maxwell, que pour
des milieux hétérogènes nous avons

E∇εε0
E∇Vcoul = ēρ(Er ). (5.7)

Les valeurs de permittivités et de masses effectives, que nous avons choisies, sont rassem-
blées en table.5.1.
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TAB . 5.1. Paramètres utilisés pour la si-
mulation des boîtes quantiques.

Silicium Silice
masse effective 0.27 0.5

permittivité relative 11.7 3.8

FIG. 5.1. Forme générale des boîtes
quantiques sphériques en silicium, enter-
rées dans la silice étudiées.
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FIG. 5.2. Profils de potentiel de confinement, de permittivité relative et de masse effective
utilisés dans les différentes simulations. Le paramètre r0 correspond au rayon de la boîte
quantique.

I-B Modèle des boîtes quantiques en silicium

À terme, le sous-programme se chargeant de déterminer la structure électronique des
boîtes quantiques en silicium devra être intégré à un programme plus conséquent visant
à simuler des composants, à boîtes multiples, dans leur globalité. Il est donc de première
importance que ce sous-programme s’exécute le plus rapidement possible. Dans cette op-
tique, nous allons étudier des boîtes quantiques, à symétrie sphérique, dans lesquelles nous
pouvons utiliser l’approximation du champ central et, ainsi, nous ramener à un problème
unidimensionnel. Nous vérifierons, à la sectionIV, la validité d’une telle hypothèse.

Les nanocristaux que nous allons étudier dans cette première partie ont donc la forme
générale donnée en figure5.1; le choix d’un profil de potentiel s’étant alors porté sur un
potentiel du type « puits quantique de hauteur finieV0 et de rayonr0 » (cf. Fig. 5.2a).
Les profils utilisés, pour la masse effective et la permittivité relative, sont quant à eux
présentés en figures5.2b et5.2c.

Dans la section suivante, nous allons nous intéresser plus précisément aux modifi-
cations à apporter aux équations de Schrödinger et de Poisson afin de tenir compte des
variations de masse effective et de permittivité relative ainsi qu’aux méthodes numériques
à mettre en œuvre pour résoudre ces équations.
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II Résolution des équations de Schrödinger et de Poisson

En analyse numérique, la résolution d’un ensemble d’équations physiques doit s’effec-
tuer dans un système d’unités adapté aux calculateurs numériques employés : ce système
doit permettre la manipulation de nombres « ni trop grands, ni trop petits » pour minimiser
au maximum les erreurs de calcul. Ainsi, avons-nous utilisé, pour décrire l’ensemble de
nos équations, le système d’unités atomiques (cf. AnnexeB), particulièrement bien appro-
prié au calcul des niveaux d’énergie des boîtes quantiques. Dans la suite de ce chapitre et,
sauf mention contraire, les équations seront donc écrites en unités atomiques, oùh̄ = 1,
4πε0 = 1, ē= 1 etmē = 1. Dans ce système d’unités, l’unité de longueur est le rayon de
Bohr (a0 ≈ 0.529 Å) et l’unité d’énergie est le Hartree (1 Hartree≈ 27.2 eV).

II-A Résolution de l’équation de Schrödinger

II-A.1 Équation

L’équation de Schrödinger tenant compte de la variation de la masse effective dans le
cadre des hypothèses du paragraphe précédent, s’écrit (en unités atomiques)

−
1

2
E∇

(
1

m(r )
E∇8i

)
+ V(r )8i = Ei8i , (5.8)

où V(r ) regroupe l’ensemble des potentiels agissant sur l’électron (confinement et inter-
action) rendu à symétrie sphérique grâce à l’approximation du champ central (cf. cha-
pitre IV). En développant le gradient, nous obtenons

−
1

2

[
1

m(r )
18i + E∇

(
1

m(r )

)
· E∇ (8i )

]
+ V(r )8i = Ei8i . (5.9)

Le profil de masse effective étant, lui aussi, par hypothèse, à symétrie sphérique, seule la
composante radiale du gradient de 1/m se trouve être non nulle ; le produit scalaire ne
fait donc intervenir que la composante radiale deE∇8i . En développant alors le laplacien,
comme décrit en annexeC sectionIII , l’équation de Schrödinger prend la forme

−
1

2m

1

r

∂2

∂r 2
r8i +

L2

2mr2
8i + V8i −

1

2

dm−1

dr

∂8i

∂r
= Ei8i , (5.10)

où L représente le moment cinétique orbital. Étant donné que(1/2)(dm−1/dr)(∂ · /∂r )
est un opérateur n’agissant que surr , il est toujours possible de décomposer8i en une
partie radiale multipliée par une harmonique sphérique

8lm
i = Ri (r )Y

m
l (θ, ϕ) =

ui (r )

r
Ym

l (θ, ϕ). (5.11)

Grâce aux propriétés des harmoniques sphériques (cf. annexeC), nous obtenons alors

−
1

2m

d2ui

dr 2
+

(
V +

l (l + 1)

2mr2

)
ui −

1

2

dm−1

dr

(
dui

dr
−

ui

r

)
︸ ︷︷ ︸

terme dû à la variation de
masse

= Ei ui (5.12)

Nous remarquons donc que la variation de masse avec la position introduit un terme sup-
plémentaire dans l’équation de Schrödinger.
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a[1]

b[2] a[2] c[2]

c[1]

b[i] a[i] c[i]

a[ ]N-1b N-1[ ]

c N-2[ ]a[ ]N-2b[N-2]

FIG. 5.3. Forme générale de la matrice H résultant après discrétisation de l’équation de
Schrödinger.

II-A.2 Conditions aux limites

La forme de la fonction d’onde de l’équation (5.11) impose la nullité deui (r ) enr = 0
afin que8i soit physiquement acceptable. En outre, nous imposons aussi la condition
usuelle de nullité de la fonction d’onde à l’infini. Soit{

ui (0) = 0
lim
r→∞

ui (r ) = 0 . (5.13)

II-A.3 Discrétisation et algorithme

Afin de résoudre numériquement l’équation de Schrödinger, nous commençons par
discrétiser le problème à l’aide de la méthode des différences finies à pas constant (le pas
sera noté1r ) et à dérivées centrées [140]. À toute fonction f (r ), correspond alors un
vecteur àNp composantes (Np étant le nombre de points de discrétisation)( f [i ])06i 6Np.
Les dérivées première et seconde def (r ) étant approchées par

d f (r )

dr
'

f [i + 1]− f [i − 1]

21r
(5.14)

d2 f (r )

dr 2
'

f [i + 1]+ f [i − 1]− 2 f [i ]

1r 2 . (5.15)

Appliquée à l’équation de Schrödinger, cette méthode nous conduit à la résolution d’un
problème aux valeurs propres H


 ui [1]

...

ui [Np − 1]

 = Ei

 ui [1]
...

ui [Np − 1]

 (5.16)

où H est une matrice tridiagonale définie par la figure5.3et par les coefficients∣∣∣∣∣∣∣∣
a[i ] = +2/(2m[i ]1r 2)× (−2)+

[
V [i ] + l (l + 1)/(2m[i ]r 2[i ])

]
−(1/2)× (1/m[i + 1]− 1/m[i − 1])/(21r )× (−1/r [i ])

b[i ] = −1/(2m[i ]1r 2)− (1/2)× (1/m[i + 1]− 1/m[i − 1])/(21r )×−1/(21r )
c[i ] = −1/(2m[i ]1r 2)− (1/2)× (1/m[i + 1]− 1/m[i − 1])/(21r )×+1/(21r )

.

(5.17)
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Sachant que les conditions aux limites imposent

ui [0] = 0 et ui [Np] = 0; (5.18)

Compte tenu de la taille importante des vecteurs recherchés et du fait que seules
quelques valeurs propres sont requises (une dizaine tout au plus), nous nous sommes tour-
nés vers un algorithme du typeArnoldi, particulièrement bien adapté aux matrices creuses
puisqu’il n’impose pas la mise en mémoire de la matriceH : seule la façon dont la matrice
H s’applique un vecteur doit être connue. De plus amples détails sur cet algorithme sont
donnés en annexeA sectionIII .

II-B Résolution de l’équation de Poisson

II-B.1 Équation

L’équation de Poisson tenant compte de la variation de permittivité s’écrit, en unités
atomiques,

E∇

(
ε E∇Vcoul

)
= 4πρ. (5.19)

De même que pour l’équation de Schrödinger, nous développons l’opérateur divergence
pour obtenir

ε1Vcoul+ E∇ε · E∇(Vcoul) = 4πρ. (5.20)

De par l’approximation du champ central, nous savons que la densité volumique de charge
ρ est à symétrie sphérique ainsi que le profil de permittivité. Ceci assure que le potentiel
Vcoul est aussi à symétrie sphérique. En introduisant la notation

Vcoul =
Ucoul

r
, (5.21)

L’équation de Poisson se simplifie en

d2Ucoul

dr 2
+

1

ε

dε

dr

(
dUcoul

dr
−

Ucoul

r

)
=

4πrρ

ε
. (5.22)

II-B.2 conditions aux limites

L’équation à résoudre étant du second ordre, il nous faut trouver deux conditions aux
limites :

① clairement, il faut queUcoul(r = 0) = 0, Vcoul ne pouvant diverger ;

② classiquement, on imposeVcoul −−→
r→∞

0. Afin d’en déduire la condition suivieUcoul,

nous appliquons le théorème de Gauss

©

∫∫
S

ε EE · d ES=
∫∫∫
V

ρ(r ) d3
Er , (5.23)

oùS est une surface fermée s’appuyant sur le volume d’intégrationV et EE le champ
électrique. Nous prenons pour ce volume d’intégration, une sphère de rayonr telle
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quer > rMAX oùrMAX correspond au rayon de la sphère au delà de laquelle nous pou-
vons considérer que la densité électronique est nulle et que la permittivité relative
est constante. Autrement dit, toute la charge électronique du système est contenue
dans la sphère de rayonrMAX , de manière que la charge, contenue dans n’importe
quelle sphère de rayonr , est exactement la charge totaleQTOT du système. Sachant
que la densité électronique de chargeρ et la permittivité relativeε sont à symétrie
sphérique, nous pouvons écrire que, seule, la composante radiale du champ élec-
trique est non nulleEE = E(r ) Eer . L’intégration du champ électrique sur la sphère de
rayonr donne alorsE(r )4πr 2

= QTOT. Le champ électriqueEE étant relié au poten-
tiel par la relationEE = +E∇Vcoul, nous en concluons quedVcoul/dr = QTOT/εr 2, soit
en intégrant entrer > rMAX et+∞ (ε étant constant sur ce domaine) et en imposant
Vcoul −−→

r→∞
0

Vcoul = −
QTOT

εr
. (5.24)

Nous en déduisons la deuxième condition aux limites :

Ucoul(rMAX ) = −
QTOT

ε
. (5.25)

Signalons que l’expression deVcoul, donnée en équation (5.24), correspond tout sim-
plement au potentiel de Coulomb généré par une charge ponctuelle de valeurQTOT.

II-B.3 Discrétisation et algorithme

Comme pour l’équation de Schrödinger, nous employons la méthode des différences
finies afin de discrétiser l’équation de Poisson (5.22) de sorte que nous avons

{
2+1ε1r/2ε[i ]r [i ]

}
Ucoul[i ] = Ucoul[i + 1]+Ucoul[i − 1]

+ (Ucoul[i + 1]−Ucoul[i − 1])1ε/4ε[i ]
−4πr [i ]ρ[i ]1r 2/ε[i ],

. (5.26)

avec1ε = ε[i +1]− ε[i −1]. Sachant, en outre, que les conditions aux limites imposent

Ucoul[0] = 0 et Ucoul[Np] = −
QTOT

ε
. (5.27)

Le choix de l’algorithme, utilisé pour résoudre numériquement cette équation, s’est
porté sur un algorithme de relaxation [140] en raison de sa robustesse et du faible encom-
brement mémoire nécessaire à son exécution. L’approche consiste à choisir un vecteur
initial U (0)

coul répondant aux conditions aux limites. Ce vecteur ne satisfaisant pas, en gé-
néral, l’équation (5.26), nous l’utilisons en tant que second membre de l’équation aux
différences finies (5.26). Nous obtenons alors le vecteurU (1)

coul, plus proche queU (0)
coul de la

solution recherchée. Ce procédé est alors itéré jusqu’à obtention d’un résultat satisfaisant
(i.e. jusqu’à ce que la norme du vecteurU (k)

coul soit inférieure à une certaine erreur relative
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FIG. 5.4. Algorithme utilisé pour la résolution de l’équation de Poisson.

imposéea priori). L’organigramme de l’algorithme est présenté en figure.5.4.

II-C Résolution des équations couplées de Schrödinger et de Poisson

Dans le cas de la méthode de la fonctionnelle de la densité, par exemple, nous avons à
résoudre le système d’équations couplées

−
1

2m

d2

dr 2
u(r )+

[
l (l + 1)

2m r2
+ Vconf(r )+ Vinteri (r )

]
ui (r ) = Eui (r ) (5.28)

E∇ε E∇Vcoul = −

∑
j

gj

∣∣∣∣u j (r )

r

∣∣∣∣2

(5.29)

Vinter = Vcoul+ Vxc. (5.30)

Afin de résoudre ce système nous procédons par approximations successives (u(0) →
· · · → u( j )

→ · · · → u), sachant que la fonction d’onde finale doit satisfaire à la condition
d’auto-cohérence. Comme initialisation, un choix naturel est de prendre pouru(0) la solu-
tion de l’équation de Schrödinger dans laquelle on a poséVinter = 0 (i.e. aucune interac-
tion entre les électrons). Nous introduisons alors cette fonction dans l’équation de Poisson
d’où nous tirons le potentielVinter que nous pouvons injecter à nouveau dans l’équation de
Schrödinger... Nous réitérons alors le processus jusqu’à la convergence. Comme critère
de fin, nous imposons la convergence de l’énergie totale de telle sorte que

E( j+1)
TOT − E( j )

TOT

E( j+1)
TOT

< εr (5.31)

où εr représente l’erreur relative acceptable sur l’énergie. L’organigramme de cet algo-
rithme est présenté en figure.5.5.
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III Structure électronique et capacité quantique des boîtes
quantiques en silicium

III-A Énergie totale

Dans un premier temps, l’ensemble des résultats fournis, dans cette sous-section, et la
suivante est obtenu à partir de la théorie de la fonctionnelle de la densité, théoriquement
plus apte à décrire avec précision les systèmes polyélectroniques. L’influence de l’utili-
sation du modèle de Hartree sera ensuite étudiée, ultérieurement, dans une sous-section
dédiée.

La figure 5.6 présente l’énergie totale de l’état fondamental du gaz d’électrons en
fonction du rayon de la boîte quantique, le nombre d’électrons confinés variant de 1 à 15.
La référence des énergies est prise en bas de bande de conduction du silicium. Notons que
pour des valeurs de l’énergie suffisamment importantes et, notamment, pour des boîtes
quantiques de petite taille, les électrons ne peuvent être confinés, du fait de la hauteur
finie de la barrière de potentiel ; de tels cas ont été exclus du graphique.

Il est intéressant de remarquer que l’ordre de remplissage des orbitales est sensible-
ment différent des règles d’ordonnancement valables pour les atomes. Ainsi, les 12 pre-
miers électrons commencent à remplir l’orbitale 1s (le niveau étant 2 fois dégénéré par le
spin et 6 fois par les 6 vallées du silicium), les 36 suivants remplissant l’orbitale 2p (le
niveau étant 3 fois dégénéré par le moment orbital, 2 fois dégénéré par le spin et 6 fois par
les 6 vallées du silicium). Ce résultat est toutefois cohérent avec les règles de remplissage
des puits quantiques à symétrie sphérique de hauteur infinie [135].

L’allure de la densité électronique dans le nanocristal de 30 Å de rayon est, quant à
elle, illustrée en figure5.7en fonction de la position radialer dans quelques cas représen-
tatifs. Nous observons que, pour un nanocristal contenant 12 électrons, le maximum de
densité est sensiblement repoussé vers les bords de la boîte, alors même que le niveau 1s
est le seul occupé. Cet effet ne peut donc être imputable qu’à l’interaction électrostatique
entre les électrons agissant au sein de la boîte. Celle-ci a pour conséquence de repousser
la concentration en électrons vers les bords de la boîte afin de minimiser l’énergie d’in-
teraction. Bien entendu, le déplacement du maximum de densité s’accentue dès lors que
les électrons commencent à remplir l’orbitale 2p, cette dernière possédant un nœud de
probabilité de présence au centre de la boîte.

III-B Exploitation : potentiel chimique et capacité quantique

Néanmoins, il apparaît que l’utilisation de l’énergie totale du gaz d’électrons comme
grandeur de référence se révèle peu commode. En effet, celle-ci ne peut être directement
comparée aux grandeurs usuelles utilisées en physique des composants à semi-conducteur.
Nous lui préférons de beaucoup le potentiel chimiqueµ qui offre l’avantage d’être direc-
tement relié à l’énergie de Fermi puisqu’il s’agit physiquement de la même quantité (cf.
annexeC sectionVIII ). Le potentiel chimique étant défini comme la variation de l’énergie
du système quand une particule supplémentaire est introduite, l’entropie et le volume res-
tant constant, nous pouvons le relier très facilement à l’énergie totale du gaz d’électrons
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calculée à partir de la méthode de la fonctionnelle de la densité

µ(N) =
∂ETOT

∂N
. (5.32)

Ne pouvant déterminer la dérivée exacte de l’énergie totale du fait de la variation dis-
crète du nombre de charges dans le dispositif, nous approchons celle-ci par son équivalent
discret c’est-à-dire par la variation de l’énergie totale lors de l’adjonction d’un électron
supplémentaire

µ(N) =
∂ETOT

∂N
'

E(N)− E(N − 1)

N − (N − 1)
' E(N)− E(N − 1). (5.33)

Le potentiel chimique, ainsi déterminé, est représenté en figure5.8 en fonction du rayon
du nanocristal, le nombre d’électrons confinés variant de 1 à 15. Deux groupes de courbes
émergent visiblement de ce graphique, la première correspondant au remplissage de l’or-
bitale 1s, la seconde au remplissage de l’orbitale 2p (l’orbitale 1s étant totalement rem-
plie).

Comme l’illustrent les différentes courbes, dans une boîte quantique semi-conductrice,
l’énergie nécessaire à l’adjonction d’un électron dans l’îlot n’a pas une origine purement
électrostatique, comme dans le cas des îlots métalliques : il faut en effet tenir compte de
l’énergie de quantification des niveaux. Ce faisant, il paraît donc difficile d’introduire la
notion de capacité d’une boîte quantique puisque l’énergie nécessaire pour qu’un électron
soit injecté dépend du nombre d’électrons déjà confinés. Il est toutefois possible d’étendre
cette notion aux boîtes si nous la définissons à partir de la variation du travail1V (en volt)
nécessaire pour introduire une charge1Q = ē (la charge évoluant de manière discrète)
dans le nanocristal.

C =
1Q

1V
. (5.34)

Le travail1V étant directement relié au potentiel chimique

ē1V = 1µ = µ(N)− µ(N − 1), (5.35)
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de sorte que

C =
ē2

1µ(N)
, (5.36)

cette définition impliquant toutefois la dépendance de la capacité avec le nombre d’élec-
trons présents dans la boîte. La capacité équivalente, ainsi calculée, est présentée en fi-
gure5.9.

Tout d’abord, nous constatons que les capacités, pour des boîtes quantiques de rayon
inférieur à 60 Å, sont, et ce quel que soit le nombre d’électrons confinés, inférieures à
2.5 aF. Ces valeurs sont donc propices au phénomène de blocage de Coulomb à tempéra-
ture ambiante, comme nous l’avons vu au chapitre2.

Une autre conclusion intéressante réside dans la linéarité de la capacité avec le rayon
de la boîte (même si le coefficient directeur des droites varie avec le nombre d’électrons
confinés) ; cette propriété n’avait rien d’évidenta priori, mais a déjà été remarquée [90].

Enfin, le fait le plus important se situe dans la forte non linéarité de la capacité en
tant que fonction du nombre d’électrons stockés (fonction non monotone en particulier).
Les variations de capacité peuvent ainsi être supérieures à 50%. Cette non linéarité est
due à la quantification des niveaux d’énergie dans le nanocristal : quand le 12èmeélectron
a rempli l’orbitale 1s, le 13èmeélectron doit dépenser, en plus de l’énergie d’interaction
électrostatique, une énergie supplémentaire, liée à la quantification des niveaux, afin de
pouvoir commencer à remplir l’orbitale 2p.

L’ensemble des résultats exposés, tant au niveau qualitatif que quantitatif, reste cohé-
rent avec des études précédemment menées, soit de manière analytique avec des puits de
potentiel parabolique [89, 90] (entre autres), soit de manière numérique [86, 87, 91, 92].

Nous en concluons donc que les méthodes mises en œuvre dans le cas des îlots métal-
liques (où nous considérons la capacité comme un paramètre constant) ne peuvent s’ap-
pliquer directement au cas des boîtes quantiques en silicium. Cette limitation devrait être
d’autant plus prononcée que le semi-conducteur composant la boîte est à gap direct, la dé-
générescence des 6 vallées n’existant plus. En effet, les nombreux changement d’orbitales
devraient induire une capacité fortement dépendante du nombre d’électrons présents dans
la boîte.

III-C Comparaison entre le modèle de Hartree celui de la fonction-
nelle de la densité

Comme nous l’avons déjà souligné dans le chapitre précédent, la méthode de la fonc-
tionnelle de la densité est incapable d’apporter une quelconque information sur la fonc-
tion d’onde des électrons. Ceci est d’autant plus préjudiciable que nous verrons que cette
information devient indispensable au calcul du courant tunnel (cf. chap.8). Il est donc in-
téressant de comparer les résultats obtenus à partir de la méthode de la fonctionnelle de la
densité et ceux issus de la méthode de Hartree. Si les résultats sont suffisamment proches,
nous disposerons alors,via la méthode de Hartree, de la fonction d’onde de chacun des
électrons confinés dans la boîte. Cette fonction servant, dans un second temps à calculer
des fréquences de passage des électrons par effet tunnel.

La figure5.10présente le potentiel chimique calculé, d’une part à partir de la méthode
de la fonctionnelle de la densité et, d’autre part à l’aide de la méthode de Hartree. Au
vu de ces résultats, la méthode de Hartree apparaît comme une très bonne approximation
de la méthode de la fonctionnelle de la densité, l’erreur relative commise n’excédant pas
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les 5%. Ce résultat, bien meilleur que dans le cadre du calcul des niveaux d’énergie des
atomes peut s’expliquer par le faible confinement relatif des électrons dans la boîte.

Fort de cette conclusion, nous gagnerons par conséquent à étudier les boîtes quantiques
semi-conductrices avec la méthode de Hartree dans la perspective d’exploiter l’informa-
tion apportée par les fonctions d’onde électroniques. En figure5.11 sont exposés deux
exemples de fonction d’onde au carré issus de la méthode de Hartree, dans un nanocristal
de 30 Å de rayon l’un pour 1 électron stocké, l’autre pour 15. Remarquons que dans le
cas où un seul électron est stocké dans la boîte, la probabilité de présence est identique à
la densité électronique de la figure5.7; ce qui est logique puisque, dans ce cas, la densité
électronique se confond avec la probabilité de présence de l’unique électron présent.

IV Résolution 3D : boîtes quantiques de forme quelconque

IV-A Introduction et méthode de résolution

L’ensemble des résultats obtenus dans la section précédente tirait parti de la symé-
trie sphérique du potentiel à l’aide de l’approximation du champ central. Une question
émerge alors : cette description est-elle capable de décrire, avec une précision suffisante,
n’importe quel type de nanocristaux, c’est-à-dire des boîtes quantiques de formes variées
non forcément sphériques? Nous pouvons aussi légitimement nous interroger sur l’erreur
commise lors de l’utilisation de l’approximation du champ central dans le cas de boîtes
sphériques. Toutes ces interrogations nous amènent à résoudre l’équation de Schrödinger,
couplée à celle de Poisson, dans un cadre tridimensionnel tout à fait général.

Afin de résoudre les équations 3D de Schrödinger et de Poisson, il nous faut discrétiser
le système d’équations

−
1

2
E∇

(
1

m(x, y, z)
E∇18i

)
+

[
Vconf(x, y, z)+ Vinter(x, y, z)

]
8i = Ei8i (5.37)

E∇

(
ε E∇Vcoul(x, y, z)

)
= 4πρ(x, y, z). (5.38)

Comme précédemment, nous nous plaçons dans le cadre de la méthode des différences
finies. Nous sommes alors amenés à résoudre deux équations matricielles couplées, sem-
blables à celles rencontrées dans la section précédente. Nous utilisons donc les mêmes
méthodes numériques, en tirant parti du fait que la méthode d’Arnoldi ne nécessite ni la
connaissance ni le stockage de la matrice hamiltonienne. Ceci est d’autant plus crucial
que, lors d’une étude tridimensionnelle, la taille des matrices évolue enN6

p (Np désignant
le nombre de points de discrétisation sur les axesx, y etz) menant très vite à la consomma-
tion d’une grande quantité de mémoire et de temps machine. Nous touchons là l’énorme
problème lié à une étude 3D des boîtes quantiques : s’il est vrai que cette étude permet de
décrire une boîte de façon plus réaliste en tenant compte de sa forme, elle implique ce-
pendant des temps de calcul considérables, pouvant remettre en cause l’élaboration d’un
simulateur de composants à blocage de Coulomb comprenant un grand nombre de nano-
cristaux de tailles et de formes diverses.
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IV-B Résultats

L’énergie totale du niveau fondamental de différentes boîtes quantiques de diverses
formes est tracée en figure5.12, en fonction du nombre d’électrons stockés (symboles).
La ligne pleine correspond au résultat obtenu à partir du modèle 1D (i.e.potentiel à symé-
trie sphérique et approximation du champ central). Afin de garder la cohérence des résul-
tats, toutes les boîtes quantiques, quelle que soit leur forme (sphère, cube, demi-sphère,
pyramide), gardent le même volume correspondant à une sphère de 30 Å de rayon. Nous
constatons que l’énergie calculée à partir du modèle 1D concorde, avec une bonne pré-
cision, avec les résultats obtenus avec une résolution tridimensionnelle des équations :
l’erreur relative commise reste inférieure à 12% pour un nombre d’électrons supérieur à
deux et descend sous les 2.5%, lors de l’étude d’une sphère 3D. Le modèle 1D se révèle
donc capable de décrire, avec une précision suffisante, la structure électronique de n’im-
porte quel type de boîtes quantiques, et ce, en un temps de calcul très avantageux. En effet,
l’erreur commise, en utilisant ce modèle, devrait être beaucoup plus faible que les incer-
titudes liées aux paramètres physiques du nanocristal (rayon, forme, masse effective,...).
En outre, technologiquement, la forme des nanocristaux de silicium ou de germanium se
trouve être souvent sphérique (cf. chapitre3), justifiant d’autant plus l’utilisation du mo-
dèle 1D. Ces résultats sont cohérents avec les comparaisons effectuées en référence [108].
entre des boîtes quantiques sphériques et cubiques, en utilisant une méthode des liaisons
fortes.

Si nous comparons la densité électronique, issue du modèle 1D en figure5.7et celle is-
sue de la résolution tridimensionnelle des équations couplées de Poisson et de Schrödinger
en figure5.13, nous constatons que les deux graphiques exhibent les mêmes caractéris-
tiques : le maximum de densité pour 15 électrons se déplace de manière significative vers
les bords de la boîtes, en raison de la répulsion électrostatique entre les électrons. Quan-
titativement, les maxima de densité sont, en outre, quasiment identiques dans les trois cas
présentés.

V Conclusion

Les puissances de calcul accessibles à l’heure actuelle ne permettent pas encore d’en-
visager la simulation de dispositifs à blocage de Coulomb contenant un grand nombre de
boîtes quantiques de tailles et de formes variées. Il est donc de première importance de
développer des modèles à la fois précis, du point de vue des résultats, et dont la résolution
numérique se fasse dans des temps de calcul raisonnables. Le modèle 1D, établi dans ce
chapitre, remplit ces deux conditions et peut trouver sa place comme élément de base d’un
simulateur capable de traiter des dispositifs à blocage de Coulomb variés et complexes.
Ce modèle est d’autant plus intéressant que les boîtes réalisées expérimentalement sont
effectivement sphériques. Le modèle 3D, plus précis, constitue, quant à lui, un modèle de
référence pouvant servir de garde-fou au modèle 1D.

Il apparaît, par ailleurs, que la méthode de Hartree s’impose comme la méthode la plus
judicieuse afin de décrire les systèmes polyélectroniques que sont les boîtes quantiques
semi-conductrices. En effet, ses très bonnes performances, face à une méthode théori-
quement plus à même de décrire la corrélation existant entre les particules, alliées à la
possibilité de connaître les fonctions d’onde électroniques en font une méthode de choix
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FIG. 5.12. (a) Énergie totale du niveau fondamental d’une boîte quantique en silicium
en fonction du nombre d’électrons confinés. Différentes formes de boîtes sont considérées
(sphère, cube, pyramide, demi-sphère). Toutes ces boîtes ont même volume, correspondant à
une sphère de rayon 30 Å (b) Erreur relative commise en utilisant le modèle 1D.

FIG. 5.13. Surface isodensité et densité électronique dans le plan z = 0 pour une boîte
quantique cubique contenant N électrons (N = 1,12,15) dont le volume correspond à une
sphère de 30 Å de rayon. Cette figure illustre le fait que la densité électronique a tendance à
se concentrer sur les bords de la boîte quantique au fur et à mesure que le nombre d’électrons
stockés augmente.
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dans la perspective de calculer le courant dû au passage par effet tunnel des électrons.
Néanmoins, l’étude, telle que nous venons de la décrire dans ce chapitre, reste limitée

au cas des boîtes quantiques non polarisées ; ce qui reste par trop restrictif. En particulier,
dans la perspective de la réalisation d’un simulateur de composants à blocage de Coulomb
réaliste, l’extension du modèle 1D aux boîtes quantiques soumises à une tension extérieure
serait d’un grand intérêt du fait du temps de calcul important requis par la résolution tridi-
mensionnelle des équations (une résolution du système couplé Poisson-Schrödinger pour
chaque tension appliquée, chaque taille de nanocristal, chaque nombre d’électrons confi-
nés). Le problème d’une telle extension réside dans la brisure de symétrie introduite par la
tension de polarisation le long d’une direction privilégiée : de nouvelles approximations
et techniques doivent donc être envisagées. L’extension du modèle 1D forme l’enjeu du
chapitre suivant, le modèle 3D restant notre référence.



Chapitre 6

S
tructure
électronique de boîtes quantiques
polarisées : extension du modèle 1D

I Introduction, position du problème

I-A Introduction

DANS ce chapitre, nous nous intéressons à l’influence de la polarisation sur la valeur
des niveaux d’énergie dans une boîte quantique semi-conductrice de forme quel-

conque contenantN électrons. Bien entendu, nous nous plaçons toujours dans l’optique
« composant » et nous espérons trouver des méthodes alliant rapidité et précision. En fait,
il serait agréable de disposer, comme dans le chapitre précédent, d’un modèle unidimen-
sionnel capable de décrire à peu de frais (d’un point de vue temps de calcul) des boîtes
quantiques soumises à une polarisation extérieure.

Si nous étudions le nouvel hamiltonien du système polarisé,

H =
N∑

i=1

Ep2
i

2m
+

N∑
i=1

Vconf(Er i )+

N∑
i=1

Vpol(Er i )+
1

2

1

4πεε0

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

ē2∥∥Er i − Er j

∥∥ (6.1)

Hψi (Er1, . . . , Er N) = Eiψi (Er1, . . . , Er N) , (6.2)

nous constatons que l’effet de la polarisation est pris en compte par l’intermédiaire d’un
potentielVpol issu de la résolution de l’équation de Poisson, à second membre nul, associée
aux conditions aux limites suivantes :

E∇

(
εε0
E∇Vpol

)
= 0

Vpol(x0, y, z) = −ēV0

Vpol(x1, y, z) = −ē(V0+1V)

. (6.3)

Dans cette dernière équation, nous étudions l’effet d’une différence de potentiel1V (en
volt) entre les bornes métalliques situées enx0 et x1 (cf. Fig. 6.1) d’une boîte quantique
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FIG. 6.1. Représentation typique d’une
boîte quantique en silicium étudiée ainsi
que les notations utilisées.
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FIG. 6.2. Potentiel de polarisation Vpol,
résultant de la résolution de l’équation de
Poisson (6.3), dans une boîte quantique
de rayon 30 Å entourée d’une couche de
silice. L’épaisseur des barrières tunnel est
de 24 Å.

semi-conductrice où la référence1 de potentiel est prise àV0 (en volt) enx0.
En fait, tout se passe comme si les électrons voyaient un potentiel effectif de confine-

ment égal àVpol+Vconf ; nous pouvons donc appliquer facilement l’ensemble des méthodes
numériques mises en œuvre dans le chapitre précédent. Toutefois, la description simpli-
fiée du modèle 1D à symétrie sphérique ne peut être employée ici directement. En effet,
le potentiel, dû à la polarisation, a pour conséquence de briser la symétrie sphérique de la
structure. Dans un premier temps, nous sommes donc contraints de résoudre les équations
de Schrödinger et de Poisson de manière tridimensionnelle. Néanmoins, nous verrons que
nous pourrons étendre le modèle 1D au cas des boîtes quantiques polarisées et ainsi pro-
fiter de ses avantages en termes de temps de calcul.

I-B Résolution de l’équation de Schrödinger 3D

Le potentielVpol résulte de la résolution de l’équation de Poisson 3D (6.3). L’allure de
ce potentiel est représentée en figure6.2 pour une boîte quantique sphérique de 30 Å de
rayon. Notons que ce potentiel a été calculé en imposant un champ électrique perpendicu-
laire nul comme conditions aux limites sur les plans autres quex = x0 et x = x1.

De même que dans le chapitre précédent, nous avons le choix entre la méthode de
Hartree ou la théorie de la fonctionnelle de la densité afin de prendre en compte l’interac-
tion électrostatique entre les électrons. Dans l’ensemble de ce chapitre, nous optons pour
la méthode de Hartree, en raison de sa capacité à fournir la fonction d’onde associée à
chacun des électrons du système.

La valeur de l’énergie du niveau fondamental de deux boîtes quantiques de 30 Å et
60 Å de rayon est tracée en figures6.3a et 6.4a, en fonction de la tension de polarisation
et pour différents nombres d’électrons confinés. La densité électronique et les surfaces
isodensités correspondantes sont représentées, quant à elles, en figures6.3b et6.4b dans

1. En pratique, dans ce chapitre, nous prenonsV0 = 0 pour toutes les simulations. Néanmoins, l’emploi
d’une référenceV0 non nulle peut être utile si la tension du générateur n’est pas appliquée directement entre
les bornesx0 et x1.
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FIG. 6.3. (a) Niveaux d’énergie de l’état fondamental d’un nanocristal sphérique, de 30 Å
de rayon, obtenus à partir de la résolution 3D des équations couplées de Schrödinger et de
Poisson en fonction de la tension appliquée et du nombre d’électrons stockés ; l’épaisseur des
barrières tunnel est de 24 Å. (b) Surfaces isodensités et densités électroniques, dans le plan
z= 0, correspondantes pour la boîte contenant un électron.
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FIG. 6.4. (a) Niveaux d’énergie de l’état fondamental d’un nanocristal sphérique, de 60 Å
de rayon, obtenus à partir de la résolution 3D des équations couplées de Schrödinger et de
Poisson en fonction de la tension appliquée et du nombre d’électrons stockés ; l’épaisseur des
barrières tunnel est de 24 Å. (b) Surfaces isodensités et densités électroniques, dans le plan
z= 0, correspondantes pour la boîte contenant un électron.
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FIG. 6.5. Coupe de la densité électronique suivant le plan z = 0 pour une boîte quantique
sphérique, de 30 Å de rayon, contenant un électron à différentes tensions de polarisation.
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FIG. 6.6. Coupe de la densité électronique suivant le plan z = 0 pour une boîte quantique
sphérique, de 60 Å de rayon, contenant un électron à différentes tensions de polarisation.

le cas où un seul électron est présent dans le nanocristal.
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FIG. 6.7. Représentation sché-
matique du dispositif étudié et de
l’influence de la tension de pola-
risation sur la localisation de la
fonction d’onde.

Un point important à observer réside dans l’in-
fluence du potentiel de polarisation sur la densité
électronique et,a fortiori, sur la fonction d’onde.
Les électrons se localisent, en effet, du côté de
l’électrode de plus haut potentiel électrique c’est-à-
dire au niveau du minimum de potentiel énergétique
Vpol. Les différentes coupes de la densité électro-
nique, suivant le planz = 0, tracées en figures6.5
et 6.6 illustrent parfaitement le déplacement de la
concentration électronique dans le sens opposé du
champ électrique régnant au sein du dispositif.

Nous pouvons, d’ores et déjà, prévoir les effets
d’une telle localisation sur la caractéristique cou-
rant/tensionI (V) du dispositif : la fonction d’onde
se concentrant du côté de la barrière de plus bas po-
tentiel énergétique (à gauche sur la figure6.7), la
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probabilité de passage des électrons à travers cette barrière augmente, cependant qu’elle
diminue du côté de la barrière droite. Cette dernière constituant la barrière d’« injection »
des porteurs dans la boîte quantique, la polarisation a donc pour effet de favoriser le vidage
du nanocristal devant son remplissage. À partir d’une certaine tension, la boîte est complè-
tement vide et nous devrions constater une diminution du courant entraînant l’apparition
d’une résistance différentielle négative. Au vu des densités électroniques des figures6.3b
et 6.4b, ce phénomène devrait être d’autant plus accentué que la taille du nanocristal est
importante. Nous reviendrons sur ces considérations dans la troisième partie (et notam-
ment au chapitre10) de ce mémoire, consacrée au transport des électrons à travers la boîte
quantique.

I-C Approximation linéaire du potentiel de polarisation

Notre but est d’étendre, si possible, le modèle 1D développé au chapitre précédent au
cas des boîtes quantiques polarisées en employant des corrections analytiques sur les so-
lutions obtenues pour les boîtes quantiques non polarisées. La première tâche à accomplir
pour l’établissement d’un tel modèle, consiste, par conséquent, à trouver une approxima-
tion analytique du potentiel de polarisation.

Sachant que la tension est appliquée suivant l’axex, il peut être judicieux, de supposer
que la seule composante non nulle du champ électrique, qui va intervenir, sera celle suivant
la directionx

EE ≈

 Ex

0
0

 (6.4)

En première approximation, ceci revient à négliger les variations du potentiel le long des
axesy et z. Autrement dit, nous supposons que la dérivée deVpol suivant les axesy et z
est nulle, de sorte que l’équation de Poisson (6.3) prend la forme très simple suivante :

ε(x, y, z)ε0

∂Vpol

∂x
= cste

Vpol(x0, y, z) = −ēV0

Vpol(x1, y, z) = −ē(V0+1V)

. (6.5)

Ce faisant, nous négligeons l’effet de la variation de permittivité le long des axesy et z,
même si nous allons en tenir comptea posteriori.

La résolution de l’équation (6.5) nous donne alors un potentielVpol continu (par es-
sence), linéaire par morceaux suivant l’axex (cf. Fig. 6.8) et variant le long des axesy et
z, du fait de la différence de permittivité relative entre le silicium et la silice. La pente des
droites dépend de la composanteD du vecteur excitation électrique suivant l’axex dont
l’expression nous est donnée par (avec les notations de la figure6.8)

D =
−1VεSiO2

L + 2a

(
εSiO2

εSi

− 1

) , (6.6)

où 2a et L représentent respectivement l’épaisseur de silicium et la largeur totale du com-
posant suivant la ligne de dispositif située, parallèlement à l’axex, enz= zl et y = yl .
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FIG. 6.9. Comparaison, pour une boîte quantique sphérique de rayon 30 Å, du potentiel de
polarisation Vpol issu de la résolution 3D de l’équation de Poisson (6.3) avec son approxi-
mation linéaire (6.7), dans le plan z = 0 (a) et sur la ligne d’équation y = 0, z = 0
(b).
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Afin de s’affranchir des variations, le long des axesy et z, et des ruptures de pentes,
le long de l’axex du potentiel de polarisartionVpol, nous simplifions encore son expres-
sion en supposant que le champ électriqueEE, dans l’ensemble du dispositif, est constant
et égal à celui au centre de la boîte quantique (la valeur deVpol du modèle linéaire par
morceau au centre de la boîte étant gardée comme référence). Par exemple, dans le cas
d’une boîte sphérique, cela revient à prendreEE = D/εSi Ex, où D est la composante du
vecteur excitation électrique donnée à l’équation (6.6) pris eny = 0 etz= 0 ; c’est-à-dire
sur une ligne telle quea correspond au rayon du nanocristal etL à x1 − x0. Il en résulte
que le potentiel dans la structure est linéaire et indépendant des coordonnéesy et z

Vpol(x, y, z) = −ē1V(Ax+ B)− ēV0 avec


A =

εSiO2/εSi

L + 2a(εSiO2/εSi− 1)

B =
−x0+ a(εSiO2/εSi− 1)

L + 2a(εSiO2/εSi− 1)

. (6.7)

La comparaison entre cette approximation et le véritable potentiel de polarisation,
issu de la résolution de l’équation de Poisson tridimensionnelle (6.3), est présentée en
figure6.9et montre que le modèle linéaire reproduit avec fidélité la valeur du potentiel de
polarisation à l’intérieur de la boîte quantique. Bien évidemment, l’approximation reste
mauvaise quand il s’agit de décrireVpol à l’intérieur de l’oxyde. Toutefois, nous savons
que les niveaux d’énergie et leur fonction d’onde associée dépendent principalement de
la valeur du champ à l’intérieur de la boîte quantique. Pour des valeurs raisonnables de
tensions de polarisation, nous pouvons ainsi espérer que l’utilisation d’un tel potentiel ne
trahira pas trop la réalité.

Afin de valider l’approche menée, il convient donc de vérifier, à l’aide d’un calcul 3D
complet, que les valeurs des énergies et des états propres du nanocristal ne sont pas trop
modifiées par l’approximation linéaire du potentiel de polarisation. En figure6.10, nous
avons tracé pour diverses tailles de boîtes quantiques et largeurs de barrières, l’énergie du
niveau fondamental en fonction de la tension de polarisation, pour un nombre d’électrons
confinés variant de un à trois. Comme nous pouvons le constater, cette approximation
se révèle excellente puisque les valeurs trouvées sont quasi-identiques, et ce, quelles que
soient la taille de la boîte et la largeur de barrière. De même, les fonctions d’onde présen-
tées en figure6.11ne souffrent pas de l’approximation linéaire. En particulier, les coupes
de densités électroniques suivant le planz= 0 en figures6.12et6.13réalisées à l’aide du
modèle linéaire, montrent les mêmes caractéristiques tant qualitativement que quantitati-
vement, que celles montrées en figures6.5et6.6.

Nous pourrons donc sans problème employer l’approximation linéaire du potentiel de
polarisation afin de rechercher des méthodes rapides de détermination de la structure élec-
tronique de boîtes quantiques polarisées. Pour ce faire deux voies d’investigation peuvent
être envisagées et vont faire l’objet des deux sections suivantes :

• nous pouvons considérer que le potentiel de polarisation ne représente qu’une per-
turbation pour le système par rapport à aux autres potentiels et utiliser la théorie des
perturbations ;

• une alternative possible passe par la décomposition de l’hamiltonien tenant compte
de la polarisation sur une base de fonctions propres, bien choisies.
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FIG. 6.10. Niveaux d’énergie de l’état fondamental de boîtes quantiques sphériques, de 30 Å
et 60 Å de rayon, en fonction de la tension appliquée, du nombre d’électrons confinés et pour
différentes largeurs de barrières d’oxyde. Une comparaison est effectuée entre les niveaux
d’énergie, issus de la résolution 3D de l’équation de Poisson (6.3), et l’approximation linéaire
du potentiel de polarisation.
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FIG. 6.11. Profil de densité électronique le long de l’axe x en z= 0 et y = 0 pour des boîtes
quantiques sphériques, de 30 Å (a) et 60 Å (b) de rayon, contenant un électron. La largeur
de la barrière d’oxyde est de 24 Å. Les résultats issus du calcul numérique 3D du potentiel
de polarisation (symboles) et de son approximation linéaire (trait plein) sont comparés.

FIG. 6.12. Coupe de la densité électronique suivant le plan z= 0 pour une boîte quantique
sphérique, de 30 Å de rayon, contenant un électron à différentes tensions de polarisation.
L’approximation linéaire du potentiel de polarisation a été employée.

FIG. 6.13. Coupe de la densité électronique suivant le plan z= 0 pour une boîte quantique
sphérique, de 60 Å de rayon, contenant un électron à différentes tensions de polarisation.
L’approximation linéaire du potentiel de polarisation a été employée.
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II À la recherche d’un modèle : théorie des perturbations

II-A De l’échec d’un modèle grossier

Une première idée qui vient à l’esprit, afin de modéliser l’effet de la polarisation, est
d’essayer de réutiliser une approximation du type « champ central ». Dans un premier
temps, il faut donc se restreindre, pour des questions de symétrie, à l’étude de dispositifs
entourés d’une épaisseur constante d’oxyde. Cette condition n’est pas rédhibitoire pour le
calcul des niveaux d’énergie puisqu’ils ne dépendent que peu de l’épaisseur des barrières,
pourvu que celles-ci soient suffisamment épaisses.

Nous partons donc du diagramme des bandes du puits quantique polarisé, représenté
en figure6.14a, où le potentielVpol est approché par sa forme analytique

Vpol = −ē1V(Ax+ B)− ēV0, (6.8)

avec A et B définis par l’équation (6.7). Pour simplifier le problème, nous prenons la
référence des potentielsV0 à zéro. La démarche, pour rendre ce diagramme symétrique,
est explicitée en figures6.14a,6.14b et6.14c : nous commençons par prendre un potentiel
constant moyen, au niveau des barrières et du puits (Fig.6.14b), avant de prendre un
potentiel moyen comme hauteur de barrière (Fig.6.14c). Nous constatons alors que, dans
cette approche, la tension de polarisation appliquée a eu pour effet de suréleverl’ensemble
du potentiel de confinement d’une quantitéē1V/2.

La résolution de l’équation de Schrödinger s’en trouve alors considérablement simpli-
fiée puisque l’hamiltonienHpol, tenant compte de la polarisation, n’est autre que l’hamil-
tonien du système non polariséH0 auquel on a ajouté la constante−ē1V/2 (il faut, en
outre, rajouter la quantité−ēV0 si la référence des potentiels est non nulle). L’énergieEpol

des niveaux, dans la boîte quantique polarisée, s’écrit donc très simplement en fonction
de l’énergie des niveauxE0 de la boîte non polarisée

Epol = E0−
ē1V

2
− ēV0 , (6.9)

la fonction d’onde correspondante restant, quant à elle, identique à celle associée à l’éner-
gieE0. Nous obtenons donc une variation linéaire de l’énergie avec la tension de polarisa-
tion.
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FIG. 6.14. Représentation schématique du diagramme des bandes du modèle grossier.
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FIG. 6.15. Niveaux d’énergie de l’état fondamental de boîtes quantiques sphériques, de 30 Å
et 60 Å de rayon, en fonction de la tension appliquée, du nombre d’électrons confinés et pour
des largeurs de barrière d’oxyde de 24 Å. Une comparaison est effectuée entre les niveaux
d’énergie, issus de la résolution 3D des équations de Scrhödinger et de Poisson couplées,
utilisant le potentiel de polarisation défini à l’équation (6.3) (symboles), et ceux issus du
modèle 1D associé au modèle grossier (trait plein).

Si nous travaillons dans le cadre de la méthode de Hartree, l’équation (6.9) nous donne
directement la valeur des niveaux d’énergie dans la boîte. Dans le cadre de la théorie
de la fonctionnelle de la densité, l’énergie totale du système contenantN électrons est
augmentée deN(−ē1V/2− ēV0) de sorte qu’en calculant le potentiel chimiqueµpol de la
boîte polarisée, à partir du potentiel chimiqueµ0 de la boîte non polarisée, nous retrouvons
aussi

µpol = µ0−
ē1V

2
− ēV0. (6.10)

Toutefois, un tel modèle n’est pas capable de décrire efficacement la polarisation des
boîtes quantiques (notamment pour des boîtes de grande taille) comme nous le montre la
figure6.15, où nous comparons les résultats donnés par le modèle 1D du chapitre précé-
dent, couplé au modèle grossier de cette sous-section, avec ceux donnés par une résolution
3D des équations de Schrödinger et de Poisson. De plus, le constat serait encore pire si
l’on examinait les fonctions d’onde puisque le modèle grossier n’effectue aucune cor-
rection sur celles-ci. Il serait, par conséquent, incapable de décrire le déplacement de la
fonction d’onde sous l’effet de la polarisation.

Il nous faut donc trouver un moyen de traiter plus finement la polarisation. Une autre
idée consiste à traiter le potentiel de polarisation comme une perturbation par rapport aux
autres potentiels. L’utilisation de la théorie des perturbations stationnaires nous permet-
tra alors de développer les niveaux d’énergie sous la forme d’un polynôme fonction de
la tension1V appliquée. En fait, nous verrons dans le paragraphe suivant que le modèle
grossier que nous venons de développer, résulte, ni plus ni moins, de l’application de la
théorie des perturbations au premier ordre. Pour espérer avoir une meilleure approxima-
tion, il va falloir pousser la théorie des perturbations jusqu’au deuxième ordre...
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II-B Théorie des perturbations stationnaires

Considérons le potentiel de polarisation (avecA et B toujours définis par l’équa-
tion (6.7))

Hpert= −ē1V(Ax+ B)− ēV0 (6.11)

comme une perturbation devant l’hamiltonienH0 de la boîte quantique non polarisée dé-
fini par l’équation.5.6[

−
h̄2

2
E∇

(
1

m
E∇·

)
+ Vconf+ Vinter

]
8i = Ei 8i . (6.12)

Grâce au modèle 1D, exposé dans le chapitre précédent, nous connaissons de façon simple
et rapide les énergies propresEi de l’hamiltonienH0 et leur(s) état(s) propre(s) associé(s)
8i . La théorie des perturbations stationnaires de Rayleigh-Schrödinger [135] nous permet
de corriger les états d’énergieEi afin prendre en considération la perturbationHpert. Ainsi,
au deuxième ordre, l’énergie du niveau fondamentalE ′0, tenant compte de la polarisation,
se développe en une fonction de l’hamiltonienHpert et des états propres2 8ml

n d’énergieEn

deH0

E ′0 = E0+
〈
80 Hpert 80

〉
+

∑
n6=0

∣∣〈80 Hpert 8
ml
n

〉∣∣2

E0− En

, (6.13)

où80 correspond à l’état fondamental deH0 d’énergieE0. Notons que l’équation précé-
dente suppose que l’ensemble{8ml

n } forme une base orthonormée de l’espace des états.
Nous sommes alors amenés à calculer, de façon très générale, des coefficients de matrice
du type 〈

8m′l ′

n′ Hpert 8
ml
n

〉
. (6.14)

Le fait d’avoir développé une approximation analytique simple pour le potentiel de
polarisation, allié à la forme bien particulière des fonctions d’onde issues du modèle
1D, nous offre l’opportunité de calculer semi-analytiquement les différents coefficients
de l’équation (6.14). En effet, nous savons que chacune des fonctions d’onde, provenant
de la résolution de l’équation de Schrödinger à l’aide du modèle 1D, se décompose en
une partie radialeu(r )/r ne dépendant que de la normer du rayon vecteur et en une
harmonique sphériqueYm

l (θ, ϕ)

8ml
n =

un(r )

r
Ym

l (θ, ϕ). (6.15)

Les coefficients
〈
8m′l ′

n′ Hpert 8
ml
n

〉
se développent donc de la manière suivante :〈

8m′l ′

n′ Hpert 8
ml
n

〉
=

〈
un′/r Ym′

l ′ −x Aē1V un/r Ym
l

〉
+

〈
8m′l ′

n′ 8ml
n

〉
[−Bē1V − ēV0] . (6.16)

Or, sachant qu’en coordonnées sphériquesx = r sin(θ) cos(ϕ) (cf. annexeC pour les
notations) 〈

8m′l ′

n′ Hpert 8
ml
n

〉
= −Aē1V

∫
∞

0

un′run dr

×

∫ ϕ=2π

ϕ=0

∫ θ=π

θ=0

Ym′
l ′ Ym

l sin(θ)2 cos(ϕ) dϕdθ

+ [−Bē1V − ēV0] δnn′δll ′δmm′ . (6.17)

2. Dans cette sous-section, les états propres deH0 seront notés8ml
n afin de bien faire apparaître les

nombres quantiques issus des harmoniques shériques.
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Nous remarquons alors que la partie « angulaire » de l’intégrale peut être déterminée
analytiquement. Le résultat du calcul, suivant les orbitales considérées, est présenté en
table 6.1. En fait, une grande partie de ces intégrales sur les anglesθ et ϕ se révèle
être nulle du fait des symétries inhérentes aux harmoniques sphériques. En particulier,
il faut que les nombres quantiquesl et l ′ soient de parité différente pour que l’intégrale∫∫

Ym′
l ′ Ym

l sin(θ)2 cos(ϕ) dϕdθ soit non nulle.
Il est évident que nous ne pouvons pas développer la somme de l’équation (6.13) sur

la totalité des fonctions{8ml
n }. Heureusement, le facteur en 1/(E0 − En) nous permet de

négliger des états propres de haute énergie ceux-ci n’ayant qu’une faible influence sur la
correction de l’énergie finale : nous tiendrons seulement compte des dix premiers niveaux

1s us(r )Y
0
0 (θ, ϕ)/r → s

2p


up(r )Y

1
1 (θ, ϕ)/r → py

up(r )Y
0
1 (θ, ϕ)/r → pz

up(r )Y
−1
1 (θ, ϕ)/r → px

2s us∗(r )Y
0
0 (θ, ϕ)/r → s∗

3d


ud(r )Y

2
2 (θ, ϕ)/r → dx2−y2

ud(r )Y
1
2 (θ, ϕ)/r → dzx

ud(r )Y
0
2 (θ, ϕ)/r → dz2

ud(r )Y
−1
2 (θ, ϕ)/r → dzy

ud(r )Y
−2
2 (θ, ϕ)/r → dxy

. (6.18)

La somme se simplifie alors et nous obtenons, compte tenu des résultats du tableau6.1,
un développement polynomial au deuxième ordre de l’énergie en fonction de1V

E ′0 = E0− ēV0− αē1V + βē1V2 (6.19)

α = B (6.20)

β =
2

E0− E1

[
A
√

6

∫
+∞

0

us(r )ru p(r ) dr

]2

. (6.21)

Il est intéressant de remarquer qu’au premier ordre, nous retrouvons bien l’approxi-
mation du champ central exposée dans la sous-section précédente. Car, dans ce cas, la
symétrie sphérique du dispositif imposex0 = −L/2 de sorte queB = ē1V/2 et que, par
conséquent,

E ′0 = E0− ēV0−
1

2
ē1V. (6.22)

Nous retrouvons alors bien l’équation (6.9).
En fait, plus qu’un développement au deuxième ordre, il s’agit d’un développement au

troisième ordre. En effet, la théorie des perturbations nous apprend que le terme d’ordre
trois se met sous la forme [135]

∑
k 6=0

∑
l 6=0

〈
80 Hpert 8k

〉 〈
8k Hpert 8l

〉 〈
8l Hpert 80

〉
(E0− Ek)(E0− El )

−
〈
80 Hpert 80

〉 ∑
k 6=0

∣∣〈8k Hpert 80

〉∣∣2

(E0− Ek)
2 ,

(6.23)
8k et8l représentant deux états quelconques, différents de80, de l’ensemble{8ml

n }. Or,
les éléments de matrice

〈
8l Hpert 80

〉
et

〈
80 Hpert 8k

〉
ne sont non nuls qu’à la seule condi-

tion que les états8k et8l soit de parité différente de80. Dans un tel cas, le seul moyen
pour que l’élément

〈
8k Hpert 8l

〉
soit lui même non nul, est que8k et8l correspondent au
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TAB . 6.1. Calcul des intégrales
∫ ϕ=2π
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FIG. 6.16. Niveaux d’énergie de l’état fondamental de boîtes quantiques sphériques, de 30 Å
et 60 Å de rayon, en fonction de la tension appliquée, du nombre d’électrons confinés et pour
une largeur de barrière d’oxyde de 24 Å. Une comparaison est effectuée entre les niveaux
d’énergie issus de la résolution 3D des équations de Poisson et de Schrödinger (symboles)
et ceux issus de la théorie des perturbation au premier et deuxième ordre (traits pleins et en
pointillés).

même état quantique. Nous trouvons ainsi que le terme d’ordre trois de la perturbation se
simplifie en ∑

k 6=0

[〈
8k Hpert 8k

〉
−

〈
80 Hpert 80

〉] ∣∣〈8k Hpert 80

〉∣∣2

(E0− Ek)
2 . (6.24)

Enfin, comme
〈
8k Hpert 8k

〉
=

〈
80 Hpert 80

〉
= −Bē1V−ēV0, puisque le terme angulaire

de l’intégrale est nul (les orbitales rentrant en jeu dans l’intégrale étant identiques), nous
arrivons à la conclusion que le terme d’ordre trois du développement de l’énergie, dans le
cadre de la théorie des perturbations, est nul.

II-C Résultats

Pour deux boîtes quantiques sphériques, de 30 Å et 60 Å de rayon, l’énergie corrigée
par la méthode des perturbations est présentée en figure6.16, en fonction de la tension
appliquée et du nombre d’électrons présents dans le nanocristal (la référenceV0 étant
toujours prise à zéro). Nous comparons l’énergie calculée à l’aide de la théorie des pertur-
bations au premier et deuxième ordre avec la résolution tridimensionnelle des équations
de Poisson-Schrödinger, en employant le potentiel de polarisation issu de l’équation (6.3).
Si l’accord est bon pour des boîtes quantiques de petite taille, et pour de faibles tensions
appliquées, cette méthode n’est pas assez précise lorsqu’il s’agit de décrire des boîtes
quantiques de taille plus conséquente. Dans de telles boîtes, l’influence de la tension ne
peut plus être considérée comme une simple perturbation devant l’hamiltonien non pola-
riséH0. Il nous faut, par conséquent, trouver une méthode plus rigoureuse qui permette de
trouver des valeurs correctes, pour l’énergie et les fonctions d’onde d’une boîte quantique
polarisée, et ce, quelles que soient sa taille et la tension appliquée.
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III Décomposition sur la base des états propres deH0

III-A Principe

Une autre méthode, pour prendre en compte les effets du potentiel de polarisation,
consiste à recourir à une technique très répandue en mécanique quantique : le développe-
ment de la fonction d’onde sur une base d’états judicieusement choisis. Une base naturelle,
qui s’impose dans notre problème est la base des fonctions propres de l’hamiltonien de la
boîte quantique non polariséeH0.

Définissons parHTOT l’hamiltonien de la boîte quantique polarisée et décomposable
de la manière suivante :

HTOT = H0+Hpol, (6.25)

oùHpol est l’opérateur associé au potentiel de polarisation approché par sa forme analy-
tique

Hpol = −ē1V(Ax+ B)− ēV0, (6.26)

A et B étant toujours définis par l’équation (6.7).
En décomposant la fonction d’onde|9n〉, solution de l’équation de schrödinger

HTOT |9n〉 = E ′n |9n〉 , (6.27)

sur la base{8k} des états propres deH0 d’énergieEk

|9n〉 =

∑
j

an
j |8 j 〉 , (6.28)

le calcul des niveaux d’énergieE ′n passe par la diagonalisation de la matriceHTOT, définie
par

HTOT =

[〈
8i ĤTOT 8 j

〉]
i j
. (6.29)

Car, en remplaçant|9n〉 par sa décomposition (Eq. (6.28)) dans l’équation de Schrödin-
ger (6.27) et en projetant sur un état quelconque〈8i |, nous sommes amenés à résoudre
une équation matricielle aux valeurs propres

[HTOT] · [a
n] =

(
[H0] + [Hpol]

)
· [an] = E ′n[an], (6.30)

avec

H0 =
[〈
8i H0 8 j

〉]
i j

Hpol =
[〈
8i Hpol 8 j

〉]
i j
. (6.31)

La détermination de la matriceH0 ne pose aucun problème puisque, par définition,
cette matrice est diagonale dans la base de ses états propres. Nous trouvons donc comme
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expression pourH0 dans la base 1s, 2s, 2px, 2py, 2pz, 3dxy, 3dzy, 3dzx, 3dz2, 3dx2−y2

H0 =



Es

Es∗

Ep

Ep

Ep

Ed

Ed

Ed

Ed

Ed


(6.32)

La détermination de la matriceHpol =
[
〈8i |Hbias|8 j 〉

]
i j

a, quant à elle, déjà été ef-
fectuée dans la section précédente lorsque nous avons calculé les éléments de matrice
〈8m′l ′

n′ |Hpert|8
ml
n 〉 nécessaires au calcul des perturbations. En se servant des simplifications

évoquées dans la section précédente à l’équation (6.17) et du tableau6.1, Nous obtenons
alors

Hpol =
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(6.33)

avec

α = −Bē1V − ēV0 (6.34)

Wi j = −Aē1V
∫
∞

0

ui ru j dr (6.35)

Une méthode numérique standard de type QR (cf. annexeA sectionIII ) peut alors
être employée de manière à déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de la ma-
trice HTOT. Les valeurs propres délivrent directement l’ensemble des niveaux d’énergie, le
fondamental, ainsi que les niveaux excités, tandis que les vecteurs propres nous donnent
accès aux coefficientsan

j nécessaires à l’obtention de la fonction d’onde

9n(Er ) =
∑
jml

an
jml8

ml
j (Er ) =

∑
jml

an
jml

u j (r )

r
Ym

l (θ, ϕ). (6.36)

La détermination des fonctions d’onde prend toute son importance dès lors que l’on
pense au calcul du courant par effet tunnel. En effet, si calculer avec précision les niveaux
d’énergie d’une boîte quantique polarisée est une étape indispensable afin de prévoir l’état
statique des composants à blocage de Coulomb, obtenir des informations sur les fonctions
d’onde électronique, l’est tout autant, si l’on veut décrire la dynamique des électrons.
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FIG. 6.17. Niveaux d’énergie de l’état fondamental de boîtes quantiques sphériques, de
30 Å et 60 Å de rayon, en fonction de la tension appliquée, du nombre d’électrons confinés
et pour des largeurs de barrière d’oxyde de 24 Å. Une comparaison est effectuée entre les
niveaux d’énergie, issus de la résolution 3D des équations de Poisson et de Schrödinger
(symboles), et ceux issus du modèle 1D, associé à la décomposition de l’hamiltonien sur la
base des fonctions propres de l’hamiltonien de la boîte non polarisée (trait plein).

III-B Résultats

Afin d’obtenir des résultats plus précis, la base des fonctions propres de la boîte non
polarisée est étendue aux niveaux 3p et 4f . En fait, cette extension n’est utile que pour de
la détermlination des fonctions d’onde, celle des niveaux d’énergie ne nécessitant qu’une
base 1s, 2s, 2p, 3d.

Les valeurs des niveaux d’énergie de l’état fondamental de la boîte quantique polarisée
sont présentées en figure6.17pour les mêmes types de boîtes que celles de la figure6.16.
Nous y comparons les résultats obtenus par une résolution tridimensionnelle des équations
de Poisson et de Schrödinger (utilisant le potentiel de polarisation de l’équation (6.3)), et
le « modèle 1D étendu », basé sur la décomposition de la fonction d’onde sur les états
propres de l’hamiltonien de la boîte non polarisée.

Nous pouvons en conclure que le modèle 1D étendu offre de très bons résultats, quant
à la valeur des niveaux d’énergie, et ce, quelle que soit la taille de la boîte quantique consi-
dérée. Son efficacité en termes de temps de calcul (résultats quasi-immédiats contre une
journée pour l’ensemble des données 3D tracées en figure6.17) en fait donc un élément
de choix dans l’optique de simuler un composant à blocage de Coulomb comportant un
grand nombre de boîtes quantiques différentes.

En outre, ce modèle ne se contente pas d’offrir les niveaux d’énergie avec une bonne
précision, il est aussi capable de fournir les fonctions d’onde. En effet, en figures6.18et
6.19, sont représentées les coupes, suivant le planz= 0, de la densité électronique calcu-
lée à l’aide du modèle 1D étendu, pour des boîtes quantiques de 30 Å et 60 Å de rayon,
contenant un électron et pour différentes tensions de polarisation appliquées. Ces coupes
sont à comparer avec celles des figures.6.5et6.6: les résultats sont quasi-identiques. Une
comparaison plus quantitative est présentée en figure6.20où une coupe de cette même



 Chap. 6 Structure électronique de boîtes quantiques polarisées

FIG. 6.18. Coupe de la densité électronique suivant le plan z= 0 pour une boîte quantique
sphérique, de 30 Å de rayon, contenant un électron à différentes tensions de polarisation.

FIG. 6.19. Coupe de la densité électronique suivant le plan z= 0 pour une boîte quantique
sphérique, de 60 Å de rayon, contenant un électron à différentes tensions de polarisation.
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FIG. 6.20. Profil de densité électronique le long de l’axe x en z= 0 et y = 0 pour des boîtes
quantiques sphériques, de 30 Å (a) et 60 Å (b) de rayon, contenant un électron. La largeur
de la barrière d’oxyde est de 24 Å. Les résultats issus du calcul numérique 3D du potentiel
de polarisation (symboles) et ceux du modèle 1D étendu (trait plein) sont comparés.
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densité électronique suivant les plansy = 0 et z = 0 est tracée. La densité électronique
et, par voie de conséquence, la fonction d’onde calculéesvia le modèle 1D étendu s’ac-
cordent donc de façon excellente avec le calcul exact, issu de la résolution explicite des
équations tridimensionnelles de Schrödinger et de Poisson.

IV Conclusion et application

IV-A Application : nombre maximum d’électrons stockés dans un
point quantique

La détermination des niveaux d’énergie des boîtes quantiques polarisées nous permet,
dans un premier temps, d’évaluer le nombre maximum d’électrons stockés à 0 K en fonc-
tion de la tension appliquée. En effet, celui-ci correspond tout simplement au nombre
d’électrons pour lequel l’énergieE(N) du niveau fondamental est maximale, tout en res-
tant toujours inférieure au niveau de Fermi de l’électrode de droite (cf. Fig.6.7). En
d’autres termes, le nombre d’électrons maximumN, pouvant être stockés dans la boîte
quantique à 0 K, est donné par la relation

EFgauche 6 E(N) 6 EFdroite et E(N + 1) > EFdroite. (6.37)

Un exemple du nombre maximum d’électrons stockés dans une boîte quantique sphé-
rique, de 60 Å de rayon, est présenté en figure6.21. Sur cette courbe, la référence des
potentiels est prise en bas de la bande de conduction du silicium et les électrodes enx0 et
x1 sont en aluminium dont le travail de sortie est de 4.1 eV. Il apparaît alors que ce nombre
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FIG. 6.21. Énergie du niveau fondamental d’une boîte quantique sphérique, de rayon 60 Å,
contenant 1, 2, 3 ou 4 électrons et entourée de barrières d’oxyde, de 24 Å d’épaisseur, en
fonction de la tension appliquée aux bornes de deux électrodes en aluminium. Le nombre
maximum d’électrons, qu’il est possible de stocker dans la boîte à 0 K, est représenté ainsi
que le niveau de Fermi des deux électrodes (traits pointillés). La référence des énergies est
prise à zéro, en bas de bande de conduction du silicium.
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est relativement faible : dans le cas présent, seuls quatre électrons arrivent à être confinés,
dans une boîte relativement grosse et pour une tension appliquée de 0.8 V. Ce constat est
cohérent avec les simulations déjà réalisées sur des dispositifs similaires [96, 101]. Outre
l’information sur le nombre maximum d’électrons qu’il est possible de stocker à 0 K, ce
graphique nous offre aussi l’opportunité de connaître la valeur des différents paliers de
Coulomb pour lesquels un nouvel électron peut transiter à travers le dispositif.

IV-B Conclusion

Si la puissance des stations de travail ne cesse d’augmenter, la simulation tridimen-
sionnelle de dispositifs complexes contenant de nombreuses boîtes quantiques, différentes
les unes des autres, de par leur taille ou leur forme, semble encore hors de portée. Il est
donc de première importance de développer des outils capables de décrire aussi finement
que possible des nanocristaux polarisés tant en termes de niveaux d’énergie que de fonc-
tions d’onde, dans des temps de calcul raisonnables. Le modèle 1D étendu, présenté ici,
allie ces deux propriétés et tiendra, en conséquence, une place de choix dans la réalisation
d’un simulateur de composants à blocage de Coulomb sur semi-conducteur.

Avant d’étudier la dynamique des électrons dans un système à blocage de Coulomb,
ce qui représenterait la continuité logique de ce chapitre, nous allons nous intéresser à une
approximation sous-jacente et inhérente à l’ensemble des modèles développés jusqu’à
présent : l’approximation de la masse effective.

• Est-elle toujours valable pour des boîtes quantiques aussi petites?

• Que dire de la dégénérescence des six vallées du silicium?

Voilà un petit aperçu des questions auxquelles nous allons tâcher de répondre dans le
chapitre suivant...



Chapitre 7

D
e l’approximation
de la masse effective

I Introduction

DANS les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés à la structure électronique
de boîtes quantiques en silicium (et plus généralement semi-conductrices) dans l’ap-

proximation de la fonction enveloppe et de la masse effective. Toutefois, on peut s’inter-
roger sur la validité d’une telle approximation, dans le cas de nanocristaux de quelques
nanomètres de dimension, où la notion de structure de bandes devrait s’évanouir. Une ma-
nière d’appréhender ce problème consiste à traiter le nanocristal, à l’échelle atomique, à
partir de méthodes du type pseudopotentiel [113] ou liaisons fortes [107, 108, 110].

Le présent chapitre repose sur une comparaison des résultats précédemment établis,
dans le cadre de l’approximation de la masse effective, avec une description « molécu-
laire » des nanocristaux. Cette description, qui s’appuie sur la méthode des combinaisons
linéaires d’orbitales atomiques (CLOA), devrait nous apporter, au prix de calculs plus com-
plexes, une image plus fine des phénomènes physiques ayant lieu à de telles échelles.

Le détermination des niveaux énergétiques, par la méthodeCLOA, s’articule autour de
paramètres représentant l’interaction entre les orbitales des atomes constituant le nano-
cristal. Le choix de ces paramètres devient donc crucial dans l’optique de notre étude. À
cette fin, nous allons utiliser ceux rentrant en jeu dans le calcul de la structure de bandes
du silicium par la méthode des liaisons fortes — le pendant de la méthodeCLOA pour les
solides cristallins.

La première section de ce chapitre abordera, par conséquent, la théorie des bandes,
appliquée au silicium dans le cadre de la méthode des liaisons fortes. La seconde section
portera plus précisément sur l’application de la méthodeCLOA au cas des nanocristaux
de Silicium, tandis que, dans la troisième section, nous confronterons les résultats, ainsi
obtenus, avec des calculs issus de l’approximation de la masse effective afin d’en évaluer
les limites. Enfin, dans la dernière section, nous nous intéresserons plus particulièrement à
la notion de tenseur de masse effective et à la validité de son approximation par une masse
effective moyenne isotrope.
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II Théorie des bandes par la méthode des liaisons fortes

II-A Principe général de la méthode

Dans le modèle des liaisons fortes, appliqué aux molécules, les électrons sont sup-
posés fortement liés au noyau atomique, comme dans le cas des atomes. Ainsi, quand
deux atomes se rapprochent suffisamment l’un de l’autre, leurs orbitales atomiques se re-
couvrent pour former une liaison chimique. Le cœur de la méthodeCLOA, telle qu’on
l’utilise pour les molécules, repose alors sur le développement de la fonction d’onde glo-
bale du nuage électronique en une combinaison linéaire des orbitales atomiques.

Ce principe de développement de la fonction d’onde reste identique quand il est ap-
pliqué aux solides cristallins. En tirant parti des différentes symétries du cristal, la mé-
thodeCLOA offre l’opportunité de calculer la structure de bandes d’un solide à l’aide d’un
nombre restreint de paramètres (dits de recouvrement) et représentant, grossièrement, l’in-
teraction s’exerçant entre deux atomes voisins du réseau cristallin. Le nombre d’orbitales
à considérer dans le développement, ainsi que le choix des paramètres de recouvrement,
tiennent alors un rôle crucial dans la précision des résultats obtenus par cette méthode.

L’atome de silicium est constitué de 14 électrons et sa structure électronique se décom-
pose de la manière suivante : 1s2 2s2 2p6 3s2 3p2. Il semble donc, de prime abord, que
pour étudier les électrons de valence, il suffise de traiter les interactions entre les orbitales
s et p des atomes plus proches voisins dans le cristal. Hélas, une telle approche ne permet
pas d’obtenir une structure de bandes suffisamment fine ; en particulier, on ne retrouve
pas le minimum de la bande de conduction en vallée1. Afin de pallier ce problème, P.
VOGL, HAROLD P. HJALMARSON et JOHN D. DOW [112] ont inclu une orbitale sup-
plémentaires∗ qui permet de créer un niveau vide antiliant supplémentaire. Toutefois,
ce modèle présente encore quelques lacunes. Une autre manière de procéder consiste à
prendre en compte les interactions entre un atome et ses deuxièmes (voire troisièmes,...)
plus plus proches voisins [107, 108].

Pour notre part, nous nous sommes tournés vers un modèle du typesp3d5 incluant les
orbitalesd et ne tenant compte que des interactions entre atomes plus proches voisins.
Dans un souci de clarté de l’exposé, nous limiterons, cependant, les explications au cas
d’un modèle ne faisant intervenir que les orbitaless et p.

II-B Paramètres de recouvrement

II-B.1 Deux atomes ayant un axe de référence commun

Soient A et B deux atomes de silicium. L’interaction entre deux orbitales atomiques a
pour conséquence la création de deux nouveaux niveaux d’énergie (cf. Fig.7.1) :

• l’un associé à une orbitale liante (symétrique), d’énergie plus faible que les niveaux
atomiques initiaux,

• l’autre associé à une orbitale antiliante (antisymétrique) d’énergie plus élevée.

Lors de l’étude de deux atomes, on peut toujours s’arranger pour que leur repère associé
ait un axe communz (cf. Fig. 7.2a), et ce, afin de simplifier le calcul des coefficients
d’interaction. On retrouve alors les différents cas de recouvrement, présentés en figure7.3.
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L’état |9〉 du système ainsi défini est régi par l’équation de Schrödinger

H |9〉 = E |9〉 ⇒ 〈9 HA +HB 9〉 = E 〈9 9〉 . (7.1)

De façon générale, il est toujours possible de décomposer|9〉 sur une base de fonction
|ϕn〉

|9〉 =
∑

n

cn |ϕn〉 . (7.2)

Dans le modèleCLOA les fonctions de base|ϕn〉 correspondent aux orbitales atomiques
des atomes A et B (i.e. la base orthonormale formée par l’ensemblesA, sB, pxA,...)

|9〉 = c1 |sA〉 + c2 |pxA〉 + c3 |pyA〉 + c4 |pzA〉 + c5 |sB〉 + c6 |pxB〉 + · · · (7.3)

En injectant cette décomposition dans l’équation de Schrödinger (7.1) nous sommes alors
amenés à calculer des termes du type〈

sA H sA

〉
,

〈
pxA H pxA

〉
, ...〈

sA H sB

〉
,

〈
sA H pxB

〉
, ...

(7.4)

qui représentent les paramètres d’interaction du modèle des liaisons fortes. Dans un souci
de légèreté d’écriture, nous notons ces termes〈

sA H sB

〉
= Vss

〈
sA H pxB

〉
= Vspσ〈

sA H pyB

〉
= Vspσ

〈
sA H pzB

〉
= Vspσ〈

pxA H pxB

〉
= Vppπ

〈
pyA H pyB

〉
= Vppπ〈

pzA H pzB

〉
= Vppσ

, (7.5)

où les paramètresVppσ et Vppπ sont respectivement associés aux liaisonsσ etπ des orbi-
talesp. Les termes d’« auto-interaction » sont, quant à eux, notés :〈

sA H sA

〉
= Es

〈pA H pA〉 = Ep.
(7.6)

Sachant, de plus, que, par définition des orbitales atomiques :

〈sA H pA〉 = 0. (7.7)

II-B.2 Deux atomes n’ayant pas d’axe de référence commun

Dans le cas d’un solide cristallin comme le silicium, un atome quelconque subit les
interactions des autres atomes du cristal. Dans un tel cas, nous ne pouvons plus construire
des repères ayant un axe en commun. Nous avons alors, dans le cas le plus simple, des
repères comme ceux tracés en figure7.2b.

Les valeurs des termes d’interaction dans un tel système d’axe (〈sA|H|sB〉, 〈sA|H|pB〉,...)
peuvent alors être exprimées en fonction des termesVss,Vspσ ,Vppσ ,Vppπ ,... définis précé-
demment. Par exemple, nous pouvons écrire, avec les notations de la figure7.2b [131] :〈

pyA H pyB

〉
= Vppσ cos2(θ)+ Vppπ sin2(θ). (7.8)

Dans le cas général, si nous notonsEd le vecteur reliant deux atomes du réseau

Ed = d

 l
m
n

 ∥∥∥ Ed∥∥∥ = d, (7.9)

le tableau7.1 rassemble les relations liant les coefficients d’interaction aux paramètres
définis à la sectionII-B.1.
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TAB . 7.1. Coefficients d’interaction entre deux atomes dont les repères ne possèdent pas un
axe commun.
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FIG. 7.4. Notations utilisées pour le repérage des atomes dans le cristal.

II-C Application au calcul de la structure de bande

II-C.1 Introduction et notation

Si nous voulons appliquer la méthode des liaisons fortes aux solides cristallins, il faut,
auparavant, exploiter les symétries intrinsèques du cristal parfait et, notamment, de son
invariance par translation. En effet, privés de ces informations, nous aurions à tenir compte
de l’influence de la totalité des atomes constituant le cristal (i.e. une infinité), ce qui est
impossible en pratique. Dans le cas des boîtes quantiques, qui ne sont pas invariantes par
translation, nous devrons toutefois étudier les interactions subies par chacun des atomes
du nanocristal.

Prenons alors un atome de silicium, seul dans l’espace, décrit par l’hamiltonienH0.
Soientϕm(Er ) les fonctions propres, d’énergieEm, de cet hamiltonien (i.e. les orbitales
atomiques)

H0ϕm(Er ) = Emϕm(Er ). (7.10)

Pour les électrons de valence du silicium, on a, par exemple,ϕm = 3s,3px,3py, ... À un
atome placé enEr = Er0 correspond ainsi la fonction d’ondeϕm(Er − Er0).

Nous construisons, ensuite, le réseau cristallin du silicium en plaçant les atomes aux
différents nœuds du réseau, une maille élémentairej étant repérée par le vecteurERj (cf.
Fig.7.4). Le silicium cristallisant dans une structure de type diamant, il existe deux atomes
par maille élémentaire ; ces atomes sont repérés à l’intérieur d’une maille par le vecteur
Er l (l = 1 ou l = 2). Un atomea quelconque,l ième atome de laj ième cellule du réseau, est
donc positionné en (cf. Fig.7.4)

ERa = ERj + Er l . (7.11)

Avec ces notations, tout vecteurET laissant invariant le réseau cristallin s’écrit :

ET = ERj − ERj ′ . (7.12)

II-C.2 Méthode CLOA

Employons la méthode des combinaisons linéaires des orbitales atomiques afin d’étu-
dier, comme on le ferait dans une molécule, la fonction d’onde|9n

〉 des électrons dans le
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cristal de silicium, dont l’hamiltonien global est notéH

|9n
〉 =

∑
m

∑
a

αn
ma |ϕm(Er − ERa)〉 , (7.13)

avec, bien entendu,

H |9n
〉 = En

|9n
〉 . (7.14)

La somme sur l’indicea indique que l’ensemble des atomes du cristal participe au dé-
veloppement de la fonction d’onde tandis que la somme, sur l’indicem, représente l’in-
fluence de chacune des orbitales d’un atome particulier. En injectant la décomposition (7.13)
dans l’équation de Schrödinger (7.14) et en projetant sur〈ϕm′(Er − ERa′)|, nous obtenons

∑
m

∑
a

αn
ma

〈
ϕm′

(
Er − ERa′

)
H ϕm

(
Er − ERa

)〉
= En

∑
m

∑
a

αn
ma

〈
ϕm′

(
Er − ERa′

)
ϕm

(
Er − ERa

)〉
.

(7.15)

Nous supposons alors remplie la condition d’orthonormalisation

〈
ϕm′

(
Er − ERa′

)
ϕm

(
Er − ERa

)〉
= δmm′δaa′ . (7.16)

À cela, deux explications sont envisageables :

• soit on suppose que le recouvrement entre les orbitales de deux atomes différents
du réseau est faible (les distances entre atomes étant relativement importantes dans
le réseau cristallin), de sorte que le produit scalaire entre ces deux orbitales soit
quasi-nul (le caractère orthonormal de l’ensemble{ϕm(Er − ERa)}m assurant le terme
enδmm′) ;

• soit (et c’est l’explication la plus rigoureuse) on décide, non pas de prendre direc-
tement comme fonctions de base les orbitales atomiquesϕm mais les orbitales de
PER-OLOV LÖWDIN [106], combinaisons linéaires desϕm, remplissant la condi-
tion d’orthonormalisation (7.16) tout en conservant les propriétés de symétrie des
orbitales atomiques classiques.

Sous la condition d’orthonormalisation (7.16), l’équation de Schrödinger (7.14) se sim-
plifie alors et il nous reste à résoudre le système :

∀(m′,a′) ∈ [1,M ]N× [1, Na]N

∑
m

∑
a

αn
ma

〈
ϕm′

(
Er − ERa′

)
H ϕm

(
Er − ERa

)〉
= Enαn

m′a′,

(7.17)
où M et Na correspondent respectivement au nombre d’orbitales employées et au nombre
d’atomes dans le cristal.

Nous sommes, à présent, face à un problème aux valeurs propres et nous devons dé-
terminer l’ensemble des éléments propres{En}n et αn

ma de la matrice(M.Na) × (M.Na)
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H =

atome 1︷ ︸︸ ︷
s, px py, · · ·

atome 2︷ ︸︸ ︷
s, px py, · · · · · ·

atomea︷ ︸︸ ︷
s, px py, · · · · · ·

atomeNa︷ ︸︸ ︷
s, px py, · · ·

...

...

... Haa′

 · · · · · ·



s
px

· · ·

 atome 1

s
px

· · ·

 atome 2

...
s
px

· · ·

 atomea′

...
s
px

· · ·

 atomeNa

(7.18)
Haa′ étant une matriceM × M du type

Haa′ =

s px py pz · · ·

...

...

...

hpz py · · · · · ·



s

px

py

pz

...

(7.19)

avec, par exemple,

hpz py =

〈
ϕpz

(
Er − ERa′

)
H ϕpy

(
Er − ERa

)〉
. (7.20)

Bien entendu, dans le cas d’un solide où le nombre d’atomes est très important, une
telle méthode directe est inenvisageable : il faut tenir compte de l’invariance par translation
du cristal. En revanche, dans le cas où le nombre d’atomesNa reste raisonnable, ce qui est
le cas dans les nanocristaux, le calcul numérique des valeurs propres de la matriceH peut
être effectué, comme nous le verrons en sectionIII .

II-C.3 Invariance par translation du réseau cristallin

Si ET est un vecteur laissant invariant le réseau cristallin par translation alors l’action
de ET sur l’hamiltonienH laisse également celui-ci invariant. Le théorème de Bloch nous
assure alors que la fonction d’onde des électrons prend la forme suivante [123, 127]

9
Ek(Er + ET) = ei Ek. ET9

Ek(Er ). (7.21)

Afin d’assurer à la fonction d’onde, issue du développement sur la base des fonctions
{ϕm(Er − ERa)}ma, la propriété (7.21), nous allons auparavant transformer (par un jeu de
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combinaisons linéaires) ces fonctions de base afin qu’elles remplissent, elles-mêmes, la
condition de Bloch.

Prenons alors comme base, pour la méthodeCLOA, les fonctions8Ekml telles que

8
Ek
ml(Er ) =

1
√

N

∑
j

ei Ek.( ERj+Er l )ϕm

(
Er − ( ERj + Er l )

)
, (7.22)

où N représente le nombre de cellules élémentaires du cristal. On démontre aisément, à
l’aide d’un réindiçage dans la somme, que pour tout vecteurET = ERµ− ERν laissant invariant
le réseau par translation, les fonctions8Ekml sont des fonctions satisfaisant au théorème de
Bloch i.e.8Ekml(Er + ET) = ei Ek. ET8Ekml(Er ). De cette manière, en prenant pour fonction d’onde
globale|9n

〉 une combinaison linéaire des fonctions8Ekml précédentes, la propriété (7.21)
est vérifiée. Signalons, en outre, que si les fonctions originalesϕm[Er − ( ERj − Er l )] forment
une base orthonormale, alors on montre facilement que les fonctions|8Ekml〉 forment aussi
une base orthonormale 〈

8
Ek
ml 8

Ek
m′l ′

〉
= δmm′δll ′ . (7.23)

Le même type de calcul que précédemment avec les fonctions de base8Ekml nous amène,
cette fois, à résoudre le système :

∀(m′, l ′) ∈ [1,M ]N × [1, L]N

∑
m

∑
l

αnEk
ml

〈
8nEk

m′l ′(Er ) H 8nEk
ml(Er )

〉
= EnEkαnEk

m′l ′, (7.24)

avecL le nombre d’atomes par maille élémentaire. Dans le cas du silicium, semi-conduc-
teur de type diamant avec deux atomes par maille, nous n’avons plus qu’à diagonaliser
une matrice 2M × 2M ; soit un gain substantiel par rapport au cas où nous n’avions pas
tenu compte de l’invariance par translation. Par exemple, dans le cas où l’on choisit une
base de quatre orbitales atomiques 3s 3px 3py 3pz, nous devons rechercher les valeurs
propres de la matrice 8× 8 suivante (l’indice sous le type de l’orbitale correspondant à la
valeur del ) :

H =

s1 s2 px1 py1 pz1 px2 py2 pz2

...

...

...

...

...

hpy1 px2
· · · · · · · · · · · ·



s1

s2

px2

py2

pz1

px2

py2

pz2

(7.25)

avec

hpy1 px2
=

〈
8
Ek
py l=1(Er ) H 8

Ek
px l=2(Er )

〉
. (7.26)
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Maille j

Maille 1

Maille N

FIG. 7.5. Illustration de la simplification de la somme considérée à l’équation (7.27).

II-C.4 Approximation des interactions entre plus proches voisins

Si nous avons déjà réussi à réduire considérablement le problème initial, en employant
des fonctions de base remplissant la condition de Bloch (les matrices à diagonaliser pas-
sant d’une taille(Na.M) × (Na.M) à une taille plus raisonnable de(2M) × (2M)), nous
allons voir que la matrice finale peut encore se simplifier et s’écrire à l’aide des différents
paramètresVss, Vps,... de la sectionII-B.1.

En développant un élément quelconque de la matrice (7.25), nous obtenons

hml/m′l ′ =

〈
8
Ek
m′l ′ H 8

Ek
ml

〉
=

1

N

∑
j

∑
j ′

ei Ek.[( ERj+Er l )−( ERj ′+Er l ′ )]
〈
ϕm′

(
Er − ( ERj ′ + Er l ′)

)
H ϕm

(
Er − ( ERj + Er l )

)〉
(7.27)

La somme surj ′ représente la somme des interactions entre la maille no j et les autres
mailles du réseau, l’indicej variant de 1 àN (cf. Fig. 7.5).

Compte tenu de l’invariance par translation du réseau, la somme des interactions su-
bies par une maillej et l’ensemble des autres mailles du réseau ne dépend pas de la maille
j choisie au départ. Il en résulte que la double somme de l’équation précédente compta-
bilise, en fait,N fois la même somme d’interactions entre une maillej quelconque (par
exemple la première oùERj = ER1) et les autres mailles du réseau (Fig.7.5). Cette double
somme se simplifie alors en :

hml/m′l ′ =

∑
j ′

ei Ek.[( ER1+Er l )−( ERj ′+Er l ′ )]
〈
ϕm′

(
Er − ( ERj ′ + Er l ′)

)
H ϕm

(
Er − ( ER1+ Er l )

)〉
(7.28)

Nous supposons alors que les seules interactions non nulles, intervenant dans cette
somme, ont lieu entre atomes plus proches voisins. Dans son réseau de type diamant,
un atome de silicium ne possède que quatre plus proches voisins ; la somme de l’équa-
tion (7.28) se réduit donc à quatre termes. Notons alorsEd1, Ed2, Ed3, Ed4 les vecteurs reliant
un atome de silicium à ses plus proches voisins

Ed1 =
a

4

 1
1
1

 Ed2 =
a

4

 1
−1
−1

 Ed3 =
a

4

 −1
1
−1

 Ed4 =
a

4

 −1
−1

1

 (7.29)
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1

2

2

2

FIG. 7.6. Représentation schématique de l’approximation de l’interaction entre plus proches
voisins : si, théoriquement, l’atome no 1 de la maille centrale subit les interactions de l’en-
semble des autres atomes du réseau, nous supposons que les seules interactions non négli-
geables ont lieu entre ses plus proches voisins (ici les atomes no 2 des mailles voisines).

oùa est le paramètre de maille du réseau.

Prenons, comme exemple, le cas de l’interaction entre deux orbitaless de deux atomes,
l’un pour lequell = 1 et un l’autre pour lequell ′ = 2 ; compte tenu de la symétrie
sphérique des orbitaless, de ce que nous avons vu au paragrapheII-B.1 et du tableau7.1

〈
S1(Er ) H S2(Er − Edn)

〉
= Vssσ pour Ed = Ed1, Ed2, Ed3, Ed4, (7.30)

de sorte que

hs1/s2 =

(
ei Ek. Ed1 + ei Ek. Ed2 + ei Ek. Ed3 + ei Ek. Ed4

)
Vssσ . (7.31)

Ainsi, en posantg0 =
(
ei Ek. Ed1 + ei Ek. Ed2 + ei Ek. Ed3 + ei Ek. Ed4

)
/4 etVss= 4Vssσ nous obtenons :

hs1/s2 = g0Vss. (7.32)

En réitérant ce type de calcul pour chacun des éléments de la matrice (7.25), nous
aboutissons, dans le cas d’une basesp3 [131] :

H =



Es Vssg0 0 0 0 Vspg1 Vspg2 Vspg3

Vssg∗0 Es −Vspg∗1 −Vspg∗2 −Vspg∗3 0 0 0
0 −Vspg1 Ep 0 0 Vxxg0 Vxyg3 Vxyg2

0 −Vspg2 0 Ep 0 Vxyg3 Vxxg0 Vxyg1

0 −Vspg3 0 0 Ep Vxyg2 Vxyg1 Vxxg0

Vspg∗1 0 Vxxg∗0 Vxyg∗3 Vxyg∗2 Ep 0 0
Vspg∗2 0 Vxyg∗3 Vxxg∗0 Vxyg∗1 0 Ep 0
Vspg∗3 0 Vxyg∗2 Vxyg∗1 Vxxg∗0 0 0 Ep


, (7.33)
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avec1 

g0 =
1

4

(
ei Ek. Ed1 + ei Ek. Ed2 + ei Ek. Ed3 + ei Ek. Ed4

)
g1 =

1

4

(
ei Ek. Ed1 + ei Ek. Ed2 − ei Ek. Ed3 − ei Ek. Ed4

)
g2 =

1

4

(
ei Ek. Ed1 − ei Ek. Ed2 + ei Ek. Ed3 − ei Ek. Ed4

)
g3 =

1

4

(
ei Ek. Ed1 − ei Ek. Ed2 − ei Ek. Ed3 + ei Ek. Ed4

)
, (7.34)

et (cf. Tab.7.1)
Vss= 4Vssσ

Vsp = 4Vpσ/
√

3
Vxx = 4(Vppσ + 2Vppπ)/3
Vxy = 4(Vppσ − Vppπ)/3

. (7.35)

Pour résoudre le problème final, il suffit maintenant de connaître les différents para-
mètres d’interaction (Vss, Vsp, Vxx, Vxy) et d’autointeraction (Es et Ep). Ceux-ci sont éva-
lués en les ajustant de manière à décrire, avec la meilleure précision possible, la structure
de bandes du silicium dont quelques points particuliers sont connus à l’aide de méthodes
expérimentales : de là provient le caractère semi-empirique de la méthode.

II-D Modèle des liaisons fortes sur une basesp3d5

II-D.1 Choix du modèle

Au terme de cette analyse, un choix important s’impose à nous : sur quelle base de
fonctions allons nous développer la fonction d’onde ? Cette décision se révèle d’autant
plus capitale que, dans le cadre de l’étude des nanocristaux de silicium, les matrices aux-
quelles nous aurons affaire sont du même type que celle de l’équation (7.18) et par voie
de conséquence, de grande taille. En effet, nous devons effectuer un compromis entre

• utiliser un nombre suffisant de fonctions de base afin de décrire finement la structure
de bandes d’un cristal de silicium,

• tout en minimisant ce nombre afin de permettre, de façon pratique, la diagonalisa-
tion de la matrice (7.18).

Dans l’approximation des interactions entre plus proches voisins, nous avons à notre
disposition les bases suivantes :

• sp3 : cependant, cette base ne permet pas d’obtenir le gap indirect du silicium ;

• sp3s∗ : si cette base offre l’avantage de recréer le gap indirect du silicium, elle ne
permet toutefois pas d’évaluer de manière correcte la masse transverse des élec-
trons ;

• sp3d5 : comportant neuf orbitales, cette base restitue, de manière relativement cor-
recte, la première bande de conduction du silicium ;

1. Dans un souci d’alléger les écritures, dans ce chapitre, le conjugué des variablesg sera notég∗.
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TAB . 7.2. Valeur en électron-volt des paramètres d’interaction de l’hamiltonien dans la base
sp3d5 [109].

Es Ep Ed E′d Vss Vxx Vxy

−4.1529 3.0471 6.9900 19.5033 −8.2300 2.0471 4.2553

Vsp Vsdσ Vpdσ Vpdπ Vddσ Vddπ Vddδ

5.9134 0.8088 −5.1862 −11.3950 −1.0481 13.6586 −5.8832

• sp3d5s∗ [105] : cette base permet, certes, une meilleure description de la structure de
bande du silicium, mais son nombre d’éléments élevé s’avère un frein à la résolution
numérique des matrices de grande taille que nous aurons à traiter, lors de l’étude des
nanocristaux.

Au vu des possibilités offertes, nous nous sommes donc tournés vers la basesp3d5 et ses
neuf orbitales (s,px, py, pz, dxy, dyz, dzx, dx2−y2, dz2−r 2/3) dans l’approximation de l’interac-
tion entre plus proches voisins (les paramètres d’interaction, reproduisant la structure de
bandes du silicium dans cette base, ayant déjà été calculés en référence [109]).

Il eût été possible d’inclure les effets des deuxièmes (voire troisièmes) plus proches
voisins dans les paramètres d’interaction tout en limitant le nombre d’orbitales à consi-
dérer [107, 108], toutefois, il semble que les orbitalesd jouent un rôle indéniable dans
la structure de bandes du silicium [109]. De plus, la détermination des paramètres d’in-
teraction prenant en compte les interactions entre deuxièmes plus proches voisins aurait
demandé un travail dépassant largement le cadre de cette thèse.

II-D.2 Matrice hamiltoninenne dans la basesp3d5

La matrice hamiltonienne décrivant le cristal de silicium dans la basesp3d5 est don-
née en figure7.7 [109]. L’expression des différents coefficients la composant est tirée du
tableau7.1 (attention toutefois, le coefficient 4 qui apparaissait dans les paramètres de
l’équation (7.35), est maintenant inclu dansVddσ , Vddπ ,...). Nous obtenons alors

V15 = Vsdσ/
√

3 V18 = 0
V19 = 0 V25 = (

√
3Vpdσ + Vpdπ)/3

√
3

V26 = (
√

3Vpdσ − 2Vpdπ)/3
√

3 V27 = V25

V28 = Vpdπ/
√

3 V29 = −Vpdπ/3
V38 = −V28 V39 = V29

V48 = 0 V49 = −2V29

V55 = (3Vddσ + 2Vddπ + 4Vddδ)/9 V56 = V57

V57 = (3Vddσ − Vddπ − 2Vddδ)/9 V58 = 0
V59 = −2V78/

√
3 V68 = −V78

V69 = −V79 V78 = (Vddπ − Vddδ)/3
V79 = (Vddπ − Vddδ)/3

√
3 V99 = V88

V88 = (2Vddπ + Vddδ)/3 V89 = 0

(7.36)

Les valeurs numériques des paramètres d’interaction que nous avons utilisées sont, quant
à elles, issues de l’article de SHANG YUAN REN, X IA CHEN et JOHN D. DOW [109] et
rassemblées au tableau7.2
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FIG. 7.7. Matrice hamiltonienne dans la base sp3d5.



II Théorie des bandes par la méthode des liaisons fortes 

TAB . 7.3. principaux résultats dérivés de la structure de bande du silicium avec le modèle
des liaisons fortes sp3d5.

Position du minimum de la bande de conduction 85.6%0–X
Énergie du gap EGap≈ 1.14 eV
Masse longitudinale ml ≈ 0.74
Masse transverse mt ≈ 0.15
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FIG. 7.8. Structure de bandes du silicium calculée à
l’aide de la méthode des liaisons fortes dans une base
sp3d5.

FIG. 7.9. Surfaces équi-
énergie dans la zone de
Brillouin : les six vallées1
du silicium sont parfaite-
ment apparentes.

II-E Application et principaux résultats

La structure de bandes de la figure7.8est obtenue en déterminant, pour chaque vecteur
Ek appartenant à la zone de Brillouin, les valeurs propres de la matrice hamiltonienne de la
figure7.7. Nous constatons qu’avec ses neuf orbitales et, dans le cadre de l’approximation
des interactions entre plus proches voisins, la basesp3d5 reproduit correctement la pre-
mière bande de conduction du silicium. La figure7.9représente, quant à elle, les surfaces
à énergie constante dans la zone de Brillouin : nous retrouvons bien les 6 ellipsoïdes de
révolution du silicium et, en conséquence, la dégénérescence des six vallées1.

Les principales caractéristiques de la structure de bandes, ainsi calculée, sont résu-
mées au tableau7.3; nous remarquons, notamment, que les valeurs de la position du
minimum de bande de conduction et de l’énergie degaps’avèrent excellentes. Si celles
des masses transverse et longitudinale restent, certes, encore un peu éloignées des valeurs
expérimentales, nous retrouvons tout de même le bon ordre de grandeur. Rappelons que
le but, ici, n’est pas d’obtenir une structure de bandes parfaite mais plutôt d’utiliser de
deux manières différentes, mais cohérentes, les résultats obtenus : d’une part les coeffi-
cients d’interaction seront employés dans le cadre de l’étude des niveaux d’énergie d’un
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FIG. 7.10. Densité d’états du silicium cristallin obtenue à l’aide du modèle des liaisons fortes
sur une base sp3d5 et de la méthode des tétraèdres.

nanocristal par la méthodeCLOA et, d’autre part ces niveaux seront comparés à ceux cal-
culés à partir de l’approximation de la masse effective en utilisant les valeurs des masses
effectives du tableau7.3.

La densité d’états est une autre propriété qu’il pourra être intéressant d’étudier sur
les nanocristaux. À cette fin, nous avons calculé (cf figure7.10), à l’aide de la méthode
des tétraèdres (cf. annexeC sectionVII ), la densité d’états tirée de la structure de bandes
précédente.

III Théorie des liaisons fortes appliquée aux nanocristaux
de silicium

III-A Principe

Au vu de la section précédente, la méthode des liaisons fortes apparaît tout à fait adap-
tée à une étude à l’échelle atomique des boîtes quantiques en silicium. En effet, si dans
les nanocristaux il faut renoncer à l’invariance par translation, il reste toujours possible
de résoudre la matrice (7.18) (repérant les interactions atome par atome) pour peu que
le nombre d’atomes constituant la boîte ne soit pas trop élevé. On s’attend, alors, pour
des tailles de nanocristaux relativement grandes à retrouver les propriétés du cristal de
silicium (énergie dugap, densité d’états,...)

La question qui se pose concerne le choix des paramètres d’interaction. Afin de pou-
voir comparerin fineles résultats avec ceux issus de l’approximation de la masse effective,
il paraît naturel d’utiliser les valeurs de paramètres d’interaction du tableau7.2; c’est-à-
dire les valeurs qui nous ont permis d’établir la structure de bandes. De même que dans
le cristal de silicium, nous considérons l’interaction entre atomes plus proches voisins,
comme la seule contribution non négligeable.
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Néanmoins, avant tout, la première étape consiste à « construire » le nanocristal de
silicium de façon à repérer les atomes dans l’espace et à définir les interactions non nulles.
Nous serons alors à même de remplir la matrice7.18 avec les sous-matrices7.19 qui
correspondent à l’interaction de deux atomes plus proches voisins. La prochaine sous-
section est donc dévolue à la description de la méthode de construction des nanocristaux.

III-B Construction des nanocristaux de silicium

Pour des raisons de simplification, nous faisons l’hypothèse que les atomes de silicium
dans le nanocristal, sont placés sur les sites d’un réseau de type diamant. En outre, nous
supposons que la longueur des liaisons Si–Si reste identique à celle du cristal de silicium
massif. Certes, les petits agrégats de silicium, ni ne cristallisent dans une réseau de type
diamant, ni ne gardent les mêmes longueurs de liaison Si–Si du cristal parfait ; néanmoins,
la structure de ces agrégats (qu’il faudrait étudier à l’aide d’une méthode de type dyna-
mique moléculaire) est un problème en soi et dépasse le cadre de cette étude [103, 111].

Il nous faut maintenant réfléchir à la manière de traiter l’état de surface. En effet,
un nanocristal étant de dimension finie, les liaisons des différents atomes de silicium en
bordure ne sont pas saturées. Afin de résoudre ce problème les liaisons pendantes des
atomes en surface sont comblées à l’aide d’atomes d’hydrogène. Nous prenons comme
longueur de la liaison Si–H celle de la molécule de silane SiH4, c’est-à-dire 1.480 Å [124].

La construction du nanocristal, proprement dite, va consister en la détermination d’une
matrice Minter listant les liaisons éventuelles entre les différents atomes du nanocristal.
Ainsi, chaque atome de silicium et d’hydrogène est numéroté et à chaque ligne (colonne)
de la matrice correspond un atome particulier. Si aucune liaison n’existe entre l’atome no i
et l’atome no j , nous avons

Minter[i, j ] = Minter[ j, i ] = 0. (7.37)

À l’inverse si une liaison existe, nous notons enMinter[i, j ] la direction de cette liaison :

1 pour une direction Ed1 −1 pour une direction−Ed1

2 pour une direction Ed2 −2 pour une direction−Ed2

3 pour une direction Ed3 −3 pour une direction−Ed3

4 pour une direction Ed4 −4 pour une direction−Ed4

. (7.38)

Bien entendu, avec ces notationsMinter[i, j ] = −Minter[ j, i ]. Parallèlement, nous remplis-
sons une table où chaque atome est mis en correspondance avec une place spécifique dans
l’espace. Pour la molécule de SiH4, la matriceMinter s’écrit donc

Minter =

Si1 H1 H2 H3 H4

0 1 2 3 4

− 1

− 2

− 3

− 4



Si1

H1

H2

H3

H4

(7.39)

La construction des nanocristaux s’effectue alors de manière récurrente de proche
en proche : à partir de la matriceMinter d’un nanocristal déjà construit, nous remplaçons
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FIG. 7.11. Construction de la matrice Minter par récurrence.

chaque atome d’hydrogène par un atome de silicium et recalculons la table des posi-
tions des atomes (Fig.7.11 étape no 1). Si deux atomes de silicium partagent la même
position, un de ces deux atomes est éliminé du tableau des positions et deMinter. Nous
obtenons alors une matrice temporaire ne tenant compte que des seuls atomes de silicium.
Nous nous rendons compte que certaines lignes (et colonnes) de cette matrice comportent
moins de quatre termes ; autrement dit, certains atomes de silicium ne sont pas saturés.
Nous rajoutons alors autant d’atomes d’hydrogène qu’il est nécessaire afin de combler
les liaisons vacantes et nous étendons la matriceMinter du nombre de lignes (colonnes)
adéquat (Fig.7.11étape no 2)2.

En employant cette méthode de proche en proche, nous sommes à même de construire
des nanocristaux de taille variable mais dont la forme globale reste inchangée (cf. Fig.7.12).
En effet, en observant la figure7.13a, nous constatons que les nanocristaux forment glo-
balement un cuboctaèdre régulier, dont un exemple est tracé en figure7.13b.

Afin de comparer ultérieurement nos résultats avec la méthode de la masse effective,
il nous faut définir le volume des nanocristaux. Ce volume est désigné par le rayon de la
sphère, de volume équivalent au cuboctaèdre circonscrit au nanocristal ; son volume est
relié à la longueurc d’un de ses côtés par la relation

V = 5
√

2/3c3. (7.40)

Le tableau7.4 regroupe pour chaque nanocristal construit, le nombre d’atomes de sili-
cium, le nombre d’atomes d’hydrogène, la longueur du côté du cuboctaèdre circonscrit,
son volume ainsi que le rayon de la sphère de volume équivalent. Dorénavant, dès que
nous parlerons du rayon d’un nanocristal (ceux-ci n’étant pas sphériques), nous ferons
référence à ce paramètre.

2. Le programme MATLAB mis en œuvre permet, de plus, de sauvegarder les positions et liaisons des
différents atomes en un formatPDB lisible sur nombre de logiciels libres et commerciaux.
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FIG. 7.12. Construction progressive des nanocristaux par récurrence : à chaque itération,
un atome de silicium prend la place d’un atome d’hydrogène. Les atomes d’hydrogène sont
ensuite disposés de façon à combler les liaisons laissées vacantes.
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FIG. 7.13. Représentation chimique d’un nanocristal quelconque : la forme générale, s’ap-
parente à un cuboctaèdre. Quelques directions cristallographiques ont été représentées.
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TAB . 7.4. Ensemble des nanocristaux étudiés. Sont indiqués, le nombre d’atomes de silicium,
le nombre d’atomes d’hydrogène, la longueur du côté du cuboctaèdre, son volume ainsi que le
rayon de la sphère de volume équivalent. La colonne « erreur relative » correspond à l’erreur
commise sur le rayon de la sphère de volume équivalent, suivant la méthode utilisée pour
calculer le volume du nanocristal.

Nombre Nombre Longueur du Volume du Rayon de la Erreur
d’atomes d’atomes côté du cuboctaèdre sphère de volume relative

de silicium d’hydrogène cuboctaèdre équivalent

(Å) (Å
3
) (Å) (%)

5 12 3.840 133 3.2 10
17 36 5.760 451 4.8 9
41 60 7.681 1068 6.3 9
83 108 9.601 2086 7.9 8
147 148 11.521 3604 9.5 7
239 220 13.441 5724 11.1 6
363 276 15.361 8544 12.7 5
525 372 17.281 12165 14.3 5
729 444 19.201 16687 15.9 4
981 564 21.122 22210 17.4 4
1285 652 23.042 28834 19.0 4
1647 796 24.962 36660 20.6 4
2071 900 26.882 45788 22.2 3
2563 1068 28.802 56317 23.8 3
3127 1188 30.722 68348 25.4 3
3769 1380 32.643 81981 26.9 3
4493 1516 34.563 97316 28.5 3
5305 1732 36.483 114453 30.1 2
6209 1884 38.403 133493 31.7 2
7211 2124 40.323 154535 33.3 2
8315 2292 42.243 177679 34.9 2
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La colonne « erreur relative » correspond à l’erreur commise sur la valeur du rayon
en employant, pour calculer le volume du nanocristal, non pas le volume du cuboctaèdre
mais la formule

V = NSi

a3

8
NSi : nombre d’atomes de Si (7.41)

où a3/8 est une valeur approchée du volume d’un atome de silicium dans un réseau de
type diamant, de paramètre de maillea. Étant donné que cette erreur reste faible, l’une ou
l’autre de ces deux méthodes peut être employée.

III-C Hamiltonien du système

Rappelons qu’ayant exprimé la fonction d’onde|9n
〉 du système comme une combi-

naison linéaire d’orbitales atomiques (ici au nombre de 9 :s, px, py, pz, dxy, dyz, dzx, dx2−y2,
dz2−r 2/3),

|9n
〉 =

∑
m

∑
a

αn
ma |ϕm(Er − ERa)〉 (7.42)

nous devons résoudre le problème aux valeurs propresH |9n
〉 = En

|9n
〉, c’est-à-dire

trouver les éléments propres de la matrice (7.25).
L’obtention de la matrice hamiltonienneH (7.25), à partir deMinter, est relativement

aisée. En effet, il suffit d’insérer, à chaque emplacement non nul, situé à la lignei et à
la colonnej de la matriceMinter, une sous-matrice de type7.19représentant l’interaction
entre les orbitales des deux atomesi et j considérés (cette sous-matrice étant spécifique de
la direction de la liaison). Si l’interaction envisagée a lieu entre deux atomes de silicium,
la sous-matrice pourra facilement être extraite de la matrice employée au cours du calcul
de la structure de bandes de la sectionII-C.4 (puisque celle-ci ne tient compte que des
interactions entre atomes plus proches voisins). Au niveau des éléments de la diagonale
principale deMinter, il faut insérer la sous-matrice représentant l’« auto-interaction » de
l’atome sur lui-même. Cette sous-matrice est aussi extraite de la matrice employée au
cours du calcul de la structure de bandes. Les autres éléments deH restent nuls.

Prenons le cas de la sous-matrice, 9× 9, Minter Si/Si décrivant l’interaction entre deux
atomes de silicium (non identiques) : ses éléments constitutifs sont donnés par l’équa-
tion (7.20). Ceux-ci sont effectivement quasi-semblables à ceux de la matrice décrivant
un cristal massif (cf Eq. (7.28)) si ce n’est qu’il n’existe pas de somme avec les termes ex-
ponentiels. Nous obtenons donc, tout simplement, pourMinter Si/Si, la sous-matrice suivante,
extraite de la matrice de la figure7.7:

Minter Si/Si=



Vssg0 Vspg1 Vspg2 Vspg3 V15g3 V15g1 V15g2 V18g0 V19g0

−Vspg1 Vxxg0 Vxyg3 Vxyg2 V25g2 V26g0 V27g3 V28g1 V29g1

−Vspg2 Vxyg3 Vxxg0 Vxyg1 V27g1 V25g3 V26g0 −V28g2 V29g2

−Vspg3 Vxyg2 Vxyg1 Vxxg0 V26g0 V27g2 V25g1 V48g3 V49g3

V15g3 −V25g2 −V27g1 −V26g0 V55g0 V56g2 V56g1 V58g3 V59g3

V15g1 −V26g0 −V25g3 −V27g2 V56g2 V55g0 V56g3 V68g1 V69g1

V15g2 −V27g3 −V26g0 −V25g1 V56g1 V56g3 V55g0 V78g2 V79g2

V18g0 −V28g1 V28g2 −V48g3 V58g3 V68g1 V78g2 V88g0 V89g0

V19g0 −V29g1 −V29g2 −V49g3 V59g3 V69g1 V79g2 V89g0 V99g0


,

(7.43)
où les fonctionsgi , dépendant de la direction de la liaison, ont, cette fois, les valeurs
données dans le tableau7.5. Il est intéressant de remarquer que les matricesMinter Si/Si de
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TAB . 7.5. Valeur des différents coefficients g suivant la direction de la liaison.

Direction g0 g1 g2 g3

Ed1 1/4 1/4 1/4 1/4
Ed2 1/4 1/4 −1/4 −1/4
Ed3 1/4 −1/4 1/4 −1/4
Ed4 1/4 −1/4 −1/4 1/4

deux liaisons opposées (Edi devient−Edi ) sont transposées l’une de l’autre : nous retrouvons,
en fait, le caractère hermitien de la matrice hamiltonienne.

De la même manière, la sous-matrice d’« auto-interaction » des atomes de silicium
Mauto-inter Si est donnée par la matrice suivante, elle aussi extraite de la matrice de la fi-
gure7.7:

Mauto-inter Si=



Es 0 0 0 0 0 0 0 0
0 Ep 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Ep 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Ep 0 0 0 0 0
0 0 0 0 Ed 0 0 0 0
0 0 0 0 0 Ed 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Ed 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E′d 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E′d


. (7.44)

Il nous faut maintenant tenir compte des atomes d’hydrogène saturant les liaisons pen-
dantes du nanocristal. Nous devons donc déterminer les coefficients d’interaction entre un
atome de silicium et un atome d’hydrogène ainsi qui les coefficients « d’auto-interaction »
de l’atome d’hydrogène. Afin de simplifier le problème, l’atome d’hydrogène n’est décrit
que par son orbitales de sorte que la décomposition de la fonction d’onde globale|9〉
s’écrit maintenant

|9〉 =

9∑
m=1

NSi∑
a=1

αSi
ma |ϕ

Si
m(Er − ERa)〉 +

NH∑
i=1

αH
i |ϕ

H(Er − ERi )〉 . (7.45)

oùϕSi
m(Er − ERa) représente l’orbitale atomiquem d’un atome de silicium placé enEr = ERa

etϕH
m(Er − ERa) l’unique orbitales d’un atome d’hydrogène placé enERi

Compte tenu de ces hypothèses, la sous-matrice d’auto-interaction de l’hydrogène est
réduite à une matrice 1× 1

Mauto-inter H= [EsH] (7.46)

qui représente l’énergie d’ionisation de l’atome. Sachant que l’énergie d’ionisation d’un
atome d’hydrogène (−13.6 eV) se rapproche de la valeur théorique du paramètreEs de
l’atome de silicium (−13.55 eV) [126], nous prenons

EsH ≈ Es (7.47)

Pour évaluer la sous-matrice d’interaction (de taille 9× 1) Minter Si/H entre atomes de
silicium et d’hydrogène, nous commençons par négliger l’interaction entre l’orbitales de
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FIG. 7.14. (a) Allure générale de la matrice hamiltonienne globale dans le cas d’une base
sp3. (b) Les points représentent les éléments non nuls de la matrice hamiltonienne d’un na-
nocristal contenant 1285 atomes de silicium et 652 atomes d’hydrogène : la matrice obtenue
est très creuse.

l’hydrogène et les orbitalesd du silicium de façon que la forme générale de la matrice est
la suivante :

Minter Si/H=



VssSi/Hg0

−VspSi/Hg1

−VspSi/Hg2

−VspSi/Hg3

0
0
0
0
0


. (7.48)

Enfin, nous utilisons la règle de Harrison [104, 126] afin de calculer les paramètresVssSi/H

et VspSi/H

VssSi/H = Vss

(
dSi–Si

dSi–H

)2

VspSi/H = Vsp

(
dSi–Si

dSi–H

)2

(7.49)

où dSi–Si et dSi–H correspondent, respectivement, aux longueurs des liaisons Si–Si et Si–H.
Cette règle permet simplement d’effectuer une correction, sur les paramètres d’interaction,
liée à une variation des longueurs de liaison chimique.

La matrice hamiltonienne globaleH , qui résulte alors de ces calculs, est de dimension
(9NSi + NH) × (9NSi + NH) et a l’allure donnée en figure7.14a. Nous remarquons qu’il
suffit de déterminer cette matrice sur sa partie triangulaire supérieure, la partie inférieure
se déduisant du fait queH doit être symétrique.

La détermination des états propres du nanocristal de silicium s’effectue maintenant en
calculant les valeurs propres de la matriceH autour de 1.14 eV (i.e.autour de la première
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bande de conduction du silicium massif). Numériquement, nous utilisons, là-encore, l’al-
gorithme d’Arnoldi (cf. annexeA sectionIII ) compte tenu de la taille des matrices, de leur
caractère fortement creux (cf. Fig.7.14b) et du nombre de valeurs propres à rechercher. Par
exemple, un nanocristal contenant 6209 atomes de silicium et 1884 atomes d’hydrogène
requiert la détermination d’une vingtaine de valeurs propres d’une matrice 57765×57765.

III-D Densité d’états des nanocristaux

Outre le calcul des niveaux d’énergie par cette méthode « moléculaire » nous avons
l’opportunité de déterminer la densité d’états électronique dans le nanocristal. Nous pou-
vons alors étudier l’évolution de cette densité d’états avec la taille des cristaux et effectuer
des comparaisons avec celle du silicium massif.

SoitH l’hamiltonien du système et|9n
〉 la fonction d’onde associée à l’énergieEn

(H |9n
〉 = En

|9n
〉). D’après ce que nous avons vu à la sous-section précédente, nous

pouvons décomposer la fonction|9n
〉 sur la base des orbitales atomiques :

|9n
〉 =

9∑
m=1

NSi∑
i=1

〈
ϕSii

m 9n
〉
|ϕSii

m 〉 +

NH∑
j=1

〈
ϕH j 9n

〉
|ϕH j 〉 , (7.50)

où les indicesi et j font référence, respectivement, aux atomes de silicium et d’hydrogène
etm aux neuf orbitales du silicium. Avec ces notations, la densité d’états locale s’écrit

di,m(E) =
9NSi+NH∑

n=1

∣∣〈ϕ i
m 9

n
〉∣∣2
δ(E − En). (7.51)

À partir de cette expression, nous pouvons calculer plusieurs types de densité d’états :

• la densité d’états totaleDTOT(E) en sommant la densité d’états locale sur tous les
atomes et toutes les orbitales ;

• la densité d’états liée aux atomes de siliciumDSi(E) en ne sommant la densité
d’états locale que sur les atomes de silicium et, bien entendu, sur les neuf orbitales ;

• la densité d’états liée aux atomes d’hydrogèneDH(E) en ne sommant la densité
d’états locale que sur les atomes d’hydrogène.

Ces distinctions permettent ainsi d’étudier l’influence des atomes d’hydrogène de surface
sur l’allure générale de la densité d’états. Ces calculs nécessitent cependant la connais-
sance de l’ensemble des valeurs et vecteurs propres deH . Ainsi avons-nous utilisé, cette
fois-ci, un algorithme « classique » QR (cf. annexeA sectionIII ) au prix d’un temps de
calcul beaucoup (vraiment beaucoup !) plus long.

La densité d’états totale, celle liée aux atomes de silicium et celle liée aux atomes
d’hydrogène pour un nanocristal, de 19 Å de rayon, sont tracées en figure7.15. Ces den-
sités sont normalisées, c’est-à-dire qu’elles sont multipliées par un facteur afin que leur
somme, sur tous les étatsoccupés, vaille l’unité :∫ 0

−∞

D(E) d E = 1. (7.52)

Sur chacun des graphiques, la densité d’états du silicium massif apparaît en pointillés.
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FIG. 7.15. Densité d’états totale, associée aux atomes de silicium et associée aux atomes
d’hydrogène pour un nanocristal, de rayon 19 Å, comportant 1285 atomes de silicium et
652 atomes d’hydrogène.
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FIG. 7.16. Densité d’états totale normalisée de quelques boîtes quantiques (le rayon de la
boîte est donné entre parenthèses).
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Dans cette boîte quantique, relativement grande, la densité d’états tend à avoir la même
forme globale que la densité d’états du silicium massif. Cette propriété, ainsi que les
états créés par les atomes d’hydrogène de surface autour des énergies−9 eV et 6 eV,
confirment les résultats déjà observés par SHANG YUAN REN et JOHN D. DOW [110].
La figure7.16montre, quant à elle, l’évolution de la densité d’états totale avec la taille
des nanocristaux : si, pour de petites tailles de boîtes quantiques, la nature discrète de la
densité d’états est parfaitement visible, pour des tailles plus importantes celle-ci tend à
devenir continue et à épouser la forme de la densité d’états du silicium massif.

IV De la validité de l’approximation de la masse effective

IV-A Calcul des niveaux d’énergie dans le cadre de la masse effective

Avant d’examiner les résultats délivrés par la méthodeCLOA, examinons la façon dont
nous traiterions le même problème avec la méthode de la masse effective en théorie de la
fonction enveloppe.

Tout d’abord, il nous faut résoudre l’équation de Schrödinger tridimensionnelle

−
h̄2

2
E∇

(
[M ]−1 E∇9n(Er )

)
+ V(Er )9n(Er ) = En9n(Er ). (7.53)

où, V(Er ) représente le potentiel de confinement et [M ] le tenseur de masse effective.
Dans le cas d’un nanocristal, le potentielV(Er ) est un puits de potentiel dont la forme
globale est donnée par le cuboctaèdre de la figure7.13: V(Er ) = 0 dans le silicium et
V(Er ) = V0 = 4 eV à l’extérieur de la boîte quantique. La hauteur de barrière équivaut
donc à l’affinité électronique du silicium ; ce qui est, somme toute, logique pour comparer
avec le traitement du nanocristal isolé dans le vide de la méthodeCLOA.

Tout comme au chapitre précédent, l’approximation des bandes paraboliques est sup-
posée vérifiée, mais, cette fois, les masses transverse et longitudinale sont prises en compte,
en prenant [M ] tel que

[M ] =

 ml 0 0
0 mt 0
0 0 mt

 . (7.54)

Comme valeurs pourml et mt , il paraît naturel d’utiliser les valeurs issues de la structure
de bandes calculées à l’aide de la méthode des liaisons fortes (i.e. les valeurs du tableau
7.3). En effet, de cette manière, les comparaisons avec la détermination des niveaux éner-
gétiquesvia la méthodeCLOA seront plus pertinentes.

Afin de résoudre numériquement l’équation (7.53) les mêmes méthodes que dans les
chapitres précédents sont employées : discrétisation de l’équation différentielle à l’aide
des différences finies et résolution du problème aux valeurs propres par l’algorithme d’Ar-
noldi. Rappelons que chacun des niveaux ainsi obtenu est 12 fois dégénéré du fait du spin
et des 6 vallées du silicium.
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FIG. 7.17. Niveaux énergétiques d’une boîte quantique en fonction de son rayon via les mé-
thodes CLOA et de la masse effective. Trait plein : premier et second niveaux énergétiques
du nanocristal calculés par la méthode de la masse effective ; chaque niveau est 12 fois dégé-
néré (du fait du spin et des 6 vallées du silicium). Croix : 12 premiers niveaux énergétiques
(certains d’entre eux sont superposés) du nanocristal calculés à l’aide de la méthode CLOA ;
chaque niveau est 2 fois dégénéré (dégénérescence de spin).

IV-B Comparaison entre les deux approches

La figure7.17présente, en fonction du rayon du nanocristal, d’une part les deux pre-
miers niveaux d’énergie de la boîte quantique calculés par la méthode de la masse effec-
tive, et d’autre part les 12 premiers niveaux inoccupés (du même nanocristal) issus de la
méthodeCLOA. La référence des énergies est prise au bas de la bande de conduction du
silicium. N’oublions pas que, si le degré de dégénérescence des niveaux est de 12, lors-
qu’ils sont déterminés par la méthode de la masse effective, il n’est que de 2 lorsqu’ils
sont calculés à partir de la méthodeCLOA (à cause du spin).

Tout d’abord, ce graphique atteste que les deux méthodes concordent, en ce qui concerne
la valeur de l’énergie, du premier niveau quantifié du puits, et cela, même pour des na-
nocristaux dont le rayon est aussi petit que 12 Å. Cette propriété est d’autant plus fasci-
nante que les deux théories, dont sont issus les calculs, s’avèrent dans une très large part
indépendantes. Bien entendu, nous retrouvons que pour des tailles de nanocristaux très
importantes, le premier niveau d’énergie tend vers la position de la première bande de
conduction du silicium.

Une autre conclusion très intéressante réside dans le fait que les deux méthodes donnent
approximativement le même degré de dégénérescence pour des boîtes quantiques dont le
rayon reste supérieur à 15 Å. Ainsi, les 12 premiers niveaux, issus de la méthodeCLOA, se
partagent clairement en deux groupes de 6 niveaux (chacun de ces niveaux étant deux fois
dégénérés). Nous remarquons que, la séparation entre les sous-niveaux étant suffisamment
faible pour des boîtes quantiques de rayon supérieur à 15 Å, il est raisonnable de supposer
que chaque niveau, résultant de l’approximation de la masse effective, est 12 fois dégé-
néré. Par exemple, si pour un rayon de 20 Å la séparation maximum entre les sous-niveaux
des deux groupes de courbes est respectivement de 23 meV et 12 meV, il n’est plus que
de 5 meV pour une boîte quantique de 30 Å de rayon. Par rapport aux incertitudes liées



V Approximation de la masse effective isotrope moyenne 

à la forme véritable du nanocristal et à l’ensemble des paramètres physiques réels, nous
pouvons donc en conclure que l’approximation « classique » de la masse effective est suf-
fisamment précise pour être utilisée dans le calcul de la structure électronique de boîtes
quantiques dont le rayon est supérieur à 15 Å.

Toutefois, si la méthode de la masse effective offre des avantages indéniables en termes
de rapidité de calcul, nous venons aussi de montrer qu’elle possède des limites. Elle se ré-
vèle ainsi incapable, de par son principe, de décrire la structure fine des boîtes quantiques
de silicium de rayon inférieur à 12 Å, dans lesquelles l’écart entre les sous-niveaux de-
vient relativement important (cf. Fig.7.17). Pour des nanocristaux suffisamment petits, il
devient même impossible de séparer les niveaux en deux groupes distincts.

V Approximation de la masse effective isotrope moyenne

V-A Position du problème

Dans les deux derniers chapitres, nous avons négligé l’influence du caractère aniso-
trope de la masse effective dans les équations de Schrödinger. Cette hypothèse était guidée
par le fait, qu’expérimentalement, il était impossible de maîtriser la direction de crois-
sance des nanocristaux. Nous avions alors remplacé le tenseur de masse effective [M ] par
une masse effective moyenne isotrope, définie comme la moyenne harmonique des deux
masses transverses et de la masse longitudinale

1

mSi

=

〈
1

m

〉
=

1

3

(
1

ml

+
2

mt

)
mSi ' 0.27 mē

. (7.55)

Dans ce chapitre, entièrement dédié à l’approximation de la masse effective, il paraît né-
cessaire d’examiner l’erreur commise en faisant une telle hypothèse.

V-B Validité de l’approximation

Dans un premier temps, examinons les valeurs des deux premiers niveaux d’énergie du
cuboctaèdre étudié dans les sections précédentes. Ces valeur sont calculées, soit à partir de
l’équation de Schrödinger tenant compte du tenseur de masse effective [M ] (Eq. (7.53)),
soit à partir de l’équation de Schrödinger où ce tenseur a été remplacé par la masse effec-
tive moyennemSi.

Comme l’illustre la figure7.18, le niveau fondamental de la boîte est correctement
reproduit. En revanche, la méthode usant de la masse effective moyenne isotrope sures-
time fortement l’emplacement du premier niveau excité. En réalité, ceci s’explique par-
faitement par le fait que le premier niveau excité privilégie une direction spécifique de
l’espace. Cette direction correspond à un niveau d’énergie le plus bas possible : il est par
conséquent naturel qu’un tel niveau « choisisse » la direction dans laquelle la masse des
électrons est la plus élevée (i.e. ml ). La masse effective moyenne isotrope étant plus petite
queml , on ne peut qu’aboutir à une valeur de premier niveau excité plus importante que
prévu.
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FIG. 7.19. Énergie totale du niveau fondamental d’une boîte quantique en silicium sphé-
rique de 30 Å de rayon en fonction du nombre d’électrons confinés. Cette énergie est calculée
soit en tenant compte de l’anisotropie du tenseur de masse effective, soit en utilisant l’ap-
proximation de la masse effective isotrope.



V Approximation de la masse effective isotrope moyenne 

Quel sera l’impact d’un tel effet sur les boîtes quantiques semi-conductrices dans le
cadre d’une application « blocage de Coulomb »? En fait, l’influence de l’hypothèse de
masse isotrope est relativement restreinte puisque le mode de fonctionnement de ces dis-
positifs repose principalement sur l’énergie du niveau fondamental de la boîte quantique.
De plus, si nous examinons la figure7.19, où est tracée l’énergie totale du gaz d’électrons
dans une boîte quantique sphérique en silicium de 30 Å de rayon, en fonction du nombre
d’électrons confinés et de la méthode employée (avec ou sans tenseur de masse), nous re-
marquons que le niveau fondamental du gaz ne dépend que peu de l’hypothèse de masse
isotrope. En réalité, le nombre d’électrons remplissant le niveau fondamental de la boîte
est tellement important qu’il masque les erreurs commises sur la valeur du second niveau
d’énergie. Néanmoins, si nous sommes amenés à tenir compte du passage éventuel, par
effet tunnel, des électrons à travers l’un des niveaux excités de la boîte, nous nous heur-
terons aux limites de l’approximation de la masse isotrope. Dans un tel cas, le problème
consistera à déterminer expérimentalement les directions des différents plans cristallins
des nanocristaux afin de réaliser des simulations plus fines.

Au terme de cette partie, nous sommes maintenant capables de décrire les différents
états accessibles aux électrons dans des boîtes quantiques en silicium (et plus générale-
ment semi-conductrices), tout en ayant cerné les limites des différents modèles employés.
Bien que l’étude des propriétés intrinsèques des boîtes quantiques recèle encore nombre
de questions fondamentales, notamment en ce qui concerne les phénomènes liés à la re-
laxation des électrons placés sur les états excités et aux phonons, nous allons maintenant
entamer la partie traitant de la dynamique des porteurs, au sein des dispositifs à blocage
de Coulomb...
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Chapitre 8

T
héorie
de l’hamiltonien de transfert tunnel

I Le modèle de l’hamiltonien de transfert

I-A Introduction

I L EXISTE deux grandes façons de traiter le phénomène d’effet tunnel. La première,
abondamment décrite dans les manuels de mécanique quantique du premier cycle,

consiste à étudier les états propres de l’hamiltonien du système constitué par la barrière
tunnel et d’en déduire une probabilité de transmission à partir de courants de probabilité
(cf. Fig8.1). Cette méthode est exacte dans le sens où elle ne fait appel, dans son principe,
à aucune approximation pour mener au résultat final. Cependant, elle reste limitée pour
des raisons pratiques (et non théoriques !) à des cas simples où, notamment, les particules
sont considérées comme indépendantes et la barrière de potentiel unidimensionnelle.

La deuxième technique, qui fut originellement imaginée par J. R. OPPENHEIMER[119]
afin de décrire l’ionisation, par effet tunnel, de l’atome d’hydrogène soumis à un champ
électrique (effet Stark), puis formalisée par J. BARDEEEN [114] est, quant à elle, basée
sur la théorie des perturbations dépendant du temps. Dans ce formalisme, les états initial

J
transmis

Zone I Zone II Zone III

E

J
incident

T=
J

incident

J
transmis

FIG. 8.1. Définition classique du coefficient de transmission à travers une barrière tunnel
unidimensionnelle.
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FIG. 8.2. Système unidimensionnel simple, composé de deux électrodes métalliques séparées
par un oxyde tunnel.

(avant effet tunnel) et final (après effet tunnel) de la particule correspondent à des états
propres de deux hamiltoniens différents (HI en zone I etHIII en zone III). Le passage par
effet tunnel devient alors une conséquence de la perturbation, engendrée par la barrière
tunnel. Le gros désavantage de cette méthode réside dans le fait, qu’étant basée sur un
traitement perturbatif, elle ne peut être employée que dans la limite des faibles probabi-
lités de passage tunnel. Néanmoins, dans le cadre de l’étude des dispositifs à blocage de
Coulomb où les barrières sont justement réalisées de manière laisser passer uniquement les
électrons un par un, cette méthode se révèle particulièrement bien adaptée. Ce modèle est
notamment utilisé, avec succès, dans l’étude du transport par effet tunnel entre deux élec-
trodes supraconductrices [117], dans la théorie du microscope à effet tunnel [115, 122],
voire dans le calcul du courant tunnel de grille des transistorsMOSFET [116].

I-B Première approche de l’hamiltonien de transfert

Considérons un système unidimensionnel simple, constitué de deux électrodes sépa-
rées par un oxyde permettant le passage des électrons par effet tunnel (Fig.8.2) ; la réfé-
rence de l’axe des abscisses (x = 0) est choisie au milieu de la barrière. Le principe de la
théorie de l’hamiltonien tunnel repose, tout d’abord, sur la séparation du système global
initial en deux sous-systèmes indépendants. Dans notre cas :

• HG représente l’hamiltonien décrivant l’électrode de gauche (x < 0) dont les états
propres et les énergies propres sont donnés par l’équation de Schrödinger

HG |8
n
G〉 = En

G |8
n
G〉 ; (8.1)

• HD représente l’hamiltonien décrivant l’électrode de droite (x > 0) dont les états et
énergies propres sont donnés par

HD |8
n
D〉 = En

D |8
n
D〉 . (8.2)

L’hamiltonien du système global s’écrit, quant à lui,

H = HG +HD +HT, (8.3)



I Le modèle de l’hamiltonien de transfert 

oùHT correspond à la perturbation liée à la présence de la barrière : on le nommel’ha-
miltonien de transfert(ou encore l’hamiltonien tunnel).

Le formalisme de la seconde quantification [136, 137] permet de rendre particuliè-
rement transparent (peut-être même trop !) le modèle de l’hamiltonien de transfert. En
notant1 [118, 45]

H0 = HG +HD =

∑
EkG

EG
EkG

a†
EkG

aEkG
+

∑
EkD

E D
EkD

b†
EkD

bEkD
, (8.4)

nous avons
HT =

∑
EkG,EkD

TEkG EkD
b†
EkD

aEkG
+

∑
EkD ,EkG

TEkD EkG
a†
EkG

bEkD
(8.5)

avec :

• a† (resp.a) l’opérateur création (resp. annihilation) lié à l’hamiltonienHG dans la
base de ses états propres,

• b† (resp.b) l’opérateur création (resp. annihilation) lié à l’hamiltonienHD dans la
base de ses états propres,

• et TEkG EkD
= 〈EkD|HT |EkG〉, qualitativement lié à la « transparence » de la barrière vue

par un électron allant de la gauche vers la droite.

La probabilité de transition, par unité de temps, d’un état|EkG〉 à gauche (issu d’un
continuum d’états) vers un état|EkD〉 à droite (également issu d’un continuum d’états), est
alors donnée par la méthode des perturbations dépendant du temps ; c’est-à-dire par la
règle d’or de Fermi [134] (HT étant une perturbation constante indépendante du temps)

δ2PEkG→EkD
=

2π

h̄

∣∣∣〈EkD HT
EkG

〉∣∣∣2

δ(ED − EG) ρD(ED)ρG(EG) dEDdEG, (8.6)

oùρD/G(E) désigne la densité d’états dans l’électrode considérée. En introduisant la répar-
tition énergétique des électrons dans chacune des électrodesvia la statistique de Fermi-
Dirac

fD/G (E) =
1

1+ exp
(
E−EF D/G

kBT

) , (8.7)

nous pouvons calculer la fréquence de passage d’un électron par effet tunnel d’un état
quelconque de l’électrode de gauche vers un état quelconque de l’électrode de droite.
Cette fréquence, notée0G→D, et appeléefréquence de transition tunnels’écrit

0G→D =

+∞∫
−∞

ρG(EG) fG(E)


+∞∫
−∞

2π

h̄

∣∣∣〈EkD HT
EkG

〉∣∣∣2

δ(ED − EG)
[
1− fD(E)

]
ρD(ED) dED

 dEG .

(8.8)

1. Attention, l’expression (8.4) n’est valable que dans le cas où les hamiltoniensHG etHD représentent
l’énergie totale deN particulesindépendantes. Ainsi, cette expression, bien qu’utilisée parfois par cer-
tains auteurs dans le cadre du blocage de Coulomb, devient, notamment, totalement fausse dans le cas
des boîtes quantiques contenantN électrons. Dans ces systèmes, l’existence de l’interaction électrosta-
tique entre les électrons induit la présence d’un opérateur à deux corps de sorte queHDot =

∑
k Eka

†
kak +∑

klmnOklmna
†
ka†

l aman (dans la base des états propres de l’hamiltonien privé de l’interaction entre les élec-
trons).
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FIG. 8.3. Schématisation du système : deux électrodes, délimitant deux domaines (celui de
gauche et celui de droite), sont séparées par une barrière tunnel.

Néanmoins, afin de rester dans le cadre de l’approximation de la règle d’or de Fermi, la
méthode exposée ici ne reste valable que dans le cas où la perturbation est suffisamment
faible : il ne faut donc pas que les états propres de l’électrode de gauche aient une trop
grande influence sur les états propres de l’électrodes de droite, etvice-versa. En pratique,
cela signifie que la barrière doit être suffisamment « imperméable » et que le taux de
transfert par effet tunnel soit « faible » (comme nous le verrons plus loin de façon plus
quantitative).

I-C Position du problème

Si la théorie développée précédemment semble intuitive et naturelle, tout ceci se révèle
pour le moins trompeur ! En effet, derrière ces raisonnements simples se cachent nombre
d’approximations et de sous-entendus. Par ailleurs, la description devenant très formelle,
nous voyons mal comment connaître, voire estimer, l’élément de matrice

TEkG EkD
=

〈
EkD HT

EkG

〉
, (8.9)

et comment évaluer le domaine de validité de l’expression de la fréquence de transi-
tion (8.8).

Examinons, à présent, les quelques problèmes, déjà soulevés par des auteurs comme
RICHARD E. PRANGE [120, 121], générés par cette approche. À cette fin, nous divisons,
comme le montre la figure8.3, le système global, décrivant la barrière tunnel, en deux
sous-systèmes indépendants, l’un décrivant l’électrode de gauche d’hamiltonienHG (états
propres

{
|8n

G〉
}

n
), l’autre, l’électrode de droite d’hamiltonienHD (états propres

{
|8m

D〉
}

m
).

Par définition,

• l’ensemble des états
{
|8n

G〉
}

n
doit former une base complète deHG, c’est-à-dire que

tout état possible de l’électrode de gauche peut être décrit comme une combinaison
linéaire de ces états de base.

• De même,
{
|8m

D〉
}

m
doit former une base complète deHD.

En outre, pour pouvoir écrire que l’hamiltonien non perturbéH0 vaut

H0 = HG +HD =

∑
EkG

EG
EkG

a†
EkG

aEkG
+

∑
EkD

E D
EkD

b†
EkD

bEkD
, (8.10)
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il est nécessaire queHG etHD soientindépendantset que toute fonction d’onde|8n
G〉 soit

orthogonale à toute fonction d’onde|8n
D〉. Enfin, puisque l’hamiltonien du système global

s’écrit
H = HG +HD +

∑
EkG,EkD

TEkG EkD
b†
EkD

aEkG
+

∑
EkD ,EkG

TEkD EkG
a†
EkG

bEkD
, (8.11)

il faut que
{
|8n

G〉
}

n
∪

{
|8m

D〉m

}
forme une base complète deH afin de décrire tous les états

possibles du système.
Pour résumer, les conditions suivantes doivent être remplies simultanément :

•
{
|8n

G〉
}

n
base complète deHG,

•
{
|8m

D〉
}

m
base complète deHD,

•
{
|8n

G〉
}

n
⊥

{
|8m

D〉
}

m
,

•
{
|8n

G〉
}

n

⋃ {
|8m

D〉
}

m
base complète deH.

Or, si |8G〉 représente un état où la particule est localisée sur l’électrode de gauche,
la condition d’orthogonalité|8G〉 ⊥ |8D〉 impose la nullité de8G(Er ) sur le domaine de
droite. La conséquence en est que

{
|8n

G〉
}

n
ne forme plus une base complète deHG puisque

les états où la fonction d’onde « déborde à droite » ne sont plus décrits. À l’inverse, si nous
imposons à

{
|8n

G〉
}

n
d’être une base complète de l’hamiltonienHG, alors, il existe des états

tels que8G(Er ) est non nul à droite et par conséquent les bases
{
|8n

G〉
}

n
et

{
|8m

D〉
}

m
ne sont

plus orthogonales.
Il faut donc faire des compromis :

• soit nous imposons l’orthogonalité en sachant que la condition de complétude des
bases à gauche et à droite ne sera plus remplie. Cette solution n’est pas des plus
commodes puisque nous pouvons injecter dans l’électrode des électrons dont l’état
n’existe peut-être pas ;

• soit nous imposons la complétude au détriment de l’orthogonalité. Nous essaierons
alors d’avoir des fonctions d’onde « aussi orthogonales que possible » (nous expli-
citerons cette notion dans la sous-section suivante) entre les états à gauche et les
états à droite. Cette solution semble la plus raisonnable.

II Théorie de l’hamiltonien tunnel

II-A Décomposition de l’hamiltonien global

Partons d’un système d’hamiltonien

H = −
h̄2

2
E∇[M ]−1 E∇.+ V(Er ) avec Hψ = Eψ, (8.12)

et définissons les hamiltoniens des électrodes droite et gauche par

HG = −
h̄2

2
E∇[MG]−1 E∇.+ VG(Er ) avec HG8

m
G = Em

G8
m
G, (8.13)

HD = −
h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇.+ VD(Er ) avec HD8

n
D = En

D8
n
D, (8.14)
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la masse des électrons étant décrite par les tenseurs de masse effective [M ], [ MG] et [MD].
Nous écrivons l’hamiltonien du système global par

H = 2GHG +2DHD, (8.15)

où2G (resp.2D) est une fonction délimitant le domaine de l’électrode de gauche (resp.
droite). Par définition, la fonction « domaine »2G (resp.2D) vaut l’unité sur le do-
maine de gauche (resp. droite) et est nulle partout ailleurs. Les fonctions2G et2D sont
construites afin que

• 2G ·2D = 0, c’est-à-dire que ces fonctions définissent deux domaines distincts ne
possédant aucune intersection ;

• 2G+2D = 1, c’est-à-dire que l’union des deux domaines est équivalent au système
complet.

Généralement, les domaines de droite et de gauche sont choisis de telle façon à ce que leur
frontière coupe la barrière tunnel en son milieu. Même s’il n’y a aucun critère d’obligation,
cela permet de ne pas privilégier une électrode par rapport à l’autre.

Se pose désormais la question de la détermination deVG(Er ) et VD(Er ), à partir du po-
tentielV(Er ) du système initial. Il paraît assez naturel de prendre{

VG(Er ) = V(Er ) sur le domaine de gauche (i.e.si2G = 1)
VD(Er ) = V(Er ) sur le domaine de droite (i.e.si2D = 1)

. (8.16)

En ce qui concerne la valeur deVG(Er ) (resp.VD(Er )), sur le domaine de droite (resp. de
gauche), nous la prenons constante et identique pour les deux électrodes :{

VG(Er ) = V0 sur le domaine de droite
VD(Er ) = 0 sur le domaine de gauche

, (8.17)

oùV0 correspond à la valeur du potentiel à la frontière des deux domaines. Nous procédons
de même pour le choix des différentes masses{

[MG](Er ) = 2G[M ](Er )+2D[M0]
[MD](Er ) = 2D[M ](Er )+2G[M0]

, (8.18)

le tenseur [M0] correspondant à la valeur du tenseur [M ] dans la barrière tunnel.
Remarquons que nous pouvons écrire les relations suivantes, liantH,HG etHD :

H = 2GHG +2DHD (8.19)

HG = 2GHG +2D

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]
(8.20)

HD = 2DHD +2G

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]
(8.21)

Afin de mieux appréhender cette décomposition, appliquons-la au cas de la barrière
unidimensionnelle présentée en figure8.4a, dont l’hamiltonien global s’écrit

H = −
h̄2

2

d

dx

1

m(x)

d

dx
.+ V(x). (8.22)
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mG
m0

V0

V1

(b)

x

V (x)D
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FIG. 8.4. (a) Potentiel d’une barrière unidimensionnelle et décomposition en un potentiel
décrivant l’électrode de gauche (b) et l’électrode de droite (c). La référence des abscisses est
prise au milieu de la barrière tunnel.

x

�(x)

0

1

�G(x)

�D(x)

FIG. 8.5. Fonctions de domaine2D et2G délimitant respectivement les domaines de gauche
et de droite.

Celui-ci peut se décomposer en un hamiltonien décrivant l’électrode de gauche (cf. Fig.8.4b),
identique à l’hamiltonien global sur le domaine de gauche, mais dont le potentiel et la
masse sont constants sur le domaine de droite, et égaux respectivement àV0 = V(0) et à
m0 = m(0). Autrement dit,

HG = −
h̄2

2

d

dx

1

mG(x)

d

dx
.+VG(x) = 2G(x)H+2D(x)

[
−

h̄2

2

d

dx

1

m0

d

dx
.+ V0

]
, (8.23)

2G(x) et2D(x) étant les fonctions de domaine tracées en figure8.5. L’hamiltonien de
droite se construit de manière identique (cf. Fig.8.4c) :

HD = −
h̄2

2

d

dx

1

mD(x)

d

dx
.+VD(x) = 2D(x)H+2G(x)

[
−

h̄2

2

d

dx

1

m0

d

dx
.+ V0

]
. (8.24)

Cette décomposition effectuée, il nous faut maintenant traiter de la perturbation en-
gendrée par la barrière tunnel. Pour cela, nous allons nous inspirer de la théorie des per-
turbations dépendant du temps, en raison de l’évolution temporelle de la fonction d’onde
des électrons, qui passe d’un état localisé dans l’électrode gauche à un état localisé dans
l’électrode droite (ouvice-versa).
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II-B Perturbations dépendant du temps

II-B.1 Équation de Schrödinger

Nous avons donc à résoudre l’équation de Schrödinger dépendant du temps

i h̄
d

dt
|ψ〉 = H |ψ〉 . (8.25)

À t = 0, |ψ〉 est dans un état propre|80
G〉 de l’hamiltonien décrivant l’électrode gauche.

À t > 0, après l’éventuel effet tunnel, nous recherchons la probabilité que|ψ〉 soit un état
propre de l’hamiltonien décrivant l’électrode droite. Nous allons procéder d’une façon
similaire à ce que nous ferions pour établir la règle d’or de Fermi [134], i.e. nous allons
chercher|ψ〉 sous la forme

|ψ〉 = a(t) |80
G〉e
−i E0

Gt/h̄

︸ ︷︷ ︸
à t = 0 l’électron est dans
un l’état propre|80

G〉 de
HG

+

∑
n

bn(t) |8
n
D〉e
−i En

Dt/h̄

︸ ︷︷ ︸
par effet tunnel il existe une

certaine probabilité de retrouver
l’électron dans l’état de droite

. (8.26)

Bien entendu, comme àt 6 0, |ψ〉 = |80
G〉e−i E0

Gt/h̄, nous devons avoir

à t = 0

{
a(t) = 1
bn(t) = 0 quel que soitn

. (8.27)

Nous pouvons alors reporter l’expression de|ψ〉 de l’équation (8.26) dans l’équation
de Schrödinger (8.25). De plus, nous décomposons l’hamiltonienH sous la formeH =
2GHG +2DHD de façon à faire intervenir les hamiltoniens de chacune des électrodes.[

i h̄
da(t)

dt
+ E0

Ga(t)

]
e−i E0

Gt/h̄
|80

G〉 +

∑
n

[
i h̄

dbn(t)

dt
+ En

Dbn(t)

]
e−i En

Dt/h̄
|8n

D〉 =

a(t)2GHG |8
0
G〉e
−i E0

Gt/h̄
+

∑
n

bn(t)2DHD |8
n
D〉e
−i En

Gt/h̄

+

∑
n

bn(t)2GHG |8
n
D〉e
−i En

Dt/h̄
+ a(t)2DHD |8

0
G〉e
−i E0

Gt/h̄

(8.28)
Pour l’instant, nous ne pouvons pas en dire davantage puisque|80

G〉 (resp.|8n
D〉) n’est pas

un état propre de2GHG (resp.2DHD) mais deHG (resp.HD). Pour aller plus loin, nous
nous servons des relations (8.20) et (8.21) liant2GHG àHG, et2DHD àHD :

HG = 2GHG +2D

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]
HD = 2DHD +2G

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]
.

(8.29)

En remplaçant2GHG et2DHD dans l’équation (8.28) et en sachant que{
HG |8

0
G〉 = E0

G |8
0
G〉

HD |8
n
D〉 = En

D |8
n
D〉

, (8.30)
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l’expression (8.28) se simplifie en

i h̄
da(t)

dt
e−i E0

Gt/h̄
|80

G〉 +

∑
n

i h̄
dbn(t)

dt
e−i En

Dt/h̄
|8n

D〉 =

a(t)2D

{
HD −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
|80

G〉e
−i E0

Gt/h̄

+

∑
n

bn(t)2G

{
HG −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
|8n

D〉e
−i En

Dt/h̄

(8.31)

II-B.2 Étude en perturbation

Avant de résoudre cette dernière équation, à l’aide de la théorie des perturbations, nous
allons effectuer une première approximation. Nous faisons, ainsi, l’hypothèse que les états
|80

G〉 et |8n
D〉 sont quasi-orthogonaux, de sorte que〈

80
G 8

n
D

〉
≈ 0. (8.32)

Rigoureusement, ceci est faux, compte tenu de ce que nous avons vu en sectionI-C. Tou-
tefois, nous pouvons toujours supposer que

〈
80

G 8
n
D

〉
est un petit d’ordre 2 (ce qui corres-

pond à l’approximation de J. R. OPPENHEIMER[119]) et étudier l’équation de Schrödin-
ger (8.31) au premier ordre, en négligeant tous les termes dont l’ordre est supérieur à un,
spécialement

〈
80

G 8
n
D

〉
.

PROJETONS (8.31) SUR 〈80
G|

Nous négligeons donc
〈
80

G 8
n
D

〉
et utilisons le fait que l’ensemble{|8G〉} forme une

base orthonormée.

i h̄
da(t)

dt
e−i E0

Gt/h̄
= a(t)

〈
80

G 2D

{
HD −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
80

G

〉
e−i E0

Gt/h̄

+

∑
n

bn(t)

〈
80

G 2G

{
HG −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
8n

D

〉
e−i En

Dt/h̄

︸ ︷︷ ︸
terme de transfert tunnel

(8.33)

PROJETONS (8.31) SUR 〈8k
D|

De même, nous négligeons
〈
80

G 8
n
D

〉
et utilisons le fait que l’ensemble{|8n

D〉} forme
une base orthonormée.

i h̄
dbk(t)

dt
e−i E k

Dt/h̄
= a(t)

〈
8k

D 2D

{
HD −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
80

G

〉
e−i E0

Gt/h̄︸ ︷︷ ︸
terme de transfert tunnel

+

∑
n

bn(t)

〈
8k

D 2G

{
HG −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
8n

D

〉
e−i En

Dt/h̄

(8.34)
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Si nous regardons de plus près les deux expressions précédentes (8.33) et (8.34), nous
remarquons que les deux éléments de matrice, importants à considérer pour notre propos,
sont respectivement

〈
80

G 2G

{
HG −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
8n

D

〉
et

〈
8k

D 2D

{
HD −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
80

G

〉 (8.35)

puisqu’ils traduisent la probabilité de passage, par effet tunnel, d’un état de l’électrode
droite vers un état de l’électrode gauche etvice versa. Comme dans la règle d’or de Fermi,
nous considérons ces termes comme des petits d’ordre 1.

Les deux autres éléments de matrice des équations (8.33) et (8.34) correspondent à
l’influence de l’électrode droite sur les états de l’électrode gauche et à l’influence de
l’électrode de gauche sur les états de l’électrode droite. Nous pourrions négliger ces termes
(c’est à dire les considérer comme des termes de second ordre), mais, nous allons voir que,
même si nous considérons ces éléments de matrice comme des petits d’ordre 1, ceux-ci
n’interviendront pas dans le calcul de la probabilité de transfert par effet tunnel.

Comme pour toute méthode perturbative, les coefficientsa(t) etbn(t) sont décomposés
en puissance deλ {

a(t) = a0(t)+ λa1(t)+ o(λ)
bn(t) = b0

n(t)+ λb1
n(t)+ o(λ)

, (8.36)

tandis que les termes matriciels du type〈ψ H ϕ〉 sont remplacés parλ 〈ψ H ϕ〉 afin de
signifier qu’il s’agit d’éléments perturbatifs d’ordre un. Ayant développé les coefficients
a et bn dans les équations (8.33) et (8.34) et après avoir négligé tous les termes d’ordre
supérieur à deux, nous pouvons identifier les facteurs aux différentes puissances deλ.

À L’ ORDRE 0 EN λ


i h̄

da0

dt
e−i E0

Gt/h̄
= 0

i h̄
db0

k

dt
e−i E k

Dt/h̄
= 0 pour tout k

⇒

{
a0
= cste = 1 cara(0) = 1

b0
k = cste = 0 carbk(0) = 0

(8.37)

À L’ ORDRE 1 EN λ AVEC b0
k = 0

i h̄
db1

k

dt
e−i E k

Dt/h̄
=

〈
8k

D 2D

{
HD −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
80

G

〉
e−i E0

Gt/h̄ (8.38)

Nous retrouvons le même type d’équations que pour la règle d’or de Fermi [134] avec
comme hamiltonien de perturbation

Hpert= 2D

{
HD −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]}
. (8.39)
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L’intégration de l’équation différentielle (8.38), en sachant que
〈
8k

D Hpert 8
0
G

〉
est indé-

pendant du temps, et en supposant que le sinus cardinal est suffisamment « piqué » (cf.
Ref. [134] chapitre 13), nous donne alors∣∣b1

k

∣∣2
=

2π

h̄
t
∣∣〈8k

D Hpert 8
0
G

〉∣∣2
δ
(
E0

G − Ek
D

)
. (8.40)

À présent, nous sommes capables de connaître la probabilitéPi→ f de trouver une par-
ticule partie d’un état initial|80

G〉 de l’électrode gauche et arrivée dans un état final|8k
D〉

quelconque dans l’électrode droite à l’instantt . Celle-ci est définie parPi→ f =
〈
80

G ψ
〉

soit

Pi→ f =

∣∣∣∣a(t)e−i E0
Gt/h̄ 〈

8k
D 8

0
G

〉︸ ︷︷ ︸
petit

d’ordre 2

+

∑
n

bn(t)e−i En
Dt/h̄ 〈

8k
D 8

n
D

〉︸ ︷︷ ︸
δkn

∣∣∣∣2

. (8.41)

Au premier ordre, nous avons donc :

Pi→ f ≈
∣∣b1

k

∣∣2
. (8.42)

Comme prévu à la sectionI-B de ce chapitre, nous retrouvons bien la règle d’or de Fermi
appliquée à la transition d’un état discret initial de l’électrode gauche vers un état discret
final de l’électrode droite par l’intermédiaire d’une perturbationHpert

Pi→ f =
2π

h̄
t
∣∣〈8k

D Hpert 8
0
G

〉∣∣2
δ
(
E0

G − Ek
D

)
. (8.43)

Notons que l’obtention d’une telle relation est soumise à quelques contraintes :

• pour pouvoir appliquer la théorie des perturbations, il ne faut pas que la probabilité
de passage soit trop importante. Nous devons donc vérifier quePi→ f � 1 ; ce qui
implique la validité de la formule (8.43) uniquement sur des temps courts ;

• moins évident à satisfairea priori, les bases formées par{|8G〉} et {|8D〉} doivent
être quasi-orthogonalesi.e. 〈8G 8D〉 = o(λ).

Moyennant ces quelques hypothèses, nous sommes maintenant capables d’évaluer
l’élément de matriceTEkD EkG

de la sectionI-B !

TEkD EkG
=

〈
8k

D Hpert 8
0
G

〉
Hpert= 2D

{
HD −

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]} . (8.44)

II-C Calcul de TEkG EkD

Essayons de voir si nous ne pouvons pas calculer plus précisément la valeur de l’élé-
ment de matriceM =

〈
8k

D Hpert 8
0
G

〉
correspondant au coefficientTEkG EkD

de la sectionI-B
et dont le rôle est de quantifier la transparence de la barrière tunnel. Par définition,

M =
〈
8k

D Hpert 8
0
G

〉
=

∫∫∫
espace

8
k

D(Er )Hpert8
0
G(Er ) d3

Er , (8.45)
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avecHpert défini à l’équation (8.44).
Le facteur2D dans l’expression (8.44) deHpert a pour effet de restreindre les bornes

d’intégration de l’intégrale (8.45) sur le domaine de droite :

M =−
∫∫∫
droite

8
k

D(Er )

[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0(Er )

]
80

G(Er ) d3
Er

+

∫∫∫
droite

8
k

D(Er )

[
−

h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇.+ VD(Er )

]
80

G(Er ) d3
Er .

(8.46)

Or, dans le domaine de droite, nous nous situons dans « la partie barrière » de l’électrode
gauche. Par conséquent,dans le domaine de droite(et seulement dans ce domaine), nous
retrouvons l’hamiltonienHG

HG =


−

h̄2

2
E∇[MG]−1 E∇.+ VG à gauche

−
h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0 à droite
(8.47)

Nous pouvons donc écrire que,sur le domaine de droite,[
−

h̄2

2
E∇[M0]

−1 E∇.+ V0

]
|80

G〉 = E0
G |8

0
G〉 , (8.48)

de sorte que

M = −E0
G

〈
8k

D 8
0
G

〉
+

∫∫∫
droite

8
k

D

[
−

h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇80

G

]
d3
Er +

∫∫∫
droite

8
k

DVD(Er )8
0
G d3
Er .

(8.49)
Il est clair que ce qui nous empêche de simplifier la formule précédente se situe au ni-

veau du terme en(h̄2/2) E∇[MD]−1 E∇80
G ; nous préférerions, par exemple, avoir la fonction

d’onde8k
D à la place de80

G. Afin d’aller plus loin, nous allons donc transformer l’expres-
sion précédente à l’aide de la formule de Green (cf. annexeA sectionIV) appliquée aux
deux intégrales suivantes (S étant une surface s’appuyant sur le domaine de droite) :∫∫∫

droite

8
k

D

[
−

h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇80

G

]
d3
Er = −

h̄2

2
©

∫∫
S

8
k

D[MD]−1 E∇80
G d ES

+
h̄2

2

∫∫∫
droite

E∇8
k

D[MD]−1 E∇80
G d3
Er

(8.50)

∫∫∫
droite

80
G

[
−

h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇8

k

D

]
d3
Er = −

h̄2

2
©

∫∫
S

80
G[MD]−1 E∇8

k

D d ES

+
h̄2

2

∫∫∫
droite

E∇80
G[MD]−1 E∇8

k

D d3
Er

(8.51)

Si nous regardons attentivement les derniers termes respectifs des deux équations précé-
dentes, nous nous rendons compte qu’ils sont égaux. En effet, ces termes correspondent à
l’intégrale de deux produits scalaires(

E∇8k
D [MD]−1 E∇80

G

)
et

(
[MD]−1 E∇8k

D
E∇80

G

)
. (8.52)
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Or, d’après les propriétés du produit scalaire, nous avons(
E∇8k

D [MD]−1 E∇80
G

)
=

(
[MD]†−1

E∇8k
D
E∇80

G

)
. (8.53)

Sachant que le tenseur de masse est un tenseur réel et symétrique, nous pouvons affirmer
que (

E∇8k
D [MD]−1 E∇80

G

)
=

(
[MD]−1 E∇8k

D
E∇80

G

)
. (8.54)

Par conséquent, nous pouvons réécrire les relations (8.50) et (8.51) de la manière suivante

∫∫∫
droite

8
k

D

[
−

h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇80

G

]
d3
Er =−

h̄2

2
©

∫∫
S

8
k

D[MD]−1 E∇80
G d ES

+

∫∫∫
droite

80
G

[
−

h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇8

k

D

]
d3
Er

+
h̄2

2
©

∫∫
S

80
G[MD]−1 E∇8

k

D d ES.

(8.55)

En remplaçant l’expression ainsi trouvée dans l’équation (8.49), nous obtenons comme
nouvelle expression deM

M =− E0
G

〈
8k

D 8
0
G

〉
−

h̄2

2
©

∫∫
S

[
8

k

D[MD]−1 E∇80
G −8

0
G[MD]−1 E∇8

k

D

]
d ES

+

∫∫∫
droite

80
G

[
−

h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇.+ VD(Er )

]
8

k

D d3
Er .

(8.56)

Étant donné que sur le domaine de droite,HD = −(h̄
2/2) E∇[MD]−1 E∇. + VD(Er ), nous

pouvons écrire que sur ce domaine[
−

h̄2

2
E∇[MD]−1 E∇.+ VD(Er )

]
8

k

D = Ek
D8

k

D, (8.57)

de sorte que

M =
(
Ek

D − E0
G

) 〈
8k

D 8
0
G

〉
−

h̄2

2
©

∫∫
S

[
8

k

D[MD]−1 E∇80
G −8

0
G[MD]−1 E∇8

k

D

]
d ES. (8.58)

D’après l’extension de la « règle d’or de Fermi » (8.43) la probabilité de transmission
n’est non nulle que dans le cas oùEk

D = E0
G : le premier terme de l’équation précédente

est donc nul. De toute façon, nous aurions dû négliger ce terme puisque
〈
8k

D 8
0
G

〉
est un

petit d’ordre 2 d’après l’hypothèse de quasi-orthogonalité.
Enfin, l’intégration sur une surface s’appuyant sur la totalité du domaine de l’électrode

droite est inutile ; seul l’endroit où l’effet tunnel intervient nous intéresse : nous limitons
donc le domaine d’intégration à la surfaceSB de l’électrode droite située dans la barrière
tunnel. Comme dans celle-ci, le tenseur de masse [MD] est constant et équivaut au tenseur
de masse [MB] de la barrière, nous obtenons finalement

M =
h̄2

2

∫∫
SB

[
80

G[MB]−1 E∇8
k

D −8D

k
[MB]−1 E∇80

G

]
d ES . (8.59)
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II-D Symétrie, continuums d’états et fréquence de transition

II-D.1 Symétrie des formules

Nous venons de calculer la probabilité de transmission d’un état80
G de l’électrode

gauche vers un état8k
D de l’électrode droite, qu’en est-il de la probabilité de transmission

d’un état8k
D de l’électrode droite vers un état80

G de l’électrode gauche? À l’évidence,
c’est très simple, il suffit d’échanger les indicesG et D dans les différentes formules que
nous venons d’établir. Nous trouvons alors

Pi→ f =
2π

h̄
t |MD→G|

2δ
(
E0

G − Ek
D

)
, (8.60)

avecMD→G =
〈
80

G Hpert 8
k
D

〉
etHpert = 2G

[
HG −

(
−

h̄2

2
E∇[M0] E∇.+ V0

)]
. Ainsi, nous

obtenons :

MD→G =
h̄2

2

∫∫
SB

[
8k

D[MB]−1 E∇8
0

G −8
0

G[MB]−1 E∇8k
D

]
d ES= −MG→D. (8.61)

Soit finalement
PD→G = PG→D (8.62)

Il est rassurant de retrouver le fait que la probabilité de transmission tunnel est identique,
que l’électron aille de la droite vers la gauche ou de la gauche vers la droite.

II-D.2 Extension aux continuums d’états

En appelantρG/D la densité d’états de l’électrode considérée, les différentes expres-
sions dePi→ f , suivant la nature (continue ou discrète) des états des électrodes, sont recen-
sées dans la liste suivante :

• Casd’étatsdiscretsàgaucheetàdroite

Pi→ f =
2π

h̄
t |M |2δ

(
E0

G − Ek
D

)
(8.63)

• Casd’étatsdiscretsàgaucheetd’un continuumd’étatsàdroite

δPi→ f =
2π

h̄
t |M |2δ

(
E0

G − ED

)
ρD(ED)d ED (8.64)

• Casd’un continuumd’étatsàgaucheetd’étatsdiscretsàdroite

δPi→ f =
2π

h̄
t |M |2δ

(
EG − Ek

D

)
ρG(EG)d EG (8.65)

• Casd’un continuumd’étatsàgaucheetàdroite

δ2Pi→ f =
2π

h̄
t |M |2δ (EG − ED) ρD(ED)ρG(EG)d EG d ED (8.66)

Dans tous les cas, l’expression de l’élément de matriceM reste inchangée

M =
h̄2

2

∫∫
SB

[
80

G[MB]−1 E∇8
k

D −8D

k
[MB]−1 E∇80

G

]
d ES (8.67)
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II-D.3 Fréquence de transition

Nous allons maintenant définir la fréquence de transition tunnel0G→D, c’est-à-dire le
nombre total de particules ayant traversé la barrière tunnel entret et t+dt. Cette fréquence
n’est autre qued Pi→ f /dt, qui représente bien la probabilité par unité de temps de passage
tunnel des particules parties de l’état initiali et arrivées dans l’état finalf :

0G→D =

∑ (
d PG→D

dt

)
×


Probabilité
de trouver

une
particule à

gauche

×
 Probabilité de

trouver une
place libre à

droite

 , (8.68)

soit pour deux électrodes, gauche et droite, de niveaux de Fermi respectifsEF G et EF D,
que nous assimilons à des continuums d’états

0G→D =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

2π

h̄
|M |2ρD(ED)ρG(EG)δ (EG − ED)× fG(EG)×

[
1− fD(ED)

]
d EG d ED

(8.69)
La définition de la fréquence de transition0 est très commode pour exprimer le courant
tunnelJtun traversant la barrière puisque

Jtun = −ē[0G→D − 0D→G] . (8.70)

III Domaine de validité de la théorie de l’hamiltonien tunnel

III-A Définition du système

Afin de connaître les limites de la méthode de l’hamiltonien tunnel, appliquons celle-
ci au cas simple de la barrière, droite unidimensionnelle asymétrique, de la figure8.6,

x

V(x)

0-d/2 d/2

V0

V1

V3

E

Zone I Zone II Zone III

FIG. 8.6. Profil de potentiel du système: cas de la barrière droite unidimensionnelle et asy-
métrique.
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et comparons les résultats obtenus avec la solution exacte du problème. Nous supposons,
dans cette section, que les électrons possèdent une masse scalairem, isotrope et constante,
dans tout le dispositif.

III-B Solution exacte du problème

La valeur du coefficient de transmission tunnel, de la barrière tracée en figure (8.6), est
bien connue des manuels de mécanique quantique. Dans un premier temps, nous résolvons
l’équation de Schrödinger

−
h̄2

2

d

dx

1

m

d

dx
ψ(x)+ V(x)ψ(x) = Eψ(x) (8.71)

dans chacune des 3 zones (I, II, III) constituant le système. Nous trouvons alors
ψI = CIeik1(x + d/2)

+ C′Ie
−ik1(x + d/2)

ψII = CIIeαx
+ C′IIe

−αx

ψIII = CIII eik3(x − d/2)
+ C′III e

−ik3(x − d/2)

(8.72)

avec

k1 =

√
2m

h̄2 (E − V1), α =

√
2m

h̄2 (V0− E) et k3 =

√
2m

h̄2 (E − V3). (8.73)

Les relations de continuité aux deux interfaces imposent ψI(−d/2) = ψII(−d/2)
1

mI

E∇ψI(−d/2) =
1

mII

E∇ψII(−d/2)
et

 ψII(d/2) = ψIII (d/2)
1

mII

E∇ψII(d/2) =
1

mIII

E∇ψIII (d/2)
.

(8.74)
Ces conditions se résument aux équations matricielles :[

1 1
ik1 −ik1

] [
CI

C′I

]
=

[
e−αd/2 eαd/2

αe−αd/2
−αeαd/2

] [
CII

C′II

]
(8.75)[

eαd/2 e−αd/2

αeαd/2
−αe−αd/2

] [
CII

C′II

]
=

[
1 1

ik3 −ik3

] [
CIII

C′III

]
(8.76)

Le taux de passage tunnel,i.e. le coefficient de transmission, est défini par

T =
JIII
→

J I
→

, (8.77)

où J i
→

est le courant de probabilité dans la zonei , correspondant aux ondes se propageant
de la gauche vers la droite etJ i

←

, le courant de probabilité dans la zonei correspondant
aux ondes se propageant de la droite vers la gauche, avec

EJi = <

(
ψ i

h̄

im
E∇ψi

)
. (8.78)
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Après calcul, nous avons

EJI =
h̄

m
k1

(
|CI|

2
Ex − |C′I |

2
Ex
)
= J I

→

Ex − J I
←

Ex (8.79)

EJIII =
h̄

m
k1

(
|CIII |

2
Ex − |C′III |

2
Ex
)
= JIII

→

Ex − JIII
←

Ex. (8.80)

Au final, nous trouvons alors

T =
k3

k1

∣∣∣∣CIII

CI

∣∣∣∣2

(8.81)

Après résolution de l’équation matricielle, nous obtenons comme expression pour le
coefficient de transmission

T =
4

k1k3

(k1+ k3)2

1+
(α2
+ k2

1)(α
2
+ k2

3)

α2(k1+ k3)2
sinh2(αd)

. (8.82)

III-C Méthode de l’hamiltonien tunnel

III-C.1 Définition des hamiltoniensHG etHD

CAS DE L’ HAMILTONIEN DE L ’ ÉLECTRODE GAUCHE

Nous modélisons l’électrode gauche par le potentiel tracé en figure8.7; la frontière
entre les deux domaines se situe toujours au milieu de la barrière tunnel, c’est-à-dire en
x = 0. Nous prenons une hauteur de barrière infinie enx = −(LG + d/2) : il s’agit d’une
technique classique pour localiser les états dans l’électrode. Nous pourrons toujoursa
posteriorifaire tendreLG vers l’infini afin de rendre compte du véritable caractère continu
des états. La massem est, bien entendu, indépendante de la position.

La résolution de l’équation de Schrödinger, couplée aux différentes conditions aux
limites et de continuité, nous donne

ψG(x) =


0 si x < −(LG + d/2)

AG sin
[
k1(x + LG + d/2)

]
si − (LG + d/2) 6 x < −d/2

AG sin(k1LG)e−α(x + d/2) si x > −d/2

(8.83)

x

V (x)G

0-d/2

V0

V1

�

-(L +d/2)G

LG

FIG. 8.7. Profil de potentiel associé à l’hamiltonien de l’électrode gauche.
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où l’on a posé

k1 =

√
2m

h̄2 (E − V1) et α =

√
2m

h̄2 (V0− E). (8.84)

La condition de continuité enx = −d/2 nous permet de connaître les différents niveaux
quantifiés dans l’électrode

k1 cos(k1LG) = −α sin(k1LG)⇒ sin2(k1LG) =
k2

1

k2
1 + α

2
(8.85)

Enfin, le facteurAG est calculé de manière à normaliserψG :
∞∫

−(L D+
d
2 )

ψGψG dx = 1. (8.86)

Nous trouvons alors

|AG|
2
=

2

LG + sin2(k1LG)

(
α

k2
1

+
1

α

) . (8.87)

Soit, quandLG tend vers l’infini

|AG|
2
LG→∞

=
2

LG

. (8.88)

CAS DE L’ HAMILTONIEN DE L ’ ÉLECTRODE DROITE

De la même manière, nous modélisons l’électrode droite par le potentiel tracé en fi-
gure8.8. Nous prenons une hauteur de barrière infinie enx = L D + d/2, L D tendant vers
l’infini à la fin de notre étude.

La résolution de l’équation de Schrödinger, couplée aux différentes conditions aux
limites et de continuité, nous donne

ψD(x) =


0 si x > L D + d/2

AD sin
[
k3 (x − (L D + d/2))

]
si L D + d/2 > x > d/2

AD sin(k3L D)e+α(x − d/2) si x 6 d/2

(8.89)

x

V (x)D

0 d/2

V0

V3

�

LD

(L +d/2)D

FIG. 8.8. Profil de potentiel associé à l’hamiltonien de l’électrode droite.



III Domaine de validité de la théorie de l’hamiltonien tunnel 

où nous avons posé

k3 =

√
2m

h̄2 (E − V3) et α =

√
2m

h̄2 (V0− E). (8.90)

La condition de continuité enx = d/2 nous permet de connaître les différents niveaux
quantifiés dans l’électrode

k3 cos(k3L D) = −α sin(k3L D)⇒ sin2(k3L D) =
k2

3

k2
3 + α

2
(8.91)

Enfin, le facteurAD est calculé de manière à normaliserψD :

L D+d/2∫
−∞

ψ DψD dx = 1. (8.92)

Nous trouvons alors

|AD|
2
=

2

L D + sin2(k3L D)

(
α

k2
3

+
1

α

) . (8.93)

Soit quandL D tend vers l’infini

|AD|
2
L D→∞

=
2

L D

. (8.94)

III-C.2 Calcul de la probabilité de passage

Comme évoqué précédemment, nous avons pris des électrodes de dimension finie afin
de pouvoir localiser les états dans les électrodes et déterminer une fonction d’onde. Cepen-
dant, il ne faut pas perdre de vue que les électrodes sont supposées infinies et assimilables à
des continuums d’états. Dans ce cas, la fréquence de passageδ2W d’un continuum d’états
à gauche (localisé à l’énergieEG) vers un continuum d’états à droite (localisé à l’énergie
ED) s’écrit

δ2W =
dδ2P

dt
=

2π

h̄
|M |2ρG(EG)ρD(ED)δ (EG − ED) d EDd EG. (8.95)

Le coefficient de matriceM =
〈
ψD Hpert ψG

〉
va, quant à lui, se simplifier dans le cadre

de cette application unidimensionnelle

M =
h̄2

2m

∫∫
S

(
ψG
E∇ψ D − ψ D

E∇ψG

)
d ES=

h̄2

2m

[
ψG

dψ D

dx
− ψ D

dψG

dx

]
x=0

. (8.96)

Connaissant les expressions deψG etψD trouvées précédemment, nous avons

M =
h̄2

2m
2αAD AG sin(k1LG) sin(k3L D)e−αd. (8.97)
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En réalité, nous avons surtout besoin de connaître|M |2 ; nous pouvons alors remplacer
sin2(k1LG) et sin2(k3L D) par les expressions (8.85) et (8.91), de même que les expressions
de|AD|

2 et |AG|
2 par 2/LG et 2/L D de façon à obtenir

|M |2 =

(
h̄2

2m

)2
16

L D LG

α2k2
1k

2
3

(k2
1 + α

2)(k2
3 + α

2)
e−2αd. (8.98)

Il peut apparaître surprenant que l’élément de matrice, qui modélise le passage tunnel,
dépende de la taille des électrodes. Mais il ne faut pas oublier que c’estW et non|M |2 qui
quantifie la fréquence de passage tunnel ; il faut donc tenir compte de l’entrée en jeu de la
densité d’états. Or, la densité d’états des électrodes, telles que nous les avons modélisées
(cf. AnnexeC sectionVII ), s’écrit

ρG/D(E) =
LG/D

π

(
2m

h̄2

)
1

k1/3

. (8.99)

Globalement, nous constatons alors bien queW reste indépendant de la taille des deux
électrodes.

III-D Comparaison entre les deux méthodes

III-D.1 Coefficient de transmission

Pour l’instant, nous avons à notre disposition une méthode exacte qui permet de calcu-
ler un coefficient de transmissionT(E), et la méthode de l’hamiltonien tunnel aboutissant
à une probabilité de passagePi→ f . Reste maintenant à lier ces deux représentations. Pour
ce faire, nous allons calculer le coefficient de transmissionT à partir de la probabilité de
passagePi→ f issue de la théorie de l’hamiltonien tunnel. Par définition,

T =
JIII
→

J I
→

, (8.100)

Déterminons le courant de probabilité incidentJ I
→

et le courant de probabilité transmis
JIII
→

, à partir des résultats de la méthode de l’hamiltonien tunnel.

CALCUL DE J I
→

J I
→

se calcule facilement à partir des fonctions d’onde de l’hamiltonien de l’électrode
gauche. En effet, nous savons que pour−(LG + d/2) 6 x < −d/2, nous avons

ψG = AG sin(k1x + ϕG) =
AG

2i
ei (k1x + ϕG)︸ ︷︷ ︸

onde incidenteψG
→

−
AG

2i
e−i (k1x + ϕG)︸ ︷︷ ︸

onde réfléchieψG
←

(8.101)

de sorte que

J I
→

= <

(
ψ G
→

h̄

im
E∇ψG

→

)
=

h̄

m
k1

|AG|
2

4
(8.102)

Ayant utiliséψG comme fonction d’onde décrivant l’état initial de l’électrode gauche, nous
ne pouvons plus considérer cette électrode comme un continuum d’états. Nous notons
alorsE l’énergie associée à l’état discret de fonction d’ondeψG.
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CALCUL DE JIII
→

Le calcul deJIII
→

est plus difficile : nous ne pouvons pas raisonner comme précédem-
ment car le courantJIII

→

doit être lié à la probabilité de transition. Néanmoins, en écrivant
l’équation de conservation de la densité de probabilité (notéep) et en l’intégrant sur tout
le domaine de gauche2G, nous avons

E∇ EJ +
∂p

∂t
= 0⇒©

∫∫
Gauche

EJ.d ES= −

∂
∫∫∫

Gauche

p

∂t
= −

∂PGauche

∂t
. (8.103)

Nous constatons, alors, quePGauchereprésente la variation, par unité de temps, de la densité
de probabilité de présence du côté gauche. La probabilité de trouver une particule dans
tout l’espace étant unitaire, nous en déduisons que la somme entre la probabilité de trouver
une particule à gauche (Pgauche) et la probabilité de passage d’un état gauche vers un état
droit quelconque (Pi→ f ), doit nécessairement faire un. Nous en déduisons que la valeur du
flux de courant de probabilité, à travers le domaine de gauche, n’est autre que la fréquence
de transitionW = ∂Pi→ f /∂t

©

∫∫
Gauche

EJ.d ES= −
∂(1− Pi→ f )

∂t
=
∂Pi→ f

∂t
= W. (8.104)

Notons que le flux du vecteur densité de courant de probabilitéEJ, à travers la surface
s’appuyant sur le domaine gauche, n’est non nul qu’au niveau de la barrière tunnel, seul
endroit où les particules peuvent s’enfuir de l’électrode gauche pour aller vers l’électrode
droite.

Nous sommes donc partis d’un état discret d’énergieE sur l’électrode gauche et nous
arrivons sur un continuum d’états à droite. La fréquence de transitiontotale, tenant compte
de l’ensemble des états, d’énergieE, de réception possibles de l’électrode droite , s’écrit

W =

∞∫
−∞

2π

h̄
|M |2ρD(ED)δ(ED − E) d ED =

2π

h̄
|M |2ρD(E). (8.105)

En outre, le problème étant unidimensionnel, nous avons

©

∫∫
Gauche

EJ.d ES= JIII
→

. (8.106)

Soit au final

JIII
→

=
2π

h̄
|M |2ρD(E). (8.107)

Nous trouvons donc que la méthode de l’hamiltonien tunnel permet, elle aussi, d’ac-
céder à la valeur du coefficient de transmission de la barrière

T(E) =
JIII
→

J I
→

=
2π

h̄
|M |2ρD(E)×

m

h̄k1

4

|AG|
2 . (8.108)

En utilisant les différentes propriétés (8.98), (8.88) et (8.99) le coefficient de transmission
se simplifie en

THT(E) = 16
α2k1k3(

k2
1 + α

2
) (

k2
3 + α

2
)e−2αd . (8.109)
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TAB . 8.1. Paramètres de la barrière Or–SiO2–Or [129]
Travail de sortie de l’or 5 eV
Hauteur du niveau de Fermi de l’or 5.5 eV
Travail de sortie SiO2 0.9 eV

III-D.2 Comparaison

La résolution exacte du problème, nous avait donné pour le coefficient de transmis-
sion (8.82)

Tex(E) =
4

k1k3

(k1+ k3)2

1+
(α2
+ k2

1)(α
2
+ k2

3)

α2(k1+ k3)2
sinh2(αd)

. (8.110)

Nous pouvons simplifier cette expression dans le cas où nous supposons la barrière suffi-
samment épaissei.e.si αd � 1

Tαd�1(E) = 16
α2k1k3(

k2
1 + α

2
) (

k2
3 + α

2
)e−2αd, (8.111)

l’expression obtenue étant identique à (8.109). Nous en concluons que la méthode de l’ha-
miltonien tunnel nous donne le même coefficient de transmission que la méthode exacte,
dans le cadre de l’approximation des barrières épaisses.

Nous avons alors comparé pour un système Or–Isolant–Or, la valeur du coefficient de
transmission obtenue, soit par la méthode exacte, soit par la méthode de l’hamiltonien tun-
nel. En figure8.9est représenté le profil de potentiel d’une barrière Or–SiO2–Or dont les
principales caractéristiques sont rappelées en table8.1. La figure8.10montre, pour cette
barrière particulière, la valeur du coefficient de transmission exacte donnée par l’équa-
tion (8.82) en fonction de l’énergie de la particule incidente et de la largeur de barrière.
Signalons que, pour des énergies supérieures à la hauteur de barrière, le coefficient de
transmission représente la diffusion de la particule et que le coefficientT , donné par la
méthode de l’hamiltonien tunnel, n’a aucun sens.

En figure8.11a, nous avons tracé le coefficient de transmissionT(E) en fonction
de l’énergie des électrons incidents, pour plusieurs largeurs de barrière. La figure8.11b
affiche l’erreur relative, commise en utilisant la méthode de l’hamiltonien tunnel, et nous
assure que cette méthode est plus qu’excellente (erreur inférieure à 5%), quelle que soit
la largeur de la barrière, pourvu que l’énergie des particules soit relativement éloignée du
haut de la barrière. C’est ce que confirme la figure8.12où est représenté le coefficient
de transmission en fonction de la largeur de barrière pour plusieurs énergies d’électrons
incidents. Notons, au passage, que nous retrouvons bien la dépendance exponentielle du
coefficientT en fonction de la largeur de barrière.

Pour conclure, au vu des figures8.11et 8.12, la méthode de l’hamiltonien tunnel se
révèle d’autant meilleure que les électrons ont une énergie éloignée du haut de la barrière
(ici éloignée d’environ 2% de la hauteur de barrière totale) et que les largeurs de barrière
sont suffisamment importantes (ici supérieures à 10 Å) Compte tenu des « relativement
larges » barrières utilisées dans les dispositifs à blocage de Coulomb, la méthode de l’ha-
miltonien de transfert tunnel apparaît donc tout à fait adaptée. En outre, comme nous
nous intéressons au courant tunneldirect, l’énergie des électrons se situe à une distance
raisonnable du haut de la barrière de potentiel, là où la méthode est plus qu’acceptable.
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FIG. 8.9. Profil de potentiel du système étudié : deux électrodes d’or séparées par une couche
d’oxyde de silicium de largeur d. La hauteur de barrière, correspondant à l’énergie séparant
le bas de la bande de conduction de l’or de celle de la silice, est égale à 9.6 eV.

FIG. 8.10. Coefficient de transmission T de la barrière de la figure 8.9 en fonction de l’éner-
gie E des électrons incidents et de la largeur d de barrière.
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FIG. 8.11. (a) Coefficient de transmission T de la barrière de la figure 8.9, en fonction de
l’énergie des électrons incidents pour plusieurs largeurs de barrière, calculé, d’une part de
manière exacte (trait plein) et, d’autre part avec la méthode de l’hamiltonien tunnel (sym-
boles). (b) Erreur relative commise en utilisant la méthode de l’hamiltonien tunnel, en fonc-
tion de l’énergie des électrons .
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FIG. 8.12. (a) Coefficient de transmission T de la barrière de la figure 8.9, en fonction
de la largeur de la barrière pour diverses énergies des électrons incidents, calculé, d’une
part de manière exacte (trait plein) et, d’autre part avec la méthode de l’hamiltonien tunnel
(symboles). (b) Erreur relative commise en utilisant la méthode de l’hamiltonien tunnel, en
fonction de la largeur de la barrière.
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IV-A Définition du système

Nous désirons maintenant calculer la probabilité de passage tunnel à travers une bar-
rière de potentiel, unidimensionnelle polarisée, du type Métal–Isolant–Métal (MIM ), et en
déduire la valeur du courant tunnel circulant à travers celle-ci. Nous sommes donc amenés
à calculer le coefficient de transmission d’une barrière dont le profil de potentielV(x) est
tracé en figure8.13. Nous conservons une masse constante le long du dispositif.

La variation de potentiel, au sein de l’oxyde, nous est donnée par la relation linéaire

V(x) = V1+ Vbar+
ēV

d

(
x +

d

2

)
, (8.112)

oùV1 désigne la référence de potentiel dans la zonex < −d/2 etVbar représente la hauteur
de barrière entre la bande de conduction de l’électrode et celle de l’oxyde.

Dans toute la suite de l’étude, nous posons

k1 =

√
2m

h̄2 (E − V1) α =

√
2m

h̄2 (V0− E) et k3 =

√
2m

h̄2 (E − V3). (8.113)

avecV0, valeur du potentiel au milieu de la barrière.

IV-B Résolution du problème par la méthode de l’hamiltonien tunnel

IV-B.1 Décomposition du système et fonctions d’onde

DÉCOMPOSITION

Afin de résoudre le problème, à l’aide de la méthode de l’hamiltonien tunnel, com-
mençons par décomposer le système de la manière illustrée en figure8.14; la frontière,
entre les deux domaines, se situe toujours au milieu de la barrière, enx = 0. Une fois
encore, les électrodes sont supposées de longueur finieLG et L D, mais nous ferons tendre
ces longueurs vers l’infini ultérieurement. La recherche des fonctions d’onde propres des

x
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E
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V3
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FIG. 8.13. Barrière Métal–Isolant–Métal (MIM ) soumise à une différence de potentiel. Le
potentiel Vbar représente la hauteur de barrière
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FIG. 8.14. Décomposition de l’hamiltonien de la jonction MIM polarisée en un hamiltonien
décrivant l’électrode gauche, et un hamiltonien décrivant l’électrode droite.



IV Application : courant à travers une barrière MIM 

hamiltoniensHG etHD, décrivant respectivement les électrodes gauche et droite, se ré-
vèle plus difficile que dans le cas précédent. C’est pourquoi nous usons d’une nouvelle
approximation : les fonctions d’onde sont déterminées à l’aide de l’approximation WKB
à l’ordre 0 (cf. annexeC sectionVI)

ψ(x) ≈ ψ(0)e
−

∫ x

0

√
2m

h̄2

√
V(x′)− E dx′

. (8.114)

FONCTION D ’ ONDE : HAMILTONIEN DE GAUCHE

La résolution de (8.114), sur l’électrode gauche, nous donne

ψG(x) =



AG sin
[
k1(x + LG + d/2)

]
si − (LG + d/2) 6 x < −d/2

AG sin(k1LG)e
−α

2d

3ēV

1
√

V0− E

[(
ēV

d
x + V0− E

)3/2

−

(
−

ēV

2
+ V0− E

)3/2
]

si − d/2 6 x < 0

AG sin(k1LG)e
−α

2d

3ēV

1
√

V0− E

[
(V0− E)3/2−

(
−

ēV

2
+ V0− E

)3/2
]
e−αx

si 0 6 x
0 sinon

.

(8.115)
La condition de continuité deE∇ψG en−d/2 nous assure que

sin2(k1LG) =
k2

1

k2
1 + α

2

∣∣∣∣1− ēV

2(V0− E)

∣∣∣∣ . (8.116)

Un calcul, similaire à celui menant à l’équation (8.88), montrerait que le facteur de nor-
malisationAG est toujours tel que

|AG|
2
LG→∞

=
2

LG

. (8.117)

FONCTION D ’ ONDE : HAMILTONIEN DE DROITE

De la même manière, nous trouvons que

ψD(x) =



AD sin
[
k3(−x + L D + d/2)

]
si L D + d/2 > x > d/2

AD sin(k3L D)e
α

2d

3ēV

1
√

V0− E

[(
ēV

d
x + V0− E

)3/2

−

(
ēV

2
+ V0− E

)3/2
]

si 0 6 x < d/2

AD sin(k3L D)e
α

2d

3ēV

1
√

V0− E

[
(V0− E)3/2−

(
ēV

2
+ V0− E

)3/2
]
eαx

si x < 0
0 sinon

.

(8.118)
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De par la condition de continuité deE∇ψD end/2

sin2(k3L D) =
k2

3

k2
3 + α

2

∣∣∣∣1+ ēV

2(V0− E)

∣∣∣∣ . (8.119)

Un calcul, similaire à celui menant à l’équation (8.94), montrerait que le facteur de nor-
malisationAD est toujours tel que

|AD|
2
L D→∞

=
2

L D

. (8.120)

IV-B.2 Calcul de l’élément de matriceM

Étudiant une barrière unidimensionnelle, l’élément de matriceM se résume à

M =
h̄2

2m

[
ψG

dψ D

dx
− ψ D

dψG

dx

]
x=0

. (8.121)

En reportant les expressions des fonctions d’onde des électrodes droite et gauche, nous
trouvons alors que

|M |2 =

(
h̄2

2m

)2

|AG|
2
|AD|

24α2 sin2(k1LG) sin2(k3L D)

× e
−2αd

2(V0− E)

3ēV

[(
1+

ēV

2(V0− E)

)3/2

−

(
1−

ēV

2(V0− E)

)3/2
] (8.122)

IV-B.3 Calcul du coefficient de transmission

D’après la sectionIII-D.1, le coefficient de transmissionT peut s’écrire

T =

2π

h̄
|M |2ρD(E)

h̄

4m
k1|AG|

2

. (8.123)

Dans le cas de notre barrière polarisée, cette expression est préservée puisque les calculs
de J I

→

et JIII
→

donneraient les mêmes résultats qu’en sectionIII-C.2. En remplaçant alors

|M |2, ρD(E) (qui reste identique à celui de la sectionIII-C.2), |AG|
2 et |AD|

2 par leurs
expressions respectives (8.122), (8.99), (8.117) et (8.117), nous trouvons que le coefficient
de transmission de la barrière s’écrit (en faisant intervenirρG)

T(E) = 4π 2
|M |2ρD(E)ρG(E) (8.124)

Soit

T(E) =
16k1k3α

2[
k2

1 + α
2

∣∣∣∣1− ēV

2(V0− E)

∣∣∣∣] [
k2

3 + α
2

∣∣∣∣1+ ēV

2(V0− E)

∣∣∣∣]

×e
−2αd

2(V0− E)

3ēV

[(
1+

ēV

2(V0− E)

)3/2

−

(
1−

ēV

2(V0− E)

)3/2
]

(8.125)
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FIG. 8.15. Approximation de la barrière triangulaire en une barrière rectangulaire : la hau-
teur de la barrière rectangulaire correspond au potentiel moyen, le long de la partie linéaire
de la barrière triangulaire.

REMARQUE

Si nous supposons quēeV/2 � V0 − E (c’est-à-dire siVbar � E (cf. Fig. 8.15)
puisque la hauteur de barrièreVbar est reliée àV0 par la relationV0 = Vbar + ēV/2), nous
pouvons faire un développement limité des termes en 1+ ēV/2(V0− E)(

1−
ēV

2(V0− E)

)3/2

≈ 1−
3ēV

4(V0− E)
(8.126)(

1+
ēV

2(V0− E)

)3/2

≈ 1+
3ēV

4(V0− E)
(8.127)

de sorte que

T(E) ≈ 16
α2k1k3(

k2
1 + α

2
) (

k2
3 + α

2
)e−2αd. (8.128)

Nous retrouvons ainsi la transmission d’une barrière rectangulaire dont la hauteur est égale
à Vbar + ēV/2 d’un côté et àVbar − ēV/2 de l’autre. En d’autres termes, si l’énergie
des particules est suffisamment petite devant la hauteur de barrière, ce qui est le cas si
la barrière est suffisamment haute et que la tension appliquée n’est pas trop grande, la
barrière polarisée peut être approchée par une barrière rectangulaire de hauteurV0 comme
le montre la figure8.15.

IV-B.4 D’une fréquence de transition à un courant

Nous avons vu, au début du chapitre, que la probabilité de transitiontotalede l’élec-
trode de gauche vers celle de droite s’écrivait

0G→D =

+∞∫
ECG

ρG(EG) fG(EG)


+∞∫

EC D

2π

h̄
|M |2δ(ED − EG)ρD(ED)

[
1− fD(ED)

]
d ED

 d EG,

(8.129)
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FIG. 8.16. Conventions utilisées pour le calcul du courant.

où fG et fD représentent respectivement les statistiques de Fermi de l’électrode gauche et
de l’électrode droite :

fG/D(E) = f (E − EFG/D) =
1

1+ exp

(
E − EFG/D

kBT

) . (8.130)

En utilisant la propriété de la distribution de Diracδ(ED − EG), 0G→D se simplifie en

0G→D =

+∞∫
max(ECG,EC D)

2π

h̄
|M |2ρD(E)ρG(E) fG(E)

[
1− fD(E)

]
dE . (8.131)

Le courant tunnelI traversant la jonction nous est alors simplement donné par la
relation (avec les conventions de signes données en figure8.16)

I = −ē[0G→D − 0D→G] . (8.132)

Comme|M |2 est indépendant du sens de passage, nous en déduisons, queI peut aussi
s’écrire

I = −ē

+∞∫
max(ECG,EC D)

2π

h̄
|M |2ρD(E)ρG(E)

[
fG(E)− fD(E)

]
dE . (8.133)

NOTION DE RÉSISTANCE TUNNEL

• À faible température, les fonctions de Fermi peuvent être considérées comme des
fonctions échelons (cf. Fig.8.17) de sorte que

I ≈ +ē

EF D∫
EF G

2π

h̄
|M |2ρD(E)ρG(E) dE . (8.134)

• À faible polarisation, les niveaux de FermiEF G et EF D ne sont pas trop éloignés,
de telle façon, que sur cet intervalle énergétique, nous pouvons considérerρD(E) ≈
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FIG. 8.18. Profil de potentiel de la jonction Or–Silice–Or simulée.

cste≈ ρD0, ρG(E) ≈ cste≈ ρG0 et |M |2 ≈ cste. Le courantI devient alors une
fonction linéaire de la tension appliquéeV = (EF D − EF G)/ē

I =
V

Rt

avec Rt =
h̄

2π ē2ρD0ρG0|M |
2 , (8.135)

La résistanceRt est dénomméerésistance tunnel. Tout se passe donc comme si
la caractéristique courant/tension de la barrière tunnel était linéaire (i.e. ohmique).
Cependant, cette approximation esttrèscontraignante car elle suppose que|M |2 est
une constante, indépendante de l’énergie et de la polarisation appliquée. Or, nous
avons vu, dans la section précédente en figure8.11, que cette affirmation est loin
d’être exacte (et nous constaterons, par ailleurs, les limites de cette approximation
dans la sous-section suivante) !

IV-C Comparaison de la méthode de l’hamiltonien tunnel avec un
calcul exact

Les différentes courbes de la section suivante vont illustrer les performances des ré-
sultats obtenus par la méthode de l’hamiltonien tunnel, à partir d’une comparaison avec
une solution exacte du problème (cf. annexeC sectionV). Le système que nous étudions
est du type Or–Silice–Or dont le profil de potentiel est tracé en figure8.18.

En figure8.19a, le coefficient de transmission est représenté en fonction de l’énergie
des électrons incidents pour une barrière de 12 Å. La figure8.19b illustre, quant à elle,
l’erreur commise sur ce coefficient en employant la méthode de l’hamiltonien tunnel ; la
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FIG. 8.20. (a) Coefficient de transmission d’une barrière de 20 Å, en fonction de l’énergie de
l’électron incident et pour différentes tensions appliquées. Les résultats sont issus, soit d’une
résolution exacte du problème (traits pleins), soit de la méthode de l’hamiltonien tunnel
(symboles). (b) Erreur relative commise en employant la méthode de l’hamiltonien tunnel.
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FIG. 8.21. (a) Coefficient de transmission d’une barrière de 25 Å, en fonction de l’énergie de
l’électron incident et pour différentes tensions appliquées. Les résultats sont issus, soit d’une
résolution exacte du problème (traits pleins), soit de la méthode de l’hamiltonien tunnel
(symboles). (b) Erreur relative commise en employant la méthode de l’hamiltonien tunnel.

position du niveau de Fermi de l’électrode y est, de plus, portée. Les mêmes types de gra-
phiques sont présentés en figures8.20et8.21pour des largeurs de barrière respectivement
de 20 Å et 25 Å. Nous remarquons l’excellente performance de la méthode de l’hamilto-
nien tunnel : le coefficient de transmissionT est donné à mieux de 5% pour des électrons
dont l’énergie est éloignée (dans le pire des cas) d’environ 10% (par rapport à la hauteur
totale de la barrière) du haut de la barrière.

Outre le coefficient de transmission, le courant est un critère de choix pour tester l’ef-
ficacité de la méthode de l’hamiltonien tunnel, puisque c’est à sa détermination que se
destine cette méthode. Les figures8.22a, 8.22b et 8.22c représentent donc la caractéris-
tique courant/tension de la barrière tunnel pour des largeurs de barrière respectivement
de 12 Å, 20 Å et 25 Å. Nous constatons, là encore, la parfaite adéquation des valeurs ob-
tenues, par le biais de la méthode de l’hamiltonien tunnel (symboles), avec celles issues
d’une résolution exacte du problème (traits pleins), sur les largeurs de barrière étudiées.

Sur ces mêmes graphiques, l’approximation de la résistance tunnel est aussi étudiée.
Cette résistance a été calculée en prenant pourρD0 ρG0 et M de l’équation (8.135) leur
valeur prise au niveau de FermiEF G. Cette approximation apparaît comme un développe-
ment limité au premier ordre de la caractéristique courant/tension : la résistanceRT repré-
sente, en effet, la pente à l’origine de la courbeI (V). Par ailleurs, l’approche résistance
tunnel, pourtant largement utilisée pour la détermination du courant dans les dispositifs
à blocage de Coulomb, est d’autant moins bonne que la barrière est épaisse. Cette pro-
priété s’explique par le fait que le coefficient de transmission et, par extension l’élément
de matriceM , ont une plage de variation qui augmente avec l’épaisseur de la barrière :
l’approximation M ' cste dans l’équation (8.135) se révèle alors de moins en moins
licite.

Enfin, en figures8.23a et8.23b, sont représentées respectivement la caractéristique
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FIG. 8.22. Caractéristique courant/tension I (V) de la jonction Or–Isolant–Or de la fi-
gure 8.18 pour différentes épaisseurs de barrière : (a) 12 Å, (b) 20 Å et (c) 25 Å. Les résul-
tats découlent de trois méthodes différentes : calcul exact (trait plein), méthode de l’hamilto-
nien tunnel (symboles) et approximation de la résistance tunnel (pointillés).
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FIG. 8.23. (a) Caractéristique courant/tension I (V) de la jonction Or–Silice–Or dans dif-
férents cas de largeurs de barrière. (b) Caractéristique courant/épaisseur de barrière I (d) de
la jonction Or–Silice–Or pour diverses tensions appliquées.

courant/tensionI (V) pour plusieurs largeurs de barrière et la caractéristique courant/é-
paisseur de barrièreI (d) pour différentes valeurs de tension appliquée. Nous remarquons
l’extrême sensibilité du courant en tant que fonction de la largeur de barrière, en raison
de sa dépendance exponentielle. La largeur de barrière deviendra donc un paramètre clé
pour la simulation des dispositifs à blocage de Coulomb ; et cela, d’autant plus, que les ca-
ractérisations pratiques semblent, à l’heure actuelle, incapables de donner une estimation
suffisamment précise de ce paramètre.

CONCLUSION

La méthode de l’hamiltonien tunnel se révèle donc une très bonne méthode pour le
calcul du coefficient de transmission et de la caractéristique courant/tension, pourvu que
les électrons proches du haut de la barrière ne jouent pas un rôle important et que la
barrière soit d’épaisseur suffisante. De plus, l’erreur commise, par rapport à une résolution
exacte du problème, est quasi-indépendante de la tension appliquée et de la largeur de la
barrière (dans le cas où la condition de faible transparence est satisfaite).

L’approximation de la résistance tunnel est d’autant plus contestable que les tensions
appliquées sont importantes, et que les barrières sont épaisses. Ceci se comprend, notam-
ment, par le fait que le coefficient de transmissionT est proportionnel à e−2αdg(V) (g étant
une fonction croissante de la tensionV). Ainsi, si l’épaisseur de barrièred augmente, le
terme dans l’exponentielle augmente etT devient de plus en plus dépendant de la tension
(|dT/dV| augmente) ; ce qui a pour effet de rendre, par là même, l’approximation de la
résistance tunnel plus litigieuse.

Comme attendu, la variation du courant tunnel avec la largeur de la barrière est ex-
ponentielle. Il existe donc une forte variation du courantI en fonction de la largeur de
barrièred. Compte tenu des incertitudes expérimentales sur la valeur ded, nous aurons,
par conséquent, une incertitude très forte sur la valeur du courantI .

Reste maintenant à appliquer la théorie de l’hamiltonien tunnel aux dispositifs à blo-
cage de Coulomb...
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Chapitre 9

A
pplication : blocage de coulomb
dans les structures métalliques

I Introduction

FORTS de nos conclusions sur les performances de la théorie de l’hamiltonien tunnel,
nous sommes maintenant à même d’y inclure les effets de blocage de Coulomb. Tel

est l’objet du présent chapitre, plus spécifiquement consacré aux dispositifs métalliques ;
le chapitre suivant étant, quant à lui, dévolu aux composants à semi-conducteur.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux différentes fonctions d’onde
dans les électrodes métalliques en tenant compte, entre autres, de leur caractère tridimen-
sionnel ou des variations de masse effective. Dans un second temps, ces fonctions d’onde
nous serviront à déterminer les fréquences de transition de transfert tunnel dans le cadre
du blocage de Coulomb. Enfin, nous verrons comment, de ces fréquences de transition,
obtenir une caractéristique courant/tension. Dans cette optique, deux méthodes, très dif-
férentes dans leur principe, seront mises en œuvre : la méthode de l’équation maîtresse et
la méthode Monte-Carlo.

Ce chapitre nous permettra de mieux appréhender lathéorie orthodoxe[42, 43, 45, 46,
47] du blocage de coulomb, tout juste effleurée dans le chapitre2.

II Étude des électrodes métalliques

II-A Objectifs

Comme dans le chapitre précédent, nous nous intéressons aux fréquences de passage
tunnel des électrons d’un système Métal–Isolant–Métal, comportant une barrière tunnel
d’épaisseurd, tel que celui de la figure9.1dans le cadre de la théorie orthodoxe du blocage
de Coulomb. Les différences majeures, par rapport aux calculs effectués précédemment,
résident dans le caractère tridimensionnel du dispositif et dans la variation de la masse
effective des électrons dans les différents matériaux.
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FIG. 9.1. Barrière tunnel tridimensionnelle Métal–Isolant–Métal. La référence du système
d’axe passe par le milieu de la barrière tunnel située entre x = −d/2 et x = d/2.

La démarche suivie afin de résoudre le problème reste, pourtant, toujours la même :

• décomposition du système en deux sous-systèmes, l’un décrivant l’électrode gauche,
l’autre l’électrode droite ;

• détermination des fonctions d’onde dans chacun de ces sous-systèmes ;

• et, enfin, calcul des fréquences de transition tunnel.

Cette section est réservée aux deux premiers points, la suivante au dernier.

II-B Fonctions d’onde dans les électrodes

II-B.1 Cas de l’électrode gauche

SYSTÈME ET POTENTIEL DE CONFINEMENT

Le sous-système associé à l’électrode gauche est représenté en figure9.2. Comme
nous l’avons dit, il nous faut décrire les électrodes de manière tridimensionnelle. Heureu-
sement, grâce à un potentiel de confinement judicieusement choisi, une bonne partie des
résultats précédents va être réutilisée. Avec les notations de la figure9.2, l’électrode de
taille L xG × L yG × L zG peut être décrite par le potentiel

VG(x, y, z) =



V0 si


x > 0
|y| 6 L yG/2
|z| 6 L zG/2

V0+ ēEx si


0 > x > −d/2
|y| 6 L yG/2
|z| 6 L zG/2

V1 si


−d/2 > x > −(L xG + d/2)
|y| 6 L yG/2
|z| 6 L zG/2

+∞ sinon

. (9.1)

Autrement dit, nous prenons un potentiel de confinement infini sur toutes les faces de
l’électrode sauf sur celle où l’effet tunnel peut avoir lieu. Le paramètreE désigne le
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taille L xG × L yG × L zG, placée en x =
−d/2, est plongée dans l’isolant.

0

0

0

x

y

L
yG

/2 

−L
yG

/2 

V
1
 

V
0
 

V
G

(x,y)

−d/2 
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nement de l’électrode gauche dans le plan
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champ électrique encaissé dans la jonction tunnel. Le potentielVG ainsi défini, peut se
décomposer en trois potentiels ne dépendant chacun que d’une seule variable d’espace

VG(x, y, z) = Vx(x)+ Vy(y)+ Vz(z). (9.2)

L’allure du potentiel de confinementVG dans le planz = 0 est représentée en figure9.3
et les potentielsVx(x), Vy(y) et Vz(z) sont tracés en figure9.4. Comme nous pouvons
le constater,Vx(x) correspond exactement au type de potentiel utilisé lors de l’étude des
électrodes unidimensionnelles du chapitre précédent.

De plus, nous prenonsmē comme masse des électrons dans l’électrode etm0 comme
masse dans l’oxyde.

Une des bases de la théorie orthodoxe repose sur une approximation que nous avons
déjà évoquée au cours de l’introduction sur le phénomène de blocage de Coulomb dans
le chapitre2: tout effet de quantification des niveaux d’énergie est négligé dans les dif-
férentes parties du système. Nous ferons donc tendre,a posteriori, comme nous l’avons
déjà fait, les différentes dimensions de l’électrode,L xG, L yG et L zG vers l’infini.

HAMILTONIEN ET FONCTION D ’ ONDE

Afin de déterminer la fonction d’onde des électrons dans l’électrode, nous sommes
amenés à résoudre une équation de Schrödinger dont l’hamiltonienHG est décomposable
en trois hamiltoniens ne dépendant chacun que d’une variable d’espace1, i.e.

HG9G = (Hx +Hy +Hz)9G = E9G, (9.3)

1. Notons, tout de même, que cette décomposition néglige l’effet de la variation de masse suivant la
directionx sur les hamiltoniensHy etHz.
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avec 

Hx = −
h̄2

2

∂

∂x

1

m(x)

∂.

∂x
+ Vx(x)

Hy = −
h̄2

2

∂

∂y

1

mē

∂.

∂y
+ Vy(y)

Hz = −
h̄2

2

∂

∂z

1

mē

∂.

∂z
+ Vz(z)

. (9.4)

Les trois hamiltoniensHx, Hy et Hz commutant, nous pouvons résoudre chacune des équa-
tions de Schrödinger séparément

Hx9x(x) = Ex9x(x)
Hy9y(y) = Ey9y(y)
Hz9z(z) = Ez9z(z)

; (9.5)

la fonction d’onde globale des électrons dans l’électrode nous est alors donnée par le
produit des fonctions9x, 9y et 9z tandis que l’énergie des électrons correspond à la
somme des énergiesEx, Ey, Ez (cf. annexeC sectionI-B)

9G(x, y, z) = 9x(x)9y(y)9z(z) (9.6)

E = Ex + Ey + Ez (9.7)

EXPRESSION DE9x

La détermination de9x(x) tire parti des résultats que nous avons établis au chapitre
précédent puisque le potentielVx(x) est similaire à celui utilisé pour l’électrode unidi-
mensionnelle. La seule différence réside dans la prise en compte de la variation de masse
effective dans le dispositif. En se servant toujours de l’approximation WKB à l’ordre 0
afin de déterminer9x(x) (cf. annexeC sectionVI),

9x(x) = 9x(0)e
−

∫ x

0

√
2m

h̄2

√
Vx(x′)− Ex dx′

, (9.8)

nous trouvons

9x(x) =



AG sin
[
k1(x + L xG + d/2)

]
si − (L xG + d/2)− 6 x < −d/2

AG sin
(
k1L xG

)
e
−α

2

3ēE

1
√

V0− Ex

[
(ēEx+ V0− Ex)

3/2
−

(
−

ēEd

2
+ V0− Ex

)3/2
]

si − d/2 6 x < 0

AG sin
(
k1L xG

)
e
−α

2

3ēE

1
√

V0− Ex

[
(V0− Ex)

3/2
−

(
−

ēEd

2
+ V0− Ex

)3/2
]
e−αx

si 0 6 x
0 sinon

,

(9.9)
avec

k1 =

√
2mē

h̄2 (Ex − V1) et α =

√
2m0

h̄2 (V0− Ex) (9.10)
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et V0, la valeur du potentiel au milieu de la barrière tunnel. La condition de continuité de
1/mE∇ψx en−d/2 impose, de plus, que

sin2(k1L xG) =
k2

1

k2
1 +

(
mē

m0

)2

α2

∣∣∣∣1− ēEd

2(V0− Ex)

∣∣∣∣
. (9.11)

L E CAS DE9y ET 9z

Le calcul de9y et9z se révèle beaucoup plus simple. En effet, étant donné que nous
supposons les électrodes infinies, (L y → ∞ et L z → ∞), il est légitime d’approcher les
fonctions d’onde9y et9z par des ondes planes

9y(y) = Ayeikyy et 9z(z) = Azeikzz (9.12)

avec

ky =

√
2mē

h̄2 Ey et kz =

√
2mē

h̄2 Ez. (9.13)

Ayant affaire à des ondes planes,py = h̄ky et pz = h̄kz représentent la quantité de mou-
vement des électrons suivant les directionsy et z. En raison de la tension de polarisation
appliquée suivant la directionx, nous faisons l’hypothèse que les quantités de mouve-
ment py et pz sont négligeables devantpx, quantité de mouvement de l’électron suivant
la directionx. Ceci n’est pas une approximation anodine, car nous savons très bien que le
mouvement erratique réel des électrons ne correspond en rien à leur mouvement global.
Cependant, l’impossibilité de connaître leur quantité de mouvement, suivant les directions
y et z nous oblige à faire quelques concessions. Les énergies cinétiquesEy etEz sont, par
conséquent, supposées nulles et leur fonction d’onde associée constante et égale à l’unité
(la constante de normalisation de la fonction d’onde globale étant portée par9x)

9y(y) = cste = 1
9z(z) = cste = 1

Ey = 0
Ez = 0

⇒ E = Ex (9.14)

FONCTION D ’ ONDE GLOBALE ψG(x, y, z)

Si nous résumons, la fonction d’onde9G(x, y, z) des électrons dans le sous-système
correspondant à l’électrode gauche peut s’écrire

9G =



0
si x 6 −(L xG + d/2) ou |y| > L yG/2 ou|z| > L zG/2

AG sin
[
k1(x + L xG + d/2)

]
si − (L xG + d/2) 6 x < −d/2 et|y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2

AG sin
(
k1L xG

)
e
−α

2

3ēE

1
√

V0− E

[
(ēEx+ V0− E)3/2−

(
−

ēEd

2
+ V0− E

)3/2
]

si − d/2 6 x < 0 et|y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2

AG sin
(
k1L xG

)
e
−α

2

3ēE

1
√

V0− E

[
(V0− E)3/2−

(
−

ēEd

2
+ V0− E

)3/2
]
e−αx

si x > 0 et|y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2

,

(9.15)
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sachant que

k1 =

√
2mē

h̄2 (E − V1) et α =

√
2m0

h̄2 (V0− E) (9.16)

et

sin2(k1L xG) =
k2

1

k2
1 +

(
mē

m0

)2

α2

∣∣∣∣1− ēEd

2(V0− E)

∣∣∣∣
. (9.17)

COEFFICIENT DE NORMALISATION AG

La constanteAG est déterminée en imposant la condition de normalisation à la fonction
d’onde :∫∫∫

espace

|ψG(x, y, z)|2 dxdydz=

+∞∫
−(LxG+d/2)

|9x|
2 dx

L yG /2∫
−L yG /2

|9y|
2 dy

LzG /2∫
−LzG /2

|9z|
2 dz= 1.

(9.18)
Or, nous avons vu, au chapitre précédent sectionIII-C.1, que, dans l’approximation de
l’électrode infiniment grande

lim
LxG→+∞

+∞∫
−(LxG+d/2)

|9x|
2 dx =

|AG|
2L xG

2
, (9.19)

de sorte que nous en déduisons

|AG|
2
=

2

L xG L yG L zG

=
2

VG

, (9.20)

oùVG = L xG L yG L zG représente le volume de l’électrode gauche.

II-B.2 Cas de l’électrode droite

SYSTÈME ET POTENTIEL DE CONFINEMENT

Nous allons procéder de manière similaire à la sous-section précédente pour établir
la fonction d’onde dans l’électrode droite de la figure9.5. Nous prendrons donc comme
potentiel de confinement

VD(x, y, z) =


V0 si x < 0, |y| 6 L yD/2 et|z| 6 L zD/2
V0+ ēEx si 0 6 x < d/2, |y| 6 L yD/2 et|z| 6 L zD/2
V3 si d/2 6 x 6 L xD + d/2, |y| 6 L yD/2 et|z| 6 L zD/2
+∞ sinon

,

(9.21)
où E représente toujours le champ électrique régnant au sein de la jonction tunnel (il
est, de plus, égal à celui défini dans l’électrode gauche). Ce potentiel peut toujours se
décomposer en trois potentiels ne dépendant chacun que d’une seule variable d’espace

VD(x, y, z) = Vx(x)+ Vy(y)+ Vz(z). (9.22)

Le profil de ces différents potentiels est représenté en figures9.6et9.7.
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trode droite : l’électrode métallique de
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FIG. 9.6. Allure du potentiel de confi-
nement de l’électrode droite dans le plan
z= 0.

FONCTION D ’ ONDE GLOBALE 9D(x, y, z)

Sous les mêmes hypothèses que pour l’électrode gauche (quantités de mouvement des
électrons nulles suivant les directionsy et z et approximation WKB à l’ordre 0 pour la
détermination de la fonction d’onde) nous trouvons comme fonction d’onde9D(x, y, z)
des électrons de l’électrode droite :

9D =



0
si x > L x D + d/2 ou|y| > L yD ou |z| > L zD/2

AD sin
[
k3(−x + L xD + d/2)

]
si L x D + d/2 > x > d/2 et|y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2

AD sin
(
k3L xD

)
e
α

2

3ēE

1
√

V0− E

[
(ēEx+ V0− E)3/2−

(
ēEd

2
+ V0− E

)3/2
]

si 0 6 x < d/2 et|y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2

AD sin
(
k3L xD

)
e
α

2

3ēE

1
√

V0− E

[
(V0− E)3/2−

(
ēEd

2
+ V0− E

)3/2
]
eαx

si x < 0 et|y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2
(9.23)

avec

k3 =

√
2mē

h̄2 (E − V3) et α =

√
2m0

h̄2 (V0− E) (9.24)

sachant que la condition de continuité de 1/mE∇9D enx = d/2 impose

sin2(k3L xD) =
k2

3

k2
3 +

(
mē

m0

)2

α2

∣∣∣∣1+ ēEd

2(V0− E)

∣∣∣∣
. (9.25)

La normalisation de la fonction d’onde nous assure, dans l’approximation des élec-
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FIG. 9.7. Profil de potentiel VD associé à l’hamiltonien de l’électrode droite sachant que
VD(x, y, z) = Vx(x)+ Vy(y)+ Vz(z).
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trodes infinies, que

|AD|
2
=

2

L xD L yD L zD

=
2

VD

, (9.26)

oùVD = L xD L yD L zD représente le volume de l’électrode droite.

II-C Densité d’états

Là encore, du fait du caractère tridimensionnel des électrodes, l’expression de la den-
sité d’états prend une forme différente de celle du chapitre précédent. Ainsi, l’énergie dans
l’électrode se décomposant en une énergie potentielleEc, représentant le bas de la bande
de conduction du matériau, et une énergie cinétiqueh̄k2/2mē

E = Ec +
h̄2k2

2mē

, (9.27)

nous pouvons écrire la densité d’états 3D (en tenant compte du spin) dans l’espace des
vecteursEk par :

n3D(Ek) = 2×
L x L yL z

(2π)3
. (9.28)

Ce qui correspond à une densité d’étatsn3D(E) en fonction de l’énergie (cf. annexeC
sectionVII )

n3D(E) = 2
↑

spin

×
Velec

(2π)2

(
2mē

h̄2

)3/2√
E − Ec, (9.29)

avecVelec, le volume de l’électrode.

II-D Statistique de Fermi-Dirac

La statistique de Fermi-Dirac revêt une importance capitale dans les phénomènes de
blocage de Coulomb, c’est pourquoi il est important de bien détailler cette notion (cf.
annexeC sectionVIII pour complément). Le rôle de la statistique de Fermi-Dirac, est
de donner la répartition énergétique d’un système de fermions, à l’équilibre thermodyna-
mique, en considérant le fait que les particules ne peuvent occuper le même état quantique
et sont indiscernables. La détermination de cette statistique passe par la maximisation de
l’entropie statistique du système ; on trouve alors que la probabilité pour qu’un électron
occupe un état d’énergieE est donnée par

f (E) =
1

1+ exp

(
E − µ
kBT

) , (9.30)

oùT est la température du système,kB la constante de Boltzmann etµ le niveau de Fermi.
Le niveau de Fermi, ainsi défini, peut être vu comme le niveau énergétique séparant, à
T = 0 K, les niveaux d’énergie complètement remplis de ceux complètement vides. Tou-
tefois, l’application de la première identité thermodynamique au système de Fermions
nous permet de donner une signification physique concrète au niveau de Fermi : il s’agit
du potentiel chimique du système (cf. annexeC sectionVIII ). Par définition, le potentiel
chimique représente la variation de l’énergie du système quand une particule supplémen-
taire est introduite, l’entropie et le volume restant constants.
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Dans le cas d’une électrode « normale » (c’est à dire n’exhibant pas de phénomène lié
au blocage) soumise à un potentiel électriqueV , le potentiel chimique s’écrit

µ = µref− ēV. (9.31)

En effet, l’action du champ électrique a pour conséquence l’augmentation de l’énergie
potentielle de chacun des électrons de−ēV par rapport à leur énergie de référenceµref

(en général,µref correspond au potentiel chimique de l’électrode servant de référence des
potentiels).

Dans le cas d’un îlot où les phénomènes de quantification de la charge ne sont plus
négligeables, l’expression précédente doit être revue pour tenir compte de l’énergie élec-
trostatique d’interaction entre les électrons. Or, nous connaissons déjà l’accroissement
d’énergie du système, dû à l’injection, ou au retrait d’un électron d’un îlot métallique, ce
calcul a été établi au chapitre2 en sectionII-B pour une structureMIMIM . Ainsi, si un
électron, par effet tunnel, est injecté depuis une électrode de niveau de FermiE felec vers un
îlot contenant déjàN électrons, l’énergie du système passe deE (N) àE (N + 1). En
termes de potentiel chimique, ceci se traduit par

µ(N + 1) = E felec+
∂E (N)

∂N
. (9.32)

Le point délicat réside, ici, dans l’évolution discrète des charges dans le système qui fait
de la dérivée de l’énergie un non-sens physique. En revanche, nous pouvons approcher
cette dérivée par la variation discrète de l’énergie lors de l’adjonction d’un électron sup-
plémentaire dans l’îlot

∂E (N)

∂N
≈

1E (N)

(N + 1)− N
=E (N + 1)−E (N). (9.33)

Nous obtenons, de la même manière, le potentiel chimique de l’îlot si un électron s’échappe
par effet tunnel vers l’électrode de niveau de FermiE felec

µ(N − 1) = E felec+E (N)−E (N − 1). (9.34)

En conclusion, nous pouvons définir le niveau de Fermi dans un îlot métallique conte-
nantN électrons soumis au blocage de Coulomb par

E fîlot = E fref +1E
±, (9.35)

où1E ± représente la variation de l’énergie du système{
si N → N + 1 1E ±

= 1E +
=E (N + 1)−E (N)

si N → N − 1 1E ±
= 1E −

=E (N)−E (N − 1)
. (9.36)

et E fref est le niveau de Fermi de l’électrode vers (depuis) laquelle les électrons arrivent
(partent) par effet tunnel.



 Chap. 9 Application : blocage de coulomb dans les structures métalliques

M MII M

EFgauche
EFdroite

EFîlot

N=0

N=1

FIG. 9.8. Position du niveau de Fermi
de l’îlot à tension appliquée nulle.

Par exemple, dans le cas de la structure
MIMIM du chapitre2 (où la valeur de l’éner-
gieE est donnée en équation (2.22), le ni-
veau de Fermi de l’îlot totalement déchargé
(N = 0), à tension nulle, vaut (cf. Fig.9.8) :

E fîlot = E fGauche−
ē2

2Ceq

. (9.37)

Si nous pouvons toujours définir un niveau
de Fermi dans un îlot, en raison de l’exis-
tence physique d’un potentiel chimique, il
n’en reste pas moins que nous devons nous in-
terroger sur la réalité de l’existence d’une sta-
tistique du type Fermi-Dirac, par hypothèse li-
mitée aux systèmes contenant un nombre in-
fini de particules. Dans le cas des îlots métalliques, comme nous l’avons vu dans la sec-
tion III-C du chapitre2, dédiée à la quantification des niveaux dans un îlot métallique, la
position du niveau de Fermi, relativement élevée par rapport au bas de la bande de conduc-
tion, nous permet d’affirmer que le nombre d’électrons libres est suffisamment important
et les niveaux suffisamment rapprochés pour admettre la validité de la statistique de Fermi-
Dirac. Cependant, dès lors que nous étudierons des boîtes quantiques semi-conductrices
où l’influence de la quantification des niveaux devient importante, la statistique de Fermi
ne peut plus être utilisée. Nous verrons, heureusement, que ceci ne représente pas un frein
à la description du blocage de Coulomb dans les dispositifs semi-conducteurs.

III Fréquences de transition tunnel et blocage de Coulomb

III-A Élément de matrice M

Nous avons vu, au chapitre précédent, que l’élément de matriceM , quantifiant la pro-
babilité de transmission des électrons par effet tunnel, s’écrivait

M =
h̄2

2m0

∫∫
Sbar

(
9G
E∇9D −9D

E∇9G

)
d ES. (9.38)

où9G et9D sont, respectivement, les fonctions d’onde électroniques dans les électrodes
gauche et droite, etSbar la surface frontière entre les domaines gauche et droite, située dans
la barrière tunnel (ici il s’agit du plan d’équationx = 0). Compte tenu des conventions de
la figure9.1, l’élément de surface orientéd ES vautdydz Ex. Cette surface n’étant orientée
que suivant la directionEx, il nous suffit de calculer les gradients suivant cette direction.

Le calcul deM apparaît, en réalité, relativement aisé, en raison de la forme particulière
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des fonctions d’onde, très proches de celles utilisées dans le chapitre précédent

M =
h̄2

2m0

∫∫
Sbar

(
9G
E∇9D −9D

E∇9G

)
d ES

=
h̄2

2m0

[
9xG

d9xD

dx
−9xD

dψxG

dx

]
x=0

∫∫
Sbar

9 yD(y)9yG(y)9zD(z)9zG(z)︸ ︷︷ ︸
1 si |y| 6 L y/2 et
|z| 6 L z/2

dydz

=
h̄2

2m0

[
9xG

d9xD

dx
−9xD

d9xG

dx

]
x=0

Sbar

(9.39)

Ainsi, le premier terme a déjà été calculé tandis que9yG et9yG n’étant toutes les deux
non nulles que pour|y| 6 L y/2 et |z| 6 L z/2 (avecL y = min(L yG; L yD) et L z =

min(L zG; L zD)) nous avonsSbar= L yL z. Nous trouvons alors

|M |2 =

(
h̄2

2m0

)2
4

VGVD

4k2
1k

2
3α

2S2
bar[

k2
1 +

(
mē

m0

)2

α2

∣∣∣∣1− ēEd

2(V0− E)

∣∣∣∣
] [

k2
3 +

(
mē

m0

)2

α2

∣∣∣∣1+ ēEd

2(V0− E)

∣∣∣∣
]

×e
−2αd

2(V0− E)
3ēEd

[(
1+

ēEd

2(V0− E)

)3/2

−

(
1−

ēEd

2(V0− E)

)3/2
]

(9.40)
Remarquons que dans cette expression, nous avons déjà supposé le fait que le passage
tunnel se fait à énergie constante et que, par conséquent, des électrons partis de l’électrode
gauche arrivent sur l’électrode droite avec la même énergie (etvice versa).

REMARQUE

La relation précédente peut se simplifier dans le cas où l’énergie des électrons est
suffisamment éloignée du haut de la barrière,i.e. E � V1 + Vbar soit ēEd/2 � V0 − E
(puisqueV0 = V1+ Vbar+ ēEd/2 d’après les figures9.4et9.7)

|M |2 ≈

(
h̄2

2m0

)2
4

VGVD

4k2
1k

2
3α

2[
k2

1 +

(
mē

m0

)2

α2

] [
k2

3 +

(
mē

m0

)2

α2

] × e−2αdS2
bar (9.41)

III-B Fréquences de transition

III-B.1 Électrode → îlot

Par définition, la fréquence de transition tunnel d’un électron partant d’une électrode
vers un îlot métallique nous est donnée par l’intégrale sur les énergies

0elec→Dot =

+∞∫
max(ECG,EC D)

2π

h̄
|M |2ρelec(E)ρDot(E) felec(E)

[
1− fDot(E)

]
dE . (9.42)
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où ρelec, ρDot, felec(E) et fDot(E) sont respectivement les densités d’états et les statistiques
de Fermi associées à l’électrode et à l’îlot. Compte tenu de la sectionII-D, le niveau de
Fermi EFDot dans l’îlot, lors de l’injection d’un électron (l’électrode servant de référence
des potentiels), est défini par

EFDot = EFelec+1E
+ (9.43)

Avec les propriétés des fonctions de Fermi de l’annexeC (sectionVIII ), nous pouvons
développer le produitfelec(E)

[
1− fDot(E)

]
:

felec(E)
[
1− fDot(E)

]
= f

(
E − EFelec

kBT

) [
1− f

(
E − EFelec

kBT
−
1E +

kBT

)]

=

f

(
E − EFelec

kBT

)
− f

(
E − EFelec

kBT
−
1E +

kBT

)
1− exp

(
1E +

kBT

) .

(9.44)

De sorte que

0elec→Dot =

+∞∫
max(ECG,EC D)

2π

h̄
|M |2ρelec(E)ρDot(E)

f

(
E − EFelec

kBT

)
− f

(
E − (EFelec+1E

+)

kBT

)
1− exp

(
1E +

kBT

) dE .

(9.45)

III-B.2 Îlot → électrode

De la même manière, la fréquence de transition tunnel de l’îlot métallique vers l’élec-
trode nous est donnée par

0Dot→elec=

+∞∫
max(ECG,EC D)

2π

h̄
|M |2ρelec(E)ρDot(E)

f

(
E − (EFelec+1E

−)

kBT

)
− f

(
E − EFelec

kBT

)
1− exp

(
−
1E −

kBT

) dE .

(9.46)

III-C Simplification : théorie orthodoxe

III-C.1 Approximations et théorie orthodoxe

La théorie orthodoxe du blocage de Coulomb [42, 43] vise à simplifier considérable-
ment le calcul des intégrales précédentes, moyennant quelques hypothèses :

• À faible température, les fonctions de Fermi peuvent être considérées comme des
fonctions « échelon » (cf. Fig.9.9) de sorte que leur seul effet est de limiter le
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FIG. 9.9. Allure générale des statistiques de Fermi dans deux électrodes métalliques polari-
sées, séparées par une barrière de potentiel.

domaine d’intégration des expressions9.45et9.46∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0elec→Dot = −

EFelec+1E
+∫

EFelec

2π

h̄

|M |2ρelec(E)ρDot(E)

1− exp

(
1E +

kBT

) dE

0Dot→elec= +

EFelec+1E
−∫

EFelec

2π

h̄

|M |2ρelec(E)ρDot(E)

1− exp

(
−
1E −

kBT

) dE

(9.47)

• Si les énergiesEFelec et EFelec+1E
± ne sont pas trop éloignées l’une de l’autre, nous

pouvons considérer les densités d’états et l’élément de matriceM comme constants
sur cet intervalle. Nous définissons alors, de même que dans le chapitre précédent,
la notion de résistance tunnel

Rt =
h̄

2π ē2ρDotρelec|M |
2 . (9.48)

Les fréquences de transition prennent alors la forme très simple suivant

0elec→Dot =
1

ē2Rt

−1E +

1− exp

(
1E +

kBT

)
0Dot→elec=

1

ē2Rt

1E −

1− exp

(
−1E −

kBT

) (9.49)

Signalons que certains auteurs améliorent les expressions ci-dessus en introduisant une
variation de la résistance tunnel avec la tension [97, 98].
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REMARQUE

Les deux expressions précédentes de la fréquence de transition tunnel peuvent être
unifiées en une seule :

0 =
1

ē2Rt

−1
i→ f
E

1− exp

( 1
i→ f
E

kBT

) (9.50)

où 1
i→ f
E =Efinal −Einitial représente la variation d’énergie de Fermi entre l’état final et

l’état initial. Cette expression est valable, que l’électron arrive dans l’îlot ou qu’il en parte.

III-C.2 Cas où T = 0 K

Dans le cas où la température tend vers 0 K, l’expression de la fréquence de transition
devient :

0 =


0 si 1

i→ f
E > 0

−

1
i→ f
E

ē2Rt

si 1
i→ f
E < 0

. (9.51)

Nous retrouvons la fréquence de transition que nous avions évaluée grossièrement au cha-
pitre 2 sectionII-C. En effet, cette fréquence est nulle (c’est-à-dire qu’aucun électron
ne peut traverser la barrière) si la variation de l’énergie potentielle est positive, et vaut
−1

i→ f
E /ē2Rt dans le cas contraire : comme àT = 0 K, le milieu extérieur ne peut appor-

ter aucune énergie supplémentaire aux électrons pour passer outre le blocage de charge ;
ceux-ci ne peuvent traverser la barrière qu’à la seule condition que la transition aille dans
le sens d’une diminution de l’énergie potentielle du système.

IV Courant dans une structure MIMIM

IV-A Position du problème

Nous désirons maintenant connaître la caractéristique courant/tensionI (V) du dis-
positif MIMIM représenté en figure9.10, à partir des différentes fréquences de transition
calculées dans la section précédente :

• 0
G→Dot

fréquence de transition de l’électrode gauche vers l’îlot,

V

�
G Dot�

�
D Dot�

�
Dot D�

�
Dot G�

I

FIG. 9.10. Notations et conventions de signe utilisées.
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• 0
Dot→G

fréquence de transition de l’îlot vers l’électrode gauche,

• 0
D→Dot

fréquence de transition de l’électrode droite vers l’îlot,

• 0
Dot→D

fréquence de transition de l’îlot vers l’électrode droite.

Pour ce faire, nous allons étudier deux techniques très différentes dans leur principe : la
méthode de l’équation maîtresse et la méthode Monte-carlo, chacune d’elles ayant ses
avantages et ses inconvénients.

IV-B Méthode de l’équation maîtresse

IV-B.1 Principe

AppelonsP(N, t) la probabilité de trouverN électrons dans l’îlot à l’instantt . La
fréquence de transition des électrons, par effet tunnel, étant donnée par0, 0dt représente
la probabilité de transition des électrons entret et t +dt. Nous pouvons alors effectuer un
« bilan de probabilité » (de la même manière qu’un bilan particulaire) de façon à calculer
la probabilité de trouverN électrons dans l’îlot àt + dt

P(N, t + dt) = P(N, t)
[
[1− 0

G→Dot
(N)dt][1 − 0

D→Dot
(N)dt][1 − 0

Dot→G
(N)dt][1 − 0

Dot→D
(N)dt]

]
+ P(N + 1, t)

[
0

Dot→D
(N + 1)dt + 0

Dot→G
(N + 1)dt

]
+ P(N − 1, t)

[
0

D→Dot
(N − 1)dt + 0

G→Dot
(N − 1)dt

]
.

(9.52)
Le premier terme de la somme correspond à la probabilité qu’il y ait déjàN électrons
dans l’îlot à l’instantt et qu’il ne se passe aucun événement tunnel. Le second terme
correspond à la probabilité qu’il y aitN + 1 électrons dans l’îlot à l’instantt et qu’une
transition permette à un électron de s’échapper par l’une ou l’autre des jonctions. Enfin, le
dernier terme correspond à la probabilité qu’il y aitN−1 électrons dans l’îlot à l’instantt
et qu’une transition permette à un électron d’être injecté dans l’îlot par l’une ou l’autre des
jonctions. Bien entendu, ce bilan tient compte du fait que le blocage de Coulomb repose
sur le caractère séquentiel des événements tunnel : les électrons ne peuvent passer que
un par un à travers les jonctions. En ne gardant que les termes au premier ordre endt,
nous obtenons l’équation différentielle régissant l’évolution temporelle de la probabilité
de présence des électrons dans l’îlot

∂P(N, t)

∂t
= P(N + 1, t)

[
0

Dot→D
(N + 1)+ 0

Dot→G
(N + 1)

]
+ P(N − 1, t)

[
0

D→Dot
(N − 1)+ 0

G→Dot
(N − 1)

]
− P(N, t)

[
0

G→Dot
(N)+ 0

D→Dot
(N)+ 0

Dot→G
(N)+ 0

Dot→D
(N)

] . (9.53)

Dans un cadre plus général où le nombre d’électrons dans l’îlot varie deN à M entre
t et t + dt (passage non séquentiel), nous aurions

∂P(N, t)

∂t
=

∑
M

M 6=N

P(M, t)0TOT(M → N)− P(N, t)0TOT(N → M), (9.54)
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FIG. 9.11. Matrice Γ définie à l’équation différentielle (9.56) et par les coefficients (9.57).
Cette matrice est de taille infinie.

avec0TOT(I → J), la somme des fréquences de transition faisant passer le nombre d’élec-
trons dans l’îlot directement deI à J.

Nous avons alors un système d’équations à résoudre (une équation pour chaque nombre
N d’électrons qu’il est possible de stocker dans l’îlot). Si nous notons

P(t) =



...
P(−2, t)
P(−1, t)
P(0, t)
P(1, t)
P(2, t)
...


(9.55)

le vecteur représentant la probabilité d’avoirN (N variant de−∞ à+∞) électrons dans
l’îlot, alors le système d’équations différentielles peut se mettre sous la forme matricielle
condensée suivante :

∂P
∂t
= Γ P (9.56)

avecΓ , la matrice présentée en figure9.11et
0+(N) = 0

D→Dot
(N)+ 0

G→Dot
(N)

00(N) = 0
G→Dot

(N)+ 0
D→Dot

(N)+ 0
Dot→G

(N)+ 0
Dot→D

(N)

0−(N) = 0
Dot→D

(N)+ 0
Dot→G

(N)

. (9.57)

IV-B.2 Résolution

À ce stade, le problème réside dans le fait que, dans une structure métallique, le
nombre d’électrons en excès, ou en défaut, dans l’îlot n’est pas,a priori, limité. Le vecteur
P et, par extension, la matriceΓ , sont donc de taille infinie. Ainsi, pour déterminer l’état
de charge de l’îlot à l’instantt , nous avons besoin de connaître l’ensemble des probabilités
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de présence des électrons dans la boîte pourN variant de−∞ à+∞ et l’ensemble des fré-
quences de transition associées. Nous sommes donc contraints de simplifier le problème
en ne considérant qu’un nombre restreint d’états de charge accessibles.

Dans le cas des dispositifs à blocage de Coulomb, à tension donnée, le nombre d’élec-
trons stockés dans l’îlot est limité du fait du phénomène de blocage de charges ; il n’est
donc pas déraisonnable de supposer que pourN suffisamment grand, la probabilité de
trouver N électrons dans l’îlot devient nulle. Nous limitons donc notre recherche àN
compris entre−Nmax et Nmax de sorte que le vecteurP

P=



P(−Nmax)
...

P(−1, t)
P(0, t)
P(1, t)
...

P(Nmax)


(9.58)

ainsi que la matriceΓ (cf. Fig.9.12) soient de dimension finie. L’équation matricielle (9.56)
reste, quant à elle, inchangée. Pour être en cohérence avec cette approximation, il faut im-
poser la nullité de la probabilité de transition d’un état àNmax (resp.−Nmax) électrons
stockés dans l’îlot vers un état àNmax+ 1 (resp.−Nmax− 1) électrons stockés.

La résolution du système ne pose alors plus aucun problème et la probabilité de pré-
sence deN électrons dans l’îlot est obtenue par l’exponentielle de la matriceΓ t

P(t) = eΓ tP(t = 0), (9.59)

P(t = 0) correspondant à l’état de charge initial de l’îlot ; généralement, on prend un îlot
non chargé comme état de départ :

P(t = 0) =



0
...
0

P(0, t = 0) = 1
0
...
0


. (9.60)
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face S située dans la barrière tunnel droite.

IV-B.3 Calcul du courant

Pour déduire, des résultats précédents, la valeur du courant circulant dans le dispositif,
il nous suffit de compter le nombre de charges ayant traversé, entret et t+dt, une surface
donnée de la structure. Si nous sommes en régime stationnaire (i.e. quandt → +∞), le
choix de la surface n’a pas d’importance. Prenons, par exemple, la surface entre l’îlot et
l’électrode droite, comme le montre la figure9.13. La charge traversant cette surface entre
t et t + dt s’écrit

d Q= −ē

[∑
N

P(N) 0
Dot→D

(N)dt −
∑

N

P(N) 0
D→Dot

(N)dt

]
. (9.61)

En effet,d Q correspond bien au bilan de l’ensemble des transitions de l’îlot vers l’élec-
trode droite (électrons qui ont passé positivement la surface) et des transitions de l’élec-
trode droite vers l’îlot (électrons qui ont passé négativement la surface), chacune de ces
transitions étant pondérée par la probabilité de trouverN électrons dans l’îlot. Nous en
déduisons alors la valeur du courantI traversant la structure :

I = −ē
∑

N

P(N)
[
0

Dot→D
(N)− 0

D→Dot
(N)

]
. (9.62)

Cette formule est généralisable dans le cas où le nombre d’électrons stockés varie en
un seul passage deN à M

I = −ē
∑

N

∑
M

M 6=N

P(N)ε(M − N)0TOT(N → M). (9.63)

où

ε(M − N) =

{
−1 si M > N (électrons rentrant dans l’îlot)

1 si M < N (électrons sortant de l’îlot)
, (9.64)

et0TOT(N → M) représente la fréquence de transition totale pour passer d’un nombreN
à un nombreM d’électrons dans l’îlot.
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IV-B.4 Simulations

Dans cette sous-section, nous allons résumer l’ensemble des étapes nécessaires à l’éta-
blissement d’une caractéristique courant/tensionI (V) pour un dispositif à blocage de
Coulomb par la méthode de l’équation maîtresse. Nous prenons comme application la
structureMIMIM déjà présentée au chapitre2.

• La première étape consiste à calculer l’énergie potentielle totale du dispositif en
fonction du nombre d’électronsN dans l’îlot et du nombre d’électrons (N1 et N2)
ayant traversé chacune des jonctions. Dans le cas de la structureMIMIM de capacités
C1, C2, nous avions (cf. Eq. (2.22))

E =
1

Ceq

(
C1C2V

2
+ (Nē)2

)
+

ēV

Ceq

(N1C2+ N2C1) . (9.65)

• On calcule ensuite l’ensemble des coefficients de transition tunnel entre les élec-
trodes du système. Dans le cas d’un dispositifMIMIM ces coefficients sont au nombre
de quatre (0

G→Dot
, 0

Dot→G
, 0

D→Dot
et 0

Dot→D
) et dépendent du nombreN d’électrons présents

dans l’îlot. Ces coefficients peuvent se calculer avec l’approximation de la théorie
orthodoxe (Eq. (9.50)) ou en intégrant numériquement l’équation (9.46).

• La matriceΓ est construite ainsi que l’exponentielle deΓ t (par des méthodes usu-
elles [140]). À partir de la probabilité initialeP(t = 0) de trouverN électrons dans
l’îlot, nous pouvons alors déterminer la probabilité de trouverN électrons dans l’îlot
en régime stationnaireP(t = +∞) (sachant qu’en pratique, on prend un temps fini
suffisamment grand pour être dans un tel régime2).

• Enfin, connaissantP(t = +∞) nous déduisons de l’équation (9.63), la valeur du
courantI traversant le dispositif.

Un exemple de simulation, utilisant la théorie orthodoxe, est présenté en figure9.14et
est comparé au modèle analytique simple, établi au chapitre2 sectionII-C : les résultats
concordent parfaitement sauf dans les cas oùβ = Rt1/Rt2 = 1. Cette différence provient
du modèle analytique qui impose le passage des électrons d’abord par la jonction no 2 puis
par la jonction no 1 ; comme dans le cas oùβ = 1 les deux jonctions ont la même trans-
parence, il n’est pas obligatoire que le mode de passage des électrons soit dans ce sens.
En fait cela dépend aussi des diagrammes de transition présentés en figures.2.14a,2.14b
et 2.14(c) : si α = C1/C2 = 1, le passage des électrons par les deux jonctions est pos-
sible, dès que la tension de polarisation dépasse le palier de blocage de Coulomb, ce qui
explique l’écart important observé entre le modèle analytique et la méthode de l’équation
maîtresse. En revanche, dans le cas oùα = 2, si la tension appliquée est comprise entre
ē/2C1 et ē/C1 les électrons sont obligés de passer d’abord par la jonction no 2 avant la
jonction no 1 : le modèle analytique donne alors de bons résultats. En conclusion, nous
venons, grâce à la méthode de l’équation maîtresse, de confirmer les résultats obtenus par
le modèle analytique du chapitre2 qui nous avait permis d’observer les grandes tendances
de la caractéristiqueI (V).

La caractéristique complète, tirée de la méthode de l’équation maîtresse, est tracée en
figure 9.15; mais nous ne l’étudierons en détail qu’en sectionV, après avoir décrit une
autre méthode de détermination de la courbeI (V) : la méthode Monte-Carlo.

2. Une autre manière consiste à résoudre directement l’équation de régime stationnaireΓ P= 0, c’est-à-
dire à rechercher le noyauKer(Γ ) de la matriceΓ .
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IV-C Méthode Monte-Carlo

IV-C.1 Principe

Plutôt que de calculer directement la probabilité de trouverN électrons dans l’îlot à
l’instant t , avec la méthode Monte-carlo, on préfère suivre les particules individuellement.
Ainsi, pour chacune des particules du système, on effectue un tirage au sort, basé sur les
fréquences de transition tunnel, afin de savoir si elle franchit la barrière tunnel ou non.
Nous introduisons, à cette fin, la notion detemps de vol libreτvl qui représente le temps
durant lequel une particule ne subit aucune interaction3. Dans le cadre d’une description
probabiliste,τvl est une variable aléatoire entièrement définie par la donnée :

• soit de safonction de répartition Fτvl (τ ) = Prob(τvl < τ) représentant la probabilité
d’avoir un temps de vol libre inférieur à une certaine duréeτ ,

• soit par sadensité de probabilité fτvl (τ ) = Prob(τ < τvl < τ + dτ)/dτ , probabilité
par unité de temps d’avoir un temps de vol libre compris entreτ et τ + dτ .

La première tâche à accomplir consiste donc à calculer l’une ou l’autre de ces fonctions
afin de caractériser le problème.

IV-C.2 Fonctions caractéristiques du temps de vol libre

FONCTION DE RÉPARTITION

La définition de la fonction de répartition enτ + dτ nous est donnée par

Fτvl (τ + dτ) = Prob(τvl < τ + dτ) = 1− Prob(τvl > τ + dτ). (9.66)

Or, pour que le temps de vol libreτvl soit supérieur àτ +dτ , il faut qu’il n’y ait eu aucune
interaction sur l’intervalle [0, τ ] (probabilité Prob(τvl > τ)) ET qu’il n’y ait eu aucune
interaction entreτ et τ + dτ . Or, la probabilité qu’il se soit passé une interactioni de
fréquence0i entreτ et τ + dτ valant0i dτ nous en déduisons que

Fτvl (τ + dτ) = Prob(τvl < τ + dτ) = 1− Prob(τvl > τ)
∏

i

(1− 0i dτ). (9.67)

Si nous développons l’expression précédente et que nous ne gardons que les termes au pre-
mier ordre endτ , nous en concluons que la fonction de répartition de la variable aléatoire
τvl est régie par l’équation différentielle

d Fτvl (τ )

dτ
= −

( ∑
i

0i

)
Fτvl (τ )+

( ∑
i

0i

)
. (9.68)

La résolution de cette équation différentielle, en considérant que Prob(τvl < 0) = Fτvl (0) =
0 (le temps de vol libreτvl ne pouvant, par essence, être négatif), nous donne alors l’ex-
pression de la fonction de répartition

Fτvl (τ ) = 1− e
−

( ∑
i

0i

)
τ

, (9.69)

3. Ici, la notion d’interaction prend un sens très large puisqu’elle inclut le passage des particules par effet
tunnel.
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aléatoire τvl .

et de la densité de probabilitéfτvl

fτvl (τ ) =

( ∑
i

0i

)
e

−

( ∑
i

0i

)
τ

. (9.70)

Ces fonctions sont représentées en figure9.16.

COMMENT TIRER τvl AU SORT ?

Nous voulons tirer au sort la valeur deτvl d’une particule, de façon judicieuse, sachant,
qu’informatiquement, on ne sait tirer que des nombres aléatoires distribués uniformément
sur un intervalle fini [a,b]. Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle variable aléatoire

notéeU telle queU = g(τvl ) avecg :
[0,+∞[→ [a,b]
τvl 7→ U = g(τvl )

, g étant une fonction continue

et dérivable, strictement croissante et bijective sur son intervalle de définition (notons que
la croissance stricte nous assure la bijectivité si [a,b] est l’intervalle image de [0,+∞[).
La densité de probabilité deU est liée à celle deτvl par un changement de variable de
sorte que

fτvl (τ )dτ = Prob(τ 6 τvl < τ + dτ)
= Prob(τ 6 g−1(U ) < τ + dτ) (g bijective)
= Prob(g(τ ) 6 U < g(τ + dτ)) (g strictement↗)
= Prob(g(τ ) 6 U < g(τ )+ dg(τ ))) (g dérivable)
= fU(u)dg

(9.71)

soit
fτvl (τ ) = fU(u)g

′(τ ). (9.72)

En prenant comme fonctiong la fonction de répartition deτvl , Fτvl : [0,+∞[→ [0,1] qui
possède l’ensemble des propriétés souhaitées, nous avons alors

fU(u) = 1 (9.73)
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FIG. 9.17. Fonction de répartition de la variable aléatoire discrète Etun.

c’est-à-dire que la variable aléatoireU a une densité de probabilité uniforme sur l’inter-
valle [0,1]. Informatiquement, nous tirons donc au sort la variable aléatoire uniformeU
sur l’intervalle [0,1] et, sachant queU = 1−e

∑
i 0i τ , nous en déduisons la valeur du temps

de vol correspondant

τvl = −
ln(1−U )∑

i 0i

(9.74)

IV-C.3 Choix du type d’événement tunnel

À présent que nous connaissons le temps au bout duquel un événement tunnel inter-
vient, il nous faut décider quel type de transition va avoir lieu. Comme la probabilité qu’il
y ait eu un événement tunneli entret et t +dt vaut0i dt, nous en déduisons que la proba-
bilité d’avoir un événement tunneli sur un ensemble d’événements tunnel est donnée par

Pi =
0i dt∑
j 0 j dt

=
0i∑
j 0 j

(9.75)

(N.B. nous avons bien
∑

i Pi = 1).
Là encore, nous introduisons une nouvelle variable aléatoire discrèteEtun représentant

le type d’événement tunnel ayant lieu lors d’une interaction. Celle-ci a pour fonction de
répartition

FEtun(x) = Prob(Etun < x) =
∑

i
i<x

Pi . (9.76)

Un exemple de fonction de répartition est tracée en figure9.17pour la structureMIMIM

où, en tout, quatre interactions différentes peuvent avoir lieu.
Il nous faut maintenant trouver une nouvelle variable aléatoire, de probabilité uniforme

sur un intervalle [a,b], de façon à pouvoir tirer au sort le type d’événement tunnel ayant
lieu. Par analogie avec le cas précédent, nous introduisons la variable aléatoireU uniforme
sur [0,1], permettant un tirage au sort informatique. Montrons que la variable aléatoire
E = g(U ) n’est autre queEtun si la fonctiong, tirée de la fonction de répartition deEtun,
s’écrit

E = g(U ) =


1 si 06 U < P1

2 si P1 6 U < P1+ P2
...

...

i si
∑i−1

j=1 Pj 6 U <
∑i

j=1 Pj

(9.77)
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FIG. 9.18. Graphique illustrant le type d’événement tunnel à choisir après le tirage au sort
du temps de vol libre τvl .

Pour cela, il suffit de montrer queE et Etun ont la même fonction de répartition. Or,

FE(x) = Prob(E < x)
= Prob(E = 1)+ · · · + Prob(E = N) avecN 6 x < N + 1
=

∑N

k=1 Prob(E = k) car E est une V.A. discrète

=
∑N

k=1 Prob

( ∑k−1
j=1 Pj 6 U <

∑k

j=1 Pj

)
=

∑N

k=1 FU

( ∑k

j=1 Pj

)
− FU

( ∑k−1
j=1 Pj

)
par définition deFU

= FU

( ∑N

j=1 Pj

)
− FU(0) les termes s’éliminant 2 à 2.

(9.78)
Enfin, commeU est une variable aléatoire uniformeFU(u) = u, nous trouvons donc que
FE(x) =

∑N

j=1 Pj avecN 6 x < N + 1 soit E = Etun

De façon plus concrète, il suffit de tirer au sort une variable aléatoireU uniforme entre
[0,1] et de regarder dans quel intervalle (représenté par la fonctiong) U se trouve, nous
en déduisons ainsi quel type d’événement s’est produit (cf. Fig.9.18 pour le cas d’une
structureMIMIM ).

IV-C.4 Calcul du courant et simulation

La simulation d’un dispositif à blocage de Coulomb, tel que la structureMIMIM , se
révèle alors très simple : nous suivons, au cours du temps, le nombre de particulesN1

ayant traversé la jonction gauche, le nombre de particulesN2 ayant traversé la jonction
droite et le nombreN d’électrons stockés dans l’îlot. À cette fin, nous tirons au sort un
temps de vol libreτvl de manière à incrémenter la variable temps de cette valeur, et tirons
ensuite au sort le type d’événement tunnel ayant eu lieu, de manière à modifierN1, N2 et
N en conséquence. L’organigramme du programme est présenté en figure9.19.

Enfin, la valeur du courant est obtenue en effectuant la moyenne temporelle du nombre
de charge ayant traversé l’une des deux jonctions

I =

〈
d Q

dt

〉
= −ē

〈
χG/D

τvl

〉
, (9.79)

avec

χG/D =


1 si un électron a traversé positivement la jonction gauche/droite pendantτvl
−1 si un électron a traversé négativement la jonction gauche/droite pendantτvl

0 si aucun électron n’a traversé la jonction gauche/droite
.

(9.80)
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L’énorme avantage des simulations Monte-Carlo repose sur leur capacité à suivre les
particules individuellement, offrant une description très fine des phénomènes dynamiques
dans le dispositif. Cette méthode s’avère, par exemple, particulièrement bien adaptée pour
étudier le bruit généré par les dispositifs à blocage de Coulomb.

De plus, contrairement à la méthode de l’équation maîtresse, nous n’avons pas besoin
de connaître l’ensemble des états possibles du dispositif afin de décrire l’évolution du
système. Si cette limite reste peu contraignante, dans le cas de dispositifs simples comme
les structuresMIMIM , elle peut être un frein à la simulation de composants comportant un
nombre élevé d’îlots : le nombres d’états évoluant comme la puissance du nombre d’îlots !

Une caractéristique courant/tensionI (V) est montrée en figure9.20pour les mêmes
paramètres de simulation que la figure9.14avec laquelle elle est comparée. Comme nous
pouvons le constater, les résultats obtenus sont identiques.

Néanmoins, la méthode Monte-Carlo présente des fluctuations de courant, parfois im-
portantes (cf. Fig.9.20), qui ne permettent pas toujours de tirer de la caractéristique cou-
rant/tension ses traits de caractère généraux (tension de seuil, valeur du courant au niveau
des paliers de Coulomb,...) dissimulés sous le bruit de grenaille. Une solution peut passer
par l’élaboration d’une méthode de calcul hybride du courant, inspirée de la méthode de
l’équation maîtresse. Celle-ci s’appuie sur la détermination de la probabilité de présence
des électrons dans l’îlotP(N) comme nous l’avions fait pour la méthode de l’équation
maîtresse. Cette probabilité se détermine très simplement puisqu’il suffit de compter, au
cours d’une même simulation, le tempstN durant lequelN électrons était présents dans
l’îlot ( N variant de−Nmax à Nmax), de sorte que

P(N) =
tN

tTOT

, (9.81)

avec tTOT, temps total de simulation. L’application de l’expression (9.62) nous permet,
alors, de remonter au courant traversant le dispositif

I = −ē
∑

N

P(N)
[
0

Dot→D
(N)− 0

D→Dot
(N)

]
. (9.82)

Un exemple de simulation utilisant les mêmes paramètres que la précédente est présenté
en figure9.21: la caractéristiqueI (V) est nettement plus lisse et colle parfaitement aux
résultats issus de la méthode de l’équation maîtresse. Les effets de fluctuations réduits
offrent alors une bien meilleure lisibilité des propriétés générales des caractéristiques.
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FIG. 9.20. Caractéristique courant/tension issue de la Méthode Monte-Carlo (symboles)
comparée à celle obtenue à partir de la méthode de l’équation maîtresse (trait plein). Para-
mètres de simulation : α = 2, β = 100.
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FIG. 9.21. Caractéristique courant/tension issue de la méthode Monte-Carlo avec calcul du
courant via l’expression (9.82). Une comparaison est effectuée avec la méthode de l’équation
maîtresse. Paramètres de simulation : α = 2 et β = 100.
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V Application et résultats

V-A Introduction et logiciel utilisé

L’ensemble des techniques et méthodes exposées dans ce chapitre a donné naissance à
un logiciel, réalisé sous MATLAB , dont le but est de simuler des structures simples à blo-
cage de Coulomb du typeMIMIM . Ce logiciel, doté d’une interface utilisateur graphique
(cf. Fig. 9.22), se destine, non seulement, à des activités de recherche, où l’influence des
différents paramètres relatifs à la structure et la comparaison avec des résultats expérimen-
taux peuvent être examinées, mais aussi, à des fins pédagogiques, dans des enseignements
introductifs aux composants à blocage de Coulomb.

Contrairement aux simulateurs à blocage de Coulomb existant déjà [102], ce logiciel
ne se limite pas à la théorie orthodoxe du blocage de Coulomb, qui repose sur le concept
(discutable) de résistance tunnel afin de décrire le courant. Ainsi est-il possible de rentrer
directement des paramètres physiques fondamentaux du dispositif (cf. Fig.9.22b) tels que
l’épaisseur des barrières tunnel, le travail de sortie des différents matériaux, les permitti-
vités relatives, les dimensions de l’îlot,... pour obtenir une caractéristique courant/tension.
Bien entendu, moult options sont disponibles, tant du point de vue de la détermination
des fréquences de transition (résistance tunnel comme paramètre d’entrée, calcul de ces
résistances ou résolution des équations (9.45) et (9.46)), que de celui de la méthode de
calcul du courant (équation maîtresse ou Monte-Carlo). Les résultats s’affichent alors sur
l’écran principal (cf. Fig.9.22a) où il est possible d’observer la probabilité de présence
des électrons dans l’îlot et le diagramme des bandes du dispositif, en fonction de la tension
et du nombre d’électrons stockés.

À l’aide de ce logiciel, nous allons nous intéresser de plus près à l’influence des dif-
férents paramètres de la structureMIMIM sur la caractéristique courant/tensionI (V). En
particulier, nous étudierons l’impact d’une modification des paramètres géométriques (lar-
geurs de barrières, surface de l’îlot,...) sur l’allure du courant. Nous verrons aussi quel rôle
joue la température sur les caractéristiques du dispositif. Néanmoins, en premier lieu, nous
examinerons la validité de l’approximation de la résistance tunnel, largement utilisée dans
les simulateurs actuels de composant à blocage de Coulomb. L’ensemble des résultats qui
suivront dans les sous-sections suivantes, est issu de simulation utilisant la résolution de
l’équation maîtresse.

Avant cela, il nous faut évoquer un point que nous n’avons pas encore explicité jusqu’à
présent, et qui concerne la détermination des capacitésC1 et C2, liées respectivement aux
barrières gauche et droite. Le moyen le plus précis consisterait à résoudre les équations de
Maxwell tridimensionnelles dans le système électrode–oxyde–îlot cubique–oxyde–métal.
Étant donné le temps de calcul nécessaire à une telle résolution, nous avons opté pour
un calcul simple des capacités en supposant que les différentes jonctions peuvent être
considérées comme des condensateurs plans :C = εS/d, où S représente la surface de
l’îlot en vis à vis de l’électrode etd la largeur de la jonction tunnel. L’intérêt d’une telle
hypothèse, certes très approximative, est de pouvoir étudier rapidement l’influence des
différents paramètres du dispositif ; il reste néanmoins possible d’entrer manuellement
des valeurs de capacité issues, par exemple, de calculs par éléments finis ou de résultats
expérimentaux.
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(a)

(b)

FIG. 9.22. Captures d’écran du logiciel de simulation sous MATLAB , destiné à la simula-
tion des structures MIMIM .



 Chap. 9 Application : blocage de coulomb dans les structures métalliques

x

V

0-d/2 d/2

E
F1

E
F2

E
C2

E
C1

E
0

FIG. 9.23. Approximation de la résistance tunnel : nous prenons pour |M |2 et les densités
d’états, leur valeur à l’énergie E0, représentant l’énergie moyenne des électrons entre les
deux contacts métalliques considérés.

V-B Approximation de la résistance tunnel

En sectionIII-B , nous avons vu que l’évaluation de la fréquence de transition nécessi-
tait le calcul d’une intégrale portant sur l’énergie des électrons. Sous certaines hypothèses,
l’intégration pouvait être évitée grâce à l’introduction de la notion de résistance tunnel.
Cette approche repose, en particulier, sur le fait que les différentes densités d’états et
l’élément de matrice de transition tunnel, sont supposés constants (i.e. indépendants de
l’énergie de l’électron). Dans le simulateur, ces constantes sont déterminées à partir de la
valeur des densités d’états et de|M |2 prises à l’énergieE0, représentant l’énergie moyenne
des électrons entre les deux contacts métalliques considérés (cf. Fig.9.23).

La précision de l’approximation de la résistance tunnel (supposée constante) est illus-
trée en figure9.24 (les paramètres de simulation sont en légende de la figure). Il appa-
raît que celle-ci, bien que quantitativement proche du calcul intégral, reste relativement
restrictive dès lors qu’il s’agit de décrire le courant aux fortes tensions de polarisation :
l’allure générale de la caractéristiqueI (V), obtenue à l’aide de l’approximation de la
résistance tunnel, ne tient pas compte des zones de forte augmentation du courant, en par-
ticulier dans le domaine des tensions négatives. En conclusion, même si l’utilisation de
la notion de résistance tunnel est très utilisée, de nos jours afin de décrire les composants
à blocage de Coulomb, celle-ci apparaît limitée et n’offre pas une bonne description du
comportement véritable, tant quantitatif que qualitatif, de ces dispositifs. Le calcul com-
plet de la fréquence de transition tunnel se révèle donc préférable, au détriment d’un temps
de calcul plus important.

V-C Effet de la température

La caractéristiqueI (V) de la même structureMIMIM que précédemment est présentée
en figure9.25pour différentes températures. Elle illustre parfaitement la disparition pro-
gressive des paliers de Coulomb avec l’augmentation de température. Pour cette structure,
dont l’arête de l’îlot cubique mesure 39 Å, le fonctionnement à 300 K reste envisageable.
C’est ce que confirme le calcul de l’énergie de Coulombē2/Ceq ≈ 0.3 eV qui est bien
supérieure àkBT à 300 K. Nous constatons, là encore, la nécessité d’utiliser des îlots de
très petite taille afin de pouvoir observer de blocage de Coulomb à température ambiante.
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FIG. 9.25. Influence de la température sur la caractéristique I (V). Les paramètres du
dispositifs sont identiques à ceux utilisés dans la figure 9.24.
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FIG. 9.27. Influence de la barrière la
moins épaisse sur la caractéristique cou-
rant/tension I (V). À partir de la struc-
ture MIMIM de la figure 9.24, nous étu-
dions l’effet d’une réduction de 2 Å de la
barrière droite.

V-D Influence des paramètres géométriques

I NFLUENCE DE LA TAILLE DE L ’ ÎLOT

Comme nous le voyons en figure9.26, la taille de l’îlot (cubique), ici modifiée par l’in-
termédiaire de la surface de ses faces, influence, non seulement la largeur des différents
paliers de Coulomb, mais aussi l’amplitude du courant pouvant transiter dans le dispo-
sitif. Ainsi, la réduction de la taille de l’îlot permet, certes, l’augmentation de la largeur
des paliers de Coulomb (les capacitésC1 et C2 du système diminuent) mais conduit aussi
a une réduction du courant. Cette conclusion était prévisible : par analogie avec un sys-
tème « classique » la diminution de la surface, à travers laquelle les électrons circulent,
entraînentipso factola diminution du courant.

Un compromis doit donc être trouvé entre la réduction de la taille de l’îlot, pour une
utilisation optimale du composant à température ambiante, et le fait de garder une taille
d’îlot raisonnable afin d’éviter une réduction trop importante du courant (déjà relativement
faible). Nous verrons, heureusement, ultérieurement, que le paramètre critique contrôlant
l’amplitude du courant reste la largeur de la barrière la plus épaisse.

I NFLUENCE DE LA LARGEUR DE LA BARRIÈRE LA MOINS ÉPAISSE

En figure9.27, nous comparons la caractéristiqueI (V) obtenue en réduisant la lar-
geur de la barrière droite de 3 Å, cette barrière étant la plus mince des deux barrières
tunnel composant la structureMIMIM de la figure9.24. Comme nous pouvons le consta-
ter ce changement n’influence quasiment pas la caractéristique courant/tension. En fait, la
principale modification reste due au changement de la capacitéC2 modélisant la jonction
droite.
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FIG. 9.28. (a) Influence de la barrière la plus épaisse sur la caractéristique courant/tension
I (V). À partir de la structure MIMIM de la figure 9.24, nous étudions l’effet d’une réduction
de 2 Å de la barrière gauche. (b) Même courbe en échelle logarithmique.

I NFLUENCE DE LA LARGEUR DE LA BARRIÈRE LA PLUS ÉPAISSE

À l’opposé, une réduction de 3 Å de l’épaisseur de la barrière gauche (la plus large des
deux barrières) influence de manière considérable la valeur du courant comme le montre
la figure9.28: celui-ci augmente, en effet, de près d’un facteur 50. Nous pouvons aussi
noter une légère variation de la largeur des paliers due à la modification de la valeur de
la capacitéC1, condensateur équivalent de la jonction gauche. Nous en concluons donc
que la valeur du courant est imposée par la jonction la plus épaisse, c’est-à-dire par la
jonction tunnel la moins transparente. Là encore, ce phénomène n’est pas sans rappeler
le comportement classique du courant, dont la valeur, dans une branche, est dictée par la
plus forte résistance.

V-E Conclusion

Nous venons de décrire, dans ce chapitre, la réalisation d’un simulateur de structure
MIMIM à îlot métallique. Celui-ci est basé sur une description du courant tunnel à l’aide
de l’hamiltonien de transfert tunnel et offre l’avantage d’accepter la donnée de grandeurs
physiques, caractéristiques du système, comme paramètres d’entrée.

La dernière étape de ce mémoire consiste maintenant à décrire la dynamique des por-
teurs dans des îlots semi-conducteurs où la quantification des niveaux n’est plus négli-
geable. Une large part des résultats exposés ici va rester valable. En fait, la principale
différence repose sur la fonction d’onde utilisée pour décrire l’îlot : tandis que, dans ce
chapitre, nous avons utilisé la fonction d’onde d’une électrode métallique, dans les boîtes
quantiques semi-conducteurs nous allons utiliser la fonction d’onde de Hartree, dont la
deuxième partie de ce mémoire a, en partie, fait l’objet.
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Chapitre 10

B
locage de coulomb dans
les structures semi-conductrices

EN RASSEMBLANT les éléments développés dans les chapitres précédents, nous sommes
désormais capables de décrire le transport électronique dans un système comportant

un îlot semi-conducteur. Ainsi, dans les deux derniers chapitres, la modélisation du trans-
port, à l’aide du formalisme de l’hamiltonien de transfert tunnel, dans le cadre du blocage
de Coulomb, offre l’opportunité d’évaluer les fréquences de transition tunnel à partir de
la fonction d’onde des électrons dans chacune des parties du système prises séparément.

Son extension, dans le cas des structures à base d’îlots semi-conducteurs, ne pose pas
de problèmes majeurs, compte tenu des résultats de la deuxième partie de ce mémoire,
consacrée à la détermination de la structure électronique d’une boîte quantique par la
résolution des équations de Poisson et de Schrödinger couplées. Les fonctions d’onde
servant au calcul des fréquences de transition dans les îlots semi-conducteurs auront donc
deux origines distinctes :

• soit, celles-ci seront déterminées analytiquement, de la même manière que dans le
chapitre précédent, pour des électrons confinés dans les électrodes métalliques ;

• soit, elles seront issues d’un calcul numérique correspondant à la résolution de
l’équation de Schrödinger couplée à l’équation de Poisson.

Une autre différence fondamentale, par rapport à ce que nous avons traité jusqu’à
présent, dans cette troisième partie, est liée au caractère discret des niveaux d’énergie
dans la boîte quantique. Ainsi, dans une boîte quantique semi-conductrice, le confinement
dans les trois directions de l’espace et le petit nombre d’électrons qu’il est possible de
stocker rendent impossible l’emploi de la statistique de Fermi-Dirac : chaque porteur de-
vra donc être considéré individuellement et remplira préférentiellement le niveau de plus
basse énergie de la boîte.

Nous discuterons, en outre, de la possibilité pour un électron de transférer sur un ni-
veau excité ; ce cas n’étant, d’un point du vue théorique, pas différent du cas où l’électron
passe par le niveau fondamental : seule, la fonction d’onde à considérer sera différente.
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FIG. 10.1. Schéma de principe de la structure MISiIM . Cette figure présente, en outre, l’en-
semble des notations utilisées dans ce chapitre. De la même manière que dans les chapitres
précédents, le système global est subdivisé en plusieurs sous-systèmes ; le milieu de chacune
des barrières servant de frontière.

I Fonctions d’onde dans les différentes parties du système

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser à des structures du type Métal–Isolant–
Boîte quantique Si–Isolant–Métal (MISiIM ) telles que celle présentée en figure10.1. Com-
me nous l’avons vu dans le chapitre8, la première tâche à accomplir, pour appliquer la
théorie de l’hamiltonien tunnel, est de diviser le système en trois parties distinctes de façon
à déterminer la fonction d’onde des électrons dans chacune de ces parties.

Le diagramme des bandes unidimensionnel du dispositif est tracé en figure10.2pour
le cas non polarisé, et en figure10.3, dans le cas où l’on impose une tensionV sur la
structure. La décomposition s’opère alors de la même manière que dans les chapitres pré-
cédents en « découpant » le système global au milieu des barrières tunnel et en prolongeant
la valeur du potentiel de confinement par sa valeur prise au milieu de la barrière, comme
l’indique la figure10.3.

Le problème réside maintenant dans l’extraction d’une valeur pertinente de ce poten-
tiel de milieu de barrière, car son origine numérique et sa variation le long des directions
y et z empêchent une détermination parfaitement exacte,a priori. Nous allons donc voir,
dans les sous-sections suivantes, comment contourner cette difficulté en approchant de
façon analytique cette valeur.

I-A Dans la boîte quantique en silicium

Si, dans le cas de l’îlot en silicium, le potentiel de polarisation résulte, certes, de la
résolution numérique de l’équation de Poisson, nous avons toutefois à notre disposition
une approximation analytique de ce potentiel. En effet, dans le chapitre6 en sectionI-C,
nous avons vu que, sous certaines hypothèses, nous pouvions considérer que le vecteur
excitation électrique ne possède qu’une composante suivant la directionx et que cette
valeur pouvait être prise constante dans l’ensemble du dispositif :

D =
−VεSiO2

L + 2a

(
εSiO2

εSi

− 1

) , (10.1)
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FIG. 10.4. (a) Potentiel de polarisation utilisé pour la méthode de l’hamiltonien tunnel
pour une boîte quantique sphérique de 30 Å de rayon, la tension appliquée étant de 0.6 V.
La largeur de la barrière gauche est de 13 Å tandis que la largeur de la barrière droite est de
12 Å. La coupe est réalisée dans le plan z= 0. (b) Coupe suivant la direction x du potentiel
précédent pour une valeur de y située au centre de la boîte. Le cas du potentiel utilisé dans
le chapitre 6 est aussi représenté pour comparaison.

les notations étant les mêmes que dans le chapitre6 (i.e. L longueur du dispositif eta
rayon de l’îlot de silicium si celui-ci est sphérique1). Nous allons alors approcher la valeur
des énergiesV0G et V0D définies en figure10.3, par le potentiel au milieu des barrières
gauche et droite déterminé à l’aide du modèle analytique.

V0G = Vbar+
−ēV

L + 2a

(
εSiO2

εSi

− 1

) dG

2

V0D = Vbar+ ēV−
−ēV

L + 2a

(
εSiO2

εSi

− 1

) dD

2

. (10.2)

Cette approximation offre de très bons résultats suivant la droite passant par le centre
de la boîte (d’équationy = z = 0) puisque, comme nous pouvons le constater en fi-
gure10.4b, les valeurs deV0G et V0D correspondent parfaitement aux valeurs numériques
pratiques obtenues par la résolution de l’équation de Poisson (6.3). Comme dans le cha-
pitre 6, notre approximation consiste à utiliser ces valeurs deV0G et V0D au-delà dey = 0
et z = 0, même si nous savons bien que la valeur du vecteur excitation électrique (10.1)
devient de plus en plus litigieuse au fur et à mesure que l’on s’éloigne du centre de la boîte.
Effectivement, nous constatons que ces valeurs ne permettent pas une continuité parfaite
du potentiel sur l’ensemble du dispositif (Fig.10.4a). Toutefois, une telle discontinuité

1. Si l’on avait une boîte cubique, il faudrait prendre la longueur de son arête divisée par deux.
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reste inévitable si l’on désire conserver une valeur constante du potentiel tout le long du
nanocristal.

La structure électronique de la boîte est alors calculée en fonction de la polarisation
et du nombre d’électrons stockés dans l’îlot, de la même manière que dans le chapitre6,
c’est-à-dire par résolution auto-cohérente des équations couplées de Schrödinger et de
Poisson2. Dans la suite de ce chapitre, la fonction d’onde des électrons dans l’îlot sera
notée9Dot.

I-B Dans les électrodes métalliques

Le cas des fonctions d’onde dans les électrodes gauche et droite, de dimensions res-
pectivesL xG × L yG × L zG et L x D × L y D × L zD, a, quant à lui, déjà été traité dans le
chapitre9. Nous retrouvons donc, avec les mêmes notations de ce chapitre :

POUR L’ ÉLECTRODE GAUCHE

9G =



AG sin
[
k1(x + L xG + dG/2)

]
si x < −d/2 et|y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2

AG sin
(
k1L xG

)
e
−αG

2

3ēE

1√
V0G − E

[(
ēEx+ V0G − E

)3/2
−

(
−

ēEdG

2
+ V0G − E

)3/2
]

si − d/2 6 x < 0 et|y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2

AG sin
(
k1L xG

)
e
−αG

2

3ēE

1√
V0G − E

[(
V0G − E

)3/2
−

(
−

ēEdG

2
+ V0G − E

)3/2
]
e−αGx

si 0 6 x et |y| 6 L yG/2 et|z| 6 L zG/2
0 sinon

,

(10.3)
sachant que

k1 =

√
2mē

h̄2 (E − V1) αG =

√
2m0

h̄2 (V0G − E) |AG|
2
=

2

VG

(10.4)

sin2(k1L xG) =
k2

1

k2
1 +

(
mē

m0

)2

α2
G

∣∣∣∣1− ēEdG

2(V0G − E)

∣∣∣∣
. (10.5)

2. L’utilisation du modèle 1D étendu est aussi possible.
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POUR L’ ÉLECTRODE DROITE

9D =



AD sin
[
k3(−x + L xD + dD/2)

]
si x > d/2 et|y| 6 L yD/2 et|z| 6 L zD/2

AD sin
(
k3L xD

)
e
αD

2

3ēE

1√
V0D − E

[(
ēEx+ V0D − E

)3/2
−

(
ēEdD

2
+ V0D − E

)3/2
]

si 0 6 x < d/2 et|y| 6 L yD/2 et|z| 6 L zD/2

AD sin
(
k3L xD

)
e
αD

2

3ēE

1√
V0D − E

[(
V0D − E

)3/2
−

(
ēEdD

2
+ V0D − E

)3/2
]
eαx

si x < 0 et|y| 6 L yD/2 et|z| 6 L zD/2
0 sinon

,

(10.6)
sachant que

k3 =

√
2mē

h̄2 (E − V3) αD =

√
2m0

h̄2 (V0D − E) |AD|
2
=

2

VD

(10.7)

sin2(k3L xD) =
k2

3

k2
3 +

(
mē

m0

)2

α2
D

∣∣∣∣1− ēEdD

2(V0D − E)

∣∣∣∣
. (10.8)

Dans les formules précédentes,VG et VD correspondent, respectivement, au volume
des électrodes gauche et droite,E à l’énergie de l’électron etE au champ électrique (dans
la directionx) encaissé dans les barrières (en théorie non identique pour les deux bar-
rières). Là encore, nous nous heurtons au problème de la prédétermination d’une valeur
issue d’un calcul numérique et nous employons la même approche que pour l’évaluation
des grandeursV0G et V0D . Connaissant le vecteur excitation électrique suivantx dans le
dispositif, il est aisé de déterminer le champ électrique localisé dans l’oxyde

E =
−V

L + 2a

(
εSiO2

εSi

− 1

) , (10.9)

où a représente toujours le rayon de la boîte quantique. Bien entendu, cette expression
ne reste qu’une valeur approchée du véritable champ électrique. Toutefois, compte tenu
des résultats du chapitre6, cette valeur est une très bonne approximation du champ dans
l’oxyde, dans une directionx située au niveau du centre de la boîte. S’agissant de l’endroit
où le recouvrement entre les fonctions d’onde est le plus important, ce champ n’introdui-
sant qu’un terme correctif dans l’élément de matrice (cf. chapitre8 Eq. (9.40)), il est par
conséquent légitime d’utiliser une telle approximation.
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II Fréquence de transition tunnel électrode/boîte quantique

II-A Élément de matrice M

II-A.1 Électrode gauche
 boîte quantique

L’élément de matriceMG
Dot quantifiant la probabilité de passage des électrons, par
effet tunnel, à travers la barrière gauche nous est donné par (cf. Chap.8)

MG
Dot =
h̄2

2m0

∫∫
SbarG

(
9G
E∇9Dot−9Dot

E∇9G

)
· d ES, (10.10)

avecd ES= dydz Ex etSbarG le plan perpendiculaire à l’axex situé au milieu de la jonction
tunnel gauche. Notons que, puisque nous travaillons avec des fonctions réelles, l’usage
des fonctions d’onde conjuguées n’est pas nécessaire. Contrairement au chapitre précé-
dent, nous ne connaissons, ici, analytiquement que9G, la fonction d’onde dans l’élec-
trode gauche. En remplaçant son expression dans la définition de l’élément de matrice,
nous trouvons alors

|MG
Dot|
2
=

(
h̄2

2m0

)2
2

VG

k2
1

k2
1 +

(
mē

m0

)2

α2
G

∣∣∣∣1− ēEdG

2(V0G − E)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
∫∫
SbarG

(
αG9Dot+

∂9Dot

∂x

)
dydz

∣∣∣∣∣∣∣
2

×e
−αGdG ·

4(V0G − E)
3ēEdG

[
1−

(
1−

ēEdG

2(V0G − E)

)3/2
]
.

(10.11)
La dérivation et l’intégration s’effectuent de manière numérique à partir de la fonction
d’onde issue de la résolution auto-cohérente des équations couplées de Poisson et de
Schrödinger.

II-A.2 Électrode droite 
 boîte quantique

De la même manière que précédemment, nous avons

MD
Dot =
h̄2

2m0

∫∫
SbarD

(
9Dot
E∇9D −9D

E∇9Dot

)
· d ES, (10.12)

oùSbarD est le plan perpendiculaire à l’axex situé au milieu de la jonction tunnel gauche.
En remplaçant9D par son expression (10.6), nous obtenons

|MD
Dot|
2
=

(
h̄2

2m0

)2
2

VD

k2
3

k2
3 +

(
mē

m0

)2

α2
D

∣∣∣∣1+ ēEdD

2(V0D − E)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
∫∫
SbarD

(
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∂9Dot

∂x

)
dydz

∣∣∣∣∣∣∣
2

×e
−αDdD ·

4(V0D − E)
3ēEdD

[(
1+

ēEdD

2(V0D − E)

)3/2

− 1

]
.

(10.13)
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Il est rassurant de constater, qu’en inversant l’axe desx, nous retrouvons bien l’ex-
pression de|MG
Dot|

2 puisquex ←→ −x, E ←→ −E et ∂ · /∂x ←→ −∂ · /∂x (les
indicesD devenantG etk3 devenantk1).

II-A.3 Simplification

Essayons de simplifier les éléments de matrice|M |2 dans le cas où l’énergieE des
électrons est très inférieure à la hauteur de barrière,i.e. E � Vbar. En introduisant l’ex-
pression deV0G de l’équation (10.2), la conditionE � Vbar devient

E � V0G −
−ēV

L + 2a

(
εSiO2

εSi

− 1

) dG

2
, (10.14)

soit, en reconnaissant l’expression (10.9) du champ électriqueE dans l’oxyde

EdG

2
� V0G − E . (10.15)

En effectuant un développement limité de|MG/D
Dot|
2 pour E � V0G/D −

EdG/D

2
, nous

obtenons alors :
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mē

m0

)2

α2
D

∣∣∣∣∣∣
∫∫
SbarD

(
αD9Dot−

∂9Dot

∂x

)
dydz

∣∣∣∣∣∣
2 .

(10.16)

II-B Fréquences de transition

II-B.1 Électrode gauche
 boîte quantique

Dans le calcul des fréquences de transition, nous sommes, de nouveau, confrontés
à l’impossibilité de définir une statistique de Fermi ou une densité d’états dans la boîte
quantique semi-conductrice, en raison du caractère discret des niveaux d’énergie. La défi-
nition de la fréquence de transition, donnée à l’équation (8.8) du chapitre8, doit donc être
modifiée en conséquence : l’intégration sur l’ensemble des énergiesEDot de l’îlot devient
une somme discrète, cependant que nous devons considérer le nombre d’électrons pré-
sents et le nombre de places libres sur le niveau d’énergieEDot au lieu de la densité d’états,
selon que nous étudions, respectivement, l’arrivée ou le départ d’un électron de l’îlot. La
transition d’un électron de l’électrode de gauche vers l’îlot s’écrit alors

0G→Dot =

∑
EDot

+∞∫
EcG

2π

h̄
|MG
Dot|

2ρG(EG)δ(EG − EDot)lDot(EDot) fG(EG)dEG, (10.17)
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où fG etρG représentent respectivement la statistique de Fermi-Dirac et la densité d’états
3D dans l’électrode gauche. La fonctionlDot(EDot) correspond, quant à elle, au nombre de
places libres sur le niveau d’énergieEDot de l’îlot.

De par la définition de la distribution de Dirac, l’expression précédente peut se sim-
plifier en

0G→Dot =

∑
EDot

2π

h̄
|MG
Dot|

2ρG(EDot)lDot(EDot) fG(EDot). (10.18)

Une démarche analogue conduit à l’expression de la fréquence de transition des élec-
trons de l’îlot vers l’électrode gauche

0Dot→G =

∑
EDot

2π

h̄
|MG
Dot|

2ρG(EDot)gDot(EDot)
[
1− fG(EDot)

]
, (10.19)

où la fonctiongDot(EDot) correspond au nombre d’électrons présents sur le niveau d’énergie
EDot.

II-B.2 Électrode droite 
 boîte quantique

De la même façon, nous trouvons
0D→Dot =

∑
EDot

2π

h̄
|MD
Dot|

2ρD(EDot)lDot(EDot) fD(EDot)

0Dot→D =
∑

EDot

2π

h̄
|MD
Dot|

2ρD(EDot)gDot(EDot)
[
1− fD(EDot)

] . (10.20)

III Application à l’étude d’une structure MI SiIM

III-A Des fréquences de transition au courant : fonctionsgDot et lDot

Nous n’évoquerons pas ici les diverses méthodes qui permettent de calculer le courant
à partir des fréquences de transition, celles-ci ayant déjà été décrites dans le chapitre
précédent et restant inchangées.

Avant de pouvoir caractériser un dispositifMISiIM , il nous faut connaître les fonctions
lDot(EDot) et gDot(EDot), autrement dit la répartition des électrons sur les différents niveaux
d’énergie de la boîte. Nous supposons, à cet effet, que les électrons se répartissent dans
leur état fondamental, c’est-à-dire que ceux-ci vont occuper les niveaux de la boîte du plus
bas en énergie au plus haut, en remplissant au maximum le nombre de places libres mises
à leur disposition. Rappelons que, dans le cas d’une boîte quantique en silicium, chacun
des niveaux est, en dehors des dégénérescences dues à la géométrie, douze fois dégénéré
(deux fois pour le spin et six fois pour les six vallées du silicium).

Il est, en revanche, tout à fait possible qu’un électron rentrant dans l’îlot, puisse oc-
cuper un niveau quelconque qui ne correspond pas forcément à l’état fondamental du
système (cf. Fig.10.5a). Nous faisons, en ce cas, l’hypothèse que le temps de relaxation
des électrons dans la boîte est suffisamment faible devant les temps de transfert tunnel
pour que l’état fondamental soit quasi-immédiatement atteint, dès l’arrivée de l’électron
sur le niveau (cf. Fig.10.5b). Ainsi, lorsqu’un électron part de la boîte quantique, il le fait
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FIG. 10.5. (a) Prise en compte du premier niveau excité comme niveau de transit possible
pour les électrons provenant des électrodes. La probabilité de passage des électrons sur des
niveaux d’ordre supérieur se réduit avec l’augmentation de l’énergie des niveaux, à cause
de la statistique de Fermi-Dirac. (b) Relaxation des porteurs de sorte que tous les électrons
sortant de la boîte quantique partent du niveau fondamental (c).

toujours à partir de l’état fondamental du système et même s’il peut, en théorie, rentrer
par n’importe lequel des niveaux de la boîte (cf. Fig.10.5c).

En pratique, il est impossible de calculer la totalité des fréquences d’interaction cor-
respondant à l’entrée d’un électron sur l’ensemble des niveaux excités qui s’offre à lui : le
calcul de la structure électronique de la boîte nécessiterait un grand nombre de résolutions
des équations de Schrödinger-Poisson couplées (une pour chaque tension de polarisation
et pour chaque nombre d’électrons qu’il est possible de stocker dans l’îlot). Les simula-
tions sont donc principalement réalisées en ne considérant que de la transition des élec-
trons vers le niveau fondamental de la boîte, tout en étudiant l’effet de la prise en compte
de la transition des électrons vers le premier niveau excité de l’îlot (cf. Fig.10.5).

III-B Application et résultats

CARACTÉRISTIQUE COURANT /TENSION DE LA STRUCTURE MI SiIM

À partir du logiciel présenté dans le chapitre précédent, de la théorie développée dans
ce chapitre et des méthodes de détermination de la structure électronique du chapitre6,
nous sommes désormais capables de déterminer la caractéristique courant/tension d’une
structureMISiIM . Ce calcul s’effectue en deux temps : d’une part un programme (réalisé
en langage C) détermine, par la méthode de Hartree, la structure électronique de la boîte
quantique utilisée dans la structureMISiIM , à diverses tensions de polarisation et pour un
nombre variable d’électrons stockés. D’autre part une extension du logiciel MATLAB du
chapitre9 prend le relais, afin de calculer les fréquences de transition et le courant par une
méthode Monte-Carlo.

Signalons que nous voyons ici tout l’intérêt d’utiliser la méthode de Hartree, puisque
la connaissance des fonctions d’onde de chacun des niveaux accessibles aux électrons,
dans la boîte, est nécessaire. La théorie de la fonctionnelle de la densité, par exemple, ne
l’aurait pas permis.
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FIG. 10.6. Caractéristique I (V) d’une structure MISiIM à 30 K. Le rayon de la boîte
quantique en silicium est de 30 Å, la largeur de la barrière de gauche est de 15 Å tandis que
celle de droite mesure 12 Å ; les électrodes sont en aluminium.

Les algorithmes utilisés, afin de déterminer la structure électronique de l’îlot en si-
licium souffrent de leur important temps de calcul. Une telle lourdeur numérique est un
frein au calcul systématique de la structure électronique des boîtes quantiques sur une
large plage de valeurs de tension. Afin de remédier à cet inconvénient, nous réalisons une
interpolation polynômiale des éléments de matriceM et des niveaux d’énergie, entre deux
valeurs calculées numériquement. Nous obtenons alors une caractéristique courant/ten-
sion, du type de celle présentée en figure10.6, pour une boîte quantique en silicium de
30 Å de rayon, espacée des électrodes métalliques par une couche de silice d’épaisseur
15 Å à gauche et 12 Å à droite ; le matériau utilisé pour les électrodes étant de l’aluminium
(4.1 eV de travail de sortie). Sur ce graphique, et ceux qui suivront, les symboles corres-
pondent aux résultats obtenus par la résolution des équations 3D de Poisson-Schrödinger
couplées, pour un nombre restreint de valeurs de tension, tandis que les courbes sont le
résultat d’un calcul pour un grand nombre de valeurs de tension à partir de l’interpolation
polynômiale des éléments de matriceM et des niveaux d’énergie. Notons, par ailleurs,
que le signe de la tension appliquée est tel que les électrons circulent principalement de
l’électrode droite vers l’électrode gauchevia le niveau fondamental de l’îlot (cf. Fig.10.5).

Dans la caractéristique tracée en figure10.6, nous observons, à une température de
30 K un comportement de blocage de Coulomb avec un premier palier d’environ 0.44 V
de largeur et un second de 0.35 V. La largeur du premier palier ne résulte pas uniquement
de l’énergie de charge de l’îlot : elle dépend, non seulement de la position du premier
niveau quantifié dans la boîte quantique, mais aussi de la position du niveau de Fermi des
électrodes à tension nulle (ou, ce qui revient au même, de leur travail de sortie).

Ainsi que, lors de l’étude des dispositifs métalliques, nous constatons la faible valeur
des courants véhiculés : quelques vingtaines de picoampères seulement pour le premier
palier de courant. Nous touchons, ici, du doigt l’un des inconvénients de l’électronique à
un électron : le passage individuel des porteurs est inévitablement un frein à l’obtention
de courants importants. Heureusement, comme nous l’avons vu au chapitre3, de nou-
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velles façons de penser les circuits intégrés permettent de s’affranchir, en partie, de cette
limitation.

I NFLUENCE DE LA PRISE EN COMPTE DU PREMIER NIVEAU EXCITÉ

Dans le paragraphe précédent, seul le niveau fondamental a été considéré lors du pas-
sage des électrons vers l’îlot. Nous tenons compte en figure10.7, pour le même dispositif
que celui de la figure10.6, de la possibilité, pour les électrons, de rentrer dans la boîte
par le premier niveau excité. Les caractéristiques montrent que la prise en considération
de ce niveau n’influe en rien sur les résultats. Il apparaît, en pratique, que la probabilité
de passage des électrons sur ce premier niveau est nulle. Ceci vient du fait que la forme
de la fonction d’onde (et notamment ses symétries particulières) de l’état d’arrivée est
incompatible avec celle de la fonction d’onde de départ ; nous trouvons alors que le terme∣∣∣∣∣∣∣

∫∫
SbarG/D

(
αG/DψDot±

∂ψDot

∂x

)
dydz

∣∣∣∣∣∣∣
2

(10.21)

est nul (à la précision numérique près).
Il n’est toutefois pas interdit que les électrons puissent transiter par les autres niveaux

excités. Néanmoins, à mesure que les niveaux montent en énergie, la probabilité de pré-
sence des électrons dans les électrodes, quantifiée par la statistique de Fermi-Dirac va en
diminuant, réduisant d’autant leur probabilité de passage (cf. Fig.10.5). Il est, par consé-
quent, tout à fait légitime de limiter le nombre de niveaux excités à considérer lors du
transport des électronsvia la boîte, à la fois pour des raisons pratiques (difficulté de déter-
miner un nombre important de niveaux en un temps de calcul raisonnable) et théoriques
(au fur et à mesure de l’augmentation de l’énergie des niveaux, la probabilité de transition
diminue).

I NFLUENCE DE LA TAILLE DE LA BOÎTE

En figure10.8sont présentées les caractéristiques courant/tension de boîtes quantiques
de 40 Å et 50 Å de rayon àT = 30 K. Si, par rapport à la figure10.6, nous observons
bien une réduction de la largeur des paliers, il est surtout très intéressant de remarquer des
effets de conductance différentielle négative, d’autant plus importants que le rayon de la
boîte quantique augmente.

En réalité, ce phénomène avait déjà été prédit au chapitre6, lorsque nous avions étudié
l’influence de la tension de polarisation sur l’allure de la fonction d’onde à l’intérieur de
l’îlot : celle-ci avait une tendance très nette à se déplacer vers l’endroit de plus faible
potentiel dans la boîte. Nous avions alors remarqué que cet effet allait à l’encontre des
conditions requises à un blocage de Coulomb efficace. En effet, la fonction d’onde se
déplaçant vers la barrière par où sortent majoritairement les électrons, la probabilité de
sortie de ceux-ci augmente, cependant que, parallèlement, leur probabilité de rentrer dans
l’îlot diminue. De ce fait, à partir d’une certaine tension la boîte se décharge plus qu’elle ne
se remplit. Ne possédant aucun électron libre à l’état non polarisé (contrairement aux îlots
métalliques considérés comme des réservoirs), l’îlot en silicium peut se vider entièrement
et entraîner une chute de courant. Ce phénomène se révèle d’autant plus accentué que les
boîtes sont de grande taille (cf. Fig.10.8b). Comme nous allons le voir dans le paragraphe
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FIG. 10.7. Caractéristique I (V) d’une structure MISiIM avec prise en compte du premier
niveau excité. Les paramètres sont identiques à ceux de la figure 10.6.
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FIG. 10.8. Caractéristique I (V) à 30 K de deux structures MISiIM dont le rayon de l’îlot
en silicium est de (a) 40 Å et (b) 50 Å. Dans les deux cas la largeur de la barrière de gauche
est de 15 Å tandis que celle de droite mesure 12 Å ; les électrodes sont en aluminium. Les
pointillés indiquent les seuils de chargement d’un électron supplémentaire.
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suivant, nous pouvons, en large part, compenser celui-ci en dissymétrisant les largeurs de
barrière tunnel de chaque côté de l’îlot.

L’allure générale des caractéristiques courant/tension obtenues se révèle donc forte-
ment dépendante des conditions géométriques initiales. Soit nous pouvons observer des
conditions de blocage de Coulomb de même nature que dans les métaux si les boîtes quan-
tiques sont de petite taille et/ou si la largeur de la barrière tunnel par où partent les élec-
trons est plus épaisse que celle par où ils rentrent (Fig.10.6). Soit nous pouvons observer
des oscillations de courant en fonction de la tension (Fig.10.8a). Dans ce cas, le courant
augmente dès le franchissement d’un nouveau palier de blocage de Coulomb mais décroît
à nouveau à cause de l’effet de la tension sur la fonction d’onde. La caractéristique de la
figure 10.8a est notamment cohérente, tant au niveau qualitatif que quantitatif, avec les
premières tentatives expérimentales d’obtention d’une caractéristique courant/tension sur
une structureMISiIM à îlot unique [49]. Soit encore, nous pouvons avoir une décroissance
forte du courant en fonction de la tension ; l’effet de la tension supplantant l’augmentation
du courant due à l’arrivée d’un électron supplémentaire dans la boîte (Fig.10.8b).

I NFLUENCE DE LA BARRIÈRE GAUCHE

Comme nous l’avons déjà dit, l’effet de la tension peut largement être compensé par
une augmentation de la largeur de la barrière par laquelle sortent majoritairement les élec-
trons (ici celle de gauche, compte tenu de la tension appliquée). Ainsi, en augmentant son
épaisseur, nous diminuons la probabilité de sortie des électrons de l’îlot devant la proba-
bilité de leur rentrée : l’îlot conserve suffisamment longtemps les électrons dans la boîte
pour que les phénomènes de blocage de charge interviennent.

C’est ce que nous constatons sur la figure10.9a, où l’augmentation de 2 Å de la largeur
de la barrière gauche, par rapport à la structure de la figure10.8b, a permis l’apparition du
premier palier de Coulomb. Ce faisant, nous avons toutefois détérioré de manière notoire
la valeur du courant véhiculé, celle-ci ayant été divisée par 5. Tout comme dans les dispo-
sitifs métalliques, la largeur de l’électrode la plus large règle aussi la valeur du courant, et
cela de façon importante à cause de la dépendance exponentielle du courant tunnel avec
la largeur de la barrière.

A contrario, la diminution de la largeur de la barrière gauche conduit à l’accentuation
du phénomène de diminution du courant avec la tension, tout en augmentant les valeurs
de courant véhiculé à basse tension (Fig.10.9b).

I NFLUENCE DE LA BARRIÈRE DROITE

La barrière droite étant la barrière de plus faible épaisseur dans notre système, sa va-
riation ne devrait pas trop influencer la valeur du courant à faible tension. En revanche,
son augmentation doit contribuer à accentuer le phénomène de vidage de la boîte, la pro-
babilité que les électrons rentrent dans la boîte diminuant. C’est effectivement ce que nous
observons en figure10.10en la comparant à la figure10.9a : si le courant débité en début
de premier palier est sensiblement le même, il décroît très vite dans le cas d’une barrière
droite de 14 Å tandis qu’il continue d’augmenter avec une barrière droite de 12 Å.
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FIG. 10.9. Caractéristique I (V) de deux structures MISiIM dont le rayon de l’îlot en
silicium est de 50 Å à 30 K. Dans le cas (a) la largeur de la barrière gauche est de 17 Å
tandis que dans le cas (b) elle mesure 13 Å. Dans les deux cas, la barrière droite mesure
12 Å. Le matériau des électrodes est en aluminium.
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FIG. 10.10. Caractéristique I (V) de deux structures MISiIM dont le rayon de l’îlot en
silicium est de 50 Å à 30 K. Dans le cas de la figure 10.9a la largeur de la barrière droite est
de 12 Å, tandis que dans la présente figure, elle mesure 14 Å. Dans les deux cas, la barrière
gauche mesure 17 Å. Le matériau des électrodes est en aluminium.
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FIG. 10.11. Caractéristique I (V) d’une structure MISiIM en fonction de la température.
Le rayon de la boîte quantique en silicium est de 30 Å, la largeur de la barrière de gauche
est de 15 Å tandis que celle de droite mesure 12 Å ; les électrodes sont en aluminium. Le
graphique (b) est identique au (a) mise à part le fait que chaque caractéristique est translatée
sur l’axe des ordonnées pour des raisons de clarté. (c) Courbes (a) en échelle logarithmique.
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FIG. 10.12. Caractéristique I (V), à 30 K et 300 K d’une structure MISiIM . Le rayon de
la boîte quantique en silicium est de 40 Å, la largeur de la barrière de gauche est de 15 Å
tandis que celle de droite mesure 12 Å; les électrodes sont en aluminium.

I NFLUENCE DE LA TEMPÉRATURE

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser à la viabilité des structuresMISiIM à
température ambiante. La figure10.11présente les caractéristiques courant/tension, ob-
tenues à diverses températures, d’un dispositif contenant un îlot de 30 Å de rayon. Ce
dispositif a été choisi en raison de ses larges paliers de Coulomb qui en font un des plus
aptes à exhiber du blocage de Coulomb à température ambiante.

Comme nous pouvons le constater, cette structure présente clairement du blocage de
Coulomb jusqu’à 200 K, le premier palier étant encore parfaitement visible à 300 K ; ce-
pendant, celui-ci s’estompe fortement. Nous constatons, néanmoins, la subsistance de la
zone de blocage des charges. Cette zone peut être caractérisée par une pente sous le seuil
qui s’élève à 100 mV/dec à 300 K (cf. Fig.10.11c).

La figure 10.12présente, l’influence de la température sur une caractéristique pré-
sentant une conductance différentielle négative. Tout comme précédemment, à 300 K, le
premier palier de courant disparaît et laisse place à une évolution continue du courant. La
zone de conductance négative reste présente et permet d’envisager une application des dis-
positifs à un électron dans des circuits électroniques analogiques reposant sur l’utilisation
de résistances différentielles négatives (oscillateur,...)
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FIG. 10.13. Caractéristique I (V), à 30 K, d’une structure MISiIM dont les électrodes sont
d’un matériau de 4 eV de travail de sortie. Elle est comparée à celle de la structure MISiIM
utilisant des électrodes en aluminium. Le rayon de la boîte quantique en silicium est de 30 Å,
la largeur de la barrière de gauche est de 15 Å tandis que celle de droite mesure 12 Å.

I NFLUENCE DE LA NATURE DE L ’ ÉLECTRODE

Nous avons vu, au premier paragraphe, que la largeur du palier de blocage total des
porteurs était liée, d’une part à l’énergie électrostatique d’interaction entre les électrons
ainsi qu’à la position du premier niveau quantique dans la boîte et, d’autre part à la posi-
tion du niveau de Fermi des électrodes métalliques. En figure10.13, nous présentons les
résultats obtenus avec le même type de boîte qu’en figure10.6mais avec des électrodes
dont le travail de sortie est de 4 eV (par exemple des électrodes en polysilicium). La carac-
téristique obtenue est très proche de celle obtenue avec des électrodes d’aluminium : tout
se passe quasiment comme si nous avions effectué une translation de 0.2 eV (c’est-à-dire
deux fois la différence entre les travaux de sortie des électrodes utilisées).

I NFLUENCE DE LA FORME DE LA BOÎTE QUANTIQUE

Enfin, en figure10.14, nous présentons les résultats obtenus pour des boîtes quantiques
cubiques, dont le volume est équivalent à une sphère de rayon de 40 Å. Comme attendu,
après l’étude des chapitres5 et6, les seuils de tensions des paliers de Coulomb sont iden-
tiques à ceux issus des caractéristiques de boîtes quantiques sphériques de même volume.
Il en résulte que l’allure générale des caractéristiquesI (V) d’une structureMISiIM à boîte
sphérique et celle d’une structureMISiIM à boîte cubique de même volume reste globa-
lement semblable. En revanche, les valeurs de courant obtenues sont, de plusieurs ordres
de grandeur, supérieures pour les boîtes cubiques. Ceci s’explique parfaitement par le fait
que, dans les boîtes quantiques sphériques, la surface en regard de l’électrode n’est pas à
égale distance de celle-ci mais est plus proche en son centre que sur les bords, contrai-
rement aux boîtes quantiques cubiques. Compte tenu de la dépendance exponentielle des
fréquences de transition avec la largeur de barrière, les conséquences sur le courant sont
énormes : une boîte quantique cubique transporte alors près de 100 fois plus de courant
qu’une boîte sphérique de même volume. Ces résultats confirment ceux obtenus, en réfé-
rence [95], qui montrent la forte influence de la forme de la boîte quantique sur les valeurs
de fréquences de transition.
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FIG. 10.14. Caractéristique I (V) d’une structure MISiIM pour des boîtes quantiques de
forme cubique à 30 K. Le rayon de la sphère équivalente est de 40 Å, la largeur de la bar-
rière de gauche est de 15 Å tandis que celle de droite mesure 12 Å ; les électrodes sont en
aluminium.

Faut-il pour autant rejeter un modèle unique (du type du modèle 1D présenté dans les
chapitres5 et 6) capable de décrire n’importe quelle forme de boîtes quantiques? Bien
entendu non, et à cela deux raisons :

• d’une part, s’il est vrai que le modèle sphérique n’est pas capable de restituer les
bonnes valeurs de courant des structuresMISiIM à îlot cubique (de toute façon peu
réaliste), il permet cependant de comprendre les allures observées : la différence
entre les caractéristiques n’étant qu’un simple facteur d’échelle ;

• d’autre part, technologiquement, les boîtes quantiques réalisées ont quasiment la
forme de sphères (voire de demi-sphères [68]). Le modèle sphérique (et par ex-
tension le modèle 1D) a donc de fortes chances de décrire, avec bonheur, les îlots
effectivement fabriqués.

III-C Conclusion

Ce chapitre, qui représente l’aboutissement de ce mémoire, a vu la réalisation d’un
simulateur de structure à blocage de Coulomb à îlot unique de silicium (et, plus géné-
ralement, semi-conducteur). Ce simulateur, à la fois basé sur une description du courant
tunnel, à l’aide de l’hamiltonien de transfert et sur l’étude des boîtes quantiques, par une
résolution des équations de Schrödinger-Poisson couplées, repose la donnée de grandeurs
physiques caractéristiques du système comme paramètres d’entrée. Ainsi, si certaines si-
mulations offraient, certes, l’avantage de décrire très finement la structure électronique
des boîtes quantiques semi-conductrices [94, 99, 100], le traitement des fréquences de
transition restait encore limité. Or, comme nous avons pu le constater, la dépendance de
la probabilité de transition avec la tension appliquée entraîne de profonds changements
dans les caractéristiques des composants à blocage de Coulomb sur semi-conducteur par
rapport à leurs homologues métalliques, avec, en particulier l’apparition de phénomènes
de conductance différentielle négative qui ont été, effectivement, observés expérimentale-
ment [49].
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DANS la recherche de solutions innovantes assurant la pérennité de la micro-électro-
nique sur silicium, qui devra faire face, dans quelques années, à des limites, tant

technologiques que théoriques, les dispositifs à blocage de Coulomb à semi-conducteur
ont su dévoiler des atouts plus que prometteurs. Ainsi, ces composants d’avant-garde,
basés sur le caractère quantique de la charge électrique, offrent une alternative possible
aux circuitsCMOS, tout en restant compatibles avec les technologies actuelles.

C’est, en effet, ce que nous a permis d’entrevoir la première partie de ce mémoire
où, après avoir traité, dans le chapitre, des difficultés inhérentes à la miniaturisation in-
tensive des transistorsMOS, nous avons pu constater, dans le chapitre, les opportunités
indéniables, en termes de contrôle, que proposent les dispositifs utilisant le phénomène
de blocage de charges. Ce chapitre fut aussi l’occasion de présenter les grands traits de la
théorie orthodoxe dont le rôle est de décrire le principe de fonctionnement de ces dispo-
sitifs, dans le cas de structures métalliques. Il est notamment apparu que les dimensions
du système étaient un paramètre crucial pour l’obtention de caractéristiques optimales,
spécialement à température ambiante.

Néanmoins, les tailles nanométriques imposées par ces composants ne vont pas sans
poser un certain nombre de difficultés de fabrication, comme l’a démontré le chapitre.
C’est pourquoi, que ces structures soient métalliques ou semi-conductrices, leur réalisa-
tion fait appel aux techniques de pointe de la lithographie, alliées à de nouvelles méthodes,
basées, par exemple, sur la fabrication de nanoparticules enterrées dans de l’oxyde. L’état
de l’art, présenté dans ce chapitre, nous a aussi permis d’apprécier le potentiel de ces
nouveaux composants, utilisant, à leur profit, des phénomènes de nature quantique : bien
qu’encore à leurs balbutiements, ils permettent déjà, notamment, d’envisager l’élaboration
de cellules mémoire à haute densité d’intégration, très fiables, fonctionnant sous faible
tension et ayant la possibilité de stocker plusieurs bits à la fois.

Dans un souci d’améliorer la mise au point de ces dispositifs de nouvelle génération, il
est également essentiel de mieux appréhender les divers aspects de leur mode de fonction-
nement, par l’intermédiaire de différentes modélisations et simulations. En particulier, ces
modèles doivent tenir compte du confinement quantique survenant dans les nanocristaux
de silicium. Tel fut l’objet de la deuxième partie de ce mémoire consacrée à la détermina-
tion de la structure électronique des boîtes quantiques en silicium.

De la méthode de Hartree et de la théorie de la fonctionnelle de la densité, présentées
au chapitre, il s’est avéré que la première, bien que, théoriquement, moins apte à traiter





 Conclusion et perspectives

un système polyélectronique, était la plus à même de décrire les boîtes quantiques, dans
le cadre d’une application du type blocage de Coulomb, puisqu’elle nous donne accès
aux fonctions d’onde électroniques. Ce choix fut, en outre, confirmé par l’équivalence des
résultats obtenus avec ceux issus de la théorie de la fonctionnelle de la densité. Les al-
gorithmes en résultant ont alors permis de décrire, avec succès, des boîtes quantiques en
silicium (ou plus généralement semi-conductrices), polarisées ou non, dans les chapitres
et. Nous avons, notamment, pu mettre en évidence la faible quantité de charges stockées
dans les boîtes susceptibles d’exhiber des effets de blocage de charges à température am-
biante, et l’influence du nombre d’électrons confinés sur leur spectre énergétique.

Hélas, les méthodes numériques employées ont, très vite, montré leur limite en raison
du temps de calcul nécessaire à la résolution des équations couplées de Schrödinger et
de Poisson tridimensionnelles. Ces méthodes ayant pour finalité d’être intégrées dans un
simulateur de composants comportant une multitude de boîtes quantiques de caractéris-
tiques variées, nous nous sommes donc penchés sur un modèle tirant parti des propriétés
de symétrie des nanocristaux sphériques, polarisés (chapitre) ou non (chapitre), à la
fois précis et rapide.

Néanmoins, toute modélisation, aussi bonne qu’elle soit, n’est rien si nous n’en connais-
sons pas les limites. Dans cette optique, le chapitre s’est intéressé, à l’aide d’une des-
cription moléculaire, à la validité de l’approximation de la masse effective pour des boîtes
quantiques ne comportant plus que quelques milliers d’atomes. Le modèle ainsi mis en
œuvre, se présentant plus comme un « garde-fou » que comme une véritable méthode
destinée à obtenir la structure électronique des nanocristaux, a de cette façon valider l’ap-
proche menée dans les chapitres précédents pour des boîtes dont le rayon est supérieur à
15 Å.

La dernière étape menant à l’élaboration d’un simulateur de composants à blocage de
Coulomb passe par la modélisation du transport des électrons, par effet tunnel, à travers le
système, ce à quoi la troisième partie était dévolue. Notre effort s’est porté sur la méthode
de l’hamiltonien de transfert tunnel, dont la théorie et les limites ont été largement explo-
rées au chapitre. Ses aptitudes à décrire avec simplicité et précision le passage séquentiel
des porteurs à travers une barrière d’oxyde tunnel, dans le cadre du blocage de Coulomb, a
par là même donné naissance, au chapitre, à un simulateur de structures Métal–Isolant–
Métal–Isolant–Métal. La force du logiciel mis au point résidait dans la description, très
physique, des grandeurs fondamentales du système servant de paramètres d’entrée (épais-
seur d’oxyde, travail de sortie des métaux, taille de l’îlot métallique,...).

L’ensemble des méthodes et techniques explicitées dans les neuf premiers chapitres,
s’est concrétisé, dans le chapitre, par la création d’un simulateur de composant à îlot
de silicium unique, basé lui aussi sur la donnée des paramètres physiques du système.
Les résultats obtenus ont alors prédit l’apparition, quelque peu inattendue, d’un effet
de conductance différentielle négative. Ce phénomène, lié à la localisation de la fonc-
tion d’onde sous l’action de la tension de polarisation, n’a, à notre connaissance, été ob-
servé pour l’heure qu’expérimentalement, lors des premières tentatives d’obtention d’une
caractéristique courant/tension de structures Métal–Isolant–boîte Si–Isolant–Métal à îlot
unique [49].

Loin d’être exhaustif, ce travail laisse encore de nombreuses questions fondamentales
et pratiques en suspens. En particulier, les phénomènes de relaxation des porteurs pro-
venant de niveaux excités et les interactions électron-phonon n’ont pas été abordés. Il
aurait, par ailleurs, été intéressant d’étudier l’impact, sur les caractéristiques en courant,
de l’utilisation du modèle 1D du chapitre.





En outre, en tenant compte du potentiel électrostatique généré par une électrode de
grille, nous aurions accès, facilement, aux caractéristiques complètes d’un dispositif plus
concret : leSET à îlot semi-conducteur unique. Grâce à l’approche 3D, nous pourrions,
de plus, étudier, sans grand problème, l’influence d’une charge électrique parasite dans le
système.

En replaçant ce travail dans le cadre, plus général, de la réalisation d’un simulateur
de dispositifs à blocage de Coulomb, tout à fait quelconques, pouvant, par exemple, com-
porter de nombreuses boîtes quantiques, le traitement du transport des porteurs entre deux
boîtes devra aussi être pris en considération... En ce qui concerne l’étude de dispositifs
hybrides, mêlant effet tunnel à un électron et architectureMOS classique, l’approche dé-
veloppée ici pourrait être couplée avec un simulateur Monte-Carlo, dédié à la résolution
de l’équation de Boltzmann (tel que le simulateur MONACO développé à l’IEF). Dans ce
but, il faudrait envisager le transfert tunnel entre une boîte quantique et un gaz 3D (voire
un fil 1D).

Bien sûr, seul l’avenir nous dira si les composants à blocage de Coulomb réussiront
à détrôner l’hégémonie des transistorsMOS en électronique numérique. Quoi qu’il en
soit, leur étude ne peut que nous aider à mieux comprendre les phénomènes physiques
intervenant à de telles échelles et ainsi mieux appréhender les autres domaines connexes
des nanotechnologies.
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AnnexeA
Analyse numérique et compléments

mathématiques

I Notions de fonction, d’opérateur et de fonctionnelle

I-A Définitions

ON APPELLE fonctionune application d’une ou plusieurs variables scalaires vers un
scalaire :

f : scalaire(s)7→ scalaire (A.1)

Exemple: fonction d’ondeψ(Er1, . . . Ern), densité électroniquen(Er ).
On appelleopérateurune application qui, à une fonction, associe une autre fonction :

Ô : fonction 7→ fonction (A.2)

Exemple: l’hamiltonienH = −
h̄2

2m
1 · +V ·.

On appellefonctionnelleune application qui, à une fonction, associe un scalaire :

F : fonction 7→ scalaire. (A.3)

On utilise la notationF [ f ].
Exemple: l’intégration

∫
∞

−∞
· dx.

I-B Dérivée d’une fonctionnelle

I-B.1 Définition

Par analogie avec ce que nous connaissons des fonctions, nous pouvons considérer que
la différentielle d’une fonctionnelleF [ f ] est la partie de la différenceF [ f + δ f ] − F [ f ]
qui dépend linéairement deδ f . Comme chaqueδ f (x) peut contribuer à cette différence,
la définition de la différentielle d’une fonctionnelle est donnée par :

δF =
∫

δF

δ f (x)
δ f (x) dx, (A.4)
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où la quantitéδF/δ f (x) est la dérivée fonctionnelle deF par rapport àf , au pointx. Une
manière simple de déterminer la dérivée d’une fonctionnelle repose sur le développement
de F [ f + δ f ] − F [ f ] en termes deδ f , en ne gardant que les termes du premier ordre, et
en mettant le résultat sous la forme de l’équation (A.4). Autrement dit, la dérivéeδF/δ f
peut être obtenue de la manière suivante :

lim
h→0

(
F [ f + h8] − F [ f ]

h

)
=

d

dh

∣∣∣∣
h=0

F [ f + h8] =
∫
δF

δ f
8(x) dx, (A.5)

où8(x) est une fonction quelconque. Nous dirons qu’une fonctionnelle est différentiable
si δ · /δ f existe au sens de (A.5). Comme la dérivée fonctionnelleδF/δ f peut dépendre
de la valeur def en tout pointx, δF/δ f est, elle-même, une fonctionnelle def .

I-B.2 Exemples

Examinons la dérivée, de quelques fonctionnelles, importantes dans le cadre de la
théorie de la fonctionnelle de a densité.

Exemple no 1 :

Supposons que l’on ait une fonctionnelle du typeF [ f ] =
∫

V(x) f (x) dx dont nous

voulons trouver la dérivée fonctionnelle. Nous calculons alors

F [ f + h8] =
∫

V(x)
[

f (x)+ h8(x)
]

dx, (A.6)

de sorte que

lim
h→0

(
F [ f + h8] − F [ f ]

h

)
=

∫
V(x)8(x) dx ,

∫
δF

δ f
8(x) dx. (A.7)

Nous en déduisons alors que
δF

δ f
= V(x) . (A.8)

Exemple no 2 :

Supposons que l’on ait une fonctionnelle du typeF [ f ] =
∫∫

g(|x′−x|) f (x) f (x′) dxdx′

dont nous voulons trouver la dérivée fonctionnelle. Nous calculons :

F [ f + h8] =
∫∫

g(|x′ − x|)
[

f (x)+ h8(x)
] [

f (x′)+ h8(x′)
]

dxdx′. (A.9)

Soit, en ne conservant que les termes du premier ordre enh,

F [ f+h8] = F [ f ]+h

{∫∫
g(|x′ − x|) f (x)8(x′) dxdx′ +

∫∫
g(|x′ − x|) f (x′)8(x) dxdx′

}
.

(A.10)
Les variablesx et x′ étant muettes etg(|x′− x|) = g(|x− x′|), nous pouvons interchanger
les deux variables d’intégration dans la première intégrale pour trouver que :

δF = 2
∫ {∫

g(|x′ − x|) f (x′) dx′
}
8(x) dx. (A.11)

Soit
δF

δ f
= 2

∫
g(|x′ − x|) f (x′) dx′ . (A.12)
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II Multiplicateurs de Lagrange

L’enjeu de cette section est de résoudre un problème de minimisation sous contrainte(s).

II-A Position du problème

Considérons une fonction réellef (x, y, z) de trois variables, réelles et indépendantes,
dont nous désirons connaître un extrêmum. La condition nécessaire et suffisante pour que
le triplet (xm, ym, zm) corresponde à la position d’un extrêmum s’écrit :

d f =
∂ f

∂x
dx+

∂ f

∂y
dy+

∂ f

∂z
dz= 0 en(xm, ym, zm), (A.13)

c’est-à-dire, puisquex, y, z sont indépendantes,

∂ f

∂x
=
∂ f

∂y
=
∂ f

∂z
= 0 en(xm, ym, zm). (A.14)

Toutefois, il n’est pas rare que la physique du problème impose une certaine contrainte
que nous pouvons écrire formellement

ϕ(x, y, z) = 0. (A.15)

De ce fait, les variablesx, y, z ne sont plus indépendantes.
La solution immédiate, qui vient à l’esprit, est d’utiliser la relation (A.15) afin d’éli-

miner une des variables et de résoudred f = 0 avec un nombre plus restreint de variables
indépendantes. Hélas, en pratique, notamment si l’équation (A.15) est non linéaire, cette
approche n’est pas toujours possible ; c’est pourquoi, on utilise souvent, comme alterna-
tive, la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

II-B La méthode des multiplicateurs de Lagrange

Le principe général de la méthode des multiplicateurs de Lagrange est de convertir
un problème sous contrainte(s) en un problème qui en est dépourvu, dans lequel lesdites
contraintes sont intégrées à l’expression de minimisation (A.13).

Partons du problème de la recherche des extrêma def (x, y, z) sous la contrainte
ϕ(x, y, z) = 0. La conditiond f = 0 pour que(xm, ym, zm) soit la position d’un extrê-
mum de f reste vraie, cependantx, y, etz n’étant plus indépendantes, la condition (A.14)
est fausse. Supposons, alors, quex et y soient indépendantes et que la variablez soit
donnée parϕ(x, y, z) = 0 (ceci n’entame en aucun cas la généralité de la preuve). De
ϕ(x, y, z) = 0 nous tirons alors que

∀(x, y, z) ∈ R3 dϕ =
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂x
dy+

∂ϕ

∂x
dz= 0 ; (A.16)

comme, en outre,
d f = 0 en (xm, ym, zm), (A.17)

nous en déduisons qu’en(xm, ym, zm) :

∀λ ∈ R d f + λdϕ = 0. (A.18)
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La fonction L = f + λϕ et le paramètreλ sont appelés respectivement lagrangien et
multiplicateur de Lagrange.

En (xm, ym, zm), et ce quel que soitλ appartenant àR, nous avons

dL =

(
∂ f

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x

)
dx+

(
∂ f

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y

)
dy+

(
∂ f

∂z
+ λ

∂ϕ

∂z

)
dz= 0. (A.19)

Cette relation est en particulier vraie pourλ tel que

∂ f

∂z
+ λ

∂ϕ

∂z
= 0 en (xm, ym, zm). (A.20)

Remarquons quex et y étant choisies comme variables indépendantes nous avons fort
heureusement∂ϕ/∂z 6= 0. La relationdL = 0 s’écrit alors simplement(

∂ f

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x

)
dx+

(
∂ f

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y

)
dy= 0. (A.21)

Soit, puisquex et y sont indépendantes :
∂ f

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x
= 0

∂ f

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y
= 0

en(xm, ym, zm). (A.22)

Ajouté aux autres relations :
ϕ(xm, ym, zm) = 0, (A.23)

etλ tel qu’en(xm, ym, zm)
∂ f

∂z
+ λ

∂ϕ

∂z
= 0, (A.24)

nous sommes amenés à résoudre quatre équations à quatre inconnues en vue de trouver
(xm, ym, zm). Remarquons que le coefficientλ n’a pas forcément besoin d’être calculé
explicitement ; il peut être éliminé dans les équations précédentes, comme nous allons le
voir dans l’exemple suivant.

II-C Exemple

a

b

c

FIG. A.1. Une boîte quan-
tique de dimension a×b×c

Soit le problème classique de mécanique quantique
d’une particule de massem dans une boîte parallélé-
pipèdique. L’énergie de l’état fondamental est donnée
par [133]

E =
h2

8m

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
. (A.25)

Nous cherchons les caractéristiques de la boîte de vo-
lume V0 = abc = cste qui minimise cette énergie. En
reprenant les notations précédentes, nous avons donc

f (a,b, c) = E =
h2

8m

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
(A.26)
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ϕ(a,b, c) = abc− V0 (A.27)

Soit à résoudre :

∂ f

∂a
+ λ

∂ϕ

∂a
= −

h2

4m

1

a3
+ λb c= 0 (A.28)

∂ f

∂b
+ λ

∂ϕ

∂b
= −

h2

4m

1

b3
+ λa c= 0 (A.29)

aveca b c= V0 et
∂ f

∂c
+ λ

∂ϕ

∂c
= −

h2

4m

1

c3
+ λb a= 0 (A.30)

D’où

a× (A.28) ⇒ λa b c=
h2

4m a2
, (A.31)

b× (A.29) ⇒ λa b c=
h2

4m b2
, (A.32)

c× (A.30) ⇒ λa b c=
h2

4m c2
. (A.33)

Et donc
a = b = c = 3

√
V0 . (A.34)

La méthode des multiplicateurs de Lagrange nous a, par conséquent, donné, très simple-
ment, le fait que l’énergieE est minimale si la boîte de volumeV0 est un cube. En outre,
nous n’avons pas eu besoin de calculer explicitementλ.
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III Résolution d’un problème aux valeurs propres

III-A La méthode QR

La méthode QR est une méthode classiquement utilisée pour déterminer les éléments
propres d’une matrice denseH . Son principe1 repose sur une série de transformations
orthogonales, du typeHi+1 =

t QHi Q (H0 = H ), conservant les valeurs/vecteurs propres,
mais où, à chaque étape, les sous-diagonales deHi deviennent de plus en plus petites
jusqu’à devenir négligeables. La matriceHi converge ainsi vers une matrice triangulaire
dont les valeurs propres sont directement lues sur la diagonale.

Cependant, dans le cas général, calculer des transformations orthogonales se révèle
trop désavantageux d’un point de vue du temps de calcul. Une première étape consiste, par
suite, à transformer la matriceH en une matrice de Hessenberg2, de manière à favoriser
les calculs ultérieurs des transformations élémentaires. La réduction d’une matriceH en
une matrice de Hessenberg peut être menée à l’aide de l’algorithme de Householder [140].

L’algorithme QR se présente alors de la façon suivante :

• Algorithme de Householder : Ĥ matrice de
Hessenberg
Ĥ a les mêmes valeurs propres que H
Ĥ = P−1H P

• initialisation V0← Id

• POUR i allant de 1 jusqu’à
« convergence »

• factorisation Ĥi = Qi Ri

avec Qi orthogonale et Ri

triangulaire supérieure

• Ĥi+1← Ri Qi

c’est-à-dire Ĥi+1 = Q−1
i Ĥi Qi =

t Qi Ĥi Qi

• Vi+1 = Vi Qi

• FIN POUR

• Valeurs propres : diag (Ĥi )

• Vecteurs propres : V = PVi

• FIN

1. Nous ne nous intéressons, dans cette section, qu’au cas des matrices à coefficients réels, mais une
généralisation peut être effectuée pour des matrices complexes. Dans un tel cas les transpositions deviennent
des transpositions conjuguées.

2. Une matrice de Hessenberg est une matrice dont tous les éléments situés en dessous de la première
sous-diagonale sont nuls.
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À chaque itération de la boucle de convergence, et au fur et à mesure que la sous-
diagonale deĤi devient négligeable, la diagonale de la matriceĤi tend vers les valeurs
propres deH . Les vecteurs propres, quant à eux, peuvent être facilement déterminés à
partir du produit de chacune des transformations orthogonales élémentaires.

Une amélioration (très usitée en pratique) est obtenue en introduisant un décalageσi à
chaque itération : elle est basée sur la propriété

Ĥi+1 =
t Qi Ĥi Qi =

t Qi (Ĥi − σi Id)Qi + σi Id. (A.35)

L’algorithme devient alors :

• Algorithme de Householder : Ĥ matrice de
Hessenberg
Ĥ a les mêmes valeurs propres que H
Ĥ = P−1H P

• initialisation V0← Id

• RÉPÉTER

• choix d’un décalage σi

• factorisation Ĥi − σi Id = Qi Ri

avec Qi orthogonale et Ri

triangulaire supérieure

• Ĥi+1← Ri Qi + σi Id

• Vi+1 = Vi Qi

• TANT QUE les éléments sous-diagonaux
de Ĥi sont supérieurs à une certaine
tolérance

• Valeurs propres : diag (Ĥi )

• Vecteurs propres : V = PVi

• FIN

Ce nouvel algorithme, dénomméImplicitly shifted QR, offre un double avantage : non
seulement, en utilisant une paire de complexes conjugués comme décalage, nous pou-
vons calculer des valeurs propres complexes tout en restant en arithmétique réelle mais il
permet, aussi, un gain notoire en termes de convergence (notamment siσ est une bonne
approximation de la valeur propre recherchée).

III-B La méthode d’Arnoldi à réinitialisation implicite

III-B.1 Position du problème

Lors de la résolution numérique de l’équation de Schrödinger, nous sommes amenés à
chercher quelques valeurs propres d’une matrice de grande taille et fortement creuse. Mal-
gré leur efficacité, en termes de convergence et de stockage, les méthodes « classiques »,
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telles que la méthode QR et ses variantes [140], ne sont pas adaptées à la recherche de
valeurs propres de matrices de ce type. Par ailleurs, le fait que les matrices issues de la
discrétisation par différences finies (voire par éléments finis) soient structurées et creuses,
laisse à penser que le produit matrice/vecteur peut être effectué de manière rapide avec
un stockage mémoire minimal. Le stockage intégral de la matrice et sa modification (en
détruisant son caractère creux) imposés par la méthode QR sont donc peu adéquats. Nous
avons, par conséquent, tout intérêt à utiliser des méthodes qui demandent des produits
matrice/vecteur avec la matrice creuse originale.

Une solution peut être apportée en utilisant des méthodes itératives comme la méthode
des puissances [142]. Deux inconvénients majeurs viennent, toutefois, entâcher ces tech-
niques : d’une part la convergence peut être extrêmement lente et, d’autre part une seule
valeur propre (et son vecteur propre associé) peut être calculée à la fois. Des améliora-
tions peuvent être employées pour résoudre, en partie, ces problèmes ; néanmoins nous
nous sommes dirigés vers une autre classe d’algorithmes utilisant les sous-espaces dits de
Krylov et avons, plus particulièrement, étudié la méthode d’Arnoldi et sa varianteIRAM

(Implicitly Restarted Arnoldi Method) [141, 142, 143].

III-B.2 Idée de base

L’objectif général d’une méthode de type Arnoldi (et plus généralement des méthodes
basées sur un sous-espace de Krylov) est de simplifier la détermination des valeurs/vecteurs
propres en recherchant une approximation, aussi précise que possible, dans un sous-espace
de l’espace de départ, de taille plus réduite. Nous sommes alors amenés à trouver les élé-
ments propres d’une matrice de taille raisonnable (typiquement de l’ordre de grandeur du
nombre de valeurs propres recherchées) où les algorithmes classiques, de type QR, font
merveille.

Si nous notonsH , la matrice creuse, de taillen (n étant,a priori, très grand dans le cas
de notre problème), dont nous voulons trouver quelques éléments propres (dans le cadre
de la mécanique quantique, seuls les états propres de plus basse énergie nous intéressent,
en général) etv1 un vecteur unitaire donné, on appellekième sous-espace de Krylov:

Kk(H, v1) = Vect
{
v1, Hv1, . . . , H k−1v1

}
. (A.36)

L’espace vectorielKk(H, v1) correspond au sous-espace engendré parv1 et les vecteurs
issus des itérations successives de la matriceH sur celui-ci. L’idée de base est de trouver
une approximation des vecteurs propres deH dans ce sous-espace. Pour cela, on définit
parpaire de Ritztoute paire(xi , λi ) satisfaisant la condition (dite de Galerkin)

tv(Hxi − λi xi ) = 0 ∀v ∈ Kk(H, v1). (A.37)

En fait, ceci signifie que les paires de Ritz satisfont à la relation liant les valeurs propres
à leur(s) vecteur(s) propre(s) associé(s) mais, dans un sous-espace projeté, plus petit que
l’original. On espère, alors, que la composante orthogonale à cet espace est suffisam-
ment faible pour que la paire de Ritz soit une bonne approximation du couple vecteur
propre/valeur propre deH .

Par extension, siV est une matrice dont les colonnes forment une base orthonormale
deKk(H, v1), la condition de Galerkin devient

tV(Hxi − λi xi ) = 0. (A.38)

Commexi appartient àKk(H, v1), nous pouvons le décomposer suivant les vecteurs de
base, de sorte quexi = V yi , et que

tV(HV yi − λi V yi ) = Byi − λi yi = 0, (A.39)
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en notantB = tV HV et puisquetV V n’est autre que la matrice identité (la base étant
orthonormale). Nous en déduisons que(xi , λi ) est un couple de Ritz si, et seulement si,
(yi , λi ) est un élément propre deB. La méthode d’Arnoldi consiste alors à construire
une baseVk deKk(H, v1) dans laquelle la matriceB est de Hessenberg supérieure, à
sous-diagonale non négative. Les valeurs propres deB, déterminées par la méthode QR,
correspondent alors à une approximation des valeurs propres deH .

III-B.3 Factorisation d’Arnoldi

On définit une factorisation d’ordrek de la matriceH ∈Mnn(R) par la relation

HVk = Vk Bk + rk
tek (A.40)

avecVk une matricen× k, {ej }
n
j=1 la base orthonormale canonique deRn , rk orthogonal

à Vk (i.e. tVkrk = 0) et où la matriceBk, de dimensionk × k, est une matrice de Hes-
senberg supérieure avec une sous-diagonale non négative3. Une telle décomposition est
représentée en figureA.2.

n k k k

k

n

k

0

FIG. A.2. Représentation schématique de la factorisation d’Arnoldi.

Remarquons que si(y, λ) représente un élément propre deB alorsx = V y satisfait la
relation

‖Hx − λx‖ = ‖HV y− λV y‖ = ‖(HV − V B)y‖ = ‖rk‖ · ‖
teky‖. (A.41)

Étant donné quetVkrk = 0, par définition, il s’ensuit que(x, λ) est un couple de Ritz. Là
encore, nous voyons que l’idée centrale, se dissimulant derrière une factorisation d’Ar-
noldi, est de déterminer les éléments propres d’une matriceH quelconque, de grande
taille, à l’aide des éléments propres d’une petite matriceB, aisément calculables à l’aide
de méthodes classiques. Le but consiste à rendre‖

teky‖ aussi petit que possible de façon
que l’approximation donnée par le couple de Ritz soit aussi proche que possible de la
véritable valeur du couple d’éléments propres deH . En ce sens, le terme‖rk‖ · ‖

teky‖ est
appelé estimateur de Ritz du couple(x, λ) et quantifie la précision obtenue sur les valeurs
des éléments propres. Bien entendu, si‖rk‖ = 0, V est un sous espace invariant deH et
les couples de Ritz correspondent exactement aux éléments propres deH .

Partant de la factorisation d’Arnoldi à l’ordrek, la factorisation à l’ordrek + 1 s’ef-
fectue très simplement à l’aide d’un algorithme faisant intervenir un produit matrice

3. Si la matriceH est, en outre hermitienne, alorsBk est réelle, symétrique et tri-diagonale et la rela-
tion (A.40) est appelée factorisation de Lanczos d’ordrek de la matriceH .
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creuse/vecteur et deux produits matrice dense/vecteur . L’algorithme suivant présente alors
lesk étapes nécessaires à l’obtention de la factorisation (A.40).

• Initialisation : v1 vecteur unitaire donné

• ω = Hv1 ; a1 =
tv1ω

• r1← ω − a1v1

• V1← (v1)

• B1← (a1)

• POUR j de 1 à k− 1

• v j+1 = r j/‖r j‖

• Vj+1 = (Vj , v j+1)

• B̂j ←

(
Bj

‖r j‖
tej

)
• ω = Hv j+1

• b← tVj+1ω

• r j+1← ω − Vj+1b

• Bj+1← (B̂j ;b)

• FIN POUR

• FIN

Si nous travaillions de façon exacte, les colonnes du vecteurVk formeraient une base
orthonormale du sous-espace de Krylov. Toutefois, dans un calcul en précision numérique
finie, une orthogonalisation explicite est nécessaire, en effectuant, par exemple, une ortho-
gonalisation de Schmidt. Celle-ci est réalisable en rajoutant juste avant la dernière ligne,
dans la bouclePOURde l’algorithme précédent, les opérations :

s= tVj+1r j+1 r j+1← r j+1− Vj+1s b← b+ s. (A.42)

Il paraît évident que la factorisation d’Arnoldi dépend principalement du choix du
vecteurv1 initial. Un mauvais choix de vecteurv1 peut conduire à augmenter de façon in-
considérée la taille du sous-espace de Krylov de façon à approcher au mieux les vecteurs
propres de la matriceH . Une solution consisterait à choisir, au cours de l’algorithme, un
nouveau vecteurv1, plus adapté à la recherche effectuée, afin de reconstruire un espace de
Krylov optimal. Toutefois, ceci impose un recalcul complet du sous-espaceKk(H, v1), qui
se révèle très pénalisant, d’un point de vue du temps de calcul. Pour s’en affranchir, l’uti-
lisation d’une réinitialisation implicite constitue une technique permettant de réinitialiser
la factorisation d’Arnoldi, sans pour autant nécessiter le recalcul complet du sous-espace
Kk, et garantissant une formulation plus efficace et stable numériquement. Cette approche
développée par DANNY C. SORENSEN[143], et dénomméeImplicitly Restarted Armoldi
Method, combine, dans le même algorithme, la factorisation d’Arnoldi et la méthode QR.
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III-B.4 Implictly Restarted Arnoldi Method

Considérons la factorisation d’Arnoldi à lamième étape

HVm = VmBm+ rm
tem (A.43)

à laquelle nous allons appliquer un décalageσ . PuisqueB ∈Mmm(R) est une matrice de
petite taille, nous pouvons effectuer surB une factorisation QR

Bm− σ Id = QmRm (A.44)

de sorte que

HVm = VmBm+ rm
tem (A.45)

⇒ (H − σ Id)Vm = Vm(Bm− σ Id)+ rm
tem = VmQmRm+ rm

tem (A.46)

⇒ (H − σ Id)VmQ = VmQRmQ+ rm
temQ (A.47)

⇒ H(VmQ) = (VmQ)(RQ+ σ Id)+ rm
temQ (A.48)

⇒ HV+ = V+B+ + r temQ, (A.49)

V+ conservant son caractère orthonormal (Q étant une transformation orthogonale) etB+

restant une matrice de Hessenberg [142]. Le décalage deσ conserve, par conséquent, la
factorisation d’Arnoldi.

L’idée de base de la méthode de réinitialisation implicite réside dans l’extension d’une
factorisation d’ordrek

HVk = Vk Bk + rk
tek, (A.50)

en une factorisation à l’ordrek+ p

HVk+p = Vk+pBk+p + rk+p
tek+p, (A.51)

puis sur l’utilisation dep décalages implicites

HV+ = V+B+ + rk+p
tek+pQ (A.52)

avecV+ = Vk+pQ, B+ = t QBk+pQ et Q = Q1Q2 · · · Qp (Qi étant la transformation
associée au décalageσi : B − σi Id = Qi Ri ). En raison de la structure de Hessenberg de
Q dans ce cas précis, lesk − 1 premières colonnes detek+pQ sont des vecteurs nuls et
nous retrouvons un schéma de factorisation du type de la figureA.2 mais pour lesk pre-
miers vecteurs colonnes deV+. Nous pouvons alors effectuer une factorisation d’Arnoldi
à l’ordrek pour cesk premières colonnes

HV+k = V+k B+k + r +k
tek. (A.53)

Ce processus de réinitialisation (i.e. extension de la base de recherche à un ordrek + p
puis p décalages et enfin troncature pour ne garder que lesk premières colonnes des
vecteurs) peut alors être itéré jusqu’à convergence des valeurs propres deB vers celles de
H . L’avantage de cette méthode est claire : le nombrek pouvant rester relativement faible,
on gagne en stockage et en rapidité de convergence.

Il existe plusieurs stratégies pour choisir les décalagesσ [141, 143], en pratique, on
prend lesp valeurs propres deBk+p qui sont les plus éloignées des valeurs propres de
H souhaitées. Dans le cas de l’équation de Schrödinger, on prend donc lesp valeurs
propres deBk+p de plus grande valeur absolue. L’algorithme général est alors présenté en
figureA.3.
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entrée :

• H : matrice dont on cherche les valeurs/vecteurs propres

• k : nombre de valeurs propres à rechercher

• τ : tolérance pour la convergence

sortie :

• {xi } : ensemble des vecteurs propres

• {λi } : ensemble des valeurs propres

• Initialisation : v1 vecteur unitaire donné

• Factorisation d’arnoldi à l’ordre k
HVk = Vk Bk + rk

tek

• RÉPÉTER

• étendre la factorisation d’ordre k à
une factorisation à l’ordre k+ p
HVk+p = Vk+pBk+p + rk+p

tek+p

• Calcul des éléments propres (yi , λi ) de
Bk+P :
Ils forment les paires de Ritz du
problème.

• Sélection des p plus « mauvaises »
valeurs propres {σ1, . . . , σp} comme
paramètres de décalage.

•
tê← tek+p

• POUR j allant de 1 à p

• factorisation Bk+p − σ j Id = Q j Rj

• Bk+p←
t Q j Bk+pQ j

• Vk+p← Vk+pQ j

•
tê← têQj

• FIN POUR

• rk ← Vk+p(:, k+ 1)Bk+p(k+ 1, k)+ rk
tê(k)

• Troncature aux k premiers vecteurs
colonnes
Vk ← Vk+p(:,1 : k) Bk ← Bk+p(1 : k,1 : k)

• TANT QUE‖Hxi − λi xi‖ > τ

• FIN

FIG. A.3. Algorithme d’Arnoldi à réinitialisation implicite.
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Soientu etv deux fonctions scalaires et [M ] un tenseur, la propriété de décomposition
de la divergence d’un produit assure que

div
(
u · [M ]−1−−→gradv

)
=
−−→
gradu · [M ]−1−−→gradv + u div

(
[M ]−1−−→gradv

)
. (A.54)

En appliquant le théorème de Green au premier membre de l’équation précédente,
nous avons ∫∫∫

V

div
(
u · [M ]−1−−→gradv

)
dV = ©

∫∫
S

u · [M ]−1−−→gradv dS, (A.55)

oùS est une surface fermée s’appuyant sur le volumeV. De sorte qu’en intégrant l’équa-
tion (A.54), nous obtenons :∫∫∫

V

u div
(
[M ]−1−−→gradv

)
dV = ©

∫∫
S

u · [M ]−1−−→gradv dS−
∫∫∫
V

−−→
gradu · [M ]−1−−→gradv dS .

(A.56)
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AnnexeB
Les unités atomiques

EN ANALYSE numérique, lorsque l’on désire résoudre des équations différentielles (ou
tout autre type d’équations), on cherche un système d’unités bien adapté à cette ré-

solution. C’est-à-dire un système qui permette l’utilisation de nombres « ni trop grands,
ni trop petits » pour minimiser au maximum les erreurs de calcul.

I Le système d’unités atomiques

C’est un système d’unités bien adapté à l’étude des électrons par l’équation de Schrö-
dinger. Pour le créer, on introduit les constantes fondamentales liées à la mécanique ato-
mique.

I-A Quelques constantes fondamentales

• Constantedestructurefineα
α est donnée par

α =
ē2

4πε0h̄c
'

1

137.0360
(B.1)

Cette constante est un ordre de grandeur de la vitesse des électrons dans un atome
par rapport à la vitesse de la lumière,i.e.vē ' αc.

• RayondeBohra0

a0 =
h̄

mēαc
' 0.529177 Å (B.2)

Le rayon de Bohr est un ordre de grandeur du rayon d’un atome.

• Énergied’ionisationdel’atomed’hydrogèneE0

E0 =
1

2

(
1

mēα2c2

)−1

' 13.6 eV (B.3)

E0 peut être obtenu en résolvant l’équation de Schrödinger pour l’atome d’hydro-
gène.
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I-B Les unités atomiques

Dans ce paragraphe, on noteZSI la grandeurZ exprimée en unité du système interna-
tional etZUA la grandeur exprimée en unité atomique.

Afin d’avoir des valeurs numériques bien ajustées il est naturel d’imposer, tout d’abord,
les unités suivantes :

Charge : exprimée en unité de charge de l’électron

qSI = qUA × ē. (B.4)

Masse : exprimée en unité de masse de l’électron

mSI = mUA ×mē. (B.5)

Longueur : exprimée en rayon de Bohr

rSI = rUA × a0. (B.6)

Vitesse : exprimée enαc
vSI = vUA × αc. (B.7)

Le reste des unités se déduit alors des quatre premières.

Temps : Dev =
dr

dt
, nous avons

tSI = tUA ×
a0

αc
. (B.8)

Accélération : De
d2r

dt2
, nous en déduisons

aSI = aUA ×
α2c2

a0

. (B.9)

Énergie : De E = m c2, nous avons

ESI = EUA ×mēα
2c2, (B.10)

L’unité d’énergie en unité atomique est nomméeHartree.

Densité de charge :Deρ =
d Q

dV
, nous avons

ρSI = ρUA ×
ē

a3
0

. (B.11)

Quantité de mouvement : De Ep = mEv, nous avons

pSI = pUA ×mēαc. (B.12)

Moment cinétique : De Eσ = Er ∧ Ep, nous avons

σSI = σUA × h̄. (B.13)
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I-C Valeur de quelques constantes fondamentales en unités atomiques

Constante Valeur en unité SI Valeur en unité atomique

Charge de l’électron :̄e 1,6.10−19 C 1 U.A.

Masse de l’électron :mē 9.10953.10−31 kg 1 U.A.

Permittivité du vide par 4π : 4πε0 1.11265.10−10 F/m 1 U.A.

Constante de Planck :h̄ 1.05457266.10−34J.s 1 U.A.

Énergie d’ionisation de l’hydrogène :E0 13.6 eV 0.5 Hartree

II Application aux équations de Schrödinger et de Poisson

II-A Équation de Schrödinger

En unité S.I., nous avons pour l’équation de Schrödinger :

−
h̄2

2mSI

1ψ + VSIψ = ESIψ (B.14)

Cette équation devient, en appliquant les règles de conversion du tableau de la sectionI-C :

−
1

2mUA

1ψ + VUA ψ = EUA ψ . (B.15)

Insistons bien sur le fait queV et E doivent être donnés en Hartree afin de garder l’homo-
généité de l’équation.

II-B Équation de Poisson

Commençons, d’abord, par examiner l’équation de Maxwell-Poisson, dans les milieux
matériels : div( ED) = ρ (l’unité du vecteur excitation électriqueED étant le [Cm−2]). En
unités atomiques, l’équation reste

div ( EDUA) = ρUA. (B.16)

L’équation reliant le champ électrique à l’excitation électrique étant donnée par

EDSI = εε0
EESI, (B.17)

nous en déduisons qu’en unités atomiques, conformément à la sectionI-C

EDUA =
ε

4π
EEUA. (B.18)

Enfin, comme quel que soit le système d’unitésEE = −
−−→
grad (V) avecV potentiel élec-

trique, l’équation de Poisson en unités atomiques s’écrit

div
(
ε
−−→
grad (V)

)
= −4π ρUA . (B.19)
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AnnexeC
Complément de mécanique quantique et

de physique de l’état solide

I Principe de décomposition de l’équation de Schrödinger

I-A Théorème fondamental

DÉFINITION ET NOTATION

DANS ce chapitre, nous notonsEH , l’espace des états représentant l’ensemble des
fonctions physiquement acceptables. Celui-ci est hilbertien et peut se décomposer

comme le produit tensoriel d’un espace d’état « d’espace »Eesp et d’un espace d’état de
spinEspin .

À chaque grandeur physiqueA, on peut associer uneobservable A, qui est un opé-
rateur linéaire hermitien agissant dans l’espace des états. La valeur moyenne< a > des
résultats d’une mesure de la grandeurA, pour une particule, dont l’état est décrit par une
fonction d’ondeψ(Er ), est alors donnée par

< a >=
∫∫∫

ψ(Er )Aψ(Er ) d3
Er . (C.1)

Les fonctions propres d’une observable forment une base deEH .

THÉORÈME FONDAMENTAL

Si A et B sont deux observables qui commutent, c’est-à-dire si

AB− B A= [ A, B] = 0, (C.2)

alors, il existe, dansEH , une base formée de vecteurs proprescommunsà A et B. La
réciproque est vraie [132].
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I-B Application à la décomposition de la fonction d’onde

Supposons que l’hamiltonienH du système à étudier puisse se décomposer de la ma-
nière suivante :

H = Hx +Hy (C.3)

oùHx est un opérateur n’agissant que sur la variablex etHy un opérateur n’agissant que
sur la variabley. L’enjeu est, bien entendu, de résoudre l’équation de Schrödinger

Hψ = Eψ. (C.4)

Or,H,Hx etHy commutent puisque les opérateurs n’agissent pas sur les mêmes variables
et qu’un opérateur commute toujours avec lui-même. D’après le théorème précédent, nous
en déduisons donc qu’il existe une base de fonctions propres communes àH, Hx etHy.
Cette base peut être déterminée en résolvant le système

Hψ = Eψ
Hxψ = Exψ
Hyψ = Eyψ

. (C.5)

Commençons par résoudreHxϕ
i
x = Ei

xϕ
i
x. Comme l’équation ne dépend que dex, ϕ i

x

peut ne dépendre que dex. Puisque la fonction d’ondeψ recherchée est aussi solution de
cette équation, elle s’écrit, par conséquent, comme une combinaison linéaire desϕ i

x(x) :

ψ =
∑

i

λi (y)ϕ
i
x(x) (C.6)

L’équation de SchrödingerHxϕ
i
x = Ei

xϕ
i
x ne dépend, certes, que dex, toutefois, les coeffi-

cientsλi — constants par rapport à la variablex — peuvent dépendre, en toute généralité,
de la variabley.

Nous procédons de même pourHyϕ
j
y = E j

yϕ
j
y. Nous trouvons alors queψ s’exprime

comme une combinaison linéaire desϕ j
y(y) :

ψ =
∑

j

µ j (x)ϕ
j
y(y) (C.7)

Nous arrivons à la conclusion que, pour queψ soit à la fois solution des équations
(C.6) et (C.7), il faut queλ(y) = ϕy(y) etµ(x) = ϕx(x). La solution générale de l’équa-
tion de Schrödinger est alors simplement le produit des fonctions d’ondeϕx(x) et ϕy(y),
solutions des équations de Schrödinger partiellesHxϕx = Exϕx etHyϕy = Eyϕy.

ψ=ϕx(x)ϕy(y) (C.8)

De plus, commeHψ = Hxψ +Hyψ = (Ex + Ey)ψ :

E = Ex + Ey (C.9)
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II Moment cinétique et harmoniques sphériques

II-A Moment cinétique et propriétés

L’objet de la présente section n’est pas de détailler l’ensemble des propriétés asso-
ciées au moment cinétique, à cette fin, on pourra se référer à l’abondante littérature sur le
sujet [133, 134, 135, 138]. Nous nous contentons, ici, de présenter les résultats les plus
pertinents dans le cadre de ce mémoire.

En mécanique classique, le moment cinétiqueEL par rapport à un pointO d’une par-
ticule d’impulsion Ep situé enM , tel queEr =

−−→
O M (cf. Fig. C.1), est donné par le produit

vectoriel EL = Er ∧ Ep. En mécanique quantique, le principe de correspondance nous per-
met d’associer un opérateur quantiqueEL à la grandeur classique du moment cinétique qui
s’écrit en coordonnées sphériques(r, θ, ϕ)

EL = Er ∧ i h̄ E∇ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L x = +i h̄

(
sin(ϕ)

∂·

∂θ
+ cot(θ) cos(ϕ)

∂·

∂ϕ

)
L y = −i h̄

(
cos(ϕ)

∂·

∂θ
− cot(θ) sin(ϕ)

∂·

∂ϕ

)
L z = −i h̄

∂·

∂ϕ

. (C.10)

Une autre grandeur importante nous est donnée par la norme du moment cinétiqueL2
=

L2
x + L2

y + L2
z

L2
= −h̄2

[
1

sin(θ)

∂·

∂θ
sin(θ)

∂·

∂θ
+

1

sin2(θ)

∂2
·

∂ϕ2

]
. (C.11)

De même que nous avons des relations de commutation entre position et quantité de
mouvement [133]

[x, px] = i h̄ [y, py] = i h̄ [z, pz] = i h̄, (C.12)

nous pouvons écrire des relations de commutation entre les différentes coordonnées du
moment cinétique

[L x, L y] = i h̄Lz [L y, L z] = i h̄Lx [L z, L x] = i h̄Ly. (C.13)

M

�

�

r

x

y

z

O

FIG. C.1. Notations utilisées pour le systèmes de coordonnées sphériques.
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Ainsi, comme il existe un incertitude position/quantité de mouvement et une incertitude
énergie/temps, il existe une incertitude sur la mesure simultanée de deux composantes du
moment cinétique. On montre, toutefois, queL2 et L z commutent

[L2, L z] = 0, (C.14)

ce qui signifie que l’on peut réaliser simultanément une mesure de la norme du moment
cinétique et de sa projection sur un axez sans incertitude théorique.

II-B Les harmoniques sphériques

II-B.1 Définition

Nous venons de voir queL2 et L z sont deux observables qui commutent ; à ce titre
et, en vertu du théorème duI-A, nous savons qu’il existe une base de fonctions propres
communes àL2 et L z. Ces fonctions sont solutions des équations aux valeurs propres

L2Yi = αi Yi , (C.15)

L zYi = βi Yi . (C.16)

La base des fonctionsYi n’étant pas définie de manière unique, nous imposons le fait que
celles-ci doivent former une base orthonormée (i.e.

〈
Yi Yj

〉
= δi j ). Dans un tel cas, lesYi

sont dénomméesharmoniques sphériques.

II-B.2 Expression générale

On peut démontrer que les harmoniques sphériques s’écrivent [139]

Ym
l (θ, ϕ) = (−1)m

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
eimϕPm

l (cosθ), (C.17)

sachant quel ∈ N, m ∈ Z,−l 6 m 6 l , et avecPm
l polynôme de Legendre

Pm
l (ω) =

1

2nn!
(1− ω2)

m/2 dl+m

dωl+m
(ω2
− 1)l . (C.18)

Quelques unes des premières harmoniques sphériques sont présentées en tableC.1.

II-B.3 Propriétés

Le fait que les harmoniques sphériques forment une base orthonormée impose〈
Ym

l Ym′

l ′

〉
= δll ′δmm′ =

∫∫
Ym

l Ym′

l ′ d� d� = sinθ dθdϕ. (C.19)

De plus, les harmoniques sphériques étant états propres des opérateursL2 et L z nous
avons comme propriété

L2Ym
l = l (l + 1)h̄2Ym

l , (C.20)

L zY
m
l = mh̄Ym

l . (C.21)
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TAB . C.1. Expression de quelques harmoniques sphériques et allure des surfaces définies
par ces fonctions.

l m Expression Allure Orbitale

0 0
1
√

4π
s

-1

√
3

8π
e−iϕ sin(θ) py

1 0

√
3

4π
cos(θ) pz

1 −

√
3

8π
eiϕ sin(θ) px

-2

√
15

32π
e−2iϕ sin2(θ) dxy

-1

√
15

8π
e−iϕ sin(θ) cos(θ) dzy

2 0

√
5

16π

(
3 cos2(θ)− 1

)
dz2

1 −

√
15

8π
eiϕ sin(θ) cos(θ) dzx

2

√
15

32π
e2iϕ sin2(θ) dx2−y2
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III Symétrie sphérique et équation de Schrödinger

Partant de l’équation de Schrödinger, dans le cas d’un potentielV(Er ) à symétrie sphé-
rique (i.e.un potentiel ne dépendant que de‖Er ‖ = r )

Hψ = −
h̄2

2m
1ψ + V(r )ψ = Eψ, (C.22)

et en écrivant le laplacien en coordonnées sphériques

1 =
1

r

∂2

∂r 2
(r.)+

1

r 2

{
1

sin(θ)

∂

∂θ
sin(θ)

∂

∂θ
+

1

sin2(θ)

∂2

∂ϕ2

}
︸ ︷︷ ︸

−L2/h̄2

, (C.23)

nous en déduisons l’expression, de l’hamiltonienH, en fonction de la variabler

H = −
h̄2

2m

1

r

∂2r ·

∂r 2
+

L2

2mr2
· +V(r ). (C.24)

Or,

• H ne dépend maintenant que der et deL2,

• L2 et L z ne dépendent que deθ etϕ,

• L2 commute avec lui-même,

• L z et L2 commutent.

DoncH, L z et L2 commutent.
Il est alors naturel de chercher les fonctions propres communes àH , L z et L2 :

Hψ = Eψ
L zψ = ELzψ
L2ψ = EL2ψ

(C.25)

Nous connaissons déjà les fonctions propres communes àL z et L2 : ce sont les harmo-
niques sphériquesYm

l (θ, ϕ). Nous en déduisons donc queψ ne peut être que proportion-
nelle àYm

l , le coefficient de proportionnalité étant une fonction der

ψ = R(r )Ym
l (θ, ϕ). (C.26)

En injectant cette expression dans l’équation de Schrödinger d’hamiltonien (C.24), et en
utilisant les propriétés des harmoniques sphériques (C.20) et (C.21), nous trouvons que,
dans le cas d’un potentiel à symétrie sphérique, il suffit de résoudre l’équation de Schrö-
dinger suivante, ne dépendant maintenant plus que der

−
h̄2

2m

d2

dr 2
u(r )+

[
l (l + 1)h̄2

2mr2
+ V(r )

]
u(r ) = E u(r ) (C.27)

avec

ψ(r, θ, ϕ) =
u(r )

r
Ym

l (θ, ϕ). (C.28)
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IV-A Principe variationnel

Soient

• l’équation de SchrödingerHψ = Eψ du système à étudier,

• la fonctionnelle (cf. Ann.A) Ẽ[ψ ] définie par

EH −→ R

Ẽ : ψ 7−→

∫
ψHψ d3

Er∫
ψψ d3

Er

. (C.29)

Alors, le niveau fondamentalE0, et sa fonction d’onde correspondante, sont donnés par le
minimum de la fonctionnellẽE.

E0 = min
ψ

(
Ẽ[ψ ]

)
(C.30)

Hϕ0 = E0ϕ0 (C.31)

Cela signifie que, quelle que soit la fonctionψ deEH utilisée, la quantité̃E[ψ ] est
toujours plus grande que l’énergieE0 de l’état fondamentalϕ0 (n’oublions pas, qu’il faut,
en outre, pour que la fonction soit physiquement acceptable, satisfaire la condition de
normalisation

∫
ϕ0ϕ0 d3

Er = 1).

IV-B Démonstration

Soit {ϕn} l’ensemble des fonctions d’onde, solutions de l’équation de Schrödinger

Hϕn = Enϕn (C.32)

Ces fonctions forment une base orthonormale de l’espace des états que nous supposons
discrète (mais la démonstration s’étend au cas continu). Toute fonction de l’espace des
états peut alors se décomposer sur la base des fonctions propres de l’hamiltonien,i.e.

ψ =

∞∑
k=0

akϕk. (C.33)

Attention, pour l’instantψ n’est pas normalisée.
Calculons alors la quantité̃E[ψ ], sachant que

∫
ϕk′ϕk d3

Er = δk k′ puisque la famille
des fonctions{ϕ} forme une base orthonormale

Ẽ =

∫
ψHψ d3

Er∫
ψψ d3Er

=

∫ ∞∑
k′=0

ak′ϕk′H
∞∑

k=0

akϕk d3
Er

∫ ∞∑
k′=0

ak′ϕk′

∞∑
k=0

akϕk d3
Er

=

∞∑
k,k′=0

ak′ak Ek

∫
ϕk′ϕk d3

Er

∞∑
k,k′=0

ak′ak

∫
ϕk′ϕk d3

Er

=

∞∑
k=0

|ak|
2 Ek

∞∑
k=0

|ak|
2

.

(C.34)
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Par définition, l’énergie de l’état fondamentalE0 est telle que∀k ∈ N E0 6 Ek. On
en déduit que

∀k ∈ N E0 |ak|
2 6 Ek |ak|

2 (C.35)

⇒ E0

∞∑
k=0

|ak|
2 6

∞∑
k=0

|ak|
2Ek. (C.36)

Soit finalement, d’après (C.34)
E0 6 Ẽ. (C.37)

La fonctionẼ[ψ ] est par conséquent minorée parE0, cette valeur étant atteinte pourψ =
ϕ0. L’énergieE0 = minψ

(
Ẽ

)
et la fonction d’ondeψ telle que Ẽ[ψ ] = E0∫

ψψ d3
Er = 1

(C.38)

représente donc, respectivement, l’énergieE0 et la fonction d’ondeϕ0 de l’état fondamen-
tal.
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x

V(x)

0-d/2 d/2

V1

V3

V0

Vbar

eV

E

I II III

FIG. C.2. Barrière triangulaire étudiée, E représente l’ énergie de l’électron. L’espace est
divisé en trois zones. zone I : x < −d/2, zone II :−d/2 6 x 6 d/2 et zone III : d/2< x.

Soit la barrière de potentiel unidimensionnelle de la figureC.2, représentant, par exemple,
une barrière d’oxyde tunnel soumise à une différence de potentielV . L’évolution du po-
tentiel, en fonction de la positionx, est définie par

V(x) =


V1 si x < −d/2

V1+ Vbar+
ēV

d

(
x +

d

2

)
si −d/2 6 x 6 d/2

V3 = V1+ ēV si d/2< x

. (C.39)

Pour la suite de cet exposé, nous introduisons les notations

k1 =

√
2m

h̄2 (E − V1) k3 =

√
2m

h̄2 (E − V3). (C.40)

Déterminons la fonction d’ondeψ(x) dans les trois zones de la barrière.

Zone I : Dans cette zone, la fonction d’onde prend la forme simple

ψI = A1eik1(x + d/2)
+ B1e−ik1(x + d/2). (C.41)

Zone II : Dans cette zone, il nous faut résoudre l’équation de Schrödinger

−
h̄2

2m

d2

dx2
ψII(x)+ V(x)ψII(x) = EψII(x) (C.42)

⇒
d2

dx2
ψII(x)−

2m

h̄2

[
V1+ Vbar− E +

ēV

d

(
x +

d

2

)]
ψII(x) = 0. (C.43)
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En posant le changement de variable

z= αx + β avec


α =

2m

h̄2

ēV

d

β =
2m

h̄2

(
V1+ Vbar− E +

ēV

2

) , (C.44)

cette équation devient
d2

dz2
ψII(z)−

z

α2
ψII(z) = 0, (C.45)

dont la solution générale s’écrit [139]

ψII(z) = A2Ai

(
3

√
1

α2
z

)
+ B2Bi

(
3

√
1

α2
z

)
(C.46)

oùAi et Bi représente les fonctions de Airy. En reformulant cette expression, en
fonction dex, nous trouvons :

ψII(x) = A2Ai

 3

√
2m

h̄2

 3

√
ēV

d
x + 3

√(
d

ēV

)2(
V1+ Vbar− E +

ēV

2

)
+ B2Bi

 3

√
2m

h̄2

 3

√
ēV

d
x + 3

√(
d

ēV

)2(
V1+ Vbar− E +

ēV

2

) .
(C.47)

Afin d’alléger les notations, nous notons cette dernière équation

ψII(x) = A2Ãi (x)+ B2B̃i (x). (C.48)

Zone III : Dans cette zone, la fonction d’onde prend la forme simple

ψIII = A3eik3(x − d/2)
+ B3e−ik3(x − d/2). (C.49)

Afin de déterminer les diverses constantes intervenant dans l’expression de la fonction
d’onde, il nous reste maintenant à appliquer les conditions de continuité deψ et dedψ/dx
enx = d/2 etx = −d/2. En notation matricielle, l’ensemble de ces conditions s’écrit :[

1 1
ik1 −ik1

] [
A1

B1

]
=

[
Ãi

(
−d
2

)
B̃i

(
−d
2

)
cÃ′i

(
−d
2

)
cB̃′i

(
−d
2

) ] [
A2

B2

]
, (C.50)[

Ãi

(
d
2

)
B̃i

(
d
2

)
cÃ′i

(
d
2

)
cB̃′i

(
d
2

) ] [
A2

B2

]
=

[
1 1

ik3 −ik3

] [
A3

B3

]
. (C.51)

avec

c = 3

√
2m

h̄2

ēV

d
. (C.52)

La résolution d’un tel système conduit à déterminer la matriceS, telle que[
A1

B1

]
=

[
S11 S12

S21 S22

]
︸ ︷︷ ︸

S

[
A3

B3

]
. (C.53)



V Coefficient de transmission à travers une barrière triangulaire 

Par définition, le coefficient de transmission est obtenu en effectuant le rapport du cou-
rant de probabilité de l’onde transmiseJIII

→

, sur celui de l’onde incidenteJ I
→

(cf. chapitre8)

T =
JIII
→

J I
→

=
k3

k1

1

|S11|
2 , (C.54)

avec, après calcul,

S11 =

[
−ik1Ãi

(
−

d

2

)
− cÃ′i

(
−

d

2

)] [
−ik3B̃i

(
d

2

)
+ cB̃′i

(
d

2

)]
−2ik1c

[
Ãi

(
d

2

)
B̃′i

(
d

2

)
− Ã′i

(
d

2

)
B̃i

(
d

2

)]

+

[
−ik1B̃i

(
−

d

2

)
− cB̃′i

(
−

d

2

)] [
+ik3Ãi

(
d

2

)
− cÃ′i

(
d

2

)]
−2ik1c

[
Ãi

(
d

2

)
B̃′i

(
d

2

)
− Ã′i

(
d

2

)
B̃i

(
d

2

)] .
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VI Approximation WKB d’une fonction d’onde

VI-A Position du problème

Il est de nombreux problèmes où l’équation de Schrödinger ne peut être résolue ana-
lytiquement, la forme du potentiel ne le permettant pas. Dans ces cas particuliers, on
peut avoir recours à des approximations offrant l’avantage d’approcher, de façon ana-
lytique, la fonction d’onde réelle. Tel est l’objectif de l’approche WENTZEL-KRAMERS-
BRILLOUIN (WKB) [138], que nous allons présenter, ici, dans le cadre de l’approximation
de la masse effective.

L’idée de base de cette approximation réside dans la décomposition de la fonction
d’onde en puissance dēh. L’approximation WKB peut donc être vue comme une ap-
proximation classique de la théorie ondulatoire, au même titre que l’optique géométrique
devant la théorie ondulatoire de la lumière.

VI-B L’approximation WKB

Soit à résoudre l’équation de Schrödinger unidimensionnelle

−
h̄2

2

d

dx

1

m(x)

d

dx
ψ(x)+ V(x)ψ(x) = Eψ(x), (C.55)

dont le potentielV(x) et la massem(x) varient « lentement » avec la position. De même
qu’en optique il est possible de négliger les réflexions de la lumière dans un milieu où
l’indice de réfractionn(x) varie de façon lente et continue ; nous pouvons négliger les
réflexions d’une onde électronique lorsque celle-ci traverse un potentiel lentement variable
dans l’espace.

Par exemple, pour une barrière de potentielV(x) constante, la solution de l’équation
de Schrödinger prend la forme simple bien connue

ψ(x) = Ae−αx
= Ae

−
h̄αx

h̄ , (C.56)

oùα est le « vecteur d’onde » (au sens large)

α =

√
2m

h̄2 (V − E) (C.57)

Remarquons quēhα/ i représente la quantité de mouvement de la particule dans le cas
où V < E. Dans le cas d’un potentiel lentement variable, on cherche la fonction d’onde
ψ(x) sous la forme

ψ(x) = Ae
−

S(x)

h̄ , (C.58)

sachant que siV(x) est constant, nous devons retrouverS(x) = αx. Le cœur de l’approxi-
mation WKB consiste à développerSen puissance dēh

S(x) = S0(x)+ h̄S1(x)+
h̄2

2
S2(x)+ · · · (C.59)



VI Approximation WKB d’une fonction d’onde 

Nous remarquons que l’approximation WKB s’intéresse à la limite classique de la méca-
nique ondulatoire, cette dernière s’estompant quand on fait tendreh̄ vers zéro.

En injectant l’expression deψ(x) (C.58) dans l’équation de Schrödinger (C.55), nous
obtenons l’équation différentielle suivie parS(x)

h̄

2

d

dx

(
1

m(x)

dS

dx

)
−

1

2m

(
dS

dx

)2

+ [V(x)− E] = 0. (C.60)

En remplaçantS(x) par son développement en puissance deh̄ de l’équation (C.59) et en
identifiant les termes aux différents ordres enh̄, nous trouvons alors que

(
dS0

dx

)2

= 2m(V − E) à l’ordre 0

h̄

2

d

dx

(
1

m(x)

dS0

dx

)
−

h̄

m

dS1

dx

dS0

dx
= 0 à l’ordre 1

. (C.61)

L’équation (C.61) à l’ordre 0 s’intègre facilement et nous avons comme expression pour
S0 :

S0 = ±

x∫
x0

√
2m[V(x)− E] dx = ±h̄

x∫
x0

α(x) dx. (C.62)

Le choix du signe dépendant de la direction de l’onde : pour la suite de la démonstration,
nous gardons le signe+ qui correspond à une décroissance exponentielle d’une onde se
propageant dans lesx croissant d’une barrière de potentiel.

En remplaçant l’expression deS0 dans l’équation différentielle (C.61) à l’ordre 1, nous
obtenons pourS1

S1 =
1

2
ln

1

m

dS0

dx
, (C.63)

de sorte que

e
−

h̄S1

h̄ =
1√

1

m

dS0

dx

=
1√

h̄α/m
. (C.64)

En conclusion, nous avons comme approximation de la fonction d’onde :
à l’ordre 0 ψ(x) = Ae

−

x∫
x0

√
2m

h̄2

√
V(x′)− E dx′

à l’ordre 1 ψ(x) =
A√

h̄α(x)/m(x)
e

−

x∫
x0

√
2m

h̄2

√
V(x′)− E dx′

. (C.65)
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VII Densités d’états dans les solides

Cette section a pour but de exposer une méthode de détermination de la densité d’états
dans un solide à partir d’une structure de bandes quelconque. Nous commençons par pré-
senter, brièvement, des cas analytiques simples correspondant aux électrodes traitées dans
le chapitre8.

VII-A Cas 1D

x

V(x)

0-d/2

V0

V1

�

-(L+d/2)

L

FIG. C.3. Potentiel de l’électrode unidimensionnelle étudiée.

Calculons la densité d’états de l’électrode étudiée dans le chapitre8 et dont l’allure
du potentiel est rappelée en figureC.3. Nous avions trouvé, dans ce chapitre, que la réso-
lution de l’équation de Schrödinger, couplée aux différentes conditions aux limites et de
continuité, nous donnait comme fonction d’ondeψ(x) du système (cf. sectionIII-C.1)

ψ(x) =


0 si x < −(L + d/2)

Asin
[
k1(x + L + d/2)

]
si − (L + d/2) 6 x < −d/2

Asin(k1L)e−α(x + d/2) si x > −d/2

(C.66)

où l’on a posé

k1 =

√
2m

h̄2 (E − V1) α =

√
2m

h̄2 (V0− E) (C.67)

La dernière condition de continuité nous permet de connaître les différents niveaux quan-
tifiés dans l’électrode

k1 cos(k1L) = −α sin(k1L)⇒ sin2(k1L) =
k2

1

k2
1 + α

2
(C.68)

Le coefficientA est calculé de manière à normaliserψ

∞∫
−(L+ d

2 )

ψψ dx = 1. (C.69)
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�L

k L
1

� �� ��
��

R=

FIG. C.4. Résolution graphique du système de l’équation (C.73).

Nous trouvons alors

|A|2 =
2

L + sin2(k1L)

(
α

k2
1

+
1

α

) . (C.70)

Soit quandL tend vers l’infini

|A|2L→∞ =
2

L
. (C.71)

Déterminons, à présent, la densité d’états dans cette électrode, sachant que sa longueur
tend vers l’infini. Les états quantifiés étant donnés par la relation

k1 cos(k1L) = −α sin(k1L), (C.72)

et, compte tenu de la relation liantk1 àα, nous avons à résoudre le système k1Lcotan(k1L) = −αL

(k1L)2+ (αL)2 =
2m

h̄2 (V0− V1)L
2 . (C.73)

La résolution graphique d’un tel système est présentée en figureC.4: les états quantifiés
viables correspondent aux points d’intersection entre le cercle de centre, l’origine, et de
rayon,R=

√
(2m/h̄2)(V0− V1)L et la courbe d’équationy = −xcotan(x).

Or, quand la longueur de l’électrode tend vers l’infini, le rayonR du cercle devient
aussi infini et son intersection avec la courbe eny = −xcotan(x) prend la forme simple :

k1L = nπ n ∈ N∗. (C.74)

Un état occupe donc, dans l’espacek1 « une tailleπ/L » soit une densité d’états dans cet
espace (Fig.C.5)

n(k1) =
L

π
. (C.75)

La densité d’états en fonction de l’énergie peut être déterminée en calculant le nombre
d’états compris entre l’énergieE et E + d E. Sachant que l’énergie est reliée au vecteur
d’onde par la relationk2

1 = (2m/h̄)(E − V1) et que les états oùk1 < 0 (Fig.C.5) ne sont
pas permis, on en déduit que le nombre d’états entreE et E + d E est donné par

dn= n(k1)

{√
2m

h̄2 (E + d E− V1)−

√
2m

h̄2 (E − V1)

}
. (C.76)
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0

états possibles

k1

FIG. C.5. États possibles dans l’espace k1.

Après un développement limité au premier ordre, nous trouvons, comme densité d’états
en fonction de l’énergieE, des particules

ρ1D(E) =
dn

d E
=

L

2π

(
2m

h̄2

)
1√

2m

h̄2 (E − V1)

, (C.77)

ou encore

ρ1D(E) =
dn

d E
=

L

2π

(
2m

h̄2

)
1

k1

. (C.78)

Notons que cette densité doit être multipliée par deux si l’on veut tenir compte du spin.

VII-B Cas 3D avec approximation des bandes paraboliques

Dans le cadre du chapitre9, nous nous intéressons à un système tridimensionnel ;
la densité d’états est donc différente de celle calculée précédemment. Dans le cas d’un
solide où l’on applique les conditions périodiques de Born-Von Karman, la densité d’états
dans une boîte de tailleL x × L y × L z nous est donnée dans l’espace des vecteurs d’onde
cristallinsEk par [127]

n3D(Ek) = 2×
L x L yL z

(2π)3
, (C.79)

où la multiplication par deux rend compte de la dégénérescence de spin.
Nous supposons que dans le matériau, les électrons peuvent être considérés comme

quasi-libres (ce qui est équivalent à supposer la première bande de conduction parabo-
lique) ; en notantEc le minimum de la première bande de conduction, nous obtenons la
relation de dispersion énergie/vecteur d’onde

E = Ec +
h̄2Ek2

2m∗
, (C.80)

avecm∗, la masse effective de densité d’états des électrons dans le matériau. Dans le sili-
cium, par exemple, cette masse correspond à la moyenne géométrique des masses trans-
verses et longitudinalem= 3

√
ml m2

t .
Le nombre d’états, dont l’énergie est inférieure à une certaine énergieE, étant compris

dans une sphère de rayon‖Ek‖ =
√
(2m∗/h̄2)(E − Ec), le nombredn d’états compris entre

E et E + d E nous égal à

dn(E) = 2×
L x L yL z

(2π)3
×

4

3
π

{[
2m

h̄2 (E + d E− Ec)

]3/2

−

[
2m

h̄2 (E − Ec)

]3/2
}
. (C.81)
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Après un développement limité au premier ordre, nous en déduisons la densité d’états en
fonction de l’énergieE des particules

ρ3D(E) =
dn

d E
= 2×

V
(2π)2

(
2m∗

h̄2

)3/2√
E − Ec , (C.82)

avecV = L x L yL z le volume du matériau considéré.

VII-C Cas général

VII-C.1 De la structure de bandes à la densité d’états

Nous venons de voir que la densité d’états dans l’espace des vecteurs d’onde cristallins
Ek, était donnée par

ρ3D(Ek) = 2×
V

(2π)3
, (C.83)

soit une densité d’états par unité de volume du cristal

g(Ek) = 2×
1

(2π)3
. (C.84)

Dans de nombreux cas, et en particulier dans le chapitre7, la relation liant le vecteur
d’onde cristallin à l’énergie des électrons est beaucoup plus complexe que dans la sous-
section précédente. Généralement, cette relation n’est pas analytique et est reliée à la
détermination de la structure de bandes du matériau. Notons alors parEn(Ek), la relation,
issue de la structure de bandes, liant l’énergie des électrons au vecteur d’onde cristallin
(n représentant le numéro de la bande considérée). Nous appelonsgn(E) d E le nombre
d’états compris entre les énergiesE et E + d E de lanième bande, de sorte que la densité
d’états totaleg(E), tenant compte de l’ensemble des bandes vaut

g(E) =
∑

n

gn(E). (C.85)

Connaissantg(Ek), la densité d’étatsgn(E) se détermine en exprimant le fait que le
nombre d’états compris entreE et E + d E

gn(E) d E (C.86)

équivaut au nombre d’états
g(Ek) d3Ek (C.87)

tel que

• Ek appartient à la maille élémentaire du réseau réciproque (puisque, pour tout vec-
teur EG du réseau réciproque, les fonctions d’ondes associées aux vecteurs d’onde
cristallinsEk+ EG et Ek correspondent au même état quantique),

• et E 6 En(Ek) 6 E + d E, c’est à dire que l’énergie de la banden, correspondant au
vecteurEk, est bien comprise dans la tranche élémentaire d’énergie [E, E + d E].
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kx

ky

dS

FIG. C.6. Représentation des surfaces Sn(E) et Sn(E + d E) dans un cas bidimensionnel.

De façon formelle, nous avons donc

gn(E) =
∫∫∫

Ek ∈ maille
élém. réseau
réciproque

g(Ek)δ(E − En(Ek)) d3Ek avecg(Ek) =
1

4π 3 . (C.88)

Cette formulation n’est cependant pas commode à utiliser, d’un point de vue pratique,
en raison de la présence de la distribution de Dirac. Nous allons donc la transformer de
manière à pouvoir déterminer numériquement la densité d’états à partir de la structure de
bandes [123].

Pour ce faire, nous introduisant la surfaceSn(E) sur laquelle l’énergie des électrons
En(Ek) = E, dans l’espace des vecteurs d’onde cristallinsEk restreints à la maille élémen-
taire du réseau réciproque, est égale à une certaine énergieE, donnéea priori. De même,
la courbe telle queEn(Ek) = E + d E forme une surfaceSn(E + d E). Nous notonsδen(Ek)
la distance élémentaire entre ces deux surfaces de sorte que le volumeδV compris entre
celles-ci vaut (cf. Fig.C.6)

δV =
∫∫
Sn(E)

δen(Ek) dS. (C.89)

CommeδV est le volume qui contient l’ensemble des vecteursEk, de la maille élémentaire
du réseau, tel queE 6 En(Ek) 6 E + d E nous avons

gn(E)d E =
∫∫
Sn(E)

δen(Ek)

4π 3 dS. (C.90)

Reste maintenant à calculerδen(Ek). CommeSn(E) est, par définition, une surface équi-
énergie (de même queSn(E+d E)), le gradientE∇EkEn(Ek) donne un vecteur normal àSn(E)
tel que

En + d E = En + E∇EkEn(Ek) · δEen(Ek). (C.91)

Nous en déduisons queδen(Ek) =
∥∥∥δEen(Ek)

∥∥∥ = ∥∥∥ E∇EkEn(Ek)
∥∥∥−1

d E et, par conséquent,

gn(E) =
∫∫
Sn(E)

1

4π 3

1∥∥∥ E∇EkEn(Ek)
∥∥∥ dS . (C.92)
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FIG. C.7. (a) Discrétisation de la maille élémentaire du réseau réciproque (ici représenté en
deux dimensions) en un ensemble de tétraèdres. (b) Tétraèdre élémentaire de la discrétisation
en éléments finis du (a). La surface correspondant à l’énergie E est plane : il est donc aisé
de calculer son aire et son vecteur normal. Cette figure présente les trois types de surfaces
possibles en fonction de la valeur de l’énergie E par rapport à E1, E2, E3 et E4, les énergies
aux quatre sommets du tétraèdre.

VII-C.2 Détermination pratique : méthode des tétraèdres

En pratique, nous ne connaissons pasEn(Ek) de façon analytique. En revanche, nous
pouvons connaître, numériquement, l’énergie associée à lanième bande, correspondant à un
vecteur d’onde cristallinEk quelconque. Nous avons donc accès aux valeursEn de l’énergie
sur un ensemble discret de valeur deEk de la maille élémentaire du réseau réciproque. Si
nous avions utilisé l’expression (C.88), l’intégrale serait devenue une somme discrète ;
néanmoins, la présence de la distribution de Dirac nécessite la connaissance de l’énergie
pour un grand nombre de valeurs deEk si l’on désire une allure précise de la densité d’états.
Une meilleure solution nous est apportée par l’utilisation de l’expression (C.92) et de
formules d’interpolation : il s’agit de laméthode des tétraèdres, très utilisée en physique
des solides [144, 146].

La première étape de cette approche consiste à discrétiser la maille élémentaire de l’es-
pace réciproque en un certain nombre de pointsMi (avecEki =

−−→
O Mi ) comme le montre la

figureC.7a. En chacun de ces points est calculée l’énergieEn de lanième bande. Considé-
rons un tétraèdre quelconque et notonsE1, E2, E3 et E4 la valeur de l’énergie en chacun
de ses sommets, de coordonnées respectivesEk1, Ek2, Ek3 et Ek4, en les numérotant de sorte que
E1 6 E2 6 E3 6 E4. Si l’énergieE, pour laquelle nous recherchons la densité d’états, est
comprise entreE1 et E4, alors il existe un élément de surface1S dans le tétraèdre (que
nous approchons par une surface plane1S), qui appartient à la surfaceSn(E). Afin de
déterminer la position précise de cette surface, nous réalisons une interpolation linéaire
sur les énergies

En(Ek) ≈ En( Ek1)+ Eγ · (Ek− Ek1) (C.93)
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où

Eγ =

4∑
i=2

[
En(Eki )− En( Ek1)

]
Er i . (C.94)

Les vecteurs de baseEr i élémentaires étant définis parEr i · (Ek j − Ek1) = δi j , c’est-à-dire

Er2 =
(Ek3− Ek1) ∧ (Ek4− Ek1)

6Vt

Er3 =
(Ek4− Ek1) ∧ (Ek2− Ek1)

6Vt

Er4 =
(Ek2− Ek1) ∧ (Ek3− Ek1)

6Vt

,

(C.95)
où 6Vt = (Ek2 − Ek1) · (Ek3 − Ek1) ∧ (Ek4 − Ek1) correspond à six fois le volume du tétraèdre
élémentaire.

Il est alors aisé de déterminer la contribution1S/‖ E∇EkEn(Ek)‖ de chacun des tétraèdres
sur la densité d’états : le vecteurE∇EkEn(Ek), normal à la surface, est directement relié àEγ ,
tandis que l’aire de la surface peut être déterminée simplement à partir d’une décomposi-
tion en triangles élémentaires. Par exemple, dans le cas de la surface triangulaire présentée
en figureC.7, nous avons

1S=
1

2

∥∥∥( EK3− EK1) ∧ ( EK2− EK1)
∥∥∥ . (C.96)

G. LEHMANN et M. TAUT [145] ont alors montré que, dans le cas général,

∗ si E1 6 E 6 E2 :
1S∥∥∥ E∇EkEn(Ek)

∥∥∥ = Vt

2

(E − E1)
2

(E2− E1)(E3− E1)(E4− E1)

∗ si E2 6 E 6 E3 :
1S∥∥∥ E∇EkEn(Ek)

∥∥∥ = Vt

2

{
(E − E1)

2

(E2− E1)(E3− E1)(E4− E1)

−
(E − E2)

2

(E − 2− E1)(E3− E2)(E4− E2)

}
∗ si E3 6 E 6 E4 :

1S∥∥∥ E∇EkEn(Ek)
∥∥∥ = Vt

2

(E − E4)
2

(E4− E1)(E4− E2)(E4− E3)

∗ si E > E4 ou E < E1 :
1S∥∥∥ E∇EkEn(Ek)

∥∥∥ = 0

.

(C.97)
En sommant sur l’ensemble des tétraèdres de la maille élémentaire de l’espace réciproque,
nous en déduisons donc la densité d’états relative à lanième bande

gn(E) =
∑

tétraèdres

1S(En(Ek) = E)∥∥∥ E∇EkEn(Ek)
∥∥∥ , (C.98)

et, par extension, la densité d’états totale

g(E) =
∑

n

gn(E). (C.99)

Notons que ce calcul peut être optimisé en utilisant les différentes symétries de la maille
élémentaire du réseau réciproque ou en étendant le principe à des éléments quadratiques [147].
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VIII Statistique de Fermi-Dirac

VIII-A Probabilité d’occupation d’un état d’énergie

Le rôle de la statistique de Fermi-Dirac est de connaître la répartition énergétique à
l’équilibre thermodynamique de fermions (des électrons dans le cas de ce mémoire) dans
un système. Pour cela, il faut tenir compte du fait que les particules

• sont indiscernables,

• ne peuvent occuper le même état quantique.

Pour déterminer cette répartition, il faut maximiser l’entropie statistique

S= kB ln(�), (C.100)

où� est le nombre de micro-états possibles du système. Ce nombre est obtenu en compta-
bilisant le nombre d’arrangements différents desN fermions du système tout en respectant
les deux contraintes précédentes.

Or, le nombre de combinaisons possibles pour placerni électrons, indiscernables, sur
chaque niveaui d’énergieEi et de dégénérescencegi , vaut (cf. Fig.C.8)

Cgi
ni
=

gi !

(gi − ni )! ni !
. (C.101)

Sur l’ensemble desNL niveaux d’énergie du système, le nombre de micro-états total cor-
respond au produit des différentes combinaisons possibles pour chacun des niveaux

� =

NL∏
i=1

gi !

(gi − ni )! ni !
. (C.102)

Nous cherchons maintenant à maximiser l’entropie statistique

S= kB ln(�) = kB

[
ln(gi !)− ln ((gi − ni )!)− ln(ni !)

]
(C.103)

sachant que nous avons comme contraintes

• un nombre total d’électrons constantN =
NL∑
i=1

ni ,

E1

Ei

gi places libres

ni électrons

ENL

N électrons

FIG. C.8. Répartition des électrons en fonction de l’énergie et nombre de micro-états pos-
sibles.
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• une énergie totale du gaz d’électrons imposéeET =

NL∑
i=1

ni Ei .

Nous cherchons donc l’ensemble(n1, . . . ,ni , . . . ,nNL ) tel queSsoit maximum avec
N −

NL∑
i=1

ni = 0 = 8(n1, . . . ,ni , . . . ,nNL )

ET −

NL∑
i=1

ni Ei = 0 = 9(n1, . . . ,ni , . . . ,nNL )

. (C.104)

Il s’agit donc d’un problème d’optimisation sous contrainte qui peut être résolu par la
méthode des multiplicateurs de Lagrange (cf. AnnexeA sectionII ) :


dS+ αd8+ βd9 = 0

8(n1, . . . ,ni , . . . ,nNL ) = 0

9(n1, . . . ,ni , . . . ,nNL ) = 0

⇒



∂S

∂ni

+ α
∂8

∂ni

+ β
∂9

∂ni

∀i ∈ [1, NL ]N

N =
NL∑
i=1

ni

ET =

NL∑
i=1

ni Ei

. (C.105)

La dérivée partielle∂S/∂ni n’étant pas facile à calculer, nous allons tenir compte du fait
que le nombre d’électronsni , le nombre d’états accessiblesgi et le nombre de places libres
ni − gi sur chacun des niveaux sont très grands, de sorte que l’approximation de Stirling

ln(n!) ∼
+∞

n ln(n)− n (C.106)

soit une bonne approximation des différentes factorielles. Nous obtenons alors

dS= kB

NL∑
i=1

ln

(
gi − ni

ni

)
dni . (C.107)

Comme∂8/∂ni = −1 et ∂9/∂ni = −Ei , la condition de maximisation de l’entropie
conduit à

kB ln

(
gi − ni

ni

)
− α − βEi = 0⇒ ni =

gi

1+ e

α + βEi

kB

∀i ∈ [1, NL ]N (C.108)

La probabilitéPi pour qu’une particule occupe l’état d’énergieEi s’écrit alors

Pi =
ni

gi

=
1

1+ e

α + βEi

kB

(C.109)

Si les paramètresα et β résultent de l’utilisation de la méthode des multiplicateurs de
Lagrange et peuvent sembler, de la sorte, sans réelle signification physique, nous allons
voir dans la sous-section suivante qu’il n’en est rien. Bien au contraire, la signification
d’un des paramètres, appelé niveau de Fermi, revêt une importance toute particulière dans
la compréhension du blocage de Coulomb.
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VIII-B Signification physique des différents paramètres

Pour un gaz monophasé, dont le nombre de molécules varie, la première identité ther-
modynamique s’écrit

dU = T dS− P dV+ µ d N, (C.110)

où U correspond à l’énergie interne du gaz d’électrons (c’est-à-dire, ici,ET), S à son
entropie etµ à son potentiel chimique. Dans le cas des systèmes que nous étudions (des
électrodes métalliques par exemple), le volume du gaz d’électrons est constant de sorte
quedV = 0. On en déduit que la première équation thermodynamique se simplifie en

d ET = T dS+ µ d N. (C.111)

Or, nous avons vu que (Eq.C.105)

dS= −α d8− β d9. (C.112)

C’est-à-diredS= α d N− β d ET puisque
d8 =

∑
i

∂8

∂ni

= −

∑
dni = −d N

d9 =
∑

i

∂9

∂ni

= −

∑
Ei dni = −d ET

(C.113)

L’identification des différents termes des équations (C.111) et (C.112) nous permet d’af-
firmer que

1

β
= T etα = −

µ

T
. (C.114)

La statistique associée à la répartition des électrons à l’énergieE, appelée statistique de
Fermi-Dirac, est donc donnée par l’expression

f (E) =
1

1+ e

E − µ

kBT

, (C.115)

où T est la température du gaz d’électron etµ son potentiel chimique. Classiquement,
plutôt que de parler de potentiel chimique, on emploie la notion de niveau de FermiEF .
L’utilisation de cette dénomination a tendance à masquer la réalité physique sous-jacente
se dissimulant derrière ce terme. Effectivement, dans la majeure partie des dispositifs à
semi-conducteur, la notion originelle de potentiel chimique reste peu utile, en soi. En re-
vanche, dans le cadre du blocage de Coulomb où les phénomènes physiques prédominants
se trouvent dictés par la variation discrète du nombre d’électrons ainsi que par leur inter-
action mutuelle au sein d’un îlot, la connaissance fine de la véritable origine physique du
niveau de Fermi est primordiale (cf. chapitre9).
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VIII-C Quelques propriétés de la fonction de Fermi

En notant laf (x) la fonction de Fermi

f (x) =
1

1+ ex
, (C.116)

nous avons
f (x)

[
1− f (x +1)

]
=

1

1+ ex ×
ex+1

1+ ex+1 =
ex

(1+ ex)(1+ ex+1)
e1

f (x)− f (x +1) =
1

1+ ex −
1

1+ ex+1 =
ex

(1+ ex)(1+ ex+1)
(e1 − 1)

(C.117)
de sorte que

f (x)
[
1− f (x +1)

]
=

f (x)− f (x +1)

1− e−1
. (C.118)



AnnexeD
Théorie de la fonctionnelle de la

densité : complément

CETTE annexe a pour but de démontrer quelques uns des théorèmes du chapitre4.
Les preuves de ces théorèmes sont, en effet, primordiales pour bien appréhender les

théories développées et leur limitation.

I Théorème d’Hohenberg & Kohn

On rappelle queψ(Er1, . . . , Er N) désigne la fonction d’onde globale du système poly-
électronique àN électrons de densitén(Er ).

I-A Calculs préliminaires

• Montrons que〈ψ ψ〉 =
1

N

∫
n(Er ) d3

Er :

〈ψ ψ〉 ,
∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸

N

|ψ(Er1, . . . , Er N)|
2 d3
Er1 · · · d

3
Er N

=

∫ ∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸

N−1

|ψ(Er , Er2, . . . , Er N)|
2 d3
Er2 · · · d

3
Er N

 d3
Er

=

∫
n(Er )

N
d3
Er d’après l’équation (4.30) p.109 (D.1)
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• Montrons que siV̂ =
N∑

i=1

V(Er i ) alors
〈
ψ V̂ ψ

〉
=

∫
V(Er )n(Er ) d3

Er :

〈
ψ V̂ ψ

〉
=

N∑
i=1

∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸

N

V(Er i ) |ψ(Er1, . . . , Er N)|
2 d3
Er1 · · · d

3
Er N

=

N∑
i=1

∫ ∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸

N−1

|ψ(Er1, . . . , Er i , . . . , Er N)|
2 d3
Er1 · · · d

3
Er N

 V(Er i ) d3
Er i

=

N∑
i=1

∫
V(Er )

n(Er )

N
d3
Er

=

∫
V(Er )n(Er ) d3

Er . (D.2)

I-B Première partie du théorème : la densité comme variable de base

I-B.1 Énoncé du théorème et fil conducteur de la preuve

Commençons par rappeler l’énoncé de la première partie du théorème d’Hohenberg et
Kohn :

Toute observable d’un système quantique (l’énergie en particulier) peut
être calculée à partir de l’état fondamental de la densité électronique exclu-
sivement. Ainsi, toute observable peut être écrite comme une fonctionnelle de
la densité.

Le système que nous étudions est défini par l’hamiltonien (cf. Eq. (4.1))

H =
N∑

i=1

Ep2
i

2m︸ ︷︷ ︸
Énergie cinétiquêT

+

N∑
i=1

Vconf(Er i )

︸ ︷︷ ︸
Potentiel de confinement̂Vext

+
1

2

1

4πεε0

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

ē2∥∥Er i − Er j

∥∥ .︸ ︷︷ ︸
Potentiel d’interactionÛē−ē/2

(D.3)
Nous nous rendons compte que, finalement, le paramètre de base dans cet hamiltonien est
V̂ext. En effet, commeV̂ext est imposé, ce sont l’énergie cinétique et le potentiel d’inter-
action entre électrons qui vont s’ajuster afin d’obtenir une énergie globale la plus basse
possible, d’après le principe variationnel. En somme, nous pouvons dire queV̂ext est la
seule variable du système, toutes les autres dépendant indirectement de ce potentiel.

Hohenberg & Kohn se posent alors la question suivante (question, semble-t-il, à l’in-
verse de la logique habituelle) :

V̂ext peut-il être déterminé de manière unique par la donnée den(Er ) (le
nombreN d’électrons étant fixé)?

À première vue, nous pouvons légitimement nous demander pourquoi nous poser une telle
question. Tout devient très clair si l’on suppose que la réponse est affirmative, ce qui est
bien entendu le cas. En effet, si l’opérateurV̂ext impose de manière univoque la densité
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n(Er ), alors, sachant quêVext est la seule véritable variable du système,n(Er ) permet de
remonter à toute l’information sur le système. Comme la densitén détermine, à la fois, le
nombre d’électrons présents dans le système (N =

∫
n(Er ) d3

Er ) et le potentiel extérieur
V̂ext, elle possède autant d’information que la fonction d’ondeψ .

I-B.2 Preuve

D’après ce que nous venons de voir, si nous arrivons à montrer queV̂ext est une unique
fonctionnelle den(Er ) nous aurons, par là même, montré la première partie du théorème.
Pour cela, nous allons nous placer dans l’hypothèse d’un état fondamental non dégénéré1

et utiliser un raisonnement par l’absurde.
Supposons qu’il existe deux opérateurs,V̂ext et V̂ ′ext, qui correspondent respectivement

à deux états fondamentaux,ψ etψ ′, de même densité électroniquen(Er ).

• à V̂ext correspond l’hamiltonienH tel queHψ = Eψ

• à V̂ ′ext correspond l’hamiltonienH′ tel queH′ψ ′ = E′ψ ′

Remarquons tout de suite queH ′ = H + V̂ ′ext − V̂ext, puisque les opérateurŝT et Ûē−ē

restent identiques. Insistons bien sur le fait que si les opérateurs sont identiques, il n’en
est rien des observables qu’ils représentent, chaque opérateur étant appliqué à des états
différents.

• cas no 1 : si V̂ ′ext = V̂ext+ C, avecC une constante. Il est clair que

H′ψ = Hψ + Cψ = (E + C)ψ, (D.4)

soit {
ψ = ψ ′

E′ = E + C
. (D.5)

Conclusion: Nous avons le même état fondamental siV̂ ′ext et V̂ext ne diffèrent que
d’une constante. Ceci n’est pas choquant : l’énergie potentielle est toujours définie
à une constante près.

• cas no 2 : si V̂ ′ext 6= V̂ext. les opérateurŝVext et V̂ ′ext ne différant pas d’une constante.
Nous supposons queψ 6= ψ ′ et nous écrivons l’énergieE′ sous la forme〈ψ ′ H′ ψ ′〉
(ψ ′ étant normée)

– Appliquons alors le principe variationnel àH′ :

∀ϕ ∈Eesp ϕ 6= ψ ′ E′ = 〈ψ ′ H′ ψ ′〉 <
〈ϕ H′ ϕ〉
〈ϕ ϕ〉

. (D.6)

Puisqueψ 6= ψ ′, la relation précédente est en particulier vraie pourϕ = ψ et
sachant queψ est normée :

E′ = 〈ψ ′ H′ ψ ′〉 < 〈ψ H′ ψ〉 . (D.7)

1. Il existe une extension du théorème aux cas dégénérés.
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Or, commeH′ = H+ V̂ ′ext− V̂ext, l’expression précédente devient :

E′ <
〈
ψ H+ V̂ ′ext− V̂ext ψ

〉
(D.8)

< E +
〈
ψ V̂ ′ext− V̂ext ψ

〉
. (D.9)

Avec la propriété (D.2), nous pouvons introduire la densité électroniquen qui
est identique, par hypothèse, pour les deux hamiltoniens. Nous obtenons alors :

E′ < E +
∫ (

V ′ext− Vext

)
n(Er ) d3

Er . (D.10)

– De même, appliquons maintenant le principe variationnel àH :

∀ϕ ∈Eesp ϕ 6= ψ E = 〈ψ H ψ〉 <
〈ϕ H ϕ〉

〈ϕ ϕ〉
. (D.11)

Puisqueψ 6= ψ ′ la relation précédente est en particulier vraie pourϕ = ψ ′ ;
soit, sachant queψ est normée

E = 〈ψ H ψ〉 < 〈ψ ′ H ψ ′〉 (D.12)

< 〈ψ ′ H′ ψ ′〉 −
〈
ψ V̂ ′ext− V̂ext ψ

〉
. (D.13)

Finalement, en exprimant le dernier membre de l’équation précédente, en fonc-
tion de la densité électroniquen, nous trouvons

E < E′ −
∫ (

V ′ext− Vext

)
n(Er ) d3

Er . (D.14)

– Ainsi, en additionnant les résultats (D.10) et (D.14), nous aboutissons à la
conclusion que

E + E′ < E′ + E, (D.15)

ce qui est absurde.

I-B.3 Conclusion et conséquences

Nous venons donc de démontrer queV̂ext est (à une constante près comme pour toute
énergie) une unique fonctionnelle den(Er ). De plus, puisqueV̂ext fixe l’hamiltonienH,
nous en déduisons que l’état fondamental du système est fonction de l’unique variable
n(Er ). En particulier, l’énergie totale, l’énergie cinétique et l’énergie d’interaction sont des
fonctionnelles den(Er ) uniquement.

I-C Deuxième partie du théorème : principe variationnel

Nous avons vu que l’énergie de l’état fondamental est entièrement définie par la
densité électronique de cet état. La deuxième partie du théorème d’Hohenberg et Kohn
concerne, quant à elle, l’extension du principe variationnel au cas de la densité, c’est-à-
dire que la fonctionnelleE[n] est minimale lorsquen représente la densité électronique
de l’état fondamental ; sachant qu’en outre, nous avons la contrainte de « normalisation »

N =
∫

n(Er ) d3
Er . (D.16)
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En fait, le principe variationnel appliqué à la densité électronique est une simple appli-
cation du principe variationnel que nous connaissons déjà. En effet, nous savons que, si
nous notonsE0 l’énergie de l’état fondamentalϕ0 :

∀ψ ∈EH , ψ 6= ϕ0 E0 <
〈ψ H ψ〉

〈ψ ψ〉
(D.17)

or, 〈ψ H ψ〉 représente l’énergie totale du système, c’est-à-dire la fonctionnelleE[n].
Comme (cf. Eq.D.1)

〈ψ ψ〉 =
1

N

∫
n(Er ) d3

Er = 1 (D.18)

Nous en concluons que pour toute densité électroniquen différente de celle de l’état fon-
damental

E0 < E[n]. (D.19)

Ce qui est bien le principe variationnel appliqué à la densité, l’égalité étant obtenue pour
la densité élecronique de l’état fondamental.

II Équations de Kohn & Sham

Intéressons-nous maintenant, de plus près, à l’obtention des équations de Kohn &
Sham, présentée au chapitre4. Selon le principe variationnel, l’état fondamental du sys-
tème nous est donné par la densitén(Er ) qui minimiseE[n] sachant que

∫
n(Er ) d3

Er = N.
Il s’agit, par conséquent, d’un problème de minimisation sous contrainte (cf. annexeA
sectionII ) que nous résolvons à l’aide des multiplicateurs de Lagrange (dont la méthode
s’étend, de manière formelle, au cas des fonctionnelles), avec :

• la fonctionnelle à minimiser :E[n],

• sous la contrainte :ϕ[n] = N −
∫

n(Er )d3
Er = 0.

Nous devons résoudre l’équation, aux dérivées fonctionnelles, suivante, couplée à la contrainte
ϕ[n] = 0 :

δE

δn
+ λ

δϕ

δn
= 0 (D.20)

D’après la dérivée fonctionnelle de l’équation (A.8) (avecV = 1, f = n, F = ϕ), nous
trouvons

δϕ

δn
= −1, (D.21)

de sorte qu’il ne reste à résoudre que{ δE

δn
= λ

ϕ[n] = 0
, (D.22)

où, dans le cadre de la fonctionnelle de la densité,E est définie à l’équation4.35par

E[n] = T0[n] + Vext[n] +
1

2
Ucoul[n] + Exc[n] (D.23)
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Sachant que la fonctionnelleVext[n] est définie par (cf. Eq. (D.2))

Vext[n] =
∫

Vext(Er )n(Er ) d3
Er , (D.24)

nous en déduisons sa dérivée fonctionnelle d’après l’expression (A.8) (avecV = Vext,
f = n, F = Vext[n]) :

δVext

δn
= Vext(Er ) (D.25)

En ce qui concerne le potentiel d’interactionUcoul(Er ), il nous est donné par l’équation

de Poisson1Ucoul = −
ē2

εε0

n(Er ), que nous pouvons encore écrire sous forme intégrée :

Ucoul(Er ) = −
ē2

4πεε0

∫
n(Er ′)

‖Er ′ − Er ‖
d3
Er ′ (D.26)

Et comme, par définition,

Ucoul[n] =
〈
ψ Ûcoul ψ

〉
=

∫
Ucoul(Er )n(Er ) d3

Er (D.27)

Nous en déduisons

Ucoul[n] = −
ē2

4πεε0

∫ ∫
n(Er ′)n(Er )

‖Er ′ − Er ‖
d3
Er ′d3
Er (D.28)

En posantf = n, g(|x′ − x|) = (‖Er ′ − Er ‖)−1 dans la dérivée fonctionnelle (A.12), nous
trouvons

δUcoul

δn
= −2

ē2

4πεε0

∫
n(Er ′)

‖Er ′ − Er ‖
d3
Er ′ = 2Ucoul(Er ) (D.29)

CONCLUSION

L’état fondamental est obtenu par la solution de l’équation

δT0

δn
+ Vext+Ucoul+

δExc

δn
= λ, (D.30)

soit, si nous posons
δExc

δn
= Vxc (avecVxc, potentiel d’échange corrélation),

δT0

δn
+ Vext+Ucoul+ Vxc︸ ︷︷ ︸

Veff

= λ. (D.31)

D’après le principe variationnel, l’équation (D.31) correspond formellement à une équa-
tion de Schrödinger dans laquelle les particules n’interagissent pas et sont soumises à un
potentiel effectifVeff [

−
h̄2

2m
1 · +V̂eff

]
8i = Ei8i . (D.32)

En effet, si nous appliquions la deuxième partie du théorème d’Hohenberg et Kohn à
l’équation de Schrödinger précédente, nous serions amenés à rechercher la densité élec-
tronique minimisant l’énergieE[n] = T0[n] + Veff[n] (T0 étant, par définition, l’énergie
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cinétique d’un système d’électrons n’interagissant pas) sous la contrainte de normalisa-
tion, ce qui correspond bien à la résolution de l’équation (D.31)

Tout se passe donc comme si au lieu d’étudier un système compliqué, où règnent les
interactions inter-électrons, nous avions un système sans interaction mais dont le potentiel
de confinement s’écritVeff = Vext+ Ucoul+ Vxc. Dans ce nouveau système, les particules
étant indépendantes, elles sont régies par l’équation de Schrödinger couplée à l’équation
de Poisson (en ne tenant pas compte de la dégénérescence des niveaux) :[

−
h̄2

2m
1 · +V̂eff

]
8i = Ei8i 8i b.o.n. deEH (D.33)

n(Er ) =
N∑

i=1

|8i |
2 (D.34)

III De l’approximation locale de la densité

III-A Relation entre Exc[n] et Vxc

Nous introduisons la fonctionnelleExc[n] représentant l’énergie d’échange corrélation
par particule d’un gaz d’électrons de densité électroniquen

Exc[n] =
∫
Excn(Er ) d3

Er . (D.35)

La dérivée fonctionnelle deExc[n] s’écrit en fonction deExc :

δExc , lim
h→0

(
Exc[n+ h8] − Exc[n]

h

)
(D.36)

= lim
h→0

1

h

∫
[Exc[n+ h8](n+ h8)− Exc[n]n]︸ ︷︷ ︸

δExcn

δn
h8

d3
Er (D.37)

=

∫
δExcn

δn
8(Er ) d3

Er (D.38)

Or, ayant défini le potentiel d’échange corrélation comme la dérivée fonctionnelle de
Exc[n] =

∫
Vxc8(Er ) d3

Er , nous avons donc

Vxc =
δExcn

δn
(D.39)

III-B Interprétation qualitative

Afin de comprendre, au moins qualitativement, l’expression (4.49) du potentiel d’échange
corrélationVxc du chapitre4, nous allons utiliser un modèle très simple. Contentons-nous,
à cette fin, d’essayer de corriger l’auto-interaction de l’électron sur lui-même. Pour cela,
prenons un gaz d’électrons libres, homogène, de densité électronique constanten et ima-
ginons que, pour annuler l’auto-interaction, nous entourions l’électron d’une distribution
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FIG. D.1. Modèle du trou d’échange

sphérique de trous (on parle de « trou-d’échange » ou encore d’«exchange-hole») de
même densitén que les électrons (cf. figureD.1 ).

Pour annuler l’auto-interaction, le rayon de la sphère doit être tel que la charge qu’elle
englobe soit égale à+ē. Nous avons donc 4πr 3

s nē/3= ē, soit

rs ∝ n−1/3 (D.40)

Si nous calculons l’apport énergétique de cette distribution de trous pour chacun des élec-
tron, nous aurons alors accès à l’énergieExc d’échange par particule du gaz :

E ≈
ē2

4πεε0

∫ rs

r ′=0

∫ π

θ ′=0

∫ 2π

ϕ′=0

n(Er ′)

r ′
d3Er ′ (D.41)

Or, la densitén est supposée constante etd3
Er = r 2dr sin(θ)dθdϕ, d’où

1E ∝ −n
∫ rs

0

r dr (D.42)

∝ −n r 2
s (D.43)

∝ −n1/3 (D.44)

Nous retrouvons ainsi bien le fait que l’énergie d’échange par électronExc est proportion-
nelle àn1/3 (cf. Eq.4.49).
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Dans la recherche de solutions innovantes assurant la pérennité de la micro-électronique sur
silicium, qui devra faire face, dans quelques années, à des limites, tant technologiques que théo-
riques, les dispositifs à blocage de Coulomb à semi-conducteur ont su dévoiler des atouts plus que
prometteurs. Ainsi, ces composants d’avant-garde, basés sur le caractère quantique de la charge
électrique, offrent une alternative possible aux circuitsCMOS, tout en restant compatibles avec les
technologies actuelles. Parallèlement à leur mise au point, une étude théorique se révèle donc de
première importance afin de prédire et comprendre le fonctionnement de ces dispositifs de nou-
velle génération. Tel est l’objet de ce mémoire consacré à l’étude des boîtes quantiques en silicium
dans le cadre d’une utilisation de type « blocage de Coulomb ».

Après un exposé de l’état de l’art, tant théorique qu’expérimental, en matière de composants à
blocage de Coulomb, le présent travail se concentre d’abord sur l’étude des boîtes quantiques semi-
conductrices (polarisées ou non) entourées d’oxyde en développant une série de modèles visant à
décrire leur structure électronique. En particulier, la mise en œuvre d’un modèle unidimensionnel
capable de décrire des boîtes quantiques à symétrie sphérique se révèle très avantageux d’un point
de vue du temps de calcul. Les limites de l’approximation de la masse effective, clé de voûte des
modèles présentés sont, en outre, évaluées à l’aide d’une description moléculaire des nanocristaux
de silicium en utilisant la méthode des combinaisons linéaires d’orbitales atomiques.

La deuxième partie de ce travail de thèse est plus spécifiquement axée sur le transport des
électrons par effet tunnel dans le cadre du blocage de Coulomb. La description des mécanismes de
transfert de charges est basée sur le concept d’hamiltonien de transfert tunnel dont l’application au
cas des composants à blocage de Coulomb métalliques et semi-conducteurs (plus particulièrement
à des structures du type Métal–Isolant–Métal–Isolant–Métal ou Métal–Isolant–Boîte Silicium–
Isolant–Métal) a permis la mise au point d’un simulateur reposant uniquement sur la connaissance
des paramètres physiques fondamentaux du système.

Mots clés : boîte quantique, blocage de Coulomb, dispositifs à un électron, courant tunnel

Coulomb Blockade Theory Applied to Semiconductor Nanoscructures: Modeling of
Nanocrystal Silicon Devices

The current breakthroughs in semiconductor nanostructure fabrication allows the emergence
of innovative device concepts based on quantum mechanics as alternative to conventionalCMOS

transistors or memories. Among other things, the Coulomb blockade devices like single-electron
transistors offer one of the most promising prospects. The modeling and simulation of single-
electron structures are thus of first importance with a view to predicting and understanding the
behavior of these new generation devices. In this context, this work is dedicated to the study of
silicon quantum dots for Coulomb blockade applications.

First, after having presented the state of the art, both theoretical and experimental, of Coulomb
blockade devices, we are interested in the electronic structure of semiconductor quantum dots sur-
rounded by silicon dioxide. This study leads us to develop a series of models for unbiased and
biased quantum dots and, especially, a one-dimensional one able to describe spherically symmet-
ric quantum dots within considerably reduced computation time. Moreover, the limitations of the
effective mass approximation, a keystone of the models implemented, are evaluated using a molec-
ular description of the silicon nanocrystals based on the method of linear combination of atomic
orbitals.

The second part of this work is more specifically centered on electronic transport under the
Coulomb blockade regime. The description of the mechanisms of tunnel events is based on transfer
Hamiltonian concept. Applied to the case of metallic and semiconductor Coulomb blockade de-
vices (in particular to Metal–Insulator–Metal–Insulator–Metal and Metal–Insulator–Silicon Quan-
tum Dot–Insulator–Metal structures), we have thus been able to implement a simulation software
which only requires the knowledge of the fundamental physical parameters of the system.

Keywords: quantum dot, Coulomb blockade, single electron device, tunnel current
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