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Résumé

Ce travail traite du probleme de la simulation et de I’assistance par ordinateur
d’une opération chirurgicale. Nous abordons trois aspects de ce probleme.

Tout d’abordI'nous décrivons un systeme d’assistance en temps-réel a une opéra-
tion chirurgicale particuliere: la rétropéritonéoscopie. Ce systeme permet d’aflicher
en continu des images de synthese en fonction des déplacements de I’instrument
chirurgical. Le chirurgien dispose ainsi d’informations supplémentaires lui permet-
tant de rendre son geste plus rapide et précis. Nous détaillons la conception et la
réalisation de ce systemel'ainsi que les expérimentations sur spécimen anatomique.

Ensuitel pour aller plus loin et simuler effectivement le comportement des or-
ganes du patient au cours de l'opérationI'nous avons con¢u un nouveau modele de
systeme de solides. Ce modele fait cohabiter des solides rigides polygonaux et des
solides fortement déformables représentés par un maillage de type “éléments finis”.
L’hypothese d’une évolution quasi-statique du systeme et I'utilisation de lois de com-
portement élastique issues de la mécanique permettent d’obtenir un modele robuste
et réaliste. Nous détaillons I'implémentation de ce modele et présentons quelques
résultats proches des comportements “chirurgicaux”.

EnfinI'nous étudions quelques outils mathématiques et algorithmiques utilisés dans
les deux systemes précédents: la représentation des rotationsl'la mécanique des mi-
lieux continusl'la mise en correspondance rigide de nuages de points appariéslet la
détection d’objets circulaires et elliptiques et de grilles dans des images en niveaux
de gris.

Abstract

Our work deals with the computer simulation and assistance of a surgical inter-
vention. Three aspects of this problem are studied.

FirstI'we describe a system of real time assistance to a surgical operation: the
retroperitoneoscopy. This system displays synthetized images depending on the po-
sition of the surgeon’s tool in the patient’s body. Thereforel'the surgeon has new
informations at his disposall’helping him to increase the precision and efficiency of
his gesture. The design and the realization of the system are explainedl’and experi-
ments on anatomic specimens are described.

Nextl'in order to simulate the behaviour of the organs involved in the surgical
interventionI'we propose a new physically based model of a system of solids. This
model mixes polygonal rigid bodies and highly deformable smooth objects. The
deformable objects are represented by finite element meshes. A robust and realistic
model is obtained under the hypothesis of a quasi-static evolutionl'and through the
use of hyperelasticity. We explain in detail the model and give results of experiments.

At lastI'we study some mathematical and algorithmic tools used in the previous
models : the representations of rotationsI'the mechanics of deformable solidsI'the
rigid matching of two set of points'and the detection of circular features and grids
of points in grayscale images.

Mots-clés
Assistance informatique d’un geste chirurgical — Simulation d’un geste chirurgical
— Animation de solides déformables — Représentation des rotations — Mise en

correspondance rigide — Segmentation globale de structures connues
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Introduction

Contexte

Depuis la fin des années 19801'on constate 'introduction de I'informatique et de
la robotique dans certaines phases des gestes chirurgicaux. Ces techniques sont utili-
sées par exemple en neurochirurgie (ponction précise de tumeurs)l'en ophtalmologie
(simulation d’opérations au laser)['en chirurgie orthopédique (positionnement opti-
mal de protheses et d’'implants). L’outil informatique permet d’accroitre la qualité
et Defficacité du geste.

Nos recherches se placent dans ce contextel'en abordant le cas de la chirurgie
endoscopiquel’et en particulier la rétropéritonéoscopie et la médiastinoscopie. L’ob-
jectif de nos travaux est de réaliser un systéme d’assistance et de simulation
de ces gestes chirurgicaux.

La rétropéritonéoscopie consiste a introduire un endoscope rigide derriere le pé-
ritoine afin de prélever des échantillons ganglionnaires au voisinage des vertebres
lombaires. Ce geste est présenté dans la partie Simulation et assistance d’un geste
chirurgical. Sur le méme principel’la médiastinoscopie concerne les ganglions de la
partie inférieure du médiastin.

La recherche dans le domaine des gestes médicaux et chirurgicaux assistés par
ordinateur (GMCAO) s’effectue sur deux niveaux. D’une partlelle vise & intégrer
des composants (modeles['outils et données) issus de plusieurs domainesI'comme
Iillustre la figure 1I'afin de réaliser et d’expérimenter des prototypes cliniques.
D’autre partl'elle étudie les fondements mathématiques et algorithmiques
de ces composants; ce travail de fond indispensable permet d’améliorer 'efficacité
des outils existantsl'et d’ouvrir de nouvelles perspectives d’applications.

En ce qui concerne notre objectifl'il faut d’une part modéliser ’ensemble des objets
constituant la zone d’intervention (organesl'instruments) et d’autre part créer les
interfacesl'les instruments spécifiquesl'les outils mathématiques et algorithmiques
d’assistance et de simulation.

Plan

Nos recherches se sont orientées dans trois directions complémentaires et liées:

— Réaliser et expérimenter un systeéme d’assistance visuel a la rétropéritonéosco-
pie.
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Fig. 1 - Domaines couverts par notre probléme.

— Modéliser de facon réaliste le comportement du systeme de solides de compor-
tements variés (rigides ou mousl'mobiles ou fixes) formé par les organesl'les
tissusl'et les instruments du chirurgien.

— Etudier les différents problemes mathématiques et algorithmiques posés par
ces deux points.

Ce document comporte trois parties correspondant a ces directions. La figure 2
résume le plan de ce document et montre les relations entre les différents chapitres.

Partie I

La réalisation d’un systeme d’assistance visuelle a la rétropéritonéoscopie est 1’ob-
jet de la premiere partie: Simulation et assistance d’un geste chirurgical. Ce systeme
en est & la phase des tests cliniqueslet est utilisé également pour d’autres opérations.
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[ I. SIMULATION ET ASSISTANCE D’UN GESTE CHIRURGICAL J

[.2. Assistance et simulation de la rétropéritonéoscopie
A A

VSN

II. ANIMATION DE SYSTEMES DE SOLIDES )

|: [I.2. Animation et modelage par ordinateur

[1.3. Un modele pour la simulation de geste chirurgical
|

ITI. OuriLs

[11.3. Modélisation du comportement des solides déformables

l: [11.2. Représentation des rotations
Lo

[11.4. Mise en correspondance

[11.5. Segmentation

Fig. 2 - Plan de ce document et dépendances entre les chapitres. Une fleche A — B
indique que B utilise des résultats de A.

Nous y décrivons la rétropéritonéoscopiel'puis "architecture logicielle adoptée et
enfin les expériences réalisées pour valider le systeme. On identifiera également les
problemes de calibragel’'segmentation'mise en correspondance que I’on retrouve dans
tous les systemes de GMCAO.

Partie 11

Dans la deuxieme partiel' Animation de systéemes de solidesI'nous étudions tout
d’abord les systemes existants d’animation et de modelage de formes basés sur les lois
de la physique (chapitre 2). Dans cette étudel'nous séparerons les trois composantes
essentielles de ces systemes: la représentation de la géométrie et des déformationsl’
les contraintesl'et "algorithme de controle.

Ensuitel'nous définissons les conditions que doit remplir un systeme d’animation
pour pouvoir étre utilisé dans un simulateur de geste chirurgical et nous proposons
un systéme original simulant ’évolution quasi statique d’un ensemble de
solides rigides et déformables (chapitre 3).

L’utilisation d’éléments finis pour représenter la géométrie et les déformations des
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solides permet d’atteindre un réalisme physique satisfaisantl'comme D'illustrent les
résultats présentés. Notre modele traite efficacement le probleme de la cohabita-
tion d’objets trés déformables et d’objets rigidesl'en permettant 'utilisation
simultanée de plusieurs représentations des solides dans le méme systeme.

L’hypothese d’évolution quasi statique n’est pas incompatible avec la simulation
de geste chirurgical et permet de simplifier le traitement des contacts permanents
entre surfaces rigides et déformables.

Partie I11

La troisieme partiel’ Qutilsl'comprend quatre études indépendantes. Cette partie
essentiellement bibliographique aurait pu constituer une annexe. Néanmoinslsa taille
et le fait que certains des résultats présentés soient originaux nous ont conduits a la
conserver dans le corps du document.

La représentation des rotationsl'étudiée dans le chapitre 2['tient une place
importante dans les algorithmes de mise en correspondance et de calibrage. Nous
rappelons quelques définitions et propriétésl'puis donnons des résultats spécifiques
aux dimensions usuelles 2 et 3avec quelques contributions ponctuelles. Une section
originale porte finalement sur les rotations en dimension 4I'dont nous pensons qu’elles
peuvent intervenir dans les problemes de vision.

Dans le chapitre 3I'purement bibliographiquel’ nous rappelons les équations de
la mécanique des milieux continus et les lois de comportement des solides
déformables.

Le probleme de la mise en correspondancel’ omniprésent dans le domaine des
GMCAOTest présenté au chapitre 4 a travers sa forme la plus simplel'la mise en
correspondance de nuages de points appariés. Dans ce problemel'on souhaite
déplacer un ensemble de points pour le superposer a un autrel'en sachant quel point
d’un ensemble correspond a chaque point de ’autre.

Les algorithmes de mise en correspondance servent dans les GMCAQ d’une part
lors du calibrage des différents capteurs de positionl'et d’autre part lors du recalage
du patient par rapport a un référentiel connu du bloc opératoire.

Nous exposons les différents algorithmes existants et présentons une idée de solu-
tion utilisant la représentation des rotations par leur “vecteur rotation”.

A travers la localisation précise d’images de billes métalliques dans des images tri-
dimensionnelles (obtenues par scanner) ou bidimensionnelles (radiographieslimages
vidéo)I'nous abordons au chapitre 5 le probleme de la segmentation.

Nous avons utilisé des billes métalliques pour servir de points de repere anatomique
dans la mise en correspondance entre des images scanner et le spécimen anatomiquel’
lors des premieres expérimentations du systeme d’assistance décrit dans la premiere
partie.

Nous voyons comment on peut localiser grossiérement un ensemble d’objets
circulaires ou elliptiques dans une imagel'puis comment raffiner ce résultat a des
résolutions inférieures au pixel.
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i

Nous exposons enfin dans ce méme chapitre quelques résultats sur la détection
automatique globale de grille d’objets circulairesI'utilisées pour le calibrage de
systemes de vision. Au lieu de détecter précisément tous les objets circulaires de
I'image et de construire une grille & partir de ces pointsI'nous proposons de détecter
avec précision I’ensemble des objets constituant la grille en une seule fois.
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Chapitre 1

Introduction

Le domaine des gestes médicaux et chirurgicaux assistés par ordinateur (GMCAO)
se situe a l'interface entre 'informatiquel’la robotique et la médecine.

Les applications des GMCAOQO sont multiples. Tout d’abordl'la précision du geste
chirurgical est augmentéel'ce qui améliore la sécurité et les performances de la tech-
nique. Ensuitel'le chirurgien a la possibilité de planifier son geste et de s’entrainer
sur un simulateur avant de réaliser effectivement 'opération. De facon similairel'la
mesure a posteriori de la précision du geste fournit au chirurgien un retour facilitant
son apprentissage. Enfinl'ces techniques de planificationl réalisation et évaluation
de gestes réels peuvent étre utilisées uniquement dans leur partie simulationl'pour
permettre au chirurgien d’enseigner la méthode opératoire.

Les techniques mises en oeuvre dans ce domaine peuvent étre rassemblées en trois
themes: la perceptionl'le raisonnementl'et ’action.

La perception concerne 'acquisition d’informationslutilisant des appareils d’ima-
gerie médicale (amplificateurs de brillancel’ tomographiel résonance magnétiquel’
échographiel..)['ou des capteurs de position et de surfaces (vidéol'mécaniquesl’op-
tiquesl' électro-magnétiques). Le traitement de bas niveau de ces imagesl'comme
I’extraction des contoursI'l’extraction de formesl'le calcul de déplacements a partir
des positions de points caractéristiquesl.. fait aussi partie de la perception.

Le raisonnement concerne 'analyse et la syntheése de ces informationsI'soit au-
tomatiquement par le systeme (par exemple pour le point d’insertion du ligament
de remplacement sur la surface des os du genou)I'soit par le chirurgien (par exemple
pour la trajectoire d’insertion des vis dans le pédicule d’une vertebre). Le raisonne-
ment permet au chirurgien de connalitre avec précision le geste a effectuer.

La phase d’action consiste a aider le chirurgien a réaliser ce gestel'en ajoutant
des informations visuellesI'sonores et gestuelles & sa perception habituelle.

La recherche dans ce domaine s’étend sur une large palette de problemes (voir I'in-
troduction de ce document). La plupart de ces problemes ne sont pas spécifiques aux
GMCAOQO. Les recherches menées dans le cadre des GMCAQ peuvent ainsi trouver
des applications dans les autres domainesl'et réciproquementl'les GMCAQ peuvent
bénéficier des avancées réalisées dans ces domaines.

Dans cette partiel’ nous décrivons la rétropéritonéoscopiel qui est un exemple



I-1 1Introauction

d’opération de chirurgie endoscopique. Ensuitel nous décrirons un systeme d’as-
sistance a la rétropéritonéoscopiel'mis au point et expérimenté au cours de cette
these en collaboration avec I’équipe de chirurgie générale et thoracique de "hopi-
tal de Grenoble. Ce systeme est a mettre en parallele avec les techniques actuelles
de tomodensitométrie et d’imagerie par résonance magnétique interventionnelles :
dans notre casl'on transporte “virtuellement” I'image scanner ou IRM dans la salle
d’opération.

Cette description sera 'occasion d’identifier les problemes qui se posent lors de la
réalisation d’un tel systeme. L’étude de ces problemes fait ’objet des deux autres
parties de ce document.



Chapitre 2

Assistance et simulation de la
rétropéritonéoscopie

Les techniques de chirurgie endoscopique se développent rapidement. Elles consistent
a atteindre l'organe a opérer en introduisant les micro-instruments dans le corps du
patient par des incisions de petite taille (voir I'introduction de la partie minimal
access surgery dans [102]).

Fig. 3 - Opération sous contréle vidéo (prof. Brichon).

L’opération s’effectue alors généralement sous contréle vidéo (figure 3): une ca-
méra manipulée par Dassistant suit en permanence 'extrémité des instruments du
chirurgien ; ce dernier opére en regardant uniquement I'image fournie par la caméra.
Dans ce casl'du gaz est généralement injecté entre les organes pour ménager un
espace permettant les déplacements de la caméra et des outils.

Dans d’autres cas'comme ceux de la rétropéritonéoscopie et de la médiastinosco-
piel'le chirurgien déplace d’une main un “tube” dénué d’optique — le médiastino-
scope — dans la cavité abdominalel'en manipulant de 'autre main les instruments
placés a l'intérieur du canal opérateur que constitue le médiastinoscope. L opération
s’effectue sans injection de gazl'le médiastinoscope servant lui-méme a refouler ou
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comprimer les organes environnants.

La rétropéritonéoscopie et la médiastinoscopie présentent de fait des avantages
pour le patient : le choc opératoire et les risques d’infection sont réduitsI'diminuant
ainsi le temps d’hospitalisation et d’indisponibilité.

Cette technique présente cependant quelques inconvénients pratiques. Tout d’abordl’
en cas de probleme (hémorragiel'opération se révélant plus délicate que prévul..)Iil
peut s’avérer nécessaire de convertir 'opération en une laparotomie (ouverture large
des parois) et de terminer I'opération avec les techniques classiques. D’autre partl’
la réalisation du geste réclame une plus grande expérience de la part du chirurgien.
En effetl'il doit en permanence se représenter mentalement la position de son instru-
ment par rapport aux organes nobles environnants et a la zone qu’il doit atteindrel’
qui sont hors de son champ de visionl'réduit & une zone de 2 cm de diametre a
I’extrémité du médiastinoscope.

L’apprentissage de la rétropéritonéoscopie et de la médiastinoscopie est difficile
puisque seul le chirurgien manipulant le médiastinoscope voit les organes se trouvant
a Pextrémité du tube: il n’est pas possible au maitre de guider ou corriger le geste
de son éleve.

Ces raisons ont motivé I’étude et la conception d’un systeme informatique de simu-
lation et d’assistance applicable & différentes opérations de chirurgie endoscopiquel’
et en particulier a la rétropéritonéoscopie.

Un tel systeme peut étre utilisé pour préparer un geste réel avant 'opérationl’
pour simuler un geste fictif servant a apprentissagel’ou pour assister le geste en
cours d’opération.

L’utilité d’un systeme d’assistance per-opératoire apparait surtout dans les cas
suivants :

— la cible est petite (5 millimetres de diametre)l’
— l'individu est obese et la cible est entourée de zones graisseuses importantesl’

— la cible est placée au voisinage de zones dangereuses (voies sanguines ou uri-
nairesl'plevres et cesophage pour la médiastinoscopie).

Dans ce chapitrel'nous présentons la rétropéritonéoscopie et la médiastinoscopie.
Ensuitel'nous décrivons le matériel et le systeme mis au point au cours de nos expé-
riencesl'puis le protocole opératoire retenu. Nous exposons finalement les différentes
expériences effectuées afin de valider notre systeme.

La description du systeme sera ’occasion d’identifier un certain nombre de pro-
blemes. Nous reviendrons en détail sur certains de ces problemes dans la partie
Outils.

2.1 Rétropéritonéoscopie et médiastinoscopie

La rétropéritonéoscopie et la médiastinoscopie (figure 6) sont des opérations si-
milaires visant respectivement a atteindre les chaines ganglionnaires abdominales et
médiastinales. On effectue deux types de rétropéritonéoscopie: lomboscopie (figure
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4) ou rétropéritonéoscopie iliaque (figure 5)I'selon que I'exploration s’effectue dans
la portion lombaire ou iliaque du rétropéritoine.

Fig. 5 - Rétropéritonéoscopie iliaque : voies d’abord et geste (d’aprés Sarrazin).

Le but de ces opérations est principalement diagnostique [96]. On les réalise fré-
quemment en chirurgie cancérologiquel’au cours des bilans d’extension ou de récidive
des tumeurs solides et des hémopathies malignes (d’apres [27]). Leur application
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dans un cadre thérapeutique tend a se développer: lymphadénectomies pelviennesl’
drainage d’abces profondI'sympathectomie lombaire.

Fig. 6 - Médiastinoscopie(prof. Sarrazin).

Les instruments utilisés dans ces deux opérations sont identiques (figure 7). Parmi
ceux-cil'on trouve le médiastinoscopel'tube rigide muni d’un manche et couplé & une
source de lumiere froide ; une échancrure permet 'utilisation de pinces a biopsie. Le
médiastinoscope a été mis au point par Carlens en 1957.

Fig. 7 - Instruments utilisés pour la rétropéritonéoscopie.

Le service de chirurgie générale et thoracique du CHU de Grenoble est un pion-
nier dans I'utilisation de ces techniques; on y réalise annuellement une trentaine de
rétropéritonéoscopies et une centaine de médiastinoscopies. Un systeme d’assistance
rendant leur réalisation plus facile permettrait d’étendre leur utilisation.

La médiastinoscopie présente l'inconvénient de se situer dans une zone soumise
aux mouvements respiratoires et aux déplacements dus aux battements cardiaques.
Ces déplacements compliquent le calcul de la position de I'instrument par rapport



Z.Z lviateriel et systeme

r4

aux organes. C’est pour cette raison que notre premier systeme porte sur I’assistance
de la rétropéritonéoscopie.

2.2 Matériel et systeme

Nous désirons fournir au chirurgien un suivi en temps réel des déplacements du
médiastinoscope dans la région située au voisinage de la cible.

Pour ce fairel'nous avons réalisé aux cours de cette these différents prototypes
de systemes affichant en temps réel une série de coupes recalculées a partir d’un
examen au scanner du patient (pour nos essaisI'nous avons aussi utilisé I'imagerie
par résonance magnétique nucléaire).

2.2.1 Repérage du médiastinoscope par rapport a ’image 3D

On connait la géométrie du médiastinoscope dans un repere M. Les coupes issues
de 'examen du patient constituent un parallélépipede de voxels associé a un repere
C (figure 8). On souhaite mesurer la position de M par rapport a C. Pour ce fairel'on
doit passer par des transformations intermédiairesI'dont le calcul nécessite 3 phases
de calibrage.

c |7

A

Fig. 8 - La position des organes du patient est connue dans une image tridimen-
sionnelle (ici, des coupes scanner).

Les quatre reperes intervenant dans cette section ainsi que les transformations
calculées entre ces reperes sont résumés sur la figure 9.

Localisateur 3D

La position du médiastinoscope est déterminée par un localisateur optique tridi-
mensionnel : le systeme Optotrak(R). La partie optique de ce systeme est un banc
rigide muni de trois capteurs comportant chacun une lentille hémi-cylindriquel une
barrette de capteurs CCD et un microprocesseur dédié au traitement de I'image
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Fig. 9 - Repéres et transformations intervenant dans le calcul de la transformation
de M wvers C, indiquée icit en pointillés.

unidimensionnelle fournie par la barrette. L’unité centrale du systeme active une
par une des diodes émettant dans I'infra-rouge. Les points lumineux émis par ces
diodes sont détectés par les capteurs. En utilisant les informations fournies par les
trois capteursl'le systeme calcule alors la position de chaque diode dans un repere
lié au banc optiquel'’que nous noterons £ (figure 10).

Fig. 10 - Le localisateur tridimensionnel Optotrak(R).



Z.Z lviateriel et systeme

Marqueurs

Il suffit de fixer au moins trois diodes sur un solide rigide pour pouvoir ensuite
déduire sa position & partir de celle des diodes.

Definition 1 (Marqueur)
Nous appellerons marqueur un solide rigide muni d’émetteurs ponctuels pouvant
étre localisés en 3D.

Afin de permettre le calcul de sa position]’un marqueur doit étre calibré. Ce
calibrage consiste & associer un repere B au marqueur et & établir les coordonnées
b; des émetteurs fixés sur le marqueur dans ce repere.

Une fois le calibrage effectuél'le localisateur mesure dans son repere £ les coor-
données [; de ces mémes points. La transformation permettant de passer de B a £
est alors le meilleur déplacement tel que 'image de b; soit proche de I; pour tout i.
Ce probleme de mise en correspondance rigide de nuages de points est abordé dans
le chapitre 4 de la partie Qutils. Le systeme Optotrak(R) peut se charger de calculer
ce déplacementl'connaissant un calibrage du marqueur.

Si trois diodes suffisent pour effectuer ce calcull'il est clair que plus le nombre
de diodes visibles est élevél'plus il devient précis. 1l faut en outre s’assurer que le
marqueur puisse étre localisé dans toutes les positions qu’il sera amené a occuper.
(C’est pour ces raisons que nous avons con¢u un marqueur en forme de boule muni
de 24 diodes (figure 11). Un systéme de fixation spécial permet de lier rigidement
cette boule a extrémité du manche du médiastinoscope. Nous notons 5 le repére
de calibrage du marqueur “boule”.

Fig. 11 - Le marqueur en forme de boule a 24 diodes et son repére de calibrage.

Socle de calibrage

Il est nécessaire de connaitre la position du repere de calibrage de la boule B
par rapport au repere M dans lequel la géométrie du médiastinoscope est donnée
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Fig. 12 - La géométrie du médiastinoscope est connue dans le repére M.

(figure 12). C’est I'objet d’une seconde phase de calibragel’dans laquelle on utilise
un socle muni de marques géométriques connues par construction (rainuresl'surfaces
planesI'butées). Le socle est con¢u pour que le médiastinoscope s’y emboite de fagon
unique et reproductiblel’et les marques permettent de calculer la position du socle
par rapport au repere de la boule.

L’utilisation d’un tel socle a été requise par ’absence de surfaces caractéristiques
sur le médiastinoscopel’a laquelle s’ajoute 'impossibilité de mettre le tube en contact
avec des pointes risquant de rayer sa surface externe (qui doit glisser sur les organes
lors de 'opération).

Recalage du patient

Il ne reste plus qu’a trouver la transformation entre le repere des coupes C et le
repere du localisateur L. Le calcul de cette transformation est le but de la phase
de recalage du patient. Pour effectuer ce recalagel'nous utilisons un systéme mis
au point au laboratoire TIMCI'en collaboration avec le service de radiothérapie de
I’hopital de Grenoblel'par N. Laiebl' P. Vassal et J. Troccaz. Ce systéme met en
correspondance la surface interne de ’os du bassin segmentée sur les coupes avec
ces mémes surfaces obtenues par échographie du patient pendant I'opération (voir
partie Qutils'chapitre 4).

Les transformations de M a Bl'et de £ & C obtenues lors du calibragel'alliées &
la transformation de B a £ mesurée en continu par le localisateurl’ permettent de
calculer en continu la transformation de M a CI'donnant la position des points du
médiastinoscope dans le volume de coupes.

Nous utilisons cette transformation et le volume de données pour afficher en
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Fig. 13 - Le médiastinoscope sur son socle de calibrage.

continu des informations supplémentaires sous forme d’images de synthese.

2.2.2 Quelles images, sous quelle forme?

Ce paragraphe étudie les différents types d’informations que 'on peut envisager
de présenter au chirurgienl'ainsi que leur moyen d’affichage.

Plusieurs types de retour visuel sont possibles : d’une part sur la nature de I'immer-
sion du chirurgienl'qui peut étre compléte (casque muni d’écrans ou head mounted
display)l'partielle (écran semi-réfléchissantl'projection)l'ou nulle (affichage sur un
écran externe)l'd’autre part sur la nature des images affichées: coupes recalculées
de type scannerl’ou surfaces texturées.

Immersion compléte

L’immersion complete n’est pas une solution viable a I’heure actuelle pour plu-
sieurs raisons. Le casque est trop lourd pour étre porté 6 heures par jourlla résolution
insuffisante des images entraine une fatigue oculaire importantel’et I'immersion com-
plete engendre des perturbations de I’équilibre liées a I’absence de coordination entre
les sensations visuelles et les déplacements percus par l'oreille interne. De plusl'le
chirurgien ne peut pas accepter d’étre privé de la vision directe : il a besoin de voir ses
mains et les instruments qu’elles manipulentl'les instruments posés sur la tablettel’
les examens affichés sur le murl'les objets apportés par l'infirmiere. L’immersion
complete est cependant envisageable dans le cas de la télé-chirurgie.

Immersion partielle

Dans le cas d’une immersion partiellel'le champ visuel de 'opérateur (icil'le chi-
rurgien) est occupé par des images réelles auxquelles sont superposées des images
de synthese. Cette technique est utilisée depuis longtemps dans les avions de chasse
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(viseur téte haute ou head up display). La superposition nécessite la connaissance
simultanée de la position des yeux du chirurgien et de la transformation de recalage
du patient vue plus haut. Un tel procédél'utilisant un miroir semi-réfléchissant et un
asservissement vidéo en continu a été développé par PeuchotlI'Tanguy et Eude [91].

Absence d’immersion

Il n’y a pas d’immersion dans le cas ou les images de synthese ne sont pas super-
posées a la scene réelle. C’est par exemple le cas dans les opérations sous controle
vidéo.

Dans ce caslles images affichées peuvent étre de différents typesI'synthétisant plus
ou moins les informations :

Affichage tridimensionnel des surfaces des organes et des instruments [321'33].

Affichage de coupes recalculées dans des plans évoluant avec les instrumentsl’
il s’agit de I'approche utilisée dans nos expériences [51'6].

— Superposition d’images vidéo et de surfaces ou de coupes recalculées [581'108T
19I'1151'61].

— Affichage de “viseurs” matérialisant la position courante de ’outil par rapport
a sa position idéale. Ces viseurs sont affichés en deux ou trois dimensions.
Les systémes de guidage passif développés par Sautot [97] pour le vissage
pédiculairel'Orti et Dessenne [891'36] pour le remplacement du ligament croisé
antérieur du genou et le replacement du condyle en chirurgie maxillo-facialel”
utilisent ce type d’affichage.

2.2.3 Systeéme d’assistance proposé
Choix du type d’images

Dans les différents prototypes développésI'nous utilisons un aflichage sans immer-
sion. Les images affichées en continu sont des coupes de type scanner recalculées
dans des plans a priori quelconques a partir de ’examen scanner du patient. Les
plans de coupe se déplacent en fonction de la position de 'instrument mesurée en
continu par le localisateur.

L’utilisation de coupes planes de type scanner apporte des informations plus li-
sibles pour le chirurgien que I’affichage de surfaces colorées des différents organes.

Apres quelques essaislil s’avere que U'interprétation des images par le chirurgien est
bien plus facile quand les coupes sont paralleles aux directions “classiques” (axialesI’
frontales et sagittales). Outre ces coupes classiquesI'nous avons tout de méme retenu
I’affichage d’un plan de coupe perpendiculaire a ’axe du tube et passant par son
extrémité interne. A part celui-cil' nous présentons pour chaque direction de coupe
une vue globale et une vue locale grossie centrée sur I'extrémité interne de 'outil.
Sur chaque image est dessinée une projection de ’axe du tube.
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Fig. 14 - Images affichées en cours d’opération. Le segment clair symbolise 'azxe de
Poutil.

Architecture logicielle

Le choix du type d’images affichées rend nécessaire le calcul en continu de plusieurs
coupes dans des plans a priori quelconques. Nous avons choisi de laisser le systeme
répartir le temps du processeur entre les différentes images : chaque image est associée
a un processus différentl'tous ces processus tournant en méme temps.

L’examen scanner du patient prenant de 'ordre de 10 Molil n’est pas possible que
chaque processus affichant une image le charge dans son espace mémoire: 'examen
scanner est donc chargé dans une zone de mémoire partagéel utilisée simultané-
ment par tous les processus affichant une image. Un processus particulier est chargé
d’initialiser cette zone de mémoire.

La communication de la position du médiastinoscope aux processus affichant les
images s’effectue elle aussi par partage d’une zone de mémoire. Un processus par-
ticulier est chargé de communiquer avec le localisateur pour mesurer la position de
B dans L et en déduire la position de M dans Cl'en utilisant les résultats des dif-
férents calibrages. Ce procédé rend tres simple 'enregistrement et la restitution de
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séquences de positions: il suffit de lancer un processus indépendant qui transfere en
continu les valeurs de la position entre la zone de mémoire et le disque.

Le lancement et ’arrét de ces processus sont gérés par un processus “pilote”. La
communication entre les processus s’effectue par des messages (mécanisme fourni
par le systeme).

Le premier processus lancé par le pilote affiche une interface permettant de com-
mander le lancement et I'interruption des autres types de processus. Cette interface
apparait dans la fenétre de gauche de la figure 14.

La figure 15 résume les différents processus (boites arrondies) et données entrant
en jeu dans le systeme. Le canal de communication gris représente la communication
entre le pilote et les autres processus ; les fleches symbolisent les échanges de données.

FENETRES GRAPHIQUES

( Pilote ) / Interface
)

( Commande Images

( Affichage , ,
MEMOIRE PARTAGEE

( Lecture données Examen scanner du patient

+

( Lecture position outil

Transformation outil courante

Pr

( Lecture enregistrement

DISQUE DUR

&,A TW k,

(Création enregistrement Séquence de positions enregistrée

X

LOCALISATEUR Données de calibrage

Examen scanner du patient

Fig. 15 - Les différents types de processus et de données du systéme.

2.3 Protocole

Nous ne décrivons ici que les phases de 'opération liées a "apport de I’assistance
informatique. L’opération se décompose en trois phases. La phase pré-opératoire a
lieu en dehors du bloc opératoire. La phase de recalage du patient et de calibrage



£.9 rrotocoie

des instruments a lieu au blocI'entre anesthésie du patient et le geste chirurgical.
La phase d’assistance per-opératoire se déroule pendant le geste.

2.3.1 Phase pré-opératoire

La phase pré-opératoire comprend la stérilisation des instrumentsl'’acquisition
d’images de la région anatomique concernéel’et leur pré-traitement.

Le médiastinoscope et sa boule de repérage doivent étre démontés et stérilisés
chacun selon deux procédés différentsl’ainsi que son socle de calibrage et les petits
outils nécessaires a ’assemblage et au calibrage.

Une série de coupes de la zone & opérer est acquise au scanner. Cet examen se
pratique systématiquement avant toute rétropéritonéoscopie classique. Les images
sont ensuite transférées sur le disque dur de la station de travail.

A partir de ces imagesl'on construit une représentation par un nuage de points de
la surface interne de I’os du bassin. D’autre partl'le chirurgien identifie les cibles de
Popération. Ces deux informations sont alors connues dans le repere lié aux images

C.

2.3.2 Calibrage du médiastinoscope

Le calibrage du médiastinoscope au début de opération est rendu nécessaire par
son démontage pendant la stérilisation.

Ce calibrage nécessite 'utilisation de deux marqueurs supplémentaires qui doivent
eux aussi étre stérilisés. Le premier est fixé sur le socle de calibrage et sert de référence
(ceci permet de déplacer le socle par rapport au localisateur pendant le calibrage).
Le second est muni d’une pointe et sert a désigner des points du socle.

Les trois marqueurs (la boule et les deux marqueurs auxiliaires) sont tout d’abord
calibrés.

Le premier marqueur auxiliaire est fixé sur le socle. La pointe du second marqueur
est calibrée: on obtient les coordonnées de la pointe dans le repere de calibrage du
marqueur.

La pointe est alors utilisée pour obtenir les coordonnées du plan du socle et des
trois rainures gravées sur ce plan. Ceci permet de connaitre la position du repere dans
lequel la géométrie du socle est donnée. Ensuitel'on insere le médiastinoscope dans
le socle['dans 'unique position possible. On peut alors déduire la transformation de

MaB.

2.3.3 Recalage du patient

Le recalage du patient est effectué selon la procédure développée par N. Laiebl’
P. Vassal et J. Troccaz pour la radiothérapie conformationnelle de la prostate [107].

Le recalage est effectué juste apres I’anesthésie du patientl'qui est alors immobilisé
sur la table d’opération.

On utilise un échographe muni d’un marqueur (figure 16) pour acquérir des images
de la surface antérieure de I’os du bassinl'au voisinage des crétes iliaques. L’utilisa-
tion du marqueur permetl’aprés un calibrage préalable (réalisé avant ['opération)l’
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d’obtenir la position tridimensionnelle dans le repere du localisateur £ d’un point
quelconque de I'image échographique.

Fig. 16 - Echographe muni de marqueurs utilisé pour numériser la surface de los
du bassin.

La segmentation des images échographiques permet ainsi d’obtenir des courbes
dans L. Ces courbes sont mises en correspondance avec la surface de ’os segmentée
dans C lors du traitement pré-opératoire. Nous employons un algorithme de mise en
correspondance décrit par Lavallée et Szeliski dans [74]. On calcule ainsi la trans-
formation de £ dans C.

Cette transformation est valide tant que le patient n’est pas déplacé par rapport
au localisateur. Cette contrainte peut étre évitée en fixant un marqueur sur le bassinl’
pour servir de repere de référence a la place de L.

2.3.4 Navigation assistée

Prenant en entrée les images du patient et les différentes transformations vues
précédemmentl'le systeme de navigation assistée ne requiert aucune manipulation.
L’interface de la derniere version permet de choisir les vues & afficher'd’enregistrer
et de rejouer des séquences de mesures.

2.4 Expérimentation

Nous avons réalisé quatre versions majeures du logiciel d’assistance.

La premierel’écrite en novembre 1992I'a servi & démontrer la faisabilité de notre
approche.

Lors de P’expérience réalisée avec cette premiere versionl'en décembre 1992I'le
“patient” était un mannequin en plastique démontable (utilisé pour illustrer les
cours d’anatomie) dans lequel nous avions collé des billes métalliques de 2 mm de
diametre. Le mannequin était ensuite passé au scanner. L’expérience consistait a di-
riger vers les cibles la pointe d’un marqueur cylindrique introduit dans le mannequin
par une petite ouverture. Dans cette versionl'le recalage du patient était effectué a
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I’aide de billes métalliques insérées dans le mannequin avant le scanner et désignées
lors de 'opération avec une pointe munie d’un marqueur; il suffit de mettre en
correspondance les positions des billes pour obtenir la transformation de recalage.
L’algorithme de détection des billes métalliques est présenté dans le chapitre 5 de la
partie Qutils.

La seconde versionl écrite au début de 1993I'a permis de tester en conditions
réelles la précision et 1'utilité de 1’assistance.

Fin aoit 1993I'mous avons testé cette version du systeme sur une piece anatomiquel’
grace a la collaboration du service de radiologie centrale de I’hopital de Grenoble et
du laboratoire d’anatomie de la faculté de médecine de Grenoble. Cette expérience
a permis de vérifier la précision du repérage des structures osseusesl'et de constater
les déplacements (dus a la présence du médiastinoscope) de la poche péritonéale. La
position des ciblesl'insérées au voisinage des ganglions habituellement visés par la
rétropéritonéoscopie iliaquel’correspondait aux informations fournies par le systeme.
Le recalage du patient était effectué par la méme méthode que dans la premiere
version (insertion de plombs sous la peau au niveau des crétes iliaques et de la
symphyse pubienne).

La troisieme version['datant de 1994l'incluait les modifications inspirées par I’ex-
périence sur cadavre: utiliser la méthode de recalage du patient par échographie
développée pour la radiothérapiel’améliorer la vitesse de Daffichagel concevoir le
marqueur en forme de boule et remplacer le socle de calibrage en bois par un mo-
dele stérilisable. De plusl'cette version était la premiere mouture de ’architecture
logicielle présentée plus haut. Nous présentons ce systéme en détails dans [61'26].

La quatrieme versionl écrite au début de 1995['est une mise au propre de la
version précédente: utilisation modulaire et plus efficace du systeme d’exploitation
et de l'interface graphiquel'fichiers de configuration... La modularité du systeme a
permis son utilisation sur différents types d’examens et d’outilsI'en particulier en

ORL.

2.5 Conclusion

A travers 'exemple de la rétropéritonéoscopiel'nous avons vu les problemes liés
a la conceptionl'la réalisationl'et I'expérimentation de systemes d’assistance a une
opération chirurgicale.

La conception d’un tel systeme passe par la prise en compte des points suivants :
— la nature du geste et de ses difficultésl'les souhaits des chirurgiensl’

— les données que peut apporter ’assistance pour faciliter ou rendre plus précise
I'opérationl’

— les instruments permettant de mesurer ces données (capteurs spéciaux!'cali-
bragel..) et de les restituer (retour visuell'mais aussi sonore et tactile).
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La réalisation du systeme nécessite alors:
— une architecture logicielle adaptéel’

— la fabrication des instruments de mesure (par exemple le marqueur en forme
de boule et le socle de calibrage)I’

— la mise au point des procédures de calibrage.
L’expérimentation implique :
— la modification du protocole opératoirel’

— la collaboration des différents services de ’hopital et des personnels du bloc
opératoire.
En ce qui concerne le systeme que nous avons développélles expériences ont prouvé

la faisabilité et 1’utilité d’une telle assistance. La modularité du systeme a permis

son utilisation dans d’autres contextes.



Chapitre 3

Conclusion

Dans cette partiel'nous avons décrit nos travaux concernant la conceptionlla
réalisation et 'expérimentation d’un systeme d’assistance passive d’une opération
chirurgicale : la rétropéritonéoscopie.

Ce systeme integre une architecture logicielle modulaire qui le rend utilisable
directement dans d’autres types d’opérations. Nous avons concu un prototype d’outil
chirurgical “augmenté” et un socle permettant de le calibrer.

Des expériences en conditions réelles ont prouvé 'utilité d’un tel systeme.

Cette étude a permis d’identifier plusieurs problemes que 'on retrouve dans la
plupart des applications de chirurgie assistée par ordinateur :

— Le calibrage des capteurs. Il apparait ici sous deux formes: le calibrage des
marqueursl'et la mesure précise de structures géométriques (planl rainuresl’
points).

— La mise en correspondancel’utilisée pour le recalage du patient.

— La détection d’objets sphériques dans une image volumique (ou d’objets cir-
culaires dans une image plane)l'utilisée dans la localisation précise des centres
des billes métalliques lors de nos premieres expériences.

Ces deux derniers problemes seront abordés dans la partie Qutils.

D’autre partl'la simulation du geste passe par I'utilisation d’un modele physique
des organesl'avec lequel 'opérateur peut interagir en manipulant des instruments
“virtuels”'incluant des sensations de résistance a ’effort. Ceci a motivé une étude
des différents modeles physiquesl'du point de vue de 'animation et du modelage
assistés par ordinateurl'dans la partie Animation de systémes de solidesl'et aussi du
point de vue théoriquel’dans le chapitre 3 de la partie Qutils.
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Chapitre 1

Introduction

Dans cette partiel'nous nous intéressons a la simulation de systemes de solides
rigides ou déformables pour "animation ou le modelage (modelling). Bien que cette
étude soit généralel'elle est effectuée en gardant en téte notre objectif final: la
réalisation d’un simulateur de geste chirurgical.

Pour simuler le comportement d’un tel systemel’il faut tout d’abord le modéliserl’
c’est-a-~dire:

— représenter sa géométrie et ses déformations (au sens largel'ce qui inclut
aussi les déplacements)[’

— fixer les contraintes que doivent vérifier ces déformations (par exemplel'im-
poser la non-interpénétration des différents solides)I’

— donner les régles du contréle de I’évolution du modeéle (dans le cas de la
contrainte de non-interpénétrationl'le controle doit définir la facon dont le
systeme réagit lors de la collision entre deux solides).

Une fois le systeme modélisélil faut simuler numériquement son évolutionl'en suivant
les regles de controle et en respectant les contraintes.

Cette partie débute par une étude bibliographique des systémes existants d’ani-
mation et de modelage par ordinateurl’ controlés en partie ou en totalité par les
lois de la physique (chapitre 2). Dans cette présentationI'nous avons tenté d’unifier
les problemes voisins de 'animation et du modelage de forme et d’identifier pour
chaque publication les trois composantes vues plus haut : géométrie et déformationsl’
contraintesl'controle.

Dans le chapitre suivant (chapitre 3)['nous définissons les fonctionnalités que doit
posséder un modele “géométrique et dynamique” de simulation de geste chirurgical.
Géométriquel'parce que le modele doit permettre le calcul et ’évolution de la géo-
métrie des différents organes intervenant dans 'opération. Dynamiquel parce que
cette évolution doit se faire en respectant les lois de la physiquel'en particulier en
ce qui concerne le comportement déformable des organes et la gestion des contacts.

Apres avoir défini ces fonctionnalitésI'nous ferons un compte-rendu des travaux et
expériences que nous avons effectués en vue de réaliser un tel modelel'en partant de
I’hypothese d’une évolution quasi-statique du systeme. Nous exposons comment on
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peut séparer effectivement les trois composantes dégagées plus haut: géométrie et
déformations['contraintesl’et contréle. Cette approche modulaire permet d’utiliser
simultanément plusieurs représentations des solides dans le méme systeme. Nous
utiliserons des lois de comportement non linéaires et des formulations permettant
de grands déplacements des solidesI'ce qui n’al’du moins a notre connaissancel pas
encore été le cas pour 'animation de solides par ordinateur.

Dans la conclusion de cette partie (chapitre 4)['nous ferons la synthese de ces
expériences et nous verrons les problemes restant a explorer dans ce domaine.



Chapitre 2

Animation et modelage par
ordinateur

Dans ce chapitrel' nous exposons les différents choix adoptés dans la littérature
concernant la conception et la réalisation de systemes d’animation ou de modelage.

La réalisation de tels systemes passe par la définition de trois composantes: la
représentation de la géométrie et des déformationsl'les contraintes s’appliquant au
systemel'et la stratégie de controle du modele.

Ces termesl'reprenant les notions introduites par Wilhelms dans [111]['sont défi-
nis dans la premiere section. Pour chacune de ces trois composantesI'nous détaillons
ensuite les différents choix présentés dans la littératurel'en examinant plus particu-
lierement les modeles de solides déformables.

2.1 Définitions

La déformation associe tout point du solide dans une configuration de référence a
sa position courante dans 'espace (voir le chapitre 3 de la partie Qutils). Cette défi-
nition inclut aussi bien les changements de forme des solides que leurs changements
de position ; c’est pourquoi nous emploierons aussi ce terme dans le cas de solides
rigides (I’application est alors une isométrie directe).

Definition 2 (Déformation)

Une déformation est une application suffisamment réguliere pour que les grandeurs
que nous en dérivons soient correctement définieslinjective et préservant ’orientation
de lespace (voir [30]).

Definition 3 (Géométrie)

Nous appellerons géométriel'la surface extérieure du solide pour une déformation
donnée. Nous étendrons ce terme a la structure de données permettant d’associer la
géométrie a la déformation.

Une représentation discrete — c’est a dire par un nombre fini de parametres réels —
de la géométrie des solides et de leurs déformations est nécessaire a leur traitement
par ordinateur.
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A chaque solide est associé une déformationlelle méme paramétrée par un nombre
fini de variables. Nous pouvons ainsi définir ’état du systeme:

Definition 4 (Etat)

L’état du systeme est un vecteur rassemblant les parametres des déformations de tous
les solides le constituant. Pour les systemes évoluant selon des équations différen-
tielles du second ordrel'on ajoutera a 1’état les dérivées d’ordre 1 de ces parametres
par rapport au temps (vitesses et vitesses angulaires).

L’opérateur (I’animateur ou le modeleur utilisant le systéme) restreint ’ensemble
des états que peut occuper le systemel'et doit définir algorithme dirigeant son
évolution. On retrouve ces notions en robotique.

Definition 5 (Contrainte)

Une contrainte est une équation ou inéquation portant sur ’état du systemel et
éventuellement sur ses dérivées spatiales ou temporelles. Nous élargirons cette défi-
nition a des prédicats quelconquesl'par exemple la condition de non-intersection des
intérieurs des objets.

Definition 6 (Espace libre)
L’espace libre est I’ensemble des états du systeme vérifiant les contraintes.

Definition 7 (Contréle)
Le controle est "algorithme fixant I’évolution de I’état du systemel'en tenant compte
des contraintes.

Dans le cas de animationl'le controle affecte ’évolution du systeme au cours du
temps. Dans le cas du modelage de formesl'le controle définit la stratégie d’opti-
misation permettant d’obtenir la forme recherchée: celle qui vérifie au mieux les
contraintes.

2.2 Déformations et géométrie

La représentation des déformations est liée a la nature des objets modélisés. Nous
distinguerons le cas des solides ponctuels formant les systemes de particulesldes
solides rigides articulésl'et des solides déformables.

2.2.1 Solides rigides articulés

A la fin des années 1970 et au début des années 19801'la simulation du comporte-
ment des robots et ’animation de personnages et animaux ont motivé 'intérét pour
les systemes de solides rigides reliés par des articulations. Featherstone présente en
19831'dans [48]['un algorithme de simulation numérique du comportement d’un tel
systeme; on y trouve les références des travaux antérieurs non cités ici.
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Déformations

Décrire la position d’un seul solide rigide nécessite 6 parametres en dimension 31’
et 3 parametres en dimension 2. Chaque liaison entre deux solides retire un certain
nombre (1 & 6) de degrés de liberté au systeme. Usuellementl’ on considere des
articulations possédant un seul degré de liberté soit en rotationlsoit en translationl'ce
qui permet de modéliser la grande majorité des articulations animales et robotiques.
De plusl'une liaison & d > 2 degrés de liberté peut étre obtenue en juxtaposant d
liaisons a un degré de liberté reliant des solides intermédiaires “virtuels”.

La position du systeme est donc représentée par celle d’un des solides du systemel’
et les coordonnées articulaires de chacune des liaisons. Schroeder et Zeltzer [98]
utilisent une représentation homogene a 6 degrés de liberté pour chaque solidel’
chaque liaison ajoutant une nouvelle contrainte au systeme.

Géométrie

Les surfaces des solides composant le systeme n’introduisent des degrés de liberté
dans le systeme que dans le cas des modeles hybridesI'ou les solides ne sont pas
rigides. Chadwick['Haumann et Parent [25] fixent des muscles sur un squelette ar-
ticulé. Les muscles sont représentés par des grilles tridimensionnelles de points de
controle définissant une déformation de type Free Form Deformation (FEFD) [99].
Certains points de contréle sont fixés au squelette et la déformation est soumise a
des lois de comportement modélisant ’action des muscles. La peau est dessinée en
suivant les mémes déformations. Gascuell'dans [50I'52['51]"entoure des squelettes
articulés de masses reliées au squelette par des ressorts. La peau est définie comme
une surface d’isovaleur d’une fonction définie par la position des masses. Ce modele
permet d’obtenir des contacts étendus entre objets. Ertl et al. [45] rajoutent des
masses mobiles autour des segments d’un mannequin articulé. L’adjonction de ces
masses augmente peu le nombre de degrés de liberté au systeme puisqu’on ne consi-
dere que la position de leur centre de gravité par rapport aux segments sur lesquels
elles sont fixées.

2.2.2 Systémes de particules

En 1983['Reeves décrit dans [94] un systéme de particules qu’il utilise pour simuler
la propagation d’un mur de feu sur une planete dans le film Star Trek II.

Déformations

La position d’une particule est représentée par un point. Une masse est associée
a chaque particule. Szeliski et Tonnesen [101] ajoutent & ces parametres un vecteur
unitaire définissant une orientation intérieur/extérieur pour chaque particule.

Bien que les particules puissent étre utilisées individuellementI'par exemple pour
visualiser des écoulements résultant de simulationsI'elles sont fréquemment reliées
par des interactions de type ressort/amortisseur pour créer des “solides particulai-

res”.
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Miller [82] anime de fagon tres réaliste des serpents par une “ligne” de masses
ponctuelles reliées par des ressorts. DumontI’Arnaldi et Hégron [42] modélisent des
solides déformables par des masses reliées par un réseau cubique tridimensionnel de
ressorts. House et Breen [66] proposent 'utilisation de systémes de particules pour
modéliser le comportement de tissus mous lors d’un geste chirurgical. Dans [88]I
Norton et al. proposent d’utiliser un systeme de particules pour permettre la fracture
des objets lors de collisions. Delingette et al. [33] manipulent des surfaces a facettes
polygonales dont le dual est une triangulationl’ou leur analogue tridimensionnel ;
la surface constitue un systeme de type masses/ressorts. Lombardo [79] étend le
modele de Szeliski et Tonnesen en y ajoutant des contraintes permettant a la surface
de retrouver une forme de référence.

Géométrie

La peau des serpents de Miller est constituée de carreaux de surfaces splines dont
les points de controle sont des masses ponctuelles. Jokhadar [68] dessine une sphere
autour de chaque particule; la surface des objets est alors celle de la réunion des
spheres. Van Overveld [110] construit un champ de déplacement & partir des positions
des particules ; ce champ est ensuite utilisé pour déplacer un polygone définissant la
frontiere des objets.

Le nombre des particules est en général fixel'sauf dans le modele de Szeliski et
Tonnesenl'dans lequel on cherche & conserver un maillage régulier des surfaces.

2.2.3 Surfaces et volumes déformables

En 19871 Terzopoulos [104] présente un modele continu de solides déformables.
Dans ce modelel’des objets parallélépipédiques sont représentés par un maillage
d’éléments cubiques. A chaque déformation est associée une énergie potentielle['qui
définit ’évolution du systeme.

Différents modeles de solides déformables “continus” ont ensuite été présentés.
Ces modeles sont utilisés non seulement pour simuler I’évolution de systemes de
solides déformablesI'mais aussi pour modeler la matiere et créer de nouvelles formes
en tenant compte de contraintes géométriques.

Le modeéle continu a une infinité de degrés de liberté: I’état du systeme est une
fonction continue associant a chaque point du systéme dans une configuration de
référence sa position dans la configuration courante.

Dans certains modelesI'seule la surface extérieure du solide est prise en compte et
déformée. Dans les autresl'la déformation est définie en tout point de l'intérieur du
solide.

Dans les deux casl'il faut discrétiser la déformation. Quatre approches ont été
proposées : les déformations globales de ’espace entourant le solidel'les déformations
définies par morceaux dans l'intérieur ou sur la surface du solidel'les solides ou
surfaces paramétréslles surfaces implicites.
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Déformations globales

Les déformations globales sont définies dans une portion d’espace englobant la
configuration de référence. Elles permettent de découpler la déformation et la géo-
métrie du solide. En effetl’on peut imaginer 'objet pris dans un bloc de gélatine
déformable: on déforme la gélatinel'et I'objet suit les déplacements. La géométrie
de 'objet déformé est donc I'image de la géométrie initiale par la fonction de défor-
mation du bloc de gélatine.

Les déformations globales peuvent étre définies de différentes facons:

— Par un treillis de contréle de type FFD (free form deformation) [99] ou EFFD
(extended free form deformation) [31]I'dans lequel on déplace ’ensemble des
points controlant une fonction d’interpolation tridimensionnelle de type spline
[11308].

— Par ses coefficients dans une combinaison linéaire de fonctions de base [21T
931'105]. Ces fonctions peuvent étre par exemple des polynoémes en (z,y, z) de
faible degré. Un choix judicieux présenté dans [90] est de prendre les déforma-
tions correspondant aux modes propres de la fonctionnelle d’énergie potentielle
élastique du bloc de gélatinel'en ignorant les modes de hautes fréquencesl'ce
qui permet de réduire la dimension du vecteur d’état et ainsi d’accélérer la
simulation.

Déformations définies par morceaux

Le solide est découpé en volumes élémentaires (les éléments)'comme les cubes ou
les tétraedres. Les parametres de la déformation sont les positions des sommets des
éléments et d’éventuels autres points situés aux centres des facettesl'par exemple.

La déformation est alors définie sur chaque élément par des fonctions d’interpo-
lation polynomiales. La continuité entre les éléments est garantie par construction
[F61'571'921'69].

Dans le cas d’un modele surfaciquel'c’est la frontiere du solide qui est découpée
en éléments (carrésl'trianglesl’..) [24].

Cette représentation des déformations sert de base a la résolution par la méthode
des éléments finis des problemes dont I'inconnue est un champ défini dans 'objet
ou sur sa surface (déplacements et contraintes pour le calcul de structuresI’champs
électro-magnétiques dans les conducteursI'champs de vitesse pour le calcul d’écou-
lements).

Surfaces paramétrées

La surface du solide peut étre définie par une fonction paramétréel’comme dans le
cas des superquadriques. La déformation est alors obtenue en modifiant les valeurs
des parametres.
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Surfaces implicites

La surface du solide est dans ce cas définie par une équation du type f,(M) =10
[50I'52I'51]. p est un vecteur de parametres représentant par exemple la déformation
d’un squelette rigide articulé autour duquel est défini le potentiel f,.

Déformations hybrides

Terzopoulos et Fleischer [103] représentent la déformation sur deux niveaux : tout
d’abord un déplacement rigidel'et ensuite un changement de forme autour de cette
position. Ceci permet de conserver une définition simple (linéaire) de I’énergie po-
tentielle élastique ne dépendant que du second termel'tout en permettant de grands
déplacements via le terme correspondant au déplacement rigide.

2.3 Contraintes

Nous employons le terme contrainte dans le sens de la définition 5 donnée au
début de ce chapitre. En modelagel'les contraintes permettent de traduire les idées
du concepteur en équationsl’qui seront ensuite prises en compte par algorithme de
controle pour fournir une forme.

En animationl'le script (trajectoiresl'interactions) prévu par ’animateur est tra-
duit en contraintes. D’autres contraintes portant sur le comportement des solides
permettent d’obtenir des mouvements plus réalistes.

Nous identifions dans cette section les attributs des contraintes rencontrées dans
la littérature. Ensuitel'nous exposons les différents types de contraintes existantsl’
classés en fonction de ces attributs.

2.3.1 Ordre: géométrique/cinématique/dynamique

Selon qu’une contrainte porte sur les parametres de la déformation (positions)I’
sur ses dérivées d’ordre 1 (vitesses) ou sur ses dérivées d’ordre 2 (accélérations)l'on
la qualifiera de géométriquel'cinématique ou dynamique.

2.3.2 Portée: fixe/conditionnelle

Une contrainte fixe consiste en une ou plusieurs équations que le systeme doit
vérifier a chaque instant.

Une contrainte conditionnelle n’impose aucune équation jusqu’a ce qu’une condi-
tion (la condition d’établissement) ne provoque son apparition. A partir de cet ins-
tantI'de nouvelles équations doivent étre vérifiées par le systemel'jusqu’a ce qu’une
autre condition (la condition de rupture) annule la contrainte.

2.3.3 Formulation: forte/faible

Nous distinguons deux formulations des contraintes. La formulation forte impose
la vérification des équations de la contrainte par I’état du systeme. La formula-
tion faible introduit ces équations & travers un terme “énergétique” minimal quand



£.9 Lontraintes

elles sont vérifiées. Ces “énergies” ne sont pas toujours effectivement des grandeurs
physiques homogenes a des énergies. On retrouve ces notions dans les méthodes
d’éléments finis [1161'1171'15] et la théorie de I’élasticité (voir le chapitre 3 de la
partie Qutils).

Les contraintes fortes réduisent la dimension de ’espace librel'ce qui n’est pas le cas
pour les contraintes faibles. C’est pour cette raison qu’en présence d’un grand nombre
de contraintesl'seule la formulation faible est possiblel'T’ensemble des contraintes ne
pouvant étre simultanément vérifié.

Les contraintes faibles permettent d’associer une “énergie” a chaque état ; ’espace
libre correspond aux cuvettes de potentiel de cette énergie.

Les contraintes fortes fixes déterminent la dimension de l'espace librel et les
contraintes fortes conditionnelles en définissent les bords.

2.3.4 Interactivité

Certains parametres de I’état du systeme peuvent étre liés a des grandeurs exté-
rieures. Nous parlerons dans ce cas de contraintes interactives. C’est en particulier le
cas quand la contrainte est fournie par un systeme de mesure de position ou d’effort
manipulé par 'opérateur.

2.3.5 Globalité

Dans certains casl'il peut s’avérer intéressant de rechercher une trajectoire opti-
misant une contrainte globale du type plus court chemin en distance ou en tempsl’
plus faible travail musculaire.

Ce type de contrainte permet d’obtenir des trajectoires tres réalistes pour les
comportements du vivant comme la marche [23]['la nagel'la reptation [82]. Witkin

et Kass optimisent les sauts d’une “lampe de bureau” (Luxo) a quatre articulations
dans [112].

2.3.6 Exemples de contraintes
Contraintes géométriques entre particules

Dans le cas de systemes de particulesI'on peut imposer des contraintes du type
“les particules A et B sont a une distance dy donnée”. Il s’agit d’une contrainte
géométrique fixe. Sa formulation forte correspond a I’équation ||A — B|| = dpl'et sa
formulation faible & un terme du type (||A — B|| — d)? & minimiser.

Cette contrainte et d’autres du méme type sont exploitées par Luciani [80]['Szeliski
et Tonnesen [101]['Lombardo [79] pour construire des objets complexes en agrégeant
des particules.

Liaisons entre solides

Dans un systeme de solides articulésl'les liaisons entre les solides constituent des
contraintes géométriques fixes.
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Contacts fixes

Dans tous les modeles pour lesquels on peut définir la notion de surface des solidesl’
on peut imposer des contraintes géométriques fixes de contact entre des parties
(points['courbesI'portions de surface) de deux objetsI'par exemple :

— le point A de 'objet 1 est confondu avec le point B de 'objet 21"
— le point A de 'objet 1 est sur la surface S définie sur 'objet 2.

Borrel et Rappoport [21]I'Gascuel et Gascuel [49] utilisent ce type de contraintes.

Inégalités portant sur les paramétres géométriques

Les inégalités se traduisent par des contraintes conditionnelles. Par exemple si on
impose a ’angle 8 d’une articulation de vérifier #; < #I'l'inégalité peut étre vérifiée
et n’entrainer aucune contraintel'jusqu’a ce que la condition d’établissement 6; > 6
soit vérifiée. Quand cette condition est vérifiéel'on impose la contrainte 8; = 6 en
attendant une condition de rupture. La condition de rupture se déduit généralement
du comportement qu’aurait le systeme en ['absence de la contrainte.

Contrainte de non-interpénétration (contacts conditionnels)

La contrainte de non-interpénétration des objets est également conditionnelle : soit
les objets sont disjoints['soit ils vérifient une égalité correspondant a leur contact.
Hahn [59]'Baraff [91'10['111'12['13I'14]['Moore et Wilhelms [87] introduisent cette
contrainte dans le cas de solides rigides. Baraff traite aussi de la complexité du pro-
bleme consistant a calculer les conditions d’établissement et de rupture des contacts
avec ou sans glissement entre n solides rigides. Gascuel [51] gere les collisions et les
contacts étendus entre des solides déformables hybrides (squelettes rigides articu-
lés enrobés d’une peau déformable). Li et Canny [75] étudient I’espace libre d’un
systeme de deux solides rigides en contact avec roulement sans glissement. Gour-
ret et Thalmann [57] calculent I’équilibre d’une main serrant une balle déformablel’
modélisées par des éléments finis.

Lois de comportement

Les lois de comportement des solides modélisant leur mouvementI'leurs déforma-
tions et leurs contacts peuvent étre considérées comme des contraintes (on pour-
rait aussi envisager des écoulements de fluides ou de gazl'des phénomenes électro-
magnétiquesl...).

Les lois de comportement sont dans notre classification des contraintes cinéma-
tiques ou dynamiques fixes ; elles peuvent se formuler de facon forte ou faible.

La formulation forte correspond soit a des équations différentielles reliant la dé-
rivée de la quantité de mouvement a la vitesse et a la positionl’ou leurs analogues
angulairesl'soit a des équations aux dérivées partielles reliant la déformation d’un
solide & ses champs de contraintes internes et surfaciques.
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La formulation faible de ces lois de comportement passe par ’écriture d’un bilan
énergétique faisant intervenir les travaux des forces intervenant dans la formulation
forte.

Les formulations faible et forte résultant des équations de la mécanique des mi-
lieux continus sont présentées dans le chapitre 3 de la partie Qutils. On utilise plus
fréquemment les lois de comportement linéariséesI'qui conduisent a des équations
plus simples.

Des formulations faibles de type “plaques minces” sont utilisées pour la modéli-
sation du comportement de courbes ou de surfaces [241'32].

Jouve [69] modélise le comportement du cristallin de I’ceil avec une loi non homo-
gene.

Les comportements limites comme la plasticité (déformation permanente de la
configuration de référence)l'la fracturel'la visco-élasticité (déformation progressive
de la configuration de référence) sont également modélisés.

On trouve des références sur la fracture de solides modélisés par des éléments finis
dans les revues de méthodes numériques pour I'ingéniérie [76]. Dans les publications
sur ’animation par ordinateurl'Norton et al. [88]]' Terzopoulos et Fleischer [103]I
Desbrun et Gascuel [35]'Luciani [80] simulent également de tels comportements.

Contraintes portant sur I’évolution du systéme

Dans le cas de 'animationI'les contraintes dépendent également de la variable
“temps”. Par exemple: “le point A de ’objet 1 doit se trouver en Ag a la date t;”.

En effetl'si les comportements basés sur la physique permettent d’obtenir des ani-
mations tres réalistesI'’animateur doit pouvoir piloter le modele de facon a réaliser
son scénario.

On introduit donc des contraintes semblables & celles que nous venons de voirl'mais
a existence et importance variables en fonction du temps ou de I’état du systeme
lui-méme.

L’introduction de ces contraintes se fait le plus souvent par des langages de spécifi-
cation qui permettent de définir simplement des contraintes de plus en plus évoluées.

2.4 Controle

Comme nous 'avons défini plus haut (définition 7)['le controle est 1'algorithme
utilisé pour calculer I’état du systeme qui vérifie le mieux les contraintes dans le cas
du modelagel'ou I’évolution de I’état au cours du temps dans le cas de "animation.

2.4.1 Controle pour le modelage

Dans le cas du modelage de formesI'le controle est un algorithme d’optimisation
sous contraintes dont 'inconnue est le vecteur d’état. Les contraintes formulées de
fagon forte contraignent directement les valeurs que peut prendre le vecteur d’étatl’
alors que les contraintes faibles définissent la fonction a optimiser.

A part dans les cas simplesl'il est nécessaire de recourir a des méthodes d’op-
timisation itérativesl'présentées dans les ouvrages de Ciarlet [29] et Minoux [83].
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La méthode des éléments finis [116I'117['15]'qui permet de ramener un probleme
d’optimisation & la résolution d’un systeme d’équations (linéaires ou non linéaires)
peut aussi étre utilisée.

2.4.2 Controle pour ’animation

En animationlle controle consiste a intégrer les équations différentielles modélisant
le comportement des solides.

La méthode d’intégration la plus souvent utilisée est la méthode d’Eulerl’ qui
permet de calculer directement ’état du systeme a la date t + At connaissant son
état a la date t en évaluant une seule fois la dérivée de 1’état (les forces et les
moments). La méthode d’Euler présente I'inconvénient de n’étre que d’ordre 1 (voir
[1061'95])["c’est & dire que 'erreur faite en calculant 1’état a la date t + At est de
I'ordre de At.

En abandonnant ’avantage de n’avoir a calculer qu’une seule fois la dérivée du
systemel'la méthode “d’Euler améliorée” permet d’atteindre 'ordre 2 (erreur de
'ordre de At?) en évaluant deux fois la dérivée a chaque pas. Sil’on accepte d’évaluer
quatre fois la dérivée de I’état du systeme a chaque pasl'on peut utiliser la méthode
de Runge-Kuttal'd’ordre 4. 1l existe d’autres méthodes encore plus performantesl’
rendant nécessaire la mémorisation d’un plus grand nombre d’états du systeme (voir
les deux références citées plus haut).

Il est a noter que I'utilisation de méthodes d’ordre élevé permetl'a précision égalel’
d’augmenter le pas d’intégration At. Le gain en temps de calcul compense alors
largement le surcoit des évaluations multiples.

L’introduction des contraintes se fait le plus fréquemment en ajoutant des forces
artificielles favorisant leur réalisation. Ces forces font naturellement osciller le sys-
teme autour de la solution.

Dans le cas des contraintes de distance entre particules vues plus hautI’Lombardo
[79] propose d’éliminer les oscillations en aplatissant localement la cuvette d’énergie
potentielle au voisinage du minimum. Généralementl'les oscillations sont atténuées
en ajoutant des forces de “frottement” artificielles éliminant de ’énergie cinétique.

RécemmentI'plusieurs auteurs ont proposé un traitement hybride des contraintes
géométriques: en plus des forces attirant le systeme vers des états vérifiant les
contraintesl'’état du systeme est modifié directement par petits “sauts” vers le
plus proche état vérifiant les contraintes. Baraff [14] utilise cette technique pour si-
muler I’évolution d’un systéme de solides rigides en contact (non-interpénétration).
Gascuel et Gascuel [49] I'utilisent pour vérifier des contraintes de type “point sur
surface” dans un systeme de solides déformables.

Cette méthode hybride permetl’ quand 'amplitude des “sauts” n’est pas trop
importantel'de vérifier la contrainte en éliminant les oscillations. L’inconvénient de
la méthode est la perte de I’énergie représentée par ces déplacements qui n’a pas de
justification physique.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre bibliographiquel’ nous avons exposé les travaux existants dans
les domaines de I’animation et du modelage de formes par ordinateur.

Nous avons dégagé trois composantes communes aux systemes d’animation et de
modelage : la représentation de la déformation et de la géométrielles contraintesl'et
I’algorithme de controle.

Pour chacune de ces composantesI'nous avons présenté les différents choix adoptés
dans la littérature.

Le probleme de la simulation interactive du comportement des organes et des
instruments au cours d’un geste chirurgical fait actuellement 'objet d’un nombre
croissant de recherches.

En effetl'la puissance des stations de travail graphiques et 'apparition de capteurs
de position tridimensionnels permettent d’envisager & court terme 'apparition de
simulateurs chirurgicaux dans les blocs opératoires.

Outre la réalisation d’un modele suflisamment robuste et réalistel'les applications
médicales posent deux autres problemes difficiles :

— Reconstruire ou segmenter les surfaces des organes afin de fournir les géomé-
tries initiales des solides du systeme. La reconstruction peut se faire a partir
d’images issues de modalités différentes telles que la radiographiel'la tomoden-
sitométriel'l'imagerie par résonance magnétique... L’utilisation d’atlas anato-
miques pour injecter de la connaissance dans le processus de segmentation
devrait permettre de ’accélérer et de résoudre certains cas délicats comme la
séparation des os aux articulationsl'ou celle des muscles voisins.

— Mesurer ou estimer les parametres des lois de comportement liés aux organes
comme |’élasticité et la résistance des tissus. Quelques travaux existent dans
le cas des muscles [28] et de I'ceil [69]. On peut envisager deux solutions & ce
probleme. D’une partl'disposer des capteurs de contraintes sur les instruments
chirurgicaux et établir des statistiques sur les mesures effectuées pendant les
opérations. D’autre partl'utiliser I'expertise des chirurgiens pour ajuster les
parametres dans un simulateur en fonction de leurs sensations.

Dans le chapitre suivantI'nous voyons les caractéristiques que doit présenter un mo-
dele “chirurgical” I'ainsi que différentes expériences d’'implémentation et de comparai-
son des choix possibles concernant la géométrie et les déformationsl’les contraintesl’
et le controle.






Chapitre 3

Un modele pour la simulation
d’un geste chirurgical

La simulation du comportement d’organes lors d’un geste chirurgical est un cas
particulier d’animation interactive de systemes de solides. Dans ce casl'la nature du
systeme impose certaines contraintes au modelel'mais permet aussi des hypotheses
simplificatrices. Dans ce contextel'décrit dans la premiere sectionl’il s’avere qu’aucun
des modeles existants ne correspond aux spécifications.

Il est donc nécessaire de concevoir un nouveau modele. Des études dans ce sens sont
exposées dans ce chapitre. Pour ce fairel'nous adoptons le méme découpage qu’au
chapitre précédent : déformations et géométrielcontraintesl'controle. Nos expériences
ont pour point de départ:

— les modeles existants présentés au chapitre précédentl’

— la mécanique des milieux continus et la modélisation des comportements élas-
tiquesl'résumés dans le chapitre 3 de la partie QutilsI’

— les méthodes d’éléments finis['présentées succintement dans le chapitre 3 de la
partie Qutils et que nous abordons d’un point de vue pratique dans ce chapitre.

3.1 Contexte et i1dées

Le systéme a simuler est constitué de solides tres déformables (organesl'vaisseaux)
et rigides (osl'instruments chirurgicaux). Le modele doit donc permettre la coha-
bitation de solides trés déformables et de solides rigides. Dans les modeles
de type masses/ressortsl'la modélisation de solides rigides conduit a des ressorts de
raideur infiniel'et donc & une grande instabilité des algorithmes de controle.

Les organes et vaisseaux sont lisses (sans points anguleux) et entretiennent des
contacts étendus permanents les uns avec les autres. On peut supposer que
ces contacts sont sans friction. L’algorithme de controle doit détecter et prendre en
compte ces contacts étendus. On doit gérer une représentation explicite de I’ensemble
des surfaces en contact.

Les instruments sont rigides ou rigides articulés. Certains de ces instruments per-
mettent d’inciser les tissus: la résistance des tissus puis leur déchirement doivent
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étre pris en compte. En particulierl'la topologie des objets doit pouvoir changer
au cours de I’évolution du systeme (création de trous).

L’affichage des objets doit se faire en temps réel. La position de certains instru-
ments du systeme peut étre couplée aux positions d’instruments réels mesurées par
des localisateurs tridimensionnels. Dans le cas ol 'on souhaite fournir une interface
gestuelle au simulateurl'le modele physique et 'algorithme de controle devront étre
suffisamment robustes et proches de la réalité physique.

Il n’existe pas de modele vérifiant toutes les conditions énoncées ci-dessus. La
conception d’un tel modele est I'objet du reste de ce chapitre. Ces travaux sont
a rapprocher de ceux de Baraffl’ Witkin et Gascuel pour la gestion des contacts
permanentsl'de TerzopoulosI' Metaxasl'Gourret et Thalmann pour la prise en compte
des déformationsl'de Terzopoulosl'Szeliskil' Tonnesen['Delingettel'Subsoll'Pignon et
Cotin pour la gestion des changements “chirurgicaux” de la géométrie (les références
a ces travaux sont données dans le chapitre 2).

Une des idées clés de notre approche est de faire ’hypothese qu’a chaque instantD’
le systéme est dans un état d’équilibre ; on parle d’évolution quasi statique. Dans
ce casl'il n’est pas nécessaire de prendre en compte les accélérations et les vitesses
des objets.

Cette hypothese a plusieurs avantages: la diminution du nombre de variablesl’
la suppression des oscillations qui apparaissent dans les systemes dynamiques au
voisinage de I’équilibrel’la simplification des équations correspondant aux contraintes
de contact par rapport aux travaux de Baraff [91'10I'11] dans des systemes de solides
rigidesI'repris par Witkin et lui-méme [8] dans le cas des solides déformables.

Enfin'méme en ’absence des vitesses et accélérations des solidesl'les déformations
permettent de calculer les champs de contraintes présents sur la surface des objetsl’
ce qui rend possible I'utilisation de périphériques de retour d’effort.

Nous choisissons d’associer une énergie potentielle a chaque état du systeme.
Cette énergie prend en compte I’énergie potentielle de pesanteur de tous les solides
et ’énergie potentielle élastique des solides déformables. L’énergie potentielle des
solides déformables est définie en intégrant une densité d’énergie potentielle sur
l'intérieur de chaque solide (hyperélasticité).

L’algorithme de controle consiste alors a maintenir a chaque instant le systeme
dans un minimum local de cette énergie a l'intérieur de 'espace libre.

3.2 Géométrie et déformations

Lors de nos expériences'nous avons utilisé quatre représentations de la géométrie
et des déformations des solides. D’une partI'nous avons repris trois représentations
des solides déformables (exposées au chapitre 2): les systémes de particules orien-
téesl'les déformations globalesl'et les maillages de type éléments finis. D’autre partl’
nous introduisons aussi dans le systeme des solides rigides polyédriques. Les repré-
sentations déformables serviront a modéliser les organes mousl'et les solides rigides
seront utilisés pour les os et les instruments chirurgicaux.

Les représentations peuvent cohabiter au sein du méme systemel'ce qui répond a
I’une des exigences vues plus haut.
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Nous n’exposons ici que les résultats concernant la représentation par des maillages
de type éléments finis et les solides rigides polyédriques.

En effetl'le calcul de I’énergie élastique d’un solide représenté par des particules
orientées nécessite en pratique soit le calcul des “voisinages” des particulesl'soit la
détermination globale de la déformation définie par la position des particules. Dans
le premier casl'on retrouve un maillage de type éléments finisI'et dans le secondl'une
déformation globale.

Des approches simplifiées utilisant les systemes de particules et les déformations
globales pour la simulation chirurgicale sont proposées dans [661'32].

Afin de bien séparer la représentation de la géométrie et des déformations des
autres composantes du modelel'nous avons choisi de considérer chaque objet comme
une boite noire offrant un certain nombre de fonctionnalités.

La liste des fonctionnalités donnée ci-apres résulte de nos expériences. Nous la
donnons maintenant afin d’augmenter la clarté de 'exposé. Nous verrons ensuite
comment les réaliser dans chacune des représentations envisagées.

Cette “approche objet” du systeme peut étre directement implémentée dans des
langages objets a classes tels que le C++.

3.2.1 Fonctionnalités

Dans ce qui suitl'le terme objet désigne la structure de données associée a un
solide. On considere uniquement les solides pour lesquelles les grandeurs utilisées
dans ce chapitre ont un sens. En particulierl'leur intérieur devra étre non vide et
connexel'leur frontiere orientable et dérivable deux fois presque partout.

Les fonctionnalités offertes par le solide du point de vue de sa géométrie et de
sa déformation concernent trois points (figure 17): le paramétrage externel'le calcul
d’une énergie potentielle associée a la déformationl'et acces a la frontiere du solide
déformé.

Paramétrage de la déformation

La déformation d’un solide est paramétrée par un vecteur a. Ce vecteur contient
toutes les variables permettant au solide de connaltre sa déformation.

Alors que dans les modeles usuels ces parametres sont gérés en interne par chaque
objetI'nous avons choisi de les conserver a I’extérieur de I'objet: ce sont les algo-
rithmes manipulant le solide qui lui communiquent les valeurs de a. De cette faconl’
les fonctions de controle peuvent modifier @ sans avoir a faire partie de ’objet.

Chaque objet possede une fonction mise a disposition de ses utilisateursl'et don-
nant la dimension de son vecteur de parametres.

D’autre partI'puisque I'utilisateur ne connait pas la relation entre les composantes
de a et la déformation du solide (cette relation est connue uniquement dans 'objet
représentant le solide)['I’objet doit aussi fournir des fonctions d’initialisation des
composantes de a et d’application de transformations géométriques de base (trans-
lation['rotation).
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OBIJET

Gestion paramétrage
Param. déformation | Echantillon
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Fig. 17 - Fonctionnalités d’un objet associé a un solide, indépendamment de la
représentation sous-jacente de la géométrie et des déformations.

Energie potentielle

Une fonction de 'objet permet de calculer son énergie potentielle £(a) dans la
déformation de parametre a. £(a) est la somme d’un terme d’énergie potentielle
élastique W (a) et d’un terme d’énergie potentielle de pesanteur G'(a).

E(a) =W(a) + G(a). (3.1)

Cette fonction renvoie aussi le gradient de ’énergie potentielle en fonction de al’
ce qui permet de mettre en ceuvre des algorithmes d’optimisation pour controler
I’évolution du systeme.

W dépend d’une loi de comportementl'renvoyant la densité d’énergie potentielle
et son gradient en fonction du tenseur des déformations de Green-Lagrange F (voir
chapitre 3['partie Outils). G dépend de la densité volumique du solide et de I'accé-
lération de la pesanteur g.

Frontiére

La frontiere du solide a besoin d’étre connue pour trois opérations: aflichagel’
la détection des intersectionsl'la prise en compte des contraintes de contact. Les
fonctions d’acces a la frontieére que nous voyons dans ce paragraphe concernent le
solide dans une configuration quelconquel’et dépendent donc du parameétre a.

Pour laffichagel’une fonction permet d’envoyer un ensemble de primitives gra-
phiques décrivant la surface du solide dans la configuration courante a une librairie
graphique (X11['PEXI'OpenGLI'génération de PostScriptl...).

La détection des intersections nécessite un échantillon de la frontierel sous la
forme d’un nuage de points uniformément répartis et de densité connue. En effetl’
nous utilisons la méthode “par points” implémentée en 1992 dans notre modele des
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d-snakes [41'73] pour détecter les intersectionsI'plutot que les méthodes “par facettes”
généralement employées. Nous détaillons cet algorithme de détection dans la section
3.4.

La prise en compte des contraintes nécessite la connaissance de points particuliers
sur les contours des objets: points de contactl'points dont la position est fixée. La
représentation de points sur les frontieres se fait a travers la notion de curseur.

Un curseur présente les mémes fonctionnalités quelle que soit la représentation
de la géométrie et des déformations de I’objet auquel il appartient : I'algorithme de
controéle interroge les curseursl’qui font & leur tour appel a leur objet pour répondre
a ces requétesl’de facon transparente pour ’algorithme de controle.

Les fonctionnalités que doivent offrir les curseurs sont dictées par le choix de
I’algorithme de contréle: un curseur doit pouvoir étre déplacé le long du contour
sur lequel il se trouvel'et donner les propriétés différentielles locales (tangentel’
dérivée secondel'dérivée selon @) au point du contour correspondant & sa position.

Nous donnons dans cette section les détails de leur implémentation selon les re-
présentations. Les fonctionnalités des curseurs seront exploitées dans la section 3.4
consacrée au controle.

Le passage & la dimension 3 introduit des barrieres fondamentales a la définition
de paramétrages globaux réguliers des surfaces; notre choix de n’utiliser que des
propriétés locales pour les curseurs permet de contourner cette difficulté.

Comportements limites

La prise en compte des comportements limitesI'impliquant une déformation de la
géométrie de référencel'dépend de la déformation représentée par a et de conditions
de rupture.

Ces comportements ne sont pas traités dans notre exposé.

3.2.2 Maillages de type éléments finis

Nous allons maintenant voir comment représenter un solide par un maillage de
type “éléments finis” et comment implémenter les fonctionnalités que nous venons
de décrire dans ce cas.

Les méthodes d’éléments finis sont utilisées depuis des dizaines d’années (voir
[116]) dans tous les domaines des sciences de 'ingénieur. Elles servent principale-
ment a calculer des champs régis par des équations aux dérivées partielles : déforma-
tions et contraintes dans des structures (batimentsl'barragesl pieces mécaniques)Il’
écoulements de fluidesI'champs électro-magnétiques.

Bien que les méthodes d’éléments finis permettent également de calculer des
champs de déformations et de contraintes dépendant du temps [15]['elles n’ont été
que peu utilisées pour I'animation et le modelage de formes par ordinateur.

Nous allons présenter en détail un exemple de modélisation d’un objet déformable
par des éléments paramétriques quadratiques en dimension d = 2I'sachant que le
principe reste le méme pour tous les types d’élémentsl'en dimensions 2 et 3.

L’intérieur 2 du solide est pavé par des éléments paramétriques quadratiques a
quatre cotés.
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Fig. 18 - (a) Elément paramétrique quadratique a quatre cotés et 9 neuds. (b) Solide
“anneau” constitué de cing éléments de ce type.

La déformation est interpolée a l'intérieur de chaque élément en fonction des
positions des noeuds définissant 1’élément. Le recollement des interpolations sur
chaque élément permet d’obtenir une déformation définie sur €2. Les parametres de
cette déformation sont donc les coordonnées de tous les noeuds du pavage.

Elément

Les éléments paramétriques sont décrits dans la plupart des ouvrages sur les mé-
thodes d’éléments finis. On pourra par exemple se référer & Bathe dans [15]. L7élé-
ment de la figure 18a est défini par un ensemble N de 9 nceuds (numérotésde 129
sur la figure).

Deux points sont associés a chaque noeud n € N: R, représentant la position
du nceud n dans la configuration de référence du solide et (), sa position dans la
configuration courante.

La position d’un point de I’élément est donnée par un couple de coordonnées
locales (u,v) dans le carré [—1,1]%. A ce couple correspond un vecteur P(u,v) de 9
poids. Le point R(u,v) de la configuration de référence de coordonnées locales (u, v)
est le barycentre des points R, avec les coefficients P(u,v), (on indice P(u,v) par
n € N)l'et de méme pour C'(u,v)l'le point correspondant aux coordonnées locales
(u,v) dans la configuration courante:

R(u,v) = ZP(u,v)an,
neN

Cu,v) = ZP(u,v)nCn. (3.2)
neN

Afin d’avoir une écriture matriciellel'on notera R la matrice d x |N| formée des
|N| vecteurs R, € RTet de méme pour C ; on peut alors écrire matriciellement les
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Fig. 19 - Les trois systémes de coordonnées associés a un élément. (a) Configura-
tion de référence, les points R, sont dessinés en noir. (b) Coordonnées locales de
Uélément. (c¢) Configuration courante, les points C,, sont dessinés en blanc.

relations précédentes:

R(u,v) = RP(u,v),
Clu,v) = CP(u,v). (3.3)

On voit que de cette fagconI'n’importe quelle grandeur définie aux nceuds peut étre
interpolée a l'intérieur de I’élément.

Les fonctions de pondération P(u,v), (ou fonctions de forme) sont des polynémes
en u et vI'nuls en chaque nceud sauf au nceud n ou elles valent 1. La figure 20 montre
ces fonctions de pondération (il y en a trois types pour cet élément).

Fig. 20 - Fonctions de pondération des éléments quadratiques a 9 neeuds. (a) Neeuds

1-4. (b) Neeuds 5-8. (¢) Neeud 9.

Il existe une immense variété d’élémentslselon le nombre et la position des nceuds
définissant la fonction d’interpolationl’la nature de cette fonctionl'la dimension de



11-3 UnN modeie pour la simuiation d un geste cnirurgical

Pespacel’celle de I’élément...; il existe aussi des éléments adaptés a la géométrie de
I’objet : infinisI'de révolutionl'périodiquesl’a trous... Le principe d’interpolation reste
néanmoins le méme dans tous les cas.

Assemblage d’éléments

Dans le cas d’un solide pavé par plusieurs élémentslles noeuds sont partagés entre
les élémentsl’ce qui assure la continuité des fonctions interpolées sur 'intérieur du
solide. Il faut toutefois éviter le probleme des recollements non compatibleslillustré
par la figure 21.

Fig. 21 - Problémes de recollement pouvant apparaitre entre des frontieres de degrés
différents. (a) Recollement correct. (b) Recollement discontinu.

Le vecteur a parametre de la déformation courante est I’ensemble des coordonnées
des points (), pour tous les nceuds du solide. a est donc de dimension d fois le nombre
total de nceuds. Ainsil'le vecteur de parametres de I'anneau (figure 18b)['comportant
30 nceudslest de dimension 60.

Un objet représenté de cette facon contient un ensemble de nceudsl'un ensemble
d’élémentsl’et un ensemble de contours. Chaque élément connait les nceuds servant
a le paramétrer. Un contour est une suite d’arcs définis par des nceuds du maillage ;
dans le cas exposé icil'ces arcs sont des courbes paramétriques de degré 2.

Gradient de la déformation

Nous avons vu qu’a un point U = (u,v) du carré [—1,1]? correspondent deux
points: R(U) dans la configuration de référence et C'(U) dans la configuration cou-
rante. La déformation ¢ est donc définie implicitement sur R([—1,1]?) par:

p(R(U)) = CU). (3.4)

Cette relation permet de déduire le gradient de la déformation en R(U):

—DpP =bpP N\
Velr() = (C550) (Rpr@) 3.5)
BL(U) est la matrice de d colonnes de |N| lignes dont la k-ieme colonne est le

vecteur %(U).
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La figure 22 montre le champ du gradient sur 'anneau dans quatre déformations
différentes.

Fig. 22 - Champs de gradient dans l'anneau sous plusieurs déformations. (a) Iden-
tité. (b) Rotation d’angle w/3. (c¢) Affinité d’axe x et de rapport 0.6 suivie d’une
rotation d’angle —= /5. (d) Transformation quelconque.

Si le gradient doit étre évalué un grand nombre de fois au méme point Ul'on voit

qu’il est intéressant de mémoriser une fois pour toutes la matrice 2L () (E% (U)) B

C’est par exemple le cas aux points d’intégration de la densité d’énergie (paragraphe
suivant).

Energie potentielle

Si w(F) est la densité d’énergie élastique (i.e. I’énergie potentielle élastique par
unité de volume dans la configuration de référencel'voir [30]['section 1.4) associée
au tenseur des déformations de Green—Lagrange IV = %(V@TV@ — I)I'p la masse
volumique du solide dans la configuration de référencel’et g 'accélération de la
pesanteurl’on peut calculer I’énergie potentielle &, (a) associée a la portion du solide
couverte par un élément e:

)= L W)~ g, C(R)) dR. (3.6

Cette intégrale est calculée sur I'image de I’élément dans la configuration de réfé-
rence ; nous la transportons par changement de variable dans ’espace des coordon-
nées locales U :

b= /[—1,1]2 (w(EU)) = (g, CU)) det(ﬁg—g(U)) dU. (3.7)

En effetl'on dispose (voir [116]'sections 8.8 & 8.11)I'de méthodes d’intégration nu-
mérique d’une fonction définie sur [—1,1]%. 1l s’agit des méthodes de quadrature de
Gaussl'dans lesquelles l'intégrale est approchée par une somme pondérée des valeurs
de la fonction en des points z, € [—1, 1]%:

/[_1 " fO)dU = > Hyf (). (3.8)
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Les poids H, et les points z, sont choisis de telle sorte que I’approximation soit exacte
pour des fonctions polynomiales des composantes de Ul'le degré de ces fonctions
étant maximal pour un nombre de points donné.

La figure 23 montre les points d’évaluation z, de la fonction a intégrer et leur
poids H,I'pour 4I'9 et 16 points.

d D d 0
Y N L/ N
\ J
@ L) ] B)
OO
4 N
N[ N/ D) &
@ D) @ O

Fig. 23 - Points d’évaluation de la fonction dans les méthodes de Gauss a 4, 9 et
16 points. Ces points sont les centres des cercles, dont la surface est proportionnelle
au poids du point dans Uapprozimation de intégrale de la fonction.

L’énergie potentielle totale du solide est la somme des énergies de chaque élément :
E(a) = E(a). (3.9)

Les indications données dans la suite de ce paragraphe traitent du calcul de F et
du gradient de w(F) selon a.

Du point de vue des performancesl'il est intéressant de mémoriser les quantités
ne dépendant pas de a en chacun des points d’évaluation de la densité d’énergie. En
un point d’évaluation de coordonnées locales U et de poids HIl'on peut calculer :

~ la matrice Q(U) = BL(U)) (E%(U))_lf

— le réel H det(RBE(U))T
— le vecteur P(U).

En dimension 2I'E étant symétriquel'w(F) ne dépend que de F11I'Fy; et Fa. La
fonction donnant w donnera aussi les dérivées partielles

Jw Jw Jw
8E11 ’ 8E22 ’ 8E21 '

(3.10)
On a d’autre partl'en notant J = V¢ pour alléger I’écriturel' /s = %(JTJ — II'soit :
By = %(Jfl + 5= 1),
Ey = %(sz + 5 = 1),

1
Ey = §(J11J12—|-J21J22)- (3.11)
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of

On en déduit les dérivées partielles de w en fonction des coefficients de J :

Jw _ Jw -I-l Jw
oJ  Yor, T 27Y%oFy,’
Jw _ g Jw -I-l Jw
0Ty roE, 27 0F,y,
Jw Jw 1 Jw
- g, 2y Y
0J19 gt ylugg
Jw Jw 1 Jw
= Joygo—+ —Joyy——. 3.12
029 gt ylngE (3.12)

On peut maintenant calculer les dérivées partielles de w selon les coefficients de CT
et doncl'a renumérotation presl'selon les coefficients de a:

Jw 8_w Jw

—852'71 =Qn 074 + anﬁzz (3.13)

La figure 24 montre la densité d’énergie élastique dans ’anneau déformé.

Fig. 24 - Densité d’énergie élastique dans Uanneau déformé.

Frontiére

Dans le cas des solides représentés par les éléments quadratiques a 9 nceuds définis
plus hautl'les contours sont constitués d’arcs de courbes paramétriques de degré 2
et de dimension 1I'comme celui représenté figure 25.

La position d’un point de cet arc est la restriction de l'interpolation définie plus
haut sur I’élément a Darc. Il s’avere qu’elle ne dépend que de la position des trois
sommets sur lesquels elle s’appuie et est indépendante de celle des six autres
sommets de 1’élément.

Si on parametre ’arc par un réel u € [—1, 1]'les positions R(u) et C'(u) du point
d’abscisse u respectivement dans la configuration de référence et dans la configura-
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@

Fig. 25 - Arc de courbe paramétrique polynomiale de degré 2 constituant les contours
des solides. Le point 1 correspond a w = —1, le point 2 ¢ w = 0 et le point 3 ¢ v = +1.

tion déformée sont définies en fonction des positions des trois noeuds par:
P1 (U)Rl + PQ(U)RQ + ]D:g(?t)]%:g7
P1 (u)Cl —|— PQ(U)CQ —|— ]D?)(U)Cé7

avec les polynémes d’interpolation :

(3.14)

%u(u —1), Pyu)=(1-u?), Pu)= %u(u +1).

(3.15)

12
o,
ORSSHHREERY
00 N 028 %
HLRPHG

Fig. 26 -

Fchantillons des contours de ['objet “clé”. (a) Dans la configuration de
référence. (b) Dans une configuration déformée.

Nous avons choisi de paramétrer localement le contour par son abscisse curviligne s

dans la configuration de référence. Ce choix garantit la continuité C'! du paramétrage
sur deux arcs voisins ayant deux dérivées colinéaires a leur jonction.
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Dans ce casl'les formules donnant le comportement local en un curseur M du
contour déformél'correspondant au point d’abscisse locale u de I’arc sont les sui-
vantes'en posant A = ||R,[|7!:

M=C, M;=AC,,
Mss = A2cfuu - A4 <Ru7 Ruu> Cu7

M. IM, OM,,  OMs,

Les dérivées de C' et R selon u s’obtiennent facilement en dérivant les polynomes P
dans 3.14. La figure 27 montre les dérivées selon s sur la frontiere de 'objet “clé”
dans une configuration déformée.

ig. - Dérivée, normale et dérivée seconde selon s pour un curseur se déplacan
Fig. 27- D , le et d d { dépl i
sur le contour extérieur de 'objet “clé” déformé.

3.2.3 Solides rigides polyédriques

En dimension 2I'on parlera de solides rigides polygonaux. Cette représentation
est beaucoup plus simple que la précédente. Méme si 'on peut représenter des so-
lides rigides avec une représentation gérant les solides déformablesI'il est bien plus
avantageux d’utiliser une représentation spécifique.

La déformation est rigide et le vecteur associé a ne possede donc que 3 parametres
en dimension 2 et 6 en dimension 3.

L’énergie potentielle ne comporte que la partie due au poidsl'qui ne dépend que
de l'altitude du centre de gravité du solide G'(a) ; si m est la masse du solide et g¢
I’accélération de la pesanteurl’on a:

E(a) = —m{g,G(a)). (3.17)

La frontiere de ces objets est constituée de segmentsl'qui constituent un cas par-
ticulier des arcs paramétriques vus dans la section précédente. 1l n’est donc pas
nécessaire de donner des détails sur I'implémentation de la structure de curseur
dans ce cas.
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3.3 Contraintes

La déformation de chaque solide ¢ est paramétrée par un vecteur d’état a; (que
nous avions noté a dans la section précédentel’afin de ne pas alourdir les notations).
L’ensemble du systeme est donc paramétré par un “grand” vecteur Al'concaténation
de tous les vecteurs «;.

Chaque contrainte géométrique se traduit par une condition sur le vecteur d’état
global du systeme A.

Comme nous "avons défini au chapitre 2I'les contraintes formulées de facon faible
introduisent un terme L(A) dans la fonctionnelle d’énergie du systéme. Nous avons
aussi besoin de calculer le gradient de L(A) selon A pour utiliser 1’algorithme d’op-
timisation.

Les contraintes fortes imposent une ou plusieurs équations portant sur la variation
AA du vecteur d’étatl'du type (AA,U) = [ pour les égalités et (AA,U) > [ pour
les inégalités.

Imaginons la contrainte matérialisée dans 'espace des états par une surface: les
états se trouvant sur la surface vérifient la contrainte. Dans le cas d’une égalitél’
seuls les états se trouvant sur la surface sont autorisésl'alors que dans le cas d’une
inégalitél'’espace libre se trouve d’un coté de la surfacel'et 'autre coté est interdit.

Pour un état A proche de la surface matérialisant une contraintel'on ne s’intéresse
qu’a I'aspect local de la surface: quel est son plan tangentl'et & quelle distance en
sommes-nous? Ces informations sont représentées par U et [.

Nous introduisons quatre contraintes: la liaison fixe entre un point d’un solide et
un point fixe du planl'la liaison fixe entre deux points de deux solidesI'le contact
entre un solide et un demi-planl'et enfin le contact entre deux solides (qui concerne
aussi le contact d’un solide avec lui-méme).

Pour les deux contraintes fixesI'nous donnons les formulations forte et faible dans le
paragraphe 3.3.1. Pour les contraintes de contactI'nous donnons la formulation fortel’
et les conditions d’établissement et de rupture de la contrainte dans le paragraphe
3.3.2.

3.3.1 Liaisons

Liaison d’un point d’un solide avec un point fixé

On impose au curseur M fixe sur la frontiere d’un solide d’étre constamment en
B. La position de M ne dépend donc que de A. Le coefficient correspondant a la
formulation faible est :

DL 1 DM
LA) =M - B, =L(A)= < ,M_B>.
DA ||M — B|| \ DA (3.18)
La formulation forte de cette contrainte s’écrit :
DMT
AA,—— (M - B))=—||M - B|. 3.19
< 2 >> 17— B (319

On l'obtient en substituant une approximation de ||[M(A) — B|| au premier ordre

selon A dans ||(M(A+ AA) - B|| =0.
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Liaison point—point entre solides

On impose aux deux curseurs M; et M, fixes sur les frontieres de leurs solides
d’occuper constamment la méme position. On définit de la méme facon que précé-

demment le coefficient :

L(A) = [|My - Ml
DL 1 DM, DM, >
—(A) = — My — M, ).
DA A ||M1—M2||<DA DA
La formulation forte s’écrit:
DM, DM, ¢ > 2
AA, (—— — M, — M. = —||M; — Msl|*.
< 7( DA DA ) ( 1 2) || 1 2||

3.3.2 Contacts
Contact avec un demi-plan fixe

On impose aux solides du systeme de rester hors du demi-plan

D:{xERQ, <x,n>§/\},

dans lequel le vecteur normal unitaire n et le scalaire A sont donnés.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

A chaque intrusion d’un solide dans DI'on introduit un nouveau curseur M
correspondant au point de la frontiere du solide ayant pénétré le plus profondément
dans DI'c¢’est & dire minimisant (M, n)l'comme l'illustre la figure 28. La recherche de
ce minimum se fait selon des techniques classiques (dichotomiel'méthode de Newton

quand la dérivée seconde M,s n’est pas nulle).

Chaque curseur M introduit au cours d’un contact génere une équation fixant un

“demi degré de liberté” sur I’évolution de A :

T
<AA7 % n> > —((M,n) — A).

Cette inégalité est obtenue en écrivant les deux équations définissant le curseur M T’

(3.23)

dépendant de A et de son abscisse sur le contour du solide (on suppose en outre que

la tangente au contour en M est définie) :

<M7n> = A
(Ms,n) = 0.

On écrit ensuite ces conditions en A 4+ AA.

(3.24)

Lors d’un changement de la déformationl’le curseur doit étre mis & jour pour

continuer & minimiser (M, n).

Lorsque le curseur sort de DI'on le supprime de la liste des curseurs associés a

la contrainte.
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Fig. 28 - (a) Curseur généré par Uintrusion de 'anneau déformable dans le demi-
plan grisé. Les triangles représentent les points d’échantillonage des contours du
solide. Le point noir correspond a l'unique curseur associé a la contrainte. (b) Etat
du systeme apres un déplacement dans la direction du “gradient de la contrainte”.
Cette direction correspond localement au plus court déplacement rendant la condition
vérifiée.

Contact entre deux solides

La contrainte est la non-intersection des intérieurs des solides pris deux a
deux.

De fagon similaire au cas du contact avec un demi-planl’lorsque deux solides .57 et
Sy s’intersectent (on peut avoir S; = Sz)['on introduit deux nouveaux curseurs
My et M, : un sur chaque solide. M est sur la portion de surface de S incluse dans
Sol'et réciproquement. Les normales aux deux curseurs doivent étre confondues.

Chaque paire de curseurs supprime un demi degré de liberté au systeme: si n est
un vecteur directeur unitaire de la normale commune aux deux curseursl’on a:

pvyt  DM,T

— > — . .
A T DA n, AA ) > (My — My, n) (3.25)

Comme dans le cas précédentl'les deux curseurs doivent étre mis a jour lors de
I’évolution de I’état pour que leurs normales restent confondues.

Lorsque M; sort du solide SoI' M, doit sortir en méme temps de Sil'et on peut
alors éliminer les deux curseurs.

3.3.3 Lois de comportement élastique

Les lois de comportement usuellement employées sont des lois linéarisées. Les
équations sont alors simplifiéesl’accélérant les traitementsl'au détriment du réalisme
physique.

Notre modele est concu indépendamment de toute hypothese sur la complexité de
la loi de comportement. Pour nos essaisI'nous avons utilisé le modele de matériau ho-
mogene de Saint-Venant—Kirchhoff. La densité d’énergie élastique de ces matériaux
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Fig. 29 - (a) Curseurs générés par Uinterpénétration de deuxr anneaux déformables.
Les triangles représentent les points d’échantillonage du solide; les points sont les
deuz curseurs. (b) Ftat du systéme aprés un déplacement dans la direction du “gra-
dient de la contrainte”.

s’écrit :

= %(Tr E)? + u Tr(E?), (3.26)
ol A et p sont les coeflicients de Lamé définis dans le chapitre 3 de la partie Qutils.

Comme le souligne Ciarlet dans [30][rien n’empéche dans ce modele le déterminant
du gradient de la déformation de devenir null'voire négatif. L’utilisation de lois de
comportement faisant effectivement intervenir le déterminant permettrait de pallier
a ce défaut (matériaux d’Odgen).

Jouve [69] propose des lois de comportement non isotropes modélisant les tissus de
I’eil humain. L’utilisation de telles lois est naturelle pour la modélisation de tissusl’
et augmenterait encore le réalisme physique du modele.

w(k)

3.4 Controle

Dans cette section consacrée a l’algorithme de controlel' nous détaillons 1’algo-
rithme de détection des contacts entre les solidesI'puis la méthode itérative d’opti-
misation employée pour maintenir le systéeme dans un minimum d’énergie tout en
respectant les contraintes.

3.4.1 Détection des interpénétrations

Les interpénétrations entre solides se traduisent géométriquement par une inter-
section de leurs surfaces.

Les algorithmes existants de détection des intersections sont de deux typesl'selon
que la trajectoire des objets est connue ou non.

Dans le premier cas (trajectoire connue)l'seuls les objets rigides sont pris en
compte dans la littérature. Cette restriction permet de propager de 'information
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entre les différentes positionsl'et d’augmenter ainsi Uefficacité des algorithmes par
rapport a ceux du second typel'qui soit repartent “de zéro” a chaque nouvelle posi-
tion['soit mettent & jour un “graphe de proximité” apres chaque déplacement.

L’article récent de Lin et Manocha [77] décrit une solution dans le cas de trajec-
toires quelconques d’objets rigides ; on y trouvera aussi une introduction au probleme
et les références aux travaux antérieurs.

Dans notre casI'nous avons choisi de conserver I"approche développée en 1992 dans
notre modele des §-snakes [4]. Il s’agit d’un algorithme du premier typel’adapté aux
surfaces déformables.

Nous représentons chaque contour par un ensemble de points de densité § fixée:
pour tout point m de la surfacel'il existe toujours au moins un point M de ’échan-
tillon vérifiant d(m, M) < 4.

Cette contrainte de densité est imposée dans la configuration de référencel’afin
de pouvoir conserver le méme échantillon au cours de I’évolution du systeme. Nous
supposerons que les déformations des solides sont telles que les échantillons déformés
solent de densité ¢'. Nous avons choisi pour nos tests la valeur ¢’ = 24.

Le probleme de détection des intersections se ramene alors a la recherche des paires
de points distants d’au plus 4’ dans la réunion des échantillons. Les paires de points
vérifiant cette propriété sont communiquées a I’algorithme gérant les contraintes qui
essaye d’en déduire deux curseurs aux tangentes paralleles (voir section précédente).

L’hypothese sur les densitésl'ainsi que 'imposition d’un majorant sur la distance
que peut parcourir un point de la surface d’un solide entre deux états successifsl’
permettent d’affirmer que cette méthode donne toutes les paires de curseurs.

Nous allons détailler 'algorithme utilisé dans [4] pour énumérer les paires de
points.

La réunion des échantillons de tous les contours des solides sert a construire un
quadtreel'tel que celui représenté figure 30. Chaque feuille de ’arbre est soit videl’
soit occupée par un seul point. Un sommet interne de ’arbre a exactement 4 fils.

L’ensemble des feuilles de ’arbre contenant un point est ensuite parcouru. Pour
chaque point mI'on utilise la structure locale de ’arbre pour énumérer les points
se trouvant dans la moiti€ droite du carré de centre m et de coté 26’ (I’orientation
des axes de ce carré est identique a celles du quadtree). Ne prendre qu’une moitié
du carré permet d’éliminer la quasi-totalité des paires symétriques (seules les paires
de points situés sur une méme verticale seront traitées deux fois). On remonte tout
d’abord dans I’arbre jusqu’a ce que le nceud courant contienne entierement le demi-
carré. Sur la figure 31[Ne demi-carré figure en gris clairl'et le rectangle correspondant
a ce noeud en trait tireté fort. On explore ensuite tous les descendants de ce neeud
en testant leur intersection avec le demi-carré. Sur la figurel'les noeuds explorés sont
en gris foncé.

Nous n’avons pas cherché a évaluer la complexité de cet algorithme d’énumération
des paires de points. Il ne nécessite que des calculs de distances entre deux pointsl’
plus simples que les calculs d’intersections entre deux trianglesl'utilisés par Baraff

et Witkin dans [8].

On peut aussi envisager 'utilisation de la triangulation de Delaunay des pointsl’
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Fig. 30 -  Quadtree formé a partir de quatre échantillons de points représentant

les frontieres de deux anneauz. Les bornes horizontale et verticale de Uarbre cor-
respondent au plus petit rectangle englobant les échantillons de tous les solides. Les
noeuds dessinés en trait fort sont les feuilles contenant un point d’échantillonnage.

qui est particulierement adaptée a cette énumération.

Une paire de curseurs fournie par 'algorithme d’énumération est ensuite déplacée
pour que les curseurs aient leurs normales confondues; on peut alors décider de
garder ou non la paire de curseurs. Dans le cas ou 'un des curseurs est sur un point
anguleux de son contourl'on ne déplace que "autre curseur.

Dans I’'algorithme itératif d’optimisation utilisé pour calculer I’état d’énergie mi-
nimale (localement)['on peut ne calculer les nouveaux curseurs que périodiquement[’
en se contentant de mettre a jour les anciens a chaque itération. C’est ce que nous
avons fait dans les exemples de la section suivante.

3.4.2 Optimisation sous contraintes

L’algorithme de controle adopté est itératif: partant d’un état Apl'une itération
consiste d’abord a calculer les contraintesl'et ensuite a déterminer un déplacement
AA du systeme (il s’agit d’un déplacement dans I’espace des états). On en déduit
I’état suivant Ary1 = Ap + AA.

Le choix d’un algorithme itératif est dicté par ’existence de contraintes condition-
nelles : ne connaissant pas globalement la géométrie de ’espace librel'on ne peut pas
optimiser globalement.

Les contraintes représentées par une “énergie” sont ajoutées a I’énergie potentielle
du systemel pondérées par des coeflicients que 'on augmentera progressivement
(méthode de pénalitésl'voir [29]).

On note G(A) le gradient de cette somme selon A. Nous imposons a la norme
du déplacement AA d’étre inférieure ou égale & un scalaire R. Cette condition
est nécessaire pour que l'algorithme de détection des interpénétrations fonctionnel’
comme nous ’avons vu plus haut.

On cherche alors un déplacement AA solution du probleme suivant (¢ est le
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Fig. 31 - Détail de Uarbre montrant le fonctionnement de Ualgorithme pour un point
m. Ce point est au milieu du coté gauche du demi-carré gris clair de largeur &' et
de hauteur 28'. Les neceuds intersectant ce demi-carré sont en gris foncé; le neud
contenant m n’est pas concerné. Le rectangle tireté représente le plus petit neud de
Uarbre contenant entierement le demi-carré.

nombre de contraintes dans [’état A):
(AA,G(A)) minimal

) >l
(AA,Uy) > 1y (3.27)

Il s’agit d’un probleme de programmation linéaire. La littérature traite abondam-
ment de ce sujet. Les ouvrages de Minoux [831'84] et Ciarlet [29] fournissent les
notions et références de base dans ce domaine. Nous ajoutons ici la contrainte non
linéaire [|[AA|| < R.

Nous avons pour nos premiers tests préféré utiliser une méthode intuitivel'sans
doute beaucoup moins efficace que les méthodes existantes adaptées au problemel’
mais tres facile a implémenter.

Une itération consiste dans notre cas a calculer G(A) et les contraintesl puis
H =>3"_L;U;. On ramene la norme de ces deux vecteurs a R si elle est supérieurel’
puis on choisit AA = 0.5G(A) + H.

Cette méthode a permis d’obtenir les résultats présentés dans la section suivante.

3.5 Résultats

Dans tous les exemples présentésl’'on montre ’état d’énergie minimal atteint a
partir d’un état du systeme donné.

En pratiquel 'algorithme de controle itere en permanence pour rapprocher le
systeme de I’état d’équilibre le plus proche. Les perturbations extérieures du systeme
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sont donc prises en compte immédiatement. L’optimisation se fait donc en principe
en partant d’états “proches” de I’équilibre.

Les exemples donnés ici illustrent le fonctionnement du modelel'et sortent un peu
de ce cadre: les états initiaux sont “éloignés” de ’équilibre.

La convergence des premiers systemeslne faisant intervenir que des solides rigides
(3 degrés de liberté chacun)l'est de 'ordre de la seconde. Par contrel'la convergence
des systémes comprenant un ou plusieurs solides déformables (environ une centaine
de degrés de liberté)['est de I'ordre de I’heure.

Nous montrons tout d’abord comment le modele traite le probleme de 1’équilibre
d’un systeéme de solides rigidesI'puis élastiques. Ensuitel'nous voyons des systemes
dans lesquels cohabitent ces deux types de solides. Finalementl'des exemples de
systemes complexes permettent de se faire une idée des applications chirurgicales du
modele.

T rigide reposant sur un plan

Partant de deux états différents du méme systemel'les figures 32 et 33 montrent
deux états d’équilibre possibles du systeme.

Fig. 32 - T rigide droit au dessus d’un plan horizontal. (a) Etat initial. (b) Etat
final.

Dans les deux casl'le contact est assuré par seulement deux curseurs situés aux
points anguleux de I’objet. Dans le premier casl'aux extrémités du segment d’appuil’
et dans le second cas['aux deux points de contact.

Fig. 33 - T rigide incliné au dessus d’un plan horizontal. (a) Etat initial. (b) Etat
final.
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Etoile rigide reposant sur un plan

Le cas d’objets présentant des pointes est traité correctementl’comme l'illustre la
figure 34 dans le cas d’une étoile.

A

Fig. 34 - Lltoile rigide reposant sur un plan horizontal. (a) Etat initial. (b) Etat
final.

Deux T posés ’un sur ’autre

La figure 35 montre deux solides rigides T en contact avec un plan horizontal posés
I’un sur Pautre. Cinq curseurs représentent les contacts. Le cas des points anguleux
nécessite un traitement spécial lors de la recherche des paires de curseurs intervenant
dans un contact.

A A

Fig. 35 - Deux T rigides posés l'un sur l'autre sur un plan horizontal. (a) Etat initial.

(b) Etat final.

Deux T repoussés entre deux parois

Nous avons repris le systeme du paragraphe précédent en rajoutant deux parois
verticales. Sur la figure 361'la paroi de gauche est immobile et la paroi de droite se
déplace vers la gauche.

Cet exemple illustre la liaison entre le systeme et le “temps”. L’algorithme de
controle effectue en continu des itérations approchant le systeme d’un état d’équi-
libre. Certains objets ou contraintes de la scene sont modifiés en continu en fonction
de données extérieures.

Icil'le déplacement de la contrainte “paroi droite” est lié au nombre d’itérations
de lalgorithme de controle.
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Fig. 36 - Deux T rigides posés U'un sur Uautre sur un plan horizontal, entre deux
parois qui se rapprochent.

Anneau élastique reposant sur un plan

Sur la figure 37on montre un anneau élastique reposant sur un plan horizontal.
Les coeflicients de la loi de comportement élastique sont les mémes dans les deux cas;
seul change le nombre d’éléments représentant I’anneau. On voit que les éléments
employés n’imposent pas la continuité du gradient de la déformation entre deux
éléments contigus. On constate aussi la nécessité de mailler plus finement les parties
des solides soumises a de fortes contraintes.

O O

-

Fig. 37 - Anneau élastique reposant sur un plan horizontal. La déformation est
due a Uaction du champ de pesanteur, compensé par les contraintes internes dues
a Uélasticité. En haut. (a) Anneau constitué de 8 x 2 éléments (circonférence x
épaisseur). (b) Anneau constitué de 15 x 3 éléments. En bas. Champs d’énergie
potentielle €lastique correspondants.

Objet élastique dans une cavité élastique

La figure 38 montre I’équilibre d’un solide élastique déposé a l'intérieur d’une
cavité elle-méme élastique.
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Fig. 38 - Anneau élastique reposant a Uintérieur d’un autre anneau également élas-
tique. En haut. (a) Ftat d’équilibre. (b) Fnergie potentielle élastique. En bas. Fvo-
lution de Uétat du systeme pendant Uoptimisation.

Contact entre un solide rigide et un solide élastique

Nous avons créé une cavité avec trois parois. Au fond de cette cavitél'un T rigide
est posé sur un anneau élastique (figure 39).

! !

Fig. 39 - T rigide posé sur un anneau élastique au fond d’une cavité. (a) Ftat
d’équilibre. (b) Energie potentielle élastique dans l'anneau.

Plusieurs “organes” en contact dans une cavité

La figure 40 illustre un équilibre avec des contacts multiples entre des solides
déformables.
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Fig. 40 - 5 solides élastiques dans une cavité. Les solides sont tous constitués de
2x 2 éléments. Ce nombre est insuffisant, comme on peut le voir sur le solide le plus
a droite. (a) Etat d’équilibre. (b) Energie potentielle élastique dans les solides.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitrel'nous avons tout d’abord défini les propriétés requises par I'uti-
lisation “chirurgicale” d’un modele de systeme de solides.

Ensuitel'nous avons présentélen partant de I’hypothese d’évolution quasi statique
du systemel'un modele permettant de satisfaire ces exigences.

Ce modele est formé de trois modules indépendants : la représentation de la géo-
métrie et des déformations des solidesI'le calcul et la mise & jour des contraintesl’
I’algorithme de contréle de I’évolution systeme.

Nous avons défini les fonctionnalités remplies par chacun de ces modules.

Pour le premier modulel'géométrie et déformations'nous avons montré comment
implémenter ces fonctionnalités dans deux cas:

— les solides déformables représentés par un maillage de type éléments finis et
régis par une loi de comportement hyperélastique quelconquel’

— les solides rigides polygonaux.

Dans le module gérant les contraintesl' nous avons traduit en équations sur le
vecteur d’état du systéeme deux contraintes géométriques fixesI'et deux contraintes
conditionnelles (contacts).

Le module de controle a pour premiere tiche la mise a jour de ’ensemble des
contraintes'en détectant les intersections et en calculant les équations correspon-
dantes. Sa seconde tache consiste a modifier ’état du systeme itérativement pour se
rapprocher d’un état d’équilibre en vérifiant les contraintes a chaque instant.

Nous avons vu sur quelques exemples que le modele présenté ici permet d’obtenir
des résultats réalistes et conformes a l'intuition physique.

L’hypothese d’évolution quasi-statique permet de ne pas tenir compte de I'inertie.
Le probleme des oscillations évoqué dans le chapitre 2 n’existe pas dans ce cas. La
formulation des contraintes de contact s’en trouve également simplifiée. L’algorithme
de controle est ainsi beaucoup plus robuste qu’en présence de forces de réactionl’
dont on ne maitrise pas toujours I’apport énergétique. L’évolution quasi-statique est
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justifiée par ’absence de chocsl'par la vitesse réduite des déplacementsl’et par les
masses proches des différents solides en contact.

La conception modulaire rend possible la coexistence dans le systeme de solides
représentés de facon quelconquel’ayant des comportements différents (solides rigidesl’
mousl..). Elle se préte également tres bien & la programmation dans un langage
orienté objets (nous avons utilisé intensivement le langage C++).

L’utilisation de modeles de type éléments finis permet d’atteindre un réalisme
physique satisfaisant. En particulierl'on peut estimer 'erreur faite dans le calcul de
I’énergie et provoquer le remaillage local des solides.

Ce maillage adaptatif est I’'une des prochaines étapes de nos recherches. [’autre
étape essentielle est le passage a la dimension 3. Ce passage s’accompagne d’une
augmentation sensible du nombre de degrés de libertés du systeme et de la taille des
échantillons des surfaces des solides.

Le modele présenté possede encore quelques défauts:

— Les éléments utilisés n’empéchent pas 'apparition de discontinuités sur les
contours'comme nous I"avons vu dans ’exemple de la figure 37. Une solution
serait de mémoriser en chaque noeud le gradient de la déformationl'par exemple
en utilisant des éléments & 16 nceuds dont les positions sont reliées par des
contraintes linéaires assurant la continuité du gradient.

— Si 'utilisation d’éléments finis permet d’obtenir des déformations réalistes de
grande amplitudel'la dimension du vecteur d’état croit tres rapidement avec
le nombre d’éléments. Pour les solides “moyennement rigides”'des déforma-
tions globales paramétrées par une vingtaine de coefficients donneraient le
méme résultat avec un temps de calcul beaucoup plus faible.

— La lenteur de l'algorithme de contrdle ne permet une vitesse de calcul com-
patible avec une interaction que dans le cas de systemes constitués de solides
rigides. Cet algorithme doit donc étre amélioré. L’utilisation de la dérivée se-
conde de I’énergie en fonction de A permettrait d’utiliser des méthodes plus
rapides.

— L’algorithme d’optimisation adopté ne permet pas d’obtenir un critére de
convergence commun a tous les systemes.

Les perspectives d’utilisation et d’extension des travaux présentés dans ce chapitre
sont discutées dans la conclusion de cette partie.



Chapitre 4

Conclusion

Dans cette partiel'nous avons abordé le probleme de ’animation de systemes de
solides rigides et déformables controlés par les lois de la physique.

Tout d’abordl’dans le chapitre 2I'nous avons présenté les travaux existantsl'en
dissociant chaque modele selon le schéma: géométrie et déformationsl'contraintesl’
controle.

Ensuitel'dans le chapitre 3l'apres avoir défini les propriétés que doit vérifier un mo-
dele pour permettre son utilisation “chirurgicale” 'nous avons présenté les résultats
de nos recherches sur le sujet.

Ces travaux partent de ’hypothese d’une évolution quasi statique du systeme. Elle
permet de simplifier les équations et de rendre ’algorithme de controle du systeme
plus stable que dans les modeles usuelsI'faisant intervenir l'inertie des solides et un
controle par forces.

D’autre partI'l’utilisation de lois de comportement issues de la mécanique des
milieux continus et la représentation des solides par éléments finis permet d’atteindre
un réalisme satisfaisant.

Les résultats obtenus en dimension 2 montrent que 'on peut modéliser des sys-
temes d’une complexité permettant de construire un prototype de simulateur chi-
rurgical.

Apres étre passé a la dimension 3 et avoir introduit le remaillage adaptatif des
élémentslla simulation de gestes tels que la rétropéritonéoscopie sera envisageable.

ToutefoisI'’acquisition des surfaces et des constantes intervenant dans les lois de
comportement des organes reste toujours un probleme. Pour 'acquisition des sur-
facesl'des atlas anatomiques “électroniques” du corps humain sont en constitution ; il
faut néanmoins tenir compte des variations anatomiques d’un individu & 'autrel'par
exemple en mettant en correspondance un ou plusieurs atlas anatomiques avec les
coupes du patient. Nous avons suggéré deux méthodes pour évaluer les coefficients
paramétrant le comportement des organes: placer des capteurs sur les instruments
du chirurgienl'et utiliser un expert pour ajuster les parameétres d’un simulateur.

Une fois le modeéle tridimensionnel opérationnell'on pourra aussi essayer de coupler
un solide du systeme & un manipulateur a retour d’effort.
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Chapitre 1

Introduction

La réalisation du systeme d’assistance a la rétropéritonéoscopie présenté dans
la premiére partie souleve quelques probléemes: la localisation précise de billes
de plomb dans une image “scanner”['le calibrage des marqueurs infra-rougelle
recalage du support de calibrage du médiastinoscopella mise en correspondance
des centres des billes mesurés sur le patient avec les mémes centres localisés dans les
coupes scanner.

De mémel'l’étude des modeles d’animation et de modelage par ordinateur réa-
lisée dans la deuxieme partie nécessite la connaissance des équations de la méca-
nique des milieux continusl'des lois de comportement élastique des solidesl’
des méthodes d’éléments finis['des algorithmes d’optimisationl’et des méthodes
d’intégration des équations différentielles. Nous avons aussi abordé certains pro-
blemes de géométrie algorithmiquel'comme I’énumération des couples de points dont
la distance est inférieure & un certain seuil dans un nuage de points.

Nous avons choisi de présenter dans cette partie quatre de ces problemes.

Le chapitre 2 traite des différentes représentations des rotations. Représenter les
rotations et connaitre leurs propriétés est important dans les problemes de recalagel’
ol 'inconnue est une transformation rigide['dont la partie linéaire est une rotation.

Apres avoir introduit les définitions essentiellesI'nous voyons comment sont repré-
sentées les rotations en dimensions 2 et 3l'et comment passer d’une représentation a
I’autre de fagon numériquement fiable. Sur ce pointI'nous proposons quelques amé-
liorations aux formules existanteslinstables dans certains cas. Ce chapitre se termine
par une étude de la structure de I’ensemble SO, des rotations en dimension 4I'et par
une étude des éléments caractéristiques de ses éléments (sous-espaces globalement
invariantsI'nature de la restriction & ces sous-espaces).

Dans le chapitre 3I'nous exposons 'essentiel des équations de la mécanique des
milieux continus et des lois de comportement des solides élastiques qui nous ont
servi dans la partie Animation de systémes de solides. Ce chapitre ne contient aucune
contribution originale. Nous avons toutefois établi un lien entre les différents tenseurs
représentant les déformations et les contraintes au sein du solide et les parties rigide
et non-rigide du gradient de la déformation.

L’étude du probleme de la mise en correspondance de nuages de points appariés
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est 'objet du chapitre 4. Les solutions présentées dans la littérature different en
fonction de la représentation des rotations adoptée pour chercher la partie linéaire
de la transformation inconnue. Nous présentons et comparons toutes les solutions
existantes et proposons une nouvelle approche utilisant la représentation par vecteur
rotation.

Enfinl'dans le chapitre 5I'nous traitons trois aspects d’un probléeme de segmen-
tation avec connaissance a priori. Il s’agit de rechercher dans une image bi- ou
tri-dimensionnelle des objets circulaires ou elliptiques (sphériques ou “ellipsoidaux”
en dimension 3) d’une taille connue approximativement.

Tout d’abordI'nous tentons de trouver au pixel pres tous les objets de ce type dans
I'image. Ensuitel connaissant la position d’un objet circulaire ou elliptique au pixel
presl’on voit comment on peut optimiser la détection avec une résolution inférieure
au pixel. FinalementI'nous étendons le probleme a la détection globale d’une grille
réguliere d’objets circulaires. La connaissance précise de la projection de la grille
peut ensuite étre utilisée pour calibrer le systeme d’acquisition des images avec une
trés bonne précision.
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Représentation des rotations

Ce chapitre présente les rotations et leurs différentes représentations. Nous don-
nons aussi des relations permettant de passer d’une représentation a 'autre.

Le choix d’une représentation pour les rotations intervient naturellement dans tous
les problemes dans lesquels 'inconnue est une rotation. C’est le cas par exemple dans
le probleme de mise en correspondance rigide de nuages de points appariésl'que nous
étudions dans le chapitre 4 de cette partie.

Les différentes représentations des rotations interviennent également en animation
par ordinateurl pour représenter la position des solides rigidesl’ mais aussi pour
interpoler les déplacements des objets entre deux positions fixées par 'opérateur.

Nous donnons tout d’abord dans la section 2.1 les définitions des objets utilisés
dans ce chapitre.

Ensuitel'nous énongons quelques résultats valables en dimension quelconque (sec-
tion 2.2)['avant de voir les représentations des rotations en dimensions 2 et 3 (sections
2.3 et 2.4)['puis des algorithmes permettant de passer d’une représentation a l'autre
en dimension 3 (section 2.5).

Enfin['avant de conclurel'nous verrons dans la section 2.6 la structure du groupe
SO, des rotations de R*['qui présente des caractéristiques que I’on ne retrouve pas
dans les groupes SO,, pour n > 5. En particulierl'il existe un lien que nous explicite-
rons entre le groupe des quaternions unitaires et les deux sous-groupes distingués non
triviaux de SO4. Nous verrons aussi quelles sont les caractéristiques géométriques
des différents types de rotations en dimension 4.

2.1 Définitions

Cette section s’inspire des cours de mathématiques supérieures et spéciales de
Delmas [34] et Moisan [86]['ainsi que du livre de Mneimné et Testard [85].

Soit n un entier positif. On note M, ’espace vectoriel des endomorphismes de R"I’
et GL, le groupe des endomorphismes inversibles de R".
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2.1.1 Rotations

Definition 8 (Endomorphisme orthogonal)
On qualifie d’orthogonal un endomorphisme f de R” qui conserve la norme:

Ve € R, |f(2)| = |2|. (2.1)

Ceci implique en particulier que f soit injectif et donc inversible: si f(z) = f(y)I
alors |f(z — y)| = 0 et donc @ = y. On note O,, I'ensemble des endomorphismes
orthogonaux de R™. O,, est un sous-groupe (non commutatif) de GL,.

On a les définitions équivalentes suivantes :

f 6 OTL?
Vo e R, | f(x)] = 2],
Ve,y € R (f(z), fy)) = (2, ),
M.MT =1, (2.2)

dans lesquelles M désigne la matrice de f dans une base orthonormée quelconque
et (z,y) le produit scalaire usuel.

O, est compact dans M,, et est constitué de deux composantes connexes corres-
pondant aux endomorphismes de déterminants +1 et —1.

Definition 9 (Groupe spécial orthogonal)
On appelle groupe spécial orthogonall'noté SO, le sous-groupe de O,, des endomor-
phismes orthogonaux de déterminant +1.

Definition 10 (Rotation)
On appelle rotation un élément de SO,,.

2.1.2 Définitions annexes

Les définitions suivantes seront utilisées dans la suite de ce chapitre.

Definition 11 (Réflexion)

La symétrie orthogonale par rapport a ’hyperplan H est appelée la réflexion d’hy-
perplan H. Par définitionI'si r est la réflexion d’hyperplan HI'sa restriction a H est
Idy et sa restriction & la droite orthogonale & HI'notée HLTest —Id ..

Definition 12 (Endomorphisme antisymétrique)
Un endomorphisme w est dit antisymétrique s’il vérifie v 4+ u? = 0. Nous noterons
A, Pensemble de ces endomorphismes.

Definition 13 (Quaternions)

Le corps des quaternions (W.R. HamiltonI'1843)'noté Hl'est I’ensemble des couples
(s,u) € RxR?®muni d’une addition notée + et d’une multiplication non commutative
notée «l'définies par (voir par exemple [47]):

(s,u) + (t,v) = (s+t,u+v),
(s,u) * (t,v) = (st —(u,v),uAv+ sv+tu). (2.3)
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Le quaternion (0,0) est I’élément neutre de I'addition et (1,0) celui de la multipli-
cation. On identifie le réel 2 au quaternion (z,0)lainsi que le vecteur u € R? au
quaternion (0, u). H est une R-algebre de dimension (réelle) 4.

Definition 14 (Conjugué d’un quaternion)
On définit le conjugué du quaternion ¢ = (s,u) par § = (s, —u). La conjugaison a
les propriétés suivantes vis-a-vis des deux opérations:

“nt+a = @+q,
qG1*xqy = G2*xqp. (2.4)

Definition 15 (Module d’un quaternion)
Le module |g| d'un quaternion ¢ = (s, u) est le réel positif ou nul défini par |¢|? =
q*q= s>+ |ul®. On a:

|f]1*f]2| = |f]1||f]2|7
7l = ldl. (2.5)

Definition 16 (Inverse d’un quaternion) ~
L’inverse du quaternion ¢ € H — {0} est le quaternion ¢=% = #

Definition 17 (Produit scalaire de deux quaternions)

On définit le produit scalaire (s,u).(t,v) des deux quaternions (s,u) et (¢,v) par
(s,u).(t,v) = st 4 (u,v). On peut remarquer que ¢.¢2 est la partie réelle du produit
q1* Q2

_ @ * G+ g2 xq1
5 )

q1-92 (2.6)

Le produit scalaire des quaternions est compatible avec le produit scalaire dans R>:
pour u,v € R3on a bien w.v = {(u,v).

H peut aussi étre vu comme une extension du corps R (voir par exemple [64]) en
définissant les trois nombres “imaginaires” «I'jI'k vérifiant :

i?=—1, j2=—-1, k* = -1,
ij =k, jk=1, ki=j,
ji=—k, kj = —i, ik=—j. (2.7)

Un quaternion s’écrit alors comme combinaison linéaire a coefficients réels des vec-
teurs de la base (1,7, j, k).
Ces deux représentations des quaternions sont équivalentes et liées par la relation

(s,u) = s+ uyi + uzj + usk.

Definition 18 (Quaternion unitaire)
On qualifie d’unitaire un quaternion de module 1. Nous noterons H; I’ensemble des
quaternions unitaires. (Hj, %) est un groupe non commutatif.
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Definition 19 (Complexe unitaire)
Nous noterons C; I’ensemble des complexes de module 1I'appelés complexes uni-
taires.

Definition 20 (Exponentielle)
On appelle 'exponentielle de 'endomorphisme u la somme de la série normalement
convergente

7

u
expu = Z T (2.8)

S
expu est dans GL,. On a les propriétés suivantes :

det(expu) = e,

(expu)? = expul,
Vu,v € M, uv = vu = exp(u+v) = (expu)(expv),
) =

Yu € M,,Vp € GL,,exp(p~tup) = p~(exp u)p. (2.9)

Definition 21 (Spheére unité)
L’ensemble des vecteurs de R™ de norme euclidienne 1 est appelé la sphere unité de
R"T'et est noté S,_1. Cet ensemble est une sous-variété de R™ de dimension n — 1.

Definition 22 (Boule ouverte)
On appelle boule ouverte de R™ de centre a € R™ et de rayon r > 0 I’ensemble

Bu(a,r)={u e R" |u—a| <r}. (2.10)

2.2 Propriétés

Avant de voir en détail les représentations possibles des rotations en dimension 2
et 3 dans les sections suivantesI'nous pouvons énoncer quelques résultats valables en
dimension n quelconque.

2.2.1 Sous-espaces globalement invariants

Soit f € O,l'il existe une base orthonormée de R™ dans laquelle la matrice de f
est de la forme diagonale par blocs:

Diag(1,, —1,, Ry, , ..., R,), (2.11)

dans laquelle [ est la matrice identité de dimension kl'et Ry celle de la rotation
“plane” & deux dimensions d’angle 8 # 0 [7] (le cas § = 0 [27] correspond a I et
se retrouve donc dans la partie [,l'et le cas = 7 [27] se retrouve de méme dans la
partie —1,). Ry s’écrit:

sinf  cosl

Ry = (0080 —sm@) ‘ (2.12)
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Les sous-espaces vectoriels globalement invariants par f de dimension minimale
sont donc de dimension 1 ou 2. Il s’agit des droites du sous-espace de dimension p
sur lequel la restriction de f est Idprl'des droites du sous-espace de dimension ¢ sur
lequel la restriction de f est —Idgrel’et des r plans de dimension 2 sur lesquels la
restriction de f est une rotation plane (de R?) d’angle 6.

Le déterminant de f est alors le produit des déterminants des blocsI'c’est a dire
(=1)2. De plusl’on doit avoir p + ¢+ 2r = n.

De faitI'dans le cas ot f est une rotationl'en dimension 2['on peut rencontrer les
valeurs suivantes du triplet (p,¢,r): (2,0,0) (identité)I'(0,2,0) (symétrie centrale)l’
et (0,0,1) (rotation non triviale). En dimension 3I'toujours pour une rotationl'on
a les possibilités suivantes: (3,0,0) (identité)'(1,2,0) (demi-tourl’appelé aussi re-
tournement)I'(1,0, 1) (rotation non triviale).

2.2.2 Produit de réflexions

Tout endomorphisme orthogonal f € O, s’écrit comme produit de k < n réflexions
[86]. Le déterminant de f est alors (—1)F.

Dans le cas d’une rotationI'k doit donc étre pair; en particulier pour » = 2 ou
n = 3I'k ne peut prendre que les valeurs 0 (identité) et 2. Pour n = 4l'on a de méme

k€{0,2,4}.

2.2.3 Exponentielle d’un endomorphisme antisymétrique

On établit que I'exponentielle d’un élément de A, est dans SO,, (conséquence de
2.9)"et réciproquementl’que pour toute rotation u € SO,I'il existe un endomor-
phisme antisymétrique h € A,, tel que v = exp h (voir [85]).

SO, est une sous-variété de M, ; 'espace vectoriel tangent & SO,, en Id est A’
de dimension @

SO, est donc une sous-variété de M, de dimension 1I'et SO3 une sous-variété de
M5 de dimension 3.

On peut calculer numériquement ’exponentielle d’une matrice antisymétrique H
en diagonalisant la matrice symétrique positive —H? dans une base orthonormée:

—H? = Q Diag (3?) Q7. (2.13)

i=1...n

Dans cette derniere expressionl'Q2 est la matrice orthogonale de la base de diagona-
lisation (QQT = I,)let les \; sont les racines carrées des valeurs propres de —H?T'
qui sont toutes positives. On a alorsl'en regroupant les termes pairs et impairs de la
série définissant exp H et en reconnaissant les développements des fonctions sin et
cos

exp H = Q Diag (cos \;) QT + HQ Diag (SH; /\i) of. (2.14)

i=1...n i=1...n 7

La fonction A — %ﬁ est prolongeable en 0l'et de classe €.
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2.2.4 Matrice orthogonale

Un endomorphisme dont la matrice M dans la base canonique de R™ vérifie les
deux équations:

MMt = 1,
det M = 1, (2.15)

est une rotation. On peut donc représenter une rotation par sa matrice dans la

. , . , . . . 1
base canonique de R". Cette représentation nécessite n? scalaires vérifiant ﬂ%l
contraintes non linéaires.

2.3 Représentations en dimension 2

2.3.1 Angle

Les rotations sont caractérisées par un scalaire #: I’angle de la rotation. Notons
r1(0) : R 3.7 — SO; la rotation d’angle 6. r1 () est définie par sa matrice dans une
base orthonormée directe :

sinf  cosl

(0080 —sin@) ‘ (2.16)

On a les propriétés suivantes:

7‘1(0) = Id,
rl(e)_l = 7‘1(—0),
r1(01) ori(f2) = ri(61 +62). (2.17)

Les groupes (SO3,0) et (R/%Z, +) sont isomorphes ; un isomorphisme étant ry.

2.3.2 Matrice antisymétrique

Comme nous ’avons rappelé au paragraphe 2.2.3['’exponentielle d’un endomor-
phisme antisymétrique est une rotation.
On a la propriété:

Vh € R, exph = ri(h), (2.18)

en notant h ’endomorphisme antisymétrique de matrice

0 —h
(h 0 ) : (2.19)

L’angle de la rotation correspond donc a son “logarithme”.
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2.3.3 Complexe unitaire

On peut représenter une rotation de SO, par un nombre complexe de module 1.
Notons r3(z) : C; — SO l'application définie par:

Vu € R? ry(2)u = zu. (2.20)
On a les propriétés suivantes :
7‘2(1) = Id,
r(2)Th = m(2),
7‘2(2’1) e} 7‘2(2’2) = 7‘2(2’12’2). (221)

Les groupes (SOgz,0) et (Cy,.) sont isomorphes; cet isomorphisme étant rs.

2.4 Représentations en dimension 3

Nous avons vu qu’en dimension 3I'une rotation r € SQO3 différente de l'identité
possédait une droite invariante (sur laquelle sa restriction est I'identité). Cette droite
est appelée 'axe de la rotation. La restriction de r au plan orthogonal a ’axe est
une rotation r’ € SOs. On appelle angle de r 1’angle de r’. Le signe de 'angle et
I’orientation de ’axe sont liés. L’identité peut étre vue comme une rotation d’axe
quelconque et d’angle nul.

Les représentations des rotations de SOs sont assez proches de celles des rota-
tions de SO,. L’analogue tridimensionnel de I'angle d’une rotation plane sera un
vecteur de R® appelé vecteur rotation et possédant les mémes propriétés vis-a-vis
de Pexponentielle. Les quaternions unitaires fournissent ’équivalent tridimensionnel
des complexes unitaires.

2.4.1 Axe et angle

D’apres ce qui précedel'on peut donc associer une rotation a un axe et un angle.
Soit ry(k,0) : S2 X R 3,7 — SO3 Papplication définie par (formule de Rodrigues) :

Vu € R? ri(k,0)u = (u, k) k + cosf(u — (u, k) k) + sinf(k A u).

(2.22)
Cette représentation possede les propriétés suivantes :
v1€€5277‘1(l€70) = Id,
T‘l(lﬁ 0)_1 = T‘l(lﬁ —0)7
ri(k,01)ori(k,02) = ri(k, 014 62),
ri(k,0) = ri(—k,—6). (2.23)

Elle présente ’avantage d’avoir une interprétation géométrique immédiatel'mais plu-
sieurs inconvénients: la multiplicité des représentations de I’identitél’’absence de
regle générale simple de composition et d’inversionl'et enfin ’ambiguité sur le choix
de P'orientation de I'axe.



1Hi-Z nepresentation des rotations

2.4.2 Vecteur rotation

On peut lever Yambiguité sur Dorientation de ’axe en remarquant que r; ne

dépend en fait que du produit w = k. Définissons donc ry(w) : B3(O,7) — SO3
par:

Yu € R, ro(w)u = <u,w>w + cos|w| (u - <u,w>w) + sino] (wAu).

mE mE o )
w est appelé le vecteur rotation. On a ri(k,0) = ry(6k)[et les propriétés de ry se
déduisent donc de celles de ry.

L’identité correspond maintenant au seul vecteur nul (quand w est null'ry reste
définie et est I'identité)['et "ambiguité sur l'orientation de I’axe a disparu. Il sub-
siste néanmoins deux représentations possibles pour chaque demi-tour: ces derniers
correspondent a |w| = wl'et dans ce casl'rg(w) = ro(—w). De plusl’on n’a toujours
pas de régle simple pour I'inversion et la composition.

2.4.3 Matrice antisymétrique

Comme nous ’avons vu en 2.2.3['toute rotation s’écrit comme ’exponentielle d’un
endomorphisme antisymétrique. A3 est un sous-espace vectoriel de M3 de dimension
3. On peut done associer & un vecteur h € R® un endomorphisme antisymétrique h
défini par sa matrice dans la base canonique de R :

0 —hs hy
hs 0  —hy|. (2.25)
—hy hy 0

Par un raisonnement similaire a celui que nous détaillons dans la section consacrée
aux rotations en dimension 4 (voir 2.57)'on obtient la propriété suivante :

Vh € B3(O,7),exp h = rq(h). (2.26)

Le vecteur rotation et le “logarithme” de la rotation sont donc intimement liésl’
comme nous ’avions déja observé en dimension 2.

2.4.4 Quaternion unitaire

De la méme facon qu’une rotation en dimension 2 peut étre représentée par un
complexe unitairel'une rotation en dimension 3 peut I’étre par un quaternion uni-
taire. Définissons r3(q) : H;y — SO3 par:

Vu € R r3(q)u = g+ u * q. (2.27)
r3(q)u est dans RC'carlen remarquant que les quaternions de la forme m = (0, u)
sont caractérisés par m = —ml'on a pour tout quaternion unitaire ¢ et tout vecteur
u € R3:
ra(q)u = gqruxq,
= g*xUx*q,
= qgx* (_u) *q,

= —r3(q)u. (2.28)
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Ji

Pour montrer que r3(q) est effectivement une rotationl'nous allons utiliser la pro-
priété de conservation du produit scalaire 2.2I'et la définition 2.6I'pour un quaternion
unitaire ¢l'et deux vecteurs u,v € R®*l'on a:

(rs(q)u, r3(q)v) = (r3(q)u) * (ra(q)v) + (ra(q)v) * (7*3((])u)7

2
_ (qxuxq)*x(qx0+q) + (¢*xv*q) % (g*xU*7q)
2 1
UxU+v*xuU
= gf ——(— *¢,
2
= qx*(u,v)*q,
= (u,v). (2.29)
On a les propriétés suivantes:
7‘3(1 = Id,
7‘3((])_1 = 7‘3(6)7
ra(q1) ors(qz) = ra(q * q2),
rs(q) = r3(—q). (2.30)

En particulierl'la composée de deux rotations est représentée simplement par le
produit de leurs quaternions. On conserve toujours la méme indétermination sur
lorientation des axes. En considérant le quotient de Hy par la relation R définie sur
H; x Hy par ¢1Rq2 = (1 = ¢2) V (g1 = —q2)'on peut construire un isomorphisme
entre les groupes (503,0) et (Hj /g, *).

2.4.5 Angles d’Euler

On peut représenter une rotation par la composée de 3 rotations successives autour
d’axes choisis arbitrairement : la rotation est alors représentée par les 3 angles de
rotation.

Cette représentation a été utilisée par Fuler pour poser les équations différentielles
du mouvement d’un solide rigide.

MalheureusementI'elle ne possede pas de propriétés intéressantes pour ce qui est
de la composition et de 'inversion des rotations. De plusl'rien qu’en se limitant aux
3 axes de coordonnéeslil y a déja 12 facons de composer les rotations élémentaires
(elles ne sont pas commutatives).

Nous n’en parlerons donc pas ici. On trouvera des algorithmes de conversion entre
les angles d’Fuler et les quaternions ou les matrices orthogonales dans ’article de

Shoemake [100].

2.5 Passage d’une représentation a autre en dimension
3

On considere une rotation r € SOsl'et ses différentes représentations vues dans la
section précédente:

— sa matrice M dans la base canonique de R°T
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— son axe k et son angle 8I'tels que r = ry(k, §)I
— son vecteur rotation wl'tel que r = ra(w)Il’

— son “logarithme” sous forme d’une matrice antisymétrique HI'vérifiant M =
expH.

— un quaternion unitaire ¢l'tel que r = rs(q).

On veut construire des algorithmes permettant de passer d’une représentation a
Pautre. La difficulté consiste a tenir compte des ambiguités et des cas particuliers
inhérents a chaque représentation.

Ce sujet a été abordé par Shoemake dans [100]T'ou il donne des algorithmes pour
passer de M a ¢ dans les deux sens. Dans le premier tome des “Graphics Gems” [55]T"
Pique donne des algorithmes pour passer de (k, ) & M dans les deux sens. Dornaika
[40] donne les formules de passage entre les différentes représentations (k, 8)'qlet M.
On trouve aussi des algorithmes de calcul de M et ¢ en fonction de (k, #) sur internetl’
dans les frequently asked questions (FA(Q)) du groupe comp.graphics.algorithms
(auteur non déterminé précisément).

Les trois représentations (k, #)['w et H sont trivialement reliées par les relations:

w = kb,
H = &. (2.31)

Le passage de w a (k, 8) est ambigu : quand w est null'on peut prendre k quelconque
et @ nullet qu’and w n’est pas null'on peut prendre indifféremment (k,0) = (lzj_l’ |w])
ou son opposé.

Ceci mis & partl'le probleme se ramene finalement & trouver des algorithmes
permettant de relier MT'qI'et une de ces trois représentations “vectorielles”. Il n’y a
donc que 6 transformations non triviales.

Dans les 6 paragraphes suivantsI'nous résumons et comparons les différents algo-
rithmes proposés. Au voisinage de I'identité et des retournementsl’des instabilités
apparaissent qui rendent nécessaire 'utilisation de développements limités. Certains
de ceux présentés icil'signalés par le symbole A constituent notre contribution.

2.5.1 M — vecteur

Les méthodes proposées utilisent la trace de M pour obtenir le cosinus de 'angle
de la rotation et les éléments non diagonaux pour obtenir le sinus (comme il y a
ambiguité sur I'anglel'on le choisit entre 0 et 7):

TrM -1
cosf = —_—,
2
) 1
Sin 0 = 5\/(M21 — M12)2 —|— (Mlg — M31)2 —|— (M32 — M23)2. (232)

Ceci définit dans tous les cas I’angle de la rotation.



Z£.J Fassage d une representation a | auctre en aimension 9

Quand 'angle @ ainsi obtenu est assez éloigné de wl'on obtient les coordonnées du
vecteur directeur unitaire k& de 'axe par:

_ M5y — Mo Mz — M3y My — My

ki = = = 2.
! 2sing 2 2sing  ° 2gin 4 (2.33)

Pour sin @ proche de 0I'Dornaika [40] propose de choisir la plus grande valeur de
la diagonale de M (supposons que ce soit Mi1) et de calculer alors:

[ M1 — cos@
k= SgH(M32 - M23) fl_wv

My 4 My My3 + Mz

=—"“ k3= —F—"—" 2.34
2k1(1 — cosf)’ ? (2:34)

k = .
? 2k1(1 — cos9)

Les autres cas s’obtenant par permutation circulaire des indices. Cette méthode
s’avere en fait tres instable (une petite variation de M entraine une grande variation
de k) pour @ proche de 0. On ne ['utilisera donc qu’au voisinage de 7 ; les formules
du paragraphe précédent restant assez stables en 0.
Au voisinage de § = 0I'le vecteur rotation est préférable au couple (k,8) et on
prendra A :
_ Msy — Mo Mz — M3y My — My

W = , W2 = 9 , W3 = 2

. (2.35)

2.5.2 M =g

Les relations données par Shoemake dans [100] privilégient un ordre particulier
dans I’évaluation des composantes de ¢. L’algorithme proposé par Dornaika dans
[40] est plus stable; c’est celui que nous exposons ici.

On calcule tout d’abord les carrés des quatre composantes de ¢ = (s, u) en com-
binant les coeflicients diagonaux de M :

4s* = 1+ My + My + Mss,
dui = 1+ My — My — Mss,
qui = 1 — My + Myy — Mss,
qui = 1 — My — Myg + Mss. (2.36)

On peut ainsi en déduire la composante ayant la plus grande valeur absoluel et
calculer sa valeur en prenant la racine carrée du terme correspondant (ceci fixe le
choix entre g et —q).

Les trois autres composantes de ¢ se déduisent des six produits suivantsl'obtenus
a partir des coefficients non-diagonaux de M :

dsuy = M3z — Mas, 4sug = Miz — M3z, 4suz = Mo — Mo,
duguz = Mszy + Moz, 4duzuy = Mz + Mszy, 4ujug = Moy + My,. (2.37)

La composante connue intervient dans trois de ces produitsl’qu’il suffit donc de
diviser pour trouver les trois composantes manquantes.
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2.5.3 ¢ — vecteur rotation

Si ¢ = (s,u)l'calculer 'unique angle o € [0, ] vérifiant cosav = s et sina = |u|
(par exemple en utilisant la fonction atan2 de la librairie mathématique standard
du langage C).

Dans le cas ou |u| est petit (la rotation est proche de I'identité)['prendre w = 2u

Al'sinonI'choisir w = fﬁu

2.54 q— M

L’utilisation des quaternions unitaires permet d’obtenir ici une formule exempte
de fonctions trigonométriques; en notant ¢ = (s, u)l'on a:

1—2(ud+u?) 2(ujug —suz)  2(ujus + sus)
M = | 2(uguz + suz) 1 —2(uf+u3) 2(ugusz —suy) | . (2.38)
2(urusz — suz)  2(uguz + suq) 1 —2(uf + ul)

2.5.5 Vecteur rotation — M

Soit w le vecteur de la rotation ; en écrivant le développement de ’exponentielle et
en identifiant les termes (cette technique est utilisée plus en détails dans la section
suivante sur les rotations en dimension 4)['on obtient :

M =exp& = I3 + A(Jw|)@ + p(jw|)@?, (2.39)
en utilisant les fonctions (C* en 0):

sint _ 1 — cost

At = ==, alt) = —5—. (2.40)

Le cas w = 0 correspondant & M = I3 mis a partlen posant (z,y, z) = |Z—|F0 = |w|T
A=sinf et p=1—cosflon a donc:

1—pu(l—2?) pay— Az prz + Ay
M= pry + Az 1—p(l—y?)  pyz-—Az |. (2.41)
prz — Ay wyz + Az 1—pu(l—2?%)

Pour w proche de 0I'’utilisation du développement limité de M en fonction de w
est préférable A :

2 — w% — w% Wiwg — 2w3  wiws + 2wy

M=-|ww+2w3 2—-w?—w? wuws—2w |+ 0(|w|2)

wiws — 2wy wowz + 2wy 2 — Wi — w3 (2.42)
2.5.6 Vecteur rotation — ¢

On a la relation :

.= (COSM L (M)w) (2.43)

27202

dans laquelle A est la fonction définie plus haut (sinus cardinal).
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2.6 Les rotations en dimension 4

2.6.1 Introduction

Apres avoir vu les rotations en dimension 2 et 3['on peut se demander a quoi
ressemble le groupe SOy4. 1l se trouve que ce groupe occupe une place particuliere
parmi tous les groupes SO, 'et présente quelques propriétés remarquables.

L’objectif de cette section est d’étudier les éléments de SO4I'en partant du fait
que toute rotation est 'exponentielle d’un endomorphisme antisymétrique [85]. Nous
verrons aussi le lien entre SO, et les quaternions unitaires.

Ce “logarithme”['qui était ’angle en dimension 2 et le vecteur rotation (axe et
angle) en dimension 3I'est maintenant de dimension 6.

Les études de SOy dans les ouvrages de géométrie [171'181'381'391'85] portent
d’une part sur les propriétés géométriques de ses éléments (sous-espaces invariantsl’
anglesl’..)l'et d’autre part sur sa structure (sous-groupesl'décomposition en produitsl’
isomorphismesl...).

Les résultats présentés dans cette section correspondent a une étude fine des pro-
priétés géométriques des rotations en dimension 41'qui n’est pas abordée dans les
ouvrages précités.

Comme préliminairel nous pouvons reprendre le résultat de la section 2.2.1I'qui
nous permet d’affirmer que le triplet (p, ¢, r) associé a un élément de SO4 ne peut
prendre qu’une des valeurs suivantes: (4,0,0) (identité)I'(2,2,0)I'(0, 4, 0) (symétrie
centrale)l'(2,0,1)I'(0,2,1)I'et (0,0,2). Pour toute rotation de SO4I'il existera une
base orthonormée dans laquelle sa matrice sera :

coswy —sinwy 0 0
| sinw;  coswy 0 0
R(w,w2) = 0 0 coswy — sinwy (2.44)
0 0 Sinwy  COSWy

Si cette base n’est pas directel'un échange des deux derniers vecteurs la rendra
directe et changera la matrice de la rotation en R(w;, —w;). Pour toute rotation de
SO4TM existe donc une base orthonormée directe de R* dans laquelle sa matrice
est R(wy,ws).

Outre l'identité (w; = wy = 0) et la symétrie centrale (wy = wy = 7)I'les rotations
telles que wy = Fwy forment deux ensembles remarquables que nous étudions en
détail.

Notre point de départ sera le résultat du paragraphe 2.2.3. Nous allons donc
prendre un endomorphisme antisymétriquel'expliciter son exponentielle et en cher-
cher les propriétés.

2.6.2 Polynoéme caractéristique

Soit H la matrice antisymétrique de Ay :

0 a b ¢
—a 0 d e

H= b o—d 0 f (2.45)
—c —e —f 0
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Nous allons voir comment on peut calculer explicitement 'exponentielle de HI'a
partir de la connaissance de son polynéome minimal.

Ceci faitI'nous verrons les liens entre les éléments géométriques de la rotation
exp H et la matrice H.

Apres quelques calculsI'en posant:

a = @+ AP+ (2.46)
8 = af —be+ cdd, (2.47)
P(X) = X*+aX+ 3% (2.48)

on obtient la relation suivante:
P(H?*) = 0. (2.49)

P(X?) est en fait le polynome caractéristique de H.

Le cas e = 0 correspond a H = 0 et donc exp H = I4I'qui ne nécessite pas d’étude
particuliere. Dans la suitel'nous supposerons donc que « > 0.

Le discriminant de ’équation du second degré P(z) = 0 est

A =a*— 432, (2.50)
qui s’écrit encore

A=lla= P+ b+e)+(e=d?| [(at )P+ (=) +(c+d)?].
(2.51)

Nous sommes ainsi naturellement amenés a considérer les deux cas A = 0 et
A > 0. En effetT'pour A = 0'P a une racine doublelet il s’avere que P(X?) n’est
pas le polynéme minimal de H.

2.6.3 Cas A=0

D’apres la relation 2.51T'A est nul quand H prend une des deux formes suivantes
(la position un peu inattendue des signes trouvera une explication plus loin) :

0 —UuU1 —Uz —U3
o (73] 0 —us (15)
Hyw) = 1w 0 —u | (2.52)
Uz —U (73] 0
0 (73] (15) Uus
o —U1 0 —Us Uy
Hi(uw) = s s 0 | (2.53)
—UuUs —U2 U1 0
avec u € R3. Dans ce casI'H vérifie:
H?* 4wl = 0, (2.54)
avec w = |ul.

Le polynome X2 4 w? est dans ce cas le polynéme minimal de H.



£.0 LeSs rotations en aimension 4

109

Calcul de I’exponentielle

L’équation 2.54'analogue au cas général des rotations bidimensionnellesI'permet
d’en déduire facilement exp Hl'en remarquant qu’on peut exprimer toutes les puis-
sances de H comme combinaisons linéaires de I et H :

H* = (=1)Pu?1,, (2.55)
H*TL = (—1)P0?H. (2.56)

En identifiant les développements en série entierel'on obtient :

sin w

exp H = (cosw)ls + H. (2.57)

Lien avec les quaternions unitaires

Etant donné un quaternion ¢ = (s, u)I'T’application qui & un quaternion r associe
son produit & gauche par ¢ (soit r — ¢ x r) est linéaire :

q * (Alf‘l —|— A2r2) = Al((] * 7‘1) —|— AQ((] * 7‘2). (258)

La matrice Q,(¢) dans la base (1,¢,7,k) de cette application est:

s —uy —uy —us
Qylq) = Z; 53 e _ujl . (2.59)
Uz —uy Uy s
On a ainsi par définition :
Vg, r € Hy g+ r = Qg4(q)r. (2.60)

En outrel'Q),I'définie de H dans My['possede les propriétés suivantes vis-a-vis des
opérations définies dans H (leur démonstration n’est qu’un “jeu d’écriture”):

Qula+4d) = Qulq) +Qu(d),
Qilaxq) = Qu(9)Qu(d),
Qg(g = Qg(‘])T7
Qy(0)Qs(0)" = g’ L, (2.61)

ceci pour tout ¢, ¢ € H.
On peut de la méme facon définir 'application de multiplication a droite par le
conjugué d’un quaternion r = (¢,v):
H — H
g — q*T. (2.62)

L’utilisation du conjugué de r au lieu de r lui-méme permet de conserver les mémes
propriétés que (), pour la multiplication. Cette application est linéairel'sa matrice
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dans la base (1,1, j, k) étant:

4 (%) (%) U3

o —U1 4 —Us3 (%)
Q=" . o (2.63)

—vV3 —U3y (%) 4

On a des propriétés identiques a celles vues plus haut pour () I'valables pour tout
!
r,r’ e H:

rxT = Qulr)r
Qa(r+7') = Qalr)+Qa(r),
Qa(rxr') = Qa(r)Qa(r'),
Qa(r) = Qa(r)7,
Qa(r)Qa(T = ||y (2.64)
On a alors les propriétés remarquables suivantes :
Vu € R37 expH,(u) = Q,u(q),
Yu € R? exp Hy(u) = Qulq), (2.65)

avec g = (cos|ul, Siﬁjrdu) € H.
L’ensemble des rotations formé par les exponentielles des matrices de type H,
(resp. H;) est exactement I'ensemble des matrices Q4(q) (resp. Qq(¢))lavec ¢ € Hj.
Il n’y a pas unicité dans l'autre sens: pour un quaternion unitaire ¢l'il existe une
infinité de vecteurs u € R? vérifiant les relations 2.65. Par contrel'pour les rotations
différentes de —Idl'on peut imposer la condition supplémentaire v € B3(O, ®) qui
garantit alors 'unicité de u.

Définissons les deux parties de SOy:
R, = {exp Hy(u),u € RS} , (2.66)
R; = {exp Hy(u),u € RS} . (2.67)

Qg : Hy — SO4 est un morphisme de groupes d’apres 2.61 ; son image I, est donc un
sous-groupe de SO4. ), étant injectifl'il établit un isomorphisme entre les groupes
(Hy,*) et (Ry,0). On a de méme un isomorphisme entre (Hy, %) et (Rgq,0).
Eléments géométriques

L’expression 2.57 permet de calculer I'image d’un vecteur 2 € R* par la rotation

exp H :
Hzx
(exp H)z = coswa + sinw—. (2.68)
w
On peut montrerl'en tirant parti des relations HT = —H et H? = —w?I,I'que le
vecteur % est orthogonal & z et de méme norme. Ainsil'chaque vecteur non nul z
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effectue une rotation d’angle w dans le plan dont une base orthogonale directe est
(x, %) Ce plan est donc globalement invariant par exp H.

Si on choisit un vecteur unitaire zI['puis un vecteur unitaire y orthogonal & z et
%Fle vecteur % est alors non seulement orthogonal & yl'comme on I’a vu plus
hautI'mais aussi a = et a % Il existe donc une infinité de décompositions de R* en
somme directe orthogonale de 2 plans vectorielsI'globalement invariants par exp H
et sur lesquels la restriction de exp H est une rotation d’angle w.

2.6.4 Cas A>0

Dans ce casI'P a deux racines réelles négatives distinctes (leur produit étant 32 > 0

et leur somme —a < 0)I'que nous noterons —w% et —w% :

wlzy/%,wzzy/#. (2.69)

Calcul de I’exponentielle

La relation 2.48Tqui s’écrit aussi H* = —aH? — %1, permet d’exprimer exp H
comme combinaison linéaire dans la base (Iy, H, H%, H?). Apres écriture de la série
et identification des différents termesl'on obtient :

= — ﬁ—2 W) — w
epo = (1 \/Z(AO( 2) Ao( 1))) I4

+ (1 _2 (A1(we) — Al(wl))) H

1
4+ — (Ag(wy) = Ag(w ) H
7 (Az(wz) = Az(w1))
1
+ JA (As(w2) = Az(wn)) H, (2.70)
En posant:
1 —cost t —sint sint
AO(t) = 12 ’ A1( ) = 13 ’ A?(t) = cost, AB(t) = 5
(2.71)
Eléments géométriques
On a la factorisation suivante :
(H? 4+ wily) (H? +wily) = 0. (2.72)
Soit « € R* un élément du noyau de H? + wil I'vérifiant donc H?z = —wiz. Ce

noyau est alors de dimension 2 et engendré par les deux vecteurs orthogonaux z et
Hz. De plus'pour tout entier pI'HPz est aussi dans ce noyaul'donc (exp H)z aussil’
et on a:

(exp H)z = coswyz +sinwy Hz. (2.73)
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ker(H? + wil,) est donc un plan globalement invariant par exp H sur lequel sa
restriction est une rotation d’angle wy dans n’importe quelle base (z, Hz). De mémel’
le plan ker(H? + w314) est globalement invariant par exp H et sa restriction est une
rotation d’angle w, dans toute base du type (z, Hz).

2.7 Conclusion

Dans ce chapitrel’ nous avons rappelé les définitions relatives aux rotations en
dimension quelconquel'leurs propriétés (exponentiellel'sous-espaces invariantsl'dé-
composition en produit de réflexions)["ainsi que les concepts liés aux rotations en
dimensions 2 et 3 (nombres complexesl'quaternions).

Nous avons ensuite étudié les différentes représentations des rotations en dimen-
sions 2 et 3['ainsi que les relations entre ces représentations. En particulier]’dans
le cas du passage d’une représentation a 'autre en dimension 3I'nous avons donné
quelques nouvelles expressions rendant les calculs plus robustes au voisinage des
singularités des représentations.

Enfinl'nous avons étudié les propriétés géométriques des rotations en dimension
4. Ceci nous a permis de voir le lien entre le groupe des quaternions unitaires et les
deux sous-groupes distingués non triviaux de SO4. Les matrices (4 et (), introduites
a cette occasion serviront dans le chapitre 4 pour résoudre le probleme de la mise en
correspondance de deux nuages de points appariésl'dans laquelle la partie linéaire
(une rotation de SO3) du déplacement inconnu est représentée par un quaternion
unitaire.

Nous pensons d’autre part que I’étude de SO, peut avoir des applications en
vision['les matrices des transformations projectives étant dans M,.



Chapitre 3

Modélisation du comportement
des solides déformables

Dans ce chapitre essentiellement bibliographiquel nous présentons la mécanique
des milieux continusl'la modélisation du comportement élastiquel’les déformations
non réversibles (plasticitél'fractures). Nous voyons ensuite comment ces équations
sont discrétisées puis résolues sur ordinateur.

Nous adoptons I'optique des ingénieurs prédisant le comportement des structures.
Elle est orientée vers le réalisme physique et la précision des résultatsl'plutot que
le réalisme visuel et la rapidité du calcull'comme I’est la synthese d’animations par
ordinateur.

3.1 Meécanique des milieux continus

Cette section est basée sur différents cours de physique [81] [37]['livres de méca-
nique générale [53] [54]['et ouvrages portant spécifiquement sur la mécanique des
milieux continus et ’élasticité [30] [16] [43]. La démarche et les notations adoptées
sont celles de Ciarlet dans [30].

Le terme milieu continu désigne un systeme de particules suffisamment dense
pour pouvoir étre décrit par des grandeurs continues et dont les particules conservent
en moyenne les mémes positions relatives au cours du temps. Les liquides et les gaz
dans les conditions usuellesI’ainsi que les solides'rigides ou déformablesl'sont des
milieux continus.

Notre intérét porte essentiellement sur les solides de dimension 3I'mais la di-
mension 2 permet d’illustrer plus facilement les différentes notions. La dimension
de T'espace sera donc désignée par dl'valant 2 ou 3. Les figures illustrerontl sauf
exceptionl'le cas d = 2.

Dans ce qui suitI'l’évolution du systéme au cours du temps se fait de facon quasi-
statique: & tout momentl'le systéme est dans un état d’équilibre statique.

Nous définissons d’abord une représentation continue d’un solide et de sa défor-
mation. Apres avoir étudié localement les propriétés de la déformationl'nous verrons
comment s’écrit I’équilibre du solide. Ensuitel'nous présenterons différents modeles
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de comportement (quelles sont les contraintes internes provoquées par une déforma-
tion du solide).

3.1.1 Déformation

Un solide déformé sera représenté par un domaine @ C RI[et une fonction
0 Q = R% Q est Iespace occupé par I’ensemble des points du solide dans une
configuration arbitraire dite configuration de référence. Usuellementl'on choisit
une configuration dans laquelle le solide est a I’équilibre et n’est soumis a aucune
contrainte extérieurel'mais ce n’est pas indispensable. ¢ est appelée la déforma-
tion ; elle associe & un point z € Q de la configuration de référence sa position dans
la configuration déforméel’z¥ = ¢(z). La notation G¥ désigne une grandeur GG me-
surée dans la configuration déformée. On notera ainsi Q% I"image de € par ¢I'l" la
frontiere de €2 et I'Y son image par ¢.

Fig. 41 - Déformation d’un objet.

On supposera que ¢ est suffisamment réguliere pour que les dérivées utilisées dans
la suite soient définies.

3.1.2 Etude locale des déformations
Condition de préservation de ’orientation
On impose a la déformation de préserver 'orientation du solide :
Vo € Q, det Vp(z) > 0. (3.1)

V() désigne le gradient de ¢ en z; c’est une matrice d x d:

896’1 @l(x) s 890d991($)
V() = : : : (3.2)
896’1 @d(x) s 890d99d($)
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La condition 3.1 impose de plus a la déformation de ne pas avoir de points singu-
liers (vérifiant det Vi (z) = 0) pour lesquels la matiere serait infiniment compriméel’
ce qui n’est pas physiquement réaliste.

Approximation locale

On a une approximation de ¢ au premier ordre:

plz +02) = p(x) + Vp(z)dz + of[|dz]). (3.3)

Parties rigide et non rigide de la déformation

On sait (factorisation polaire) que toute matrice inversible M s’écrit de maniere
unique M = QST ou () est une matrice orthogonale et S une matrice symétrique
définie positive.

Dans le cas de Vplon a

Vip(z) = Qe(2)Se(2), (3.4)

Q,(x) étant de plus une rotation (une matrice orthogonale de déterminant 41)I'
puisque nous avons imposé la condition det Vp(z) > 0.

La dépendance de S, en fonction de Vi n’étant pas “simple”['on écrira souvent
les équations en fonction de

C(2) = S,(a)? = Vep(a) Vipl(a). (3.5)

La matrice symétrique C'(z) est appelée tenseur des déformations de Cauchy—
Green.

Q,(z) correspond a la partie rigide de la déformation en z. La matrice S,(z)
décrit la partie non rigide de la déformation.

Dans le cas d’une déformation rigide (la composée d’une translation et d’une
rotation)['S,(z) est égale a I'identité en tout point « € Q. RéciproquementI'si S, ()
est I'identité en tout point & € Qlalors la déformation est rigide.

Cette propriété conduit a la définition de la matrice symétrique

E(z) =5 (Cz) - 1), (3.6)

appelée tenseur des déformations de Green—Lagrange. F/(z) est nul quand la
déformation est “localement rigide” en z. On peut montrer que

So =1+ E+of|[E]). (3.7)

Variation de longueur

On considere un “petit” vecteur dz en un point z. On se demande quelle est la
variation de longueur de son image 62¥ = ¢(z 4 éz) — ¢(z). On a:

H(SJUWHZ = 5$TSZ(QU)5$—|—0(H5$H2), (3.8)
= dzT C(z) 5z + of||6x]%). (3.9)
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Variation de volume

On considere un élément de volume (élément de surface pour d = 2) dv en un
point z. Le volume de son image dv? est

dv? = detS,(z)dv (3.10)
= det Vy(z) dv. (3.11)

Si on note p(z) la masse volumique du solide en un point z de sa configuration de
référencel’alors la masse volumique p¥(2¥) au point z¥ de la configuration déformée
vérifie
P2 (6%) = ———— p(a). (3.12)
det Vo(z)

3.1.3 Lois mécaniques d’équilibre

On suppose le solide a I’équilibre dans une configuration déformée. Il est soumis
a un champ de forces volumiques f¥ défini sur Q¢Tet sur une partie I'Y C I'¢ de sa
frontierel'a un champ de forces de surface ¢g%.

On cherche quelles sont les contraintes internes au solide qui s’opposent a ces
contraintes extérieures pour maintenir 1’équilibre.

Placons-nous en un point ¥ du solide déformé. Choisissons un plan arbitraire
passant par ce pointl’défini par un vecteur normal unitaire n¥I[’et imaginons que
I’on retire une portion de matiére au dessus de ce plan au voisinage du point «%. 1l
faut alors appliquer une certaine force par unité de surface en z¥ pour remplacer
celle qu’exercait la portion de solide retirée. C’est cette force qui représente les
contraintes internes au solide. Elle est définie de maniere analogue a la tension d’une
corde. Notons qu’elle n’est en général pas colinéaire & n¥I'sauf pour un nombre fini
de directions.

: Té(x%) dA¥ n¥

Fig. 42 - Contraintes internes en un point x¥.

On peut montrer (théoréme de Cauchy) que cette force dépend linéairement de
n¥. Cette application linéaire est représentée par une matrice 7% (z%) de dimensions
d x d appelée le tenseur des contraintes de Cauchy.

Le fait que le solide soit en équilibre permet d’établir les relations

—div¥T¥Y = f¥ dans QY
T¢ = T¥T dans Q¥ (3.13)
T¢n? = ¢ sur IY
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Dans la plupart des casl'y est 'inconnue. Il est alors intéressant de “déplacer” ces
équations dans la configuration de référencel’en définissant les grandeurs suivantes :

Y(z) = detVe(z) Ve(z)  T9(2%) Ve(z)™T, (3.14)
flz) = detVe(z) f?(a¥), (3.15)
ge) = det V() [Vole) Tl *(*). (3.16)

Y(z) et f(x) sont définies pour € Q et g(z) pour z € I';.

Y est appelé le second tenseur des contraintes de Piola—Kirchhoff ; il est
en fait défini a partir du premier tenseur des contraintes de Piola—Kirchhoffl' qui
vaut T'(z) = Vi X(z). T'(x) est défini de telle sorte que sa divergence soit colinéaire
a celle de T¥ et que pour un élément d’aire quelconque dSTon ait T dS = T¥ dS*¥.

En utilisant ces nouvelles grandeursl'le systeme 3.13 s’écrit alors

—div(VeY) = f dans Q
X v dans Q (3.17)
(VeX)n = ¢g sur I

On écrit cette équation en fonction de X plutot que de T’ pour conserver la condition
de symétrie (que T ne vérifie pas).

On peut écrire chacun de ces deux systémes sous une forme variationnelle formel-
lement équivalente. Dans ce qui suitl'x désigne le produit scalaire “terme a terme”
de deux matrices d x d: Ax B =3, - A;;B;;l'et - désigne le produit scalaire de deux
vecteurs de R%: u-v = > Ui

Dans la configuration déforméelle systeme 3.13 est équivalent a:

[ T9 V8¢ da? = [ f%-0¢da* + [ g% 6% dS¥
Qe Qe F‘f

Pour tout champ de vecteurs ¢ : Q¥ — R?
suffisamment régulier et nul sur I'* — T'Y.

(3.18)

Dans la configuration de référencel’le systeme 3.17 est équivalent a:

f(Vc,oE)*Vde—ff 0 dz + fg 0 dsS
Q

Pour tout champ de vecteurs 0 Q — R
suffisamment régulier et nul sur I' — I'y.

(3.19)

Les termes correspondant aux travaux des forces internes ont méme valeur :

/ T? +« V6% da¥ = /(Vc,o ) * VO dz. (3.20)
Q

Le systéme 3.18 (resp. 3.19) est appelé principe des travaux virtuels dans la
configuration déformée (resp. dans la configuration de référence).

Ce principe est déduit ici du systéme d’équations aux dérivées partielles (e.d.p.) &
partir de manipulations algébriques. Ce systeme d’e.d.p. découle lui-méme de I’écri-
ture de la condition d’équilibre d’un petit volume de solide autour d’un point en
utilisant axiome “relation fondamentale de la dynamique”.
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On peut aussi se baser sur "axiome “principe des travaux virtuels” : dans une po-
sition d’équilibrel'pour une déformation virtuelle autour de cette positionl'la somme
des travaux des forces intérieures égale la somme des travaux des forces extérieures.

Dans ce casl'on aurait d’abord obtenu les conditions 3.18 et 3.19 puis on en aurait
déduit 3.13 et 3.17.

3.2 Comportement des solides

3.2.1 Nécessité d’une loi de comportement

Qu’il soit formulé dans la configuration déformée ou dans la configuration de
référencel’sous forme différentielle ou sous forme variationnellel'ce systeme ne fournit
pas assez d’équations pour permettre de trouver les positions d’équilibre.

Il faut lui adjoindre une loi associant les contraintes aux déformations. Cette loi
modélise la réponse du matériaul'tout comme la relation

Tension = k Allongement

modélise la réponse élastique d’un ressort et doit étre ajoutée a la relation fonda-
mentale de la dynamique pour permettre le calcul de la position d’équilibre d’une
masse ponctuelle suspendue a un ressort.

Cette loi doit donner une valeur aux contraintes en fonction de la déformation.
Les contraintes ne doivent pas dépendre de la partie rigide de la déformation (le
comportement du solide ne dépend pas du repére choisi pour le décrire). La loi
de comportement peut tenir compte de ’homogénéité du matériau et étre alors la
méme en tout point du solide. Elle peut aussi tenir compte de son isotropie (réponse
identique dans toutes les directions).

3.2.2 Lois usuelles
Loi de Hooke

La loi de comportement la plus simple est obtenue en faisant les hypotheses d’ho-
mogénéité du matériaul’d’isotropie du comportement et de la dépendance linéaire
entre X (représentant les contraintes dans le matériau) et £ (représentant la partie
non-rigide de la déformation).

Ces hypotheses s’appliquent bien a tous les matériaux “durs” (métauxlrocsl'verrel’
boisI'...) pour des déformations suffisamment petites.

Sous ces hypothesesI'la loi de comportement s’écrit :

N =Yg+ ATrE I+ 2uk, (3.21)

et ne dépend que de deux parametres A et p appelés coefficients de Lamé du
matériau. Cette relation porte le nom de loi de Hooke. ¥ représente les contraintes
présentes dans le matériau dans la configuration de référence.

Notons que si X dépend linéairement de ET'il ne dépend pas linéairement des
coeflicients du gradient de la déformation.
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Les coeflicients de Lamé ne sont pas mesurables directement. On leur préfere le
couple équivalent de coefficients & et v appelés respectivement module d’Young et
coeflicient de Poisson du matériau. £ est I’équivalent de la raideur d’un ressort: on
peut le mesurer en étirant un petit cylindre allongé et homogene du matériau. Quand
on exerce une traction axiale sur les extrémités de ce cylindrel’on observe (quel que
soit le matériau) que son diametre diminue au fur et & mesure qu’il s’allonge; v
représente le rapport de la diminution relative de son diametre et de "augmentation
relative de sa longueur.

On trouvera des tableaux donnant les valeurs de £ et v pour quelques matériaux
usuels dans [16] (section 4.4)I'[43] (section 6.3) et dans [30] (section 1.3).

A et u se déduisent de £ et v par les relations suivantes :

Ev
A= =20 +v) (3.22)
&

- , 2
1 T (3.23)

Hyperélasticité

On peut aussi définir en chaque point du solide une densité volumique d’éner-
gie potentielle élastique W € R dépendant de z et F(z)['on définit alors la loi
de comportement

oW (z, E(x))

s = OF

(3.24)

W est bien une densité d’énergie: sa variation lors d’une petite déformation cor-
respond au travail des forces élastiques.

Un tel comportement s’appelle hyperélasticité ; le matériau est dit hyperélas-
tique.

La loi de Hooke 3.21 dérive de la densité

W= %(Tr E)? 4+ pTr(E?). (3.25)

Dans le cas d’un matériau hyperélastiquel’on peut définir ’énergie potentielle
élastique du solide :

I= ZQ Wiz, E(z)) dx. (3.26)

Les termes correspondant aux travaux des forces internes dans les équations 3.18
et 3.19 peuvent étre remplacés par les variations de cette énergie potentielle en
fonction du déplacement virtuel 6.

3.2.3 Comportements limites

Pour de petites déformationslle solide retourne toujours dans la méme configura-
tion apres la suppression des contraintes qui les entrainent.

Des déformations plus importantes entrainent une modification instantanée de
cette configuration au repos: on parle de plasticité.
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Des déformations encore plus importantes provoquent 'apparition de faillesI'puis
la séparation du solide en plusieurs parties: on parle de fracture.

Dans certains cas'comme par exemple les métaux en fusionl'la configuration au
repos change au cours du temps et évolue vers la configuration courante.

Finalementlil peut arriver qu’une position d’équilibre soit instablelill y a alors pos-
sibilité de “saut” instantané vers une autre position d’équilibrel'parfois tres éloignée
de la précédente. On parle de “flambage”. Ce phénomene se produit en particulier
pour des objets minces (plaquesl'tigesl'...).

I existe un grand nombre de conditions prédisant I"apparition de ces phénomenes
et de méthodes pour les modéliser.

3.3 Discrétisation et résolution

Une recherche informatique des positions d’équilibre d’un solide ou d’un systeme
de solides passe par une représentation discrete des inconnuesl'en 'occurence de la
déformation ¢.

La méthode utilisée dans la grande majorité des cas est la méthode des élé-
ments finis. Elle consiste & partitionner le solide en briques de base (cubes ou
tétraedres déformés) jointives. La déformation est définie par morceaux sur chacune
de ces briquesl'en s’arrangeant pour que le recollement s’effectue avec la continuité
recherchée. Les inconnues du probleme discrétisé sont alors les parametres de la
déformation.

On introduit cette représentation dans une des deux formulations variationnelles
3.18 ou 3.19. Ceci fournitI'pour chaque déplacement virtuel § une équation portant
sur les parametres définissant la déformation.

Un choix judicieux de n (le nombre d’inconnues) fonctions # fournit alors un
systeme n X n que l'on résoutl'soit par des méthodes directes comme le pivot de
Gaussl'soit par des méthodes itératives.

Nous n’irons pas plus loin ici dans la description de la méthode des éléments finis :
elle est tres clairement exposée dans [118['1161'117]["ainsi que dans [15]. L’ensemble
de ces 3 livres abondamment illustrés d’exemples de différents problemes physiques
permet d’aborder facilement les différents aspects de cette méthode.

Dans le chapitre 3 de la partie Animation de systémes de solidesI'nous voyons en
détail quelques aspects de la méthode des éléments finis.



Chapitre 4

Mise en correspondance

La mise en correspondance est un probleme d’optimisation dans lequel on cherche
a superposer deux structuresl'voire une structure avec plusieurs autres. Ces struc-
tures sont en général issues du méme objet et acquises a travers des modalités
différentes.

Le terme structure désigne par exemple :

— un nuage de points correspondant aux positions de points caractéristiques d’un
objet mesurées grace a un localisateur tridimensionnel (optiquel’électromagné-
tiquel'échographie 1D)I

— un échantillon de la surface d’un objetl'obtenu par des appareils de balayage
tridimensionnel (laserl'optique)l’

— un ensemble de points résultant d’une procédure d’extraction de contours ou
de points caractéristiques (voir le chapitre 5)I

— une image tridimensionnelle (scannerl']IRMI..) ou bidimensionnelle (radiol’
image vidéol'échographiel’..) brute.

L’inconnue de la mise en correspondance est une déformationl’au sens défini dans
le chapitre 3 de cette partie.

Apres avoir vu dans la section 4.1 comment on peut formaliser ce probleme et
donné quelques références sur les travaux dans ce domainel’'nous consacrons la section
4.2 a I’étude d’un des problemes les plus simples de mise en correspondance : la mise
en correspondance de nuages de points appariés.

La résolution efficace et robuste de ce probleme est une étape cruciale dans de
nombreuses applicationsl'en particulier dans les capteurs de position optiques comme
le systeme Optotrak(R). Ce probleme sert en outre de composant de base dans la
plupart des méthodes de mise en correspondance de structures plus complexes.

Pour ce problemel'nous verrons les différentes solutions proposées dans la littéra-
ture. Nous mettrons en lumiere les liens entre ces solutions. Nous proposons aussi une
solution nouvelle utilisant la représentation d’une rotation par son vecteur rotation.
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4.1 Position du probleme

Soient deux structures S4 et Sp appartenant au méme objetl'et connues dans
deux reperes A et B. On souhaite déformer le repere B pour superposer au mieux
les deux structuresl'ou plus précisémentl’S4 et 'image de S par la déformation.

Afin de mettre ce probleme en équationsl'on définit une distance entre deux struc-
tures données dans AT'notée D(S,S’). On cherche alors une déformation ¢ dans un
ensemble donné ®. & est par exemple 'ensemble des déplacements rigides en di-
mension 3I'ensemble des similitudes directes en dimension 3I'une certaine classe de
déformations non rigides.

L’imposition de contraintes sur ¢ se fait en introduisant une fonctionnelle F/(¢)
minimale quand ¢ vérifie les contraintes. F peut par exemple étre une énergie po-
tentielle élastique (voir le chapitre 3 de cette partie) et contraindre ainsi ¢ a étre la
“plus rigide possible”.

Le probleme de la mise en correspondance est alors le probleme d’optimisation
suivant :

ped,
D(S4,¢(58)) + E(p) minimal

4.2 Mise en correspondance de nuages de points appa-
riés

Dans le probleme de la mise en correspondance de nuages de pointsl'les deux
structures sont un méme ensemble de n pointsl'aux coordonnées mesurées dans deux
reperes différents. On se place dans le cas ou les nuages de points sont appariés: on
sait quel point de la premiere série de mesures correspond a tel autre point de la
seconde.

4.2.1 Mise en équations

Comme nous 'avons dit dans 'introduction de ce chapitrel'le probleme de la mise
en correspondance rigide de nuages de points appariés est important et a déja été
largement étudié. On le formalise le plus souvent ainsi:

Probleme 1 (Mise en correspondance rigide de nuages de points appariés)

Etant données deux familles de vecteurs a; et b; (i = 1...n) représentant les coor-
données du méme point M; d’un objet rigide dans deux reperes orthonormés directs
A et Bl'trouver la transformation rigide ¢ minimisant ’erreur aux moindres carrés:

() = 8 [[las - w)I] - (4.1)

L’opérateur S[F;] désigne la moyenne des grandeurs E; pour ¢ = 1...nl'soit:
S[E;]) =13 E;. On cherche ainsi & superposer 'image du nuage 5 au nuage A.
On peut introduire des poids dans la moyenne: chaque paire de points a une

contribution différente dans . On peut aussi introduire un facteur d’échelle inconnu :
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on recherche alors la meilleure similitude directe. Ces modifications du probleme
conduisent aux mémes équations [641'651'70].
On notera dans la suite d la dimension de 'espace ; d valant usuellement 2 ou 3.

4.2.2 Probléme linéaire associé

La transformation rigide ¢ est composée d’une translation ¢t € R? et d’une rota-

tion'R € SOy:
¥m € RY, ¢(m) =t + R(m). (4.2)

Nous allons chercher la meilleure translation possible pour une rotation donnée.
En différenciant la relation 4.1 par rapport a ¢ pour R constantl'on obtient:

d(e?) = 2(dt,t + R(S[b;]) — S[ai]) . (4.3)
A R fixél'e est donc minimal quand
t=8a;] — R(S[bi]). (4.4)

Cette translation est celle qui fait coincider le barycentre de I'image du nuage de B
par la rotation avec le barycentre du nuage de A. La valeur de £? dans ce cas est
alors e7, (L pour linéaire) :

£} (R) = 8 [|l(a: — S[as)) - R(b: — SB)P] - (4.5)

On voit qu’il est judicieux de considérer les coordonnées des deux nuages par rapport
a leur barycentrel pour simplifier 1’écriture des équations. On définit ainsi a =
a; — Sla;] et b = b; — S[b;]. En utilisant ces notationsl'cy, est défini par:

sH(R) = 8 [lat - RE)|]. (4.6)

La résolution du probleme 1 passe donc par la résolution du probleme linéaire
associél'dans lequel I'inconnue est la rotation de la transformation rigide ¢ (sa partie
linéaire). Ce probleme s’énonce:

Probleme 2 (Probleme linéaire associé)
Etant données deux familles de vecteurs a; et b; (¢ = 1...n)['trouver une rotation
R € SOy minimisant €7, défini par la relation 4.6.

Une fois trouvée la rotation R solution de ce problemel'la translation de vecteur
S [a;] — R(S[bi]) permet d’obtenir la transformation rigide solution du probleme 1.
Remarquons que la relation 4.6 se développe en:

sH(R) = S [[|all2] + S [Ib412] - 28 [(al, R(B))]
= (S [laill?] = 1S [l 112) + (s [I1o:112] = 1S 1 112)
=28 [{a; = Sai], R(b; — S[bi]))] - (4.7)
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On voit que seul le dernier terme dépend de R et qu’il doit étre maximal pour
minimiser £7,. Le probleme 2 est donc équivalent au probleme suivant :

Probleme 3 (Probleme linéaire réduit)
Etant données deux familles de vecteurs a; et b; (¢ = 1...n)['trouver une rotation
R € S04 mazimisant le “coeflicient de corrélation” w défini par:

w(R) = & [(a;, R(V))] (4.8)

IntuitivementI'ce coefficient est maximal quand pour chaque point :I''image de
bl par la rotation coincide avec a!.

Les solutions du probléme de mise en correspondance de nuages de points appariés
proposées dans la littérature different par la représentation de la rotation inconnue
et le point de départ des dérivations: minimiser €7, ou maximiser w. Les différentes
représentations des rotations sont abordées en détail dans le chapitre 2 de cette
partie. Nous ne reviendrons donc pas ici sur la définition et les propriétés de ces
représentations. Nous voyons dans les sections suivantes les solutions apportées aux
problemes 2 et 3 dans la littérature.

4.2.3 Grandeurs associées au probleme

Afin d’augmenter la clarté de cet exposélnous définissons ici différentes grandeurs
liées au probleme qui nous seront utiles par la suite.

Nous allons utiliser les matrices d’inertie des deux nuages de pointsl'que nous
noterons A et B:

A =S {aga;ﬂ =S {aia?} - S[a]S [ai]T7

B S| =8 [bl] - SB]S[b]" (4.9)

La matrice d’inertie “croisée”'appelée matrice de corrélation ou encore matrice
de covariance croiséel'notée W est définie de facon analogue par:

W =8 [apf] = 8 abl] - Sla)Sh]" (4.10)

Notons que si on échange les deux nuagesl'la matrice de corrélation du nouveau
probleme est la transposée de celle-ci.

Les parties symétrique et antisymétrique de ¥ jouent aussi un réle importantl’
nous noterons A la partie symétrique de W :

RS
=5

A (4.11)
Dans le cas de la dimension 3I'nous noterons I' le vecteur représentant la partie
antisymétrique de ¥ (qui ne dépend en effet dans ce cas que de trois coefficients) :

\II32 - \II23
= \1113 — \1131 . (412)
\IIZI - \IIIZ
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4.2.4 Solutions utilisant la représentation matricielle

On note ) la matrice de la rotation inconnue R. On remarque que le coeflicient
de corrélation w s’écrit en fonction de la matrice de corrélation W :

w(R) =TrQTWw. (4.13)

La trace de QT étant simplement la somme > Qi
Cette écriture conduit immédiatement & la solution dans le cas d = 2:

Wi+ Wy Wi — Wy
Woy — Wi Wiy + Wy

V0 4 Ug0) 2+ (U — Uyy)?

Ce résultat en dimension 2 est ébauché par Lin et al. dans [78][et donné explicitement

Q=

(4.14)

par Haralick et al. dans [60]. Dans la suite de cette sectionl'on considére uniquement
le cas d = 3.

En dimension 3l'des travaux existent depuis 1936 (voir ’article de Horn et al. [65]
pour les références). Hornl'HildenI'"Negahdaripour [65] et Arun['Huangl'Blostein [2]
ont proposé vers 1987 deux approches différentes utilisant la représentation matri-
cielle des rotations. L’approche de Horn et al. est basée sur la décomposition polaire
de la matrice WTobtenue en diagonalisant la matrice symétrique W7 W ; celle de Arun
et al. utilise la décomposition en valeurs singulieres de W.

Umeyama [109] propose une correction a l’algorithme de Arun et al. qui pouvait
donner une matrice orthogonale qui ne soit pas une rotation.

Kanatani [70] simplifie la démonstration de Umeyama et résume les différentes
solutions du problemel'y compris les solutions basées sur les quaternions.

Solution de Horn et al.

On montre [85] qu’il existe une matrice orthogonale O € Oy et une unique matrice
symétrique positive S (i.e. ST = S et Vu € R? (Su,u) > 0) telles que ¥ = OS
(factorisation polaire). O est déterminée de maniere unique sur 'image de S et est
donc unique quand S est inversiblel'c’est a dire quand W est.

AlorsI'si det O = 1 (cas le plus fréquent)['QQ = O est une solution du problemel’
sinon['Q = O(I —2uu™) est une solution du problémel'avec u un vecteur propre uni-
taire associé a la plus petite valeur propre de S (voir [70] pour une démonstration).

Dans leur articlel'Horn et al. proposent de calculer S en diagonalisant la matrice
U UTon a alors:

O0=v0"v) 3. (4.15)
Dans le cas ou ¥ n’est pas inversiblel'la pseudo inverse de la racine carrée fournit
une solution.
Solution de Arun et al.

On montre qu’il existe deux matrices orthogonales U, V € Oy et une matrice diago-
nale D = Diag(\1, A2, A3) avec A; > Ay > A3 telles que ¥ = VDUT (décomposition
en valeurs singuliéres).
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AlorsT'Q = V Diag(1,1,det VUT)UT est une solution du probleme. Le cas le plus
fréquent correspond & det VU = 1 (voir [70] pour une démonstration).

Le calcul de la décomposition en valeurs singulieres (SVD) se trouve dans la plu-
part des bibliotheques de fonctions d’algebre linéaire (lapackl'numerical recipesl...).

Lien entre les deux solutions

Le calcul de la racine carrée positive de la matrice symétrique positive U7 WT'ser-
vant a calculer la factorisation polaire de la matrice W s’effectue par diagonalisation
dans une base orthogonale:

Ty = QAQT. (4.16)

Q est une matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs propres de W7 ¥
et A est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de W' W,
La factorisation polaire de W se déduit de cette diagonalisation :

v = 05,
0 = woA2QT,
S = QAzQT (4.17)

On remarque que la décomposition en valeurs singulieres de W peut étre extraite
trivialement de ces relations:

= UDVT,

= 09,

Az,

= Q. (4.18)

=0 9 e
|

Dans l'autre sensl'si on connait la décomposition en valeurs singulieres de WI'on
peut en déduire simplement sa factorisation polaire :

o = vuv?t,
S = vbDvT, (4.19)

4.2.5 Solutions utilisant les quaternions unitaires

Il existe deux méthodes dans la littérature.

La premiére a été présentée en 1986 par Faugeras et Hébert [47] [46]. On la retrouve
expliquée plus en détail dans le livre de Horaud et Monga [63]. Cette méthode prend
le probleme linéaire de minimisation (probléme 2) comme point de départ pour
introduire la représentation de R par un quaternion unitaire.

La seconde est due & Horn en 1987 [64]. Elle maximise le critére de corrélation
(probleme 3) en y introduisant les quaternions.
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Solution de Faugeras et Hébert

Si g est un quaternion unitaire associé & Rl'la relation 4.6 s’écrit :
e} (R) =S [||af — g b+ 7], (4.20)
soit encorel’en multipliant a droite par gl'de norme 1:
H(R) =8 [ q—qrbi]]. (4.21)

Le produit a droite ou a gauche par un quaternion est linéaire et peut donc se mettre
sous la forme du produit & gauche par une matrice carrée de dimension 4. On se
référera au chapitre 2 de cette partiel'section 2.6 pour plus de détails & ce sujetl'et
pour la définition de @, et (J4. On a alors:

alxqg = Qgal) q, (4.22)
gxb = Qub)7T q. (4.23)

En utilisant ces matricesl'sy, 8’écrit :
2(R) = S N = Qa(b))g|?
€L( ) - ||(Qg(a2) Qd( 2))(]”
= ¢'A.q. (4.24)

en définissant la matrice symétrique positive (par construction):

A = 8 [(Q,(a) — Qu(b)(Qy(a) — Qu(®)))] . (4.25)

Le quaternion ¢ recherché est alors un vecteur propre unitaire associé a la plus
petite valeur propre de A.. Dans le cas usuell'l’espace propre associé a cette valeur
propre est de dimension 1I'et on a le choix entre deux quaternions opposésl qui
définissent bien la méme rotation (voir le chapitre précité).

Solution de Horn

Horn introduit la représentation de la rotation inconnue par un quaternion uni-
taire dans la définition du coefficient de corrélation w. La dérivation des équations
s’effectue selon des étapes similaires a celles de la méthode de Faugeras et Hébert :

w(R) = S[{a},q*b+7q)]

= q"Aug, (4.26)

A, étant la matrice symétrique:

Ao = 8 [Qy(a))TQu() "] (4.27)
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Le quaternion ¢ recherché est dans ce cas un vecteur propre unitaire associé a la
plus grande valeur propre de A,,. Notons qu’il ne s’agit pas de la plus grande valeur
propre en module (les valeurs propres peuvent en effet étre négatives).

Horn calcule explicitement les coefficients de A,,. On peut les exprimer en fonction
de ceux de la matrice de corrélation ¥ définie dans la section précédente (la différence
des signes par rapport a la matrice donnée dans [64] est due au fait que dans I'article
de Hornl'c’est le nuage A qui subit la transformationl'et non pas B comme dans
notre exposé) :

Trw W3y — Wos Wiz — Way Vo1 — Wyo
W3y — Wy 2Wy — TrW Wiy + Wy W3+ Way
Wig — W31 Wip+ Vo 22U —Tr¥ Wiz + Way
Vo — Wi Wi+ Vs Woz + W3y  2W33 —Tr V¥

A, =
(4.28)

La matrice A, s’écrit par blocs en fonction des grandeurs définies plus haut :

TrV | rt
Ao = ( I [2A = (Tr¥)ls ) ‘ (4.29)

Lien entre les deux solutions

D’apres la relation 4.7T1erreur % est la différence entre des grandeurs ne dépen-
dant que de la forme des deux nuages de pointsl'indépendamment de la rotation RI’
et le coeflicient de corrélation w.

De mémel'il s’avere que la matrice A. est la différence entre une matrice ne
dépendant que de la forme des nuages et la matrice A, ; plus précisément :

A= (S [a?] +8 [p?])1s - 20, (4.30)

La recherche de la plus petite valeur propre de A, est donc identique a celle de la
plus grande valeur propre de A,,.

4.2.6 Solutions utilisant le vecteur rotation

Horaud et Monga [63] proposent une approche différente du probléme de mise
en correspondance de nuages de points appariés. Cette approche adopte une autre
définition de la distance entre nuages et conduit a des équations plus simples.

Nous proposons dans cette section une autre méthodel'minimisant ’erreur aux
moindres carrés utilisée dans les sections précédentes.

Ceci permettra d’établir que la solution apportée par la méthode de Horaud et
Monga est aussi solution du probleme 2 dans le cas idéal ou ’erreur aux moindres
carrés est nulle.

Dans ces deux paragraphesl'k est un vecteur directeur unitaire de 'axe de la
rotation R et # son angle.
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Solution de Horaud et Monga

Dans [63]['des considérations géométriques sur la mise en correspondance des
couples de points conduisent les auteurs a une relation qui doit étre idéalement
vérifiée par chaque couple de points:

(ai 4+ b)) AN K = (b — al), (4.31)
en posant K = (tan £)k.

On sait d’autre part qu’un produit vectoriel peut se mettre sous forme d’un produit
par une matrice antisymétrique:

0 —Us (15)
uANK =uK = | u3 0 —u | K. (4.32)
— U2 (73] 0

L écriture de I’égalité 4.31 pour les n couples de points fournit un systéme surcon-
traint de 3n équations a 3 inconnuesl'que 'on résout classiquement par la méthode
des moindres carrés. Notons que les 3 équations fournies par un couple de points ne
sont pas indépendantesl'car les matrices antisymétriques sont singulieres. Le systeme
a ainsi au plus 2n équations indépendantes.

On cherche donc le vecteur K minimisant :

S (|1 (af + b K = (8 = )], (4.33)
c’est a dire la solution du systeme:
S [ H(af+ o) H(a}+ b)) K = S [H(a} + )7 (0] — af)] . (4.34)

Ce systeme peut s’écrire en fonction de la matrice WI'des deux matrices d’inertie des
nuages A et Bl'et du vecteur I':

(TrA4+TrB4+2TrV)ls — (A+ B+2A))K =21 (4.35)

Lorsque ’erreur de mise en correspondance est nulle (les deux nuages sont égaux
a une transformation rigide prés)I'la construction géométrique de la méthode per-
met d’affirmer que le résultat obtenu est identique a celui des autres méthodesl'et
correspond bien a la rotation recherchée.

Nous avons constaté expérimentalement que le résultat de cette méthode dans le
cas ou 'erreur n’est pas nulle était différent de celui fourni par les autres méthodes.

Une autre solution

k et 6 représentant toujours I'axe (unitaire) et I'angle de RI'nous avons vu au
chapitre 2 de cette partie que @ = I3 + sin 6k + (1 — cos#)k%. En définissant la
matrice Ay par:

Ap=A— (Tr W)L, (4.36)
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le coeflicient de corrélation w s’écrit :
W(R)=Tr¥ —sinf (k,I') + (1 — cos0) (k, Apk) . (4.37)

Pour un vecteur unitaire k£ € S; donnél'on peut calculer explicitement la valeur
0o(k) de 0 rendant w maximal avec:

sin(6o(k)) = 1) :
Vb ARk)? + (R, T)?
cos(fo(k)) = — (ky Auk) (4.38)

U Agk)? + (k1)

Pour k£ fixél'la valeur maximale que peut prendre w est donc:

wolk) = T + (b, Ak + 1/ (b, Ay + (I, 1), (4.39)

Le gradient de wg selon & (sur R°I'sans tenir compte de la contrainte ||k|| = 1) est:
(k,TYT + (k, Apk) Ak
e M) 4 (i, 1)

Quand wg est maximal pour ||k|| = 1I'il est nécessaire que les deux vecteurs k et
grad wo (k) soient colinéaires.

On peut donc envisager d’itérer ng41 = gradwgo(ng) en normalisant ng4q apres
chaque itération. Si les itérations convergentl'on aura alors une solution.

Nous avons vérifié expérimentalement que cette méthode converge dans la plupart
des casl'et le temps de calcul nécessaire (a précision du résultat égale) est la moitié
de celui nécessité par la méthode de Arun et al.. Il subsiste néanmoins des cas dans
lesquels les itérations ne convergent pas.

gradwo (k) = 2A,k + (4.40)

4.3 Conclusion

Apres avoir défini le probleme général de la mise en correspondancel’ nous avons
étudié le cas particulier de la mise en correspondance de nuages de points appariésl’
en minimisant un critere de moindres carrés.

Nous avons montré comment ce probleme se ramene a la recherche d’une rotation
maximisant un “critere de corrélation”. Nous rassemblons et comparons ensuite les
différentes méthodes proposées dans la littérature pour résoudre ce probleme. Nous
proposons finalement une nouvelle solution itérativel'utilisant la représentation des
rotations par leur “vecteur rotation”.

La résolution efficace de ce probleme présente un intérét industriel important. En
effetl’'ce calcul est effectué en permanence dans les systemes de localisation tridi-
mensionnelle['tels que 'Optotrak (R).

Certaines voies restent encore a explorer dans ce problemel'qui permettront sans
doute d’améliorer encore les algorithmes:

— La méthode que nous avons présentée est itérativel'et ne converge pas dans
certains cas. Etant donné qu’elle est plus rapide que la méthode de Arun et
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al. dans les cas ou elle convergel'il est intéressant de I’étudier plus en profon-
deur. On peut aussi chercher une solution explicite en partant de la derniere
équation.

— On constate que la factorisation polaire ¥ = OS de la matrice W' peut étre
déduite de celle de QWI'pour toute matrice de rotation QI'ou de celle de WT'T
pour toute matrice symétrique 7. On peut alors se demander s’il n’est pas
possible de tirer parti de ces remarques pour ramener ¥ a une forme dont la
factorisation polaire est facile a calculer.

— Enfin['quand les deux nuages correspondent exactementl'on a la propriété
U = AQ = QB. Les matrices My = A= UB~1UT ot M, = B~'UT A1 sont
dans ce cas l'identité. On peut se demander s’il y a un lien direct entre ’erreur
minimalel'et les coefficients de ces matrices.

Dans un autre ordre d’idéesl’'on peut se poser la question “Quelle est la meilleure
forme a donner a un nuage de points?”. Par exemplel dans le cas ou 'on doit
positionner n émetteurs ponctuels sur un objetl'pour le repérer ensuite avec un
localisateur tridimensionnel.






Chapitre 5

Segmentation

La segmentation est une des opérations de ’analyse d’images. Elle consistel'étant
donnée une imagel’a la partitionner de telle sorte que les régions ainsi définies cor-
respondent aux objets présents dans la scéne dont 'image est issue.

Aborder le probleme général de la segmentation sortirait largement du contexte
de cet exposé. Nous renvoyons le lecteur a ’ouvrage collectif coordonné par Cocque-
rez et Philipp [20] qui fournit un panorama trés complet des différentes approches
proposées pour résoudre ce probleme.

Nous allons traiter un cas particulier de segmentation dans lequel on connait
précisément la géométrie de certains objets de la scéne. La segmentation consiste
alors a localiser dans I'image les régions correspondant a ces objets.

Nous avons été confrontés a ce probleme lors de la recherche de la position des
centres de petites sphéeres métalliques dans une image scanner (cf partie Simulation
et assistance d’un geste chirurgical). Ce probléme apparait aussi dans le domaine
de la vision par ordinateurl'dans lequel des objets a la géométrie connue (grillesI’
spheresI'bandesl’..) servent au calibrage des caméras.

Nous nous intéressons ici au cas des objets circulaires : cerclesI'disques et motifs
d’anneaux concentriques. Les objets circulaires sont fréquemment utilisés en vision
par ordinateur. Bose et Amir [22] ainsi que Efrat et Gotsman [44] montrent que
ces objets permettent un repérage sub-pixel plus précis que d’autres formes simplesl’
avec en plus avantage de I'indépendance vis-a-vis de la rotation de la caméra.

Ce chapitre comporte deux sections.

Nous traitons en premier lieu (section 5.1) du probleme de la détection grossiere de
toutes les projections d’objets circulaires ou elliptiques dans une image. Le résultat
de cette détection est un ensemble de centres possibles pour les objets recherchés.

Ensuitel'nous exposons un travail original sur la détection globale d’une grille
d’objets circulaires sur une image: plutot que de chercher a localiser précisément
chaque objetl'il est plus précis et efficace de rechercher la grille dans son intégralité.
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Fig. 43 - Nos 16 images de test; leur provenance est expliquée dans le texte.
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La figure 43 montre 16 images de test réparties en quatre séries. Les images de la
série A sont des radios et des vidéos de mires utilisées pour calibrer des amplifica-
teurs de brillance et des caméras. Elles ont été fournies par P. Sautot et A. Hama-
deh. L’image B est celle d’une mire de calibrage formée de trois plans['fournie par
P. Brand. I’image C est due & M. Puech ; il s’agit d’une plaquette de microscope sur
laquelle sont fixées des pastilles d’épaisseur connue. Les 11 images vidéo de la série D
sont obtenues a partir d’une méme mire expérimentale (les images ont été acquises
grace a la collaboration d’A. Poyet). Cette mire est une grille réguliere générée en
PostScript; on peut ainsi utiliser la précision des imprimantes laser pour réaliser
des tests au moindre coiit. Cette série permet de constater les effets de "angle de
projection sur le résultat.

Sur toutes ces mires servant a calibrer des systemes d’acquisition d’imagesl on
utilise des objets circulaires dont les projections font quelques pixels de diametre.
Les images de la série A utilisent également des segmentsl'qui servent a orienter la
mire.

5.1 Détection grossiere d’éléments circulaires et ellip-
tiques

Le probleme de la détection grossiere d’éléments circulaires peut se poser ainsi :

Probleme 4 (Détection grossiere d’éléments circulaires)

Etant donnée une image d’une sceéne comportant des disquesl'trouver tous les centres
et les rayons des projections de ces disques dans 'imagel’avec une précision de 'ordre
du pixel.

Ce probleme se pose de la méme facon dans le cas d’images tridimensionnelles et
d’éléments elliptiques en 2D ou “ellipsoidaux” en 3D.

5.1.1 Approches existantes

La plupart des algorithmes existants sont des généralisations de la transformée de
Hough.

La transformée de Hough permet la détection d’objets paramétrés dans une image.

Par exemplel'dans le cas ou ’on recherche les cercles sur une imagelles parametres
sont les coordonnées de son centre z et yl'ainsi que son rayon r. On dispose d’une
fonction de discrétisationl'qui fournit pour une valeur donnée des parametres (z, y, r)
I’ensemble des pixels de 'image appartenant au cercle correspondant.

On calcule alors la somme s(z,y,r) des valeurs de Iimage en ces points. Cette
somme est maximale quand (z,y,r) correspond & un cercle effectivement présent
sur I'image. Il suffit alors de rechercher les maxima de s quand (z,y,r) prend un
ensemble fini de valeurs acceptables fixé au départl'par exemple (z,y) dans I'image
et 0 <r < 10.

La transformée de Hough de I'image initiale est dans ce cas I'image de dimension
3 associant a chaque triplet (z,y,r) la valeur de s en ce point.
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Initialementl'la transformée de Hough concernait la détection de segments. Dans
ce caslle nombre de parametres est réduit a 2 et permet d’effectuer la transformation
en un temps raisonnable.

llingworth et Kittler exposent dans [67] un résumé bibliographique sur la trans-
formée de Hough. Dans [114]I'Yip['Tam et Leung résument les différentes extensions
et améliorations de la transformée de Hough utilisées pour détecter des cercles et
des ellipses. D’autres références sur ce sujet sont données dans [7T['411'71].

Des propriétés géométriques des cercles et des ellipses sont utilisées par Ho et Chen
[62] pour réduire le probléme a la recherche de segments dans I'imagel'effectuée par
transformée de Hough classique.

Le principal probleme de la transformée de Hough et de ses extensions est le
temps de calcull'qui rend P'algorithme inutilisable des que le nombre de parametres
dépasse 3. C’est pourquoi certains auteurs ont abordé la parallélisation de I’algo-
rithme. Kumarl'Ranganathan et Goldgof [72] proposent des algorithmes paralleles
pour la détection de cercles ainsi qu’une bibliographie sur les parallélisations de la
transformée de Hough.

5.1.2 Solution proposée

L’algorithme que nous proposons permet de détecter en une seule passe I’ensemble
des objets dont le rayon est compris entre deux bornes données r,,;,, et 1,4, (il s’agit
du rayon des projections des objets sur I'image et non pas du rayon des objets réels).

Cet algorithme est basé sur ’hypothese que la région de 'image correspondant a
Iintérieur de I'objet est homogenelainsi que la région extérieure entourant immédia-
tement ’objet. Cette hypothese est généralement bien vérifiée dans les images que
nous avons traitées. Méme dans le cas des mires “radio” (série A)['ou le fond n’est
pas homogenel'seuls quelques points se trouvent a cheval sur des zones d’intensités
différentes.

Critére de présence d’un objet circulaire

L’idée est donc simple: pour chaque point m = (z,y) de I'imagel’on calcule la
moyenne et ’écart-type des valeurs des pixels dans un disque discret de rayon r,,:,
centré en ml'et dans une couronne discrete de rayon interne r,,,, de méme centre.
A partir de ces 4 grandeursl'on calcule un coefficient y(m) mesurant la “probabilité
de présence” d’un objet circulaire centré en m.

Formalisons ces définitions :

Definition 23 (Région)

On appelle région une partie finie de Z2. Si A est une région et m € Z? un vecteurl’
on définit la région m + A par m+ A = {m+ x, @ € A}. Le cardinal d’une région
A sera noté |A|.

Definition 24 (Image)

Nous appellerons image sur p bits de taille n, X n, une fonction a valeurs dans
Iensemble {0,1,...,2P =1} et définie sur {1,2,...,n,} x{1,2,...,n,}; cette région
sera appelée le support de I'image. Les images rencontrées usuellement sont sur 1 bit
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(images binaires)I'sur 8 bits (images en niveaux de gris vidéo)l'et 12 bits (images en
niveaux de gris médicales : TDMI'IRM).

Definition 25 (Moyenne et écart-type d’une image sur une région)

Soit F' une image de support S et A une région incluse dans S. On définit la moyenne
des valeurs de F' sur Al'notée pup(A)l'et I'écart-type des valeurs de I sur Al'noté
op(A)'par:

1
pr(d) = m;F(@v
o2(A) = S F() - pup( A
|A| rEA
1 2 2
- [m;F<w>]—uF<A>. (5.1)

On étend ces définitions au cas ot A a simplement une intersection non vide avec ST
par: g (A) = pr(ANS)let de méme pour o. En 'absence d’ambiguitél'on omettra
I'indice F.

On note e ’épaisseur de la couronne extérieurel' F' I'image et .S son support. On
définit alors deux régions: IT'la région intérieurel'et FT'la région extérieurel par

I = {$, $€Z27 ||$||§T‘mm}7
E = {z, 2 €Z% rpa < ||2]| < "ae + €} (5.2)
| | —o—_|
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Fig. 44 - Régions intérieure I (en gris) et extérieure E (en noir) intervenant dans
le calcul de Y. Dans cette figure, des cercles matérialisent le disque central et la
couronne exterieure. On a pris Tpmin = 3, Fmaz = 1, €t € = 3.

Intuitivement['le terme y(m) doit augmenter quand les écarts-types diminuentl’
avec une prépondérance du terme intérieur. x(m) doit diminuer quand la différence
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des moyennes intérieure et extérieure diminuel'c’est & dire quand le contraste dimi-
nue. Une définition naturelle de y prenant en compte ces considérations est:

_ Anlm A+ 1) = p(m + E)|
x(m) = o(m+1)+0.50(m+ E)

(5.3)

Le cas ou le dénominateur est nul peut se produire. Dans ce casl'quand le numérateur
est nul lui aussil'on prendra x(m) = 0 (en effetI'l'image est alors uniforme autour
du point m)l'et x(m) = 400 sinon.

Sélection des candidats

La sélection des candidatsl'c’est a dire de ’ensemble des points de 'image suscep-
tibles d’étre centres d’objets circulairesl's’effectue a partir de ’ensemble des valeurs
de x calculées en chaque point de 'image.

Si p désigne la moyenne des valeurs de x sur I'image et o leur écart-type (on exclut
les points de valeur infinie du calcul de ces grandeurs)I'nous avons expérimentalement
constaté que le critére y > 4+ 50 donnait de bons résultats. On impose de plus aux
candidats d’étre des maxima locaux de y dans un rayon r,;,.

L’ensemble des candidats finalement retenus est donc constitué des points m de
S vérifiant les conditions:

x(m) > p+ 5o, (5.4)
Vm' € S, ||m —m!|| < rmin = x(m') < x(m). '

Résultats

La figure 45 montre les résultats obtenus pour les images de test. Les valeurs du
triplet (Fumin, "maz, €) sont indiquées en dessous de chaque figure. La détermination
de ces valeurs se fait pour le moment par tatonnementsI'mais on peut envisager de
la calculer & partir de 'image. Dans les images testées'moins de 3 essais ont été
nécessaires : il suffit de grossir un pixel (avec un logiciel de visualisation) et d’évaluer
approximativement son rayon pour trouver des valeurs convenables.

Les tableaux suivants résument les résultats obtenus sur les images de test. On
distingue deux types d’erreurs: les candidats qui ne correspondent pas a des marques
de "imagel’et inversementl'les marques de I'image qui ne sont associées a aucun
candidat.

Image A1 A2 A3 Bl 01 D1 D2 D3
Marqueurs image 78 86 79 160 99 100 100 100
Candidats 83 88 78 216 99 100 116 107
Candidats faux 5 4 0 56 0 0 16 7
Marqueurs non détectés | 0 2 1 0 0 0 0 0
Image D4 D5 D6 D7 Dg D9 D10 D11
Marqueurs image 100 100 100 100 100 100 100 100
Candidats 104 114 103 122 34 106 114 115
Candidats faux 4 14 21 29 19 35 14 15
Marqueurs non détectés | 0 0 18 7 85 29 0 0
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Fig. 45 - Centres détectés sur nos 16 images de test. Les paramétres employés pour
chaque image sont indiqués sous la forme d’un triplet (*pin, "'max, €). Le rayon des
cercles est proportionnel a la valeur de x (les échelles sont différentes d’une image
a Uautre).
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5.2 Localisation de la projection d’une grille réguliere
d’éléments circulaires

Dans cette sectionl'on cherche la position dans une image d’une grille réguliere de
disques. Les images des séries C' et D contiennent de telles grilles.

Connaissant les dimensions réelles de la grille (le nombre de disques et la distance
entre deux disques dans chaque direction)['on souhaite retrouver la position de son
projeté sur I'image.

Nous proposons ici quelques expériences menées dans ce sens. On note A; pour
t=1...n ’ensemble des candidats et y; la valeur de y au point A4; de I'image.

5.2.1 Signature

La premiere idée venant & ’esprit est de rechercher les directions prépondérantes
d’alignement des candidats. Pour ce fairel' nous proposonsl pour deux candidats
A; et A; distinctsI'de calculer d’une part 'angle 8;; que fait la droite A;A4; avec

I'horizontale (8;; est dans [0, 7[)l'et d’autre part le scalaire d;; = %.
iy

On fait alors la somme des pics de hauteur d;; et d’abscisse 6;; :

s(0) = di;j6(0 — 6;). (5.5)

i#J

Cette fonction est ensuite convoluée par une gaussiennel'échantillonée régulierement
sur [0, 7[I'puis ses valeurs sont ramenées a 'intervalle [0, 1]. Les graphes des fonctions
ainsi obtenues sont présentés figure 46.

Les angles des projetés des deux directions principales de la grille sont ensuite
déterminés en recherchant le maximum absolu de ces fonctionsI puis le maximum
local formant approximativement un angle droit avec cette premiere direction. La
figure 47 montre les angles obtenus superposés aux images initiales. On voit que
cette heuristique ne donne pas toujours les résultats escomptés (images Dgl'Dg et

Dg).

5.2.2 Corrélation angulaire

Une autre approche consiste a regarder dans quelles directions les projections des
candidats sont regroupées. On fait donc tourner une droite passant par lorigine
en projetant orthogonalement tous les candidats dessus. Pour certains anglesl'les
points se regroupentl’et on cherche les valeurs de 'angle formant des groupes de
taille homogene régulierement répartis sur la droite. On obtient ainsi non seulement
les directions principales de la grillel'mais aussi la période et le décalage selon ces
directions.

La figure 48 montre les résultats obtenus avec cette seconde méthode.
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Fig. 46 - Signatures obltenues a partir des images des séries C' et D.
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Fig. 47 - Angles déduits des signatures de la figure précédente.
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Fig. 48 - Angles obtenus selon la méthode de corrélation angulaire.
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5.3 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de voir sur un exemple comment le probleme de la
segmentation se simplifie lorsque les objets & segmenter sont connus.

Cette connaissance permet d’obtenir des algorithmes robustes et précisI'tout en
restant assez efficaces.

L’utilisation conjointe de ces méthodes et de modeles précis des caméras permet
d’atteindre des précisions de 'ordre du centieme de pixelsI'sur les cas traités dans
la littérature (disquesl'arétesl'coins).

Comme perspectivesl'on peut envisager le suivi en temps réel d’'images contenant
des grillesl'le critere xy pouvant n’étre recalculé qu’au voisinage des candidats de
I'image précédentel’'et aux positions déduites par la position de la grille.



Conclusion

Contenu de ce document et contributions personnelles

Ce document expose d’une part la conception d’une application chirurgicale et
son expérimentationl’et d’autre part I’étude de probléemes mathématiques et algo-
rithmiques fondamentaux['utilisés dans les applications des GMCAOQO.

Nous présentons tout d’abord la conception et la réalisation d’un systeme d’assis-
tance a une opération chirurgicale : la rétropéritonéoscopie.

La conception de ce systeme comprend la définition d’un protocole de calibrage
des instrumentsl'recalage du patientl'et réalisation du geste. Nous avons également
congu des instruments (marqueur “boule”I'socle de calibrage) permettant le repérage
de D'instrument chirurgical et son calibrage.

La réalisation logicielle du systéeme utilise un ensemble de processus spécialisésl’
partageant les images et les mesures de position. Cette réalisation modulaire permet
aisément ’adjonction de fonctionnalités au systeme. Des travaux sont en cours au
laboratoire TIMC afin d’utiliser le systéme dans d’autres contextes chirurgicaux.

Nous présentons des expériences de validation du systeme sur des spécimens ana-
tomiques.

Nous proposons ensuite une solution originale au probléeme de la modélisation de
la géométrie et de I’évolution d’un systeme de solides dans un contexte chirurgical.

Cette étude est basée sur un vaste travail de bibliographie dans les domaines de
I’animation et du modelage par ordinateurl'de la mécanique des milieux continusl’
et des méthodes d’éléments finis.

Nous justifions I’hypothese d’une évolution quasi-statique du systeme dans le cadre
d’un geste chirurgical. Cette hypothese permet de ne pas prendre en compte l'iner-
tie des solidesl'et d’éviter ainsi les problemes de “dérive énergétique” propres aux
modeles physiques classiques gérant les contacts et les collisions.

Nous séparons les trois composantes des modeles de systemes de solides: repré-
sentation de la géométrie et des déformationsl'contraintesl’et algorithme de controle.
Ceci nous permet de concevoir un modele modulaire gérant la cohabitation de so-
lides dont la représentation et les propriétés sont différentes: instruments rigidesl’
organes “mous”.

Nous avons utilisé des solides pavés par des éléments paramétriquesl’et détaillons
la facon d’associer a chaque solide une énergie potentielle élastique dépendant de sa
déformation.

Enfin'nous proposons une solution pour traiter le probleme des contacts étendus
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permanents entre des solidesl'indépendamment de leur représentation et de leur
comportement.
Des figures illustrent le fonctionnement du modele en dimension 2.

Les autres problemes étudiés ont trait a l'obtention de la précision nécessaire
lors de la mise en ceuvre du systeme d’assistance. Nous abordons a travers des cas
particuliers les problemes de la mise en correspondance et de segmentation.

Les problemes de mise en correspondance et de calibrage nécessitent la manipu-
lation de rotations. Nous consacrons ainsi un chapitre a I’étude de leurs propriétés
et représentations.

Nous présentons une synthese des définitions et propriétés des rotationsl'ainsi que
de leurs représentations en dimensions 2 et 3. En particulier['dans le cas du passage
d’une représentation a une autre en dimension 3I'nous donnons des développements
permettant d’améliorer la précision des algorithmes existants au voisinage des sin-
gularités. Une section porte sur I’étude géométrique des rotations en dimension 4.

Nous étudions la mise en correspondance de nuages de points appariés. Nous
exposons et comparons les algorithmes proposés dans la littérature sur ce sujetl’
puis nous proposons une nouvelle approche utilisant la représentation de la rotation
inconnue par son “vecteur rotation”.

La segmentation est abordée dans le cas de la détection précise de projections
d’objets circulairesI'et de grilles d’objets circulaires. Nous étudions trois facettes de
ce probléeme. Nous voyons d’abord comment localiser grossierement ’ensemble des
objets présents sur une image. Ensuitel'nous montrons comment on peut raffiner
cette information a des résolutions tres inférieures au pixel. EnfinI'nous présentons
quelques expériences sur la localisation globale d’une grille d’objets circulaires.

Perspectives

La construction d’un systeme simulant le comportement des solides concernés par
le geste chirurgical est un prolongement naturel de ces travaux. Elle consiste a inclure
le modele de systeme de solides dans ’application d’assistance.

D’autres applications sont envisageablesl'en particulier la superposition d’images
vidéo et d’images de synthese du modele informatiquel’et 'interfacage du systeme
avec des périphériques de “retour d’effort”.

L’acquisition des surfaces et des parametres du comportement des organes peut se
faire & l'aide des techniques évoquées dans la conclusion de la deuxieme partie: atlas
anatomiquesl’ mesures directes sur les instrumentsl’ajustement d’un modele sous
le contréle d’un chirurgien. L’utilisation de la vidéo et des systemes d’acquisition
optiques de surfaces permettrait également de suivre les déplacements des organes.

L’étude des composants mathématiques et algorithmiques de base des GMCAQO
offre des perspectives intéressantesl'que ce soit pour la conception d’algorithmes
efficaces de mise en correspondancel 'utilisation des propriétés géométriques des
rotations en dimension 41'ou le calibrage automatique de systemes de vision.
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