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Introduction

Le but de cette thése est de simuler par des méthodes intégrales ’écoulement de pétrole
dans et au voisinage des puits dans un réservoir stratifié & géométrie quelconque. Ces simula-
tions permettent aux ingénieurs pétroliers d’une part de prédire la productivité des puits, et
donc d’optimiser la rentabilité du gisement en fonction de 'emplacement ou de l'architecture du
puits, et d’autre part de faire des tests de puits.

Nous nous intéressons donc & deux modéles différents : le premier, en régime permanent, nous

donne une évaluation de la productivité du puits, et le second, en régime transitoire, interpréte
les tests de puits. Le modéle en régime transitoire est associé & une équation de diffusion, qui
modélise I’écoulement monophasique du pétrole dans le réservoir. Pour le modéle en régime per-
manent, la dépendance en temps est levée dans ’équation de diffusion.
Chacun des deux modéles comporte des conditions de Dirichlet sur une partie de la frontiére
extérieure, qui interprétent par exemple la présence d’un aquifére actif, et des conditions de Neu-
mann homogénes sur une autre partie de la frontiére, qui modélisent un flux nul, sur une barriére
impermeéable.

Le réservoir stratifié est décomposé en plusieurs couches homogénes mais anisotropes. Chaque
couche se distingue des autres par des caractéristiques physiques qui lui sont propres, notam-
ment par une perméabilité différente. Le modeéle (permanent ou transitoire) est alors écrit dans
chacune des couches. Puis des conditions de continuité de pression et de flux sont imposées aux
interfaces entre les couches.

Le puits est pris en compte comme un "trou” dans le réservoir. Nous écrivons alors des condi-
tions aux limites sur ses frontiéres. Dans cette thése, nous considérons deux types de conditions
aux limites sur le puits : la premiére, appelée physiquement condition de conductivité infinie,
suppose la pression constante le long du puits, et la seconde, condition de conductivité finie,
plus générale, traduit les pertes de charge dans le puits. La condition de conductivité infinie est
linéaire, tandis que la condition de conductivité finie est non-linéaire et non-locale. Dans le cas
ou 'on travaille avec la condition de conductivité finie, on a affaire & un modéle non-linéaire. Le
caractére non-linéaire du modéle provient de la condition aux limites sur le puits, et non pas de
I’équation aux dérivées partielles qui le gouverne, qui, elle, est linéaire.

Enfin, le modéle est complété par une équation sur le débit total du puits.

La productivité du puits est mesurée par son indice de productivité (IP) qui est défini comme
le rapport entre le débit total du puits et la différence entre la pression moyenne du réservoir et
la pression au fond du puits.

Nous nous retrouvons donc avec quatre modeéles différents : un pour le régime permanent, un
autre pour le régime transitoire, chacun des deux pouvant étre linéaire (condition de conductivité
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infinie), ou non-linéaire (condition de conductivité finie). Dans le cadre de cette thése, nous avons
réussi & montrer que les deux modéles en régime permanent (linéaire et non-linéaire) étaient bien
posés, ainsi que le modéle linéaire en régime transitoire. L’étude du modéle non-linéaire en régime
transitoire n’a pas été menée a terme, faute de temps. Du point de vue numérique, nous nous
sommes concentrés sur la résolution du modéle d’écoulement permanent linéaire.

La méthode de résolution que nous avons choisie est une méthode intégrale. Pourquoi une

méthode intégrale? La difficulté principale lors des simulations de réservoirs est l'importante
différence d’échelle entre la taille du réservoir, qui peut atteindre 20 & 30 km d’extension hori-
zontale, et le rayon du puits, qui est toujours inférieur & 15 cm. Les méthodes classiques, comme
les volumes finis, différences finies ou éléments finis, ne sont pas suffisamment précises au niveau
du puits. Des maillages hybrides avec raffinement autour du puits peuvent améliorer la précision,
mais ces maillages sont difficiles & mettre en ceuvre, surtout pour des puits de géométrie com-
plexe : le maillage doit en effet suivre la trajectoire du puits. Ce probléme constitue actuellement
un autre théme de recherche mené & I’Institut Francais du Pétrole.
Les méthodes intégrales sont alors des candidates idéales pour lever le probléme d’échelle. En
effet, un de leurs gros avantages est de ramener le probléme sur les frontiéres du réservoir. Les
équations intégrales sont écrites sur les bords du réservoir, les interfaces entre les couches, et la
frontiére du puits. Ainsi seules les frontiéres nécessitent un maillage, et nous n’avons plus besoin
de mailler le réservoir tout entier. D’autre part, les méthodes intégrales sont bien adaptées aux
géométries complexes.

Les équations intégrales ont déja été employées dans le milieu pétrolier, mais elles étaient
généralement limitées en deux dimensions et elles étaient seulement définies sur les bords du
réservoir ou aux interfaces entre les couches (voir [47], [67], [73]), les puits étant simplement
modélisés par des points-sources.

Dans ce travail, nous considérons des réservoirs stratifiés en trois dimensions, a géométrie quel-
conque, avec des puits rectilignes. Nous proposons une nouvelle formulation intégrale, jamais
utilisée dans le milieu pétrolier. Nous montrons que cette formulation donne de meilleurs résul-
tats que la formulation classiquement utilisée dans le milieu pétrolier. Le systéme d’équations
intégrales est résolu par une méthode de Galerkin, que nous avons choisie pour ses bonnes pro-
priétés de régularité, et sa parfaite adaptabilité a notre nouvelle formulation intégrale.

D’autre part, nous tirons parti de la différence d’échelle entre la taille du réservoir et le rayon du
puits, pour effectuer une approximation filaire du puits. La méthode que nous proposons permet
de réduire les calculs des intégrales sur le puits cylindrique & un probléme en une dimension. Cela
implique que les puits sont modélisés par des lignes, et sont donc discrétisés par des segments.
Ainsi on évite une triangulation de la frontiére cylindrique du puits.

Ce mémoire de thése comporte six chapitres. Le premier est consacré & la présentation des
différents modéles. Le second est dédié a I’étude théorique du modéle en régime permanent. Puis
dans les chapitres 3 & 5, nous procédons a la mise en ceuvre numérique des méthodes intégrales
pour le modéle linéaire en régime permanent. Enfin, le chapitre 6 aborde théoriquement le modéle
en régime transitoire. Les annexes sont regroupés a la fin du mémoire.

Nous commencerons par présenter le probléme physique et détailler les modéles dans le cha-
pitre 1. Nous procéderons ensuite dans le chapitre 2 a I’étude théorique du modéle en régime
permanent, linéaire et non-linéaire.

Puis nous traiterons numériquement le probléme linéaire en régime permanent. Nous discu-
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terons tout d’abord de maniére détaillée les différentes formulations intégrales dans le chapitre
3. Cette discussion nous ménera au choix d'une nouvelle formulation intégrale. Ensuite nous
passerons en revue quelques méthodes numériques pour résoudre les équations intégrales, avant
de choisir la méthode de Galerkin. Nous justifierons pourquoi cette méthode est bien adap-
tée a notre formulation. Enfin, des tests numériques montreront que cette nouvelle formulation
intégrale donne de meilleurs résultats que la formulation classiquement utilisée dans le milieu
pétrolier.

Le chapitre 4 sera exclusivement consacré & ’approximation filaire du puits. Nous présenterons
dans ce chapitre la méthode d’approximation filaire que nous avons développée. Cette méthode
nous permet d’obtenir une approximation analytique des intégrales sur le puits. Nous la valide-
rons par des tests numériques pour un puits dans un milieu infini.

Enfin, le chapitre 5 regroupera tous les tests numériques. Nous validerons successivement les cas
d’un réservoir homogéne avec un puits, puis nous testerons un réservoir stratifié sans puits, et
enfin un réservoir stratifié avec un puits. Dans un premier temps, nous comparerons les résultats
avec un réservoir homogene : nous considérerons le réservoir homogéne comme s’il se composait
de trois couches, chacune ayant la méme perméabilité. Cela nous permettra de valider le cas du
réservoir stratifié avec un puits. Ensuite, nous testerons des réservoirs avec des géométries un
peu plus compliquées : tout d’abord un réservoir comportant trois couches non-paralléles, puis
un réservoir parallélépipédique avec pendage.

Le chapitre 6 est réservé au modéle d’écoulement transitoire. Le modéle d’écoulement tran-
sitoire est traité par transformée de Laplace, nous justifierons ce choix par une revue bibliogra-
phique des méthodes intégrales pour résoudre ’équation de diffusion. Dans un premier temps,
nous montrerons que le probléme transformé est bien posé, pour la condition linéaire de conduc-
tivité infinie. Pour la condition non-linéaire, nous poserons le probléme de point fixe, qui s’ap-
parente au probléme de point fixe pour le modéle en régime permanent, mais nous n’avons pas
eu le temps de le résoudre dans le cadre de cette these.

Tous les calculs sont regroupés en annexe & la fin du mémoire. Comme nous avons choisi

la méthode de Galerkin, nous avons des intégrales doubles & calculer. I’annexe A comporte les
calculs des intégrales doubles sur les frontiéres extérieures ou les interfaces (i.e. sur des triangles),
I’annexe B les calculs des intégrales doubles sur le puits, et ’annexe C le calcul des intégrales
mixtes, I'une portant sur le puits, et I’autre sur les frontiéres extérieures ou interfaces.
Ainsi nous validons la formulation intégrale choisie et ’approximation filaire du puits pour un
réservoir stratifié & géométrie quelconque, avec un puits horizontal. Les calculs que nous avons
effectués dans le cadre de cette thése ne sont valables que pour un puits horizontal, mais la
méthode intégrale peut parfaitement s’adapter a des puits de géométrie plus complexe (multi-
branches). Pour cela, il suffit de généraliser les calculs des annexes B et C. Cela pourra étre fait
dans le prolongement de la theése.
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Nomenclature

Q réservoir privé du puits

OQ ouT frontiére du réservoir

I'p partie de la frontiére extérieure du réservoir & laquelle on applique des
conditions de Dirichlet (pression imposée)

'y partie de la frontiére extérieure du réservoir a laquelle on applique des
conditions de Neumann (flux imposé)

Iy, frontiére du puits

Ty rayon du puits

1 variable axiale le long du puits

I'yy1  voir figure 1.4 page 23

dw  débit en une section donnée du puits

Q débit total du puits

IP  indice de productivité du puits

Q. rme couche du réservoir

T, frontiére de la couche 2,

Ngr nombre de couches dans le réservoir

I'is=I. NIy interface entre deux couches €2, et €

Irext =\ Useg T'rs  frontiére extérieure de 2,

IFi'p=I:.NIp partie de la frontiére I',. avec des conditions de Dirichlet

I''~=I:NInN partie de la frontiére I',. avec des conditions de Neumann

IFiw=QNT'y partie de la frontiére du puits qui appartient & la couche €2,

K tenseur de perméabilité du réservoir, en général supposé diagonal,

de coefficients kq, ko, k3

k coefficient de perméabilité, lorsqu’il est réel,

k = (kikoks)'/3

¢ porosité du réservoir

S saturation d’un fluide (eau, gaz, pétrole)

p masse volumique du fluide

V  vitesse de filtration du fluide

c¢  coefficient de compressibilité du fluide

u viscosité dynamique du fluide

f coefficient de friction sur le puits

C, constante intervenant dans la condition de conductivité finie sur le puits : C, = gp
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Nomenclature

ke coefficient de perméabilité de la fracture (supposé réel)

x = (21,79, 23) € R3 variable d’espace

71 normale extérieure & la frontiére du réservoir
t  variable de temps, ¢ € [0, 7]

T temps final d’observation
G
L

noyau de Green
[v] =V transformée de Laplace de v

'y approximation de la frontiére I'
I‘% approximation de la frontiére I'p
Fl& approximation de la frontiére I'y
'l approximation de la frontiére I,
Flelxt = F% U F?V

¢! fonctions de base éléments finis P!

P fonctions de base éléments finis P! sur des triangles

4,0? fonctions de base éléments finis P! sur le puits
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Chapitre 1

Du probléme physique vers le modéle
numeérique

1.1 Probléme physique

1.1.1 Caractérisation des réservoirs

Un gisement est un milieu poreux formé d’un ou plusieurs réservoirs rocheux souterrains dont
les pores contiennent des hydrocarbures liquides et/ou gazeux en général d’origine sédimentaire.
La roche réservoir est poreuse et perméable, et la structure est limitée par des barriéres imper-
méables qui piégent les hydrocarbures.

La disposition verticale des fluides contenus dans la structure est régie par la pesanteur. La figure
1.1 représente une coupe donnant un exemple de gisement d’hydrocarbures.

couche imperméable

Fi1G. 1.1 — Coupe de gisement

Le but de I’étude d’un gisement consiste tout d’abord & déterminer les caractéristiques d’un
réservoir (phase d’exploration), puis a établir un projet de développement pour optimiser la récu-
pération des hydrocarbures. Les spécialistes gisements continuent & étudier le gisement pendant
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toute la durée de vie du champ afin d’en tirer les informations nécessaires & son exploitation
optimale. Il faut bien souligner que l'ingénieur gisement ne dispose que d’un nombre limité
d’informations, qu’il doit interpréter au mieux afin d’obtenir une représentation la plus réaliste
possible du gisement.

Caractérisation des roches Les réservoirs sont souvent hétérogénes, c’est-a-dire qu’ils sont
composés de plusieurs couches de roches différentes, chacune caractérisée par sa hauteur, sa po-
rosité, sa saturation en huile, en eau et en gaz, sa compressibilité et sa perméabilité.

- Porosité :
Si on considére un échantillon de roche, son volume total V; est constitué d’un volume solide
Vs, et d’'un volume de pores V},. La porosité ¢ (exprimée en pourcentage) est alors définie de la

maniére suivante :
V,

_p-
Vi
La porosité traduit la circulation des fluides se trouvant dans les pores : plus la porosité est

grande, et plus le fluide s’écoule facilement. Pour donner un ordre de grandeur, on parlera de
porosité faible si ¢ < 5%, et excellente si ¢ > 30%.

¢ =

- Saturation :
On note respectivement V,, V,,, et V; les volumes en huile, eau et gaz. Les saturations S, en
huile, S,, en eau, et S, en gaz sont définies par :

Elles sont exprimées en pourcentage et leur somme est égale & 1.

- Compressibilité :
Le coefficient de compressibilité est défini par :

10V
cp = _(Va_p)T'

Il représente la variation du volume unitaire par rapport a la variation de pression, et a la di-
mension de l'inverse d’une pression.

- Perméabilité :
La perméabilité traduit ’aptitude de la roche & laisser circuler & travers ses pores un fluide dont
elle est saturée. Elle est caractérisée par la loi de Darcy.
Considérons un échantillon de longueur dz et de section A, saturé d’un fluide de viscosité dyna-
mique u, traversé horizontalement par un débit () ; en régime permanent, la pression amont est
p, la pression aval est p — dp.

L’étanchéité est faite sur les faces latérales. S’il n’y a pas de réaction du fluide avec la roche,
ce qui est en général le cas, on a :
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dzx

FiG. 1.2 — Echantillon considéré

Q=-at®,
wdx

avec k le coefficient de perméabilité indépendant du fluide considéré.

La permeéabilité a la dimension d’une surface, et elle s’exprime usuellement en millidarcy
(mD) :

1mD ~ 107 % m? (1darcy = 1072 m?).

La perméabilité peut étre différente selon la direction considérée, on parle alors de milieu
anisotrope.
Le coefficient de perméabilité k est un nombre réel dans le cas ol le milieu est isotrope, ou un
tenseur, alors noté K, dans le cas anisotrope, le plus souvent supposé diagonal :

o kL 0 0
K=| 0 k 0
0 0 kg

Remarque 1 La loi de Darcy découle en fait d’une loi plus générale, appelée la loi de perte de
charge généralisée (cf [21]) :
_ HQm

dp = Akp (1+

ﬂQm>

d 1.1
ILLA x? ( )
ol :

Q. désigne le débit massique,

p la masse volumique du fluide,

U est un paramétre caractérisant la forme des pores (de lordre de 107° ¢ 1074 m).

La loi de perte de charge généralisée s’applique pour les gaz, ou encore les fluides a vitesse élevée.

Pour les liguides dont la vitesse n’est pas trés élevée, le terme “M—Af" est négligeable devant 1, et on
peut supposer QT'” = @, ce qui nous raméne a la loi de Darcy. Ces hypothéses sont raisonnables

dans notre cadre d’étude et sont usuellement faites dans le milieu pétrolier.

1.1.2 Observation du milieu

On dispose de plusieurs techniques pour connaitre les différentes caractéristiques d’un réser-
voir, & savoir sa géométrie, son architecture interne, ou encore la nature des roches dont il est
constitué.

La sismique permet d’obtenir dans un premier temps une visualisation globale de la morphologie
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des structures souterraines et des différentes couches qui composent le gisement.

Pour connaitre plus précisément les caractéristiques des roches qui le constituent et les fluides
présents dans le réservoir, on fore un puits d’exploration, & partir duquel on effectue plusieurs
types d’analyses.

Les mesures sur carottes (core analysis) faites en laboratoire permettent d’obtenir une analyse
PVT (pression-volume-température) des fluides et une caractérisation des propriétés des roches.
Les diagraphies (logging), enregistrées pendant le forage a 'aide d’instruments descendus dans
le trou au bout d'un céble, donnent des renseignements sur les caractéristiques des roches, no-
tamment des données statiques (porosité, saturation des différents fluides...), et minéralogiques
(teneur en argile, nature de la matrice poreuse...). Ces mesures s’étendent sur un rayon de ’ordre
de quelques décimeétres autour du puits, qui est déja plus important que celui des carottes.

Indice de productivité du puits. Une information essentielle pour évaluer la valeur du
puits est le potentiel de production du puits. Celui-ci est obtenu grice a des essais de puits, qui
consistent & mesurer les débits et les pressions des fluides en surface ou au fond du puits. Plus
exactement on définit 'indice de productivité I P du puits comme le rapport du débit total du
puits @) par la différence entre la pression moyenne p dans le réservoir et la pression au point de
soutirage pyf :

Q

IP=——.
(p_pwf)

(1.2)

L’'TP d’un puits varie théoriquement de 0 pour un puits non producteur jusqu’a l'infini pour
un puits aux caractéristiques idéalement bonnes. Pour donner un ordre de grandeur, on peut
dire qu’un puits & huile trés médiocre a un IP variant autour de 1 m®/j/bar, alors qu'un “bon”
puits aura un 1P supérieur & 10, voire 100 ou 1000 m?/j/bar.

La présence de fractures améliore considérablement 'indice de productivité d’un puits. En
effet les hydrocarbures s’écoulent trés facilement dans les fractures : la perméabilité peut varier
de 1 mD dans les roches jusqu’a 10000 mD dans les fractures. C’est d’ailleurs pour cette raison
qu’ont été développées des techniques pour former des fractures artificielles autour des puits de
production.

1.1.3 Projet de développement

Gréce au schéma du gisement ainsi obtenu, 'ingénieur est en mesure d’établir un projet de
développement qui a pour but d’optimiser la rentabilité du réservoir suivant le nombre de puits,
leur emplacement, leur architecture, les procédés d’injection... Pour cela, il doit faire un certain
nombre d’hypothéses en accord avec les données recueillies lors de la phase d’exploration.

Pour comparer la rentabilité en termes de production des différents types de puits envisagés, on
utilise classiquement la notion d’indice de productivité (I P) du puits, ainsi que le cott de forage
du puits, qui dépend de sa complexité, et de 'incertitude sur les données naturelles.

Jusqu’aux années 80, le choix de I’architecture des puits était moins complexe, puisque les
compagnies pétroliéres ne maitrisaient que le forage de puits verticaux ou légérement déviés.
11 fallait alors construire un nombre assez important de puits, espacés de quelques centaines de



1.1. Probléme physique 19

meétres, afin de couvrir ’ensemble du réservoir. Au bout d’un certain temps, la pression chute dans
le réservoir jusqu’a atteindre en condition surface un équilibre avec la pression atmosphérique, et
4 ce moment-la, la production s’arréte. Ce premier temps de production est appelé la récupération
primaire. On construit alors d’autres puits (puits d’injection), pour injecter un fluide peu coiiteux,
en général de ’eau, dans le but de maintenir la pression et de pousser le pétrole jusqu’aux puits
de production.

On présente ici un schéma classique de projet de développement sur un réservoir :

[ ] [ ] [ ]
X X

[ ] [ ] [ ]
X X

[ ] [ ] [ ]

ol e désigne un puits producteur, et X un puits injecteur.

L’inconvénient évident de ce type de projet est la nécessité de construire une quantité im-
portante de puits, dont le colit peut atteindre des millions de dollars par puits. C’est ce qui a
motivé la réalisation de puits horizontaux, qui permettent de couvrir une partie beaucoup plus
importante du réservoir, et de réduire le nombre de puits & construire.

L’intérét des puits horizontaux est d’autant plus évident en off-shore. Par exemple, on a tout
d’abord découvert un gisement, au-dessus duquel on a construit une plateforme, puis on a décou-
vert un autre gisement 11 km plus loin. Il aurait été alors trés cotiteux de construire une deuxiéme
plateforme, puis ensuite d’autres puits. Grace aux nouvelles techniques de forage, on n’a besoin
que d’un seul puits horizontal, qu’il suffit de prolonger pour arriver jusqu’au deuxiéme gisement.
Le puits est alors seulement perforé sur la longueur sur laquelle il traverse I’'un ou l'autre des
deux réservoirs. C’est ainsi qu’a été construit le puits horizontal le plus long qui mesure 11 km.

1.1.4 Des puits complexes vers les puits intelligents

Pour encore améliorer la production de pétrole, de nouvelles configurations de puits ont en-
suite été créées : on a construit des puits multi-branches, encore appelés puits complexes (voir
figure 1.3).

Les techniques de forage de ce type de puits sont récentes, et I'implantation de puits com-
plexes est une tendance dans ’avenir pour la production d’hydrocarbures.

Au cours de la production, il peut arriver que I'une des branches du puits complexe produise
de 'eau, et non plus du pétrole. En général, la viscosité de I’eau est beaucoup plus faible que
celle de T’huile, on risque alors de produire trop d’eau, ce qui est indésirable. Dans le cas de
puits complexes, le probléeme qui se pose alors est de savoir de quelle branche provient 1'eau.
Ceci constitue tout ’objet de la recherche future : I'idée consiste & installer des capteurs dans
chaque branche, afin de savoir ce qu’elle produit, et un systéme de vannes pour pouvoir fermer
les branches qui produisent de l’eau. C’est ce qu’on appelle “les puits intelligents”.
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FiG. 1.3 — Exemple de puits complexe dans un réservoir hétérogéne

1.2 Modéles mathématiques

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons & la modélisation de 1’écoulement de 'huile

pendant la récupération primaire, avec 1’huile sous-saturée. Nous avons donc un seul fluide a
considérer, 1’huile, ’écoulement est monophasique.
Le modeéle doit nous permettre d’obtenir une évaluation précise de 1’écoulement dans et au
voisinage du puits, selon son emplacement, mais aussi & plus long terme pour les puits complexes
selon leur architecture ou encore la présence éventuelle de fractures, intersectées ou non avec le
puits, dans le but final d’optimiser I'indice de productivité du puits.

Ce type de modéle peut s’appliquer & la modélisation de la récupération mais aussi aux tests
de puits qui permettent de repérer les éventuelles fractures ou barriéres présentes dans le gise-
ment. Ainsi on dispose grace aux essais de puits, et cette fois sur un rayon de I'ordre de quelques
centaines de métres autour du puits, de renseignements trés importants sur le réservoir, notam-
ment sur sa perméabilité.

Le domaine du réservoir ' est borné, et sa géométrie quelconque. On note I'g = 9’ la frontiére
du réservoir, et () le domaine du réservoir, auquel on a retiré le puits. On notera d’autre part I,
la frontiére du puits, et ' = Tr U T,.

Les conditions aux limites aux bords du réservoir sont des conditions de type Dirichlet ou Neu-
mann, et seront précisées dans le paragraphe 1.2.2.

Les conditions aux limites aux bords des puits et des fractures sont des conditions non-locales,
et sont décrites par les lois d’écoulement dans les puits (voir le paragraphe 1.2.3) et dans les
fractures (1’écoulement darcéen avec la perméabilité des fractures, voir le paragraphe 1.2.4).

Par ailleurs, le réservoir peut étre hétérogéne, et dans ce cas-1a, on le modélisera par plusieurs
couches Q1, {do,...,Qx, homogénes; il faudra alors établir des conditions de raccord & chaque
interface entre deux couches.
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1.2.1 Equation de diffusivité

Pour I’écoulement monophasique, nous négligeons ’effet gravitaire.
Dans le cas de I’huile, le mouvement du fluide est régi par la loi de Darcy valable aux faibles
vitesses (nombre de Reynolds de pores < 1), qui modélise I’écoulement du fluide dans un milieu
poreux & une échelle macroscopique suffisante pour pouvoir le considérer comme continu :

= ——Vp, (1.3)

ou p est la pression, V la vitesse de filtration, et Q le débit.
On écrit ensuite ’équation de conservation de la masse :

ANop) | o oy
51 + div(pV) = 0. (1.4)

On compléte alors ce systéme par une équation d’état traduisant la compressibilité (en supposant
que la roche est incompressible) :

10V 1,0p
P S S et 1.5
=g = T (15)
Le coefficient de compressibilité c; est supposé constant. L’équation ci-dessus peut étre intégrée,
et on obtient :

p = po expley(p — po)l, (1.6)

ol po est la masse volumique pour la pression de référence pg.

Remarque 2 Le coefficient c; a la dimension de l'inverse d’une pression, de sorte que l’ezposant
ct(p — po) de Uexponentielle est adimensionnel.

On suppose que les propriétés du fluide sont constantes, que le tenseur de perméabilité K est
diagonal, et on obtient en injectant (1.6) et (1.3) dans (1.4), ’équation différentielle non linéaire
suivante (voir [8]) :

= . = - b

V(K .gradp) + c; K (grad p)* — (qb,ucf)a—]z =0. (1.7)

Dans le cas ou le fluide mobile est I'huile, la compressibilité c; est en général faible et constante,

et les valeurs du gradient de pression sont aussi faibles, on peut donc négliger le deuxiéme terme

de I’équation (1.7) et on obtient alors I’équation de diffusion classiquement étudiée dans le milieu
pétrolier :

— . )
V(K.gradp) — (¢pcy) P

5 =0 (1.8)

On impose par ailleurs une condition initiale traduisant 1’équilibre hydrostatique :

p(z,0) = po(z) x €. (1.9)
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1.2.2 Conditions aux bords du réservoir

On peut avoir des conditions aux limites différentes selon les parties de la frontiére I' du
réservoir. En général, on impose deux types de conditions aux limites du réservoir :

- condition de Dirichlet : p = pp sur I'p,

la pression est constante sur une partie I'p de la frontiére I', et elle est égale & la pression
initiale du réservoir : cela traduit le fait que la zone compressible atteint par exemple une zone
& gaz ou un aquifére trés actif qui représente une réserve d’énergie, et qui maintient ainsi une
pression constante pp au bord du réservoir.

. Op
- condition de Neumann : I 0 sur I'y,
n
avec n la normale extérieure a la frontiére I'y ;
cela traduit le fait que le flux est nul & la paroi : c’est le cas lorsque la zone compressible atteint
une barriére imperméable, par exemple une faille, le toit ou le mur du réservoir, ...

1.2.3 Conditions aux puits

Nous considérerons dans le cadre de ce travail des puits rectilignes, cylindriques, de rayon r,,
et de longueur L, et nous désignerons par I',, leur frontiére (I'y, = [0, L] x [0, 27]). Pour simplifier,
nous supposons dans un premier temps que nous sommes en milieu isotrope : le coefficient de
perméabilité k est alors un scalaire. Nous verrons a la fin du paragraphe (remarque 4) comment
se généralisent les conditions au puits pour un milieu anisotrope.

Nous commencons par définir les différentes quantités physiques qui vont intervenir dans les
conditions aux limites sur le puits : la pression au fond du puits, la pression au point de soutirage,
le débit total du puits, et le débit dans le puits (i.e. traversant une cross-section du puits).
Deux cas physiques peuvent se présenter :

— ou bien on impose la pression au point de soutirage, que ’on notera p,,f, et alors on cherche

le débit total du puits, noté @,

— ou alors on impose un certain débit total () et on cherche alors la pression p,, s au point de

soutirage.

Dans les deux cas, on ne connait pas non plus la distribution de débit le long du puits. En
général, pour un puits horizontal, le débit est plus fort aux extrémités du puits, car I’écoulement
est sphérique aux extrémités.

Les conditions de fonctionnement au puits peuvent étre imposées en surface ou au fond. Si elles
sont imposées en surface, cela nécessite de faire un calcul des pertes de charge entre le fond et la
surface. Nous supposerons donc que les pressions / débits sont imposés en condition fond.
Deux différentes lois d’écoulement peuvent étre considérées dans le puits : la condition de conduc-
tivité infinie, ou la condition de conductivité finie.

Nous notons p,, la pression au puits, et nous la supposons indépendante de la variable angu-
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laire 6 € [0,27] :

p(x,t) = pu(l,t) sur Ty, x [0,T], siz = (I,0), avec | € [0, L], 6 € [0, 27]. (1.10)
Ainsi, la pression p,, s au point de soutirage s’écrit & l'instant ¢ :
Pw(0,1) = pus(t), te€[0,T], (1.11)
et le débit total du puits @ est défini par :
k Op(z,t)
t) = — —d , te€]0,T]. 1.12
Q= [ Fl i@, rep (112)

Le débit total () & 'instant ¢ > 0 est négatif lorsque le puits est en injection, positif lorsque le
puits est en production.

Le débit dans le puits s’exprime, en négligeant ’effet de compressibilité, par la relation :

qw(l,t):é/r apéi’t)dy(x), te 0,7, (1.13)

ou I'y, ; désigne ’ensemble de la partie de la frontiére du puits I';, située a droite du point axial
[ (voir figure 1.4). C’est le débit qui traverse a 'instant ¢ la cross-section du puits au point .

w,l

— Fw.‘l
—» flux

F1G. 1.4 - Partie I'y,; de la frontiére I';, du puits pour un puits complexe.

Cette partie du puits coincide avec ’ensemble des branches du puits par ol arrive le débit
jusqu’au point axial [.

La contrainte sur les flux (1.12) correspond a ’équation (1.13) prise au point de soutirage
(production end) : Q(t) = qu(L,t),t € [0,T).

Nous allons maintenant donner les conditions aux limites sur le puits. Deux types de condi-
tions peuvent intervenir : conductivité infinie et conductivité finie. La condition de conductivité
infinie est une condition simplifiée.
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Conductivité infinie : On suppose que la pression est constante le long du puits :

Pw(l,t) =pyws(t) 1€][0,L], te[0,T]. (1.14)

Le modéle sur le puits est alors complété par les équations (1.10) et (1.12). Les conditions aux
limites sur le puits s’écrivent alors, dans le cas de la conductivité infinie, et dans un réservoir
isotrope :

p(x,t) =pws(t) sur Ty x[0,77,

(1.15)

Q) :5/F WD @), refom)

Conductivité finie : Dans le cas de la conductivité finie, on ne suppose plus la pression
constante le long du puits, mais on a une équation physique qui nous donne l’expression du
gradient de la pression en fonction du flux dans le puits, et donc traduit les pertes de charge
dans le puits.

Cette équation peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante :

Opw(1,t)

P oy, teT), (1.16)

ol gy a été définie par (1.13).

Remarque 3 Dans les articles plus anciens, on prenait aussi en compte un coefficient o qui
dépendait de la rugosité de la surface, et pouvait varier de 0 pour des surfaces trés rugueuses a
0.25 pour des surfaces plus lisses. L’équation alors considérée s’écrivait sous la forme :

%WT(ZZ’IO = Cwa gy (1), 1€][0,L],tc[0,T).
Cette formule étant obtenue par expérimentation, la valeur du coefficient C\, n’est pas bien
déterminée. Elle est encore discutée selon les auteurs. Elle dépend du rayon du puits, de la masse
volumique, de la friction & la surface du puits (voir travaux de Govier et Aziz 1972 [36], Jain,
1976 [42], Ouyang et al 1996 [68], Dikken 1990 [24], ainsi que la thése de V. R. Penmatcha [74]).
Dans le cadre de cette thése, nous adopterons la définition suivante pour la constante C, :

C, = fp

T 22050
Ty,

avec f le coefficient de friction, p la masse volumique, et 7, le rayon du puits.
La conductivité infinie est en fait un cas particulier de la conductivité finie (prendre C,, = 0
dans I’équation (1.16)).

La condition de conductivité finie est une condition non-linéaire, et non-locale, puisque la
solution p,(l,.) & la position [ sur le puits dépend des solutions sur I'y,;, d’aprés (1.16) et la
définition (1.13) de gy (l,.). Pour un puits horizontal par exemple, la solution p,(l,.) dépend
des solutions py (I, .), pour I’ variant de 0 & [ sur 'axe du puits. Le fait que la condition soit
non-locale est une difficulté supplémentaire & la non-linéarité.
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Dans le cas de la conductivité finie, les conditions sur le puits s’écrivent alors, pour un

réservoir isotrope :

p(z,t) = pu(l,t) sur Ty, x [0,7T], sixz=(,0),1€][0,L], 6 €[0,2n],
%w(O,lt) = pus(t), tel0,T7,
Wl — 0y g3, telo)

k Op(x,t)
Wt :—/ I ), teo,T],
wit) =g [ PEDane, epT)

k Op(z,t)

= — _ T).

oy =& [ D), rep

(1.17)

Remarque 4 Si on est en milieu anisotrope (la perméabilité s’exprime alors par un tenseur

diagonal ?}, on introduit la notation suivante :

dp

— ?Vp.n, avec k = (k1k2k3)1/3.
9(Kn)

| =

L’équation (1.12) s’écrit alors :

B E Op(z,t) .
Q= [ Y )

De méme, l’équation (1.13) devient :

_ ko opat)
il t) =~ /F TE e, tepn)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Les deux systémes d’équations (1.15) et (1.17) s’écrivent alors en milieu anisotrope en rempla-

cant les équations (1.18) par (1.20) et (1.12) par (1.19).

Les équations (1.15) pour la condition de conductivité infinie deviennent alors en milieu aniso-

trope :
p(z,t) = p~wf(t) sur Ty, x [0, 77,

ko oopwt)
Q) —M/Fw—a(?n) dy(x), te0T],

et les équations (1.17) pour la condition de conductivité finie deviennent :

p(z,t) =pw(l,t)  surTy, x[0,T], sixz=(l,0),1€]0,L], 8 €[0,2n],
pw(07t) :pwf(t)7 te [07T]7
apr(ll,t) - quu(lvt): te [07T]7
_ k[ op@t)
wllt) = / aElew. tepn,
_k Op(z,t) .
an = [ S, e

(1.21)

(1.22)
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1.2.4 Conditions sur les fractures

L’écoulement dans les fractures est modélisé comme dans les puits par un écoulement darcéen,
en prenant la perméabilité de la fracture (voir [67, 73, 52]). On écrit donc une deuxiéme équation
de diffusion pour la fracture F, qui est assimilée & une surface en 2D si le réservoir est en 3D,
ou & une ligne si le réservoir est en 2D :

_ ¢ucy Op(z,t)
ky ot

ou ky désigne le coefficient de perméabilité dans la fracture.

Ap(z,t) =0, x €F, te|0,T], (1.23)

Les inconnues sont alors la pression et le débit au niveau de la fracture.

1.2.5 Modéle mathématique pour un réservoir homogéne

On se place pour simplifier dans un premier temps dans le cadre d’un réservoir homogéne et
isotrope, sans fracture, et qui ne comprend qu’un seul puits. Le coefficient de perméabilité k ne
dépend alors pas de x € Q, et I’équation de diffusion (1.8) s’écrit plus simplement :

Ap(z,t) — %% =0, pour (z,t) € Qx[0,T]. (1.24)

On suppose que le puits est rectiligne, et on reprend les mémes notations que précédemment.

On suppose qu’on a une condition de Dirichlet sur une partie I'p de la frontiére I' du réservoir :

p=pp sur'px|[0,T], (1.25)
et une condition de Neumann homogene sur I'y = I'\I'p :

0

8—2 =0 sur 'y x[0,7]. (1.26)
On impose comme condition initiale :

p(z,0) = po(z), x €. (1.27)

Pour les conditions au puits, on se place dans '’hypothése générale de conductivité finie, le
systéme est donc complété par le systéme d’équations (1.17).

Nous avons donc & résoudre le modeéle mathématique formé par les équations (1.24), (1.25),
(1.26), (1.27), (1.17).

Cas d’un réservoir anisotrope. Dans le cas d’un réservoir anisotrope, I’équation de diffusi-
vité (1.24) se généralise sous la forme :

*p(x, t) *p(x, t) %p(x, t) op(z,t)
(9$% + ks 8m% + R 8m§ = Puey ot ’

pour x = (x1,x2,23) € Q,t € [0,T].

k1

(1.28)

On rajoute ensuite la méme condition initiale (1.27), les mémes conditions aux limites (1.25),
(1.26), et les conditions aux puits en milieu anisotrope (1.22).

Remarque 5 On peut se ramener par un changement de variables & ’équation (1.24) avec pour
perméabilité k (voir paragraphe 3.2.3).
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1.2.6 Modéle mathématique pour un réservoir stratifié
Pour simplifier, on se place dans le cas d’un milieu isotrope, mais on peut facilement générali-

ser le modele que nous allons établir a4 un milieu anisotrope, comme dans le paragraphe précédent.

On divise le réservoir hétérogéne () en plusieurs domaines 2., = 1,..., Ng, que I'on consi-
dére homogenes (d’apres la référence [67]), de perméabilité k, et de porosité ¢,.
Ces domaines peuvent par exemple correspondre aux strates dans le cas d’un réservoir stratifié.

Notation 6 Pour tout r = 1,...,Ng, on note I, la frontiére du domaine ).. On désigne par
T'ys la frontiére commune aux domaines ), et Qg -

Is=T,NTs, pourtoutseJ={s=1,...,Ngp /. N[ #0}.

Enfin, on notera I'y cpy = T' \ Ugey Iys.

Fia. 1.5 — Application des notations pour la figure 1.3.

Pour chaque domaine 2,, on applique le modéle du paragraphe 1.2.5, on a donc le systéme
d’équations pour tout r =1,...,Ng :

Or Cf apr (ma t)

Ap,(z,t) — =0 pour (z,t) € Q. x (0,7
k, ot
%r =D sur I'; p x [0, 7 (1.29)
Pr =0 sur I' v x [0,7]
on ’
pr(z,0) = por(z) pour x € €,

avec 'y p =T ext NTp et I'v v =L NI
Remarque 7 I', p ou/et I', n peuvent étre égauz a l’ensemble vide.

Pour simplifier, on supposera par ailleurs que le réservoir ne comprend qu’un seul puits W,
contenu dans une seule couche €2,.. Pour chaque indice r, tel que la couche €., contient un puits,
le systéme ci-dessus sera complété par les conditions aux puits (1.17).
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Conditions aux interfaces I'ys Pour fermer le systéme, il reste & établir les conditions de
raccord aux interfaces I',.s entre deux domaines 2, et Q.

On écrit alors, pour tous r,s = 1,..., Ng tels que I', NT's # (), les équations de continuité sur la
pression et sur le flux :

pr(z,t) = ps(z,t) pour z € Iyt € 0,77, (1.30)
Opr(x,t) Ops(x, 1)
K, o, = —ks on. pour z € I'yq,t € [0, T, (1.31)

avec n, la normale & l'interface I',.; orientée vers 'extérieur de 2., et ns la normale & l'interface
T',.s orientée vers l'extérieur de ).

Pour un milieu anisotrope, ces relations s’écrivent, en utilisant la notation (1.18) :

pr(z,t) = ps(x,t) pour z €yt € 0,77, (1.32)
k, M = —k M pour z € Iy, t € [0, 7. (1.33)
O(K,ny) O(K sny)

1.2.7 Autre type de modéle pour modéliser le puits

Dans le modéle ci-dessus, le puits a été modélisé comme un “trou” dans le milieu poreux.
Cette représentation est trés proche de la physique, mais n’est pas en général utilisée par les
ingénieurs du milieu pétrolier. Ces derniers préférent en effet négliger le “trou” dans Q' formé par
le puits, et modéliser le puits comme un terme source apparaissant dans 1’équation de diffusion.
Cela peut se justifier par la différence d’échelle entre la taille du puits et celle du réservoir. Le
puits peut étre alors considéré comme un point en 2D, ou comme une ligne en 3D.

Le modéle s’écrit alors :

%Ap(x,t) — ey % = Q(z,t) pour (z,t) € ¥ x [0,T],

P =DPD sur I'p x [0, 77, (1.34)
Op .
—— =0 sur I'y x [0, 7],

on

p(z,0) = po(x) pour = € .

Le plus souvent, la fonction Q est représentée par des masses de Dirac au puits, multipliées
par un certain coefficient (Mohamad et Numbere [57], Liggett et Liu [54], Pecher [73], Oguztoreli
et Wong [67]), d’autres auteurs, comme par exemple Kikani et Horne [46], la définissent par une
fonction continue.

G. Chavent et J. Jaffré dans [18] ont démontré 1'équivalence entre les deux modeéles sous
certaines hypothéses de régularité afin d’assurer que ’équation de diffusion est vérifiee dans Q'
tout entier quand on rajoute un terme source.

La résolution de ce modeéle par méthodes intégrales n’est pas trés intéressante, car le terme
source ameéne une intégrale sur le domaine, ce qui enléve tout l'intérét pour nous d’utiliser une
méthode intégrale.
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1.2.8 Modéle retenu

Dans le cadre de cette thése, nous nous limiterons & un réservoir non fracturé.

Le modéle s’écrit alors, dans sa forme la plus générale, en prenant en compte la présence de
Ny puits, dans un réservoir a géométrie quelconque, stratifié et anisotrope :

7 Opr i
div (K,.Vp,(z,t)) = qb,ucjr% pour (z,t) € Q, x [0,T]
Dy = pp sur ' p x[0,7]
Opr
= 0 sury x[0,7)
on,
pr(x,0) = por(z) pourzeQ,
Dy = ps sur ['yg x [0,T]
];77’ & = _];78 & sur I'ys X [O,T]
O(K,ny) O(Ksny)
pr(z,t) = pu(l,t) sur Ty x[0,7], sixz=(1,60),1€][0,L],0 € [0,2n],
w = 1, oo ,NW
pw(o,t) = pwf(t), t e [O,T],ZUZL...,NW
Opull0) — Cu@(Ll), 1€0,Lte[0.Thuw=1,... Ny
ko r(x,t
G (l,1) - —/ Ol ), e 0,0t € [0,T]w=1,..., N
F’{Jl le a(KTTLr)
kr T 7t
Qult) = B9 ), e w1, N
K Jry, (K, n,)

(1.35)

Ce modéle est non-linéaire. Notons que la non-linéarité provient de la condition aux limites
sur le puits, et non pas de I’équation aux dérivées partielles qui le gouverne, qui, elle, est linéaire.
Si on choisit C,, = 0 dans le modéle ci-dessus, on travaille avec la condition de conductivité
infinie sur le puits, et on a alors un modéle linéaire.

1.2.9 Cas particulier : écoulement permanent

Le modéle précédent (écoulement transitoire) modélise les essais de puits. Il est aussi trés
important pour les ingénieurs pétroliers de pouvoir estimer la productivité du puits. Comme
on l'a rappelé dans le paragraphe 1.1.2, la productivité du puits est traduite par l’indice de
productivité (IP) qui se calcule pour des temps trés longs. A ces instants-13, I’écoulement est
stabilisé, on parle d’écoulement permanent. Cela s’exprime mathématiquement par ’annulation
de la dépendance en temps dans le modéle précédent.

Le modéle pour I’écoulement permanent s’écrit alors :
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div (?T.Vpr(x)) = 0 pourzeEQ,

Dr = pp surl,p

Ipy B

8nr = 0 sur Fr,N

Dbr = DPs sur Frs

];37" & = _];s & sur I';.5

8(Krn,~) a(Ksns)
pr(2) = pw(l) sur Ty, sixz=(, ) l€[0,L],0 € [0,2n],
20 N (1.36)
pw(o) = pwfa U):l,...,NW
Opw (1
p@l() = Cuwqt(l), 1€]0,L,w=1,..., Ny

er Op;

4(0) = B9 ), vebtlw =1 Ny
H Tw, G(Krnr)
E'f‘ T

Quw = — Mdv(m), w=1,..., Ny.

# Jr, O(K,n,)

Dans le cadre de la thése, seul le modeéle d’écoulement permanent sera abordé numériquement
dans les chapitres 3 a 5, mais les deux problémes d’écoulement permanent et transitoire seront
traités théoriquement respectivement dans les chapitres 2 et 6.

1.2.10 A propos des dimensions

Dans ce paragraphe, nous allons répertorier les dimensions de toutes les quantités physiques
présentes dans le modéle en systéme S.I., et en méme temps nous donnerons une idée des gran-
deurs physiques que peuvent prendre chacune de ces quantités. Cette partie compléte la premiére
section (1.1) de ce chapitre.

1.2.10.1 Pression

Commengons par la pression. La pression a pour dimension une force par unité de surface,
soit :

Pa=Nxm?=(kgxmxs?)xm?=kgxm ! xs 2 (1.37)

Rappelons les correspondances entre diverses unités usuelles de pression :

Conversion de en multiplier par
atm) | pascal (Pa) 1.01325 E+05
atm) | kilopascal (kPa) | 1.01325 E+02

atmosphere, technical (at) pascal (Pa) 9.80665 E+04

atmosphere, technical (at) kilopascal (kPa) | 9.80665 E+01
)
(

atmosphere, standard

atmosphere, standard

Py Py P P

bar (bar) pascal (Pa 1.0 E405
bar (bar) kilopascal (kPa) | 1.0 E402
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Valeurs pour un écoulement Les valeurs de la pression pp varient en fonction de la pro-
fondeur avec un rapport approximatif de 0.1 bar/m : par exemple, pour un réservoir de 2000 m
de profondeur, la pression sera d’environ 200 bar, pour un réservoir de 1000 m de profondeur, la
pression sera de 100 bar.

1.2.10.2 Viscosité dynamique

Viscosité dynamique = N xs xm 2 =kg xm ! xs~! = Pa xs. (1.38)
Conversion de | en multiplier par
centipoise (cP) | pascal seconde (Pa*s) | 1.0 E-03
poise (P) pascal seconde (Pa*s) | 1.0 E-01

Valeurs de la viscosité Pour le pétrole, la viscosité peut varier de 1 cp & 10000 cp. Les huiles
de viscosité 10000 cp sont des huiles trés lourdes. Pour un gaz, la viscosité est de 1'ordre de 1072,
voire 10~! cp.

1.2.10.3 Nombre de Reynolds

_ puDy

nombre de Reynolds = R, = adimensionnel. (1.39)

P = masse volumique = kg/m?,
v = vitesse du fluide= m/s,
D, = diamétre du puits = m,
" = viscosité dynamique = Pa X s.

Re < 2000 : écoulement laminaire,
R. > 4000 : écoulement turbulent,
Entre les deux : instable.

Calculons le nombre de Reynolds de I’écoulement dans le puits. Il vient

Q 1073m3 x 571
w7 x 1072m?2

=10"'m x s~ L

v =

d’ou
~pvD (10°kg xm™?) x (107'm xs7!) x 107'm
B B 10 3kg x m~1 x 51

R, = 10%.

Nous sommes bien dans le domaine des écoulements turbulents.

1.2.10.4 Permeéabilité

Nous avons vu que la perméabilité s’exprime en darcys, et que :

1mD =10"%m? (1darcy = 1072 m?).

Conversion de | en multiplier par
darcy métre carré (m?) | 9.869233 E-13
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1.2.10.5 Porosité

¢ = V,,/Vi, quotient du volume des pores par le volume total : grandeur adimensionnelle.
1.2.10.6 Equation de diffusivité

op

V(k.Vp) + csk(Vp)? — (@f)#@f)a =0. (1.40)
10V 1,0p 1
“f V op p(ap)T &
V(k.Vp) = m ' xm®’xPaxm™'=Pa, (1.41)
c/k(Vp)? = Pa! xm? x (Paxm ')? =Pa, (1.42)
(gb,ucf)ap = PaxsxPa!xPaxs!=Pa. (1.43)

ot
1.2.10.7 Equation de conductivité finie
Nous avons vu que ’équation de conductivité finie, qui relie la perte de charge au débit du

puits, s’écrit :

%"(Z):C 2(1), Yo<I<L. (1.44)

La constante C,, vérifie :

Cw =

205 "
Ty

Cette constante Cy, est de I'ordre de 1000 kg/m®. En effet :
1. f est le coefficient de friction, adimensionnel et de I’ordre de 10%.
2. p est la masse volumique, de l'ordre de 103 kg/m?>.
3. 7y est le rayon du puits, de ’ordre de 0,1 m.
4. 72 est adimensionnel et de 1'ordre de 10.

Par ailleurs, on sait qu'une pression p a pour dimension une force par unité de surface, soit :

(masse x accélération) /surface = masse x (longueur/temps/temps) /longueur?
kg x (mxs?) xm 2 =kgxm ' xs 2
Donc, le membre de gauche de (1.44) a pour dimension kg x m~2 x s2.

6 2

Par ailleurs, un débit a pour dimensions m?3/s, donc ¢2 a pour dimension m® x s~2, mutiplié

par Cy,, nous obtenons, pour la dimension du membre de droite de (1.44) :
(m6 X s_2) X (kg X m_S) =kgxm 2 xs 2

Les dimensions des deux membres coincident bien.
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1.2.10.8 Conclusion

Ce travail effectué sur les dimensions nous permet de valider que les équations de notre
modéle ont bien un sens physique, et nous sera utile pour ’analyse théorique du modéle. Nous
compléterons cette partie au fur et & mesure de nos besoins dans la suite du manuscrit.

1.3 Conclusion du chapitre

La modélisation du probléme physique nous a permis d’obtenir deux modéles, 'un en régime
permanent, I’autre en régime transitoire. Dans le cadre de cette thése, nous nous limiterons & un
réservoir sans fracture, et comprenant un seul puits.

Une des difficultés que 'on voit déja apparaitre est la condition non-linéaire et non-locale sur
le puits (condition de conductivité finie). Nous montrerons dans le chapitre 2 que le modéle
en régime permanent est bien posé, pour chacune des conditions (linéaire et non-linéaire) sur le
puits. Le modéle linéaire en régime permanent sera implémenté numériquement dans les chapitres
34ab.

Le chapitre 6 montrera que le modeéle en régime transitoire admet une unique solution pour la
condition linéaire sur le puits.
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Chapitre 2

Régime permanent

Avant d’aborder le modéle en régime transitoire, nous nous intéressons tout d’abord & 1’étude
théorique du modéle plus simple d’écoulement permanent. Nous rappelons que le modéle d’écou-
lement permanent est suffisant pour obtenir une estimation de la productivité du puits, le modéle
transitoire ayant un autre champ d’applications, & savoir les tests de puits. Les modéles linéaires
et non-linéaires seront traités séparément.

Dans ce chapitre, nous travaillerons seulement en milieu homogéne isotrope.

2.1 Probléme linéaire (conductivité infinie)

Nous nous attachons dans un premier temps & 1’étude théorique du modéle d’écoulement
permanent linéaire, qui correspond & la condition de conductivité infinie sur le puits. Le modéle

s’écrit :
(div (k.Vp(z)) =0 pour z € Q, (1)

% =pp surI'p, (44)

p
n =0 surly, (2.12) 2.1)
D = puys sur [y, (iv)

k Op(x

Q 5[ 2 b, @)

avec p,,r constante.

On suppose que le domaine €2 vérifie toutes les hypothéses de régularité nécessaires, & savoir {2
est borné, de frontiére I" réguliére, ) étant localement d'un seul coté de T'.

Pour simplifier, on suppose la perméabilité k scalaire. La premiére équation du modéle devient
alors :

Ap(z) = 0 pour = € Q.
Deux cas peuvent alors se présenter :

1. le débit total @) est donné, et la pression p, ¢ au point de soutirage est inconnue,

2. ou la pression p,,; au point de soutirage est donnée, et le débit total @ est inconnu.

Le second cas, classique, sera traité dans le paragraphe 2.1.1, tandis que le premier cas, moins
évident, sera étudié dans le paragraphe 2.1.2.
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2.1.1 Pression sur le puits donnée

Dans le second cas, le modéle :

Ap(z) =0 pour z € ),
P =pD sur I'p,
I 0 2.2
Dy o _y sur [y, (22)
on
D = Puf sur [y,

qui n’est autre que le modéle (2.1) sans la condition (v) sur le débit total @, est un modéle
classique dont on connait ’existence et I'unicité d’une solution p dans H'(f2). Le débit total @
sera calculé selon 1’équation (2.1)-(v) une fois le modeéle (2.2) résolu.

L’espace H'(f2) est muni du produit scalaire usuel :

(u,v) 1) = /Qu(x) v(x)dx + /QVu(x)Vv(x) dx. (2.3)

Pour montrer l'existence d'une solution au modeéle (2.2), on utilise le changement de variable
u = p — pyys- Le modele se réécrit alors :

Au(z) =0 pour z € ),

u(z) =pp(T) — Pus pour z € I'p,

Ou (2.4)
. =0 sur 'y,

on

U =0 sur I'y,.

On introduit alors 'espace classiquement noté H' (A, ), défini par :
HY(A,Q) ={ve HY(Q); Av e L*(Q)}. (2.5)

Cet espace est muni de la norme ||.||g1(a 0 :

1/2
lullrs s = (llullfps @y + 1Aula) - (2.6)

On utilise le théoréme de relévement suivant :
si pp € H'/2(I'p), alors il existe un relévement (non unique) 7 € H'(A,Q), et > 0, tels que :

_ J pp(x) = puy sur I'p,
r(z) = { 0 sur I'y,,

et Il mia0) < Clpp = Pusll gz, -
(2.9) ('p)

On effectue le changement de variables : ¢ = u — 7, et on obtient le modéle suivant :

At(x) = —Ar(z) pour z € 2,
t(x) =0 pour z € I'p,
ot(x)  Or(x)

. - on pour x € 'y,

t(z) =0 pour x € I'y,.
La formulation variationnelle s’écrit :

a(t,v) = L(v) pour tout v € V, (2.7)
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ou :
V={ve H(Q) ;v/r, = 0,v/1, = 0},

et :

a(t,v) = /QVt(x)Vv(x)dx,

or(z)
—/QVT’(CL‘)V’U($) dw—/FN n v(x) dy(x).

~
—

4
S—

Il

La continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.) dans l’espace V sont immédiates.
D’autre part, il est évident que la forme linéaire L est continue sur V.
Le théoréme de Lax-Milgram nous donne alors ’existence et 1'unicité d’une solution ¢ & la for-
mulation variationnelle (2.7) pour r fixé. La formulation variationnelle (2.7) s’interpréte en le
probléme aux limites, pour r fixé :

( At(z) = —Ar(x) pour z € 2,
t(x) =0 pour x € I'p,
ot(x) _ Or(x)
o0~ on Powrelw
t(x) =0 pour z € 'y,
te HY(Q).

\

Il en découle I’existence d’une solution u dans H'(£2) au modéle (2.4). Reste &4 montrer 1'uni-
cité de la solution.

Unicité : Soient u; et ug deux solutions du modeéle (2.4), on note u leur différence : u =
u1 — ueo. Il suffit alors de montrer que le modéle suivant :

Au(z) =0 pour x € €2,

u(z) =0 pour x € I'p,
0
u(@) =0 pour z € 'y,
on
u(z) =0 pour x € Iy,

admet comme unique solution la solution nulle, ce qui est évident.

On a donc montré I’existence et I'unicité d’une solution u dans H'(Q2) au modéle (2.4), qui
implique V'existence et 'unicité d’une solution p au modeéle (2.2).

Une fois le modele (2.2) résolu, le débit total @) est calculé selon I’équation (2.1)-(v) :

Q= k / Op(z) dy(z).

I on

2.1.2 Débit total du puits donné

On se place maintenant dans le second cas : () est donné, et on cherche la constante p, ;. On
distinguera le cas ol la donnée de Dirichlet pp est constante, et le cas ol pp n’est pas constante.
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2.1.2.1 Cas ou pp est constante :
Dans un premier temps, on suppose que la donnée pp sur le bord de Dirichlet I'p est

constante, ce qui est courant en pratique.

On effectue alors le changement de variable w = p — pp pour se ramener 4 une condition de
Dirichlet homogéne. Le modele se réécrit alors :

(Au =0 dans €2,
u =0 sur I'p,
% =0 sur 'y,
"o L (2.8)
u  =cte (=pws—DpD) sur 'y,
k ou(x)
= — d .
@ =5 [ HPaw

On se place dans ’espace :
V = {ve HY(Q);v/r, =0,0/r, = cte o cte est une constante inconnue}.

On munit V du produit scalaire usuel (2.3) dans H*(£2). V est un sous-espace vectoriel fermé de
'espace de Hilbert H'(f2), c’est donc un Hilbert.
La formulation variationnelle du probléme (2.8) s’écrit :

a(u,v) = L(v), pour tout v €V, (2.9)
avec :
/ Vu(z)Vo(x) dx
L(v =Quv/r,-

La forme bilinéaire a est de toute évidence continue dans V' x V, coercive sur V, et la forme
linéaire L est continue dans V.

On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui assure l’existence et I'unicité d’une
solution v dans V' a la formulation variationnelle (2.9). Cette formulation variationnelle s’inter-
préte en le probléme aux limites :

([ Au =0 dans €,
U =0 sur I'p,
Ou 0 sur T
- = ur
on N
U = cte inconnue sur Iy,

k ou(x)
=— d
Q /,L /w an ’Y($)7
u€ HY(Q).

Le modéle (2.8) admet donc une solution unique v dans H'(Q2). On en déduit l’existence et
I'unicité d’une solution p dans H'(£2) pour le modéle (2.1), dans le cas ol pp est constante.
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2.1.2.2 Cas ou pp n’est pas constante :

Nous rappelons le modéle :

Ap =0 dans Q,
p =pp surlp,
Op
% == 0 sur FN, (210)
P =pws surlly,
k Op(x
Q =" [ @y
w Jr, On

Ici on suppose que pp n’est plus constante, ) est donné, et p, s € R inconnue. En pratique, le
cas ol pp n’est pas constante correspond généralement au cas oll pp sera constante par mor-
ceaux sur I'p. Physiquement, cela signifie qu'on impose des conditions de pression différentes
sur deux parties de la frontiére I'p. Par exemple, on peut imposer p = py sur I'p 1, et p = po
sur I'po, avec p1 # p2, Ip1Ul'p2 =T'p, et I'p1NIpao = (). Concrétement, dans le cas d'un
réservoir en forme de boite, I'p 1 peut représenter le toit du réservoir, et I'p o le mur du réservoir.

Nous proposons ici deux démonstrations différentes, la premiére étant anologue & celle de la
section 2.1.1 pour la pression donnée, et la deuxiéme reposant sur le principe de superposition.
Ce principe sera I’'un des éléments clés de la démonstration d’existence et d’unicité d’une solution
au probléme non-linéaire. Nous l'introduisons ici dans le cadre plus simple du modéle linéaire,
afin de faciliter la compréhension du lecteur.

1. Premiére démonstration :
La premiére démonstration est analogue a celle effectuée dans la section précédente lorsque
la pression p,, s au point de soutirage est donnée. Il suffit d’utiliser un théoréme de reléve-

ment :
si pp € HY?(T'p), alors il existe un relévement (non unique) r € H (A, Q), et > 0, tels

que :

[ pp(x) sur I'p,
r(z) = { 1 sur Iy,

et 17l g1(a.0) < CUppllaew,) + Haer,))-
(2.9) ( ()

On effectue alors le changement de variables u = p — r. Le modéle devient alors :

Au(x) = —Ar(z) pourz €,
u(x) =0 pourzep,
ou(x) or(z)

S r

o o pour z € 'y, (2.11)
w(@) = pws— 1= cte inconnue sur Iy,
k ou(x) k or(x)

LA IOy E ) ).

@ =i HPaE@ [ e

On se place dans 1’espace :
V = {ve H(Q);v/r, =0,v/r, = cte oil cte est une constante inconnue}.

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que V, muni du produit scalaire usuel de
H1(Q), est un Hilbert. La formulation variationnelle du modéle (2.11) s’écrit alors :

a(u,v) = L(v), pour tout v € V, (2.12)
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avec

¢
/Vu YWo(z)dz,

L(v) /Vr Wz )dw—/ ag(;f)v(m) dy(z)

( /(97“ dy(z >v/pw.

On peut facilement montrer que la forme bilinéaire a(.,.) est continue dans V' x V', coercive
sur V, et que la forme linéaire L est continue sur V.

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram qui nous assure ’existence et
I'unicité d’une solution u & la formulation variationnelle (2.12) pour r fixé. Cette formula-

tion variationnelle s’interpréte en le probléme aux limites :

Au(x) = —Ar(z) pourz € Q,
u(z) =0 pourzelp,
ou(x) _ Or(x)

an = " on pour x € 'y,
u(z) = cte inconnue pour x € [y,

_k ou(x) k or(x)

Q =2 [ SR [ aw),
u € HY(Q)

Nous en déduisons l’existence d’une solution p au modéle (2.10). Reste & montrer 1'unicité
de la solution.

Soient p;, pe2 deux solutions du modéle (2.10), on note u leur différence : u = p; — po. 1l
suffit de montrer que le modéle :

Au(x) =0 pourz €,
u(x) =0 pourz€p,
ou(x)
n =0 pourzxely, (2.13)
u(zr) = cte inconnue  pour x € I'y,
k ou(x)
0 =— ——d
ILL /w an ’Y($)7

admet comme unique solution la solution nulle.
La formulation variationnelle du modéle (2.13) s’écrit, pour v € V' :

D) @) o)

0:/QVu(a:)Vv(a;)dx— g

soit :

B Ou(x)
/QVu(x)Vv(x) dr = v, /Fw o dry(x),

or, d’aprés la derniére équation du modeéle (2.13), on a :
ou(x)
d =
| Tt ar@ =0

/ Vu(z)Vu(xz)dz =0, pour tout v €V,
Q
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ce qui entraine u = 0.
Nous avons bien démontré que le modéle (2.13) admet comme unique solution la solution
nulle.

Nous en déduisons que le modéle (2.10) admet une unique solution dans H'(f2), et donc le
modéle (2.1) admet une unique solution dans H'(Q2), quand le débit total @ est donné. (]

2. Deuxiéme démonstration :
Nous proposons ici une autre démonstration de l'existence et de 'unicité d’une solution au
modele (2.1), basée sur le principe de superposition.

On remarque que la solution p du modéle (2.1) dépend linéairement de la constante p,y.
On procéde en deux étapes :

1. on résout tout d’abord le modeéle (2.2), qui n’est autre que le modéle (2.1) sans la
condition (v) sur le débit total @, en fonction de p,,y,

2. puis on calcule la constante p,, s de facon a satisfaire la condition (2.1)-(v) sur le débit
total Q.

Par linéarité, on peut découper le modeéle (2.2) en deux morceaux :

( Trouver F} tel que :
AF; =0 dans €,

/ Fy =pp sur I'p,
(1) OF, (2.14)

%:OSUI‘ FN,

Fy =0 sur I'y,.

Trouver F5 tel que :
AF5; =0 dans €,

o 0 sur 'y,

n

\ Fo=1surl,.

Il est évident qu’alors :

p=F1 + pusko. (2.16)

Les modeles (I1') et (I1"”) admettent une solution unique, respectivement F; et F, cha-
cune dans H'(Q). L’existence et I'unicité des solutions F et I, dans H'({2) sont obtenues
par une démonstration analogue & celle effectuée précédemment pour le modéle (2.4). Pour
Iy, le relévement est fait sur la fonction égale & pp sur I'p, et pour F3, le relévement est
fait sur la fonction identiquement égale & 1 sur I',.

L’existence et 'unicité de p dépendent alors de ’existence et de l'unicité de la constante
Puws, d’aprés (2.16). Or la constante p,, s peut étre déterminée de maniére unique de facon
a satisfaire la condition de débit (2.1)-(v) :

_k Ip(z)
@=1 [ D)

qui s’exprime en utilisant (2.16) comme :

k OF, k OF
Q=- /w%d'y(ﬁ)‘f‘pwfﬁ /Fw 2(95) d’)’(x):Ql +pwa2-

1 on
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On en déduit que :

Puy = & C;fl, (2.17)

sous réserve que (Y9 soit non nul, ce qui est équivalent & ce que 'intégrale :
b

b= [ 2P g

=

Q2)

soit non nulle.

Montrons que I» est non nulle.
La solution F» admet une trace 0F,/0n parfaitement définie sur I'. Notons g cette trace.
Alors F3, solution de (I1”), est aussi l'unique solution du probléme :

Trouver u € V tel que :

1
(V) W € V,/ Vu(z).Vo(z) dy(z) =< g,0 >1,
I

oil < .,. > dénote la dualité H~/2(I") x H'/?(T"). Pour des données suffisamment réguliéres,
cette dualité s’exprime par l'intégrale fr g v dy. Mais comme g est la dérivée de F5, solution
de (I11"), g vérifie g = 0 sur I'y. En outre, v € V vérifie vr, = 0, de sorte que le second
membre de (II”"V) se réduit a une dualité sur I',,. Choisissons maintenant pour v, Fj
solution de (11”), donc de (I1"V'), il vient :

OF: OF
/|VFQ|2 dy = 8—2F2d'y: a—ery:IQ. (2.18)
r r, on r, on

Si lintégrale du second membre était nulle, alors u € V serait nul, puisque le premier
membre de (2.18) est sur V une norme équivalente & la norme de H'(f), mais u ne peut
pas étre nul, puisque cela contredirait u,r, = 1.

Donc l'intégrale I» est non nulle, et il s’ensuit que @2 est non nul.

On a vu que la solution p du modéle (2.2) s’exprime comme :
b= F + yZnyi Fs.

L’existence et l'unicité de Fj et F5 nous donnent l'existence et l'unicité de p pour p,f
fixée, et la condition au puits (2.1)-(v) nous permet de déterminer la constante p, s de
maniére unique, puisque l'intégrale I5 est non nulle. Ainsi nous avons démontré ’existence
et l'unicité de p solution du modele dans le cas de la conductivité infinie (2.1), lorsque le
débit total () est donné. O

Cette démonstration est une alternative & la preuve que Guy Chavent et Jérome Jaffré ont
faite dans [18].
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2.1.3 Conclusion

Nous avons démontré Iexistence et l'unicité d’une solution au modeéle (2.1) dans les cas o
la, pression au point de soutirage p, s est donnée, et aussi dans le cas ol le débit total @ est
donné. Dans chacun des cas, il est facile de voir que la solution dépend linéairement des données,
le modéle est alors bien posé. La démonstration par principe de superposition que nous avons
introduite pour le cas ou le débit total () est donné aurait aussi pu étre appliquée dans le cas ol
la pression p,, ¢ au point de soutirage est connue. Cette méthode sera a nouveau utilisée pour le
probléme non-linéaire, qu’il nous reste a étudier dans la section suivante.

2.2 Probléme non-linéaire (conductivité finie)

On considére le modéle suivant :

((Ap(z) =0 pour x €, (7)

%(m) =pp(x) pourz e 'p, )
g(f) —0 pourzely, (i)

p(x) =py(l) pourzely,x=(,0),l€[0,L],0 €[0,2n], (iv)

%w(O)l = Duwf, (v (2.19)
pgl( )~ L), pourie oL (vi)

aw(l) = % - 82—(5) dy(z), pourl € [0,L], (vig)

@ =2 [ 2w —ww) (viid)

ou () désigne le réservoir privé du puits, I'p UI'y désigne la frontiére extérieure du réservoir, Iy,
la frontiére du puits, et I'y,; une partie de la frontiére du puits (I',,; a été définie page 23).

Nous rappelons que la condition aux limites sur le puits est non-linéaire, et non-locale. La
non-linéarité du modéle provient seulement de la condition aux limites, et non pas de 'EDP qui
gouverne le modéle. On trouve une littérature abondante dans ce dernier cas. Pour le cas qui
nous intéresse, nous disposons de ’analyse mathématique d’'un modeéle gouverné par le laplacien
avec des conditions aux limites non-linéaires mais locales par Ruotsalainen et Wendland dans
[76]. Dans notre cas, la condition aux limites non-linéaire est aussi non-locale, et nous ne pouvons
pas utiliser les travaux de Ruotsalainen et Wendland.

Nous nous proposons donc de démontrer que notre probléme (2.19) est bien posé.

On a supposé dans (2.19)-(iv) que la pression p,, sur le puits est constante par rapport a 6.
On peut réécrire (2.19)-(vi) comme :

pw(l) = Puy +g , Car Pyt = pw(0) d’aprés (2.19) — (v),
2.20

Comme pour le modéle de conductivité infinie, deux cas peuvent se présenter : ou bien on im-
pose le débit total (), ou bien on impose la pression au bout du puits : p, . Ici nous traiterons
seulement le cas ou la pression p,; est donnée.
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La définition de q,,(t) peut se réécrire :

kry <2”3p
0 0

alt) == el 9)d0> dt’. (2.21)

On se retrouve ainsi avec le probléme :

Trouver p tel que :

Ap = 0 dans (,

p=ppsur'p,

Op/On = 0 sur I'y;,

) p(z) = pu(l) sur Ty, (z = (1,0),1 € [0, L],0 € [0, 27]),

(Ig) pw(0) = Pwf, (2.22)
pw( ) Puwf +g(l) sur 'y,

g(l) = / (1) dt sur Ty,

k ! 9

'r'w p !
= — t,0)do ) dt'.
v o(o Bn( ) >

De la méme maniére que pour le probléme linéaire, nous allons utiliser le principe de superposi-
tion. Nous pouvons décomposer ce modéle en trois morceaux :

( Trouver Fj tel que :

AF} =0 dans €, OF

(I1') Fy = pp sur I'p, Posons : hy = — -+ ! (2.23)
OF,/0n = 0 sur I'y, i

Fy =0surly,.

Trouver Fj tel que :

AF; =0 dans €, OF

(1 Fy, =0sur I'p, Posons : hy = — (2.24)
0F,/0n = 0 sur 'y, on I

Fy = pyp sur I'y,.

\

Trouver Fj3 tel que :
AF3; =0 dans (2,
(I F3 =0sur I'p, Posons : h3(l,0) =
O0F3/0n = 0 sur 'y,
F5(1,6) = g(1) sur T'y,.

oF;

. 2.2
on ITw (2:25)

Nous introduisons 'opérateur A défini par :

O0F3

= — . 2.2
on |y (2:26)

Avec cette notation, on peut écrire, pour le modeéle (I1"), que :

0F,

A = —= . 2.2
Puf = "3, ICw (2.27)

Les frontiéres extérieures I'p U 'y et I'y, étant disjointes, on peut montrer de maniére clas-
sique que l'opérateur A (comme l'opérateur Dirichlet-Neumann) est d’ordre 1. Cela nous incite
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a chercher la fonction g dans H'([0, L]).

Pour le modele (II'), nous n’avons pas affaire au méme opérateur, puisque les conditions sur
les frontiéres I'y et I'y, sont homogenes, et la condition sur I'p ne l’est pas. Nous définissons
alors un nouvel opérateur A; par :

oFy
A = — . 2.2
1PD on T ( 8)

Puisque T'y, est disjoint de I'p, et F} est nul sur I'y,, 0F;/On est aussi régulier que la géométrie
du puits le permet.

Posons :
2

Ag) = o [ (Ag)(L0)as,
0

2
%MM@==M/(MmWﬂM-
0

Nous avons comme pour le modéle linéaire :

0
p=F+B+Fy don g =hi+hthy et Q=Qi+ Q2+ Qo).
avec :
k OF (z) k
@ = o [ FGPaE@=" [ @),
S PRI o
Y A SR EECII
Q3(g) = —/ ———dv(z :—/ Ag(z) dvy(x).
@) = 5 [ TR aw =1 [ M@ )
Il en découle de méme que :
k t_
alt) = - mm+@w+/AmwM
0
qo(t)
avec
t —
a) = [ Mo,
0
t
@) = / Apyp(t') dt!
0
On notera de la méme maniére : .
@)= [ Ag(t')dt.

Ainsi, g est solution de ’équation non linéaire :

k‘2 l t ) ) 2
g(l)=0w? /0 <QO(75)+ /0 Ag(t)dt> dt = (Tg)(1) (2.29)




46 Chapitre 2. Régime permanent

Nous allons résoudre cette équation non linéaire par une méthode de point fixe. Nous allons
pour cela utiliser le théoréme de Schauder, mais les estimations que nous allons écrire n’auront
de sens qu’une fois vérifiées les dimensions des deux membres de ’équation (2.29). Nous allons
donc revenir sur ’étude des dimensions des grandeurs physiques de ce probléme, déja amorcée
dans le chapitre 1, et nous allons la compléter afin de pouvoir traiter ce probléme de point fixe.

2.2.1 Retour sur les dimensions

Nous nous attachons donc ici 4 I’étude des dimensions des deux membres de I’équation (2.29) :

o) =ty [ l (w0 + [ Agte) dt')z dt = (Tg)(1)

Les dimensions du premier membre sont :

g=Pa=kgxm!xs2

Pour le second membre, nous avons :

/0 t]xg(t')dt’ = Ty /O t /0 2W(Ag)(l,9)d9dl: /F w’t(Ag)(z) dry(x)

= (Paxm™ ') x m?

2

= (kgxm ' xs?%) xm?=kg xs 2
et de méme,
qo = kg x s72.
Continuons
k 2 —1 . —1y-1 -1 3
— = m"x (kgxm " xs )7 =kg ' xm” xs,
1
k2
— = kg™2 x m® x 2.
I

2 rl t 2
Cw%/ (qo(t) +/ Ag() dt,) dt = (kg xm™®) x (kg7 xm® x %) x (kg? x s7*) x m,
0 0

1

= kgxm!xs2=Pa.

On obtient bien la dimension d’une pression, et T'(g) = Pa.

2.2.1.1 Choix de la norme

Nous devons choisir une norme qui respectera les dimensions. Nous avons déja mentionné
notre intention de travailler dans H'([0, L]), au vu de la régularité de 'opérateur A. La norme
usuelle dans H'([0, L]) est donnée pour une fonction g € H'([0, L]), par :

) d ) 1/2
ooy = (Iolagoz + 1590 Baor) -

Il faut vérifier que chacun des termes de droite a la méme dimension pour la fonction Tg.
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Commencons par regarder [|Tg||2(j0,7)) :

L
1T 0.0y = A«wmf&

2

= (kg?xmZxs ) xm

kg? x m~t x 574,

d
Maintenant, regardons ||E(T9)(l)||L2([0,L])- On a:

d k‘2 L ) 2
ST = oty (w)+ [ o2
H 0
= (kg xm™®) x (kg7? x m® x s?) x (kg x s7),
= kgxm 2 xs 2
Il s’ensuit :
d ) Lla 2
IGO0y = [ |GTo0)| @
= (kg?xm*xs?) xm
= kgZxm™3 xs
On constate que les deux normes n’ont pas la méme dimension :
||T9||%2([0,L]) = kg¥ xm ' xs7Y
d _ _
HJ(TQ)(Z)H%%[O,L]) = kg’ xm x5

ce qui n’est pas surprenant, & cause de la dérivation de T'g par rapport & [ dans la deuxiéme norme.

Pour homogénéiser les dimensions, nous allons alors travailler avec la norme notée ||.||; définie

par :

d 1/2
ol = (WalZaqop + 22 1 gu0legory)

(2.30)

Cette norme est équivalente & la norme classique dans H'([0, L]), et le probléme des dimensions

est résolu.

L’espace H'([0, L]), muni du produit scalaire associé & cette norme, est un Hilbert.

2.2.2 Estimations préliminaires

Avant de résoudre le probléme de point fixe (2.29), nous allons faire quelques estimations

préliminaires qui nous seront utiles par la suite.

Dans un premier temps, nous nous proposons d’estimer

t
/ Ag(t') dt’
0

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

t
/ Ag(t') dt’
0

2 < (/Ot 12 dt’) (/Ot \(I\g)(t’)fdt’) = t/ot |(Rg)(t')|* at'.
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Or
2T 2 2T 2T
Iy / 2_742 / r2 2 / 2
(Rg) ()] = w/o (Ag)(,0)do| < w(/o 1 d0> (/0 (Ag)(t',6)| d@),
soit
2T
|(Ag) ()] < 2mr2 </0 |(Ag)(t',0)|2d9>
et
2 t 21
/ / / 2 /
t') dt §2writ/0 (/0 |(Ag)(t',0)] d&) dt
soit encore
. 1/2
/Ag(t')dt' < (2mry) 2Vt (/ I(Ag)(x)\2dv(w)> : (2.31)
0 Tw,t
| Bate)ar| < @mr) 2 VElAg 1o

Or comme l'opérateur A est d’ordre 1, et d’aprés 1’équivalence entre les normes ||.|[; et
171 ([o,2)) dans H' ([0, L]), on sait qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

1Agllz2(r,,) < (2770)'2 Cllglls. (2.32)

Donc :

/Ot Ag(t)dt'| < 2mr,)VEC g1 (2.33)

De méme, on peut montrer que :

) =| [ " Ry ()t

la2()] < 27rw)VEC [[pugllr- (2.34)

et :

() = \/ Ra(po) ()

< 27r7“w)1/2\/_01 HPD||L2(FD

Remarque 8 Les constantes C' et C7 dépendent uniquement de la géométrie du domaine € des
modeles (I1"), (I1"), et (II"), et non pas des paramétres physiques. On prendra le sup des deuz,
que l'on notera a nouveau C'.

La derniére estimation sur |q;(t)| devient alors :

la1(t)] < (27r)2VEC IpD | 20 - (2.35)
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2.2.3 Reésolution du probléme de point fixe

Maintenant que nous avons bien vérifié les dimensions, nous allons résoudre le probléme de
point fixe (2.29) par le théoréme de point fixe de Schauder.

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 9 Notons :

a = 2mrw) 2 pollerp) + IPwsll,
A
k209600w7
92 1/2
avec Cyep = <1—5> (mrw)? L2 O,

et C' la constante introduite page 48.
b
(i) Sia< 7 alors le probléme de point five admet une solution g € H' ([0, L]).

b
(i) Si de plus a < oy et a # 0, alors la solution est unique.

Preuve :

Nous allons tout d’abord montrer (i). Pour démontrer 1’existence d’une solution, nous utilisons
le théoréme de Schauder :

Théoréme de Schauder

Soit K un sous-ensemble fermé convexe d’un espace de Banach B. Soit T une application conti-
nue de K dans lui-méme, telle que l"image TK soit précompacte. Alors, T admet un point fize,
autrement dit il existe x € K tel que Tx = x.

Nous allons travailler dans l’espace de Hilbert B = H ([0, L)), et nous prendrons pour K
une boule fermée B(0, M) de centre 0 et de rayon M, avec M réel a déterminer, qui est bien un
sous-ensemble fermé convexe de I’espace de Hilbert B = H'([0, L]).

Nous devons donc montrer que :

— T est continue,

— T(K) est précompacte,

-T:K—- K.

On va chercher g dans ’espace des fonctions H([0, L]).

e Montrons que 'image T(K) est précompacte.

Les fonctions Ay, ho, hs sont dans L?(T,), et les fonctions q1, g2, g3 sont donc dans H'([0, L]),
et comme H'(0,L) — C°[0, L], elles sont bornées et leurs carrés sont donc encore dans H' ([0, L),
et Tg est en fait une fonction de H2([0, L]).
Plus précisément, on a g € oH'([0,L]) (i.e. g € H'([0,L]) et g(0) = 0), et Tg € oH'([0,L]) N
([0, 1).
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Et comme l'inclusion de H?([0, L]) dans H'([0, L]) est compacte, on a bien que T est compact,
et I'image T'(K) est précompacte.

e Montrons que T : K — K.

Autrement dit, nous voulons montrer que :
si g € B(0,M), alors T'g € B(0, M),
ou encore si ||g|l1 < M, alors ||T'g|l1 < M.
Commencons par estimer ||Tg||z2(j0,7))-
2

Tg(l):Cw/]j—z /Ol (qo(t)+/0t]\g(t’)dt’> dt.

D’apres les estimations (2.35) et (2.34) faites précédemment, on a :

la0(t)] < (2mr) 2VEC (Ippllzaqry) + 2mr) 2 puslh ) -

En utilisant la notation a = (27rrw)71/ 2

cette inégalité s’écrit :

IpDllz2(rp) + [[Pwsll1, introduite dans le théoréme 9,

lq0(t)] < (277r4,)VEC a. (2.36)

Il s’ensuit d’aprés l'estimation (2.33), que :

t
qw(t) + / Ag(t))dt'| < (2rro)VEC (a+ lgllh), (2.37)
0
et : )
k
[Tg(0)] < 20w g (rra 0% (a + lgl)?,
d’ou :

L
ITol2 g0y = /0 Tg()[? dl

ch

IN

7 () —04 (a+lgl)*

d
Maintenant procédons aux estimations de H—(Tg)( M2 (jo,1))-

Nous avons : )

d k2 l 3
Lorgyy =0 ™ (aolt) + / (Ro)(t)dt) |
dl K 0
et d’apres (2.37), il vient :
2

—(Tgxw\ < oL nrn)IC (ot gl

et :
4

k L3
H—(Tg)( )||L2 ([0,L]) = o (27%) 304 (a+gl)*.
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On obtient alors l'estimation suivante :

k2
[Tgll1 < Cu Cyeo E (a+ H9H1)2 )

99\ 1/2
15
En utilisant la notation b introduite dans le théoréeme 9, I'inégalité s’écrit :

avec : Cyeo = (77r)? L5122,

ITgllr < 7 (a+llglh)*, (2.38)

S| =

Nous rappelons que nous voulons montrer que 'image T K est toujours dans K, i.e. que : si
llgllh < M, alors | T'glls < M, avec M € R & déterminer.
D’aprés l'estimation (2.38), il suffit pour cela de trouver M tel que :

(a+M)* < M, (2.39)

SN

Oou encore :

(a+M)*—bM <0. (2.40)

On s’intéresse alors au trindme du second degré :
2?4+ (20 —b)x +a* = 0. (2.41)

Son discriminant est :

A = b% — 4ab.

Dés que b > 4a, le discriminant est positif. Les solutions du trinéme sont :

— — 2 _
. b—2a— Vb 4ab’ (2.42)

2
b— 2a + 6% — dab
Ty = “+2 @ (2.43)

On en déduit que : si z_— < ||g||1 < x4, alors | Tg|1 < x4.

Cela n’est pas suffisant pour que T' conserve la boule B(0,x, ). Regardons alors ce qui se passe
quand ||g|[1 < z_ (on a bien z_ > 0).

Si||g|li < z—, alors d’aprés (2.38), on a :

ITglh < 3(a+a-)2
Pour conclure, il faudrait montrer que ||T'g|[1 < z4, i.e. :
(a4 z_)? < bx,.
Or, x_ est racine du trinéme (2.41), et donc :
(a+z_)*=bx_,

de sorte que :
br_ < bxy.
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Cette inégalité est vérifiée, puisque x_ < x4, et b > 0.

Conclusion : Nous avons donc montré, que dés que b > 4a, ||g|li < x4 entraine ||T'gll; < x4.
L’opérateur T conserve donc la boule fermée B(0,z). On prend donc M = x.

e Montrons que T est continue.

Pour démontrer le théoréme de point fixe, il nous reste & montrer la continuité de 7T'. En fait,
nous allons démontrer que T est lipschitzien (ce qui entraine 7" continu).
On veut montrer qu’il existe une constante v = y(x4) > 0 telle que :

ITg1 — T2l <7llg1 — 921,

pour tous g1, g2 € B(0,z,).
Posons

Fy(t) = <qo<t> + /0 () dt’)2 . (2.44)

Alors l'opérateur T' s’écrit

2 l
Tg(l) = Cu 3 /0 F(t)dt,

et donc :
2

l
Toi1) = Toa) = Co by [ (Fon(®) = Fnlt)

avec :

Fo(0) - Foot) = (o) + | tAgl<t’>dt')2—(qo<t>+ / tm(ﬂw)?
- ( / Al — g2)() dt') (quof) - "Alg1 + g2)(¢) dt’) |
(2.45)

D’apres (2.33) :
t

/ g1 — g)(t) dt" < 2rrw) CVillg1 — oo,
0

et :

IN

t
/ Ko+ o)) dt| < (2rra) OVillgs + galh,
0

IN

(277) CVE (g1 ll1 + llg2ll) -

D’apres ce qui précede et d’aprés 'estimation (2.36), la fonction intégrante dans T'g admet
I’estimation :

[Fgi(t) — Fga(t)] < (2mr)? C*tllgr — goll1 x 2a+ [lg1ll + llg2l1) - (2.46)

Il s’ensuit :

k2
Tg1(l) = Tg2 ()] < 2Cwﬁ 1 (7r)?C% (2a + [|g1llh + llgzllh) llgr — g2ll1,
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et :
2 L 2
70~ Tolleory = [ o) =Ta)fa
2 k4‘L5 4 ~4 2

< 40— 15 —(mrw)*C* (2a + |lg1ll1 + llg2ll1)” g1 — gall3-
Et comme g1,92 € B(0,2,), on a :

ITg1 = Tg2l|22 (10,17 < Vollon — g2l (2.47)
avec : k4‘L5

v =C? a5 (277)*C* (a4 z1)2. (2.48)

Il nous reste maintenant & démontrer qu’il existe une constante vy; > 0 telle que :

d d
I, (Tg) () = (Tg2)(Dll 20,3y < 1 llgr = gl

Nous avouns : )

2 l
G0 = (wi+ [ Ro ar)

Donc :
d d

E(Tgl)(l) - E(ng)(l)

= Cu (/Agl g92)(t )dt><2% /A91+g2)( )dt>

2
k2
= O, v (Fgi(l) — Fga(1)) .

D’aprés (2.46), il est immédiat que :

d d k2
5 (Ta)(l) = E(ng)(l)‘ < pr(%?"w)2 C?lllgr — g2l x (2a+lgills +lg2ll1)
et :
d 2 2 2
H—(Tg1)( ) — @(TQZ)(Z)HH([O,L]) <7llgr — g2llf, (2.49)
avec
k4
v —C —(27r7"w) L3C* (a+x4)*. (2.50)

Les relations (2.47) et (2.49) 1mp11quent alors que :

ITg1 — Tga|l? < (0§ + L*¥7) g1 — g2lli-

368 k4
Yo+ Lt = 15 Ciﬂ—Lf’ () C* (a + 1)

368\ /?
Notons Cy,, = <1—5> L572 (774)? C? = 2 Cyep, 0 a alors :

1Tg1 — Tg2llr <~llgr — g2ll1, (2.51)
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avec :

k?2
Y= 2 Cw Cgeo P (CL + er)' (2'52)

Ainsi on a montré que l'opérateur T est lipschitzien, et donc continu.

Conclusion : L'opérateur T est compact, continu et conserve la boule fermée B(0,x ), dés
que 4a < b. Le théoréme de Schauder nous donne alors ’existence d’un point fixe g = T'g, dans
la boule B(0,z4). Ainsi nous avons montré (7).

Unicité : Une condition suffisante pour avoir 'unicité de la solution est que 'opérateur T'
soit lipschitzien contractant. Pour cela, il faudrait que la constante de continuité v soit stricte-
ment inférieure & 1. Essayons donc d’estimer cette constante.

En utilisant l’expression (2.43) de x4, on peut réécrire la constante v comme :

1 1
7:2g(a+x+):l+\/1—§.

Il est alors évident que la constante ~ est supérieure ou égale & 1. L’opérateur 7" n’est donc pas
contractant, et on ne peut obtenir 'unicité sous I’hypothése 4a < b.

Nous allons montrer que nous pouvons obtenir 'unicité en élargissant I’hypothése sur 4a < b.
Si au lieu de demander (2.39), on demande un peu plus, c’est-a-dire :

1 , M
- M2 < =
b(a+ ) = 25

b
alors en notant b* = 57 on obtient l'inégalité :
(a4 M)* < b*M,
qui donne lieu a la résolution du trindéme du second degré :
22 + (20 — ")z + a® = 0.

On peut alors reprendre les calculs faits précédemment en remplacant b par b*. Le discriminant
du polyndéme est positif dés que b* > 4a, i.e. dés que b > 8a. La plus grande racine devient alors :

b* — 2a + b*2 — 4ab* (253)
5 .

* —_—
x_’__

On peut démontrer en suivant la méme démarche que précédemment que 7' conserve la boule
fermée B(0, 7).

Maintenant revenons a la constante de continuité. Elle s’écrit alors en fonction de z% , de a,
et de b* :

(a+23)

14 f1- 2
b* )

DN | = G;|,_.
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Regardons si la constante v* est strictement inférieure a 1 :

N 4a
7V <l &= 1+ 1_F<2’

4a
= —1l<1l-— <1,
b*
4a
= 2<-——x<0.
b*
Par définition, a est positif ou nul, et b* > 0 (car u # 0). L’inégalité de droite est donc vérifiée
dés que a # 0. L’inégalité de gauche est équivalente & b* > 2a. Cette inégalité est satisfaite &
condition que a soit différent de 0, puisque nous avons supposé b* > 4a.
La constante v* est strictement inférieure & 1, si a # 0, et b > 8a.

L’opérateur T est donc lipschitzien contractant, si a # 0, et si b > 8a. Ceci nous donne
l'unicité, et clot la démonstration de (i). O

Remarque 10 L’hypothése que 4a < b suffit pour avoir Uexistence d’une solution au probléme
de point fize, mais pas l'unicité. Pour avoir ['unicité, il faut supposer que 8a < b, et que a # 0,
i.e. pp # 0 ou py ¢ # 0.

Remarque 11 La condition que b est suffisamment grand par rapport & a peut étre donnée par
Uhypotheése que le coefficient de friction f apparaissant dans la constante C,, est suffisamment

petit :
fr

275 "
Ty

Cw =

Soulignons que pour le probléme linéaire (probléme de conductivité infinie), le coefficient de
friction est supposé nul. L’hypothése que ce coefficient soit petit est alors tout a fait plausible
physiquement.

Remarque 12 La solution g dépend contindment des données pp et p,r (d’aprés le théoréme
de Banach), donc le probléme (2.19) est bien posé, dans le cas ow p, ¢ est donnée.

Remarque 13 Nous aimerions pouvoir lever ou améliorer la condition sur le coefficient de
friction f et les données p,y et pp en utilisant pour la démonstration un autre théoréme de
point fixe, par exemple le théoréme de Schaefer. Pour le moment, nous n’avons pas réussi a
conclure.

2.3 Conclusion du chapitre

Nous avons réussi & démontrer dans ce chapitre I’existence et 1'unicité d’une solution au mo-
déle d’écoulement permanent, dans le cas linéaire pour chacun des cas ol soit la pression sur
le puits est donnée, soit le débit total du puits est donné, et dans le cas non-linéaire pour une
pression donnée au bout du puits.

Nous n’avons pas traité le cas ou le débit total du puits est donné pour le non-linéaire. Le
débit étant directement lié & la pression au puits, il y a de fortes raisons de penser que le mo-
dele (2.19) avec (@ donné admet lui-aussi une solution unique. La démonstration mathématique
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constitue une des perspectives de la thése.

Dans le chapitre 6, nous adapterons les démarches utilisées ici pour le cas plus général d’un
écoulement transitoire (i.e. dépendant du temps).

Mais auparavant, comme nous savons maintenant que le modéle d’écoulement permanent
admet une unique solution, nous allons mettre en ceuvre une nouvelle méthode d’équations
intégrales pour résoudre le modéle linéaire d’écoulement permanent.
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Chapitre 3

Formulations intégrales pour le régime
permanent

Ce chapitre a pour but d’écrire la formulation intégrale du modeéle d’écoulement permanent
linéaire (condition de conductivité infinie). Il sera organisé de la fagon suivante : tout d’abord nous
discuterons différentes formulations intégrales, puis une fois une représentation intégrale choisie,
nous ’appliquerons successivement : & un réservoir homogéne isotrope, & un réservoir homogéne
anisotrope, et enfin & un réservoir multi-couches. Nous montrerons que la représentation intégrale
choisie est bien équivalente au modéle EDP d’écoulement permanent. Ensuite, nous discuterons
les méthodes numériques pour résoudre les équations intégrales formulées. Enfin, la derniére
partie de ce chapitre sera consacrée a des tests numériques validant la formulation choisie et la
comparant avec d’autres formulations intégrales.

3.1 Formulations intégrales : rappels

Pour simplifier, la discussion des formulations intégrales se fera dans le cadre d’'un milieu
homogeéne, isotrope, et comprenant un seul puits. Les constantes physiques (perméabilité et
viscosité) sont supposées égales a 1. On travaille donc avec le modéle suivant :

Ap(z) =0 pour = € Q2
p =PD sur I'p
dp B r
% — sur N (31)
p = Pw sur I'y,
Op(x
Q = / a(n ) dry(x)

On suppose que ’ensemble des points irréguliers (coins, arétes) des frontiéres I'p, I'y, et Ty,
est de mesure nulle.

3.1.1 Généralités

On se réfere a Nédélec ([63], [64]), Kress [48], Bonnet [12], pour toutes les notions rappelées ici.

On considére ici un ouvert €2; de R™, de frontiére 02; = I'. On définit la normale n extérieure
4 ;. On cherche a résoudre ’équation de Laplace :

Au=0 x €y,
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par des équations intégrales.
Pour cela, il nous faut choisir une formulation intégrale. Choisir une formulation intégrale, c’est
choisir un prolongement de la solution cherchée dans le domaine complémentaire, ici 2, = R™\(;.

On note G la fonction de Green (ou noyau de Green) associée a ’équation de Laplace :

1

en 3D.

Sa dérivée normale vérifie, pourvu que la frontiére I' soit suffisamment réguliére, la relation
de 1’angle solide :

5 —1, x € §y,
G(x — 1
T 8ny 2
0, T € Qe.

Avant de passer aux repérsentations intégrales, nous allons tout d’abord rappeler quelques
propriétés des potentiels de simple couche et de double couche.

Potentiel de simple couche :

On sait que le potentiel de simple couche défini par :

/w )dy(y), =¢T,

est continu & la traversée de I'. Par contre, sa trace normale ~y; vérifie les relations de saut :
_ Y(x 0G(x —y
@ = Y o™= k) (3.3
Ny
8G (x —
A L)) = / v) 22D 5y, (3.4
n$
avec y; la trace normale intérieure et ﬁ la trace normale extérieure.
Potentiel de double couche :
Le potentiel de double couche est défini par :

Me@) = [on g i), a .

Il vérifie les relations de saut a la traversée de I' :

Yo (Me)(z) = —@Jr/rw(y)%ny_y)dv(y), (3.5)
T = ER+ o™= i) (3.5)

avec 7, la trace intérieure, et 'yar la trace extérieure.
Sa dérivée normale est continue & la traversée de I'.

Maintenant nous allons rappeler les représentations intégrales pour un domaine intérieur, puis
un domaine extérieur, et enfin pour la réunion des deux, avant d’appliquer ces représentations a
notre modeéle.
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Probléme intérieur :

On cherche & résoudre :
Au(z) =0 x€Q,.

e On sait que la solution générale suffisamment réguliére du probléme de Laplace dans un
domaine €2; de frontiére I' réguliére peut s’écrire en fonction de ses traces selon la formule de
représentation, pour x € {Q; :
ou
an

avec L et M les potentiels de simple et double couche définis plus haut.

u(z) = L—(x) — Mu(x),

e Dans le domaine extérieur, on a :

ou
on
e De plus, par passage a la limite quand x tend vers un point sur la frontiére I', on a :

u(x) = au—(y)G(ﬂf —y)dy(y) + (1 = c(z))u(z) — / u(y)M

T (9ny T 87’Ly

0=L—(z) — Mu(z), z€Qe.

dv(y),

ie. B duly)

IG(z —y)
c(wpule) = [ GGG ) drty) - [ uin TG

dy(y), (3.7)

ol ¢(z) est défini selon I'appartenance de x & la frontiére I' ou non, et selon la régularité de I :

o) At six €,
c(x) = . avec O(x) =¢ 2m siz €T et I réguliére au point z,
T .
0 sinon.

L’angle 6 représente ’angle solide sous lequel x voit la frontiére I'.

Dans cette thése, nous allons appliquer une méthode de Galerkin, qui va amener une intégration
supplémentaire. Comme nous avons supposé que l’ensemble des points irréguliers est de mesure
nulle, nous pouvons prendre ¢(x) égal a 1/2 pour tout x € T'.

La formule de représentation pour x € I' devient alors :

%U(w) = [ 29 G gy ayiy) - / u(y) 28 =9

[ [0 =5 o) (38)

Nous avons donc établi les formules de représentation intégrale pour la solution du probléme de
Laplace dans un domaine intérieur €2;.

Probléme extérieur :

Regardons maintenant ce qui se passe dans un domaine extérieur €2.. On s’intéresse cette fois
a la résolution du modéle :

Au =0 dans €.,
u =0 alinfini.

e On sait alors que la solution de ce probléme admet la représentation intégrale suivante,

pour x € ) :

u(z) = —L%(m) + Mu(z),
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avec L et M les potentiels de simple couche et de double couche définis plus haut.

e On a alors :

0= —L?—Z(m) + Mu(z), pour z € ;.

e Par passage a la limite quand x tend vers un point sur I', on obtient la formule de repré-
sentation, pour x € I :

su@) = - [ ZW66 - yary) + [y ®a=Y

- on, g on, dy(y). (3.9)

Réunion des deux domaines :

Maintenant considérons la solution du probléme de Laplace Au = 0 dans Q. U ;. Si elle est
suffisamment réguliére, elle peut étre représentée en fonction de ses traces par :

we) = [ |52 e - nart) - [ ) o= i), pour 0,00,

On rappelle la définition du saut [.] :
[u] = U/intT — U/ext T+

Pour x € T', on obtient :

u(m)/intf "2' u(‘r)/extf _ /F |:a7~(;(ny):| G(l‘ _ y) d,y(y) — / [u(y)] M d'Y(y)

Application a notre modéle :

Dans le cadre de notre modéle, la frontiére I' du réservoir 2 se décompose en la frontiére
extérieure du réservoir I'p U 'y, et la frontiére du puits I'y,.

Pour trouver une formulation intégrale, nous rappelons que nous devons choisir un prolon-
gement de la solution dans le domaine complémentaire, donc dans notre cas dans le domaine
extérieur. Nous choisissons de prolonger le probléme & l'extérieur du réservoir et a 'intérieur du
puits par la solution nulle.

La représentation intégrale s’écrit alors :

o) = [ B -na - s G nw), e @)
so@) = [ B i - [sn* G anw, cer. @)

A partir de ’équation (3.11), on peut établir une deuxiéme représentation intégrale (cf Bonnet
[12], Nédélec [64]), pour z € T :

1 dp(x) Ip(y) 9G(z — y) 9 9G(z —y)
2 ong - r Ony ong di(y) = 8n$/p ) ony

d(y). (3.12)
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Pour simplifier ’écriture, nous noterons désormais les différents opérateurs intégraux de la
maniére suivante, pour z € I :

Su@) = [ Glo—val) 1), (313)
Hp(z) = /F %ﬂ;y)p(y)dv(y), (3.14)
wae) = [ 22D ) ), (3.15)
COI o e e L (3.16)

ou ¢ désigne la dérivée normale de la pression, soit dp/dn. Les opérateurs sont définis dans les
espaces suivants :

cH-Y2() — HY(D),

cHY2()  — HY(D),

CH-VXT) — H™VY(T),

cHY2()  — H-Y2(D).

Smmw

L’opérateur H' est I’adjoint de I'opérateur H pour la norme L?(I').
Singularités des noyaux :

Ces opérateurs intégraux présentent des singularités pour x voisin de y, z et y sur I :

1
S = O(z—y|™),
P— (lz —yl™)
a 1 (y x?”?}) -1
H: — = =O(ly — z|™Y),
By (\x—y\> poap ™)
0 1 (y —x,nyg) 1
H/ : < > = - O - )
on, \Jz =] poap ™)
D - d? < 1 ) _ (nx,ny) _ (m yanx)(m ?Jany)
OngzOny \ |z — y| lz —y3 |z —yf?

= Oz —y™).
Ainsi les noyaux de S, H et H' sont intégrables.
Le noyau de D ne l’est pas.
Les trois premiers noyaux sont faiblement singuliers, ces noyaux donnent lieu & des opérateurs

compacts sur les espaces définis précédemment, et le dernier est hypersingulier.

Nous verrons dans la suite comment traiter ces différentes singularités.
Revenons maintenant aux différentes formulations intégrales.

Les formulations (3.11) et (3.12) s’écrivent respectivement :
p = Sq—Hp zel, (3.17)

Hq—-Dp z€l. (3.18)

N~ DN =
()
I
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Dans le milieu pétrolier, seule la premiére formulation (3.17) a été employée a ce jour. Pour-
tant, la deuxiéme formulation (3.18) est trés populaire dans les autres domaines, par exemple en
électromagnétisme, en mécanique, en élasticité, en élastodynamique (voir Bonnet [12]).

Pour mieux comprendre dans quel cas employer 'une ou l'autre formulation, nous intro-
duisons la notion d’équations intégrales de premiére espéce et de seconde espéce (voir Nédélec
[64]).

3.1.2 Equations intégrales de premiére et de seconde espéce

Définition 14 Une équation intégrale est dite de premiére espéce par rapport ¢ une inconnue Si
ltnconnue n’apparait pas en dehors du signe intégral.
Sinon, ’équation intégrale est dite de seconde espéce.

Les équations intégrales de seconde espéce sont plus stables, du fait de l'apparition de I’in-
connue en dehors du signe intégral. De plus, ’analyse fonctionnelle est plus simple pour les équa-
tions de seconde espéce. Néanmoins pour les équations intégrales liées a 1’équation de Laplace,
on dispose de l'analyse des équations intégrales de premiére espéce depuis 'article de Nédélec
et Planchard [65] : ils montrent via la coercivité de la forme bilinéaire associée & ’opérateur de
Laplace e via les théorémes de trace, que la forme bilinéaire associée a 1’équation intégrale de
frontiére est coercive sur H~/2(I).

L’équation (3.17) est donc de premiére espéce si I'inconnue est la dérivée normale dp/On = ¢,
et de seconde espéce si l'inconnue est la pression p. Inversement, I’équation (3.18) est de seconde
espéce si I'inconnue est la dérivée normale dp/dn = g, et de premiére espéce si I'inconnue est la
pression p.

Ainsi le fait qu'une équation intégrale soit de premiére ou de seconde espéce dépend de
I’inconnue considérée, et donc de la frontiére sur laquelle on écrit cette équation intégrale. Nous
avons alors & choisir une équation intégrale pour chaque frontiére, en tenant compte de I'inconnue
sur la frontiére.

3.2 Ecriture des équations intégrales

Nous avons vu que les équations intégrales de seconde espéce étaient plus stables que les
équations intégrales de premiére espéce. Nous préférerons donc utiliser des équations intégrales
de seconde espéce, dans la mesure du possible. Pour cela, il nous faut récapituler les inconnues
de notre modéle sur chacune des frontiéres. C’est ce que nous nous proposons de faire dans le
paragraphe suivant. Une fois cela fait, nous aurons tous les éléments nécessaires pour écrire la
formulation intégrale de notre modéle.

3.2.1 Inconnues du modéle
Dans un premier temps, nous considérons le modéle en milieu homogéne (3.1).

e Sur la frontiére de Dirichlet I'p, I'inconnue est la dérivée normale de la pression : nous la
notons :
dp
a -

= o sur I'p.
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e Sur la frontiére de Neumann I'y, I'inconnue est la pression, nous la notons :
6 :=p surly.

e Sur la frontiére du puits I'y,, hormis le cas ol on connait la valeur de la pression p,,, et o
on cherche le débit total (), nous avons deux inconnues, la pression, et sa dérivée normale :

p =p sur I'y,
0
P o= % sur I'y,.

De fagon a recouvrer tous les cas (y compris le cas non-linéaire), nous considérerons deux
inconnues sur le puits : ¢ et ¢ définies ci-dessus.

3.2.2 Réservoir homogéne isotrope

Maintenant que nous avons bien distingué toutes les inconnues du probléme, nous pouvons
choisir I’équation intégrale qui nous semble la mieux adaptée pour chaque frontiére.

3.2.2.1 Sur les frontiéres extérieures :

Pour les frontiéres extérieures, le choix de 1’équation intégrale est naturel :

e sur la frontiére de Dirichlet I'p, nous choisissons la deuxiéme équation (3.18),

e sur la frontiére de Neumann I'y, nous optons pour la premiére équation (3.17).

Ainsi nous avons bien des équations intégrales de seconde espéce sur les frontiéres extérieures
du réservoir.

3.2.2.2 Sur le puits :

Il nous reste & décider quelle équation intégrale nous allons employer sur la frontiére du puits
I'y. Le choix n’est pas si immédiat que pour les frontiéres extérieures, puisque sur I, nous avons
deux inconnues : la pression ¢ et le flux 1. Alors, chacune des deux équations intégrales (3.17)
et (3.18) sera mixte, c’est-a-dire & la fois de premiére espéce pour l'une des deux inconnues, et
de seconde espéce pour l'autre.

Considérons alors le cas particulier d’un puits dans un milieu infini €2 :

Ap =0 dans ©Q,
p =0 a l'infini,
P =1 sur I'y,,

ot ¢Q est le complémentaire du puits dans R? et T',, = 9. Si nous choisissons comme représen-
tation intégrale la deuxiéme équation (3.18) :

1 dp
_r-a)2E=-p

alors le second membre s’exprime, pour x € ', :

Dp(z) = aiz /F p(y)%ny_y)dv(y)

0 / 8G(x_y)dfy(y).

ong ony
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Or la relation de ’angle solide (3.2) indique que :

[ = i) =

Ony

et ce, pour tout = €¢ Q.

On en déduit alors que le second membre est nul si on impose une condition de Dirichlet constante
sur I'y, et sinon, le second membre est défini & une constante prés.

La solution de ’équation intégrale est alors aussi définie & une constante preés, et la solution nulle
est solution évidente de la deuxiéme représentation intégrale. Mais la solution nulle n’est pas
solution du modéle EDP considéré (contradiction avec p = 1 sur I'y,). Ceci montre que 1’équation
intégrale considérée n’est pas équivalente au modéle EDP, et donc ne constitue pas une bonne
représentation intégrale du probléme.

C’est pourquoi nous choisissons d’écrire plutot la premiére équation intégrale (3.17) sur le puits.

3.2.2.3 Conclusion

Le systéme d’équations intégrales qui traduit notre modele est donc :

Sale) =Ha) —Dp) welp,
S Ae) =Sale) —Hp@) el (319
% o(r) =Sq(z) —Hp(xr) x€Tly.

3.2.3 Réservoir homogéne anisotrope

Maintenant que nous avons traité un réservoir homogene isotrope, modélisé par une équation
de Laplace, nous allons étendre les équations intégrales développées dans la section précédente &
un milieu anisotrope. On rappelle que ’écoulement permanent en milieu anisotrope est régi par
I’équation :

div (?Vp) =0 dans Q, (3.20)

avec K le tenseur de perméabilité supposé diagonal :

B ki 0 0
K=| 0 k o
0 0 ks

L’équation (3.20) s’écrit de maniére équivalente :

Pp(x)  , Ppx)  , Op(x)
k k k =0 Q.
1 027 + ka2 923 + k3 922 pour x €

On se rameéne a l'équation de Laplace (au coefficient k = (k1 koks)'/3 pres) par le changement
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de variables suivant (cf Chalus [16], Ding [25] et Besson [11]) :
1

1/2 0
ky
/ 71/2 1 7125 Y/2
x =Tx, avec T = k'/ 0 R 0 = k2K .
2
1
0 _
ks

La fonction de Green associée a ’équation (3.20) est alors donnée par :

1 1
Glx—y) = —— -,
@=y) = e =
ot 7 = (z —y)T T(x —y) et |T| = det(T). On remarque que |T| = det(T) = 1, ce qui nous
amene :

Gz —y) = . (3.21)

S| =

1
4
On remarque que le noyau de Green dépend du tenseur de perméabilité K 4 travers la matrice T.
Ainsi, pour un milieu stratifi¢, chaque couche (2, aura une fonction de Green différente dépendant

du tenseur de perméabilité K, qui lui est propre.
Rappelons la notation suivante introduite dans le chapitre 1 :

1 —
= =7 KVp.n. (3.22)

Les formules de représentation (3.11) et (3.12) deviennent alors, pour z € I :

g = [ B e ) - [0 (329
1 op(x) Ip(y) OG(x —vy) 0 G (z — y)
2 9(Kny) /ra(?ny) O(Kny) i) a(?nx)/rp v) d(Kny,) i) (324

Pour un réservoir anisotrope, nous écrirons donc 1’équation (3.23) sur I'y et Ty, et ’équation
(3.24) sur I'p.

3.2.4 Réservoir multi-couches

Dans le cas d’un réservoir multi-couches, nous résoudrons le probléme en écrivant les équa-
tions intégrales dans chacune des couches 2, de frontiére I',., puis nous couplerons les équations
intégrales grace aux conditions de continuité de pression et de flux aux interfaces I',s entre les
couches :

DPr = Ds sur Prsa

l;:r & = —l;:s& sur I';.

a(frnr) O(Ksnyg)
Nous noterons désormais :

0
_71)7", pour r =1,..., Ng.

1
qr = 7 =
kr G(Krn,»)
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Par rapport au modéle pour un réservoir homogéne, nous avons alors des inconnues supplé-
mentaires sur chaque interface I';5, & savoir la pression et le flux :

DPrs = Pr=0ps surlyg,
L Opr . _ K, Ops . k.
Grs = ——— =@ =——=——=—=—4¢qs surl,, pourr <s.
8(K7«’I’Lr) ks a(KsTLs) ks

L’inconnue g, est choisie arbitrairement par commodité.
La fonction de Green est différente dans chaque couche €2, puisqu’elle dépend de la perméa-
bilité K. Elle sera indexée par 7 :

1 1

G S G G L Gy

avec T, la matrice de changement de variable définie dans le paragraphe précédent par :
o =—1/2
T, =kV?K, .

Ainsi en indexant les opérateurs intégraux :

Srq(z) = / rGr(x—y)q(y)dv(y)v (3.25)
Hp(z) = /F r 85(%;5)19(@/)@(3/), (3.26)
Hjq(zx) = /F 85(%7;?;)(1(@/)617@), (3.27)
Dopla) = —— 0 &= 1) () ), (3.28)

on peut écrire, dans chaque couche €, :

(1
5 qr(x) = H;pr(l') _DTqr(x)v MRS 1—\r,D7
1
5]%(95) = rpr(x) - rQr(x)y xeFT,Na
1
§pr(‘r) = rpr(x) - TQT($)7 xerr,w-

Il nous reste maintenant & écrire une équation intégrale pour trouver p,s, et une deuxiéme
équation intégrale pour trouver g,s. Nous avons plusieurs possibilités, et nous choisissons d’écrire
l’équation (3.23) pour p,s dans le domaine ), si s > r, et I’équation (3.24) pour ¢,s; dans le
domaine 2., si s <71 :

1
5 prs(x) = Ss qg(x) - Hsps(x)7 pour x € Fr&
1

5 qrs(x) = H7I~ QT(x) - Drpr($)7 pour x € [';.
2
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Ainsi nous obtenons le systéme d’équations intégrales suivant, pour r = 1,...,N,, et s =
1,...,N, :
(1 )

5 qr(x) = HT' QT‘(m) - DT‘pT(x)v MRS FT,D7

1

5 pr(x) =5 QT(x) - rpr(x)a WS Fr,Na

1

5 pr(x) = r%’(x) - rpr(x)a HANS Fr,wa

1

5 prs(x) = Ps qg(x) - sps(x) T e Fr& s>,

1 !

5 grs(x) = H] q-(r) —D;pr(x) r €l s<r.

3.3 Equivalence entre la représentation intégrale choisie et le mo-
déle

Nous avons vu que nous avions le choix entre plusieurs formulations intégrales. Suivant le
probléme EDP considéré, elles peuvent étre correctes ou non. Par exemple, pour le cas particulier
d’un puits en milieu infini, nous avons montré qu’une des deux représentations ne convenait pas.
Il nous faut donc vérifier que le formulation intégrale que nous avons choisie est bien équivalente
au probléme EDP considéré.

Pour simplifier, nous considérons le modeéle (3.1), homogene, isotrope, et dont les constantes
physiques sont supposées égales & 1. Le systéme d’équations intégrales que nous avons choisi
pour représenter ce modeéle est le systéme (3.19). Rappelons-le :

% a(r) =H'q(x) —Dp(x) xelp,
(3.19) % Bx) =5Sq(x) —Hp(x) =xeln,
% o(r) =Sq(xz) —Hp(xr) x€Tly.

Dans un premier temps, nous allons supposer que la pression le long du puits est donnée dans
le modéele (3.1). On a alors dans (3.19) ¢ = p,, connue.

Il est facile de montrer que la solution du modeéle EDP (on a déja montré dans le chapitre 2
qu’elle existe et est unique), est aussi solution du systéme d’équations intégrales ci-dessus.

Nous allons donc montrer la réciproque, i.e. que la solution du systéme d’équations intégrales
ci-dessus est bien solution du modéle EDP. Pour cela, nous allons montrer que le systéme d’équa-
tions intégrales admet une unique solution. Alors cette solution ne pourra qu’étre la solution du
modéle EDP.
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Pour y voir plus clair, nous allons développer le systéme en indexant deux fois les opérateurs

intégraux suivant cet exemple :

Sp,nq(r) = g G(r —y)q(y)dy(y), =eln,

et nous noterons respectivement Ip, Iy, I, I'identité sur I'p, I'y, et T'y.

Le systéme (3.19) s’écrit alors :

( 1
(5 D — th) a+DnpfB—Hy,pv =-Dpppp— Duwppuw,
1
—SpNa+ (5 In + HN,N) B—Sun® =—Hpnpp— HyNDPuw,
1
_SD,wa‘FHN,wﬁ_Sw,ww = _HD,wpD_ <§ Iw+Hw,w> Pw-

L’opérateur matriciel associé & ce systéme est donc :

1

5Ip—Hpp Dnp —H,, p

p— 1
A —Sp,N 3 IN+HnyNn —SwnN
_SD,w HN,w _Sw,w

On va utiliser la théorie de Fredholm (l'opérateur diagonal de A jouant le rdle de l'identité).
FEtudions donc le noyau de I’adjoint de cet opérateur matriciel. L’opérateur adjoint s’écrit :

1
5ip— Hpp —Snp —Sw,D
. _ 1
A Dp,n B IN+ Hy y H,, n
_HD,w _SN,w _Sw,w

Résolvons A*z = 0, avec = = (o, 3,).

Soit u défini dans € par :
w(@) = —Mpla)@) — In(B)(@) — Lu()()
-/ a(n) 27 ) [ w66 - a0 - [ v - ).

Ony

Les opérateurs de simple et double couche ont été indexés par la lettre qui correspond a la

frontiére sur laquelle ils portent.
On sait d’aprés les relations de saut des potentiels de simple et double couche rappelés dans la

section 3.1.1 que :

_ 1
Yo (=Mp(av)) = §ID — HD7D> « sur I'p,
1

v (=LNn(B)) =-— 5 In + H]'VN> 16 sur I'y.
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En multipliant la seconde équation par —1, et en remarquant que les autres opérateurs intégraux
sont continus & la traversée de la frontiére sur laquelle ils sont définis, nous pouvons réécrire le
systéme A*x = 0 en fonction des traces de u :

Y (w) =0 surI'p,
v () =0 sur I'y,
Yo (W) =0 surly,.
De plus, u vérifie Au = 0 dans §2, puisque u est une combinaison linéaire des potentiels de simple

et double couche avec le noyau de Green associé au laplacien. On peut interpréter le systéme
A*z = 0 comme le probléme aux limites suivant :

Au =0 dans €,

U =0 sur I'p,
0

8_Z =0 sur 'y,
i =0 sur I'y,.

Il est alors évident que ce systéme admet pour unique solution la solution nulle dans H!().
Donc u est nul dans 2, et ses traces sont nulles, en particulier «, 3 et .
On en déduit alors que le noyau de A* se réduit au vecteur nul. Donc, d’aprés ’alternative de
Fredholm, le systéme d’équations intégrales admet une unique solution.

D’autre part, nous avons vu que le probléme EDP admet une unique solution, et le systéme
d’équations intégrales découle du probléme EDP et admet lui aussi une unique solution. On en
déduit alors 1’équivalence du probléme EDP et du systéme d’équations intégrales que nous avons
choisi.

3.4 Meéthodes numériques pour résoudre I’équation intégrale

Il existe plusieurs méthodes numériques pour discrétiser une équation intégrale (cf Atkinson
[7], Kress [48]). Les méthodes de collocation, de Galerkin et de Nystrom sont les plus connues et
les plus utilisées. Citons aussi la méthode de Galerkin hybride (cf Graham, Hackbusch, Sauter
[37], [38]), qui est une amélioration de la méthode de Galerkin.

Nous allons présenter chaque méthode de maniére générale pour la résolution de 1’équation
intégrale de seconde espéce suivante :

(M + Ku(z) = f(z), zeTl (3.29)

ou Ku(z) := / k(x,y)u(y)dy, et k(x,y) désigne le noyau.
r

3.4.1 Méthode de collocation

La méthode de collocation (cf Bonnet [12], Kress [48], Atkinson [7]) est la plus simple & mettre
en ceuvre : on se donne un ensemble de N nceuds d’interpolation z1,...,xxN, et un ensemble 7},
d’éléments triangulaires qui approche la frontiére I'. A chaque nceud z;, on associe une fonction
d’interpolation ¢;, j = 1,..., N. Une approximation de la variable u est alors donnée par :

N
up(z) = Z ¢j(x)uj, ot uj = u(xj). (3.30)
j=1
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On demande que ’équation intégrale (3.29) soit vérifiée exactement aux points de collocation
xi=1,...,N"
On remplace u dans I’équation intégrale (3.29) par son approximation up, cela nous ameéne a la
résolution d’un systéme linéaire avec pour inconnue le vecteur U = (u;),j =1,...,N.
Cette méthode est fréquemment utilisée dans le milieu pétrolier.

3.4.2 Méthode de Galerkin

On se donne comme pour la méthode de collocation un ensemble de fonctions de base ¢;, j =
1,..., N, et un maillage triangulaire 7.
La méthode de Galerkin consiste & chercher une approximation de la solution

up, € vect{g;,j =1,...,N},

telle que :
(M + Kup,¢5) = (f,¢5), j=1,...,N. (3.31)

On aboutit au systéme d’équations linéaires suivant :
(AM+ K)U =F, (3.32)

ou, pourt,j=1,...,N :

5= /F 61(2) 5 () dy (),
K, = / / k(e 9)6i(2)6; () dry (@) dy (),
F o= / 6i(2) f(z) dy ().

On décompose alors la frontiére I' en somme sur les triangles T' C 7p, :

M, = > / 61(2) () d (),

TC(supp ¢;MNsupp ¢;)

Kij = k(z,y) i (x) b (y) dy(z) dy(y),
TCs% $i T’Cgr;p ¢j/T/Tf Y y)ay(x) ayly
Fpo= Y 4@ f(@) dy(a).

T'Csupp ¢;

Les calculs de la matrice M et du vecteur F' ne posent pas de probléme a priori. Par contre,
lorsque le noyau k n’est pas continu (ce qui est notre cas : le noyau est en 1/ |z — y|), 'évalua-
tion de la matrice K est assez délicate pour les éléments situés sur la diagonale et autour de la
diagonale : en effet, les points x et y sont alors proches, et 'intégrale présente des singularités
en ces points-1a. Des méthodes de régularisation existent pour lever cette difficulté.

La méthode de Galerkin est plus cotliteuse que la méthode de collocation, puisqu’elle améne
une intégrale de plus & calculer, mais elle est plus stable.
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3.4.3 Meéthode de Nystrom

On suppose que le noyau k est continu. On applique & 1’équation intégrale (3.29) la regle de
quadrature suivante :

N
/ o) dy(m) ~ Y wgle;), g€ C(T),
r =

et on oapproche alors u par :
N
Aup(z) + ijk(x,xj)un(xj) = f(z), zeTl.
j=1
Pour trouver les quantités u,(x;), désormais notées u;, on fait parcourir & z les valeurs x;,i =
1,...,n dans I'équation précédente. Les u; sont alors solution du systéme linéaire suivant :

N
Au; + ijk(xi,mj)uj =f;, i=1,...,n,
j=1

avec f; := f(x;).

On peut alors calculer u,(z) en tout point z €  par la formule :

1 N
un(z) = + | f(z) = > wik(w, z;)u;
j=1

Cette formule est appelée “formule d’interpolation de Nystrém”.
Cette méthode est aussi trés stable, et peu coliteuse, mais ne permet pas de traiter les noyaux
non continus en 3D (voir Atkinson [7]).

3.4.4 Meéthode de Galerkin hybride

La méthode de Galerkin hybride est une nouvelle méthode de quadrature pour calculer la
matrice de Galerkin, développée par I.G. Graham, W. Hackbusch et S.A. Sauter [37]. L’intérét
de cette méthode est qu’on doit effectuer beaucoup moins d’évaluations du noyau k(x,y) que
pour la méthode de Galerkin, ce qui réduit le cotit de calcul. D’autre part, les auteurs ont montré
que la méthode de Galerkin hybride est stable et posséde les mémes propriétés de convergence
que la méthode de Galerkin, et le méme cott que la méthode de Nystrom (cf [37]).

L’idée de la méthode consiste & calculer une partie de la matrice K par les régles conventionnelles
de quadrature comme on le fait habituellement pour la méthode de Galerkin, et & appliquer de
nouvelles régles de quadrature beaucoup moins colteuses pour une autre partie de la matrice,
qui nécessitent en général de 10 & 100 fois moins d’estimations du noyau.

On observe que, dés que supp ¢; Nsupp ¢; = 0 (ce qui représente la plupart des cas), le noyau
k est continu, et cette information n’est pas exploitée par la méthode de Galerkin classique.
Ce sera donc dans ce cas-1a que s’appliquera la nouvelle régle de quadrature, c’est-a-dire quand
|z; —x;] > ¢, avec ¢ > 0.

On considére les fonctions de base comme des poids :

| F@e@ dra) ~ 3w Fa), (3.3

JE€J;
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avec F' une fonction réguliére sur supp(¢;).

Les points x; je s, sont sélectionnés parmi les noeuds situés prés de z;, et les poids w; dépendent
du choix de ces points. L’ensemble .J; des voisins de x; et les poids w; associés sont calculés de
sorte que (3.33) soit vérifiee avec la précision souhaitée, ce qui revient a résoudre le systéme
linéaire suivant :

S M) = [ M@y dr(o). i =1,....D(),

JjeJi

ou {Il; :4i = 1,...,D(d)} est une base de 'espace des polyndomes de degré d, et D(d) =
(d+1)(d+2)/2.

D’autre part, les points z; je s, et les poids associés w;, doivent vérifier des conditions supplé-
mentaires de fagon & assurer la stabilité.
Pour plus de précisions ou pour l'algorithme détaillé, on en réfere a [37].

3.4.5 Meéthode retenue

Les méthodes de collocation et de Galerkin sont les plus utilisées et ont largement fait leurs
preuves. La méthode de Nystrom, performante en 2D, ne s’adapte pas & notre modéle, puisqu’elle
ne permet pas de traiter les singularités en 3D (voir Atkinson [7]). Par contre, la méthode de
Galerkin, grace a l'intégration supplémentaire, permet de lever toutes les singularités. De plus,
elle est plus stable que la méthode de collocation, mais au prix d’un cofiit plus elevé.

I.G. Graham, W. Hackbusch et S.A. Sauter [37] affirment que la méthode de Galerkin hybride
réduit le colit de calcul de la matrice de Galerkin, tout en conservant les propriétés de stabilité
et de convergence.

Notre choix va donc se porter sur la méthode de Galerkin. La méthode de Galerkin hybride
dérivant de la méthode de Galerkin, nous pourrons envisager de faire quelques tests avec la
méthode de Galerkin hybride.

3.5 Tests numériques

La premiére partie de ce chapitre nous a permis d’écrire la formulation intégrale de notre
modele, et la deuxiéme partie de discuter la méthode de discrétisation.
Nous avons donc choisi une nouvelle formulation intégrale, jamais utilisée dans le milieu pétro-
lier. La discrétisation des équations intégrales sera opérée par une méthode de Galerkin. Nous
verrons pourquoi la méthode de Galerkin est particuliérement bien adaptée a notre probléme.

Cette partie est destinée aux premiéres validations de la formulation intégrale que nous avons
choisie. Ces validations seront faites sur des cas trés simples, limités & un réservoir borné sans
puits, pour des modéles dont on connait une solution analytique. Les autres tests numériques
seront présentés dans les chapitres 4 et 5.

Mais tout d’abord, il nous faut discrétiser les équations intégrales.

3.5.1 Discrétisation des équations intégrales

Rappelons tout d’abord la formulation adoptée pour un réservoir borné €2 de frontiére 052 =
I'puUl'y.
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Nous avons choisi d’écrire les équations intégrales suivantes :

g = Hq— Dp surTp, (3.34)

N — DN —

p = Sq— Hp surly. (3.35)

Chacune des quantités p et g est décomposée dans la base des fonctions éléments finis P! sur
des triangles (¢);

p(x) = ij i), alz) = Z(Jj Vi (@).

La frontiére I' qui se compose ici uniquement de I'p et 'y pour un réservoir homogeéne, et
éventuellement des interfaces I',; pour un réservoir stratifié, est approchée par :

Iy = I’% U I’?V Upes TP, ot T'j, est discrétisée par des triangles.

Les équations intégrales (3.34) et (3.35) sont multipliées par la fonction test ¥ et sont ensuite
intégrées sur I'y.

On note :

M;; = g Up ()9} () dyn (),
Sy = / [ @ )G — ) dw) 2,

iy = [ [ e G b)),

0 0G(z — y)
ong Jr Ony

Dy = g Wi (@) V) dyn(y) dyn(z),

, 0G(x —
iy = [ et g ) o)

On obtient alors le systéme discrétisé suivant :
1
2 D4 My — D g Hj+) piDy = 0 surTp,
J J J
1
5 ijMij — quSij+ijHij = 0 surly.
J J J

Il nous reste maintenant a calculer les différentes intégrales discrétes. Nous avons déja vu

que ces intégrales présentent des singularités quand x — y. Les intégrales S;;, H;j, et H{j sont
faiblement singulieres, et I'intégrale D;; est hypersinguliére.
Ici nous nous limitons au calcul de ces intégrales sur des triangles, ce qui est bien connu dans
le milieu des méthodes intégrales. Des méthodes classiques, telles que la méthode de De Hoop
(voir [6], [10]) sont utilisées pour lever les singularités pour les intégrales S;;, H;j, et HZ’] Pour
l'intégrale D;;, J.-C. Nédélec dans [64] a démontré que ’on pouvait reformuler 'intégrale D;; par
la formule analytique suivante :

1 rotr, (47 (x)).rotr, (¥ (y))
D;; = i /Fh /Fh ’

iz — | dyn(y) dyn(z), (3.36)

ou le rotationnel tangentiel rotr, s’écrit :

rotp, u = rotu X n.
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Cette formule est trés peu cotiteuse en temps de calcul : en effet, les fonctions de base 1! et 1/1?

étant des polynomes de degré 1, les termes rotr, (¥2(.)) et rotr, (zp?()) sont des constantes. Le
calcul de D;; revient alors au calcul de S;; & une constante preés.

On obtient cette formule en transformant par dualité la dérivée normale 9/0n, portant sur le
noyau en une dérivée tangentielle portant sur la fonction de base T,Z)Zh. Ainsi la singularité est levée
grace & l'intégration supplémentaire amenée par la méthode de Galerkin : c’est 14 tout l'intérét
d’utiliser une méthode de Galerkin.

Tous les calculs sont développés en annexe A.

Cas d’un réservoir anisotrope

Dans le cas d’un réservoir anisotrope, les intégrales discrétes s’écrivent en remplagant la dérivée
normale 8/0n par d/0(Kn). Pour les intégrales faiblement singuliéres S;;, H;;, et H, 1;» laméthode
de calcul est la méme. Pour I'intégrale D;;, nous avons obtenu une formule analytique en utilisant
les mémes techniques que Nédélec ([64]) pour le calcul de 'intégrale D;; en milieu isotrope (voir

annexe A, paragraphe 7.3.2) :

D=z o[ ot @) a6, (0 6 ) ) ),

avec
- =1/2 —1/2
rotp, [ul = | K Vu|A K n),
et :
K20 0
=1/2
K =0 &*o0 : (3.37)
0 0 Kk

3.5.2 Reésultats numériques

Nous sommes maintenant préts & procéder a des tests sur un réservoir borné sans puits. Ainsi
nous validerons les calculs effectués en annexe A. Les systémes linéaires sont résolus grace a la
librairie Sparse Lib, par une méthode de gradient conjugué stabilisé (préconditionné).

3.5.2.1 Premier test : écoulement linéaire

Nous résolvons ici le modéle :

Ap 0 dans Q,
p =1 surI'pg,
p =2 surI'po,
p

— =0 r

on sur 1y,

ou le domaine (2 est représenté par la figure 3.1.

Le domaine €2 est donc un cube dont les arétes mesurent 500 m. Le bord I'p ; est représenté sur
la figure 3.1 par la face verte (& gauche), et le bord I'p 2 est représenté par la face opposée en
rouge. La frontiére I'y, sur laquelle nous avons appliqué une condition de Neumann homogéne,
désigne ’ensemble des quatre autres faces du réservoir.

La solution de ce probléme est évidente : on doit obtenir un écoulement linéaire entre les faces
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q=0

500 m

FiG. 3.1 — Probléme d’écoulement linéaire.

FD,I et FD72.

Nous avons effectué ce test avec différents maillages : le premier (voir Figure 3.3) est assez
grossier, et le deuxiéme (Figure 3.4) un peu plus fin. Ces maillages ont été obtenus grace au
logiciel SIMAIL.

La figure 3.2 représente les résultats que nous avons obtenu pour la face du haut. Comme
la solution est linéaire et que la géométrie est plane, la solution approchée est exacte. Seules les
erreurs d’arrondi interviennent, et le maillage fin donne un résultat sensiblement meilleur.

© Mesh1l
191 * Mesh 2
—— analytic solution

Iy
o
T

pressure (bar)
5 5 &

=
N
T

I
1N
T

1 I I I I I I I I I %
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

x(m)

FiG. 3.2 — Pression le long de ’axe des x pour la face 2.
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SIMAIL V 6.3-3

FiG. 3.3 — Maillage 1.

SIMAIL V 6.3-3

FiG. 3.4 — Maillage 2.
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3.5.2.2 Deuxiéme test
Pour le second test, nous nous proposons de résoudre le modéle :

Ap =0 dans (2,

P =u sur I'p,
dp ou r

- = — r'y.
on on SN

ou la fonction u est définie par : u(z,y, z) = sin(x) cosh(y).

im

FiG. 3.5 — Probleme traité pour le deuxiéme test.

Nous travaillons ici dans le cube unité Q2 = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] (voir figure 3.5). Nous choisis-
sons pour Iy 'union des deux faces z = 0 et z = 1, ainsi nous pouvons récupérer une condition
homogene sur I'y : dp/0n = du/On = 0. La frontiére I'p est alors constituée des quatre autres
faces du cube unité.

La fonction u vérifie Au = 0 dans 2, donc u est (I'unique) solution du modeéle précédent. Sur les
deux faces constituant I'y, nous devons retrouver p = u, et sur les faces constituant I'p, nous
devons retrouver dp/on = du/on.

Nous présentons sur la figure 3.6(a) la solution exacte p., = u sur la face z = 1, et sur la
figure 3.6(b) l'erreur entre la pression calculée pj, et la solution exacte pe,. Nous constatons que
les résultats sont trés satisfaisants. Les résultats ont exactement la méme allure sur la face z = 0.

Maintenant penchons-nous sur les faces composant I'p, ot nous cherchions le flux. La solution
exacte dépend de chaque face. Regardons par exemple la figure 3.7(a) : cette figure représente la
solution exacte ge; = Ou/On sur la face x = 1. La figure 3.7(b) représente l’erreur entre le flux
calculé g, et le flux exact ge.

Nous remarquons que 'erreur est plus importante aux coins et aux arétes : ceci est un pro-
bléme bien connu des méthodes intégrales. En effet, aux coins et aux arétes, la normale n’est pas
bien définie, ce qui cause des erreurs d’approximation plus importantes qu’a l'intérieur des faces.
Il existe certaines méthodes pour remédier & ce probléme, comme par exemple le raffinement
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0 o

(a) Solution exacte : pex = u
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(b) Erreur : pex — pn

Fia. 3.6 — Résultats pour la pression.
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1.8

0 o

(a) Solution exacte : gee = ——
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(b) Erreur : gex — qn

FiG. 3.7 — Résultats pour le flux.
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de maillage dans les coins et aux arétes, ou encore 1'utilisation de fonctions de base prenant en
compte les singularités aux coins ou aux arétes, mais cette derniére solution est plus difficile &

mettre en ceuvre.

Toutefois, les résultats a l'intérieur des faces restent trés satisfaisants.

D’autres tests ont été effectués pour prendre en compte 'effet du maillage sur la précision de
I’approximation de la solution. Le tableau 3.1 donne quelques caractéristiques des trois maillages

utilisés. Les résultats obtenus sont reportés dans le tableau 3.2.

Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3
Nombre de nceuds 162 556 2244
Nombre de mailles 320 1108 4484

TaB. 3.1 — Caractéristiques des trois maillages.

Inconnue | Equation de la face | Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3
Face 1 q z=0 1.2294 0.545146 0.193371
Face 2 q z=1 1.56532 0.555443 0.180762
Face 3 p x=1 8.71629 5.49797 3.84947
Face 4 p y=1 13.6128 10.6227 7.20709
Face 5 p x=0 11.1993 7.28276 5.03085
Face 6 p =1 13.4936 16.3035 22.4072

TAB. 3.2 — Erreurs relatives (en %) en norme L? selon le maillage utilisé.

Nous constatons que l'approximation de la solution devient plus précise en raffinant le
maillage, excepté pour la face 6. Nous ne savons pas expliquer pourquoi ’erreur augmente sur

cette face.

3.5.2.3 Comparaison des formulations intégrales

Nous rappelons que les modéles présentés dans les sections précédentes ont été résolus par la

représentation intégrale mixte :

DO | —

5(1

Lorsque nous avons formulé cette représentation intégrale, nous pensions qu’elle serait plus stable,

p

=Sq—Hp

sur 'y,

=H'q— Dp surTp.

et plus précise que la formulation habituellement utilisée dans le milieu pétrolier :

1

SP=5q¢— Hp

2

sur 'y UTp.

D’autre part, nous aurions pu aussi appliquer la deuxiéme formulation :

1
2q

=Hq— Dp sur I'yUTp,
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excepté dans le cas d’un probléme de Dirichlet (i.e. si I'y = ), car dans ce cas-la comme pour
le puits en milieu infini, la solution serait définie & une constante prés, et donc cette formulation
intégrale ne représente pas de maniére équivalente le modéle EDP.

Des tests numeériques (voir tableau 3.3) ont été consacrés a la comparaison des trois formu-
lations pour le deuxiéme cas-test, et il s’avére que la formulation mixte est effectivement plus
précise que la formulation (3.39) ci-dessus.

Formulation mixte | Formulation classique pétroliére | Formulation
(3.38) (3.39) (3.40)
Face 1 0.545146 0.607804 0.474172
Face 2 0.555443 0.593708 0.481075
Face 3 5.49797 7.82536 5.553705
Face 4 10.6227 13.6228 10.6013
Face 5 7.28276 9.73262 7.34073
Face 6 16.3035 23.2279 16.2668

TAB. 3.3 — Erreurs relatives (en %) en norme L? selon la formulation utilisée.

Ceci s’explique par le fait que la formulation mixte est une équation intégrale de 2¢™€ espéce
4 la fois sur I'p et I'y, tandis que la formulation (3.39) est de 2°™¢ espéce sur I i, mais seulement
de 17 espéce sur I'p, et les équations intégrales de 2°™€ espéce sont plus stables.

Peut-étre aurions-nous pu nous attendre & une plus importante différence entre ’erreur ob-
tenue avec la formulation mixte et l’erreur obtenue avec la formulation (3.40). Nous pensons que
cette différence est réduite par le fait que pour les deux différentes représentations, une méthode
de Galerkin a été employée. L'erreur donnée par la formulation (3.39) aurait probablement été
plus grande si nous avions employé une méthode de collocation.

Ces résultats confortent donc notre choix de représentation intégrale.

3.6 Conclusion

Apres avoir discuté différentes représentations intégrales, nous avons choisi une nouvelle for-
mulation intégrale pour notre modéle, jamais utilisée dans le milieu pétrolier. Les équations
intégrales ont été discrétisées par une méthode de Galerkin, bien adaptée a notre probléme et &
la formulation que nous avons choisie, puisqu’elle permet de lever facilement 'hypersingularité
du noyau dans l'intégrale D. La formulation intégrale a pu étre étendue sans grande difficulté a
un milieu anisotrope et & un milieu stratifié.

Les premiers tests numériques montrent que notre nouvelle formulation intégrale s’avére plus
précise que la formulation intégrale classiquement employée dans le milieu pétrolier.

Il nous reste bien sir & tester la formulation intégrale pour un réservoir avec un puits. Pour cela,
il nous faudra calculer les intégrales sur le puits, et nous verrons que nous pouvons employer
une méthode d’approximation filaire. Cette méthode sera développée dans le chapitre suivant, et
pour la valider, nous considérerons le cas particulier d’'un puits dans un milieu infini. Un réservoir
complet (stratifié et anisotrope) sera traité dans le chapitre 5.
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3.7 Une autre maniére d’appliquer les équations intégrales pour
un probléme pétrolier

Les méthodes intégrales peuvent étre appliquées non plus seules, mais couplées avec des
méthodes de volumes finis ou d’éléments finis, afin de tirer les avantages de chacune des méthodes.
Les méthodes intégrales sont parfaitement adaptées & des géomeétries complexes mais sont limitées
& des milieux homogeénes, tandis que les méthodes de volumes finis ou d’éléments finis traitent
bien les hétérogénéités. Ainsi, les méthodes intégrales peuvent étre appliquées autour des objets
de géométrie complexe (puits, fractures, interfaces ou frontiéres extérieures), et les méthodes
de volumes finis ou d’éléments finis dans le reste du réservoir. Ce couplage de volumes finis ou
éléments finis avec les méthodes intégrales a été traité en deux dimensions dans ([43], [44]) et
donne des résultats prometteurs. Il reste & le généraliser en trois dimensions.
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Chapitre 4

Approximation filaire du puits

Ce chapitre est consacré au traitement du puits, et notamment au calcul des intégrales sur

le puits. Nous avons mentionné notre intention de faire une approximation filaire sur le puits.
Pourquoi une approximation filaire sur le puits 7 Nous savons qu’il existe une importante diffé-
rence d’échelle entre le rayon du puits et la taille du réservoir, et cela implique une importante
différence d’échelle entre le rayon du puits r,, et sa longueur L (le puits est en général creusé sur
toute la longueur du réservoir). Etant donnée cette différence d’échelle, il est naturel de repré-
senter la surface du puits non plus par un cylindre, mais par une ligne.
Le probléme qui se pose alors est ’expression des intégrales sur le puits : il faudrait passer d’'une
intégrale 2D sur un cylindre ([0, L] x [0,27 7,]) & une intégrale 1D sur une ligne ([0, L]). Nous
verrons dans ce chapitre comment effectuer ce passage d’une intégrale 2D & une intégrale 1D, et
nous montrerons qu’ainsi nous pouvons obtenir une formule analytique pour chacune des inté-
grales sur le puits, que nous validerons par des tests numériques, mais tout d’abord, nous allons
discrétiser la formulation intégrale sur le puits.

4.1 Discrétisation de la formulation intégrale

L’équation intégrale que nous devons discrétiser sur le puits est donc la suivante :

1

5 P= Sq — Hp.
Nous avons choisi comme méthode de discrétisation la méthode de Galerkin. Nous considé-

rons la famille (¢?); de fonctions de base éléments finis P!

Nous faisons I’hypothése que la pression et le flux sont constants sur une section du puits.
Ceci implique que les fonctions de base sont choisies constantes par rapport & ’angle 0 considéré,
6 € [0,27]. Les fonctions de base dépendent alors seulement de la variable axiale [ le long du
puits :

pr(1,0) = @t(1), V0 € [0,2].

Le puits est donc discrétisé en segments de longueur Al; tels que :

Ny —1
Al22l2+1_lla7/:]-a7Nwa‘veCL: Z AZZ
i=1
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Les fonctions de base sont alors définies comme suit :

Pouri=1": 1—1
—lit1 .
R sil e[l liy1],
) =19 li—lin irtiza)
0 ailleurs.
Pouri=2,..., Ny —1:
l—1;—1 )
h W sil€[li—1,1],
e (l) = % sile [l lita],
i~ bit1
0 ailleurs.
Pour ¢+ = Ny :
l—1;—1 )
- l lzf ;li 9
Ay =1 f=iy el
0 ailleurs .

Dans notre cas particulier, la pression est connue le long du puits, mais dans le cas général,
la pression, aussi bien que le débit, seront tous les deux inconnus. En vue du cas général, nous
écrirons les équations intégrales comme si la pression était inconnue, et nous rajouterons ensuite
Ny équations pour compléter le systéme, écrites sous la forme :

p(lz):pw’ izl?"'aNW’

ou bien :
p(ll) = Pw; et p(ll-i-l) :p(l2)71:177NW_1

Les deux inconnues p et ¢ seront désormais notées dans ce chapitre conformément aux nota-
tions adoptées dans le chapitre 2, respectivement ¢ et v. On exprime les deux inconnues dans la
h i
base (¢ )i=1,Ny

Nw
px) = > pieha),
j=1

Nw
Ya) = Y viela).
j=1

On reporte ces expressions dans 1’équation intégrale, que I’on multiplie ensuite par une fonction
de base go?, et on intégre a nouveau sur I'y,. On obtient alors le systéme discrétisé suivant :

1
(5 Mij + Hij)p; — Sija; = 0,
avec la convention de sommation d’Einstein, et avec :
M;; = M) (x)d
iy - Pi ('T) gpj (‘T) 7(‘7:)7

Sij = %/w/ww?(x)w?(y) L iy(y) dr (@),

|z — |

Hy = % /w /Fw w?(x)wﬁ(y)a%y (ﬁ) dy(y) dy(z).
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L’intégrale M;; est facile a calculer, mais les intégrales S;; et H;; sont faiblement singuliéres.
Dans la section suivante, nous verrons parmi les principales étapes du calcul, comment s’effectue
le passage de l'intégrale sur le cylindre ', & une intégrale sur une ligne. Ce n’est pas la frontiére
I',, qui est approchée par un segment (c’est pourquoi nous notons toujours I'y,, et non pas I'?),
mais l'intégrale sur la frontiére cylindrique I',, qui est approchée analytiquement. Les calculs
complets de ces trois intégrales figurent en annexe B.

4.2 Méthode d’approximation du puits par une ligne

Le puits de rayon 7, et de longueur L va étre discrétisé en morceaux cylindriques de rayon
ry et de longueur Al = lp41 — lg, pour k= 1,..., Ny — 1, tels que Z]kV:Wfl Al = L.
Nous allons approcher ces morceaux cylindriques par des segments.
La principale difficulté pour passer d’un cylindre & une ligne est que la normale n’est pas définie
en 1D.
La méthode d’approximation repose d’une part sur I’hypothése que les fonctions de base go?,
i = 1,..., Ny, sont indépendantes de l'angle 6, § € [0,27], et d’autre part sur ’hypothése
suivante :

(H1) T << Alg, pourtout k=1,..., Ny — 1.

L’hypothése (H;) est physiquement justifiée par 'importante différence d’échelle entre le rayon
du puits r, et la longueur du puits L (on rappelle que le rayon du puits est de l'ordre de quelques
centimeétres alors que la longueur du puits se mesure en kilometres). Cette différence d’échelle est
tellement importante que le rayon r,, du puits est aussi négligeable par rapport aux éléments de
longueur Alg, k =1,..., Nyy—1, pourvu que la discrétisation le long du puits ne soit pas trop fine.

Nous allons voir comment appliquer ’hypothése (H;) dans les principales étapes du calcul.
La méthode étant exactement la méme pour les deux intégrales S;; et H;;, nous I'exposerons ici
uniquement pour le calcul de H;;. Le lecteur trouvera en annexe B tous les détails des calculs
des deux intégrales. Nous présentons aussi cette méthode dans [29] et [58].
Dans un premier temps, nous nous limitons au cas d’un puits horizontal. Les calculs peuvent
s’adapter aux puits complexes.

Nous nous proposons donc de calculer :

Hyj = % /w /w ol (x) @?(y)a%y <|xiy|> dy(y) dry(x).

On a: 3( 1 >:_w

ony \ |z -y lz —y®

Apres étre passés en coordonnées polaires, et aprés quelques simplifications (voir annexe B),
I'intégrale H;; s’écrit :

L L /2 272 sin?6 df
H;; zzrw/ gp?(l')dl'/ gp?(l)dl/ — — 7
0 0 0 [4rg sin®0+ (1—1)7]

Pour des raisons purement techniques, il est plus aisé d’intégrer tout d’abord par rapport aux
variables [ et I’, et ensuite par rapport a 6.
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Commencons donc par calculer :

L L 272 sin20
Tn, (6) = / Ay dl / A1) dl w .
’ 0 o T [ar2 sin20 4 (1 - 1)2)*?

Sii<j—2o0ui>j+ 2, cette intégrale ne présente aucune singularité.
Nous traiterons tout d’abord le cas oli ¢ < j — 2 ou ¢ > j 4 2, puis dans un second temps le cas
ounj—2<i<j+2.

4.2.04 1°cas:i<j—2o0ui>j+2

Intégration par rapport a 1 et I’ : On commence par intégrer par rapport a [ et I’, et on
note : a? = 272 sin%0.

D’aprés 'hypothése (Hy), et comme i < j—2 oud > j+2, le terme 2 a? est ici négligeable devant
(I —1")2. On peut donc approcher 'intégrale Iy, par:

L L a2
/ (l)dl/o gpj(l)dlm

NW 1l Nw—1 a2
— / QMUY dl Z/ (1 —.
L —1 ‘

Comme la matrice H;; est symétrique, on se place par exemple dans le cas ot i < j — 2. Ceci
nous permet de lever la valeur absolue de [ — I’
Notre intégrale devient alors :

Q

IHij (a)

m—+1 a2
Z Z Ilk]m Z/ QOZ dl/ Z / (pj
kET meg kel meJ l -1 )
avec
I:{{z’—l,i}, si2<i< Ny —2, j:{{j—l,j}, si2<j< Nw—2,
{i}, siie {1, Ny — 1}, {i}, sije{l, Ny —1}L

Il est facile de voir que chacune des intégrales I;i;,, peut se réécrire (au signe prés) par un
changement de variables sous la forme :

I (@) 1 /bik /bﬂ'm a?ss' dsds'
Co(a) = —
ham bik bjm| Jo  Jo (s =8+ citjm)?

avec biy = li — (Oilkg1 + Sikr1le) s bjm = U — (Ojmlms1 + Sjmi1lm)
Cikjm =  (Ojmlmt1 + Sjmy1lm) — (Girlp1 + ding1lr)

et 0 la fonction de Kronecker.
On remarque que Cixjm 7 0 pour @ < j —2 et i > j+ 2, et by, # 0, bjy, # 0.

On obtient alors aprés calculs :

1 (@2 Cikjm
bk bjm| 2

+ In |cigjm| — In ijm+0z‘kjm|} -

Ligjm(a) {111 |bjm + Cikjm — bix| — I |Citjm — ik

a2 bik bjm >
2 (bjm — bik + Cikjm)/
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Intégration par rapport a § : Maintenant il nous reste & intégrer par rapport & 6 :

J5- [ anna- o (=)

On obtient finalement, pour ¢ < j — 2 ou ¢ > j + 2, au signe pres :

DI

kEI meJ

NE

{Cikjm In

(bjm =+ Cikjm — bik)Cikjm ' B bik bjm }

bk Djm) b]m| (Cikjm — bik) (bjm + Cikjm) (bjm — ik + Cikjm)

4.2.0.5 2™ cas:j—2<i<j+2

Le cas ou j —2 < ¢ < j + 2 est un cas singulier : nous ne pouvons plus négliger le terme
2a? devant (I —1'), car ici (I —I') peut étre trés petit, ou méme nul. De la méme maniére que
précédemment, on peut se placer dans le cas j — 2 < 4, et écrire :

Iny(a) = > Ligjmla)

keZ meJ

- @ /zk/]m a®ss' dsds'
ol ik a = :
e ‘bzk b]m‘ 2 a® + s—s + Cikjm)z] G

La fonction I, est calculée en annexe A, elle vaut :

() = g (€(0) + G @) +ala) + Go(a) + (@)
ik Ojm
avec :

C(a) = —fla,bjm + cikjm) — f(a; Cikjm — bir)
+f(a,bjm — big + cikjm) + f(a, cigjm)

Gi(a) = fi(2a® + (bjm — bik + Cikjm)?)

C2(a) = (2a + (b im + clkjm)Q)

G3(a) = f3(2a + (=bik + Cikjm)?)

Gla) = fi(2a® + )

et les fonctions f, f1, f2, f3, et f4 sont définies dans 'annexe A.

Intégration par rapport 4 # Nous devons maintenant intégrer chacun des termes (, (1, (o,

(3, et (4, par rapport a 6.
Pour effectuer cette intégration, nous allons utiliser ’hypothése (H).

On va employer la méme méthode pour chacun des termes (y, (o, (3, et (4. Le terme ( sera traité
a part.

On peut montrer que chacune des quantités bj,, — bk + Cikjm, Djm + Cikjm, —bik + Cikjm, Cikjm
est soit nulle, soit supérieure en valeur absolue au minimum des Ag, pour k= 1,..., Ny .
Alors, dans le cas ot I'une des quantités est non nulle, on peut négliger le terme 2 a? = 472 sin?(6)
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devant la quantité concernée, d’aprés I’hypothése (H;). Alors chacune des fonctions peut étre
approchée par :

Si bjm - bzk + Cikjim 7& 07 Cl (a’) ~ fl((bjm - blk + Cikjm)z) = Cl (0)7
si bjm + Cikjm 7é 07 CZ(GJ) ~ fZ((b]m + czk]m)2) C2(0)7
si — bik + Cikjm #0, Gla) =~ f3((=bir + Cikjm)?) = (3(0),
S1 Cikjm #0, Gla) = fulc k]m) = G4(0).

Maintenant, si 'une des quantités bjm, — bir + Cikjms bjm + Cikjms —bik + Cikjm, Cikjm st nulle,
alors il est facile d’intégrer directement par rapport & 6 (voir annexe B).

Il nous reste & intégrer la fonction ¢ par rapport a 6.
Pour cela, regardons comment s’écrit la fonction f :

f(a,s) = cll;]m a’1n (s—|— 2a% + s2>.

Notons que s peut prendre les valeurs bj,, — bk, + Cikjm, bjm + Cikjm, —bik + Cikjm, OU Cikjm.-
Ici nous devons distinguer trois différents cas selon le signe de la quantité s : on considére les cas
ous>0,s5<0,ets=0.

e Si s > 0, nous pouvons négliger 2a? dans I’expression (s +V2a? + 32) d’aprés (Hy), et

donc : .
fla,s) =~ %a%n (2s).

e Si s =0, on intégre par parties.

e Si s < 0, on ne peut pas directement négliger 2a? dans ’expression <s +v2a? + 32>,

alors on multiplie par ’expression conjuguée :

2
Cikjm 2 2a >
a,8) = ——a" In a,0 a,—Ss),
flas) = 240w (——2 ) =2 f(a0) - fla
et comme —s est positif, on peut maintenant approcher f(a,—s) de la méme maniére que
précédemment, et on obtient :

Fla,s) ~ 2 f(a,0) — c’“% a®ln (~25).

Conclusion :

L’hypothése (H;p) est utilisée de maniére différente selon qu’on se situe dans le cas régulier
(1 <j—2o0ui > j+2), ou dans le cas singulier (j —2 < i < j + 2). Le cas régulier est
évidemment le plus simple : la quantité (I — ') est toujours assez grande pour que l'on puisse
appliquer I’hypothése (H;) directement et avant toute intégration.

Dans le second cas, la quantité (I —1") peut s’annuler, ce qui ne nous permet pas de négliger tout
de suite le rayon r,, devant (I —’). Nous sommes obligés d’intégrer tout d’abord par rapport
aux deux variables de longueur [ et I, et c’est ensuite qu’on pourra terme & terme regarder si on
peut appliquer I’hypothése (H;) ou non.

Finalement, grace a ’hypothése (Hp) et grace au fait qu’on suppose les fonctions de base
constantes par rapport & 6, on obtient une approximation analytique de toutes les intégrales
sur le puits. Ainsi nous pouvons réduire le puits & une ligne.
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Cas d’un puits en milieu anisotrope.

Dans le cas d’un puits en milieu anisotrope, il faudrait prendre en compte dans tous les calculs
faits précédemment (et en annexe B) le tenseur de perméabilité. Une autre possibilité serait de
transformer le milieu anisotrope en milieu isotrope, mais le puits cylindrique deviendrait alors
une ellipsoide, et tous les calculs seraient & reprendre. J. Besson dans [11], simplifie le probléme
en passant effectivement & un milieu isotrope, et en modélisant 1’ellipsoide représentant le puits
par un cylindre de rayon équivalent. Le choix de ce rayon équivalent a été discuté dans la littéra-
ture, notamment par Brigham dans [15] : ses conclusions sont valides quelle que soit la géométrie
du puits, le rayon équivalent est obtenu comme la moyenne arithmétique entre les longueurs du
plus grand et du plus petit axe de la section elliptique. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur & [11].

Dans notre cas, pour traiter les intégrales portant sur le puits en milieu anisotrope, nous appli-
querons donc les calculs effectués précédemment & un cylindre en choisissant pour r,, non plus
le rayon réel du puits, mais son rayon équivalent défini dans [11].

4.3 Validations pour un puits en milieu infini

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques obtenus pour le cas d’un puits
horizontal seul en milieu infini. Le puits est choisi de rayon 10.8 cm et de longueur 1000 m. Le
réservoir est homogéne, isotrope de perméabilité £k = 1 mD.

Nous imposons une condition de conductivité infinie sur le puits, & savoir la pression le long du
puits est supposée constante et égale 4 1 bar.
Nous résolvons donc le modéle suivant :

Ap =0 dans “Q,
p =0 a l'infini,
P =1 sur I'y,.

Nous ne disposons pas de solution analytique pour résoudre ce systéme, alors nous comparons
nos résultats & ceux obtenus par Y. Ding en appliquant la méme formulation intégrale mais en
discrétisant par une méthode de collocation.

Le puits est discrétisé en Ny — 1 = 8 segments, et en raffinant le maillage & ses extrémités, selon

la formule :
1 (i —1)m .
= 1= -~ L =1.....,Nw. 4.1
l; 5 ( cos (Nw—1>> ,  pouri oo, Ny (4.1)

La figure 4.1 montre donc le flux le long de ’axe du puits obtenu avec les deux méthodes.

Nous pouvons constater sur ce graphe que les résultats semblent concorder, notre approxi-
mation est donc satisfaisante.
Maintenant nous nous proposons de tester la convergence de notre modeéle. Nous effectuons donc
exactement le méme test, mis & part que cette fois-ci, le maillage le long du puits est régulier :
le puits est tour & tour discrétisé en 8 segments de méme longueur, puis 10, puis 20 et enfin 50.
Nous pouvons observer sur la figure 4.2 que la méthode converge bien. Les quelques irrégularités
aux extrémités du puits sont dues au fait que la discrétisation du puits est uniforme, si nous
raffinons le maillage aux extrémités du puits par la formule (4.1), nous obtenons des courbes
plus régulieres comme dans le premier test.

Ces résultats figurent dans [58] et [29].
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4.4 Conclusion du chapitre

Nous avons mis en ceuvre une approximation filaire du puits, et nous avons montré qu’elle
donne des résultats numériques tout & fait satisfaisants.
La question de l'approximation filaire dans le contexte des méthodes intégrales se pose dans
de nombreux problémes physiques, comme en électromagnétisme avec les antennes ou les fils
électriques. L’approximation filaire intéresse de nombreux chercheurs, et tout un travail théorique
sur les approximations filaires reste a faire, y compris pour notre probléme.
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Chapitre 5

Résultats numériques

Ce chapitre est consacré & tous les tests numériques effectués pour valider la formulation
intégrale choisie, et pour montrer la convergence de la méthode. Certains de ces tests ont été
publiés dans [29]. Nous avons déja validé ’approximation filaire du puits, ainsi que la formulation
intégrale dans le cas particulier d’un réservoir sans puits. Nous allons ici compléter ces résultats
par des tests numériques pour un réservoir homogéne avec un puits, ensuite pour un réservoir
stratifié sans puits, et enfin pour un réservoir stratifié avec un puits.

5.1 Réservoir homogéne avec un puits

Nous allons dans un premier temps traiter le cas d’un réservoir homogéne avec un puits. Nous
rappelons la formulation choisie pour traduire le modéle (3.1) :

g =H'q —Dp sur I'p,

p =Sq —Hp sur I'y,

p =Sq —Hp sur I',.

5.1.1 Discrétisation des intégrales mixtes

En discrétisant ce systéme d’équations intégrales par une méthode de Galerkin, on obtient
alors le systéme discrétisé suivant :

1

(5 Mz — HZIJ) q; = — Dijpj sur PD,
1
(5 M;j + Hij)p; = Sijqj sur 'y,
1
(5 My + Hij)pj = Sijq sur L'y,
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avec :

T, JT,
0 1
By = 5 f [ de >g<>5—<m_m)d%@wwam,
! 0 1
Hij = - T, Jr, C@ )C]( )87135 <\m—yl> d’)/h(y)dﬂ)/h(x%

D, - i— B(Ffw>&@>a<ﬁéa)mﬂw>mwm

4 Jp, Ong Ony

ou C@h désigne la fonction de base associée au sommet numéro ¢, c’est-a-dire soit go? si le sommet ¢
appartient au puits, soit %h si le sommet i appartient & une frontiére extérieure du réservoir (ou
a une interface pour le cas plus général d'un réservoir multi-couches). La normale est orientée
vers l'extérieur du réservoir, elle est donc orientée en particulier pour le puits vers 'intérieur du
puits.

Nous allons décomposer les quantités M;;, S;;, H;j, H;; ! et D;j en décomposant la frontiére I'y,.
On notera ', = 'Y UT% | les frontiéres extérieures F et T étant de méme nature (appro-
chées par une triangulation contrairement au puits qui est discrétisé par des segments). Nous
soulignons toutefois que ce n’est pas la frontiére cylindrique du puits que nous approchons par
une ligne, mais nous faisons une approximation analytique de l'intégrale sur le puits cylindrique
en utilisant ’hypothése (H1), et en supposant la pression et le flux indépendants de 6. C’est
pourquoi nous notons toujours I'y,, et non pas I’Z).

Pour l'intégrale M;;, il est facile de voir que :

/ Y ¢]( x)dyp(z) siles sommets ¢ et j appartiennent
ezt

4 des frontiéres extérieures,

Mi; = /F ol (x) ga?(x) d~y(z) si les sommets i et j appartiennent
au puits,
0 sinon.

On considére ici que le puits ne rencontre pas les frontiéres extérieures (ni les interfaces pour
le cas d’un réservoir multi-couches), U'intersection des supports des fonctions de base ¢Zh et gp?
est donc nulle.

On suppose par ailleurs que le puits est suffisamment éloigné des interfaces et des bords extérieurs.

Le calcul des intégrales puits / puits et bords / bords est le méme que précédemment, il ne
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nous reste donc qu’a calculer les intégrales mixtes puits / bords et bords / puits :

i = 3 [, 4@ () meae.
o= g [, devw e () swae,
(

/ 1 9 1
- L / [, @ o H) dn(y) dy(@),

Dij = % g ! (x) 83}3 (/F w?<y>a% <7|xiy|>dvh(y)> dy ().

h
ext

Comme nous avons supposé que le puits était suffisamment éloigné des autres frontiéres, les
noyaux respectifs de chacune de ces intégrales ne seront pas singuliers, et en particulier, on peut
faire rentrer le 9/9n, a lintérieur de l'intégrale sur I'" , pour l'intégrale D;;.

Nous pouvons donc, sous cette hypothése, calculer les deux premiéres intégrales doubles S;; et
H;; par intégration numeérique. Pour le calcul des intégrales Hlfj et D;;, un calcul numérique
est plus délicat, puisqu’intervient la normale au puits. Le calcul numérique ne sera précis que
si ’on considére suffisamment de directions de la normale pour chacune des sections du puits.
Or cela risque de devenir trés cotiteux numériquement. Nous calculerons donc ces intégrales par
une approximation analytique, toujours en appliquant I’hypothése (H1) que le rayon du puits
est trés petit devant la longueur du puits et la taille du réservoir, et que les fonctions de base
sur le puits sont indépendantes de I’angle 6, 6 € [0, 27].

L’approximation analytique de ces diverses intégrales est détaillée en annexe C.

Une fois ces calculs faits, nous sommes en mesure de tester un réservoir homogéne avec un
puits, et ensuite un réservoir stratifié avec un puits.

5.1.2 Tests numériques
5.1.2.1 Premier test

Nous considérons ici un réservoir homogeéne, anisotrope, de dimensions 1500 m x 500 m X
100 m (voir figure 5.1). On place au centre du réservoir un puits de longueur 1000 m et de rayon

0.108 m. Le tenseur de perméabilité K est donné par :

o 100 mD 0 0
K=|0 100 mD 0
0 0 10 mD

On impose une pression de 200 bar sur chacune des faces x = 0 m et x = 1500 m, et une
condition de Neumann homogéne (flux nul) sur les quatre autres faces. Le débit total du puits
est fixé & 100 m3/j.

Le puits est discrétisé en 20 segments, et les frontiéres extérieures en 4400 mailles (30 mailles
dans la direction x, 10 mailles dans la direction y, et 20 dans la direction z - voir figure 5.2) .

Les résultats sont comparés avec les résultats obtenus par une méthode semi-analytique,
développée par Rémy Basquet ([9]). La figure 5.3 montre la répartition des flux selon le long de
I’axe du puits.
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F1G. 5.1 — Réservoir homogéne en forme de boite.
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FiG. 5.2 — Maillage du réservoir.
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0.3 T
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— - méthode intégrale

flux (m3/ m2.j)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

I(m)

Fi1G. 5.3 — Flux le long de 'axe du puits.

Calcul de l'indice de productivité du puits : Le but de ce test numérique est le calcul de
I’indice de productivité du puits, dont on rappelle la définition :

Q

IP = — .
D — Pw

Ici, nous trouvons : p,, = 199,1745 bars. L’/ P du puits vaut alors :

100

IP =
200 — 199, 1745

= 121, 14m? /j /bar.

Avec la méthode semi-analytique, on obtient un IP de 120,77 m?/j/bar.

On obtient donc une erreur de 0,3 % sur I’ P du puits.

5.1.2.2 Second test

Nous reprenons exactement le méme cas que précédemment, mais en changeant la hauteur
du réservoir : on considére maintenant un réservoir de hauteur 300 m et non plus un réservoir
de hauteur 100 m.

Nous allons maintenant étudier l'influence du maillage sur les bords extérieurs sur 1’1 P.
La solution semi-analytique est de 180.180 m?/j/bar.

Influence du maillage des bords extérieurs : Examinons tout d’abord l'influence du

maillage extérieur sur l'indice de productivité trouvé.

Les différents maillages utilisés sont représentés par les figures 5.4 & 5.7 a la fin de la section.
On observe bien la convergence de la méthode lorsque ’on raffine le maillage, et on obtient

a partir de 2700 mailles, une erreur inférieure a 1%.
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Nombre de mailles | Figure | Nombre de segments Ir Erreur (en %)
300 5.4 20 184,54 2.4
1200 55 20 182,27 1.2
2700 5.6 20 181,935 0,9
12400 5.7 20 181,54 0,7

TaB. 5.1 — Influence du maillage des bords extérieurs sur le calcul de I’/ P.

Maillages utilisés : Nous avons construit le maillage de telle sorte que chaque coin soit le
sommet d’un seul triangle, et non pas de deux triangles. Ainsi on amoindrit les erreurs bien
connues des méthodes intégrales aux coins.
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FiG. 5.7 — Maillage 4 : 12400 mailles.
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5.2 Reéservoir stratifié sans puits

Avant de valider le cas d’un réservoir stratifié avec un puits, nous allons tout d’abord valider
le cas d’un réservoir stratifié sans puits. Pour cela, nous allons considérer un réservoir bicouche
(voir figure 5.8), avec une perméabilité différente par couche, et nous allons simuler un écoulement
linéaire vertical. Nous imposons une pression de 1 bar sur le mur du réservoir (face z = 0 m), et

500
| “
500
] SR
K
1
500 m
1000m

FiG. 5.8 — Réservoir bicouche sans puits.

une pression de 2 bar sur le toit du réservoir (face z = 500 m).

Nous observons les résultats sur la face x = 0 m : I’écoulement est bien linéaire par couche (voir
figure 5.9). Les figures 5.10 montrent que lerreur relative reste toujours en dessous de 2%.

Ces tests ont été effectués avec un maillage comprenant 550 mailles (représenté par la figure
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Ecoulement linéaire
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Fi1G. 5.9 — Ecoulement sur la face x = 0 m.

donne une erreur relative en norme L? de 0,61%. Avec un maillage plus

(198 mailles - voir figure 5.11(a)), nous obtenons une erreur relative en norme L? de
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FIG. 5.10 — Erreur relative (en %).
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(a) Maillage 1 : 198 mailles.
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F1G. 5.11 — Maillages utilisés.
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5.3 Reéservoir stratifié avec un puits

Maintenant que nous savons traiter un réservoir stratifié sans puits, et un réservoir homogéne
avec un puits, il ne nous reste plus qu’a traiter un réservoir stratifié avec un puits.
Dans un premier temps, nous allons considérer un réservoir homogéne auquel nous allons ajouter
des couches artificielles. Ainsi nous pourrons comparer la précision des résultats suivant si I’on
consideére le réservoir comme étant homogéne, ou multi-couches.
Ensuite, nous effectuerons des tests pour un réservoir stratifié avec des perméabilités différentes
par couche.

5.3.1 Comparaison avec un réservoir homogéne

Nous reprenons le second cas test du paragraphe 5.1.2. Introduisons des couches artificielles,
horizontales, d’équations z = 100 m, et z = 200 m, comme sur la figure 5.12.

5 i 100m
i K, $ 100m
L = 1000 m, r = 0.108m K, $ 100m
A S [
Kl /
500 m

1500 m

Fi1G. 5.12 — Réservoir homogéne considéré comme un réservoir comprenant trois couches.

Le réservoir homogéne est maillé par 2700 triangles, soit 15 dans la direction z, 5 dans la
direction y, et 30 dans la direction z. Pour le réservoir stratifié, le maillage est le méme : les
interfaces z = 100 m et z = 200 m sont maillées exactement de la méme facon que les faces
z=0m et z =300 m; on obtient ainsi 3000 triangles. Si nous tragons les courbes représentant
la répartition des flux obtenues dans un réservoir homogéne et dans un réservoir stratifié, elles
sont confondues (voir figure 5.13).

On peut donc remarquer que les couches artificielles dans un réservoir homogéne n’altérent pas
la précision des résultats.
Maintenant regardons ce qu’il en est pour I’/ P dans le tableau 5.2.

Nombre de mailles | Nombre de segments IP | Erreur (en %)
800 20 183,08 2.1
3000 20 181,81 0,9
7200 20 181,52 0,74
16400 20 181,46 0,71

TAB. 5.2 — Influence du maillage sur le calcul de I'1P.

On remarque tout d’abord que pour 3000 mailles, on obtient la méme erreur relative que pour
le cas homogéne avec 2700 mailles. Cela signifie que le fait d’ajouter deux interfaces artificielles
ne modifie pas la précision du résultat. Seule la taille des mailles influe, et I’on peut voir & travers
le tableau que plus le nombre de mailles augmente, plus ’erreur sur I’/ P diminue.
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FiG. 5.13 — Flux le long de ’axe du puits.

5.3.2 Réservoir avec pendage

Dans cette section, nous nous intéressons & un réservoir comprenant trois couches, et dont
les interfaces ne sont pas horizontales (voir figure 5.14).

300
K 3
200 : 195 v
puits: L =1000 m, r = 10.8 cm K,
100 m 105
K1
Om

1500 m

Fia. 5.14 — Réservoir avec pendage.

Les dimensions du réservoir sont 1500 m x 500 m x 300 m, et les tenseurs de perméabilité
sont donnés par :

1 - ]ﬁ,l = k1,2 =50 mD, ]{7173 =5 mD,

=l

=l

— Ko : ko1 = koo =100 mD, ko3 =10 mD,
~ Ks: kgy = ks = 1000 mD, k3 3 = 100 mD.

Un puits est placé au centre du réservoir, de longueur 1000 m et de rayon 0.108 m. Le puits
est discrétisé en 20 segments, avec un raffinage aux extrémités du puits. Un débit de 100 m3/j
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est imposé pour le puits. Les maillages du réservoir ont été construits de la méme maniére que
pour les tests précédents.

Par ailleurs, on suppose la pression pp = 200 bar sur les faces = 0 m, et x = 1500 m. Sur les
autres faces, une condition de flux nul est appliquée.

Pour ce cas-test, nous n’avons aucune solution de référence, car les codes dont nous disposons
jusqu’a présent ne peuvent traiter le pendage des couches. Alors nous avons effectué un test de
convergence, tout d’abord pour la répartition des débits le long du puits, sur la figure 5.15.

T
— - N=800
—— N =3000

021 q

0.22 T

0.18

e
[
12

<}
i
N

——

flux (m3/m2.j)

01 — —

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

I (m)

FiG. 5.15 — Flux le long de ’axe du puits.

Nous pouvons constater qu’avec un maillage de 800 mailles, ou bien un maillage de 3000
mailles, les courbes donnant la répartition des flux sont quasiment confondues.
D’autre part, pour I’/ P, le premier test avec 800 mailles nous donne un /P de 219,71 m?3/j/bar,
et le deuxiéme un P de 218,67 m3/j/bar.
Ces résultats, trés similaires, démontrent 1’efficacité de notre méthode pour le cas d’un réservoir
stratifié avec une géométrie quelconque.

5.3.3 Réservoir parallélépipédique avec pendage

Nous considérons ici un réservoir parallélépipédique avec pendage, comprenant trois couches
de hauteur 30 m, et de dimensions 1500 m x 500 m x 90 m (voir figure 5.16).
Les tenseurs de perméabilité sont donnés par :
1 - /{?171 = k172 =50 mD, ]{:173 =5 IIlD7

=l

=l

9t ko1 = kg2 =100 mD, ko3 =10 mD,
— Ky ks = kso = 1000 mD, ks 3 = 100 mD.

Ici la méthode semi-analytique ne peut pas s’appliquer : cette méthode est limitée & des ré-
servoirs en forme de boite. Alors nous utilisons pour la validation un code de volumes finis de
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puits
120
90 90
60 60
30 30

Fi1G. 5.16 — Réservoir parallélipédique avec pendage.

I'Institut Francais du Pétrole, qui nous donne pour ce cas-1a un IP de 200,5 m3/j/bar.

Le tableau suivant montre les résultats obtenus en raffinant le maillage :

Nombre de mailles | Nombre de segments | Figure | IP | Erreur (en %)
800 20 5.17 | 205,93 2,71
3000 20 5.18 | 201,40 0,45
7200 20 519 | 201,23 0,36

TAB. 5.3 — Influence du maillage sur le calcul de I’/ P.

En général, il est difficile de modéliser les puits, surtout les puits complexes, par la méthode
de volumes finis. La difficulté provient du fait que le maillage de volumes finis ne suit pas toujours
la trajectoire du puits et il faut un traitement particulier pour modéliser ’écoulement singulier
au voisinage du puits. Dans cet exemple, le puits est paralléle aux axes principaux de maillage
du réservoir parallélépipédique. Par ailleurs, un traitement particulier basé sur une approche
intégrale dans un milieu infini, est considéré pour la modélisation d’écoulement singulier au
voisinage du puits dans le code volumes finis de 'IFP. Pour ces raisons, la méthode de volumes
finis donne une bonne précision pour cet exemple, ce qui n’est pas le cas en général.

Ce code de volumes finis nous sert uniquement pour valider la précision de notre méthode
intégrale. Les temps de calcul ne sont pas comparés. En effet, le code de I'IFP est un code indus-
triel optimisé, contrairement au noétre qui est a 1’état académique. Les conditions de comparaison
des performances ne sont pas remplies.

Les différents maillages sont représentés par les figures ci-aprés :
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FiG. 5.19 — Maillage 3 : 7200 mailles.

5.4 Conclusion du chapitre

Nous avons montré dans ce chapitre que notre méthode intégrale permet de calculer I'/ P
du puits & 1% pres, pour des réservoirs parallélépipédiques avec ou sans pendage, multicouches,

anisotropes, et exploités par des puits rectilignes (horizontaux ou d

cs).

2

éviés

Il est bien connu que la méthode des équations intégrales permet de réduire la taille des
matrices, mais leur donne en contre-partie une structure pleine. De plus, il faut compter le

colt de calcul des coefficients. A 1’état actuel, notre code n’est pas optimisé, ni sur le plan

purement informatique, ni sur le plan de la méthodologie pour les calculs des intégrales (pour ce
dernier point, on peut signaler la méthode multipéles [23] qui permettrait sans doute une sensible
ameélioration du temps de calcul). Nous n’avons donc pas d’élément comptable pour pousser plus

loin la comparaison avec d’autres méthodes.
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Chapitre 6

Régime transitoire

Ce chapitre est consacré a ’étude de l’existence et de 1'unicité d’une solution au modéle

d’écoulement transitoire. Le modéle en temps sera traité par une transformation de Laplace.
Nous motiverons ce choix dans le paragraphe 6.4, consacré i une étude bibliographique des
différentes méthodes intégrales pour traiter 1’équation de diffusion.
Apreés cette transformation, nous obtenons & la place de l'équation de diffusion un systéme
d’équations de Helmholtz avec des fréquences complexes. Nous présentons dans le paragraphe
6.1 ’écriture du modéle obtenu avec transormation des conditions aux limites. Dans le second
paragraphe, nous donnons les démonstrations d’existence et d’unicité d’une solution pour le
probléme linéaire (conductivité infinie). Le modéle non-linéaire n’a pas été traité, néanmoins
nous présentons dans le paragraphe 6.3 son écriture sous forme d’un probléme de point fixe.

6.1 Ecriture du modéle aprés transformation de Laplace
Pour simplifier, nous travaillerons dans un milieu homoggéne, isotrope, et nous fixerons toutes

les constantes physiques (perméabilité, porosité, viscosité, et coefficient de compressibilité) a 1.
Rappelons le modéle transitoire dans le cas le plus général de la conductivité finie :

Ap(x,t) = Bp(gi, 2 pour z € Q,t € [0, 7],
p(xz,0)  =po(x) pourx e,
P =pp sur I'p x [0,77,
Ip
an =0 surI'y x[0,T7,
p(x,t) = pu(l,t) sur 'y, x [0,7], siz=(,0),1€[0,L], 6 €[0,2n],
pw(0,t)  =pur(t), t€][0,T], (6.1)
@)wT(lljt) = wq%u(l7t)7 le [OaT]7
k Op(x,t)
qu(l,t =— ——~dy(x), tel0,T],
G0 =0 T @, e
k Op(z,t)
= - — T].
Q(1) . /F T om dvy(z), tel0,T]

Gardons a l'esprit que le modéle linéaire s’écrit de la méme fagon, avec C,, = 0.

Commencgons par rappeler la définition de la transformée de Laplace.
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La transformée de Laplace d’une fonction v, L[v], si elle existe, est définie par :
+oo
o(x,s) = Lv](x,s) = / e Stu(z,t) dt seC. (6.2)
0

Désormais, nous désignerons la transformée de Laplace d’une fonction v par o.

Dans le probléme initial, la pression p n’est définie que jusqu’a un certain temps 7" > 0, on
la prolonge alors par 0 pour ¢t > T, afin de pouvoir définir sa transformée de Laplace.

D’autre part, on sait que la transformée de Laplace n’est définie que dans un demi-plan de
C : il existe une constante o € R telle que p(x, s) est définie pour s € C avec Re(s) > a. On
peut supposer a > 0.

Si I'on applique la transformée de Laplace a I’équation de diffusion, on obtient alors un
systéme d’équations de Helmholtz, pour s € C tel que Re(s) > a :

Ap(z,s) — sp(x,s) =0 pour x € Q. (6.3)

e Modéle linéaire :
Le modéle linéaire s’écrit donc dans ’espace de Laplace comme un systéme de modeéles de Helm-
holtz, pour un ensemble de s € C tels que Re(s) > « :

Ap(x,s) — sp(x,s) =0 pour x € €2,

p(z, s) =pp(x,s) pour x € I'p,

Ip(z, s) _

“on =0 pour x € 'y, (6.4)
p(z, s) = pw(s) sur 'y,

A _ 8ﬁ($, S)

Q(s) = [ T i)

e Modéle non-linéaire :
De la méme maniére, le modéle non-linéaire s’écrit dans ’espace de Laplace comme un systéme
de modéles de Helmholtz, pour un ensemble de s € C tels que Re(s) > a :

( Ap(x,s) —sp(x,s) =0 pourx€Q,
p(z, s) =pp(x,s) pourx € I'p,
LD((?:B, 5) =0 pourzely,
n
p(z, s) = pu(l,s) pour ze€ly,xz=(,0),1€]0,L], 0 €|0,2n],
ﬁw(ovs) :ﬁwf(s)7
Opw(l, ) (6.5)
7(% = Cy ) sqw(l ) sur [OvL]v
Guw(l, s) / 8p dv(z), sur [0, L],
~ Bp x s)
Q(s) = / T ()

On suppose que le domaine ) vérifie toutes les hypothéses de régularité nécessaires, & savoir
Q) est borné, de frontiére I" réguliére, {2 étant localement d’un seul coté de I'.
Dans ce chapitre, tous les espaces fonctionnels seront a valeurs dans C.
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6.2 Probléme linéaire (conductivité infinie)

On considére ici le modeéle (6.4) pour s fixé. Les démonstrations reposent sur les mémes
raisonnements que pour le probléme de régime permanent. On considére tout d’abord le cas ou
Pwy est donnée, et @ inconnu, puis le cas ol () est donné, et ot on cherche py,¢.

6.2.1 Cas ou p,; est donnée, et () inconnu

Etudions tout d’abord le cas le plus simple ot la pression p,, ¢ est donnée et ot on cherche le
débit total Q.
La pression p,, s étant donnée, on connait sa transformée de Laplace p,,; pour tout s convenable.
Considérons le modeéle sans la condition sur Q :

Aﬁ(l’,qS)—Sﬁ(I',S) =0 pOUI‘Zl’IEQ,
p(z,s) =pplx,s) pour x € I'p,
p 6.6
(z,s) 0 bour @ € Ty, (6.6)
on
p(1,0,s) = pw(s) sur I'y,.

Le nombre complexe s étant fixé, p,¢(s) est une constante. Nous pouvons donc procéder au
changement de variable : & = p — p,, . Le modele s’écrit alors :

At(x,s) — st(x,s) = sDPuws(s) pour z € (2,
zl(:n,s) :ﬁD(:UaS) _ﬁwf(s) pour = € FD’
u 6.7
dulz,s) =0 pour z € 'y, (6.7)
on
u(l,0,s) =0 sur I'y,.

Existence : On utilise le théoréme de relévement :
si pp(.,s) € HY/?(T'p), alors il existe un relévement (non unique) 7(.,s) € H(A, Q) (ou Pespace
H (A, Q) a été défini par (2.5), mais est cette fois & valeurs complexes), et > 0, tels que :

. _ | pp(x,8) = puy(s)  surl'p
(e, s) = { 0 sur I',

et [|F( 8)ll a0y < ClIBD( 8) = Pus (s ) gz,
( ('p)

On procéde alors au changement de variables : U = 4 — 7, et on obtient le modéle suivant :
AU(z,s) — sU(z,s) = —Af(z,s) + sz, s) pour z € €,
U(z,s) =0 pour x € I'p,
J 7 6.8
oU (z, s) _ _OF(z,8) pour # € Iy, (6.8)
. on on

U(z,s) =0 sur I'y,.
On se place dans ’espace V :
V= {U € HI(Q)av/FD = O’U/Fw = 0}3

muni du produit scalaire usuel dans H'(2) (complexe) :

(u,v) g1 (q) :/Qu(x) v(x) d$+/QVu(x)VF($) dx. (6.9)
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V est un sous-espace vectoriel fermé de I’espace de Hilbert H'(Q2), c’est donc un Hilbert.

La formulation variationnelle du modéle (6.8) s’écrit :
a(U,v) = L(v) pour tout v € V,
ou :

a(U,v) :/QV(?(x,s)Vﬁ(x)dm—i-S/QU(x,s)ﬁ(x)dm,

(WE;”, 8) 5(2) dry ().

Llv) =- /Q Vi(z, s)Vo(z) doe — s /Q 7(z, s)o(x) dz — /

I nous faut maintenant montrer que la forme sesquilinéaire a(.,.) est continue dans V' x V,
et coercive dans V, puis que la forme antilinéaire L est continue dans V.

- La forme sesquilinéaire a(.,.) est continue dans V' x V :
pour tout (u,v) € VxV, ona:

la(u, v)| < max(1, [s|) [[ull g1 (V] a1 (0)-

- a(.,.) est coercive sur V : on veut montrer qu’il existe une constante C' > 0, telle que, pour
tout v € V, 'on ait :
2
la(v,v)| = C [Jv]|F g

6.2.1.1 Cas ou Sm(s) #0
Par I’absurde, on suppose que :
* 1 2
Vi €N, 3un €V, oo o)l < o ol (6.10)

On peut choisir v, telle que [[v,||g1(q) = 1. La suite (v,)nen+ étant bornée dans ’espace de
Hilbert V, on peut en extraire une sous-suite, encore notée (v, ), telle que :

vy — v faible dans H'(Q),

et, comme () est borné, Iinjection de H'(f2) dans L?(Q2) est compacte, donc cette méme suite
converge fortement dans L?(Q), i.e. :

Up — U fort dans L?(Q).
D’autre part, on a, d’apres (6.10) :
|a(vy,vn)| — 0, quand n — +o0, (6.11)

or :

la(v,v)| > =(|Re a(v,v)| + |Sm a(v,v)|) pour tout v € V,

DO | —

d’ot :
Re a(vy,vy) — 0, (6.12)
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Sm a(vy, vy) — 0, (6.13)
Re a(vn,vy) = /Q |V (2)|? de + Re(s) /Q o ()% da (6.14)
Sm a(vp,v = Sm(s v (2)|? dz. .
S (o, v0) ) [ fea@)la (6.15)

On déduit alors de (6.13) et (6.15) que :
vnllL2(@) — 0,

puisqu’on a supposé que Im(s) # 0.
Il s’ensuit, d’aprés (6.12) et (6.14), que :

Vol 2@ — 0
et finalement, ||vyf1(q) — 0, donc v, — 0 fort dans H'(), ce qui implique que v = 0.

Mais d’autre part, I'hypotheése [[v,[|g1(q) = 1 entraine que |[v][z1(q) = 1, ce qui est contradictoire
avec v = 0.

6.2.1.2 Cas ot Sm(s) =0

Le cas oi Sm(s) = 0 correspond en fait au cas ou s € RT* puisqu’on a supposé que
Re(s) > 0. La coercivité de af(.,.) est alors immédiate : on a, pour tout v dans V :

a(v,v) = /Q]Vv(a:)]de—i—s/Q]v(m)]de avec s > 0

min(1, s)[|v]| %1 -

v

La forme sesquilinéaire a(.,.) est donc continue et coercive sur V x V.

e Montrons maintenant que L est une forme antilinéaire continue sur V :

Llv) = - /Q Vi(z, s)Vi(z) dz — s /Q P(z, s)0(z) do — / O, 8) 5 2 dy(w), pour v € V.

'y f‘)n
L’antilinéarité de L est évidente, reste & montrer la continuité. Pour tout v € V, on a :

L) < |mes()V? V7| 2@ IVoll2(@) + 3] mes()[Y2 1] 20y 0]l 22 ()
or(z, s)

+ | on 22 n) IVl 22y
< (14 (A Js) lmes(@)12) 11l a0l o)
< C (14 (U [s]) fmes(1Y2) 15D = Bugllysaqr) Tl o)

Conclusion : Le théoréme de Lax-Milgram nous donne alors ’existence et 'unicité d’une
solution U dans V au modéle (6.8) pour r fixé, donc I’existence d’une solution % au modele (6.7),
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sous I'hypothése que pp € H/2 (T'p). Reste & montrer 1'unicité de la solution .

Unicité : Soient u; et o deux solutions du modéle, on note @ leur différence : @ = @y — us.
Il suffit alors de montrer que le modéle suivant :

At(z,s) — su(z,s) =0 pour z € (2,

a(z, s) =0 pour z € I'p,
M =0 pour z € 'y,
on

u(z, s) =0 sur Iy,

admet comme unique solution la solution nulle, ce qui est évident.

Ceci clot la démonstration d’existence et d’unicité d’une solution U dans H'(Q) au modéle
(6.8), et donc d’une solution j dans H'(2) au modeéle (6.6), pourvu que pp € HY/?(T'p). O
6.2.2 Cas ou p,s est inconnue, et ou () est imposé

Nous allons maintenant considérer deux cas différents selon que la pression pp imposée sur
I'p est constante ou non.
6.2.2.1 1°F cas : pp constante.

On fait le changement de variables u = p—pp pour avoir une condition de Dirichlet homogéne.
Le modéle se réécrit alors, pour s convenable :

(Au—su =Spp dans €,
U =0 sur I'p,
ou
- =0 sur]jN,
On (6.16)
U =cte (=pwf—DD) sur Iy, ’
~ du(z, s)
= ——d .
Q= [ P aw)
On se place dans espace :
V ={ve HY(Q) ;v/r, = 0,v/1, = cte ou cte est une constante inconnue}.
On munit V' du produit scalaire usuel dans H*(Q) :
(u, ) () = / u(z) v(x) d$+/ Vu(x)Vo(z) dz. (6.17)
Q Q
V est un sous-espace vectoriel fermé de I'espace de Hilbert H'(Q2), c’est donc un Hilbert.
La formulation variationnelle du probléme ci-dessus s’écrit :
a(u,v) = L(v), pour tout v €V, (6.18)

avec :

a(u,v) = /QVu(x)Vﬁ(x) dx + s/ﬂu(w) v(x)dr, uw,veV,

L(v) :—sﬁp/gﬁ(x)dijQ@/Fw, velV.
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On va montrer par le théoréme de Lax-Milgram que ce probléme admet une unique solution.

e Nous avons déja vu dans le paragraphe précédent que la forme sesquilinéaire a(.,.) est
continue sur V' x V et coercive sur V.

e Montrons maintenant que la forme antilinéaire L est continue sur V :
L(v) = SﬁD/ o(z)dz + Q T/, pour v € V.
Q

Pour tout v € V, on a :

L@ < sl o] fmes(@)2 vl 20 + @1 o/,
< sl [pol mes()? o]z + QI 0]z
< (Isl ol [mes(@)2 +1Q1) [v]m -

Conclusion : La formulation variationnelle (6.18) admet une solution unique u dans l'espace
V', et s’interpréte comme le probléme aux limites :

Au — su =SPp dans €2,
U =0 sur I'p,
@ =0 sur I’
on - N
U = cte inconnue sur I'y,,
~ du(z, s)

— [ 458y
Q(s) | o)
u € HY(Q).

\

On a donc montré I’existence et 1'unicité d’une solution u dans H'(f2) au modéle (6.16), ce
qui entraine ’existence et 1'unicité d’une solution p au modéle (6.4), si pp est constante (i.e. si
pp est constante). m

6.2.2.2 2™ cas : pp n’est pas constante

Tout comme pour le probléme d’écoulement permanent dans le chapitre 2, si pp n’est plus
constante, nous pouvons montrer ’existence et I'unicité d’une solution au modéle (6.5), soit par
un théoréme de relévement, soit par principe de superposition. Le principe de superposition au-
rait aussi bien pu étre appliqué pour les démonstrations précédentes, et nous sera utile pour
démontrer 'existence et 1'unicité d’une solution au modéle non-linéaire. Nous nous proposons
donc de l'introduire ici.

La démonstration par principe de superposition sera analogue & celle effectuée pour le mo-
déle d’écoulement permanent dans le cas oll pp n’est pas constante. La solution p du modéle
(6.4) dépendant linéairement de la constante p, f, on découpe le modeéle (6.6) par linéarité en
deux morceaux, pour montrer ’existence et 'unicité d’une solution & ces deux modeles, puis on
détermine la constante p, s de maniére unique pour satisfaire la condition sur le débit total Q.
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On décompose par linéarité le modele (6.6) (qui n’est autre que le modéle (6.5) sans la
condition sur le débit total @), en deux modéles de la maniére suivante :

AFy(z,s) — s Fi(z,s) =0 pour x € ),

Fi(x,s) =pplx,s) pour z € I'p,
F:

w =0 pour x € I'y,

_ on

Fi(z,s) =0 sur T'y.

AFy(xz,5) — s Fy(z,s) =0 pour x € (2,
Fy(x,s) =0 pour z € I'p,

)2
K(,5) =0  pourzely,
_ On
Fo(z, s) =1 sur I'y,.

Il est évident qu’alors : p = Fy + Dwf Fy.
On peut facilement démontrer en suivant la méme démarche que pour le modéle (6.7) que

les deux modéles ci-dessus admettent une solution unique F; et Fy dans H'(Q). Pour obtenir
I'existence et 1'unicité de p, il nous reste & déterminer p,,r de facon a satisfaire la condition de

débit total imposé :
A _ 815(.%, 5)
Q= [ T arw)

On obtient alors :

(6.19)

sous réserve que l'intégrale :

. OF
I = / OBAL,5) g
" n
soit non nulle. .
La non-nullité de l'intégrale I s’obtient par une démonstration analogue & celle de la non-nullité
de l'intégrale I dans le chapitre précédent, en travaillant dans le nouvel espace V = H'(Q). O

6.2.3 Conclusion

Nous avons réussi & étendre les résultats d’existence et d’unicité du cas permanent au cas
transitoire. De plus, il est évident que la solution dépend contintiment des données, le modéle
linéaire en régime transitoire est donc bien posé dans ’espace de Laplace. Nous aurions pu aussi
appliquer les mémes démonstrations directement dans I’espace en temps. Il nous reste maintenant
& étudier le cas transitoire avec la condition de conductivité finie.
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6.3 Probléme non-linéaire (conductivité finie)

Nous considérons le modeéle (6.5) dans l'espace de Laplace :

( Ap(x,s) —sp(x,s) =0 pourzxz e
p(z,s) =pp(z,s) pourzelp
8p((93;, °) =0 pourxely
p(x, s) = pw(l,s) pourxz ey, xz=(1,0),1€]0,L], 0 €|0,2n],
%HJN(O’ZS) = pwf(s)a
% = CuyGuw(l,.) *s Gu(l,.) sur Ty,
. _ Ip(z, s)
Guw(l, s) = /Fw’l o dy(x), sur Ty
~ _ op(x, s)
) - [ Tt i)

w

L’étude de 'existence et de 'unicité d’une solution & ce modéle n’a pas encore été traitée,
mais nous pensons que nous pouvons l’obtenir par une méthode analogue que pour le cas per-
manent, par le théoréme de Schauder.

La difficulté supplémentaire est ’apparition d’un produit de convolution dans I’équation de perte
de charge.

6.3.1 Ecriture du probléme de point fixe

Nous allons poser le probleme de point fixe dans le cas ol la pression au bout du puits p, ¢
est donnée. Cela correspond donc au cas ol on cherche le débit total Q.

L’équation de perte de charge peut s’écrire :

- - - 6.20
3s) = Cu [ (@ult, ) s dult,) d, (6:20)
0 S
avec Py f(S) = Puw(0, s) indépendante de 6.
Le modéle devient alors :
( Ap(z,s) — sp(x,s) =0 pour z € (2,
p(z,s) = pp(z,s) pour x € I'p,
% =0 pour z € 'y,
n
p(x, s) = pw(l, ) pour z € I'y,,x = (1,0), 1 € [0, L], 6 € [0, 2],
Puw(0, ) = Duf(s),
ﬁw(l,s) :ﬁwf(s) —|—§(l,8) sur I'y,
1
(1, ) - cw/ <c’jw(t, )% Gult, .)) At sur Ty,
0 S
(6.21)

De la méme maniére que pour le probléme linéaire (et que pour le probléme d’écoulement
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permanent non-linéaire), on peut décomposer ce modeéle en trois morceaux :

Trouver F} tel que :
AF| — sFy; = 0 dans Q,
(11 Py =ppsurT'p,
OF,/0n =0 sur I'y,
Fi(z,s) =0sur [y,

Posons : hy = OF;
on T
Trouver Fj tel que :
AF; =0 dans €,
(1 Fy, =0sur I'p,

0F,/0n =0 sur 'y,
Fy(x,8) = puy(s) sur T'y.

Posons : hy = OFy(s) .

on e

Trouver Fj tel que :
AF3 =0 dans €,
(111" F3 =0sur I'p,
O0F3/0n =0 sur 'y,
F5(1,0,s) = g(l, s) sur T'y,.

OF:
Posons : h3(l,0,s) = 83758) . Nous introduisons 'opérateur Y défini par :
OF;
Yo
9= Bn P

Cette notation peut aussi s’appliquer pour le modeéle (I1”) :

0,

Yhuwy = on |r,’

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

Comme les frontiéres I'p U 'y et T'y, sont disjointes, on peut montrer de maniére classique que

I'opérateur Y est d’ordre 1.

Pour le modele (I1'), I'opérateur est différent, nous le noterons Y :

oF,
Tipp = — .
o=

(6.26)

Les frontiéres I'y, et I'p étant disjointes, et Fi étant nul sur I'y,, 'opérateur T est aussi régulier

que le permet la géométrie du puits.

Posons :
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Nous avons comme pour le modéle linéaire :

p=F +F+F; dou %F =hy+hy+hs et Q=Q1+Qs+Qs(9),
avec .

k[ OF k

@ = [ P = [ i) i),
k [ OF k

@ = 2 [ B aw -t [ v

k[ OF(2) ok 5
Qs(g) = ;/Fw B dv(x)—u/rw Yg(z) dy(z)

Il en découle de méme que :

t
qw(t, S) = ql(t, S) + QQ(t, S) —|—/ Tg(t,, S) dt,
0
qo(t,S)

avec
t7
q(t,s) = /TlpD(t',S)dt,,
0

t
q2(t,s) = /prf(t',s)dt'.
0

Ainsi, g est solution de l’équation non linéaire :

l ~
ils) = C, /O F(G)(t,s)dt = (UG)()

. . (6.27)
F(g)(t,s) = <qo(t,.)+/0 Tg(t’,.)dt’)t <q0(t,.)+/0 Tg(t’,.)dt’)

Nous espérons pouvoir obtenir & partir de cette équation non-linéaire, le méme genre d’esti-
mations que pour le probléme non-linéaire dans le cas de I’écoulement permanent. Les estima-
tions restent & écrire, la principale difficulté provient des estimations des produits de convolution.

6.3.2 Conclusion

Une généralisation possible du théoréme 9 page 49 démontré dans le cas du régime perma-
nent est d’essayer d’appliquer le théoréme de Schauder pour démontrer ’existence et si possible
l'unicité d’une solution au modeéle (6.21), en utilisant une démarche similaire a celle adoptée dans
le cas de I’écoulement permanent.

Nous cléturons ici la partie théorique pour le probléme transitoire. La derniére section de
ce chapitre sera consacrée 3 une revue bibliographique des différentes méthodes intégrales pour
résoudre 1’équation de diffusion, y compris bien stir la transformation de Laplace. Ainsi nous justi-
fierons dans cette section les raisons qui nous ont conduits & choisir la méthode de la transformée
de Laplace.
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6.4 Des méthodes intégrales pour résoudre I’équation de diffu-
sion : une bibliographie

Ce chapitre a pour but de passer en revue les méthodes intégrales existantes pouvant s’appli-
quer & notre type de probléme. Pour simplifier, ces méthodes seront présentées dans le cadre d’un
milieu homogene et isotrope. On s’intéresse donc a la résolution de I’équation de diffusion par
différentes méthodes intégrales, avec des conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann :

10u
T = Aw dans Q x [0,T]. (6.28)

6.4.1 Formulations intégrales classiques du probléme

On utilise classiquement la méthode des solutions fondamentales pour résoudre 1’équation
de diffusion. On peut utiliser ou bien la solution fondamentale de 1’équation de Laplace, indé-
pendante du temps, ou bien la solution fondamentale de 1’équation de diffusion, qui dépend du
temps. On présentera ici la deuxiéme approche, qui est la plus utilisée dans le milieu pétrolier.

Définition 15 On appelle solution fondamentale de l’équation de la chaleur, ou encore fonction
de Green, la solution notée G obtenue pour un terme source unitaire, soit une masse de Dirac,
sans imposer de condition auz limites ni de condition initiale :

9G(z _(937? t=7) _ AG(z —y,t —7) =0(x —y)d(t — 7). (6.29)
L’expression de G est alors donnée en dimension d par :
1 |z —yf?
Glx—-yt—7)= ——— exp(——=), t>T.
A (t — T)d At =)

On rencontre deux différents types de formulation : le premier, qui est le plus utilisé dans la
littérature (cf Kikani et Horne [46], Koh et Tiab [47], Brebbia et al., Partridge [71], Nowak [66],
Pasquetti et al. [72], Pecher et Stanislav [73]), est obtenu en intégrant ’équation de diffusion
(6.28) aprés l'avoir multipliée par la solution fondamentale de I’équation de diffusion G, puis en
appliquant deux fois le théoréme de divergence de Green, et enfin en intégrant en temps :

c(@)u( / / (au 1T Gl — gyt — 1) — uy, ) _az’t — T)> dy(y) dr

+E /Quo(y) G(z —y,t)dy. (6.30)

avec n la normale extérieure & la frontiére.
Rappelons que le coefficient ¢(z) dépend de la géométrie du domaine considéré et de l'apparte-
nance de x a la frontiére I ou non (voir Pecher et Stanislav [73]) :

o(x) dr  sixz € Q,
c(x) = . avec O(x)=¢ 2m siz el et réguliére au point =,
0 .
0 sinon,

ou # représente l'angle solide sous lequel x voit la frontiére I'. Si la condition initiale est nulle,

I'intégrale sur le domaine ne pose aucun probléme, puisqu’elle s’annule. Dans le cas ol ug est
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constante, il suffit de faire un changement d’inconnue en posant 4 = u — ug pour se ramener i
une condition initiale homogene.

Le second type de formulation s’exprime sous la forme de potentiels (cf Kress [48] et Nédélec
[63, 64]), et cette fois-ci pour tout = € Q. On note ¢ la fonction de densité du probléme (cf Kress
[48]). Les potentiels de simple couche et double couche s’écrivent de maniére analogue que pour
le probléme permanent.

— Si on suppose u continue & la traversée de la frontiére I', on définit le potentiel de simple
couche :

u(z,t) = /0 /FG(.%' —y;t — 1)y, 7) dy(y) dr, x €. (6.31)

— Si par contre on suppose la dérivée normale Ju/dn continue a la traversée de I', on définit le
potentiel de double couche :

[t [ 0G(z —y;t—T)
u(z,t) = /0 /F on, o(y, ) dv(y) dr, x € Q. (6.32)

La principale difficulté rencontrée est le terme de convolution en temps. On dispose de diffé-
rentes méthodes numériques pour traiter ce probléme.

6.4.2 Meéthodes numériques
6.4.2.1 La méthode directe

La méthode la plus naturelle pour traiter 'intégrale en temps consiste & la discrétiser en dé-
coupant U'intervalle [0, 7] en N instants (¢, )m=o,.. ~N—1, de sorte que z%;(l] tm =T et ty,—tm_1 =
At,,. C’est une méthode directe.

Par exemple pour le potentiel de simple couche, on obtient une équation discrétisée de la
forme :

n—1 tmt1
u(z,t) = Z /t /FG(.%' —y;t — 1)y, ) dvy(y) dr, pour t, <t < tpi1.

Pour calculer la solution a un instant ¢,,, on a donc besoin de stocker tout I’historique, c’est-a-dire
toutes les valeurs des fonctions ¢ a chaque instant précédent. Pour éviter d’avoir & conserver tous
ces termes, on peut avoir I'idée de reformuler le probléme & chaque instant ¢,, en prenant comme
condition initiale la solution & 'instant précédent t,_1, mais on introduit alors une intégrale sur
le domaine, et on perd ainsi tout l'intérét de la méthode intégrale.

Les méthodes directes présentent un inconvénient supplémentaire : les erreurs s’accumulent au
cours du temps (Kikani [46]).

6.4.2.2 La transformée de Laplace

Une solution pour éviter le terme de convolution en temps est d’utiliser la transformée de
Laplace L[u](s) de la fonction u(x,t) :

+oo
Llul(x,s) = u(x,s) = /0 e Stu(x, t) dt. (6.33)
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On élimine ainsi la dépendance en temps du probléme.

Cependant, une fois le probléme résolu dans ’espace de Laplace, il reste encore & 'inverser,
ce qui peut aussi cofiter cher du point de vue numérique mais on dispose aujourd’hui d’algo-
rithmes qui ont largement prouvé leur efficacité, en particulier ’algorithme de Stehfest, qui est
habituellement utilisé dans le milieu pétrolier. Par contre, aucun auteur n’indique quelles valeurs
de la variable de Laplace s on doit employer, ni combien. Liggett et Liu, 1983, [54] donnent
quelques indications sur ces choix, mais pour la méthode de Schapery. Davies et Martin, 1979,
dans [22]| ont comparé plusieurs méthodes pour inverser la transformée de Laplace, ils concluent
qu’en fait les résultats dépendent aussi de la fonction considérée, ils confirment que la méthode
de Stehfest donne de bons résultats, donc si nous choisissons la méthode de la transformée de
Laplace, nous opterons probablement pour ’algorithme de Stehfest, conformément & ce qui est
fait dans le milieu pétrolier jusqu’a présent.

6.4.2.3 Approximation directe de la dérivée en temps par différences finies

Une autre solution consiste & discrétiser directement en temps I’équation de diffusion (6.28)
par des différences finies, et de se ramener ainsi a ’équation de Helmholtz (6.34) non homogene.
Le caractére non homogéne de I’équation de Helmholtz entraine la présence d’une intégrale sur
le domaine, lourde & calculer. Ce type de méthodes, employées par Chapko et Kress [17], puis
par S. Langdon [51, 49, 50|, est développé ce paragraphe.

Les deux méthodes présentées dans ce paragraphe (méthode de Rothe et "domain embedding
method") consistent & approcher directement la dérivée en temps par des différences finies :

l Un+1 — Un

AL Duen

L’erreur commise sur 'approximation de la dérivée en temps est en O(At), ce qui implique
que le pas de temps devra étre choisi suffisamment petit pour obtenir une bonne précision.

On se raméne alors & un systéme d’équations de Helmholtz non homogeénes :
pour n =0,...,N, on a :

—Atpi1 + Pt = aPuy, (6.34)

1. Méthode de Rothe : Elle consiste a utiliser un schéma linéaire multi-pas pour approcher
la dérivée en temps (cf Lubich et Schneider [55], qui I’appliquent au terme de convolution en
temps). Chapko et Kress [17] l'ont appliquée dans le cas particulier du schéma d’Euler explicite,
ce qui les conduit au systéme d’équations d’Helmholtz (6.34) ci-dessus.

La condition initiale est supposée homogéne, et pour simplifier, on se place dans le cadre de
conditions de Dirichlet. On peut écrire le probléme sous forme matricielle :

At = 0 dans Q (6.35)

w = gsurvy (6.36)
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avec U = (UO, cee 7“N—1)T7 g = (907 cee 7gN—1)T1
—A+a} 0 0 0
—a? —A+a? 0 0
et A= 0 —a3 A+ a3 0
. . . . 0
0 0 0 —a% | —A+a%

On construit tout d’abord une solution fondamentale de ce systéme :
U(z,y) = (Yo,..., Un_1)". (6.37)

On sait que la fonction Yo(z,y) = cKo(aglz — y|), avec ¢ > 0 et K( la fonction de Bessel
modifiée d’ordre 0, vérifie ’équation de Helmholtz pour n = 0, x # y. Les propriétés des dérivées
des fonctions de Bessel modifiées d’ordre 0 nous ameénent alors & chercher les solutions W,
n=1,...N —1, sous la forme :

Vn(z,y) = Ko(awolz — y))vn(lz — y|) + Ki(aolzr — ywn(lz —yl), z #y (6.38)

ol v, et w, sont des polynémes & déterminer.
En substituant l'expression de ¥,, dans (6.35), on est alors ramené & un systéme d’équations
différentielles ordinaires du second ordre :

" 1 ! ! 2 2
—v, — ;vn + 200w, + (i, — af)vy = aivp—1

2

! 1" ’
2 —
2a9v,, — w,, + —w,, — 3 Wn + (s, —af)w, = iwp_1

r

our=|x—yl.

Dans ’article de Chapko et Kress [17], ce systéme n’est résolu que dans le cas ou le pas de

temps reste constant. On note alors a :=qp :=...:= ay_1. La solution est donnée par :
(3] (23]
2 2k+1
vn(r) = A 2kT k wp(r) = Z A 2k417 ket (6.39)
k=0 k=0

ou [.] désigne la partie entiére d’'un nombre et les coefficients a,, ;, vérifient :

«
Ann = %anfl,nfly n=1,...,N, (640)
1 k+1
(ani- = ﬂ{4[T]Qan,k+l + OZQCLn_l’k;_l}, k =n — ]., ceey 1. (641)

On peut choisir arbitrairement les coefficients a, o, par exemple Chapko et Kress les prennent
égaux a 1. Pour chaque n, on doit d’abord calculer tous les coefficients a, i, ce qui peut devenir
trés coliteux.

Pour remédier a cela, S. Langdon fait remarquer dans sa thése que si 'on choisit de faire
varier le pas de temps, les expressions de v, et w, se simplifient énormément, et par la-méme
celle de W.

On considére par exemple le cas ol oy, # ag, pour tout n =1,..., N — 1. Dans ce cas, il est clair
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que w, = 0 satisfait le systéme pour tout n =1,..., N — 1 et v,, est une fonction constante pour
chaque n définie de la maniére suivante :

Pour résoudre le systéme (6.35)-(6.36), S. Langdon préfére utiliser le potentiel de double
couche W, défini ci-dessous, plutdt que le potentiel de simple couche, car I’analyse mathématique
de l'erreur est plus développée pour le potentiel de double couche.

Z / () 2 "(Lg .9) dy(y), =€R\T. (6.42)

La suite W), satisfait la condition aux limites (6.36) si et seulement si les fonctions de densité
qn vérifient la relation suivante :

we) + = [ Tga asty) -

—ZQm _%Z/Qm (9\Ifn W(LESC y)d'y(y), xel.
m=0

Il faut souligner qu’a chaque pas de temps, l'opérateur intégral & inverser reste le méme, et
seul le second membre change.
Si on utilise un pas de temps variable, chaque ¥,, devient tout simplement un multiple de Wy, et
on n’a besoin de calculer qu’une seule intégrale sur tout le domaine, ainsi cette méthode pourrait
considérablement réduire le cotit du schéma. Malheureusement, aucun test numérique n’a été
réalisé & ce jour & notre connaissance pour confirmer ce point.

Remarque 16 1] est prouvé dans la thése de S. Langdon que cette méthode méne en fait o la
méme solution que la méthode de Lubich et Schneider. Leur approche est pourtant différente : ils
approchent 'intégrale de convolution en temps par une méthode de quadrature, puis ils utilisent
un schéma linéaire multi-pas et la transformée de Laplace.

2. Domain embedding method : C’est la méthode utilisée par S. Langdon dans sa these.
Pour résoudre 1’équation de Helmholtz, il procéde en trois étapes : la premiére consiste & trouver
une solution particuliére, puis & résoudre le probléme homogéne correspondant sur les frontiéres,
et enfin & résoudre le probléme dans tout le domaine.

e Premiére étape : trouver une solution particuliére up :
Il utilise ce qu’il appelle “the domain embedding method”, c’est-a-dire qu’il étend le pro-
bléme sur un domaine rectangulaire fictif R tel que 2 C R. Le terme u, est prolongé
par 0 sur R\Q. Alors il peut facilement appliquer des méthodes de différences finies et de
transformées de Fourier (Fast Fourier Transforms). La seule difficulté rencontrée est 1’ap-
proximation de la solution aux points qui se situent autour de la frontiére v = OR. Elle est
levée en apportant au membre de droite un terme de correction.
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e Deuxiéme étape : résoudre le probléme homogéne correspondant :
On pose v = u — up, on doit alors résoudre le systéme suivant :

—Av+a*v = 0dans Q (6.43)
v = f—upsur~y. (6.44)

Les méthodes de collocation classiquement employées pour résoudre ’équation de Helm-
holtz (voir par exemple Kress [48]) sont limitées aux cas oul « n’est pas trop grand, i.e.
elles ne convergent pas si le pas de temps At est choisi trop proche de zéro.

S. Langdon propose dans sa thése une nouvelle méthode de collocation qui converge quand
a — oo (i.e. At — 0). Elle consiste & transformer les intégrales par un changement de
variables puis & les approcher par une variante de la formule du trapéze sur un maillage
adapté. Il obtient ainsi une convergence qui ne dépend plus de a.

e Troisiéme étape : évaluer la solution dans tout le domaine :
On peut utiliser directement la formule suivante :

o) = [{Grwce s v b powr s e, (649

mais le colit numérique de calcul de cette intégrale est tres cher, vu que cette intégrale
doit étre évaluée a chaque point du domaine, d’autant plus que dans notre cas, la taille du
domaine est trés importante.

S. Langdon remédie & ce probléme en utilisant une méthode basée sur celle de Mayo : 1’idée
consiste & évaluer la solution directement pour un petit nombre de points bien choisis prés
de la frontiére, puis d’étendre la solution au reste du domaine par un fast solver. Pour
traiter les singularités des intégrales aux points x situés prés de la frontiére ~, il emploie
une meéthode d’extraction (Schulz, Schwab et Wendland [77]) basée sur une représentation
en série de Taylor & partir des dérivées normales.

Conclusion : Ce type de méthodes consistant & approcher directement la dérivée en temps
par différences finies pour obtenir ’équation de Helmholtz nécessite le calcul d’une intégrale
sur le domaine, qu’il faut alors mailler. Ceci présente un inconvénient majeur dans notre cadre
d’application : il faudrait raffiner le maillage autour du puits comme pour les méthodes d’éléments
finis, de volumes finis et de différences finies, afin de respecter au mieux les singularités de la
pression au voisinage du puits. On perd alors les avantages de la méthode intégrale, en particulier
la précision au niveau du puits. On perd aussi du temps CPU pour calculer l'intégrale sur le
domaine.

6.4.2.4 Meéthodes de Réciprocité Duale et de Multi-Réciprocité

Ces méthodes ont pour but d’exprimer les intégrales sur le domaine comme des intégrales sur
les frontiéres.

1. Méthode de Réciprocité Duale : Cette méthode a tout d’abord été introduite en 1985
par Nardini et Brebbia (voir [60, 61, 62]) puis développée par Brebbia et Wrobel [14]. Son but
est d’éliminer l'intégrale sur le domaine.

On rappelle la formulation intégrale de I’équation de la chaleur :

1
ciu; + / uq* dy = / qu*dy + — x / %u* ds, (6.46)
T r k Q ot
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ou*
on’

ou u* est la solution fondamentale de I’équation de Laplace et ¢* le flux associé : ¢* =

Nouvelle formulation du probléme :

La présence de l'intégrale (notée D) sur le domaine €2 n’est pas conforme & la formulation inté-
grale du probléme, et affecte sa précision. L'idée consiste donc & exprimer cette intégrale comme
une intégrale aux frontiéres.

Pour cela, on écrit la dérivée en temps sous la forme suivante :

N+P N+P

8u (x,t) Z Fla 804] t) — Z Fi(z)ad (¢), (6.47)

j=1

avec N le nombre de nceuds sur la frontiére et P le nombre de nocuds a 'intérieur du domaine
(P peut étre nul).
Les fonctions f7 sont & préciser ultérieurement.

L’intégrale D devient alors :

N+P

D=cx / Fla (6.48)

7=1

ol ¢ est un coefficient réel.

L’astuce consiste alors & trouver des fonctions 4’ telles que :
fi(z) = AW (x). (6.49)

En appliquant la formule de Green, on obtient :

dal(t)y ol (t) _jou”
5 {c,ui + FWU d’y—/ru %dfy}. (6.50)

N+P
D =cx
j=1

11 vient alors la nouvelle formulation intégrale de I’équation de diffusion :

804] . ;ou”
: +/8n dy — / o dy}. (6.51)

N+P

Ciui+/( ug* —u'q)dy =cx Z

Discrétisation de l’équation :

Il reste maintenant & discrétiser cette équation : pour cela, on procéde de maniére classique en
subdivisant la frontiére + en plusieurs éléments 7%, et sur chacun de ces éléments, on exprime les
fonctions u et ¢ dans une base de fonctions de forme donnée.

On peut alors écrire le systéme sous forme matricielle :

HU — GQ = c[HU — GQla, (6.52)
or, d’aprés (6.47), on peut écrire :

U=Fa d’on a=F'U, (6.53)
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en supposant F' inversible.
On obtient alors :
HU - GQ =CU. (6.54)

avec C = cx[H U —G@]F‘l. La dérivée en temps est alors approchée par un schéma de différences

finies :
Ou(x, t™H)  wu(w, ™) — u(x, t™)

ot Atm : (6.55)
et on aboutit enfin au systéme suivant :
(LC +H-G)U™! —Ggmt! = L ogm (6.56)
Atm At ) ’

Si on choisit un pas de temps constant, la matrice & inverser reste la méme, et seul le second
membre doit étre recalculé & chaque itération de temps.

Choix des fonctions f7 :

Les fonctions f7 doivent étre choisies de telle sorte que ’approximation (6.47) soit la plus précise
possible, qu’on puisse trouver analytiquement les fonctions 4/ qui vérifient (6.49), et telles que
la matrice F' soit inversible.

Il existe plusieurs ensembles de fonctions qui satisfont toutes ces conditions. On utilisait dans
les premiers papiers des fonctions de la distance géométrique du point considéré x; & tout autre
point du domaine z, puis ce choix a été discuté par M.A. Golberg, C.S. Chen, et H. Power,
notamment dans les articles [34, 33].

Remarque 17 D’aprés la formule (6.47), il est naturel d’écrire :

N+P

u(z,t) = Y f(z)ad (1), (6.57)
j=1

et en utilisant (6.47) et (6.28), on obtient :

N+P

g (AP @) — 2P @)@ (1) =0, (6.58)

et ceci pour tout x et pour tout t, d’ou :
. . 1 . .
AfI(z)a (t) — Ef](x)o'ﬂ (t) =0 pour tout j =1,...,N + P. (6.59)

On a alors : , ,
Aff(x) 1a/()

fi(@) K ai(t)

On aboutit alors a l’équation de Helmholtz :

.= —u? pour tout j=1,...,N + P. (6.60)

Afi(z) + p?f(z) = 0. (6.61)

Le choiz des fonctions f7 pour le cas particulier de 1’équation de Helmholtz est discuté dans
Uarticle de Aral et Tang [5].
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La méthode de Réciprocité Duale est aussi utilisée pour résoudre 1’équation de diffusion,

mais aprés un passage dans l'espace de Laplace, par S. Zhu, H.W. Liu, X.P. Lu et P. Satravaha
[84, 86, 85, 83].
D’autre part, cette méthode a déja été appliquée aux problémes pétroliers dans les travaux de
R. Archer et R. Horne [4, 1, 2], qui la comparent en temps de calcul et en précision a la méthode
appelée “Green Element Method” proposée dans les années 90 par Taigbenu [78] (voir aussi
Archer [3]). Il s’agit d’une implémentation élément par élément de la méthode intégrale, un peu
dans 'esprit des méthodes d’éléments finis.

2. Méthode de Multi-Réciprocité : A la fin des années 80, une extension de la méthode de
Reéciprocité Duale a été proposée par Nowak et Brebbia. Le but est toujours d’exprimer ’intégrale
sur le domaine {2 comme une intégrale sur la frontiére. On a :

D = Doz/uugda, (6.62)
Q

ou ug désigne la solution fondamentale. On introduit alors la fonction u] et sa dérivée normale
gi qui vérifient :

Aui = ug (6.63)
N oug
q = 5 T? . (6.64)

En appliquant le théoréme de Green, on trouve :

0 L O0u
Dy =cx /(ul f‘)z (ha)d’Y‘*’Dl, (6.65)

ou :
Dy =cx / u] A dS.
Q

On inverse alors les dérivées en temps et en espace, D peut alors s’écrire :
Dy =c¢x / uy i dS.
Q

On peut alors réitérer le procédé jusqu’a l'infini :

Aujyy = uj (6.66)
. 8u;
G = —Fg (6.67)
et on obtient : '
L0
Z ¥ / ]% s 50 ) d~y. (6.68)

En reportant cette expression dans I’équation (6.46), on obtient alors la formulation intégrale
exacte du probléme :

=1 (93q
ciu; + Z; 7 ) q] atﬂ dy = Z i A dry. (6.69)
.]:
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Les discrétisations en temps et en espace sont analogues & celles effectuées dans le cadre de la
méthode de Réciprocité Duale, bien entendu la série est tronquée. La précision de la méthode
dépend essentiellement de la convergence de la série. Pour des temps longs, la convergence est
rapide, et pour des temps courts, on n’obtient pas de résultats satisfaisants pour des pas de
temps At trop petits.

Cette méthode est plus précise que la méthode de Réciprocité Duale, mais son cotit numérique
est plus élevé.

Conclusion sur ces deux méthodes : Les méthodes de Réciprocité Duale ou de Multi-
Réciprocité semblent trés attractives pour notre probléme, du fait qu’elles permettent une écriture
du probléme exclusivement grace a des intégrales sur les frontiéres.

Cependant, nous émettons quelques réserves quant a l'utilisation de ces méthodes, car bien
qu’elles soient apparues dans les années 80, leur analyse mathématique est trés peu développée
& ce jour.

6.4.3 Conclusion et méthodologie retenue

Chacune des méthodes présentées dans ce chapitre a été appliquée dans le milieu pétrolier,
exceptée la méthode de S. Langdon.

Cette derniére méthode, désignée sous le nom de “domain embedding method”, semble théo-
riquement intéressante du point de vue temps CPU, mais lourde & implémenter. Par ailleurs,
I’application numérique & 1’équation de la chaleur n’a pas été poursuivie, ce qui ne nous garantit
pas de bons résultats.

D’autre part, nous avons déja exposé les raisons qui nous poussent & écarter les méthodes de
Réciprocité Duale et de Multi-Réciprocité, pourtant attrayantes au premier abord.

La méthode de la transformée de Laplace, quant & elle, est aujourd’hui devenue une approche
classique et efficace du probléme de la diffusion dans le domaine pétrolier. Elle se détache lar-
gement de la méthode directe au niveau temps de calcul, et fournit une bonne précision. C’est
pourquoi notre choix s’est orienté vers cette méthode.

6.5 Conclusion du chapitre

Nous venons donc de justifier par une revue bibliographique des méthodes intégrales exis-
tantes pour traiter le probléme de diffusion notre choix de la méthode de la transformée de
Laplace.

Nous avons par ailleurs démontré que le modéle en régime transitoire était bien posé pour la
condition de conductivité infinie sur le puits (condition linéaire). Nous avons posé le probléme
de point fixe pour montrer ’existence et 'unicité d’une solution au modéle non-linéaire, mais ce
travail n’a pas pu étre réalisé pendant la thése, faute de temps. Ceci figure parmi les perspectives
de la theése.
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Conclusion

L’objectif de la thése a donc majoritairement été rempli : nous avons développé et implémenté
une nouvelle méthode intégrale pour simuler I’écoulement dans les puits horizontaux dans des
réservoirs stratifiés de géométrie quelconque.

Au niveau théorique, nous avons réussi & démontrer que les modeéles linéaires (en régime perma-
nent ou transitoire) sont bien posés. Pour les modeéles non-linéaires, nous avons montré que le
modéle en régime permanent admet une unique solution, si le coeflicient de friction est suffisam-
ment petit.

Du point de vue mise en ceuvre numérique, la discussion des différentes formulations intégrales
nous a conduits au choix d’une nouvelle formulation, jamais utilisée dans le milieu pétrolier.
Nous avons par ailleurs montré que cette nouvelle formulation donne de meilleurs résultats que
celle classiquement utilisée dans le milieu pétrolier. D’autre part, nous avons mis en évidence
l’efficacité de la méthode de Galerkin, notamment pour le traitement des intégrales hypersin-
guliéres, et nous avons généralisé pour le cas anisotrope la formule analytique pour ’intégrale
hypersinguliére développée par Nédélec.

La différence d’échelle entre la taille du réservoir et le rayon du puits nous a permis de faire une
approximation filaire du puits. La méthode non-usuelle d’approximation filaire du puits donne
de trés bons résultats, et présente un double avantage. Elle permet d’une part de réduire les
calculs des intégrales sur le puits & un probléme en une dimension, et d’autre part de discrétiser
tout simplement les puits par des segments, ce qui évite de trianguler la surface cylindrique du
puits.

Les tests numériques ont été concluants pour un puits dans un milieu infini, pour un réservoir
homogéne anisotrope, ou encore pour un réservoir stratifié. Pour chacun des tests, on obtient une
bonne évaluation de I’1 P, ce qui est trés important pour les ingénieurs pétroliers, et les résultats
restent tout & fait satisfaisants, méme avec des maillages grossiers.

Cependant, les tests effectués dans le cadre de cette thése ne concernent pas des réservoirs a
géométrie trop compliquée, par défaut de mailleur. Le mailleur utilisé a été développé par nous-
mémes, et nous nous sommes limités & des cas assez simples (couches non-paralléles ou réservoirs
parallélépipédiques avec ou sans pendage). Il serait intéressant de disposer d’un mailleur plus
puissant afin de pouvoir prendre en compte des géométries de réservoirs plus complexes, et plus
proches de la réalité.

D’autre part, le cas pratique des puits complexes n’a pas été traité dans le cadre de cette thése,
faute de temps. La méthode intégrale, comme nous l'avons déja mentionné dans l'introduction,
est bien adaptée a des géométries complexes, et la méthode d’approximation filaire reste aussi
valable dans ce cas-1a. La généralisation aux puits multi-branches reste un probléme technique
de calculs. Une des difficultés que 1'on pourrait rencontrer est le puits qui traverse une couche.
Dans cette situation, la méthode intégrale reste applicable, mais la régularité géométrique pose
probléme, tant au niveau théorique qu’au niveau numérique. Son traitement pourrait constituer
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un prolongement de cette thése.

D’autre part, pour perfectionner notre méthode, il est envisageable d’appliquer une méthode
multipéles ([23]), qui permet de réduire les temps de calculs des coefficients et des produits
matrice-vecteur. Ensuite, nous pourrons implémenter le probléme non-linéaire. Du point de vue
pétrolier, 'hypothése de conductivité finie permet de prendre en compte les pertes de charge sur
le puits, et est donc plus réaliste que ’hypothése de conductivité infinie (pression constante le
long du puits) du modéle linéaire. Enfin, tous ces résultats pourront étre généralisés au modéle
transitoire par transformation de Laplace et résolution d’un systéme d’équations de Helmholtz,
puis par retour dans I’espace réel par transformation inverse. Une méthode directe reste envisa-
geable, mais il faudra alors stocker tout I’historique.

Du point de vue théorique, plusieurs questions se posent encore. Tout d’abord, pour la dé-

monstration d’existence et d’unicité d’une solution au probléme non-linéaire d’écoulement per-
manent, il serait intéressant de pouvoir lever la condition sur le coefficient de friction et les
données, ou du moins 'affaiblir. Il reste aussi & montrer l'existence et 'unicité d’une solution au
probléme non-linéaire transitoire. Nous avons posé le probléme de point fixe, et nous pensons
qu’il peut étre résolu suivant le méme schéma que pour le probléme permanent, en adaptant les
estimations avec les produits de convolution. Une autre solution consisterait & faire la démons-
tration directement dans 1’espace temps.
Enfin, nous envisageons de mettre & jour une justification mathématique de I’approximation fi-
laire du puits. Il serait vraiment intéressant de le faire, car ce probléme d’approximation filaire
est souvent rencontré dans d’autres problémes physiques, notamment en électromagnétisme, par
les chercheurs qui travaillent sur des méthodes intégrales, et reste un probléme ouvert.
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Chapitre 7

Annexe A : Calcul des intégrales
discrétes sur des triangles

Cet annexe est consacré au calcul des intégrales discrétes faiblement singuliéres et hypersin-
guliéres, portant sur des triangles.

7.1 Calcul de l’intégrale S;;

Il s’agit dans cette section de calculer :
Sij = | i) | Glz—y)yY}(y) dn(y) dn(z)
T Ty
() Yl (y)
= ———d dyp(x).
L e et i)

Cette intégrale est faiblement singuliére. Plusieurs méthodes existent pour lever la singularité
(pour une revue de ces méthodes, voir [23]). Nous choisissons d’appliquer la méthode de Hoop
utilisée dans [10], [6].

Ici nous rappellerons les principales étapes du calcul sans en développer tous les détails.

Comme nous l’avons mentionné précédemment, la frontiére I'j, se compose de triangles :
Ty, = Z T,.
k

On est donc ramenés au calcul des termes :

/ U (@) ¥ (y)
T, J T |z —y
L’intégrale intérieure est calculée analytiquement par la méthode de De Hoop quand les
triangles T}, et T}, sont proches, et numériquement quand les triangles T}, et T;,, sont suffisamment
éloignés.
L’intégration numérique est faite par une quadrature de Gauss, avec en pratique 7 points de
Gauss par triangle.

dT(y) dTy(x).

Remarque 18 1] faut établir un critére pour décider si les triangles sont suffisamment €éloignés
ou non. Le critére que nous avons adopté est le suivant : les triangles sont déclarés proches s’ils
ont au moins un sommet commun.
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Dans ce qui suit, nous allons calculer analytiquement I’intégrale intérieure. Nous verrons ainsi
comment est levée la singularité. Les fonctions de base ¢Zh étant des polynomes de degré 1, nous
aurons deux types d’intégrales & calculer, le premier correspondant aux termes P° de la fonction
de base, l'autre correspondant aux termes P!.

7.1.1 Calcul des termes P°

On doit donc calculer, & un coefficient prés :

/Tk / . Tim AT (y) dT; ().

On inverse les notations entre x et y pour respecter les notations du cours de J. Giroire [32].
Les calculs déja faits dans ce cours ne seront pas redétaillés ici.

On calcule analytiquement l’intégrale intérieure :

1
I(y) = /Tm Py dT,(x).

Premiére étape : on projette y dans le plan de T,,. Soit P le projeté de y dans le plan
du triangle 7;,,. On obtient les coordonnées de P par la relation :

-

yP = Anl
A= ygl.ﬁ,

avec 77 la normale extérieure au triangle T, :

Sl_SQ A 51_53
HSl_SQ A S{Sg” ’

n=

et S1, 59,53 les sommets du triangle T),.
On pose : h = ‘y_]b‘ On doit alors calculer :

1
I(y) = aT(y).
g /T\/h2+\a:—P|2 g’

On va décomposer cette intégrale en une somme algébrique d’intégrales du méme intégrande sur
des triangles issus de P. On verra dans la prochaine section comment calculer l'intégrale issue
de P.

Plusieurs cas particuliers se présentent alors :

1. le point P est a 'extérieur du triangle,

2. le point P est a l'intérieur du triangle,

3. le point P appartient & 'une des droites engendrées par les arétes,

4. le point P est un des sommets.
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Si le point P est 'un des sommets, on a une seule intégrale & calculer.

Si le point P est & l'extérieur du triangle (fig. 7.1), on a trois intégrales a calculer. Deux cas
de figure se présentent alors selon qu’un des sommets, par exemple Sy, est intérieur ou non au
triangle (PS2S3). Si aucun sommet n’est intérieur au triangle issu de P (fig. 7.1(a)), alors on
aura une intégrale a soustraire des deux autres. Sinon (voir fig. 7.1(b)), on aura deux intégrales
& soustraire a une autre.

(a) Cas 1 (b) Cas 2
Fig. 7.1 — Cas ol P est extérieur au triangle

Si le point P est a l'intérieur du triangle (fig. 7.2), on a encore trois intégrales a calculer, et
ici les trois contributions s’ajoutent.

S,
S

Fig. 7.2 — Cas ou P est intérieur au triangle

Si le point P appartient a I'une des droites engendrées par les arétes du triangle (fig. 7.3),
on a deux intégrales a calculer. On les somme si P appartient a l'aréte (fig. 7.3(a)), mais on en
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soustrait une si P est extérieur a l'aréte (fig. 7.3(b) et 7.3(c)).

S,

(a) Cas 1

(b) Cas 2 (c) Cas 3

Fi1G. 7.3 — Cas ou P appartient 4 la droite engendrée par une aréte du triangle.

Comment déterminer chacun de ces cas particuliers ?
Si 'on souhaite déterminer chacun de ces cas particuliers, on devra procéder a une série de tests
assez coliteuse numériquement. Une solution consiste & chercher les coordonnées barycentriques
a;(P),i=1,2,3 du point P dans le triangle (5752S53). Le signe des coordonnées barycentriques
par rapport & chacun des sommets donne alors le signe de l'intégrale correspondante :

I(y) = sgn(an1 (P))I(PS253) + sgn(az(P)) I(PS351) + sgn(asz(P)) I(PS152),

ou la fonction sgn est définie par :

+1 sis>0
sgn(s) =¢ —1 sis<0
0 sis=0

et l'intégrale I(PS;S;+1) désigne l'intégrale sur le triangle de sommets P, S;, Si+1, @ = 1,2, 3.

2éme gtape : calcul de I’'intégrale de sommet P. On note 7 le triangle de sommet P. On
suppose par exemple que T est le triangle de sommets P, S1, So.
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On projette P sur la droite (S153). Soit H cette projection. On obtient le point H par les
relations :

S1H = 11515,
5152 SlP

M =
it

Le point H peut se situer entre les points S et S2, ou bien a l'extérieur du segment [S7.55],
ou encore coincider avec I'un des sommets S ou Ss.
Sa position va déterminer les signes des contributions des deux intégrales (I'une portant sur le
triangle (PS1H), 'autre sur le triangle (PSyH)). Pour obtenir les signes des contributions des
intégrales, on utilise de la méme maniére que pour les intégrales de sommet P le signe des coor-
données barycentriques de H par rapport a S et Ss.

On exprime alors en coordonnées polaires de centre P l'intégrale & calculer :

J = / /cos@ rdrdf
Vh2 +1r2

ou p = ‘P_H‘

Le calcul de cette intégrale est détaillé dans [32], on obtient :

Ji = K;—ho;
3 . h sin 0 '
avec K; = |pln (\/h2+p2+p2tan 0+ p tan9> + hArcsin [ ——
/h2_|_p2

7.1.2 Calcul des termes P!

On ne calcule que l'intégrale intérieure :

1
Lo dT ().
/; |z — | (=)

On décompose cette intégrale en somme de deux intégrales :

1 1
/m($a - ya)m dT () + Yo /m m dTm ().

La deuxiéme intégrale a déja été calculée dans la précédente section.
Reste maintenant & calculer :

Pour cela, on écrit que :

ﬂ:v(\x_ybsz(!x—y!) +

(|z —y]) ne.
|z — |

ong
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On est alors ramenés au calcul de deux intégrales, que 1'on peut trouver dans [32].

Calcul de l'intégrale en

Ny
0 (r—y,ng)
7o (1o = o)) = .

Or (x —y,ng) = (x — Pyng) + (P —y,n,) = (P —y,n,;) = d avec d constante, donc :

(7 — y]) dTp(2)my = d / L ().

Trm ong Trm |m - y|

Calcul du gradient tangentiel :

Sit1 )
| o= u) an@) =30 [ - al s

2
=0 i

7.2 Calcul de l’intégrale H;;

On veut calculer :
0G(x —
[ vt [ =) ) dne),
Iy Iy Ty

Pour rester en accord avec les notations de [32], on exprime 'intégrale intérieure en x et l'intégrale
extérieure en y :

L Uiw) /F h W vy () don () dyn (y)-

Et comme on a :

0G(z —y) 1 0 1 1 (z—y,ng)
ong 47 Ony, N

on doit calculer : ( )
T —Y,Nyg

- / P (y) ] ()5 doyn(x) dyn(y).-
r, JTy, T |z —y

On est donc ramenés au calcul des termes :

- [ [ @) @Y%) g1 () dTi(y).
Ty J T |z — ]

Cette intégrale est comme l'intégrale S;; faiblement singuliére, on va procéder de la méme
maniere que pour le calcul de 'intégrale S;;. On utilise la méthode de De Hoop, avec les mémes
projections, et donc les mémes cas particuliers.

On reprend donc seulement les calculs, et les cas particuliers supplémentaires.
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7.2.1 Calcul des termes P°

/Tk / w |z _y’%) AT, () dTk(y).

On va calculer analytiquement l'intégrale intérieure :

On doit calculer :

PV = [ FEZEe g ),

|z — y|

Premiére étape : on projette y dans le plan de T,,. Soit P le projeté de y dans le plan
du triangle 7;,,. On a alors :

(x_yvnﬂc) = (x—P,nx)—i-(P—y,nx) = (P_yanx)'

Ici on peut noter un cas particulier que 1’on n’avait pas besoin de considérer pour ’intégrale
Sij :siy =P (ie. h =0), alors l'intégrande est nulle car (x —y,n,) = 0.

On suppose donc dans la suite que h # 0.

Deuxiéme étape : calcul dans chacun des triangles issus de P. On remarque que
(P —y,ny) = h. On doit donc calculer :

cos 9 hrdrdf
)3/2

On intégre tout d’abord par rapport & r :

P
/ COSH ’I“d’l“ _ |:_ 1 :| COSG _ —1 + l
0 (h2+r2)3/2 NEEREAR ] e h’
2y
* cos 2(0)
d’ou :
0; —h
2
0 9 n P
cos?(0)
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Calcul de K;

92' 9 p2 71/2
K, = - h do
/0 ( - cos2<9>>

b 2 2 2 2 —1/2
= — [ (h* +p° + p° tan*(9)) " df
0

2 2\ —1/2 b P2 2 A
= —(h +[)) A <1+mtan0> do.

On fait le méme changement de variable que dans [32]

p

tan u = ————d(tan 6),
Vh? + p?
et on obtient :
1 [u d
K=—- hf+ . .
P Jo Ccos u <1 + 3 d tan2u>
p
/12 2
Posons a = J K; s’exprime alors :
P
1 [u d
Ki = __/ - 2., 2
P Jo cosu(1+a tanu)
B 1/“' cos udu
 pJo  cos?u+ a2sin’u
B 1/“' cos udu
 pJo 14 (a®-1)sin’u’
Posons v = sin uw. On a alors :
1 (% d (2 d 1 h Vi
ke [t L (5]
pJo 1+ (a®—=1)? hJo p h r /o

ﬁ—i-vQ

On revient aux variables initiales de la méme maniére que cela a été fait dans [32] :

0;
Arctan h tan 0 .
VB2 +p? £ p? tan®() | |

On peut alors remplacer le Arctan par un Arcsin :

1
Ki=—7
h

1

Arcsin M
Vh? + p?

0
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7.2.2 Calcul des éléments P!

On ne calcule que 'intégrale intérieure :
/ 2q =Y ) 4 (),
n el

On remarque pour tout z parcourant la facette T}, on a :

(x —y,ng) = (P —y,ny) = d constante.

On va donc calculer :

—d /Tm _Ta T (x) = —d /Tm @a=Ya) om0y 4+ 4 /m —EZY ) g,

3 3
jz —y° |z —y] |z —y]
On a déja calculé la deuxiéme intégrale (IJV).
I1 nous reste donc a calculer : ( )
Ta — Y,
/ o = Vo) 4y ()
Tm |:U - y|

Pour cela, écrivons que :

— - 1 - 1 0 1
3
|z — g |z — y |z — ] ong \ |z —y

0 ( 1 )n_;:(x—y,nx)n_%’

ong |z — y| |x—y|3

on obtient alors :

- 0 L ~ DN
Mg — ATy, (x) = —ny Iy .
[ oo () o) = -

Calcul du gradient tangentiel :

/ ) <_#> dT, (x)—ZQ: /Si“;lymd(s.s )
o N eyl T T & s, eyt T

D’aprés ce qui a été fait pour l'intégrale de noyau G, on obtient tout de suite I'expression du
gradient tangentiel pour y n’appartenant pas a (S5;S;+1) :

2 =
1 i i1 ;
/ 9, <_ > AT (z) = E ' log M yit+?
m |$—y| i—0 Ri +RZ‘.7_"

)

et pour y appartenant & (5;5;11), le log devient :
M

log (-), ou M :HlaX(RiJrl,RZ’), m :min(RHl,Ri).
m

Remarque 19 (Calcul de 'intégrale HZ’J) Comme les opérateurs H et H' sont adjoints l'un
de l’autre, on déduit facilement H{j de H;j :

Hij =< HY} @l >=< ' H'Y} >=Hj; = "H];.
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7.3 Calcul de l’intégrale hypersinguliére D;;

L’intégrale D;; est la plus difficile & calculer. Nédélec dans [64] a établi une formule simplifiée
de cette intégrale pour la cas d’'un milieu isotrope. Nous avons généralisé cette formule pour un
milieu anisotrope.

7.3.1 Milieu isotrope

L’intégrale D;; s’exprime par :

D=L wmx)i(/F ij»l(y)d%(y)) dn ().

0T 4 T, ong Ony
Le fait est que cette intégrale est hypersinguliére. En effet, on a :

P ()< ) gl pnle )

OOy \le —yl) |-y v —yP

Le second terme du noyau est bien intégrable car (z — y,n,) = O(|z — y[*), mais par contre,
le premier terme du second membre n’est pas intégrable. C’est pour cette raison que nous ne
pouvons pas faire passer le 9/0n, a l'intérieur de 'intégrale, sinon cette intégrale ne serait pas
définie. Alors il nous faut trouver un moyen de lever ’hypersingularité afin de pouvoir trouver
une expression de cette intégrale. Ce moyen a été trouvé par Nédélec dans [64] qui a établi la
formule suivante :

I'a h xr .ra h
Dij = _% /rh /Fh e () dyn(y) dyn(z)

|z — y|

ou 'opérateur rotr, est défini par :

ratphu =VuAn

avec n la normale extérieure & I',.

La démonstration de cette relation figure dans [64], [32].

Soulignons que cette formule est trés simplifiée : les fonctions de base ¥, i = 1,..., N étant
des polynomes de degré 1, les termes rotr, ('!(x)) et rotr, (¢§1(y)) sont constants sur chaque
triangle. Nous sommes donc réduits au calcul de S;; a un coefficient pres, et ce calcul a déja été

effectué.

7.3.2 Milieu anisotrope

Cependant, dans le cas d’un milieu anisotrope, les choses se compliquent, du fait qu’il faut
prendre en compte le tenseur K. Nous rappelons que l'intégrale D;; s’exprime pour un milieu
anisotrope (voir chapitre 2) par :

a i h T 0 0 Ar — h T
P /p o )8(?711«) </r a(?ny)G @) dw(y)) nl)
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avec :
1

(@®(x1 — y1)* + b (w2 — y2)* + (23 — y3)°)

(kykoks)1/6 (kykoks)'/6 (kykoks)1/6

et a = , b= , C=
e e e

Gz —y)=—

1/2°

Nous avons réussi a généraliser la démonstration de Nédélec & un milieu anisotrope et nous
avons obtenu la relation suivante :

Dy =g [ [ ste, 02 o, (00) 67 = ) o 4) )

avec :
- —1/2 —1/2
rotr, [u] = <K Vu> A <K n)
et :
K? 0 0
=1/2 1 12
K =0 ®?*o0 . (7.1)
0 0 K/
Preuve :

La preuve se décompose en plusieurs étapes. Nous revenons dans un premier temps en continu.
Tout d’abord, nous introduisons la notation suivante :

ov
b(u,v) = <u, 3(?n)>
1 9 O cain iy .
= Fu(ﬂc) S </F 3(?%)6‘( Y) (y)dv(y)> dy(z).

Soit  le domaine dans lequel nous résolvons notre systéme d’EDP, et Q' le complémentaire de
Q) dans R3.

e Premiére étape :
Nous pouvons écrire :

b(u,v) :/ (k}/Qaiu).(kj/Qaiv) dx.
QU
Introduisons @ défini par :

o;u € Lz(R3)
0;t = O;u dans Q et €,

ce qui permet d’écrire :
bu,v) = / (k20,4).(k20,6) da.
R3

/2.

Nous notons désormais 0; = k'~ 0;.
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e Deuxiéme étape :
Calculons 0;(9;) dans R3. 11 vient :

V¢ € D(R?), < 0;(dit), p >= —/ 0i1.0;¢ d: = —/ diu.0;¢ dx.
R3 QU
—/ du.dipdr = / div(K.Vu)pdo— < KVu.n,d >
Q) Q0
~ / du.dipdr = / div(K.Vu)¢do— < KVu.n,d >
94 Q
d’ou : 3
82(82ﬁ) = 0 dans RB

l.e.

div(Vu) = 0 dans R?.

avec divu = dyu, et (Vu); = dyu.
Donc il existe un ¢ tel que :

CIR/(%U) = rot¢ dans R3,
div(¢) =0 dans R3.

avec rotu = €ijkOjudyu,
d’ou il découle que :

b(u,v) = /]12{3 rotp.rot W du.

e Troisiéme étape :

Calculons maintenant la différence entre d;u et 9;ii. C’est évidemment un terme de bord. Il vient :

Vo € D(R?), < djit, ¢ >= | djupda = / diue dx
R3 QU

mais
/ dupdr = —/ ud;p do+ < uky*n;, ¢ >
9) Q
/ (i'ugbdx = —/ uéitbdx— < ukl-l/Zni,¢ >
Q Q
d’ol
/ diugdr = —/ ud; da+ < [u]kl-l/Zni,gb >
QuQ R3
et :

0;6 = Oyu + [u]kl-l/Qniép dans R3.

e Quatriéme étape : Les relations de compatibilité de 9;u sont bien connues :

(912u = aglu, 823u = 832u, 831u = 813u dans RB,
d’otl1 :
(912u = aglu, (923u = (932u, 831u = 813u dans Rg,

donc on a :

rot(Vu) = 0
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en effet : rot(Vu) = £ix0;0ku = 0.
Il s’ensuit que :
o~ —1/2 .
rot(Vi — [u] K~ nér) = 0.
On en déduit alors que :
.~ - —=1/2
rot(Va) = rot([u] K ndr)
R, - —1/2
ot ot(rotd) = rot([uK | nor).
Or on peut montrer la relation suivante :
div(V¢) = V(divg) — rot rote.
en effet : r(;t(ratz;)i = Eijk 5jUk avec Uy, = epim él Um
= &ijk Ekim 0 Oy U,
= Ekij Ekim 0 O ¥
= 0i10jm 05 Oy Yy — Oim 051 05 Oy iy
= 0;j0ih; — 0;0;;
= 9;05¢; — 9;9;%i
= V(divy); — div(V ),
et comme &R/(E: 0,on a:
— - —1/2 3
div(V¢) = —rot([u]K = ndr) dans R”,
et donc :
- 1 - —1/2 3
¢ = ——rot([ul/K ndr) dans R°.
T
e Cinquiéme étape :
Exprimons maintenant la forme bilinéaire b :
b(u,v) = / rotg.rot U da
R3
= / rot ratﬁ.fl dx
R3
- —1/2 1 - =1)2
= / rot([u] K nop)——rot([v]K ~ ndr)dx
R3 4 r
Posons :
- - —1/2
rotp[u] = rot([u] K ndr).
On obtient finalement :
1 rotpu(z).rotpv Y
) = = [ [ DIy i), ()
TJrJr (a®(xy —y1)° + b (22 — y2)* + (23 — y3)?)
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e Sixiéme étape :

I1 nous faut maintenant expliciter rotru. On a :

vé e (DR))?,
<rotrfu,¢ > = < rot([u ]?1/ nér), ¢ >
= < [u]_l/znép,rot(b >

= < [uldr,k; /2ni€z‘jkaj¢k >

/ 5ijk(§i(§j¢ku dx

QuUQ/

= —/ Eijk5j¢k(§iu dr+ < Eijkéj(ﬁk, kil/Qni[u] >r
QU

= / Eijk(ﬁkéjéiu dr— < 5@'jk¢k7 [au]kjl/QTL] >r .
QU

or : El'jkéiéj(ﬁk =0, et:

ijkdp0;0iu = O10qupy — D1D3ucs
+  O203u¢y — 0201ues3
+ 0301upy — O30udr
= 0.
Il s’ensuit : R .
0=0— < &P, [@'u]kj/ nj >r + < yk0jdn, k; k) nilu] >r,
soit :
< El-jk[éiu]kl-ﬂnj,(bk >r = < k1/2 [ ] Ejkéj¢k >
=1/2 - _1 2
ie. <[VuAK ng>p = nfu], rot¢ >p
= < rotp[ ], 6 >
Donc :
- ~ :1/2 /2 —1/2
rotr[u] = Vu AN K <K Vu ) <K n> (7.3)
O

Ainsi nous savons expliciter I'intégrale hypersinguliére pour un milieu anisotrope.
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Chapitre 8

Annexe B : Calcul des intégrales sur le
puits

8.1 Calcul de l’intégrale simple );;

Calcul de/ 90?(3@ SQ?(X) dry(x)

I'w

On fait un changement de variable pour passer en coordonnées cylindriques :

2T L
M) ol (x r) = h h v df.
[ d@d@ae = [T [ dadaan, s

Cette intégrale s’annule si supp ¢} " supp 4,0] (), c’est-a-dire si i < j —1lousii>j+ 1.
D’autre part, la symétrie de la matrice M est évidente. Nous calculerons donc seulement les
termes M;; pour i =jeti=j— 1.

e Sii=7j:

hyon b _ bl = 1-1)? (= li)®
/u, #i (@) s (@) d(z) = 2mry {/li—l (li = li—1)? @ /1 (li = lis1)? dl}

K3

_ 7. 3 1=k 3 ql=lin
= 21Ty [73(1 ) } + 271y, [73(l li1) ]

(li = lic1)? ]2y, (hi = li)? i,
27 Ty

= Sl —li) = = L)}

e Sii=j—1:

h h o
/F @) @) dr(x) = 2mra /l 1) oy (1) di

lz+1 _
_ 2m~w/ U=ln) (=h) g
l; l - lz+1 (lz+1 =1 )
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On obtient finalement :

2rr .. .
o (i) = (= L)} sii=j,
2rr .. .
6w(li+1—ll-) sii=j—1,
Mij =
2 . .
7T6Tw (li = lie1) sii=j+1,
0 sinon.

8.2 Calcul de 'intégrale H;;

IS S A ngy 2 (1
=3 [ [ b () s
e () e
Ony \ |z — y| |z —y|

On fait un changement de variable selon la figure 8.1.
La normale est orientée vers I'intérieur du puits (car elle est orientée vers I’extérieur du réservoir

F1G. 8.1 — Section du puits

1), donc :

ny = —e = 0
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D’autre part, v —y = (x — 2') + (' — y), avec 2’ = projeté de x dans le plan de y, et :
part, Yy

Tw T'COS 0 TCOS 0
Y= 0 |, z=| rosin@ |, /= rysiné |,
l I l
rw(cos 0 — 1)
r—y= TwSin 0 , ny.(z —y) =ry(cos § —1),
I'—1
1 1

o —y® (272 (1 —cos 0) + (I — l')Q]g/Z.

On rappelle qu’on suppose que ¥(1,0) = ¥(l), VO € [0,2x],Vl € [0, L]. On doit donc calculer :
o [T 2 rw(1 — cos ) dl dl’ df do’
Hig = 47T / / / [272,(1 —cos 0) + (I — l')2]3/2.
L’intégrande ne dépendant pas de ', et aprés réduction par symétrie et formules trigonométriques
sur l'intégrale sur 27 par rapport a 6, puis changement de variable, I'intégrale H;; peut se réécrire :

L L /2 272 sin6 df
Hi; :2rw/ gp?(z’)dz’/ gp?(Z)dz/ — 575"
0 0 0 [dry sin®0+ (1—1)%]

Pour de simples raisons techniques, on va commencer par intégrer par rapport a [ et I’. On
écrit donc :

w/2
avec : ; (9) /L h(l/) dl/ /L h(l) a 2703} Sin29
H;j; = Pi P .
! 0 o 7 [4 7’121} sin%6 + (1 — l/)2]3/2
Notons :

2 _ 9,2 2
a” =2r, sin“f.

Sii<j—2oui>j+ 2, lintégrale I,; ne présente aucune singularité.
Nous traiterons tout d’abord le cas ot i < j — 2 ou i > j + 2, et dans un second temps le cas ol
j—2<i<j+2.

8.2.1 Casrégulier:i<j—2oui>j+2

Intégration par rapport a l et I’ : calcul de Igg;(a). On reprend les notations du chapitre
4:

2

=3 Liml@) =Y / er () dl' > / e TGS (8.2)

keZ meJ keZ meJ
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avec :

I_{{i—l,i}, si2<i< Ny —2, j_{{j—l,j}, 512 <5 < Nw —2,

{i}, siie {1, Ny —1}, {7}, si j € {1, Ny —1}.
On peut écrire d’une maniére générale les fonctions de base cp?, i =1,..., Ny sur un intervalle
quelconque [lg, lk41], k=1,..., Ny — 1, par :
L=y

h
(1) =
et li — bir’

avec b = l; — (Oiklk+1 + dik+1lk), et d la fonction de Kronecker.
On effectue le changement de variable suivant :

SZl—bZ’k, SI:l/—bjm,

ol bj,, est défini de la méme facon que by, : bjm = lj — (0jmlm+1 + 6jm+1lm). Nous devons alors

calculer :
I (@) 1 /b“c /bfm a?ss' dsds'
Co(a) = —
ham bir bjm| Jo  Jo (s =8+ cikjm)?

avec Cikjm = (Ojmlm+1 + Ojm+1lm) — (Siklk+1 + Oik+1l) . Nous remarquons que cjpjm 7 0 pour
i<j—2eti>j+2 by #0, b]m;éO

e Premiére étape : intégration par rapport a s.
Par changement de variable, on peut écrire :

/bJ a’s s ds /bm SHcikim g2 §'(t + 8" — cipm) dt
/ o )3 3 :
0 (s—s'+ czk‘Jm) —8"+Cikjm t

Puis, en décomposant I'intégrande en deux parties, I'une fonction de 1/t2, et I’autre fonction
de 1/t3, et en intégrant, on obtient :

b5 a?s s ds
/0 G o) = 1(@s) + da(as) + As(a5) + Nafa, 5)
ikjm
avec : , ,
a’s' a*s'

Ala,s) = , A3(a,s') = ————,

1( ) (b]né —/ Sl/+ Cik;jm) 3( ) (55: _}'/Cikjm)
)\2(0/’ Sl) _ a” s (5 - czk;jm) ’ )\4(017 3/) o a” s (S — Czk]m)

2 (bjm — s+ Cikjm)Q 2 (—Sl + Cikjm)Q '

e Deuxiéme étape : intégration par rapport a s'.
Les fonctions A et A3, ainsi que Ay et A4, sont identiques, & la constante bj,, prés au
dénominateur. Une fois calculées les intégrales des fonctions Ay et Ay, nous pourrons en

déduire facilement les valeurs des intégrales des fonctions A3 et 4.

Pour le calcul des intégrales des fonctions A; et A3, nous allons procéder de la méme
maniére que pour l'intégrale par rapport a s’. Nous effectuons un changement de variable,
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et nous décomposons la fraction & intégrer en plusieurs morceaux de méme ordre, puis nous
intégrons. Nous obtenons alors :

bik bjm~+Cikjm a2 (b. Ciri — 1) dt
A(a,s')ds' = / (bjm + zkjm )
b

0 jm+Cikjm—bik

= —a*(bjm + Cikjm)In |bjm + Cikjm — bix]
+a?(bjm + Cikjm) 10 [Djm + Cikjm| — a® by,

Les fonctions A1 et A3 étant identiques & la constante bj;,, prés au dénominateur, on en
déduit que :

bik
/ As(a,8')ds' = —a® cipjmln [Cikgm — bik| + @* Cigjm 10 |Cikm| — a® bik.
0

Pour l'intégrale de A9, on obtient :

[ rasdra = - [ 0 ) b =0
i S 2¢2
e R
- ;b(JmeJrflcﬁj;%r)nl))J - e bjm; Cikin )y, [bjm =+ Cikjml
+ %2 bik.-

L’intégrale de A4 se déduit alors de l'intégrale de A9, de la méme maniére que 'intégrale
de A3 se déduit de celle de Aq :

bik 2 a2 cis
Ai(a,s')ds' = a—bik 4 - ikjm
) 2 2

2
a” Cikjm

In [bir — Cikjm| — In |Cikjm -

Maintenant que nous avons intégré l'intégrande de I;ijm(a) par rapport a s et a ', nous
pouvons en déduire, aprés simplifications, que :

1 a® i
Iikjm(a) { tkjm

|bik bjm] 2 (ln [bjm + Citejm — bik| — I |€irejm — bk

a2 bik bjm }

+ In |Cikjm|_ In |bjm+cikjm|> - 2(b. — bik + Cifei )
im i ikjm

La valeur de /;;j;,(a) nous donne alors la valeur de I'intégrale Iy,,(0) selon I’équation (8.2). Pour
obtenir la valeur de I'intégrale H;j, il ne nous reste plus qu’a intégrer Iy, (¢), et donc Iy, par
rapport a 6.

Intégration par rapport a 6 : D’aprés I'expression de 'intégrale I;;,,, nous avons seulement
besoin de calculer :

2 /2 : /2
/a_ = / r2 sin?(6) df = |r2 9 _ sin(26) (26) =r2
2~ Jy 2 1 .

NE
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On en déduit finalement d’apreés les relations (8.1) et (8.2), que, pour i < j—2oui > j+2,
au signe preés :

Cikim 1IN
{ ki (Cikjm — bik) (bjm + Cikjm) (bjm — bik + Cikjm

T
:iEZZw
€T meJ

(bjm + Cikjm — bik)Cikjm bik bjm }
ik bjm| )

8.2.2 Cas singulier : j —2<:i< 542

Ce cas est singulier. Ici on ne peut plus négliger le terme 2a? devant (I — ), car ici (I — ')
peut étre trés petit, ou méme nul. Pour le cas singulier, ’approximation ne se fait donc pas
directement au début du calcul avant toute intégration comme pour le cas régulier, mais elle se
fera au niveau de l'intégration par rapport & 6. Dans un premier temps, il nous faut donc intégrer
de maniére exacte par rapport a [ et I’

De la méme maniére que pour le cas régulier, on peut se placer dans le cas j — 2 < i, et
écrire :

w/2
Hij =21y, / Iy,;(0)do, avec Iy,;(0) = Z Z Likjm(a), (8.3)
0

keZ meJ

et :

; @ / ik / jm a’ss' dsds'
e |bzk bjm| [2a® + (s — s+ Cz‘kjm)2]3/2

Nous allons commencer par calculer l'intégrale I;y;,,, puis nous intégrerons Iy, par rapport a
¢ pour obtenir la valeur de H;;.
e Premiére étape : intégration par rapport a s.
Les méthodes de calcul sont les mémes que pour le cas régulier : on fait un changement
de variable, puis on décompose l'intégrale en plusieurs morceaux de méme nature, et on
intégre. On obtient :

/bjm a2 ss'ds /'bjm_s’+cikjm a2 (t + s — Clk]m) s dt
0 [2& + ( )2]3/2 — '+ Cikjm [2 a2 + t2]3/2
= M(a,s") + Xa(a, s') + A3(a, ') + Ma(a,s")

!/
5 =8 + Cikjm

avec

a?s a®s'

)\1 a/’ Sl - — s Ag a’ Sl =
( ) \/2 a? + (bjm — s+ Cikjm)2 ( ) \/2 a? + (—s"+ Cikjm)2
s (=5 + cikjm)Q

(bjm — Sl + Cikjm) Sl (—3/ + Cikjm)
2 \/2 a2 + (—S/ + Cikjm)2

)

A G,Sl = — , A a’sl =
2( ) 2\/20,2 + (b]m _s/+cikjm)2 4( )

e Deuxiéme étape : on intégre chacune des fonctions Ai, Ag, A3, et A4, par rapport a s'.
Comme pour le cas régulier, on remarque que les fonctions A1 et Az, ainsi que A2 et Ay,
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sont identiques & la constante b;,, prés sous la racine carrée du dénominateur. Ainsi on
peut déduire facilement les valeurs des intégrales de A3 et A4 & partir de celles des intégrales
de A1 et A9. Le calcul des intégrales de \; et A3 se fait par changement de variable, puis
par décomposition de 'intégrande en morceaux de méme ordre, et enfin par intégration.
On obtient alors les résultats suivants :

bik
/ Ai(a,s)ds'
0

= —a*(bjm + cikjm)In <(bjm + Cikjm) + \/2 a? + (bjm + Cikjm)2>

+a? \/2 a? + (bjm + Cikjm)?

+ a® (bjm + Citjm) In <(bjm + Cikjm — bir) + \/2 a? + (bjm + Cikjm — bik)2>

—a? \/2 a? + (bjm + Cikjm — bik)?.

On en déduit alors que :

bik
Ao(a,s") ds'
0

_ 2 2 2
= a”Cigjmn <Cz‘kjm+1/2a2+cikjm) —a ,/2a2+c?kjm

— @ Cigjm In <(Cikjm —bi) + \/2 a? + (Cikjm — bik)2> + a? \/2 a? + (Cikjm — bir)?.

D’autre part :

bik
A3(a, s') ds’
0
Lo 213/2 2 2 2
=5 (2a” + (bjm — bik + Cikjm)*)* — a \/20 + (bjm — bik + Cikjm)

1
52 a® + (bjm + Cinjm)®)*? + a® \/2 a® + (bjm + Cikjm)?

Cikjm) (bjm — bik + Cikjm)
2 2

Cikjm
+(bjm + ij) a’In ((bjm = bik + Cikjm) + \/2 a® + (bjm — bir + Cikjm)2>

—(bjm + \/2 a? + (bjm — bik + Cikjm)?

Cikjm b m T+ Cikjm
+(bjm + 2 )(] o )\/2a2+(bjm+cikjm)2

2 2
Cikjim
—(bjm + 1;] ) a*In <(bjm + Cikjm) + \/2 a? + (bjm + Cikjm)2>
bjm 2 2
t=5 (bjm + Cikjm)\/2 a? + (bjm — bik. + Cikjm)
bjm

—=5 (bjm + Cikjm)\/Q 0 + (bjm + Cikjm)*-
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I1 s’ensuit :

bik
/ \i(a,s')ds’ =
0

(2 a? + (—bir, + Cikjm)2)3/2 — a? \/2 a? + (—=big + Cikjm)?

1 /
_6 (2 CL2 + szkjm)3/2 + a2 2a? + czzk:jm

_ Cikjm (=bik + Cikjm)
2 2

.
+_”“2Jm a’In ((—bik + Cikjm) + \/2 a? + (=bi + Cz'kjm)2>

(2N

\/2 a? + (=bik + Cikjm)?

Cikjm Cikjm 9 2
+ 9 9 2a + Cz'kjm
_ Cikjm

a’ln <c,~kjm +4/2a% + C?kjm) .

Apreés simplifications, on aboutit finalement & :

I (a) 1 /bik /bjm a’ss' dsds'
tkjm |bikbjm| 0 0 [2 a + (s — s+ Cikjm)2]3/2

1 bik
= o [ e+ dala ) + Aala ) + Aafa )
ikYim 0

T (@) = —— (C(a) + C1 (@) + Ca(a) + Cs(a) + Cala)
|bzkb]m|
avec .
Cla) = —f(a,bjm + Cikjm) — f(a, Cikjm — bix)
+f(a, bjm + Cikjm — bix) + f(a, Cikjm)
Cila) = f1(20* + (Djm — bik + Cikjm)?)
C2(a) = f2(20* + (bjm + Cikjm)?)
(3(a) = f3(2a* 4+ (=bik + Cikjm)?)
Gla) = fa(26® + ;)
et :
fla,s) = cll;]m 2] (s+ 2a% + 52>
2 o B,
fils) =g+ <% I g — byg) %) Ve
fols) = g (52702 - Sam b F Gtam /5
fols) = g (572 — Cim D G /3

2
c4 .
fils) = = ()2
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Intégration par rapport 4 . Maintenant que nous connaissons la valeur de I;;,, il ne nous
reste plus qu’a intégrer I;;;,, par rapport a 6 pour trouver ’expression de H;; d’aprés I’équation
(8.3).

On note respectivement Iy1, I, Its, It4, Iy les intégrales par rapport a 6 de (1, (2, (3, (4, ¢, de
sorte que :

w/2 1
/ Liogm(6)d6 = ——— (I, + Iy + Iy + L, (8.4)
0 |bik bjm|

Jusqu’ici, nous n’avons pas encore fait d’approximation : les calculs que nous avons effectué jus-
qu’a présent sont exacts. C’est maintenant, lors de ’intégration par rapport & 6, que nous allons
pouvoir approcher certains termes en utilisant la méthode d’approximation que nous avons pro-
posée.

En appliquant ’hypothése (H1) (page 85) et la méthode décrite dans le chapitre 4, on obtient :

1. Intégration de (; :
® Si (bjm — bik + Cikjm) # 0 : on applique (H;) :

w1
Iy = ~3% \bjm—bzk-i-cikjm\g

2
7 [ Cikj Cikj bik b;
T3 ( o+t bim = ba) — = 2jm> [bjm = bire + Citgml -

® Si (bjm — bir + Cikjm) =0 : on intégre tel quel par rapport & 6. On obtient :

2
1 cikjm Cikjm bzk bjm
In=—>1 —thm bim — b)) — —E2Im )
t1 gl + ( 1 + 1 (b, ik) 5 2,

avec : 16

w?

L= [(2a2)?
L =[(2a»)Y? =2r,,
les intégrales I et Iy étant calculées dans le paragraphe 8.4.3.

2. Intégration de (s :
® Si (bjm + Cikjm) # 0 : on applique (H;) :

Cikjm (bjm + Cikjm)

1
Iy ~ (6 |bjm + Cz‘kjm!g - 1 bjm + Cikjm\> .

T

2

® Si (bjm + Cikjm) =0 : on intégre directement par rapport a 6 :
1

ItQ == 6 Il.

3. Intégration de (3 :
o Si (—bix + Cikjm) # 0 : on applique (Hy) :

Cikjm(—bik + Cikjm)
4

T (1
Iiz ~ 5 <6 | =ik + Cikjm|® — | —=bir + Cilcjm|> -
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o Si(—by+ cl-kjm) =0 : on intégre directement par rapport & 6 :

1
Itg — 6 _[1.

4. Intégration de (4 :
e Si ¢igjm # 0 : on applique (Hy) :

2

T 1 Cik;j w1
Iy ~ 5 <_6 ‘Cikjm‘g + % ‘Q’kjm‘) = §E ‘Cikjmlg'

® Si ¢ikjm = 0 : on intégre directement par rapport & 0 :
1
It4 — —6 Il.

5. Intégration de ( :

I, = Cikjm
2

<I(bjm + Cikjm) + I(Cikgm — bir) — I(bjm + Cikjm — bix) — I(Cz‘kjm)>,
avec :
I(s) = —/a21n <s—|— 2a% + 52>

w/2
= / —272sin%0 In <s + \/47"3] sin?6 + 32> de.
0

Le calcul de l'intégrale I est détaillé dans la section 8.4.1. Nous reportons ici le résultat :
e Sis>0:

I(s) = =272 1n(25) %
e Sis<O0:
I(s) =212 —252<—2 2ry) & — 28 2] 2).
(s) o In( s)4+ rwln(r)2 rw4+erln()

e Sis=0: .
I(s) = =iy In (2rw) 5 = iy + o5 In(2).

Les valeurs approchées des intégrales Iy a Iy, et I; ci-dessus, les équations (8.2) et (8.4) nous
donnent alors une approximation analytique de 'intégrale H;; dans le cas singulier.
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8.3 Calcul de l’'intégrale S;;

1 1
Calcul de S = — / / i () ¢} (y) dy(y) dy(z).
T 4r Ty JTw ’ |z —yl
La méthodologie est exactement la méme que pour le calcul de H;j, on adoptera les mémes

notations.
On effectue le méme changement de variable que pour l'intégrale H;;, ce qui donne :

Sy = o / w / @) iy, dy(y) dr(x)

o W e

et aprés réduction par symétrie, formules trigonométriques puis changement de variable dans

I’intégrale sur 6, on peut écrire :

//W/Q/ (l)dl dl’ df
47“ 51n29—|—(l—l) ]1/2'

Le cas ot I'intégrale S;; est singuliére est le méme que pour H;; : c’est le cas ot j—2 <4 < j+4-2.
Nous commencerons donc par traiter le cas ot ¢ < j—2oui > j+ 2.

La méthode d’approximation filaire va se mettre en place exactement de la méme maniére
que pour l'intégrale H;; : pour les termes réguliers, 'approximation peut se faire d’emblée, et
pour les termes singuliers, I’approximation se fera lors de l'intégration en 6, une fois que les
intégrations par rapport a [ et I’ seront calculées de maniére exacte.

8.3.1 Casrégulier:i<j—2oui>j+2

D’aprés I'hypothése (Hy) (page 85), on peut négliger le terme 2a? = 472 sin 26 au déno-
minateur de 'intégrande de S;;. On remarque alors que l'intégrale S;;, dans le cas régulier, ne
dépend plus de 0, puisque 6 n’intervenait que dans le terme négligé. Nous devrons donc seulement
intégrer par rapport a [ et [’.

On doit donc évaluer :

L L  Ah(1 h !
e (1) (1) dldl

_ wa/ oh(l Z/MH% ”dldl’

kel meJ

La matrice S;; étant symétrique, on peut se placer dans le cas o ¢ < j — 2. Par le méme
changement de variable que pour l'intégrale H;;, il vient :

SU = 7['7‘121} Z Z Iikjm

keZ meJ
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avec :

I B 1 /bik /bfm ss' dsds'
T b biml Jo Jo (5 — 8+ cingm)

8.3.1.1 Calcul de Iikjm

Premiére étape : intégration par rapport a s .
Par changement de variable, on peut écrire :

. . — !/ . .
/b] ss ds /b]m s'+Cikjm Sl(t + s — Cikjm) dt
—, p— .

o o F el s t

Apres décomposition de 'intégrande en deux morceaux puis intégration, on obtient :
bjm ss’ ds
/ T = M) (s + As(s),
0 ‘S -8 + Cikjm‘
avec :
)\1(8,) = S, bjm,
Ao(s) = & (s = cigjm) In {bjm — 8" + Cikjm

)\3(8,) = -4 (3, - Cikjm) In {_Sl + Cikjm‘ :

)

Pour trouver la valeur de I jn, et donc de S;;, il ne nous reste donc plus qu’a intégrer
A1, A2, A3 par rapport a s’.

Deuxiéme étape : intégration par rapport a s’ .

Il est immédiat que :
bik b2 bim
/ Ai(s')ds' = kI
0 2
Les fonctions Ay et A3 différent par la présence pour Ay du coefficient bj,, & 'intérieur de

la valeur absolue du logarithme népérien. Si nous savons calculer I'intégrale de Ao, nous
pourrons alors en déduire la valeur de l'intégrale de As.

Commencons donc par calculer 'intégrale de As. Par changement de variable, nous pouvons
nous ramener  :

bik bjmfbik‘i'cikjm
)\2(8’) dS/ = — / (b]m + Cikjm — t) (bj - t) In |t| dt’
b

0 ]m+cikjm

et en développant l'intégrale, on obtient :

bix bjm—bik+Cikjm bjm —bik+Cikim
No(s)ds' = _/ 2 Inft| dt +/ (2bjm + citjm) ¢ In |f] dt
b b

]m+cikjm

bjm—bik+Cikjm
—/ bj (b]m + Cikjm) In |7f| dt.
b

im+Cikjm

0 im+Cikjim



8.3. Calcul de l’intégrale S;; 163

Notons :

bjm —bik+Cikjm

H() = / In |t| dt,
b'm+cikjm

J

bjim—bik+Cikim

H1 = / t 1Il|t| dt,
bim~+Cikjm
bjim—bik+Cikim

Hy, = / t2 In |t| dt.
bim=+Cikjm

Les intégrales Hy, H; et Hs s’intégrent par parties, et valent :

Hy = (bjm — bik + Cikjm) 0 [bjrm — bik + Cikjm| + bi — (bjm + Cikjm) I |bjm + Cikjml

(bjm — bik, + Cikjm)®  (bjm — bik + Cikjm)?

Ho_ , n 5 In |bjm — b + Cz‘kjm|
bjm + Cikjm)? bjm + Cijm)”
+( im y zk‘]m) . ( Jm 5 Zk]m) In ‘bjm + Cik:jm’ )
b —b, g )3 bjm — b hjm)”
g, — - im zk9+ Cirgm)” | (Bym Zk3+ i)y, [bjm = bire + Cikjm|
bjm + Cikjm)> bjm + Cijm)®
+( im - Zk:jm) _ ( Jm 3 Zk]m) In ‘bjm + Cz‘kjm’ .
On a alors :
bik
Xao(s')ds' = —Hz+ (2bjm + Cinjm) Hi = bjm(bjm + cinjm) Ho
0

b —b. L. )3 b —b. L )3
— (bjm zk9+0uqm) _ (bjm ““3+ Cikjm) In [bjm, — bik + Cikjm

_ (Bjm +90ikjm)3 + (Bsm +3cikjm)3ln 1bjm + Cikjm]

— (2bjm + Cikjm) im = bikﬁljL =

+ (2bjm + Citjm) (bjm — bik2+ Cikjm)an 1bim — bits + Citml
+ (2bjm + CZk‘]m)W

— (2bjm + Cikjm)wln bjm + Cikjml

— bjm(bjm + Cikjm) (bjm — bik + Cikgm) I |bjm — bk + Cikjm|
— b, bjm(bjm + Cikjm) + bjm(bjm + Cikjm)Q In ’bjm + Cikjm‘ .



164 Chapitre 8. Annexe B : Calcul des intégrales sur le puits

De méme,

bik —bik+Cikjm
/ A3(s')ds' = / (Cikjm —t)t In|t| dt
0

Cikjm

—bik+Cikjm —bik+Cikjm
— _/ t2 In|t| dt + / Cikjmt In|t| dt

Cikjm Cikjm

—b, o )3 —b; kjm)>
— ( zk+clkjm) _ ( ’k+clkjm) ln\—bz’k-i-cz'kjm‘

9 3
3 3
co, . co, .
_ zlz)]m + —Zgjmln‘cikjm‘
—bik + Cikeim)> —bit + Cirim)>
_Cz’kjm( - 1 ihym) + Cikjmwln | =bik + Cikjm|
2 2
Cikjm

tCikjm—

- Cikjm%ﬂln |Cikjm] -
4 2

On en déduit alors, aprés simplifications, que :

1
Likjm = 5——— X%
ik bjm| , \ s 4
{ (bjm — bik + Cikjm)” — (bjm + Cikjm)® — (=bik + Cikjm)” + Cjm
9

bik. bjm Cikjm

- I
bim — bit + Citm)® bjm — bt + Citm)?

+ <_ ( ' zk?) zk:jm) + (2b]m+czk]m)( ' zk2 zk:jm)

—bjm(bjm + Cirjm) (bjm — bk + Cikjm)) X In |bjm — bik + Cikjml

n <(bjm + Cikjm)® (bjm + Cikjm)?

— (2bjm + Cikjm) + bjm (bjm + Cz’kjm)2>

3 2
X 1n |bjm, + ?k;m\ )
—big + Cikes —bi + Cikj
+ g% — gt 5 Y o by + ol

Cikjm

+ Tln |Cikjml }

et par la relation :

Sz'j :7'('7"121}2 Z Iikjm

keZ meJ

nous obtenons finalement une valeur approchée de S;; pour le cas régulier.
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8.3.2 Cas singulier : j —2<i<j+2

Traitons maintenant le cas singulier. On ne peut plus négliger le terme 2 a? au dénominateur
de l'intégrande de S;;. On se place dans le cas ol j — 2 < 7. On peut écrire :

w/2
Sy =202 /0 Ls,,(0) d0, avec Is, () = 5" 3 Ljm(a) (8.6)

keZ meJ

et :

ss' dsds’

( ) 1 bk pbjm
N -
ikjm |bik bjm| 0 0 [2 o2 n (5 — ¢+ Cikjm)Q] 1/2

Cette fois-ci, I;;m dépend de a, et donc de 6. Nous allons calculer de maniére exacte 'intégrale
Iikjm(a), puis nous utiliserons la méthode d’approximation filaire pour intégrer I;;;m(a) par
rapport & a (ou & 6), et ainsi obtenir une évaluation de I'intégrale S;; dans le cas singulier.

8.3.2.1 Calcul de Iikjm(a)

e Premiére étape : intégration par rapport a s.
Apreés changement de variable, on peut écrire :

b; ss ds B bjm—8'+Cikjm s (t + 5 — Cikjm) dt
2 Y L 5 Lol/2
0 [2@ + (s — 8" + Cikjm) ] 8'+Cikjm [Qa +t ]

puis en décomposant l'intégrande en deux morceaux, et en intégrant, on a :

bim ss' ds / ! ! /
1/2 :Al(a,s)+)\2(a,s)+)\3(a,s)+)\4(a,s),
0 [2 a? + (S — s+ Cikjm)2]

avec :

M(a,s') = & \/2 a? + (bjm — 8" + Cikjm)?,

Xo(a,s") = &' (s = cigjm) In <(bjm — 5"+ Cikim) + \/2 a? + (bjm — s’ + Cikjm)2> ;

)\3(0,, S,) = —4 \/2 a? + (—8/ + Cikjm)Q,

M(a,s) = — 5 (s — Cikjm) I <(—5/ + Cikjm) + \/2 a?+ (—s' + Cikjm)2> .

e Deuxiéme étape : intégration par rapport a s'.
Nous remarquons ici encore la similitude entre les fonctions A\ et A3 d’une part, et entre les
fonctions Ay et Ay d’autre part. Le calcul des intégrales de A1 et A3 parait plus simple que celui
des intégrales de A2 et A\y. Commencons donc par le calcul de 'intégrale de A;. Par changement
de variable, on peut écrire :

bik bjm—bik+Cikjm
)\1(&, S/) dS, = — / (b]m + Cikjm — t) V 2 a? + 12 dt.
b

0 im+Cikjm
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En développant l'intégrande, et en intégrant, on obtient :

bik —(b. o
/ )\1(& Sl) dS, _ ( im ‘21‘ Czkjm) (bjm - bik + Cikjm) \/2 a2 + (bjm _ bik 4 Cik:jm)2
0

— a* (bjm + Cikjm) In <(bjm — bik; + Cikjm) + \/2 a? + (bjm — bk + Cikjm)2>

1 3/2 bim + Citeim)>
+ 5 (2% + (0jm — bik + cinjm)?) = M \/2 a2 + (bjm + Cikjm)?
+ a® (bjm + Cikjm) In <(bjm + Cikjm) + \/2 a? + (bjm + Cikjm)2>
1 3/2
3 (2% + (bjm + Cikjm)?) 2.
On procéde de la méme maniére pour A3 :
bik
A3(a, s) ds’
0
—birtcikjm
— —/ ’ (—t+c,~kjm)\/2a2—|—t2dt
Cikjm
1 3/2 Ciki
= 3 (20® + (=bik + Cikjm)”) 2 % (=bik + Cikjm) \/2 a? + (=bik + Cikjm)?

— a®cigjm In ((_bik + Cikjm) + \/2 a? + (=bi + Cikjm)2>

2
1 32 | Cikg
== (202 + ) R 202 4 B+ @i I (cingm + (202 )

Pour le calcul de l'intégrale de A2, on commence par un changement de variable :

No(a,8') ds' = — / (bim + Cikjm — 1) (bjm — 1) In <t +v/2a% + t2) dt.

bjm+Cikjm

bik bjm—bik+Cikjm

0

On développe ensuite 'intégrande :

bjm —bik+Cikjm

bik
/ Aa(a,8)ds" = —bjm (bjm + Cikjm) /
0 bjim+Cikjm

bjim—bik+Cikjm

In (t+ V2 a? +t2) dt
+ (2bjm + Cikjm) / t In <t +12a? + t2) dt
bjm~+Cikjm
bjm—bik+Cikjm
— / £ ln(t+\/2a2+t2> dt.
b

im +Cikjm

Finalement, les trois primitives suivantes :

/ln (t+\/m> dt = tln <t+\/m> Yoy
2 2 2 2
[ow (e vEaea)a = (5420 )u (o vaare) - DEEEE

4 )
2

t? 1 2
/t2ln (t+V2a ) dt = Tl (t+V2a2+2) =5 20+ )" + S V2a2 422,
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nous permettent de trouver la valeur de l'intégrale de As.

De méme, la valeur de l'intégrale de \4 s’obtient aprés changement de variable et développe-
ment de l'intégrande, en fonction des trois primitives ci-dessus par la formule :

bik
/ Ai(a, s") ds'
0

—bik+cCikjm
_ cikjm/ t1n (t—|—\/2a2—|—t2> dt — /

Cikjm Cikjm

—bik+Cikjm

£1n <t 1242 +t2) dt

Apres simplifications, on obtient finalement :

, @ 1 / ik / jm ss' dsds’
ki a — [ )
ikjm |bik‘bjm| 0 0 [2 a2 + (5 e+ Cik;jm)2] 1/2

1 bik
= W / (Al(a, 5’) + )\2(61, 5’) + )\3(&, 5/) + )\4(a, Sl)) dS/,
ikUim

1
Likjm(a) = Barbom] (C(a) + Ci(a) + ¢2(a) + C3(a) + Cu(a))
ikUjm
avec :
C(a) = —f(a,bjm + cikjm) — f(a; Cikjm — bik)
+f(a, bjm + Cikjm — bir) + f(a, Cijm)
Ci(a) = fl(a 2a® + (bjm — bik + Cikjm)?)
C?(a) = (CL 2a + ( im + Cikjm)Q)
(3(a) = f3(a,2a® + (=by + cl-kjm)Q)
C(a) = fila,2a® + clk;jm)
et :
4 3 Cikim 2a?
fl(a’ 5) = § (52)3/2 + <_ cij (b]m - blk? + Cikjm) + bzk bjm - TCL) \/572
ikjm b’m_bi+i'm2
+ (bjm — bik + Cikjm) (—bz‘k bjm + I (1 — bk + Cijm) — (b; k3 Cikjm) )
X In <(b]m — b + Cikjm) + \/8_2)
4 3cikim  2a’
fola,8) = -3 (52)3/2 + <(bjm+cikjm)% - %) Vs?

+ (bjm + Cikjm)* (—cl;] + (b, 3 ki )> In <(bjm + Cikjm) + \/?)
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4 3 Cikjm 2a?
f3(a,s) = 9 (32)3/2 + ( Cf (_bik‘f‘cik‘jm)‘i‘Ta) Vs?
Cikgm | (—bik + Cikjm
+ (=bik + Cikjm)? (— l;] +( : 3 & )> In <(_bik+0ikjm)+\/§>
4 36? im 2 2 C? im
fala,s) = 9 (52)3/2+ <—%— %) Vs? + kT] In <Cikjm+\/5_2>
fla,s) = Cik%azln <s+ 2a? +32>.

On remarque qu’ici la fonction f correspond exactement & la fonction f pour le calcul de H;; et
que le terme ¢ est identiquement égal au terme ¢ de H;j.

Comme pour le calcul des termes singuliers de I'intégrale H;;, nous allons faire ’approximation
filaire lors de l'intégration par rapport & 6.
8.3.2.2 Intégration par rapport a 6 :

On introduit les intégrales suivantes :

I, = /(2a2)3/2 da = 1—;7"2),

I, = /(2a2)1/2da:27‘w,

I(s) = /—a2 ln<s+ 2a2+32> da,
I'(s) = /ln<s—|— 2a2+s2) da.

L’intégration par rapport & 6 se fait exactement sur le méme principe que pour ’intégrale
Sij, & savoir : on applique 'hypothése (H;) et on néglige la quantité 2a? devant s, avec s €
{bjm — bik + Cikjm> bjm + Cikjms —bik + Cikjms Cikjm }, & condition que s # 0, et si s = 0, alors on
intégre directement par rapport a 6.

Par ailleurs, on reprend les mémes notations que pour l'intégrale H;;, a savoir :

w/2 1
/ Iikjm(e) df = ——— (It1 + Iy + 1iy + It4) : (8.7)
0 |bik bjim]
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1. Intégration de ( :

® Si (bjm — bik + Cikjm) # 0 : on applique (Hy) :
T4

In =~ 59 bim — bik + Cijml’
s 3 Ciki
t3 <— 24]m (bjm — bik + Cikjm) + ik bjm> bjm — bik + Cikjm|

2
~3 I3 |bjm — bik + Cikjm|

Cikj
— (bjm — bik + Cikjm) —

(bjm — bir, + Cikjm)2>
3

+ (bjm — bik + Cikjm) <_bik bjm +

XI'(bjm — bik, + Cikjm)-

® Si (bjm — bir + Cikjm) = 0 : on intégre tel quel par rapport a 6. On obtient :

4 1 1
Iy = 511 + bik bjm Iz — 511 = 511 + ik bjm 1.
. Intégration de (o :
® Si (bjm + Cikjm) # 0 : on applique (Hy) :
T4
29

Cits b +C' .
+ (bjm + Cikjm)’ <— “;Jm 1 (bim - ikjm)

3 Cikjm
4

) I,(bjm + Cikjm)-

Iio

s 2
Djm + Citgm|® + 5 <(bjm + Cikjm) > |bjm + Cikjm| + 3 I3 |bjm + Cikjml

® Si (bjm + Cikjm) =0 : on intégre directement par rapport a 6 :

4 1 1
Ip=——1 + -1 =——1I.
2 91+31 g

. Intégration de (3 :
® Si (—bi + Cikjm) # 0 : on applique (H) :

™ 3C'k'
Iy = —5g [=bi+ Cikgm|® + 5 <(—bik + Cikgjm) ljm> |=bik + Cikjml

2
+3 I3 |=bit, + Cikjml]

Ciki —bir. + cir.s
+ (=bik + Cikjm)? <— ikjm (=bin + Cikjm)

2 3 ) I( bzk +Clkjm)-

o Si (—bik + cikjm) = 0 : on intégre directement par rapport a 6 :

4 1 1
Iy= T + =1 =——1I.
t3 gl + 3l g1
. Intégration de (4 :
® Sicikjm # 0 : on applique (Hy) :
T4 7T302k' 2
Iy =~ 39 !Cz'kjm\g — 5% |Cikjm| — 313 |Cikjm]

3

Ciki
+ % I/ (Cikjm) .
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® Si ¢ikjm = 0 : on intégre directement par rapport & 0 :

4 1 1
Liy=-I — -L==-1.
m=gh—gh=gh
Maintenant nous avons obtenu une approximation de l'intégrale S;; pour les termes singuliers
d’apres les équations (8.6) et (8.7), et les valeurs des intégrales ci-dessus, et pour les termes

réguliers selon I’équation (8.5).

8.4 Calculs d’intégrales complémentaires

8.4.1 Calcul de /

w/2
I(s) :/ —272sin%0 In <s - \/47~3, sin%0 + s2> dh.
0

e Si 5> 0: on néglige 472 sinf. On calcule :
w/2
I(s) = / —272sin%0 In (2s) db.
0

Et comme l'intégrale de sin?f pour @ compris entre 0 et 7/2 vaut 7/4, on obtient :

e Si s =0 : on doit calculer :
w/2
I(0) = / —2r2sinf In ( 472 sin20> do
0
w/2
= / —272sin%0 In (27, sind) db.
0

Aprés intégration par parties, on obtient :
I(0) = =72 In (27y) T_ rguz + rizln@).
2 4 2
e Si s < 0 : on ne peut pas négliger directement le terme 472 sin?0. On multiplie par
I’expression conjuguée :

w/2 472 sin20
I(s) = / —2725in%0 In Tw B0 de
0 —s + /4r2 sin?0 + s2

/2
= / —2725in0 In (47’120 sin29) do
0

/2
+/ 272sin%0 In <—s + \/47"3] sin?0 + 32> df.
0

On remarque que le premier terme vaut 2 1(0), et le deuxiéme terme est en fait —I(—s).
Comme —s > 0, on a déja calculé I(—s), et on en déduit que :

I(s) = 2I(0) — I(~s)

~ 2 <_7"3u In (2rw)g — ri% + rigln@)) + 272 In (—25) %
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8.4.2 Calcul de I’

On note :

I'(s) = /1D<S+ 2a2+52) da

/2
— / In (s + \/4 r2 sin% () + 82> db.
0

On adopte le méme raisonnement que pour le calcul de l'intégrale I.

eSis>0: -
I'(s) ~ 5 In(2s).

eSis<O0:

w/2 4 2 2
I'(s) = / In ry sin’6 do
—s + \/47‘120 sinZf + s2

[e=]

w/2 w/2
= / In (472 sin®0) d@—/ In <—s + \/47"3] sin?6 + 32> db

0 0
7 In(ry) — g In(—2s).

&

car en utilisant les propriétés du logarithme népérien :

/2 /2 w/2
/ In (472 sin®0) df = 2 / In (27y,) df +2 / In ( sinf) df
0 0 0

= 7w ln 27ry) — 7 In (2)

= 7w ln (ry).

Remarque 20 Le cas s = 0 ne se présente pas.

8.4.3 Calcul de /| et I,

Les calculs de I; et I s'obtiennent facilement en intégrant sin®(6) et sin(6).

w/2 16
I = /(2a2)3/2 da :/ 873 sin®(0)df = — 3.
0

/2
I = /(2@2)1/2 da = / 27y sin(6)df = 27,.
0
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Chapitre 9

Annexe C : Calcul des intégrales mixtes

Les intégrales S;; et H;; étant calculées numériquement, nous nous intéresserons ici seulement
a 'approximation analytique des intégrales H{j et D;;, I'intégrale HZ(J- étant celle associée a la
dérivée normale du noyau de Green sur la frontiére du puits I'y,.

9.1 Calcul de H{j

fﬁj=:£; > /;dﬁ(y)]ﬁww?@ﬂ(;;:(E;%zﬁ> dy(x) dT (y).

T€ supp w;t

L’intégrale extérieure sera calculée numériquement par une quadrature de Gauss. On s’intéresse
donc au calcul de 'intégrale intérieure, que l’'on note ng(y) :

)= [ o g () o) = [ bt g o)

ERl |z —yf®

avec y fixé dans un triangle 7. On a alors :

1
Hi=p X [ e 01)
T€ supp ¥}

La normale au puits n, est orientée vers l'intérieur du puits, car elle doit étre orientée vers
I’extérieur du domaine.

On passe en coordonnées cylindriques. On choisit le repére ayant pour origine le point O’ origine
de la branche du puits sur laquelle se situe x, les vecteurs €1 et ¢35 déterminent le plan d’une
section du puits = et €3 est dirigé suivant ’axe du puits, selon la figure 9.1.

' est le projeté de y dans le plan de x.

On a alors :

Tw COS 0 — cos 0 7 cos O T cos O,

—

x=| rysinf |, ny=| —sinf |, y=| rsind, |, y=| rsinb,

l 0 I, l
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.

F1G. 9.1 — Section du puits

Ona:(x—y)=(x—vy)+ (¥ —y), donc:

Tw cos 0 — 1 cos 0,

x—y=| 7ysinf—rsin b,
-1,
et (x —y,ny) = —ry+7rcosby,cosb + rsin b, sin f

= —ry+7r cos (0 —0,).

Par ailleurs,

e —y| = \/(l —1y)? + (ry cos 0 —r cos 0y)% + (ry sin 6 —r sin 6,)?

= \/(l—ly)2 + 72 + 12 — 27,7 cos (6 —0y).

On doit donc calculer :

27 _ _
/ / Ty — 1 cos (6 —6,) a— a9 dl.
l—ly)2 + 7“121} + 72 — 21y cos (H—Qy)]

qui peut s’écrire, aprés réduction par symétrie, relations trigonométriques puis changement de
variable sur l'intégrale sur 27, comme :

4/ /(7r 0y)/ Tw(rw — 1) + 277y sin2(0) 40 di
N Z 2 2 .2 3/2 ’
0y/2 [(l — 1) + (rw — )" 4+ 4ryr sin (0)]

On peut choisir 0, = 0. L’intégrale devient alors :

L /2 _ 2
) = _4/ / S0) Tw (Tw —7) + 277y Sin®(9) - d0dl.
0o Jo (1 - 1,)? + (ry — 7)? + 4ryr sin 2(0)]
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Cette intégrale est bien définie. On introduit les notations suivantes :

N@O) = ry(rw—1)+ 2rmy sinz(ﬂ),
D*(0) = (ry — 7)* + 4ryr sin %(0)

= 12— 2rry, + 12 + 4r,r sin 2(6).

e Premiére étape : intégration par rapport a [.
On va commencer par intégrer par rapport a [, et on terminera par l'intégration par rapport &

0. Soit :
L N(0)
1(0) = h1 dl.
( ) A @i ( ) [(l B ly)2 n 2(9)] 3/2

On découpe 'intervalle [0, L] en N,, segments :

Ny—1 liet1 N(G) Nyp—1
1(0) = h1 dl = I.(0).
CEDY /l A T > 1k6)

Notons l;r = ixlg+1 + i k+1lx. Rappelons que la fonction de base gp? s’exprime de maniére

générale sur un intervalle [ly,lx+1] pour k =1,..., Ny — 1 par :
-1
h ik
‘() = )
s (1) —

On s'intéresse donc au calcul de I (6) :

bt N(9)
I.(0) = a dl.
0= [ aw i O

Par changement de variable, puis décomposition de l'intégrale en morceaux de méme ordre et
intégration, on obtient :

N(0) 1 1
) bi = lik {\/(lk — 1,2+ D20) /(1 — L) + D2(0)
(by — i) (1 — 1y) B (ly — lig) (b — 1) }
D2(0) \/(lnr1 — 1y)? + D2(0)  D2(0) /(h — 1,)? + D?(0) )

Maintenant que nous avons intégré par rapport & [, il nous reste & intégrer par rapport a 6.

e Deuxiéme étape : intégration par rapport a 6.
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On rencontre alors deux types d’intégrales par rapport & 6 & calculer :

w/2
Hl(S) == / )\1(8,(9) d9,
0

w/2
Hy(s) = / Xa(s,0)do,
0

Tw (Frw —7) + 2771y sin2(0)
\/52 + (ry —1)% + dryr si112(9)7
Tw (Tw — 1) + 277, sin?(0)

((T’w—’l“)2 + dryr Sinz(e)) \/52 + (’I“w—T’)2 + Adry,r Sin2(9).

avec Ai(s,0) =

et A(s,0) = s X

L'intégrale intérieure Hj;(y) s’écrit alors en fonction des intégrales H; et Hy de la maniére
suivante :

) =~ gy (Bl —b) = Hile =)

+(ly = i) {Holi1 = 1y) = Ha(l = 1,)} ).

Le calcul des intégrales H; et Ho va dépendre de la position du puits par rapport au bord,
i.e. par rapport au triangle considéré. Ici nous nous limiterons au cas ou le puits est suffisamment
éloigné du bord.

Regardons maintenant de plus prés les fonctions A1 et Ay que nous devons intégrer par rapport
a 0, pour voir s'il est possible de faire une approximation de leur intégrale. La racine carrée du
dénominateur de \; et Ao peut s’écrire, en utilisant la notation D?(f) et en développant le carré :

s2 4+ D2(0) = /82 + 12+ 27,7 + 72 + 47y sin?(0).

Si le puits est suffisamment éloigné du bord, alors la quantité s> + 72 est grande devant 7. On
peut donc approcher la quantité s> + D?(9) par s + r2.

Remarque 21 On ne peut pas approcher directement D?(0) par r2, car r? peut devenir trés petit
dans le cas ou le point y se trouve sur un triangle qui rencontre le prolongement du puits, mais
en ce cas-la s> (qui représente la distance l'une des extrémités du segment [ly, lr41] sur lequel on
intégre, et la coordonnée l, du point y sur l'aze du puits) est grand par rapport a r2 : c’est donc

la quantité s> + D?(0) qui peut étre approchée par s*> +r?, et non pas directement D?(0) par r2.

Ainsi, nous pouvons approcher les intégrales H, et Hy par :

=
=
2

w/2 o 2 i n2
/ Tw (rw — 1) + 2771y sin®(0) a9,
0

N
/”/2 Tw (Tw —7) + 277y sin2(9)
s
0 DOV &

5
=
2

de.
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Le calcul de I'approximation de 'intégrale H; ne pose alors aucune difficulté, et on trouve
finalement :

2
Tw

7T
Hl(s) ~ 5 7%92 + 742.

Le calcul de I’approximation de Hy pose un peu plus de difficultés, & cause du D?(#) qui
intervient au dénominateur. Si on remplace D?(f) par sa valeur, on voit que ’on doit intégrer :

—7) + 277, sin?(0)

\/m / (T —r) + 47y 7 sin®(0))

On décompose cette intégrale en deux intégrales de la maniére suivante :

Hy(s) ~ do.

s T 2rr
Hs(s) ~ ((r d 7 + 711))212)

(ro —7

avec :
I, = de,
! /0 (14 a 81n2(0))
7, — / sin? 9)2 .
o (1 + a®sin (9))

o Army
A
Les valeurs des deux intégrales 7; et Zs sont données dans la section 9.3.
Ainsi nous obtenons une approximation de l'intégrale intérieure ng (y) en fonction de Hy, Ho et
71 et Zs. L’intégrale H{j est finalement obtenue par intégration numérique sur l’équation (9.1).

et toujours a

9.2 Calcul de D;;

Comme nous ne considérons que le cas ou le puits est suffisamment loin du bord ou des
interfaces, le noyau de Green n’est pas singulier, et on peut faire rentrer la dérivée normale
0/0n, dans l'intégrale intérieure :

Dij = %/Fww?(w)a%gﬁ > /1/1] (ﬁ) dT(y) | dy(x)

Te€ supp z/)h

-5 e [ e () swr.

Te€ supp z/)h

. . s / N s ]
De la méme maniére que pour l'intégrale H;;, on note D;; (y) Vintégrale intérieure :

Dot = [ o) 5o () e




178 Chapitre 9. Annexe C : Calcul des intégrales mixtes

de sorte que :

Dij=— >, / Dij(y) dT'(y)- (9.2)

T'e supp wjh

L’intégrale intérieure D;;(y) est calculée analytiquement, tandis que I’intégrale extérieure sera
ensuite calculée numériquement.

Le noyau de I'intégrale D;;(y) s’écrit :

5 L\ (eny) @ yong) (@~ yimy)
(=) : |

Ongzony \ |z —y| B

z —y[? z —y[®

On peut alors décomposer D;;(y) de la fagon suivante :

Dij(y) = D1(y) — 3 D2(y)

avec :

Da(y) = /F o1 (x) (x_y’c:)_(;‘;y’ny) dy(z).

e Calcul de D4(y) :

Nous pouvons écrire :

Ty

D) = ([ o) s @)

L’intégrale sur le puits ci-dessus est alors un vecteur de R?, et on note ses composantes :

(D1,1(y), D12(y), D1s(y))-
Or nous avons vu précédemment que la normale au puits n, s’écrit :

— cos 0
ng= 1\ —sinf |,

0

et |[x —y| = \/(l—ly)2 + 2 + r2 — 2ry,7r cos (6).
La derniére coordonnée de n, valant 0, I'intégrale D; 3(y) est nulle. Pour obtenir Dy, il nous faut
donc calculer les deux intégrales :

ol cos 0
0 0 [(l —ly)* + ry + 1% — 21,7 cos (0)]

ok sin 0
Dia(y) = - / / e (1) SEE— 5757w dldf.
o Jo [((=1)* +ry + 1% — 2747 cos (0)]
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Calcul de D ;(y) :

Apreés réduction par symétrie, formules trigonométriques et changement de variable pour
I'intégrale sur 27, on remarque que le calcul D ;(y) revient au calcul de ’ng(y) a quelques coef-
ficients prés :

/2 L P
Di1(y) = — 41y 0 1 -2 sin0 dl do.
’ Vi 2 2 .9 3/2
0 0 [(l —1ly)* + (rw—1)° + 4ryr sin (9)]

On reprend les mémes approximations que pour le calcul de ng(y), et on trouve :

Ny—1
o 1

Dia(y) = —4ry Y, m(H{(lk—ly) — Hi(lk41 — 1)
]{?:1 1 (]

+ by = lie) {Hllsr —1,) — Hylx —1,)})

avec :
/2 1 92 sin%0 1 T T
H's:/ 7d6:7<——2—):0, Vs € R,
1(s) 0 Vs2 +r? Vs +7r2\2 4
et d’autre part :
/2 1—2sin%6
Hi(s) = 3/ do
2 0 ((rw — 7")2 + dry,r sin2(0)) v s2 42
S 1
= (77 — 21y),

Vo 72 (ru = 1)?

la valeur des intégrales 7; et 75 figurant dans le paragraphe 9.3.
On obtient finalement 1’approximation suivante de D ;(y) :

_ (le+1 — 1) _ G =)
(T 271,) (\/(lk—l—l — ly)2 I r2 \/(lk — ly)2 + 7“2)

Calcul de D 2(y) :

L’intégrale D; 2(y) est nulle. En effet, en divisant I'intervalle [0, 27] en 2, on peut écrire, pour
toute fonction f de sin(f) et cos(f) :

2w

f(cos(0),sin(0)) do = /07r f(cos(0),sin(0)) db + (cos(8),sin(0)) db.

™

2w
0

On effectue ensuite le changement de variable : ¢t = 27 — 6 dans le seconde intégrale, et par
relation trigonométrique, on obtient alors :

2

f(cos(0),sin(0)) do = /OW f(cos(2m — t),sin(2m — t)) dt = /OW f(cos(t), —sin(t)) dt,

™
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d’on, en sommant les intégrales sur [0, 7] et sur [, 27] :

21

(cos(0),sin(0)) do = /07r (f(cos(8),sin(#)) + f(cos(8),—sin(h))) db. (9.3)

0

Or la fonction f qui nous intéresse est :

sin 0

cos(#),sin(0)) df = — ?lrw )
Fleo(0) i) = =t ) e

et cette fonction est impaire par rapport a sin(f). On en déduit donc d’apreés (9.3) que :

D1(y) = 0.

Ainsi on obtient finalement que :

Dy (y) = D11(y) ny,

ou nzlJ désigne la premiére composante de la normale n,,.
e Calcul de D (y) :

Rappelons l'expression de Dy(y) :

D) = [ bty RO iy,

Comme pour U'intégrale D;(y), on écrit :

Ds(y) = (/w () L) Ty d'y(x)) ny.

|z —y[®

On rappelle que :
TwCoSO —1r
r—y=| rysind ,
-1,
et (v —y,ng) = —(rw —rcosh), et D2(0) =712 + r2 — 2rr, cosd.
On pose alors :
Ni(1,0) = Ni(0) = (ry —7c0s0) (rycos0 —7) = (12 +1%) cosd — rry(1 + cos®6),
No(l,0) = Ny(0) = (ry — rcosf)ry,sind,
N3(l,0) = (ry —rcosh)(l—1,).

On note :

27 L N, l,e
D27P(y) = —Tw / / QD?(Z) I;( ) 9 5/2 dl dev pour p = 172a3'
o Jo [(1—-1,)* + D?]

On voit tout de suite que D2 2(y) = 0, pour les mémes raisons que D 2(y) = 0.

Il nous reste donc Dy 1(y), puis D2 3(y) a calculer.
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Calcul de Dy (y) :

Le numérateur Nj est indépendant de [, on va tout d’abord intégrer par rapport a [ :

Yo 1 dl
(] .
/0 eill) [(1—1,)% + D2(0)]°"*

Aprés découpage de l'intervalle [0, L] en N,, segments, changement de variable, puis intégration,
on obtient :

_ 1
Dai(y) = —rw Sy (=] (D2,1,1(lk+1 —1ly) = Da11(lp —1y)

+(ly = i) (D2,1,2(lks1 — ly) — Do o(lk — ly) + D21,3(lkr1 — ly) — Do 3(lk — ly)))

avec :

nNi(6)
D) = /o 3[s2+1;2(9)]3/2 ’

N 2 SNl((g)

Pkt = || e
T 2sN1(0)

Darals) = /o I ONCE R0

Calcul de D27171 (S)

Comme le puits est supposé ici loin du bord, on adopte le méme raisonnement que pour
'intégrale H;;, et on approche s> + D?(0) par s*> + r?, d’ou :

2m _
D2,1,1(3) ~ / N—l(e)g/Q d@
0o 3 [32 + 7"2]

Aprés intégration, on trouve :

TTrTw

3/2°

D2,1,1(3) ~ W
S r

Calcul de D27172(S)

De la méme maniére que précédemment, on peut approcher s + D?(6) par s2 + 2, d’ou :

2m
D27172(3) ~ / SNl(e) 57 deo.
0 3D2(0) [s*+17]
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Aprés réduction par symétrie de 'intégrale sur 27, développement du numeérateur Ni(6), et
remplacement de D?(f) par sa valeur, on a :

2s

_ X
3 [32 +7“2]3/2

((712“"‘7"2) /0”( cos 6 df )—TTw/OW( (1 + cos® ) db >

r2 + 712 —2r71y,Ccosf r2 + 12 —27r71y,cosh)

DQ’LQ(S) ~

La premiére intégrale se réécrit aprés réduction par symétrie de l'intégrale sur 7 :

/” cos 0 df _, /“/2 (1 —2sin®0) do
o (2 +r2=2rrycos0) " Jo  ((ry — 1)+ 4drrysin®0)’

puis se calcule en fonction des intégrales 7; et Zo figurant dans le paragraphe 9.3 :

7r cos 0 db 2
= 11 — 275).
/0 (rZ +r2—27rr,cosb) (rw—r)Q( ! 2)

Quant a la seconde intégrale, sa premiére partie s’exprime aussi en fonction de Z; aprés réduction
par symétrie, de telle sorte que :
T (2 — sin? 0) db 471y I+ /’T sin? 0 df
—rr =— rr .
Y Jo (r2 +1r2—2rr,cosh) (ry —1)? ! “Jo (r2 +1r2—27r7ycosb)

I1 nous reste donc & calculer :
& sin2 6 dé
o (r2 +12—2rry,cosb)’

Par relation trigonométrique, et changement de variable, on a :

/’T sin? 6 df _8/”/2 sin? 6 cos2 6 do B 8 I
o 2 +1r2=2r71yc080) Jo ((rw—1)% + drry sin®6)  (ro—1)2

avec :

I _/”/2 sin? 6 cos? @ do 9 471y
T 0 (1—|—a2 Sin29)’ (Tw —7)%
Le calcul de l'intégrale 73 figure dans le paragraphe 9.3.

On en déduit D 2(s), aprés regroupement de tous les termes, et simplifications :

4 2 (r2 +r? drr
D212($)%ﬁ (Il_(w7)12 + 7“}213).
3 [s*+77) Tw — (rw —7)

Calcul de D27173(S)

On fait les mémes approximations que précédemment, & savoir : s> + D?(#) est approché par
s2 + 12, donc :

2s 2 N1 (9)
D N —— ———=d.
232 5 T Jy Do)
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Aprés développement de Np(6), remplacement de D?(f) par sa valeur, puis réduction par symé-
trie, on peut écrire :

4s 9 o [T cosf /” (1 + cos? )
N— — Ty —=df ;.
Dust) ~ 57 {03+ [ i e | S

Arrivés & ce stade, nous devons calculer les deux intégrales :

I /” cos 6 20
31 = ;
0 (7"2 + 72 - 2rrwcos6)2

w

T 1+ cos?6
Iso = / (2 ) 5 df).
0 (7‘ + r —27‘er0$9)

[N}

w

Par formules trigonométriques, puis changement de variable, I'intégrale I3 ; peut se réécrire :

/2 (1 —2 sin?(0)) db 2
13,1:2/ 2 212 (1 — )4157
0 [(rw —7)* + 4771y sin (9)] Tw — T

avec :

™2 (1 —2sin?6)df
Ts = 3
0 [1 + a”sin (6?)]

De méme, 'intégrale I3 se réécrit :

I3 = (Zs + Is),

2
(ro — 7)4
avec :

w/2 do
I4 = / 5 . 9 PR
0 [1+ a’sin*(6)]

™2 (1 2sin%(9))2 db
T = /0 [1 + a? sin2(0)]2 .

Les intégrales 74, 75,7 sont données dans le paragraphe 9.3.
Finalement on a :

8s

D S) ~
2,1,3(5) PN —

((r?u + 7“2)15 — rry(Zy +I6)) .

Calcul de D2 3(y) :

On rappelle 'expression de D 3(y) :

2l ry —rcosf) (I —1,
Das(y) = —rw/o /0 i () ([(l—ly)Q +)1<)2]5/2) di do.
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Pour calculer cette intégrale, on intégre tout d’abord par rapport & I. On discrétise I'intervalle
[0, L], puis par changement de variable, et intégration, on trouve :

1
Das(y) = —ruw ) :7@ _l‘k){‘]?’,l(lkJrl —ly) — Jsalk —1y)
k (] 1

—(ly = lix) (J32(lkr1 —1y) — Jz2(lk — 1)) }

avec :

Jaals) = /27r 83 (ry, — rcosf) df
YT 3D20) (4 D2(6)

27 (ry —rcos®)df
J. = .
3,2(3) /O 3(82 +D2(0))3/2

Calcul de J3;
On peut approcher s? + D?(#) par s + r2, et donc :
3 2 (ry — 17 cos0)df
3(s2 +1r2)3/2 /0 D2(9)
Apreés relations trigonométriques et changement de variable, 'intégrale J3 1 s’exprime en fonction
de 77 et de Zo :

J371(S)

463 1 2r
J31(s) = 3(52—|—r2)3/2 ( I+ m12>.

Calcul de J3»
L’intégrale J3 o est approchée par :

1 2m
W /0 (rw —rcos®)db,

et son approximation se calcule trés facilement :

J372(5) ~

2T Ty

J32(s) = 32 12

Donc l'intégrale Dy(y) s’écrit :
Dy(y) = D (y).ny + Das(y)nj,

avec ng la troisiéme composante de la normale n,,.

I s’ensuit pour l'intégrale intérieure D;; :

Dij(y) = (D1,1(y) — 3D21(y)) ny — 3Das(y)ny.

L’intégrale D;; est finalement obtenue par intégration numeérique sur I’équation (9.2).
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9.3 Calculs d’intégrales intermédiaires

9.3.1 Intégrales en 1 + a%sin?f :
9.3.1.1 Calcul de 7; :

7z i L dé
! _/0 (1 + a*sin®(9))

On factorise le dénominateur par cos?(6) :

w/2 1

T4 =
LA 2g (L 2 sin2
cos a
cos2 6 cos? 6

do,

puis par relations trigonométriques, on exprime 'intégrande en fonction de tan(f) :

7 _/”/2 (1 + tan®) do
" Jo (1 + tan26 + o2 tan26)

On effectue alors le changement de variable :

u=tanf du= (1 4 tan®6)de,

+oo du
I1=/ 1 ™3
0 + (1+a?)u

T, — 1 T
! V1I+a2?2

et on obtient :

Aprés intégration, on trouve :

La méthode de calcul est la méme pour toutes les intégrales suivantes : on factorise le déno-
minateur par cos?(f) pour faire apparaitre par relations trigonométriques tan?(6), on fait ensuite
le changement de variable u = tan @, puis une décomposition en éléments simples, et on intégre.
Pour les calculs de 75 et Z3, nous ne montrerons que ces étapes du calcul, puis le résultat final.

9.3.1.2 Calcul de 75 :

/ sin? 6 df
Iy, =
0 1+asm 9)
B /+°° u? du
o 1+u 1+( +a?)u?)
B /+°° ))du_/*oo(1+a2)(1—|—u2)du
A 1—|—u) o a* (14 (1+a*)u?)
. e

2a? at +a4~/1+a22
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9.3.1.3 Calcul de 73 :

/”/2 sin? 0 cos? 6 do
13 = 2 .2
0 (1 + a“sin 9)

_ /+oo u2 du

Jo )21+ (1 +a)u?)

_ /+oo u2 + (1+a2) g /+oo (1 +a2)
0 0

a* (14 u?)? at (14 (1 +a?)u?)
2+aP)r  Vitadlnw
4 a* at 27

9.3.2 Intégrales en (1 + a2SiD29)2
9.3.2.1 Calcul de Z, :

On adopte la méme méthode que précédemment : on cherche & faire apparaitre tan® 6 par
relations trigonomeétriques, mais en factorisant cette fois par cos*#, puis on fait le changement
de variable © = tan 8. On aboutit ainsi & :

w/2 A6
1, = / NCYPRT
0 [1 4+ a”sin®(6)]

B /”/2 (1 + tan2 0)2 do
0 [1+(1+d?) tan® 9]2

B /Oo (14 u?)du
= 5.
o 1 +(1+a2)u2]
A ce stade, on peut faire apparaitre 1 + (1 + a?)u? au numérateur, et on trouve :

/OO 1+ (14 a®)u? — a?u?
0 1 +(1+a2)u2]2

> du > au?
= I YR 5572 du-
o l+(+a*)u 0 [1+(1+a”)u’]

Aprés intégration, on obtient :

I4 = du

9.3.2.2 Calcul de 77 :

/2 sin% 0 do
I; = 5 5 -
0 [1 + a“sin (0)]

Pour cette intégrale, on adopte la méme méthode, et aprés le changement de variable u = tan 6,

on arrive a :
/+oo u2 du
I; = .
o (1+(1+a?)u?)?
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On peut alors écrire :

+o00 2\ ,,2
(1+a?) Jo 1+ 1+a?) u?)?

On fait alors le changement de variable :

v=+1+a?u,

et on doit calculer :

T 1 /+°° v2 dv
7= .
(1+a2)3/2 0 (1 +U2)2

™

On trouve aprés intégration :
In=——"—-.
4 (14a)*?

9.3.2.3 Calcul de Zg :

™2 sin*0dp
Is = T3 5 -
0 [1 4+ a®sin®(0)]

Apreés avoir exprimé l'intégrande en fonction de tan 6, puis avoir fait le changement de variable
u = tan 6, on obtient :

400 u4 du
ne | —
0 (I+u?) (1+(1+a”)u?)
On fait alors une décomposition en éléments simples :
+o0o d +oo 4 _ 1 2\2\,,2 __ 1
Is:/ o u2 +/ (> = (A+a)u 5 du
0 a* (1 +u?) 0 at (14 (1 +a®)u?)

La premiére intégrale s’intégre sans difficulté, et pour la deuxiéme, on développe le numérateur,

1/

et on fait le changement de variable v = ((1 + a2)u) 2, puis on intégre. On trouve finalement :

o N T V1i+a?w T
T2 T IIraep? T dd idvita
Les intégrales 75 et Zg peuvent s’exprimer facielment en développant leur intégrande par

13

rapport aux intégrales déja calculées.

9.3.2.4 Calcul de 75 :

™/2 (1 —2sin?0)do
Is = 2 . 212
0 [1 + a“sin (6)]

— T, — 2T,

9.3.2.5 Calcul de Z; :

/“/2 (1—2sin?6)2do
0 1+ a? sin2(9)]2
= Iy — 417 + 41s.
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Résumé

L’utilisation des méthodes intégrales dans le milieu pétrolier est récente et reste limitée a des
problémes 2D, le puits étant modélisé comme un terme source. Dans ce travail, nous proposons
une nouvelle méthode intégrale pour évaluer la performance des puits dans un réservoir stratifié
a géomeétrie quelconque en 3D. Ici, I’écoulement dans le puits est pris en compte par deux types
de conditions aux limites, la premiére linéaire, la seconde non-linéaire et non-locale.

Nous avons démontré que chacun des deux modeéles (linéaire et non-linéaire) est bien posé. Du
point de vue numérique, nous avons développé une nouvelle formulation intégrale, équivalente
au modéle linéaire. Les équations intégrales ont été discrétisées par une méthode de Galerkin.
D’autre part, nous avons pu tirer profit du probléme d’échelle pour faire une approximation
filaire du puits. Les tests numériques montrent que cette nouvelle méthode intégrale permet de
calculer l'indice de productivité du puits & 1% prés.

Mots-clés : réservoir pétrolier stratifié 3D, performance des puits, équations intégrales, approxi-
mation filaire, condition aux limites non-linéaire et non-locale.

Abstract

Boundary integral methods make it possible to overcome the scale difference between the
size of the reservoir (several kilometers) and the radius of the well (less than 15 ¢cm). They have
recently been used in petroleum engineering, but they were limited to 2D problems, and the well
was modelled like a source term. Here we propose a new boundary integral method to evaluate
well performance in a 3D stratified reservoir with arbitrary geometry. The flow in the well is
modelled using one of two boundary conditions, the first one linear, the second one non-linear
and non-local. We have proved that both models are well-posed, and we have developed a new
boundary integral formulation to treat the linear model. Boundary integral equations have been
discretized by a Galerkin method, and integrals on the well have been reduced to 1D integrals,
thanks to the scale difference. Well productivity index can be calculated by our new method with
a precision of 1%.

Key words : 3D petroleum stratified reservoir, well productivity, boundary integral equations,
thin well approximation, non-linear and non-local boundary condition.



