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Chapitre 1

Introduction

1.1 Pr�esentation du probl�eme

Dans cette th�ese nous abordons le probl�eme de la plani�cation automatique de
trajectoires en robotique. Pour r�esoudre ce probl�eme il faut trouver une suite de
mouvements valides qui permettent �a un robot de passer d'un �etat initial �a un �etat
�nal d�esir�e. D'une mani�ere g�en�erale, un mouvement valide est un d�eplacement qui
ne produit pas de collisions et qui respecte les contraintes cin�ematiques du robot.

Si ce probl�eme semble relativement facile �a r�esoudre pour un op�erateur, la d�eter-
mination automatique d'une telle trajectoire est en fait un probl�eme tr�es complexe.

Depuis une vingtaine d'ann�ees de nombreuses techniques de plani�cation auto-
matique de trajectoires ont �et�e propos�ees; n�eanmoins aucune ne s'est v�eritablement
impos�ee comme une m�ethode g�en�erale pouvant r�esoudre de fa�con satisfaisante le
probl�eme, notamment au niveau industriel. En premi�ere approximation, on peut
distinguer deux types de m�ethodes : celles qui cherchent �a construire une repr�esenta-
tion de l'espace libre (m�ethodes globales) et celles qui se basent sur des informations
locales pour construire incr�ementalement une trajectoire (m�ethodes locales).
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L'avantage de la premi�ere approche est la compl�etude : une solution sera trouv�ee
s'il en existe une. L'inconv�enient est le temps de calcul qui peut crô�tre de fa�con
exponentielle avec le nombre de degr�es de libert�e; ce qui limite en pratique leurs
utilisations. Inversement, les m�ethodes dites \locales" permettent de r�esoudre dans
un temps raisonnable des probl�emes plus r�ealistes au d�etriment de la compl�etude.

Une autre caract�eristique de la plani�cation de trajectoires est la di�cult�e de
distinguer, d'une mani�ere automatique, les probl�emes faciles des probl�emes di�ciles.
La di�cult�e du probl�eme n'est pas alors consid�er�ee pour chercher une solution et
donc, le temps de calcul est souvent ind�ependant de celle-ci.

Dans ce cadre, nous nous int�eressons �a d�e�nir un plani�cateur qui garantisse la
compl�etude �a une r�esolution donn�ee et qui adapte naturellement son temps d'ex�e-
cution �a la di�cult�e des probl�emes pos�es.

1.2 Principe de la m�ethode propos�ee

Comme nous l'avons signal�e pr�ec�edemment, la plupart des plani�cateurs globaux
proc�edent par construction et exploration de l'espace des con�gurations C. Dans
C, l'�etat du robot, ou con�guration, est enti�erement d�etermin�e par un point, et
les positions physiquement impossibles �a atteindre sont repr�esent�ees par des sous-
espaces interdits de cet espace appel�es C-obstacles. Le probl�eme de la plani�cation
revient alors �a trouver un chemin d'une con�guration initiale q̂� �a une con�guration
�nale q̂� qui ne passe par aucun des C-obstacles, c'est-�a-dire un chemin dans l'espace
Clibre d�e�ni comme le compl�ementaire des C-obstacles dans C.

Contrairement �a la plupart de ces plani�cateurs, le principe de notre m�ethode
n'est pas bas�e sur l'espace des con�gurations mais sur l'espace des commandes.
On d�e�nit un plan comme un ensemble de commandes pour les actionneurs.

Par exemple, la trajectoire d'un robot mobile holonome peut être le r�esultat
d'un nombre �ni de commandes de d�eplacement et de rotation, c'est-�a-dire qu'elle
peut être d�ecrite par un plan donn�e sous la forme (�1; l1; �2; l2; : : : �`; lell) o�u cette
s�equence est interpr�et�ee comme : tourner de �1 puis avancer de l1, tourner de �2,
etc: : :

La �gure 1.1 montre les con�gurations interm�ediaires et la con�guration termi-
nale q̂` obtenues pour un robot holonome apr�es le d�ecodage du plan :

x̂ = (�1; l1; �2; l2; �3; l3)
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q̂� = (xf ; yf)
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y

x

Fig. 1.1 - Suite des d�eplacements e�ectu�es �a partir du d�ecodage de x̂.

Un autre cas envisageable est celui d'une voiture : les commandes r�ealisables
peuvent, par exemple, contrôler deux actionneurs : l'acc�el�erateur et l'angle du volant.
De cette fa�con, une trajectoire pour le v�ehicule pourrait être d�ecrite par une suite

(a1; �1; a2; �2; : : : ; aell; �ell)

o�u ai nous indique l'acc�el�eration ou d�ec�el�eration et �i la variation de l'angle du
volant. Les valeurs ai et �i pourraient, par exemple, être appliqu�ees pendant un
temps constant �t.

Ainsi, si un robot dispose de n commandes di��erentes pour se d�eplacer, nous
pouvons obtenir, �a partir d'un vecteur x̂ = (x1; : : : ; xk) 2 IRk o�u k � n, une suite
d'actions du robot et par cons�equent une trajectoire.

Une fois �etablies les actions produites pour chacun des xi 2 x̂, on peut, �a partir
d'un vecteur x̂ 2 IRk et de la con�guration initiale du robot q̂�, obtenir une con�gu-
ration terminale. Cette con�guration terminale est le r�esultat de l'application des
commandes cod�ees par x̂. De même si l'on ex�ecute les commandes cod�ees par ` vec-
teurs de IRk, c'est-�a-dire par un vecteur x̂ = (x̂1; x̂2; ::; x̂`) 2 IRk�`, on obtient une
con�guration terminale et (`� 1) con�gurations interm�ediaires. Ces con�gurations
interm�ediaires sont les con�gurations r�esultant des commandes cod�ees par chacun
des vecteurs x̂i pour i 2 [1; 2; : : : ; `�1]. Etant donn�ee la con�guration initiale q̂� on
obtient la con�guration q̂1 lorsqu'on applique les commandes cod�ees par x̂1, puis on
obtient q̂2 �a partir de x̂2, etc. La con�guration terminale est alors q̂`.
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Notre m�ethode se base sur l'optimisation d'une fonctionnelle sur cet espace de
plans. Etant donn�ee une con�guration �nale q̂�, nous d�e�nissons la fonction F :
IRn�` ! IR+ comme la distance entre la con�guration terminale q̂` produite par x̂
et la con�guration �nale d�esir�ee q̂�.

F (x̂) = jjq̂` � q̂�jj

S'il existe un plan x̂? qui nous am�ene �a q̂� alors F (x̂?) = 0. F �etant positive,
chercher un plan revient donc �a minimiser F sur IRk�`.

Par exemple, dans le cas du robot mobile, si nous ne consid�erons pas l'orientation
�nale du robot, la fonction F est la distance Euclidienne entre la position (x; y) de
q̂` et la position du but (xf ; yf) (voir �gure 1.1).

Bien entendu, il existe des vecteurs dans IRk�` qui codent des plans invalides
comme ceux dont la trajectoire r�esultante passe par les obstacles. Dans ce cas on
de�nit que la con�guration terminale de x̂ est en fait la derni�ere con�guration
interm�ediaire avant que la collision ne se produise. On peut alors r�e�ecrire F de la
mani�ere suivante :

F (x̂) = jjq̂i � q̂�jj

o�u q̂i est la derni�ere con�guration avant qu'une collision ne se produise.

Lorsqu'une m�ethode d'optimisation est utilis�ee pour minimiser la fonction F
dans l'espace IRn�`, on obtient une suite de solutions (ŷ1; ŷ2; : : : ŷm)(ŷi 2 IRk�`) qui
s'am�eliorent avec le temps, autrement dit qui approchent de plus en plus le robot de
la con�guration �nale (F (ŷ1) � F (ŷ2) � : : : F (ŷm)). Dans la �gure 1.2 on montre
une suite de solutions obtenues pour le robot mobile avant de trouver une solution
au probl�eme pos�e.

La nature du probl�eme et de la m�ethode d'optimisation implique l'�eventualit�e
de se trouver bloqu�e dans des minima locaux di��erents du but. Par exemple, un
minimum local peut correspondre �a un plan optimal au sens de la fonction d'�eva-
luation, qui nous am�ene �a une collision avant d'arriver �a la con�guration �nale (voir
�gure 1.3).

D'autre part, un probl�eme majeur se pose dans la d�etermination d'une valeur
minimale pour ` car on ne connâ�t pas le nombre de commandes �a ex�ecuter pour
arriver �a q̂�.

Ces deux probl�emes peuvent n�eanmoins être r�esolus d�es lors que l'on s'int�e-
resse aux trajectoires qui passent �a plus de " des C-obstacles. On peut dans ce cas
construire un arbre des plans qui permet d'explorer tout l'espace. Cet arbre est
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q̂�
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q̂�

ŷ1

ŷ2
ŷ3 ŷ4

ŷ5 ŷ6 ŷ7 ŷ�

Fig. 1.2 - S�equence de solutions trouv�ees par un algorithme d'optimisation.

obtenu en posant des balises dans l'espace accessible du robot. Il permet d'une part
de cr�eer de nouveaux points de d�epart, et d'autre part de d�eterminer la valeur de
` qui permet d'aller au but. Le principe est de disposer des balises dans les r�egions
inexplor�ees de l'espace des con�gurations. La �gure 1.4 montre un exemple de la
construction d'un tel arbre.

Nous montrerons par la suite que la strat�egie de placement des balises construit
implicitement une approximation de l'espace accessible depuis la con�guration ini-
tiale.

A B

Fig. 1.3 - Un probl�eme avec un minimum local.
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q̂�
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5 6 7 8

Fig. 1.4 - Construction de l'arbre des balises.

1.3 R�esultats obtenus

Le principal r�esultat de cette th�ese est l'�elaboration d'une m�ethode de plani�ca-
tion de trajectoires : L'algorithme Fil d'Ariane. Son originalit�e r�eside dans son adap-
tation automatique �a la complexit�e du probl�eme pos�e. La plani�cation automatique
de trajectoires est transform�ee en un probl�eme d'optimisation d'une fonctionnelle
de l'espace des plans dans IR+. Cette optimisation permet d'explorer les positions
accessibles �a partir d'une con�guration initiale. La m�ethode ne construit pas l'es-
pace des con�gurations; par contre, �a mesure que le temps passe, une approximation
de plus en plus �ne de l'espace accessible est construite. Cette approximation est
faite par un premier algorithme appel�e l'algorithme EXPLORE qui garantit la
compl�etude pour une r�esolution donn�ee de la m�ethode. D'autre part, un deuxi�eme
algorithme, l'algorithme SEARCH, permet d'acc�el�erer la recherche d'un chemin
et d'atteindre la con�guration �nale. En r�esum�e, la m�ethode propos�ee permet de
construire un plani�cateur complet pour une r�esolution donn�ee qui exploite d'une
mani�ere e�cace l'espace des plans pour explorer l'espace des con�gurations.

Nous avons implant�e deux plani�cateurs bas�es sur l'algorithme Fil d'Ariane : le
premier est un plani�cateur de trajectoires pour un robot mobile holonome, et le
deuxi�eme, notre exp�erimentation principale, un plani�cateur de trajectoires pour un
bras manipulateur �a six degr�es de libert�e. Pour ce dernier, nous avons r�ealis�e une
implantation de notre algorithme sur une machine massivement parall�ele et plani��e
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les mouvements d'un bras �a 6 degr�es de libert�e. Ce syst�eme est compos�e :

{ d'un syst�eme de CAO robotique pour mod�eliser l'environnement 3D et les
robots,

{ d'un syst�eme de contrôle commande pour contrôler les robots,

{ d'une machine massivement parall�ele pour plani�er les trajectoires.

Nous avons montr�e que l'utilisation d'une machine parall�ele nous permet d'ob-
tenir un plani�cateur de trajectoires rapide qui peut r�eagir aux changements de
l'environnement. Pour d�emontrer cela, nous avons plac�e notre robot dans un en-
vironnement dynamique o�u un autre robot ex�ecute des trajectoires al�eatoires. Ces
performances sont obtenues grâce �a trois niveaux de parall�elisation : le premier pour
les algorithmes SEARCH et EXPLORE, le deuxi�eme pour la m�ethode d'optimi-
sation et le dernier pour les calculs g�eom�etriques. La machine parall�ele utilis�ee est
compos�ee de 128 Transputers.

Pour optimiser les fonctions des algorithmes EXPLORE et SEARCH nous
avons utilis�e les algorithmes g�en�etiques. Ces algorithmes sont des m�ethodes d'opti-
misation stochastiques facilement parall�elisables.

L'algorithme Fil d'Ariane a aussi �et�e utilis�e dans l'�equipe robotique du LIFIA
pour la plani�cation de mouvements �ns. Le plani�cateur propos�e est capable de
plani�er des trajectoires en pr�esence d'incertitude [22]. Les contacts du robot sont
utilis�es pour r�eduire l'incertitude de position et d'orientation. Deux types de tra-
jectoires sont utilis�es : des trajectoires sans contact et des trajectoires qui maintien-
nent le contact avec les obstacles. Les deux types de trajectoires sont utilis�es par
l'algorithme EXPLORE pour engendrer de nouvelles balises et par l'algorithme
SEARCH pour atteindre le but. Une simulation en 2D a �et�e d�evelopp�ee.

Dans la suite de ce chapitre nous pr�esenterons une introduction �a l'algorithme
Fil d'Ariane. Tout d'abord, nous donnerons le principe g�en�eral de la m�ethode et
introduirons les concepts de \pr�e-image" et de \post-image". Ensuite, nous d�ecri-
rons plus en d�etail les algorithmes SEARCH et EXPLORE. Finalement, nous
pr�esenterons le plan de ce document.

1.4 Introduction �a l'algorithme Fil d'Ariane

1.4.1 Pr�esentation de l'algorithme

Le rôle ultime d'un plani�cateur de trajectoires est de trouver un chemin dans
l'espace des con�gurations depuis une position initiale jusqu'�a une position �nale.
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Cependant un sous-but int�eressant peut être d'essayer de collecter au passage des
informations sur les positions de l'espace qui sont accessibles depuis la position
initiale. L'algorithme Fil d'Ariane e�ectue simultan�ement les deux op�erations grâce
�a deux sous-algorithmes SEARCH et EXPLORE.

L'algorithme EXPLORE collecte des informations sur l'espace accessible depuis
la position initiale en posant des balises dans l'espace de recherche et en m�emo-
risant le chemin entre ces balises et la position initiale. De fa�con �a r�ecolter une
information aussi riche que possible sur l'espace accessible, EXPLORE essaye de
placer ses balises aussi loin que possible des balises d�ej�a plac�ees. Comme on peut
le montrer formellement, cette strat�egie garantit de pouvoir placer une balise �a une
distance arbitrairement petite de tout point de l'espace des con�gurations accessible
depuis la position initiale. A l'aide de cet algorithme on peut explorer tout l'espace
accessible. Depuis chaque balise plac�ee par EXPLORE, SEARCH utilise une m�e-
thode locale pour atteindre la position �nale. Cette m�ethode garantit de trouver
une solution si le but est totalement visible dans un voisinage de la position �nale.
Autrement dit, si une balise est plac�ee dans ce voisinage, un chemin sera trouv�e
entre cette balise et la position �nale et en cons�equence entre la position initiale
et la position �nale. On peut donc montrer que l'algorithme Fil d'Ariane trouve
toujours une solution s'il en existe une. Mis �a part le voisinage du but, \SEARCH"
d�e�nit implicitement une r�egion de l'espace des con�gurations depuis laquelle on
peut atteindre le but. On appelle cette r�egion la \pr�e-image" du but. L'e�cacit�e
de l'algorithme Fil d'Ariane repose sur la grandeur de cette pr�e-image. Plus cette
pr�e-image est grande plus la probabilit�e de placer rapidement une balise dans cette
pr�e-image devient grande et en cons�equence plus la solution peut être trouv�ee ra-
pidement. En pratique, la pr�e-image du but occupe une vaste portion de l'espace
des con�gurations et il n'est n�ecessaire de placer qu'un nombre limit�e de balises
avant qu'une solution soit trouv�ee. Plus pr�ecis�ement, le temps de plani�cation d�e-
pend de la facilit�e �a atteindre la pr�e-image. Par exemple, si la pr�e-image du but
contient la position initiale (ou premi�ere balise) le temps de calcul sera minimum.
Par contre, s'il faut passer par un couloir de l'espace des con�gurations pour at-
teindre le but alors EXPLORE devra placer des balises avec une r�esolution �egale
�a la dimension de l'entr�ee de ce couloir avant de pouvoir trouver une solution. Cet
exemple montre que l'Algorithme Fil d'Ariane s'adapte naturellement �a la v�eritable
complexit�e du probl�eme de plani�cation pos�e, celle-ci ne d�ependant pas forc�ement
du nombre d'obstacles.

SEARCH et EXPLORE sont tous deux des algorithmes d'optimisation implant�es
sous la forme d'algorithmes g�en�etiques parall�eles. Il utilisent tous deux la notion de
chemin Manhattan et les mêmes calculs g�eom�etriques de base que nous d�etaillerons
dans les chapitres suivants.
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Fig. 1.5 - L'espace de travail d'un robot planaire �a deux degr�es de libert�e.

L'algorithme SEARCH et la \pr�e-image"

La �gure 1.6a repr�esente l'espace des con�gurations du robot de la �gure 1.5.
Dans cet espace les C-obstacles apparaissent en noir. Une fois encore, le calcul de ces
C-obstacles ne fait pas partie de notre m�ethode mais est utilis�e ici pour la pr�esenter.
Soit Clibre le compl�ementaire des C-obstacles; alors Clibreq̂� est le sous ensemble de
Clibre connexe �a la con�guration q̂�. Grâce �a ces concepts et �etant donn�es un but q̂�
et un plani�cateur L, il est possible de d�e�nir une r�egion de l'espace des con�gura-
tions o�u le plani�cateur L r�eussira �a produire une trajectoire valide pour atteindre
la con�guration q̂�. Nous appelons cette r�egion la \pr�e-image" de q̂� produit par L
[41][46][47][23][53]. Si le plani�cateur L est un plani�cateur global, la \pr�e-image"
produite est �egale �a la composantes connexe Clibreq̂� de l'espace libre auquel appar-
tient q̂�. Si L est un plani�cateur local, la \pr�e-image" est juste un sous-ensemble
de Clibreq̂� . Par exemple, dans la �gure 1.6b nous avons repr�esent�e par la zone grise
la pr�e-image de q̂� produite par un plani�cateur local. Bien que cette \pr�e-image"
ne couvre pas tout l'espace Clibreq̂� , elle peut en couvrir une grande partie.

Pour tout plani�cateur L et toute paire de con�gurations fq̂�; q̂�g 2 Clibre nous
pouvons associer le pr�edicat CheminL(q̂�; q̂�) qui est vrai si le plani�cateur est
capable de trouver une trajectoire valide de la con�guration initiale q̂� �a la con�gu-
ration �nale q̂�. Ainsi, nous pouvons introduire la d�e�nition suivante :

Pour une con�guration q̂� 2 Clibre et un plani�cateur L, la \pr�e-image" de q̂�
produite par le plani�cateur L est d�e�nie comme :
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Fig. 1.6 - La \pr�e-image" de q̂� produite par le plani�cateur L.

PL(q̂�) = fq̂ 2 ClibrejCheminL(q̂; q̂�) = vraig

Evidemment un plani�cateur global ne peut être construit que s'il est possible
de plani�er un chemin valide de la position initiale �a la position �nale : tel est le
rôle de l'algorithme EXPLORE.

L'algorithme EXPLORE et la \post-image"

L'algorithme EXPLORE produit un ensemble de balises EL = fL1; L2; : : : ; Ltg
pour lesquelles un chemin est connu �a partir de la con�guration initiale. Le but
de l'algorithme EXPLORE est de placer une balise appartenant �a la \pr�e-image"
de la con�guration �nale produite par SEARCH. Comme nous n'avons pas une
connaissance a priori ni de la taille ni du placement de la \pr�e-image", la meilleure
strat�egie est de placer des balises d'une mani�ere �equitablement r�epartie dans l'espace
libre. Ce placement est e�ectu�e grâce �a un algorithme g�en�erateur de trajectoires AG.
Ainsi, au fur et �a mesure que les balises sont plac�ees, les chemins connectant ces
balises sont sauvegard�es sous la forme d'un arbre (voir �gure 1.7).

Etant donn�e un ensemble de balises plac�ees dans l'espace des con�gurations
EL = fL1; L2; : : : ; Ltg � Clibre et le plani�cateur L, nous d�e�nissons la \post-image"
de EL produite par L comme :

PstL(EL) = fq̂ 2 ClibrejCheminL(Li; q̂) = vrai; Li 2 ELg

24



x0

x1

L7

L5

L6

L4

L8

L2

L1

L3

Fig. 1.7 - La \post-image" de EL produite par le plani�cateur L.

Il est possible de montrer qu'en suivant cette proc�edure la composante connexe
Clibreq̂� peut être approxim�ee par un ensemble EL de balises avec une r�esolution
arbitraire. Dans la �gure 1.7 la \post-image" de l'ensemble EL = fL1; L2; : : : ; L8g
est repr�esent�ee par la zone grise.

1.4.2 L'algorithme SEARCH

Le principe de l'algorithme SEARCH est de d�eterminer si une con�guration q̂�
peut être atteinte �a partir d'une con�guration donn�ee q̂ 2 Clibre. Ainsi, l'espace de
recherche de SEARCH est l'ensemble des trajectoires partant de la con�guration q̂
et produites par l'algorithme g�en�erateur de trajectoires valides AG.

Etant donn�ee une con�guration q̂ 2 X � IRn, l'ensemble !(X; q̂) est d�e�ni
comme l'ensemble des chemins en X partant de la con�guration q̂.
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Nous notons par '̂ tout chemin appartenant �a !(X; q̂) et par E('̂) l'extr�emit�e
de ce chemin. Ainsi pour une con�guration q̂� il est possible de d�e�nir la fonction
F : !(Clibreq̂ ; q̂)! IR+ comme :

F ('̂; q̂�) = jjE('̂)� q̂�jj

Comme le g�en�erateurAG utilis�e engendre uniquement un ensembleMG � !(X; q̂)
de trajectoires, l'algorithme SEARCH peut être exprim�e comme un probl�eme de mi-
nimisation :

SEARCH(q̂; q̂�) = minfF ('̂; q̂�)j'̂ 2MG � !(X; q̂)g

De ce fait, s'il existe une trajectoire en MG de q̂ �a q̂�, alors SEARCH(q̂; q̂�) = 0.

1.4.3 L'algorithme EXPLORE

Un des principaux probl�emes des m�ethodes de plani�cation de trajectoires est
l'absence d'un compromis entre r�ealiser une exploration de l'espace libre et chercher
le but. Par exemple, pour un algorithme utilisant une approche de type potentiel,
il est �evident que, quelle que soit la fonction potentielle employ�ee, la m�ethode a
un comportement \�elitiste". Certaines trajectoires comme celles qui s'approchent
tout de suite du but sont privil�egi�ees; en revanche, les trajectoires qui am�enent
le robot loin du but ne sont pas toujours explor�ees. Cet \�elitisme" entraine l'ex-
ploration r�ep�etitive de certaines zones de l'espace des con�gurations et l'on peut,
par exemple, tomber plusieurs fois dans le même minimum local. L'algorithme EX-
PLORE est ind�ependant du but; il r�ealise une exploration de l'espace libre d'une
mani�ere �equitable. Le compromis de l'algorithme EXPLORE est de favoriser les
r�egions de l'espace des con�gurations les moins explor�ees. Pour cela, EXPLORE
commence la recherche avec des r�egions implicites tr�es grandes. A mesure que le
temps passe il r�eduit la taille des r�egions pour augmenter le niveau d'exploration.

Nous pouvons imaginer l'algorithme EXPLORE comme un robot en train de
placer des balises dans l'espace libre. L'algorithme commence avec la con�guration
initiale q̂� comme premi�ere balise, c'est-�a-dire EL = fL1 = q̂�g. A chaque fois qu'une
nouvelle balise sera plac�ee EXPLORE essaie de trouver la r�egion de l'espace libre la
moins explor�ee pour placer la nouvelle balise, ce qui revient �a trouver la con�guration
la plus �eloign�ee des balises pr�ec�edemment plac�ees. Cette nouvelle balise est attach�ee
par un \�l d'Ariane" �a une des balises pr�ec�edemment plac�ees. Il est possible de
d�e�nir la distance d'un point y 2 IRn �a un ensemble X � IRn par :
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d(y;X) : min
x2X

jjy � xjj

Ainsi, pour toute con�guration q̂ 2 Clibreq̂� , le degr�e d'exploration est inversement
proportionnel �a d(q̂; EL). Notons par PLEL l'ensemble des trajectoires engendr�ees
par l'algorithme AG ayant comme point de d�epart une des balises de EL. L'objectif
est de trouver des trajectoires qui nous am�enent aux r�egions les moins explor�ees.

Pour la premi�ere phase de l'algorithme nous cherchons alors :

'̂1 : max
'̂2PLEL

d(E('̂); L1)

et nous faisons L2 = E('̂1) ainsi, EL = EL [ fL2g. De mani�ere similaire '̂2 est
d�e�nie comme :

'̂2 : max
'̂2PLEL

d(E('̂); EL)

Plus particuli�erement, si nous avons n balises, nous pouvons trouver la balise
(n + 1) en maximisant l'expression :

'̂n : max
'̂2PLEL

d(E('̂); EL)

et Ln+1 = E('̂n). Consid�erons la fonction :

EXPLORE(n) = max
'̂2PLEL

d(E('̂); EL)

alors si l'espace Clibreq̂� est born�e nous avons:

lim
n!1

EXPLORE(n) = 0

autrement dit :

8" 9k : 8K > k EXPLORE(K) < "

Ceci revient �a dire que pour toute con�guration q̂ 2 Clibreq̂� il existe une balise
Li telle que jjq̂ � Lijj < ". Nous appelons cette propri�et�e l'approximation �a epsilon
pr�es de Clibreq̂� . Cette derni�ere propri�et�e a une cons�equence tr�es importante pour la

27



plani�cation d'un chemin dans un espace continu : si nous pouvons trouver " tel qu'il
existe une fonction qui r�esout le probl�eme de plani�cation de trajectoires pour tout
sph�ere de rayon " (la fonction SEARCH), alors en la combinant avec l'algorithme
EXPLORE nous obtenons une m�ethode pour plani�er des chemins entre deux points
arbitraires de cet espace.

Nous pouvons �a pr�esent d�e�nir l'algorithme Fil d'Ariane de la mani�ere suivante :

D�ebut : L1  q̂�; EL fL1 = q̂0g; i 1

1. Ex�ecution de SEARCH: Si SEARCH(Li; q̂f) = 0 alors un chemin a �et�e
trouv�e.

2. Ex�ecution d'EXPLORE: Placer une nouvelle balise Li+1 avec la fonction
EXPLORE(i), EL EL [ fLi+1g, i i+ 1 goto 1

L'algorithme Fil d'Ariane a trois caract�eristiques tr�es importantes :

{ il adapte la r�esolution de recherche �a la complexit�e du probl�eme.

{ Il est complet pour une r�esolution donn�ee1, c'est-�a-dire que si un chemin existe
pour cette r�esolution il sera trouv�e par l'algorithme.

{ Il ne n�ecessite pas le calcul explicite de l'espace des con�gurations.

Dans les chapitres suivants nous introduirons un type particulier de trajectoires,
les trajectoires Manhattan. Notre approche est bas�ee sur l'utilisation de ce type
particulier de trajectoire pour engendrer des trajectoires param�etrables.

1.5 Organisation du document

Le pr�esent m�emoire est constitu�e par :

1. une partie th�eorique exposant les bases math�ematiques de l'algorithme
Fil d'Ariane,

2. une partie exp�erimentale pr�esentant deux plani�cateurs de trajectoires
bas�es sur cet algorithme :

1\resolution-complet"
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(a) un plani�cateur de trajectoires pour un robot mobile holonome

(b) un plani�cateur de trajectoires parall�ele pour un bras manipulateur �a six
degr�es de libert�e.

Avant de situer notre travail parmi les travaux pr�ec�edemment e�ectu�es nous
explicitons l'organisation du document.

1.5.1 Partie I (Le Fil d'Ariane : un algorithme g�en�eral de plani�cation)

Si dans la partie pr�ec�edente nous avons pr�esent�e l'algorithme Fil d'Ariane en
introduisant d'abord l'algorithme SEARCH, puis l'algorithme EXPLORE, nous
l'avons fait pour des raisons historiques et p�edagogiques. Dans cette partie, nous pr�e-
sentons d'abord l'algorithmeEXPLORE comme le c�ur de l'algorithme Fil d'Ariane.
Trois chapitres sont pr�esent�es comme suit :

Dans le chapitre 2 nous d�e�nissons tout d'abord les concepts formels permet-
tant d'exposer les bases math�ematiques de l'algorithme EXPLORE : espace des
con�gurations, chemin dans IRn, ensemble chemin connect�e, distance d'Hausdor�,
billage et pavage d'un espace.

Dans le chapitre 3, nous d�e�nissons une premi�ere m�ethode d'exploration :
EXPLORE1 . Puis, nous introduisons les notions d'espace libre �a "-pr�es et de che-
min Manhattan. En�n, en utilisant ces deux nouveaux concepts, nous pr�esentons
l'algorithme EXPLORE, un algorithme d�eriv�e d'EXPLORE1 . Nous montrons
dans ce chapitre que l'algorithme EXPLORE est un algorithme complet pour une
r�esolution donn�ee et qu'il peut être exprim�e comme un ensemble de probl�emes d'op-
timisation sur IR`�n.

Dans le chapitre 4, deux am�eliorations de l'algorithmeEXPLORE sont appor-
t�ees : l'algorithme SEARCH et le rebondissement des trajectoires. Nous montrons
que l'algorithme SEARCH peut être aussi exprim�e comme un probl�eme d'optimi-
sation sur IR`�n. En�n, l'algorithme Fil d'Ariane est d�e�ni comme la combinaison
des deux probl�emes d'optimisation : EXPLORE et SEARCH.

1.5.2 Partie II ( Application au probl�eme de plani�cation en robotique)

Cette partie est compos�ee de cinq chapitres pr�esentant : les algorithmes g�en�e-
tiques, l'implantation des deux plani�cateurs, la parall�elisation du syst�eme pour le
bras manipulateur et les conclusions.

Dans le chapitre 5, nous pr�esentons tout d'abord les algorithmes g�en�etiques.
Cette technique a �et�e utilis�ee pour optimiser les fonctions de SEARCH etEXPLORE.
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Pour introduire les algorithmes g�en�etiques, nous donnons un exemple d'application :
le probl�eme de la fonction cin�ematique inverse. Puis, nous d�ecrivons les algorithmes
g�en�etiques parall�eles. Une �evaluation des performances de ce type d'algorithme est
aussi pr�esent�ee. Finalement, nous explicitons les raisons qui nous ont encourag�es �a
utiliser des algorithmes g�en�etiques comme technique d'optimisation.

Dans le chapitre 6, un plani�cateur de trajectoires pour un robot mobile ho-
lonome est pr�esent�e. L'objectif vis�e est de montrer la rapidit�e du plani�cateur pro-
pos�e et la possibilit�e de construire un plani�cateur global r�eactif. Une discussion
sur le comportement de l'algorithme EXPLORE est men�ee. Dans cette discussion,
on aborde le sujet de l'in
uence de la technique d'optimisation et l'in
uence des
chemins utilis�es. On montre �egalement comment il est possible d'obtenir des in-
formations int�eressantes �a-propos de l'espace des con�gurations lorsqu'on ex�ecute
l'algorithme EXPLORE.

Dans le chapitre 7, nous pr�esentons un plani�cateur de trajectoires pour un bras
manipulateur �a six degr�es de libert�e. En premier lieu, nous d�ecrivons le fonctionne-
ment du syst�eme et son utilisation. Puis, nous pr�esentons le syst�eme de mod�elisation
du monde r�eel. Ce mod�ele est bas�e sur une repr�esentation hi�erarchique �a trois ni-
veaux. On montre que chacun des niveaux a une fonction sp�eci�que. On expose
ensuite la m�ethode de calcul de d�ebattements permettant d'obtenir des trajectoires
valides. Trois outils servant �a ce calcul sont d�ecrits : les types de contact, la mise �a
jour du robot et les transformations homog�enes. Nous d�ecrivons ensuite le processus
de d�ecodage d'une trajectoire. Nous terminons ce chapitre par une br�eve discussion
sur l'exp�erimentation.

Le chapitre 8, d�ecrit l'implantation parall�ele du plani�cateur de trajectoires
pour le bras manipulateur. Trois niveaux de parall�elisation ont �et�e implant�es. Le
premier niveau comprend l'ex�ecution de SEARCH et EXPLORE, le deuxi�eme
les algorithmes g�en�etiques et le troisi�eme la fonction d'�evaluation. Nous d�ecrivons
tout d'abord la logique de ces niveaux ainsi que les processus qui les composent.
Ensuite, nous pr�esentons le placement des di��erents processus sur les processeurs
de la machine parall�ele.

En�n, les perspectives de cette th�ese sont expos�ees au chapitre 9. Premi�ere-
ment, nous discutons les possibles directions de recherche pouvant faire suite �a notre
travail. Puis, nous rappelons les principaux r�esultats th�eoriques et exp�erimentaux
obtenus. Finalement, une discussion �a-propos de la m�ethode propos�ee est abord�ee.
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1.6 Cadre de l'�etude

Nous rappelons que le probl�eme de la plani�cation automatique de trajectoires
consiste �a �etablir des m�ethodes permettant au robot de \d�ecider", d'une mani�ere
autonome, ses mouvements pour atteindre un but donn�e, c'est-�a-dire de trouver
une s�equence de mouvements qui permet de passer d'un �etat initial �a un �etat �nal.
Cette s�equence de mouvements doit être libre de toute collision avec les obstacles,
de plus, elle doit respecter certaines contraintes li�ees �a la cin�ematique du robot,
�a l'environnement, etc: : : et certains crit�eres �x�es par l'utilisateur : optimalit�e en
temps, en �energie etc: : : . Le probl�eme de la plani�cation de trajectoire n'est donc
pas monolithique et peut revêtir de tr�es nombreuses formes. Hwang et Ahuja [36]
proposent une classi�cation en r�epartissant les di��erents probl�emes sur une grille �a
deux entr�ees l'une correspondant aux types d'environnement trait�es et l'autre aux
types de robot consid�er�es. Le lecteur int�eress�e peut trouver une synth�ese de ces
travaux dans l'annexe A.

1.7 Travaux proches de notre m�ethode

Bien que plusieurs des m�ethodes pr�esent�ees dans cette annexe garantissent la
r�esolution du probl�eme, leurs implantations pour plusieurs degr�es de libert�e (plus
de 3) deviennent la plupart du temps impossible. Cette limitation est directement
reli�ee �a la complexit�e des m�ethodes propos�ees. De plus, si nous voulons consid�erer
des espaces dynamiques, la complexit�e devient inconcevable.

De nouvelles techniques de plani�cation de trajectoires continuent �a être d�e-
velopp�ees. Ces nouvelles techniques sont, en g�en�erale, des approches mixtes. Leur
objectif est la construction incr�ementale de l'espace des con�gurations par des �el�e-
ments repr�esentatifs de r�egions ou portions de l'espace; ces portions n'�etant pas
n�ecessairement explor�ees [36]. D'un autre côt�e l'utilisation de syst�emes parall�eles
est de plus en plus �etudi�ee et l'emploi de ceux-ci semble n�ecessaire si l'on veut
plani�er des trajectoires en temps-r�eel [16][50][71]. Bien que de tr�es nombreuses so-
lutions aient �et�e propos�ees, le paragraphe suivant pr�esente uniquement les travaux
qui s'approchent le plus de notre travail.

1.7.1 La m�ethode stochastique

Il s'agit d'une technique qui combine l'approche potentielle avec une recherche
al�eatoire [40][10][11][60] [61] [77]. Pour un espace des con�gurations C de dimension
n l'axe de coordonn�ees est not�e par x0; x1; : : : ; xn�1. Cet espace est divis�e en cellules
o�u un d�eplacement dans la direction de l'axe xi est repr�esent�e par �i.
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Soit U la fonction potentielle, q̂ un point (x0; : : : xn�1) dans l'espace et q̂� la
con�guration �nale alors 8 q̂ 2 C, U(q̂) � 0. Si U(q̂) = 0 alors q̂ = q̂�.

Le plani�cateur construit incr�ementalement un graphe G tel que les sommets
du graphe soient des minima locaux de la fonction potentielle U . Deux minima
locaux sont connect�es si le plani�cateur a construit un chemin entre eux. L'algo-
rithme commence la recherche avec la position initiale q̂�. A partir de cette position,
il ex�ecute un mouvement \ meilleur-d'abord" c'est-�a-dire l'algorithme passe de la
position q̂� �a q̂1 tel que q̂1 est un voisin de q̂�. La position q̂1 est �egale �a q̂� + �i et
U(q̂�) � U(q̂1). Le plani�cateur fait de même pour q̂2; : : : q̂loc o�u q̂loc est un minimum
local. Si U(q̂loc) = 0 alors l'algorithme a trouv�e une solution. Sinon si U(q̂loc) > 0 le
plani�cateur essaie d'�echapper au minimum local par l'ex�ecution d'un ensemble de
mouvements al�eatoires �a partir de q̂loc. Chaque mouvement al�eatoire est suivi d'une
recherche meilleur-d'abord qui attend un minimum local. Si ce minimum q̂0loc est
di��erent de q̂loc, il est remplac�e par q̂0loc \le successeur" de q̂loc dans le graphe G.
A ce moment-l�a, les deux minima adjacents sont connect�es par le chemin qui a �et�e
trouv�e par la recherche compos�ee d'un mouvement al�eatoire et d'une autre mouve-
ment meilleur-d'abord. Le graphe G est augment�e jusqu'�a trouver la con�guration
�nale. Si la recherche se �nit avec succ�es, le chemin construit est transform�e en un
chemin r�egulier. Cette transformation r�ealise une optimisation de la trajectoire en-
gendr�ee. Les exp�eriences faites avec cette m�ethode montrent qu'elle est tr�es e�cace.
Cependant, le temps de recherche augmente d'une mani�ere exponentielle �a mesure
que le nombre de degr�es de libert�e augmente.

Etant donn�e que l'algorithme utilise une proc�edure al�eatoire pour la construction
du graphe des minima locaux, on ne peut pas garantir qu'une solution sera trouv�ee
même si elle existe. Par contre, il est possible de prouver qu'au fur et �a mesure que
l'on engendre des d�eplacements al�eatoires �a partir des minima locaux, la probabilit�e
d'arriver au but converge vers 1. Entre autre, l'algorithme engendre des chemins
di��erents s'il est lanc�e plusieurs fois sur un même probl�eme. Un autre probl�eme de
cette m�ethode est le nombre de voisins �a consid�erer lorsque le nombre de degr�es de
libert�e augmente. Le nombre de voisins d'un point q̂i 2 IRn est 3n � 1. Pour n = 6
le point q̂i a 728 voisins possibles. Une solution �a ce probl�eme est de s�electionner
uniquement quelques voisins par un tirage al�eatoire [10].

1.7.2 La construction incr�ementale

Cette m�ethode est une des plus r�ecentes et consiste �a construire incr�ementale-
ment un squelette ou une r�etraction repr�esentant l'espace libre �a partir de la con�-
guration initiale ou �nale, c'est-�a-dire en r�ealisant une recherche unidirectionnelle
ou bidirectionnelle. Le but est la construction d'un squelette homotopique �a tous
les chemins de l'espace libre. Si nous cherchons un chemin quelconque d'une posi-
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tion initiale �a une autre �nale la construction de ce squelette est arrêt�ee lorsqu'un
chemin est trouv�e.

Ce type d'approche est normalement combin�e avec un algorithme local L qui
produit (�a partir des positions d�ej�a calcul�ees) de nouvelles positions libres ou bien
v�eri�e si la position �nale peut être atteinte [15][55][18].

Un premier exemple de cette m�ethode est la strat�egie de recherche appel�ee SAN-
DROS [18]. L'algorithme est compos�e de deux plani�cateurs : un plani�cateur global
G et un plani�cateur local L. Le plani�cateur G engendre une s�equence de sous-buts
pour guider le robot, et le plani�cateur L v�eri�e si ces sous-buts sont accessibles �a
partir des positions d�ej�a atteintes. Cette strat�egie a �et�e utilis�ee pour produire des
trajectoires sans collision pour un bras manipulateur �a six degr�es de libert�e. L'al-
gorithme pr�esente deux caract�eristiques principales : il d�e�nit les sous-buts d'une
mani�ere hi�erarchique avec plusieurs niveaux de r�esolution et il r�ealise une recherche
bidirectionnelle. Les sous-buts de cet algorithme sont des sous-espaces rectangulaires
de dimension 0; 1; : : : ; n ou n est le nombre de degr�es de libert�e. Ainsi, si on note par
des majuscules les coordonn�ees non uni��ees d'un point x 2 C � IRn nous pouvons
repr�esenter des sous-espaces de l'espace des con�gurations. Par exemple, pour un
robot �a six degr�es de libert�e, le sous espace de dimension six (X0;X1;X2;X3;X4;X5)
repr�esente tout l'espace IR6, le sous-espace (X0; x1; x2; x3; x4; x5) repr�esente un sous
espace de dimension 1 et (x0; x1; x2; x3; x4; x5) un point bien pr�ecis. L'algorithme
consiste �a construire un graphe G dans lequel les sommets repr�esentent des points
ou des sous-espaces de ce type. Ces derniers ne sont pas n�ecessairement explor�es.
Il y a alors deux types de sommets; les sommets \parvenus"et les sommets \non-
parvenus". Un sommet ni est parvenu �a partir d'un point q̂ si L est capable de
trouver une chemin libre de q̂ �a ni. Tout d'abord le graphe est constitu�e de deux
sommets, celui de la con�guration initiale q̂� et celui de la con�guration �nale q̂�.
Le plani�cateur L est lanc�e pour trouver un chemin de q̂� �a q̂�, s'il n'y a pas de
solution l'espace (initialement de dimension n) est \�eclat�e" en sous-espaces de di-
mension n � 1, c'est-�a-dire en construisant des nouveaux sommets du graphe. La
recherche meilleur-d'abord est utilis�ee pour explorer le graphe G et v�eri�er que les
nouveaux sommets sont accessibles. Tant qu'il n'y a pas un chemin du sommet de q̂�
au sommet de q̂� avec tous ses sommets en �etat \parvenu" on continue la recherche
en G. D�es que le graphe est compl�etement explor�e et si une solution n'a pas �et�e
trouv�ee les sommets de dimension sup�erieure �a 0 sont \�eclat�es" en construisant de
nouveaux sommets de dimension inf�erieure. Ce processus est r�ep�et�e jusqu'a ce qu'il
trouve une solution ou qu'il ne soit pas possible \d'�eclater" de nouveaux sommets.

Une autre m�ethode similaire est celle d�ecrite en [15]. La m�ethode construit un
squelette de l'espace libre grâce aux chemins libres cr�e�es par une fonction potentielle.
Le but est de connecter des tranches de l'espace libre par des chemins le long de cet
espace.
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La principale ressemblance des m�ethodes pr�ec�edemment d�ecrites avec la nôtre
est l'utilisation d'une strat�egie pour d�e�nir des nouvelles con�gurations de d�epart;
et, l'utilisation d'une approche locale pour chercher �a atteindre ces con�gurations.
La principale di��erence est que dans notre cas nous utilisons l'espace des plans et
non pas l'espace des con�gurations pour atteindre les nouvelles con�gurations.
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Partie I

Le Fil d'Ariane : Un algorithme de

plani�cation g�en�eral
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Introduction

Le but de cette partie est de d�ecrire formellement un algorithme de plani�cation
g�en�eral �a l'aide de deux probl�emes d'optimisation de IRn dans R+. La d�emarche que
nous avons suivie est la suivante :

Nous rappelons tout d'abord les d�e�nitions formelles des concepts fondamentaux
utilis�es : espace des con�gurations, chemin dans IRn, ensemble \chemin connect�e",
distance de Hausdor�, billage et pavage d'un espace.

Cet ensemble de d�e�nitions nous permettra d'introduire une premi�ere m�ethode
math�ematique EXPLORE1 qui permet de construire en un nombre �ni d'�etapes
un ensemble discret de points qui approche l'espace libre arbitrairement pr�es au sens
de la distance de Hausdor�. Le r�esultat sur la convergence de cette m�ethode sera
utilis�e plus tard pour montrer la convergence d'un algorithme d�eriv�e de la premi�ere
m�ethode : EXPLORE.

Nous introduisons ensuite la notion de Chemin Manhattan et la notion d'espace
libre �a "-pr�es qui repr�esente naturellement les portions de l'espace des con�gura-
tions qui se trouvent �a plus de " des obstacles. Si l'on s'int�eresse �a des trajectoires
enti�erement contenues dans cet espace on peut, en utilisant les chemins Manhattan,
obtenir une m�ethode de construction de l'espace atteignable bas�ee sur la maximisa-
tion d'une fonctionnelle de IRn dans IR+. Nous montrerons la convergence de cette
m�ethode - EXPLORE - c'est-�a-dire que nous montrerons qu'on peut approcher
l'espace atteignable avec une r�esolution arbitraire en un nombre �ni d'it�erations.

Le rôle premier de EXPLORE est, bien entendu, de fournir une repr�esentation
approch�ee de l'espace atteignable qui peut être utilis�ee en plani�cation de trajec-
toire. Cependant son int�erêt majeur r�eside dans la mani�ere dont cette repr�esenta-
tion est calcul�ee. En e�et, cette m�ethode fournit une repr�esentation de l'espace qui
s'adapte naturellement �a la complexit�e du probl�eme de plani�cation pos�e.

A ce stade, nous pourrions disposer d'un premier plani�cateur de trajectoire. En
e�et, en supposant que le but soit dans l'espace libre �a "-pr�es et qu'il soit atteignable,
alors la boule de rayon " autour du but est libre de tout obstacle et contient une
balise de l'ensemble construit par EXPLORE. Il nous su�t alors de construire la
trajectoire qui va de l'origine �a ce point, ce qui est possible par d�e�nition, et de
joindre \en ligne droite" le but depuis ce point. En quelque sorte, la boule de rayon
" repr�esente une pr�e-image minimale de la position but.

L'objet de l'algorithme SEARCH est de fournir une m�ethode permettant d'agran-
dir cette pr�e-image et donc d'augmenter l'e�cacit�e d' EXPLORE. L'int�erêt de
SEARCH par rapport �a d'autres m�ethodes de plani�cation locales qui pourraient
jouer un rôle similaire d'agrandissement, est d'utiliser les mêmes outils et concepts

37



que ceux employ�es dans EXPLORE. En particulier SEARCH s'exprime comme
l'optimisation d'une fonction de IRn dans IR+. SEARCH constitue donc un com-
pl�ement g�en�erique d'EXPLORE.

Nous montrerons comment on peut grandement am�eliorer l'e�cacit�e de la re-
cherche en introduisant la notion de rebondissement contre les C-obstacles. Fina-
lement, nous d�e�nirons l'algorithme Fil d'Ariane comme la combinaison des algo-
rithmes EXPLORE et SEARCH.
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Chapitre 2

D�e�nitions

2.1 L'espace des con�gurations

On note W l'espace physique dans lequel �evolue le robot consid�er�e. En g�en�eral
on peut d�eterminer la position de tous les points du robot dans cet espace par un
nombre restreint de param�etres (x1; x2; : : : ; xn). Le choix de ces param�etres d�e�nit
un espace appel�e espace des con�gurations [49][41] not�e C. Par d�e�nition, la posi-
tion du robot dans W est compl�etement d�e�nie par la donn�ee d'un point dans C.
En g�en�eral, des contraintes d'ordre m�ecanique ou physique empêchent le robot de
se trouver dans certaines r�egions de W. Ces r�egions d�e�nissent implicitement des
r�egions interdites de C : on nomme ces r�egions les C-obstacles. Par exemple, pour
un robot manipulateur, des contraintes m�ecaniques sont impos�ees par les but�ees de
chaque degr�e de libert�e. Ainsi, pour ce type de robot, l'espace des con�gurations
C est born�e. Les autres contraintes, celles d'ordre physique, sont impos�ees par les
obstacles Bi=0;:::k � W plac�es dans l'espace accessible au robot (voir �gure 2.1).
Evidemment, le robot et les obstacles ne peuvent pas occuper simultan�ement le
même sous-espace de W. Ainsi, toutes les con�gurations positionnant le robot dans
l'espace occup�e par un obstacle appartiennent, dans l'espace des con�gurations, aux
C-obstacles.
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D�e�nition 2.1 (Emplacement d'un robot)
Soit A un robot, C l'espace des con�gurations de A, q̂ 2 C une con�-
guration du robot et W l'espace de travail de A. L'emplacement de A
dans W donn�e par q̂ est d�e�ni comme le sous-espace de W occup�e par
A �etant donn�ees les valeurs des param�etres de q. Il est not�e A(q̂).

Avec la d�e�nition pr�ec�edente, nous pouvons maintenant d�e�nir les C-obstacles
engendr�es par l'ensemble \des obstacles physiques" Bi=0;:::k plac�es dans W. Chacun
des obstacles physiques en W est transform�e dans l'espace des con�gurations C de
A en un ensemble de r�egions :

CBi = fq̂ 2 CjA(q) \ Bi 6= ;g

o�u CBi peut être un ensemble vide (8q̂ 2 CjA(q) \ Bi = ;). De cette mani�ere,
l'union de ces r�egions d�e�nit l'ensemble de CB � C des con�gurations interdites au
robot.

D�e�nition 2.2 (C-obstacles)
L'ensemble des C-obstacles not�e CB est d�e�ni comme l'union des trans-
formations de tous les obstacles du monde physique dans l'espace des
con�gurations, c'est-�a-dire :

CB =
k[
i=1

CBi

Par exemple, la �gure 2.1 montre un bras manipulateur planaire en deux po-
sitions di��erentes et plac�e parmi quatre obstacles B0;B1;B2;B3. Deux param�etres
angulaires x0 et x1 sont utilis�es pour d�e�nir une con�guration de ce type de robot.
Ainsi, l'espace des con�gurations C est �egal �a [0; 2�[�[0; 2�[� IR2 (voir �gure 2.2).
Dans cet espace, chacune des deux positions du robot est repr�esent�ee par un point
et l'ensemble des positions interdites correspondant aux obstacles par les r�egions
gris�ees. On peut remarquer que contrairement aux objets B0;B2;B3, la transforma-
tion de B1 sur C est un ensemble vide. En e�et, aucune position de A ne conduit �a
une collision avec cet obstacle. D'autre part, on remarque que les transformations
de B2 et B3 dans l'espace des con�gurations ne sont pas disjointes. Ainsi, la transfor-
mation de CB2 \ CB3 dans l'espace W correspond aux emplacements pour lesquels
le robot entre en collision �a la fois avec les obstacles B2 et B3.

Le compl�ementaire de CB d�e�nit un sous-espace de C o�u le robot se trouve libre
de collision. Cet espace est appel�e l'espace libre :
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B2

B1

B0
A(q̂b)

B3

A(q̂a = (x0; x1))

x1

x0

Fig. 2.1 - L'espace de travail d'un robot planaire �a deux degr�es de libert�e.

Clibreq̂a

Clibreq̂b

q̂b

q̂a

x1

x0

2�

2�o

CB0 CB2 CB3

Fig. 2.2 - L'espace des con�gurations et ses composantes.
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D�e�nition 2.3 (Espace libre)
L'espace libre, not�e Clibre, d'un robot A est d�e�ni comme l'ensemble des
con�gurations libres de collision de A :

Clibre = CnCB = fq̂ 2 CjA(q̂) \ Bi=1;2;:::;k = ;g

L'ensemble CB peut d�e�nir une partition de l'espace libre en plusieurs r�egions
non connexes. Ceci a une cons�equence tr�es importante en plani�cation de trajec-
toires : si l'espace libre est compos�e de plusieurs composantes connexes, alors il
existe, �a partir d'une con�guration initiale donn�ee, un ensemble de positions du
robot dans l'espace de travail qui ne sont pas accessibles [87][13].

Dans le paragraphe suivant, nous d�e�nissons les notions de chemin et de connexi-
t�epar chemin.

2.2 Chemins et ensembles chemin-connect�es

D�e�nition 2.4 (Chemin dans IRn)
Soit I l'intervalle [0; 1] � IR. Un chemin '̂ de IRn d'un point initial q̂� �a

un point �nal q̂� est d�e�ni comme un n-uplets ('1(�); '2(�); : : : ; 'n(�))
de n fonctions continues de I ! IR avec :

q̂� = ('1(0); '2(0); : : : ; 'n(0)) et q̂� = ('1(1); '2(1); : : : ; 'n(1))

Par cons�equent, pour un robot �a n degr�es de libert�e, toute trajectoire est repr�e-
sent�ee par un ensemble de fonctions continues dans l'espace des con�gurations du
robot. De plus, une trajectoire sans collision '̂ ne doit pas contenir une intersection
avec les C-obstacles, soit : 8� 2 I; ('1(�); '2(�); : : : ; 'n(�)) 62 CB .

D�e�nition 2.5 (Chemin connect�e)
On dit que deux ensembles C1 et C2 � C sont chemin-connect�es si et
seulement si 8q̂1; q̂2 2 C1; C2 il existe un chemin de q̂1 �a q̂2 dans C.

On peut noter qu'un ensemble chemin-connect�e est forc�ement connexe mais que
la r�eciproque n'est pas vraie. Par exemple, l'ensemble [0; 1[ [ ]1; 2] est connexe,
mais n'est pas chemin-connect�e [24].

D�e�nition 2.6 (Espace accessible)
Soit q̂ une con�guration en Clibre, on d�e�nit l'espace accessible de q̂ :
Clibreq̂ � Clibre comme l'union de tous les sous-ensembles chemin-connect�es
de Clibre contenant q̂. On appelle aussi Clibreq̂ la composante chemin
connect�e de q̂.
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Par exemple, dans la �gure 2.2, nous avons deux r�egions non connexes et donc
non chemin-connect�ees de l'espace libre : Clibreq̂a et Clibreq̂b . Autrement dit, il n'existe
pas de chemin en Clibre allant de q̂a �a q̂b ou vice versa.

2.3 La distance de Hausdor�

La distance de Hausdor� [65] [24] permet de mesurer la proximit�e entre deux
sous ensembles. Elle nous permettra de parler d'approximation de Clibreq̂ par un
ensemble discret de points.

D�e�nition 2.7 (Distances dans IRn)
Soit Y � IRn un espace non vide, nous d�e�nissons :

1. la distance entre deux points x̂; ŷ 2 IRn : d(x̂; ŷ) = jjx̂� ŷjj,
2. la distance d'un point x̂ 2 IRn �a l'espace Y :

{ d(x̂; Y ) = d(Y; x̂) = minfd(x̂; ŷ)jŷ 2 Y g pour Y �enum�erable,

{ d(x̂; Y ) = d(Y; x̂) = inffd(x̂; ŷ)jŷ 2 Y g pour Y non �enum�e-
rable,

D�e�nition 2.8 (Fonction et distance d'Hausdor�)
Soit F(IRn) l'ensemble des sous-espaces non vides born�es de IRn et (X;Y ) 2
F(IRn)�F(IRn), on d�e�nit la fonction d'Hausdor� de X �a Y comme :

h(X;Y ) = supfd(x̂; Y )jx̂ 2 Xg = sup
x̂2X

inf
ŷ2Y

d(x̂; ŷ)

et la distance d'Hausdor� entre X et Y comme :

�(X;Y ) = max[h(X;Y ); h(Y;X)]

Nous utilisons cette distance pour estimer l'approximation de tout espace X
born�e par un ensemble �ni de points EL � X. On peut remarquer que si EL � X
alors nous avons : 8q̂i 2 EL, d(q̂i;X) = 0 (voir d�e�nition 2.7).

Ainsi, h(EL;X) = 0 et par cons�equent :

�(EL;X) = h(X;EL)
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La distance d'Hausdor� est une notion particuli�erement importante en plani�ca-
tion de trajectoires. En e�et, si pour tout " nous sommes capables de construire,
�a partir d'une con�guration donn�ee q̂� 2 Clibre, un ensemble EL de points acces-
sibles depuis q̂� tel que :

�(Clibreq̂� ; EL) � "

alors pour toute con�guration q̂ 2 Clibreq̂� nous avons d(q̂; EL) � ". Autrement
dit, nous pouvons placer un point arbitrairement pr�es de tout point de l'espace
accessible.

2.4 Billage et pavage d'un espace

Dans le paragraphe pr�ec�edent nous avons expliqu�e comment il �etait possible
d'estimer l'approximation de l'espace accessible d'une con�guration q̂� 2 Clibre par
un ensemble �ni EL de points. Si nous sommes capables de construire une telle ap-
proximation, alors nous avons la caract�eristique suivante : pour toute con�guration
q̂ 2 Clibreq̂� il existe au moins un point p̂ 2 EL tel que la distance entre q̂ et p̂ est
inf�erieure �a ". Autrement dit, toute con�guration q̂ 2 Clibreq̂� poss�ede au moins un
repr�esentant en EL �a "�pr�es.

De cette fa�con au lieu de calculer tout l'espace libre du robot on peut l'approcher
par un ensemble �ni de points. Chacun de ces points repr�esente les con�gurations
voisines �a une distance inf�erieure ou �egale �a ". Ceci revient �a r�ealiser un pavage
�a "�pr�es de l'espace accessible de q̂�.

Bien entendu, nous sommes int�eress�es par des pavages \e�caces", c'est-�a-dire
que nous cherchons �a approximer Clibreq̂� avec le plus petit nombre de points. Ainsi, il
faut �etablir un �eloignement minimal entre les repr�esentants. Cet �eloignement d�e�nit
implicitement un billage de l'espace approch�e.

Avant de d�e�nir formellement les concepts de billage et de pavage [72], nous
ferons un rappel de quelques concepts fondamentaux. A partir de ces concepts nous
d�e�nirons la borne sup�erieure de la cardinalit�e du billage de rayon r d'un espace,
autrement dit la borne sup�erieure du nombre de boules de rayon r pouvant occuper
un sous espace born�e de IRn.

D�e�nition 2.9 (Ensemble convexe)
On appelle un ensemble convexe tout domaine D dans l'espace Euclidien
de dimension n (not�e IEn) tel que pour tout p̂i; p̂j 2 D le segment p̂ip̂j
soit compl�etement contenu en D, c'est-�a-dire, 8� 2 [0; 1], p̂ = (p̂i � (1�
�) + p̂j � �) 2 D.
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Domaine convexe Domaine non-convexe

p̂i

p̂j

p̂i
p̂j

Fig. 2.3 - Convexit�e d'un espace.

D�e�nition 2.10 (Enveloppe convexe)
L'enveloppe convexe d'un ensemble de points S de IEn est le plus petit
domaine convexe de IEn contenant S.

D�e�nition 2.11 (Simplex)
Un simplex S est d�e�ni comme l'enveloppe convexe d'un ensemble de
(n+ 1) points ind�ependants en IEn. On dit que S est r�egulier si tous ses
côt�es sont �egaux .

D�e�nition 2.12 (Boule en IEn)
L'ensemble Bl(x̂; r) � IEn est appel�e \boule de centre x̂ et de rayon r",
et il est d�e�ni comme Bl(x̂; r) = fŷ 2 IRn j jjx̂� ŷjj � rg.

Ainsi, soit EL un ensemble de points de IEn. L'ensemble de boules de rayon r
produit par EL est not�e U(EL; r) c'est-�a-dire :

U(EL; r) = fBl(p̂; r) j p̂ 2 ELg

D�e�nition 2.13 (Billage)
Soit EL = (p̂i)i2IN� une s�equence de points de IEn et r 2 IR. K =
U(EL; r) est appel�e un billage si pour tout couple de points (p̂i; p̂j) 2
EL � EL o�u i 6= j d(p̂i; p̂j) � 2r. Nous appelons EL ensemble des
balises et r rayon du billage.

Nous notons par Cs le cube fx̂ 2 IRnj � s
2 � xi � s

2; 1 � i � ng et par �(Y ) le
volume d'un sous-ensemble compact1 Y de IRn.

1ferm�e et born�e.
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a b

Fig. 2.4 - Deux billages de densit�e di��erente en IR2.

Ainsi, nous d�e�nissons :

D�e�nition 2.14 (Densit�e d'un billage)
Soit K un billage en IRn, nous d�e�nissons la densit�e du billageK comme :

�n(K) = lim
s!1

P
p̂i:Bl(p̂i;r)�Cs

�(Bl(p̂i; r))

�(Cs)
(2.1)

La �gure 2.4 montre deux billages dans IE2 avec des densit�es di��erentes.

Il est facile de voir que la borne sup�erieure de la densit�e d'un billage est ind�epen-
dante du rayon des boules utilis�ees. La meilleure estimation de la borne sup�erieure
pour un billage dans IEn not�ee �n a �et�e �etablie par Rogers [69]. La borne sup�erieure
est d�e�nie comme la proportion du volume d'un simplex r�egulier S de côt�e 2 dans
IEn, lequel est couvert par les (n + 1) boules de rayon 1, centr�ees aux sommets
de S (voir �gure 2.5). �n est appel�ee la densit�e de Rogers. La �gure 2.5 repr�esente
les simplex r�eguliers pour IE2 et IE3. Par exemple, dans le cas du simplex r�egulier
en IE2 il est tr�es facile de calculer la densit�e de Rogers. L'aire du triangle est

p
3.

L'aire de chacun des secteurs (marqu�es en gris dans la �gure 2.5) est �=6. Ainsi,
l'aire des trois secteurs est 3�=6 = �=2. La densit�e de Rogers pour IE2 est alors
�=
p

12 � 0:9069 [72].

A partir de la borne sup�erieure de la densit�e de Rogers nous pouvons introduire
la borne sup�erieure de la densit�e centrale de Rogers [73] not�ee �n0 et d�e�nie comme :

�n
0 = �n=Jn (2.2)

o�u Jn est le volume d'une boule de rayon 1 dans IEn. Le volume Jn est �egal �a :

Jn =
�

n
2

�(n2 + 1)
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S � IE3

S � IE2

�=6

ba

Fig. 2.5 - Un simplex r�egulier en IE2 et un autre en IE3.

o�u la fonction � est d�e�nie comme suit :

�(a) =
Z
1

0
e�xxa�1dx

Nous pouvons calculer �(a) avec les r�egles suivantes :

�(0) = 1;�(1) = 1

�
�

1

2

�
=
p
�; �(n) = (n� 1)!

�(a) = (a� 1)�(a� 1)

Ainsi, pour une boule de rayon r en IEn nous avons :

�(Bl(x̂; r)) = rnJn

Dans le cas de l'exemple pr�ec�edent, on peut donc calculer la densit�e centrale de
Rogers (pour n = 2), J2 = �. D'o�u �0 = (�=

p
12)=� � :2886 [72].

Pour un ensemble X � IRn nous notons s(X) = minfs 2 IRjX � Csg, c'est-�a-
dire que s(X) est la taille du côt�e du plus petit cube contenant X.

On remarque ainsi que si nous avons un billage K = U(EL; r) d'un espace
X � IRn avec la propri�et�e EL � X alors K � C(s(X)+2r) (voir �gure 2.6). Nous
pouvons alors montrer la proposition suivante :

47



Proposition 2.1 (Borne sup�erieure de la cardinalit�e d'un billage)
Soit X � IRn et K = U(EL; r) un billage sph�erique tel que EL � X
alors la borne sup�erieure de la cardinalit�e de EL est donn�ee par :

Card(EL) �
$
�n

0 � (s(X) + 2r)n

rn

%
(2.3)

D�emonstration :

Soit K0 = U(EL0; r) le billage de cardinalit�e maximale de Cs(X) tel que
EL0 � Cs(X). La densit�e � de ce billage est :

� =
Card(EL0) � Jn � rn

(s(X) + 2r)n
� volume des boules

volume du cube

ainsi,

Card(EL0) =
� � (s(X) + 2r)n

Jn � rn
�etant donn�e que � � �n et en utilisant l'expression 2.2 nous avons :

Card(EL0) �
$
�n � (s(X) + 2r)n

Jn � rn
%

=

$
�n

0 � (s(X) + 2r)n

rn

%

Etant donn�e que X � Cs(X) nous avons : Card(EL) � Card(EL0): 2

D�e�nition 2.15 (Pavage)
Soit EL = (p̂i)i2IN� une s�equence de points de IRn et r 2 IR alors P =
U(EL; r) est appel�e un pavage de X si et seulement si X � P . Nous
appellons EL l'ensemble de balises et r le rayon du pavage.

X

r

p̂i 2 EL

s(X)s(X) + 2r

Fig. 2.6 - Billage d'un espace X et le cube Cs(X).
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Une cons�equence imm�ediate de la d�e�nition d'un pavage est que �(EL;X) � r
et par cons�equent EL est une approximation de X �a r-pr�es au sens de la distance
de Hausdor�.

Dans le chapitre qui suit, nous pr�esentons une m�ethode de construction d'un
ensemble de points EL � Clibreq̂� qui r�ealise �a la fois un billage K = U(EL; "=2)
et un pavage P = U(EL; ") de l'espace libre. Le pavage P de Clibreq̂� nous permet
de montrer que EL est une approximation de Clibreq̂� et le billage K nous permet
d'a�rmer que cette approximation peut être obtenue en un nombre �ni d'�etapes.
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Chapitre 3

L'algorithme EXPLORE

3.1 L'algorithme EXPLORE1

L'algorithme EXPLORE1 est utilis�e a�n de construire incr�ementalement un
pavage K pour tout espace compact X � IRn. Le principe de la m�ethode consiste
�a placer des balises dans l'espace X en commen�cant par un point initial donn�e
x̂� 2 X. Ainsi, la premi�ere balise L1 de l'ensemble de balises EL est le point x̂�.
Puis, EXPLORE1 s�electionne le point p̂ 2 X le plus �eloign�e de x̂�, qui devient
alors une nouvelle balise de EL. On continue cette proc�edure en s�electionnant �a
chaque it�eration le point de X le plus �eloign�e possible des balises pr�ec�edemment
pos�ees. De cette fa�con, si chacune des balises est pos�ee �a une distance sup�erieure
ou �egale �a r des balises pr�ec�edemment pos�ees, on est certain de r�ealiser un billage
de l'espace libre avec des boules de rayon r=2. En utilisant la densit�e de Rogers on
montre que le nombre de balises espac�ees de r=2 est born�e et donc que l'on va pouvoir
approximer l'espace libre �a r pr�es en un temps �ni. Si le nombre de balises continue
�a augmenter, le rayon r ne peut que diminuer ; ce qui conduit n�ecessairement �a une
approximation de plus en plus �ne de l'espace libre.
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L'algorithmeEXPLORE1 est pr�esent�e ci dessous. Il a pour param�etres d'entr�ee
la valeur de r�esolution souhait�ee " 2 IR, et x̂� 2 X le point de d�epart. L'algorithme
EXPLORE1 nous retourne EL", qui est �a la fois l'ensemble des balises du billage
�a "0=2-pr�es de X et l'ensemble de balises du pavage de rayon "0, o�u "0 � ".

L'algorithme est le suivant :

ALGORITHME EXPLORE1(x̂�; ")
begin

L1 := x̂�;
EL1 := fL1g
t := 1;
do

p̂t := p̂ : maxp̂2X d(ELt; p̂);
Lt+1 := p̂t; /* on choisit la nouvelle balise */
ELt+1 := ELt [ fLt+1g;
"t := d(ELt; p̂t);
t := t+ 1

while("t�1 > "); /* "0 est "t�1 */
EL" := ELt�1 ;
return(EL");

end

L'algorithme commence de la mani�ere suivante : soit x̂� 2 X le point initial
donn�e, nous initialisons EL1 = fL1g o�u L1 = x̂�, et nous appelons p̂1 le point tel
que :

p̂1 : max
p̂2X

d(L1; p̂)

En accord avec notre d�e�nition, L2 = p̂1 est le point le plus �eloign�e dans X de
L1. On pose EL2 = EL1 [ fL2g et "1 = maxp̂2X d(L1; p̂) pour �nir la premi�ere
it�eration. Il est clair que U(EL2; "1=2) est un billage de X et que U(EL2; "1) est
un pavage de X, c'est-�a-dire X � U(EL2; "1). Nous continuons avec la deuxi�eme
it�eration de l'algorithme : �etant donn�e un point p̂ 2 X nous consid�erons le minimum
entre d(L1; p̂) et d(L2; p̂) c'est-�a-dire d(EL2; p̂) et nous essayons de maximiser cette
valeur entre tous les points de X :

p̂2 : max
p̂2X

d(EL2; p̂) = max
p̂2X

min
Li2EL2

d(Li; p̂)

La troisi�eme balise est alors L3 = p̂2; EL3 = fL1; L2; L3g et "2 = maxp̂2X d(EL2; p̂).
De même qu'�a la premi�ere it�eration, U(EL3; "2=2) et U(EL3; "2) repr�esente respec-
tivement un billage et un pavage de X. D'une mani�ere g�en�erale, pour un ensemble
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ELt avec t balises nous cherchons �a optimiser maxp̂2X d(ELt; p̂). D�es lors nous no-
tons pour t 2 IN+ :

p̂t : max
p̂2X

d(ELt; p̂) = max
p̂2X

min
Li2ELt

d(Li; p̂)

En posant Lt+1 = p̂t nous obtenons notre (t + 1)i�eme balise. Les ensembles
U(ELt+1; "t=2) et U(ELt+1; "t) sont respectivement un billage et un pavage de l'en-
semble X.

Ainsi, chaque it�eration t se ram�ene �a un probl�eme d'optimisation. Etant donn�e
une it�eration t 2 IN+, EXPLORE1 est une fonction de la forme1 :

EXPLORE1(t) =

(
maxd(ELt; p̂)
p̂ 2 X

Etant donn�e que X est un espace born�e, nous avons le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 3.1 (Convergence)
Soit X un espace compact, nous avons pour l'application de EXPLORE1
en X :

lim
t!1

EXPLORE1(t) = 0 (3.4)

D�emonstration :

Soit t 2 IN+ et EXPLORE1(t) = "t, il est �evident que Kt+1 =
U(ELt+1; "t=2) est un billage de X. De cette mani�ere, si s = s(X) nous
obtenons :

�n � �n(Kt+1) =
(t+ 1) � Jn � ("t=2)n

(s+ "t)n
� volume des boules

volume du cube

ainsi,

�
"t

2s+ 2"t

�n
� �n

0

t+ 1

de l�a nous avons :

1Attention, il faut distinguer la proc�edure ALGORITHME EXPLORE1(x̂�; ") de la fonction
EXPLORE1(t)
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"t � 2 �
 

�0

t+ 1

! 1

n

� (s+ "t)

donc,

"t �
0
@1 � 2 �

 
�0

t+ 1

! 1

n

1
A � 2s �

 
�0

t+ 1

! 1

n

ainsi pour (1� 2 � (�0=(t+ 1))
1

n ) > 0, c'est-�a-dire pour t > d2n�n0 � 1e,
nous avons le r�esultat suivant :

"t �
2s � ( �n

0

t+1
)
1
n

1 � 2 � ( �n
0

t+1
)
1

n

(3.5)

Par cons�equent :

lim
t!1

EXPLORE1(t) � lim
t!1

2s � ( �n
0

t+1)
1

n

1� 2 � ( �n
0

t+1
)
1

n

lim
t!1

2s � ( �n
0

t+1)
1

n

1� 2 � ( �n
0

t+1)
1

n

= 0

Ce qui nous donne le r�esultat cherch�e. 2

En utilisant la proposition 2.1, on peut explicitement donner le nombre d'it�e-
rations T qui rend EXPLORE1(T ) < ". Ce nombre T d'it�erations est reli�e �a la
borne sup�erieure de la cardinalit�e d'un billage de rayon "=2 de l'espace X.

Th�eor�eme 3.2 (Nombre �ni d'it�erations)

Si T >

$
�n

0 � (s(X) + ")n

( "2)n

%
� 1 alors EXPLORE1(T ) < ": (3.6)

De ce fait, nous pouvons r�ealiser un pavage de X dont le rayon tend vers 0 et donc
approcher tout point de X �a une distance " arbitraire. Dans la suite de l'expos�e,
nous proposons un algorithme similaire pour la construction d'un pavage d'un sous-
ensemble particulier de l'espace Clibre : l'espace libre �a "�pr�es not�e C"libre. Cette
construction est e�ectu�ee �a partir d'une con�guration initiale q̂� donn�ee en utilisant
des trajectoires d'un type particulier : les chemins Manhattan.
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3.2 Espace libre �a "-pr�es et chemins Manhattan

Dans cette partie nous d�e�nissons la notion d'espace libre �a "�pr�es. Intuitive-
ment, on peut dire qu'une trajectoire dans cet espace passe toujours �a plus de " des
C-obstacles. Nous introduisons ensuite un type particulier de trajectoire : les che-
mins Manhattan d'ordre k. Sur un tel chemin on ne d�eplace qu'un degr�e de libert�e
�a la fois. L'int�erêt de ces chemins est double : ils sont facilement param�etrables par
n�k r�eels (n est la dimension de l'espace des con�guration consid�er�e) et ils facilitent
les calculs g�eom�etriques. Puis nous pr�esentons l'algorithme EXPLORE ainsi que
les r�esultats principaux qui forment le c�ur de ce chapitre, �a savoir :

1. Si un point est dans la même composante chemin-connect�e de l'espace libre �a
"-pr�es que la position initiale, alors on peut, en un nombre �ni d'it�erations de
l'algorithme EXPLORE, trouver un chemin Manhattan partant de l'origine
qui s'approche �a "�pr�es de ce point. Autrement dit on peut se d�eplacer partout
(�a "-pr�es) dans l'espace accessible avec des chemins Manhattan de longueur
�nie.

2. La proc�edure permettant de r�ealiser cette exploration est bas�ee sur la maximi-
sation d'un fonctionnelle de IRn�k �a valeur dans IR+ et peut donc être r�ealis�ee
en pratique sur un ordinateur.

3.2.1 L'espace libre �a "�pr�es

D�e�nition 3.1 (Espace libre �a "�pr�es)
Etant donn�e " > 0 et la m�etrique d(x̂; ŷ), l'espace libre �a "�pr�es de Clibre
est d�e�ni par :

C"libre = fq̂ 2 Clibrejd(q̂; CB) � "g:

Un exemple de cet espace en IR2 est montr�e dans la �gure 3.1. Evidemment C"libre
peut être compos�e d'une ou plusieurs composantes connexes born�ees.

3.2.2 Les Chemins Manhattan

Soit n 2 IN+. On note }(n) l'ensemble des fonctions continues de I = [0; 1] �a
valeurs dans IRn. Autrement dit :

'̂ 2 }(n)()
(
'̂ : [0; 1]! IRn

�! ['1(�); : : : ; 'n(�)]
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o�u chaque fonction 'i, i = 1; 2; : : : n est continue de [0; 1] dans IR. Comme nous
allons le voir, }(n) est un espace vectoriel norm�e.

x0

x
1

"

CB

Clibre � C"libre

CB

C"libre

Fig. 3.1 - L'espace C"libre.
Un chemin de IRn est, d'un \point de vue g�eom�etrique", l'ensemble image

'̂([0; 1]) = f'̂(�); � 2 [0; 1]g pour '̂ 2 }(n). Il est clair qu'un tel chemin '̂ en
IRn admet plusieurs param�etrisations, par exemple sin(� � 2�) = cos(� � 2� + �

2
)

pour � 2 I. De fa�con plus pr�ecise, on d�e�nit :

D�e�nition 3.2 (Relation d'�equivalence, classe d'�equivalence)

1. Soit '̂ et �̂ 2 }(n). Alors '̂ � �̂ si et seulement si :

(a) '̂(0) = �̂ (0) et '̂(1) = �̂ (1)

(b) 9f : [0; 1]! [0; 1] tel que f est continue et 8� 2 [0; 1];
'̂(�) = �̂ (f(�)).

'̂ � �̂ d�e�nit une relation d'�equivalence dans }(n).

2. Un chemin de IRn est une classe d'�equivalence dans }(n) modulo la
relation d'�equivalence '̂ � �̂ , c'est-�a-dire un �el�ement de }(n)= �.
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En pratique, nous identi�ons les chemins de IRn avec les fonctions de }(n), c'est-
�a-dire avec leurs repr�esentants. De cette fa�con deux fonctions avec la même image
sont consid�er�ees comme le même chemin. On peut remarquer que cette derni�ere
d�e�nition est plus g�en�erale que celle donn�ee dans la d�e�nition 2.4.

Introduisons une norme sur l'espace vectoriel }(n). Pour '̂ 2 }(n), on pose :

jj'̂jj1 = maxfjj'ijj1g pour i 2 f1; 2; : : : ; ng
o�u

jj'ijj1 = supfj'i(�)j1g t 2 [0; 1]

Ainsi, (}(n); jj jj1) devient un espace vectoriel norm�e.

D�e�nition 3.3 (Fonction Manhattan)
On consid�ere le sous-ensemble M(n) de }(n) des fonctions

̂ : [0; 1]! IRn, �! (
1(�); : : : 
n(�)) d�e�ni de la mani�ere suivante :


̂ 2 M(n) si et seulement s'il existe une subdivision

(cj)j=0;1;:::;N de [0; 1] : 0 = c0 < c1 < : : : < cN = 1

telle que : 8j 2 f0; 1; : : : ; N � 1g;9kj 2 f1; 2; : : : ng o�u la fonction nu-
m�erique 
kj soit a�ne sur [cj; cj+1] et chaque 
i, i 6= kj soit constante
sur [cj; cj+1]

Autrement dit sur [cj; cj+1] seule la fonction 
kj peut être non constante
(et a�ne). Une telle fonction 
̂ est appel�ee fonction Manhattan.

Un exemple d'une fonction '̂ 2 }(2) et une fonction Manhattan 
̂ 2 M(2) sont
montr�ees dans la �gure 3.2. Les images des deux fonctions, '̂([0; 1]) et 
̂([0; 1]) sont
montr�ees dans la �gure 3.3. Ainsi, la fonction '̂ est compos�ee de deux fonctions
continues 
1 : I ! IR et 
2 : I ! IR. Comme nous l'avons d�e�ni pr�ec�edemment
seule une des deux fonctions peut être non constante dans chacun des intervalles
form�es par les subdivisions (cj)j=0;1;:::N . La �gure 3.4 montre cette situation.

Comme pr�ec�edemment, on d�e�nit g�eom�etriquement un chemin Manhattan comme
l'ensemble image 
̂([0; 1]) ou comme une classe d'�equivalence2 modulo la relation
�.
2On peut montrer que M(n) est dense dans }(n). Autrement dit, on peut approcher toute courbe para-
m�etr�ee continue, c'est-�a-dire tout chemin de IRn, d'aussi pr�es que l'on veut par un chemin Manhattan.
Soit :

8'̂ 2 }(n);8" > 0;9
̂ 2M(n) : jj'̂� 
̂jj1 < "
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Fig. 3.2 - Une fonction '̂ 2 }(2) et une autre 
̂ 2 M(2)

On peut alors conclure que se d�eplacer sur un chemin Manhattan dans l'espace
des con�gurations d'un robot �a n degr�es de libert�e revient �a se d�eplacer selon une
dimension �a la fois, ce qui est �equivalent �a bouger successivement chacun des degr�es
de libert�e.

D�e�nition 3.4 (Chemin Manhattan d'ordre 1)
Soit un syst�eme �a n degr�es de libert�e et q̂� = (x1; : : : ; xn) une con�gu-
ration donn�ee de ce syst�eme, on d�e�nit un chemin Manhattan d'ordre 1
et partant de q̂� comme l'application 
̂1 : �! IRn o�u :


i(�) =

8><
>:
xi pour 0 � � � (i�1)

n

xi + �i � (n � � � i+ 1) pour (i�1)
n
� � � i

n

xi + �i pour i
n
� � � 1

(3.7)

avec �i 2 IR. Ce type de trajectoire consiste �a d�eplacer successivement un degr�e
de libert�e �a la fois, chacun �a son tour. De cette mani�ere nous d�e�nissons 
̂1 comme :


̂1 = (�1
1;�

1
2; : : : ;�

1
i ; : : : ;�

1
n) (3.8)

D�e�nition 3.5 (Concat�enation de deux chemins)
La concat�enation de deux chemins '̂ et �̂ appartenant �a }(n) est d�e�nie
seulement dans le cas o�u '̂(1) = �̂(0). Elle est d�e�nie comme suit :
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̂

'̂

Fig. 3.3 - Image de '̂ et 
̂.

Rn


1


2

�

Fig. 3.4 - Les fonctions 
1 et 
2.

'̂ � �̂ =

(
'̂(2t) pour 0 � t � 1=2
�̂ (2t� 1) pour 1=2 � t � 1

D�e�nition 3.6 (Chemin Manhattan d'ordre k)
Soit un syst�eme �a n degr�es de libert�e et q̂� = (x1; : : : ; xn) une con�gura-
tion donn�ee de ce syst�eme. On d�e�nit un chemin Manhattan d'ordre k
partant de q̂� comme la concat�enation de k chemins Manhattan d'ordre
1. On note un tel chemin :


̂k = 
̂11 � 
̂12 � : : : � 
̂1k = (�1
1;�

1
2; : : : ;�

1
n; : : : ;�

j
i ; : : : ;�

k
n) (3.9)

O�u �j
i repr�esente le mouvement relatif du degr�e de libert�e i dans 
̂1j . Ainsi,


̂10(0) = q̂�,
̂1k(1) = q̂� et 
̂1j�1(0) = 
̂1j (1) pour j = 2; : : : ; k. Par exemple, la �gure 3.5
repr�esente un chemin Manhattan d'ordre 5 pour un robot �a deux degr�es de libert�e.

Au vu de cette derni�ere d�e�nition, tout chemin Manhattan 
̂k d'ordre k d'une
con�guration initiale q̂� �a une con�guration �nale q̂� est d�ecrit par un ensemble
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M(
̂k) = f
̂11; 
̂12 ; : : : ; 
̂1kg de chemins Manhattan de dimension 1, plus pr�ecis�ement :


̂k(t) = 
̂11 � 
̂12 � : : : � 
̂1k =

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:


̂11(t � k) pour 0 � t � 1
k


̂12((t� 1
k
) � k) pour 1

k
� t � 2

k
...

̂1i ((t� i�1

k
) � k) pour i�1

k
� t � i

k
...

̂1k((t� k�1

k
) � k) pour k�1

k
� t � 1

3.3 L'algorithme EXPLORE

Avant de d�e�nir l'algorithme EXPLORE en utilisant des chemins Manhattan,
nous d�e�nissons la post-image produite par ce type de chemins.

D�e�nition 3.7 (Ensemble de chemins Manhattan)
Soit Clibre l'espace des con�gurations d'un syst�eme �a n degr�es de libert�e
et q̂ 2 Clibre une con�guration de cet espace. On note M(Clibre; `; q̂)
l'ensemble de chemins Manhattan d'ordre k � ` o�u pour tout 
̂k 2
M(Clibre; `; q̂); 
̂(0) = q̂ et 
̂k([0; 1]) � Clibre.

D�e�nition 3.8 (Post-image produite par les chemins Manhattan)
Etant donn�e un ensemble de balises EL de l'espace libre d'un syst�eme �a
n degr�es de libert�e nous d�e�nissons la \post-image" de EL produite par
M(Clibre; `; EL) comme :

PstM(Clibre; `; EL) = fq̂ = 
̂(1)j
̂ 2 M(Clibre; `; EL)g

c'est-�a-dire l'ensemble de toutes les con�gurations en Clibre pour lequelles
il existe un chemin Manhattan d'ordre inf�erieur ou �egal �a ` et ayant
comme point de d�epart une balise Li 2 EL.

Dans la suite nous omettrons l'indice \k" pour tout chemin Manhattan d'ordre
k � ` enM(Clibre; `; q̂). C'est-�a-dire que nous l'�ecrirons uniquement 
̂.

3.3.1 Description de l'algorithme

Nous d�e�nissons l'algorithme EXPLORE comme une variante de l'algorithme
EXPLORE1 La di��erence r�eside dans l'espace de recherche utilis�e par la fonction
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x2

x1

�1
1


̂(1)

�4
1

�1
2

�2
1

�2
2

�3
2

�3
1

�4
2

�5
1

�5
2


̂(0)

Fig. 3.5 - Un chemin Manhattan dans l'espace des con�gurations.

d'optimisation de EXPLORE. Cet espace est la post-image engendr�ee par l'en-
semble des trajectoires Manhattan d'ordre inf�erieur ou �egal �a une valeur ` donn�ee.
Ainsi, l'algorithme est le suivant :

ALGORITHME EXPLORE(q̂�; ")
begin
L1 := q̂�;
EL1 := fL1g
t := 1;
do
q̂t := q̂ : maxq̂2PstM(Clibre;`;ELt) d(ELt; q̂);
Li+1 := p̂i;
ELt+1 := ELt [ fLt+1g;
"t := d(ELt; q̂t);
t := t+ 1

while("t�1 > ");
EL" := ELt�1 ;
return(EL");

end
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Si nous avons t balises nous notons :

q̂t : max
q̂2PstM(Clibre;`;ELt)

d(q̂; ELt) = max
q̂2PstM(Clibre;`;ELt)

min
Li2ELt

d(Li; q̂)

la con�guration q̂t d�e�nit la nouvelle balise Lt+1 = q̂t. Nous arrivons alors �a la
d�e�nition de l'algorithme EXPLORE sous la forme d'un probl�eme d'optimisation :

EXPLORE(t) =

8><
>:

Maximiser d(ELt; q̂)
sous la contrainte :
q 2 PstM(Clibre; `; ELt)

Th�eor�eme 3.3 (Exploration)
Soit q̂�; q̂� 2 C"libre.
Si EXPLORE(t) < " ^ q̂� 62 U(ELt; ") alors C"libreq̂� 6= C"libreq̂� .

La d�emonstration de ce th�eor�eme est faite en utilisant un raisonnement
par l'absurde. Pour la comprendre il faut tout d'abord faire l'hypoth�ese
de l'existence d'un chemin '̂ de q̂� �a q̂� passant �a " des C-obstacles,
autrement dit C"libreq̂� = C"libreq̂� . Ensuite, il faut noter que dans l'en-
semble ELt il existe des balises �a une distance inf�erieure ou �egale �a " de
cette trajectoire, c'est-�a-dire de l'image '̂([0; 1])(voir �gure 3.6). Nous
obtenons alors un sous-ensemble ELt

0 � ELt de balises o�u chacune de
ces balises se touve �a une distance inf�erieure ou �egale �a " de la trajec-
toire et par cons�equent un ensemble U(EL0; ") de boules centr�ees dans
ces balises. Nous appelons cet ensemble l'ensemble des boules \proches"
de la trajectoire. Dans la �gure 3.6, nous avons repr�esent�e les ensembles
de balises ELt et ELt

0 ainsi que les boules associ�ees. Les boules \pro-
ches" du chemin associ�e aux balises de ELt

0 sont trac�ees avec des lignes
continues.

D'un autre côt�e, si nous savons que q̂� 62 U(ELt; "), cela veut dire que
d(ELt; q̂�) > ". Par cons�equent la trajectoire '̂ entre et sort de chacune
des boules \proches" de la trajectoire (dans le cas contraire on aurait
d(ELt; q̂�) � "). Nous avons alors un ensemble �ni et discret de \points
de sortie" obtenus par l'intersection de la fronti�ere de chaque boule \pro-
che" et de l'image de la trajectoire '̂([0; 1]). Ainsi, nous pouvons obte-
nir la valeur maximale �t 2 [0; 1] tel que '̂(�t) est un point de sortie.
Evidement ce point '̂(�) se trouve �a une distance " d'une de balises;
notons  L cette balise. Nous avons �nalement Bl('̂(�t); ") 2 Clibre �etant
donn�e que '̂([0; 1]) 2 C"libre et il existe alors une trajectoire Manhattan
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d'ordre 1 de  L �a '̂(�t) et d( L; '̂(�t)) = " ce qui est en contradiction avec
EXPLORE(t) < ".

D�emonstration par l'absurde :

Pr�emisses :

EXPLORE(t) < " � 8q̂ 2 PstM(Clibre; `; ELt); d(q̂; ELt) < "

q̂� 62 U(ELt; ") � d(q̂�; ELt) > "

Hypoth�ese :

C"libreq̂� = C"libreq̂� (3.10)

Nous d�eduisons de 3.10 que :

9'̂ : I ! C"libreq̂� tel que '̂(0) = q̂�; '̂(1) = q̂� (3.11)

Soit � = f� 2 Ijd(ELt; '̂(�)) = "g, nous notons par �t la valeur maxi-
male de �, c'est-�a-dire :

�t = max� 2 �

Notons maintenant  L = (x1; x2; : : : ; xn) la balise la plus proche de '̂(�t) =
(x10; x20; : : : ; xn0). Il est facile de voir que d( L; '̂(�t)) = " car d(q̂�; ELt) >
". (La trajectoire traverse un ou plusieurs fois la boule Bl( L; ")).

D'autre part nous avons de 3.11 : Bl('̂(�t); ") 2 Clibre. Ainsi, il existe
un chemin Manhattan 
̂t en Clibre d'ordre 1 de  L �a '̂(�t) tel que :


̂t = (x1
0 � x1; x20 � x2; : : : ; xn0 � xn)

De ce fait, 9q̂� = '̂(�) 2 PstM(Clibre; `; ELt) tel que d(q̂�; ELt) = ", ce
qui est en contradiction avec nos pr�emisses. 2

La valeur de EXPLORE(t) nous renseigne en fait sur la topologie de l'espace
libre. En e�et, si �a l'it�eration t on n'a pas plac�e une balise �a moins de EXPLORE(t)
de la position but cela veut dire qu'il faudra passer par un \couloir" de l'espace des
con�gurations de diam�etre inf�erieur ou �egal �a EXPLORE(t) pour atteindre le but.
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Nous pouvons conclure du th�eor�eme pr�ec�edent que la di�cult�e de construire
un chemin entre deux con�gurations q̂�,q̂� appartenant �a la même composante
connexe de Clibre avec l'algorithme EXPLORE est li�ee �a la valeur "� o�u :

"� = maxf" 2 IRjC"libreq̂� = C"libreq̂�g
La di�cult�e est alors d�e�nie comme :

di�cult�e =
1

"�

"

Bl('̂(�); ")

"

'̂(�)

Clibre � C"libre

q̂�

q̂�

C"libre

 L

Fig. 3.6 - Pavage de Clibre.

Ainsi, pour " � "�, si EXPLORE(t) � " alors d(ELt; q̂�) � ".

Autrement dit, plus "� est grand plus EXPLORE trouvera rapidement une
solution. En�n, en utilisant le r�esultat de la convergence d'EXPLORE1 on montre
facilement que limt!1EXPLORE(t) = 0 et donc que l'on peut approcher tout
point de C"libreq̂� en un nombre �ni d'it�erations.
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Th�eor�eme 3.4 (Convergence)
Soit X un espace compact, nous avons pour l'application de EXPLORE
dans X :

lim
t!1

EXPLORE(t) = 0 (3.12)

D�emonstration :

Par d�e�nition 8t EXPLORE(t) � EXPLORE1(t) ce qui d'apr�es le
th�eor�eme 3.1 nous donne le r�esultat. 2
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Chapitre 4

Am�eliorations de l'algorithme

EXPLORE

4.1 L'algorithme SEARCH

4.1.1 D�e�nition

Dans le chapitre pr�ec�edent nous avons vu queM(Clibre; `; q̂�) est l'ensemble des
chemins Manhattan dans l'espace libre partant de q̂�. Ainsi, nous pouvons mainte-
nant d�e�nir une fonction F : M(Clibre; `; q̂�) ! IR prenant pour valeur la distance
Euclidienne de l'extr�emit�e d'une trajectoire 
̂ 2 M(Clibre; `; q̂�) �a une con�guration
q̂� 2 Clibre :

F (
̂; q̂�) = k
̂(1)� q̂�k

Nous pouvons donc exprimer le probl�eme de la recherche d'un chemin Man-
hattan sans collision d'une con�guration q̂� �a une autre q̂� comme un probl�eme
d'optimisation [6]. Ce probl�eme s'exprime comme :
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SEARCH(q̂�; q̂�) =

8><
>:

Minimiser F (
̂; q̂�)
sous la contrainte :

̂ 2 M(Clibre; `; q̂�)

S'il existe un chemin Manhattan 
̂ 2 M(Clibre; `; q̂�) reliant la con�guration
initiale �a la con�guration �nale alors :

SEARCH(q̂�; q̂�) = 0

Bien qu'il n'existe pas de forme analytique de F , nous pouvons calculer F (
̂; q̂�)
pour tout 
̂ 2 M(Clibre; `; q̂�) et utiliser une m�ethode d'optimisation pour trouver
un optimum (global ou local) �a cette fonction. Etant donn�ee une m�ethode d'opti-
misation, on peut alors d�e�nir implicitement la pr�e-image de q̂� produite par notre
plani�cateur comme :

PL(q̂�) = fq̂ 2 ClibrejSEARCH(q̂; q̂�) = 0g

La dimension de cette pr�e-image d�epend �a la fois du type d'algorithme d'optimi-
sation utilis�e et de la position du but q̂�. Dans le paragraphe suivant nous proposons
une am�elioration de cette fonction. Elle permet d'agrandir cette pr�e-image et donc
d'augmenter encore l'e�cacit�e de l'algorithme EXPLORE.

4.1.2 La \pr�e-image Manhattan" d'ordre 1

Soit un point �nal q̂� dans l'espace des con�gurations d'un syst�eme �a n degr�es
de libert�e. Il est possible de d�e�nir une r�egion o�u cette con�guration peut être
atteinte avec des d�eplacements \simples" [48][25], c'est-�a-dire une r�egion o�u q̂� est
\visible". Il existe plusieurs mani�eres de d�e�nir les pr�e-images. Nous d�e�nissons un
type particulier de pr�e-image: la \pr�e-image Manhattan" d'ordre 1.

D�e�nition 4.1 (Pr�edicat MP)
Soit q̂a; q̂b 2 Clibre deux con�gurations d'un syst�eme �a n degr�es de libert�e,
le pr�edicat MP (q̂a; q̂b) est vrai si et seulement s'il existe un chemin

̂ 2 M(Clibre; 1; q̂a) tel que 
̂(1) = q̂b.

D�e�nition 4.2 (Pr�e-image produite par les chemins Manhattan)
Pour une con�guration q̂a 2 Clibre la pr�e-image Manhattan de q̂a est
d�e�nie par :

PM(q̂a) = fq̂ 2 ClibrejMP (q̂; q̂a) = vraig (4.13)
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x1

qb

qa

CBPM(q̂a) PM(q̂b)

Fig. 4.1 - La pr�e-image de deux points en Clibre.

La �gure 4.1 montre la pr�e-image (Manhattan d'ordre 1) pour deux con�gura-
tions q̂a; q̂b 2 Clibre � IR2. Notons que la pr�e-image de q̂a est beaucoup plus petite
que celle de q̂b. De l�a nous pouvons d�eduire que la plani�cation d'un chemin Man-
hattan d'une con�guration donn�ee q̂� 2 Clibre �a q̂a est plus complexe que celle de q̂�
�a q̂b.

Evidemment, une trajectoire de q̂� �a q̂� existe s'il existe une trajectoire 
̂ 2
M(Clibre; `; q̂�) telle que d(
̂(1);PM(q̂�)) = 0. Nous pouvons alors red�e�nir la fonc-
tion F comme suit :

F (
̂; q̂�) =

(
0 si 
̂(1) 2 PM(q̂�)
d(
̂(1); q̂�) autrement

De cette mani�ere la trajectoire de q̂� �a q̂� serait:

'̂(�) =

(

̂(2�) pour 0 � � � 1=2

̂a(2� � 1) pour 1=2 � � � 1

o�u 
̂a est obtenue �a partir de 
̂(1) = (x1; x2; : : : ; xn) et q̂� = (xf1; x
f
2 ; : : : ; x

f
n),

c'est-�a-dire :
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x2

x1

q̂�

q̂�


̂(1)

Fig. 4.2 - Une trajectoire o�u 
̂(1) 2 PM(q̂�).


̂a = (xf1 � x1; xf2 � x2; : : : ; xfn � xn)

4.2 G�en�eration e�cace de chemins Manhattan en Clibre

Si nous voulons appliquer les algorithmes SEARCH et EXPLORE, nous de-
vons être capables d'engendrer des trajectoires Manhattan d'ordre k � ` dans l'es-
pace libre d'un syst�eme �a n degr�es de libert�e. Dans la suite de ce paragraphe nous
d�ecrivons une technique pour engendrer de telles trajectoires �a partir d'un vecteur
x̂ 2 IRn�`.

4.2.1 L'ensemble propre d'une trajectoire Manhattan

Nous avons vu dans le paragraphe pr�ec�edent que tout chemin Manhattan 
̂ 2
M(Clibre; `; q̂�) d'ordre k � ` pour un robot �a n degr�es de libert�e est cod�e de la
mani�ere suivante :


̂ = (�1
1;�

1
2; : : : ;�

1
n; : : : ;�

j
i ; : : : ;�

k
n) (4.14)
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c'est-�a-dire que nous avons k � n con�gurations interm�ediaires fq1; q2; : : : ; qk�ng.
Nous d�e�nissons de cette fa�con :

D�e�nition 4.3 (Ensemble propre d'un chemin Manhattan)
Soit 
̂ 2 M(Clibre; `; q̂0) un chemin Manhattan d'ordre k � `. On d�e�nit

l'ensemble propre de 
̂, not�e Q(
̂) = fq̂0; q̂1; : : : ; q̂k�`g, comme l'ensemble
des con�gurations interm�ediaires de 
̂ o�u :

q̂m�1 = (x1; x2; : : : ; xi; : : : ; xn);

q̂m = (x1; x2; : : : ; xi + �j
i ; : : : ; xn)

avec m = n � (j � 1) + i

O O O

a b c

Fig. 4.3 - Le concept de rebondissement.

4.2.2 Le \rebondissement" des trajectoires

Nous pouvons remarquer que toute trajectoire 
̂ 2 M(Clibre; `; q̂�) est un vecteur
de IRn�` mais que le contraire n'est pas forc�ement vrai. Autrement dit, il n'est pas
vrai que tout vecteur en IRn�` code une trajectoire enM(Clibre; `; q̂�).

Par cons�equent, M(Clibre; `; q̂�) est un sous-ensemble de IRn�` et �evidemment
l'ensemble IRn�` �M(Clibre; `; q̂�) code des trajectoires avec collision. Dans la suite
nous proposons une s�emantique capable d'engendrer �a partir de tout vecteur x̂ 2
IRn�` une trajectoire Manhattan 
̂ 2 M(Clibre; `; q̂�). Pour cela nous consid�erons
que la trajectoire \rebondit" sur les C-obstacles. Ainsi, la trajectoire originale de la
�gure 4.3a se transforme-t-elle en la trajectoire de la �gure 4.3b lors de la premi�ere
collision et en la trajectoire 4.3c lors de la deuxi�eme collision.

Notons x̂ = (�1
1;�

1
2; : : :�

1
n; : : : ;�

k
n) 2 IRn�k. La proc�edure de transformation

d'un vecteur x̂ en une trajectoire Manhattan est la suivante :
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x2

x1


̂Am

q̂�

q̂m�1

xmax
i

xmin
i

q̂m

Fig. 4.4 - Le segment Am calcul�e �a partir d'une con�guration q̂m�1.

On calcule �a partir de q̂0 = (x�1; x
�
2; : : : ; x

�
n) l'intervalle de d�ebattement A1 =

[xmin
1 ; xmax

1 ] parall�ele �a l'axe x1. Ainsi, la valeur x�1
0 obtenue apr�es avoir avanc�e de

�1
1 sur l'intervalle A1 est obtenue en fonction de x�1 et �1

1; x
�
1 = rebond(A1; x

�
1;�

1
1).

On obtient alors q̂1 = (x�1
0; x�2; : : : ; x

�
n). On ex�ecute la même proc�edure pour q̂1 a�n

d'obtenir q̂2 = (x�1
0; x�2

0; x�3 : : : ; x
�
n), et ainsi de suite jusqu'�a l'obtention compl�ete de

l'ensemble propre de 
̂.

L'id�ee g�en�erale de la fonction rebond est de trouver la con�guration q̂m =
(xm1 ; x

m
2 ; : : : ; x

m
n ), atteinte en partant d'une con�guration q̂m�1 et en se d�epla�cant

d'une distance xji dans l'intervalle Am (voir �gure 4.4). Si au moment de parcourir
une distance j�j < jxji j on arrive �a xmax

i ou xmin
i , la trajectoire \rebondit" et conti-

nue dans le sens inverse. On ex�ecute alors cette même proc�edure pour le reste de la
valeur xji , c'est-�a-dire pour (xji � �).

Avec cette technique tout vecteur x̂ 2 IRn�` code une trajectoire Manhattan
de longueur k � ` dans l'espace libre de C. Ainsi, nous pouvons coder toutes les
trajectoires Manhattan de longueur k � ` avec IRn�`. D'une mani�ere similaire il
est possible avec l'espace [1; 2; : : : ; t] � Rn�` de coder toutes les trajectoires de
M(Clibre; `; ELt). Dans ce cas, la valeur k 2 [1; 2; : : : ; t] indique la balise Lk de
d�epart et x̂ 2 IRn�` la trajectoire Manhattan.
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Ainsi, les probl�emes d'optimisation pos�es par les algorithmes EXPLORE et
SEARCH peuvent être r�e�ecrits comme :

EXPLORE(t) =

(
Maximiser d(ELt; 
̂(1))

̂ 2 [1; 2; : : : ; t]� IRn�`

SEARCH( Lt; q̂�) =

(
Minimiser F (
̂; q̂�)

̂ 2 IRn�`

4.3 L'algorithme Fil d'Ariane

Nous obtenons �nalement l'Algorithme Fil d'Ariane comme la combinaison des
deux probl�emes d'optimisation :

D�ebut : L1  q̂�; EL fL1 = q̂�g; t 1

1. Execution de SEARCH: Si SEARCH(Lt; q̂�) = 0 alors un chemin a
�et�e trouv�e.

2. Execution d'EXPLORE: Placer une nouvelle balise Lt+1 avec la fonc-
tion EXPLORE(t), EL EL [ fLt+1g, t t+ 1, goto 1.
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Application au probl�eme de
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Chapitre 5

Les Algorithmes G�en�etiques

Pour r�esoudre les probl�emes d'optimisation impliqu�es dans l'algorithme Fil d'Ariane,
nous utilisons une technique d'optimisation stochastique : les algorithmes g�en�e-
tiques. Dans ce chapitre, nous d�ecrivons les principes de ces algorithmes. Apr�es un
rappel des probl�emes d'optimisation �a traiter, nous pr�esentons l'algorithme g�en�e-
tique standard. Nous donnons un exemple illustratif d'application de cet algorithme
au probl�eme de la fonction cin�ematique inverse. La parall�elisation des algorithmes
g�en�etiques est alors d�ecrite. En particulier, nous introduisons les trois mod�eles les
plus classiques d'algorithmes g�en�etiques parall�eles.

L'application des algorithmes g�en�etiques au probl�eme sp�eci�que qui nous int�e-
resse, �a savoir la mise en �uvre de l'algorithme Fil d'Ariane, est abord�ee. Cependant
cette implantation ne sera d�ecrite en d�etail que dans le chapitre 8. Finalement, nous
explicitons les raisons qui ont motiv�e le choix des algorithmes g�en�etiques.
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5.1 Rappel des probl�emes d'optimisation �a traiter

Dans la premi�ere partie de cette th�ese, nous avons d�e�ni l'algorithme Fil d'Ariane
comme la combinaison de deux sous-algorithmes : EXPLORE et SEARCH. Cha-
cun de ces algorithmes est exprim�e comme un probl�eme d'optimisation :

EXPLORE(t) =

(
Maximiser d(ELt; 
̂(1))

̂ 2 [1; 2; : : : ; t]� IRn�`

SEARCH(q̂�; q̂�) =

(
Minimiser F (
̂q̂�; q̂�)

̂q̂� 2 IRn�`

L'espace de recherche de EXPLORE code l'ensemble des trajectoires partant
des balises fL1; L2; : : : ; Lng. L'objectif de la fonction d'�evaluation de EXPLORE
est de trouver une trajectoire 
̂ dont l'extr�emit�e 
̂(1) soit la plus �eloign�ee possible
des balises pr�ec�edemment pos�ees.

L'espace de recherche de SEARCH repr�esente l'ensemble des trajectoires par-
tant de la derni�ere balise pos�ee par EXPLORE. L'objectif de la fonction d'�evalua-
tion de SEARCH est de trouver une trajectoire 
̂ telle que son extr�emit�e 
̂(1) se
trouve dans la pr�e-image Manhattan de la con�guration �nale q̂�.

Pour r�esoudre ces deux probl�emes d'optimisation, nous avons utilis�e les algo-
rithmes g�en�etiques. Nous d�ecrivons dans la suite de ce chapitre cette technique
d'optimisation.

5.2 Introduction aux algorithmes g�en�etiques

Les algorithmes g�en�etiques sont une technique de recherche stochastique intro-
duite par Holland [35] dans les d�ebuts des ann�ees 70. Ils sont inspir�es par l'�evolution
biologique des esp�eces.

Avec le d�eveloppement des architectures parall�eles, ils sont en train de connâ�tre
un certain succ�es : un nombre croissant de travaux portent sur l'application des
algorithmes g�en�etiques pour les probl�emes d'optimisation combinatoire, en intelli-
gence arti�cielle, dans le domaine du connexionisme (voir [44] [37] [33]) et pour la
robotique([4] [45] [26] [27] [58]).

Le but des algorithmes g�en�etiques est de trouver l'optimum d'une certaine fonc-
tion F sur un espace de recherche S. Par exemple, l'espace de recherche S peut être
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REMPLACEMENT SELECTION

REPRODUCTION

EVALUATION

Fig. 5.1 - Etapes d'un algorithme g�en�etique.

2N . Un point de S est alors d�ecrit par un vecteur de N bits et F est une fonction
permettant de calculer une valeur r�eelle pour chacun de ces 2N vecteurs.

Dans une phase d'initialisation, un ensemble de points de S (appel�e \population
d'individus") est tir�e al�eatoirement (le \g�enotype" de chaque individu est un vecteur
de N bits). L'algorithme g�en�etique it�ere alors sur les 4 �etapes suivantes jusqu'�a ce
qu'un optimum satisfaisant soit atteint (voir �gure 5.1) :

1. Evaluation : La fonction F est calcul�ee pour chaque individu, de mani�ere �a
classer toute population du moins bon jusqu'au meilleur.

2. S�election : Des paires d'individus sont s�electionn�ees, les individus les meilleurs
ayant plus de chances d'être s�electionn�es que les autres (un individu peut être
�eventuellement s�electionn�e plusieurs fois).

3. Reproduction : De nouveaux individus (appel�es \descendants") sont pro-
duits �a partir de ces paires.

4. Remplacement : Une nouvelle population est engendr�ee en rempla�cant cer-
tains des individus de la vieille population par des jeunes venant d'être cr�e�es.

La reproduction est e�ectu�ee en utilisant des \op�erateurs g�en�etiques". Il existe
une grande vari�et�e de tels op�erateurs [20] mais les deux plus communs sont la
\mutation" et le \cross-over" ou combinaison.

L'op�erateur de mutation consiste �a tirer au hasard certains points de la châ�ne
de bits du g�enotype et �a basculer la valeur binaire de ces \g�enes" (voir �gure 5.2).
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Fig. 5.2 - Mutation d'un individu.

L'op�erateur de cross-over s�electionne au hasard un point de coupure parmi N
sites possibles dans le g�enotype binaire et �echange les parties pr�e-coupure et post-
coupure des deux vecteurs parents (voir �gure 5.3).

Les algorithmes g�en�etiques ont de nombreuses applications et font preuve de
capacit�es d'optimisation bonnes compar�es �a d'autres techniques, notament, quand
la taille de l'espace de rechercheS est tr�es grand et que la fonction F est relativement
irr�eguli�ere (voir[32][31]).

NOVEAUX ELEMENTSPARENTS

COMBINAISON

k

Fig. 5.3 - Combinaison des individus.

Au del�a de leur int�erêt scienti�que en tant que mod�ele de l'�evolution, les algo-
rithmes g�en�etiques ont deux int�erêts techniques principaux :

1. Ils sont tr�es \robustes" et peuvent traiter une tr�es grande vari�et�e de probl�emes
d'optimisation.

2. Ils sont tr�es faciles �a parall�eliser et les acc�el�erations obtenues par ce proc�ed�e
sont consid�erables (voir par exemple [83] et le paragraphe 5.3.4).

5.2.1 Exemple: Le probl�eme de la fonction cin�ematique inverse

A�n d'introduire les algorithmes g�en�etiques et leur application dans les algo-
rithmes EXPLORE et SEARCH, nous pr�esentons dans ce paragraphe la solution
�a un probl�eme typique de robotique : l'inversion de coordonn�ees [19]. Etant donn�e
un bras manipulateur, le probl�eme consiste �a trouver une con�guration du bras telle
que l'extr�emit�e de la derni�ere articulation soit �a une position donn�ee X = (x; y) de
l'environnement. On impose en plus �a cette con�guration d'être libre de collision.
Consid�erons un bras planaire �a deux degr�es de libert�e. Soit � = (�0; �1) une con�-
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BUT (x,y)

�1

�0

�0 = 75� �1 = 47�

Fig. 5.4 - Une con�guration du bras manipulateur et son codage.

guration quelconque du bras; alors le probl�eme d'inversion de coordonn�ees peut être
exprim�e comme un probl�eme de minimisation :

min
�
f(�) : f(�) =

( kX� �Xk si � 2 Clibre
+1 Collision avec un obstacle

(5:15)

O�u X� d�enote la position de l'extr�emit�e de la derni�ere articulation �etant donn�ee la
con�guration � (voir �gure 5.4).

On constate ais�ement que la r�esolution analytique de cette expression n'est pas
�evidente lorsqu'il y a des obstacles. N�eanmoins, le calcul direct de f pour une
con�guration donn�ee � peut être facilement obtenu.

Codage du probl�eme

Pour coder une con�guration �, nous utilisons des vecteurs de 16 bits. Les 8
premiers bits repr�esentent �0 et les 8 restants �1. De cette mani�ere, nous discr�etisons
l'espace des con�gurations ([0; 2�[�[0; 2�[) en couples d'entiers (i0; i1) o�u i0,i1 2
0; : : : ; 255. Un individu quelconque repr�esente alors une con�guration. Par exemple
l'individu Ai = 00000001 00000010 ou i0 = 1 et i1 = 2 repr�esente la con�guration
� = (2�=256; 4�=256). Cette con�guration a une valeur fi donn�ee par la fonction
f(g(Ai)) o�u g(Ai) est la transformation de (i0; i1) en (�0; �1).
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DEUXIEME MINIMA GLOBAL
C-obstacle

Fig. 5.5 - Graphique de la fonction d'inversion de coordonn�ees.

R�esolution du probl�eme

Nous consid�erons pour notre exemple l'environnement et le bras planaire de la
�gure 5.4. Etant donn�e que nous utilisons 8 bits pour repr�esenter chacun des angles
du robot, l'espace de recherche de l'algorithme g�en�etique est

S = f0; 1g16 = f0; 1g8 � f0; 1g8

Pour notre environnement, la fonction f est repr�esent�ee graphiquement dans
la �gure 5.5. La r�esolution du probl�eme consiste �a ex�ecuter l'algorithme g�en�etique
standard d�ecrit pr�ec�edemment et montr�e en pseudo \c" ci-dessous :

AG()
begin
t = 0;
Initialiser(Population)
Evaluer(Population)
while (: condition arrêt)
t = t+ 1;
/*{Cr�eer les couples{*/
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Fig. 5.6 - Distribution de la population initiale.

Couples = S�election(Population);
/*{Cr�eer les descendants{*/
Descendants = Reproduction(Couples);
/*{Substituer la population actuelle par les meilleurs descendants{*/
Population = Remplacement(Descendants);
/*{Evaluer la nouvelle population{*/
Evaluer(Population);

end

Une fois l'algorithme lanc�e, l'�evolution de la population converge tr�es rapidement
vers les deux con�gurations qui permettent de parvenir au point de r�ef�erence donn�e
dans l'espace de travail.

Dans la �gure 5.6, nous avons repr�esent�e la population initiale r�epartie dans
l'espace des con�gurations. Bien �evidemment, il y a des con�gurations valides (sans
collision) et des con�gurations invalides. La �gure 5.7 montre la dynamique de
l'�evolution de la population. Les lignes indiquent la substitution d'un �el�ement apr�es
chaque remplacement. Autrement dit, l'�el�ement Ai a �et�e remplac�e par un �el�ement
meilleurA1

i puis par A2
i , etc. Par exemple, dans la �gure 5.7, nous montrons \l'arbre

g�en�ealogique de A5; (A5; A
1
5; A

2
5; A

3
5). L'�el�ement A3

5 est �nalement une des solutions
au probl�eme. Par cons�equent, l'�el�ement A3

5 n'est plus remplac�e par sa descendance.
Un deuxi�eme point int�eressant �a remarquer est la disparition d�es les premi�eres
g�en�erations des individus tr�es mauvais qui codent des con�gurations du bras en
collision avec les obstacles [2].
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Fig. 5.7 - Convergence de la population.

5.3 La parall�elisation des algorithmes g�en�etiques

Pour certains probl�emes d'optimisation, le coût d'ex�ecution des algorithmes g�e-
n�etiques est un obstacle majeur �a leur d�eveloppement. L'apparition des architec-
tures massivement parall�eles ouvre de nouveaux horizons pour ces algorithmes : un
nombre croissant de travaux utilisant des versions parall�eles de ces algorithmes ont
�et�e r�ealis�es pour diverses applications.

Deux mod�eles parall�eles pour les algorithmes g�en�etiques sont cit�es dans la lit-
t�erature : le mod�ele parall�ele standard et le mod�ele �a d�ecomposition. Nous
d�ecrivons ces deux mod�eles et nous en proposons un troisi�eme de granularit�e plus
�ne, le mod�ele massivement parall�ele 1.

5.3.1 Mod�ele parall�ele standard

Ce mod�ele consiste �a utiliser l'algorithme standard en e�ectuant en parall�ele
les �etapes d'�evaluation, de s�election et de reproduction [68]. L'�etape de s�election
n�ecessite un graphe d'individus complet, toute paire d'individus de la population
�etant potentiellement candidate (voir �gure 5.8). Un processeur mâ�tre e�ectue la
s�election des paires d'individus et les di�use aux processeurs esclaves. Une fois qu'un

1Ce mod�ele a �et�e con�cu en collaboration avec le Laboratoire de G�enie Informatique (LGI) de l'IMAG
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Maître

Indivudus

Fig. 5.8 - Mod�ele parall�ele standard.

processeur esclave re�coit une paire d'individus, il e�ectue sa reproduction, �evalue
les individus produits, et les r�eenvoit au processeur mâ�tre. Le processeur mâ�tre
e�ectue le remplacement de la population courante et relance le même processus �a
partir de la nouvelle population.

Le mod�ele parall�ele standard n'est pas souple dans le sens o�u le coût de com-
munication crô�t exponentiellement en fonction de la taille de la population; c'est
pourquoi l'�etape de s�election est e�ectu�ee s�equentiellement. Cette approche est donc
mal adapt�ee aux architectures parall�eles �a m�emoire distribu�ee, pour lesquelles un
faible coût de communication est d'une importance fondamentale pour garantir de
bonnes performances.

5.3.2 Mod�ele �a d�ecomposition

Ce mod�ele consiste �a diviser la population en sous-populations de même taille.
Chaque processeur ex�ecute l'algorithme g�en�etique standard sur la sous-population
qui lui est a�ect�ee [64][84]. Un �echange d'individus (envois et r�eception) entre les
sous-populations se fait r�eguli�erement. Les meilleurs individus re�cus vont ainsi rem-
placer les plus mauvais de la population locale. Le voisinage d'un processeur, la
fr�equence des �echanges et le nombre d'individus �echang�es sont des param�etres de
l'algorithme (voir �gure 5.9).

Dans ce mod�ele, le parall�elisme inh�erent aux algorithmes g�en�etiques n'est pas to-
talement exploit�e, le traitement d'une sous-population n'�etant pas parall�elis�e. Cette
approche est cependant int�eressante dans le cas o�u le nombre de processeurs dispo-
nibles est plus petit que la taille de la population d�esir�ee. Le grain du parall�elisme
de ce mod�ele est moyen.

Il est important de noter que des �etudes e�ectu�ees ont montr�e que la division
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Fig. 5.9 - Mod�ele parall�ele �a d�ecomposition.

de la population en sous-populations n'entrâ�ne de d�egradation ni de la qualit�e du
r�esultat ni de l'e�cacit�e de l'algorithme [9].

5.3.3 Mod�ele massivement parall�ele (PGA)

Consid�erant les architectures massivement parall�eles o�u le nombre de processeurs
peut être modul�e suivant la taille de la population d�esir�ee, nous avons choisi un
mod�ele de granularit�e �ne. Dans cette architecture la population est plac�ee sur un
graphe connexe non compl�etement connect�e, un individu par n�ud.

Trouver un �equilibre entre l'exploration de l'espace de recherche et l'exploita-
tion des meilleurs solutions est un facteur d�eterminant pour les performances des
algorithmes g�en�etiques. L'exploitation avec des bonnes solutions peut aboutir �a une
convergence pr�ematur�ee. La s�election dans notre mod�ele est faite localement dans le
voisinage de chaque individu [80]. En cons�equence, il existe une pression de s�election
moins importante et une tendance vers une plus grande exploration de l'espace de
recherche.

Le choix du voisinage est un param�etre de l'algorithme. Pour �eviter le coût et la
complexit�e des algorithmes de routage dans les architectures parall�eles �a m�emoire
distribu�ee, un choix judicieux peut être de restreindre le voisinage aux individus
directement connect�es.

L'algorithme g�en�etique parall�ele PGA propos�e est alors le suivant :

{ Engendrer en parall�ele une population d'individus al�eatoires (un individu
par n�ud).

86



{ Evaluation : �evaluer en parall�ele chaque individu.

{ Tant que (nombre de g�en�erations � nombre de g�en�erations max) Faire

{ S�election : recevoir en parall�ele les individus voisins.

{ Reproduction : chaque individu se reproduit en parall�ele avec ses voi-
sins.

{ Evaluation : �evaluer en parall�ele chaque individu produit.

{ Remplacement : e�ectuer en parall�ele le remplacement de l'individu
local.

Mise en �uvre

Nous avons particip�e au d�eveloppement et �a l'implantation sur des machines
massivement parall�eles �a base de Transputers de l'algorithme g�en�etique massive-
ment parall�ele PGA, voir [83]. Cet algorithme a fait preuve de bonnes performances
et surtout d'une acc�el�eration consid�erable de la d�ecouverte d'une bonne solution
compar�ee �a la version s�equentielle. Dans la suite, nous d�ecrivons la mise en �uvre
de cet algorithme sur la machine SuperNode : une architecture recon�gurable �a base
de transputers.

La population est plac�ee sur un tore de processeurs. Etant donn�e les quatre
liens du transputer, chaque individu poss�ede quatre voisins physiques. Le voisinage
\naturel" d'un individu est donc compos�e de ces quatre voisins physiques. C'est
parmi ces quatre voisins que se fait la s�election.

A chaque g�en�eration, on ne recherche pas la meilleure solution pr�esente dans le r�e-
seau : le coût d'une telle recherche serait en e�et trop important. Les seules solutions
consid�er�ees sont celles qui passent �a travers le processeur \root" (voir �gure 5.10)
utilis�e pour fermer le tore tout en pr�eservant la possibilit�e de communiquer avec
l'ext�erieur. A cette �n, un processus espion est donc plac�e sur ce processeur. A
chaque am�elioration de la fonction coût, il transmet la nouvelle solution au syst�eme
hôte charg�e de la communication.

Complexit�e de l'algorithme

Dans ce paragraphe nous abordons la complexit�e de l'algorithme parall�ele pro-
pos�e. Les notations suivantes sont utilis�ees :

{ n taille de la population,

{ s taille du voisinage,
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Fig. 5.10 - Un tore de 16 processeurs.

{ t taille d'un vecteur repr�esentant une solution du probl�eme.

Commen�cons par calculer la complexit�e de l'algorithme g�en�etique s�equentiel
standard. Ceci n�ecessite le calcul de la complexit�e des di��erentes �etapes de l'al-
gorithme (s�election, cross-over, mutation,: : : ). L'�etape d'�evaluation n'est pas consi-
d�er�ee puisqu'elle d�epend du probl�eme trait�e mais elle demeure fondamentale.

La complexit�e de l'�etape de s�election est de O(n2). L'op�erateur de cross-over
n�ecessite O(t) op�erations, ce qui donne une complexit�e de O(n � t) pour toute la
population. De même l'op�erateur de mutation, n�ecessite O(n � t) op�erations. La
complexit�e de l'�etape de remplacement est deO(n�log(n)) [1]. Soit, pour l'algorithme
complet, une complexit�e de O(n2 + n � t).

Pour l'algorithme g�en�etique parall�ele, la complexit�e de l'�etape de s�election est de
O(s). L'�etape de reproduction a une complexit�e enO(s�t) aussi bien pour l'op�erateur
de cross-over que pour la mutation. La complexit�e de l'�etape de remplacement est
de O(s). La table 5.1 r�esume la complexit�e de l'algorithme g�en�etique s�equentiel
standard et de l'algorithme parall�ele PGA.

op�eration AG s�equentiel AG Parall�ele
S�election O(n � n) O(s)
Cross-over O(n � t) O(s � t)
Mutation O(n � t) O(s � t)

Remplacement O(n � log(n)) O(s)
Total O(n � n+ n � t) O(s � t)

Tab. 5.1 - Complexit�e des algorithmes.
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4 acc�el�eration id�eal, 2 nos r�esultats

Fig. 5.11 - Acc�el�eration de l'algorithme g�en�etique parall�ele.

5.3.4 Evaluation des performances de l'algorithme

L'algorithme g�en�etique d�ecrit pr�ec�edemment a �et�e utilis�e pour traiter plusieurs
probl�emes d'optimisation. Un exemple est le probl�eme du placement d'un graphe de
processus sur un graphe de processeurs [80]. Ce probl�eme a �et�e r�esolu avec succ�es
en utilisant l'algorithme g�en�etique massivement parall�ele. Ce travail est pr�esent�e
dans la th�ese de E.G.Talbi [83] avec qui nous avons collabor�e. Dans la suite, nous
pr�esentons quelques mesures de performances e�ectu�ees par E.G. Talbi. Même si ces
performances d�ependent en partie du probl�eme d'optimisation pos�e, elles illustrent
bien la puissance de l'algorithme PGA.

Variation du nombre de processeurs

Le but de cette �evaluation est de mesurer le facteur d'acc�el�eration de l'algorithme
g�en�etique parall�ele PGA (pour une population de taille donn�ee) sur des tores de
processeurs de di��erentes tailles.

L'acc�el�eration S est d�e�ni par l'�equation suivante : S = Ts=Tp o�u Ts est le temps
d'ex�ecution de l'algorithme sur un seul processeur et Tp correspond au temps d'ex�e-
cution sur p processeurs. La �gure 5.11 montre les r�esultats obtenus.
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Taille de la population : 4 = 9, � = 16, 2 = 32, + = 64

Fig. 5.12 - Qualit�e de la solution en fonction de la taille de la population.

L'algorithme poss�ede une acc�el�eration presque id�eal. Ceci s'explique par les faits
suivants :

{ le coût de communication entre processus est relativement petit compar�e au
coût d'ex�ecution des processus,

{ le coût de communication de l'algorithme est ind�ependant de la taille de
l'architecture puisque les communications sont purement locales, limit�ees au
quatre voisins physiques.

Variation de la taille de la population

Le but de cette �evaluation est de mesurer l'�evolution de la qualit�e de la solution
obtenue pour des populations de taille di��erentes. La �gure 5.12 montre les r�esultats
obtenus en fonction de la taille de la population (le probl�eme trait�e dans cet exemple
est un probl�eme de minimisation).

Comme pr�evu, plus la taille de la population est grande, meilleure est la qualit�e
du r�esultat. Ceci montre l'importance de la 
exibilit�e du mod�ele choisi.

Pour des populations de petites tailles, il est possible qu'une convergence pr�e-
matur�ee se produise et que dans ce cas la solution optimale ne soit jamais trouv�ee.

La �gure 5.12 montre aussi que la qualit�e de la solution s'am�eliore plus rapide-
ment dans les premi�eres g�en�erations que dans les suivantes. Ainsi, une solution de
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qualit�e satisfaisante peut être obtenue tr�es rapidement sans laisser l'algorithme se
d�erouler jusqu'�a son terme.

5.4 Utilisation de l'algorithme PGA dans l'algorithme Fil

d'Ariane

Les probl�emes d'optimisation entrant en jeu dans l'algorithme Fil d'Ariane sont
trait�es par l'algorithme PGA. Plusieurs implantations de l'algorithme PGA ont
�et�e d�evelopp�ees pour la plani�cation de trajectoires d'un bras manipulateur [17].
Cependant, nous pr�esenterons uniquement dans cette th�ese la version �nale. Cette
pr�esentation sera faite en d�etail dans le chapitre 8 en même temps que la description
de la parall�elisation de SEARCH, EXPLORE et de la fonction d'�evaluation. En
e�et la parall�elisation de l'algorithme Fil d'Ariane et de ses quatre composantes
(PGA, EXPLORE, SEARCH,fonction d'�evaluation) est un tout qui se doit d'être
pr�esent�e de fa�con unitaire.

5.5 Pourquoi avoir choisi les algorithmes g�en�etiques?

La premi�ere qualit�e des algorithmes g�en�etiques et non la moindre, est leur sim-
plicit�e. Un algorithme g�en�etique complet (hormis la fonction d'�evaluation) ne re-
pr�esente que quelques centaines de lignes de code. C'est �evidement un avantage
d�eterminant pour le d�eveloppement d'applications.

Leur deuxi�eme qualit�e est la g�en�ericit�e. Il su�t, en th�eorie, de changer la fonction
d'�evaluation pour pouvoir appliquer le même algorithme g�en�etique �a di��erents pro-
bl�emes d'optimisation. En pratique, �evidemment, cette a�rmation doit être nuanc�ee
et il peut arriver que la fonction �a optimiser entrâ�ne de l�eg�eres modi�cations ou
adaptations du code de l'algorithme g�en�etique lui même. Le peu de modi�cations �a
faire, et la simplicit�e des algorithmes g�en�etiques fait qu'il est tr�es facile de modi�er
un algorithme g�en�etique d�evelopp�e pour un probl�eme d'optimisation pour l'utiliser
pour un autre.

Leur troisi�eme qualit�e est la facilit�e et l'e�cacit�e de leur parall�elisation. Ces
propri�et�es ont �et�e clairement �etablies au paragraphe pr�ec�edent. Cette qualit�e est une
des grandes di��erences qui s�epare les algorithmes g�en�etiques de leurs concurrents
les plus proches, les algorithmes de type \recuit simul�e".

En e�et, la famille des algorithmes \recuit simul�e" est extrêmement di�cile �a
parall�eliser et cette parall�elisation conduit souvent �a des performances d�ecevantes.
En�n, et surtout, les algorithmes g�en�etiques sont performants pour traiter des pro-
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bl�emes d'optimisation o�u l'espace de recherche est tr�es grand et o�u l'ensemble des
solutions satisfaisantes est important. Ils ne sont pas du tout adapt�es pour trouver
une solution unique optimale. Ils sont, par contre, tr�es performants pour d�ecou-
vrir rapidement une solution acceptable (sachant qu'il y en a beaucoup) parmi un
nombre colossal de solutions potentielles. Les probl�emes d'optimisation pos�es par
l'algorithme Fil d'Ariane sont exactement de ce type. L'espace de recherche (en-
semble de trajectoires) est tr�es grand. Les solutions acceptables recherch�ees (les
trajectoires sans collision) sont tr�es nombreuses.

En r�esum�e, les raisons pour lesquelles nous avons choisi d'utiliser les algorithmes
g�en�etiques sont les suivantes :

{ simplicit�e de programmation,

{ g�en�ericit�e

{ simplicit�e et e�cacit�e de la parall�elisation,

{ adaptation au type de probl�eme d'optimisation pos�e par l'algorithme Fil d'Ariane
(tr�es grand espace de recherche et grand nombre de solutions).
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Chapitre 6

Plani�cation de trajectoires pour

un robot mobile holonome

Nous avons utilis�e l'algorithme Fil d'Ariane pour plani�er les trajectoires d'un
robot mobile holonome. Rappelons que dans ce probl�eme il s'agit de trouver un
chemin sans collision pour un v�ehicule pouvant tourner sur place. Dans la maquette
r�ealis�ee, l'utilisateur peut modi�er les positions des obstacles au cours du d�eplace-
ment du v�ehicule. Notre objectif est alors de replani�er imm�ediatement une nouvelle
trajectoire vers le but sans interrompre le mouvement du robot. L'objectif vis�e est
de montrer la rapidit�e du plani�cateur propos�e et la possibilit�e de construire un
plani�cateur global r�eactif.
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Fig. 6.1 - Codage des trajectoires pour le robot holonome et le rebondissement.

6.1 Description de l'implantation et r�esultats exp�erimen-

taux

6.1.1 Implantation de l'algorithme SEARCH

Dans cette application, nous utilisons une version modi��ee des chemins Manhat-
tan pr�ec�edemment d�ecrits. Nous consid�erons un sous-ensemble discret de tous les
chemins partant d'une con�guration donn�ee q̂� et d'une longueur inf�erieure ou �egale
�a d. Un chemin 
̂ est cod�e grâce �a k entiers positifs f�igi=0;k�1 qui codent l'angle
entre deux segments lin�eaires de longueur �egale �a d

k
. Dans un espace compl�etement

libre, ce type de trajectoires est seulement un ensemble de segments connect�es de
longueur d

k
. Notons q̂i le point initial de chacun des segments. Selon notre d�e�nition

le robot tourne de �i au point q̂i ; ensuite, il ex�ecute un mouvement en ligne droite
vers q̂i+1.

Dans un espace encombr�e d'obstacles, ce codage peut aussi repr�esenter une tra-
jectoire sans collision �a condition d'utiliser la notion de \rebond" . Lorsqu'un seg-
ment fq̂i; q̂i+1g entre en collision avec un obstacle, la valeur de �i est incr�ement�ee ou
d�ecr�ement�ee jusqu'�a trouver une valeur �i0 pour laquelle cette collision disparâ�t. On
dit que la trajectoire \rebondit" sur l'obstacle (voir �gure 6.1). En utilisant cette
technique, un vecteur de k entiers repr�esente une trajectoire d'ordre k et de longueur
d. On peut remarquer que cette technique de codage permet une recherche dans l'es-
pace des chemins r�ealisables form�es d'une s�equence de rotations et de d�eplacements
de longueur �nis.
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Fig. 6.2 - La pr�e-image des mouvements \directs" au but et la pr�e-image PL.

Pour tout chemin 
̂ et donc pour tout vecteur de INk, nous d�e�nissons la fonction
F (
̂; q̂�) comme suit : F (
̂; q̂�) = 0 s'il existe un mouvement \direct" d'une des
con�gurations fq̂igi=0;k�1 au but et F (
̂; q̂�) = mini=0;k�1 jjq̂i� q̂�jj sinon. Bien qu'il
n'existe pas de forme analytique pour F (
̂; q̂�), un algorithme g�en�etique peut être
utilis�e pour minimiser cette fonction de INk dans IR+

L'ensemble des con�gurations pour lesquelles un mouvement direct au but est
possible d�e�nit implicitement une pr�e-image (voir �gure 6.2a). Une autre pr�e-image,
de taille plus grande, est d�e�nie implicitement par la fonction F (
̂; q̂�) et les algo-
rithmes g�en�etiques. Cette pr�e-image est d�e�nie comme l'ensemble des con�gurations
PL o�u pour tout q̂ 2 PL l'algorithme g�en�etique est capable de trouver un chemin 
̂
(\rotation" et \d�eplacement") partant de q̂ et tel que F (
̂; q̂�) = 0.

A titre d'exemple, et pour montrer que cette pr�e-image peut couvrir une partie
non n�egligeable de l'espace libre, nous pr�esentons dans la �gure 6.2b la pr�e-image
engendr�ee par SEARCH en utilisant des trajectoires d'ordre 10 avec une longueur
de segment �egale �a trois fois la longueur du robot. La r�egion noire repr�esente toutes
les con�gurations de d�epart pour lesquelles une trajectoire a �et�e trouv�ee vers la
con�guration �nale montr�ee dans la �gure 6.2a. Cette r�egion correspond donc �a
la pr�e-image PL pr�ec�edemment d�e�nie. On peut remarquer en particulier que les
obstacles n'appartiennent pas �a cette pr�e-image.

Ainsi, partant d'une con�guration initiale, il su�t de placer une balise dans
cette pr�e-image pour trouver une trajectoire. La dimension de la pr�e-image est une
bonne indication du nombre de balises que devra d�eposer l'algorithme EXPLORE
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pour trouver une solution. Plus est grande la pr�e-image, plus les chances d'y placer
rapidement une balise avec EXPLORE est �elev�ee.

Dans l'implantation de SEARCH, nous utilisons des trajectoires form�ees de six
rotations et six d�eplacements. Les d�eplacements repr�esentent toujours trois fois la
longueur du v�ehicule. Ces param�etres sont d�e�nis exp�erimentalement. Ainsi, une
trajectoire pour l'algorithme SEARCH est repr�esent�ee de la mani�ere suivante :

(�1; : : : ; �i; : : : ; �6)

o�u chacun des �i est cod�e par un vecteur Si de 7 bits, c'est-�a-dire 128 valeurs
possibles. Un chemin, comme ceux montr�es dans la �gure 6.3, est trouv�e au bout
de 7 g�en�erations en moyenne de l'algorithme g�en�etique pour une population de 25
individus et dans un temps inf�erieur �a 0.5 secondes.

Fig. 6.3 - Deux chemins trouv�es par SEARCH.

Lorsque le robot mobile est en train d'ex�ecuter une trajectoire, l'utilisateur peut,
en utilisant le simulateur, changer la position des obstacles. Le plani�cateur r�eagit
alors imm�ediatement et recalcule une nouvelle trajectoire. Par exemple, si la porte
repr�esent�ee dans la �gure 6.4 est ferm�ee avant que le robot ne la franchisse, le
plani�cateur est capable de reconstruire instantan�ement une nouvelle trajectoire.

6.1.2 Implantation de l'algorithme EXPLORE

L'espace de recherche de EXPLORE est directement inspir�e de l'espace des
trajectoires pr�ec�edemment d�ecrit pour SEARCH. Nous utilisons aussi un ensemble
de six entiers pour repr�esenter le chemin et nous appliquons la même technique de
rebondissement pour engendrer des chemins dans l'espace libre. Nous ajoutons un
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Fig. 6.4 - Plani�cation de trajectoires pour le robot holonome dans un environ-
nement dynamique.

nouvel entier It �a cet ensemble pour coder la position de d�epart du chemin. La
valeur de It code l'indice de la balise de laquelle partira le chemin.

Un algorithme g�en�etique est utilis�e pour maximiser la fonction EXPLORE(t).
It et les �i sont cod�es par un vecteur Si de 7 bits. Une trajectoire pour l'algorithme
EXPLORE est repr�esent�ee de la mani�ere suivante :

(It; �1; : : : ; �i; : : : ; �6)

Par cons�equent, nous d�e�nissons implicitement une post-image engendr�ee par
l'ensemble des balises et l'ensemble des trajectoires utilis�ees. La �gure 6.5b est la
post-image de la balise montr�ee dans la �gure 6.5a. La r�egion noire repr�esente la
zone qui peut être atteinte par des chemins d'ordre six en partant de cette balise.

L'algorithmeEXPLORE consiste �a maximiser la distance aux balises pr�ec�edem-
ment plac�ees en utilisant des trajectoires d'ordre six. La �gure 6.6 montre comment
l'algorithme EXPLORE place d'une mani�ere successive les balises dans l'espace
libre du robot. On remarque la distribution uniforme des balises dans l'espace ex-
plor�e.

6.1.3 La combinaison des deux fonctions

A chaque �etape de l'algorithme EXPLORE, on met �a jour l'arbre permettant
de retrouver facilement le chemin menant de la position �a une balise d�ej�a pos�ee.
Pour cela, il su�t de noter pour chaque balise nouvellement plac�ee, la balise p�ere et
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Fig. 6.5 - La post-image produite par une balise.

Fig. 6.6 - L'�evolution des balises dans l'espace libre.
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Fig. 6.7 - Le \�l d'Ariane" des balises pour le robot mobile holonome.

la trajectoire permettant de l'atteindre. Un exemple de cet arbre est montr�e dans
la �gure 6.7.

Nous re-�ecrivons ici l'algorithme Fil d'Ariane :

D�ebut : L1  q̂�; EL fL1 = q̂�g; t 1

1. Ex�ecution de SEARCH: Si SEARCH(Lt; q̂�) = 0 alors un chemin a �et�e
trouv�e.

2. Ex�ecution d'EXPLORE: Placer une nouvelle balise Lt+1 avec la fonction
EXPLORE(t), EL EL [ fLt+1g, t t+ 1 goto 1.

Ainsi, soit 
̂S la trajectoire partant de la balise Lk telle que SEARCH(q̂�) = 0.
Nous pouvons construire la trajectoire �nale 
̂f allant de la con�guration initiale q̂�
�a la con�guration �nale q̂� grâce �a la proc�edure suivante :

Construire Solution(k; 
̂S)
begin
p�ere = arbre[k]:p�ere;

̂f = 
̂S ;
while(p�ere 6= nul)

̂f = arbre[p�ere]:
̂ � 
̂f ;
p�ere = arbre[p�ere]:p�ere;

return(
̂f );
end
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Le symbole \�" repr�esente l'op�eration de concat�enation de deux chemins. Cette
op�eration a �et�e d�e�nie �a la page 58.

La �gure 6.8 montre deux exemples de trajectoires plani��ees par l'algorithme
Fil d'Ariane.

Fig. 6.8 - Deux trajectoires plani��ees par l'algorithme Fil d'Ariane.

6.2 Discussion sur le comportement de l'algorithme EXPLORE

6.2.1 La d�ecroissance de la fonction EXPLORE(t)

Nous avons vu que le domaine de la fonction EXPLORE est l'ensemble de
trajectoires d'ordre k partant d'une des balises d�ej�a pos�ees. Il est clair que lorsqu'on
augmente l'ordre des trajectoires, on peut augmenter aussi la taille de la post-image
engendr�ee.

L'utilisation d'ordres di�er�erents pour les trajectoires nous am�ene alors �a des
comportements di��erents de la fonction EXPLORE(t). Par exemple, si on note
par EXPLOREk(t) l'application de l'algorithme EXPLORE en utilisant des tra-
jectoires d'ordre k, alors nous nous attendons �a ce que pour le même environnement
et le même point de d�epart EXPLORE`1 (t) � EXPLORE`2 (t) si `1 < `2.

Un autre facteur qui peut faire varier le comportement de EXPLORE(t) est la
technique d'optimisation employ�ee. Il se peut qu'une technique d'optimisation soit
meilleure qu'une autre, et par cons�equent, qu'elle nous am�ene �a une exploration
plus e�cace. Dans la suite, nous montrerons sur un ensemble d'exp�erimentations
du robot mobile holonome comment le comportement de EXPLORE(t) varie en
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Fig. 6.9 - L'espace �a Explorer.

fonction de la longueur des chemins et de la technique d'optimisation utilis�ee. La
�gure 6.9 montre l'espace avec lequel nous avons r�ealis�e l'ensemble des exp�erimen-
tations pr�esent�ees dans ce paragraphe. Le point de d�epart ainsi que le nombre de
balises plac�ees est constant pour chacun des exemples.

In
uence de l'ordre des chemins

L'exemple 1, �gure 6.10a, montre les r�esultats obtenus par EXPLORE(t) en
utilisant des trajectoires d'ordre 10. Rappelons que la taille du côt�e du plus petit
cube contenant un espaceX est not�ee par s(X) (voir page 47) la valeur s(Clibre) �etant
connue, la courbe th�eorique de l'expression 3.5 peut être �etablie et est �egalement
pr�esent�ee (voir page 54). Nous la r�e�ecrivons ci-dessous :

"t �
2s � ( �n

0

t+1)
1
n

1 � 2 � ( �n
0

t+1)
1
n

L'exemple 2, �gure 6.10b, correspond aux r�esultats obtenus par EXPLORE(t)
en utilisant des trajectoires d'ordre 2. Dans les deux exemples, un algorithme g�en�e-
tique a �et�e utilis�e comme technique d'optimisation. Apr�es 10 it�erations, le meilleur
individu d'une population de taille 36 est pris comme solution optimale.

Nous pouvons appr�ecier que l'utilisation des chemins d'ordre plus grand per-
met le placement de balises dans des positions plus �eloign�ees. Par cons�equent,
EXPLORE(t) d�ecrô�t plus rapidement en utilisant un ordre �egal �a 10. Par ailleurs,
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le coût d'optimisation de EXPLORE augmente en proportion avec l'ordre des
chemins, un compromis doit être trouv�e exp�erimentalement.

In
uence de la technique d'optimisation

L'exemple 3, �gure 6.10c, montre le comportement de EXPLORE(t) en utili-
sant des chemins de même longueur que dans l'exemple 2. La di��erence r�eside dans
la technique d'optimisation employ�ee. Dans ce cas, on utilise un simple tirage al�ea-
toire : 64 chemins sont engendr�es au hasard, le meilleur d'entre eux est pris comme
solution optimale. On peut remarquer que le comportement de l'exemple 3 est plus
\chaotique" que celui de l'exemple 2. Ce comportement \chaotique" nous am�ene
�a une exploration de l'espace libre moins e�cace, il nous faut plus de balises pour
d�ecouvrir des nouvelles r�egions de l'espace libre. Par exemple, dans les �gures 6.10b
et 6.10c nous pouvons noter l'apparition d'une irr�egularit�e dans la d�ecroissance
d'EXPLORE(t). Cette irr�egularit�e marque la d�ecouverte de nouvelles portions de
l'espace des con�gurations non encore explor�ees ou \chambres" (dans ce cas, le
\chambres" E et G). On peut remarquer que la d�ecouverte de ces \chambres" est
plus tardive dans l'exemple 3. Ceci tend �a d�emontrer l'e�cacit�e des algorithmes g�e-
n�etiques pour ce probl�eme. Dans le paragraphe suivant, nous pr�esentons un exemple
dans lequel il est possible d'identi�er le passage dans des r�egions inexplor�ees de l'es-
pace libre. Ce passage est identi��e grâce �a la variation de EXPLORE(t).

a b c

Fig. 6.10 - Graphiques de EXPLORE(t).
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6.2.2 Informations obtenues par EXPLORE(t)

A mesure que le temps passe, EXPLORE(t) nous donne des informations
concernant l'exploration de l'espace libre. Au contraire de EXPLORE1(t) (la
courbe th�eorique), la fonction EXPLORE(t) peut rester constante, diminuer ou
augmenter avec le temps. Lorsque EXPLORE(t) reste constant ou diminue nous
pouvons conclure qu'au pire des cas, l'algorithme EXPLORE se trouve dans un
processus de saturation. Saturer une \chambre" revient �a remplir celle-ci avec su�-
samment de balises pour trouver une nouvelle issue. Pour ce faire, l'algorithme doit
diminuer la r�esolution de l'exploration pour d�ecouvrir un passage plus petit que la
r�esolution actuelle. A un moment donn�e, EXPLORE(t) arrive �a une r�esolution suf-
�samment petite pour traverser ce passage; la valeur de EXPLORE(t) augmente
alors de mani�ere consid�erable. A ce moment, une nouvelle \chambre" de l'espace
libre est d�ecouverte et il faut commencer un nouveau processus de saturation.

D

EA

B

C

F G

F

C

B D

a b

Fig. 6.11 - L'environnement explor�e et le graphique EXPLORE(t) obtenu.

Les �gures 6.11a et 6.11b montrent respectivement un environnement et les r�e-
sultats obtenus par EXPLORE(t). On peut remarquer que la premi�ere balise dans
les pi�eces B;C; et D a provoqu�e des changement signi�catifs dans la valeur de
EXPLORE(t). En observant ces valeurs, nous pouvons envisager une am�eliora-
tion de la fonction d'�evaluation. Si la valeur de EXPLORE(t) augmente alors il
n'est plus n�ecessaire de consid�erer les balises pr�ec�edemment pos�ees avec une valeur
inf�erieure. Cette am�elioration a pour but de diminuer la dimension de l'espace de
recherche.
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diametre

diametre/2

Fig. 6.12 - L'�ecart de Lt.

6.2.3 O�u ont �et�e plac�ees les balises?

Lorsque l'algorithme EXPLORE s�electionne une nouvelle balise, le placement
de celle-ci d�epend de la position des balises pr�ec�edemment pos�ees. Une exploration
uniforme de l'espace libre implique un placement de balises dans la fronti�ere de Clibre
et un placement �a l'int�erieur. Ainsi, soit ELt l'ensemble de balises au temps t on
d�e�nit l'�ecart de Lt+1 comme :

max
Li2EL

d(Lt+1; Li)

Par d�e�nition l'�ecart de la balise Lt+1 ne peut pas être plus grand que la valeur du
diam�etre �(Clibre) de l'espace libre. D'autre part, l'�ecart ne peut pas être plus petit
que �(Clibre)=2.

La �gure 6.12 montre les �ecarts de chacune des balises obtenues par EXPLORE(t)
Dans cette �gure on voit que l'�ecart des balises varie e�ectivement dans l'intervalle
[�(Clibre)=2; �(Clibre)]. L'�ecart nous montre que l'algorithme EXPLORE place des
balises dans des r�egions di��erentes de l'espace libre. Cette caract�eristique a des
cons�equences importantes pour l'algorithme SEARCH. Ce placement uniforme-
ment distribu�e des balises permet �a l'algorithme SEARCH de sortir syst�ematique-
ment des minima locaux.
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Chapitre 7

Plani�cation de trajectoires pour

un robot �a six degr�es de libert�e

Nous pr�esentons dans ce chapitre une application de l'algorithme Fil d'Ariane im-
plant�ee sur une machine massivement parall�ele : un syst�eme de plani�cation de tra-
jectoires \en ligne" pour un bras manipulateur �a six degr�es de libert�e �evoluant dans
un environnement dynamique.

L'objectif est de plani�er des trajectoires pour un bras (robot I) avec l'algorithme
Fil d'Ariane alors qu'un autre bras �evolue ind�ependamment dans le même espace de
travail. Le plani�cateur doit être su�samment rapide pour re-plani�er une nouvelle
trajectoire vers le but, lorsque le deuxi�eme robot (robot II) change de con�guration
et empêche le robot I d'ex�ecuter la trajectoire pr�ec�edemment calcul�ee.

Dans la premi�ere partie de ce chapitre, nous pr�esentons une description g�en�erale
du syst�eme de plani�cation de trajectoires. Dans la deuxi�eme partie, nous introdui-
sons la m�ethode de mod�elisation du robot et de l'environnement de travail. Puis,
nous d�ecrivons le calcul de d�ebattements bas�e sur ce mod�ele. Finalement, le codage
et d�ecodage des trajectoires utilis�es par SEARCH et EXPLORE sont pr�esent�es.
L'implantation parall�ele de l'algorithme Fil d'Ariane fait l'objet du chapitre suivant.
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7.1 Description g�en�erale du syst�eme

Nous avons exp�eriment�e l'algorithme Fil d'Ariane en plani�ant des trajectoires
pour un bras SCEMI �a six degr�es de libert�e.

La �gure 7.1 repr�esente l'architecture de notre site exp�erimental. Elle est com-
pos�ee de trois grands sous-ensembles :

1. deux robots �equip�es chacun d'un syst�eme de contrôle-commande KALI1,

2. une machine parall�ele M�ega-Node constitu�ee de 128 transputers de type
T800,

3. un syst�eme de mod�elisation g�eom�etrique ACT .

Le robot I est sous contrôle du M�ega-Node qui ex�ecute une version parall�ele de
l'algorithme Fil d'Ariane. Le robot II est utilis�e comme un obstacle dynamique : il
est contrôl�e par un g�en�erateur de trajectoires al�eatoires; il peut bloquer le robot I
alors que celui-ci ex�ecute une trajectoire. Les bras sont pilot�es ind�ependamment par
deux armoires de commande utilisant chacune le logiciel KALI. Pour communiquer
les trajectoires calcul�ees et lire la position des robots, nous utilisons un utilitaire
de communication sp�ecialement con�cu pour communiquer avec ACT: RobotCom2.
Dans ce montage exp�erimental, l'armoire de commande du robot sous le contrôle
du plani�cateur ne communique pas directement avec le M�ega-Node. Toutes les
trajectoires transitent d'abord par le serveur Sun 4 puis par une station de travail
Silicon Graphics supportant le logiciel ACT.

L'implantation de l'algorithme Fil d'Ariane repose sur trois niveaux de paral-
l�elisme. Le premier niveau est l'ex�ecution parall�ele des algorithmes SEARCH et
EXPLORE. D'une part, EXPLORE produit des balises, d'autre part SEARCH les
exploite pour atteindre la con�guration �nale. Un deuxi�eme niveau de parall�elisme
a �et�e implant�e pour les algorithmes SEARCH et EXPLORE. Ces algorithmes sont
tous les deux des algorithmes d'optimisation implant�es sous la forme d'algorithmes
g�en�etiques parall�eles. En�n, le troisi�eme niveau de parall�elisation se trouve dans la
fonction d'�evaluation utilis�ee par les deux algorithmes g�en�etiques.

L'implantation parall�ele de ces trois niveaux est d�ecrite en d�etail dans le cha-
pitre 8.

1Kali est un syst�eme de contrôle et de commande de robots, initialement d�evelopp�e par l'universit�e de
McGill au Canada et actuellement commercialis�e par Aleph Technologies.

2ACT et RobotCom sont des produits d�evelopp�es et commercialis�es par Aleph Technologies
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Fig. 7.1 - Architecture du syst�eme.
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7.1.1 Utilisation du syst�eme

L'utilisation du syst�eme se d�eroule comme suit :

Premi�erement, le syst�eme ACT est utilis�e pour d�ecrire la sc�ene avec les deux bras
et les obstacles statiques en d�e�nissant une cellule robotique. Ensuite, on compile au-
tomatiquement cette cellule pour la transformer dans une repr�esentation simpli��ee
appel�ee le mod�ele optimis�e. Les con�gurations initiale et �nale sont alors donn�ees
pour le robot I, le M�ega-Node calcule une trajectoire pour ce robot. Le temps de
calcul d'une trajectoire sans collision est d'environ 2 secondes. Cette trajectoire est
envoy�ee �a la station de travail Silicons Graphics o�u elle est simpli��ee avant d'être
envoy�ee au robot I. Tandis que la trajectoire s'ex�ecute, le g�en�erateur de trajectoires
al�eatoires du robot II peut engendrer un mouvement avec une probabilit�e d�e�nie
par l'utilisateur. D�es lors qu'un mouvement est ex�ecut�e par le robot II, le robot I in-
terrompt sa trajectoire. Les nouvelles con�gurations des robots sont alors envoy�ees
au M�ega-Node qui calcule une autre trajectoire. Cette boucle continue jusqu'�a ce
que le robot I arrive �a la position �nale; �a ce moment l�a, une nouvelle con�guration
but peut être d�e�nie.

7.2 Le syst�eme de mod�elisation

Le syst�eme de repr�esentation de l'univers du robot est construit en trois �etapes :

1. Utilisation du syst�eme ACT pour la description de la sc�ene r�eelle, avec le ou
les robots et les obstacles, voir �gures 7.2 et 7.3.

2. Transformation de cette repr�esentation en un mod�ele optimis�e. La sc�ene est
repr�esent�ee comme un ensemble de parall�el�epip�edes (voir �gure 7.4). Ce mo-
d�ele est utilis�e pour r�ealiser tous les calculs math�ematiques n�ecessaires �a la
plani�cation et �a la g�en�eration de trajectoires des robots.

3. Finalement, un troisi�eme niveau de repr�esentation est obtenu �a partir du
deuxi�eme en calculant une sph�ere englobante pour chacun des parall�el�epi-
p�edes. L'objectif de ce dernier niveau est de pouvoir tester tr�es rapidement
les trajectoires engendr�ees. Ainsi, lors de l'�evaluation d'une trajectoire, il est
possible de �ltrer de fa�con quasi-instantan�ee l'absence de collisions entre le
robot et son environnement.
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Fig. 7.2 - Sc�ene r�eelle du site exp�erimental du LIFIA.

7.2.1 Le premier niveau de mod�elisation et le syst�eme ACT

L'origine de ACT ne se trouve pas dans l'extension d'un syst�eme de CAO clas-
sique mais r�esulte de recherches e�ectu�ees dans le domaine de la programmation
automatique des robots. Dans cette optique, ACT est d'abord con�cu comme une
structure d'accueil pour plani�cateurs, il poss�ede bien entendu les fonctionnalit�es
des syst�emes de CAO robotique standard. Dans notre application ACT est utilis�e :

1. pour d�ecrire les robots, les obstacles et leurs positions relatives,

2. pour obtenir l'information n�ecessaire qui nous permet de cr�eer un mod�ele
adapt�e �a notre plani�cateur de trajectoires (mod�ele optimis�e),

3. pour simuler les r�esultats de la plani�cation.

Mod�elisation de la sc�ene

La �gure 7.2 repr�esente l'une des sc�enes r�eelles utilis�ees pour tester notre plani-
�cateur. Cette sc�ene est une vue du site exp�erimental du LIFIA. Grâce au syst�eme
ACT, l'utilisateur peut construire un mod�ele de la sc�ene �a partir de primitives
g�eom�etriques simples. ACT permet aussi de m�emoriser toutes les informations ci-
n�ematiques qui caract�erisent la sc�ene. Nous obtenons ainsi le premier niveau de
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Fig. 7.3 - Premier niveau de mod�elisation.

mod�elisation. La �gure 7.3 montre l'�equivalent de la sc�ene r�eelle de la �gure 7.2. Ce
mod�ele est une r�eplique \exacte" d'une sc�ene exp�erimentale r�eelle3.

7.2.2 Cr�eation du mod�ele optimis�e (deuxi�eme niveau)

Un compilateur d'environnement a �et�e int�egr�e au syst�eme ACT standard. Le rôle
de ce compilateur est de transformer la repr�esentation interne de la sc�ene utilis�ee par
ACT en une repr�esentation adapt�ee �a notre probl�eme. Dans notre cas, nous avons
choisi de repr�esenter les obstacles et les corps du robot par des parall�el�epip�edes qui
les englobent. Le compilateur d'environnement que nous avons implant�e transforme
donc la sc�ene initiale en une sc�ene o�u tous les objets sont des parall�el�epip�edes. La
�gure 7.4 repr�esente le mod�ele optimis�e de l'environnement de la �gure 7.3.

Le mod�ele optimis�e utilise un seul parall�el�epip�ede pour englober chacune des
composantes 4 du robot. Chaque obstacle est aussi repr�esent�e par un parall�el�epi-
p�ede [52]. Cependant, il est possible d'utiliser un niveau plus �n de repr�esentation :
autrement dit, il est possible d'utiliser plusieurs parall�el�epip�edes pour repr�esenter
chacun des composants du robot et des obstacles.

3Dans la �gure 7.3 on remarque quelques �el�ements \inexistants" dans la sc�ene r�eelle. En e�et, ces �el�ements
sont une repr�esentation \vague" des câbles du robot.

4Nous entendons par \composante du robot" l'ensemble des corps qui appartiennent �a la même
articulation.
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Fig. 7.4 - Deuxi�eme niveau de mod�elisation.

L'information contenue dans le mod�ele optimis�e est la suivante :

{ le nombre d'articulations,

{ les dimensions de chacun des composantes du robot (x; y; z),

{ la matrice de transformation du corps de la composante i au rep�ere Ri (not�ee
Tci),

{ la matrice de transformation du rep�ere Ri au rep�ere Ri�1 (not�e Tmi�1;i) ou
bien au rep�ere du monde pour le rep�ere R0,

{ les but�ees m�ecaniques de chaque degr�e de libert�e,

{ la con�guration initiale,

{ le nombre d'obstacles,

{ les dimensions des obstacles (x; y; z),

{ la matrice de placement de chacun des obstacles (not�ee Toi).

La �gure 7.5 montre l'utilisation des di��erentes matrices de transformation.

Dans la suite de ce paragraphe, nous d�ecrivons la repr�esentation des parall�el�epi-
p�edes d�ecompos�es en entit�es g�eom�etriques.
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Fig. 7.5 - La châ�ne articulaire du robot et les matrices de transformation.

Repr�esentation des parall�el�epip�edes

Comme nous l'avons d�ej�a dit, le mod�ele optimis�e est compos�e principalement
d'un ensemble de parall�el�epip�edes, chacun d�ecrit par un ensemble de sommets,
d'arêtes et de faces. Ainsi un robot �a n degr�es de libert�e (ou un obstacle) est d�e-
compos�e g�eom�etriquement de la mani�ere suivante :

Robot = fx1; x2; : : : :xn+1g
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Fig. 7.6 - D�ecomposition d'un parall�el�epip�ede.

o�u xi repr�esente un parall�el�epip�ede du mod�ele optimis�e. Chacun de ces parall�e-
l�epip�ede est alors sous la forme :

xi = fSi; Ai; Fig

o�u Si est l'ensemble des sommets, Ai l'ensemble des arêtes et Fi l'ensemble des
faces (voir �gure 7.6). Ces ensembles sont �nalement d�ecompos�es de la mani�ere
suivante :

Si = fsi;0; si;1; : : : ; si;7g; Ai = fai;0; ai;1; : : : ; ai;11g; Fi = ffi;0; fi;1; : : : ; fi;5g(7.16)

La repr�esentation des sommets, arêtes et faces est obtenue �a partir de trois types
d'entit�es g�eom�etriques di��erentes : des points, des droites et des plans. Ainsi nous
repr�esentons :

1. Les sommets : par un point.

2. Les arêtes : par deux points et une droite.

3. Les faces : par quatre points, quatre droites et un plan.

Ces entit�es g�eom�etriques sont repr�esent�ees dans l'espace par leurs coordonn�ees
de Pl�ucker[54] (voir annexe B).
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7.2.3 Le mod�ele sph�erique (troisi�eme niveau)

Le dernier niveau de mod�elisation du syst�eme consiste �a repr�esenter chacun des
parall�el�epip�edes du mod�ele optimis�e par une sph�ere qui les englobe [62]. L'avantage
de ce niveau de repr�esentation est que les sph�eres sont repr�esent�ees par leur rayon
et par leur centre. De cette mani�ere, le mod�ele est exprim�e sans di�cult�e majeure
dans tout rep�ere donn�e. Lors du test de collision, ce mod�ele permet de �ltrer cer-
tains objets ou composantes du robot par un test simple. Ainsi, le nombre d'objets
intervenant dans le calcul de d�ebattement diminue car les objets, en dehors de la
trajectoire des objets en mouvement sont �elimin�es rapidement par ces �ltres.

En r�esum�e, pour r�ealiser le calcul des d�ebattements, nous devons d'abord cr�eer
un mod�ele CAO du ou des robots et de l'environnement, puis \compiler" ce mod�ele
dans un mod�ele qui nous est propre. D�es lors, il faut distinguer le mod�ele interne
du plani�cateur (bô�te englobante) et la repr�esentation graphique de ACT.

7.3 Le calcul de d�ebattements

Dans la proc�edure de d�ecodage d'une trajectoire du robot, pr�esent�ee dans le
dernier paragraphe de ce chapitre, la valeur �j

i signi�e un d�eplacement de l'articu-
lation i et par cons�equent un test de collision entre un ensemble X d'objets mobiles
(le robot) et un ensemble Y d'objets statiques (les obstacles). Etant donn�e l'axe de
rotation de l'articulation i en mouvement, il faut calculer la valeur du mouvement
circulaire maximal d�ecrit par chaque objet en X avant d'entrer en collision avec
un objet en Y : cette valeur est appel�ee le d�ebattement. Il est clair que le calcul de
d�ebattements est n�ecessaire pour �evaluer une trajectoire.

Ainsi, �etant donn�e le rep�ere de rotation Ri de l'articulation en mouvement, il
nous faut tout d'abord exprimer tout les objets des ensembles X et Y dans le
rep�ere5 Ri. Ensuite, on e�ectue le calcul de d�ebattement pour chaque couple (x; y)
du produit cart�esien X � Y . La valeur la plus petite de ces d�ebattements est le
d�ebattement maximal de l'ensemble X par rapport �a Y .

La fonction de calcul de d�ebattement positif entre le parall�el�epip�ede en mouve-
ment x et le parall�el�epip�ede statique y est not�ee  (x; y). Cette fonction repr�esente
la valeur maximale du mouvement de rotation positive de x par rapport �a y. D'une
mani�ere similaire, nous d�e�nissons la fonction �(X;Y ) repr�esentant la valeur maxi-
male du mouvement de rotation positive pour un ensemble d'objets en mouvement
X avec un autre ensemble Y d'objets statiques ainsi :

5Nous utilisons comme axe de rotation l'axe z du rep�ere.
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Fig. 7.7 - Equivalence des valeurs de  �1(x; y) et  (y; x).

�(X;Y ) = min
x2X;y2Y

 (x; y) (7.17)

On peut remarquer que la valeur de rotation maximale n�egative not�ee  �1(x; y)
est �egale �a  (y; x) (voir �gure 7.7). Par cons�equent :

��1(X;Y ) = �(Y;X)

7.3.1 Calcul de d�ebattements entre deux parall�el�epip�edes

Un parall�el�epip�ede x e�ectuant un mouvement de rotation peut entrer en colli-
sion avec un autre parall�el�epip�ede y par trois types di��erents de contact [49][51] :

1. Type A (point-face) : Un sommet de l'objet mobile x contre une face de
l'objet �xe y.

2. Type B (face-point) : Un sommet de l'objet �xe y contre une face de l'objet
mobile x .

3. Type C (arête-arête) : Une arête de l'objet mobile x contre une arête de
l'objet �xe y .
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Fig. 7.8 - Contact type A.

Les �gures 7.8, 7.9 et 7.10 montrent les trois types de contacts. En r�esum�e pour
deux parall�el�epip�edes x (objet mobile) et y (objet �xe) :

{ les contacts de type A sont d�etect�es pour chaque sommet si 2 S 2 x par un
calcul d'interf�erence entre le lieu g�eom�etrique d�ecrit par le sommet si dans son
mouvement de rotation et les faces ff0; f1; : : : ; f5g du parall�el�epip�ede y.

{ de même, les contacts du type B sont d�etect�es pour chaque sommet sj 2 S 2 y
par le calcul d'interf�erence entre le lieu g�eom�etrique d�ecrit par le sommet sj
dans son mouvement de rotation et les faces ff0; f1; : : : ; f5g du parall�el�epip�ede
x.

{ en�n, les contacts de type C sont d�etect�es pour chaque arête ai 2 A 2 x par
un calcul d'interf�erence entre le lieu g�eom�etrique d�ecrit par le mouvement de
ai et les arêtes fa0; a1; : : : ; a12g de y.

Par cons�equent le calcul du d�ebattement  (x; y) requiert :

{ 6 � 8 = 48 calculs de type A,

{ 8 � 6 = 48 calculs de type B,

{ 12 � 12 = 144 calculs de type C.
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Fig. 7.9 - Contact type B.

soit 240 calculs �el�ementaires pour la fonction  (x; y) et (card(X � Y ) � 240)
pour �(X;Y ). Etant donn�e l'aspect sym�etrique d'un d�ebattement, il nous su�t
de consid�erer les contacts de type A et les contacts de type C ; les calculs sur les
contacts de type B se d�eduisent de ceux de type A. Ainsi  (x; y) est obtenue grâce
aux fonctions :

{  A(sommet; face) pour les contacts de type A dans le sens positif de rotation,

{  B(face; sommet) (d�eduit �a partir de  A) pour les contacts de type B dans
le sens positif de rotation.

{ et  C(arête,arête) pour les contacts de type C dans le sens positif de rotation.

Grâce �a ces trois fonctions, nous obtenons trois angles qui repr�esentent respec-
tivement le d�ebattement maximal des points, des faces et des arêtes d'un objet en
mouvement xi par rapport �a un autre, statique, yj :

�A = min
si;k2Si;fj;l2Fj

 A(si;k; fj;l)

�B = min
fi;k2Fi;sj;l2Sj

 B(fi;k; sj;l)

�C = min
ai;k2Ai;aj;l2Aj

 C(ai;k; aj;l)

Ainsi, le d�ebattement  (xi; yj) est calcul�e comme :

 (xi; yj) = minf�A; �B; �Cg
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Fig. 7.10 - Contact type C.

7.3.2 Mise �a jour de la position du robot et des obstacles

Comme nous l'avons d�ej�a vu, le ou les robots et les obstacles sont repr�esent�es
par un ensemble de parall�el�epip�edes :

Robot = fxr1; xr2; : : : ; xrn+1g
Obstacles = fxo1; xo2; : : : ; xolg

o�u xri repr�esente le parall�el�epip�ede englobant la composante i, xoi repr�esente
le parall�el�epip�ede englobant l'obstacle i, n est le nombre de degr�es de libert�e et l
le nombre d'obstacles. Par cons�equent �a partir du moment o�u le degr�e de libert�e i
bouge, l'ensemble de parall�el�epip�edesX = fxri; xri+1; xri+2; : : : ; xrn+1g entre en mou-
vement. L'ensembleX peut alors entrer en collision avec les objets fxo1; xo2; : : : ; xolg
et avec un ensemble Xr � fxr0; xr1; : : : ; xri�1g � Robot si les composants en mou-
vement du robot peuvent toucher un des composants statiques du robot. Ainsi
l'ensemble Y d'objets statiques est �egal �a :

Y = fxo1; xo2; : : : ; xolg [Xr

et l'ensemble X d'objets en mouvement �a :

X = fxri; xri+1 ; xri+2; : : : ; xrn+1g

D�es lors qu'un d�ebattement  (x; y) est calcul�e, il faut tout d'abord exprimer les
objets x et y dans le rep�ere Ri de l'articulation en mouvement. Cependant, dans le
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mod�ele optimis�e chacune des entit�es g�eom�etriques des obstacles est exprim�ee dans
le rep�ere du monde. D'autres, celles appartenant aux composantes du robot, sont
exprim�ees par rapport au rep�ere de la composante d'appartenance.

Exprimer tous les objets des ensembles X et Y dans le même rep�ere implique le
calcul des matrices de transformation homog�ene sous la forme Mi;j o�u i est l'indice
du rep�ere de rotation et j celui du rep�ere de l'objet. Cette matrice est sous la forme
suivante [67] :

2
6664
nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1

3
7775 (7.18)

Par exemple, pour exprimer le parall�el�epip�ede repr�esentant la pince du robot
dans un rep�ere Ri, il nous faut une matrice de transformation Mi;6, c'est-�a-dire une
transformation de R6 �a Ri. Ainsi, lorsqu'on bouge l'articulation i, nous avons besoin
de trois groupes de matrices :

{ les premi�eres matrices fMi;i+1;Mi;i+2; : : : ;Mi;ng transformant tous les objets
en mouvement fxri+1; xri+2 ; : : : ; xrng dans le rep�ere Ri,

{ les deuxi�emes fMi;0;Mi;1; : : : ;Mi;i�1g transformant dans le rep�ere Ri l'en-
semble Xr des composantes statiques du robot en risque de collision avec
les composantes en mouvement du robot .

{ �nalement, la matrice Mi;0 utilis�ee pour transformer tous les obstacles dans le
rep�ere Ri.

Chacune de ces matrices est obtenue par une suite de multiplications de matrices
Mi�1;i et les inverses de celles-ci. Pour obtenir ces matrices d'une mani�ere e�cace,
nous avons d�evelopp�e une m�ethode originale permettant de maintenir �a jour les
positions relatives le long d'un chemin Manhattan; cette m�ethode est d�ecrite ci-
apr�es.
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Transformations homog�enes des composantes du robot dans les rep�eres
des axes de rotation

Pour maintenir �a jour cet �etat du monde, nous avons utilis�e une technique tenant
compte des propri�et�es de la châ�ne articulaire qui repr�esente le robot. Une matrice
contenant des transformations homog�enes maintient l'�etat du robot. Nous appelons
cette matrice la matrice \M". Les caract�eristiques de cette matrice pour un robot
�a n degr�es de libert�e sont les suivantes :

{ M est de dimension (n+ 1) � (n+ 1).

{ Un �el�ement Mi;j deM contient la matrice de transformation du rep�ere Rj au
rep�ere Ri.

{ Mi;j = M�1
j;i .

{ si i = j alors Mi;j = I.

{ Tout �el�ementMi;j deM peut être exprim�e comme une suite de multiplications
de matrices sous la forme Mi;j = Mi;i+1 �Mi+1;i+2 � : : :Mj�1;j pour i < j et
sous la forme Mi;j = Mi;i�1 �Mi�1;i�2 � : : :Mj+1;j pour i > j. Par exemple
M1;4 = M1;2 �M2;3 �M3;4.

En g�en�eral, �etant donn�e une matrice sous la forme de l'expression 7.18, l'inverse
est [67] :

2
6664
nx ny nz �p̂ � n̂
ox oy oy �p̂ � ô
ax ay az �p̂ � â
0 0 0 1

3
7775 (7.19)

o�u \�" repr�esente le produit scalaire et p̂,n̂,â et ô les quatre vecteurs form�es par
les colonnes de l'expression 7.18, c'est-�a-dire p̂ = (px; py; pz; 1), n̂ = (nx; ny; nz; 0),
etc. Ainsi, la matrice Mj;i peut être calcul�ee �a partir de Mi;j. Etant donn�e ces
derni�eres caract�eristiques, il est facile de calculer la matriceM �a partir des �el�ements
�el�ementaires Mi;i+1 pour i = 0; 1; : : : ; n.

Etant donn�e une con�guration du robot q̂ = (�0; �1; : : : ; �n�1), nous pouvons
calculerM avec l'algorithme suivant :
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Fig. 7.11 - Etapes du calcul de la matriceM.

CaculMatrice(M)
begin
/*Etape 1 : calcul des matrices �el�ementaires*/
for i from 0 to n-1

Mi;i+1 = Tmi;i+1 �Rz(�i)
/*Etape 2 : calcul des matrices compos�ees*/

for i from 0 to n-1
for j from i+2 to n

Mi;j = Mi;j�1 �Mj�1;j

/*Etape 3 : calcul des matrices inverses*/
for i from 0 to n

for j from i+1 to n
Mj;i = M�1

i;j

end

o�u Tmi;i+1 est la transformation du rep�ere Ri+1 du robot au rep�ere Ri et Rz(�i) la
matrice de rotation en z de �i. La �gure 7.5 montre ces rep�eres et la �gure 7.11 les
di��erentes �etapes de remplissage de M.

Lorsqu'une seule valeur �k=0;1;:::n�1 change, il est tr�es facile de recalculer la ma-
trice M. L'algorithme n�ecessaire pour ex�ecuter cette mise �a jour est le suivant :
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Fig. 7.12 - Mise �a jour de la matriceM.

Modi�erMmatrice(M,k,�k)
begin

for i from k-1 downto 0
for j from k to n

if (i = k-1 and j = k)
/* Etape 1 : recalcul des matrices a�ect�ees */

Mi;j = Tmk�1;k �Rz(�k)
else
Mi;j = Mi;j�1 �Mj�1;j

/*Etape 2 : Calcul des matrices inverses a�ect�ees*/
Mj;i = M�1

i;j

end

Les �etapes de la mise �a jour avec cet algorithme sont montr�ees dans la �gure
7.12.

A l'aide de la matriceM nous pouvons alors exprimer les objets des ensembles
X et Y dans le rep�ere de rotation Ri et e�ectuer le calcul de d�ebattements corres-
pondants. Lorsque le robot a e�ectu�e le mouvement en �i, il est possible de mettre
�a jour la matriceM et de calculer le prochain d�ebattement.
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7.3.3 Transformations homog�enes des obstacles dans les rep�eres des
axes de rotation

Une fois que la matriceM a �et�e calcul�ee, il su�t d'exprimer l'ensemble Y dans
le rep�ere du monde et de le transformer avec les �el�ementsMi;0 pour i = 0; 1; 2; : : : ; n
de la matrice M. Cet ensemble de matrices sert �a calculer la position relative des
objets par rapport au rep�ere de rotation de chaque articulation.

7.4 Le codage et d�ecodage des trajectoires

7.4.1 Le codage des domaines de recherche de SEARCH et EXPLORE

Dans le chapitre 3, nous avons vu que les espaces de recherche des algorithmes
SEARCH et EXPLORE sont IRn�k et [1; 2; : : : ; t]�IRn�m respectivement, o�u n est
le nombre de degr�es de libert�e du robot, k l'ordre des chemins Manhattan utilis�es
par SEARCH, m l'ordre des chemins Manhattan utilis�es par EXPLORE et t
l'indice de l'it�eration de l'algorithme EXPLORE. Pour optimiser les fonctions de
SEARCH et EXPLORE avec un algorithme g�en�etique, nous devons coder ces
espaces en châ�nes de bits.

Codage de l'espace de recherche de SEARCH

Dans l'algorithme SEARCH, nous avons utilis�e des chemins Manhattan d'ordre
deux. Ainsi, �etant donn�e que le robot a six degr�es de libert�e, le codage d'une tra-
jectoire est compos�ee de 6 � 2 = 12 segments �j

i , c'est-�a-dire qu'une trajectoire a la
forme :


̂ = (�1
1;�

1
2; : : : ;�

1
6; : : : ;�

2
1; : : : ;�

2
6) (7.20)

Nous utilisons 9 bits pour coder chacun des ces segments. Par cons�equent, un
individu de l'algorithme g�en�etique est compos�e de 12 segments Sj

i de 9 bits chacun,
soit 108 bits par individu :

(S1
1 ; S

1
2; : : : ; S

1
6; : : : ; S

2
1; : : : ; S

2
6)

Nous notons par Bin(S) la fonction de transformation de valeurs binaires en valeurs
d�ecimales et q̂� = (�1; �2; : : : ; �i; : : : �6) la con�guration initiale. Ainsi, soit B Maxi
et B Mini les but�es m�ecaniques du degr�e de libert�e i du robot et �etant donn�e que
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pour chaque segment Sj
i il existe 512 valeurs possibles, �j

i est d�ecod�ee de la mani�ere
suivante :

�j
i =

(B Max�B Min) �Bin(Sj
i )

512
� �i (7.21)

De cette fa�con, toutes les valeurs possibles de d�eplacement pour chacun des de-
gr�es de libert�e sont cod�ees par les 9 bits composant un segment. Apr�es ce d�ecodage,
on applique l'op�eration de rebondissement d�ecrite dans le chapitre 4.

Codage de l'espace de recherche d'EXPLORE

Le codage des trajectoires utilis�ees par l'algorithme EXPLORE est semblable
�a celui de l'algorithme SEARCH. Nous avons utilis�e des trajectoires Manhattan
d'ordre deux. Ainsi, une trajectoire est cod�ee d'une mani�ere similaire �a l'expres-
sion 7.20. La di��erence est le besoin de coder le point de d�epart de la trajectoire
correspondant �a une des balises. Une trajectoire est alors de la forme :

(Lk;�
1
1;�

1
2; : : : ;�

1
6; : : : ;�

2
1; : : : ;�

2
6) (7.22)

o�u Lk = (�k;1; �k;2; : : : ; �k;6) est la balise de d�epart. Nous utilisons 9 bits pour coder
l'indice de la balise de d�epart et 9 bits pour les segments �j

i soit 117 bits par individu.
Un individu de l'algorithme g�en�etique de EXPLORE a la forme suivante :

(SL; S1
1 ; S

1
2; : : : ; S

1
6; : : : ; S

2
1; : : : ; S

2
6)

o�u SL est le vecteur codant la balise Lk de d�epart, c'est-�a-dire : soit t la t�i�eme
it�eration de l'algorithme EXPLORE nous avons k = (bt�Bin(SL)=512c+1). Nous
obtenons alors :

�j
i =

(B Max�B Min) �Bin(Sj
i )

512
� �k;i

7.4.2 Le d�ecodage d'une trajectoire

Dans ce paragraphe, nous d�ecrivons les processus ex�ecut�es pour l'obtention d'une
trajectoire �a partir du codage tout en utilisant une technique de rebondissement
particuli�ere. Dans le paragraphe 4.2.2 nous avons introduit la technique de rebon-
dissement grâce �a l'intervalle Am = [xmin

i ; xmax
i ] 2 C�libre d�e�ni �a partir d'une con�-

guration qm�1 et d'un axe xi de mouvement (voir �gure 4.4, page 72). Le calcul de
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l'intervalle Am implique deux calculs de d�ebattements: un pour l'obtention de xmin
i

et l'autre pour xmax
i . Comme nous l'avons d�ej�a vu dans le chapitre 4, qm�1 est une

con�guration interm�ediaire entre xmin
i et xmax

i . Ainsi nous pouvons d�e�nir une autre
s�emantique de rebondissement en utilisant la technique suivante :

si la valeur �j
i est positive ou �egale �a 0, alors le rebondissement est calcul�e dans

l'intervalle [xm�1i ; xmax
i ] sinon, il est calcul�e dans l'intervalle [xmin

i ; xm�1i ].

L'utilisation de tels intervalles a un net avantage : elle r�eduit le temps de calcul
car on e�ectue un seul calcul de d�ebattement. Il est possible de voir que l'obtention
de l'intervalle Am implique deux calculs de d�ebattements : �(X;Y ) pour obtenir
xmax
i et ��1(X;Y ) pour xmin

i .

A l'aide du rebondissement pr�ec�edemment d�ecrit, le processus de d�ecodage trans-
forme la châ�ne 
̂ dans un ensemble ordonn�e de con�gurations interm�ediaires d�e-
crivant la trajectoire, c'est-�a-dire Q(
̂) = (q̂0; q̂1; q̂2; : : : ; q̂n�k) (voir d�e�nition 4.3
page 71). Avant de d�ecrire l'algorithme de d�ecodage utilis�e pour obtenir l'ensemble
QR(
̂), nous allons d�e�nir le pr�edicat 	(X;Y;�j

i ; �). Ce pr�edicat est d�e�ni de la
mani�ere suivante :

	(X;Y;�j
i ; �) =

8><
>:
vrai si �j

i � 0 ^ �(X;Y ) � �j
i

vrai si �j
i < 0 ^ ��1(X;Y ) � j�j

i j
faux autrement

(7.23)

Lorsque 	(X;Y;�j
i ; �) est d�etermin�e comme vrai, la variable � est uni��ee avec

la valeur de �j
i . Sinon, � est uni��ee sous le crit�ere suivant :

� =

(
�(X;Y ) pour �j

i � 0

���1(X;Y ) pour �j
i < 0

En r�esum�e le pr�edicat 	(X;Y;�j
i ; �) est vrai si et seulement si le mouvement

circulaire en �j
i de X avec Y �xe ne cause pas une collision, autrement elle nous

donne le d�ebattement maximal �. On peut remarquer que si 	(X;Y;�j
i ; �) = faux

la valeur de � est en r�ealit�e xmin
i ou xmax

i selon la valeur de �j
i .

L'int�erêt de l'utilisation du pr�edicat 	 se trouve dans les conditions �(X;Y ) � �j
i

et ��1(X;Y ) � j�j
i j de la formulation 7.23. Grâce au mod�ele sph�erique, ces deux

formules peuvent être d�etermin�ees comme vraies sans la r�ealisation de tous les cal-
culs requis par �(X;Y ) (voir la formulation 7.17). Par exemple, la d�etermination
de la valeur de v�erit�e de �(X;Y ) � �j

i implique les calculs suivants :

8x 2 X;8y 2 Y  (x; y) � �j
i
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Fig. 7.13 - Processus de d�ecodage d'une trajectoire.

Etant donn�e deux objets x 2 X, et y 2 Y le mod�ele sph�erique construit par le
pr�edicat 	 peut r�epondre dans certaines conditions si la proposition  (x; y) � �j

i

est vraie. Ainsi, le d�ebattement  (x; y) n'est pas n�ecessairement calcul�e ce qui re-
vient �a r�eduire le temps de calcul.

Nous pouvons d�ecrire maintenant le processus de d�ecodage. Etant donn�e la con�-
guration courante qm�1 et �j

i (o�u m = n�(j�1)+i ) nous pouvons calculer qm (voir
page 71). Premi�erement, on exprime l'ensembleX des objets mobiles et l'ensembleY
des objets statiques dans le rep�ere Ri. Apr�es, on applique le pr�edicat 	(X;Y;�j

i ; �)
en obtenant la valeur �. On utilise alors � , �j

i et qm�1 dans la fonction de rebon-
dissement pour obtenir qm. Finalement, la matriceM est actualis�ee. Cette boucle
continue jusqu'�a ce que l'on arrive �a la �n de la trajectoire. Le processus de d�ecodage
est montr�e dans la �gure 7.13.

7.4.3 Reconstruction de la trajectoire �nale

De même que pour le robot mobile holonome, la trajectoire �nale est construite
grâce �a l'arbre de balises repr�esent�e par un tableau. Un exemple de cette structure est
montr�e dans le tableau 7.1. Ce tableau repr�esente l'arbre de balises de les �gures 7.14
�a 7.17 .

Avant d'ex�ecuter la trajectoire �nale, nous utilisons l'algorithme d�ecrit ci-apr�es
pour la lisser. Cet algorithme utilise l'ensemble propre d'une trajectoire Manhattan
d�e�ni dans la section 4.2.1.
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Fig. 7.14 - L'arbre de balises.
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Fig. 7.15 - Balises L1 et L2.
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Fig. 7.16 - Balises L3 et L4.
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Fig. 7.17 - Balises L5 et q̂�.
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i Li P�ere de Li 
̂i
1 L1 nul nul
2 L2 1 
̂1
3 L3 2 
̂2
4 L4 2 
̂3
5 L5 3 
̂4

Tab. 7.1 - Tableau repr�esentant l'arbre de balises

Une simpli�cation d'un chemin Manhattan 
̂ d'ordre l dans un autre chemin
Manhattan 
̂a d'ordre k < l existe, si et seulement s'il existe un chemin Manhattan

̂b d'ordre 1 tel que 
̂b(0) = qi et 
̂b(1) = qj pour qi; qj 2 Q(
̂), i = 0; : : : ; (l � 2) et
j = (i+ 2); : : : ; l. Une mani�ere de simpli�er une trajectoire Manhattan est alors la
suivante : soit G(QM(
̂)) = f(i; j)ji = 0; : : : (l � 2); (i + 2) � j � l;MP (q̂i; q̂j)g
et (i0; j0) 2 G(QM(
̂)) : 8(i; j) 2 G(QM(
̂)); (j0 � i0) � (j � i), la fonction
Simp(QM(
̂)) est d�e�nie de la mani�ere suivante :

Simp(QM(
̂)) = fq0; : : : ; qi0g [ fqj0; qj0+1; : : : ; qlg

Nous pouvons alors d�e�nir un algorithme tr�es simple pour le lissage de trajec-
toires Manhattan :

Lissage(
̂)
begin

B0 = QM(
̂);
i = 0;
do

Bi+1 = Simp(B0);
i = i+1;
while(Bi = Bi�1);
return(QM�1(B0));

end

Pour expliquer cet algorithme, nous utilisons la �gure 7.18 qui montre la proc�e-
dure de simpli�cation d'une trajectoire. Nous avons repr�esent�e par des segments de
droite le passage d'une con�guration q̂m�1 �a une autre q̂m, les obstacles sont repr�e-
sent�es par des ellipses. Ainsi, en utilisant cette repr�esentation, le pr�edicat MP (q̂i; q̂j)
est vrai si et seulement si le segment de droite q̂iq̂j ne coupe pas une des ellipses.
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Fig. 7.18 - Simpli�cation.

7.5 Discussion

7.5.1 La di�cult�e de trouver une solution

Les exp�erimentations r�ealis�ees nous con�rment que la di�cult�e d'un probl�eme
de plani�cation n'est pas tout �a fait reli�ee au nombre d'obstacles ou au nombre de
degr�es de libert�e du robot. La di�cult�e de r�esoudre un probl�eme de plani�cation
est plutôt r�eli�ee au nombre de \pi�eces" de l'espace des con�gurations et �a la taille
des passages permettant de \d�eambuler" dans l'espace libre.

L'algorithme Fil d'Ariane a montr�e une vraie adaptation �a la complexit�e des
probl�emes pos�es. Entre autres exp�erimentations, nous avons r�ealis�e plusieurs exp�e-
rimentations, en utilisant des environnements et des robots �ctifs. Nous avons cr�e�e
des situations avec des minima locaux et des situations o�u il fallait passer par un
endroit bien pr�ecis pour trouver la solution. L'algorithme Fil d'Ariane a trouv�e �a
chaque fois une trajectoire. Les probl�emes les plus di�ciles ont �et�e les probl�emes o�u
il fallait partir d'une con�guration initiale plac�ee dans un voisinage compl�etement
libre d'obstacles et dont la con�guration �nale se trouvait apr�es un passage �etroit
et d'acc�es unique. Les probl�emes les plus faciles ont �et�e ceux correspondant �a la si-
tuation contraire. Si nous pla�cons la con�guration initiale dans une r�egion entour�ee
d'obstacles, presque toutes les trajectoires engendr�ees font sortir imm�ediatement le
robot de cette r�egion.
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A

B

Fig. 7.19 - Un exemple de plani�cation �ctif.

La �gure 7.19 montre un environnement et un robot �ctif pour lesquels nous
avons plani��e des trajectoires. Pour donner une meilleur id�ee de la composition de
l'environnement, deux vues de la con�guration initiale et deux vues de la con�-
guration �nale sont montr�ees respectivement. La seule solution �a ce probl�eme est
de passer entre les parall�el�epip�edes similaires A et B. Dans cet exemple quatorze
balises sont n�ecessaires pour calculer la trajectoire �nale. Lorsque nous changeons
la con�guration initiale en con�guration �nale et vice versa, le nombre de balises
n�ecessaires pour calculer la trajectoire �nale diminue consid�erablement : seules cinq
balises sont requises.
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7.5.2 Les calculs requis pour une trajectoire Manhattan et les calculs
�ltr�es

Les calculs requis

Le coût d'�evaluation d'une trajectoire d�epend directement du nombre d'obs-
tacles, du nombre de degr�es de libert�e et de l'ordre des trajectoires. Regardons tout
d'abord la complexit�e d'une trajectoire Manhattan d'ordre 1.

Lorsqu'on �evalue une trajectoire Manhattan, on modi�e s�equentiellement les
di��erents degr�es de libert�e. Une variation de la premi�ere articulation provoque le
mouvement de toutes les composantes du robot. Une variation de la deuxi�eme arti-
culation provoque le mouvement des composantes plac�ees apr�es cette articulation;
seules les composantes de la premi�ere articulation restent statiques. Pour un robot �a
n degr�es de libert�e, lorsqu'on bouge l'articulation i, les composantes de l'articulation
f1; 2; : : : ; i�1g restent statiques et les composantes de l'articulation fi; i+1; : : : ; ng
se trouvent en mouvement. Par cons�equent, si k est le nombre d'obstacles dans la
sc�ene, le mouvement de la premi�ere articulation requiert (n � k) calculs de d�ebatte-
ments entre parall�el�epip�edes ( si on consid�ere un parall�el�epip�ede par articulation).
Pour la deuxi�eme articulation ((n � 1) � k) calculs sont requis, pour la troisi�eme
((n � 2) � k), etc. Cela nous am�ene �a r�ealiser (n

2+n
2 � k) calculs de d�ebattements

entre parall�el�epip�edes pour une trajectoire Manhattan d'ordre 1.

Soit ` l'ordre des trajectoires Manhattan utilis�ees; le nombre de calculs �a r�ealiser
est :

n2 + n

2
� k � `

Le nombre de calculs �el�ementaires (contacts de type A, B et C) peut être �evalu�e.
Le calcul du d�ebattement entre deux parall�el�epip�edes, requiere 48 calculs de type
point-face, 48 de type face-point et 144 de type arête-arête. Par cons�equent, le
nombre de calculs �el�ementaires est :

120 � n
2 + n

2
� k � `

7.5.3 Le �ltrage des calculs

L'exp�erience nous montre que l'utilisation du mod�ele sph�erique ainsi que d'autres
techniques de �ltrage r�eduit tr�es consid�erablement le nombre de contacts �a v�eri�er
et par cons�equent le temps de calcul. Le pourcentage du nombre de calculs �ltr�es par
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le mod�ele sph�erique est d'environ 85 %, c'est-�a-dire que seul 15% des calculs  (x; y)
doivent être v�eri��es. Ainsi, seulement 15 % des parall�el�epip�edes seront d�ecompos�es
en entit�es g�eom�etriques pour r�ealiser les calculs point-face, face-point et arête-arête.
En�n, 65 % en moyenne des calculs  A(s; f) et  B(f; s) (point-face et face-point)
ainsi que 90 % en moyenne des calculs  C(a; a) (arête-arête) sont aussi �ltr�es. En
r�esum�e, de tous les contacts possibles intervenant dans l'�evaluation d'une trajectoire
Manhattan, seuls 3 % en moyenne doivent être calcul�es.

avec filtres

sans filtres

Fig. 7.20 - Nombre de calculs �el�ementaires requis pour une trajectoire Manhattan
d'ordre 1.

La �gure 7.20 montre le nombre de calculs �el�ementaires requis pour chaque
objet plac�e dans l'espace atteignable du robot. Ces r�esultats ont �et�e calcul�es pour
des trajectoires Manhattan d'ordre 1.

Il est important de noter que malgr�e l'utilisation de �ltres, la r�eduction du temps
de calcul ne se fait pas dans la même proportion que celle concernant la r�eduction
du nombre de calculs. Bien entendu, l'utilisation des �ltres a un prix en temps de
calcul. L'utilisation des �ltres diminue le temps de calcul d'environ 15% du temps
total requis sans �ltre.
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Chapitre 8

Implantation parall�ele de

l'algorithme Fil d'Ariane

Les fonctions d'�evaluation des algorithmes SEARCH et EXPLORE, sont ba-
s�ees sur le calcul des d�ebattements entre les parall�el�epip�edes du mod�ele optimis�e.
Lorsqu'une trajectoire Manhattan d'ordre ` est �evalu�ee un nombre consid�erable de
calculs math�ematiques est e�ectu�e. Dans l'exemple de la �gure 7.4 chacun des ro-
bots est repr�esent�e (dans sa forme la plus simple) par 7 parall�el�epip�edes, c'est-�a-dire
un parall�el�epip�ede par degr�e de libert�e plus un autre pour repr�esenter la base du
robot. De même, les obstacles sont repr�esent�es chacun par un parall�el�epip�ede. Si
nous consid�erons le robot de gauche comme un obstacle et celui de droite comme
mobile nous avons un total de 18 obstacles. Ainsi une trajectoire Manhattan d'ordre
1 pour le robot mobile requiert 62+6

2
� 18 = 378 calculs de d�ebattement c'est-�a-dire

378 ex�ecutions de la fonction  (x; y). Chacun des appels de la fonction  (x; y) re-
quiert 240 calculs �el�ementaires de contact (point-face, face-point, arête-arête). Ainsi,
si nous consid�erons une trajectoire Manhattan d'ordre 5 nous obtenons 378*240*5=
417.600 calculs �el�ementaires. Même si le mod�ele sph�erique �elimine une grande partie
de ces calculs, seule l'utilisation d'une machine parall�ele permet une r�eduction du
temps de calcul compatible avec nos objectif \temps r�eel".
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Dans ce chapitre nous pr�esentons la parall�elisation de l'Algorithme Fil d'Ariane
pour un bras manipulateur �a six degr�es de libert�e. Bien qu'ayant implant�e plusieurs
versions parall�eles de l'algorithme, nous d�ecrirons uniquement la plus e�cace. Dans
un premier temps, nous pr�esenterons la parall�elisation logique avec ses di��erents et
les processus concern�es. Puis, nous d�ecrirons la parall�elisation physique en indiquant
la con�guration de la machine parall�ele et le placement des processus.

8.1 Les Niveaux de parall�elisation

L'algorithme Fil d'Ariane, les algorithmes g�en�etiques et la fonction d'�evaluation
sont \par nature" parall�elisables.

1. Dans l'algorithme File d'Ariane, SEARCH et EXPLORE peuvent travailler de
fa�con ind�ependante. Pendant que SEARCH cherche une solution EXPLORE
produit la balise suivante.

2. L'�evaluation des individus, dans les algorithmes g�en�etiques, peut se faire en
parall�ele.

3. Les fonctions d'�evaluation, bas�ees principalement sur l'utilisation de la fonc-
tion  (x; y), sont aussi parall�elisables. La fonction  (x; y) est en e�et d�e-
composable en trois sous-fonctions ind�ependantes  A(sm; fs);  B(fm; ss) et
 C(am; as).

Dans la suite nous pr�esenterons les di��erents processus intervenant dans les trois
niveaux de parall�elisation.

8.1.1 Le premier niveau de parall�elisation

A ce niveau, nous avons trois processus : le processus \Mâ�tre", puis \l'algo-
rithme g�en�etique Search" et �nalement \l'algorithme g�en�etique Explore",
ces deux derniers seront not�es simplement comme \Search" et \Explore". 1

Le rôle du processus \Mâ�tre" est de g�erer et de coordonner les processus \Sear-
ch" et \Explore" qui repr�esentent eux même deux algorithmes g�en�etiques parall�eles
(PGA). Premi�erement le processus \Mâ�tre" envoie le mod�ele optimis�e au proces-
sus \Search" et \Explore". Ce mod�ele est utilis�e par les fonctions d'optimisation
respectives. Apr�es l'ex�ecution d'un nombre pr�ed�etermin�e de g�en�erations des algo-
rithmes g�en�etiques \Search" et \Explore", le processus \Mâ�tre" re�coit la population

1Même s'il s'agit indirectement de l'ex�ecution des algorithmes SEARCH et EXPLORE nous pr�ef�erons
faire une di��erence entre l'ex�ecution des algorithmes g�en�etiques et des algorithmes proprement dits.
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�nale de l'algorithme g�en�etique \Search" avec l'objectif de s�electionner le meilleur
individu. Si la trajectoire cod�ee par l'individu n'engendre pas un chemin �a la con�-
guration �nale d�esir�ee, le processus \Mâ�tre" re�coit la population de l'algorithme
g�en�etique de \Explore" et s�electionne le meilleur individu, cet individu code la
nouvelle balise qui est di�us�ee comme telle au processus \Explore" et au proces-
sus \Search" comme nouveau point de d�epart. Ensuite les algorithmes g�en�etiques
\Search" et \Explore" sont r�eex�ecut�es jusqu'�a ce que \Search" trouve un individu
qui code un chemin de la balise courante au but.

La description en pseudo-Occam des processus \Mâ�tre", \Search" et \Explore"
est la suivante :

mâ�tre(mod�ele optimis�e)
begin

SEQ
L1 := q̂�;
EL := fL1g;

PAR
envoyer(Search,mod�ele optimis�e); /* envoi du mod�ele optimis�e */
envoyer(Explore,mod�ele optimis�e);

i := 1
while( Li 6= q̂�) do

SEQ
PAR

envoyer(Search,Li); /* envoi de la balise i */
envoyer(Explore,Li);

recevoir(Search,population Search)
meilleur search = min(population Search)
if (meilleur Search:value = 0) /* une trajectoire �a q̂� a �et�e trouv�ee */

i := i+1;
Li := E(meilleur Search:trajectoire) /* extr�emit�e du chemin */

else
SEQ

recevoir(Explore,population Explore)
meilleur explore = max(population Explore)
i := i + 1;
Li := E(meilleur explore:trajectoire) /* extremit�e du chemin */

end
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Search()
begin

SEQ
recevoir(Mâ�tre,mod�ele optimis�e);
while(:stop)

recevoir(Mâ�tre,q̂�);
PGA(mod�ele optimis�e);
envoyer(Mâ�tre,population);

end

Explore()
begin

SEQ
i:=1;
recevoir(Mâ�tre,mod�ele optimis�e);
while(:stop)

recevoir(Mâ�tre,Li);
PGA(mod�ele optimis�e);
envoyer(Mâ�tre,population);
i:= i+1;

end

8.1.2 Le deuxi�eme niveau de parall�elisation

\Search" et \Explore" contiennent tous les deux un algorithme g�en�etique pa-
rall�ele. Comme nous l'avons pr�esent�e dans les chapitres pr�ec�edents le principe de
base est d'�evaluer p individus plac�es sur p processus, c'est-�a-dire un individu par
processus. Ensuite, chaque processus envoie son individu �a ses voisins (Ces voisins
sont pr�ed�e�nis), puis il s�electionne le meilleur individu parmi ses voisins pour ex�e-
cuter les op�erations de cross-over et mutation. Un nouvel individu est ainsi obtenu
dans chacun des processus, si cet individu est meilleur que son pr�ed�ecesseur il le
remplace. Cet algorithme est ex�ecut�e \ng" fois o�u \ng" est un nombre d�etermin�e
par l'utilisateur. A chaque g�en�eration on ne cherche pas la meilleure solution pr�e-
sente dans les di��erents processus, le coût en serait trop important. La s�election du
meilleur individu de la population sera seulement e�ectu�ee �a la �n du nombre total
de g�en�erations.

Les processus en pseudo-Occam utilis�es par l'algorithme g�en�etique parall�ele sont
les suivants :
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AGi(mod�ele optimis�e)
begin

SEQ
cr�eer(individu)
�evaluer(invividu)
for i = 1 to ng /* nombre de g�en�erations */

SEQ
for j = 1 to nombre voisins

PAR
envoyer(voisinj ; individu);

for j = 1 to nombre voisins

PAR
recevoir(voisinj ; candidatsj);

meilleur = s�election meilleur(candidats);
nouvel individu = cross-over(individu;meilleur);
nouvel individu = mutation(nouvel individu);
�evaluer(nouvel individu,mod�ele optimis�e );
if(nouvel individu:value < individu:value)

individu = nouvel individu;
end

PAG(mod�ele optimis�e)
begin

SEQ
for i = 1 to nombre individus

PAR
AGi(mod�ele optimis�e);

end

8.1.3 Troisi�eme niveau de parall�elisation

La parall�elisation massive

Nous pourrions imaginer une parall�elisation massive en trois niveaux de la fonc-
tion d'�evaluation utilis�ee dans les deux algorithmes g�en�etiques. Ces fonctions sont
bas�ees principalement dans l'utilisation du pr�edicat 	(X;Y;�j

i ; �) (voir chapitre
pr�ec�edent) calcul�e grâce �a la fonction �(X;Y ) o�u X est l'ensemble des objets mo-
biles, Y l'ensemble des objets statiques :

�(X;Y ) = min
x2X;y2Y

 (x; y)

Ainsi, le premier niveau serait l'ex�ecution en parall�ele de Card(X � Y ) proces-
sus o�u chacun d'entre eux ex�ecute le calcul de  (x; y) pour un couple di��erent de
parall�el�epip�edes (x; y) 2 X � Y . Le deuxi�eme niveau de parall�elisation serait fait �a
partir de la d�e�nition même de  (x; y) :
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 (x; y) = minf�A; �B; �Cg

Ce qui revient �a cr�eer trois types de processus di��erents, un pour chaque angle
de contact �A, �B et �C (voir page 117). Le troisi�eme niveau de parall�elisation consis-
terait ainsi en la d�ecomposition des fonctions  A(sx; fy);  B(fx; sy) et  C(ax; ay)
en 48 processus pour le calcul de �A, 48 processus pour celui de �B et 144 processus2

pour �C.

Une telle parall�elisation massive impliquerait un nombre �enorme de processus.
Le gain th�eorique en temps de calcul est compens�e par la perte de temps due �a la
cr�eation de ces processus, �a la transmission du mod�ele optimis�e, �a la d�ecomposition
des entit�es g�eom�etrique, etc. De plus la di�cult�e de placement des processus sur
les processeurs croit avec le nombre de processus [83]. Nous avons opt�e pour une
architecture plus simple mais plus e�cace avec trois niveaux de parall�elisation qui
fait l'objet du paragraphe suivant.

La parall�elisation r�ealis�ee

Dans la parall�elisation r�ealis�ee, le premier niveau est substitu�e par le calcul
s�equentiel de �(X;Y ). L'ensemble des calculs �equivalents sont e�ectu�es en �eclatant
l'ensemble des calculs de contacts dans di��erents processus plac�es dans le deuxi�eme
niveau de parall�elisation de la fonction d'�evaluation.

La parall�elisation du pr�edicat �(X;Y ) contient deux niveaux : dans le premier,
nous avons le processus \Gamma" et les processus \Psi AB" et \Psi C". Le
processus Gamma repr�esente le calcul de �(X;Y ) et est e�ectu�e grâce au processus
\Psi AB" calculant deux angles de contact �A et �B, et Psi C l'angle de contact
�C. Ces angles sont d�e�nis comme suit :

�A = minf�Ai;j
j �Ai;j

= min
sx2Sxi;fy2Fyj

 A(sx; fy) pour Sxi 2 xi 2 X ^ Fyj 2 yj 2 Y g
�B = minf�Bi;j

j �Bi;j
= min

fx2Fxi;sy2Syj
 B(fx; sy) pour Fxi 2 xi 2 X ^ Syj 2 yj 2 Y g

�C = minf�Ci;j
j �Ci;j

= min
ax2Axi;ay2Ayj

 C(ax; ay) pour Axi 2 xi 2 X ^Ayj 2 yj 2 Y g

Ainsi, par exemple, �A repr�esente le d�ebattement maximal possible des contacts
de type A de l'ensemble X d'objets en mouvement par rapport �a l'ensemble Y
d'objets statiques. Les calculs de �A et �B sont e�ectu�es dans le même processus
\Psi AB" car le temps de calcul n�ecessaire pour obtenir ces deux valeurs est proche

2Card(Sx � Fy) = 48, Card(Fx� Sy) = 48, Card(Ax�Ay) = 144
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de celui qui est n�ecessaire pour obtenir �C . Le processus \Psi AB" calcule alors
�AB = minf�A;�Bg.

Le deuxi�eme niveau de parall�elisation des fonctions d'�evaluation est e�ectu�e dans
l'utilisation de dix sous-processus parall�eles \psi ab" pour le calcul de �A et �B

et dix autres \psi c" pour le calcul de �C . Chacun des processus \psi ab" e�ectue
alors le calcul des fonctions  A(sx; fy);  B(fx; sy) et chacun des processus \psi c" le
calcul de  C(ax; ay). A chacun des processus \psi ab' et \psi c" correspond un sous
ensemble de Sxi�Fyj, Fxi�Syj ou Axi�Ayj o�u Sxi 2 xi 2 X, Syj 2 yj 2 Y , Fxi 2
xi 2 X et Fyj 2 yj 2 Y . Dans cette architecture tous les processeurs sont charg�es
avec le même mod�ele de l'environnement et la même matrice M pour ex�ecuter
le changement de rep�ere des entit�es g�eom�etriques qui le concernent et la mise �a
jour du mod�ele. Une fois �nis les calculs correspondants, les processus \psi ab et
\psi c" envoient la plus petite valeur de d�ebattement au processus \Psi AB" ou
\Psi C" selon le cas. Ensuite, Gamma obtient le d�ebattement le plus petit parmi
les deux valeurs calcul�ees par \Psi AB" et \Psi C". En�n, cette valeur est propag�ee
�a l'ensemble des processus du deuxi�eme niveau \psi ab" et \psi c" pour la mise �a
jour des matrices3M et du mod�ele. La �gure 8.1 montre les di��erents niveaux de
parall�elisation.

Les processus suivants prennent pour param�etre la valeur �j
i . Ainsi que nous

l'avons montr�e dans le chapitre pr�ec�edent nous pouvons �ltrer les calculs o�u nous
sommes certains que l'angle de contact est sup�erieur �a la valeur �j

i . Les processus
en pseudo-Occam sont les suivants :

Gamma('̂)
begin
SEQ

for i = 1 to ordre chemin

SEQ
for j = 1 to nombre degr�es de libert�e

PAR

�AB = Psi AB(�j
i );

�C = Psi C(�j
i );

� = min(�AB ;�C);
return(�);

end

3Nous devons nous rappeler que ces processus n'ont pas fait la mise �a jour de la matrice M ni du mod�ele
optimis�e car la valeur du d�ebattement �(X;Y ) �etait inconnue.
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Psi AB(�)
begin

SEQ
for i = 1 to 10

PAR
�abi = psi abi(�);

�AB = min(�ab1 ; �ab2 ; : : : ; �ab10);
return(�AB );

end

Psi C(�)
begin

SEQ
for i = 1 to 10

PAR
�ci = psi ci(�);

�C = min(�c1 ; �c2 ; : : : ; �c10);
return(�C );

end

8.2 L'implantation physique

Nous avons utilis�e comme mat�eriel de d�eveloppement, un M�eganode �a 128 trans-
puters du type T800 commercialis�e par la soci�et�e Telmat. Le M�eganode est constitu�e
de 4 Tnode16/32 con�gur�es avec 32 T800.

Le Tnode 16/32 est une machine multi-processeurs sans m�emoire commune com-
pos�ee de transputers T800. Les processeurs sont connect�es �a travers deux commu-
tateurs programmables. Un des commutateurs est un \crossbar" �a 72 entr�ees et 72
sorties, permettant de connecter 32 transputers de travail (TT), deux transputers
de service (TS : disque, m�emoire, etc) et un transputer de contrôle (TC). L'autre
commutateur (crossbar C004 �a 32 entr�ees et 32 sorties) permet de relier le TC aux
autres transputers et de r�ealiser l'interface avec la machine hôte. La carte d'interface
assure la liaison entre la machine hôte et le Tnode. Un bus de contrôle, transpor-
tant quelques signaux de services tels que reset, analyse et erreur, permet au TC de
surveiller et de contrôler, l'activit�e des TT et TS.

Le M�eganode est pilot�e depuis une machine hôte de type SUN 4, grâce �a une carte
d'interface VOLVOX-4 de la soci�et�e Archipel. La carte VOLVOX est constitu�ee de
4 T800 avec chacun 4 Mo de m�emoire. Le transputer 0 de cette carte est connect�e
directement au M�eganode et est utilis�e comme processeur de travail permettant de
g�erer les Entr�ees/Sorties clavier, �ecran, �chiers.
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Algorithme Fil d'Ariane

Algorithme G�en�etique Parall�ele (PGA)

Calcul de d�ebattements

Calcul de contacts type A et B Calcul de contacts type A et B Calcul de contacts type C

Calcul de d�ebattements

Algorithme G�en�etique Parall�ele (PGA)

Mâ�tre

ExploreSearch

AG

Gamma Gamma

Psi AB Psi C Psi AB Psi C

psi ab

psi c

psi ab

psi c

Calcul de contacts type C

Fig. 8.1 - Niveaux de parall�elisation de l'Algorithme Fil d'Ariane.
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La �gure 8.2 repr�esente la con�guration du M�eganode choisie pour implanter
l'Algorithme Fil d'Ariane. Les num�eros dans les carr�es indiquent les processeurs
et les arcs indiquent les canaux physiques de communication. L'architecture de
connexion est d�ecrite \explicitement" au central g�erant le graphe de connexion.

8.2.1 Organisation physique du premier et du deuxi�eme niveau de pa-
rall�elisation

L'organisation physique des deux premiers niveaux de parall�elisation est im-
plant�ee de la fa�con suivante : le processus \Mâ�tre" est plac�e sur le processeur 0, et
chacun des processus, \Search" et \Explore" est plac�e sur un tore form�e par 120
processeurs. Etant donn�e que \Search" et \Explore" ont la même organisation (tout
les deux contiennent des algorithmes g�en�etiques parall�eles avec une population de la
même taille) et qu'ils s'e�ectuent dans des temps di��erents, (d'une mani�ere s�equen-
tielle) nous pouvons utiliser les mêmes processeurs, pour former un tore physique
et placer les deux tores logiques. Ce tore de processeurs est divis�e en six \fermes"
de 20 processeurs chacune. Un anneau vertical de six processeurs est form�e avec le
premier processeur de chaque \ferme" f1; 21; 31; : : : ; 101g. La tâche de cet anneau
est l'ex�ecution de l'algorithme g�en�etique parall�ele. Ainsi, chaque processeur de l'an-
neau ex�ecute le processus \AG" d�ecrit dans le paragraphe pr�ec�edent en utilisant
les voisins nord et sud pour l'op�eration de cross-over. Par exemple, les voisins du
processeur 1 sont les processeurs 21 et 101. Chaque processus \AG" compte alors
avec une \ferme" de 20 processeurs pour sa fonction d'�evaluation (voir �gure 8.2).

8.2.2 Organisation physique du troisi�eme niveau de parall�elisation

L'ensemble total des op�erations de calcul de d�ebattement qui constitue le \c�ur"
des fonctions d'�evaluation sont men�ees en parall�ele. Chacun des six processus \AG"
de l'algorithme g�en�etique parall�ele utilise une \ferme" pour �evaluer son individu.
Le calcul de d�ebattement se fait en �eclatant l'ensemble total des calculs de contacts
entre les processeurs de la \ferme" divis�ee en deux groupes de 10 processeurs. Les dix
premiers sont utilis�es pour ex�ecuter le processus \Psi AB" et les dix autres \Psi C" (
10 processeurs ex�ecutent \psi ab" et 10 processeurs ex�ecutent \psi c"). Par exemple,
dans la \ferme" form�ee par les processeurs du premier au vingti�eme, les processeurs
du premier au dixi�eme ex�ecutent le processus \psi ab" et les processeurs du onzi�eme
au vingti�eme le processus \psi c". Les tâches de chacun des processeurs sont alors
distribu�ees grâce �a trois tables qui a�ectent un num�ero de processeur (de 1 �a 20) �a
un calcul entre deux entit�es g�eom�etriques. La �gure 8.3 montre les conventions de
num�erotation des entit�es g�eom�etriques d'un parall�el�epip�ede. Les �gures 8.4, 8.5 et
8.6 indiquent quel processeur se charge du calcul entre deux entit�es donn�ees. Par
exemple, le processeur 5 est charg�e de calculer le contact de type A (ou point-face)
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entre les points 3 de tous les parall�el�epip�edes mobiles et les faces 4 de tous les
parall�el�epip�edes �xes. De même le processeur 3 est charg�e de calculer le contact de
type C entre toutes les arêtes 5 des objets mobiles et les arêtes 4 de tous les objets
�xes.
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Fig. 8.2 - Con�guration du r�eseau de Transputers.
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Chapitre 9

Perspectives

Dans ce chapitre nous pr�esentons les possibles directions de recherche et les
conclusions de cette th�ese. Tout d'abord, un ensemble de sujets ouverts reli�es �a
l'algorithme Fil d'Ariane sera pr�esent�e. Puis, nous aborderons les conclusions. Dans
les conclusions, nous ferons premi�erement un rappel des r�esultats th�eoriques et ex-
p�erimentaux obtenus puis, une discussion �a-propos de la m�ethode propos�ee sera
abord�ee.

9.1 Discussion et direction des recherches

9.1.1 L'algorithme EXPLORE et les diagrammes de Voronoi

L'expression \max min" utilis�ee par notre m�ethode est bien connue en g�eom�etrie
algorithmique [65]. Consid�erons l'ensemble des balises plac�ees �a l'instant t : ELt.
Pour toute balise Li de ELt, le lieu g�eom�etrique not�e V (i) des points de IEn qui
sont plus proches de Li que de toutes les autres balises est le polygone de Voronoi
associ�e �a Li [65].
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a b

Fig. 9.1 - Un ensemble de balises et les polygones engendr�es.

L'ensemble des r�egions

V or(ELt) =
t[

i=1

V (i)

est appel�ee le diagramme de Voronoi. Dans ce diagramme, nous consid�erons les
sommets appartenant �a la fermeture de chacun des polygones de Voronoi.

Par exemple, la �gure 9.1a montre un espace des con�gurations pour le robot
planaire �a deux degr�es de libert�e dans lequel, dix balises ont �et�e pos�ees par l'algo-
rithme EXPLORE. La �gure 9.1b montre le diagramme de Voronoi associ�e aux
balises.

Soit Cs l'hypercube le plus petit contenant Clibre, il est alors facile de montrer
que le point p tel que :

p : max
pi2Cs

min
Li2ELt

d(Li; pi)

est soit un sommet du diagramme de Voronoi V or(ELt) soit un point de la
fronti�ere de Cs. En l'absence d'obstacle, il est donc possible de calculer directement
la prochaine balise en construisant le diagramme de Voronoi associ�e aux balises
pr�ec�edemment pos�ees et en optimisant sur chacun de ses sommets.
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Cette premi�ere propri�et�e pourrait être utilis�ee pour \peupler" e�cacement les
zones libres de l'espace des con�gurations. En e�et, un des probl�emes de notre
approche est le temps mis �a \remplir" ces zones pourtant facile �a \explorer".

Maintenant �etudions un autre e�et de la cellularisation de l'espace des con�gu-
rations par les polygones de Voronoi associ�es aux balises.

D'une mani�ere similaire, lorsque l'on cherche qt tel que :

qt : max
q2Pst(Clibre;`;ELt)

d(q;ELt) = max
q2Pst(Clibre;`;ELt)

min
Li2ELt

d(Li; q) (9.24)

il existe une fragmentation implicite de la post-image. Les con�gurations ap-
partenant �a la post-image sont regroup�ees dans des r�egions; une con�guration q
appartient �a la r�egion RP(i) de la balise Li si et seulement si la distance de q �a Li

est plus petite que la distance aux autre balises. Le r�egion RP(i) est d�e�nie comme :

RP(i) = fq 2 Pst(Clibre; `; ELt)jd(Li; q) � d(Lj ; q)8(Lj 6= Li) 2 ELtg

Par cons�equent la con�guration la plus �eloign�ee de la r�egion RP(i) est :

Qi : max
q2RP(i)

d(Li; q)

o�u la distance est :

Di = d(Li; Qi)

Si on r�eunit tous les points les plus �eloign�es de chacune des r�egions fRP(i)gi=1;2;:::;t
nous pouvons r�e�ecrire l'expression 9.24 comme :

qt = Qi : Di = maxfD1;D2; : : : ;Dtg (9.25)

Dans ce cas, la convexit�e ou la non convexit�e d'une r�egion RP d�epend de la
proximit�e de la balise Li �a la fronti�ere de la post-image. La fronti�ere de la post-
image est produite par les C-obstacles et par l'ordre des trajectoires utilis�ees. A
mesure que le nombre t de balises augmente le nombre de r�egions convexes augmente
aussi. Cette derni�ere particularit�e peut am�eliorer de fa�con signi�cative la rapidit�e
de l'algorithme d'optimisation de la fonction EXPLORE car pour une fonction
convexe sur un domaine convexe, l'optimum local peut être trouv�e facilement [59].
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9.1.2 Utilisation de l'information donn�ee par EXPLORE(t)

L'information obtenue par l'algorithme EXPLORE reste un point tr�es int�e-
ressant �a exploiter. Comme nous l'avons montr�e, la valeur de EXPLORE(t) peut
augmenter par rapport aux valeurs pr�ec�edentes d�es que l'on \d�ecouvre" une nouvelle
zone libre de l'espace des con�gurations. Nous proposons deux mani�eres d'utiliser
l'information : \ zone inexplor�ee "

1. Il semble logique d'explorer en priorit�e la r�egion de la post-image engen-
dr�ee par les \ancêtres" de la balise Lk qui provoque un \saut" de la fonc-
tion EXPLORE, c'est-�a-dire de la balise Lk tel que EXPLORE(k � 1) �
EXPLORE(k). Cela est possible en utilisant l'information de la structure re-
pr�esentant l'arbre des balises. Seul cet ensemble d'ancêtres serait utilis�e pour
engendrer de nouvelles balises jusqu' �a ce que la valeur de EXPLORE(t)
redevienne inf�erieure ou �egale �a la valeur de EXPLORE(k � 1), c'est-�a-dire
jusqu'�a ce qu'on arrive �a la r�esolution de EXPLORE(k � 1).

2. Une autre solution serait de consid�erer que la recherche doit se poursuivre �a
r�esolution constante et de ne prendre en compte dans la suite que les balises
Lj avec j < (k � 1) pour lesquelles EXPLORE(j) � EXPLORE(k)

9.1.3 Etude sur le rebondissement

Un aspect important de cette th�ese restant �a approfondir est la technique du re-
bondissement. Le rebondissement est apparu exp�erimentalement comme une tech-
nique tr�es e�cace pour explorer la post-image et pour agrandir la pr�e-image. La
question reste de savoir pourquoi? Nous rappelerons d'abord la technique du re-
bondissement, puis nous exposerons quelques �el�ements de r�eponse bas�es sur les
châ�nes de Markov.

Etant donn�e une con�guration qm�1 nous pouvons calculer l'intervalle Am =
[xmin

i ; xmax
i ] pour le degr�e de libert�e i. Il correspond au d�ebattement maximal dans

le sens n�egatif (xmin
i ), et dans le sens positif (xmax

i ). L'id�ee g�en�erale de la fonction
rebond est de trouver la con�guration qm, atteinte en partant de la con�guration
qm�1 et en se d�epla�cant uniquement sur le degr�e de libert�e i d'une distance xji dans
un intervalle Am (voir �gure 4.4 page 72). Si au moment de parcourir une distance
j�j < jxji j on arrive �a xmax

i ou xmin
i , la trajectoire \rebondit" et continue dans le

sens inverse. On ex�ecute alors cette même proc�edure pour le reste de la valeur xji ,
c'est-�a-dire pour (xji � �).

Le rebondissement augmente la probabilit�e d'explorer les di��erentes r�egions de
la post-image. Par exemple, consid�erons l'espace des con�gurations discr�etis�e de la
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Fig. 9.2 - Espace dicr�etis�e et les châ�nes de Markov.

�gure 9.2a. Sur cet espace toute trajectoire Manhattan d'ordre 1 dans Clibre peut
être cod�ee par un point de S = [0; 1; 2; : : : 16]� [0; 1; 2; : : : 16].

Par exemple, l'extr�emit�e de la trajectoire (10; 10) est q2 ou q1 selon que l'on
utilise ou non le rebondissement (voir �gure 9.2a). Nous avons divis�e cet espace en
trois r�egions A;B et C. Il est facile de voir que la probabilit�e de passer de la r�egion
A �a la r�egion B est plus grande avec le rebondissement. En e�et, la con�guration
q2 peut être cod�ee de deux fa�cons di��erentes (10; 10) et (10; 4).

Les di��erentes r�egions de l'espace libre repr�esentent les sommets (ou �etats) d'une
châ�ne de Markov. Dans notre exemple, nous pouvons consid�erer trois sommets,
correspondant aux r�egions A, B et C. La probabilit�e de transition de A �a B est
alors �egale �a la proportion de l'espace S codant des trajectoires dont l'extr�emit�e se
trouve en B. Cette probabilit�e augmente lorsqu'on utilise le rebondissement.

9.1.4 Etude sur l'ordre des trajectoires

Ce que nous venons de dire pour les rebondissements nous pouvons aussi le dire
sur l'ordre1 des chemins Manhattan utilis�es.

La �gure 9.2b montre la r�egion de l'espace libre qui est accessible �a partir de q̂�
et avec des chemins Manhattan d'ordre 1 et la �gure 9.2c celle accessible avec des
trajectoires Manhattan d'ordre 2.

A chaque r�egion de l'espace libre correspond un sommet de la châ�ne de Markov,
les arcs sont d�e�nis en fonction de l'ordre k des trajectoires utilis�ees. Un arc existe
d'un sommet i �a un autre j si et seulement s'il est possible de passer de la r�egion
repr�esent�ee par le sommet i �a la r�egion repr�esent�ee par le sommet j avec une tra-
jectoire Manhattan d'ordre k. La �gure 9.3a montre la châ�ne de Markov obtenue

1Rappel : l'ordre est le nombre de chemins Manhattan �el�ementaires composant �a une trajectoire.
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Fig. 9.3 - Châ�ne de Markov.

�a partir de l'environnement de la �gure 9.2a en utilisant des chemins Manhattan
d'ordre 1 et la �gure 9.3b en utilisant des châ�nes d'ordre 2. La probabilit�e de tran-
sition pi;j est �egale �a la proportion de l'espace de recherche S codant une trajectoire
du sommet i au sommet j. La valeur de chaque probabilit�e pi;j augmente lorsqu'on
augmente l'ordre de la trajectoire.

9.1.5 Changement de technique d'optimisation

Un des principaux reproches fait �a notre m�ethode est l'utilisation des algorithmes
g�en�etiques comme technique d'optimisation[34]. L'argument d�efendu est l'absence
de r�esultats sur la convergence de cette m�ethode. Nous contestons cet argument �a
ceux qui ne l'appliquent pas aux m�ethodes bas�ees sur l'utilisation du \ recuit simul�e
" qui sou�re en fait du même d�efaut.

1. La convergence du recuit simul�e est d�emontr�ee sous des conditions bien pr�e-
cises de d�ecroissance de la temp�erature qui ne sont pas appliqu�ees en pratique
car elles rendent l'algorithme inutilisable et peu di��erent d'une recherche al�ea-
toire.

2. Il existe une preuve similaire pour les algorithmes g�en�etiques mais elle a aussi
peu d'int�erêt pratique.

Nous pensons cependant qu'il est possible d'e�ectuer directement une descente
de gradient pour optimiser EXPLORE et SEARCH car nous pensons qu'il est
possible de calculer la d�eriv�ee de ces deux fonctions en tout point.
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9.1.6 Utilisation d'un mod�ele hi�erarchique

Un des probl�emes majeur concernant l'utilisation de notre plani�cateur dans
une application industrielle est le nombre de paires (articulation - obstacle) mises
en jeu dans l'�evaluation d'une trajectoire. Dans notre exp�erimentation, ce nombre
ne d�epassait pas la centaine alors qu'il peut atteindre plusieurs millions dans une
application industrielle r�eelle. Une am�elioration possible de notre syst�eme serait
l'utilisation d'un mod�ele hi�erarchique plus �elabor�e permettant une validation plus
rapide des trajectoires[28].

9.1.7 Utilisation d'autres techniques de g�en�eration de trajectoires

Un point int�eressant �a explorer est l'utilisation d'autres techniques de g�en�eration
de trajectoires permettant de valider facilement un d�eplacement local. Une possi-
bilit�e prometteuse est l'utilisation d'approches comme celle propos�ee par Faverjon
et Tournassoud [29]. Cette approche (la m�ethode des contraintes) permet d'engen-
drer dans un temps raisonnable des trajectoires pour des robots redondants plac�es
dans des environnements complexes. Nous pouvons alors imaginer d'utiliser cette
approche �a la fois pour SEARCH et EXPLORE.

9.2 Conclusions

9.2.1 Sur le plan th�eorique

Nous avons d�evelopp�ee une technique pour la plani�cation automatique en ro-
botique : l'algorithme Fil d'Ariane. Cette technique est compos�ee de deux sous-
algorithmes,EXPLORE et SEARCH. L'algorithmeEXPLORE permet d'appro-
cher �a "-pr�es tout espace S chemin connect�e. Nous avons d�e�ni une approximation
�a "-pr�es comme un ensemble EL de points de S tel que, pour toute con�guration
q appartenant �a S, il existe un point p de EL �a une distance inf�erieure ou �egale
�a ". Nous avons appel�e EL l'ensemble des balises. L'algorithme SEARCH est un
algorithme de plani�cation local qui ex�ecute la recherche d'un chemin d'une con�-
guration initiale �a une con�guration �nale.

Les algorithmes EXPLORE et SEARCH ont �et�e exprim�es comme des pro-
bl�emes d'optimisation sans contrainte sur IRn�` o�u n est la dimension de l'espace
des commandes utilis�ees pour parcourir S et ` l'ordre des trajectoires que l'on d�esire
utiliser. Grâce �a une m�ethode de d�ecodage : \ le rebondissement ", il est possible de
transformer tout vecteur x̂ 2 IRn�` dans l'ensemble image d'un chemin 
̂ de S. On
dit alors que x̂ code 
̂.
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Le but de l'algorithme Fil d'Ariane a �et�e d�e�ni comme suit : �a partir d'une
con�guration initiale q̂� construire une approximation EL de l'espace de recherche
S, c'est le rôle de la fonction EXPLORE. Le but de l'algorithme SEARCH est
de v�eri�er si la nouvelle balise plac�ee par EXPLORE appartient �a la pr�e-image du
but.

Nous avons montr�e que l'algorithme Fil d'Ariane est complet pour une r�esolution
donn�ee 2. Cette derni�ere propri�et�e vient du fait que l'algorithmeEXPLORE assure
que : s'il existe un chemin d'une con�guration initiale q̂� �a une con�guration �nale
q̂� et que ce chemin est inclus dans un \tube" de rayon " appartenant enti�erement
�a l'espace libre, alors il existe un temps �nit T tel que EXPLORE est capable de
construire un chemin de q̂� �a q̂�. L'algorithme SEARCH est alors une am�elioration
de l'algorithme EXPLORE qui permet d'acc�el�erer la construction d'un chemin de
q̂� �a une con�guration particuli�ere q̂�.

9.2.2 Sur le plan exp�erimental

Nous avons montr�e la validit�e de l'Algorithme Fil d'Ariane en d�eveloppant deux
plani�cateurs. Le premier est un plani�cateur de trajectoires pour un robot mobile
holonome. Le deuxi�eme un plani�cateur de trajectoires pour un bras manipulateur �a
six degr�es de libert�e plac�e dans un environnement dynamique. L'algorithme a montr�e
sa capacit�e �a r�eagir �a des changements rapides et impr�evisibles de l'environnement,
c'est-�a-dire que l'algorithme peut-être utilis�e comme un plani�cateur r�eactif pour
certains probl�emes. Lorsqu'une trajectoire est calcul�ee et qu'un objet change de
position, il est possible de re-plani�er, avec un temps de r�eaction faible, une nouvelle
trajectoire.

Nous avons utilis�e les algorithmes g�en�etiques comme technique d'optimisation,
d'une part parce qu'ils s'adaptent tr�es bien aux architectures parall�eles et d'autre
parce qu'ils sont appropri�es au probl�eme d'optimisation pos�e.

Dans le cas du bras manipulateur une version parall�ele du syst�eme a �et�e im-
plant�ee. Trois niveaux de parall�elisme ont �et�e �etablis. Le premier niveau est charg�e
de l'ex�ecution des algorithmes SEARCH et EXPLORE. Le deuxi�eme niveau ex�e-
cute les algorithmes g�en�etiques charg�es de l'optimisation. Finalement, le troisi�eme
niveau contient la fonction d'�evaluation. Cette fonction est bas�ee sur le calcul de
d�ebattements entre parall�el�epip�edes.

2\resolution complet"
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9.2.3 Discussion

Dans cette th�ese nous nous sommes int�eress�es au probl�eme de la plani�cation
de trajectoire en robotique. Dans le cadre de cette �etude nous avons d�e�ni un
plani�cateur comme un programme capable de fournir une liste de commandes
de d�eplacement r�ealisables au sens de notre mod�ele et permettant d'atteindre un
certain objectif. D'autres probl�emes de plani�cation trouv�es en robotique rentrent
facilement dans ce cadre : c'est le cas par exemple de la plani�cation de la saisie
d'objet, de la synth�ese des mouvements �ns d'assemblage ou de la manipulation en
g�en�eral.

L'hypoth�ese centrale de ce document est de montrer que le probl�eme de la pla-
ni�cation peut, par un changement d'espace appropri�e, se ramener �a la r�esolution
d'un probl�eme d'optimisation et que l'on peut facilement engendrer un plani�cateur
d�es lors que l'on sait pr�evoir la faisabilit�e d'une commande dans l'espace ou l'on d�e-
�nit les buts. Nous avons v�eri��e cette hypoth�ese pour la plani�cation de trajectoire
et nous pensons qu'elle peut s'appliquer aux probl�emes de robotique �evoqu�es plus
haut pour les raisons suivantes:

Admettons, pour un instant, que l'on puisse repr�esenter tout chemin d'un espace
comme un point dans un espace de Hilbert P de dimension �ni, autrement dit que
l'on puisse d�e�nir tout chemin comme la combinaison lin�eaire d'un ensemble �ni de
fonctions de [0,1] dans C. Alors, un point de cet espace de Hilbert repr�esente un
chemin dans cet espace, les chemins ill�egaux (passant par des C-obstacles) d�e�nissent
aussi des r�egions interdites : les P-obstacles. Sur cet espace, on peut d�e�nir une
fonction de coût F qui associe �a chaque point p une valeur correspondant �a +1 si
ce point appartient �a un P obstacle et �a la distance de l'extr�emit�e du chemin au but
sinon. Il devient clair que le probl�eme de la recherche d'un plan est un probl�eme de
minimisation sur P. Il nous su�t, en e�et, de trouver un point p qui annule cette
fonction pour avoir une solution �a notre probl�eme de plani�cation.

Nous pouvons maintenant faire les observations suivantes:

1. On peut obtenir la valeur de F en tout point p de H. Pour cela il nous su�t
d'utiliser notre mod�ele et d'appliquer le plan correspondant �a p �a partir de la
position initiale. Cette importante caract�eristique nous permet d'attaquer le
probl�eme de la plani�cation dans des espaces de grande dimension.

2. Il existe une technique simple permettant de faire \fondre" les P obstacles
et de rendre la fonction F continue presque partout : les rebondissements.
Cette technique consiste �a faire rebondir les trajectoires non valides sur les
C-obstacles. Elle revient �a appliquer une fonction R de H dans H qui transforme
tout point appartenant �a un P obstacle en un point de Plibre (le compl�emen-
taire des P obstacles dans H). La fonction R est facilement calculable et le
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remplacement de F par R o F facilite grandement la recherche d'un optimum.

3. R o F s'annule sur des nappes de H. Cette propri�et�e traduit la possibilit�e de
passer continûment sur une in�nit�e de chemins amenant au même but. Ces
nappes peuvent être distinctes et reparties dans H (notion de classe d'homoto-
pie). La surface et le nombre de ces nappes re
�etent la di�cult�e du probl�eme.
En pratique, ces nappes sont \�eparpill�ees" dans H et de grandes dimensions.
Elles peuvent être d�ecouvertes par des techniques d'optimisation non exactes.

La m�ethode de plani�cation que nous avons propos�ee, r�eunit les avantages sui-
vants :

1. elle ne fait pas appel au calcul de l'espace des con�gurations, mais elle peut
en fournir une approximation,

2. elle s'adapte naturellement �a la di�cult�e du probl�eme en trouvant la \bonne"
approximation de l'espace des con�gurations,

3. elle est facile �a impl�ementer même sur des machines massivement parall�eles,

4. et elle peut être utilis�ee dans d'autres probl�emes de plani�cation que celui de
la plani�cation de trajectoires.

Les remarques pr�ec�edentes montrent di��erents axes de recherche permettant
de l'am�eliorer. En conclusion nous voyons l'algorithme Fil d'Ariane comme une
technique g�en�erique de plani�cation.
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Annexe A

Synth�ese des travaux existant en

plani�cation de trajectoires

Dans cette annexe nous allons situer notre travail en nous int�eressant tour �a
tour : aux probl�emes pos�es, aux r�esultats escompt�es et aux m�ethodes employ�ees en
plani�cation de trajectoires. Pour cela nous utiliserons la classi�cation propos�ee par
Hwang et Ahuja dans [36].

A.0.4 Classi�cation des probl�emes par type d'environnement

On peut classi�er le probl�eme de la plani�cation de trajectoires selon les carac-
t�eristiques de l'environnement :

{ statique, toute l'information concernant les obstacles est connue a priori et
les trajectoires sont �elabor�ees �a partir de cette information,

{ dynamique, seule une partie de l'information sur les obstacles est connue
comme par exemple leurs vitesses et positions initiales
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{ avec des objets d�epla�cables, les robots peuvent changer la position des
certains objets de l'environnement,

{ avec contraintes 1, se r�ef�ere aux probl�emes o�u il faut prendre en compte les
contraintes m�ecaniques du robot, vitesse, acc�el�eration, courbure des trajec-
toires etc: : : , et les contraintes �x�ees par l'utilisateur.

Probl�emes de plani�cation avec un environnement statique

Ce type de probl�eme consiste �a plani�er la trajectoire d'un robot qui �evolue
dans un environnement o�u l'on connâ�t a priori la position des obstacles. Un mod�ele
statique de l'environnement est utilis�e pour plani�er les trajectoires du robot. Les
algorithmes utilis�es pour r�esoudre ce type de probl�eme sont tr�es souvent utilis�es pour
construire des plani�cateurs plus g�en�eraux avec des environnements dynamiques ou
avec des objets d�epla�cables. Ils peuvent aussi être utilis�es comme une premi�ere phase
de r�esolution pour les probl�emes avec contraintes. C'est �a ce type de probl�eme que
nous nous attaquons dans ce travail.

Probl�emes de plani�cation avec environnement dynamique

Dans les probl�emes d'environnement dynamique, nous trouvons deux situations
di��erentes : la premi�ere si la position des obstacles au temps t est connue ou pr�evi-
sible, la deuxi�eme si cette information est inconnue. La premi�ere situation se r�esume,
en termes g�en�eraux, �a r�esoudre un probl�eme de type environnement statique. Dans
ce cas, on peut augmenter la dimension du probl�eme en int�egrant celle du temps [30].
La seconde situation est plus di�cile car, si les changements de l'environnement sont
inconnus, nous sommes oblig�es de calculer une trajectoire �a partir de l'information
disponible. Ainsi, �a mesure que le robot se d�eplace sur la trajectoire pr�ec�edem-
ment calcul�ee, il peut d�ecouvrir de nouvelles caract�eristiques de l'environnement.
Une v�eri�cation de la validit�e de la trajectoire est alors e�ectu�ee continuellement.
Si la trajectoire pr�ec�edemment calcul�ee n'est plus valide, il faut en replani�er une
nouvelle �a partir de la position courante. Les nouvelles trajectoires sont plani��ees
tout en consid�erant une mise �a jour de l'environnement. En r�esolvant rapidement
une s�erie de probl�emes statiques on peut, comme c'est le cas pour notre m�ethode,
r�epondre �a certains probl�emes mettant en jeu des environnements dynamiques.

1Dans la litt�erature anglaise cette classi�cation correspond �a : stationary, time-varying, movable-object
et constrained respectivement.
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Probl�emes de plani�cation avec des objets d�epla�cables

Lorsque le robot peut d�eplacer des objets, on dit que l'environnement contient
des objets d�epla�cables. Une formulation th�eorique de ce probl�eme est pr�esent�ee en
[8].

Plani�cation de trajectoires avec contraintes

Parmi les contraintes les plus r�epandues en plani�cation de trajectoires on trouve :
les contraintes de non-holonomie et les contraintes dues aux limitations de vitesse ou
d'acc�el�eration des moteurs du robot. Un syst�eme est dit non-holonome lorsque les
contraintes cin�ematiques du robot sont non-int�egrables [42][43][78]. Des contraintes
de non-holonomie sont associ�ees, par exemple, �a une voiture dont la structure m�e-
canique et le rayon de braquage imposent un mouvement tangent �a sa direction
en un point donn�e; c'est-�a-dire que toute trajectoire sans collision dans l'espace
des con�gurations admissible ne correspond pas n�ecessairement �a une trajectoire
r�ealisable.

A.0.5 Classi�cation des probl�emes par type de robot

Le probl�eme de la plani�cation de trajectoires peut aussi être classi��e par les
types de robot consid�er�es.

1. robots rigides, dans ce probl�eme on consid�ere un objet rigide pouvant se
d�eplacer sans contraintes cin�ematiques dans un espace 3D ou 2D. Ce type de
probl�eme est aussi connu comme le probl�eme du d�em�enageur de piano [74]. Il
consiste �a plani�er des trajectoires pour un objet non d�eformable dans l'espace
ambiant.

2. robot manipulateur, dans ce probl�eme on consid�ere maintenant un en-
semble de corps articul�es. Les articulations sont soit des rotations soit des
translations. Elles permettent au robot de changer sa topologie pour ex�ecuter
di��erentes tâches. Chacune des articulations ind�ependantes d�e�nit un degr�e
de libert�e du robot. L'essentiel de notre travail porte sur la r�ealisation d'un
plani�cateur pour ce type de robot.

3. Robot mobile, ils sont essentiellement consid�er�es comme des solides pou-
vant se d�eplacer sur une surface 2D. Ils peuvent être de forme quelconque
ou assimil�e �a un cercle si l'on d�ecide ou non de tenir compte de l'orienta-
tion. Nous avons exp�eriment�e notre m�ethode sur des robots mobiles de forme
rectangulaire sans contrainte cin�ematique.
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A.1 Classi�cation des approches de la plani�cation

On peut classi�er les approches de la plani�cation de trajectoires par le type de
r�esultats obtenus et par le type de m�ethodes employ�ees :

A.1.1 Classi�cation par les r�esultats

On distingue quatre types de r�esultat possibles pour une m�ethode de plani�ca-
tion de trajectoires :

1. M�ethodes exactes : Une approche exacte garantit la r�esolution du probl�eme
s'il existe une solution. Si il n'en existe pas, alors l'approche d�emontre l'in-
existence de celle-ci.

2. M�ethodes heuristiques : Une approche heuristique se base sur certaines
hypoth�eses implicites faites sur le probl�eme[63]. Si ces hypoth�eses ne sont
pas v�eri��ees pour un probl�eme donn�e alors la m�ethode peut tout simplement
�echouer bien qu'une solution existe.

3. M�ethodes compl�etes �a une r�esolution donn�ee : La compl�etude �a une
r�esolution donn�ee est reli�ee �a la division de l'espace de recherche. Une m�e-
thode est compl�ete �a r�esolution donn�ee si elle garantit de trouver toutes les
solutions qui auraient �et�e trouv�ees par une recherche exhaustive dans l'espace
de recherche discr�etis�ee. L'algorithme File d'Ariane fait parti de ce type de
m�ethode.

4. M�ethodes ayant une compl�etude probabiliste : Une approche a une com-
pl�etude probabiliste si �a mesure que le temps passe la probabilit�e de trouver
une solution tend vers 1.

A.1.2 Classi�cation par type d'approche

Les approches en plani�cation de trajectoires peuvent être class�ees en trois
groupes :

{ les approches globales prenant en compte toute l'information sur l'envi-
ronnement.

{ les approches locales capables de plani�er des trajectoires au voisinage de
la position courante du robot.

{ les m�ethodes mixtes combinant les deux approches pr�ec�edentes.
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Avant d'introduire ces di��erentes approches nous rappelons bri�evement la notion
d'espace des con�gurations.

La con�guration d'un objet (ou robot) ayant une forme donn�ee est un ensemble
de param�etres ind�ependants qui caract�erisent la position de chacun des points de
l'objet. Par exemple pour un objet en 2D il nous faut trois param�etres, la position
en x la position en y et l'orientation. Pour un bras manipulateur planaire �a deux
composants il nous faut deux valeurs angulaires, l'angle de la premi�ere articulation
et l'angle de la deuxi�eme articulation. De cette fa�con, la position d'un robot dans
un environnement de travail est repr�esent�ee par un point de IRn. On appelle n le
nombre de degr�es de libert�e du robot, c'est-�a-dire que n est le nombre de param�etres
minimum qui sp�eci�ent compl�etement la position de tous les points du robot.

L'ensemble de toutes les con�gurations est appel�e l'espace des con�gurations not�e
C. Dans cet espace, on d�e�nit l'espace libre comme l'ensemble des con�gurations de
C qui ne provoquent pas une collision dans l'espace de travail du robot. On appelle
C-obstacles l'ensemble des con�gurations provoquant une collision. On peut aussi
dire que les C-obstacles est le compl�ementaire dans C de l'espace libre. Ainsi, un
chemin libre de collision ex�ecut�e par le robot dans son environnement peut être
transform�e en une courbe de l'espace des con�gurations. En g�en�eral l'inverse n'est
pas toujours vrai, ceci est du aux contraintes cin�ematiques du robot, c'est-�a-dire
qu'il n'est pas toujours possible de transformer une courbe de l'espace libre en une
suite de mouvements valides du robot dans l'espace de travail.

Les approches globales

Un approche globale construit une repr�esentation de l'espace des con�gurations,
�a partir du mod�ele complet de l'environnement. En g�en�erale ce type d'approche
transforme le probl�eme de plani�cation en un probl�eme de recherche dans un graphe.
Les approches globales sont regroup�es classiquement en deux cat�egories :

1. Squelette ou de r�etraction. Cet approche cherche �a construire une repr�e-
sentation de l'espace des con�gurations avec des sous-espaces de dimension
plus petite que celle de l'espace des con�gurations. Les propri�et�es de connexion
sont gard�ees dans une nouvelle repr�esentation appel�ee squelette ou r�etraction.
Ainsi, si deux con�gurations appartiennent �a la même composante connexe
dans l'espace des con�gurations elles appartiennent aussi �a la même compo-
sante connexe dans la r�etraction.

2. D�ecomposition cellulaire. Cette approche consiste �a diviser l'espace de
recherche en sous-espaces appel�es cellules. La plani�cation d'une trajectoire
est alors la construction d'un chemin entre deux sous-espaces. Chaque cellule
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libre d'obstacles repr�esente un sommet. Deux sommets sont connect�es entre
eux si les cellules repr�esentant les sommets sont adjacentes.

L'approche de squelette ou de r�etraction Dans cette approche, une repr�esen-
tation explicite des espaces libres connexes est utilis�ee. L'ensemble de trajectoires
dans l'espace libre est r�etract�e ou r�eduit dans un graphe. Ce graphe repr�esente
toutes les r�egions de l'espace libre. De cette mani�ere, toute trajectoire dans l'es-
pace libre est repr�esent�ee par un ensemble d'arcs et sommets. Pour chercher une
trajectoire d'une con�guration initiale �a une autre �nale, il su�t de projeter la
con�guration initiale et �nale dans deux sommets du graphe. Apr�es, une m�ethode
de recherche est utilis�ee pour parcourir le graphe et trouver l'ensemble de sommets
et arcs (repr�esentant de sous-espaces de l'espace libre) permettant de construire la
trajectoire.

Les approches existantes pour la construction d'une r�etraction de l'espace libre
sont :

{ Le graphe de visibilit�e, utilis�e pour des environnements compos�es d'obs-
tacles polygonaux. Le graphe de r�etraction est construit avec les sommets des
objets, la con�guration initiale et la con�guration �nale.

{ Les diagrammes de Voronoi, consistant �a construire une r�etraction de
l'espace libre �a partir des point �equidistants entre les obstacles.

{ La M�ethode d'Avnaim et Boissonnat, consistant �a construir un graphe
�a partir du calcul de la fronti�ere de l'espace libre.

Un des inconv�enients des deux premi�eres approches est qu'elles s'appliquent
seulement �a des espaces �a deux dimensions. On peut trouver des �etudes concernant
le diagramme de Voronoi, le graphe de visibilit�e et la division convexe d'un espace en
deux dimensions en [70]. L'inconv�enient de la troisi�eme est de ne pas s'appliquer en
pratique �a des probl�eme consid�erant des robots ayant plus de trois degr�e de libert�e.
Nous pr�esentons bri�evement ces trois approches.

Le graphe de visibilit�e. L'id�ee principale de cette approche est cr�eer un
graphe avec les sommets des obstacles polygonaux, la position initiale et la posi-
tion �nale. Deux sommets sont connect�es par une ligne droite si elle n'intercepte
pas l'int�erieur des obstacles. Ainsi, il faut trouver le chemin entre les sommets du
graphe qui connecte le sommet initial au sommet �nal [40],[79],[76]. Des techniques
de r�eduction du nombre de sommets du graphe sont g�en�eralement utilis�ees pour
simpli�er les recherches.
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Con�guration initiale

Con�guration �nale

Fig. A.1 - Graphe de visibilit�e.

Un exemple de construction du graphe de visibilit�e ayant pour sommet les som-
mets des obstacles polygonaux et les positions initiale et �nale est montr�e dans la
�gure A.1. Une des proc�edures de recherche les plus utilis�ee pour naviguer dans le
graphe est l'algorithmeA?[86]. Cet algorithme est une sp�ecialisation de l'algorithme
meilleur-d'abord qui permet de trouver le chemin le plus court dans un graphe d'un
sommet initial �a un autre �nal. En plus, il garantit de trouver le chemin s'il existe.

Les diagrammes de Voronoi. Il s'agit de l'utilisation des espaces libres ob-
tenus par les diagrammes de Voronoi[70]. Dans un espace de travail encombr�e d'obs-
tacles, le diagramme de Voronoi est un r�eseau de segments lin�eaires et paraboliques
obtenus �a partir des points �equidistants entre les obstacles [79]. Cette approche
permet de trouver des trajectoires �eloign�ees des obstacles. La �gure A.2 montre le
diagramme de Voronoi obtenu dans un environnement poly�edrique.

Con�guration initial

Con�guration �nale

Fig. A.2 - Graphe de Voronoi.
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La m�ethode d'Avnaim et Boissonat. Cette m�ethode est appliqu�ee aux
robots et objets polygonaux. Elle consiste �a faire une d�ecomposition de l'espace des
con�gurations �a partir des fronti�eres de l'espace libre. Pour obtenir ces fronti�eres,
un �etude syst�ematique de tous les contacts entre le polygone constituant le robot
et les obstacles est faite.

La d�ecomposition cellulaire. La d�ecomposition cellulaire consiste �a diviser l'es-
pace des con�gurations en un ensemble de sous-espaces et �a trouver les relations
d'adjacence entre eux [49],[75],[21]. La plani�cation d'une trajectoire est alors la
construction d'un chemin entre deux sous-espaces. Chaque cellule libre d'obstacles
repr�esente un sommet. Deux sommets sont connect�es entre eux si les cellules re-
pr�esentant les sommets sont adjacentes. Les approches de d�ecomposition en cellules
sont classi��es en exactes et approximatives.

1. D�ecomposition exacte : Pour les approches exactes il s'agit d'obtenir une
repr�esentation exacte de toutes les cellules compl�etement libres d'obstacles
(voir �gure A.3).

2. D�ecomposition approximative : Dans ce cas on se contente de connâ�tre
un sous espace de l'espace libre que l'on peut par exemple repr�esent�e sous la
forme de quadtree. Pour ce type de repr�esentation on consid�ere trois types
de cellule : les cellules libres, les cellules C-obstacles et les cellules mixtes. Les
cellules libres sont des sous-espaces de l'espace libre, les cellules C-obstacles
sont de sous-espaces des C-obstacles et les cellules mixtes contiennent un sous-
espace de l'espace libre et un sous-espace des C-obstacles. La �gure A.4 montre
ces trois types de cellules.
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Fig. A.3 - D�ecomposition exacte.
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Fig. A.4 - D�ecomposition approxima-
tive.
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Les approches locales

Ce type d'approche utilise une repr�esentation locale de l'environnement pour
essayer d'engendrer une trajectoire vers le but. Ces approches sont bas�ees sur l'op-
timisation d'une fonctionnelle qui am�ene le robot de plus en plus pr�es du but. En
g�en�erale, elles sont utilis�ees lorsque le point de d�epart et le but sont des con�gu-
rations voisines. Les approches locales sont aussi utilis�ees en combinaison avec les
m�ethodes globales pour atteindre de sous-buts interm�ediaires qui permettent l'am�e-
lioration de la recherche. Nous trouvons principalement deux approches locales :les
champs de potentiels et la m�ethode des contraintes.

L'approche des potentiels. L'id�ee de cette approche est de consid�erer le robot
comme une particule sous l'in
uence des forces d'attraction et r�epulsion. Ces forces
sont engendr�ees respectivement par la position �nale et les obstacles. La somme
de ces deux forces peut être repr�esent�ee par un champ de courbes �equipotentielles
[38] [39][40][66]. La particule (le robot) est muni alors d'une \�energie potentielle"
en se trouvant dans un point \plus haut" que la position �nale. \L'�energie poten-
tielle" obligera la particule �a descendre par un chemin libre de collision car la force
de r�epulsion est in�nie en chaque point qui forme un obstacle (voir �gure A.5).
La fonction potentielle prend un minimum local correspondant au but. De cette
mani�ere, la trajectoire atteindra le but. En comparaison avec d'autres approches,
cette technique est tr�es e�cace, par contre, il est di�cile de d�e�nir une fonction
potentiel n'ayant qu'un minimum et par cons�equent il est possible de tomber dans
des minima locaux di��erents du but. L'approche peut être am�elior�ee en utilisant
des heuristiques pour �eviter ce probl�eme.

La m�ethode des contraintes. Ce type d'approche, propos�ee par Faverjon et
Tournassound [29][85], repr�esente localement l'espace des con�gurations par une
liste de contraintes. Le probl�eme de la plani�cation de trajectoires est alors ra-
men�e �a un probl�eme d'optimisation sous contraintes o�u l'on cherche �a minimiser
une fonction de tâche. Cette fonction est d�e�nie �a partir de la sp�eci�cation du but �a
atteindre (but articulaire, cart�esien etc: : : ). La minimisation sous contraintes per-
met alors de d�eterminer localement la direction du mouvement que le robot doit
e�ectuer pour atteindre le but sans toucher les obstacles. Cette m�ethode sou�re
aussi de la pr�esence de nombreux minima locaux.
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trajectoire

Fig. A.5 - Exemple de l'approche potentielle.

A.1.3 Complexit�e du probl�eme

Dans ce paragraphe nous abordons le probl�eme de la complexit�e de la plani�ca-
tion de trajectoires[14]. Cette pr�esentation est faite d'apr�es la th�ese de M. Pasquier
[62]. Premi�erement nous donnons les notions de base de complexit�e algorithmique,
puis nous analysons la complexit�e du probl�eme de la plani�cation de trajectoires.

Lorsqu'on veut r�esoudre un probl�eme avec un ordinateur il faut non seulement
trouver un algorithme qui permet de trouver une solution, il faut aussi tenir compte
des contraintes d'espace m�emoire et de temps calcul. Ainsi, un algorithme doit être
capable de trouver une solution qui soit calculable avec une place m�emoire et un
temps raisonnables.

Le temps d'ex�ecution et la place m�emoire utilis�es par un algorithme d�eterminent
la complexit�e algorithmique. La complexit�e de la r�esolution d'un probl�eme est ainsi
d�e�nie comme le nombre d'op�erations requises (exprim�ees en fonction de la taille m
des donn�es) pour le r�esoudre.

La complexit�e d'un probl�eme sera dite O(f(m)) si son temps d'ex�ecution (ou
espace m�emoire) �a le même comportement asymptotique que la fonction f(m). Les
algorithmes polynomiaux sont des algorithmes o�u la complexit�e peut être �evalu�ee �a
un polynôme de degr�e constant connu, o�u le degr�e du polynôme est ind�ependant de
m. Un algorithme non polynomiale est dit de complexit�e exponentielle.

En informatique on peut distinguer deux types de machine algorithmique :

{ les machines d�eterministes qui peuvent être ramen�ees �a un automate
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d'�etats qui �a un moment donn�e, se trouve dans un seul �etat bien d�etermin�e et
dont l'action d�epend que de celui-ci,

{ les non-d�eterministes qui d�e�nissent aussi un automate, mais qui sont mu-
nis en plus d'une fonction dite de choix (al�eatoire), et dont les actions ne
d�ependent donc pas uniquement de l'�etat dans lequel il se trouve mais �egale-
ment du hasard.

On distingue alors une hi�erarchie de trois classes de probl�eme allant des plus
simples aux plus di�ciles:

{ La classe P comprend les probl�emes pour lesquels on connâ�t un algorithme
dont la r�esolution demande un temps polynomial sur une machine d�etermi-
niste.

{ La classe NP sont les probl�emes pouvant être r�esolus en temps polynomial
sur une machine non d�eterministe.

{ La classe PEspace regroupe les probl�emes qui peuvent être r�esolus avec une
m�emoire polynomial sur une machine non d�eterministe.

La complexit�e algorithmique de la plani�cation de trajectoire �a surtout �et�e �etu-
di�ee pour le probl�eme du d�em�enageur de piano. Il a �et�e prouv�e par Schwartz et
Sharir [74] que le probl�eme de plani�cation de trajectoires d'un robot �a n degr�es de
libert�e est calculable, c'est-�a-dire qu'il est d�eterministe-polynomial ou de classe P.

La m�ethode utilis�ee pour arriver �a ce r�esultat est la d�ecomposition cylindrique
d'ensembles semi-alg�ebriques de Collins. De cette fa�con, l'�evaluation de la com-
plexit�e, pour un manipulateur �a n degr�es de libert�e dans un univers d�e�ni par m
faces, est m(2�n+6). Cependant, ce r�esultat n'est, h�elas, d'aucune utilit�e pratique
�etant di�cile �a implanter de mani�ere e�cace. Ce r�esultat peut n�eanmoins être uti-
lis�e comme borne sup�erieure au probl�eme de plani�cation de trajectoires.

Une am�elioration �a la borne donn�ee par Schwartz et Sharir a �et�e donn�ee par
Canny [14]. Dans son travail, il montre que le probl�eme g�en�eral pour un nombre de
degr�es de libert�e non born�e est de classe PEspace. Il d�ecrit une m�ethode g�en�erale
qui donne un algorithme simplement exponentiel. D'autres r�esultats ont �egalement
�et�e obtenus pour d'autre types de probl�emes. Ainsi, beaucoup de probl�emes de
plani�cation de trajectoire ont �et�e prouv�es ayant une complexit�e de classe NP ou
PEspace.
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Annexe B

Calculs G�eom�etriques

L'op�eration �el�ementaire autour de laquelle est organis�ee le calcul du d�ebattement
d'un degr�e de libert�e du robot est le calcul du d�ebattement entre deux parall�el�e-
pip�edes: l'un mobile PM et l'autre �xe PO. Deux principes ont �et�e retenus pour
acc�el�erer la vitesse de calcul de ce type de d�ebattement:

1. Le changement de coordonn�ees paresseux: le calcul du d�ebattement
proprement dit ne peut d�ebuter qu'apr�es avoir exprim�e les param�etres de PO
dans le rep�ere de l'articulation. En g�en�eral il n'est pas n�ecessaire de faire
cette transformation pour tous les param�etres avant de d�ecider que les deux
parall�el�epip�edes ne peuvent rentrer en collision.

2. L'utilisation de �ltres: Des tests, �economiques en temps de calcul, permet-
tent de �ltrer de fa�con quasi instantan�ee l'absence d'interaction possible entre
PM et PO.
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B.1 Entit�es G�eom�etriques

Les parall�el�epid�edes sont repr�esent�es par leur fronti�ere (BREP). Trois types d'en-
tit�es g�eom�etriques sont utilis�ees pour les mod�eliser:

1. Les points pour mod�eliser les sommets.

2. Les droites pour mod�eliser les arêtes.

3. Les plans pour mod�eliser les faces.

Ces entit�es g�eom�etriques sont repr�esent�ees dans l'espace par leurs coordonn�ees
de Pl�ucker �a savoir:

{ Point: M = (x; y; z).

{ Droite: L = (u; v) ou u est le vecteur unitaire directeur de la droite et v un
vecteur tel que si M est un point de la droite M ^ u = v (M ^ u repr�esente le
produit vectoriel entre M et u).

{ Plan: P = (u; a) ou u est le vecteur unitaire normal au plan et ou a est un
scalaire tel que si M est un point du plan M � u = a (M � u repr�esente le
produit scalaire entre M et u).

Les formules de changement de coordonn�ees pour une translation t d'un rep�ere
R1 vers un rep�ere R2 sont donn�ees par:

{ Point : m2 = m1 � t1 o�u m2;m1; t1 repr�esentent respectivement les coordon-
n�ees du point M dans les rep�eres R2; R1 et les coordonn�ees du vecteur t dans
le rep�ere R1.

{ Droite : L2 = (u1; v1 � t1 ^ u1).
{ Plan : P2 = (u1; a� u1 � t1).

Les formules de changement de coordonn�ees pour une rotation H d'un rep�ere
R1 vers un rep�ere R2 sont donn�ees par:

{ Point : m2 = H(m1).

{ Droite : L2 = (H(u1);H(v1)).

{ Plan : P2 = (H(u1); a).
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B.2 Calculs de d�ebattement

Dans ce paragraphe nous nous limitons au calcul de d�ebattement entre deux
parall�el�epip�edes, dans notre application ce calcul doit être r�ep�et�e pour toutes les
paires: parall�el�epip�ede mobile - parall�el�epip�ede obstacle. Ces calculs peuvent être
men�es en parall�ele.
Pour d�eterminer le d�ebattement, trois types de contact doivent être envisag�es:

1. Type A : Un sommet de l'objet mobile contre une face de l'objet �xe.

2. Type B : Un sommet de l'objet �xe contre une face de l'objet mobile.

3. Type C : Un arête de l'objet mobile contre une arête de l'objet �xe.

�Etant donn�e l'aspect sym�etrique d'un d�ebattement il nous su�t de consid�erer
les contacts de type A et les contacts de type C, les calculs sur les contacts de
type B se d�eduisant de ceux de type A. Une premi�ere s�erie de calculs concerne les
\supports" in�nis des entit�es g�eom�etriques face et arête. Nous cherchons la rotation
d'angle � autour du vecteur Z de l'articulation qui r�ealise ces types de contact

{ Type A : Le plan (u,a) de l'articulation contient le point m du mobile.

H(�;m) � u = a

(mxux +myuy) cos(�) + (uymx � uxby) sin(�) = a� uzmz

{ Type B : La droite(u,v) de l'articulation intersecte la droite (s,w) du mobile.

H(�;w) � u+H(�; s) � v = 0

(uxwx+aywy+vxsx+vyby) cos(�)+(uysx�uxsy+vysx�vxsy) sin(�)+vzsz+uzwz = 0

La r�esolution de ces deux �equations sur toutes les paires d'entit�es g�eom�etriques
nous permet de calculer les d�ebattements entre les supports \in�ni" de ces entit�es.
La r�esolution de l'�equation

a cos(�) + b sin(�) = c

se fait en posant d =
q

(a2 + b2), c0 = c=d et � = arctan(b=d; a=d). On obtient une
nouvelle �equation:

cos(�) cos(�) + sin(�) sin(�) = c0
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qui admet deux solutions
� = �� arccos(c0)

Il faut maintenant v�eri�er que le d�ebattement correspond bien �a un contact sur
les fronti�eres du parall�el�epip�ede. On obtient les points de contact par:

{ Type A : p = H(��;m).

{ Type C : on pose (sp;wp) = (H(��; s);H(��;w)) et w1 = wp � u ^ v ^ sp
On obtient

p =
w1 � w1

u � (sp ^ w1)
u+ u ^ v

Pour v�eri�er leur appartenance �a une face ou �a une arête on utilise les formules
suivantes:

{ appartenance �a une face ayant (s1; s2; s3; s4) comme sommets:

p ^ s1 � z > 0 et p ^ s2 � z > 0 et p ^ s3 � z > 0 et p ^ s4 � z > 0

{ appartenance �a arête ayant (s1; s2) comme sommets:

s1 � p � s2 � p < 0

Les �gures 7.8 7.9 7.10 repr�esentent les d�ebattements calcul�es pour deux paral-
l�el�epip�edes dans les cas A, B et C (Voir pages 116,117 et 118).
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