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Chapitre 1IntroductionLes mod�eles de matrices al�eatoires, d'abord introduits en physique pourd�ecrire les statistiques de niveaux d'�energie en physique nucl�eaire, ont parla suite trouv�e des applications dans des domaines extrêmement vari�es, duchaos quantique et de la physique m�esoscopique, �a la chromodynamiquequantique, la th�eorie des cordes et la gravit�e quantique via les mod�eles desurfaces al�eatoires.Bien que certains mod�eles de matrices soient bien compris, il s'agit prin-cipalement des cas particuliers de matrices coupl�ees en châ�ne, correspondant�a des th�eories de gravit�e quantique ou des th�eories des cordes de charge cen-trale conforme inf�erieure ou �egale �a un. Ainsi, tout un pan des mod�eles dematrices al�eatoires, les mod�eles de matrices de charge centrale c > 1, nous�echappe.J'ai cherch�e, au cours de mon travail de th�ese, �a mieux comprendre et�a r�esoudre ces mod�eles. La m�ethode de groupe de renormalisation nous apermis, par l'�etude de l'�evolution des ots en fonction de la charge centraleconforme, de mieux comprendre le lien entre celle-ci et le comportementdes mod�eles de matrices [1]. Par la m�ethode des �equations de boucles, nousavons r�esolu [2, 3] des mod�eles de matrices coupl�ees deux �a deux : les mod�elesde Potts-q sur r�eseau al�eatoire. Cette r�esolution ouvre la voie �a celle d'uneclasse de mod�eles plus vaste que les simples mod�eles de matrices coupl�eesen châ�ne. En�n, bien que dans notre �etude nous nous soyons int�eress�esprincipalement �a la limite planaire, o�u la taille N des matrices tend versl'in�ni, nous avons aussi �etudi�e l'e�et, sous-dominant dans la fonction departition du mod�ele, de la discr�etisation des valeurs propres. Nous avonsmontr�e [4] que, dans le cas d'un mod�ele o�u le support des valeurs propresest non-connexe, il n'y a pas de d�eveloppement topologique en puissances de9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONN . L'inuence de la discr�etisation des valeurs propres devient alors d'ordredominant dans les fonctions de corr�elation �a deux points ou au-del�a.Nous allons commencer ici par la signi�cation physique des mod�eles dematrices, puis nous parlerons des techniques classiques de r�esolution, en�n,nous d�ecrirons les r�esultats que nous avons obtenus au cours de cette th�ese.



Chapitre 2Les mod�eles de matrices enphysique2.1 Physique nucl�eaire, syst�emes chaotiques2.1.1 Probl�emes physiques concern�esLes mod�eles de matrices ont �et�e d'abord introduits en 1951 par Wigner[5] pour d�ecrire les niveaux d'�energie de syst�emes compliqu�es comme des�etats nucl�eaires hautement excit�es. Ceux-ci sont form�es par l'interaction deneutrons lents avec des noyaux lourds. On �etudie alors les pics de r�esonancequi apparaissent dans la section e�cace de di�usion des neutrons. Les ni-veaux d'�energie des noyaux d'Uranium ou de Magn�esium, par exemple, [7]peuvent ainsi être exp�erimentalement d�etermin�es.Les mod�eles de physique nucl�eaire sont les premiers �a avoir �et�e interpr�et�esen terme de matrices al�eatoires, mais ce ne sont pas les seuls : les mod�elesde matrices vont apparâ�tre aussi dans l'�etude de certains atomes, ou même,certaines mol�ecules : atome d'hydrog�ene ou de lithium, mol�ecule de dioxyded'azote . . .Les mod�eles de matrices al�eatoires apparaissent lors de l'�etude der�egimes bien particuliers, comme lorsqu'on place un atome d'hydrog�ene enchamp microonde ou encore dans un fort champ magn�etique statique.En�n, un grand nombre de syst�emes classiquement chaotiques pouvantn'avoir rien �a voir avec la physique nucl�eaire ou atomique peuvent eux aussiêtre mod�elis�es en terme de matrices al�eatoires : billard de Sinai, stade deBunimovich, billard en forme d'anneau . . .11



12 CHAPITRE 2. LES MOD�ELES DE MATRICES EN PHYSIQUE2.1.2 N�ecessit�e d'un mod�ele simpli��eL'�etat des syst�emes cit�es pr�ec�edemment ne peut être extensivement d�e-crit, en l'�etat actuel de nos connaissances, par des calculs exacts. En fait,seuls l'�etat fondamental du noyau ainsi que ses tout premiers niveaux d'�e-nergie peuvent être calcul�es par ce biais, alors que, par l'exp�erience, on peuten observer un million.Des r�esultats exp�erimentaux, cependant, on peut tirer de nombreusesfonctions statistiques : distribution des niveaux d'�energie, corr�elations entreniveaux . . .On remarque en particulier une r�epulsion entre niveaux d'�energiedes syst�emes chaotiques (abondance d'anticroisements de niveaux, cf. �gure2.1) qui n'apparâ�t pas dans les syst�emes non-chaotiques. Le calcul exact,dans l'�etat actuel des choses, ne nous permet pas d'esp�erer retrouver oucomprendre une seule de ces donn�ees.Voil�a pourquoi il est n�ecessaire de mettre au point un mod�ele simpli��edu syst�eme, int�egrant les donn�ees physiques de base du probl�eme (syst�emeclassique ou chaotique, sym�etries...), et nous donnant, si ce n'est des r�esultatsexacts, du moins la compr�ehension des propri�et�es statistiques du probl�eme.2.1.3 Mod�eles de matrices al�eatoiresUne fa�con simple de mod�eliser les propri�et�es statistiques d'un syst�emephysique comprenant un grand nombre de niveaux d'�energie consiste �a con-sid�erer les niveaux d'�energie eux-mêmes comme des variables al�eatoires. Laprobabilit�e d'avoir la con�guration d'�energie fEigi=1;:::;N v�eri�e :dp(fEig) = dE1 : : : dEN f(fEig)o�u f(fEig) est une fonction r�eguli�ere en les fEig, par exemple e�NPi Ei .La loi de distribution des �ecarts entre niveaux est alors Poissonnienne(cf. �gure 2.2), et correspond bien aux r�esultats exp�erimentaux pour dessyst�emes non-chaotiques.En revanche, ce mod�ele ne rend pas compte de la r�epulsion entre niveauxobserv�ee dans le cas de syst�emes chaotiques. Pour rendre compte du com-portement de ces-derniers, il faut alors �elaborer un mod�ele plus complexe.Dans un syst�eme chaotique, un petit volume d'espace des phases sed�eforme jusqu'�a remplir dens�ement l'espace aux temps longs. Or, lorsqu'ona un syst�eme ergodique, privil�egier une base d'�etats propres du hamiltonienpar rapport aux autres n'a plus de sens. La fonction de partition ne fera alorsplus intervenir une int�egration sur toutes les �energies possibles, mais plutôtune int�egration sur tous les hamiltoniens possibles. Les variables al�eatoires



2.1. PHYSIQUE NUCL�EAIRE, SYST�EMES CHAOTIQUES 13

Fig. 2.1 { Di��erence entre les niveaux d'�energie d'un syst�eme non-chaotique(en haut) et d'un syst�eme chaotique (�gure du bas). Le syst�eme repr�esent�e iciest un atome d'hydrog�ene en pr�esence de champ magn�etique. En ordonn�ee,on a les niveaux d'�energie et en abscisse le champ magn�etique. On remarquele grand nombre d'anticroisements de niveaux pr�esents dans le cas chaotique(fort champ magn�etique, �gure du bas). Figures tir�ees de [6]



14 CHAPITRE 2. LES MOD�ELES DE MATRICES EN PHYSIQUE
Fig. 2.2 { Distribution des espacements entre valeurs propres voisines, com-paraison de la distribution de Poisson et de l'ensemble gaussien orthogonalavec l'exp�erience [7]. p(x) est la probabilit�e d'avoir deux valeurs propresvoisines distantes de xN (N : nombre total de valeurs propres.ind�ependantes �a consid�erer sont d�esormais les �el�ements de matrice du ha-miltonien. De plus, la probabilit�e p(H) d'avoir le hamiltonien H doit ob�eiraux sym�etries du probl�eme. Ceci nous am�ene �a consid�ererdp(H) = dHe�N 12 trH2o�u H est une matrice hermitienne dans le cas d'un syst�eme non invariant parrenversement du temps (ensemble gaussien unitaire GUE) ou une matricesym�etrique dans le cas d'un syst�eme invariant par renversement du temps(ensemble gaussien orthogonal GOE). dH est la mesure plate : produit desdHij (i � j) dans le cas sym�etrique, produit des d<Hijd=Hij dans le cashermitien.On obtient, en �etudiant le mod�ele de matrices respectant les sym�etriesdu probl�eme �a �etudier, une loi d'espacement entre les niveaux o�u l'on re-trouve bien la r�epulsion �a courte distance entre valeurs propres observ�eeexp�erimentalement (voir la comparaison entre les donn�ees exp�erimentales etl'exp�erience en �gure 2.2). Remarquons que l'existence de cette r�epulsionvient simplement de la mesure dH : exprim�ee en terme de valeurs propres,celle-ci se r�e�ecrit commedH =Yi d�iYi6=j j�i � �j j � dU (U matrice unitaire)soit, dans l'action �nale exprim�ee en fonction des valeurs propres, un termede r�epulsion en Pi6=j ln j�i � �jj.



2.2. MOD�ELES SUR SURFACES AL�EATOIRES 15La loi de distribution des niveaux, quant �a elle, est une loi dite \dedemi-cercle" :�(�) = 4�(b� a) sin(�) o�u � = a+ b2 + b� a2 cos�Cette loi n'est pas une loi universelle, contrairement �a la loi donnant lescorr�elations entre niveaux. La loi de demi-cercle ne concorde en effet pas,pour la plupart des syst�emes �etudi�es, avec les r�esultats exp�erimentaux.En�n, notons que l'on peut toujours consid�erer des syst�emes respectantles mêmes sym�etries mais ayant une action plus complexe (les Hij ne sontalors en g�en�eral pas des variables ind�ependantes), par exemple e�N tr V (H)plutôt que e�N 12 trH2 . Ces mod�eles, qui seront utilis�es pour d�ecrire la gravit�equantique ou la th�eorie des cordes [8], donnent des lois de distribution deniveaux di��erentes, mais les fonctions de corr�elation entre niveaux successifs,quant �a elles, ob�eissent �a la même loi universelle que le mod�ele gaussien.2.2 Mod�eles sur surfaces al�eatoiresNous allons montrer ici comment un mod�ele statistique d�e�ni sur unesurface al�eatoire (par exemple, un syst�eme de spins en interaction sur unr�eseau uctuant) peut se r�e�ecrire, de fa�con �equivalente, comme un mod�elede matrices al�eatoires. Ce lien entre les mod�eles de matrices et les mod�elesde surface a �et�e pour la premi�ere fois mis en �evidence par t'Hooft [9], dansle cadre de la chromodynamique quantique.Les mod�eles sur surface al�eatoire apparâ�tront de plus comme mod�elesinterm�ediaires lorsque nous chercherons �a interpr�eter la gravit�e quantiquebidimensionnelle ou la th�eorie des cordes en terme de matrices al�eatoires.2.2.1 Le mod�eleUne surface al�eatoire consiste en un r�eseau de taille et de genre vari�es,o�u on associe un poids statistique gn �a chaque n�ud reli�e �a n voisins : parexemple, une surface o�u 3 n�uds ont 4 plus proches voisins, et 2 n�ud 3plus proches voisins, correspondra �a un coe�cient g32 g43 dans la fonctionde partition.Ceci nous donne une action proportionnelle au nombre de n�uds dechaque sorte. De ce fait, si l'on �etudie un mod�ele o�u l'on n'autorise qu'uneseule sorte de n�uds (en mettant tous les autres gn �a 0) l'action �nale seraproportionnelle au nombre total de n�uds, c'est-�a-dire �a l'aire de la surface.



16 CHAPITRE 2. LES MOD�ELES DE MATRICES EN PHYSIQUE
Fig. 2.3 { Exemple de r�eseau de poids g34 g23. Les liens entre les n�uds sontdes propagateurs \�epais" compos�es d'un double trait.Pour que le mod�ele de surface al�eatoire soit complet, il faut ajouter unterme d�ependant de la topologie de la surface : une surface de genre h (�a h\poign�ees") aura un poids N2�2h. On a la relation d'Euler :nv � np + nb = 2� 2h (2.1)o�u nv est le nombre de n�uds (ou vertex), nb le nombre de lignes conti-nues (boucles) et np le nombre de propagateurs reliant deux n�uds.Le r�eseau donn�e pr�ec�edemment (Figure 2.3) en exemple correspond donc�a une surface de topologie torique, puisque le r�eseau comporte 5 n�uds, 4lignes continues, et 9 propagateurs.On peut coupler �a ce mod�ele de surface al�eatoire un mod�ele de spins surr�eseau, par exemple un mod�ele d'Ising : on a alors des spins up et down, etune action d'Ising : S = X<i;j> J ~Si:~Sj +Xi (~Si)2Le mod�ele �nal est un mod�ele de spins d�esordonn�es sur r�eseau ; il ne s'agitcependant pas d'un mod�ele de d�esordre gel�e, mais uctuant, sur une surfaceelle-même al�eatoire, dont la taille, ainsi que la topologie, sont susceptiblesde varier.2.2.2 Interpr�etation en terme de matrices al�eatoiresSoit un mod�ele de matrices al�eatoires : �1 : : :�k hermitiennes, de tailleN �N , de fonction de partitionZ = Z d�1 : : : d�k e�N2S(f�ig)



2.2. MOD�ELES SUR SURFACES AL�EATOIRES 17S ne d�epend que de traces de produits des matrices �i.Pour �xer les id�ees, nous prendrons l'exemple suivant :S = g1 tr �313N + g2 tr �323N + tr �212N + tr �222N + c tr �1�2NPour retrouver un mod�ele de spins sur r�eseau, on d�eveloppe tout d'abordla partie non quadratique de l'action S. On ram�ene ainsi le calcul de lafonction de partition pr�ec�edente au calcul de valeurs moyennes du type :( tr �31)n1( tr �32)n2 par une action quadratique. Grâce au th�eor�eme de Wick,un tel calcul peut se faire ais�ement.On utilise alors les r�egles diagrammatiques de Feynman : un seul etmême indice sera repr�esent�e par une ligne continue, un �el�ement de matrice��� par un demi-propagateur, et tr �ni correspondra �a un n�ud �a n pattesde couleur i :
α
β

α

α
β

γ

β
γFig. 2.4 { Repr�esentation d'un �el�ement de matrice ��� (�a gauche) et detr �3 = ������� (�a droite)Les valeurs moyennes h tr�i ���i ��i et h tr�i ���j ��i (i 6= j) (h�i ���i �iest nulle si � 6= � ou � 6= ) sont repr�esent�ees par des propagateurs complets,de couleurs i et j (Figure 2.5).

α α
β βΦ1 αβ Φ2 αβFig. 2.5 { valeur moyenne h�1���2��i o�u les �el�ements de matrices de �1sont repr�esent�es en bleu, ceux de la matrice 2 en vert.La fonction de partition Z peut alors se r�e�ecrire comme une sommesur toutes les fa�cons possibles de coller des n�uds les uns aux autres (i.e.de fabriquer des propagateurs complets), avec un poids g1 par n�ud decouleur 1, et g2 par n�ud de couleur 2. On retrouve le mod�ele d'Ising surr�eseau lorsqu'on interpr�ete chaque n�ud de type 1 (resp. 2) comme un n�udportant un spin up (resp. down) : le poids (proportionnel �a c) que l'on trouve



18 CHAPITRE 2. LES MOD�ELES DE MATRICES EN PHYSIQUEpour chaque propagateur reliant deux n�uds de même couleur correspond�a une �energie d'interaction entre spins identiques. Remarquons en�n que,si l'on s'int�eresse aux puissances de N apparaissant dans le d�eveloppementde la fonction de partition, on trouve les facteurs N2�2h pour des surfacesde genre h (voir d�e�nition donn�ee au 2.2.1). Dans la limite o�u la taille Ndes matrices tend vers l'in�ni, on s�electionne uniquement les surfaces sanspoign�ee, i.e. celles de topologie planaire.
Fig. 2.6 { A gauche, une surface o�u l'on a assembl�e des n�uds �a 3 pattes de2 couleurs di��erentes. A droite, des surfaces o�u l'on utilise la repr�esentationduale o�u l'on colle des polygones �a n côt�es sur chaque n�ud �a n pattesPlutôt que de repr�esenter la surface comme un r�eseau de n�uds, on utilisesouvent la repr�esentation duale o�u l'on \colle" des triangles �equilat�erauxsur chaque n�ud �a 3 pattes, des carr�es si on a un n�ud �a 4 pattes . . .Surchaque polygone r�egulier vit alors un spin de la même \couleur" que le n�udcorrespondant.

Fig. 2.7 { Triangle �equilat�eral correspondant �a un n�ud �a 3 pattesSelon la fa�con dont les n�uds sont reli�es les uns aux autres, la surfaceobtenue sera plate ou non. Si une boucle est compos�ee de 6 n�uds �a 3pattes, par exemple, il faut dessiner 6 triangles �equilat�eraux issus d'un même



2.2. MOD�ELES SUR SURFACES AL�EATOIRES 19sommet, la �gure est donc plate. Si par contre on a seulement 3 n�uds �a3 pattes dans une boucle, soit 3 triangles �equilat�eraux seulement issus d'unmême sommet, la �gure n'est plus plane.
Notons que la fonction de partition obtenue contient toutes les surfacespossibles, y compris les surfaces non connexes. Pour �eliminer ces termes, ilsu�t de consid�erer l'�energie libre F = � 1N2 lnZ qui, quant �a elle, ne contientque des surfaces connexes.2.2.3 Grandeurs �etudi�ees dans les mod�eles sur surface al�ea-toiresOn peut calculer le diagramme de phase du mod�ele de surfaces, ainsique ses exposants critiques, soit en faisant l'�etude du mod�ele de matricesal�eatoires correspondant, soit ou par simulations num�eriques. On peut aussi�etudier les propri�et�es de surfaces de genres vari�es, avec bord ou sans bord.Ainsi, quand on se rapproche du point critique g ! gc, le d�eveloppementde Z en puissances de g diverge, et, par suite, ce sont les termes correspon-dant �a une surface de grande taille qui dominent la fonction de partition(rappelons-nous que le poids gnv est associ�e �a une surface de nv n�uds,c'est-�a-dire de \taille" nv). F = � 1N2 lnZ pouvant s'�ecrire sous la formed'un d�eveloppement en puissances de N comme F = P1h=0N�2hFh(g) o�uh est le genre des surfaces, si l'on passe d'abord �a la limite N ! 1 puisg ! gc, on �etudie uniquement les surfaces de topologie planaire. Dans lalimite o�u la taille des surfaces devient tr�es grande devant la taille des poly-gones qui composent la surface, on peut passer �a la limite continue, et onpeut alors retrouver un mod�ele de gravit�e quantique bidimensionnelle ou deth�eorie des cordes (une surface al�eatoire correspond �a une surface d'espace-temps en gravit�e quantique bidimensionnelle, ou �a la surface balay�ee parune corde entre deux instants t1 et t2. Voir paragraphes suivants).Pour �etudier simultan�ement les surfaces de tous genres, il faut e�ectuerune double limite. En e�et, le terme dominant dans Fh(g) est (g�gc) 52 (1�h).



20 CHAPITRE 2. LES MOD�ELES DE MATRICES EN PHYSIQUE
Fig. 2.8 { Interaction d'une cordePar suite, si on prend la limite (aussi appel�ee double limite d'�echelle [10])N !1 et g ! gc simultan�ement avec (g� gc) 52N2 constant, on trouve unelimite continue qui prend en compte les surfaces de tous h.Calculer h tr�ni revient �a �etudier des surfaces avec bord de largeur n, et�etudier la r�esolvante ! = h 1N tr 1z�� i au voisinage d'une singularit�e z = zcet �a g = gc revient �a s'int�eresser aux surfaces de taille in�nie dont le bord aune taille qui tend elle aussi vers l'in�ni. L�a aussi, on peut passer �a la limitecontinue et retrouver un mod�ele de th�eorie des cordes. Alors qu'une surfacesans bord correspond �a la surface balay�ee par une corde entre sa cr�eationet son annihilation, le bord d'une surface avec bord correspond �a la corde �al'instant initial et �a l'instant �nal.2.3 QCD et matrices al�eatoiresLa chromodynamique quantique (QCD) est la th�eorie de jauge qui d�ecritles interactions fortes.En QCD, les hadrons ne sont pas des particules �el�ementaires mais sontcompos�es de quarks dot�es d'une masse, d'une charge �electrique, d'une \sa-veur", ainsi que d'une charge de couleur qui est un objet �a trois composantes.Les interactions fortes entre quarks sont d�ecrites par l'�echange de gluons.Ces interactions, faibles �a hautes �energies (la th�eorie est asymptotiquementlibre), sont non-perturbatives au-del�a de l'�echelle de distance correspondant�a la taille typique d'un hadron. Elles sont d�ecrites par un champ de jaugequi est, du point de vue des indices de couleur, une matrice hermitienne sanstrace 3�3. Pour compl�eter la th�eorie, il faut aussi faire intervenir l'op�erateurde Dirac ainsi que la masse m des fermions. L'op�erateur de Dirac est inva-riant par sym�etrie chirale, mais cette sym�etrie est a priori bris�ee si la massem est non-nulle. En fait, il y a brisure spontan�ee de la sym�etrie chirale :ceci peut s'interpr�eter en terme du spectre de l'op�erateur de Dirac, comme



2.4. TH�EORIE DES CORDES 21le signe d'une accumulation de valeurs propres au voisinage de 0.La QCD est une th�eorie complexe o�u de nombreuses choses sont encoreloin d'être r�esolues. En particulier, on ne sait toujours pas expliquer le con�-nement des quarks de fa�con rigoureuse. Un certain nombre de proc�ed�es, ce-pendant, permettent d'obtenir des r�esultats int�eressants. t'Hooft [9], en par-ticulier, a propos�e de consid�erer, non pas des matrices de SU(3), mais desmatrices de SU(N), o�u le cas N = 3 est consid�er�e comme un d�eveloppementperturbatif au voisinage de N = 1. On obtient alors un d�eveloppement enla topologie des diagrammes, la limite N !1 correspondant, comme on l'avu dans la section pr�ec�edente, �a ne garder que des diagrammes de topologieplanaire. On peut obtenir d'autres r�esultats dans la limite large N , sur les-quels nous ne nous �etendrons pas ici : les r�esultats sur r�eseau 2D de GrossWitten par exemple. Tr�es r�ecemment, des conjectures ont �et�e faites et desr�esultats obtenus concernant des th�eories de jauge superconformes, par leurlien avec les M -th�eories et la supergravit�e dans des espaces anti De Sitter(Groos-Ooguri, Maldacena).Plus r�ecemment, on [11] s'est int�eress�e au spectre de l'op�erateur de Diraclorsque l'�echelle d'�energie est grande devant la masse du pion, mais petitedevant la mass typique d'un hadron. On peut alors consid�erer l'op�erateurde Dirac comme une matrice al�eatoire ob�eissant �a la symm�etrie chirale. Lavalidit�e de cette approche a �et�e con�rm�ee par de nombreuses simulationsnum�eriques, et un certain nombre d'extensions, en particulier aux cas d'unetemp�erature et d'un potentiel chimique non nuls on �et�e faites.2.4 Th�eorie des cordesLes mod�eles de matrices al�eatoires interviennent aussi en th�eorie descordes. Cette-derni�ere s'utilise pour d�ecrire le comportement des particulesfondamentales.Lorsqu'on m�ene des calculs en th�eorie des champs, on consid�ere quel'on a des particules ponctuelles. Or, on trouve des divergences �a petitesdistances. Dans le cas de th�eories comme le mod�ele standard ou la QCD,on peut se d�ebarrasser de ces divergences par des m�ethodes de groupe derenormalisation. Cependant d�es qu'on a une th�eorie comme la gravit�e quiest non renormalisable, on ne peut pas formuler la th�eorie sans introduireune distance minimale (ou cut-o�) arbitraire. Pourtant, le comportement desparticules �a petites distances nous int�eresse d'autant plus que l'on pense quec'est aux plus petites �echelles que l'on aura la physique la plus fondamentale,i:e: la plus uni��ee.



22 CHAPITRE 2. LES MOD�ELES DE MATRICES EN PHYSIQUEUne des mani�eres d'�eliminer le probl�eme des divergences ultraviolettesest de ne plus utiliser des particules ponctuelles mais des objets �etendus :par exemple, des cordes, qui sont des objets de dimension 1.Lorsque ces objets �evoluent dans le temps, ils engendrent des surfacesde l'espace-temps quadridimensionnel, caract�eris�ees par les coordonn�ees X�qui d�ependent de deux param�etres : le temps propre et l'abscisse curvilignele long de la corde.Pour construire une th�eorie quantique des cordes, il faut se donner l'ac-tion S, et sommer sur toutes les �evolutions de la corde (i:e; toutes les sur-faces) d'�etats initial et �nal donn�es :Z = Xsurfaces e�iS~Deux actions, l'action de Nambu-Goto et celle de Polyakov, donnent la mêmelimite classique.L'action de Nambu Goto [12] est simplement d�etermin�ee par l'aire ba-lay�ee par la corde entre les instants initiaux et �nals :S(surface) = � Z dAire = �� Z d�1d�2p� det g� est la masse lin�eique de la corde et g la m�etrique bidimensionnelle induitesur la surface.Quant �a l'action de Polyakov [13], elle introduit une m�etrique gab interne�a la surface et vaut :S(g;X) = T2 Z d�ad�bp� det g (gab@X�@�a @X�@�b + �)o�u les X� sont les coordonn�ees de la surface, et T la tension de corde.Pour calculer la fonction de partition quantique, que ce soit avec l'actionde Nambu-Goto ou celle de Polyakov, il faut introduire un cut-o� invariantpar reparam�etrisation de la surface. On peut ainsi être amen�e �a consid�ererdes surfaces discr�etis�ees, compos�ees de surfaces de base (par exemple despetits triangles de côt�e a o�u a est le cuto�) coll�ees les unes aux autres parleurs arêtes.Ceci justi�e l'usage de mod�eles de surfaces al�eatoires, et donc de matricesal�eatoires, dans le domaine de la th�eorie des cordes.



2.5. GRAVITATION QUANTIQUE 232.5 Gravitation quantique2.5.1 gravit�e pureL'action de la relativit�e g�en�erale, dans un espace-temps euclidien de di-mension D, est celle d'Einstein-Hilbert :S(g) = 116�G Z (�R+ 2�)pg dDxqui d�epend de la g�eom�etrie de l'espace-temps via la m�etrique g et la courburescalaire R, et fait aussi intervenir la constante cosmologique � et la constantede Newton G.Une fa�con de quanti�er la gravit�e consiste �a e�ectuer une int�egrationfonctionnelle sur toutes les m�etriques g possibles. La fonction de partitionest alors : Z = Z dg e�S(g)Comme il est di�cile de d�e�nir le probl�eme pour un espace-temps de di-mension sup�erieure �a 2, une des pistes de recherche possibles consiste �as'int�eresser d'abord au cas de la gravit�e quantique bidimensionnelle, enesp�erant par l�a mieux comprendre la gravitation quantique en g�en�eral.Dans ce cas, l'action S(g) s'exprime simplement en fonction de l'aire etde la topologie de la surfaceS = �8�G aire + (4 G)�1(2� 2h)o�u h est le genre, c'est-�a-dire le nombre de \poign�ees" de la surface.Pour pouvoir e�ectuer la sommation sur toutes les m�etriques g, on a �et�eamen�e, comme dans le cas de la th�eorie des cordes, �a discr�etiser l'espace.Par exemple, on recouvre la surface de triangles �equilat�eraux et on �ecrit :Z =X� e�S(�)o�u � est une triangulation de l'espace bidimensionnel. Le r�esultat �nal nedoit pas d�ependre du type de discr�etisation : triangulation, quadrangula-tion... e�ectu�ee (Notons cependant qu'un m�elange de triangulation et dequadrangulation, par exemple, revient �a ajouter un degr�e de libert�e interne,non g�eom�etrique, �a la surface, et ne correspond donc plus toujours �a unsimple mod�ele de gravit�e pure).



24 CHAPITRE 2. LES MOD�ELES DE MATRICES EN PHYSIQUEL'aire �etant proportionnelle au nombre nv de triangles de la surface :aire = nvA, on a Z =X� (e �8�GA)nv (e 14�G )(2�2h)ce qui est �equivalent �a un mod�ele de matrices al�eatoires, lui-même reli�e �a unmod�ele de surface sans spins vivant sur cette surface, et dont l'action S estde la forme S = �N g3 tr �3 +N 12 tr �2avec g = e �8�GA (g est le poids associ�e �a chaque triangle, donc, dans laversion duale, �a chaque n�ud �a 3 pattes de la surface) et une taille dematrice N = e 14�G . Le syst�eme o�u l'on a des quadrangulations, par exemple,donc un tr �4 �a la place du tr �3 �ecrit pr�ec�edemment doit, dans la limitecontinue redonner la même limite.2.5.2 gravit�e + mati�ereOn peut aussi �etudier le probl�eme du couplage entre gravitation etmati�ere.Une fa�con de faire cela simplement consiste �a coupler la gravit�e �a des bosonslibres. On �ecrit alors :S = Z Z dx2pdetg (� + RG + g��@�Xi@�Xi)o�u les Xi sont des \champs de mati�ere". Il faudra alors, non seulementsommer sur les surfaces, mais aussi int�egrer sur les champs de mati�ere.Les spins sur surfaces al�eatoires d�ecrits pr�ec�edemment (2.2) sont desdegr�es de libert�e non-g�eom�etriques vivant sur ces surfaces, c'est-�a-dire qu'ilspeuvent être consid�er�es comme des \toy models" repr�esentant de la mati�eredans une th�eorie de gravit�e quantique bidimensionnelle. L'�etude de mod�eles�a plusieurs matrices avec une action a priori complexe, traduction matri-cielle de mod�eles de spins sur surfaces al�eatoires, permet ainsi d'avoir acc�esau comportement de mod�eles de mati�ere sur surface al�eatoire de chargescentrales conformes diverses.



2.6. CHARGECENTRALE CONFORMEETMOD�ELES DEMATRICES AL�EATOIRES252.6 Charge centrale conforme et mod�eles de ma-trices al�eatoires2.6.1 Rappels sur les th�eories conformesCe sont les th�eories qui sont invariantes par toute transformation res-pectant les angles : translations, rotations, homoth�eties, inversions . . .D'unefa�con g�en�erale, une transformation conforme pourra s'�ecrire comme la com-position de translations, rotations, et homoth�eties locales.Les th�eories conformes apparaissent souvent en physique. Lorsqu'on seplace au voisinage d'une transition critique de deuxi�eme ordre, les longueursde corr�elation divergent. Par suite, en se pla�cant �a une �echelle grande devantla longueur minimale (maille du r�eseau . . .) du mod�ele, on a invarianced'�echelle. Dans un grand nombre de cas, on a même invariance conforme.Pour une th�eorie unitaire bidimensionnelle, en particulier, l'invariance d'�e-chelle implique l'invariance conforme. �A cette invariance, comme �a touteinvariance est associ�e un certain nombre de propri�et�es int�eressantes. Dans lecas d'une th�eorie conforme bidimensionnelle, les transformations conformeslocales correspondent aux changements de variables analytiques : z ! w(z),�z ! �w(�z). On �ecrit alors la r�eponse d'un op�erateur �(z; �z) �a une variationde la m�etrique g�� , correspondant au changement de variable z ! w(z)comme : T (w)�(z; �z) = +1Xn=�1(w� z)�2�nLn�(z; �z)avec T�� = � 2pg ��g��Les Ln v�eri�ent les relations de commutation :[Lm; Ln] = (m� n)Ln+m + c12n(n2 � 1)�n+m;0qui d�e�nissent l'alg�ebre de Virasoro. c est appel�ee la charge centrale con-forme de la th�eorie. Nous verrons qu'un grand nombre de propri�et�es phy-siques font intervenir cette charge centrale conforme. En particulier, nousverrons que l'on peut relier certains exposants critiques du mod�ele �a la valeurde c.



26 CHAPITRE 2. LES MOD�ELES DE MATRICES EN PHYSIQUE2.6.2 Th�eorie discr�ete et th�eorie continueDans le cas de la th�eorie des cordes ou de la gravitation quantique, lath�eorie que l'on mod�elise par un mod�ele de matrices al�eatoires est une th�eoriecontinue o�u l'on int�egre sur toutes les m�etriques possibles.On a en particulier ;Z = Xtopologies Z Dg��DX�e� R R dx2pdetg (�+RG+g��@�X�@�X�)(g : m�etrique de la surface, � : constante cosmologique, G : constante deNewton, R : courbure de la surface)pour la gravitation quantique avec des champs de mati�ere X�.Cette th�eorie poss�ede un certain nombre de sym�etries, en particulier, sila constante cosmologique � est nulle, la th�eorie est invariante conforme. Or,en passant aux mod�eles de matrices, on a discr�etis�e notre th�eorie, brisantainsi l'invariance conforme.Si on veut retrouver cette invariance, ainsi qu'une th�eorie continue enprenant la limite appropri�ee, il faut se placer au voisinage des points critiquesde notre mod�ele de matrices, o�u on sait que l'on a invariance d'�echelle.Si l'on d�esire �etudier simultan�ement des surfaces de toutes topologies, onpourra alors e�ectuer une double limite. Prenons l'exemple d'une actionS = N2(tr�22N + g tr�44N ) (gravit�e pure). Sachant que l'on a un d�eveloppementde la th�eorie en lnZ = PhN2�2hFh(g) o�u h est le genre de la surface etFh(g) � (g� gc) 52 (1�h) quand g est au voisinage de gc, en prenant la doublelimite d'�echelle N ! 1 avec x = N2(g � gc) 52 constant, on retrouve uneth�eorie continue o�u le terme en x1�h repr�esente une th�eorie continue degravit�e sur des surfaces de topologie h.2.6.3 Charge centrale conforme associ�ee �a une th�eorie conti-nue conforme donn�eeQuelle est la valeur de la charge centrale conforme associ�ee �a une th�eoriecontinue conforme bidimensionnelle donn�ee ? Comment la d�etermine-t'on ?Nous allons nous int�eresser dans toute la suite �a la contribution c deschamps de mati�ere �a la charge centrale. Dans le cadre de la th�eorie descordes, on sait que la charge centrale vaut c = 1 pour chaque champ scalairebosonique libre ; on trouve qu'elle vaut 1=2 pour un champ fermionique,et elle prend des valeurs rationnelles, voire r�eelles, pour des champs plusexotiques.



2.6. CHARGECENTRALE CONFORMEETMOD�ELES DEMATRICES AL�EATOIRES27En terme de gravit�e quantique, si c = 0, cela signi�e pour une th�eoriede gravit�e unitaire que l'on a une th�eorie de gravit�e pure, sans champ demati�ere. Par suite, les mod�eles les plus int�eressants se situeront �a c 6= 0.D'autre part, on consid�ere parfois c comme une dimension : en effet, enth�eorie des cordes, lorsqu'une corde �evolue dans un espace-temps de dimen-sion D, les champs X� sont les coordonn�ees de la surface g�en�er�ee par lacorde. On a alors D champs bosoniques, soit une charge centrale c = D. L�aencore, on voit que les th�eories les plus int�eressantes sont celles o�u la chargecentrale est c � 1.Lorsqu'on r�esout un mod�ele de matrices al�eatoires, on d�etermine en par-ticulier la position des points critiques et la valeur des exposants critiques. Aun point critique donn�e, en passant �a la limite continue, on est susceptible detrouver une th�eorie continue conforme correspondant. On peut alors relier lesexposants du mod�ele de matrices �a la valeur de la charge centrale conformede la th�eorie continue correspondante. L'exposant critique s (exposant decorde), en particulier, d�ecrit le comportement d'�echelle de la fonction departition en fonction de l'aire de la surface. Z se comporte, en fonction dela constante cosmologique � : Z(�) � �2�sou encore, si on somme sur les surfaces �a aire �x�ee, puis que l'on examine lecomportement de Z(Aire) en fonction de l'aire :Z(Aire) � Aires�3On montre, par des consid�erations de th�eorie conforme que s vaut, pourdes surfaces de topologie planaire, [22] :s = 112(c� 1�p(25� c)(1� c))On peut ainsi relier les grandeurs de la th�eorie continue et celles dumod�ele de matrices.
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Chapitre 3M�ethodes de r�esolution desmod�eles de matrices3.1 M�ethode du col3.1.1 Th�eor�eme du colLe th�eor�eme du col nous donne le d�eveloppement en t, au voisinage del'in�ni, d'une fonction du type Z(t) = R dx e�tf(x). On a :Z(t) = e�tf(xc)s 2�tf 00(xc)(1 +O(1t ))o�u l'on peut aussi si n�ecessaire �ecrire explicitement les termes suivants dud�eveloppement. xc est le col de la variable x, c'est-�a-dire que l'on a f 0(xc) =0. Si l'on s'int�eresse �a \l'�energie libre" du probl�eme d�e�nie par Z(t) =e�tF (t), on voit que le d�eveloppement de F (t) quand t est grand est simple-ment domin�e par f au col : F ' f(xc).3.1.2 Application au mod�ele �a une matricePosition du probl�emeLa fonction de partition du mod�ele �a une matrice est plus complexe quela fonction Z(t) puisqu'il s'agit d'une fonction de N2 variables (les partiesr�eelles et parties imaginaires des �el�ements de matrice de �) :Z = Z d� e�N2S(�) d� =Yi<j <�ij=�ijYi d�ii29



30CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICESo�u � est une matrice hermitienne de taille N et S(�) une action invariantepar transformation unitaire sur la matrice �. On prendra, pour �xer lesid�ees, S(�) = 1N tr V (�). Nous voulons calculer Z ou F = � 1N2 lnZ , dans la limite planaire(N !1), et, le cas �ech�eant, les autres termes du d�eveloppement topologiqueen 1N2 (Rappelons qu'en terme de surfaces, les termes en N�2h dans l'�energielibre correspondent �a des surfaces �a h poign�ees).La g�en�eralisation la plus \naturelle" de la m�ethode du col au cas �a plu-sieurs variables semble être de d�eterminer le minimum de la fonction S(�)par rapport �a toutes les variables <�ij et =�ij puis d'assimiler F �a S(�)col �al'ordre dominant quand N !1. Cette g�en�eralisation de la m�ethode du col,quoique valable pour un mod�ele avec un nombre �ni de variables, ne marchepas lorsque ce nombre tend vers l'in�ni aussi rapidement que le terme dansl'exponentielle.Supposons que les valeurs propres de � sont d'ordre 1,N tr V (�) = N NXi=1 V (�i)est alors d'ordre N2 et le nombre de variables est lui aussi d'ordre N2.On peut ais�ement se convaincre, sur le mod�ele gaussien, par exemple, ouen revenant �a la d�emonstration du th�eor�eme du col, que la version \intuitive"de la m�ethode du col ne marche pas ici.R�e�ecriture en terme de valeurs propresLa solution propos�ee par [14] consiste �a r�eduire le nombre de variables, enmettant �a pro�t l'invariance de l'action par transformation unitaire, avantd'utiliser la m�ethode du col. Ainsi, on r�e�ecrit la fonction de partition commeune int�egrale sur les valeurs propres f�ig de la matrice et sur les variablesangulaires repr�esent�ees par la matrice unitaire U diagonalisant �.On a : Z = Z dU Yi d�iYi6=j j�i � �j j e�NPi V (�i)Le jacobien de la transformation d� ! dUQ d�i est Qi<j(�i � �j)2 etest le carr�e du d�eterminant de Vandermonde Qi<j(�i � �j). En e�et, si



3.1. M�ETHODE DU COL 31� = U�U�1, o�u � est la matrice � diagonalis�ee,d� = Ud�U�1 + U [U�1dU;�]U�1 = d�+ [U�1dU;�]car d� est invariante par transformation unitaire. Le terme qui va donnerle jacobien de la transformation est dZ = [U�1dU;�]. On adZij = (�j � �i)U�kidUkjOn voit que l'on peut �nalement r�e�ecrire d� sous la formed� =Yi<j(�i � �j)2Yi d�id�(U)De l'invariance de d� on tire l'invariance de la mesure d�(U) par transfor-mation unitaire. Par suite d�(U) est la mesure de Haar qui sera not�ee dUdans toute la suite de cet expos�e.Par suite, Z / Z Yi d�ie�NE(�i)avec E(f�ig) =Xi V (�i)� 1NXi6=j ln j�i � �j jLa m�ethode du col donne alorsV 0(�i)� 2NXj 6=i 1�i � �j = 0pour la distribution de valeurs propres au col.Limite continue et r�esolvante du mod�eleOn peut se repr�esenter le probl�eme comme un syst�eme de N valeurspropres plac�ees dans un potentiel V et se repoussant entre elles.Si la r�epulsion (qui vient simplement du jacobien du changement devariables) n'existait pas, toutes les valeurs propres, dans la limite N in�ni,tomberaient au fond du puits caract�eris�e par V 0(�i) = 0. Comme les valeurspropres se repoussent, elles se r�epartissent en fait le long d'un support [a; b]de taille �nie. Le potentiel e�ectif : Veff(�) = V (�)� 2N Pj 6=i ln j�� �j j estconstant le long de ce support.



32CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICES
a b

V

λFig. 3.1 { Distribution des valeurs propres dans un potentiel cubique V (z) =g3z3+ 12z2. [a; b] est le support des valeurs propres et Veff(�) est constant lelong de [a; b]En d�e�nissant la densit�e d'�etats�(�) = 1NXi �(�� �i)et en se pla�cant dans la limite continue, on aV 0(�)� 2PP Z d� �(�)�� � = 0sur le support de �, o�u PP signi�e partie principale. La r�esolvante !(�) estd�e�nie par : !(�) = h 1N tr 1�� �i = Z �(�) 1�� �d�On a donc, � appartenant au support de �,V 0(�)� 2<(!(�)) = 0! est une fonction analytique dans tout le plan complexe, sauf sur lesupport [a; b] de �. Ceci su�t �a d�eterminer la forme de la r�esolvante :!(�) = V 0(�)2 + M(�)2 p(�� a)(�� b)



3.1. M�ETHODE DU COL 33Le d�eveloppement de l'expression ci-dessus pour ! au voisinage de l'in�ni,et la condition ! � 1� (tir�ee de la d�e�nition de !, sachant que R �(�)d� = 1)su�sent �a d�eterminer M(�) ainsi que les valeurs de a et b.Sachant que !(�+ i0) � !(�� i0) = i��(�), on d�eduit de l'expressionci-dessus la distribution de valeurs propres qui, dans le cas gaussien (g = 0)prend la forme de la loi de demi-cercle donn�ee en introduction (2.1.3).Remarquons que ces r�esultats sont valables uniquement dans la limiteplanaire. Pour acc�eder �a des topologies di��erentes de la topologie planaire,il faudrait d�evelopper perturbativement au voisinage de l'in�ni. Il seraitn�ecessaire d'inclure les termes suivants apparaissant dans la m�ethode ducol, ainsi que les corrections venant du caract�ere discret des valeurs propres.Points critiquesLe point critique du mod�ele correspond �a la valeur de g pour laquellel'�energie libre devient singuli�ere.Visuellement, cela correspond au moment o�u les valeurs propres com-mencent �a \d�eborder" du puits. On peut alors �etudier le comportement
V

λ
baFig. 3.2 { Distribution des valeurs propres au point critique du mod�ele :g �33 + �22critique de !, des bornes a et b de la coupure, ou des valeurs moyennes detraces. On peut en particulier d�eterminer la valeur de l'exposant de cordes �a partir du comportement de h tr �nN i au voisinage de g = gc. On a :h tr �nN i � (g � gc)1�s.



34CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICES3.1.3 Mod�ele �a 2 matricesFormule d'Itzykson-ZuberSoit un mod�ele �a 2 matrices :Z = Z d�1d�2e�N2[S(�1)+S(�2)� �N tr (�1�2)]compos�e de deux mod�eles �a une matrice coupl�es via l'action d'interaction�N tr �1�2.Ce mod�ele est seulement invariant par transformation unitaire globalesur les matrices �1 et �2. Si U1 et U2 sont les matrices diagonalisant �1 et�2, et �1 et �2 les matrices diagonalis�ees correspondantes, on a :Z = Z dU1 dU2 d�1 d�2�2(�1)�2(�2) e�N2[S(�1)+S(�2)�� tr (�1
�2
�1)]avec �(�) =Yi<j(�i � �j) et 
 = U�11 U2Les �el�ements de matrice de 
 sont les seules variables angulaires inter-venant dans l'action. Il est possible d'e�ectuer cette int�egrale [48], par destechniques que nous ne d�etaillerons pas ici, et l'on obtient alors l'expressionsuivante :Z / Z d�1 d�2�(�1)�(�2) e�N2[S(�1)+S(�2)] det[e��1;i�2;j ]Cas �a plusieurs coupuresAvec un potentiel cubique, il est impossible d'avoir deux coupures. Ce-pendant, d�es que l'on a un potentiel plus complexe, cette possibilit�e n'estplus �a exclure.Dans le cas d'un potentiel V (�) de degr�e n, avec k coupures, on �ecrit!(�) = V 0(�)�M(�)p(�� a1)(�� b1) : : :(�� ak)(�� bk)2ce qui fait, n + 2 �equations (pour avoir ! � 1�) et n+ k + 1 inconnues. Cesn + 2 e 'quations imposent la constance du potentiel e�ectif dans chaquepuits.Les inconnues restantes doivent être d�etermin�ees par des consid�erationsde sym�etries, ou, dans le cas g�en�eral, en imposant l'�egalit�e des potentiels



3.1. M�ETHODE DU COL 35
Fig. 3.3 { Potentiel et potentiel e�ectif dans le cas d'un support �a plusieurscoupures. L'�equation du col nous donne la condition pour avoir un minimumlocal de l'action seulement (�gure de gauche). Pour avoir un minimum globalil faut rajouter la condition que les potentiels e�ectifs sont identiques dansles di��erents puits (�gure de droite).

Fig. 3.4 { Point critique d'un exemple de mod�ele �a deux coupures



36CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICESe�ectifs V (�)� 2 R ln(�� �)�(�)d� sur tous les segments [a1; b1], . . .[ak; bk]constituant le support de �.Le point critique du mod�ele quadratique donn�e en exemple pr�ec�edem-ment correspond au moment o�u les deux coupures correspondant au supportdes valeurs propres fusionnent.Il correspond aussi, comme nous l'avons vu dans le cas �a une coupure, �aun comportement singulier des valeurs moyennes d'op�erateurs.3.1.4 Mod�ele �a plusieurs matricesLe mod�ele �a plusieurs matrices est a priori passablement plus complexe.Les seuls mod�eles se r�esolvant assez facilement par la m�ethode du col sontles mod�eles de matrices coupl�ees en châ�ne. Pour un mod�ele �a k matrices,on a S = kXi=1 Si(�i)� 1N k�1Xi=1 �i tr �i�i+1qui peut se r�e�ecrireS = kXi=1 Si(�i)� 1N k�1Xi=1 �i tr �i
i�i+1
�1io�u les 
i = U�1i Ui+1 sont k � 1 matrices unitaires ind�ependantes. On peutalors utiliser pour e�ectuer chaque int�egration sur 
i la formule de [48] pourle mod�ele �a deux matrices.Pour un \simple" mod�ele �a 3 matrices coupl�ees en boucle, cependantS = 3Xi=1 S(�i) + 1N tr (�1�2 +�2�3 +�3�1)se r�e�ecrit commeS = kXi=1 S(�i) + 1N tr (�1
1�2
�11 +�2
2�3
�12 + �3(
1
2)�1�3(
1
2))et ne peut pas en principe s'e�ectuer simplement.Nous verrons dans le chapitre 5 deux m�ethodes permettant de r�esoudrece probl�eme, l'une bas�ee sur une id�ee de V. Kazakov et I. Kostov, d�evelopp�eepar J.M. Daul puis plus r�ecemment par P. Zinn-Justin, l'autre bas�ee sur lam�ethode des �equations du mouvement et d�evelopp�ee (en parall�ele avec letravail de P. Zinn-Justin) par Bertrand Eynard et moi-même.



3.2. M�ETHODE DES POLYNÔMES ORTHOGONAUX 373.2 M�ethode des polynômes orthogonauxLa m�ethode des polynômes orthogonaux, tout comme la m�ethode du col,utilise l'�ecriture de Z en fonction des valeurs propres �i de la matrice :Z = Z Yi d�iYi6=j j�i � �jje�NPNi=1 V (�i)Cependant, c'est une m�ethode exacte pour tout N , et non une m�ethodesemi-classique comme la m�ethode du col.On remarque que la valeur moyenne d'un op�erateur trA(�)N se r�e�ecrit enfonction des �i comme< trA(�) >N = 1Z Z Yi d�i0BBBB@Yi<j j�i � �j j e�N NXi=1 V (�i)2 1CCCCA2 PNi=1A(�i)NPar suite, si on note	 =Yi<j(�i � �j)e�N NXi=1 V (�i)2on peut �ecrire, du moins formellement :< trA(�) >N = < 	jA(�)j	 >< 	j	 >o�u 	 est une fonction d'onde �a N particules : 	(f1 : �1; : : :N : �Ng).Ces particules sont des fermions car 	 est antisym�etrique en les �i.De plus, Yi<j(�i � �j)2est le carr�e du d�eterminant de Vandermonde det(�ji )i;j2[1;n].	(f�ig) est par cons�equent le d�eterminant de Slatter det( j(�i)), lesj j(�i) > �etant les fonctions d'onde �a une particule : j(�) = �je�N V (�)2



38CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICESLe mod�ele �a une matrice se r�einterpr�ete donc comme un probl�eme de fer-mions libres occupant les N premiers niveaux d'�energie et dont les fonctionsd'onde sont les  j(�). De ce point de vue, la r�epulsion entre valeurs propresproches est simplement l'expression du principe de Pauli.On peut, par des combinaisons judicieuses de lignes et de colonnes, sanschanger la valeur du d�eterminant, changer la fonction  j(�) ( qui vaut�je�N V (�)2 ) par �j(�) = Pj(�)e�N V (�)2 , o�u Pj(�) est un polynôme de degr�ej, et de terme dominant �j .La m�ethode des polynômes orthogonaux consiste, comme l'indique sonnom, �a choisir les Pj(�) a�n que les fonctions �j(�) forment une base ortho-gonale. Z �j(�)�l(�)d� = �j;lhlOn montre qu'on peut exprimer les fonctions de corr�elation de valeurspropres en terme des Pj . La r�esolution du mod�ele de ram�ene alors au calculdes polynômes orthogonaux.3.2.1 Fonction de partition et fonctions de corr�elationsLa fonction de partition Z =< 	j	 > o�u 	 = det(�j(�i)) s'�ecrit sim-plement Z = N !N�1Yi=0 hnD�e�nissons les fonctions d'onde orthonormalis�ees :	j(�) = 1phj �j(�)la probabilit�e h trN �(�1 � �) : : : �(�N � �)i d'avoir une valeur propre en�1, . . ., une en �Ns'�ecrit �(�1; : : : ; �N) = 1N !(det	j(�i))2Que l'on peut r�e�ecrire�(�1; : : : ; �N) = NNN ! det jK(�i; �j)j



3.2. M�ETHODE DES POLYNÔMES ORTHOGONAUX 39o�u le noyau K est d�e�ni par :K(�; �) = 1N N�1Xi=1 	i(�)	i(�)On a �(�1; : : : ; �n) = Z d�n+1 : : : d�N�(�1; : : : ; �N)Ces fonctions de corr�elation peuvent se r�eexprimer simplement grâce �a larelation : R d�K(�; �)K(�; �) = 1NK(�; �) (th�eor�eme de Dyson [40]). Enparticulier, la densit�e de valeurs propres et la fonction �a deux points pourles valeurs propres s'expriment en fonction de K, sous la forme :�(�) = K(�; �)N � 1N �(�; �) = �(�)�(�)�K(�; �)23.2.2 Relation de r�ecurrence entre les Pj et calcul des po-lynômes orthogonauxA priori, on peut �ecrire ( �etant donn�e que les Pk, k = 1; : : :n+1 formentune base de l'ensemble des polynômes de degr�e � n + 1)�Pn = Pn+1 + nXk=1 sn;kPkSoit, comme les Pk sont orthogonaux,Z �Pn Pk e�NV (�)d� = hkskor �Pk = Pk+1 + sk;kPk + sk;k�1Pk�1 + : : :, donc l'int�egrale pr�ec�edente n'estnon nulle que pour k + 1 � n soit k � n� 1.Par suite, la relation de r�ecurrence entre les Pn se limite en fait �a troistermes, et on peut �ecrire :Pn+1 = (�+ �n)Pn + �nPn�1et on a aussi @Pn@� = nPn�1 + nXi=2 iPn�i



40CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICESLe calcul des Pn se ram�ene alors �a celui des �n et des �n.On introduit les notations :jn > pour 	n(�), Q pour l'op�erateur multiplication par �, et P pourl'op�erateur 1N @@� . n̂ sera l'op�erateur tel quen̂jn >= njn >Les �n et les �n seront not�es �̂ = �(n̂) et �̂ = �(n̂). En�n, x̂ est l'op�erateurtel que x̂jn >= jn� 1 >Alors, les �equations pr�ec�edentes se r�e�ecrivent comme :Q = x̂y�̂+ �̂ + �̂x̂P + 12V 0(Q) = 1̂�x̂ n̂N +Xk�2 ̂kx̂kSi on d�eveloppe tous les termes de l'�equation ci-dessus en puissances(positives et n�egatives) de x̂ , on trouve que les puissances n�egatives dud�eveloppement de P en x̂ sont identiques �a celles de �12V 0(Q). En utilisantl'antihermiticit�e de P (qui d�ecoule directement de sa d�e�nition) et sachantque x̂y = 1̂x , on peut en d�eduire la totalit�e du d�eveloppement de P en fonctionde celui de V 0(Q). P = 12(V 0(Q)+ � V 0(Q)�)Le signe + (resp.�) indique que l'on ne prend que les puissances positives(resp. n�egatives) du d�eveloppement de V 0(Q) en puissances de x̂.V 0(Q) pouvant se r�e�ecrire en fonction des �n et �n, on a �nalement les�equations : V 0(Q)1 = 1̂�x̂ n̂NV 0(Q)0 = 0o�u V 0(Q)k est le terme d'ordre k du d�eveloppement de V 0(Q) en puis-sances de x̂.Ceci nous donne les �equations de r�ecurrence pour les �n et les �n. Leurcalcul permet d'obtenir �a leur tour les expressions des polynômes orthogo-naux.



3.3. M�ETHODE DES �EQUATIONS DE BOUCLES 41Plutôt que de calculer les �n et �n pour toutes les valeurs de n, on estbien souvent int�eress�e seulement par les valeurs de n proches de N , avecN ! 1. Dans cette limite, il est possible de simpli�er les expressions ci-dessus, et, dans le cas o�u le support des valeurs propres est connexe [a; b],�n et �n tendent vers des valeurs constantes :� = a� b4 et � = a+ b23.3 M�ethode des �equations de bouclesSoit la fonction de partition :Z = Z Yi d�ie�N2S(f�ig) (3.1)Comme toute int�egrale, Z est invariante par changement de variable,pour peu que ce changement de variable ne soit pas singulier. Ainsi, si on�ecrit la transformation in�nit�esimale�i = �0i + �fi(f�0jg)de jacobien 1 + �J(f�0jg) + O(�2)on a, en d�eveloppant l'int�egrande au premier ordre en � (� � 1N2 ) et en�ecrivant S(f�ig) = S(f�0ig) + ��S(f�0ig) :Z = Z Yi d�0i e�N2S(f�0ig)(1�N2�(�S(f�0ig)� J(f�0ig)) (3.2)Ceci nous donne, en comparant �a Eq. (3.1), l'�equation :h�S(f�ig)� J(f�ig)i = 0 (3.3)o�u hAi repr�esente R Qi d�ie�N2S(f�ig)AR Qi d�ie�N2S(f�ig)Cette �equation est appel�ee �equation du mouvement, ou encore �equationdes boucles Elle est la cons�equence de la conservation de Z par le changementde variables �i ! �i + �fi(f�ig)



42CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICES3.3.1 Limite planaire et th�eor�eme de factorisationLes �equation du mouvement (autant que de changements de variablesin�nit�esimaux) donnent un grand nombre de relations entre des valeursmoyennes d'op�erateurs du mod�ele.Sont-elles su�santes pour calculer ces valeurs moyennes ?Examinons, pour �xer les id�ees, le cas d'un mod�ele �a une matriceS = 1N tr V (�)Le changement de variable �! �+ ��ndonne l'�equation du mouvement (a priori valable pour tout N)h tr V 0(�)�n�1N � n�1Xi=0 tr �iN tr �n�1�iN i = 0 (3.4)Le th�eor�eme de factorisation nous permet d'�ecrire, pour un mod�ele dematrice g�en�eral, mais dans la limite N !1 (limite planaire) uniquementh trAN trBN i = h trAN ih trBN i (3.5)Par suite, on ah tr V 0(�)�nN i � n�1Xi=0h tr �iN ih tr �n�1�iN i = 0 (3.6)qui nous permet de ne faire intervenir dans les �equations du mouvement,dans la limite planaire, que les un = h tr �nN i. L'�equation 3.6 du mouvementest alors une relation de r�ecurrence reliant, pour un potentiel de degr�e d,ud�2+n �a des termes d'ordre inf�erieur.3.3.2 Exemple : r�esolution explicite du mod�ele cubiqueSoit V (�) = g3�3 + 12�2On voudrait calculer la r�esolvante!(z) = h 1N tr 1z � �i



3.3. M�ETHODE DES �EQUATIONS DE BOUCLES 43du mod�ele, dont le d�eveloppement nous donne les valeurs moyennes destr �n.Soit le changement de variable :� = �0 + � 1z � �0On a �S = tr V 0(�0)�0nNEn ce qui concerne le jacobien de la transformation,@�i;j@�0l;m = �i;l�j;m + �Xk;n z�n�1�0kil�0n�1�kmjLes seuls termes qui contribuent, �a l'ordre 1 en � au jacobien sont les termesdiagonaux : i = l et j = m. Celui-ci vaut alors1 + �( 1N tr 1z � �0 )2 +O(�2)L'�equation du mouvement correspondante est (en rempla�cant la notation �0par �) gh 1N tr �2 1z � �i+ h 1N tr � 1z � �i � !(z)2 = 0soit en simpli�ant(g z2 + z)!(z)� g t� � g z � 1� !(z)2 = 0 (3.7)avec la notation : t�n = h tr �nN iCeci nous donne imm�ediatement :!(z) = (gz + 1)z �pz2(gz + 1)2 � 4(gz + 1 + gt�)2 (3.8)La propri�et�e !(z) � 1z�a l'in�ni nous permet de choisir la bonne d�etermination de !. Il reste cepen-dant une inconnue : t�, en fonction de laquelle on peut �ecrire tous les t�n .On peut la d�eterminer en ajoutant une condition physique : la coupure de! correspond au support des valeurs propres de la matrice hermitienne � et



44CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICESest donc un segment [a; b] de l'axe r�eel. Le polynôme plac�e sous la racine del'expression de ! a donc une solution double ainsi que deux solutions simlesr�eelles. Ceci su�t �a d�eterminer totalement ! et t�.Le mod�ele est critique quand t�(g) est singulier. On obtient ainsi gcritique.On peut aussi remarquer que !(z) change elle aussi de comportement eng = gc : ! � (z � b) 32au lieu de (z � b) 12 D�eterminer la condition pour laquelle ! se comporte enpuissance 32 peut être une autre m�ethode pour trouver la position du pointcritique.On peut remarquer ici que g = 0 correspond au cas gaussien. On a alors,comme !(z + i0) � !(z � i0) = i��(z), la formule �(z) = 1�pz2 � 4. Onretrouve ici la loi de distribution en demi-cercle.3.3.3 Cas �a plusieurs matricesA priori, dans le cas �a plusieurs matrices, le nombre d'op�erateurs appa-raissant dans les �equations du mouvement est nettement plus important :pour un mod�ele �a k matrices, pour une trace d'ordre n (contenant nmatrices�i), on a tous les op�erateurs du typetr nYi=1��i o�u �i = 1; 2 : : :kCela fait un nombre d'op�erateurs de l'ordre de kn.Certes, le nombre d'�equations du mouvement impliquant uniquement destraces d'ordre inf�erieur ou �egal �a n est aussi tr�es �elev�e, cependant, il n'existepas de technique permettant a priori d'obtenir une relation de r�ecurrencesimple et de calculer, comme dans le cas �a une matrice, toutes les valeursmoyennes de traces, en fonction d'un nombre �ni d'inconnues.3.4 Groupe de renormalisation3.4.1 MotivationsLa m�ethode du col et la m�ethode des polynômes orthogonaux utilisenttoutes deux l'expression de la fonction de partition du mod�ele de matricesen terme de valeurs propres.Pour cela, on r�e�ecrit la mesure en fonction des valeurs propres et des va-riables angulaires et on int�egre sur ces-derni�eres. Nous avons vu, cependant,



3.4. GROUPE DE RENORMALISATION 45que ceci n'est ais�e que si l'on peut se ramener �a une s�erie d'int�egrations parla formule de [48] sur des variables angulaires ind�ependantes.Cette condition nous limite a priori �a des mod�eles de matrices coupl�eesen châ�ne ou en arbre et exclut en principe les mod�eles, même simples, o�ules matrices sont coupl�ees en boucle. De plus, si les mod�eles que l'on saitr�esoudre (châ�nes et arbres) nous permettent d'avoir acc�es �a des chargescentrales c � 1, on n'a jusqu'�a pr�esent su r�esoudre, par quelque m�ethodeque ce soit, aucun mod�ele de charge centrale conforme sup�erieure �a 1.Les m�ethodes de groupe de renormalisation ont �et�e d�evelopp�ees pourpallier �a ces di�cult�es en o�rant une nouvelle technique d'investigation desmod�eles de matrices. On esp�ere en particulier acc�eder, par le biais de cettem�ethode approch�ee, �a des mod�eles complexes, qui sont rest�es jusqu'ici in-accessibles aux m�ethodes exactes. On esp�ere aussi mieux comprendre, etpourquoi pas d�epasser, la \barri�ere" �a c = 1.3.4.2 Principe de la m�ethodeNotations :Un mod�ele de matrices est caract�eris�e par :La taille N de sa (ou ses) matrice(s) �NSon action S, que l'on va d�ecrire par l'ensemble de ses constantes decouplage g = fg1; : : : ; gng.On �ecrit alors la fonction de partition : ZN (g) = R d�N e�N2S(�N ;g).Renormaliser le mod�ele consiste �a r�eexprimer la fonction de partitionZN+1(g) comme ZN (g + �g), fonction de partition d'un mod�ele de mêmeforme, mais dont la (les) matrice(s) est (sont) de taille inf�erieure, et dont lesconstantes de couplage ont �et�e modi��ees.Pour passer d'une matrice de taille (N + 1)� (N + 1) �a une matrice detaille N �N , on �ecrit �N+1 = � �N vv� � �o�u � est un r�eel et v un vecteur colonne �a N composantes, et o�u l'on int�egresur v, v� et �.On a alors :ZN+1(g) = Z d�N+1 e�(N+1)2S(�N+1;g) = Z d�Ndv dv� d�e�(N+1)2S(�n ;v;v�;�;g)soit, apr�es int�egration, et en ne gardant que les deux premiers ordre du



46CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICESd�eveloppement en 1N :ZN+1(g) = Z d�N e�N2S0(�N )Pour peu que l'on puisse r�e�ecrire la nouvelle action S 0 sous la même formeque l'action de d�epart, mais avec des constantes de couplages di��erentescomme S(�N ; g+�g), nous obtenons le changement de constante de couplage�g �equivalent �a un changement de taille de la matrice : �NN = � 1N .3.4.3 Obtention des points et des exposants critiquesOn esp�ere que la m�ethode de groupe de renormalisation pourra s'ap-pliquer alors même que l'on ne sait pas r�esoudre exactement le probl�emecar calculer ZN revient �a int�egrer sur les N2 variables de �N , tandis querenormaliser le mod�ele consiste �a int�egrer sur (2N + 1) composantes r�eellesseulement.La contrepartie de cette simplicit�e est que l'on obtient un r�esultat moinscomplet que dans le cas des m�ethodes exactes : en particulier, on ne connâ�tpas la valeur de Z.Cependant, connâ�tre l'�equation donnant l'�evolution de g est su�santpour obtenir les renseignements les plus importants sur le mod�ele : pointscritiques, exposants critiques . . .Expression de l'invariance d'�echelleOn sait que, d'une fa�con g�en�erale, il y a invariance d'�echelle au voisinagedes points critiques d'un probl�eme. Dans le cadre des mod�eles de matricesal�eatoires, on va consid�erer la taille des matrices comme le facteur d'�echelle.Si l'on exprime cette propri�et�e, on a, dans le cas o�u il n'y a qu'une seuleconstante de couplage g, le point critique �etant not�e gc :ZN 0(g;�N 0) = ZN((g � gc)(N 0N )� + gc;�N)�a une constante de proportionnalit�e c(g) pr�es, ne d�ependant pas de �, etr�eguli�ere en g.Si on �ecrit l'�equation d'�evolution g�en�erale pour l'�energie libre du mod�eleF = � 1N2 lnZ, on a [15] :N @@NF = �i(g) @@giF + r(g)



3.4. GROUPE DE RENORMALISATION 47o�u �i = N @gi@Ntraduit l'�evolution des constantes de couplage, et o�u r(g) est une fonctionr�eguli�ere en g issue de la constante de proportionnalit�e c(g).Dans le cas o�u on peut se ramener �a un mod�ele �a une seule constante decouplage, le point critique est un point �xe du groupe de renormalisation etv�eri�e : �(g) ' �(g � gc) au voisinage de gc soit �(gc) = 0D�etermination des points critiques �a partir des otsD'une fa�con plus g�en�erale, les points critiques d�ecrivent un changementdans le comportement du mod�ele. Les lignes de ot du groupe de renorma-lisation sont l'ensemble des valeurs des constantes de couplages, obtenuesen faisant changer N , �a partir d'un ensemble de constantes de couplages ded�epart donn�e. Le long d'une ligne de ot du groupe de renormalisation, lecomportement physique reste le même. La ligne critique marque la transi-tion entre les domaines de couplages o�u l'on est attir�e par des points �xes dugroupe de renormalisation di��erents. Pour des raisons topologiques simples,la ligne critique est elle-même une ligne de ots du groupe de renormalisa-tion. Les points de la ligne critique sont attir�es vers un point �xe qui poss�edeau moins une direction instable : le point �xe critique du mod�ele.
g1

g2

point fixe stable

ligne critique

point fixe critiqueFig. 3.5 { Les points critiques (qui forment ici une ligne critique) marquentla s�eparation entre les points de l'espace des constantes de couplage attir�esvers des points �xes di��erents.



48CHAPITRE 3. M�ETHODES DER�ESOLUTION DESMOD�ELES DEMATRICESExposants critiquesD'autre part, si on lin�earise les �i(g) au voisinage d'un point �xe g�icdu groupe de renormalisation, on a, en fonction des constantes de couplagelin�earis�ees g�i : �i / �i(g�i � g�ic) soitN @F@N = �i(g�i � g�ic) @F@g�io�u les �i sont reli�es aux singularit�es de F , donc aux exposants critiques(cf ch 1).Exemple : mod�ele �a un matrice :au voisinage du point critique,N @F@N = �(g � gc)@F@gla partie singuli�ere de F est donn�ee par la solution de l'�equation sans secondmembre : Fsing = N2(g � gc)2=�soit s = 2� 2=�s est l'exposant de corde que nous avons d�e�ni au 2.6.3.�A pr�esent, dans les chapitre 4, 5, et 6 suivants, nous allons d�ecrire letravail que nous avons e�ectu�e dans les articles inclus �a la �n de cet ouvrage(chapitre 8).



Chapitre 4Pr�edire l'allure des ots . . .Dans ce chapitre, nous allons tout d'abord expliquer comment on peutrelier [16] l'allure des ots de groupe de renormalisation �a la valeur de lacharge centrale conforme. Nous verrons ensuite la m�ethode que nous avonsmise au point [1] pour mettre en �uvre les techniques de groupe de renor-malisation. Nous verrons en�n comment nous avons am�elior�e la pr�ecisiondes points et exposants critiques, et nous d�ecrirons ceux de nos r�esultats quiviennent �a l'appui de la conjecture de [16].4.1 La conjectureLes mod�eles qui nous int�eressent le plus sont les mod�eles de matrices cor-respondant �a une charge centrale conforme c > 1 : il a �et�e en e�et jusqu'�apr�esent impossible d'en trouver et d'en r�esoudre un seul. La physique dansce domaine devrait pourtant être plus int�eressante, que ce soit du point devue de la gravitation quantique ou de la th�eorie des cordes.Dans toute cette partie, les mod�eles que nous allons �etudier sont desmod�eles bien connus de charge centrale conforme c < 1. Cependant, laconnaissance des ots de renormalisation de mod�eles de charge centrale c �1, même d�ej�a r�esolus par ailleurs, pourrait faire avancer la compr�ehensiondes probl�emes �a c > 1. En e�et, F. David [16] a �emis une conjecture surl'allure des ots des mod�eles de charge centrale c < 1, ainsi que sur leur�evolution lorsque c ! 1. Il pr�edit aussi le comportement de ces mod�eleslorsque c a d�epass�e 1. La v�eri�cation de cette conjecture, ne serait-ce quepour des mod�eles de c � 1, ferait grandement avancer la compr�ehension dela barri�ere �a c = 1. 49



50 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .Nous allons �a pr�sent expliquer cette conjecture.Prenons l'exemple d'un mod�ele simple (introduit pour la premi�ere foisdans [46]) : S = tr�22N � g tr�44N � x2(tr�22N )2Lorsque x = 0, on retrouve un mod�ele de gravit�e pure : S = tr�22N �g tr�44N(voir 2.5).En terme de surfaces al�eatoires, r�esoudre ce mod�ele revient �a sommer surdes surfaces r�eguli�eres, discr�etis�ees par l'interm�ediaire de quadrangulations,avec une action proportionnelle �a l'aire de celles-ci.Fig. 4.1 { Gravit�e pure (avec une action en tr �3) : dans la limite N !1,seules les surfaces de topologie planaire (�a gauche) sont autoris�eesLorsque x 6= 0, par contre, le terme en x introduit des singularit�es dansla surface. Plus pr�ecis�ement, il signi�e que l'on peut avoir des surfaces coll�eesl'une �a l'autre par une arête : le poids d'un tel branchement dans la fonctionde partition est alors x. On dit que x est un terme de branchement.
Fig. 4.2 { Gravit�e et termes de branchement. Lorsque ce-dernier est non nul,on engendre des surfaces singuli�eres compos�ees de plusieurs surfaces coll�ees(\branch�ees") en un point.On consid�erera dans la conjecture des probl�emes plus g�en�eraux, pouvant



4.1. LA CONJECTURE 51être domin�es, selon les r�egions de constante de couplage o�u l'on se place, soitpar la gravit�e avec ou sans champ de mati�ere, soit par les termes de branche-ment. Cependant, on notera toujours la contante de couplage correspondantphysiquement �a la gravit�e g, et la constante de couplage de branchement x.Le mod�ele simple dont l'action a �et�e donn�ee plus haut est un mod�eleassez g�en�erique, puisqu'il mêle les deux types de comportement : gravit�e etbranchements. On peut le r�esoudre exactement, et sa solution est donn�eepar la �gure 4.3.
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Fig. 4.3 { Solution exacte : ligne critique et point bicritique (branchingpoint) du mod�ele suivant : S = tr �22N � g tr �44N � x2 ( tr �22N )2Lorsqu'on se place �a x = 0 (gravit�e pure), le point critique du mod�ele est :gc = � 112 . Le point critique du mod�ele �a g = 0 (termes de branchement seuls)correspond �a une valeur de x : xc = �12 . L'ensemble des points critiques duplan (g; x) constitue la ligne critique dessin�ee sur la �gure 4.3. Le pointbicritique du mod�ele sera not�e C.La solution exacte nous permet aussi d'avoir acc�es aux exposants cri-tiques du mod�ele : entre le point critique de gravit�e pure et C, on a s = �12 ,par suite, le comportement est celui de la gravit�e. Entre C et le point critiquede branchement, par contre s = +12 , ce qui correspond �a un comportementcritique de branchement. En�n, en C, s = 13 .



52 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .Conjecture quand c < 1La conjecture nous donne a priori l'allure des ots de groupe de renorma-lisation d'un mod�ele g�en�erique (voir �gure 4.4), avec un axe pour le couplagede la gravit�e (ici g), et un axe pour la constante de couplage de branche-ment (ici x). Les �eches indiquent le sens de l'�evolution des constantes decouplage sous l'action du groupe de renormalisation, lorsque N d�ecrô�t. Laligne critique marque la s�eparation entre deux comportements. D'un côt�e,les ots sont attir�es par le point �xe gaussien (g et x nuls, l'action est alorsquadratique) qui est dans tous les cas un point �xe purement attractif dumod�ele. De l'autre, ils divergent. Sur la ligne critique, on place le point bi-critique C dont on sait qu'il repr�esente un point totalement r�epulsif. On saitde plus que la vari�et�e o�u l'on n'a que des termes de branchements (g = 0)repr�esente une sous-vari�et�e �xe du probl�eme.
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Fig. 4.4 { Allure conjectur�ee des ots de renormalisation pour un mod�elede c < 1 (�gure tir�ee de [16])On conjecture en�n l'existence d'un point �xe de gravit�e A (avec s =�12), vers lequel sont attir�es tous les points critiques d'exposant de cordes = �12 .A l'�epoque o�u cette conjecture a �et�e faite (1997), les ots de groupe derenormalisation de ce mod�ele avaient �et�e calcul�es de mani�ere extrêmement�el�ementaire, ce qui donnait la �gure 4.5.On voit que les calculs �etaient trop approch�es pour con�rmer ou in�rmernotre hypoth�ese.



4.1. LA CONJECTURE 53
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CFig. 4.5 { Premiers calculs approch�es de ots (�gure tir�ee de [16])Evolution des ots pour c! 1 et cas c = 1Tout l'int�erêt de la conjecture r�eside dans l'�evolution des points A et Cen fonction de la valeur de la charge centrale c.On sait que l'exposant de gravit�e est reli�e �a la charge centrale par laformule s = 112(c� 1�p(25� c)(1� c)) donn�ee au 2.6.3. (Par exemple, sic = 0, ce qui correspond �a un mod�ele de gravit�e pure, on retrouve s = �12).On peut montrer que, dans la limite planaire (N ! 1), l'exposant  0 aupoint C est reli�e �a s par la formule  0 = ss�1 (soit, quand c = 0,  0 = 13).Lorsqu'on lin�earise les ots au voisinage des points �xes A et C, s et  0sont reli�es �a l'�evolution des constantes de couplage lin�earis�ees au voisinagedu point �xe (g�; x�) par la formule  = 2 � 2=� o�u N @x�@N = �x�. Enparticulier, si � > 0, la direction est r�epulsive (les ots vont dans le sens desN d�ecroissants) tandis qu'elle est attractive si � < 0.Lorsque c ! 1, s et  0 tendent tous deux vers 0, donc �C = �A = 1.D'autre part, si on calcule �0 d�e�ni par N @g@N = �0g� ; �0C > 0 et �0A < 0lorsque c < 1 (ce qui correspond bien au fait que C est totalement r�epulsif,et que A a une direction attractive) mais �0C et �0A tendent tous deux vers0 quand c! 1.



54 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .Ces deux arguments sugg�erent la conjecture suivante : quand c se rap-proche de 1, les points �xes C et A se rapprochent.On a montr�e que, si tout au moins le point �xe A existe bien comme onl'a suppos�e, les exposants de A et de C sont confondus lorsque c = 1.On conjecture donc que, quand c = 1, C et A sont confondus, ce quidonne l'allure donn�ee sur la �gure 4.6 pour les ots de renormalisation duprobl�eme.
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Fig. 4.6 { Flots de renormalisation conjectur�es pour un mod�ele de c = 1(�gure tir�ee de [16])Flots du mod�ele quand \on d�epasse c = 1"En�n, en prolongeant ce comportement lorsque c > 1, on obtient la �gure4.7.La v�eri�cation de cette conjecture serait tr�es importante (ne serait-ceque si on la v�eri�e pour c � 1) car la �gure ci-dessus nous montre queles ots du mod�ele ainsi d�ecrit sont attir�es vers l'axe g = 0 (branchements\purs").Il n'y a pas de point �xe �a g 6= 0, et donc pas d'exposant critique qui nesoit pas un exposant d'un mod�ele de branchements, ni de th�eorie continue\int�eressante" �a c > 1 (i.e. une th�eorie de gravit�e+mati�ere bidimensionnelle).Remarque : on peut toujours imaginer que, même si la conjecture s'av�erevraie, lorsque le m�ecanisme qui nous donne, \au-del�a de c = 1, une th�eorie
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Fig. 4.7 { Flots de renormalisation conjectur�es pour un mod�ele \au-del�a dec = 1" (�gure tir�ee de [16])continue peu int�eressante sera mieux compris, on pourra modi�er intelligem-ment cette th�eorie pour obtenir, cette fois, une th�eorie continue de gravit�e�a c > 1.4.2 V�eri�cations pour le mod�ele �a une matriceLes mod�eles �a une matrice sont certainement les mieux connus : on nes'int�eresse donc pas �a eux pour trouver la ligne critique ni les exposantscritiques, par exemple, puisqu'on les connâ�t d�ej�a.Cependant, pr�ecis�ement parce que l'on poss�ede �a leur sujet des r�esultatsexacts, il est essentiel, avant toute �etude plus complexe, de mettre �a l'�epreuveles techniques de ot de renormalisation sur un de ces mod�eles simples etconnus, a�n de d�eterminer en particulier le degr�e de pr�ecision auquel onpeut s'attendre.En�n, si les mod�eles �a une matrice auxquels je me suis int�eress�ee sontd�ej�a r�esolus par des m�ethodes exactes, une partie des r�esultats obtenus ici,comme l'allure des ots ainsi que l'existence d'un point �xe de gravit�e (lepoint �xe A du 3) nous restaient inconnues, car ce sont des donn�ees propres�a la technique de ot de renormalisation. Or ces donn�ees sont justementcelles que l'on cherche pour �etayer en�n la conjecture d�ecrite en 3 par desr�esultats concrets, \exp�erimentaux".



56 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .4.2.1 Premi�eres approximationsEcrivons un mod�ele de matrices tr�es simple, par exemple le mod�ele degravit�e pure o�u :S = N2(tr�22N + g tr �44N ) avec g < 0Nous allons calculer la premi�ere �etape de l'�evolution de S sous l'actiondu groupe de renormalisation. On aZN+1 = Z d�N+1e�(N+1)2( tr�22(N+1)+g tr�44(N+1) )avec les notations :�N+1 = � � vv� � � o�u � est une matrice N �Nv un vecteur colonne� un r�eeltr�nnN = Tn = �nn et V = SN2 = T2 + gT4Remarque : on montre que Tn, v�v, et � sont tous d'ordre 0 en 1=N .Si on calcule, �a l'ordre 1 en 1N , tr�22 et tr�44 en fonction de �, v et �, onobtient Zn+1 = Z d�e�N2((1+ 1N )(T2+gT4)) Z dvdv�d� f0(v; v�; �;�)avec f0(v; v�; �;�) = e�N(v�(1+g�2+g��+g�2)v+ (v�v)22 +�22 +�44 )En utilisant la m�ethode du col, on trouve que, lorsque N ! 1, � peutêtre remplac�e par sa valeur moyenne. En utilisant ensuite la parit�e de l'ac-tion de notre mod�ele, on a imm�ediatement < � >= 0.Pour le calcul de l'int�egrale en v :Z dvdv� e�N(v�(1+g�2)v+ (v�v)22 )on introduit le champ auxiliaire � = v�v et on remplace (v�v)22 par �(v�v)� �22dans l'expression pr�ec�edente. Une fois l'int�egrale en v e�ectu�ee, on minimisepar rapport �a �. On obtient alors � = �s qui v�eri�e :h trN 11 + g�s + g�2 � g�si = 0



4.2. V�ERIFICATIONS POUR LE MOD�ELE �A UNE MATRICE 57En utilisant les �equations du mouvement (voir rappels plus loin), on obtient�s = 2T2.On a �nalement l'�equation de renormalisation :�N @V@N = T2 + gT4 + tr ln(1 + g�2 + 2gT2)� 2gT 22Cette expression engendre de nombreux termes que l'on n'avait pas dansl'expression initiale : en particulier tous les T2n; n 2 N , ainsi que des puis-sances arbitraires de T2. Or le but de la m�ethode de groupe de renormalisa-tion est de conserver une action de même forme que l'action de d�epart.Pour r�esoudre ce probl�eme, on peut tronquer tous les termes qui ne corres-pondent pas �a la forme initiale, ce qui donne, en ne gardant que les termeslin�eaires en T4 et T2 : �N @V@N = (1 + 4g)T2+ gT4Par le changement de variable�! �(1� 1 + 4g2N )on obtient �N @g@N = �g � 4g2soit gc = �14 �a comparer avec la valeur exacte de gc = � 112 . Ainsi, si ontronque les termes qui ne sont pas de la forme de l'action initiale, on obtientune valeur de gc triple de la bonne valeur [15] !Si au contraire on essaye de garder les termes engendr�es par la renormalisa-tion, il faut calculer l'expression de la renormalisation d'un potentiel g�en�eralV (Tn).Ceci est possible, soit en introduisant de nombreux champs auxiliaires,soit encore en calculant explicitement la renormalisation du potentiel g�en�eral.Dans tous les cas, cependant, les calculs par ordinateur des points �xesd'un mod�ele �a partir de ces formules convergent extrêmement lentement.Ils peuvent même ne pas converger du tout en ce qui concerne les valeursdes exposants critiques. En e�et, on peut constater que, dans le cas d'unmod�ele de branchements purs par exemple, on obtient, �a chaque ordre detroncation, des dimensions d'�echelle enti�eres, alors que la dimension exacteest connue et vaut 43 .



58 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .4.2.2 Equations du mouvementLes �equations du mouvement permettent de relier les valeurs moyennesdes op�erateurs Tn = �n=n = tr�nnN entre elles. Grâce �a elles, nous allons pou-voir simpli�er les �equations de renormalisation. On �ecrit que la fonction departition du mod�ele est invariante par changement de variable d'int�egration :si � = �0 + ��0kAk(fT 0ng)on obtientV (fTng) = V (fT 0ng) + @V@Tn (k + n � 1)T 0k+n�1�Ak(fTng)et le jacobien de la transformation est :J = \j @�@�0 j" = 1 +N2Ak(fTng)�k�1i=0 �i�k�1�i d'o�uZ d� e�N2V (fTng) = Z d� e�N2V (fTng)+�Ak( @V@Tn �k+n�1��i�k�1�i)On peut alors �ecrire les �equations du mouvement g�en�erales pour unmod�ele �a une matrice :* @V@Tn �k+n�1 �Xi �i�k�1�i = 0+Ceci signi�e que l'on peut ajouter �a V toute �equation du mouvementou somme d'�equations du mouvement sans changer la fonction de partition,puisque cela ne fait qu'exprimer un simple changement de variable.4.2.3 Approximation lin�eaireIl s'agit d'une m�ethode de renormalisation approch�ee utilisant les �equa-tions du mouvement pour r�eduire le nombre de termes engendr�es par larenormalisation. Cette m�ethode a �et�e mise au point par Higuchi , Itoi, Ni-shigaki et Sakai [17] et leur a permis de calculer les ots approch�es de mo-d�eles ne comportant pas de terme de branchement (i.e. : pas de carr�es ou depuissances plus �elev�ees de traces).Pour cela, on �ecrit les �equations du mouvement du mod�ele : pour lemod�ele de gravit�e pure V = T2 + gT4, ces �equations sont :g�2n+4 + �2n+2 � nXi=0 �2i�2(n�i) = 0



4.2. V�ERIFICATIONS POUR LE MOD�ELE �A UNE MATRICE 59(On rappelle la notation : �n = nTn = tr�nN ). Si on d�e�nit f(z) =trN 11+z�2 , on obtient, par le chagement de variable� = �0 + � 11 + z�02une �equation quadratique en f qui donne :f(z) = (g + z) +p(g + z)2 � 4z2(g + z + g�2z)2z2o�u on choisit la d�etermination de la racine telle que, quand z = 0, laracine carr�ee pg2 soit jgj = �g > 0.L'�evolution de V devient alors :N @V@N = gT4 + T2 + ln(1 + 2gT2) + 2gT 22 + Z �g1+g�20 dz 1� f(z)zComme la premi�ere �equation du mouvement est g�4 + �2 � 1 = 0, onpeut �ecrire f(z) en fonction de �4. L'approximation lin�eaire consiste �a �ecrire2T2 = 1�4gT4 et �a ne conserver que les termes lin�eaires en T4, ce qui donne :N @V@N = �g + Z �g1+g0 �4g2((z + g)2 � 4z2(z + g + gz))� 12 dzle point critique du mod�ele s'obtient par la relation @V@N = 0, ce qui donne :gc ' �0:0841. Le v�eritable gc vaut � 112 , ce qui fait un erreur de 0:9%.Cette m�ethode permet aussi de calculer l'exposant critique de gravit�e : onobtient la valeur propre � = 0:76 au lieu de 0:8, soit 5% d'erreur ce quidonne un exposant s = 2 � 2� ' �0:6 au lieu de �0:5 soit une erreur de26%.Comme il fallait s'y attendre, la pr�ecision est plus di�cile �a obtenir pourles exposants critiques que pour la position des points critiques.Cette m�ethode a donc permis d'obtenir des r�esultats quantitatifs et nonplus seulement qualitatifs (1% environ de pr�ecision sur le point critiqueau lieu de 200% comme dans les premi�eres approximations ), n�eanmoins,elle a permis de trouver des ots approch�es seulement pour des mod�elesde gravit�e sans branchement. Or, pour v�eri�er la conjecture sur les otsde renormalisation, ce qui nous int�eresse c'est d'obtenir des ots pour desmod�eles de gravit�e et branchements. De plus, en se limitant �a l'ordre lin�eaire,



60 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .la m�ethode de [17] commet une erreur a priori \incompressible", c'est-�a-direqu'elle ne comporte pas de technique permettant d'am�eliorer la pr�ecisionautant qu'on le d�esire. C'est pour cela que nous avons d�evelopp�e une autretechnique que nous allons d�ecrire maintenant.4.2.4 r�esolution d'un mod�ele mêlant gravit�e et termes debranchementsAmbigu��t�e des ots de groupe de renormalisationLes ots de groupe de renormalisation ne sont pas uniquement d�etermi-n�es. En e�et, les �equations du mouvement, dont nous avons d�ej�a parl�e, sontdes relations qui expriment la possibilit�e de r�e�ecrire l'�equation de grouperenormalisation sous une autre forme sans rien changer �a la fonction departition.Ainsi, si j'avais par exemple N @V@N = T4+T 22 et l'�equation du mouvementT2 = T4, je pourrais �ecrire aussi bien N @V@N = T4 + T 24 que T2 + T 22 . Selonles cas, le couplage associ�e �a l'op�erateur T4 varie en fonction de N ou bienest constant. De ce fait, si je dessine les ots correspondant dans l'espacedes constantes de couplages, leur allure est totalement di��erente selon laformulation choisie.En particulier, un point �xe dans l'espace des constantes de couplages, sije d�ecide de le r�e�ecrire de fa�con arbitraire en fonction de plusieurs couplagesreli�es entre eux, pourra ne plus apparâ�tre comme �xe.Il convient donc, pour utiliser les �equations du mouvement de fa�conjudicieuse, de comprendre tout d'abord o�u se trouve la physique lorsque tantde diagrammes de ots di��erents repr�esentent pourtant la même fonction departition. Nous constatons que l'existence d'op�erateurs \redondants" (parexemple si on a la relation T4 = T2) entraine l'existence de sous-vari�et�es surlesquelles les ots peuvent �evoluer sans que cela repr�esente quoi que ce soitdu point de vue de la physique sous-jacente (dans l'exemple cit�e plus haut,tous les points de la courbe (coe�cient de T4+ coe�cient de T2 = constante)repr�esentent la même physique).Ainsi, si C est un point �xe dans la repr�esentation physique \id�eale"o�u on aurait �elimin�e tous les op�erateurs redondants, il ne sera pas �xe danstoutes les repr�esentations. Il sera, dans le cas g�en�eral, attir�e vers un nouveaupoint �xe C' de la sous-vari�et�e physiquement �equivalente �a C dans notrerepr�esentation.On peut ainsi, si l'on sait par exemple que, dans l'id�eal, on devrait pou-



4.2. V�ERIFICATIONS POUR LE MOD�ELE �A UNE MATRICE 61voir exprimer les ots du mod�ele V = T2 + gT4 + xT 222 exclusivement dansle plan (g; x), identi�er les points �xes, lignes et points critiques physiques�a partir des ots que l'on a r�eussi �a obtenir et qui font intervenir un plusgrand nombre de constantes de couplages.
g
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C’

CFig. 4.8 { Evolution des ots dans l'espace des 3 constantes de couplagesg, x, et r o�u r correspond �a un op�erateur redondant. Les lignes et vari�et�escritiques sont en pointill�es, et les ots en trait plein.
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CFig. 4.9 { Evolution des ots dans l'espace (g; x), d�eduite de ceux obtenusdans l'espace (g; x; r)Cas d'un nombre de constantes de couplage in�niBien que l'on puisse sans di�cult�e, �a partir d'un nombre d'op�erateurs �niplus grand que le nombre minimum d'op�erateurs non redondants possible,identi�er les points et lignes critiques, le cas d'un nombre d'op�erateurs (etdonc de constantes de couplage) in�ni est plus d�elicat. En e�et, obtenir un



62 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .nombre in�ni d'op�erateurs, c'est risquer de devoir faire une troncature noncontrôl�ee dans l'�equation de groupe de renormalisation, troncature suscep-tible de ne pas converger vers l'expression exacte. C'est ce qui se passait dansle cas du mod�ele de \branchements purs"(voir annexe de [1]), o�u, dans lestout premiers calculs de ots les �equations du mouvement n'avaient pas �et�eutilis�ees. On trouvait alors que certains exposants critiques ne convergeaientpas. L'expression exacte de l'�equation de renormalisation, sous sa forme\brute" (sans usage des �equations du mouvement) n'�etait pas d�eveloppableen s�erie enti�ere. Par cons�equent, la troncature sous forme de d�eveloppementlimit�e, qui avait paru pourtant raisonnable, ne convergeait pas. Nous avonsdonc, dans toute la suite, utilis�e les �equations du mouvement au maximumde nos possibilit�es : en plus de la simpli�cation notable des ots que celaoccasionne, nous avons pu obtenir, en outre, l'assurance de la convergencede nos expressions.Equations de groupe de renormalisation dans le cas avec branche-mentsSoit �a pr�esent le mod�ele :V = T2 + gT4 + xT 222Ecrivons les �equations du mouvement de ce mod�ele :g�2n+4 + �2n+2(1 + xT2)�X �2i�2(n�i) = 0On voit que l'on ne peut pas, par un changement de variable r�egulierdans la fonction de partition, exprimer l'int�egrale exclusivement en fonctionde T4 : en e�et, on engendre aussi des termes en T4Tn2 .Puisque, de toute fa�con, on engendre des puissances de T2 dont on nepeut se d�ebarrasser, nous allons �ecrire l'�equation de renormalisation d'unmod�ele plus g�en�eral mais lin�eaire en T4 :V = gT4 + �(T2)o�u � est la fonction d�e�nie par :�(T2) = 1Xj=1 hjT j22j�1 et h1 = 1; h2 = x



4.2. V�ERIFICATIONS POUR LE MOD�ELE �A UNE MATRICE 63Nous pouvons montrer queN @V@N = gT4+ 2�� T2U + tr ln(U + 2gT2 + g�2)� 2gT 22avec @�@T2Nous pouvons alors resommer les �equations du mouvement en �ecrivant,comme pr�ec�edemment : f(z) = tr� 11�z�2�, et nous avons :N @V@N = gT4 + 2�� x2 + lnU + ln(1� �x) + �x22 +Z �1��x0 dz z � �� 2z2 +p(z � �)2 � 4z2(z � �� �zx)�2z3L'introduction des variables x = 2T2U et � = � gU2 permet de simpli�erles �ecritures.Nous d�eveloppons alors cette expression �a l'ordre n en g avec � tronqu�ee�a l'ordre Y en T2. Le d�eveloppement en g n'est pas un simple d�eveloppementen s�erie enti�ere mais comporte aussi des termes en gn ln g et n�ecessite doncun traitement soigneux. Apr�es transfomations, l'int�egrale devient :Z 1xp� da (1� �x)(�x� a)� 2�(1� a)2 + (1� �x)p(�x� a)2 + 4�a(1� a)2�2(1� a)3�+Z 1p�0 du �x(1� �x)x(1� u)� 2(1� �xu)2 + x(1� �x)p(1� u)2 + 4ux(1� �xu)2�2(1� �xu)3et peut alors se d�evelopper �a l'aide d'un logiciel de calcul formel.R�esolution num�eriqueNous pouvons r�esoudre num�eriquement (en d�epit de dif�cult�es techni-ques) l'�equation diff�erentielle ainsi obtenue, qui fait intervenir un nombre Yde constantes de couplage. Celles qui nous int�eressent sont g et x, c'est pourcela que nous nous contenterons g�en�eralement de visualiser la projection desots de renormalisation sur le plan (g; x).L'allure des ots met en �evidence l'existence de trois points �xes dugroupe de renormalisation d�e�nis dans l'espace �a Y constantes de couplage.



64 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .(A') a une direction r�epulsive, (C') en a deux, quant �a (B'), qui est le point�xe des branchements purs, il a une direction r�epulsive selon l'axe des x .En�n, pour en revenir aux points du plan (g; x), le point bicritique (C)marque la s�eparation entre les points de la ligne critique qui sont attir�es vers(A') et ceux qui sont attir�es vers (B'). Nous identi�ons aussi le point �xe dela gravit�e (A).
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Fig. 4.10 { Projection des ots de renormalisation dans l'espace (g; x), avecen abscisse �x et en ordonn�ee �g, calcul�es �a l'ordre n = 5 en g et �a l'ordreY = 6 en T2. La ligne critique (en pointill�es sur la �gure) est approch�ee pardes constantes de couplage l�eg�erement en-dessus et l�eg�erement en-dessous decette ligne (�gg ' 10�4). L'�evolution de ces constantes de couplage sous l'ac-tion du groupe de renormalisation est dessin�ee en trâ�t plein : nous voyonsclairement que les �evolutions de deux points tr�es proches de part et d'autrede la ligne critique sont d'abord presque identiques (les lignes correspon-dantes semblent confondues sur la �gure), puis se s�eparent : d'un côt�e de laligne critique, le ot est attir�e par le point �xe gaussien (g; x) = (0; 0), del'autre, les constantes de couplage croissent (en fait, elles divergent mêmeen un temps �ni).



4.2. V�ERIFICATIONS POUR LE MOD�ELE �A UNE MATRICE 65A cet ordre d'approximation assez bas, nous obtenons gc = �0:087575(25),ce qui fait 5% d'erreur sur le point critique de gravit�e pure. (Contre 1% avecla m�ethode de [17]). Nous avons 18% d'erreur sur la valeur propre de gravit�e(contre 5% chez [17]) et 13% sur la valeur propre du point bicritique (r�esultatque l'on ne peut obtenir avec la m�ethode de l'approximation lin�eaire).Notre m�ethode nous renseigne donc sur les ots dans tout le plan (g; x),qui �etait innaccessible par [17]. De plus, même pour les grandeurs que l'ap-proximation lin�eaire permet de calculer, notre m�ethode, apr�es extrapolation,va s'av�erer plus pr�ecise que cette derni�ere.En e�et, contrairement �a [17] qui obtiennent de bons r�esultats d�es lepremier ordre d'approximation (approximation lin�eaire) mais ne peuventpas aller au-del�a, notre m�ethode converge plus lentement mais permet -th�eoriquement du moins - d'aller aussi loin qu'on le veut dans le d�eveloppe-ment en g et T2.Dans la pratique, cela se traduit par des calculs �a di��erents ordres etune extrapolation des r�esultats obtenus.Par exemple, nous cherchons la valeur extrapol�ee de gc, point critiquede gravit�e pure, o�u n est l'ordre de d�eveloppement en g :n = 2 g = �0:095415(5); n = 3 g = �0:090745(5);n = 4 g = �0:088725(5); n = 5 g = �0:087585(5)(les r�esultats sur le point de gravit�e pure ne d�ependent pas de Y ).La valeur extrapol�ee est gc = �0:083325(5), sachant que la valeur exacteest � 112 , on a 0:016% d'erreur maximum !En extrapolant les diverses grandeurs cherch�ees de la même fa�con, ontrouve d'une fa�con g�en�erale de bonnes valeurs pour la ligne critique : 0:016%sur le point critique de gravit�e pure, nous venons de le voir, mais aussi�0:50037 au lieu de �0:5 soit 0:07% d'erreur environ sur le point critiquedes branchements, 0:02% et 0:5% sur le point bicritique.Tous ces r�esultats soulignent l'e�cacit�e de la m�ethode employ�ee.Cependant, le r�esultat le plus int�eressant de notre point de vue est cer-tainement la mise en �evidence du point �xe (A), attractif dans la directionde la ligne critique, r�epulsif dans l'autre direction du plan (g; x).Nous pouvons trouver sa position sur le graphique (�a Y = 6, n = 5,(g; x) ' (�0:079;�0:061)) et par extrapolation, une approximation de saposition r�eelle (g; x) ' (�0:072;�0:084). (A) se trouve, comme le pr�edisaitla conjecture, �a xA strictement inf�erieur �a xC , et de la position de (A) d�ecoulel'allure g�en�erale des ots (N.B. : on a ici une charge centrale conforme c = 0).



66 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .
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Fig. 4.11 { Extrapolation de la position du point critique de gravit�e pure.La valeur de gcritique converge en 1=n.



4.3. G�EN�ERALISATION �A DES MOD�ELES PLUS COMPLEXES 67Nous pouvons aussi trouver des valeurs approch�ees des exposants cri-tiques, sachant que  = 2� 2� , et que exact vaut �12 pour la gravit�e pure,soit � = 0:8, et exact = 13 pour le point bicritique soit � = 1:2.Apr�es extrapolation, nous avons � = 0:7 pour la gravit�e, soit 12:5%d'erreur �a comparer au meilleur r�esultat (5% d'erreur) que l'on obtient �al'approximation lin�eaire, tandis que nous obtenons 1:25% d'erreur sur la va-leur propre du point bicritique, ce qui est plutôt bon si on se rappelle queles exposants critiques convergent plus lentement que les points critiques.Nous avons ainsi pu comparer les r�esultats de notre m�ethode de groupede renormalisation �a ceux des techniques exactes sur un mod�ele sur lequelon peut calculer exactement bon nombre de grandeurs. Nous avons de pluspu v�eri�er la conjecture (existence de (A), allure des ots) sur ce mod�eleparticulier.A pr�esent, nous allons voir que cette m�ethode peut s'appliquer aussi �ades mod�eles plus compliqu�es.4.3 G�en�eralisation �a des mod�eles plus complexesLe paragraphe pr�ec�edent nous a permis de nous familiariser avec lam�ethode de groupe de renormalisation et de constater son e�cacit�e surun exemple de mod�ele �a une matrice. Nous allons �a pr�esent nous attacher�a montrer quels sont les probl�emes qui surgissent dans des mod�eles plusg�en�eraux et comment on peut dans certains cas les r�esoudre.(i) La premi�ere �etape de toute technique de renormalisation consiste �a�ecrire l'�equation d'�evolution de l'action initiale, en laissant �a ce stade de côt�eles �equations du mouvement.Nous pouvons montrer que l'expression des tr�nN+1 en fonction de �, v,et � fait intervenir les facteurs : tr�n, v��n�2v, et tout scalaire obtenu enrempla�cant en nombres �egaux des � arbitraires par v et par v� (par exemple :tr�6N+1 fait intervenir tr�6,v��4v, (v�v)(v��2v),(v��v)2 et (v�v)3).Nous savons int�egrer sur v et v� un terme du type v��nv, mais, pour(v��nv)2, par exemple, il faut faire intervenir des champs auxilliaires �n((v��nv)2 est alors remplac�e par 2(v��nv)�n � �2n).Nous voyons que, s'il est toujours possible d'�ecrire l'�equation de groupede renormalisation, elle devient cependant vite compliqu�ee. Dans la pratique,



68 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .on pr�ef�ere donc g�en�eralement se limiter �a des termes en tr�, tr�2, tr�3, voiretr�4.Pour la v�eri�cation de la conjecture, cependant, il n'est heureusementpas n�ecessaire de faire intervenir des puissances de � trop �elev�ees.(ii) La deuxi�eme �etape de notre m�ethode consiste �a �ecrire les �equationsdu mouvement, et grâce �a elles, �a exprimer N @V@N en fonction d'un nombrer�eduit de traces (sur le mod�ele pr�ec�edent, nous pouvions tout exprimer enfonction de puissances de tr�2). Il n'est pas �evident cependant que nousr�eussissions �a resommer les �equations du mouvement comme nous l'avonsfait tout �a l'heure en introduisant f(z) =tr 11+z�2 .Nous allons voir dans les deux exemples qui suivent comment nous pou-vons r�esoudre la di�cult�e.Cas du mod�ele d'Ising en champ ext�erieur nul (mod�ele �a deuxmatrices)Ce mod�ele, en terme de matrices, est d�e�ni parV = tr(A2 +B2)2N + g tr(A3 + B3)3N � � trABNLes sym�etries du probl�eme permettent de l'exprimer en fonction desmatrices :� = � A 00 B � , et �1 = � 0 11 0 � :soit V = tr�22N + g tr�33N � � tr�1��12NNotre m�ethode va nous amener �a �etudier le potentiel plus g�en�eral :V = �(tr�22N ; tr�1��12N ) + g tr�33Nde d�eriv�ees U et �� (qui est d�esormais une fonction des traces quadratiquesen A et B) repectivement �a tr �22N et tr �1��12N .Si l'on �ecrit de la fa�con la plus naturelle les �equations du mouvementdu mod�ele, leur resommation ne semble pas �evidente. L'usage de quatrechangements de variables tr�es particuliers (le premier des quatre est � !�+ �Pa=AouB Pa(zI� ��1=g + �)�1Pa o�u PA (resp. PB) est la projectionsur le sous-espace correspondant �a A (resp. B)) permet cependant d'�ecrire



4.3. G�EN�ERALISATION �A DES MOD�ELES PLUS COMPLEXES 69une �equation polynomiale de degr�e 4 en tr( 1gzI���1+g� ) qui est l'expres-sion resomm�ee des �equations du mouvement. Nous pouvons alors utiliser lam�ethode que nous avons d�ecrite pr�ec�edemment et obtenir l'approximationci-dessous des ots du mod�ele projet�es dans le plan (�; g).
−βFig. 4.12 { Flots de renormalisation approch�es du mod�ele d'Ising en champnul.Le mod�ele d'Ising n'est pas un cas exceptionnel : on a pu resommer aussiles �equations du mouvement d'une châ�ne de matrices [65], tout au moinssans terme de branchement. Ceci donne bon espoir de pouvoir appliquernotre m�ethode aux mod�eles de c! 1 qui nous int�eressent.PerspectiveNous voudrions achever de v�eri�er l'hypoth�ese de [16] sur l'allure des otsde groupe de renormalisation en fonction de la charge centrale conforme.Pour cela, il faut trouver une suite de mod�eles de matrices dont la charge



70 CHAPITRE 4. PR�EDIRE L'ALLURE DES FLOTS . . .centrale c ! 1. Les mod�eles de châ�nes de k matrices, o�u k ! 1, ou lesmod�eles de Potts-q, lorsque q ! 4, sont de tels mod�eles.Les mod�eles de châ�nes de k matrices, bien que d�ej�a r�esolus par desm�ethodes exactes, sont cependant susceptibles de donner lieu pour k grand�a des �equations de groupe de renormalisation passablement complexes. Dansle principe, il est possible de resommer les �equations du mouvement, maisla complexit�e des �equations obtenues rend un important travail de simpli�-cation n�ecessaire.Dans la suite de cette th�ese, nous nous int�eresserons plutôt aux mod�elesde Potts. Cependant, plutôt que d'aborder ces mod�eles di�ciles sous l'angledes m�ethodes de groupe de renormalisation, nous montrerons comment nousavons pu les r�esoudre totalement et de fa�con exacte en utilisant uniquementles �equation du mouvement. Pour obtenir les informations suppl�ementaires(allure des ots, position et �evolution des points �xes en fonction de la chargecentrale conforme...) donn�ees par la m�ethode de groupe de renormalisation,il faudrait aller plus loin : les r�esultats obtenus au cours de cette th�ese surles �equations du mouvement des mod�eles de Potts seraient alors un atoutcrucial pour mettre en �uvre les techniques d�evelopp�ees dans ce chapitre.



Chapitre 5Mod�eles de Potts sur r�eseaual�eatoireLes mod�eles de Potts sur surface al�eatoire font partie des mod�eles com-plexes (de matrices qui ne sont pas coupl�ees en châ�ne) qui ont pouss�e larecherche vers la mise au point de techniques approch�ees de r�esolution. Nousavons parl�e dans le chapitre pr�ec�edent des r�esultats que l'on peut obtenirpar la m�ethode de groupe de renormalisation. Cependant, dans ce chapitre,nous allons voir comment on peut malgr�e tout r�esoudre ces mod�eles di-rectement, de fa�con exacte, par la m�ethode des boucles. Ceci devrait nouspermettre d'ouvrir la voie �a la r�esolution d'autres mod�eles complexes. Deplus, la r�esolution des mod�eles de Potts devraient aussi nous permettre demieux comprendre la barri�ere �a c = 1 puisque la charge centrale conformeassoci�ee tend vers 1 quand q, le nombre de matrices du mod�ele, tend vers 4.5.1 Le mod�ele5.1.1 Le mod�ele de Potts sur r�eseau �xeIl s'agit d'un mod�ele de spins sur r�eseau o�u les spins peuvent prendre qvaleurs di��erentes (que l'on appelle aussi des \couleurs") f�igqi=1. L'�energiedu mod�ele est alors donn�ee par :E = �J X<i;j> ��i�jCe mod�ele apparâ�t lorsqu'on cherche �a d�ecrire une grande vari�et�e deph�enom�enes critiques : percolation, ferromagn�etisme,monocouches adsorb�ees71



72 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIRE[27] . . .La fonction de partition correspondante est :Z =X e JkT po�u p est le nombre de couples de spins plus proches voisins de même couleur,k la constante de Boltzman et T la temp�erature, et o�u la somme se fait surtoutes les con�gurations de spins possibles.
Fig. 5.1 { Mod�ele de spins sur r�eseau �xe (notons que ce-dernier pourraitne pas être r�egulier). Les spins peuvent prendre q valeurs di��erentes mais ler�eseau est le même dans toutes les con�gurations.Le diagramme de phase du mod�ele de Potts sur r�eseau �xe permet demettre en �evidence une transition de phase de deuxi�eme ordre pour q � 4,correspondant �a une th�eorie conforme de charge centrale c � 1, avec q = 4correspondant �a c = 1 ; pour q > 4, la transition devient de premier ordre.5.1.2 Le mod�ele de Potts sur surface al�eatoire.Dans ce mod�ele, les spins vivent sur une surface al�eatoire : le poids d'unecon�guration de spins sur une surface donn�ee d�epend alors non seulementdes valeurs des spins, mais aussi de la taille et du genre de la surface.En terme de matrices, on a :S(f�ig) = qXi=1(g tr �3i3N + tr �2i2N )� �Xi6=j tr �i�j2Net



5.1. LE MOD�ELE 73
Fig. 5.2 { Mod�ele de Potts sur surface al�eatoire. Les spins peuvent prendreq valeurs di��erentes et vivent sur des con�gurations de surfaces de tailles etde genres vari�es. Ici une surface de topologie torique.Z = Z d�1 : : :d�q e�N2S(f�ig)avec d� =Yi<j d<�i;jd=�i;jYi d�i;iLa taille N des matrices donne le poids respectif des divers termes topo-logiques dans l'�energie libre : F = � 1N2 lnZ. Le poids pour une surface degenre h est N�2h. Les q couleurs du mod�ele sur r�eseau �xe correspondentaux q matrices di��erentes du mod�ele sur surface al�eatoire. Avoir inclus dansl'action des termes en tr �3 indique que chaque spin aura 3 plus prochesvoisins. La constante de couplage g est le poids associ�e �a chaque vertex �a 3pattes, on a ainsi un poids gv pour une surface de taille v. En�n, la valeurde � indique la probabilit�e d'avoir 2 spins identiques côte �a côte plutôt que2 spins di��erents.Plus pr�ecis�ement, nous avonsZ = Xdiagrammes  g( �cste) 32!v  1� !p N2(1�h)v = nombre de n�uds / aire de la surfaceh = genre de la surfacep = nombre de propagateurs reliant 2 couleurs identiques



74 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREOn obtient en outre � = e� JkT .Quand � = 0; T = 0 quand � = 1; T =15.2 Quelle technique utiliser ?D�es que le nombre de matrices q devient sup�erieur �a 2, on est confront�e�a un mod�ele qui n'est ni une châ�ne, ni même un arbre de matrices, et o�ul'on ne sait donc pas a priori int�egrer sur les variables angulaires. Tant quececi est impossible, l'on ne peut pas utiliser la m�ethode du col ou celle despolynômes orthogonaux.En ce qui concerne l'usage de la m�ethode des �equations du mouvement(rappelons-nous que, même pour la m�ethode de groupe de renormalisation,les �equations du mouvement sont n�ecessaires pour am�eliorer la convergencedes r�esultats), nous avons vu 3.3 que, d�es que l'on a plus d'une matrice,il n'existe pas a priori de relation de r�ecurrence permettant de calculer lar�esolvante du mod�ele.Nous allons voir �a pr�esent comment on peut contourner ces di�cult�es.Une id�ee de V. Kazakov [53], appliqu�ee aux mod�eles de Potts par I. Kostov[61], d�evelopp�ee ult�erieurement par J.-M. Daul [54] et, plus r�ecemment parP. Zinn-Justin [55], permet de transformer le mod�ele de Potts en un mod�elede matrices coupl�ees en arbre.5.2.1 Transformation d'un mod�ele en boucle en un mod�eleen arbre [53, 61]Il s'agit de transformer l'ensemble de q matrices coupl�ees 2 �a 2 en unensemble de q matrices toutes coupl�ees �a une même matrice centrale X .Cela correspond �a r�e�ecrireZ = Z d�1 : : : d�q e�N2[Pi S0(�i)��Pi;j 12N tr �i�j ]comme Z = Z d�1 : : :d�q dX e�N2[ trX22N +Pi S0(�i)�p�Pi tr �iXN ]En e�et, une int�egration sur X dans la deuxi�eme fonction de partitionredonne la premi�ere expression. On peut alors en principe utiliser la formuled'[48] pour int�egrer sur les variables angulaires et r�esoudre le probl�eme.
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2Fig. 5.3 { A gauche mod�ele de Potts-4 : nous avons 4 matrices coupl�ees 2 �a2. A droite la r�e�ecriture du mod�ele de Potts-4 sous forme d'un mod�ele �a 5matrices coupl�ees en arbre.Nous allons maintenant rappeler bri�evrement les m�ethodes qui ont �et�ed�evelopp�ees et les r�esultats qui ont �et�e obtenus en se basant sur cetter�e�ecriture de Z.En 95, J.-M. Daul [54] obtint les exposants critiques des mod�eles dePotts, pour q < 4, avec S0(�) = g tr �33N + tr �22N cubique, ainsi que la positiondu point critique de Potts pour le mod�ele de Potts-3. Il obtint aussi, dans lecas g�en�eral, une �equation implicite pour une fonction reli�ee �a la r�esolvantedu mod�ele.5.2.2 Principe de la m�ethode de [54]Le mod�ele de Potts-q sur r�eseau al�eatoire se r�e�ecrit :Z = Z dXe�N 12 trX2 I(X)qen introduisant :I(X) = Z d�e�N( g3 tr �3+ 12 tr �2�p� tr �X)On peut �ecrire une �equation du col pour la distribution de valeurs propresde la matrice X , qui subit l'inuence du potentiel e�ectif :V = tr (X2 � q ln I(X))Cette �equation est :



76 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIRE2<f(x)� x+ qw(x) = 0pour x appartenant au support des valeurs propres de X , f(x) �etant lar�esolvante associ�ee, et w(x) = 1N @@x ln I .De plus, on voit que les valeurs propres d'une des matrices � subissentl'action d'un potentiel d�ependant de fa�con explicite uniquement deX (la ma-trice X elle-même subit l'action des autres matrices �i). En supposant quela sym�etrie du mod�ele de Potts n'est pas bris�ee, on a ainsi une �equation ducol pour la distribution de valeurs propres de chaque matrice � (la sym�etrieimplique qu'elles ont toutes la même distribution).Cette �equation s'�ecrit :2<g(y)� gy2 � y + �(y) = 0pour y appartenant au support des valeurs propres de la matrice �, g(y)�etant la r�esolvante associ�ee et �(y) = 1N @@y ln JJ(�) = Z dX e�N tr ( 12X2�X�)I(X)q�1[54] obtient ainsi deux �equations du col coupl�ees, permettant en principed'obtenir les deux distributions de valeurs propres inconnues.Plutôt que de r�esoudre explicitement ces-derni�eres, [54] �etudie les pro-pri�et�es analytiques de la r�esolvante g�en�eralis�ee :F (z; s) = 1� 1N h tr 1s�X 1z � �iIl obtient ainsi l'expression g�en�erale des exposants critiques, ainsi qu'une�equation pour une \r�esolvante" assez complexe, devant en principe permet-tre de trouver les points critiques d'un mod�ele de Potts g�en�eral. Il ne l'acependant r�esolue que dans le cas du mod�ele de Potts-3, o�u il trouve la va-leur de g et de � au point critique.En 99, P. Zinn-Justin [55] s'est int�eress�e �a son tour aux mod�eles de Potts.Il a �etudi�e le mod�ele de Potts dilu�e (o�u la matrice X a elle-même une actioncubique) et a r�esolu ce mod�ele dans le cas des mod�eles de Potts-1,2,3 et 4dilu�es. Il a obtenu non seulement les points critiques de ces mod�eles, maisaussi une �equation alg�ebrique pour la r�esolvante dans le cas o�u q = 1, 2 ou3. Nous allons rappeler en quelques mots sa m�ethode.



5.3. LES �EQUATIONS DU MOUVEMENT 775.2.3 Principe de la m�ethode de [55]Le mod�ele de Potts dilu�e peut s'�ecrireZ = Z dA eN tr (� 2A2+�3 A3)�Z dB eN tr (� 2B2+�3B3+AB)�qCe mod�ele est r�e�ecrit en terme des valeurs propresZ = Z Yi daie�NPi� 2 a2i+�3 a3i�[ai]1�q  Yi dbi�[bi] deti;j [eNaibi ] e�NPi �03 b3i� 12 b2i!qo�u �[ai] et �[bi] sont les d�eterminants de Vandermonde pour les matricesA et B respectivement.[55] �ecrit alors les �equations du col correspondantes, en faisant intervenir,plutôt que les r�esolvantes classiques!B(b) = Z dy�B(y)b� y dy et !A(a) = Z dx�A(x)a � x dxles fonctions a(b) et b(a) ayant les mêmes coupures que les r�esolvantesci-dessus mais inverses fonctionnelles l'une de l'autre [55].En tirant parti de cette propri�et�e, on peut obtenir des �equations alg�ebriquespour les r�esolvantes des mod�eles de Potts-1,2,3, et 4 dilu�es, ainsi que lespoints critiques correspondants.5.3 Les �equations du mouvementLa m�ethode que nous allons utiliser dans la suite de ce chapitre esttr�es di��erente des m�ethodes de [54] et [55]. Nous n'allons pas utiliser latransformation d'un mod�ele de Potts en mod�ele en arbre, ni la m�ethode ducol.Nous allons montrer en e�et que nous pouvons obtenir [2, 3], par lam�ethode des �equations du mouvement uniquement, non seulement les ex-posants critiques et une �equation implicite g�en�erale pour toute valeur de q,mais aussi une �equation alg�ebrique pour la r�esolvante du mod�ele pour toutesles valeurs de q = 2 � 2 cos lr� avec l et r entiers. La solution g�en�erale nefait pas intervenir de fonction alg�ebrique, mais des fonctions elliptiques.La m�ethode des �equations du mouvement est d'autre part, nous l'avonsvu, un �el�ement cl�e dans la mise en �uvre des techniques de groupe de re-normalisation. Cette m�ethode o�re donc des perspective di��erentes de celles



78 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREdonn�ees par les m�ethodes pr�ec�edentes. Notons que le cas q = 2 avait �et�er�esolu par cette m�ethode dans [63, 64]5.3.1 Position du probl�emeOn s'int�eresse ici au mod�ele cubique, avec des termes de branchement :S =Xi g3N tr �3i +  ( 12N tr �2i ; 1N trXj 6=i �i�j)Z = Z d�1 : : :d�q e�N2SU est la d�eriv�ee partielle de  par rapport �a 12N tr �2i , et �� sa d�eriv�eepartielle par rapport �a 1N tr Pj 6=i �i�j .Exemple : changement de variable et �equation associ�eePrenons d'abord, pour �xer les id�ees, l'exemple du mod�ele de Potts-2 etdu changement de variable :�1 = �01 + ��02�01�02On utilisera la notation : tA = h trAN iR�e�ecrivons tout d'abord l'action S(�1;�2) en fonction de �01 et �02, �a l'ordre1 en � :S(�1;�2) = S(�01;�02) + �(gt�021�02�01�02 + Ut�01�02�01�02 � �t�02�02�01�02)D'autre part, on a @�ij@�0lm = �il�jm + �Xk �02il�02mjet, par suite (seuls les termes diagonaux contribuent tant qu'on se limite �al'ordre 1 en �), le jacobien 1 + �( tr �02N )2 +O(�2)L'�equation du mouvement correspondante est :gt�21�2�1�2 + Ut�1�2�1�2 � �t�32�1 � t2�2 = 0



5.3. LES �EQUATIONS DU MOUVEMENT 79Cas g�en�eralD'une fa�con g�en�erale, on peut calculer �S et J dans le cas de Potts-q etdu changement de variable :�i ! �i + ���1 : : :��nL'�equation du mouvement correspondante s'�ecrit :gt�2i��1 :::��n + Ut�i��1 :::��n � �Xj 6=i t�j��1 :::��n � J = 0 (5.1)J est le terme issu du jacobien de la transformation, et fait intervenirdes traces contenant au plus n� 1 matrices �. Par suite, dans l'�equation ci-dessus, le terme de degr�e le plus �elev�e en � est le premier terme : t�2i ��1 :::��nqui contient n + 2 matrices �. Les autres termes sont de degr�e inf�erieurou �egal �a n + 1. Les �equations du mouvement nous permettent donc decalculer, en fonction de traces de degr�e inf�erieur en �, �a condition de bienchoisir �1; : : : ; �n, n'importe quelle trace pouvant se r�e�ecrire, moyennantune permutation circulaire : tr �2iAN o�u A est une fonction quelconque desf�jg.Cependant, les termes d'ordre inf�erieur �a n+ 2 dans l'�equation du mou-vement 5.1 ne sont pas a priori de la forme t�2iA. Il n'existe alors pas derelation de r�ecurrence permettant de les calculer �a leur tour en fonction detraces de degr�e inf�erieur.Ainsi, il nous reste a priori un nombre in�ni de constantes inconnues :tous les t��1 :::��no�u �i 6= �i+1 8 0 � i < n et �n 6= �1.Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment r�eduire ce nombrede constantes inconnues.5.3.2 Invariance par permutations circulaires des tracesSoit le changement de variables :�i ! �i + �(�iA� A�i)avec A = ��1 : : :��n



80 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREGrâce �a l'invariance par permutation circulaire des deux premi�eres traces in-tervenant dans l'�equation du mouvement, les termes en g et U disparaissent,alors que les termes en � sont a priori non triviaux. L'�equation du mouve-ment correspondante est alors :��Xj 6=i (t�i�jA � t�i�jA)� J = 0o�u J est d'ordre n en �.Ainsi, on peut trouver des �equations du mouvement reliant entre ellesles traces \inconnues" mises en �evidence au paragraphe pr�ec�edent.Nous allons montrer �a pr�esent que, sur l'exemple du mod�ele de Potts-3,il est possible de se ramener �a un nombre �ni de traces inconnues.Nous verrons ensuite le cas g�en�eral o�u il reste un nombre in�ni deconstantes inconnues. Nous pourrons cependant r�eduire su�samment leurnombre pour, en ajoutant des consid�erations physiques simples sur la r�esol-vante, r�esoudre totalement le probl�eme.5.4 Exemple du mod�ele de Potts-3Soient les matrices� = 0@ �1 0 00 �2 00 0 �3 1A ; �+ = 0@ 0 1 00 0 11 0 0 1A ; �� = 0@ 0 0 11 0 00 1 0 1A (5.2)� = �+ + �� et �0 = IdRappelons tout d'abord les notations.On s'int�eresse au mod�ele simple de Potts-3 + branchements :S = g3N tr �3 +  ( 12N tr �2; 12N tr ����)avec @	@ tr �22N = U @	@ tr ����2N = ��et on notera : ti1i2���in�k = 13N htr�i1��i2 : : : �in�ki



5.4. EXEMPLE DU MOD�ELE DE POTTS-3 81o�u i1, : : :, in peuvent valoir +1, �1 ou 0. Cette trace n'est non nulle que sinXk=1 ik = 0 (3)Rappelons qu'un trace est dite \d'ordre m" si elle contient m matrices�. Par exemple, la trace ci-dessus est d'ordre k + n� 1.5.4.1 R�esolvante de Potts-3 avec termes de branchementCalculons �a pr�esent la r�esolvante du mod�ele. Soit :!i1 :::in = 13N htr�i1 : : : �in 1z � �i (5.3)non nulle ssi P ik = 0 (3).!0 = ! = h tr3N 1z � �iest la r�esolvante habituelle.L'�equation du mouvement :�! �+ � 1z � � (5.4)donne : z (U + gz)! � U � gz � g t� � !2 � 2 � !+� = 0 (5.5)De même, avec �! �+ ��+��� 1z � � (5.6)on a l'�equation :z (U+gz)!+��(U+gz) t��g t+���! !+��� !+0��� !��� = 0 (5.7)et on relie !+� �a !+0� et !���L'�equation du mouvement :�! �+ ��� 1z � ��+ (5.8)donne (!+� = !�+ pour des raisons de sym�etrie)g !+0� + (U � �)!+� � � z ! � c = 0 (5.9)



82 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREOn peut donc calculer !+0� en fonction de !+�.Par le biais d'�equations du mouvement similaires :On relie :!��� �a !++�� et !�0��et !++�� �a !+0+�� et !��+��On peut calculer!�0�� et !+0+�� , par suite il nous reste uniquement �a calculer !��+�� .Calcul de !��+��Ce calcul va s'e�ectuer en �echangeant les positions de �+ et ��, moyen-nant un changement de signe �a chaque fois, par le biais d'une �equation dumouvement o�u on soustrait des changements de variables di��erents et o�uon utilise l'invariance par permutation circulaire des traces. D'une fa�cong�en�erale, on a : �A(z � �)�1B�� A(z � �)�1B�2qui donne �(!B+�A + !B�+A)� J = 0Plus pr�ecis�ement :�! �+ �[������(z � �)�1���� �����(z � �)�1���2] (5.10)donne�� (!��+�� + !�+��� � !��0� � !�0++�)� !��� + t� !+� = 0 (5.11)Cette �equation, dans la mesure o�u nous connaissons !+�, !��� , !��0� et!�0++� , permet de relier !��+�� �a !�+��� .�! �+ �(���������(z � �)�1�� ��������(z � �)�1�2)nous permet de relier de la même fa�con : !�+��� �a !+���� .Nous pouvons aussi changer 3 �� en 3 �+ via :�! �+ �(���(z � �)�1�+�����+ � ��(z � �)�1�+�����+�) (5.12)ce changement de variable nous permet de relier !+���� �a !+�+++ , etnous avons !+�+++ = !�+��� vu que les rôles de �+ et �� sont totalement



5.4. EXEMPLE DU MOD�ELE DE POTTS-3 83sym�etriques.Finalement, nous avons :!�+��� + !�+��� = K(z) (5.13)o�u K(z) ne contient que des fonctions !::: d'ordre inf�erieur ais�ees �a calculer.(Nous les avons calcul�ees explicitement plus haut ou sommes capables de lescalculer grâce aux mêmes id�ees que pr�ec�edemment et �a des �equations tr�essimilaires). Nous pouvons alors �ecrire une �equation pour !�+��� , et, parsuite, pour !��+�� .De cette fa�con-l�a, nous avons un ensemble ferm�e d'�equations : de !��+�� ,on d�eduit !++�� , !���, !+� . . .et �nalement la r�esolvante ! elle-même.Nous obtenons une �equation alg�ebrique d'ordre 5 pour !(z). Nous noteronscette �equation eq(!; z) = 0.Cette-derni�ere ne contient que 4 constantes inconnues (les rôles des ma-trices �1, �2,et �3 sont bien sûr interchangeables) :t� = 1N htr�1i; t+�� = 1N htr�1�2it+++� = 1N htr�1�2�3i; t++��� = 1N htr�1�2�1�3i5.4.2 D�etermination des lignes et exposants critiquesNous allons maintenant calculer la ligne et les points critiques du mod�ele,pour le cas U = 1 + h6N tr �2 et � constant. Les valeurs des param�etres in-connus sont �x�ees par la condition physique que la r�esolvante a une seulecoupure physique, qui correspond au support des valeurs propres de �. Onpeut alors calculer le comportement critique du mod�ele.La ligne critique issue du point critique de Potts (point critique sansterme de branchement, i.e. �a h = 0) est ais�ee �a calculer. En e�et, le com-portement d'�echelle de la r�esolvante est alors, en notant [a; b] la coupurephysique de !(z) :!(z) � (z � a) 12 quand z � a et !(z) � (z � b) 65 quand z � b (5.14)L'exposant correspondant s est �15 , ce qui correspond �a une charge centraleC = 45 .Plutôt que de chercher �a calculer la r�esolvante pour toutes les valeursdes constantes de couplage, il est plus simple de se limiter au calcul de la



84 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREr�esolvante sur la ligne critique o�u la pr�esence de l'exposant en 65 nous donnedes conditions simples sur les d�eriv�ees partielles de l'�equation alg�ebrique.Si l'on porte sur un graphique eq(!; z) en fonction de !, les di��erentesintersections !1(z); : : : ; !5(z) de la courbe avec l'axe des abscisses corres-pondent aux di��erentes d�eterminations de ! (voir Figure (5.4.2)).
 ω)  ω)eq( eq(

ω1 ω2 ω ωω2ω1=

z=z0 0
z=zFig. 5.4 { Fusion de deux d�eterminations de ! losque z = z0En particulier, si la courbe est tangente �a l'axe des abscisses, cela signi�eque deux d�eterminations de ! fusionnent en z = z0, et ! a une singularit�edu type ! � (z � z0) 12A+ cste au voisinage de ce point.Plus g�en�eralement, la fusion de n d�eterminations di��erentes correspond�a une singularit�e en (z � z0) 1n . Dans le cas g�en�erique, pour des valeurs desconstantes de couplage quelconques, ! se comporte en puissance 12 au voisi-nage des bords de la coupure, les valeurs des constantes de couplage �etant�x�ees par la condition qu'il n'y a qu'une seule coupure physique, correspon-dant �a deux valeurs de z : a et b o�u deux d�eterminations de ! fusionnent.Pour obtenir ! � (z� b) 15A+ cste, il faut que les 5 d�eterminations de !fusionnent au même point. Cela correspond aux 5 conditionseq(!; z) = 0; @eq(!; z)! = 0; : : : @4eq(!; z)@!4 = 0Si on r�e�ecrit l'�equation eq(!; z) = 0 en fonction de ~! = ! � !0 (!0 est unpolynôme) : ~!5 + P4~!3 + P6~!2 + P8~! + P10 = 0ces conditions correspondent �a P4, P6, P8 et P10 = 0 ainsi que ! = !0 quandz = b, o�u P2j est un polynôme de degr�e 2j en z.Pour avoir, avecA etB r�eguliers, ! � (z�b) 65A(z)+B(z)+ �eventuellementdes singularit�es d'ordre sup�erieur comme (z�b) 75 , on doit ajouter des condi-tions suppl�ementaires sur les d�eriv�ees des P2j .



5.5. CAS G�EN�ERAL 85Finalement, on doit avoir :fP2j ; @P2j@x ; : : : @j+1P2j@xj+1 g j = 2; 3; 4; 5simultan�ement nuls.Ces conditions sont polynomiales et simples �a r�esoudre.Nou trouvons (rappelons que : U = 1 + htr�26N , o�u h est la constante decouplage de branchement) :105 c3+ 4 g2 = 02480625 c2 (�1� 4c+ 43c2) + 296100 c (15+ 113c) h � 692968 h2 = 0(5.15)Remarquons que, quand h = 0 (pas de terme de branchement) Nousretrouvons le point critique de Potts-3 :c = 2�p4743 ; g = p1052  �3 +p4741 +p47! 32Ce point critique avait d�ej�a �et�e obtenu par [54], bien qu'il n'ait pas d�etermin�el'�equation alg�ebrique �a laquelle ob�eit alors (�a U = 1) la r�esolvante.5.5 Cas g�en�eral5.5.1 D�e�nitionsOn a : Z = Z qYi=1 dMie�N2Set S =Xi g3N trM3i +  ( 12N trM2i ; 1N tr Xj 6=i MiMj) (5.16)o�u les Mi sont des matrices hermitiennes de taille N �N .Les d�eriv�ees partielles de  par rapport �a trM2i =(2N) et trPj 6=iMiMj=Nrespectivement sont ~U et ~c=2, et leurs valeurs moyennes seront not�ees U et



86 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREc. Ce mod�ele g�en�eral se ram�ene au cas du mod�ele de Potts sans terme debranchement lorsque ~U = 1 et ~c est constante.Soient les functions :W (z) = 1N h tr 1z�Mi i~W (z) = 1N h tr 1z�MiMjiF (z; z0) = 1N h tr 1z�Mi 1z0�Mj i~F (z; z0) = 12 h 1N h tr 1z�Mi 1z0�MjMki+ 1N h tr 1z0�Mi 1z�Mj MkiiCes expressions ne d�ependent pas des indices i, j, k, pour peu que i 6= j 6= k.Par suite, F (z; z0) et ~F (z; z0) sont sym�etriques :F (z; z0) = F (z0; z) et ~F (z; z0) = ~F (z0; z) (5.17)On notera aussi : f(z) = W (z)� gz2 + (c� U)z (5.18)Rappelons que U et c peuvent être des fonctions quelconques des nombresh trN M2i i et h trN MiMji.Les moments tk de la resolvante W (z) sont d�e�nis par le d�eveloppementen puissances de 1zW (z) � 1z + t1z2 + : : :+ tkzk+1 + : : : quand z !1et on d�e�nit : u = c� Ug5.5.2 Equations du mouvementLes changements de variable suivants dans Eq. (5.16) donnent les �equationsdu mouvement :{ �M1 = 1z�M1 :g(z2W (z)� z � t1) + U(zW (z)� 1) + c(q � 1) ~W (z) = W 2(z) (5.19){ �M2 = 12 h 1z�M1 1z0�M2 + 1z0�M2 1z�M1 i :g �z02F (z; z0)� z0W (z)� ~W (z)�



5.5. CAS G�EN�ERAL 87+ U (z0F (z; z0)�W (z))+ c (zF (z; z0)�W (z0))+ c(q � 2) ~F (z; z0) = W (z0)F (z; z0)(5:20)Nous allons montrer comment on peut �eliminer ~F (z; z0), et obtenir ainsides �equations du mouvement n'impliquant que les matrices Mi et Mj (aulieu de trois indices i, j, et k di��erents), puis comment on peut �eliminer�a son tour F (z; z0), pour obtenir ainsi des relations de r�ecurrence entre lestraces de puissances d'une seule matrice.Le principe est le même que dans le cas particulier de Potts-3 : il s'agitde soustraire des changements de variables di��erents :en soustrayant Eq. (5.20) �a l'�equation obtenue en �echangeant les rôlesde z et z0, et en utilisant Eq. (5.17) nous obtenons :(f(z)�f(z0))F (z; z0) = g �z0W (z)� zW (z0) + ~W (z)� ~W (z0)� uW (z) + uW (z0)�(5.21)Si �a pr�esent nous choisissons z0 tel que f(z0) = f(z) et z0 6= z, nous avonsla relation : (z0 � u)W (z)� (z � u)W (z0) + ~W (z)� ~W (z0) = 0 (5.22)Eq. (5.19) nous permet d'�eliminer ~W , et on a alors une �equation impli-quant seulement f , z, et z0 :� f(z0) = f(z)1c (z + z0 � u� q cg )f(z) = (z + z0)2 � qzz0 � (2� q)u(z + z0) + (1� q)u2 � 1c(5.23)Cette �equation est une �equation non-locale, a priori compliqu�ee, mais nousallons voir qu'elle est su�sante pour obtenir f .Etude perturbativeNous avons, au voisinage de l'in�ni : f(z) � �gz2, par suite l'�equationf(z) = f(z0) et z 6= z0 admet la solution z0(z) telle que z0 � �z au voisinagede l'in�ni. On peut trouver le d�eveloppement complet de z0(z) et on ins�erecette expression dans l'�equation Eq. (5.23).On obtient : gt2 + (cq � gu)t1 = 0



88 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREg2t4 + g(cq� 2gu)t3 � gu(cq � 2gu)t2� g(gu3+ 2)t1 + c(1� q) + gu = 0: : : (5.24)avec la notation tk = h tr Mki =Ni. Remarquons que, dans le cas g�en�eral,u et c sont des fonctions de t2 et t1;1 = trMiMj=N . Cependant, on peutexprimer t1;1 (grâce �a l'�equation Eq. (5.19)) en fonction des tk seulement :c(q � 1)t1;1 + gt3 + Ut2 � 1 = 0Par suite, nos �equations du mouvement nous permettent de r�eexprimer n'im-porte quelle trace de puissances paires d'une des matrices Mi en fonction depuissances impaires seulement de cette matrice. Un tel r�esultat n'est absolu-ment pas �evident lorsqu'on consid�ere les �equations du mouvement dont noussommes partis et qui, �a premi�ere vue, relient les puissances d'une matricedonn�ee �a des traces plus complexes impliquant toutes les matrices fMjgqj=1.Justi�ons �a pr�esent l'apparition de traces paires seulement �a l'ordre do-minant dans les �equations du mouvement obtenues par d�eveloppement per-turbatif. Si nous �ecrivons le d�eveloppement de f(z) :f(z) = �gz(z � u) + 1=z + 1X2 ti�1=ziles coe�cients des termes en z�i dans l'�equation : f(z0)�f(z) = 0 s'�ecrivent,comme z0 = �z + u+ : : : :((�1)i � 1) ti�1 + (�1)i�1 (i� 1) ti�2 u+ : : : = 0Par suite, les �equations du mouvement nous permettent de relier lesparties paires et impaires de f(z).Ceci est su�sant pour avoir totalement f(z) �a condition d'ajouter lacondition physique que f(z) a une coupure seulement dans le feuillet phy-sique.Soulignons pour �nir que ces �equations du mouvement, que nous avonsdonn�ees dans le cas g�en�eral d'un mod�ele de Potts avec branchements seraientun outil pr�ecieux pour toute tentative de r�esolution du mod�ele par unem�ethode de groupe de renormalisation.5.5.3 Solution non-perturbativeNous allons montrer ici comment l'�equation 5.23 pet se r�e�ecrire simple-ment sous une forme semblable �a ce que l'on obtient pour le mod�ele O(n)



5.5. CAS G�EN�ERAL 89(mod�ele de spins �a n dimensions, ou de fa�con �equivalente, de boucles surr�eseau avec un poids n pour chaque boucle). On peut alors en principe lar�esoudre exactement, et la solution g�en�erale fait intervenir des fonctionselliptiques.Correspondance avec le mod�ele O(n)La fonction f(z) solution du mod�ele de Potts-q poss�ede, tout comme lar�esolvante W (z), une seule coupure dans le feuillet physique, correspondantau support des valeurs propres que l'on suppose connexe. Il est cependantparfaitement possible que f(z) poss�ede un certain nombre d'autres coupuresdans les feuillets non-physique.C'est e�ectivement ce que l'on constate lorsqu'on �etudie, par exemple,le mod�ele d'Ising (qui est aussi le mod�ele de Potts-2).
ba

a b

feuillets non-physiques

feuillet physique

Fig. 5.5 { Mod�ele de Potts-2 (Ising). Il y a 3 d�eterminations possibles pourla r�esolvante. Dans le feuillet physique, on n'a qu'un seule coupure [a; b].Cependant, dans les feuillets non physiques, on montre qu'il y a une autrecoupure (non-physique) semi-in�nie.D'une fa�con g�en�erale, on verra que tous les mod�eles de Potts poss�edentune coupure semi-in�nie non-physique. Les manipulations qui vont suivre,visant �a remplacer f(z) par !(�) dans 5.23, reviennent en fait �a \d�eplier"f(z) autour de cette coupure : on remplace la fonction f(z) singuli�ere lelong de la coupure [c;1[ par une autre fonction r�eguli�ere sur ce segment.L'�equation obtenue pour la fonction !(�), qui ne poss�ede pas de coupuresemi-in�nie, est alors beaucoup plus \parlante" et ais�ee �a r�esoudre que cellepour f(z).



90 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREVoyons �a pr�esent comment on s'y prend pour \d�eplier" la coupure semi-in�nie.La fonction z0(z), telle que d�e�nie plus haut, v�eri�ant f(z0) = f(z), estune fonction involutive au sens des fonctions multivalu�ees. On a :z0(z0(z)) = zSoit z0 un point �xe de cette fonction :z0(z0) = z0et notons f0 = f(z0) et � =pf0 � fz, conxid�er�ee comme une fonction de �, v�eri�e alorsz0 = z(��)et z(�) r�egulier en � = 0. D�e�nissons en�n :!(�) = z(�) + 1c 14� q (�2 � f0 � (2� q)cu)5.23 devient alors :!2(�) + !2(��) + (2� q)!(�)!(��) = R(�) (5.25)R(�) est un polynôme pair et de degr�e 4 en �.Cette �equation est semblable �a celle obtenue dans le cas du mod�ele O(n) :il su�t de faire le parall�ele 2�q ! n. Cependant, les exposants critiques desdeux mod�eles ne sont pas les mêmes : en e�et, l�a o�u l'on avait la r�esolvantedu mod�ele dans le cas O(n), nous avons �a pr�esent !(�), qui est reli�ee �a lar�eciproque z(�), avec �2 = f � f0, de f(z), plutôt qu'�a la r�esolvante dumod�ele de Potts elle-même.R�esolution de l'�equation 5.25Notons : q = 2� 2 cos(��) avec 0 � � � 1et [a; b], avec ab > 0 la coupure de la fonction !(�).En �ecrivant R(� + i0)� R(� � i0) = 0, on obtient (lorsque � appartient�a la coupure, �� n'y appartient pas) :



5.5. CAS G�EN�ERAL 91(!(� + i0)� !(� � i0))(!(� + i0) + !(� � i0) + 2 cos(��)!(��)) = 0pour tout a � � � b.Par suite, nous avons l'�equation :!(� + i0) + !(� � i0)� 2 cos(��)!(��) = 0 (5.26)Nous allons �a pr�esent �etudier la solution de cette �equation dans le casrationnel : � = lr o�u l et r sont deux entiers premiers entre eux.Cas rationnelOn d�e�nit les fonctions ! � + et !� :!+(�) = e i��2 !(�) + e� i�pi2 !(��)Chaque fois que l'on traverse une coupure, !� est multipli�e par une phase�e�i�� . On voit que le nombre de feuillets n'est �ni que dans le cas o�u � estrationnel.on a : !�(�) = !+(��)et on peut r�e�ecrire l'�equation quadratique en ! comme!+(�)!�(�) = R(�)L'�equation lin�eaire 5.26 devient!+(� + i0) = �ei��!�(� � i0) !�(� + i0) = �e�i��!+(� � i0)On d�e�nit �(�) par :!+(�) = pRei(�� (�+1)�2 ) !�(�) = pRe�i(�� (�+1)�2 )alors !(�) = �pR cos(�)sin ��Le polynôme S(�) d�e�ni parS(�) = 12(!r+ + (�1)r+l!r�)



92 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREv�eri�e alors l'�equation :S(�) = R(�) r2 e� i(r+l)�2 Tr(�!(�) sin(��)pR(�) )o�u Tr est le polynôme de Chebychev : Tr(cos(�)) = cos r�.L'�equation ci-dessus nous permet d'obtenir, pour tout l et r, une �equationalg�ebrique en � et !, et, par suite, en W (z) (la r�esolvante du mod�ele) et z.Le degr�e de cette �equation d�epend de la parit�e de r+ l : en e�et, S est unpolynôme pair en � quand r+ l est pair, donc un polynôme en f = f0 � �2.Quand r+ l est impair, cependant, S est aussi impair et il faut donc prendrele carr�e de l'�equation ci-dessus pour obtenir une �equation alg�ebrique en f etz. On a �nalement une �equation de degr�e d en f(z) :d = 2r � 1 si r+ l est impaird = r � 1 si r + l est pairCette �equation est facile �a r�esoudre, selon les mêmes principes qui nousont permis de r�esoudre l'exemple du mod�ele de Potts-3, en particulier dansle cas l = r � 2. Nous donnons ci-dessous l'�evolution du point critique (icila valeur de c au point critique) lorsque q ! 4 soit une charge centraleconforme qui tend vers l'in�ni.On trouve, en particulier, dans la limite r !1 c'est-�a-dire pour q = 4 :ccrit = 9� 4p3(3 + �2)21 + 16�2 ' �0:0886148gcrit = 16�2(21 + 16�2)3 [4(129+16�2)p3(3 + �2)�27(57+16�2)] ' �0:0366283Exposants critiquesLes points critiques des mod�eles de Potts-q correspondent physiquementaux points o�u les extr�emit�es de la coupure physique et de la coupure semi-in�nie non-physique fusionnent : en terme de la variable �, l'extr�emit�e de lacoupure semi-in�nie, qui corespond �a f = f0, se situe �a � = 0.Quant �a la coupure du feuillet physique, nous l'avons not�ee [a; b]. Ainsi,lorsqu'on se trouve au point critique du mod�ele, on a a = 0. De ceci, et de
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Fig. 5.6 { c critique en fonction de q, pour une suite de cas rationnels o�uq ! 4, ici q = 2� 2 cos r�2r �l'�equation 5.25, on peut d�eduire la valeur des exposants critiques du mod�ele.En e�et, ! s'�ecrit alors, au voisinage du point critique!(�) = C(��)� + partie r�eguli�ereToutes les valeurs de � ne sont pas compatibles avec l'�equation 5.25. Enrempla�cant dans cette �equation !(�) par son expression au voisinage de� = 0, on trouve la condition :e2i�� + 1+ 2 cos(��)ei�� = 0soit � = �� + 1 + 2p avec p 2Z!(�) � (fo � f)�nu+1+2p2donne f � (z � cste) 2��+1+2ppar suite, on a, comme on s'attend �a ce que l'exposant de f soit sup�erieur�a 1 f � (z � cste) 2�+1 , soit



94 CHAPITRE 5. MOD�ELES DE POTTS SUR R�ESEAU AL�EATOIREs = �(1� �)(1� �)5.6 ConclusionNous avons montr�e dans ce chap̂�tre comment la m�ethode des bouclespermet de r�esoudre de fa�con �el�egante des mod�eles de matrices coupl�ees defa�con complexe : les mod�eles de Potts-q. Nous avons par cette m�ethoderetrouv�e les exposants critiques du mod�ele pour q < 4, ainsi que le lienentre les mod�eles de Potts et les mod�eles O(n).Nous avons de plus montr�e que la r�esolvante du mod�ele est la solutiond'une �equation alg�ebrique que nous exprimons, pour les mod�eles de Potts-3(ce r�esultat rejoint ceux de [54, 55]) et Potts-1 tout d'abord [2], puis pourle cas g�en�eral des mod�eles de Potts-q avec q = 2�2 cos(��), � �etant rationel[3]. Ces r�esultats nouveaux soulignent l'e�cacit�e de la m�ethode des bouclesqui est, en outre, une premi�ere �etape importante avant toute utilisation dela m�ethode de groupe de renormalisation.En�n, notre m�ethode, contrairement aux m�ethodes bas�ees sur une �e-quation de col peut, en principe, se g�en�eraliser aux termes suivants dud�eveloppement topologique en puissances de 1N .Ce travail sur les mod�eles de Potts laisse donc la porte ouverte �a denombreuses possibilit�es de travaux de recherche ult�erieurs.



Chapitre 6Mod�eles �a plusieurs coupureset limite N !1Dans ce chapitre, nous allons nous int�eresser aux mod�eles �a une matricedans le cas o�u la distribution de valeurs propres du mod�ele est non-connexe.Nous verrons que, même dans la limite N ! 1, des comportements nontriviaux surgissent. Nous verrons aussi comment un calcul \na��f" de cesmod�eles ne permet pas de mettre en �evidence ce comportement.Il est possible, par des m�ethodes valables �a N �ni, comme la m�ethodedes polynômes orthogonaux, d'exprimer les grandeurs d'un mod�ele de ma-trices en fonction de N . En particulier, il existe, dans le cas bien connu d'unsupport connexe de valeurs propres, un d�eveloppement topologique en puis-sances de 1N2 . Par exemple, l'�energie libre F = � 1N2 lnZ se r�e�ecrit sous laforme d'un d�eveloppement perturbatif : F = F0 + 1N2F1 +O( 1N4 ).Nous n'allons cependant pas nous �etendre ici sur l'int�erêt des termessous-dominants dans le d�eveloppement topologique. Les probl�emes que nousallons mettre en �evidence surgissent en e�et d�es l'ordre dominant en 1N2 , ets'appliquent au cas d'un support non connexe de valeurs propres, d�es quel'on cherche �a calculer des fonction de corr�elation de valeurs propres comme�c(x; y) = � @2F@V (x)@V (y) , �(x; y; z) . . ..Les premiers travaux sur le sujet [31] ont mis en �evidence un comporte-ment semblable �a celui que l'on a dans le cas d'un support connexe de valeurspropres. Des travaux ult�erieurs [32, 33, 34], cependant, ont montr�e qu'il fautajouter, dans le cas d'un mod�ele �a deux coupures sym�etriques, un termeoscillant en (�1)N dans la fonction de corr�elation connexe �a deux points�c(x; y). Ceci montre qu'il n'y a pas, dans ce cas, de d�eveloppement topolo-gique �a grand N . Des travaux plus r�ecents [35] ont g�en�eralis�e ce r�esultat �a95



96CHAPITRE 6. MOD�ELES �A PLUSIEURS COUPURES ET LIMITEN !1des coupures quelconques, donnant l'expression des polynômes orthogonauxet de la fonction de corr�elation d'un tel mod�ele.J'expliquerai ici le principe de la m�ethode semi-classique que nous avonsmise au point [4], qui permet �a la fois de trouver la fonction de partition, lespolynômes orthogonaux et les fonctions de corr�elation, et de mettre claire-ment en �evidence l'origine physique de ce comportement.6.1 Le cas sym�etriqueNous allons ici rappeler comment on peut obtenir la fonction �a deuxpoints dans le cas sym�etrique, ainsi que la r�esultat de [34].6.1.1 Rappels sur l'usage de la m�ethode du col dans le casd'un support de valeurs propres non connexeSi Z = Z d� e�N2 tr V (�)on peut �ecrireZ = Z Yi d�i e�N2Pi V (�i)�Pj 6=i ln j�i��j jsoit, sous forme continue, une action :S = Z �(�)V (�)d�� Z �(�)�(�) ln j�� �jd�d�o�u �(�) est la densit�e de valeurs propres du mod�ele.Le calcul du col par rapport �a chacune des variables �i dans l'expressiondiscr�ete nous donne : V 0(�i)� 1NXj 6=i 1�j � �i = 0Si, par contre, on veut utiliser l'expression continue, on minimise S parrapport �a � avec la condition :Z �(�)d� = 1En introduisant le multiplicateur de Lagrange �, on a :



6.1. LE CAS SYM�ETRIQUE 97�F��(z) � � = 0soit V (z)� 2 Z �(�) ln jz � �jd�� � = 0pour z appartenant au support C des valeurs propres de la matrice.Pour retrouver la relation habituelle, on d�erive l'expression ci-dessus, eton obtient : V 0(z)� 2PP Z �(�)z � �d� = 0pour tout z appartenant �a C.Cette derni�ere expression ne su�t cependant pas, dans le cas d'un sup-port de valeurs propres non-connexe, �a trouver le col. En e�et, on �ecrit, dansle cas d'un potentiel de degr�e d et d'un support C comprenant k composantesconnexes :!(z) = V 0(z) +M(z)p�(z)2 o�u degM = d� k � 1�(z) = kYi=1(z � ai)(z � bi)Le support des valeurs propres �etant donn�e par :C = [ki=1[ai; bi]Le nombre d'inconnues (coe�cients du polynômeM(z) et extr�emit�es ai et bides coupures) est alors d+k�1, tandis que le nombre d'�equations est d. Parsuite, pour un support �a plus d'une composante connexe, il nous manquek � 1 6= 0 �equations.Cette apparente insu�sance de la m�ethode du col pour obtenir le r�esultatcomplet s'explique par le fait que la seconde relation s'obtient en d�erivantl'action par rapport �a de petites variations de �i. Quand on a un supporten plusieurs parties, une petite variation de la valeur de �i ne permet pasde faire passer une valeur propre d'une coupure �a l'autre, donc de changerle nombre de valeurs propres pr�esentes dans chaque coupure. On n'a alorsqu'un col local, minimum de l'action pour un nombre de valeurs propresdonn�e.



98CHAPITRE 6. MOD�ELES �A PLUSIEURS COUPURES ET LIMITEN !1Pour obtenir le col global, on utilise la relation non d�eriv�ee, issue de petitevariations de � qui permettent de changer le nombre de valeurs propres depart et d'autre. A la relationVeff = V (z)� 2PP Z �(�) ln jz � �jd�constant sur chaque composante connexe du support, on ajoute la constancedu potentiel e�ectif sur tout le support.Ceci ajoute k � 1 �equations aux d pr�ec�edentes (identit�e de Veff sur laiieme coupure et sur la i + 1ieme), et on a donc �a pr�esent le même nombred'�equations que d'inconnues.6.1.2 Forme de la fonction �a 2 points : calcul classiqueSoit Z = Z d� e�N2 tr V (�)Avec la d�e�nition @V (�)@V (z) = �(z � �)on a : �(x) = @FV (z) et !(x) = Z �(�)x� �d��c(x; y) = � @2F@V (x)@V (y) = � @�(x)@V (y) !c(x; y) = Z �c(�; �)(x� �)(y � �)d�d��c(x; y) n'est non nul que si x et y appartiennent tous deux au supportdes valeurs propres, que nous prendrons ici sym�etrique et form�e de deuxcomposantes connexes seulement : C = [�b;�a][ [a; b] du mod�ele.Comme on a Z �(x)dx = 1alors Z �c(x; y)dy = 0d'o�u !c(x; y) � cstex2 quand x!1 (6.1)!c(x; y) � cstey2 quand y !1 (6.2)(6.3)



6.1. LE CAS SYM�ETRIQUE 99D'autre part, !c(x; y) n'a de coupure que quand x ou y appartiennentau support des valeurs propres C.La m�ethode du col nous donne l'�equation2<!(x) = V 0(x)soit <@!(x)@V (y) = ddx 12�(x� y)d'o�u <!c(x; y) = 12 1(x� y)2De la d�e�nition de !c(x; y), on tire que !c n'a pas de raison, pour x ety hors de C d'être singuli�ere en x = y.Ceci signi�e que!c(x; y) = 12 1(x� y)2 (1� N(x; y)p�(x)�(y))avec �(x) = (x2 � a2)(x2 � b2)et N(x; y) polynôme sym�etrique en x et y tel que !c(x; y) ait le bon com-portement (!c(x; y) � 1x2 quand x ! 1) quand x et y grands et n'ait pasde pôle en x = y.Ceci donne :N(x; y) = x2y2 � (a2 + b2)xy + a2b2 + C(x� y)2C est a priori une constante ind�etermin�ee.La partie connexe �c(x; y) de la fonction de corr�elation des valeurs propres,lorsque x et y sont d'ordre 1 (nous verrons plus tard que cette expressionn'est pas valable pour les corr�elations entre valeurs propres voisines), sed�eduit simplement de la discontinuit�e de !c(x; y) au voisinage du supportdes valeurs propres. On a :�c(x; y) = 12�2 1(x� y)2 N(x; y)p�(x)�(y)Rappelons que�c(x; y) = N2(h trN �(x�M) trN �(y �M)i � h trN �(x�M)ih trN �(y �M)i)



100CHAPITRE 6. MOD�ELES �A PLUSIEURS COUPURES ET LIMITEN !1tant que jx � yj = O(1), les positions des valeurs propres sont tr�es peucorr�el�ees, d'o�u le facteur N2 pour avoir une expression d'ordre 1. D�es quejx � yj = O( 1N ), cependant, les corr�elations changent d'ordre de grandeur,d'o�u la divergence qualitativement correcte dans l'expression ci-dessus de lafonction �a deux points.6.1.3 D�etermination de CLa m�ethode du col nous donne :Z cb V 0(z)� 2!(z)dz = 0qui implique : Z cb 1(x� y)2 � 2!c(x; y)dy = 0Cette relation nous permet de d�eterminer la valeur de la constante C.On trouve [31] : C = �12((a2 + b2)� (a+ b)2E(k)K(k))o�u les int�egrales elliptiques E(k) et K(k) sont calcul�ees pourk2 = 4ab(a+ b)2Cette m�ethode du col est cependant tributaire d'un grand nombre d'hy-poth�eses. En particulier, on a utilis�e une repr�esentation continue de la den-sit�e de valeurs propres et on suppose qu'il existe un d�eveloppement topolo-gique �a N grand.[34] ont pr�ef�er�e utiliser la m�ethode des polynômes orthogonaux qui, �etantvalable pour tout N �ni, n'est pas a priori tributaire de la supposition qu'ilexiste un d�eveloppement topologique en puissances de 1N2 .Apr�es avoir choisi un ansatz pour les Pn(�), et en utilisant les propri�et�esd'unicit�e sur les polynômes orthogonaux, ils ont trouv�e la valeur de C. L'ex-pression asymptotique des Pn, pour N !1 mais N � n �ni, est :Pn(�) = en2 V (�) 1pf(�) cos(N� � (N � n)�+ � + (�1)n�)o�u



6.2. CAS G�EN�ERAL 101f(�) = �2� �b2 � a22 � sin 2�(�)�0(�) = ���(�)cos 2�(�) = 2�2 � (a2 + b2)(b2 � a2)cos 2�(�) = b cos�(�)�sin 2�(�) = a sin�(�)�La constante C vaut alors :C = (�1)NabOn voit que :1) Cette valeur est di��erente de celle trouv�ee par la m�ethode du col.2) Elle d�epend explicitement de N , contredisant ainsi la suppositionqu'il y aurait dans le cas �a deux coupures un d�eveloppement topologique enpuissances de N .6.2 Cas g�en�eralLes r�esultats pr�ec�edents, en mettant en �evidence une incompatibilit�eentre les r�esultats obtenus par des m�ethodes de calcul di��erentes, posentbeaucoup de questions. Nous allons ici essayer d'y r�epondre en d�ecrivantnotre travail dans le cas g�en�eral d'un mod�ele �a deux coupures non sym�etri-ques.On va s'attaquer �a ce probl�eme en utilisant la m�ethode du col. Cepen-dant, au lieu de calculer l'�energie libre F (pour la d�eriver par la suite parrapport �a V (x) et V (y) a�n d'obtenir �c(x; y)) uniquement au premier ordreen 1N2 , nous allons garder certains termes sous-dominants dans F . Nous ver-rons en e�et que ceux-ci, lorsque d�eriv�es deux fois par rapport au potentiel,contribuent �a l'ordre dominant �a �c(x; y).Soit le mod�ele Z = Z d� e�N tr V (�)



102CHAPITRE 6. MOD�ELES �A PLUSIEURS COUPURES ET LIMITEN !1o�u le potentiel V (z) est un potentiel �a deux puits.On suppose que le support des valeurs propres est non connexe, donn�epar C = [a; b][ [c; d] a < b < c < dSoient x1 et x2, x1+x2 = 1 les proportions de valeurs propres comprisesrespectivement entre a et b et entre c et d.On a x1 = Z[a;b] �(�)d�On peut, au lieu de calculer directement Z, calculer d'abord Z(n), o�u lenombre n = Nx1 de valeurs propres dans la premi�ere coupure est �x�e.On a alors Z = NXn=0Z(n)On peut �ecrire : Z = Z Yi d�iYi<j(�i � �j)2 e�NPk V (�k)etZ(n) = N !n!(N � n)! Z E�1Yi�n d�i Z +1E Yj>n d�j e�NPk V (�k)Yk<l(�k � �l)2o�u E est un nombre arbitraire compris entre b et c.On montre alors que chacun des~Z(n) = n!(N � n)!N ! Z(n)admet un d�eveloppement topologique en puissances de 1N2 .En e�et, on r�e�ecrit ~Z(n) comme une int�egrale sur deux matrices di��erentes :M1 de taille n�n, matrice carr�ee des n premi�eres valeurs propres et M2 detaille (N�n)�(N�n), matrice carr�ee des (N�n) valeurs propres restantes.~Z(n) est alors :~Z(n) = 1CnCN�n Z d[M1] Z d[M2] e�N tr (V (M1))�N tr (V (M2))+2 tr ln(M1
I�I
M2)



6.2. CAS G�EN�ERAL 103Cn et CN�n sont des constantes ind�ependantes de V .On a�rme que cette int�egrale matricielle poss�ede bien un d�eveloppementtopologique en 1N2 , dans la limite N !1. En e�et, on effectue un d�evelop-pement perturbatif au voisinage du plus petit minimum de V (celui comprisentre a et b) pourM1, et au voisinage du plus grand minimum (compris entrec et d) de v pour M2. On r�eorganise ensuite le d�eveloppement perturbatifobtenu selon la topologie des diagrammes de Feynman.On a alors �nalementZ = �2�N �N22 N� 112 NXn=0 e�F (V;N;x1)o�u chaque F (V;N; x1) a un d�eveloppement asymptotiqueF (V;N; x1) = 1Xn=0N2�2hFh(V; x1)Fh(V; x1) est une fonction r�eguli�ere de x1 = nN .La d�ependance en E s'exprime par des termes exponentiellement petitsdu type e�Ncsteet est donc non-perturbative. Elle n'apparait donc pas dans le d�eveloppementci-dessus.La m�ethode du col consisterait ici �a remplacer la somme sur n par uneint�egrale, puis �a assimiler F = � 1N2 lnZ, �a l'ordre dominant quand N !1,�a sa valeur au col que l'on notera xc :F = F0(V; xc)o�u xc est la valeur de x1 pour laquelle F0 est minimale :@F0@x (xc) = 0et Nxc n'est pas a priori enti�ere.Or, ici, on a en fait une somme discr�ete sur n, et un calcul plus pr�ecis deZ donne, en d�eveloppant F0 au voisinage de xc, et en remarquant que seulesles valeurs de n proches de Nxc contribuent (ce qui nous permet d'�etendrela somme �a tous les n compris entre �1 et +1) :



104CHAPITRE 6. MOD�ELES �A PLUSIEURS COUPURES ET LIMITEN !1Z = �2�N �N22 N� 112 e�N2F0(V;xc)e�F1(V;xc) +1Xn=�1 e� (n�Nxc)22 @2F0@x2 (V;xc)soit, �a une constante ind�ependante de V pr�es :F = � 1N2 lnZ = F0(V; xc)+ 1N2 [F1(V; xc)+12 ln(2�F 000 (xc))�ln �3(Nxc)]+O( 1N4 )la fonction �3(z) = +1Xn=�1 ei2n�zein2��ob�eissant aux relations de p�eriodicit�e :�3(z + 1) = �3(z) ; �3(z + �) = e�i�(2z+�)�3(z)Et avec � = 2i�@2F0@x2 (xc)F est bien �egale, �a l'ordre dominant, �a sa valeur au col F0(V; xc). Cependant,d�eriv�ee deux fois par rapport �a V (�) et V (�) pour obtenir �c(�; �), elledevient :� @2F@V (�)@V (�) = � @2F0@V (�)@V (�) � @xc@V (�) @xc@V (�) [ln �3(Nxc)]00On obtient donc�c(�; �) = �ccol(�; �)� @xc@V (�) @xc@V (�) [ln(�3(Nxc))]00En d�erivant la d�e�nition de xc :@F0@x (V; xc) = 0par rapport �a V (�), on d�eduit



6.2. CAS G�EN�ERAL 105@xc@V (�) = � �2i� @�(�)@x = � �2i� Qp�(�)o�u Q est une constante, et�(�) = (�2 � a2)(�2 � b2)!(�) = V 0(�)�Mp�2 � 1� entraine @!(�)@x � cste�2 . Par suite,@�@x = @@xMp�2i� = � @@x !(�)2i� = Qpj�jo�u Q est un polynôme qui ne peut être que de degr�e 0 en �, soit uneconstante.On montre que :Q = "Z ba 1pj�j#�1 et � = iR ba 1pj�jR bc 1p�Et, par suite :�c(�; �) = �ccol(�; �)� (c� a)(d� b)8�2(K(m))2 [ln(�3(Nxc))]00p�(�)�(�)avec m = (d� a)(c� b)(c� a)(d� b)et K(m) = Z �20 1p1�m sin2 � d�En terme de fonctions elliptiques, on peut r�e�ecrire :�c(�; �) = � 14�2 "(pjR(�; �)j+pjR(�; �)j)(�� �)2 + ����(c� a)(d� b)sn2(K(m)(2Nxc+ 1))pj�(�)jpj�(�)j #R(�; �) = (�� a)(�� b)(�� c)(�� d)(�� a)(�� b)(�� c)(�� d)



106CHAPITRE 6. MOD�ELES �A PLUSIEURS COUPURES ET LIMITEN !1�� = 1 si � 2 [a; b]; �1 si � 2 [c; d]; et 0 sinonLa fonction sn2(K(m)(2Nxc+ 1)) est une fonction paire de Nxc, p�erio-dique de p�eriode 1, et qui varie entre 0 et 1. Par suite, la fonction �a deuxpoints ne d�epend que de a, b, c, et d et de la partie fractionnaire de Nxc,soit de la distance �a une valeur enti�ere du \nombre" Nxc de valeurs propresau col dans la coupure [�b;�a]. Cette fonction est une fonction p�eriodiquede N si xc rationnel, ou quasi-p�eriodique sinon.Dans le cas sym�etrique, on a d = �a, c = �b et on retrouve bien ler�esultat de [34].Polynômes orthogonauxOn trouve de la même fa�con les expressions des polynômes orthogonaux.Pour cela, il su�t d'utiliser la repr�esentation int�egrale (voir r�ef�erences[39, 42]) : Pn(�) = R dMn�n det(��M) e�N tr V (M)R dMn�n e�N tr V (M)o�u l'int�egrale se fait sur des matrices hermitiennes M de taille n � n.Pour obtenir l'expression asymptotique de Pn quand n � N = O(1), ilsu�t de r�e�ecrire Pn(�) comme le rapport de deux fonctions de partitions :Pn(�) = Z(V + �V1 + �V2)Z(V + �V1)avec �V1(M) = N � nn V (M)et �V2(M) = � 1n ln(z �M)et de calculer celles-ci par la m�ethode utilis�ee pr�ec�edemment.On peut introduire les petits param�etres t1 = N�nn et t2 = 1n , et d�eriverl'expression de la fonction de partition par rapport �a t1 et t2.On trouve alors : Pn(�) =pu0(�)pn(u(�))eN R ��0 !



6.2. CAS G�EN�ERAL 107avecpn(u) = Cn�3(Nx+ 2(N � n)u1 + u� u1)�1(2u1)�3(Nx+ 2(N � n)u1)�1(u� u1) ��1(u+ u1)�1(u� u1)�n�No�u Cn et �0 sont choisis de fa�con �a ce que Pn(�) se comporte en �n pour� grand.Ceci est le r�esultat dans le cas o�u � se trouve en dehors des coupures :� =2 [a; b][ [c; d].Si � se trouve sur les coupures, cependant, la m�ethode du col met en�evidence l'existence de 2 cols qui contribuent au même ordre dans le r�esultat.Pn(�) est alors donn�e par une somme de 2 termes :Pn(�) = Cpu0[pn(u)e�iN� R �d �(z)dz + iPn(�u)eiN� R �d �(z)dz ]eN2 V (�)avec C = dNe�N2 V (d)e�N R1d (!(z)� 1z )dzRelation de r�ecurrenceLes polynômes orthogonaux doivent v�eri�er la relation de r�ecurrence :��Pn(�) + Pn+1(�) + �nPn(�) + �nPn�1(�) = 0En divisant l'�equation ci-dessus par Pn, et en ajustant les pôles dans lemembre de gauche a�n d'obtenir une fonction bi-p�eriodique sans pôle, doncune constante, on obtient la valeur de �n. En�n, on ajuste aussi �n de fa�con�a ce que cette constante vaille bien 0.On obtient :�n = 116 �((d� a)� (c� b))2+ 4(d� a)(c� b)(1�m) sn2xndn2xn�et �n = (a+ d)� (c� b)2 + d� b1 + d�cc�b dn2(xn�u1)(1�m)sn2(xn�u1)avec



108CHAPITRE 6. MOD�ELES �A PLUSIEURS COUPURES ET LIMITEN !1xn = Nxc + 2(N � n)u1On voit que, dans le cas g�en�eral, �n et �n oscillent en fonction de xn.Les extrema des courbes sur lesquelles ils oscillent sont :d� a� c+ b4 � p�n � d� a+ c� b4d+ a2 � c� b2 � �n � d+ a2 + c� b2Dans le cas d'une distribution �a une coupure, p�n est la longueur de ladistribution de valeurs propres, tandis que �n en est le centre.On retrouve ici des r�esultats similaires, puisque la borne inf�erieure de �nest la taille de la distribution, et �n est centr�e sur d+a2 .Noyau K(�; �) et fonction de corr�elation de valeurs propresOn d�eduit des polynômes orthogonaux l'expression du noyau K(�; �)d�e�ni par K(�; �) = 1N N�1Xn=0  n(�) n(�)et �a partir duquel on peut obtenir toutes les fonctions de corr�elation desvaleurs propres parRN(�1; : : : ; �N) = NNN ! det jK(�i; �j)jOn a, avec u = u(�) = R � 1p� et v = u(�), en supposant que � et �appartiennent �a [a; b][ [c; d] :K(�; �) = f(u; v) X�;�;�=�1�p�� �3(Nxc + �u � �u1)�3(Nxc + �v + �u1)�1(�u � �u1)�1(�v + �u1) e�Ni�(��(�)+��(�))avecf(u; v) = pu0v0�1(u� u1)�1(u+ u1)�1(v � u1)�1(v + u1)N�1(u� v)�1(u+ v)et



6.3. CAS �A PLUS DE DEUX COUPURES 109�(�) = Z �d �(z)dzOn retrouve, dans le cas o�u ��� est d'ordre 1, le r�egime des corr�elations �alongue distance entre valeurs propres �(�; �) trouv�e pr�ec�edemment, �a condi-tion de \lisser" les oscillations.Quand au r�egime courte distance : j���j � O( 1N ), on trouve la fonctionde corr�elation universelle bien connueR2(�; �) � �(�)�(�) 1� �sinN��(�)(�� �)N��(�)(�� �) �2!6.3 Cas �a plus de deux coupuresLe calcul de la fonction de partition du mod�ele dans le cas d'une distri-bution de valeurs propres �a k coupures se fait selon les mêmes principes quepr�ec�edemment.On a un support C = C1[ : : :[Ck et on d�e�nit, cette fois-ci, les variablesx1; : : : ; xk�1; xk avec x1 + : : : + xk = 1 caract�erisant les proportions devaleurs propres pr�esentes sur chaque coupure. On introduit aussi le vecteurx = x1; : : : ; xk L'�energie libre admet �a x �x�e, comme pr�ec�edemment, und�eveloppement topologique en puissances de 1N . Pour obtenir l'�energie libretotale, on somme sur le vecteur n = Nx et on a :Z /Xn e�N2F0(V;~n)�F1(V;n)soit, en notant xc1; : : :xck�1 les valeurs au col des x1; : : : ; xk,F = F0(V;xc) + 1N2 (F1(V;xc)� ln(�(Nxc; �))) +O( 1N4 ))o�u � est le fonction theta de Riemann en genre k � 1 d�e�nie par :�(z; �) =Xn e�N22 (n�z)��1(n�z) =Xn ei�n�ne�2i�nu� est la matrice (k � 1)� (k � 1) d�e�nie par :��1ij = @2F0@xi@xj jx=xc



110CHAPITRE 6. MOD�ELES �A PLUSIEURS COUPURES ET LIMITEN !1Les fonctions de corr�elation g�en�erales et les expressions des polynômesorthogonaux se d�eduisent, comme dans le cas �a 2 coupures, de la valeur del'�energie libre F .Ce dernier travail met en lumi�ere un certain nombre de subtilit�es appa-raissant, dans la limite N !1, dans le cas des mod�eles �a support de valeurspropres non-connexe. Nous avons montr�e comment on peut calculer l'�energielibre d'un tel mod�ele, et en d�eduire les polynômes orthogonaux ainsi que lesfonctions de corr�elation de valeurs propres.Notre m�ethode met en particulier en �evidence le rôle du caract�ere dis-cret des valeurs propres dans l'absence, �a N grand, d'un d�eveloppementtopologique en puissances de 1N . On trouve en e�et une d�ependance quasi-p�eriodique en N , o�u le r�esultat ne d�epend, dans le mod�ele �a deux coupures,que de la partie fractionnaire de Nxc (xc = proportion de valeurs propresau col dans une des coupures). Nos r�esultats se g�en�eralisent aux cas �a unnombre quelconque de coupures ainsi qu'au cas des potentiels complexes. Onesp�ere pouvoir les appliquer aussi dans le cas d'autres mod�eles plus g�en�erauxencore, comme les ensembles symplectiques ou orthogonaux ou les mod�eles�a plusieurs matrices.



Chapitre 7Conclusion�A travers cette th�ese, nous avons avanc�e dans la compr�ehension desmod�eles de matrices dans la limite planaire (N !1).Sachant que, par l'�etude des ots de groupe de renormalisation, on esp�eremieux comprendre pourquoi aucun des mod�eles de matrices r�esolus jusqu'�apr�esent ne correspond �a une th�eorie de gravit�e quantique avec de la mati�erede charge centrale conforme sup�erieure �a 1, nous avons tout d'abord tra-vaill�e �a am�eliorer les techniques de groupe de renormalisation. Nous avonsainsi r�eussi �a diviser par plus de 50 l'incertitude sur la position du pointcritique du mod�ele cubique, et �a assurer la convergence de même qu'unebonne pr�ecision sur les exposants critiques. Nous avons aussi travaill�e surle mod�ele d'Ising et obtenu, l�a encore, une meilleure pr�ecision que les tra-vaux pr�ec�edents. L'�etude des ots de groupe de renormalisation que nousavons obtenus jusqu'�a pr�esent concorde en outre avec l'hypoth�ese d�ecrivantl'�evolution des mod�eles de matrices avec la valeur de la charge centraleconforme, et selon laquelle on ne pourrait pas retrouver un v�eritable mod�elede gravit�e avec mati�ere �a c > 1 �a partir d'un mod�ele de matrices. Il de-vrait être possible, en continuant les travaux sur la m�ethode de groupe derenormalisation, et en particulier en l'appliquant �a des suites de mod�eles decharge centrale conforme c! 1, de �nir de v�eri�er cette hypoth�ese.Nous avons aussi montr�e comment, par la m�ethode des boucles, on peutr�esoudre totalement les mod�eles de Potts-q sur r�eseau al�eatoire, bien que lesmatrices soient alors coupl�ees de fa�con complexe. Nous avons ainsi g�en�eralis�eles r�esultats obtenus pr�ec�edemment pour q = 1; 2; 3 et 4. Outre l'int�erêt ensoi de ces mod�eles (en particulier, la charge centrale conforme tend vers 1quand q ! 4), les techniques utilis�ees ouvrent la voie �a la r�esolution d'autresmod�eles de matrices non coupl�ees en châ�ne.111



112 CHAPITRE 7. CONCLUSIONEn�n, nous nous sommes int�eress�es aux calculs des fonctions de cor-r�elation de niveaux d'�energie des mod�eles de matrices. Nous avons �etudi�eplus particuli�erement le cas d'un support non-connexe de valeurs propres etmontr�e que la contradiction entre un trâ�tement \na��f" de la limite N !1et la solution obtenue par des m�ethodes de polynômes orthogonaux vient ducaract�ere discret des valeurs propres. Nous avons montr�e comment on peutobtenir les expressions de l'�energie libre, des polynômes orthogonaux, et desfonctions de corr�elation, par une m�ethode simple et physiquement parlante.Nous esp�erons en�n pouvoir g�en�eraliser tous ces r�esultats �a des ensemblesde matrices di��erents, comme les ensembles symplectique ou orthogonal.
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114 CHAPITRE 8. ARTICLES
Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99Renormalization group for matrix models withbranching interactionsGabrielle Bonnet1;2, Fran�cois David3;4CEA/Saclay, Service de Physique Th�eorique, F-91191 Gif-sur-Yvette Cedex, FranceReceived 26 November1998; revised 19 February 1999; accepted 29 March 1999AbstractWe develop a method to obtain the large-N renormalization group ows for matrix models oftwo-dimensional gravity plus branched polymers. This method gives precise results for the criticalpoints and exponents for one-matrix models. We show that it can be generalized to two-matrixmodels and we recover the Ising critical points. c 1999 Elsevier Science B.V. All rights reserved.PACS: 11.10.-z; 11.10.Hi; 11.15.Pg; 11.25.PmKeywords: Non-critical strings; 2D gravity; Randommatrices; Large-N renormalization group1. IntroductionRandommatrices are useful for a wide range of physical problems. In particular, by themeans of Feynman rules, randommatrices can be interpreted in term of two-dimensionalsurfaces, which themselves are related to two-dimensional quantum gravity [ 1] . 2Dquantum gravity models can be coupled to matter �elds, with a non-zero central chargeC. In term of matrices, this leads to consider multi-matrix models, which, studied neartheir critical points, in the scaling limit, allow one to recover a continuous theory.Some of the randommatrices models have been solved exactly [ 2] and the continuouslimit one recovers in the neighbourhood of their critical points has been related to C 6 1quantum gravity models. Although the behaviour of C 6 1 models is well understood,1 AMN2 E-mail: gabonnet@spht.saclay.cea.fr3 Physique Th�eorique CNRS4 E-mail: david@spht.saclay.cea.fr0550-3213/99/$ - see frontmatter c 1999 Elsevier Science B.V. All rights reserved.PII S0550-3213( 99) 00219-9 NUPHB 6166



1152 G. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99exact methods have not been able to solve C > 1 models yet. There is a \C = 1barrier", which prevents us from using C > 1 matrix models as a tool to understandC> 1 two-dimensional quantum gravity.Whereas exact technics are unable to deal withC> 1 models, an approximate methodis likely to succeed better. In 1992, Brezin and Zinn-Justin [ 3] introduced a new methodto solve random matrices models: the large-N renormalization group (RG), where therescaling parameter N is the size of the matrices. Integrating over part of the matrices toreduce N one obtains a RG ow in the space of actions. Fixed points should correspondto critical points of matrix models in the large-N limit and the scaling dimensions ofoperators give the corresponding critical exponents. For instance, the scaling dimension�0 of the most relevant operator is related to the \string exponent" s by the relations =2� 2=�0.While the large-N renormalization group method was introduced to study directlyC > 1 models, its application to already solved (by exact methods) C 6 1 models isalso useful. Indeed, in [ 4] it was argued by one of the authors that the understandingof the behaviour of the ows for C 6 1 models would throw light on what happensat C > 1: taking into account \branching interactions" in matrix models, it is expectedthat in addition to the gravity �xed point there is another �xed point (corresponding tothe \branching" transition between 2D gravity and branched polymer behaviour) . Thevalue of the critical exponents when C ! 1 (known from the exact solutions and KPZscaling) support the conjecture of [ 4] that atC =1 these two �xed points would merge,and that there would be generically no gravity �xed point for C> 1 models.In this paper we develop the large-N RG method in order to study precisely matrixmodels for 2D gravity + branched polymers. We shall describe �rst in Section 2 therenormalization group method as it was introduced by Brezin and Zinn-Justin, and theimprovements made by Higuchi et al. [ 5] , using the equation of motions. Then weexplain why these methods are not suf�cient to study our class of models. We showin Section 3 that the linear approximation of [ 5] is not suf�cient and we proposea method to go further, and we apply it to the one-matrix model. The method stillrequires numerical analysis, which is performed in Section 4, where the resulting RGow equations are analysed and the results of the method are compared to the previousresults of [ 5] and to the exact results. Finally in Section 5 we shall consider thegeneralizations of our method, in particular to the Ising plus branched polymer two-matrix model.2. The renormalization group for matrixmodel2.1. General ideaWe shall consider a matrix model for gravity plus branched polymers. The partitionfunction is
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117G. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99 3Z =Z d� e�N2V(�) ; � hermitian matrix N�N; (1)whereV(�) =T2 + gT4 + h2T22; Tn = 1N tr��nn � : (2)In Eq. (2) g is the gravity coupling constant and h is the branched polymer couplingconstant. This model can be solved exactly, thus it should be a good test of renormal-ization group methods. When h is equal to zero, it is the pure gravity model that wasconsidered by Brezin and Zinn-Justin in [ 3] when they �rst tested their renormalizationgroup (RG) method. The general idea of RG is to start from the potential V(�0) for aN0 �N0 matrix �0 with N0 =N+ 1, and to integrate over the last row and the last col-umn of the matrix, leading to an effective action V 0 for the N�N remaining matrix �.Performing a linear rescaling of � (wave-function renormalization) to keep the tr(�2)term unchanged one obtains the renormalized action V(�) + N�1�V(�) and the RGow equation in the space of action N @@NV =�V .In [ 3] it was shown that at order g3 the action (2) (with h =0) stayed closed (up toa additive shift corresponding to a tr(1) operator) , i.e. no new operators were generatedby the RG. The corresponding beta-function for g was found to have a zero for g < 0,corresponding to the critical coupling where pure gravity scaling is recovered. However,at that order the �rst numerical result of [ 3] were only very qualitative, since the erroron the critical coupling itself is of order 100%. This method was then developed furtherby several authors [ 6] .Shortly after, Higuchi, Itoi, Nishigaki and Sakai [ 5] improved the RG method byusing the equations of motion of the matrix model ( the so-called loop equations) toeliminate some of the new operators which appear in the RG transformation at higherorders in g. They �rst considered the pure gravity model with cubic actionV(�) =T2 + gT3 (3)and showed that in the planar limit, the RG equation for the free energy F(g) can bewritten asN@F@N + 2F =G(g; @F=@g) ; (4)where G is a non-linear function of g, the gravity coupling constant, and of @F=@g =hT3i.This is a non-linear differential equation, at variance with the standard RG equationswhich should be linear and of the generic form given in [ 3]N@F@N � � (g) @F@g + (g)F =r(g) (5)(where (g) and r(g) are regular functions in g) . In order to obtain a standard renor-malization group equation the authors of [ 5] truncated G(g; @F=@g) to the �rst-orderin @F=@g. For this problem this approximation is in fact quite good. The results theyobtained for the cubic action (3) are a 0:2% error for the value of the critical coupling



118 CHAPITRE 8. ARTICLES4 G. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99and a 2:5% error for the eigenvalue corresponding to the string critical exponent .Moreover, they have generalized this method to a one-matrix model with two couplings:g3T3+g4T4+T2 and also to the Ising two-matrix model, with in both cases results quiteclose to the exact results. In particular for the quartic action (g3 =0) the relative errorson the coupling and the eigenvalue are 1% and 5%.Nevertheless, the linear approximation method has only been applied up to nowto gravity models without branching interactions. The case of gravity plus branchedpolymers, which are the models one has to consider if one wants to verify the scenarioof [ 4] , would be more dif�cult to treat. One would have to introduce @F=@h, partialderivative of F with respect to h, and linearly develop the equations in @F=@h and @F=@g.Moreover, the success of the linear approximation method of [ 5] may be attributed tothe fact that the value of the critical coupling for pure gravity, gc ' �0:22, is in factquite small, since the corrections to the linear approximation turn out to be of order g3,and are therefore small. For branching interactions, we expect that this will not be thecase. Already for the pure branched polymer model (g =0, x < 0) the critical point ishc =�0:5, thus we can guess that the estimates for the general critical points would befar less precise than those for the pure gravity critical point.2.2. Equations of motionSince in this paper we shall also use the equations of motion to write RG equationsfor matrix models with branching interactions, let us briey recall the general idea.If one starts from a simple action V such as (2) (which depends only on the twooperators T2 and T4) one obtains a variation �V which is a function of all the T2nfor any n. To take all these terms into account, one can try to write the action of therenormalization group on the most general partition function. This leads to expressionswith an in�nite number of terms which must be truncated in some way. However, weknow no general and natural truncation scheme, and the simplest truncations lead to avery slow convergence for the value of critical points, while the estimates for the criticalexponents do not converge at all! This can be shown explicitly on the simple exampleof the pure branched polymer model with action V(�) =T2 + h2T22 (which is in fact avector model) as discussed in Appendix A.Nevertheless one must realize thatnotall the operators are independent. One is free ( inperturbation theory) to include in the RG transformation a non-linear reparametrizationof the �eld variable ( i.e. the matrix �) in the partition function, of the form� ! � + �(�) ; �(�) =N�1 Xk Ak[ fTjg] �k: (6)This induces an additional variation in the effective action of the form�V =�(�) � @V@� � @�(�)@� : (7)This variation does not change the physical content of the RG equations, since h�Vi =0where h: : :i denotes the \vacuum expectation value" (v.e.v.) Z�1 R d�( : : :)e�N2V(�) ;



119G. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99 5these are the quantum equations of motion of the model, which express the relationsbetween the v.e.v. of the traces. This (unphysical) arbitrariness in the RG equations isknown as the problem of the \redundant operators" [ 7] . The idea is that one should usethe equation of motion to simplify the expression of the RG equations and to reduce thenumber of operators and of coupling constants involved in the RG ows. This is whathas been done in [ 5] to reduce the RG equation to the form of Eq. (4) . In Appendix Awe show how the method applies to the simple branched polymer model.We are now going to introduce our method, which aims at calculating the renormal-ization ows of gravity plus branched polymer models.3. Our method3.1. The action of the renormalization groupWe are now going to explain our method on the example of the one-matrix model:V(�) = gT4 + T2 + h2T22 (More general cases as the Ising plus branched polymermodel will be considered in Section 5 and we shall discuss then the generalizationof our method) . As the use of the equations of motion does not allow us to put therenormalized action exactly in the same form as the action we would like to study, weare going to consider a slightly more general model:V(�) = (T2) + g T4; (8)where  is of the form = 1Xj=1 2�( j�1)hjTj2 (9)with h1 =1 and h2 =h. We are going to show that when the renormalization group actson this model, the renormalized action can be put in the same form, with a renormalized and a renormalized g, and h1 always equal to one.In the following we denote U the derivative of  @ @T2 =U(T2) : (10)We start from�0 =� � vv� ��an (N+1) � (N+1) hermitian matrix, � is an N�N hermitian matrix, v is a verticalvector, and � a real number.ZN+1 =Z d�0 exp"�(N+ 1) 2 g tr�044(N+ 1) +   tr�022(N+ 1) !!# (11)



120 CHAPITRE 8. ARTICLES6 G. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99can be rewritten, to the �rst-order in 1=N, separating the variables �, v, v� and �, asZ d�dv dv� d� exp��N2 �V(�) + 1N�V(�)��with�V =gT4 + 2 � T2U + g�44 + U�22 + v�(U + g�2 + g�� + g�2)v+ g (v�v) 22 :(12)Let us introduce �rst the auxiliary �eld � and rewrite the part of the integral containingthe variables v and v� as:I =Z dv dv� exp��N�v�(U + g�2 + g�� + g�2 + g�)v� g�22 �� : (13)By integrating over v and v�, we obtainI =exp��N��g�22 + 1N tr�ln(U + g�2 + g�� + g�2 + g�)��� : (14)We then can use a saddle pointmethod and minimize this expression with respect to � .We �nd an implicit equation for the value �s of � :g�s =�1=N� tr� gU + g�s+ g�2 + g�� + g�2� : (15)We now have to integrate over �. This can also be done by using the saddle pointmethod. The d�s=d�s terms disappear thanks to Eq. (15) , and the saddle point �sveri�esg�3s + U�s+ 1N tr� 2g�s+ g�U + g�2s + g�s� + g�s� =0: (16)Then we can rewrite, where h: : :i means that the average is done over �,ZN+1ZN =� exp��N�gT4 + 2 � T2U + g�4s4 + g�2s2 + A� g�2s2 ��� (17)withA=�1=N� tr�ln(U + g�2s + g�s� + g�2 + g�s)� (18)and use the factorization property which is valid in the large-N limit hABi =hAihBi +O(N�2) to express the variation of V :�N@V@N�=�gT4 + 2 � T2U + g h�si44 + g h�si22+ 1N trhln(U + gh�si2 + gh�si� + g�2 + gh�si)i� g h�si22 �: (19)
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122 CHAPITRE 8. ARTICLESG. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99 7From the saddle point equation on �s, and the parity of the action which leads tohtr�i =0 we immediately see that h�si =0 is a solution of the averaged saddle pointequation.Thus�� N@V@N =gT4 + 2 � T2U + 1N tr�ln(U + g�s + g�2)� � g�2s2 � (20)with h�si =� 1N tr(U + g�s + g�2)�1�: (21)3.2. Equations of motionAs discussed in Section 2.2, one should use the equation of motion and the freedomto add redundant operators to the RG transformation to simplify the ows. We nowexpress the equations of motion. The change in variables � ! �+ ��2n+1, n> 0 leadsto the equation of motion�(n+ 2) g T2(n+2) + (n+ 1) U T2(n+1) � 2 nXi=0 i (n� i) T2iT2(n�i)� =0; (22)where the Tn are de�ned as in Eq. (2) ,nTn = 1N tr (�n) : (23)We introduce the function f (z ) which is the generating function of the hT2ni, f (z ) =1N htr 11�z�2 i ( this function f is almost the resolvent of the model) . Using Eq. (22)f (z ) can be rewrittenf (z ) =� (g+ Uz ) +p(g+ Uz ) 2 � 4z 2(g+ Uz + 2gT2z )2z 2 �: (24)Noting thath�si =� 1N tr�(U + g�s + g�2)�1�� = 1hU + g�sif � �gU + g�s� (25)we immediately �nd that the solution of the above equation ish�si =2hT2i: (26)Integrating f , we also have� 1N tr�ln(U + g�s+ g�2)�� =� ln(U + g�s) + �g=(U+g�s)Z0 f (z ) � 1z dz�: (27)



1238 G. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99Finally, denoting� =� ghU2i ; x =h2T2Ui (28)we obtain�� N@V@N =gT4 + 2 + lnU � x2 + ln(1� �x) + � x22+ �1��xZ0 dz z � � � 2z 2 +p(z � �) 2 � 4z 2(z � � � �zx)�2z 3 �: (29)This expression, if expanded in powers of T2, contains a linear term in T2: N@h1=@N (werecall that  (T2) =P1j=1 21�jhjT2j) . We would like to keep h1 equal to one. This ispossible if one subtracts the coef�cient of T2, multiplicated by the expression appearingin the �rst equation of motion: 4gT4+ 2T2U � 1. Then we �nally obtain a renormalizedaction exactly in the same form as the original action.Beyond this point, we shall suppress, for simplicity reasons, the h: : :i in all ourexpressions. Indeed, Eq. (29) means that if we replace N@V=@N in ZN+1 by the right-hand part of our equation, the result will be the same.4. Numerical analysis4.1. Expansion of the integralWe now have obtained a renormalization group equation containing only linear termsin T4 and powers of T2. So, starting from the action gT4 +  (T2) (with  (T2) =T2 + h2T22 + : : :) , we can write (at least in principle) the equations for N@g=@N andN@ =@N: we just have to expand the above expression in powers of T2. This method,however, leads to very complicated expressions withmany non-trivial integrals dependingon the parameter g. To be able to treat our expression easily, it is better to expand it�rst in powers of � (� is of order g, as U =1 + hT2 + : : : is of order one) . The lastintegral in Eq. (29) is then also expanded in powers of x, and it remains to expand� =�g=U2 in powers of T2, which is easy.One should notice that the expansion in � is not trivial: one cannot simply expandthe integrand and the bounds of integration, as this would lead to divergent expressions.In fact, the integral can be expressed as an expansion in �n and �n ln�. What one hasto do to expand the last integral properly is to treat separately the integral between 0and x�3=2(1� �x)�1, and between x�3=2(1� �x)�1 and �(1� �x)�1. Let us brieydescribe these operations: the last integral can be expressed as a sum of two integrals,I = �=( 1��x)Z0 z � � � 2z 2 +p(z � �) 2 � 4z 2(z � � � �zx)�2z 3 dz =I1 + I2: (30)



124 CHAPITRE 8. ARTICLESG. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99 9The �rst one given byI1 = 1=p�Z0 xB1 du with z = �2x1 � �xu and (31)B1 =�x�2(1� �xu) 2 + x(1� �x) �(1� u) +p(1� u) 2 + 4u(1� �x) 2=x��2(1� �xu) 3 ;(32)and the second one given byI2 = 1Zxp� B2 da with z = �1 � �xa; (33)B2 =�2�(1� a) 2 + (1� �x) �(�x� a) +p(�x� a) 2 + 4�a(1� a) 2��2(1� a) 3� : (34)Before expanding the integrand in powers of �, up to the order �2n, we have to noticethat, when � tends to zero, the bounds of integration in I1 and I2 tend respectively to1 and 0. Let us take I2 as an example. For u� 1=p� large, the terms in the expansionof the integrand are of the form �2n+1u2n. This implies that the integration leads to aterm of order �n. Thus, the terms in the expression are really of increasing powers of �,which justi�es our expansion, keeping in mind that expanding the integrand up to order�2n amounts to expand the integral up to order �n.Moreover, when expanding the integrand B1, we obtain expressions of the formP(u) ( (1�u) 2+4u=x)�m=2, where P(u) is a polynomial. The primitives of such termslead to logarithmic expressions, and we �nally obtain a �n and �n ln� expansion, that isto say, in term of the coupling g, we have an expansion in gn and gn ln(g) . We wouldnot have realized the existence of these logarithmic terms if we had used a �nite numberof equations of motion; they appear here because, by the use of the f (z ) function, wehave used an in�nite number of equations of motion, and expanded properly only after.This phenomenon should not come as a surprise, it was already observed in [ 9] .Once the expansion in g has been done, we expand U in powers of T2 and, �nally,we obtain a quite simple expression with two orders of expansion: X in g and Y in T2.After development in � at orderX=4 in �, for example, the expression of the integralI =I1 + I2 isI =� ��32 + x� ln(�)�+ �2� � 12 + 8x� 6 ln(�) + 4x ln(�)�+�3��6656 + 84x� 192 x2 + 16x3 � 50 ln(�) + 36x ln(�) � 3x2 ln(�)�
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-Fig. 1. Renormalization ows, where�h is in abcissa and�g in ordinate. Trajectories may seem to bifurcate:in fact, these are two distinct trajectories originating from two points near each other but separated by thecritical line.+�4��34373 + 29603 x� 174x2 + 43x3 + 16x4 � 490 ln(�)+400x ln(�) � 60x2 ln(�)�+ o(�4) : (35)Inserting the expansion for I in Eq. (29) we obtain the RG ow equations for thecouplings g and hj (j 6 Y) . These ow equations can easily be integrated numerically.4.2. The shape of the RG owsIn Fig. 1 we show the results obtained at orders X=5 and Y =6. The axes representedcorrespond to the two couplings that interest us: the gravity coupling g and the branchedpolymer coupling h =h2. Of course, there are Y � 2 (=4) other couplings which arenot represented there. The RG ows represented here correspond to the initial conditionhj = 0, for all j > 2, i.e. we study the evolution of the model with initial actionV =gT4+T2+ h2T22 as in Eq. (2) . It is easy to �nd the critical line in the (g; h) plane: itseparates the domain where one ows towards the Gaussian �xed point (g! 0; h! 0)from the domain where g and h diverge. We have chosen here to show only the owsfor (g; h) near the critical line, on both sides of it. Since under the RG ows the hj'sbecomes non-zero, and since we project the ows on the (g; h) plane the ows mayseem to cross; of course, this is unphysical and a projection of what happens in higherdimensions.First one recovers the correct phase diagram and critical line (with an average 5%relative error at this order) . The critical line is separated into two parts by a multicriticalpointC. Starting from the rightmost part of the critical line the ows are driven towardsa �xed point B0 which lies on the g =0 plane. Starting from the leftmost part of thecritical line the ows are driven towards a �xed pointA0 (with g, h, h3, : : : =/ 0) . Wehave represented in Fig. 1 the \pull-back" A of A0, i.e. the point on the critical linewhich ows in the fastest way towards A0 ( this is equivalent to saying that the leadingsubdominant corrections to scaling vanish at A) . Both �xed points B0 and A0 have oneunstable direction. Thus B0 corresponds to branched polymers and A0 is the �xed point



126 CHAPITRE 8. ARTICLESG. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99 11
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.084

0.086

0.088

0.092

0.094Fig. 2. Extrapolating the h =0 critical point�gc as a function of 1=X.corresponding to pure gravity. Starting from the pointC one ows towards a �xed pointC0 (also with g, h, h3, : : : =/ 0) with two unstable directions, which should thereforecorrespond to the \branching transition" between pure gravity and branched polymerscaling behaviour. These features of the RG ows are in full agreement with the pictureproposed in Ref. [ 4] . This agreement is con�rmed by studying the numerical resultsmore precisely.4.3. Quantitative resultsAt this order of approximation (X = 5, Y = 5) , we obtain for the critical point gclocated on the axis h =0 a precision which is smaller than the one obtained by Higuchiet al. Our computations, however, can be performed for several values of X and Y, andthe results can be extrapolated to obtain a very good precision. For example, for gc, thecritical value of g for h =0, we haveX gc2 �0:095415(5)3 �0:090745(5)4 �0:088725(5)5 �0:087585(5)1 �0:083325(5)We then extrapolate these results by a polynomial of degree 3 in X�1. Fig. 2 showsthat this extrapolation behaves almost as a straight line: the value of gc converges as1=X. The extrapolated value for X=1 is �0:083325(5) , while the exact value of gc is� 112 ' �0:083333(5) . We have thus obtained a 0:016% relative error, to be comparedwith the 0:9% relative error of Ref. [ 5] .By the same method, we can obtain the whole critical line in the plane (g; h) , whichwas not obtained in Ref. [ 5] . On the pure branched polymer line (g =0) , we obtain forthe branched polymer critical pointhc ' �0:50037 instead of the exact value hc =�0:5,i.e. a 0:07% relative error. For the position of the multicritical pointCwe obtain for hcand gc relative errors of 0:02% and 0:5%, respectively.



12712 G. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99Linearizing the RG ow equations in the vicinity of the �xed points, we obtain alsogood results for the critical exponents. For instance, studying the multicritical �xed pointC0, we obtain for the largest eigenvalue �0 � 1:185, i.e. a 1:25% relative error whencompared to the exact result 6=5 =1:2!It is not surprising that the critical exponents converge less rapidly than the positionsof the critical points. Better but more tedious calculations could be done, for we can goin principle to any orders X and Y, and the limitX!1 and Y !1 should give theexact result, but this is not our purpose here.5. MultimatrixmodelsOur method can be generalized to a two-matrix model which describes the Ising plusbranched polymer model:V0 =g tr(A3 +B3)3N + tr(A2 + B2)2N + h2 �tr(A2 +B2)2N �2 + c0 trABN : (36)A and B are two N � N hermitian matrices, g is the gravity coupling constant, h thebranched polymer coupling constant and c corresponds to the temperature of the Isingmodel. For simplicity reasons, we have not introduced a external �eld, which wouldhave broken the symmetry in A and B.As previously, we are led to studying a more general model: if we take� =�A 00 B� ; �1 =� 0 11 0� ; and �0 =Id=� 1 00 1� ;the model we are going to study can be expressed asV =g tr��3�3N +   tr��2�2N ; tr(��1��1)2N !; (37)where  is, as in the case of one-matrix models, a function of the quadratic terms in �.If Tn = tr(�n)nN = tr(An+Bn)nN and TAB = tr� ( �1��1)2N = tr(AB)N ;we note that@ @T2 =U and @ @TAB =c:Here c is a series in TAB and T2, with constant coef�cient c0. The renormalization groupequation reads�N@V@N =gT3 + 2 � T2U � cTAB + g�33 + (U + 2c) �22+tr ln((U + g�)�0 + c�1 + g�) ; (38)



128 CHAPITRE 8. ARTICLESG. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99 13where � =T1.To simplify this expression, we have to use the equations of motion. Similarly to whatwas done in [ 5] , we can express, by introducing � ! �+�� in : : :�� i1 (z�0+ cg�1+�)�1changes in variables,W0 =� 1N tr�z�0 + cg�1 + ���1�as the solution of a quartic polynomial:�W02 � (z + cg ) (U � gz )��� c2g (U + 2c � gz )W20 + �2 c2g2 + c Ug2 � czg��(c + gz ) (U � gz )W0 + c(U � gz )2T2 + gcTAB�� �W204 � (z (U � gz )+ c2g (U + gz ) )W0 � c + zg (U + 2c � gz ) (c+ gz ) (U � gz )���W202 � (U � gz ) �z + cg�W0 + 2gT2 + 2(U � gz )� =0: (39)We then have to integrate1ZUg +� �2z � W0z �zg�� dz:Without going through all the details of the procedure, let us note that, to expandW0,we have to be cautious. Indeed, as for the one-matrix model, the integral will have tobe cut into two parts, as U � gz can be large (z � 1) or small (z � U=g) . This willlead to two different changes of variables in the integral and, once more, to logarithmicterms in g and in �c0.Let us also stress that one has to expand the integral both in powers of g and of c0.The easiest way to do so is to expand simultaneously I in powers of g and c0, withg2 � c0. Then, we can compute approximate ows for this model.Fig. 3 shows approximate RG ows, at x =0, at order X=6 in g ( i.e. three in c0)and Y =2 in T2, where g is in abcissa and c0 in ordinate.Here, we recover the pure gravity (c0 =0, x =0) critical point at gc ' 0:262, i.e.with 19:5% error ( the exact critical point is 432�1=4 ' 0:219) . By extrapolating thetwo �rst results at X =2 and X =3, however, we obtain an extrapolated gc ' 0:222,that is to say only a 1:2% error! Moreover, we can see in Fig. 3 that we recover theIsing bicritical point C at c0 ' �0:14 (the exact value is 0:15) , and the shape of thecritical line.All these results show thatwe can compute good approximations of the ows, not onlyfor one-matrix models, but also for multimatrix models. This way we can theoreticallycompute the ows of an open chain of k matrices with nearest neighbour coupling, fork =1, 2( Ising) , 3 : : : This series of models is all the more interesting as we know that
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0Fig. 3. Approximation of the ows for the Ising model. g is in abcissa, c0 in ordinate.when k!1, the central charge of the model C ! 1. These models could thus allowus to verify the evolution of the ows with C and their shape when C is equal to one.This leads us, however, to a practical problem: though the initial model ( the openchain) has the same coupling constants for all the matrices of the chain, the action ofthe renormalization group leads to almost as many coupling constants as matrices. Thiscomes from the fact that the roles of the matrices of the open chain are not symmetric.Thus, we do not know if it is practically manageable to study, for example, a k =10matrices open chain, or if it leads to too long computations. A solution is to study asymmetric problem: the closed chain, for example (we do not know its exact solution) ,or the k-matrix Potts model, where all matrices are coupled. The study of the lattermodel could indeed be very interesting: when k > 4, then C > 1 and we would thusenter the C> 1 domain.6. ConclusionIn this paper we have developed the large-N renormalization group method to studymatrix models containing interaction terms corresponding to branched polymer interac-tions. We have shown the analytical basis and the successes of our method. It can dealwith models containing branched polymers, it gives us the shape of the ows, and alsogood approximations of the position of the critical points and critical exponents of themodels. We have applied our method to the case of pure gravity plus the branched poly-mer one-matrix model, and to the case of the Ising two-matrix model. Our method is anapproximation method: the exact expressions must be truncated to a certain order to benumerically manageable ( the ideal case of the in�nite chain being the exact solution) .However, the extrapolation of the �rst-orders gives good results without taking highcomputation times. But, when studying models with a growing complexity (k-matrixopen chains) , we may reach for large k the practical limits of the method, and thusit would be a good thing to �nd more technical simpli�cations. We also plan to studyk-matrix Potts models, which are very symmetric models ( so technically simpler) butwhich would allow us to cross the C > 1 barrier for k > 4, and are thus theoreticallymore complex models.



130 CHAPITRE 8. ARTICLESG. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99 15AcknowledgementsWe thank J. Zinn-Justin for his interest and his careful reading of the manuscript.This work has partial support from European contract TMR ERBFMRXCT960012.Appendix A. The vector modelThe large-N RG method has already been applied to the (very) simple case of thevector model in [ 8] . This model corresponds to the limit g =0 of the matrix modelwith action (8) , since then the U(N) -matrix model becomes an O(N2) vector model.The authors of [ 8] found that if one does not use the equations of motion ( i.e. if nonon-linear reparametrization of the �elds is performed) the RG ow equation seemsto lead to strange results, with the apparent existence of a one-parameter family of�xed points. However, they showed that when using the equations of motion one canreduce the RG ows to much simpler ows in a �nite-dimensional space of couplings.Moreover, in that case the ows can be easily calculated exactly and it is found that onerecovers the exact critical points and critical exponents.The purpose of this appendix is just to present the results of a simple exercise: howdo the results of the RG method change if one does not use the equations of motion, orif one uses the equations of motion in a approximate way?We start from the action (8) with g =0 for a N� N Hermitian matrix (T2) =Xj hj2j�1 T2j ; T2 = 1N Tr��22 � : (A.1)Since we can rewrite T2 = j�j2 where � is the N2-dimensional real vector whosecomponents are the real and imaginary parts of the matrix elements �ij of �, the modelreduces to the vector model studied in [ 8] . The RG ow equation for the potential  can be written exactly, either by integrating explicitly over some components of �, orby computing exactly the effective potential at large N and studying its variation withN. Both methods yield, to �rst order in 1=N,N @@N  =2 � 2T2 0 + ln[  0] : (A.2)This simple RG equation becomes even simpler if we consider instead of  its derivativeU = 0 and if we invert the function U(T2) and consider instead the function X=U�1de�ned as T2 =X(U) ( this is at least possible for T2 small) . The RG ow equationbecomes linear for the function XN @@N X=2X� 1U (A.3)and is trivial to solve. If we start at N0 from the initial potential  0, i.e. from the initialfunction X0 with X0 =U0�1 = 00�1 we get at N =�N0
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Fig. A.1. RG ows of U = 0 as a function of h. The initial function U0 is the thick black line, the large-Nlimit is the thick dashed line. For � > 1 U develops a singularity which moves with � along the thin blackcurve. The renormalized U are depicted by the thin (colour) curves, from the UV with � small (blue) to theIR with � large (red) . for h < hc the singularity goes to 1 and U ! 1 goes to the Gaussian �xed point.For h =hc =1=2 U goes to the non-trivial �xed point. For h > hc the singularity hits the origin and the RGows diverge in a �nite time.X(U;N) = 1� �22U + �2X0(U) (A.4)and inverting again T2 =X(U) we obtain the renormalized derivative of the potentialU(T2; N) = @@T2 (T2; N) . Performing a linear rescaling � ! Z�1=2� to keep the coef-�cient h1 of the T2 term �xed amounts to changing X0(U) ! ZX0(ZU) in Eq. (A.4) ,with Z =Z(�) a linear rescaling factor �ne tuned such that the constraint  0(0) =h1( i.e. X(h1) =0) is kept for N=/ 1.First let us study the exact ows if one starts from the quartic potential  0 =T2� h2T22,i.e. from the initial function X0 =(1� U)=h. For � > 1 small, the function U remainsanalytic around the origin, but it develops a square root singularity at a �nite X=Xs(�) ,which starts for � = 1 at the zero X =h�1 of U0, i.e. at the critical point of  0. Ofcourse the ow can be studied analytically but they are better depicted graphically ( seeFig. A.1)� If 0 < h < hc =1=2, the singularity Xs(N) goes to in�nity as N ! 1 and thefunction U(X;N) tends towards the constant function U(X) = 1, which corre-sponds to the Gaussian potential  =T2 (Gaussian �xed point) (Fig. A.1a) .� At the critical value hc =1=2 the singularity Xs tends toward a �nite value X� =1=2, so that the function U tends toward a non-analytic �xed point (Fig. A.1b)



132 CHAPITRE 8. ARTICLESG. Bonnet, F. David/Nuclear Physics B 6166 (1999) 1{99 17U�(X) =� 1 if X6 X�unde�ned if X> X� : (A.5)� For h > hc =1=2, the singularity Xs(N) reaches the origin X=0 in a �nite RGtime �s =2h=(2h�1) , the potential  becomes singular at the origin and the RGow thus diverges in a �nite time and reaches no �xed point (Fig. A.1c) .This analysis can be extended to general initial potentials. We thus recover (withoutusing the equations of motion) a sensible picture of the RG ows: the attraction domainof the Gaussian �xed point (h < hc) is separated from the domain where RG owsdiverge by a critical (unstable) manifold where one is driven towards the non-trivial�xed pointU� (which corresponds to branched polymers) . The only subtle point is thatthe non-trivial �xed point is non-analytic and cannot be distinguished by a local analysisaround the origin (T2 =0) from the Gaussian �xed point. This explains the apparentparadoxes of [ 8] .Let us mention that if instead of using the potential U(X) one uses the inversefunction Y(U) =X(U) � 1=2U, the RG ot is very simple: Y(U) ! �2Y(U) . Thestructure of the ow is described by the expansion of the function Y(U) around thelargest zero U� such thatY(U�) =0, and the (only) relevant scaling �eld t0 correspondsto the �rst derivative Y0(U�) of Y ( since the critical manifold corresponds to t0 =0) .This t0 scales with � as �2, therefore has scaling dimension 2. However, the mappingU(X) ! t0 is highly non-linear, and becomes singular along the critical manifold t0 =0.Therefore this does not contradict the fact that the real scaling dimension of the relevantoperator is 4=3.One can try to truncate the RG ow equation (A.2) in the most naive way: wekeep only the couplings hj with dimension j 6 K in  , then expand the ln[  0] inpowers of T2 and truncate this expansion at order K in T2. We thus obtain for �xed Kapproximate RG ow equations for the K couplings hj, which are of the standard formN @@Nhj = � j[ h] , with the � functions polynomials of order K in the hj's. At a giventruncation order K the explicit form of these functions is not especially illuminating andwill not be given here. Using computing software the approximate �xed points can befound exactly and the structure of the RG ows studied. We �nd indeed a non-trivial�xed point  � with one unstable direction, which should correspond to the branchedpolymer �xed point.The derivative U� = �0 is depicted in Fig. A.2 as a function of the order of truncationK (U is a polynomial of degree K� 1) . One sees that as K increases the approximated�xed points converge towards the exact (but singular) �xed point. However, a moreprecise analysis ( that we do not reproduce here) shows that the convergence is veryslow, typically as 1=K. The �nite K estimates for the critical coupling hc ( if all higherorder couplings hj, j > 2 are set to zero) converge towards the exact value 1=2 at thesame rate.This very slow convergence is insuf�cient to obtain good estimates for the criticalexponents. It turns out thatwithin this approximation scheme, the scaling dimension �appriof the scaling �elds at the approximate �xed point are independent of the truncation
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1351 Introdution :Random matries are useful for a wide range of physial problems. In partiular, theyan be related to two-dimensional quantum gravity oupled to matter �elds with a non-zero entral harge C [1℄. While C � 1 models are relatively well understood, the C > 1domain remains almost totally unknown : there is a C = 1 \barrier". When studying C 6= 0models, we are led to onsider multi-matrix models [2, 3℄ whih are often non-trivial. Onelass of diÆult matrix models orresponds to the q-state Potts model (in short: Potts-q)on a random surfae. This model is a q-matrix model where all the matries are oupledto eah other, thus making diÆult the use of usual tehniques suh as the saddle pointor the orthogonal polynomials method. Moreover, the q ! 4 limit orresponds to C ! 1,thus, by solving Potts-q models, we shall gain a new understanding of the C = 1 barrier.In this letter, we show that, ontrary to what was previously thought, one an use theloop equations to solve the Potts-3 random matrix model, and we �nd that the resolvent(whih generates many of the operators of the problem) obeys an algebrai equation thatwe write expliitely.We also show that this method applies when one adds branhing interations (gluingof surfaes, also alled \branhed polymers") [4℄ and we derive the ritial line of thisextended model. The extension to the model with branhing interations and the study ofits phase diagram is neessary to verify [5℄'s onjeture about the C = 1 transition.Finally, we apply the method to the Potts-1 matrix model, whih orresponds toC =1.As this work was approahing its ompletion, a paper appeared on the dilute Pottsmodel [6℄, whih partially overlaps our present work. In this artile, the author also has analgebrai equation for the onventional Potts-3 model. Here, we go further as we onsiderthe Potts-3 + branhing interations model. Moreover, his method is quite di�erent : whilehe uses analytial onsiderations on the resolvents and large-N tehniques, we solve ourmodel by the loop equations method, whih an be extended to �nite N problems and isalso more adapted to the use of renormalization group tehniques [7, 8℄.2 The Potts-3 + branhing interations model :Let us de�ne : Z = Z d� e�N2V (�) (1)V (�) = g tr�33N +  (tr�22N ; tr�Æ�Æ2N ) (2)� = 0B� �1 0 00 �2 00 0 �3 1CA ; Æ1 = 0B� 0 1 00 0 11 0 0 1CA ; Æ�1 = 0B� 0 0 11 0 00 1 0 1CA (3)1



136 CHAPITRE 8. ARTICLESÆ = Æ1 + Æ�1. We shall also use later the notation Æ0 = Id:�, Æ0, Æ1 and Æ�1 are (3N) � (3N) and �1, �2, �3 N � N hermitean matries.  is ageneral two-variable funtion, and will mainly appear through its partial derivatives U and with respet to tr�22N and tr�Æ�Æ2N respetively. If these are onstants, then we reoverthe onventional Potts-3 model (no branhing interations). This model was given partialsolution by J.M. Daul [9℄, by onsidering the analyti struture of the resolvents. He hadits ritial point and its assoiated ritial exponent. He did not know, however, if theresolvent obeyed an algebrai equation. We shall give here the expression of this equationfor the onventional and extended Potts-3 model. We also derive the ritial line of theextended model and hek it orresponds to Daul's result in the partiular ase of theonventional model.Let us note, for onveniene :ti1i2���in�k = 13N htrÆi1�Æi2� : : : Æin�ki (4)where i1, : : :, in an be +1, �1 or 0. This trae is non-zero if and only if i1 + : : :+ in � 0(mod 3). h: : :i is the expetation value of (: : :) :h: : :i = 1Z Z d� (: : :) e�N2V (�) (5)A trae will be said to be \of degree m" if there are m matries � in it. For example, theabove trae is of degree k + n� 1.Let us now use the method of the equations of motion (or loop equations). If we makethe in�nitesimal hange of variables in Z :�! � + � Æi1� Æi2 : : :�Æin (6)with i1 + i2 + : : :+ in � 0 (mod 3)then we obtain the expression of the general equations of motion :g ti1:::in�2 + U ti1:::in� +  (t(i1+1)i2:::(in�1)� + t(i1�1)i2:::(in+1)�)� n�1Xj=1 ti1:::ij tij+1:::in = 0 (7)The �rst three terms ome from the transformation of V (�), and the last one, from thejaobian of the transformation.Eq. (7) relates any expetation value of trae ontaining a quadrati term (i.e. a �2term) to expetation values of traes of lower degrees. The problem is that we do nothave any reursion relation for more general expetation values like ti1:::in� where all theik 6= 0. Moreover, when one wants to ompute even a very simple trae : for example t�n2



137by using Eq. (7), one obtains, [n2 ℄ steps later, a n � [n2 ℄ degree ompliated trae whihdoes not ontain quadrati terms any more. Thus, the reursion stops there. In fat, thisproblem an be overome by a very simple idea : one uses the invariane of traes by ylipermutations to get rid of the n + 1 degree term in Eq. (7). Then, one obtains relationsbetween general traes, and it is thus possible to ompute the expetation values of anytrae in funtion of the �rst ones.Let us see now how this idea applies to the omputation of the resolvent. We denote :!i1i2:::in = 13N htrÆi1�Æi2� : : : Æin 1z � �i (8)!0 = ! is the usual resolvent. Using the hange of variables :�! � + � 1z � � (9)we obtain the equation :z (U + gz)! � U � gz � g t� � !2 + 2  !1�1 = 0 (10)Similarly, �! � + �Æ1�Æ�1 1z � � (11)yields :z (U + gz)!1�1 � (U + gz) t� � g t1�1� � ! !1�1 +  !1 0�1 +  !�1�1�1 = 0 (12)and, by the means of similar hanges in variables, we have the equations :z (U + gz)!�1�1�1� (U + gz) t1�1�� g t�1�1�1�+  !�1 0�1�1+  !1 1�1�1�! !�1�1�1 = 0(13)z (U+gz)!1 1�1�1�(U+gz) t�1�1�1��g t1 1�1�1�+ !1 0 1�1�1+ !�1�1 1�1�1�! !1 1�1�1 = 0(14)These equations alone are not suÆient to ompute !(z). Indeed, if we intend toalulate !(z), we generate the funtion !1�1(z) (Eq. (10)). Then, in turn, we generatethe funtion !�1�1�1(z) (Eq. (12)) and so on.As for ! funtions ontaining a 0 (i.e. a �2 term) suh as !1 0�1, they are easy to dealwith : we know how to ompute traes ontaining �2. !1 0�1 = 13N trÆ1�2Æ�1 1z�� , will beseen as 13N tr�2Æ�1 1z��Æ1. Then the hange in variables :�! � + �Æ�1 1z � �Æ1 (15)yields (!1�1 = !�1 1 for symmetry reasons)g !10�1 + (U + )!1�1 +  z ! �  = 0 (16)3



138 CHAPITRE 8. ARTICLESand similar hanges in variables lead to the equations :g !�1 0�1�1 + U !�1�1�1 +  !1 0�1 +  z !1�1 �  t� = 0 (17)g !1 0 1�1�1 + U !1 1�1�1 +  z !�1�1�1 �  t1�1� +  !�1 0�1�1 � t� ! = 0 (18)But, to ompute !�1�1 1�1�1, as mentionned in the omments to Eq. (7), we have tosubstrat two di�erent hanges in variables and use yliity of traes :�! � + �[�Æ�1�Æ�1(z � �)�1Æ�1�� Æ�1�Æ�1(z � �)�1Æ�1�2℄ (19)yields : (!�1�1 1�1�1 + !�1 1�1�1�1 � !�1�1 0�1 � !�1 0 1 1�1)� !�1�1�1 + t� !1�1 = 0 (20)This equation, as we know how to ompute !1�1, !�1�1�1, !�1�1 0�1 and !�1 0 1 1�1, relates!�1�1 1�1�1 to !�1 1�1�1�1.�! � + �(�Æ�1�Æ�1�Æ�1(z � �)�1�� Æ�1�Æ�1�Æ�1(z � �)�1�2)allows us to relate similarly !�1 1�1�1�1 to !1�1�1�1�1. Then�! � + �(�Æ�1(z � �)�1Æ1�Æ�1�Æ1 � Æ�1(z � �)�1Æ1�Æ�1�Æ1�) (21)allows us to relate !1�1�1�1�1 to !1�1 1 1 1, and we have !1�1 1 1 1 = !�1 1�1�1�1 as the rolesof Æ1 and Æ�1 are ompletely symmetri.Finally, as a result of these operations, we have :!�1 1�1�1�1 + !�1 1�1�1�1 = K(z) (22)where K(z) only ontains easy to ompute ! funtions. We an then write an equationfor !�1 1�1�1�1 and thus for !�1�1 1�1�1 whih only involves ! funtions that we eitheralready know or are able to ompute similarly as was done during the two �rst steps of theproedure.That way, our set of equations is losed, and we obtain a degree �ve algebrai equationfor !(z). This expression applies to general expressions of U and . For the exat expressionof this equation see Appendix A. The equation only ontains four unknown parameters :t� = 1N htr�1i; t1�1� = 1N htr�1�2i; t111� = 1N htr�1�2�3i; t1 1�1�1� = 1N htr�1�2�1�3i(23)These parameters are also those that would be involved if we used the renormalisationgroup method [10, 7, 8℄ to ompute the Potts-3 model. The renormalization group owswould relate the onventional Potts-3 to the Potts-3 + branhing interations model, witharbitrary U and ; but the presene of t111� shows us it would also be related to the dilutePotts-3 model, where one has a 1N tr(�1+�2+�3)3 term. Finally, the t1 1�1�1� term shows4



139us it may also be related to more ompliated quarti models.We are now going to derive from our equation the ritial behaviour and ritial lineof the model when U = 1 + htr�2=6 and  is a onstant. This is the most ommon typeof extension of a matrix model to branhing interations. The values of the unknownparameters given in Eq. (23) are �xed by the physial onstraint that the resolvent hasonly one physial ut whih orresponds to the support of the eigenvalues of �. Then, onean study the ritial behaviour of the model.It is easy to look for the Potts ritial line. Indeed, the saling behaviour of the resolventis then, if we denote the physial ut of ! as [a; b℄ :!(z) � (z � a) 12 when z � a and !(z) � (z � b) 65 when z � b (24)The orresponding exponent s is �15 , whih orresponds to the C = 45 entral harge ofthe model.Rather than looking for the resolvent for any values of the oupling onstants, it iseasier to searh for the resolvent only on this ritial line where the presene of the 65exponent leads to simple onditions on the derivatives of the algebrai equation.We obtain :105 3 + 4 g2 = 02480625 2 (�1� 4+ 432) + 296100  (15 + 113) h � 692968 h2 = 0 (25)Let us note here that, when h = 0 (no branhing interations) we reover the Potts-3biritial point whih agrees with Daul's result [9℄ : = 2�p4743 ; g = p1052  �3 +p4741�p47 ! 32Thus, we have shown that the resolvent for the model of Potts-3 plus branhing intera-tions obeys a degree �ve algebrai equation. We have found the ritial line and exponentof this extended model. This extends the results of Daul [9℄ who had only derived theposition of the ritial point and exponent of the onventional model. Finally, let us reallthat, in a reent paper [6℄, P. Zinn-Justin obtains independently algebrai equations forsimilar problems. His method, though, does not involve loop equations, and is rather inthe spirit of [9℄. Moreover, it does not address the problem of branhing interations andthus overlaps our results only in the ase of the onventional Potts-3 model.3 The Potts-1 model :We are now going to briey derive the solution for the Potts-1 model, from the equationsof motion point of view. The purpose of this part is mainly to show the eÆieny of ourmethod on this  =1 model. This model was previously studied by Wexler in [11℄.5



140 CHAPITRE 8. ARTICLESLet us denote � = 0BB� �1 0. . .0 �q 1CCA, and X = (�1+:::+�q)N N 1q�q.We shall de�ne the Potts-q partition funtion asZ = Z d�e�N V (�) where V (�) = g tr�33N + U tr�22N + trX22N (26)V (�) is of order q when q !1. First, let us use the equations of motion to relatea(x) = 1qN htr 1x� �i to b(y) = 1qN htr 1y �X i (27)Let us also denote : d(x; y) = 1qN htr 1x� � 1y �X i (28)�! � + � 1x� � 1y �X yields(x (gx+ U) +  y � a(x)� b(y)q ) d(x; y) + g � gy b(y)�  a(x)� b(y) (gx+ U) = 0 (29)We an get rid of d(x; y) sine, when x (gx + U) +  y � a(x) � b(y)q = 0, d(x; y) remains�nite, thus g� gy b(y)�  a(x)� b(y) (gx+U) = 0. This is suÆient to relate a(x) to b(y).Moreover, the value of b(y) is easy to ompute when q =1.Let us briey summarize this omputation : we alulate the value of htrXni in theq !1 limit.First : htrXni = htr�1 : : :�ni+O(1q ) (30)(reall that all the �i play the same role).If we now separate the �rst n matries from the remaining q � n (with q � n), andsuppose there is a saddle point for the eigenvalues of �n+1+:::+�qq , then this saddle point is(in the q !1 limit) independent from the matries �1 ; : : : ; �n. Then, in this limit, upto a hange in variables : ~�k = U�kU�1, we have n independent matrie ~�1 : : : ~�n. Eahof them has the partition funtionZ�C = Z d~�k e�N( g3tr~�3k+U2 tr~�2k+tr~�k�C) (31)As tr�1 : : :�n = tr~�1 : : : ~�n, we have htrXni = trh~�1i�C : : : h~�ni�C where h: : :i�C is theexpetation value obtained with the partition funtion Z�C (f Eq. (31) ).The matries ~�k ; k = 1; : : : n all play the same part, and htrXni = tr�nC , thustr�nC = trh~�1in (32)6



141This must give us �C , provided we alulate h~�1i�C in funtion of �C . This is a solvableproblem, but it is muh faster to note that�C = t� 1qN�qN (33)is solution. Thus, 1qN htrXni = (t�)n, and b(y) is simply (y � t�)�1.This gives us immediately the solution for a(x) : it obeys a seond order equation andreads : a(x) = 12(x(U + gx) +  t� �q(x(U + gx) + t�)2 � 4(U + gx+ gt�)) (34)The Potts-1 plus branhed polymers model is thus very similar to an ordinary puregravity model. As previously, we ompute the parameter t� by imposing that the resolventa(x) has only one physial ut. The model is ritial when a(x) behaves as (x � x0) 32 , x0being a onstant, and the ritial point veri�es (as in [11℄) :g = 14p2 and  = �12 (35)Let us note �nally that the loop equations method used here is appropriate for therenormalization group method of [10, 7, 8℄.4 ConlusionIn this letter, we have shown that it is possible to solve the Potts-3 and Potts-1 modelson two-dimensional random latties through the method of the equations of motion. Wehave obtained a losed set of loop equations for the Potts-3 model, whih was thought tobe impossible. We have shown that the Potts-3 resolvent obeys an order �ve equation,and this new knowledge opens the door to the alulation of expetation values of theoperators of the model. We have extended the Potts-3 onventional model to Potts-3 plusbranhing interations, and given the general algebrai equation and the Potts ritial lineof this model. Finally, we have shown our method also applies suessfully to anotherPotts model : the Potts-1 model. We hope to generalize soon our method to more generalPotts-q models, in partiular for large-q Potts + branhing interations models.A The equation for the Potts-3 resolvent :Here is the degree �ve equation for the resolvent of this model, where W(x) is related to!(x) byW(x) = !(x)� gx2 � Ux.�24 7 + 4 4 g2 � 16 t+�� 5 g2 � 12 t111� 4 g3 � 4 t1�1� 2 g4 + 8 t11�1�1� 3 g4 + 68 6 g t� +2 3 g3 t� + 3 2 g4 t2� + 60 6 U + 2 3 g2 U � 52 t1�1� 4 g2 U + 20 t111� 3 g3 U � 20 5 g t� U �7



142 CHAPITRE 8. ARTICLES4 2 g3 t� U�36 5 U2�3 2 g2 U2+36 t1�1� 3 g2 U2�36 4 g t� U2�12 4 U3+36 3 g t� U3+12 3 U4 + 28 6 g x+ 2 3 g3 x� 12 t1�1� 4 g3 x+ 8 t111� 3 g4 x� 36 5 g2 t� x� 2 2 g4 t� x�52 5 g U x� 4 2 g3 U x + 36 t1�1� 3 g3 U x� 18 4 g2 t� U x + 2 4 g U2 x + 54 3 g2 t� U2 x+22 3 g U3 x�24 5 g2 x2�2 g4 x2+8 t1�1� 3 g4 x2+2 4 g3 t� x2+24 7 U x2+20 4 g2 U x2+26 3 g3 t� U x2�48 6 U2 x2+12 3 g2 U2 x2+24 5U3 x2+24 7 g x3+6 4 g3 x3+4 3 g4 t� x3�64 6 g U x3 + 2 3 g3 U x3 + 44 5 g U2 x3 � 16 6 g2 x4 +24 5 g2 U x4 + 4 5 g3 x5 + ( 24 5 g�12 t1�1� 3 g3 + 8 t111� 2 g4 � 36 4 g2 t� � 2  g4 t� � 40 4 g U � 2  g3 U + 36 t1�1� 2 g3 U �18 3 g2 t� U�10 3 g U2+54 2 g2 t� U2+26 2 g U3+24 7 x�24 4 g2 x�2  g4 x+16 t1�1� 2 g4 x+4 3 g3 t� x�36 6 U x+4 3 g2 U x+52 2 g3 t��U x+12 5 U2 x+36 2 g2 U2 x�12 4 U3 x+12 3 U4 x�4 6 g x2+14 3 g3 x2+12 2 g4 t� x2�36 5 g U x2+10 2 g3 U x2+30 4 g U2 x2+22 3 g U3 x2� 40 5 g2 x3+60 4 g2 U x3+12 3 g2 U2 x3+18 4 g3 x4+2 3 g3 U x4 )W(x)+( 12 6�6 3 g2+8 t1�1�  g4+2 2 g3 t��12 5 U�4 2 g2 U+26  g3 t� U�12 4 U2+18  g2U2+12 3 U3�44 5 g x�2 2 g3 x+12  g4 t� x+30 4 g U x+20  g3U x+26 2 g U3 x+6 4 g2 x2+2  g4 x2 + 12 3 g2 U x2 + 39 2 g2 U2 x2 + 20 3 g3 x3 + 14 2 g3 U x3 + 2 g4 x4 )W(x)2 + ( �12 4 g � 2  g3 + 4 g4 t� � 10 3 g U + 4 g3U + 26 2 g U2 + 20 3 g2 x+ 4 g4 x+ 12 2 g2 U x+18  g2U2 x+ 22  g3U x2 + 4  g4 x3 )W(x)3 + ( � (2 g2) + 18  g2U + 4  g3 x+ 4 g3 U x+4 g4 x2 )W(x)4 + 4 g3W(x)5 = 0Note that U and  may depend, in the most general ase, on t1�1� and t�2 , the latterbeing related to t� through the equation of motion : g t�2 + (U + 2 ) t� = 0. In thisartile, we have omputed expliitely the ritial line for the partiular ase of  onstantand U = 1 + h2 t�2 .B Aknowledgments :We thank P. Zinn-Justin for disussing his ideas with us, and we are grateful to F. Davidand J.-B. Zuber for useful disussions and areful reading of the manusript.Referenes[1℄ For general reviews and more referenes see for instane:The large N Expansion in Quantum Field Theory and Statistial Physis, from SpinSystems to 2-Dimensional Gravity, E. Br�ezin and S. R. Wadia Eds. (World Sienti�,Singapore, 1993).[2℄ M. Staudaher, Phys. Lett. B305 (1993) 332-338[3℄ B. Eynard, ond-mat/9801075[4℄ S.R. Das, A. Dhar, A.M. Sengupta, S.R. Wadia, Mod. Phys. Lett. A5 (1990) 1041.[5℄ F. David, Nul. Phys. B487 [FS℄ (1997) 633-649.8
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The Potts-q random matrix model : loop equations,ritial exponents, and rational aseB. Eynard 1 y z and G. Bonnet 2 zy Department of Physis and Astronomy, University of British Columbia 6224Agriultural Road, Vanouver, British Columbia, V6T 1Z1z CEA/Salay, Servie de Physique Th�eorique, F-91191, Gif-sur-Yvette Cedex, FraneAbstratIn this artile, we study the q-state Potts random matrix models extended tobranhed polymers, by the equations of motion method. We obtain a set of loopequations valid for any arbitrary value of q. We show that, for q = 2� 2 os lr�(l, r mutually prime integers with l < r ), the resolvent satis�es an algebraiequation of degree 2r� 1 if l+ r is odd and r� 1 if l+ r is even. This generalizesthe presently-known ases of q = 1; 2; 3. We then derive for any 0 � q � 4 thePotts-q ritial exponents and string suseptibility.
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1451 IntrodutionRandom matrix models [1℄ have proven to be a powerful mathematial tool for thestudy of statistial physis systems on a utuating two dimensional lattie [2℄. Inpartiular, the Potts model [3℄ on a random lattie [4℄, whih was �rst partially solvedby Daul [5℄, has reeived a reent renewed interest [6, 7℄ due to new approahes to theproblem. It is a q-matries model where all the matries are oupled to eah other,whih prevents one from using the formula [8, 9℄ to integrate out the relative anglesbetween the matries (they no longer are independent variables) and deal with theeigenvalues only. In this paper we use the equations of motion method whih doesnot involve integration over angular variables. We obtain non-trivial loop equationsrelating even moments to odd moments of a single matrix Mi, and we show how toextend these relations to the ase of Potts-q plus branhed polymers (gluing of surfaes).Suh relations (whih ould not be obtained by previous methods [5, 6℄) are needed toapply the renormalization group method [10℄ to Potts-q models with added branhinginterations, whih is hoped to provide an understanding of the  = 1 (q = 4) barrier.We obtain an O(n)-like equation, the solution of whih is known [11℄ and involveselliptial funtions [12℄. What was the resolvent in the O(n) model, however, is now(up to some transformations) the funtional inverse of the Potts-q resolvent, with nreplaed by 2� q. When q = 2� 2 os(��) with � rational, the general ellipti solutiondegenerates into an algebrai funtion. It has already been observed [6, 7℄ that for thepartiular ases of q = 1, 2 or 3, the resolvent obeys an algebrai equation of degree 2,3, 5 respetively. In this artile, we will derive from the value of �, for any \rationalq", the degree of the algebrai equation obeyed by the Potts-q resolvent. We will alsoderive the Potts-q ritial exponent for general values of q, whih agrees with Daul's[5℄ expression.2 The Potts-q matrix modelThe Potts-q model with branhing interations (whih appear if one wants to applythe renormalization group method) is de�ned by the partition funtion:Z = Z dM1 : : : dMq e�N2Pi g3N trM3i + ( 12N trM2i ; 1N tr Pj 6=iMiMj) (2.1)with Mi hermitian matries N �N .The partial derivatives of  with respet to trM2i =(2N) and tr Pj 6=iMiMj=N are~U and ~=2 respetively, and their expetation values (whih are numbers) U and .When ~U = 1 and ~ is a onstant, this redues to the ordinary Potts-q model.We will also de�ne the following funtions:W (z) = 1N D tr 1z�MiE~W (z) = 1N D tr 1z�MiMjEF (z; z0) = 1N D tr 1z�Mi 1z0�Mj E~F (z; z0) = 12 h 1N D tr 1z�Mi 1z0�MjMkE+ 1N D tr 1z0�Mi 1z�MjMkEi1



146 CHAPITRE 8. ARTICLES(2:2)whih do not depend on the indies provided i 6= j 6= k. The funtion F (z; z0) and~F (z; z0) are thus symmetri:F (z; z0) = F (z0; z) ; ~F (z; z0) = ~F (z0; z) (2.3)We will also de�ne: f(z) = W (z)� gz2 + (� U)z (2.4)Reall that U and  an be general funtions of the numbers h trM2i i and h trMiMji.The moments tk of the resolvent W (z) are de�ned by the large z expansion:W (z) � 1z + t1z2 + : : :+ tkzk+1 + : : : when z !1and we de�ne: u = � Ug3 Equations of motionWe are going to work in the large N (planar) limit, where we have the fatorizationproperty: h trA trBi = h trAih trBi [13℄. The following hanges of variables in Eq. (2.1)then give the following equations:� ÆM1 = 1z�M1 :g(z2W (z)� z � t1) + U(zW (z)� 1) + (q � 1) ~W (z) = W 2(z) (3.1)� ÆM2 = 12 h 1z�M1 1z0�M2 + 1z0�M2 1z�M1 i:g �z02F (z; z0)� z0W (z)� ~W (z)�+ U (z0F (z; z0)�W (z))+  (zF (z; z0)�W (z0))+ (q � 2) ~F (z; z0) = W (z0)F (z; z0)(3:2)Substrating Eq. (3.2) with (z $ z0), and using Eq. (2.3) we an get rid of ~F inEq. (3.2):(f(z)� f(z0))F (z; z0) = g �z0W (z)� zW (z0) + ~W (z)� ~W (z0)� uW (z) + uW (z0)�(3.3)In partiular, if we hoose z0 suh that f(z0) = f(z) and z0 6= z, then we have:(z0 � u)W (z)� (z � u)W (z0) + ~W (z)� ~W (z0) = 0 (3.4)2



147Eq. (3.1) allows us to eliminate ~W , and we then have an equation involving onlyW or equivalently f :( f(z0) = f(z)1 (z + z0 � u� q g )f(z) = (z + z0)2 � qzz0 � (2� q)u(z + z0) + (1� q)u2 � 1(3.5)This seemingly diÆult non-loal equation is suÆient to ompute f(z) .Let us �rst study it perturbatively. When z ! 1, we have f(z) � �gz2, thusz0 � �z. If we expand z0(z) in powers of z by solving f(z) = f(z0) perturbatively,then insert this expansion into the seond equation of Eq. (3.5), we obtain a set ofequations of motion, the �rst of whih are: gt2 + (q � gu)t1 = 0g2t4 + g(q � 2gu)t3 � gu(q � 2gu)t2 � g(gu3 + 2)t1 + (1� q) + gu = 0: : : (3.6)with tk = h trMki =Ni. Let us reall that, in the general ase, u and  are funtions oft2 and t1;1 = trMiMj=N . However, we an ompute t1;1 thanks to Eq. (3.1) in funtionof the tk's: (q � 1)t1;1 + gt3 + Ut2 � 1 = 0Finally, our equations, ontrary to ordinary equations of motion, allow us to relateeven traes of a given matrix Mi to odd traes of the same matrix .Only even traes appear as the higher order traes in these equations. Let us explainwhy. If we write the expansion of f(z) as: f(z) = �gz(z � u) + 1=z +P12 ti�1=zi, thez�i oeÆient of the f(z0)� f(z) = 0 equation reads, as z0 = �z + u+ : : ::((�1)i � 1) ti�1 + (�1)i�1 (i� 1) ti�2 u+ : : : = 0Thus, our loop equations give us a relation between the even and odd parts of f(z),and f(z) an be ompletely determined by the requirement that it has only one ut inthe physial sheet (i.e. f(�z) is regular along this ut).Finally, let us stress that these equations of motion, whih are valid for branhedpolymers, are a preious tool whenever one wants to study Potts-q models by therenormalization group method [10℄.4 Correspondene with the O(n) modelLet us now see how to deal with a non-loal equation suh as Eq. (3.5).The funtion z0(z) de�ned above maps one solution of the equation f(z) = y onanother. It is involutive in the sense of multivaluated funtions. We have:z0(z0(z)) = zLet z0 be a �xed point: z0(z0) = z03



148 CHAPITRE 8. ARTICLESand f0 = f(z0).Then let us set � = qf0 � fand onsider z as a funtion of �. Then we have z0 = z(��) and z(�) is regular at� = 0. Let us set !(�) = z(�) + 1 14� q (�2 � f0 � (2� q)u)Eq. (3.5) rewritten in term of !(�) is now an O(n)-like quadrati equation:!2(�) + !2(��) + (2� q)!(�)!(��) = R(�) (4.1)where the right-hand side of the equation is an even polynomial of degree 4. Thesimilarity between Potts-q and the O(n) model had already been noted [5, 6℄, but ithad always been said to be unphysial. We shall show here how one an relate theresults for the O(n) model to those for Potts-q.Eq. (4.1) an be solved exatly, as in the ase of the O(n) model [11℄. Here,we will assume for simpliity that !(�) has only one physial ut [a; b℄ with ab >0. Let us denote q = 2 � 2 os(��), with 0 � � � 1. Then we have, by writingR(� + i0)�R(� � i0) = 0:(!(� + i0)� !(� � i0))(!(� + i0) + !(� � i0) + 2 os(��)!(��)) = 0 for a � � � bThus we have the linear equation:!(� + i0) + !(� � i0) + 2 os(��)!(��) = 0 (4.2)The general solution for !(�) is known and an be expressed with elliptial funtions.It degenerates, in the rational ase (i.e. when � is rational), into the solution of analgebrai equation. However, !(�) is not the resolvent of the model as it is in theO(n) model. Indeed, it is rather the funtional inverse of the resolvent for the Potts-qmodel, up to some transformations. Thus, the phase diagrams and ritial exponentsof Potts-q, as expeted, are not the same as for the O(n) model.5 Rational aseHere we will assume that � is rational: � = l=r where l and r are relatively primeintegers. We �rst reall how to obtain Eq. (5.4), whih is an algebrai equation for!(�) [11℄.If we denote !+(�) = e i��2 !(�)+e� i��2 !(��) and !�(�) = !+(��) , then Eq. (4.1)reads !+(�)!�(�) = R(�) (5.1)and Eq. (4.2) beomes:!+(� + i0) = �ei�� !�(� � i0) !�(� + i0) = �e�i�� !+(� � i0) (5.2)4



149If �(�) is de�ned by:!+ = pR ei(�� (�+1)�2 ) then we have !� = pR e�i(�� (�+1)�2 )and !(�) = �pR os(�)sin ��Eq. (5.2) shows that S(�) = 12(!r+ + (�1)r+l!r�) (5.3)has no ut, and behaves as a polynomial at in�nity (as does !(�)), i.e. it is a polynomial.We thus have the algebrai equation for !(z):S(�) = R(�) r2 e� i(r+l)�2 Tr(�!(�) sin(��)qR(�) ) (5.4)where Tr is the order r Chebyhev polynomial: Tr(os�) = os r�.Let us now examine the degree of this equation. It is polynomial in ! and �, butwe have to keep in mind that the resolvent of our problem is not !(�), but W (z) =f(z) + gz(z � u), with � = pf0 � f and ! = z � 1(4�q)(f + (2� q)u).The right-hand side of Eq. (5.4), seen as a polynomial in � and z, is even and oforder 2r in �, thus it is also a polynomial in f .As for the left-hand side of the equation, S(�) veri�es S(��) = (�1)r+l S(�), thus,when r + l is odd, we have to take the square of Eq. (5.4) to have our �nal algebraiequation for f whih should be of degree 2r. When r + l is even, however, Eq. (5.4) isalready polynomial in f , and the degree of the equation should be r.Moreover, it is easy to hek that the order 2r terms on both sides of Eq. (5.4) arethe same. Finally, the degree d in f(z) of the �nal equation is:d = 2r � 1 if r + l is oddd = r � 1 if r + l is even (5.5)while it is of degree d+ 1 in z.This formula generalizes the presently known results [6, 7℄:for � = 1=3; q = 1; and d = 2for � = 1=2; q = 2; and d = 3 (5.6)for � = 2=3; q = 3; and d = 5In [6℄, the author investigated the dilute Potts-1,2,3, and 4 ases by the saddle pointmethod. These models oinide, when there is no dilution, with the partiular ase ofour models with no branhing interations. This gave rise to algebrai equations whenq 6= 4 whih orrespond to our results. However, no general result was given. In [7℄, the5



150 CHAPITRE 8. ARTICLESauthor used the equations of motion to solve Potts-3 with branhing interations, aswell as for the resolution of Potts-1. But, there again, there was no general expression.We are now going to derive the general Potts-q exponent from Eq. (4.1). If, when!(�) is singular (i.e. � is lose to one of the bounds of the physial ut of !), !(��) isnot, then ! annot have more omplex singularities than half-integer exponents. Thus,whereas in the generi ase the physial ut [a; b℄ veri�es ab > 0, when the model isat the Potts ritial point, a (or b) is equal to zero. This means that the bound ofthe unphysial semi-in�nite ut we have suppressed by hanging variables from f to� = pf0 � f oinides in that ase with the physial ut.Let us express: !(�) = C(��)� + regular part Eq. (4.1) shows immediately thatthe regular part is equal to zero, and thate2i�� + 1 + 2 os(��) ei�� = 0 i.e. 2� 2 os(��) = q = 2 + 2os(��)thus � = �� + 1 + 2p !(�) � (f0 � f)��+1+2p2 p2Zand f � (z � onst) 2��+1+2pAs we expet the exponent for f to be greater than one, we have the exponent 2��+1for f and the string exponent, using [14℄'s formula, is:s = 1� 2�� + 1 = � (1� �)(1���)6 ConlusionIn this artile, we have obtained general loop equations for the Potts-q model extendedto branhed polymers, whih allow us to relate the even and odd parts of the resolvent.This relation is then equivalent to an O(n)-like equation, from whih we derived thePotts ritial exponents and the degree of the algebrai equation whih appears in therational ase. This last result generalizes the known results for q = 1, 2 and 3 [6, 7℄ toany q = 2� 2 os(l=r �) with l < r integers. Moreover, suh loop equations as we haveobtained are neessary when one wishes to apply the renormalization group tehniquesto Potts-q. The study of the renormalization group ows near q = 4 may then provideus with useful information about the C = 1 transition.Let us also stress that the equations of motion method may be used when N is �nitei.e. on non-planar surfaes, in ontrast to the saddle point method. Furthermore, theyare also less dependent on the analyti struture of the resolvent than the saddle pointmethod of [5, 6℄. Finally, as we know how to solve the O(n) model exatly for generalvalues of n, we hope to be soon able to obtain the general expression of the Potts-qfree energy and operators for any value of q.
6
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AbstratWe solve the puzzle of the disagreement between orthogonal polynomials methods andmean �eld alulations for random N � N matries with a disonneted eigenvaluesupport. We show that the di�erene does not stem from a Z2 symmetry breaking,but from the disreteness of the number of eigenvalues. This leads to additional terms(quasiperiodi in N) whih must be added to the naive mean �eld expressions. Ourresult invalidates the existene of a smooth topologial large N expansion and somepostulated universality properties of orrelators. We derive the largeN expansion of thefree energy for the general 2-ut ase. From it we rederive by a diret and easy mean-�eld-like method the 2-point orrelators and the asymptoti orthogonal polynomials.We extend our results to any number of uts and to non-real potentials.
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1531 IntrodutionRandom Matrix Models have been introdued in order to give an approximate statisti-al desription of quantum systems involving disorder, haos, omplexity or whateverprevents from solving the equations of motion exatly. Those models are desribed bya matrix (Hamiltonian, transfer matrix, or sattering matrix) of large size N , whih istoo ompliated to be diagonalized exatly, and for whih only statistial observationsof the spetrum are available (see [1, 2℄ for a review on RMT).Most of the quantities of interest and observables are related to the short range(in energy sale) behavior of the spetrum (indeed small energies orrespond to longtime evolution, i.e. to equilibrium thermodynamial properties). This is why the shortrange orrelation funtions are the most studied.At �rst, the simplest models assumed a gaussian weight for the random matrixand gave good agreement with observations, provided that the ensemble of matri-es(hermitian, orthogonal, quaternioni...) has the required symmetries (time re-versibility,...) [2, 3℄.It has been observed that the orrelation funtions of the spetrum possess universalproperties at sort range, whih do not depend on the probability weight, gaussian ornot. This universality has been proved for a wide range of models by several approahes[3, 4, 5, 6, 7℄, but a very general proof and the exat hypothesis whih lead to it arestill under investigations.Moreover, the long range orrelation funtions appear to share also some universalproperties, whih depend on the probability weight only through a few parameters[8, 7℄. The most striking example is the 2-point orrelation funtion that we shalldisuss below.In the following we will restrit our attention to the so alled Hermitian-One-Matrix-Model5 [2, 9℄ (hermitiity orresponds to a system with broken time reversibility, forinstane in the presene of a magneti �eld).We onsider a hermitian matrix M of size N � N with a probability law of theform: P(M) = e�N tr V (M)where V is a polynomial potential bounded from below.We wish to study the statistial properties of the eigenvalues (�1; : : : ; �N) of Min the large N limit, in partiular the density of eigenvalues �(�), and the orrelationfuntion R(�; �), whih measures the probability that two of the eigenvalues take thevalues � and �.5The other ensembles are of ourse worth onsidering, but this one is the simplest.1



154 CHAPITRE 8. ARTICLESRoughly speaking, the eigenvalues tend to oupy a �nite interval entered aroundthe bottom of the potential well, and in the large N limit, the density of eigenvalues�(�) is a ontinuous funtion with a ompat support.The simplest ase, where the support is onneted, known as the \1-ut ase", hasbeen extensively studied [2℄. It is then found that the density �(�) is not universal,it depends on the details of the potential V , while the onneted orrelation funtionR(�; �) is universal in the short range regime (j���j � O(1=N)), but also in the longrange regime (j�� �j � O(1)) one the short range osillations (of period � O(1=N))have been smoothed out.What happens when the potential V possesses several wells, of approximatively thesame depths? Then the density �(�) has a disonneted support, [a1; b1℄[ [a2; b2℄[ : : :[[as; bs℄, eah interval [ai; bi℄ being entered around one well of the potential V . Thisase is known as the multiut (or multiband) ase (here s uts).In the multiut ase the density is still not universal, whereas the 2-point orrela-tion funtion is universal in the short range regime and seems to have some universalproperties in the long range regime after smoothing: in [10℄ an expliit form of the2-point onneted orrelation funtion was given, and is laimed to be universal: in-deed, aording to the authors of [10℄ \it depends only on the number of onnetedomponents of the support and on the position of the endpoints, but not on the po-tential". However, more reently several authors [11, 12, 13℄ have studied the two-utase s = 2: they onentrated on the ase of an even potential V (the two uts arethus symmetri [a; b℄ and [�b;�a℄). Using an ansatz for the asymptoti expressionof orthogonal polynomials in the large N limit, and rederiving the two-point funtionfrom this ansatz, they observed that the onneted orrelation funtion is still uni-versal in the short distane regime (whih was expeted), but more surprisingly, thatthe smoothed onneted orrelation funtion in the long range regime depends on theparity of N (N being the size of the matrix). This seems to ontradit the formerresult of [10℄ !In this paper, we will solve this paradox.We will show that the semi-lassial method of [10℄ gives the 2-point onnetedorrelation funtion only up to an additional non-universal term, whih is alreadypresent in the free energy, but subdominant at large N in this ase. We orret thesemi-lassial argument of [10℄, and give a simple (and physially appealing) derivationof the origin of the additional term, that we ompute expliitly. This allows us toreover the results of [11, 13℄ for the symmetri ase, and to generalize them to nonsymmetri potentials, without using orthogonal polynomials.2



155Using the same semi-lassial argument, we are able to derive large N asymptotisfor the orthogonal polynomials, reovering the results of [11, 13℄ as well as the generals uts asymptotis whih appeared reently in the mathematial literature [14℄, and toextend these results to the ase of omplex potentials.The e�et leading to the new term in the semi-lassial alulation is simple enoughto be explained briey in this introdutory setion.In [10℄, the free energy F of the matrix model is derived by a saddle point approx-imation. In partiular, one has to extremize the ation with respet to variations ofthe number ni (i = 1 : : : s) of eigenvalues in eah onneted part of the support, or inother words with respet to the oupation ratio xi = ni=N :F = F (x) where �F�x ����x=x = 0 (1.1)However, one has here missed the ruial fat that ni = Nxi are not real numbers butintegers. When Nx is not an integer, the extremum of F (x) is never reahed, and thesaddle point approximation has to be slightly modi�ed. Roughly speaking the disretesum annot be approximated by an integral:Xn e�g(n�Nx)2 6= Z dx e�N2g(x�x)2 (1.2)The disrete sum atually depends on how far from an integer Nx is. For instane, inthe symmetri ase, we have x = 12 , and the result depends on the parity of N .We will show that (as expeted from Eq. (1.2)) in general the result involves elliptitheta funtions depending on Nx, thus leading to a quasi-periodi dependene on N .This e�et is of order N�2 for the free energy, but is of order 1 for the omputation ofthe orthogonal polynomials and for the orrelation funtions. It implies in partiularthat there is no regular large N topologial expansion (involving only power seriesin N�2) for the 2-ut matrix model.We will �nd out that the short range orrelation funtion is universal, while thelong range smoothed orrelation depends on N quasi-periodially.The paper is divided as follows: in setion 2 we introdue the method and notationsfor the 2-ut model, and we ompute the free energy. In setion 3 we derive the 2-pointorrelation funtion, and we reover the expression of [11, 13, 14℄ in the symmetriase. In setion 4, we give an asymptoti expression for the orthogonal polynomials,whih we use to rederive the universal short range properties of the spetrum, as wellas the smoothed long range 2-point orrelation funtion.The generalizations to a omplex potential or to an arbitrary number of uts arepresented in Appendix B and C. Appendix A is a summary of some relationshipsbetween elliptial funtions in ase the reader is not familiar with them.3



156 CHAPITRE 8. ARTICLES2 The free energy2.1 BasisWe start from the standard Hermitian matrix model de�ned by the partition funtionZ[V ;N ℄ = Z dN [M ℄ e�N tr V (M) (2.1)where N is the dimension of the matrix M , V is an analyti { in general polynomial {and for the moment real { funtion, and dN [M ℄ is the standard U(N) invariant measureover Hermitian matriesdN [M ℄ = NYi=1 dMii Y1�i<j�N 2 dRe(Mij) dIm(Mij) (2.2)Integrating out the "angular part" of M , Z an be rewritten as an integral over the Neigenvalues �1; : : : ; �N of M [2℄Z[V ;N ℄ = CN ~Z[V ;N ℄ (2.3)~Z[V ;N ℄ = Z NYk=1d�k e�NPk V (�k) Yk<l(�k � �l)2 = Z NYk=1d�k e�N2S(�1;:::;�N ) (2.4)with the measure fatorCN = Vol� U(N)U(1)N �SN � = 1N ! NYK=1 (2�)K�1�(K) (2.5)and with the ation S(�k):S(�1; : : : ; �N) = 1N NXk=1 V (�k)� 12N2 X1�k 6=l�N ln (�k � �l)2 (2.6)In the simplest "one ut" ase, orresponding in partiular to a onave potential, it isknown [9℄ that the free energy F de�ned as 6Z[V ;N ℄ = �2�N �N22 e�F [V ;N ℄ (2.7)has a topologial large N expansionF = N2 F0 + F1 +N�2 F2 + : : : (2.8)6Z is normalized here so that F is zero for the Gaussian model V = 12M24



157obtained for instane by re-organizing the perturbative expansion aording to thetopology of the Feynman diagrams. The large N limit (planar limit) an be desribedby a "master �eld" on�guration where the eigenvalues are desribed by a ontinuousdensity �(�) with a onneted ompat support C = [a; b℄, with the onstraintsZC d� �(�) = 1 and �(�) � 0 if � 2 C (2.9)and the ation 2.6 beomesS[�℄ = ZC d�V (�)�(�)� ZC�C d�d� �(�)�(�) ln j�� �j (2.10)The leading term of the free energy F0 an be obtained by the saddle point method:the e�etive ation S[�℄ is extremized for a ontinuous distribution � and we havesimply F0 = S[�℄ (2.11)(up to an additive { potential independent { onstant). To ompute � we inlude theonstraint 2.9 in the e�etive ation by a Lagrange multiplier ��S[�℄ = S[�℄ + �(1� ZC �) (2.12)The saddle point equation for � reads:� �S��(�) = V (�)� 2 ZC d� �(�) ln(j�� �j) � � = 0 8� 2 C (2.13)whih simply means that the real part of the e�etive potentialVe�(�) = V (�)� 2 ZC d� �(�) ln (�� �) (2.14)is onstant on the e.v. support C, and equal to �. The derivative of 2.13 w.r.t. � givesthe well-known equationRe (!0(�)) = Z�Cd� �(�) 1�� � = V 0(�)=2 8� 2 C (2.15)where !0 is the large N resolvent!0(�) = limN!1h 1N Tr � 1��M �i = ZC d� �(�)�� � (2.16)Finally let us reall that in the one-ut ase C = [a; b℄, if the potential V is a polynomialof degree P , ! is of the form!0(�) = V 0(�)2 � M(�)p�(�)2 with �(�) = (�� a)(�� b) (2.17)5



158 CHAPITRE 8. ARTICLESwhere M(�) is a polynomial with degree P � 2. a, b and M are entirely determined bythe onstraint that !0(�) = ��1 + O(��2) for �!1 (2.18)The e.v. density is given by the disontinuity of !�(�) = i2� [!(�+ i0+)� !(�� i0+)℄ = M(�)pj�(�)j2� (2.19)2.2 The 2-ut ase2.2.1 Mean �eld:If the potential V is real but has more than one minimum, the large N limit may bedesribed by an e.v. distribution on several disonneted intervals. For simpliity weshall �rst onsider the ase where there are two intervalsC = C1 [ C2 ; C1 = [a; b℄ ; C2 = [; d℄ ; a < b <  < d (2.20)In this ase, as we shall see, there is no topologial large N expansion, even forthe free energy F . As shown in [15, 16℄, to desribe the large N limit, we have toonsider as an additional variable the "average" proportion of eigenvalues x1 = n1=Nand x2 = n2=N in eah interval C1 and C2, and introdue the assoiated Lagrangemultipliers �1 and �2 for the onstraintsx� = ZC��(�) d� ; � = 1; 2 (2.21)The e�etive ation 2.12 now reads, withx = x1 (2.22)�S[�; x℄ = S[�℄ + 2X�=1 �� (x� � ZC��(�) d�) ; x1 + x2 = 1 (2.23)with S[�℄ given by 2.10 as before. The saddle point equation w.r.t. �(�) gives as beforethe equation 2.13, whih implies that the e�etive potential de�ned by 2.14 is onstanton eah interval Ve�(�) = �� when � 2 C� (2.24)but the orresponding e.v. density �(�) and the e�etive ation �S still depend expli-itly of the e.v. proportion x, sine we have�S[x℄ = 12  ZC �(�)V (�) d� + X� ��x�! (2.25)6



159The saddle point equation w.r.t. x implies the equality of the e�etive potentials foreah interval � �S�x = �1 � �2 = 0 (2.26)This �xes the value of x, and it is known that with this last equation the e.v. density� is uniquely determined in the 2-ut ase. The large N free energy is then givensimply by F0 = �S[�; x℄ = �S[x℄ (2.27)For an expliit polynomial potential V of degree P , and for �xed x, the 2-ut mean�eld solution for the resolvent is!0(�; x) = V 0(�)2 � M(�)p�(�)2 with �(�) = (�� a)(�� b)(�� )(�� d)(2.28)and M(�) a polynomial with degree P � 3. The e.v. density �(�; x) is still given bythe disontinuity of !0. The oeÆients of M and the 4 end-points a; b; ; d are entirelydetermined by the onstraint that !0(�) ' ��1 when � ! 1 and by the fat that xmust be given by x = Z ba �(�; x) d� = 12� Z ba jM(�; x)jpj�(�)jd� (2.29)Finally the equation 2.26 whih �xes x = x writes0 = Ve�(b)�Ve�() = Z b d� (2!0(�; x)� V 0(�)) = � Z b d�M(�; x)pj�(�)j (2.30)2.2.2 Disreteness of number of e.v.'s:This is suÆient if one is interested in the leading term in the large N limit (planarapproximation). However, in order to understand the struture of the subdominantterms of the large N expansion, it turns out that we annot neglet the fat that thenumber of e.v. n� = Nx� in eah interval C� must be an integer.Let us onsider the simple ase where the potential V has two separate minima z1and z2. What has to be done is �rst to �x the number of eigenvalues n1 = n (resp.n2 = N � n) in the viinity of z1 (resp. z2) in the partition funtion 2.5 by writing~Z[V ;N ℄ = NXn=0 N !n!(N � n)! ~Z[V ;n;N � n℄ (2.31)where~Z[V ;n;N � n℄ = Z E�1Yi�n d�i Z +1E Yj>nd�j e�NPk V (�k) Yk<l(�k � �l)2 (2.32)7



160 CHAPITRE 8. ARTICLESwith E a "frontier" b < E <  between the two semi-lassial uts [a; b℄ and [; d℄. Wenow laim that eah term of this disrete sum has a well de�ned large N topologialexpansion. Indeed, we an rewrite 2.32 as a matrix integral over two separate matries:a n1 � n1 matrix M1 with the n1 = n e.v. < E and a n2 � n2 matrix M2 with then2 = N � n e.v. > E, as~Z[V ;n℄ = 1CnCN�n Z dn1 [M1℄ Z dn2 [M2℄ e �N Tr (V (M1))�N Tr (V (M2))+2Tr (ln(M1
Id+Id
M2))(2.33)This last matrix integral has a topologial large N expansion of the form 2.8 in the`t Hooft limit N ! 1, x = n=N �xed, obtained by doing a lassial perturbativeexpansion around the smallest minimum z1 of V for M1 and around the largest mini-mum z2 of V for M2, and by re-organizing the perturbative expansion aording to thetopology of the Feynman diagrams. Taking into aount arefully the measure fatorsCn and CN�n, and using their large N asymptotisCN = 1N ! �2�N �N22 e 34N2 (2�)�N N 112 st (1 +O(N�1)) when N !1 (2.34)(easily derived from Stirling formula),we obtain thatZ[V ;N ℄ = �2�N �N22 N� 112 NXn=0 e �F [V ;N;x℄ (2.35)where eah F [V ;N; x℄ has a regular large N asymptoti expansion of the formF [V ;N; x℄ = 1Xh=0 N2�2h Fh[V; x℄ where x = n=N (2.36)with eah Fh[V; x℄ a regular funtion of x = n=N . In partiular, the leading large Nterm is given (up to an additive { V and x independent { onstant) by the lassiale�etive ation 2.27 F0 = �S[�; x℄ = �S[x℄ (2.37)Finally, let us stress that although this deomposition depends on the arbitrary param-eter E, sine E is in the interval ℄b; [ where the density of eigenvalues is exponentiallysmall with N , the integral 2.32 depends on E only through exponentially small termsof order e�st�N , whih are \non-perturbative" in the topologial expansion Eq. (2.36).2.2.3 Beyond mean-�eld:We an now easily alulate the subleading terms of order O(N�2) for the full partitionfuntion. In the large N limit we an approximate the sum 2.36 byZ[V ;N ℄ / NXn=0 e �N2F0[V ;x℄�F1[V ;x℄+��� (2.38)8



161If x denotes the saddle point of F0[x℄ given by 2.26, the sum is dominated by the n'ssuh that jn�Nxj = O(1) (2.39)Thus we an still use a quadrati approximation for F0[x℄Z[V ;N ℄ / e �(N2F0[V ;x℄+F1[V ;x℄+ ���) Xn e� (n�Nx)2F 000 [V ;x℄=2 (2.40)where F 000 = �2F0=�x2 and where the � � � represent terms of order O(N�2). The lastsum over n gives simply an ellipti Jaobi theta funtion �3Xn e�(n�Nx)2F 000 [V ;x℄=2 = (2�F 000 [V ; x℄)�1=2 �3(Nxj�) (2.41)with modular parameter � given by� = 2i�F 000 [V ; x℄ (2.42)and where the theta funtion is de�ned as�3(zj�) = �3(z) =Xn2Zqn2e2i�nz with q = ei�� (2.43)It obeys the periodiity relations�3(z + 1) = �3(z) ; �3(z + �) = e�i�(2z+�)�3(z) (2.44)(For details on ellipti funtions see e.g. Refs [24, 25, 23℄). Eventually we have for thefree energyF [V ;N ℄ = N2 F0[V; x℄� ln (�3(Nx)) + F1(V ; x) + 12 ln (2�F 000 [V ; x℄)+ O(N�2) (2.45)where F1 is the torus ontribution in the topologial expansion of 2.33. The next termsof this expansion an be alulated along the same line.Let us stress that this is not a topologial expansion, sine the seond term ln (�3(Nx)),seemingly O(1) and ontributing at the torus order, is not regular in N . Indeed, it isperiodi in x with period 1=N . When omputing some observables or quantities of thematrix model, one must take derivatives of F w.r.t. some parameters of the potentialV . Sine the saddle point x depends impliitly on V , every derivative will give a fatorN , and this term may beome of the same order than the �rst term N2F0[x℄ given bythe planar limit. Note that the last two terms depend on x and not on Nx, and theywill remain subdominant one we take derivatives of F .9



162 CHAPITRE 8. ARTICLES
u(c)=   /2τ u(b)=1/2+    /2τ

8uu(d)=0 u(a)=1/28a b c d8 Figure 1: the upper half-plane is mapped onto a retangle (1=2; �=2)2.3 The modular parameterFinally, we an express simply the modular parameter � de�ned by Eq. (2.42) in termof the end-points a, b, , d of the support of e.v. For this purpose, we introdue thefuntion � �(�) = (�� a)(�� b)(�� )(�� d) (2.46)and the funtion u u(�) = 12K Z �d dzp�(z) (2.47)where K isK = Z b dzpj�(z)j = 2p(� a)(d� b) K[m℄ with m = (d� a)(� b)(d� b)(� a) (2.48)K[m℄ is the omplete ellipti integral of the �rst kind. Similarly we de�neK 0 = Z ba dzpj�(z)j = 2p(� a)(d� b) K[m0℄ with m0 = 1�m (2.49)We shall show that the modular parameter � of Eq. (2.42) oinides with the stan-dard modular parameter of the torus assoiated to the mapping u, i.e. of the elliptiurve y2 = �(z). Indeed, � is simply given by� = iK 0K = iK[1�m℄K[m℄ (2.50)So we haveu(d) = 0 ; u(a) = 12 ; u(b) = 1 + �2 ; u() = �2 ; u(1) = u1(2.51)and u maps the upper half �-plane onto the half-periods retangle (1=2; �=2) and thedouble-sheeted omplex �-plane onto the period retangle (1; �).10



163To show Eq. (2.50), we use the fat that in the two-ut ase, if we �x x (the e.v.ratio in the �rst ut) the semilassial e.v. density (extrema of the e�etive ation�S ) is now a funtion �(�; x) of � and x, and the end-points a, b, , d depend on x.Therefore the large N resolvent !0 is of the form!0(�; x) = V 0(�)2 � M(�; x)p�(�)2 (2.52)with M(�; x) a polynomial with degree P � 3 in � (P being the degree of V ), entirely�xed by the onstraints 2.18 and 2.29. Therefore the partial derivative of !0(�; x) w.r.t.x is neessarily of the form �!0(�; x)�x = Cp�(�) (2.53)with C = C(�; x) a priori a polynomial in �. Sine 2.18 still holds independently of xwe must have �!0(�; x)�x = O(��2) for �!1 (2.54)whih implies that C(�; x) is of degree 0 in �, i.e. is a onstant (depending only on x)C = C(x) (2.55)This onstant an be easily determined by using thatx = Z ba �(�; x) d� = ZC0 d�2i�!0(�; x) (2.56)with C 0 a lokwise ontour enirling the interval [a; b℄. Therefore we have�x�x = 1 = ZC0 d�2i� Cp�(�) = �CK 0� ) C = � �K 0 (2.57)with K 0 the half-period de�ned in Eq. (2.49). Now we use Eq. (2.26), Eq. (2.27) andthe de�nition of the e�etive potential Ve� of Eq. (2.14) to write the derivative of thefree energy w.r.t. x as�F0�x = Ve�(b)� Ve�() = Z b d� (2!0(�)� V 0(�)) (2.58)Now we take the derivative w.r.t. x of this equation and obtainF 000 = �2F0�x2 = 2 Z b d� �!0(�)�x = 2 Z b d� Cp�(�) = � 2CK = 2�KK 0 (2.59)Using Eq. (2.42) we thus obtain the result 2.50.11



164 CHAPITRE 8. ARTICLES3 2-points orrelation funtion3.1 The basi formulaAs a �rst appliation we ompute the largeN smoothed onneted two-point orrelationfuntion (�rst obtained by [11, 13, 14℄), de�ned as!(�; �) = hTr � 1��M � Tr � 1��M �i � hTr � 1��M �ihTr � 1��M �i (3.1)Adding soure terms to the potential of the formV�� = V (z) � �� 1�� z ; V��;��(z) = V (z) � �� 1�� z � �� 1�� z (3.2)we have !(�; �) = � 1N2 ���� ���� F [V��;��; N ℄������=��=0 (3.3)and for the resolvent (one-point funtion)!(�) = 1N hTr � 1��M �i = � 1N2 ���� F [V��; N ℄������=0 (3.4)If the ��'s are small and the �'s not too lose to the uts, the mean-�eld solution is stilla two-ut e.v. distribution, with x = x(�) an expliit funtion of the �'s. So fromEq. (2.45) for the free energy we have for the two-point funtion!(�; �) = �� ���� ���� F0[V��;��℄ + �x��� �x��� [ln (�3(Nx))℄00���=��=0 + O(N�1) (3.5)The �rst term in the r.h.s. of 3.5 is the mean-�eld ontribution already alulated in [17,10℄, the seond term involving a seond derivative of an ellipti funtion, haraterizesthe multi-ut solution.3.2 The mean-�eld ontributionFor ompleteness let us �rst rederive the mean �eld ontribution of [17, 10℄. Takingthe derivative with respet to �� we obtain the mean-�eld resolvent for the potentialV�� � ���� F0[V��;��℄������=0 = !0(�;V��) (3.6)whih must be of the form!0(z;V��) = 12 "V 0(z) � ��(z � �)2 + M(z)p�(z)(z � �)2 # (3.7)12



165with M(z) a polynomial of degree P � 1 (here both the oeÆients of M and of �depend on � and ��). In addition to the P �2 onstraints (oming from 2.18 and 2.30)!0(z;V��) must be regular at z = �. This determines entirely M . Taking the derivativew.r.t. �� and using the symmetry �$ � we get!0(�; �) = � ���� ���� F0 = � 12 1(�� �)2 "1 + Q(�; �)p�(�)p�(�)# (3.8)with Q(�; �) a symmetri polynomial in � and in �. The onstraints on !0 are: (i)!0 = O(��2) as �!1 whih implies that Q is of degree at most 2; (ii) !0 is regularat � = � whih implies that Q(�; �) = ��((� + �)=2) + O((� � �)2); (iii) �nally theequality of the e�etive potential on the two uts implies thatZ b !0(�; �) d� = 0 (3.9)Conditions (i) and (ii) �x uniquely QQ(�; �) = � 12 � (�� a)(�� b)(�� )(�� d)+(�� a)(�� b)(�� )(�� d) � + S (�� �)2 (3.10)up to a onstant S �xed by ondition (iii), whih is found to beS = � 12(� a)(d� b)E[m℄K[m℄ with m = (� b)(d� a)(� a)(d� b) (3.11)and where K[m℄ and E[m℄ are the standard ellipti integrals of the �rst and seondkind.3.3 The non-regular ontributionIn order to ompute the seond ontribution to 3.5, we simply need �x��� . Sine x is�xed by the onstraint �F0�x = 0 we an write�x��� = � �2F0�x�����2F0�x2 (3.12)Using the results of subsetion 2.3 we have�2F0�x2 = 2�KK 0 and �2F0�x��� = � ��x!0(�; x) = �K 0 1p�(�) (3.13)So we have eventually �x��� = � 12Kp�(�) (3.14)13



166 CHAPITRE 8. ARTICLESand the seond non-regular term is�x��� �x��� [ln (�3(Nxj�))℄00 = 12Kp�(�) 12Kp�(�) [ln (�3(Nxj�))℄00 (3.15)with K de�ned by Eq. (2.48). Using standard relations on ellipti funtions, this anbe rewritten as (� a)(d� b)4p�(�)p�(�) ��E[m℄K[m℄ + dn2(Nx + 12)� (3.16)with dn(u) = dn(2K[m℄ujm) (3.17)where dn(ujm) is the Jaobi ellipti funtion dn. Its periods are 2K[m℄ and 4iK[m0℄,and dn2(z) has periods 1 and � .3.4 The �nal resultCombining 3.8, 3.10, 3.11 and 3.16 we obtain the �nal result for the 2-point orrelationfuntion!(�; �) = � 14(�� �)2 " 1�s(�� a)(�� b)(�� )(�� d)(�� a)(�� b)(�� )(�� d)!+ (�$ �)#� (� a)(d� b)4p�(�)p�(�) sn2(Nx + 12) (3.18)We have used the relation dn2(u) = 1�m sn2(u), where similarly to 3.17 we notesn(u) = sn(2K[m℄ujm) (3.19)Surprisingly, the ratio E[m℄=K[m℄ harateristi of the mean-�eld solution of [17, 10℄has disappeared.The smoothed 2-point onneted density orrelator �(�; �), de�ned as�(�; �) = hTr [Æ(��M)℄ Tr [Æ(��M)℄i � hTr [Æ(��M)℄ihTr [Æ(��M)℄i (3.20)an be obtained easily from the disontinuity of !(�; �). One obtains in the large Nlimit, if � and � are on the support of e.v.�(�; �) = � 14�2 " 1(�� �)2  s����(�� a)(�� b)(�� )(�� d)(�� a)(�� b)(�� )(�� d) ���� + � $ �!+ "�"� (� a)(d� b)pj�(�)jpj�(�)j sn2(Nx + 12)# (3.21)14



167"� = 1 if � 2 [a; b℄ ; �1 if � 2 [; d℄ ; (3.22)and zero otherwise.The new non-regular term sn2(Nx + 12) is an even periodi funtion of Nx withperiod 1 whih varies between 0 and 1. Therefore, as N varies, depending on therationality or the irrationality of x, the two-point funtion will be varying with N ina periodi or quasiperiodi way.3.5 The symmetri aseIt is now very easy to reover the results of [11, 13℄ for a symmetri potential. Indeed,if the potential V is symmetri, the two uts are also symmetria = �d ; b = � (3.23)and we have automatially x = 12 (3.24)so that sn2(Nx + 12) = � sn2( 12) = 1 if N is evensn2(0) = 0 if N is odd (3.25)Eq. (3.18) and Eq. (3.22) beome!(�; �) = � 12(�� �)2 "1� (a2 � ��)(b2 � ��)p�(�)p�(�) #� (�1)N2 abp�(�)p�(�) (3.26)�(�; �) = 12�2 "�"�pj�(�)jpj�(�)j �(a2 � ��)(b2 � ��)(�� �)2 � (�1)N ab� (3.27)with �(�) = (�2 � a2)(�2 � b2).3.6 The two-point funtion as an ellipti funtionIt is interesting to onsider the two-point orrelator in terms of the ellipti oordinatesde�ned by Eq. (2.47) u = u(�) ; v = u(�) (3.28)Let us thus onsider�!(u; v) = ���u ���v !(�; �) = 2Kp�(�) 2Kp�(�)!(�; �) (3.29)It is easy to see (from the properties of !) that �!(u; v) satis�es:1. �!(u; v) is a doubly periodi funtion of u (and of v) with periods 1 and � ;15



168 CHAPITRE 8. ARTICLES2. �!(u; v) is regular at u and v = u(a); u(b); u(); u(d) and u1;3. �!(u; v) is regular when u = v, but has a double pole at u = �v (orrespondingto the double pole of !(�; �) when � = � but with � in the �rst sheet and � inthe seond sheet), with residue 1.This implies that �!(u; v) is a Weierstrass ellipti funtion�!(u; v) = }(u+ vj�) + onstant (3.30)where the onstant depends on Nx (} has periods 1 and �). Using lassial identitiesbetween the Weirstrass } funtion and the Jaobi ellipti funtions, it an be easilyalulated. We �nd the remarkably simple result�!(u; v) = }(u+ vj�) � }(Nx + �2 j�) (3.31)or equivalently �!(u; v) = � [ln (�1(u+ vj�))℄00 + [ln (�3(Nxj�))℄00 (3.32)4 The orthogonal polynomialsLet us briey reall some basi fats about the well-known method of orthogonal poly-nomials [18℄, whih is a powerful tool for studying the spetral properties of randommatries [2℄. Asymptoti expressions for the orthogonal polynomials have been ob-tained reently [14℄ in the mathematial literature, by solving a Rieman-Hilbert prob-lem. Here we will derive them from the free energy diretly.Consider the partition funtion (2.4):~Z = Z d�1 : : :d�N e�NPi V (�i) Yi<j (�i � �j)2 (4.1)The last term is a Vandermonde determinant [2℄:Yi<j(�i � �j) = deti;j �(�i)j�1� = deti;j (Pj�1(�i)) (4.2)where the last equality is obtained by linearly mixing olumns of the determinant, andholds for arbitrary moni polynomials Pn(�) with leading oeÆient Pn(�) = �n+ : : :.The method of orthogonal polynomials onsists in hoosing a family of polynomialssuitable for the omputation of (4.1), namely, the family of polynomials orthogonalwith respet to the weight exp�NV (�):Z d� Pn(�)Pm(�) e�NV (�) = hnÆnm (4.3)16



169With this partiular hoie of polynomials, the integral (4.1) is merely:~Z = N ! N�1Yn=0 hn (4.4)and the joint probability density of all the eigenvalues takes the form of a Slater de-terminant: RN(�1; : : : ; �N) = 1N ! 0� det0�n<N1�i�N [ n�1(�i)℄1A2 (4.5)where the wave funtions  n(�) = 1phnPn(�)e�N2 V (�) are orthonormal.4.1 The Kernel K(�; �)The square of a determinant an be rewritten as the determinant of a produt:�detn;i ( n�1(�i))�2 = det1�i;j�N "N�1Xn=0  n(�i) n(�j)#we are thus led to introdue the kernel K(�; �) [19℄:K(�; �) = 1N N�1Xn=0  n(�) n(�) (4.6)In terms of whih the joint density of eigenvalues is now a determinantRN(�1; : : : ; �N) = NNN ! det [K(�i; �j)℄ (4.7)The orthonormality properties of the polynomials imply the projetion relationsZ d�K(�; �) = 1 and Z d�K(�; �)K(�; �) = 1NK(�; �) (4.8)whih make any partial integration of (4.7) easy to perform (theorem of Dyson [20℄).In partiular, the integration over N�1 eigenvalues gives the density of eigenvalues�(�1) = Z d�2 : : :d�NRN(�1; : : : ; �N) = K(�1; �1)and the integration over N � 2 eigenvalues gives the orrelation funtion:R2(�1; �2) = R d�3 : : :d�NRN (�1; : : : ; �N)= NN�1 (K(�1; �1)K(�2; �2)�K(�1; �2)K(�2; �1))In short: �(�) = K(�; �) ; �(�; �) = �K(�; �)K(�; �)�K(�; �)2� (4.9)17



170 CHAPITRE 8. ARTICLESIn addition, the Darboux-Christo�el theorem [24, 21℄, asserts thatK(�; �) = 1NhN�1 PN(�)PN�1(�)� PN (�)PN�1(�)�� � e�N2 (V (�)+V (�)) (4.10)whih means that we need to evaluate Pn only for n = N and n = N � 1.Thus, we shall now aim at �nding asymptoti expressions for the orthogonal poly-nomials Pn(�), and the kernel K(�; �) in the large N limit, and n lose to N . Thishas been done in the 1-ut ase [7℄ and in the symmetri 2-ut ase [11, 14, 12℄. Herewe will generalize it to the non-symmetri ase, with the method used in [21℄.4.2 WKB approximation for the orthogonal polynomials Pn(�)The orthogonal polynomials have the following integral representation (see Appendix1 of [21℄ or [18℄): Pn(�) = R dMn�n det (��M) e�N tr V (M)R dMn�n e�N tr V (M) (4.11)where the integral is restrited to hermitian matries of size n� n.Thus the orthogonal polynomial is given by the ratio of two matrix integrals of thesame type as the partition funtion 2.1:Pn(�) = Z[V + ÆV1 + ÆV2;n℄Z[V + ÆV1;n℄ = e�F [V+ÆV1+ÆV2;n℄e�F [V+ÆV1;n℄ (4.12)where ÆV1(z) = N � nn V (z) and ÆV2 = � 1n ln (z � �) (4.13)We have seen in the previous setion (eq.2.45) thatF [V ;n℄ = n2F0[V ; x℄� ln �3(nx[V ℄) + : : : (4.14)We will use the fat that under a variation ÆV of the potential, the variation of F0 is[21, 8℄: ÆF0 = 12i� I !(z)ÆV (z) dz (4.15)where the anti-lokwise ontour enloses the support of the density of eigenvalues,and !(z) is the resolvent (eq 3.4 and 2.28):!(z) = 12 �V 0(z)�M(z)p�(z)�It is onvenient to introdue two soures t1 and t2 for the variations ÆV1 and ÆV2 ofthe potential, and onsider a generalized potential V(z):V(z) = V (z) + t1ÆV1(z) + t2ÆV2(z) = V (z) + t1V (z) + t2 ln j�� zj18



171Sine t1 = N�nn and t2 = � 1n are both small of order O(N�1), we will expand F inTaylor's series:F [V(z);n℄ = F [V (z);n℄ + t1�1F + t2�2F + t212 �11F + t1t2�12F + t222 �22F + : : :all the derivatives being taken at the point t1 = t2 = 0.This will givePn(�) � en�2F0e(N�n)�12F0e� 12�22F0 �3(nx + (N � n)�1x� �2x)�3(nx + (N � n)�1x) (1 +O(N�1)) (4.16)Now, let us ompute the derivatives of F0 and x = x with respet to t1 and t2.The method proeeds similarly to setion 3.1.4.2.1 Derivatives of F0 with respet to t1 and t2using (4.15) with (4.13): �F0�t2 = 12i� I !(z) ln (z � �)dzAfter integration by part, the pole in (z��) piks a residue, and the result is a primitiveof !(�): �F0�t2 = Z ��0 !(z)dz (4.17)The lower bound of integration �0 is to be hosen suh that en�2F0 ��!1 �n. i.e.ln�0 = Z 1�0 (!(z)� 1z )dz (4.18)In order to ompute the seond derivatives �12F0 and �22F0, we will need to di�er-entiate !(z) with respet to t1 and t2.4.2.2 Derivatives of !(z) with respet to t1 and t2The resolvent !(z) omputed for the potential V(z) takes the form:!(z) = 12 �V 0(z)�M(z)p�(z)� (4.19)where M(z) is analyti. Notie that when V 0(z) has a pole in z = �, M(z) may havea pole too. !(z) obeys a linear equation:!(z + i0) + !(z � i0) = V 0(z) for z 2 [a; b℄ [ [; d℄ (4.20)Thus its derivatives obey linear equations as well:�1!(z + i0) + �1!(z � i0) = ÆV 01(z) = V 0(z) (4.21)19



172 CHAPITRE 8. ARTICLES�2!(z + i0) + �2!(z � i0) = ÆV 02(z) = 1z � � (4.22)� �!1: The solution of (4.21) is:�1!(z) = !(z)� f(z)p�(z) (4.23)where f(z) is analyti in z. The boundary onditions 2.18 imply that f(z) � z whenz !1 and f has no pole, thus f(z) is a polynomial of degree 1:�!(z)�t1 = !(z)� z � z0p�(z) (4.24)z0 is determined as a funtion of a; b; ; d by the derivative of 2.30 with respet to t1:Z b dz z � z0p�(z) = 0 (4.25)It an be heked that in term of ellipti theta funtions we have (see Appendix A, or[23℄): z � z0p�(z) = ddz ln �1(u(z) + u1)�1(u(z)� u1) (4.26)and thus: �!(z)�t1 = !(z)� ddz ln �1(u(z) + u1)�1(u(z)� u1) (4.27)� �!2: Note that the t2 soure-term is the primitive of the �� soure-term of 3.2, andthat ddz �!(z)�t2 = �!(z)��� = � 1n2 �2F��z��� = !(z; �) (4.28)so, �!=�t2 has already been omputed in 3.8. The seond derivative �22F orrespondsto z = �. �22F0 = lnp�(�) + 2 ln (�1(u(�)� u1)) (4.29)4.2.3 Derivatives of xReall that x = Z ba �(�)d� = 12i� Z ba M(z)p�(z)dz (4.30)using 4.27 we get: �x�t1 = x + 12i� Z ba z � z0p�(z)dz = x + 2u1 (4.31)Similarly, from 4.28 and 3.18 or 3.31 (or less tediously, taking the primitive of 3.14),we get: �x�t2 = �u(�) + u1 (4.32)20



1734.3 Final result4.3.1 Case � 2= [a; b℄ [ [; d℄Eventually, inserting 4.17,4.27,4.29,4.31, 4.32 into 4.16 we get:Pn(�) =�=2[a;b℄[[;d℄pu0(�) pn(u(�)) eN R ��0 ! (4.33)wherepn(u) = Cn �3(Nx + 2(N � n)u1 + u� u1)�1(2u1)�3(Nx + 2(N � n)u1)�1(u� u1) ��1(u+ u1)�1(u� u1)�n�N (4.34)Cn is a normalization suh that Pn � �n for �!1.Cn = p2KAn�N+1 with A = � 12K �01(0)�1(2u1) and K = Z b dzp�(z)(4.35)A = �14 jd� a� + bj �3(0)�3(2u1)Note that 4.33 is unhanged under u ! u + 1 and u ! u + � . Indeed, a shiftu! u + � amounts to a nontrivial irle around the ut [; d℄. Thus R ! is shifted by�2i� R d � = �2i�(1 � x), and eN R ! reeives a phase e2i�Nx. In the same time, the �funtions reeive phase fators: �(v + �) = �(v)e�2i�(v+�=2). One an easily hek thatthe total phase shift is 0.4.3.2 Case � 2 [a; b℄ [ [; d℄Expression 4.34 has been derived by a saddle point approximation of 4.12 when � doesnot belong to [a; b℄ [ [; d℄. When � lies on the ut [a; b℄ [ [; d℄, 4.12 atually has twosaddle points, ontributing to the same order. They orrespond to the two determi-nations of the square root �p�(�). The asymptoti expression for the orthogonalpolynomial is then given by a sum of two terms:Pn(�) =�2[a;b℄[[;d℄Cpu0 �pn(u) e�iN��(�) + ipn(�u) eiN��(�)� eN2 V (�) (4.36)where �(�) = R �d �(z)dz andC = e�N2 �V (�0)+R d�0 M(z)p�(z)dz� = dNe�N2 V (d)e�N R1d (!(z)� 1z )dz (4.37)To summarize: When � =2 [a; b℄ [ [; d℄, the wave funtion  n(�) = Pn(�)e�NV=2deays exponentially, and within the support [a; b℄ [ [; d℄, it osillates at a frequenyof order N . 21



174 CHAPITRE 8. ARTICLES
a b c d λ

ψ (λ)
n

Figure 2: Typial behavior of the wave funtion4.3.3 Chek of the orthogonalityFor ompleteness, let us hek that the funtions (4.33) are indeed orthogonal (atleading order in N�1). Let us ompute the integral:Z 1�1 d�Pn(�)Pm(�)e�NV (�)The ontributions of the integral along ℄�1; a℄[ [b; ℄[ [d;1[ are exponentially smalland do not ontribute at leading order.Along [a; b℄ [ [; d℄, we use expression 4.36, and get a sum of four terms:C2 Z d� u0(�)� ipn(u)pm(�u) +ipn(�u)pm(u)+pn(u)pm(u)e�2iN��(�) �pn(�u)pm(�u)e2iN��(�) � (4.38)Sine the two last terms have fast osillations of frequeny N , they are suppressed asO(1=N).The leading ontribution is thus given by the two �rst terms of 4.38, whih an berewritten as integrals in the u plane along the ontour depited on �g.3.a:Z PnPme�NV = inm Z du �3(xn + u� u1)�3(xm � u� u1)�3(xn)�3(xm)�1(u� u1)�1(u+ u1) ��1(u+ u1)�1(u� u1)�n�m+ (u! �u) (4.39)where xn and nm are short notations for:xn = Nx + 2(N � n)u1 and nm = C2CnCm�21(2u1) (4.40)If n > m we may deform the ontour to a irle around the point �u1 (�g.3.b),and the integral vanishes sine there is no pole, while if m > n we deform the ontourto a irle around +u1 (�g.3.). Therefore, the integral vanishes for n 6= m.22
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b) c)Figure 3: Deformation of the ontour integralWhen n = m, the integral piks a residue:Z d�PnPme�NV (�) = hnÆnm (4.41)with (C, nm, A, xn are de�ned in 4.35, 4.40, 4.37):hn = nn 4��1(2u1)�01(0) �3(xn+1)�3(xn) = �4� C2 �3(xn+1)�3(xn) A2(n�N+1=2) (4.42)4.3.4 Reurrene equationIt is well known that the orthogonal polynomials satisfy a reurrene equation of theform [2, 18℄: �Pn(�) = Pn+1(�) + �nPn(�) + �nPn�1(�) (4.43)Here, we �nd that (divide 4.43 by Pn, and math the poles on both sides):�n = hnhn�1 = A2 �3(xn+1)�3(xn�1)�23(xn) (4.44)whih an be rewritten more ompatly as�n = 116 �((d� a)� (� b))2 + 4(d� a)(� b) n2(xn + 1=2) � (4.45)23



176 CHAPITRE 8. ARTICLESAnd by taking u = 0 in 4.43 we get �n:�n � d = A � �3(xn+3=2)�3(xn)�3(xn+1)�3(xn+1=2) + �3(xn+1)�3(xn�1=2)�3(xn)�3(xn+1=2) � (4.46)whih an be rewritten more ompatly as:�n = a+ d+ (� b)2 � (� b) d� b� b+ d�n2(xn�u1+1=2) (4.47)The sequenes �n and �n are thus quasi-periodi in n. It is interesting to reall thatthe behavior of these oeÆients has been extensively studied (mainly by numerialmethods) by several authors in the early 90's [22℄. The general onlusion was thatin the multi-ut ase the general behavior of the reursion oeÆients was \haoti"in n (and regular or quasi-periodi only in some speial ases). It is lear from ourexpressions that in the two-ut ase the behavior is always periodi or quasi-periodiand never haoti (in the mathematial sense). This is in fat true even if the numberof uts is larger than 2 (see appendix C).In the symmetri ase, x = 12 and u1 = 14 , we have xn = n=2 mod1, so that wereover �n = 0 and �n = 14(a� (�1)nb)2.In the general ase, �n and �n vary along a periodi urve, between two extrema,given by: (d� a� (� b))216 � �n � (d� a + (� b))216d+ a2 � � b2 � �n � d+ a2 + � b2Similarly to the one-ut ase, one may relate �n to square width of the distributionof eigenvalues, and �n to the enter of the distribution.4.4 The kernel K(�; �)We an now evaluate the kernel K(�; �) aording to (4.10). Let us note u = u(�) andv = u(�) and we assume �; � 2 [a; b℄ [ [; d℄:K(�; �) � C2pu0v0NhN�1 X�;�=�1 p��pN (�u)pN�1(�v) e��Ni��(�) e��Ni��(�) � (u! v)(�� �) (4.48)whih an be rewritten as a sum of eight terms:K(�; �) = N;N�1hN�1�3(xN)�3(xN�1) pu0v0N(�� �)�X�;�;�=�1�p�� �3(Nx + �u� �u1)�3(Nx + �v + �u1)�1(�u� �u1)�1(�v + �u1) e�Ni�(��(�)+��(�))(4.49)24



177We will see below that not all the terms ontribute to the same order.4.4.1 Regime j�� �j � O(1=N)The eight terms of (4.49) an be rewritten as four ombinations of the type:sin (N�(�(�)� �(�)))f(u; v)� f(v; u)N(�� �) and os (N�(�(�)� �(�)))g(u; v)� g(v; u)N(�� �)In the limit j���j small, i.e. ju�vj small, the terms with a osine will be proportionalto derivatives of g(u; v), and there will be an overall 1N fator. Similarly, the term witha sine and a + sign will be proportional to a derivative of f(u; v) and will be of order1=N . Only the term proportional to sinN� R �� �(z)dz an balane the 1=N fator, andis dominant in the short range regime. After alulation we get:K(�; �) �j���j�O(1=N)sinN� R �� �(z)dzN�(�� �) (4.50)As expeted we have K(�; �) = �(�) (4.51)and we reover the universal short range orrelation funtion:�(�; �) � �(�)�(�) 1� �sinN��(�)(�� �)N��(�)(�� �) �2! (4.52)4.4.2 Long range regime, smoothed osillationsWhen j� � �j � O(1), K(�; �) has high frequeny osillations, and only a smoothedorrelation funtion obtained by averaging the osillations an be observed.Reall that the onneted 2-point orrelation funtion is related to K2 by (4.9):�2(�; �) = �K(�; �)2 (4.53)with K(�; �) given by 4.49.Smoothing out the osillations amounts to kill all terms ontaining some eiN�� inthe square of eq 4.49, we thus have:K(�; �)2 = �2u0v02NN�1h2N�1�23(xN)�23(xN�1)N2(�� �)2 X�;�;�1;�2=�1 �1�2�3(Nx + �u� �1u1)�3(Nx� �u� �2u1)�3(Nx + �v + �1u1)�3(Nx� �v + �2u1)�1(�u� �1u1)�1(��u� �2u1)�1(�v + �1u1)�1(��v + �2u1) (4.54)25



178 CHAPITRE 8. ARTICLESUsing that (see appendix A, and [23, 25, 24℄):�� � = �2A �1(u� v)�1(u+ v)�21(2u1)�1(u� u1)�1(u+ u1)�1(v � u1)�1(v + u1) (4.55)we get (�ij = ��ji = �1):K(�; �)2 = 2u0v0�021 (0)N24�2�43(Nx)�21(2u1)��1(u� u1)�1(u+ u1)�1(v � u1)�1(v + u1)�1(u� v)�1(u+ v) �2 Xi;j;k;l=�1 (�ij�kl + �il�kj)�3(Nx + u� iu1)�3(Nx� u� ku1)�3(Nx + v � ju1)�3(Nx� v � lu1)�1(u� iu1)�1(�u� ku1)�1(v � ju1)�1(�v � lu1) (4.56)
We see that 4.56 has no pole when u = �u1, it an have (double) poles only whenu = �v. Thus, 4.56 an be rewritten in terms of Weirstrass funtions of u + v andu� v: K(�; �)2 = � 12N2�2 u0v0 (C1}(u� v) + C2}(u+ v)� 2S)Taking u = v and u = �v in 4.56, we �nd that the residues are C1 = C2 = 1, andtaking a partiular value of u and v, we �nd the onstant S, equal to what we had in3.31: K(�; �)2 = � 12N2�2 u0v0 �}(u� v) + }(u+ v)� 2}(Nx + �2)� (4.57)and we reover the result 3.31 found in setion 3.6.5 ConlusionsIn this artile, we have solved the puzzle raised by [11, 13℄ and understood why thenaive mean-�eld method [10℄ and the orthogonal polynomial ansatz [11, 12℄ approahused in the symmetri ase disagree.We have proven here that this e�et has nothing to do with a Z2 symmetry breaking,as it was sometimes assumed [11℄, it is general as soon as the support of the density isnot onneted.The apparent paradox omes from the fat that when the support of eigenvaluesis not onneted, the free energy admits no large N expansion in powers of 1=N2(topologial expansion [9℄). This means that the free energy in the multi-ut aseis not given by a topologial expansion, i.e. the sum of diagrams with a weight N�(�=Euler Charateristi of the diagram). 26



179The explanation lies in the disreteness of the number of eigenvalues. For instanein the symmetri 2-ut ase, the lassial approah assumes that the minimum of thefree energy is reahed when one half (x = 1=2) of the eigenvalues are in eah ut.Obviously, this minimum is never reahed when the total number of eigenvalues is odd,and in general, the result depends on the frational part of Nx.At leading order in N only, the free energy is orretly given by the lassial saddlepoint limit [16, 10℄, but the �rst order in N is not suÆient to determine the 2-point(or higher) orrelation funtion.Here we have omputed expliitly the two-point onneted orrelation funtion. Itontains a universal part depending only on the number of uts, whih was obtainedby [10℄, and ontains in addition, a non universal term quasiperiodi in N [22, 14℄.Let us stress that our alulation holds for any potential, not neessarily symmetri,and it an also be generalized to a potential with omplex oeÆients (appendix. B),and to an arbitrary number of uts (appendix. C).We have also reobtained diretly the asymptoti expressions for the orthogonalpolynomials [14℄, whih allows in priniple through the Darboux-Christo�el theorem(eq. 4.10) to ompute any orrelation funtion of any number of eigenvalues in theshort or long range domain (and one an smooth it afterwards).The orthogonal polynomial approah may in turn be used for other random matrixensembles, and it would be interesting to apply our results to orthogonal or sympletiensembles [2℄.The authors are thankful to K. Mallik for useful disussions, and to the EurogridEuropean Network HPRN-CT-1999-00161 for supporting part of the work. They alsothank E. Kanzieper, O. Lehtenfeld and G. Akemann for their interest and for pointingsome missing referenes.Appendix A A few useful identities on ellipti fun-tionsHere we ollet a few useful identities on ellipti funtions used through the paper. Fordetails see [23, 24, 25℄. We start from�(�) = (�� a)(�� b)(�� )(�� d) ; a < b <  < d (A.1)and the map from the omplex plane to the torusu(�) = 12K Z �d dzp�(z) (A.2)27
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u(c)=   /2τ u(b)=1/2+    /2τ

8uu(d)=0 u(a)=1/28a b c d8 Figure 4: the upper half-plane is mapped onto a retangle (1=2; �=2)where the half period K isK = Z b dzpj�(z)j = 2p(� a)(d� b) K[m℄ = � �23(0j�)p(� a)(d� b) (A.3)K[m℄ is the standard omplete ellipti integral [23, 24, 25℄, with the modulus m equalto the biratio of the four points a, b, , d:m = (d� a)(� b)(d� b)(� a) (A.4)m is related to the modular parameter � of the torus by:m = ei�� �43( �2 j�)�43(0j�) and onversely � = iK[1�m℄K[m℄ (A.5)where we have used the Jaobi theta funtions:�1(zj�) = �1(z) = �i Xr2Z+1=2(�1)r qr2 e2i�rz with q = ei�� (A.6)and �3(zj�) = �3(z) = q 14 ei�z �1(z + 12 + �2 j�) (A.7)With this mapping u(�) between the � omplex plane and the periodi retangleof sides (1; �), we have:u(d) = 0 ; u(a) = 12 ; u(b) = 1 + �2 ; u() = �2 ; u(1) = u1(A.8)The inverse mapping an be written in terms of theta funtions:�� d = ��01(0)2K �21(u)�1(2u1)�1(u+ u1)�1(u� u1)�21(u1) (A.9)p�(�) = �021 (0)4K2 �1(2u)�1(2u1)�21(u� u1)�21(u+ u1) (A.10)28



181and in terms of the usual trigonometri ellipti funtions sn, n, dn [23, 24, 25℄ thatwe normalize to have periods 1 and � , i.e.sn(u) = sn(2K[m℄ujm) ; dn(u) = dn(2K[m℄ujm) ; : : : (A.11)one hassn2(u)sn2(u1) = �� d��  ; n2(u)n2(u1) = �� a��  ; dn2(u)dn2(u1) = �� b��  (A.12)��  = (d� ) 11� sn2(u)sn2(u1) ; �� b = (d� b) dn2(u)1� sn2(u)sn2(u1) (A.13)�� a = (d� a) n2(u)1� sn2(u)sn2(u1) ; �� d = (d� )d� a� a sn2(u)1� sn2(u)sn2(u1) (A.14)p�(�) = (d� )(d� a)rd� b� a sn(u) n(u) dn(u)�1� sn2(u)sn2(u1)�2 (A.15)and u1 is related to a; b; ; d by any of the following relations:sn2(u1) = � ad� a ; n2(u1) = d� d� a ; dn2(u1) = d� d� b (A.16)Appendix B Complex potentialsThe ase of omplex potentials, that is to say of a polynomial potential V (�) withomplex oeÆients, is interesting for some appliations of the matrix models to 2dimensional gravity and when studying their onnetions with integrable hierarhies.In this ase, the mean �eld large N solution is known to be given by a ontinuousdistribution of the eigenvalues along ars in the omplex plane [26℄.In this appendix we show that our results are only slightly modi�ed in this ase.In the two-ut ase, we an repeat the analysis of set.2. We �x x = n1=N (theproportion of e.v. in the �rst ut). The resolvent is still of the form 2.28, with thepolynomialM and the end points a; b; ; d determined by the onstraints 2.18 and 2.29,but they are no more real in general, as well as the resulting mean-�eld free energyF0(x).If we now repeat the alulation of set.2.2.3 we annot use a saddle-point approx-imation for the sum over n1 by expanding F0(x) around the saddle point x0 whih isthe true extremum of F0. �F0�x (x0) = 0 (B.1)29



182 CHAPITRE 8. ARTICLESIndeed this extremum is at a �nite non-zero distane of the real axis, i.e. Im(x0) =O(1), while the method of set.2.2.3 is valid only if Im(x0) = O(1=N). However, sineN is integer, we an expand F0 around any xk, provided thatF 00(xk) = 2i� kN ; k 2 Z (B.2)sine the dangerous osillating term e�N2(x�xk)F 00(x) is then a onstant for x = n=N ,n 2 Z.Therefore, as in [26℄ we have to onsider the real pseudo saddle-point x suh thatRe(F 00(x)) = 0 with Im(x) = 0 (B.3)and denote � = 12i� F 00(x) = 12� Im(F 00(x)) (B.4)We expand F0 around some xk de�ned by Eq. (B.2) and suh thatxk � x = O(N�1) (B.5)and we get for the total free energy (by exatly the same alulation as in set.2.2.3)F = N2 F0(xk) � ln (�3(Nxk))+F1(x) + 12 ln (2�F 000 (x)) + O(N�2) (B.6)where �3 is the theta funtion with modular parameter� = 2i�F 000 (x) (B.7)Only the �rst two terms are important for alulating the two-point funtions and theorthogonal polynomials in the large N limit. This leading term does not depend on k.Indeed we have F 00(xk)� F 00(x) = (xk � x)F 000 (x) + O(N�1) (B.8)hene (xk � x) = 1N �(k �N�) + O(N�2) (B.9)and using the periodiity relations of �3 we an rewrite the leading term for the freeenergy asN2 F0(xk) � ln (�3(Nxk)) = N2 F0(n=N) � i�� u2 � ln (�3(u)) (B.10)with n = E[Nx℄ ; u = [Nx℄� � [N�℄ (B.11)30



183where E[u℄ is the integer part of u (largest integer smaller than u) and [u℄ = u� E[u℄is the frational part of u. This does not depend on k up to negligible terms of orderO(N�1) (provided that ondition B.5 for k holds).One an now repeat the alulation of set.3 for the 2-point funtion. Nothing ishanged but we simply have to replae x by xk in the intermediate steps and to useEq. (B.9) at the end of the alulation. This amounts to replae the x in the elliptifuntion sn2 by x � ��. The �nal result for the two-point resolvent is!(�; �) = � 14(�� �)2 " 1�s(�� a)(�� b)(�� )(�� d)(�� a)(�� b)(�� )(�� d)!+ (�$ �)#� (� a)(d� b)4p�(�)p�(�) sn2(N(x � ��) + 12) (B.12)Similar results holds for the orthogonal polynomials. We simply have to onsider theend-points a; b; ; d for the mean-�eld real parameter x and to make the replaementNx ! N(x + ��) (B.13)in the ellipti funtions involving Nx. In any ase these terms depend only on thefrational parts of Nx and of N�.A �nal interesting remark on the periodiity properties of the non-universal termsn2(N(x + ��)) an be made. From the de�nition B.4 � orresponds to a \phaseshift" between the two ars where the density of e.v. is non zero.� = 12i� F 00(x) = �1 � �22i� (B.14)where N�� is the (onstant) e�etive potential on the ar �. The two periods 1 and� of the sn2 funtion orrespond respetively in term of eigenvalues to (i) transfer asingle e.v. from the �rst ar to the seond one (ÆNx = �1), (ii) or to shift the phasebetween the two ars by 2� (ÆN� = �1).Appendix C Multiut CaseConsider now a support of eigenvalues split into s intervals:C = C1 [ : : : [ Cs (C.1)Let ni be the number of eigenvalues in eah Ci, and xi = ni=N the oupation ratio,whih we denote olletively as a vetor:xi = ZCi d��(�) ; ~x = (x1; : : : ; xs�1) (C.2)31



184 CHAPITRE 8. ARTICLESNote that only s� 1 of them are independent sine x1 + : : :+ xs = 1.As in the two-ut ase (eq. 2.36), the free energy at �xed ~n admits a topologiallarge N expansion: F [V ;~n℄ = N2F0[V ; ~x℄ +N0F1[V ; ~x℄ +O(1=N2) (C.3)and as in 2.38, the partition funtion an be written as a sum over ~n:Z = e�F =X~n e�F [V;~n℄ (C.4)The sum is dominated by the viinity of the extremum ~x of F0[V ; ~x℄:Z �X~n e�N2(F0[V; ~x℄+i�( ~nN�~x):��1( ~nN�~x)) where ��~xF0(~x)����~x=~x = ~0 (C.5)� is the s� 1� s� 1 matrix de�ned by:��1ij = 12i� �2F0�xi�xj ����~x=~x (C.6)Then, the summation over ~n yields:Z � e�N2F0[V;~x℄ �(N~xj�) (C.7)where �(~uj�) is Riemann's theta funtion [27℄ in genus s� 1:�(~uj�) = �(~u) =X~n e�i�(~n�~u):��1(~n�~u) =X~n ei�~n:�~ne�2i�~n:~u (C.8)where � is a s� 1� s� 1 matrix, ~u is a s� 1 omponent vetor, and ~n is a vetor withinteger oordinates.The � funtion obeys the relations (~k being an arbitrary integer vetor):�(~u+ ~k) = �(~u) ; �(~u+ �~k) = e�i�(2~u:~k+~k:�~k)�(~u) ; �(�~u) = �(~u) (C.9)Eventually the free energy at leading orders in N is:F � N2 �F0[V; ~x℄� 1N2 ln �(N ~xj�) + 1N2F1(~x) + : : :� (C.10)It is now straightforward but lengthy to rederive the 2-point orrelation funtionand the orthogonal polynomials from C.10. One needs to di�erentiate C.10 with respetto variations of the potential as in 3.3 or 4.16, and express the hyperelliptial funtionsinvolved in the alulation through prime forms (hyperelliptial generalization of the�1 funtion) [27℄. One should thus obtain expressions similar to those of [14℄.32
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