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Introduction

La notion de stabilité, qui est la trame de ce mémoire, a ses origines en
géométrie algébrique et peut étre décrite dans ce contexte en termes pure-
ment algébriques. Différentes notions de stabilité pour les fibrés vectoriels ont
été définies par Mumford-Takemoto, Gieseker-Maruyama, puis Bogomolov. La
premiere d’entre elles fat introduite par Mumford [MF82] pour I’étude de 'espace
de module des fibrés holomorphes sur les courbes algébriques. Cette définition
utilise le degré des fibrés en droites, notion qui se généralise assez facilement aux
variétés kahleriennes et qu’on peut en fait définir sur toute variété hermitienne
compacte.

En effet, le degré d’un fibré en droites se calcule sur une variété algébrique
comme une intersection de cycles algébriques. Sur une variété kahlerienne com-
pacte, on remplace ces cycles par des classes de cohomologie qui jouent un role
analogue : le degré est alors le produit de la premiere classe de Chern du fibré
en droites considéré par le bon multiple de la classe de cohomologie de la forme
de Kéhler. On définit ainsi une application deg : Pic(X) — R du groupe de
Picard des fibrés en droites holomorphes sur X dans R qui dépend de la classe
de cohomologie de la forme de Kahler. La notion s’étend facilement aux fais-
ceaux cohérents sans torsion de rang quelconque par l'intermédiaire du fibré
déterminant associé.

Pour généraliser la notion au cas des variétés holomorphes compactes, il faut
attendre les travaux de Gauduchon en 1975 qui introduit la notion de métrique
standard (maintenant appelée métrique de Gauduchon). Cette métrique hermi-
tienne vérifie une condition plus faible que les métriques kdhleriennes puisque la
forme de Kahler n’est plus supposée fermée mais vérifie la condition

DOwy L=o
Il montre alors que de telles métriques existent sur toute variété complexe com-
pacte et qu’il est possible, grace a elles, d’étendre la notion de degré en choisis-
sant un bon représentant de la premiere classe de Chern du fibré en droite que
l'on considere (cf. [Gau84], [GauT76]). Il est important de remarquer que cette
définition du degré n’en fait plus un invariant topologique du fibré considéré et
qu’il faut des lors étre prudent quant a ses propriétés.

Dans ce cadre, la notion de stabilité s’exprime alors comme une inégalité sur
les degrés que doivent vérifier tous les sous-faisceaux cohérents du fibré considéré.
Il est remarquable que cette propriété, issue de la géométrie algébrique, soit en
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4 INTRODUCTION

correspondance directe avec une autre notion purement différentielle qui n’a,
a priort, aucun lien : celle de métrique de Hermite-Einstein. Cette notion a
été introduite en 1980 par S. Kobayashi [Kob80] comme une généralisation des
métriques de Kéhler-Einstein du fibré tangent. En 1982, S. Kobayashi [Kob82]
démontre qu’un fibré de Hermite-Einstein sur une variété compacte kahlerienne
est stable au sens de Mumford. S. Kobayashi et N. Hitchin conjecturent alors
simultanément que les deux notions sont équivalentes. L’existence d’une métrique
de Hermite-Einstein sur un fibré stable sera ensuite successivement démontrée
par Donaldson, Uhlenbeck et Yau pour des variétés kahleriennes puis par Li et
Yau pour des variétés quelconques.

Le cas de la non stabilité est tout aussi intéressant : par définition, au moins
un des sous-faisceaux du fibré considéré ne vérifie pas la condition de stabilité.
On parlera donc de sous-faisceau déstabilisant. Des questions naturelles se posent
alors : est-il possible d’exhiber un plus grand déstabilisant 7 et si oui, est-il unique
et quels sont ses propriétés dans une déformation ?

C’est a ces questions que nous essayons de répondre dans la premiére par-
tie de ce mémoire. Il faut remarquer que dans le cas algébrique, I’étude du degré
des sous-faisceaux déstabilisants est grandement simplifiée puisque 'application
degré est alors a valeurs entieres. Une fois le degré borné, I'existence d’un sous-
faisceau de plus grand degré est immédiate. C’est Harder et Narasimhan [HN75]
qui ont les premiers étudié cette question pour les courbes algébriques et ont
défini la notion de filtration de Harder-Narasimhan qui est une décomposition
d’un fibré instable en facteurs semi-stables (le premier terme de la filtration
étant en fait le sous-faisceau déstabilisant maximal). Le phénomeéne fut ensuite
généralisé en dimension supérieure par Shatz et Maruyama (cf. [Sha77], [Mar81]).
Ce résultat est a la base de la théorie de la stratification de Shatz dans le cas
algébrique. Dans le cas kéhlerien, Kobayashi énonce un théoreme d’existence
tout a fait similaire (voir par exemple [Kob87]) mais la preuve se révele in-
complete comme on le verra par la suite. Il est a remarquer que ’existence
et les propriétés du déstabilisant maximal sont également liées a des questions
de géométrie différentielle et plus précisément a la résolution d’inégalités de
Hermite-Einstein comme ’a récemment montré Bradlow ([Bra95]) dans le cas
kahlerien en se basant sur ’énoncé de Kobayashi.

Nous rappellerons dans le premier chapitre les définitions et les propriétés
élémentaires du degré dans un cadre non nécessairement kahlerien.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous penchons sur le cas des fibrés vec-
toriels complexes. Nous montrons comment il est possible de majorer le degré
sur ’ensemble des sous-faisceaux d’un fibré en reliant le probleme a un calcul
de géométrie différentielle et de calcul de courbure. L’idée était déja présente
dans les travaux de S. Kobayashi ([Kob87]), mais la démonstration est un peu
plus technique car la forme de Kahler n’est ici pas fermée. Nous montrons en-
suite comment construire un sous-faisceau de pente (ou de degré) maximale. Ici
il faut remarquer que méme dans le cas kahlerien, le degré est a valeur dans R
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et on peut montrer que I'image de I'application degré deg : Pic(X) — R n’est
pas toujours fermée. Il n’est donc pas évident de réaliser le supremum du degré
et c’est précisément le point qui n’est pas abordé dans la preuve de Kobaya-
shi. Sur des variétés non kahleriennes, le probleme est plus profond. On peut
toujours considérer les sous-faisceaux d’un fibré donné comme des sous-variétés
analytiques de fibrés grassmaniens. Mais ’espace de Douady correspondant n’a
aucune raison d’étre compact et nous ne savons donc pas si 'image du degré est
fermée.

Dans ce contexte, la meilleure approche consiste a utiliser la notion de sous-
fibré holomorphe faible introduite par K. Uhlenbeck et S. T. Yau ([UY86], [UY89]).
L’idée consiste a regarder les sous-fibrés d’un fibré donné comme des projecteurs
C*° hermitiens et les sous-faisceaux comme des projecteurs avec “singularités”,
c’est-a-dire, vivant dans un espace de Sobolev Li. Une fois le lien fait entre le
degré d’un sous-faisceau et la norme Sobolev du projecteur associé, nous serons
en mesure de ramener le probleme & une question de convergence faible dans un
espace de Hilbert. On peut voir cette correspondance comme une bonne notion
de topologie sur les sous-faisceaux cohérents d'un fibré. A partir de ces deux
résultats, nous démontrons le théoreme principal du chapitre :

Théoréme (Filtration de Harder-Narasimhan).

Soit (X, g) une variété complexe compacte munie d’une métrique de Gaudu-
chon. Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur X. Alors F admet une unique
filtration de Harder-Narasimhan.

On remarquera a la fin du chapitre que les méthodes utilisées peuvent s’ap-
pliquer & d’autres notions de stabilité (comme par exemple la stabilité associée
aux fibrés de Higgs), mais qu’il ne parait pas toujours possible de donner un sens
a la filtration de Harder-Narasimhan.

Le troisieme chapitre est plus technique et consiste en une généralisation
de ce résultat dans le cadre plus naturel et également plus général des faisceaux
cohérents sans torsion. On est ici confronté a des problemes de convergence liés a
la non compacité de la base (c’est-a-dire la non compacité du lieu ou le faisceau
est localement libre). Nous en viendrons a bout en considérant des résolutions lo-
cales du faisceau et en “recollant” les morceaux a ’aide de propriétés démontrées
dans le chapitre précédent. Le cadre le plus naturel pour les calculs de géométrie
différentielle reste toutefois celui des faisceaux réflexifs que nous étudierons en
premier lieu. Le cas général en découlera rapidement.

Kodaira et Spencer ont démontré (voir [KS60]) qu’il était possible de dé-
former en famille une métrique kahlerienne sur une déformation de fibré. La
démonstration repose sur les propriétés fortes d’une famille différentiable d’opé-
rateurs fortement elliptiques sur une variété compacte : continuité des éléments
du spectre, dépendance différentiable des opérateurs de projection en fonction du
parametre t de la déformation... Reprenant ici cette idée nous montrons dans le
quatriéme chapitre qu’il est possible de déformer de maniere C*° une métrique
de Gauduchon dans une déformation de variétés compactes holomorphes. On
peut alors suivre le degré d’une famille de fibrés de maniere continue (en fait
™).
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L’idée est alors d’utiliser les méthodes développées dans les chapitres précé-
dents pour obtenir des résultats de convergence de sous-faisceaux en déformation.
Rappelons que si 'on considére une famille de diviseurs effectifs (D;);en dont le
volume voly(D;) est borné, le théoreme de compacité de Bishop (voir par exemple
[Chi85] p. 205,206 Prop. 1) nous donne leur convergence vers un diviseur effectif
limite (convergence au sens ensembliste et au sens des courants). Si 'on voit un
sous-faisceau comme sous-ensemble analytique d’un fibré grassmanien, le volume
de ce sous-ensemble est 1lié au calcul du degré du faisceau correspondant. Il
semble donc naturel qu'une condition de borne sur le degré suffise a assurer la
convergence des sous-faisceaux. Ce sont deux théoremes de ce type que nous
démontrons a la fin de ce chapitre d’abord pour une famille de fibrés puis pour
une déformation plate de faisceaux sans torsion. On obtient par la-méme une
nouvelle démonstration de la propriété d’ouverture de la stabilité en déformation
qui, contrairement a la preuve de [LT95], n’utilise pas la correspondance de
Kobayashi-Hitchin. Ici, on étend ce résultat au cas d’une déformation plate de
faisceaux sans torsion.

Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, nous nous penchons sur les surfaces
de la classe VII et plus particulierement sur les surfaces a coquilles sphériques
globales (en abrégé CSG) dont nous étudions la stabilité. Ces surfaces forment
une classe toujours mal comprise de la classification de Kodaira (écrite dans
les années soixante). Elles sont définies par la propriété topologique d’avoir un
premier nombre de Betti b; égal a 1. Elles sont par conséquent non algébriques,
car toute surface algébrique a un premier nombre de Betti pair. On sait de plus
qu’il est possible d’associer a toute surface S de classe VII une unique surface
minimale Sy telle que S soit obtenue par un nombre fini d’éclatements de Sp. On
peut donc se contenter d’étudier les surfaces de la classe VI qui sont minimales,
sous-classe que 1’on notera VII.

Le cas ou le deuxieme nombre de Betti bs de S est nul est déja bien connu :
si S admet des fonctions méromorphes non constantes, alors S est une surface
elliptique, sinon, S est soit une surface de Hopf, soit une surface d’Inoue. Il
faut remarquer que c’est seulement en 1994 que ce résultat fut démontré bien
qu’Inoue ait déja donné en 1974 des exemples de ces surfaces. C’est le cas by > 0
qui va nous intéresser ici. On sait (voir par exemple [Nak84]) que le corps des
fonctions méromorphes sur une telle surface est réduit a C. En particulier, il
n’existe alors qu’'un nombre fini de courbes compactes en vertu d’un théoreme
de Kodaira. Des exemples de telles surfaces ont été construits par Inoue, Kato
et Enoki, mais on ne sait toujours pas aujourd’hui si ce sont les seuls. Tous les
exemples connus de telles surfaces contiennent une coquille sphérique globale,
c’est-a-dire un plongement holomorphe de la sphere S? qui ne disconnecte pas la
surface. Les travaux de Nakamura ([Nak84] ,[Nak90]) puis de Dloussky ([Dlo84])
ont permis d’avoir une description compléte du comportement des courbes sur
ces surfaces. Dloussky et Oeljeklaus ont ensuite obtenu une bonne description
des feuilletages de ces surfaces ([DO99]).

Les conditions de stabilité pour les surfaces a CSG s’expriment comme des
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bornes sur le volume de certains diviseurs de la surface et sont donc liées de part
le théoreme de Bishop au comportement des courbes de ces surfaces dans une
déformation ce qui a été une motivation supplémentaire pour cette étude.

Nous rappelons la construction par éclatements et recollement des surfaces a
CSG dans le cinquieme chapitre. Nous donnons aussi les principaux résultats
sur les feuilletages qui nous seront tres utiles dans notre étude.

Nous commencerons, dans le sixieme chapitre, a étudier la simplicité du
fibré tangent des surfaces a CSG, condition nécessaire a leur stabilité. Pour
ce faire, nous montrerons que la propriété de simplicité est équivalente sur les
surfaces de la classe VII a la non existence d’extensions particulieres du fibré
tangent. Nous obtiendrons ainsi une condition valable pour toute surface de la
classe VII. Pour celles qui sont a coquille sphérique globale, on donnera une
réponse complete a la question.

L’étude de la notion de stabilité est beaucoup plus complexe. Rappelons que
dans le cas non kéahlerien ot nous nous trouvons, le degré et donc la stabilité
dépendent de la métrique de Gauduchon choisie. On peut en toute généralité
définir la notion de stabilité par rapport a toute métrique de Gauduchon. Savoir
si cette condition est réellement plus forte n’est en général pas connu. Des sur-
faces n’admettant aucun feuilletage la vérifient bien str. Nous donnons ici des
exemples de surfaces & CSG (et donc de surfaces admettant au moins un feuille-
tage singulier) stables (resp. instables) pour toute métrique de Gauduchon. Dans
le cas des surfaces de Inoue Hirzebruch, on utilisera pour ce faire le théoreme de
convergence des sous-faisceaux de la premiere partie. Au passage, on donnera un
exemple de non ouverture de la non semi-stabilité en déformation illustrant un
résultat de la théorie de Donaldson.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous étudions la déformation logarithmique
d’une surface a coquille sphérique globale. Nous montrons pour les surfaces de
type intermédiaire que les cocyles d’une telle déformation doivent étre cherchés
parmi ceux qui conservent le feuilletage. Nous obtenons alors dans tous les cas
la dimension de la déformation logarithmique.
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La Filtration de
Harder-Narasimhan






Chapitre 1
Généralités

1.1 Degré et stabilité

Soit X une variété complexe compacte de dimension n. On notera g une
métrique hermitienne sur X et w, la forme de Kéhler associée.

Le degré est essentiellement défini pour les fibrés en droites holomorphes. Soit
donc £ un tel fibré sur X. Supposons un instant la variété kdhlerienne, c¢’est-a-
dire que la forme de Kéhler associée a la métrique g est fermée (dw, = 0). Alors
on généralise la notion algébrique de degré en posant :

deg,(£) = /X (L) Al =< ey(£) U fuwg" ! X >

ou ¢1 (L) désigne alternativement la premiere classe de Chern du fibré £ ot une
2-forme représentant cette classe. Comme on le voit dans le membre de droite,
la notion est topologique et peut se calculer avec la cohomologie.

Il est possible de généraliser la définition au cas des variétés non kihleriennes
grace a la notion de métrique de Gauduchon.

Définition 1.1 ([Gau84]). Une métrique hermitienne g est dite de Gauduchon
si dwy ! = 0.

En particulier, si g est kéhlerienne ou semi-kéhlerienne (dwg_l = 0) alors elle
est de Gauduchon. Mais contrairement a ces deux cas, il y a en général beaucoup
de métriques de Gauduchon sur une variété complexe compacte comme le montre
le théoreme suivant :

Théoréme 1.2 ([Gau84]). Si X est une variété compacte, il existe dans la
classe conforme de toute métrique hermitienne une métriqgue de Gauduchon.
Cette métrique est unique a une constante multiplicative prés. En particulier,
1l existe toujours une telle métrique sur X.

Démonstration. Fixons nous une métrique arbitraire ¢° sur X. On cherche une
métrique dans la classe conforme de ¢°, pour ce faire on reformule le probleme
sous forme linéaire. Si on trouve une fonction strictement positive ¢ telle que

11



12 CHAPITRE 1. GENERALITES

85(g0w;’(; 1y = 0, alors la métrique g = cpﬁ g" est de Gauduchon. On introduit
alors un opérateur de 'espace des fonctions C'°*° sur X dans lui-méme
¢ o/ 7n—1
Q:Yr— GRS *00(Lo " (¥))

ou * est 'opérateur étoile de Hodge qui va des n-formes dans les O-formes, et Lo
est Uopérateur linéaire de Lefschetz qui consiste a faire le produit extérieur par
wgo. De part l'injectivité de 'opérateur de Hodge, toute fonction positive incluse
dans le noyau de @ vérifie les propriétés désirées.

On montre alors que l'opérateur ) a un adjoint facilement calculable qui
est elliptique de degré deux, que le noyau de @) est de dimension un et que
toute fonction appartenant au noyau doit étre de signe constant (on applique
essentiellement un principe du maximum). O

Remarque 1.3. Un probléeme est en fait qu’il y a “trop” de métriques de Gaudu-
chon sur une variété compacte. Il serait intéressant d’isoler une condition plus
forte sur la métrique pour obtenir une métrique “canonique”.

On peut étendre alors la notion de degré comme suit : soit £ un fibré en
droite holomorphe sur (X, g), avec g Gauduchon, et h une métrique hermitienne
quelconque sur £. Alors, on peut associer a la connexion de Chern Ay de (£, h),
c’est-a-dire I'unique connexion de £ compatible avec la métrique h et la structure
complexe, sa courbure ¢;(L£,h) qui est une (1,1)-forme réelle sur X (c’est un
représentant particulier de la classe de Chern de £ que 'on appellera représentant
distingué). Cette forme ne dépend de h qu’a un terme d9-exact pres (en effet,
localement, on a c¢1(L£,h) = 5=9dlogh et toute autre métrique sur £ s’écrit
h' = elh ce qui donne le résultat escompté). D’autre part w?il est DO-fermée,
donc le g-degré de £ (ou plus simplement le degré s’il n’y a pas de confusion
possible sur la métrique de Gauduchon choisie sur X') défini par :

deg, (L) = /Xcl(ﬁ,h) /\wgfl,

est indépendant du choix de h (il suffit d’appliquer deux fois le théoreme de
Stokes pour s’en convaincre).

On définit ainsi une application deg, : Pic(X) — R du groupe de Picard de
X (Iensemble des fibrés en droite de X) a valeur réelle. Mais ici le degré n’est
plus un invariant topologique : sur une surface complexe de premier nombre de
Betti by impair (c’est & dire dim H'(S,R) impair) , application degré restreinte
aux fibrés plats (PicP'a(X), les fibrés de premiere classe de Chern réelle nulle)
est surjective, cf. [LT95].

Rappelons rapidement la généralisation au rang supérieur : soit F un faisceau
cohérent de Ox modules, on peut lui associer un fibré en droite detF appelé fibré
déterminant défini a partir de résolutions locales de F comme suit : si

0—-& —-—=& =& — Fy—0
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est une résolution locale de Fy; par des faisceaux cohérents localement libres ou
U est un ouvert dans la variété X, alors on pose

det Fpr = @ o(det&) V"
On montre alors que detFy est indépendant du choix de la résolution.

Définition 1.4.
— Le g-degré de F est celui de son déterminant

deg,(F) := deg,(detF),

— Si F est sans torsion, alors on peut définir son rang (rang de la partie
localement libre) et on définit sa pente par

deg, F
F) = —9_
HF) rangF
Remarque 1.5. Si F est sans torsion de rang p, la définition du fibré déterminant
coincide avec la notion “classique” : detF = (APF)*™* (cf. [Kob87] Prop 6.10).

Le degré d’un fibré en droite est lié a 'existence et au comportement des
sections holomorphes éventuelles de ce fibré. On a en effet le résultat suivant :

Théoréme 1.6 ([Gau76]). Soit X une variété complexe compacte de dimension
n munie d’une métrique de Gauduchon g et D un diviseur de X de fibré en droite
associé [D]. Alors

deg, ([D]) = /X 1 (D), 1) AWl = (n — 1)voly(D).

Démonstration. Cela découle d’un théoreme de dualité de Poincaré pluri-harmo-
nique et d’une égalité du type Wirtinger. U

Revenons maintenant sur la définition de la stabilité. On se placera dans
toute la suite sur une variété compacte munie d’'un métrique de Gauduchon.

Définition 1.7. Soit X une variété compacte munie d'une métrique de Gaudu-
chon g. Un faisceau cohérent sans torsion & est dit g-(semi)stable si pour tout
sous-faisceau cohérent F C &, tel que 0 < rang F < rang &, on a u(F) < (L)u(E).

Il est essentiel dans cette définition de regarder tous les sous-faisceaux de
€ méme si € est localement libre (i.e un fibré vectoriel). Toutefois, on peut se
restreindre & une certaine classe de sous-faisceaux :

Proposition 1.8 ([Kob87] Prop. 7.6). Soit £ un faisceau sans torsion sur
(X, g). Alors pour définir la stabilité (resp. la semi-stabilité), il suffit de considérer
les sous-faisceaur F de € dont le quotient E/F est sans torsion.
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Démonstration. Définissons Q par la suite exacte :

0 F & Q 0

et soit 7o le sous-faisceau de torsion de Q. On définit un faisceau F’ par le
diagramme commutatif suivant :

N

N
s

N\,

Alors F’ est un sous-faisceau de £ qui contient F et le quotient F'/F est iso-
morphe au faisceau de torsion 7o.

Lemme 1.9 ([Kob87] 6.14). Si F est un faisceau cohérent de torsion, alors
detF admet une section holomorphe non triviale. En particulier, son degré est
positif ou nul.

Démonstration. Notons S = S,,_1(F) l'ensemble de singularités de F, c’est-a-
dire le lieu ot F n’est pas localement libre. Sur X \ S, F est localement libre et
par hypothese F est de torsion donc le support de F est inclus dans S. Soit U

un ouvert de X ; prenons une résolution locale de Fyy comme ci-dessus et posons
Fi1 =ker(& — Fy), on a:

0—-F —-& —Fy—0
On en déduit que
detFy = (detF1)* @ (det&y) = Hom(detFq,deté).

L’application injective detF; — det&y induite par U'injection F; — &y peut étre
considérée comme une section non triviale de detFy . Il faut encore vérifier que
cette section ne dépend pas du choix de la résolution ce que l'on fait a l'aide
d’une chasse dans le “bon” diagramme. La positivité du degré découle alors du
théoreme 1.6 U

On déduit de ce lemme que deg(F'/F) > 0. Un calcul direct des fibrés
déterminant donne deg(F’) > deg(F) et les deux faisceaux ont méme rang,
d’ou la méme inégalité pour les pentes. Le lemme en découle directement. O
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Remarque 1.10. En fait on peut reformuler cette proposition d’une maniere qui
nous sera utile dans toute la suite :

Proposition 1.11. Soit F un sous-faisceau de rang p de . Alors il existe un
sous-faisceau G du méme rang, contenant F, vérifiant degG > degF et tel que le
quotient £/G est sans torsion.

Définition 1.12. Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur X. On dira qu'un
sous-faisceau F de & est saturé si le quotient £/F est sans torsion.

La notion de stabilité qui est par définition tres algébrique est reliée a des
problemes de géométrie différentielle. Soit en effet (E,h) un fibré hermitien sur
(X, g), notons Ay la connexion de Chern de E, alors en notant Rp la cour-
bure de cette connexion on dira que h est une métrique de Hermite-Finstein si
Kg =iAjREr = ald avec a = cst ot K est la courbure moyenne de la connexion
Ap, et Ay Vopérateur de contraction par la métrique g. L’existence d'une telle
métrique sur un fibré complexe E donné revient donc a la résolution d’une cer-
taine équation différentielle. Il est remarquable de constater que ce probleme de
nature purement géométrique est en fait lié a la notion de stabilité comme on le
voit dans le théoréeme suivant :

Théoréme 1.13 ([Kob87],[LT95]).

1. Soit (E, h) un fibré vectoriel sur (X, g) admettant une métrique de Hermite-
Einstein h, alors E est g-semi-stable et se décompose en somme directe

(E,h) = (E1,h) @ - & (Ey, hy,)

de fibrés g-stables de méme constante de Hermite-FEinstein c.

2. Si E est g stable, alors EE admet une métrique de Hermite-Finstein.

1.2 La filtration de Harder-Narasimhan

Placons nous sur un fibré non semi-stable, il existe donc au moins un sous-
faisceau déstabilisant et une question naturelle est de savoir s’il y a un “plus
grand” déstabilisant. C’est Harder et Narasimhan qui ont répondu en premier a
cette question en donnant dans le cas algébrique une décomposition des fibrés en
facteurs vérifiant une condition de stabilité : la filtration de Harder-Narasimhan
[HN75]. On peut en donner une définition dans la cadre qui nous intéresse :

Définition 1.14 (Filtration de Harder-Narasimhan). Soit (X, g) une va-
riété complexe compacte de dimension n munie d’une métrique de Gauduchon
g. Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur X. On appelle Filtration de
Harder-Narasimhan de € (en abrégé FHN de &) tout drapeau :

0= C&E C--CE1CE=E

de sous-faisceaux de &£ vérifiant les deux propriétés suivantes :
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1. & /&i—1 est g-semi-stable, 1 < i <
2. u(€j+1/€j) < M(gj/gj—l) avec 1 <7< s—1.

En fait, & /&;—1 est le sous-faisceau g-semi-stable maximal de £/&;_1 for 1 <i <
s.

S,

L’existence d’une telle filtration dans le cas algébrique est déja bien connue
(cf les travaux de Shatz [Sha77]| et Maruyama [Mar81]).

Notre but ici est de généraliser ceci au cas d’une variété complexe quelconque.
Le théoreme principal que nous obtenons dans cette partie (théoreme 3.11) est
le suivant :

Théoréme (Filtration de Harder-Narasimhan).

Soit (X, g) une variété complexe compacte munie d’une métrique de Gaudu-
chon. Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur X. Alors £ admet une unique
filtration de Harder-Narasimhan.

Nous allons d’abord en donner une démonstration pour les fibrés vectoriels
pour bien mettre en évidence les idées principales de la preuve. Le cas général,
traité par la suite, se révelera plus technique.

1.3 Espaces de Sobolev

Rappelons les définitions et fixons les notations pour les objets d’analyse que
nous allons utiliser.

Soit (M, g) une variété différentiable Riemannienne et (E,h) un fibré diffé-
rentiable hermitien complexe sur M. Soit A une connexion sur F, compatible
avec la métrique h ; on notera d4 la dérivée covariante associée. On notera encore
A" (E) (resp. AP9(E)) l'espace des r-formes globales a valeur dans E (resp. des
(p, q)-formes), c’est a dire les sections C* globales du faisceau A"T*M @ E (resp.
NPAT*M @ E).

Les métriques g et h induisent des métriques sur tous les espaces AP¢(E).
Par simplicité, on notera les normes associées |- | (en général p et g seront clairs
d’apres le contexte et seront donc omis). On définit une norme LP sur les espaces
de formes par la formule :

1/p
llal|rr = (/ |a|P.voly) "
M
Plus généralement, si F est un fibré hermitien on utilisera les espaces de

Sobolev suivants :

Définition 1.15. Pour k € {0,1} et 1 < p < oo, la norme L} sur A°(E) est
définie par :

k 1
lall gy == (z;/M |df4(a)|p.ng)p.

L’espace des sections Sobolev de E est la complétion de A°(E) pour cette norme.
C’est un espace de Banach que I'on notera L} (E). Il est séparable et réflexif pour
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p > 1. Bien siir, A°(E) est dense dans cet espace pour p € [1,+oo[. Pour p = 2,
c’est de plus un espace de Hilbert.

Il y a une autre fagon de voir cet espace de Sobolev par 'intermédiaire des
cartes locales et des trivialisations locales de E. Soit (p,k) € [0,+o0[x{0,1}.
Alors, a tout triplet o = (¢, 7, K) formé d’'une carte locale ¢ : U — V € R"
de M, d'une trivialisation locale § = (61,02) : 71 (U) — U x C" de E et d'un
compact K C U, on peut associer une semi-norme sur A(E) par :

[y, 5 (8) = [/K S 10 (Ba0s0p P w

lil<k

bien siir la topologie définie sur A°(E) par cette famille (“Z »)o de semi-normes
n’est pas complete. Le complété est justement ’espace de Sobolev Lﬁ(E). 11 est
possible de définir une norme en sommant a ’aide de partitions de 'unité les
semi-normes précédentes. Si M est compacte cette norme est équivalente a celle
définie plus haut.

Les deux résultats essentiels sur les espaces de Sobolev que nous allons utiliser
par la suite sont d’une part le théoreme de plongement Sobolev et d’autre part
le théoreme de multiplication des sections Sobolev :

Théoréme 1.16 (Théoréeme de plongement ([LT95])). Soit E un fibré
vectoriel sur une variété compacte X de dimension n. Soit (p, k) €]0,00[xN. Si
k>1letk—73 >21—1%, alors Uinclusion naturelle AYE) Cc L{(E) admet une
extension injective continue

Ly(E) — L{(E)

n

qui est compacte si k — % > — .

Théoréme 1.17 (Multiplication Sobolev ([LT95])). Soient E,F,G trois
fibrés vectoriels sur une variété compacte X. Soit m : E X F — G une applica-
tion différentiable et bilinéaire sur les fibres. Alors, ’application linéaire induite

AYE) x AY(F) — A%G)
admet une extension continue
LZ(E) X LZ(F) — LZ(G)

N n
szk—5>0.
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Chapitre 2

Le cas des fibrés vectoriels

Dans toute la suite, on se fixe une variété complexe compacte X munie d’une
métrique de Gauduchon g par rapport a laquelle les degrés et pentes des fibrés
seront calculés. On notera w, la forme de Kéhler associée.

On s’intéresse dans cette partie au cas d’'un fibré vectoriel complexe E de
rang r au-dessus de X. On fixe pour la suite une métrique hermitienne h sur F.

La premiere étape pour construire la filtration de Harder-Narasimhan du
triplet (X, g, E) est de trouver un sous-faisceau de pente maximal dans E. Pour
ce faire, nous avons deux choses a montrer :

— Le fait que le degré de tous les sous-faisceaux de E est majoré par une

constante ne dépendant que de E';

— Le fait que 'on puisse réaliser le supremum du degré par un sous-faisceau.
On verra ensuite comment conclure sur ’existence de la filtration a partir de ces
deux éléments.

Comme on l'a vu, lorsqu’on s’intéresse au maximum du degré, on peut
se limiter a regarder les sous-faisceaux saturés de E (cf lemme 1.11). On ap-
pellera ensemble singulier d’un sous-faisceau F C F la réunion de son en-
semble de singularité “au sens classique” S,_1(F) (c’est-a-dire du lieu ou le
faisceau n’est pas localement libre) et de celui du faisceau quotient E/F (noté
Sn—1(EJF))V = 8,_1(F)USp_1(E/F). Dans le cas des sous-faisceaux saturés,
V est de codimension au moins deux car F est sans torsion et E/F aussi. Sur le
complémentaire de V, le fibré vectoriel F' = F|x\y est un sous-fibré de E|x\y .
En fait, tous les sous-faisceaux que 'on considere sont des sous-fibrés en de-
hors d’un ensemble de codimension deux. Ce sont de plus des faisceaux réflexifs
d’apres le lemme suivant :

Lemme 2.1 ([Kob87] Prop. 5.22). Soit
0-8—-8—-8" -0

une suite exacte de faisceaux cohérents avec S réflexif et S” sans torsion. Alors
S’ est réflexif.

19
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Démonstration. On montre directement que S’ est normal, donc, puisqu’il est
sans torsion, il est réflexif. O

Dans la suite, on notera A, l'ensemble de tous les sous-faisceaux cohérents
F de rang p de E dont le quotient E//F est sans torsion. On désignera toujours
pas des caracteres droits la restriction d’un sous-faisceau au complémentaire de
son ensemble singulier. Prouvons tout d’abord que le degré est borné sur A,,.

2.1 Borne supérieure du degré
Soit 0 < p < rangk,

Proposition 2.2. [ existe un réel C' tel que

sup deg(F) < C.
FeA,

Démonstration. Pour plus de clarté, nous allons d’abord traiter le cas des sous
fibrés de E. Soit donc F' un sous-fibré de F de rang p et notons @ le fibré quotient
défini par :

0 F E Q 0

Notons 7w : E — FE le projecteur h-hermitien sur le sous-espace F et hp et
hg les métriques induites par h sur F' et () respectivement. On obtient trois
connexions de Chern que nous noterons A, Ap et Ag. Soit {ey,...,e,} une base
locale unitaire de E telle que {eq,...,ep,} soit une base de F. On a :

Aleq) = wapeyp-

La matrice de connexion écrite dans cette base locale se décompose en quatre

blocs :
—t
10
W= (wlp(“) a )
a wQ

Ici, wr et wg désignent les matrices des connexions induites sur F' et () respecti-
vement. La (1, 0)-forme & valeur matricielle a'” est la seconde forme fondamentale
de la décomposition. C’est un élément de AYEnd(F,Q) (si da = 9y + O est la
dérivée covariante de la connexion de Chern A, on a a!'® = (Id—7)00dy()). Nous
noterons a’! la forme duale (a'?)* (voir [LT95] ou [Bra91] pour plus de détails).

Notons Rp, Rp et Rg les courbures associées des fibrés considérés, on sait
que Rp = dw + w A w. On obtient donc sous forme matricielle :

Rp — a® A al? *
Rp = * Rg — al® A a9

Nous noterons Kpg (resp. Kr) la courbure moyenne de la connexion de
Chern associée a (E,h) (resp. (F,hp)). Par définition Kr = iAj(Rg) ol Ay
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est l'opérateur de contraction avec la métrique, i.e. le dual de 'opérateur de
Lefschetz L : o +— wy A . Ce qu’on peut également écrire :

inRp A w;“l = KE.w;L.

Calculons alors le degré de F' :

deg(F) :/ c1(F,hr) /\u)g*1
X

2

D’apres les remarques qui précedent et le fait que 7° = 7, on obtient :

tr(Kr) = tr(m o K o) + tr(iAy(a® A a'?))
=tr(Kgom) — |a'??

ol |- | est la norme induite sur AP¢(EndF) par h et g (nous omettons de préciser
p et q). Le passage a la derniére ligne découle du lemme suivant :

Lemme 2.3. Si a'? est une (1,0)-forme a valeur endomorphisme, alors
tr(iAg(a® A a'?)) = —|a'?)2.

Démonstration. Soit x un point de X et choisissons des coordonnées locales {z; }
sur un voisinage U autour de x telles que {dz;}I" ; et {dZ;}]"; soit orthogonaux
par rapport & la métrique g et de norme v/2. Alors au point x,

. n
? _
wg = 3 ;1 dz; A dz;

a'? étant de type (1,0), on peut I'écrire

n

al%(z) = Z a'(x)dz;

i=1

ot a' € A°(U,EndE) c’est-a-dire que a’ est une fonction & valeur matricielle sur
U. Alors

—t oo
al® (z) = Za’*(x)dz_i
i=1
On a donc

tr(ig(a® A a'))(w) = —3 D trlai ()’ (@) = 5 D Ja ()
=1 =1
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1 (n—1)!
deg(F) = — [ tr(Kgom)w® — —||a'?)?
B(F) = g [ (B 0w — TR o

La premiere expression du second membre est clairement bornée indépendem-
ment de 7 (et donc de F') par une certaine constante ® car c’est une partie de la
matrice de la courbure moyenne de E. On a donc obtenu une borne supérieure
pour l'application degré :

1)!

deg(F) <<I>—L

L, < @ (2.1)

Dans le cas général, on doit considérer les sous-faisceaux de E qui sont des
sous-fibrés en dehors d’un sous-ensemble de codimension deux. On doit controler
le comportement pres des points singuliers du sous-faisceau.

Soit donc F dans A, et notons comme d’habitude V' son ensemble singulier.
Alors le fibré F' = F|x\y est un sous-fibré de £. On peut donc le munir de la
métrique induite hr qui est bien définie en dehors de V et appliquer a celle-ci
ce qui précede. Le probleme est de montrer qu’en utilisant hr on calcule bien le
degré de F. Notons 7 le projecteur hermitien sur F', il est défini presque partout
et C* sur X \ V. Sur cet ouvert, on peut décomposer le fibré FE en somme directe
orthogonale £ = F@F*, et associer & ce scindage la seconde forme fondamentale
a'® correspondante. On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.4 (Formule de Chern-Weil).

1 1
deg(f) = % v tr(KE o 71')(4}; — % v \alO\Q.w;. (22)

Démonstration. La preuve est sensiblement la méme que celle de Kobayashi
(preuve (xx) p. 181 de [Kob87])
Considérons le fibré déterminant detF = (APF)** et notons j le monomor-
phisme de faisceaux :
j:detF — NPE

Soit « une section holomorphe locale de detF et notons
W ={z € X|j(a)(z) =0}.

le faisceau F étant un sous-fibré de £ en dehors de I’ensemble analytique V/,
Papplication j est injective sur X \ V' en temps qu’application du fibré en droites
detF dans le fibré vectoriel APE. L’ensemble W est donc inclus dans V' et ses
composantes irréductibles sont donc au moins de codimension 2.

Appelons alors u = j*(APh) le tiré en arriere de la structure hermitienne APh
de APE par j. Par définition u définit une structure hermitienne sur le fibré en
droite detF|x\yy et u dégénere en s’annulant au-dessus de W. Choisissons une
métrique hermitienne u sur detF au-dessus de X tout entier. On a le résultat
suivant :
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Lemme 2.5.
/ c1(detF, @) A wgfl = / c1(detF, u) A w‘g*l.
X X\W

Preuve du lemme 2.5. On va essayer de controler ce qui se passe au voisinage du
lieu d’annulation W de u en résolvant les singularités de W, puis on appliquera
des calculs de résidus.

Soit 7 une section holomorphe locale de detF ne s’annulant pas. En utilisant
une base locale e = (e, -+ ,e,) de E et le morphisme j on peut écrire

j(T):E rle; olt ef = e N+ Nej, avec ip < -+ <y
1

Posons alors,
f = U(Ta T)/ﬂ(Ta T) = Z uIJTIFjp

avec
ury = /\ph(e[,ej)/ﬂ(T, T).

Il est facile de voir que f est bien définie indépendamment du choix de 7 et
que c’est une fonction lisse positive qui s’annule exactement sur W. En effet,
la matrice (uss) étant définie positive, f s’annule exactement 1& ou tous les 71
s’annulent.

On notera alors Z l'idéal engendré par les {77} de sorte que W soit le lieu
d’annulation de I'idéal Z. On sait alors, en utilisant le théoreme de résolution des
singularités d’Hironaka, qu’il existe une variété complexe X* et une application
holomorphe surjective m : X* — X telle que codim(7~!W) =1,

T X ='W X - W

est un biholomorphisme et 77 = Ox«(—m(7~tW)) pour un entier m. Si 1'é-
quation ¢ = 0 définit localement ='W sur X*, alors les fonctions 7*7 /(™ sont
toutes holomorphes et, en chaque point, au moins 'une d’entre elles ne s’annule
pas. Puisque uy; est une matrice hermitienne définie positive C°°, on peut écrire
localement :

™ f =al¢fm,

ol a est une fonction C'*° partout non nulle.
En utilisant v = fu, on obtient

c1(detF,u) = ci(detF,u) — %galogf sur M — W.
s

Montrons alors que

/ Lg@logf A wg_l = / Lé@logﬂ*f A ﬂ*wg_l =0
X\W 2 X*\7‘(‘71W 2
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Notons ¥y la (1,0)-forme 5-0logn*f. Elle est réguliere sur X* \ 7~ 'W. Au
voisinage de 7~ !W, on peut écrire localement :
d¢

Uy = —01 —0dlog |¢|* = —01 ——
1= 5 oga—l—m27T og || 5 oga—i—m27T c

Uy est donc une 1-forme & coefficients L] = définie sur tout X* (en effet, la
fonction a étant strictement positive, la premiere partie est en fait C* partout).
On a d¥; = 0¥ = %58 log 7 f qui s’étend de la méme maniere en une forme
localement L' sur X*. Utilisons alors la formule des résidus (voir par exemple
[GHT78]) :

ATy, (r*wy ™) = Taw, (T"wy™") + Ri(m*wy ™),

ou T, désigne le courant induit par la forme .

On peut alors facilement calculer le résidu avec 'aide, par exemple de la for-
mule de Lelong pour les fonctions holomorphes (voir par exemple [GHT78)) : Ry =
—m [771W] ou [r~1W] désigne le courant d’intégration sur le sous-ensemble ana-
Iytique 7~!W. On obtient alors,

/ —8810g7r fATwy -1 qu,l(ﬂ*wgfl)

1) —Rl(w*w" 1)

=dTy, (T*w)™ p

g

:dT‘yl(w*wgfl) + m/ W*wgfl
W

_dT\pl(ﬂ*wgl)—l-m/ Wit
w

= — Ty, (dn*u] ")

Dans la derniere égalité, on se sert de facon essentielle du fait que la codimension
de W est supérieure ou égale a deux.
Pour calculer le terme restant, on se sert de la méme méthode. On a :

T\pl(dﬂ*wg_l) —/ —8log7r fAOT*wy ™ L

Ici, on pose ¥y = # logm* f. Wy est C°° en dehors de 7 W et LlloC sur X* (au
voisinage de W, on a la forme locale 5-loga + my- log I¢[?). De plus, d¥y =
s=dlog m* f est localement L' au voisinage de W.

i * 5. x, n—1 __ L * 5 % n—1
/*27r810g7r JANOTwy _/)(*2 dlog 7 f A O™ wy
_qu,2(87r w )
=dTy, (07" wy 1) — Ry(Or*w f h
Wy

= — Ty, (007*W™ 1) — R2(87r wp™h)
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On se rappelle alors que la métrique g est de Gauduchon pour annuler le
premier terme du membre de gauche. On calcule directement le résidu Ry :

-k, nN— : i * -k, nN—
Ro (0" wy 1):;11% - /|§| |C|(%1og7r f)or*wy !
1, et —

o1 ¢, 1, , Cu_1 sont des coordonnées locales sur X* vérifiant 7= 'W = {¢ = 0}.
Mais, de part la forme locale de ¢ = 5-loga + mg-log|C |2 au voisinage de
7 IW, et lim. g |¢|log |¢|? = 0, on obtient que le résidu Ry est nul. O

En utilisant le lemme, on obtient :

deg(F) :/ c1(detF,w) A w;_l
X
_/ c1(detF,u) A w‘g*l
X\W
—/ c1(detF,u) A wgfl
X\V

—/ Cl(F,hF)/\w;Lfl
X\V

Pour passer de la deuxieme a la troisieme ligne, on utilise le fait que la codi-
mension de V et W est au moins 2 et que ces ensembles sont donc de mesure
nulle.

On se sert alors du scindage du fibré E sur X \ V pour appliquer le méme
raisonnement que dans le cas des sous-fibrés. Finalement, on obtient la formule :

1 1
deg(F) = on o tr(Kpom).wy — D . |a10|2.wg

O

Grace a cette formule, on peut finir la démonstration de la proposition 2.2.
En effet, I'inégalité suivante est vérifiée pour tous les sous-faisceaux F € A, :

-1
deg(F) < ® — % /X\V la*?|?.vol, < @ (2.3)

O

Remarque 2.6. Si F est un sous-faisceau de F en dehors d’un sous-ensemble de
codimension au moins deux, son degré peut étre calculé seulement en fonction
de la partie sous-fibré de F. On en déduit donc que le faisceau saturé qui lui est
associé a le méme degré (il a la méme partie sous-fibré).

Remarque 2.7. La proposition 2.4 est plus précise que le résultat que ’on souhai-
tait car elle donne également une majoration de la norme L? de la seconde forme
fondamentale du faisceau F. C’est cette information qui va se révéler essentielle
pour démontrer 'existence du faisceau maximal.

Corollaire 2.8. [l existe une constante C telle que pour tout sous-faisceau
cohérent F de E, on ait deg(F) < C.
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2.2 Sous-faisceau maximal

Le probleme est maintenant d’introduire une certaine notion de convergence
sur ’ensemble des sous-faisceaux de F qui nous permettrait d’atteindre un fais-
ceau de degré maximal en passant a la limite. Pour ce faire, on va utiliser une
notion introduite par K. Uhlenbeck ([UY86]) qui définit des “sous-fibrés singu-
liers” d’un fibré holomorphe E donnés par des “projecteurs avec singularités “.

Définition 2.9. Un élément 7 de 'espace de Sobolev L?(EndE) est appelé sous
fibré holomorphe faible de E si, dans L'(EndFE) (c’est & dire presque partout),
il vérifie les propriétés :

=n=7n%et (Id—7)od(r)=0. (%)

La démonstration du fait qu’un sous-fibré holomorphe faible représente bien
un sous-faisceau holomorphe de E est la plus compliquée et utilise des résultats
de régularisation non triviaux. On trouve la preuve dans deux articles de K.
Uhlenbeck et S. T. Yau qui n’utilisent d’ailleurs que ce sens de la correspondance :

Théoréme 2.10 ([UY86], [UY89] et[LT9I5] p. 81).

Un fibré holomorphe faible w de E représente un sous-faisceau cohérent F
de E ; plus précisément, il existe un sous-faisceau cohérent F de E et un sous-
ensemble analytique V- C X avec les propriétés suivantes :

- codimxV > 2,

- Tlx\v est C et satisfait (x),

- F=Fx\w =7lx\w(Elx\v) = Elx\v est un sous-fibré holomorphe.

On peut toujours supposer que F est saturé c’est a dire qu’il appartient a un des
ensembles A,.

Démonstration. Pour démontrer le théoreme, remarquons tout d’abord que pour
tout fibré vectoriel E sur une variété complexe compacte X, on peut trouver un
recouvrement {O;} de X tel que E|p, est biholomorphe a O; x C" et les fonctions
de transitions sont données par des applications holomorphes de O; N O; dans
GL(r,C). Un sous-fibré peut alors étre donné comme suit : pour tout i on se
donne une application holomorphe f; de O; dans G(r, k), la Grassmanienne des
k-plans dans C". Les applications f; et f; se recollent a un automorphisme de
G(r, k) pres (automorphisme induit par les fonctions de transition du fibré E).
Si f; est seulement rationnelle, ¢’est-a-dire définie en dehors d’une sous-variété
de codimension au moins deux dans O;, alors les { f; } définissent un sous-faisceau
cohérent de E. En effet, soit U(k) le fibré universel au-dessus de G(r, k) et F;
la cloture du graphe de f;. Soit 7! et 74 les projections sur chaque facteur du
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produit :

i
)

0; x G(r,k) — G(r, k)
™

O;

Alors, Wé*U(k‘) est un k-fibré sur O; x G(r, k), on le restreint a F;, puis on
applique le théoréme de l'image directe de Grauert : 7%, (73"U(k)|r,) est un
faisceau cohérent sur O; induit par f;. Sur O; N O; les faisceaux se recollent par
un automorphisme de G(r, k) puisque c’est le cas pour f; et f;.

Il nous faut donc montrer qu’on peut associer a tout sous-fibré holomorphe
faible de F des applications rationnelles a valeur dans une certaine Grassma-
nienne G(r, k). Donnons nous donc un sous-fibré holomorphe faible associé au
projecteur w. Le rang de la projection est donnée par la trace de m qui est
un entier et une fonction de L%, d’ott I'on déduit que cet entier est constant
presque partout. Soit donc k = tr(m) cette constante. Alors, dans toute les cartes
locales O; de E, m induit une application 7; d’un ensemble de mesure pleine
dans O; a valeur dans G(r, k). On montre alors que 7; peut étre étendue en une
application rationnelle de O; dans G(r, k). Supposons sans perte de généralité
que la dimension de la variété est deux et que O; = D x D ou D est le disque unité
de C. Puisque 7 est L?, sa restriction & chaque tranche {2z} x D (resp. Dx {z}) est
L2. On voit m comme une application de D x D dans la sous-variété Vj, de EndFE
de tous les endomorphismes de rang k. De part un théoreme d’approximation
(voir par exemple [SU83|), 'application 7, = 7|1 p peut étre approchée par
des applications lisses, L? bornées, Fy, de {z} x D dans V;. On définit alors
Ey i {z} x D — G(r,k) par Fp(z,w) = Fp(z,w)(C") € G(r,k). On montre
alors que la limite des F),, donne l’extension rationnelle de #, souhaitée. Pour
ce faire, on montre tout d’abord par un calcul direct a ’aide des coordonnées
de Pliicker que les F,, sont L% et que leur norme L% est bornée par celle de
T et donc uniformément bornée. On prouve donc que la limite des F; donne
une extension faiblement holomorphe de 7,. On utilise alors un théoreme de
régularisation :

Théoréme 2.11 (voir [UY86] et [UY89]). Une application faiblement holo-
morphe a valeur dans une variété algébrique est méromorphe.

O

Ici, nous allons utiliser la correspondance dans les deux sens, il nous faut
vérifier la propriété suivante qui donne la réciproque du théoreme précédent :

Proposition 2.12. Soit F € A, un sous-faisceau. Alors, on peut lui associer
un projecteur Sobolev T € L3.
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Démonstration. En effet, comme on I’a vu dans la preuve de la proposition 2.2,
on peut décomposer le fibré E en dehors d’un ensemble V en E = F& FL. On a
donc une projection hermitienne 7 définie presque partout et C'*° au-dessus de
X\ V. Il nous reste & montrer que 7 est bien dans L?(EndE). La projection 7
étant hermitienne, sa norme au carré est égale a son rang et est donc bornée dans
L> et donc dans L2. Il reste & borner la norme L? de la dérivée de 7. Notons A
la connexion hermitienne de (E,h) et d4 la dérivée covariante associée (et par
extension la dérivée covariante sur End(FE)). Alors, si o est une section de F, on
a (cf. [Kob87] chap 1 §6)

da(m)(0) =da(n(0)) — 7(da(0))
=[da(m(0)) = m(da(7(0)))] = [r(da((ld — 7)(0)))]
=a'(m(0)) — a®((1d — 7)())

ce que 'on peut résumer par :

=% ) (24

D’autre part, la formule de Chern-Weil (prop. 2.4)

1 1
deg(F) = on o tr(Kpgom).wy — D o |a10|2.w2.

1 102 ,n ; : ; )
nous montre que 51— [ X\ |a*"%.wy est borné en fonction du degré de F et d’un

terme ne dépendant que de E. C'est & dire que da(7) est borné en norme L2.
En fait, si P'on veut étre tout a fait précis, le “da(m)” utilisé précédemment
est la dérivée de m en dehors de V' et on doit vérifier que cela coincide avec la
dérivée de 7 au sens des distributions. Ici, les formes tests sont les éléments de
A?"=Y(EndE). On doit donc montrer que quel que soit ¢ € A?*~!1(EndFE), on a :

[ s np) == [ ndate)

X X

Soit V. un voisinage tubulaire de V' dont le volume tend vers zéro quand e tend
vers zéro. On applique la formule de Stokes :

/X\VE tr(dA(w)/\tp)—i—/X\VE be(r A da () _/E)VE (A ).

On remarque alors que l'intégrande du dernier terme est une fonction bornée car
la trace d’'un endomorphisme est bornée par sa norme au carrée et la projection
est également bornée uniformément. Le dernier terme tend donc vers zéro lorsque
e tend vers zéro ce qui finit la démonstration. O

Nous sommes maintenant armés pour montrer que le supremum des degrés
est atteint.
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Proposition 2.13. Pour tout p, il existe un sous-faisceau F € A, tel que

degF = sup degG
Ged,

Démonstration. Notons M le supremum des degrés (il existe de part la proposi-
tion 2.2). Soit F;, une suite de sous-faisceaux de A, telle que

lim degF,, =M
m—00
et soit ¢ un nombre réel tel que degF,, > ¢ pour tout m € N. On notera 7, le
fibré holomorphe faible associé a F,,.
Commencons par borner uniformément les projections 7, en norme L? :

Lemme 2.14. [ existe une constante Co telle que pour tout m € N
[7mll 2 < Co.

Démonstration. Comme nous 'avons déja remarqué, les projecteurs m,, sont uni-
formément bornés en norme L? car leur rang est clairement borné. Le probleme
est donc de borner la norme L? de leur dérivée uniformément.

Pour tout m, on peut décomposer le fibré vectoriel E en dehors du sous-
ensemble singulier V;,, de F,,,. On obtient £ = FmEBFn% et on notera comme d’ha-
bitude al? la seconde forme fondamentale associée a la décomposition. Comme
on l’a vu :

datmn) = (o o) 25)

m

Rappelons nous alors 'inégalité (2.3) et la borne inférieure sur le degré :

—1)!
c < deg(Fp) <P — % / |a;0|?.vol,
X\Vin

Comme nous venons de le montrer, la projection 7, est dans I’espace de Sobolev
L#(EndE), et de plus, sa dérivée Sobolev coincide avec da(mp). Il est donc
possible de calculer sa norme en intégrant en dehors de I’ensemble V,,,. On a :

1012 _
Jof21s < C1 = 2
En utilisant cette inégalité et (2.5) on voit que d4(m,,) est uniformément borné
dans L? ce qui finit la preuve. O

On se retrouve avec des données classiques d’analyse : la suite (7, )men est
bornée dans I'espace de Hilbert L?(EndFE), donc, quitte & extraire une sous-suite
si nécessaire, on peut supposer qu’elle converge faiblement dans L%(EndE) vers
un élément 7. Le plongement de L?(EndE) dans L?(EndE) étant compact, on
peut supposer quitte a extraire encore une sous-suite que la convergence est forte
en norme L2. Il reste & montrer que 7 est bien un sous-fibré holomorphe faible.
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On a certainement 7 = 7% = 72 puisque c’est vérifié par tous les 7, et que
la convergence 72, — 72 est forte dans L?. De plus, Id — 7, converge fortement
dans L? vers Id — 7 et la suite (O(m,,))m converge faiblement vers O(m) et est
uniformément bornée en norme L?. Un résultat classique d’analyse nous permet
de conclure que (Id — 7,,)0(m,,) = 0 converge au sens des distributions vers
(Id — 7)d(n) qui vaut donc également zéro. En effet, notons pour simplifier a,,, =

(Id — ), by = O(mm), a = (Id — 7) etb = 9(m). Soit ¢ une forme test élément
de A?"~1(EndFE), considérons I’expression

Am:/ tr([am © by, —a o b] A p)
X

oit A désigne l'opération obtenue sur les espaces A¥(EndE) en multipliant le
produit extérieur des formes et la composition des endomorphismes. On obtient :

Am—/ tr([am © by, — a o by, +aoby, —aoblAp)
X

—/ tr([(am — a) o by] A @) + / tr([a o (b, — )] A @)
X X
Or, dans le premier terme, (a,, — a) converge fortement vers zéro dans L? alors
que le terme b, reste borné par hypothese, donc le tout tend vers zéro. Dans le
second terme, on applique la convergence faible de (b, — b).

La limite 7 est donc bien un sous-fibré holomorphe faible.

Appelons F le sous-faisceau cohérent de A, associé et montrons que degF =
M. En utilisant les calculs précédents, on a :
1 (n—1)!
degF=— [ tr(roRpom) Aw’ 1 — ——2al?)2,.
e = 5= | tr(ro Rpom) nwpt - Ll at
Observons maintenant deux faits :
— La courbure R est une section C*® de A’T*X ® EndE de sorte que la
convergence de 7, dans L? implique celle de tr(m,, o R o my,) vers tr(r o
Rg o) dans L. On a donc :

lim [ tr(my, 0 Rpomy) Awl ! = / tr(mo Rgom) A oﬂgl*l.
X

n—oo [y g

— D’autre part, on utilise la propriété de semi-continuité de la norme d’un
espace de Hilbert pour la topologie faible :
Lemme 2.15. Si (by,)men converge faiblement vers b alors

lim inf [|by, || = {|b]]
m—00

Démonstration. En effet

<b,b>= lim < b,b, > puisqu’il y a convergence faible

m—00
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et pour tout m,
| < b,bm > | < bl {[6m]]

ce qui implique en passant a la limite inférieure

lim | < b,by, > | < [|b]] liminf ||b,,]|.
m—0o0 m—0o0

10
m

10

Comme a,’ converge faiblement vers a™’, on obtient :

liminf [[al)| 2 > (a0 2.
m—0o0

De ces deux faits, on déduit que degF > limsupdegF,, > M car degF,,
converge vers M par hypothese, le terme contenant la courbure converge et

—[|a'®)|? > —liminf ||a'?(|? . Mais alors, par définition on ne peut qu’avoir
Iégalité degF = M = sup degG ce qui prouve le résultat énoncé. U
geA,

Corollaire 2.16. Soit E un fibré vectoriel sur (X, g). Il existe un sous-faisceau
cohérent de E qui est de degré maximal.

2.3 La filtration de Harder-Narasimhan

Rappelons ici la définition de la filtration de Harder-Narasimhan.

Définition 2.17 (Filtration de Harder-Narasimhan). Soit (X, g) une va-
riété complexe compacte de dimension n munie d'une métrique de Gauduchon
g. Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur X. On appelle Filtration de
Harder-Narasimhan de € (en abrégé FHN de &) tout drapeau :

0= C&EC--CE1CE=E

de sous-faisceaux de &£ vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. & /&—1 est g-semi-stable, 1 < i < s,

2. u(€j+1/€j) < M(gj/gj—l) avec 1 <7< s—1.
En fait, & /&1 est le sous-faisceau g-semi-stable maximal de £/&;_1 pour tout
1< <s.

Le théoreme principal de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 2.18. Soit (X,g) une variété compleze compacte de dimension n
munie d’une métrique de Gauduchon g. Soit E un fibré vectoriel de rang r sur
X. Alors, E posséde une unique filtration de Harder-Narasimhan.

Démonstration. Nous allons construire le drapeau de la filtration par récurren-
ce. Si E est déja lui-méme semi-stable, il n’y a rien a prouver. On peut donc
supposer que F n’est pas semi-stable. Le premier pas de la récurrence est basé
sur le lemme suivant :



32 CHAPITRE 2. LE CAS DES FIBRES VECTORIELS

Lemme 2.19. [] existe un unique sous-faisceau £ de E tel que le quotient E/&;
soit sans torsion, et tel que pour tout sous-faisceau F de E,

1. ((F) < (&) i.e. & est de pente mazimale,
2. Si w(F) = p(&r) alors rang(F) < rang(&r).

1l s’en suit que & est g-semi-stable.

Preuve du lemme 2.19. L’existence résulte de la proposition 2.2. En effet, elle
affirme que le degré et donc la pente de tout sous-faisceau est borné. Prenons alors
une suite de sous-faisceaux dont la pente converge vers le supremum sup  p(F).
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que tous les faisceaux de la
suite ont le méme rang p. On applique la proposition 2.13 : il existe un sous-
faisceau F de quotient sans torsion tel que u(F) est maximal parmi tous les
sous-faisceaux. Parmi tous les faisceaux avec cette propriété, certains sont de
rang maximal. En prenant 'un d’eux on obtient le sous-faisceau désiré. Il vérifie
bien évidemment (1) et (2). Remarquons que la condition de semi-stabilité est
satisfaite naturellement.

La preuve de 'unicité est la méme que celle de [Kob87| lemme 7.17. Soit
&} un autre sous-faisceau vérifiant 1) et 2). Soit p : E — E/&] la projection
canonique. On peut toujours supposer que p(&1) # 0 et on peut donc définir un
sous-faisceau F de & par la suite exacte :

0 F 51 p(gl) — 0.

Comme & est g-semi-stable, u(F) < u(&r1) < p(p(&1)). Cela découle en effet du
lemme classique suivant sur les pentes :

Lemme 2.20 ([Kob87] lemme 7.3). Soit
0-8§—=T—-9—0

une suite exacte de faisceaux cohérents. Alors on a la formule :

rang(S)[u(7T) — pu(S)] + rang(Q)[1(T) — u(Q)] = 0.

Démonstration. On calcule les fibrés déterminants : det7 = detS ® detQ et
rangZ = rangS +rangQ. Donc deg7 = degS + degQ. D’ou la formule souhaitée.
O

Utilisons alors 'autre suite exacte :

0 & P (p(&1) —— p(&1) —— 0
D’apres le lemme précédent, on a la relation suivante entre les pentes :

rang(€7)[u(p™ (p(€1))) — p(ED)] + rang(p(E1)) [u(p™ (p(€1))) — p(p(£1))] =0

Rappelons nous alors que p(€7) est sans torsion comme sous-faisceau du faisceau
sans torsion E/&f; étant non nul sont rang est donc supérieure ou égal & un.
On obtient donc : rang[p~t(p(£1))] > rang[€]] et en utilisant les propriétés 1) et
2), u(p~H(p(&r))) < u(&]). Cela implique p(p(€1)) < u(€]) = u(€1) qui est en
contradiction avec les hypotheses.
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Remarque 2.21. Nous ne nous sommes pas servis du fait que E est un fibré
vectoriel au cours de la preuve de I'unicité, elle reste par conséquent vraie pour
n’importe quel faisceau sans torsion.

O

En appliquant le lemme, on obtient le premier sous-faisceau £; de la filtration
(remarquons que par construction p(&1) > u(E)).

Si le faisceau sans torsion E/& est semi-stable, on a fini. Sinon, on doit trou-
ver un sous-faisceau semi-stable maximal & de E/&;. On aimerait donc appliquer
le lemme 2.19 au faisceau E/&;. Pour ce faire, il nous faut démontrer I’analogue
de la proposition 2.13. Observons qu’il y a une correspondance bijective entre les
sous-faisceaux F de F/&; de quotient sans torsion et les sous-faisceaux F de E
tels que E/F soit sans torsion et £& C F. Les pentes de F et de F sont reliées
par la relation u(F) = %ﬁ}lu(&) ou r (resp. r1) est le rang de F (resp. &1).
En appliquant le raisonnement précédent a I’ensemble

Ape, ={F CE|& CF, E/F est sans torsion et rang F = p},

on voit que l'application degré est bornée sur A, ¢, pour tout p et donc sur les
sous-faisceaux de E/&;.

Soit F,, une suite de sous-faisceaux de E/&; dont le degré converge vers le
supremum et supposons comme précédemment que le rang des faisceaux est
constant. Notons F,, la suite correspondante dans Ayg,, alors (deg(Fy))nen
converge vers le supremum des degrés sur I’ensemble A, ¢, .

La méthode de 2.13 nous donne un sous-faisceau G de E de quotient sans
torsion qui est la limite des F,, au sens des sous-fibrés holomorphes faibles. Pour
étre tout a fait complet on doit vérifier que & C G. Pour ce faire, on a besoin
d’une caractérisation des sections d’un faisceau associé a un fibré holomorphe
faible 7 € L?(EndE). Soit donc F le faisceau construit & partir de 7. Rappelons
que F est un sous-fibré en dehors d’un ensemble analytique V' de codimension
deux et comme précédemment, on notera F' = F|x\y cette partie sous-fibré.

Lemme 2.22. Soit U un ouvert de X. Soit s une section holomorphe locale de
E sur U. Alors, les solutions de ’équation

m(s) = s (faiblement) (2.6)
sont exactement les sections locales de F sur U.

Démonstration. Soit s une section holomorphe locale de E|yr qui est une section
de Fl|y. En dehors du sous-ensemble V', 7 est un projecteur C*° et F un sous-
fibré de E. On a donc clairement 7(s) = s sur U \ V. Mais alors, 7(s) = s presque
partout et (2.6) est satisfaite.

Réciproquement, supposons que s soit une solution de (2.6). Alors, s est une
section de F|y 1a ou 7 est lisse (c’est-a-dire en dehors de V'). D’autre part, F est
par construction un faisceau réflexif et par conséquent normal, donc la section
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s|gnv admet une unique extension S (cf. [Kob87] Chap V 5.21 pour les propriétés
usuelles des faisceaux réflexifs) qui est une section de F|y. En tant que sections
holomorphes de E|y, les sections s et S coincident presque partout et donc sont
égales. Autrement dit, s est une section de F au dessus de U. U

Notons 7y et 7 les projecteurs L? associés respectivement a £; et G. Soit F un
faisceau de A, et observons que la condition & C F implique que (Id—n)om; =0
(dans L') ol 7 est la projection associée & F, en effet c’est vrai presque partout :
la ou les projections sont régulieres. Rappelons maintenant que la convergence
que I'on a utilisée en 2.13 est forte en norme L? de sorte que ’équation précédente
est encore vérifiée a la limite. C’est-a-dire (Id — m2) o 11 = 0. Soit donc U un
ouvert et s une section locale de & au-dessus de U. En utilisant cette condition
et le lemme précédent, on obtient :

ma(s) = mami(s) = mami(s) + (Id — ma)mi(s) = Id(m1(s)) = s.

Cela implique que s est une section locale du faisceau G associé a mo. On a donc
démontré que & C G de sorte que la proposition 2.13 est démontrée pour E/E;.

Le lemme 2.19 nous donne alors un sous-faisceau maximal & appartenant
a un certain A, ¢ tel que &/& est g-semi-stable et vérifie (1) et (2). Par
construction, rang(&y) > rang(&;) de sorte que (&) < w(€r). On a donc bien
w(&2/E1) < u(&1) d’apres la suite exacte 0 — & — & — &1/E — 0 et le lemme
2.20. L’unicité est démontré exactement comme dans la preuve du lemme 2.19
(voir la remarque finale 2.21).

Les étapes suivantes se démontrent exactement de la méme maniere. ]

Remarque 2.23. On démontre ici completement le théoreme pour les fibrés vec-
toriels. En fait, la méthode permettant de controler 'inclusion dans un autre
faisceau va nous servir de maniere essentielle pour trouver le sous-faisceau maxi-
mal dans le cas réflexif, c’est pourquoi nous I'avons développée ici.

Remarque 2.24. Soit F un sous-faisceau donné de E, d’apres ce qui précede,
la condition G C F est équivalente a (Id — m) om = 0 ou m (resp. 7) est la
projection associée a F (resp. G). C’est une condition fermée pour la convergence
au sens des fibrés holomorphes faibles. En utilisant le raisonnement précédent,
on obtient donc :

Corollaire 2.25. Soit E un fibré vectoriel sur (X,g). Si F est un sous-faisceau
cohérent de E ou un quotient sans torsion de E (c’est-a-dire F = E/G) alors F
admet une unique filtration de Harder-Narasimhan.

Il est possible de raffiner un peu la filtration en décomposant les facteurs
semi-stables en drapeaux dont les facteurs sont stables. Plus précisément :

Proposition 2.26. Soit £ un faisceau cohérent sans torsion semi-stable sur
(X,g). Alors, € posséde un unique drapeau (d isomorphisme prés)

0= Ccé&E C---Cé1CE=E

avec
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1 (&) = w(&/Ej—1), 1<j<s,
2. £j/Ej—1 est stable, 1 < j < s.

Démonstration. La preuve est la méme que dans le cas algébrique, voir par
exemple [Sha77]. On fait une démonstration par récurrence sur le rang de £ : on
considere un sous-faisceau propre G C £ qui est de méme pente que £. S’il n’en
existe pas, € est déja stable et il n’y a rien a montrer. Sinon on prend G de rang
maximal avec cette propriété. Alors, G est semi-stable avec rang(G) < rang(&),
on peut donc lui appliquer I’hypothése de récurrence. Il reste alors juste a mon-
trer que £/G est stable. Soit /G C £/G un sous-faisceau propre. Puisque G C F,
on a u(F) < u(€) et donc p(€) < w(€E/F). D’autre part u(€/G) = p(€) ce qui
permet de conclure que pu(F/G) < u(€/G). O

Le drapeau ainsi obtenu en développant les facteurs d’une FHN est appelé
une Filtration de Harder-Narasimhan compléte.

2.4 Autres notions de stabilité

On trouve dans la littérature de nombreuses autres notions de stabilité, toutes
reliées a des problemes de géométrie différentielle (du type condition de Hermite-
Einstein). Il est possible d’adapter les méthodes décrites ici pour obtenir de
maniere analogue une filtration de Harder-Narasimhan dans certains cas.

Une de ces notions est celle de fibré de Higgs utilisée par Simpson ([Sim88])
pour décrire les variations des structures de Hodge. Un fibré de Higgs sur une
variété complexe compacte X est une paire (E,0) ou E est un fibré vectoriel
complexe et § : E — E ® Qﬁ( est appelé un champ de Higgs. On suppose
usuellement que la condition d’intégrabilité 6 A = 0 est vérifiée. Pour définir
la notion de stabilité pour un fibré de Higgs, on considere les sous-faisceaux de
Higgs, c’est-a-dire les sous-faisceaux F de E qui sont préservés par 6.

Définition 2.27. Soit (X, g) une variété compacte munie d'une métrique de
Gauduchon. Le fibré de Higgs (E, 0) est g-stable (resp. g-semi-stable) si quel que
soit le sous-faisceau cohérent F, invariant par 6, avec 0 < rangF < rangF, on a
W(F) < w(E) (resp. w(F) < p(E)).

Cette notion de stabilité est reliée elle aussi a un probleme de géométrie
différentielle du type Hermite-Einstein. La condition a vérifier est la méme que
dans le cas standard mais on considere la connexion induite par la métrique et
lapplication 6 au lieu de la connexion de Chern (voir [Sim88]).

On peut redéfinir dans ce cadre une notion de filtration de Harder-Narasim-
han

Définition 2.28. Soit (X, g, F,0) un fibré de Higgs. On appelle filtration de
Harder-Narasimhan de E tout drapeau :

0= Ccé& C---Cé1CéE=F
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de sous-faisceaux de E vérifiant les deux propriétés suivantes :
1. chaque &; est invariant par 6.

2. &; est le sous-faisceau de F invariant par 0, contenant strictement &;_1 et
de pente maximale parmi les sous-faisceaux vérifiant cette propriété.

Alors, & est un sous-faisceau stable par 6 et g-semi-stable, il est maximal avec
ces propriétés.

Le théoreme 2.18 a un analogue dans cette situation :

Théoréme 2.29. Soit (X,g) une variété compacte munie d’une métrique de
Gauduchon g et (E,0) un fibré de Higgs sur X. Alors, il admet une unique
filtration de Harder-Narasimhan.

Démonstration. La démonstration est la méme que dans le cas des fibrés sans
structure de Higgs, simplement il faut vérifier que les sous-faisceaux maximaux
que l'on construit sont bien stables par 6. Mais comme on ’a vu, la condition de
stabilité par 6 peut étre écrite en terme d’annulation de projecteurs et elle passe
a la limite lors de la convergence des sous-fibrés holomorphes faibles. U

Dans un article récent ([Bra95]), S. B. Bradlow donne une correspondance
plus profonde entre la notion de filtration de Harder-Narasimhan et celle d’é-
quation de Hermite-Einstein (cf. les généralités). Son idée est que la filtration de
Harder-Narasimhan décrit de maniere algébrique le comportement d’un fibré non
semi-stable. Ce comportement peut-étre décrit par une méthode de géométrie di-
fférentielle & 1’aide de résultats dus a Guan ([Gua92)) :

Théoréme 2.30 ([Gua92]). Soit E un fibré vectoriel sur X. Soit m (respec-
tivement m’) un nombre réel et supposons que E admette une métrique h telle
que

iAgRE’h <mld  (resp. iAgRE’h > m'ld)

c’est-a dire telle que %AgREﬁ —mld (resp. m'ld — %AgRE,h) est un endomor-
phisme semi-défini négatif. Alors

p(F) <m  (resp. (E/F) = m')
pour tous les sous-faisceaur F C F.
Suivant cette idée Bradlow s’intéresse a l’existence de solutions pour des

inéquations du type .

i

%AgRE,h < mld
pour un certain choix du nombre réel m. Les “bonnes” valeurs de m pour les
quelles il y a des solutions sont reliées aux pentes des différents sous-faisceaux de
la filtration de Harder-Narasimhan. Pour démontrer ces résultats dans un cadre

général (variété X de dimension quelconque), Bradlow se sert d’un autre notion
de stabilité déja utilisée dans son article [Bra9l] qui est celle de A-stabilité :
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Définition 2.31. Etant donné un nombre réel \, on dit quune paire (E,¢)
composée dun fibré vectoriel holomorphe E et d’une section ¢ € H(X, E) est
A-stable (resp. A-semi-stable) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. u(F) < A (resp. < A) pour tout sous-faisceau holomorphe F C E';

2. u(E/G) > X (resp. > \) pour tout sous-faisceau holomorphe propre G C E
contenant la section .

Comme les autres notions rencontrées, celle-ci est reliée a un probleme de
géométrie différentielle a travers le théoreme suivant :

Théoréme 2.32 ([Bra9l]). Supposons que la paire (E, ) soit A-stable pour
une certaine valeur de \. Alors ’équation de Vortex

l 1
—AR — * = \d
o2r Y Bh + 27r<,0®<,0
a une unique solution h.
Réciproquement, supposons que pour une certaine valeur X\ il existe une mé-
triqgue hermitienne h sur E vérifiant ’équation ci-dessus. Alors I scinde holo-
morphiquement en E = E, ® Eg ou

1. E; est non vide et somme directe de fibrés stables de méme pente ;

2. E, contient la section ¢ et (E,, p) est A-stable.

Comme pour les autres exemples de stabilités, il semble naturel de vouloir
définir ici une filtration de Harder-Narasimhan reliée a ce probleme. C’est tou-
tefois beaucoup plus difficile ici car il parait ne pas y avoir de bonne notion de
“sous-faisceau semi-stable maximal”. En effet si

sup wF) > it n(E/G)
alors le fibré est non semi-stable pour toute valeur du parametre A et les méthodes
utilisées ici ne permettent pas de conclure en l'existence d’un sous-faisceau qui
réaliserait la condition de stabilité pour une certaine valeur de \.

Il serait pourtant intéressant de pouvoir associer a toute notion de stabilité
une telle filtration.
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Chapitre 3

Le cas général

3.1 Les faisceaux réflexifs

La méthode précédemment développée utilise de maniere essentielle des mé-
triques définies sur le fibré considéré et des prolongements de sections définies
en dehors de la codimension 2. Il est donc naturel d’essayer d’étendre la théorie
tout d’abord pour les faisceaux réflexifs.

Tout faisceau réflexif étant localement libre en dehors d’un sous-ensemble
analytique de codimension au moins trois, on pourrait munir sa partie locale-
ment libre d’'une métrique hermitienne pour appliquer directement les méthodes
précédentes. Mais, ne travaillant plus sur une base compacte, on tombe sur plu-
sieurs problemes de convergence, en particulier celui de 'intégrabilité de la cour-
bure moyenne qui nous sert a majorer le degré. Il est encore possible dans le
cas kahlerien de munir ce faisceau d’une métrique admissible avec de “bonnes”
propriétés de ce point de vue. Ces métriques sont décrites dans un article de S.
Bando et Y-T. Siu [BS94], mais uniquement dans le cas kihlerien : elles vérifient
que le tenseur de courbure est L? et que leur courbure moyenne est bornée
uniformément. Si 'on suit cette voie, il reste un probleme : celui d’étendre les
sous-faisceaux obtenus par cette méthode (et donc définis sur le complémentaire
d’un ensemble analytique) sur toute la variété. Pour éviter ces écueils, nous al-
lons plonger localement notre faisceau réflexif dans un fibré, travailler dans ces
cartes locales puis, recoller les morceaux.

Soit donc & un faisceau réflexif de rang r sur (X, ¢g). Prenons un recouvrement
fini {U; }ier de X et des résolutions locales - -~ — EY, — Ej, — £*[y, — 0 de &*
par des fibrés vectoriels holomorphes qui vérifient la propriété de commutativité

suivante :
* _ E* QOZ" 5*| 0
1,4 0,7 unU; ——
*
Sﬁjz“[
sp*.
* * J *
1j - E5 > Eviny; ——— 0

39
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ou ¢7; est un isomorphisme vérifiant ¢7; = Id. En dualisant les suites exactes, on
obtient le diagramme commutatif :

0 5|U¢ﬂU]‘ L > EO,’L' S El,i
Y
©j (7
0 Elunu, —— Eo; T By

On voit, localement, £ comme un sous-faisceau d’un fibré vectoriel holo-
morphe Ejy ;. Le faisceau réflexif £ est localement libre en dehors d’un ensemble
analytique de codimension trois et les y; réalisent, en dehors d’un sous-ensemble
analytique S de codimension au moins deux, un plongement de E = &|x\s)nr,
dans Fp;, en tant que sous-fibré holomorphe. En effet, on a l'isomorphisme
Yi(Eo,i) ~ Eoi/E|u, et on en déduit que le faisceau Ep;/E|y, est comme sous-
faisceau de F1 ; un faisceau sans torsion, son ensemble de singularité est donc de
codimension au moins deux.

Prenons une métrique hermitienne h; quelconque sur Fp; et une partition
de I'unité {p; }icr compatible avec le recouvrement {U;}. Soit h; =}, pﬂp}‘-iﬁj.
Alors, les métriques images réciproques ¢; h; coincident et définissent une méme
métrique hermitienne h sur £ en dehors de S.

Comme dans le cas localement libre, on peut se restreindre a étudier les
sous-faisceaux saturés de € (cf. prop 1.11) et on notera A, 'ensemble des sous-
faisceaux de £ de rang p dont le quotient £/F est sans torsion.

Suivant les notations de Kobayashi, on notera I’ensemble de singularités d’'un
faisceau F, c’est-a-dire le lieu ou il n’est pas localement libre, par S,_1(F).
Pour F dans A,, les ensembles de singularités S,_1(F) et S,_1(E/F) sont de
codimension 2. Dans toute la suite, on notera en caracteres droits la restriction
des sous-faisceaux de £ la ol ce sont de vrais sous-fibrés des Ey; : c’est a dire
quesi V = S, _1(F)US,-1(E/F)US, on note F' = F|x\y, et on remarquera que
V' est toujours de codimension au moins 2 (par ensemble singulier de F on se
réferera dans toute la suite a cet ensemble V'). Pour simplifier, on notera encore
h la métrique induite sur F' par celle de E. On peut définir sur X \ V' la forme
c1(F,h), trace de la courbure de la connexion de Chern associée & h. En notant
Fi (resp. F;) le plongement de ¢;(F) (resp. ¢;(F)) dans Ej;, on remarquera que
sur U; \ (V N U,), e1(F,h) = c1(F;, h;) par construction de h.

3.1.1 Le degré d’un sous-faisceau

On considére dans cette section un sous-faisceau F € A, de £ de rang p et
on garde les notations introduites juste au-dessus. On a une formule tout a fait
analogue au cas localement libre :

Proposition 3.1 (Formule de Chern-Weil).

deg(F) = /X\V c1(F,h) /\wg_1 (3.1)
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c’est a dire que le degré peut se calculer avec la “partie sous-fibré” de F.

Démonstration. On s’inspire du cas localement libre en utilisant les plongements
locaux de £ dans Ep ;. On considere le fibré en droites detF. Le morphisme injectif
de faisceaux [ : detF — (APE)** induit sur chaque ouvert U; des morphismes
de faisceaux [; : detF — APEj ;. Soit o une section holomorphe locale de detF,
posons alors

W; = {CC e U; | lz(a)(x) = O}

Sur U; NU;, Li(a)(z) = ((p;.\p ol)(a)(x) = ((p;.\f 0P ol)()(x) et puisque j; est
un isomorphisme, W;|y, = Wj|y,. Appelons W' le sous-espace analytique obtenu
en recollant les W;. Il est de codimension supérieure ou égale a deux car W C V.

On suit maintenant la démonstration de la proposition 2.4. Soit u la métrique
obtenue par recollement des [ (APh;). Alors, u définit une structure hermitienne
naturelle sur detF| x\w induite par les métriques h;, et cette métrique dégénere
sur W. Soit @ une structure hermitienne sur detF au-dessus de X tout entier.
On démontre exactement comme dans le cas des fibrés le lemme suivant :

Lemme 3.2.
/ c1(detF, @) A wgfl = / c1(detF, u) A w‘g*l.
X X\W

En effet, la preuve n’utilise essentiellement que la codimension de W et le
fait que g est une métrique de Gauduchon.

On déduit de ce lemme que

degF = c1(detF,u) A wgfl = / c1(Fyh) A wgfl
X\V X\V

ce qui acheve la preuve de la proposition. O

3.1.2 Borne sur le degré

Proposition 3.3.
1. Le degré est majoré sur tous les sous-faisceaux cohérents sans torsion de €

2. Soit ¢ un réel firé et F € A, un sous-faisceau de & vérifiant deg(F) >
c. Alors, la forme ci(F,h) A wé’fl définie sur X \ 'V est intégrable, on
entend par la que sa fonction de densité est L'. De plus la borne L' est
indépendante du sous-faisceau F considéré et ne dépend que de c et de la
résolution choisie.

Démonstration.
1. Dans toute la suite, on se fixe un sous-recouvrement V; C V; C U; de {Ui}
tel que Vj; soit relativement compact dans U;. On notera encore ¢; les restrictions
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a V; des plongements locaux de £. Soit F € A, un sous-faisceau réflexif de £.
Alors sur V; \ (V; V),

1
n—1 __ ] . n—1 __ n
cl(F ) Awg™ = cr(Fiy hi) Nwy ™" = —27mtr(KFi).wg,
ou Kp, désigne la courbure moyenne de la connexion de Chern. Notons alors
comme d’habitude 7; (resp. a?) le projecteur hermitien de (Ej ;, h;) sur F; (resp.
la seconde forme fondamentale associée a la suite exacte 0 — F; — Ep; —
Eyi/Fi — 0). Ces deux objets sont définis presque partout sur U; et C* sur
Ui\ (U;NV). On a alors la relation entre les courbures :
tr(KFi) = tr(KEo,i ° Wi) - ’azm’Q'
Or, la courbure moyenne K, , est une section C>° du fibré EndEy ; sur tout U;.
L’endomorphisme 7; étant un projecteur hermitien, on peut borner, sur tous les
compacts V;, le premier terme du membre de droite :

‘tr(KEo,i © ﬂl)‘ < Z ’KEo,i,i; ’ < SEPZ ’KEo,i,i;‘ <M
1k Vi Lk

i

ol M est une constante indépendante de m; (donc de F) et de i (le nombre des
V; est fini). Par conséquent, la fonction tr(Kp) est majorée uniformément sur
X \ V indépendamment de F et par conséquent le degré deg(F) aussi ce qui
montre le premier point.

2. Supposons qu’il existe un certain réel ¢ tel que

1
ci(Fh) Aw ™t = — tr(Kp).w] > c
/X\V J 2 Jx\v J

En combinant cette hypothése avec ce que 'on vient de démontrer, on voit que
la fonction tr(Kp) est intégrable sur X \ V. En effet, en notant f* (resp. f7) la
partie positive (resp. négative) d’une fonction f, on a tr(Kp)™ < tr(Kpg, )t < M
sur V;, ce qui implique que la partie positive de la fonction tr(Kr) est intégrable
sur X. Par suite, puisque l'intégrale impropre [ tr(K F).wy converge, on en
déduit que [ tr(Kp)~.w) < +00 ce qui démontre le fait que tr(Kr) est L. De
plus la borne pour la norme L' sur X s’exprime en fonction de ¢ et M et est
donc indépendante de F. U

3.1.3 Sous-faisceau maximal

Montrons 'existence d’un sous-faisceau de degré maximal.

Proposition 3.4. Pour tout 0 < p < rangé&, il existe un sous faisceau F € A,
tel que

degF = sup deggG.
geA,
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Démonstration. D’apres la proposition 3.3, le degré est borné sur I’ensemble des
sous-faisceaux de £. Soit alors, (F™),en une suite de sous-faisceaux de A, qui
converge vers le supremum des degrés que 1’on notera M. L’idée est de se ramener
a étudier des sous-faisceaux d’un vrai fibré en utilisant les plongements locaux
Pi-

La métrique h; sur U;, avec la structure complexe de Fjp;, nous permet de
définir les espaces de Sobolev L*(V;,EndEy;) et L#(V;,EndEy;). On va donc
travailler dans la famille finie d’espaces [, L¥(V;, EndEjp,;). Sur chaque ouvert
du recouvrement {U;}, on regarde le sous-faisceau F]" = ¢;(F™) de Ep; et
son projecteur 7" associé. Alors, 7" est un élément de l'espace de Sobolev
L3(V, EndEj ;). En effet, la norme L? de 7™ est bornée sur tout U; car elle
s’exprime en fonction de la trace du projecteur. Quant a celle de la dérivée,
da,m", ot da, désigne la connexion de Chern de (Ep;, h;), comme on I'a déja vu
au paragraphe 2.2, il suffit pour la borner de majorer la norme L? de la seconde
forme fondamentale a'%)". Or, la fonction tr(Kpm) est intégrable et sa norme
L' ne dépend pas de m d’apres le second point de la proposition 3.3, donc, en
utilisant sur V; la formule :

tr(KFim) - tr(KEo,i © W;n) - GIOZWP

on obtient :

/_|a107in|2.wg = /_tr(KEO,Z. o)Wy — /_tr(KFim).w;’ < C, Yi,m
puisque les deux termes de droite sont bornés indépendamment de m d’apres
ce qui précede. Par suite, 7™ = (77") € [[, L3(V;, EndEy ;). De plus, chaque 77"
satisfait aux conditions des sous-fibrés holomorphes faibles du fibré Eq ;.

Pour tout 4, la suite (7)., est bornée, donc on peut en extraire une sous-
suite qui converge faiblement vers m; € L% (Vz, EndEj ;). Le nombre d’ouverts du
recouvrement étant fini, on peut supposer que la méme suite converge pour tout
i. 1y a convergence forte dans L? (& extraction d’une sous-suite prés) et la limite
m; est un sous-fibré holomorphe faible de Ey; sur V; (méme démonstration que
dans le cas fibré (voir la proposition 2.13). Notons (F;); la famille finie de sous-
faisceaux cohérents réflexifs associés par le théoreme d’Uhlenbeck (thm. 2.10).
Remarquons ici que la démonstration de I'existence du sous-faisceau associé est
purement locale, le résultat d’Uhlenbeck reste donc valide sur V;.

Il reste a voir que les F; se recollent bien pour donner un sous-faisceau de
£ et que ce sous-faisceau est de degré maximal. Rappelons le lemme qui justifie
l'utilisation des projecteurs pour caractériser les inclusions de faisceaux (voir
lemme 2.6) :

Lemme 3.5. Soit s une section holomorphe locale de Ey; au-dessus de U C V.
Alors les solutions de ’équation

mi(s) =s  (presque partout)

sont exactement les sections locales de F; sur U.
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Quels que soient m,i,j, on a par construction ¢;;(F;") = F", ce qui s’ex-
prime par (Id — T ") o pj; om™ = 0 pour tout (i,j,m). Cette condition passe
a la limite car il y a convergence en norme L? des 7. Donc, pour tout (i,7),
(Id — ) o j; o m; = 0. Soit alors s une section locale de F;, on a :

mi(ji(s)) = mi(ji(s)) + (Id = ;) (ji(s)) = @ji(s)
ce qui avec le lemme montre I'inclusion ¢;;(F;) C Fj, et donc par symétrie
pji(Fi) = Fj.

Par le méme raisonnement, F; est un sous-faisceau de ¢;(€) (on 'exprime en
tant que projecteur). On peut donc définir sur V; 'image inverse de F; par ¢;,
les deux définitions possibles coincident sur V;NV;. On notera F ce sous-faisceau
de &, c’est un élément de A, puisqu’il est sans torsion et de quotient sans torsion
puisqu’on a une injection £/F — Ey ;/F;.

Il reste & montrer que F est bien de degré maximal.

Lemme 3.6. Si sur chaque V;, F est limite au sens des sous-fibrés holomorphes

faibles des F™, alors degF > limsup degF™.

Démonstration. Rappelons la formule de Chern-Weil (lemme 3.1) :
degF ! tr(Kp).w
= —1r a
X\V 2mn

Soit (p;)icr une partition C'* de I'unité associée au sous recouvrement V;, alors :

tr(Kp).w) = /p-tr(KF).w”
/X\v ! Z Vi !
= Z/_pitr(KFi).wg
I
_Z/ pitt(Kpg,, o m;).wy — /pz\alo\Q wy)

(3

or, la courbure moyenne Kp,, est C* sur U; de sorte que la convergence L? de
m;" vers m; implique la convergence L' de tr(Kpg,, o ") vers tr(Kg,, o m;) sur
V; donc,

lim pltr(KEO )Wl = /_pitr(KEO’i oM)Wy

2

On a convergence faible en norme L? de \/p;a'?}"

; Vers ,/pl-aloi ce qui assure,
d’apres le lemme 2.15,

hmlnf/ |/pia® 2w /|\/—a10 Wy

On en déduit que degF > limsup degF™.
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On a donc degF > M puisque degF" converge vers M. Mais, M étant
la borne supérieure des degrés sur A,, degF = M et on a trouvé le faisceau
désiré. |

Comme corollaire, on retrouve immédiatement I’analogue du lemme 2.19 dans
le cadre des faisceaux réflexifs :

Proposition 3.7. Soit £ un faisceau réflexif sur (X, g). Il existe un unique sous-
faisceau &1 de € de quotient £/E1 sans torsion et tel que pour tout sous-faisceau
F de &,

1. j(F) < (&) i.e. & est de pente mazimale,

2. Si u(F) = p(&1) alors rang(F) < rang(&r).

en particulier €1 est semi-stable.

L’existence découle de la proposition que 'on vient de démontrer. Quant a
I'unicité, elle se prouve comme dans le lemme 2.19.

Définition 3.8. On appellera I'unique faisceau £ donné par la proposition 3.7
le sous-faisceau mazimal de E.

Ce faisceau &1 est le premier terme de la filtration de Harder-Narasimhan de
£. Comme dans le cas des fibrés, il serait possible de démontrer des a présent
lexistence de la filtration (en considérant les sous-faisceaux qui contiennent &;
et en faisant une récurrence). Mais, plutot que d’utiliser cette méthode, nous
allons généraliser le lemme 3.7 aux faisceaux sans torsion.

3.2 Les faisceaux sans torsion

Soit £ un faisceau sans torsion sur une variété complexe compacte X munie
d’'une métrique de Gauduchon g.

Le morphisme canonique £ <— &** est injectif (car £ est sans torsion) et le
bidulalisé £** est un faisceau réflexif. D’apres ce qui précede, il admet donc un
unique sous-faisceau & C £** de pente maximale (cf prop. 3.7). On va construire
un sous-faisceau de £ avec la méme propriété. L’idée la plus simple et qui se révele
étre la bonne est d’intersecter le sous-faisceau & avec £. Rappelons que si I'on
considere deux sous-faisceaux H et G d’un méme faisceau F, le sous-faisceau
G N'H est bien défini comme noyau du morphisme canonique G — F/H. Posons
Fi1 = E€Né&p. Comme sous-faisceau d’un faisceau sans torsion, F; est sans torsion.

Proposition 3.9. Le faisceau F1 = ENE; est le sous-faisceau mazximal de £ et
vérific p(€1) = p(F).
Démonstration. Par définition, le noyau du morphisme naturel obtenu par com-

position de l'injection de & < £** et de la surjection £ — £**/E est exacte-
ment £ N E = F;. On a donc la suite exacte suivante :

(%) 0 —— &/F —— &7/E T 0

ou 7 désigne le quotient des deux faisceaux. Remarquons alors les faits suivants :



46 CHAPITRE 3. LE CAS GENERAL

— &£ /& est un faisceau de torsion, donc & /F; et T sont également de torsion.
— le fibré en droite det(E**/E) est trivial. En effet, £ étant sans torsion,
det€ = (det&)™ = (detE*)* = detE** et de plus, on a la relation detE** =
det€ @ det(E**/€) d’ou le résultat souhaité.
On va montrer que F7 et £ ont la méme pente. Remarquons tout d’abord que les
deux faisceaux ont le méme rang. Pour comparer leur degré, on utilise le lemme
suivant :

Lemme 3.10. Soit Q un faisceau de torsion tel que detQ soit trivial. St
0 o Q Q" 0

est une suite exacte de faisceauz, alors detQ' et detQ” sont triviauz.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que Q' et Q" sont tous les deux de
torsion. Donc d’apres un résultat classique (voir par exemple [Kob87] prop. 6.14
chap. V), il existe des sections globales non triviales o’ et ¢’ de detQ’ et detQ”
respectivement. De plus, on a la relation entre les fibrés en droites : detQ =
detQ ®detQ”. Regardons donc la section 0 = ¢/ ® 6" de detQ. C’est une section
globale de ce fibré en droites trivial, c’est-a-dire une fonction holomorphe sur la
variété compacte X, elle est donc constante. Or, ¢ ne peut étre identiquement
nulle car ¢’ et ¢” s’annulent au plus sur un sous-ensemble de codimension 1. Par
suite, 0 = ¢ # 0 ce qui montre que les deux fibrés linéaires detQ’ et detQ” sont
triviaux. ]

Appliquons ce lemme a la suite exacte (x), on obtient det€; = detF;. Les deux
faisceaux ont donc le méme degré par rapport a toute métrique de Gauduchon
et donc la méme pente : (&) = u(F1).

Il est alors facile de montrer la proposition : si G est un sous-faisceau quel-
conque de &, c¢’est un sous-faisceau de £** et sa pente est inférieure ou égale a
celle de &1 donc a celle de F;. Le méme raisonnement marche pour les rangs. On
a donc trouvé le sous-faisceau maximal de &. U

L’unicité de ce sous-faisceau découle du lemme 2.19 (cf la remarque suivant
la démonstration). On a donc démontré ’analogue de la proposition 3.7 dans le
cas sans torsion et construit I'unique sous-faisceau maximal F; de £ qui est le
premier terme de la FHN de €.

Le théoreme principal en découle par récurrence sur le rang de & : soit le
faisceau sans torsion £/F; est semi-stable et 0 C F; C £ est la FHN de &, soit il
ne l'est pas et on applique 'hypothese de récurrence au faisceau £/F1, puisque
rang(£/F1) < rang(€). En fin de compte, on a montré :

Théoréme 3.11 (Filtration de Harder-Narasimhan). Soit (X, g) une varié-
té complexe compacte de dimension n munie d’une métrique de Gauduchon. Soit
E un faisceau cohérent sans torsion sur X. Alors € admet une unique filtration
de Harder-Narasimhan.

Remarque 3.12. De part le choix fait a chaque étape, la seconde propriété de la
définition 1.14 est automatiquement vérifiée.
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bien str, on peut aussi définir ici la filtration de Harder-Narasimhan com-
plete.

3.3 Polygone de Harder-Narasimhan

On peut donner une autre interprétation de la filtration de Harder-Narasim-
han a travers le théoreme suivant :

Définition 3.13. Soit D = (Fy C --- C F; C £) un drapeau de sous-faisceaux
de &, on appelle polygone du drapeau D la ligne polygonale de R? formée par la
suite de points p(F;) = (rangF;, degF;) pour 0 < ¢ < [. On appellera polygone de
Harder-Narasimhan le polygone associé a la filtration de Harder-Narasimhan.

Théoréme 3.14. Soit £ un faisceau sans torsion sur (X, g) et
0=&C---C&=¢

sa filtration de Harder-Narasimhan. Soit F un sous-faisceau sans torsion de &,
alors le point p(F) = (rangF,degF) de R? est situé au-dessous du polygone de
Harder-Narasimhan. De plus, si p(F) appartient a un segment [p(Ei—1),p(&;)]
pour 1 <1 < s, alors F vérifie &1 C F C &;.

Autrement dit, considérons dans le plan R? l’ensemble des points de la
forme (rangF,degF) ou F est un sous-faisceau sans torsion de £. Son enveloppe
convexe est délimitée vers le haut par une ligne polygonale brisée concave

po = (0,0),p1,--- ,p = (rang€, degf)

Cette ligne brisée correspond au polygone de Harder-Narasimhan et chaque point
p; correspond a un unique sous-faisceau saturé &; (voir figure 3.1 page 49).

Démonstration du théoréme 3.14. On fait une récurrence sur la longueur de la
filtration de Harder-Narasimhan.

Si £ est semi-stable (c’est a dire que la filtration est de longueur 1) il n’y a
rien a démontrer.

Supposons donc le résultat démontré pour tout faisceau sans torsion admet-
tant une FHN de longueur s — 1 et soit £ un faisceau sans torsion et 0 = & C
-+ C & = & sa FHN. Soit F un sous-faisceau sans torsion quelconque de &.
Si w(F) = (&), alors par définition de &, on a rangF < rangé; et p(F) est
bien en-dessous du polygone de Harder-Narasimhan. Sinon, on peut supposer
que F # 0 et u(F) < p(E1). On considere le morphisme F -5 £/&; et on pose
K = Ker(u) et Q@ =Im(u), on a donc la suite exacte suivante :

donc par définition p(F) = p(K) + p(Q) = [p(Q) + p(&1)] + [p(K) — p(&1)].
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On remarque alors que puisque Q est un sous-faisceau du faisceau £/&1,
I’hypothése de récurrence s’applique a Q et le terme [p(Q) + p(&1)] se situe donc
au-dessous du polygone de Harder-Narasimhan de £ mais pas au-dessous du
premier segment de ce polygone.

Le terme [p(K) —p(&1)] est un vecteur de pente supérieure a (1) et orienté
vers le bas puisque &; est semi-stable.

Le polygone de Harder-Narasimhan de £ étant concave (cf la seconde condi-
tion de la définition de la filtration), le point p(F) est situé au-dessous de ce
polygone ce qui acheve la récurrence.

degré
p(€
p(Q) +p(&1)
p(K)
rang
zf(f )

Si p(F) est situé sur le segment [p(&;—1)p(&;)], il est nécessaire que p(K) =
p(&1) et donc que & C F. En appliquant ’hypotheése de récurrence, on obtient
que &_1/& C F/& C & /&1 et donc que &1 C F C §&,. O

On peut alors interpréter la filtration de Harder-Narasimhan compléete comme
I’ensemble des sous-faisceaux de £ dont la coordonnée se situe sur le polygone
de Harder-Narasimhan.
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degré ® sous-faisceau de la FHN
O sous-faisceau

polygone de Harder-Narasimhan

—

rang

Fia. 3.1 — Polygone de Harder-Narasimhan
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Chapitre 4

Applications aux déformations

On peut a partir de ces résultats démontrer un analogue pour les faisceaux du
théoreme de convergence de Bishop. Le théoreme de Bishop donne la convergence
(a extraction d’une sous-suite pres) d’une suite de diviseurs positifs dont le vo-
lume est borné. Ici, bien str, nous allons faire I’hypothese que le degré est borné
ce qui est fondamentalement la méme chose puisque le degré du fibré associé a
un diviseur positif est son volume & une constante multiplicative pres.

Nous allons considérer une famille de fibrés vectoriels complexes au-dessus
d’une famille différentiable de variétés compactes. On peut voir cette déformation
comme la donnée d’une variété différentiable compacte de dimension paire X,
d’un espace de parametres 7' et d’une famille lisse (J;);er de structures complexes
sur X, c’est-a-dire que la section associée du fibré pj(EndTr (X)) au-dessus de
X x T est lisse, ou p; : X x T — X est la projection canonique.

On peut munir chaque fibre X; d’une métrique de Gauduchon, mais si 'on
veut avoir un contréole quelconque sur le degré, il faut étre plus précis et démontrer
qu’on peut faire varier les métriques de Gauduchon de maniere réguliere sur la
déformation.

4.1 Famille C*° de métriques de Gauduchon

N’ayant pas trouvé de références, nous donnons ici la démonstration du
résultat suivant :

Théoréme 4.1. Soit (¢?); une famille de métriques hermitiennes sur X;, C>
en t. Soit tg dans T. Alors, il existe un voisinage U de ty dans T et une famille
différentiable de fonctions réelles strictement positives ¢ € A°(Xy), t € U, telle
que la métrique hermitienne g, = g9 soit de Gauduchon et C™ ent € U.

Démonstration. A fibre fixée, la preuve du théoreme de Gauduchon revient a
trouver une fonction strictement positive réelle ¢ dans le noyau de l'opérateur

o1
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différentiel :

Q: A°(X) = A°(X). Q) = — gy + DL (),

ou Ly est l'application produit extérieur par wy (opérateur de Lefschetz). En

effet g = (,0ﬁ - g° est alors de Gauduchon (pour les détails de la preuve voir
[LT95] ou [Gau84] et le rappel du début).

Fixons donc sur la famille (X, T, (J; )ter) une famille quelconque de métriques
hermitiennes (¢?);er, C°° par rapport au parametre . On définit & I'aide de ces
métriques la famille d’opérateurs différentiels @y :

Qr: A°(Xy) — AO(Xw{)

? —
— % 00 (LY
wt = (n _ 1)' t Ut t( g? wt)
Rappelons tout d’abord quelques propriétés des opérateurs @, : ils possedent
un adjoint pour le produit scalaire qui s’exprime comme :

ou Agg est I'opérateur de contraction par Wgo c’est-a~dire, ’adjoint de 1'opéra-
teur de Lefschetz. Les opérateurs P, et (J; sont réels. On les regarde en tant
qu’opérateurs sur I'espace de Hilbert L?( Xy, R) des fonctions L? sur X; & valeur
dans R.

On a alors les résultats suivants ([LT95], chap. 7.2) :

Proposition 4.2. {Q¢|t € T} est une famille différentiable d’opérateurs réels
fortement elliptiques de degré 2. Le noyau de Q; est de dimension constante égale
a 1 et toute fonction de Ker(Qt|ce(xr)) est de signe constant.

L’idée est d’appliquer des résultats sur les opérateurs fortement elliptiques
auto-adjoints déja utilisés par Kodaira pour démontrer l'existence en famille
des structures kahleriennes (cf. [KS60] et 'appendice de [Kod86] pour ’énoncé
détaillé des résultats). Ici, @ n’est pas auto-adjoint, on va donc considérer la
famille d’opérateurs (Q}Q¢)ier qui est une famille d’opérateurs fortement ellip-
tiques d’ordre quatre et auto-adjoints. Remarquons que Ker(Q;) = Ker(Q;Q:),
ce dernier espace étant donc de dimension constante égale a un.

Notons F; le projecteur orthogonal de L?(X;) sur la droite Ker(QFQ;). Alors,
en utilisant les résultats de [Kod86], on a :

Proposition 4.3. Le projecteur F; est C*° différentiable en t.

Fixons alors tg € T' et une fonction réelle strictement positive 1y, € A%(Xy,)
appartenant au noyau de Qy,. En posant g; = 1y, g?, on obtient une métrique de
Gauduchon. On étend cette fonction de maniere C'™° en une famille de fonctions
{¢py € AY(X,)|t € T}. L’opérateur de projection F; étant différentiable en t, on
obtient une famille C* en ¢ de fonctions ¢; = Fi(1);) appartenant au noyau de
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Qq et vérifiant ¢y, = 1y,. Par conséquent, puisque ¢; est C en (z,t) € X x T,
¢, strictement positive et X compact, on peut supposer, quitte a se restreindre
a un ouvert U, que ; est strictement positive quels que soient (z,t) € X x U.
En posant g; = .97, on obtient une métrique de Gauduchon appartenant &
la classe conforme de g; et C° en t. U

Il est possible de réaliser ce méme théoreme globalement. Supposons nous
donnée une famille différentiable C*° de métriques hermitiennes {¢? |t € T}.
D’apres le résultat précédent, il est possible de trouver, en chaque point ¢y de
T, un ouvert U > ty et une famille différentiable de métriques de Gauduchon
{g:|t € U} tel que g; soit dans la classe conforme de gY.

D’apres le théoreme 1.2, il y a unicité de la métrique de Gauduchon dans
toute classe conforme a un facteur constant réel strictement positif pres. On a
donc un recouvrement de 7' par une famille d’ouverts U = {U; }ier sur lesquels
est définie une famille différentiable de métriques de Gauduchon {g;,}icr. Alors
sur Uy; = U; N Uj, giy et gj, sont deux métriques de Gauduchon sur X; dans la
méme classe conforme. Il existe donc (thm. 1.2) une constante réelle strictement
positive ¢;;, tel que gi; = ¢, gj,- On définit ainsi des fonction ¢;;,, C°° en t sur
Uij et qui forment un cocycle de Z1 (U, CS°), ot C$° est le faisceau multiplicatif
des fonctions réelles strictement positives sur 7.

On a donc associé a la famille de métriques de Gauduchon, un élément du
premier groupe de cohomologie H'(T, CP).

Lemme 4.4. Le groupe de cohomologie H'(T,C%°) est nul.

Démonstration. On a un isomorphisme de faisceaux donné par I'exponentielle
réelle :
oo ETP 00
> — 0,

(Pinverse étant donné par le logarithme). Or le faisceau C'*° est un faisceau fin,
donc ses groupes de cohomologie H1(T,C°), ¢ > 1 sont nuls. O

On peut donc recoller sur U;; les métriques de Gauduchon. On a obtenu le
résultat :

Théoréme 4.5. Soit (X, T, (Ji)ier) une famille de variétés complexes compactes
connexes a base lisse. Soit {g? |t € T} une famille C°° de métriques hermitiennes
sur Xy = w=(t). Alors il existe une famille différentiable C™ de métriques de
Gauduchon {g; |t € T} définie sur T, telle que g soit dans la classe conforme
de g;.

On va donc pouvoir parler de stabilité et de degré pour n’importe quel fais-
ceau défini sur X;. Considérons une famille de fibrés vectoriels holomorphes
(E})ter, autrement dit, on se donne un fibré vectoriel réel de dimension paire sur
X et une famille réguliere de .J;-semi-connexions (9;)ier. Par réguliere, on entend
que la famille d’opérateurs différentiels 0; : AL(E) — AL(E) a des coefficients,
par rapport a toute trivialisation locale de E, qui dépendent différentiablement
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de (z,t) € X x T. Munissons la déformation d'une famille différentiable de
métriques de Gauduchon (g¢)ier.

On peut toujours définir a ¢ fixé le degré du fibré E; (ou d’un sous-faisceau)
par rapport a g; :

degt(Et) = deggt (Et) = /X Cp(Et) /\ngl-

ol ¢,(E;) est un représentant distingué , c’est-a-dire dans l'image de 00, de la
premiere classe de Chern réelle de E; (pour un sous-faisceau on considére son
fibré déterminant). Plus précisément, on prend une métrique hermitienne h sur
FE;: et on considere la 2-forme : v, = %m.aglogh qui est un représentant de la
classe de Chern pluri-harmonique de E;. Pour une famille différentiable de fibrés,

on a alors le résultat suivant :
Proposition 4.6. L’application t — degg, (E;) est C*° de T dans R.

Démonstration. Fixons ty dans la base 1" et une métrique hermitienne h;, dans
la fibre E;,. On peut étendre la métrique h;, sur un ouvert V contenant tg
en une famille différentiable C*° de métriques {h; |t € V}. Alors, la 2-forme

Y = ﬁ@,ﬁglog hy est un représentant de ¢, (E;). Sur 'ouvert V, on a :

1= 1
%8t8tlog ht VAN w;’t .

degg, (Et) = /

X

Puisque X est compacte et 'intégrande C*°, on a le résultat escompté. U

4.2 Déformations, convergence de sous-faisceaux
On obtient le résultat de convergence suivant :

Théoreme 4.7. Soit (X, T, (Ji)ter, (gt )teT) une famille définie comme ci-dessus
avec (gi)ter une famille de métriques de Gauduchon et (E, (0¢)ier) une famille
de fibrés complexes de rang r. Alors pour tout ¢ € R et tout p € {1,--- ,r — 1},
l’ensemble

S(p,c) = {t € T | il existe un sous-faisceau F; C (E,d;) avec
rang(F;) = p et pug,(F) = c}

est fermé dans T.

En fait, de toute famille (Fi,, )nen de sous-faisceauz de Ey,, telle que t, —
to € T et degy, Fi,, est minoré uniformément, on peut extraire une sous-suite
qui converge au sens des sous-fibrés holomorphes faibles vers un sous-faisceau
Fio C Eyy.
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Démonstration. On va démontrer la deuxieme assertion de la proposition dont
découle la premiere. Pour cela remarquons que I'on peut définir dans chaque fibre
une norme Sobolev notée L}, sur A°(EndE) : on munit la déformation de fibrés
d’une métrique h; réguliere par rapport a t, on considere la connexion de Chern
Ay du fibré (E, (d;), ht). On peut définir de maniere usuelle

lall e, = ( /X laf.v0ly) /2 + /X d., (@) Pvol,) /2

pour a € A%(E) ou a € A°(EndE).
Supposons donc avoir une suite de sous-faisceaux F;,, C Fy, ou t, —
to € T. On peut associer a chaque sous-faisceau son projecteur Sobolev m,, €

L%tm (EndE) et sa seconde forme fondamentale a?. D’apres la formule de Chern-
Weil (cf 3.1) :

Ha}ﬁl!i%m = /Xtr(KEtm o wm).wgtm — 2mndeg; Fi,, -

L’endomorphisme K, est la courbure moyenne associée a la connexion A, il
varie de facon C*° quand ¢ varie. Le premier terme du membre de droite est donc
borné localement au voisinage de ¢y indépendamment de ¢ et, par hypothese, le
degré des sous-faisceaux considérés est minoré. On en déduit que la norme Lfm
de alV est bornée indépendamment de m. De plus, comme toutes les métriques
et connexions considérées varient différentiablement en ¢, les différentes normes
sont toutes équivalentes. Plus précisément, il existe une constante C' > 0 et un
voisinage V de tg tel que pour tout t € V

C’lﬂaHL?i < llallzz ¢y < Cllallpz,;-
pour ¢ = 0 ou 1.

On regarde tous les projecteurs comme des endomorphismes de £ muni de sa
norme L%,to. Alors, m,, est une suite bornée pour cette norme. On peut donc en
extraire une sous-suite qui converge faiblement en norme Lito vers un projecteur
7 et supposer, quitte a passer a une sous-suite, que cette convergence est forte
dans Lt20. On en déduit que 72 = 7 = 7* par passage & la limite. De plus
(04, Tm)m est uniformément bornée et converge faiblement vers Oy, 7, car par
hypothese, 0y, 7, converge faiblement vers 0;,m et la famille d’opérateurs 0O
étant différentiable, (9;,, — 0y, )mm converge faiblement vers zéro. Ceci assure une
convergence au sens des distributions de (Id — 7,,) o gtmwm vers (Id — 7)o 5t07r.
On a donc montré que 7 est un sous-fibré holomorphe faible de Lito et on notera
F le sous-faisceau de Ey, associé.

En utilisant le lemme 3.6, on montre que deg, F > limsup deg, F;,, . U

On retrouve comme Corollaire le résultat bien connu d’ouverture de la sta-
bilité dans une déformation (cf. [LT95] pour une autre démonstration).
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Théoréme 4.8 (Ouverture de la stabilité). Soit (X, T, (Ji)ier, (g¢)teT) une
famille définie comme ci-dessus avec (9¢)ter une famille de métriques de Gau-
duchon et (E, (0¢)ier) une famille de fibrés complexes. Alors ’ensemble

{t € T|(E, ;) est g; — stable sur (X, J;)}
est ouvert dans T .

Démonstration. Soit tog € T tel que (E,dy,) soit gy,-stable. Supposons qu'’il existe
une suite de parametres ¢, — to tels que Fy, ne soit pas stable, i.e. il existe
un sous-faisceau F;, C Ey, vérifiant degF;, > degFy, . D’apres la proposition
4.6, 'application ¢t — deg,, (E:) est C°°, donc en particulier degF}, est borné
et converge vers degEy,. En appliquant le théoréme 4.7 on construit un sous-
faisceau F de Fy, tel que deg, F > limsup deg, F;, > deg, Ey,. Cela contredit
la stabilité de E}, et finit la démonstration. O

Remarque 4.9. 11 est important de remarquer que contrairement a la preuve de
[LT95], on n’utilise pas ici la correspondance de Kobayashi-Hitchin.

4.3 Déformations de faisceaux sans torsion

On se donne ici une déformation X <> T d’une variété complexe compacte
X a base T lisse. On considere un faisceau cohérent sans torsion £ sur X qui est
(T, Or)-plat. On notera &(t) la restriction du faisceau £ a la fibre w1 (t) = Xy,
c’est-a~dire que si iy : X; — X désigne l'inclusion de la fibre X; dans I'espace
total, £(t) = 5 (E).

Remarquons ici que c’est I’hypothese de platitude qui nous permet de suivre
le degré de maniere réguliere C°°. On a en effet la proposition suivante :

Proposition 4.10. Soit (X % T, (gs)ier) une déformation avec (g;)ier une
famille de métriques de Gauduchon et £ un faisceau cohérent sans torsion sur
Uespace total de la déformation, plat au-dessus de (T,Or). Alors lapplication
t — deg,, (E(t)) est CC enteT.

Démonstration. 1l suffit de montrer le résultat localement au voisinage d’un point
to € T'. 1l est possible de trouver un ouvert U C T contenant ¢y et un nombre fini
d’ouverts V; tels que {U x V;} forme un recouvrement de w='(U) et sur chaque
U x V;, on a une résolution

0—Eyn;i— - —E,;—Ey; — Eluxy, =0

par des faisceaux localement libres. Le faisceau déterminant det€ est définit sur
X comme det€|yxy, = ®§’i0(detEl7i)(*1)l et il ne dépend pas du choix de la
résolution (voir [Kob87] pour plus de détails). C’est un fibré en droites com-
plexes sur X. D’autre part, la restriction sur chaque fibre X; de la résolution
reste exacte, puisque le faisceau est plat au-dessus de la base, et donne donc une
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résolution de &(t) sur {t} x V; a l'aide de laquelle on calcule le déterminant
det€(t). On a donc (det&)(t) = det(E(t)). Soit alors h une métrique quel-
conque sur det(€) et notons h; sa restriction a la fibre det&(t), alors clairement
deg,, E(t) = [y c1(det&(t), he) A wgt_l est C*entelU O

Nous allons montrer dans ces conditions ’analogue du théoreme 4.7 :

Théoreme 4.11. Soit (X = T, (g¢)ter) une déformation avec (g¢)ier une fa-
mille de métriques de Gauduchon et € un faisceau cohérent sans torsion sur
lespace total de la déformation, plat au-dessus de T'. Soit r le rang commun de
toutes les restrictions E(t). Alors, pour tout ¢ € R et tout p € {1,--- ,r — 1},
l’ensemble

S(p,c) = {t € T | il existe un sous-faisceau Fy C E(t) avec
rang(F;) = p et pug,(F) = c}

est fermé dans T.

En fait, soit (Fy, )nen une famille de sous-faisceaur de E(t,,) telle que t, —
to € T et deg,, Fi, soit minoré uniformément, alors il existe un sous-faisceau
Fiy C E(to) vérifiant deg, Fy, > limsupdeg, Fy, .

Démonstration. La démonstration s’inspire des idées du théoreme 4.7. Considé-
rons le faisceau £*, il est réflexif et il existe donc au voisinage de tout point
to € T des résolutions locales en famille de £*. Plus précisément, il existe un
voisinage compact U de g et un recouvrement de w™!(U) par un nombre fini
de compacts de la forme U x Vj, tels que pour tout i, on ait une résolution en
famille --- — EY, — Ej; — 5*|U><Vi — 0 par des fibrés vectoriels holomorphes
sur U x V; qui vérifient la propriété de commutativité :

Pi

0 —— g**|U><ViﬂVj Eo,i > El,i
l(/)ji (4.1)
0— & o g E
UxV;NV; 0,7 Lj

En restriction & une fibre w™!(¢), on a la suite exacte
Elip = Eoi(t) = E()v; = 0

ou &, , est par définition le noyau de la surjection de Ej,;(t) sur £*(t). On a
donc sur chaque fibre le diagramme commutatif :

i(t
0 —— & WOlynv; £ilt) Eoi(t) —— v
H l‘/)ji(t)
pit) "
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ou les différentes fleches sont induites par les morphismes globaux de (4.1). Soit
alors (Fy,)n une suite de sous-faisceaux de E(t,,) avec t,, — to.

On suit la démonstration du paragraphe précédent avec les idées introduites
pour les faisceaux réflexifs. Quel que soit t € U, on définit, en choisissant des
métriques C'*° sur chaque famille de fibrés, les espaces de Sobolev Lit(vi, Ey (1))
et on peut associer a chaque sous-faisceau F;, une famille finie de projecteurs
Sobolev 77" € [], Litn (Vi, Eo.i(tn)). De part les choix faits, tous ces espaces
sont isomorphes lorsque t varie dans U et les normes Sobolev sont globale-
ment équivalentes, quitte a restreindre U. On peut donc voir 'ensemble de ces
projecteurs dans l'espace [], Lito (Vi, Eoi(to)). Comme on I’a vu dans les pa-
ragraphes précédents (théorémes 3.7 et 4.7), les normes L7 de chaque 77 sont
bornées indépendamment de la fibre et du projecteur grace a I’hypothese de
minoration du degré. On a donc convergence d’une sous-suite vers un élément
{miti € 11, L3 4, (Vi, Eo,i(to)), représentant une famille de sous-fibrés holomorphes
faibles des Ey;(to).

Il reste a démontrer, tout d’abord, que les sous-faisceaux “locaux” {F;};
associés se recollent bien et que le faisceau obtenu est bien dans 'image par ¢; (to)
de £*. Montrons donc que quels que soient i et j, ¢;;(F;) = F; ce qui s’exprime
d’apres le lemme 3.5 avec les projecteurs par : (Id — 7;) o ¢;;(tg) o m; = 0. Cette
condition est vérifiée par tous les sous-faisceaux de la suite {7]'} et I’application
t — ji(t) est réguliere en t ce qui donne le résultat a la limite.

Prouvons que F; C ¢;(to)(E**). La encore, on traduit I'inclusion en termes
de projecteurs ce qui est justifié par le lemme 3.5 : quel que soit t € U, le sous-
faisceau ¢;(t)(E**) de Ep;(t) est réflexif, et est donc défini par un projecteur
Sobolev p;; appartenant a Lit(EndEo,i(t)). Quel que soit n, on a par construc-
tion (Id — p;+,) o ' = 0. D’apres les propositions 3.9 et 4.10, 'application
t — deg€(t)"™ = deg&(t) est C™ et donc localement bornée au voisinage de
to. De part la proposition 3.3, la fonction tr(K,, ) g++)) (en fait c’est la partie
localement libre que 1’on consideére) est bornée dans L' sur V; indépendamment
de t et ¢ pour t proche de t3. Le raisonnement habituel nous donne que la suite
Dit, est bornée dans Li et admet donc une sous-suite convergente pour la to-
pologie faible. La limite de cette suite ne peut étre que p;;, car la famille de
projecteurs est en fait globalement définie sur la déformation et est C'°° en de-
hors d’un ensemble de codimension 2. Par conséquent, il y a convergence forte
dans L? d’une sous-suite de Ditn VErs pii,. On en déduit le résultat escompté :
(Id - pi,to) o = 0.

Il existe donc un sous-faisceau F, de E(tp)** de degré supérieur ou égal a la
limite supérieure des degrés des F;, (cf lemme 3.6 pour cette derniere propriété).

La proposition 3.9 nous dit alors que le faisceau Fj = Fy, N E(ty) conserve
le méme degré et vérifie donc les propriétés souhaitées. O

On généralise alors le résultat d’ouverture de la stabilité au cas des faisceaux
sans torsion :

Théoréme 4.12 (Ouverture de la stabilité). Soit (X < T, (g¢)er) une dé-
formation avec (gi)ier une famille de métriques de Gauduchon et £ un faisceau
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cohérent sans torsion sur l’espace total de la déformation, plat au-dessus de T'.
Alors l’ensemble
{t e T|E(t) est g — stable sur X}

est ouvert dans T .

Démonstration. Méme raisonnement que dans le cas des fibrés en remarquant
que la platitude implique la constance du rang des faisceaux £(t) lorsque ¢ varie.
O

On répondra dans la seconde partie de ce mémoire & une question complé-
mentaire : la non semi-stabilité est-elle une condition ouverte 7 On verra qu’il est
possible de déformer une surface dont le fibré tangent est non semi-stable pour
toute métrique de Gauduchon en surfaces dont le fibré tangent est stable pour
toute métrique de Gauduchon (cf. théoreme 6.20).
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Deuxieme partie

Surfaces de la classe VII et
surfaces a coquilles sphériques
globales
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Chapitre 5
Généralités

5.1 Construction

Nous rappelons ici la construction des surfaces a coquilles sphériques glo-
bales (CSG en abrégé) telle qu’elle est présentée dans l'article de G. Dloussky
[Dlo84]. Les résultats sur les feuilletages et le comportement des courbes peuvent
se trouver dans [DO99] et [DK98].

Soit B la boule unité de C?, on définit la notion de tour finie d’éclatements
au-dessus de l'origine comme suit :

Définition 5.1. Une application Il =Ilgo---oll, 1 : B = B,,—1 — B est une
tour finie d’éclatements au-dessus de 0 si

- B,lzB;O,lzo;

— pour tout 0 < i< n—1,1I; : B, —» B;_1 est I'éclatement au point O;_1

—pourtout 0 <i<n—1,0; € C; := H;I(Oi_l).

Soit alors F' = 1lo : B O un germe contractant o
II=1lgo---0ll,_4 :B— B

est une tour finie d’éclatements au-dessus de I'origine et o : B — B est un germe
d’isomorphisme vérifiant o(0) = O,,—1. On peut supposer que o est défini sur un
voisinage de la boule unité fermée B C C? et que o(B) est relativement compact
dans By,_1. Soit € << 1 et considérons 'anneau A, := B\ (1—¢)B. L’application
o o Il envoie un voisinage du bord de B, _1 injectivement dans B,,_1, en effet, la
restriction

oIl : I (AL) — o(A)

est un biholomorphisme. On obtient une surface compacte minimale S = S(II, o)
en recollant TI71(A,) et o(A.) :

S = (Bn_1/o((1 —€)B))/ ~ .

63
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I Bn—l

— T

A, g

Les nombres de Betti de cette surface (c’est a dire la dimension des espaces
de cohomologie H'(S,R)) sont by (S) = 1 et by(S) = n. Elle appartient & la classe
VII de la classification de Kodaira. Les courbes exceptionnelles de premiere
espece dans B,,_1 deviennent soit des courbes rationnelles non singulieres d’auto-
intersection inférieure ou égale a —2, soit des courbes rationnelles singulieres dans
S.

On a une caractérisation plus géométrique de ces surfaces :

Définition 5.2 (Coquille sphérique globale). Soit S une surface complexe
compacte. Une coquille sphérique globale (en abrégé CSG) est un plongement
holomorphe i : A, — S qui ne disconnecte pas S (c’est a dire S — i(A.) reste
connexe).

Dans la construction définie ci-dessus
o0:A.— B,_1\o((l—¢)B)— S

définit une coquille sphérique globale. Notons ici que si I’on se donne deux germes
F et F' comme ci-dessus, 8’1l existe un germe d’isomorphisme qui conjugue F et
F’, alors il induit un isomorphisme entre les deux surfaces S et S’.

Réciproquement, étant donnée une surface S contenant une coquille sphérique
globale, Ma. Kato [Kat78] a prouvé que S provenait d’une construction comme
ci-dessus. Pour by(S) = n, il y a n classes d’homotopie de CSG et n classes
d’isomorphisme de germes.

Le revétement universel S de S est obtenu en recollant une suite de copies
(Aj)iez d’anneaux A; := B,_; \ 0((1 —¢)B). La composante pseudo-concave
du bord de A; est recollée avec celle pseudo-convexe de A;4;. L’automorphisme
de revétement g : S — S envoie A; sur A;q1. Dans S on trouve une famille
dénombrable de courbes rationnelles avec un ordre canonique induit par “I’ordre
de création”. Fixons une courbe Cy dans ce revétement universel et notons a(S) =
(ai)icz; a; = —Cf la suite des opposés des auto-intersections des courbes du
revétement universel. La suite a(S) est périodique de période ba(S) = n. On
peut la partitionner en séquences régulieres r,, = (2,--- ,2) de longueur m et en
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séquences singulieres s, = (p+2,2,-- - ,2) de longueur p. La suite a(5) détermine
completement la matrice d’intersection M (S) des courbes de S. On peut définir
Vinvariant ,,(S) = 207" 1 a; = trM(S) + 2N olt N est le nombre de courbes
singulieres de S. C’est un entier compris entre 2n et 3n.

On définit également un autre invariant : la trace du germe F' = Ilo (resp. de
la surface S(II, o)) est par définition la trace trDF(0) de I'application tangente
DF(0) au point fixe de F. Cette trace est indépendante du choix de la CSG et
ne dépend que de la classe d’isomorphisme de S. C’est pourquoi on la notera par
la suite tr(S). On a toujours 0 < tr(S5) < 1.

On divise usuellement les surfaces a CSG en plusieurs sous-classes a partir
des invariants que I'on vient de définir.
e Les surfaces de trace tr(S) # 0; Cette condition est équivalente & l'une
des suivantes :
— pour tout 0 < i < n—1, le point O; n’est jamais a l'intersection de C; avec
la transformée stricte d'une autre courbe Cy (k < i) ou de 0~ 1(Cp—1);
— S contient un cycle I' de courbes rationnelles tel que I'? = 0;
— toute courbe rationnelle du revétement universel est d’auto-intersection
—2:
— la somme 0,,(5) = 2n.
Cette catégorie comporte encore deux sous classes : on dit que le germe est
d’Inoue ou que la surface est d’Inoue (ou encore de type Inoue parabo-
lique) si une des conditions suivantes équivalentes est vérifiée :
— F est conjugué a N(z) = (t"z125,tz2);
— S admet un champ de vecteur global ;
— 5 admet une courbe elliptique;
alors les seules courbes de S sont le cycle I' et la courbe elliptique E d’auto-

intersection E? = —n.
Dans tous les autres cas avec tr(S) # 0, la surface S ne contient que le
cycle I'.

e Les surfaces a trace nulle tr(S) = 0. Cette condition étant équivalente

a 'une des conditions suivantes :

— Il existe un indice 7 pour lequel O; est a U'intersection de deux courbes,
ou o(0) est a l'intersection de deux courbes, ou la transformée stricte de
o~ 1(C,_1) par Ty passe par O ;

— on(S) > 2n;

— a(S) contient au moins une séquence singuliere ;

— la matrice M (S) est définie négative.

On divise les surfaces a trace nulle en deux sous-classes :

e les surfaces intermédiaires pour lesquelles 2n < 0,(S) < 3n, c’est-a-
dire qu’il y a au moins une séquence réguliere dans a(S) ou autrement
dit, au moins un des points O; n’est pas a I'intersection de deux courbes.
Dans ce cas le diviseur maximal de la surface S est constitué par un
cycle de courbes rationnelles sur lequel viennent se greffer des arbres.

e les surfaces d’Inoue-Hirzebruch qui correspondent & ¢,,(.S) = 3n pour
lesquelles le diviseur maximal est constitué d’un ou deux cycles de courbes
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rationnelles (selon le cas on dit que la surface est paire ou impaire).

5.2 Feuilletages et champs tordus

On considere ici une surface a coquille sphérique globale de trace nulle .S. On
note D = >_" | D; le diviseur maximal.

Définition 5.3.
— Un diviseur D_x est dit numériquement anti-canonique s’il existe un fibré
en droite plat L tel que —K ® L = [D_g].
— Un diviseur Dy est dit numériquement tangent s’il existe un fibré en droite
plat L tel que ©® L admette une section méromorphe globale 0 qui satisfait
(0) = Dy, c’est-a-dire h°(S,0 @ L @ O(—Dy)) > 1.

On peut montrer que l'existence des diviseurs numériquement anti-cano-
niques et numériquement tangents est liée a l'existence de solutions entieres
a un systeme d’équations linéaires dont la matrice est la matrice d’intersection
M (S). Cette matrice étant définie négative ([D1o84]), les Q diviseurs D%c et D;Q

existent donc toujours et sont reliés par la relation D%C =D+ D;Q. En particu-
lier D%C est un diviseur si et seulement si D;Q est un diviseur et dans ce cas on

montre que DgQ >0

Rappelons que si F est un diviseur effectif de S, alors le faisceau localement
libre Q}(log E) défini par

Qs(log E)(U) = {w € QY (Eyeq)(U) | dw € QF(Erea)(U)}

ou FE,..q désigne le diviseur réduit associé a F, est appelé faisceau des formes
méromorphes logarithmiques de pole E. Si z € E est un point régulier de F =
{z1 = 0}, alors Q4(log E) est engendré par dz% et dzy; si z € E est un point
singulier de E = {z122 = 0}, alors Q% (log F) est engendré par dz% et %. Une
déformation logarithmique de la surface S par rapport a E est définie par des
cocycles a valeur dans le faisceau dual O(—log E) := Hom(Qk(E),Og) (voir
[Kaw78]). Il s’en suit que la configuration des courbes est maintenue dans une
telle déformation.

Nous aurons également besoin d’une description explicite de PicP'(S), le
groupe des fibrés en droites plats sur une surface a CSG avec by(S) > 0. Soit
g : m(S) — GLi(C) = C* une représentation a laquelle on associe 'action
linéaire de 71(S) sur C suivante : a tout u € m(S) on associe ’homothétie
de rapport g(u)~!. D’autre part, m1(S) agit sur le revétement universel S de
S'; on peut donc quotienter S x C par I'action diagonale de m(S). Le quotient
(S8 x C)/m1(S) est un fibré en droites holomorphe sur S noté LY € Pic(S). On
obtient donc un morphisme de groupe

@ : Hom(m1(S),C*) = C* — Pic®®(S) = {L € Pic(S) |} (L) = 0}
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qui est surjectif. On montre ensuite qu’il est injectif en comparant les suites ex-
ponentielles pour les faisceaux C* et O* et en utilisant que H*(S,C) — H'(S,0)
est injective ce qui nous donne la paramétrisation souhaitée des fibrés plats par
C*. On trouve une description plus explicite en termes de cocycles dans [DO99].

Intéressons nous d’abord au cas intermédiaire. Soit S une surface a CSG de
trace nulle avec 2n < 0,(S) < 3n. Alors, on a les résultats suivants :

Théoréme 5.4 ([DO99]). S admet un unique feuilletage F donné par une
forme logarithmique tordu w € H°(S,Q%(log D) ® L¥) ot k = k(S) est un entier
supérieur ou €gal a 2 ne dépendant que de la classe d’isomorphisme de S. Ce
feuilletage est unique et laisse les courbes invariantes. Ses points singuliers sont
exactement les n points d’intersection des courbes de D.

Théoréme 5.5 ([DO99]). Soit M une matrice définie négative a coefficients
entiers tel que le systeme linéaire définissant les diviseurs numériquement anti-
canoniques ou tangents ait des solutions dans Z.

— Soit alors S une surface a CSG de type intermédiaire dont la matrice
d’intersection vérifie M(S) = M. Alors il existe un unique diviseur nu-
mériquement anti-canonique et un unique nombre compleze k = k(S) tel
que K™ @ L* = [D_x] pour lequel H*(S,K~! @ L*) # 0. On dit alors
que la singularité dont la résolution minimale est D est numériquement
Gorenstein (cf la remarque ci apres).

— Si S est une surface a CSG de type intermédiaire avec M(S) = M, alors il
existe un unique diviseur numeériquement tangent Dy et un unique nombre
complexe A = \(S) tel que

H(S,0(—Dp) ® L) #0

On a alors la relation A\(S) = k(S)k(S)

— Soit § — U wune famille logarithmique verselle de surfaces a matrice d’in-
tersection fixée M. Alors il existe une fonction holomorphe X sur U telle
que A(Sy) = A(u) et les surfaces qui admettent un champ de vecteur global
se trouvent au-dessus de Uhypersurface {u|A(u) = 1}. On peut également
définir une fonction holomorphe k telle que k(u) = K(Sy) et les surfaces
admettant un 2-champ de vecteurs sont exactement celles de I’hypersurface

{u|k(u) =1}.

Remarque 5.6. Si (X,p) est une singularité normale de surface et 7 : § — X
sa résolution minimale de diviseur maximal D = U;D;, on dit que (X,p) est
numériquement Gorenstein s’il existe un diviseur D_g qui satisfait D_g.D; =
—K.D; pour tout i. On dit que (X,p) est Gorenstein s’il existe un voisinage U
de p et une 2-forme sur U \ {p} partout non nulle.

Regardons maintenant le cas des surfaces de Inoue-Hirzebruch (ie. 0,(S) =
3n).
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Théoréme 5.7 ([DO99]). Si S est une surface de type Inoue-Hirzebruch, alors

— S admet exactement deux feuilletages holomorphes. Dans le complémen-
taire des courbes rationnelles, les feuilles sont soit toutes isomorphes a C,
soit toutes isomorphes au disque unité A ;

— Les diwviseurs numériques existent toujours : D_x = D et Dg =0

— Les deux feuilletages sont donnés par des champs de vecteurs tordus 0; €
HY(S,0@ LY),1 < i < 2o0u ) € C*et M = 1. En fait \y et Ay
sont des irrationnels quadratiques conjugués. On a également deux formes
logarithmiques tordus w; € H°(S, Q' (log D) ® LM).

Le cas trace non nulle a été traité dans un article de G. Dloussky et F. Kohler
([DK98]) qui ont obtenu :

Théoréeme 5.8 ([DK98]). Soit S une surface minimale compacte o CSG de
trace non nulle.
- S admet un unique feuilletage holomorphe singulier dont les singularités
sont exactement les points d’intersection des courbes rationnelles ;
— En dehors des courbes, les feuilles sont toutes isomorphes a C et s’accu-
mulent sur le cycle de courbes rationnelles ;
— Le feuilletage est donné par une 1-forme méromorphe globale avec un pdle
logarithmique sur le cycle T .



Chapitre 6
Simplicité et stabilité

La notion de stabilité pour un fibré a été introduite dans la premiere partie
(définition 1.7). On peut définir une notion plus faible qui est celle de simplicité :

Définition 6.1. Un fibré holomorphe complexe E sur une variété complexe
compacte X est dit simple si toute section holomorphe de EndE = E* ® I est
une homothétie AId.

Le lien entre stabilité et simplicité est contenu dans la proposition suivante :

Proposition 6.2 (cf. [Kob87] Prop. 7.14). Soit (X, g) une variété complexe
compacte munie d’une métrique de Gauduchon. Alors tout fibré vectoriel g-stable
est simple.

Démonstration. Soit E un fibré vectoriel g-stable. Soit f : £ — E un endo-
morphisme de F et a une valeur propre de la restriction f : F, — E, en un
point arbitraire € X. Regardons 'endomorphisme ¢ = f — aldg. Supposons
que g n’est pas 'endomorphisme nul. Nous allons montrer que g est injectif. En
effet, notons F = ¢g(FE) alors F est un quotient sans torsion de F. Puisque F
est g-stable, si rang(E) > rang(F) alors pu(F) < pu(E) < u(F) ce qui est impos-
sible; donc rang(FE) = rang(F). Par conséquent g est injectif ce qui est exclu par
définition et on a g = 0. O

Etudions alors le comportement du fibré tangent d’une surface a coquille
sphérique globale vis a vis de ces notions de simplicité et de stabilité. Nous
commencerons par la simplicité.

6.1 Simplicité et surfaces de la classe VI,

Soit S une surface complexe compacte de la classe VIIy. On notera de maniere
standard © le fibré tangent, Q! le fibré dual des 1-formes holomorphes et K le fibré
canonique. On suppose dans toute la suite que le second nombre de Betti by (S5)
est strictement positif, on sait alors que la surface S n’admet pas de feuilletage
régulier (cf [Bru97| prop. 9).

69
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Proposition 6.3. Le fibré © est simple si et seulement s’il n’existe pas d’exten-
sion :

0 c 0 Kl'oL 19Ty —— 0

avec L un fibré en droite et Z un nombre fini de points telle que H(S,K® L?) #
0.

Démonstration. Supposons S non simple. Il existe un endomorphisme f du
fibré tangent © qui n’est pas une homothétie. Les coefficients du polynoéme ca-
ractéristique de f sont des fonctions holomorphes sur .S qui est compacte, ce sont
donc des constantes tout comme ses racines qui sont les valeurs propres de f.

L’endomorphisme f ne peut avoir deux valeurs propres distinctes A\ et pu.
Sinon, & = Ker(f — Ad) et G = Ker(f — pld) sont deux sous-faisceaux de
© de rang 1 en somme directe : © = £ & G. Mais alors, F et G sont tous les
deux des faisceaux réflexifs d’apres le lemme 2.1. Comme nous nous placons sur
une surface, ce sont des faisceaux localement libres et © scinde en une somme
directe de deux sous-fibrés, ce qui nous livre deux feuilletages réguliers sur S.
Cela n’arrive pas sur une surface de la classe VII avec by(S) > 0 ([Bru97]).

Notons A 'unique valeur propre de f et N' = Ker(f — Ald). C’est un sous-
faisceau cohérent de © qui donne lieu a la suite exacte :

0 N © Q 0

ou Q désigne le quotient des deux faisceaux.
On quotiente a droite par la torsion, ce qui donne la suite exacte horizontale
suivante :

N

N, .

0 >

Le fibré © est libre, celui de droite est sans torsion, donc £ est réflexif (cf
2.1), c’est en fait le fibré saturé de N. Son ensemble singulier est de codimension
3, il est donc vide : £ est un faisceau localement libre de rang 1.

On peut écrire plus précisément cette suite exacte car le lieu singulier de %
est constitué de points Z :

0 L S} Kl'oL eIz —— 0

Considérons alors I'’endomorphisme de g = f — Ald de ©. Il s’annule sur
I'image de £ et passe donc au quotient en un morphisme g de X' @ L' @ Iz
dans ©. On a donc le diagramme commutatif suivant :
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0 L% o Pxgrler, .o
g 4
0 r— % o B ke eT, 0

Regardons alors le morphisme 3 o g; en notant ¢ l'injection canonique de
K'®L'®Iz dans K~!' ® L', on peut considérer le diagramme suivant :

Kler ol K lor!

(9/

fog

1
IC_I ® L—l ®IZ . IC_I ® L—l

En dehors de I’ensemble de points Z, le morphisme ¢’ va du fibré en droite
K~!® £7! dans lui-méme et est donc de la forme ¢'(2) = f(2)Id ol f est une
fonction holomorphe sur S\ Z. D’apres le théoreme de Hartogs, Z étant de
codimension 2, f se prolonge en une fonction holomorphe sur S tout entiere.
Mais S étant compacte, cette fonction est donc constante : il existe ¢ € C tel que
f = c. Considérons le morphisme

fli=cdd: K 'L '0Zl: - K toL!

Il coincide avec ¢’ en dehors de Z et donc partout : en effet si le morphisme
(¢' — f') n’est pas nul, il induit une injection

KoL ©Iz]/(Ker(f —¢) =KoL

or le premier faisceau est de torsion et le second localement libre ce qui est
impossible. Par conséquent, ¢’ = cId = $0g. On en déduit que le morphisme
g/c définit une section de la suite exacte et donc un scindage du fibré tangent ©.
On a vu précédemment que c’était impossible. On en déduit que fog = 0. On
peut donc voir g comme une application, non nulle, & valeur dans £ c¢’est-a-dire
comme un morphisme de X' ® £7! ® Zz dans L.

Remarquons ici que la suite exacte

0—-Zz—0—-0z—0
induit la suite exacte
0—Hom(K'oL L) = Hom(K oL ' @Iz, L) — Ext!(Oz, L)

Puisque Z est de codimension 2 et £ un fibré en droite, on a Ext'(Oz,L) = 0
(voir [GHT78] par exemple). On en déduit que les deux premiers faisceaux sont
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identiques et on a donc construit un morphisme non nul g élément de Hom (K~'®
L7 L) c’est-a-dire une section non nulle de H(K ® £?).

Réciproquement, supposons ’existence d’une extension non triviale :

0 L S} Kl'oL eIz —— 0

et d'un élément ¢’ € HY(K ® £2). D’apres linclusion K '@ L1 @7z — K1 ®
L7, on obtient par restriction un morphisme g comme ci-dessous :

o g

0 L S} Kl'oL'eZz: —0

0 - L ye) ﬁ~/c—1®c—1®zz—»o

Alors, h = avo go 3 est un endomorphisme de ©. Puisque « est injective, et 5
surjective, h est non nul (car g est non nul) et nilpotent (car 5o« = 0) et n’est
donc pas de la forme Ald. On en déduit que © n’est pas simple.

O

Remarque 6.4. La proposition ci-dessus est liée a l'existence de feuilletages (sin-
guliers ou non) sur la surface considérée. En effet toute décomposition comme
ci-dessus, correspond a un feuilletage singulier F de fibré tangent £ = Tr. Si
I’on connait le nombre de feuilletages et que 'on sait caractériser T, on peut
alors faire la liste des extensions possibles.

Remarque 6.5. Dans la méme idée, il est parfois plus facile de travailler avec le
fibré conormal N et donc de travailler avec le fibré cotangent. Or © est simple
si et seulement si Q' est simple. En suivant le méme raisonnement, on montre :

Proposition 6.6. Le fibré © est simple si et seulement si il n’existe pas d’ex-
tensions de la forme :

0 L 0! KL @Iz —— 0

avec HO(S, K=t @ £2) # 0.

6.2 Les surfaces a coquille sphérique globale

On se place maintenant dans le cas ou S est une surface de la classe VII
avec ba(S) > 0 contenant une coquille sphérique globale. Trois cas se présentent
alors :
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6.2.1 Surfaces de trace nulle de type intermédiaire

Il existe sur ces surfaces un unique feuilletage F et on notera de maniere
usuelle T'r et N les fibrés tangents et cotangents (voir [Bru97] pour les construc-
tions). On notera D le diviseur maximal de S.

Supposons tout d’abord qu’il existe un diviseur numériquement tangent Dy
(ce qui équivaut a l’existence d’un diviseur numériquement anti-canonique D_x).

Proposition 6.7. Soit S de type intermédiaire possédant un diviseur numéri-
quement tangent. Soit A, k, k comme dans les théorémes 5.4 et 5.5, alors le fibré
tangent de S est simple sauf st Dg > D et \k = 1.

Démonstration. D’apres 6.3, le fibré tangent © de S n’est pas simple si et seule-
ment s'il existe une extension vérifiant H?(S,K ® £2) # 0. Mais puisque le
feuilletage F est unique, £ = Tr = [Dy| @ LY/*. Donc,

K& L£2=[-D_x]|®L"® [2Dg] ® L'/** = [Dy] ® [-D] @ LY/*¥)

S’il existe une section non nulle de ce fibré, notons F' son diviseur d’annulation
(F est donc un diviseur effectif) On a :

[F] = [Dg] @ [~D] ® LY/

Le diviseur F'— Dy+ D est plat, il est donc nul (cf [Nak84], la forme d’intersection

est définie négative sur une telle surface). On déduit que F' = Dy — D > 0 et que

le fibré LY (M%) est trivial ce qui nous donne la condition Mk = 1.
Réciproquement, sous ces conditions H%(S, K ® T]%) £ 0. O

Remarque 6.8. Le cas de non simplicité peut bel et bien se produire pour une sur-
face avec a(S) = (3,2, - ,2) et by(S) > 2. Dans ce cas le diviseur numériquement
tangent existe et contient D (cf. lemme 6.24). Le parametre A\, quant a lui, peut
toujours étre choisi égal & 1/k dans une déformation logarithmique de la surface.

Dans le cas général, le feuilletage F est toujours donné par une 1-forme
logarithmique tordue w € Q'(logD) ® L* (cf. théoreme 5.4). 1l est donc plus
agréable de travailler avec le fibré cotangent et d’utiliser la remarque 6.5. La 1-
forme logarithmique est une section du faisceau Q!(D)® L*. Le fibré [ D] ® L'/*
est donc un sous-faisceau de Q'. L’unicité du feuilletage nous dit que c’est le seul
possible et nous donne comme précédemment la condition de non-simplicité :
H(S,K™' ® N7%) # 0 avec ici N5' = [-D] ® L. La condition devient :
HO(S, K '@ [-2D] ® Lk%) # 0. S'il existe une section holomorphe non triviale,
on notera F' son diviseur d’annulation. C’est un diviseur effectif, et on a :

[F] =K' ®[-2D] ® Li?

Le Q-diviseur anticanonique D%C existe toujours, on regarde 1’égalité précédente

dans H?(S,Q), on a : D%C = F+2D. On en déduit qu’obligatoirement D(%C est
un vrai diviseur, élément de H?(S,Z). Cela nous raméne au cas précédent ou le
diviseur numériquement tangent existe. On a donc obtenu :
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Proposition 6.9. Soit S une surface a coquille sphérique globale de trace nulle
de type intermédiaire, alors le fibré tangent de S est simple sauf si la singularité
de résolution minimale D est numériquement Gorenstein avec Dy > D et Ak = 1.

6.2.2 Surfaces de Inoue-Hirzebruch

Si S est une surface de Inoue-Hirzebruch, elle admet deux feuilletages F et G
qui sont donnés par des champs tordus éléments de H(S,0 ® L) et H’(S,0 ®
L=1) ot L est un fibré plat sur S. Ces champs ne s’annulent qu’en des points de
S, donc Tr = L~ et Tg = L.

Proposition 6.10. Soit S une surface de Inoue-Hirzebruch. Alors le fibré tan-
gent de S est simple.

Démonstration. Sinon, il existe comme précédemment une extension non triviale
de O, associée & l'un des feuilletages (disons F) telle que H(S,K @ T%) =
HO(S,K® L~2%) #0.

Lemme 6.11. Soit S une surface de la classe VIIy. Alors, quels que soient
m € N* et L fibré plat sur S, on a : H*(S,K™ ® L) = 0.

Démonstration. Supposons qu’il existe une section non nulle s de K™ ® L et
soit £ = (s) son diviseur d’annulation. On a £ = mK + L. Mais pour toute
courbe irréductible C', on a KC > 0 (cf [Nak84]). Puisque FE est effectif, EC > 0.
Alors, E? = E(mK + L) = mEK + EL > 0. Ceci implique que E = 0 (la forme
d’intersection est définie négative sur les surfaces de la classe VII). Donc mK
est un fibré plat, ce qui n’est bien-str pas le cas. O

En appliquant le lemme, on aboutit immédiatement & une contradiction.

O

6.2.3 Surfaces de trace non nulle

Supposons d’abord que S est une surface d’Inoue parabolique. Il existe une
courbe elliptique E et un cycle de courbes rationnelles I'. Il y a sur .S un unique
feuilletage (théoreme 5.8) défini par un champ global ou par une 1-forme loga-
rithmique w € H°(Q'(logT')). En appliquant la méme méthode qu’en 6.2.1, on
obtient la condition de non-simplicité : H(S,C~1(—2I")) # 0.

Soit a une section de K~!(—2T), elle correspond & un 2 champ défini au
voisinage de l'origine dans C?, s’annulant & I'ordre 2 sur zo = 0 et stable par le
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germe F'(21,22) = (2125t",t22) (qui définit une surface d’Inoue, voir les rappels

plus haut et [DK98]) :
9 0 0
o= ,2261(2:)6—21 A 8—2'2

La condition d’invariance donne
"2l a(z) = a(F(2))

On en déduit a(0) = 0, on peut donc écrire a(z) = z1b(z) + ¢(z2). En remplacant,
on obtient en particulier :

t" 1200 2) = ctzo)

ce qui donne ¢ = 0. On a alors b(z) = tb(F(z)), donc b = 0. Par conséquent, il
n’y a pas de section non triviale de K~1(—2I).

Dans le cas générique ou la courbe elliptique n’existe pas, le feuilletage
est toujours défini par une telle 1-forme logarithmique. La condition de non-
simplicité reste donc

HO(S,K~(—2I)) #0.

Or tout germe correspondant a une surface de trace non nulle est formellement
conjugué a un germe de surface d’Inoue. Cette conjugaison transformerait tout
élément de H(C~1(—2I'))) en une section formelle du méme fibré sur la surface

d’Inoue. Or le raisonnement précédent exclu I'existence d’une telle section. Dans
tous les cas H(S,K~1(-2I")) = 0.

On a démontré :

Proposition 6.12. Soit S une surface de trace non nulle. Le fibré tangent de S
est simple.

On a donc le résultat suivant :

Théoréme 6.13. Soit S une surface a CSG de la classe VIly. Alors le fibré
tangent de S est simple sauf si S est a trace nulle de type intermédiaire avec
Dyg>D et \k=1.

6.3 Stabilité des surfaces a CSG

Pour une surface a coquille sphérique, on connait tous les sous-faisceaux
possibles du fibré tangent puisqu’on a la liste des feuilletages singuliers de la
surface. On peut essayer d’exprimer les degrés de ces sous-faisceaux pour vérifier
la condition de stabilité (voir définition 1.7). On se fixe donc une métrique de
Gauduchon g sur S.

Définition 6.14. On dira qu’une surface S est stable (resp. semi-stable ou in-
stable) si son fibré tangent est stable (resp. semi-stable ou instable).
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Plagons nous dans le cas d’une surface S a CSG de trace nulle du cas in-
termédiaire et supposons qu’il existe un diviseur numériquement tangent. D’apres
le théoreme 5.4, il existe un unique feuilletage donné par le champ tordu 6 €
HOY(S,0(—Dy) ® L*). On a donc l'injection

L' @ O(Dy) — ©
La condition de stabilité s’écrit
2deg(LY* @ O(Dy)) < deg(—K)
avec

deg(—K) = deg(L"/" © O(D_x))
= deg(Ll/“) + deg[D] + deg[Dy]

Ce qui est équivalent a

1 1
2C'In B + 2deg[Dy] < C'ln E + deg[D] + deg[Dy]

donc a )
deg[Dy] — deg[D] < C(ln ’])\T\) =Cln (\kk\)

La constante C' € R dépend de la métrique et I’égalité degL® = C'ln |a| provient
du lemme suivant :

Lemme 6.15. Soit S munie d’une métrique de Gauduchon g et identifions de
maniére canonique PicP®(S) a C*, alors il existe une unique constante C telle
que pour tout fibré plat L = L% on ait

deg(L*) = C'In|a|

Démonstration. L’application deg : PicP'at(S) — R est un morphisme de groupes
de Lie et les morphismes continus de (C*, x) dans (R, +) sont tous de la forme
a — C'In|a| pour un certain réel C' non nul. O

Dans le cas ou la singularité n’est pas numériquement Gorenstein et dans
le cas de trace non nulle, 'unique feuilletage de la surface est donné par une
1-forme logarithmique tordue par le fibré L*(9) (on prend k(S) = 1 si S est de
trace non nulle). On en déduit 'expression du fibré normal Nx de ce feuilletage
qui est I'unique sous-faisceau de Q' : Ny = O(-D) ® LY. Puisque Og est stable
si et seulement si Q}g I'est, la condition de stabilité s’écrit

2deg[D] + 2C'In |k| > deg(—K).

On a donc obtenu le lemme :
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Proposition 6.16. Soit S a coquille sphérique globale et C la constante réelle
donnée par le lemme 6.15 :

1. Si S est de trace non nulle (0,(S) = 2n), alors le fibré tangent est stable
(resp. semi-stable) si et seulement si

2deg([D]) > (>)deg(-K).

2. Si S est de type intermédiaire (2n < o,(S) < 3n) alors le fibré tangent ©
est stable (resp. semi-stable) si et seulement si

2deg([D]) +2C'In |k| > (=)deg(—K)

ot k= k(9).
S7il existe de plus un diviseur numériqguement tangent Dy, le fibré tangent
est stable (resp. semi-stable) si et seulement si

deg[Dy] — deg[D] < (<)C In(|Ak])

En particulier,

- SiDg > D et |\ >1/k, © est non semi-stable pour toute métrique de
Gauduchon,

- Si Dy < D et |\ < 1/k, © est stable pour toute métrique de Gauduchon.

Démonstration. Les conditions de stabilité on déja été démontrées, pour conclure
il faut juste vérifier que le signe de la constante C' ne dépend pas de g et est
négatif, les deux dernieres conditions étant alors de simples comparaisons de
signe. Le signe de la constante C' provient des lemmes suivants :

Lemme 6.17. Soit S une surface a CSG de trace non nulle, alors la constante
C du lemme 6.15 est strictement négative.

Démonstration. Comme on 'a vu, on identifie PicP'®(S) avec C* de sorte que
sit = tr(S) # 0 alors le cycle I' de courbes rationnelles est un diviseur plat
et [I] = L' (cela découle de la description des fibrés plats de [DO99] et de la
forme du germe pour une surface de trace non nulle : F(z1,29) = (t"z128 +
S @it t2y) of [DK98]). Alors, daprés le lemme 6.15,

deg([I']) = C'ln|t] = evol(T') > 0

et puisque 0 < |[t| <1 on a C < 0. O

Lemme 6.18. Soit S une surface de trace nulle, alors il existe une déformation

(8,11, A) de S au-dessus du disque A telle que :
1. S~ So ;
2. Pour tout u # 0, tr(S,) #0;

3. 1l existe sur S une famille C*>° de métriques de Gauduchon (gy)uen ;
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4. 1l existe une unique fonction C : A — R* de classe C™ telle que
deg,(LY) = C(u)In|qf

5. Il existe une unique fonction holomorphe t : A — A telle que tr(S,) = t(u).

Démonstration. L’existence d’une telle déformation est immédiate : il suffit de
considérer les cartes locales de la tour finie d’éclatements et de déplacer avec
un méme parametre les points éclatés qui sont a l'intersection de deux courbes.
L’existence de la famille de métriques de Gauduchon découle du théoreme 4.5.
La fonction C : A — R* est alors bien définie d’apres le lemme 6.15 et
d’apres le lemme précédent, prend des valeurs négatives en dehors de 0 et donc
partout. O

La conclusion de la proposition 6.16 est alors immédiate. O

Remarque 6.19. Les deux cas présentés a la fin de la proposition existent bel et
bien :
1¢" cas : On peut avoir le diviseur D— Dy positif (exemple surface avec a(S) =
(32) ou a(S) = (422232)). Dans ce cas, quitte & prendre une déformation
logarithmique, on peut toujours rendre |Ak| plus petit que 1 (théoreme 5.5
et [DO99]) . On obtient ainsi une surface dont le fibré tangent est stable
pour toute métrique de Gauduchon.
2°me cag : On peut réaliser D — Dy négatif car le support de Dy ne contient
pas toujours le sommet d’un arbre (cf [DO99], exemple surface avec a(S) =
(322)) . Il suffit alors que |kA| > 1 pour que la condition de non semi-
stabilité soit vérifiée. Or ceci peut toujours arriver car on peut faire varier
A dans C* dans une déformation logarithmique de la surface et on ob-
tient ainsi une surface dont le fibré tangent est non semi-stable pour toute
métrique de Gauduchon.

A partir de ces résultats, on peut donner une réponse a une question générale
concernant la notion de stabilité : & savoir si la non semi-stabilité est ouverte
dans une déformation.

Théoréme 6.20. Soit S une surface minimale a CSG avec ba(S) > 0. Sitr(S) =
0, alors il existe une déformation (S,11,A) de S telle que pour tout u # 0, le
fibré tangent ©, soit stable. En particulier la non semi-stabilité n’est pas une
condition ouverte en déformation.

Démonstration. On choisit une déformation de S comme dans le lemme 6.18. On
note IC,, le fibré canonique de S,,. Il existe un fibré linéaire global K au-dessus
de S tel que K|g, ~ K,. D’apres le lemme 4.6, la fonction u — deg(—/,) est de
classe C'™° sur A et en particulier est bornée. Comme le cycle de courbe I' d'une
surface de trace non nulle vérifie [['] = L' (¢ est la trace de la surface comme
définie dans le lemme 6.18), on a

lir% deg([Ty]) = lir% C(u)In|t(u)] = 400
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D’apres le premier point de la proposition 6.16, il existe un voisinage V' de 0
dans A tel que si u € V et u # 0, le fibré tangent ©,, est stable (quel que soit
la métrique de Gauduchon fixée au départ). Quitte a restreindre, on a donc la
déformation recherchée.

Comme on 'a vu, ©g pouvait étre non semi-stable pour certaines surfaces
de la classe intermédiaire, on en déduit que cette derniere condition n’est pas
ouverte. ]

Remarque 6.21. Ce résultat illustre tres bien un phénomene de la théorie de
Donaldson. Prenons une famille de fibrés holomorphes complexes &, organisés
par exemple dans une déformation de fibré (& )icn avec &, = &, et t, — 0.
Notons FE le fibré différentiable sous-jacent et supposons les &, tous stables. No-
tons L£{ = det(&,) les fibrés déterminants associés. De part la correspondance
de Kobayashi-Hitchin (cf. [LT95]), on peut associer a chaque fibré stable &, une
connexion de Hermite-Einstein A,, élément de I’espace A%E(E) des connexions
de Hermite-Einstein sur £ dont la connexion associée dans L} est fixée égale a agj.
On peut voir ces connexions comme des instantons, c¢’est a dire des connexions
anti-autoduales dans le PU(2)-fibré principal associé (cf [LT95]). Un théoreme
de compactification d’Uhlenbeck nous dit alors qu’il y a convergence des A, vers
un élément limite (Ao, {z1, -+ ,zx}) (cf [Don85]) associé & un fibré complexe &}
polystable (c’est-a-dire somme directe de fibrés stables de méme pente) qui a
méme déterminant Ly que & mais qui ne lui est pas isomorphe (il y a isomor-
phisme seulement en dehors des points z1, -,z de S). Sa seconde classe de
Chern vérifie co(E)) = c2(£) — k et on sait que H°(Hom(E),&)) # 0. Clest la
non séparation de ’espace de modules des fibrés holomorphes qui rend possible
I'existence de ces deux limites distinctes. Il est a priori tout a fait possible que
le fibré & soit non semi-stable alors que & est lui polystable. Cela correspond
en effet en l'existence de deux extensions :

0 L &o £71®£0®Ig — 0

et

0 —— L7} ® Lo O(D) 56 LRO(-D)®Zzr —— 0

La premiere suite déstabilise &) avec degL > (degLy)/2 et la deuxiéme vérifie la
condition de stabilité deg[D] + degLy — degL < deg(Ly/2) qui peut tout a fait
étre compatible avec 'inégalité précédente. La déformation ci-dessus est donc
une illustration de ce phénomene.

Si S est une surface d’Inoue Hirzebruch (o, (S) = 3n), il existe un unique
irrationnel quadratique 0 < A < 1 tel que h(S,0 ® L*) = h%(S,0 @ LY/*) =1
(cf théoreéme 5.7). De plus, ces deux sections ne s’annulent qu’en des points isolés
(cf [DO99] thm 2.16).
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Proposition 6.22. Soit S une surface d’Inoue-Hirzebruch et soit 0 < A < 1
comme ci-dessus. Alors le fibré tangent © est stable (resp. semi-stable) si et
seulement si

0 <2CIn|A| < (<)deg(—K).

Démonstration. On remarque que le diviseur numériquement anti-canonique est
toujours positif donc deg(—K) > 0. Une des deux conditions de stabilité est alors
toujours trivialement vérifiée. O

Nous allons montrer que cette condition de stabilité peut ne pas étre vérifiée
pour certaine surfaces d’Inoue-Hirzebruch.

Lemme 6.23. Soit S une surface d’Inoue-Hirzebruch pour laquelle ba(S) > 3.
Il existe alors une déformation (S,I1,PY) de S par des surfaces contenant une

CSG et vérifiant
1. S~ S() 5y

2. Sw est une surface d’Inoue-Hirzebruch et pour tout u # 0,00, a(S,) =
(3727"' 72);

3. Il existe une fonction holomorphe non constante A : P1(C) — PY(C) telle
que pour tout u # 0,00, h%(Sy, Ou(—Dg) @ LMW) =1,

Démonstration. On choisit la CSG de la surface S de sorte que dans la suite
d’éclatements de la construction (cf. les généralités) le point O,_; soit a l'in-
tersection des deux dernieres courbes O,,_1 = C,_1 N C,_2. On peut de plus
supposer que dans les cartes usuelles, le recollement est donné par o(z1,z22) =
(21, 22). On choisit pour chaque courbe Cj, ¢ = 0,--- ,n — 2 un isomorphisme
fi : PY(C) — C; entre PY(C) et la i®° courbe éclatée de la facon suivante :
comme C; rencontre deux autres courbes, on pose f;(0) = O; et f;(c0) est le
point d’intersection de C; avec l'autre courbe. La surface S, pour u € P!(C)
est obtenue en éclatant la courbe C; au point f;(u). Pour u # 0,00, tous les
éclatements sont génériques (c’est-a-dire pas a l'intersection de deux courbes)
sauf le dernier recollement qui de part la forme choisie donne une courbe ra-
tionnelle singuliere d’auto-intersection —3. On a donc des surfaces de type in-
termédiaire avec a(S,) = (3,2, -+ ,2). Pour u = oo, tous les éclatements se font
a l'intersection de deux courbes et S, est de type Inoue-Hirzebruch.

Pour donner un sens au troisieme point du lemme, il faut que nous remar-
quions que le diviseur numériquement tangent existe toujours dans notre cas :

Lemme 6.24. Soit S une surface ¢ CSG avec 0,(S) =2n+1 et n > 3, alors le
diviseur Dy est bien défini et vérifie de plus Dg > D.

Démonstration. La matrice d’intersection M (S) d’une telle configuration est de
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la forme :

On vérifie aisément que son déterminant est 1 ou —1 ce qui assure l'existence
des diviseurs Dy et D_x.

De part la configuration, on voit qu’il n’y a qu’un arbre composé d’une seule
courbe d’auto-intersection —2 et que la racine de I'arbre est aussi une courbe
d’auto-intersection —2. Notons D_x = > ;" | k;D; et soit i 'indice de la courbe de
I'arbre. Supposons que k; = 1. Ona D_x.D; = kiDZ-Q—i—kj = DZ2 +2=0o0u Dj est
la racine de I’arbre et la formule est obtenue grace a la formule d’adjonction. On a
donc k; = 2 pour la racine de I'arbre. On montre alors facilement par récurrence
que pour toutes les courbes d’auto-intersection —2 du cycle, le coefficient de
D_x vaut 2. En effet, soit D;, une telle courbe et supposons que sur la courbe
précédente, kiofl = 2, alors D,}C.Dio =0= k‘iofl — 2ki0 + kJZ’OJrl, donc 2]@0 =
Eig+1 + 2. Or on sait (cf. [DO99]) que D_x contient D donc kjy4+1 > 1 et par
suite, k;, > 2. On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 6.25. Pour une surface de la classe intermédiaire, les coefficients de
D_x atteignent leur mazimum sur au moins une racine d’arbre.

Reportons la démonstration de ce lemme. En 'appliquant on obtient que
ki, = 2 dans notre cas.

Il reste la courbe D;, d’auto-intersection —3. Pour elle, —1 = k;,_1 — 3k;, +
ki,+1, donc 3k;, = 5 ce qui est impossible. ]

preuve du lemme 6.25. Remarquons tout d’abord que le maximum ne peut étre
atteint au sommet d’un arbre. En effet, pour une telle courbe D;, on a DZ-2 +2=
kiDiQ + kj; avec D? < —2. Supposons k; > kj, alors

kj—ki=24D] — (D} + ki =2 — ki + Dj (1 — k;) > k; > 1

ce qui est impossible.
On peut étre plus précis et montrer par récurrence que les coefficients sont
strictement croissants le long d’un arbre. La premiere étape a déja été démontrée.

Soit donc i1, - - - ,7; les indices des courbes successives d’un arbre, en commencant
la numérotation des indices par le sommet. Supposons k;; < k;, < --- < k;,_,,
alors on a
—2 ) 2 .
klz _Dz‘l +2- kllleil_l k1172

:(D'2 + 2)(1 - kil—l) + kiz-1 + kil—l - kiz-z

-1

>k;, , d’apreés 'hypothese de récurrence
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Le raisonnement se poursuit jusqu’a la racine de ’arbre dont le coefficient
majore donc tous ceux qui apparaissent dans ’arbre.

Supposons que le maximum est atteint sur une courbe D; du cycle qui ne soit
pas une racine. Alors, les deux courbes contigués vérifient : D?+2 = kin—Fkl—Hq:j
avec k; < k; et kj < k. Ona (D? +2)(1 — k;) = kj — ki + k; — k; ce qui n’est
possible que si k; = k; = k; pour des raisons de signe. On voit donc que le
maximum se propage dans le cycle jusqu’a atteindre une racine d’arbre (ce qu’il
fait toujours par connexité). On a donc bien le résultat souhaité. U

Par conséquent pour tout w # 0,00, on peut définir d’apres le théoreme 5.5
A(u) pour vérifier la propriété souhaitée (a savoir l'existence du champ tordu).
La fonction holomorphe A ainsi définie n’a pas de singularité essentielle en 0
et 0o. Sinon, elle prendrait, par exemple, la valeur 1 dans tout voisinage de 0
(resp. 00), ce qui contredirait la semi-continuité de u + h%(S,,©,) au point 0
(resp. o) puisqu’il n’y a pas de champ de vecteur global sur une surface d’Inoue-
Hirzebruch. Donc A se prolonge en 0 et co en une fonction holomorphe a valeur
dans P'(C)

On a forcément A(0) = 0 ou A(0) = oo car sinon on peut considérer le faisceau
global © ® £ au-dessus de C qui vérifie pour tout u € C, h°(S,,, O, ®£)‘(“)) =1
D’autre part, le fibré canonique K existe globalement sur la déformation et en
dehors de 0, on a la relation —K, = [D_x,] ® L'/*") ce qui donne

deg, (—Ku) = deg([D—x,]) — C(u) In |r(u)]

Or, u + deg,(—K,) est continue partout (prop. 4.6) et, puisque la constante
k(S) ne dépend que de la suite a(S) (cf [DO99]), la relation A = kx implique
que u +— C'(u)In|k(u)| est bornée au voisinage de 0. Par suite, vol([D_x,]) est
borné. Par le théoreme de Bishop ([LT95]), il existe un diviseur limite au-dessus
de 0 qui nous donne une hypersurface globale dans la déformation. Par le méme
argument, puisque le champ tordu 6, s’annule sur certaines courbes pour u # 0,
la section 0y doit aussi s’annuler sur une courbe de Sy = S. Cependant, on sait
que les champs tordus d’'une surface d’Inoue-Hirzebruch ne s’annulent qu’en des
points isolés, ce qui donne une contradiction. En particulier, on sait que A est
non constante. U

On en déduit alors 'existence de surfaces d’Inoue-Hirzebruch instables :

Proposition 6.26. Il existe des surfaces d’Inoue-Hirzebruch instables pour toute
métrique de Gauduchon.

Démonstration. Fixons une métrique de Gauduchon quelconque g sur S et éten-
dons la & la déformation décrite ci-dessus. L’application A : P1(C) — P(C) est
un revétement ramifié, donc en 0 ou en oo, A prend la valeur oo. D’apres les
conditions de la proposition 6.16 et le lemme 6.24, il existe un voisinage du point
considéré tel que les surfaces de type intermédiaire définies au-dessus soient non
semi-stables (elles le sont pour toute métrique de Gauduchon). Le théoréeme 4.8
nous permet alors de conclure a l'instabilité de la surface d’Inoue-Hirzebruch
limite. O



Chapitre 7

Déformations

On va s’intéresser ici a la dimension de la déformation logarithmique des
surfaces a coquille sphérique globale.

Rappelons qu’il n’y a pas d’obstructions a la déformation d’une surface de
la classe VIIj d’apres un résultat classique de Kodaira-Spencer ([KKS58]) et le
théoreme suivant :

Théoréme 7.1 (Nakamura [Nak90]). Soit S une surface de la classe VIl
avec by > 0. Alors H*(S,©) = 0.

La dimension de la déformation verselle d’une surface de la classe VIl est
2b5(S) + hY(S,05).

Pour ce qui est de la déformation logarithmique on a le résultat suivant da a
Nakamura :

Théoréme 7.2. Soit S une surface de la classe VIly avec un cycle I' de courbes
rationnelles et soit E/ un diviseur effectif contenant I'. Alors

H?*(S,0(—1log E)) = 0.

En particulier la dimension de la base de la déformation logarithmique de
diviseur D peut se calculer avec 'espace H'(S,0(—log D)).

La déformation logarithmique d’une surface de trace non nulle a été entiere-
ment décrite dans [DK98], ¢’est pourquoi nous nous donnons ici une surface S de
trace nulle. On a vu (cf théoreme 5.4) que si S est de type intermédiaire, il y a un
unique feuilletage F donné par une 1-forme logarithmique tordue, c’est-a-dire un
élément de H(S, Q! (logD) @ L¥), ou D est le diviseur maximal de la surface et
LF un fibré plat associé au parametre k et que si S est de type Inoue-Hirzebruch,
il y a exactement deux feuilletages donnés par des champs de vecteurs tordus
(théoreme 5.7).

7.1 Indices associés a F

Soit F un feuilletage d’une surface de trace nulle. Notons Tr le fibré en
droites tangent au feuilletage F et rappelons quelques définitions et résultats qui

83
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vont nous servir pour le calcul de la dimension de la déformation logarithmique :
si p est une singularité du feuilletage, alors le feuilletage est définie localement
par un champ de vecteur holomorphe

—l—B(z,w)i

0(z,w) = A(z,w)2 B0

0z

oup = (0,0). Notons J(z,w) la matrice jacobienne de ’application (A, B). Baum,
Bott et Brunella ([BB70], [Bru97]) ont introduit les deux indices suivants :

Det(p, F) = ReS(O,O)%dZ A dw
Tr(p, F) = Resqq, 0)%

ot Res(q ) désigne le résidu en (0,0) (voir [GH78] pour la définition précise). On
définit ensuite

Det(F) = > Det(p, F)
pES(F)

et

Te(p, F) = > Tr(p, F).
pES(F)

Proposition 7.3 (Formules de Baum-Bott ([BB70], [Bru97])).

Det(F) = e2(S) — e1(Tr).er(S) + 3(T)
Te(F) = ¢(S) — 21(T5).c1(S) + E(T5)

On montre, d’autre part, par un calcul direct, puis, a 'aide de la formule
de Camacho-Sad ([CS82]) que Det(F) = n et Tr(F) = 2n — 0,(S) (voir [DO9I]
pour tous les détails).

On a alors :

Proposition 7.4.

3n — 0, (S) si h°(S,0) =0

RS, TF) =
(5, T7) {Sn—on(8)+1sih0(S,@):1

En l’absence de champ global, cela correspond au nombre de points éclatés qui ne
sont pas a l'intersection de deux courbes dans la suite des éclatements définissant

S.

Démonstration. Par la formule de Riemann-Roch, on a :

1 1
R(TF) — W (TF) + h*(TF) = x(S) + 5T Tr = 5T K
= c1(Tr)* = 0,(S) — 3n
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car d’apres la premiere formule de Baum-Bott c¢1(Tr).c1(S) = ¢2(Tr) et d’aprés

la deuxieme formule et la remarque ci-dessus c3(Tr) = —Tr(F)+c3(S) = 0,(S)—
3n.

Placons nous d’abord sur une surface de type intermédiaire. Deux cas se
présentent :
0si h0(S,0) =0

1 sinon .

W (Tr) = {

D’autre part, d’apres [Bru97] L = Ni ® Tx, donc en utilisant la formule de
dualité de Serre h?(Tx) = h°(K? @ Nz). Puisque le feuilletage est défini par une
1-forme logarithmique tordue, et qu’il est unique, le seul sous-faisceau cohérent
non trivial de Q! est O(—D) ® L. Par suite, Ny = O(D) ® Lk.

Notons D%c le Q-diviseur anti-canonique. Il existe alors m € N* tel que
mK = —mD%C dans H?(S,Z). Supposons alors que h’( N ®@K?) > 1, on a alors
RO(mK? + mNg) > 1. Mais mK? + mNr = mD — 2mD9,C + L' ou L' est un
fibré plat et mD — QmD%C un diviseur négatif car on a toujours D%c = D+D§*).
C’est une contradiction. Donc h?(Tx) = 0. On en déduit la proposition.

Si S est de type Inoue-Hirzebruch, le feuilletage est donné par un champ
tordu qui ne s’annule qu’en des points ([Koh95], [DO99]) # € HY(S,0 ® L*)
oll A\ est un irrationnel quadratique. Alors Tx = LY avec LY* un fibré plat
non trivial. Une application directe de la formule de Riemann-Roch donne alors
RYTF) = RYLYY) = 0 car hO(LYA) = 0 et R2(LYY) = O(K ® L) = 0. La
derniere annulation provient du fait que pour une surface d’Inoue-Hirzebruch,

on a —K = [D] ott —2K = 2[D] ([Dlo88]). Donc h}(Tx) =0 = 3n — 0,(5). O

7.2 La déformation logarithmique
Proposition 7.5. On a la suite exacte de faisceaur suivante :
0—Tr — O(—logD) - Nr®Zp — 0
ou Ip est lidéal annulateur du diviseur mazimal D (donc Ip = O(—D)).

Démonstration. Soit U un ouvert de S et # un champ qui engendre le feuilletage
F sur U. 1l définit une section de T'x et I'injection i : Tr — ©(—logD) est donnée
localement par fy — fr6.

Prenons alors un recouvrement U; de S par des ouverts tels que le feuilletage
F soit engendré sur U; par la 1-forme w;. On définit alors :

j:©(~logD)|y, — (Nr @ Ip)lu,

Par définition du fibré conormal N, les cocycles le définissant sont donnés
par g;; = 5—; D’autre part 6 étant tangent & D, w;(0) s’annule bien sur D.
L’application j est donc bien définie. Son noyau est par définition 'image de T’
dans ©(—log D).
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Il reste a voir que j est surjective : en dehors du diviseur maximal D c’est
bien le cas puisqu’on se retrouve avec la suite exacte classique

0 — Tx — ©(—log D)[s\p = Ols\p = Nr — 0

le feuilletage n’ayant pas de singularité en dehors des points d’intersection du
diviseur D.
Soit z € D et f, € (NF®ZIp), ou f est défini sur un ouvert U autour de z
— Six n’est pas a 'intersection de deux courbes de D. Notons w = adz+ zbdw
une 1-forme réduite (z ne divise pas a) engendrant le feuilletage sur U
(quitte a restreindre U) et 6 = za% + ﬂ% un champ tangent a D. f = zg
car f s’annule sur D donc 'équation a vérifier est aza + Bzb = zg, soit
g = aa + (b et donc g € (a,b) ce qui est possible car a est inversible
(z ¢ S(F)).
— Si x est a l'intersection de deux courbes, w = wadz + zbdw. On cherche
0= za% + wﬂ%. De plus f = zwg. On doit donc résoudre g = aa + bf3.
On peut étre plus précis sur w : en utilisant la description de [DO99] on
voit que soit a soit b est inversible et on a donc bien g € (a,b). L’équation
admet alors des solutions.
O

La suite exacte longue de cohomologie associée a cette suite exacte est :
0— H'Y(S,Tr) — H*(S,0(~1log D)) — H'(S,Nr @ Ip) — H*(S,TF)

En effet, rappelons que dans tous les cas le fibré normal est donné par Nr =
O(D) ® L* avec pu # 1. Mais alors, on a h®(Nr ® Ip) = h°(L*) = 0 car le fibré
L* n’est pas trivial.

De plus, h'(Nr ® Ip) = h'(L*). Or, puisque le fibré L* est plat, sa ca-
ractéristique d’Euler est nulle. On a vu que h°(L*) = 0 et on a h?%(L*) =
hO(Li ® K). Par conséquent, si h?(L*) > 0 on a ho(mLi ®@mk) = ho(mLi ®
—mD_x ® L") > 0 ce qui est impossible car le diviseur —mD_x est négatif.
Donc h?(L*) = 0. Par suite, h'(L*) = 0 = h'(Nz ® Ip) grace a la formule de
Riemann-Roch ([GHT78]).

On en déduit I'isomorphisme suivant :
0 — HY(S,TFr) — H'(S,0(~logD)) — 0.
On a donc :

Proposition 7.6. Soit S une surface de la classe VI1Iy de trace nulle. Soit D
le diviseur mazimal de la surface, alors :

3n —0,(S) si h°(S,0) =0

dimH' (S, 0(—logD)) =
imH'(S,0(—logD)) {Sn_gn(5)+1sz‘h°(5,@)=1

Remarque 7.7. Si S est une surface de trace non nulle, le résultat reste valable
(voir [DK98]).
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On obtient en particulier :

Corollaire 7.8. Une surface de type Inoue-Hirzebruch n’admet pas de déforma-
tion logarithmique non triviale.

Corollaire 7.9. Soit S une surface a coquilles sphériques globales et D son
diviseur mazimal. Toute déformation logarithmique conservant D conserve le
feuilletage F.

Démonstration. Le cas intermédiaire découle de ce qui précede. Le résultat pour
les surfaces de trace non nulle est démontré dans [DK98] ou l'on trouve une
description explicite de la déformation logarithmique dans ce cas. Les surfaces
d’Inoue-Hirzebruch n’admettent quant a elles pas de telle déformation. O
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Notations

detF

S(F), Sn-1(F)
A, dy

Q10

Rg, Kg

|- lzes [ - [ ze
Ly, (E)

0

G(r k)

Ap

X =T

*

i nombre de Betti de X

un fibré en droites holomorphe

espaces des (p, q)-formes C* & valeur dans F

le degré d’un fibré ou d’un faisceau

la pente d’un faisceau

des représentants de la premiere classe de Chern de £
groupe de Picard de la variété X

la forme de Kéhler associée a la métrique g
I'opérateur de Lefschetz (produit extérieur par wg)
l'opérateur de contraction par la métrique g

le fibré déterminant du faisceau F

I’ensemble singulier du faisceau F

connexion et dérivée covariante associée

seconde forme fondamentale associée a un sous-fibré
courbure et courbure moyenne de la connexion de Chern d’un fibré £
normes LP et Li

espace des sections Sobolev du fibré vectoriel £
projecteur hermitien sur un sous-faisceau d’un fibré F
Grassmanienne des k plans dans C”

ensemble des sous-faisceaux sans torsion saturés de rang p d’un fibré
déformation d’une variété compacte de base T’
l'opérateur “étoile” de Hodge

Dans la deuxiéme partie

11 une tour finie d’éclatements

S(I1,0) surface associée a la tour d’éclatements II et au biholomorphisme o
a(s) suite des opposés des auto-intersections des courbes
on(S) invariant associé a la surface a CSG §

tr(S) trace de la surface & CSG S

D_g, D%C (Q-)diviseur numériquement anti-canonique

Dy, D;Q (Q-)diviseur numériquement tangent

Bg, © fibré tangent a la surface S considérée

QL 0t fibré cotangent de la surface S

K fibré canonique

Tr fibré tangent au feuilletage F

Nr fibré normal au feuilletage F

Ql(log E)  faisceau des 1-formes logarithmiques de pole £

[D] fibré en droite associé a un diviseur D



