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Abstract.

This thesis is concerned with holomorphic dynamics in two complex variables, and the
theory of laminar currents which is closely related to it.

We study the dynamics of a class of holomorphic mappings, introduced by Hubbard and
Oberste Vorth, that are defined in some neighborhood of the unit bidisk and need not be
rational. They have the same relationship with complex Hénon mappings as polynomial-like
maps do with polynomials in one variable. These maps are proven to display several
dynamical properties that parallel those of polynomial diffeomorphisms, as established
by Bedford, Lyubich, Smillie, Fornsess and Sibony: existence of attracting closed positive
currents, as well as a unique measure of maximal entropy, which describes the asymptotic
distribution of saddle orbits.

Laminar currents —a generalization of Sullivan’s “foliation cycles”— were introduced by
Bedford, Lyubich, and Smillie in the setting of two-dimensional holomorphic dynamics. We
develop a general theory of such currents. We first give a geometric criterion on a sequence
of plane algebraic curves, with degree growing to infinity, ensuring that the cluster values (in
the sense of currents) are laminar; as a consequence laminarity of the dynamical “Green”
current is derived for a class of rational selfmaps of the projective plane, including birational
ones. For currents obtained in this way, we give a geometric interpretation of the wedge
product, assuming a potential theoretic condition; we also prove such currents satisfy an
“analytic continuation” property. This enables us to realize these currents as foliation cycles
on an abstract lamination.

Key words and phrases: holomorphic dynamics, Hénon-like mappings, invariant currents,
transcendental dynamics, laminar currents, wedge product of currents, birational mappings.

AMS classification codes (2001): 37Fxx, 32H50, 32U40.
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Introduction

Deux articles intéressants figurent au sommaire du volume 47 (de I'année 1926) de la
grande revue suédoise Acta Mathematica. Apres avoir consacré une dizaine d’années a l'itéra-
tion des fractions rationnelles, Pierre Fatou et Gaston Julia, les deux maitres frangais du
domaine, décident en effet d’étendre la théorie de deux manieres complémentaires.

Fatou signe un article intitulé “Sur l'itération des fonctions transcendantes entieres”, dans
lequel il pose les bases du sujet, montrant en particulier que dans ce cadre I’ensemble de Julia
(dans la terminologie actuelle!) est parfait et qu’il y a une infinité de cycles périodiques. Il
étudie en détail la dynamique de z+ 1+ e~ *, ainsi que celle de a+ hsinz (0 < h < 1, a € R),
et conjecture que I'ensemble de Julia de e* est la totalité du plan complexe C.

L’article de Julia, intitulé “Sur les familles de fonctions holomorphes de plusieurs varia-
bles”, ne porte pas a proprement parler sur l'itération, mais en est une extension. L’auteur
étudie I’ensemble des points ot une famille de fonctions holomorphes f : D — C cesse d’étre
normale, oit D désigne un domaine de C2 (si D C C on voit I'analogie avec I'ensemble de
Julia). Il montre qu’'un tel ensemble est parfait et que la distance a cet ensemble vérifie le
principe du maximum. Il établit également que ces ensembles sont exactement les points d’ac-
cumulation des suites de sous ensembles analytiques de D.

L’objet de ce mémoire est de contribuer aux deux directions ouvertes par Fatou et Julia.
Premieérement, nous étudions la dynamique de certaines applications, non nécessairement ra-
tionnelles, définies dans des domaines de C2. Plus précisément, nous nous intéressons  une
classe de difféomorphismes définis au voisinage d’'un bidisque dans C?, et qui sont aux appli-
cations de Hénon complexes ce que les applications d’allure polynomiale sont aux polynémes
dans C, et établissons pour ces applications un certain nombre de propriétés dynamiques
analogues & celles des applications de Hénon complexes.

Par ailleurs nous analysons en détail la structure de la limite, au sens des courants, de
certaines suites de sous ensembles analytiques apparaissant naturellement dans ce cadre. Nous
développons en effet une étude systématique des courants laminaires, a travers divers aspects:
construction de tels courants, intersection, propriétés de prolongement analytique, etc.

Afin de comprendre nos motivations, il n’est pas inutile, sans remonter jusqu’a Fatou et
Julia, d’avoir un apercu! de la théorie des systémes dynamiques depuis le début des années
1960. Que le lecteur ne s’y méprenne pas, il ne s’agit en aucune facon pour nous de se “placer”
dans cette histoire, mais uniquement d’en opérer une lecture breve et sélective, afin de dégager
les racines des objets que nous considererons par la suite. Nous mettrons en lumiere les étapes

1. Pour ne pas alourdir indiiment la bibliographie générale, nous avons indiqué en note de bas de page les
références n’apparaissant que dans cette introduction.



2 Introduction

essentielles du cheminement qui a mené a I’étude des systemes dynamiques holomorphes de
plusieurs variables complexes, ainsi qu’a l'introduction des courants laminaires. Nous ne nous
attarderons pas sur les définitions dynamiques, pour lesquelles nous renvoyons le lecteur aux
monographies de Robinson [Ro] ou de Katok-Hasselblatt [KKH]. Nous présenterons ensuite le
sujet de cette these, ainsi que les résultats que nous avons obtenus.

La découverte par S. Smale de I'exemple du “fer a cheval” et de la notion de systeme
dynamique (uniformément) hyperbolique font souffler un vent d’espoir sur la théorie des
systemes dynamiques au début des années 60. Non seulement, le modele du fer a cheval
explique complétement la dynamique au voisinage d’un point homocline, qui pourtant faisait
dire & Poincaré au début du siecle 2:

“On sera frappé par la complexité de cette figure, que je ne chercherai méme pas a
tracer. Rien n’est plus propre a nous donner une idée de la complication du probléme
des trois corps, et en général de tous les problémes de Dynamique (...)”

mais de plus le concept d’hyperbolicité, associé a celui de stabilité structurelle (introduit par
Anosov) parait étre la clef de I’étude de “la plupart” des systémes dynamiques. Smale ne
tardera pas & se rendre compte lui méme de son optimisme quelques années plus tard 3, et
c’est S. Newhouse? qui portera le coup fatal & cette idée en montrant que ni I’hyperboli-
cité, ni la stabilité ne sont génériquement satisfaites. Il reste que les syteémes hyperboliques
—notamment a travers leurs nombreuses généralisations— et le modele du fer a cheval sont
devenus un modele de référence pour le développement ultérieur de la théorie.

Une caractéristique des systemes dynamiques hyperboliques mise en évidence par Hirsch,
Palis, Pugh et Shub?® est l'existence de “feuilletages” locaux (nous dirions maintenant lami-
nations) en variétés stables et instables prés d’un compact hyperbolique invariant (ces feuille-
tages sont particulierement simples dans le cas d’un fer a cheval). Ruelle et Sullivan [RS1] ont
remarqué, que si le compact hyperbolique K est localement maximal (c’est & dire sl existe
un voisinage U de K pour lequel K = Nyezf™(U)), ces feuilletages sont “incompressibles”
i.e. munis d’'une mesure transverse invariante, et, fait tout a fait remarquable, c’est dans ce
contexte qu’a été introduite la notion de cycle feuilleté® c’est & dire un courant (au sens de
De Rham) localement défini par I'intégration sur les familles mesurées de feuilles. Ruelle et
Sullivan définissent également une mesure d’intersection géométrique de ces courants, dont
ils montrent que c’est la mesure de Bowen, c’est a dire I'unique mesure maximisant ’entropie
sur K. Les cycles feuilletés sont devenus ensuite (notamment depuis I’article [Sul]) un outil
usuel de I'étude des feuilletages.

2. Cité par Smale au Congres International des Mathématiciens, 1962.

3. Abraham et Smale Non-genericity of Q-stability in Global Analysis, Proc. Symp. Pure Math. 14

4. The abundance of wild hyperbolic sets and nonsmooth stable sets for diffecomorphisms. Inst. Hautes
Etudes Sci. Publ. Math. 50(1979).

5. Neighborhoods of hyperbolic sets. Invent. Math. 9 (1970).

6. Nous reviendrons en détail sur ces définitions au paragraphe suivant.
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Une généralisation particulierement importante de la notion d’hyperbolicité est celle d” hy-
perbolicité non-uniforme (au sens de Osedelets et Pesin), c’est a dire d’hyperbolicité “presque
stire” relativement a une mesure invariante ergodique. Ceci est formalisé en disant que les
exposants de Lyapounov sont non nuls (on pourra consulter [KH| pour plus de détails). De
nombreux systéemes dynamiques possedent cette propriété, le plus célebre d’entre eux étant
sans doute l'application de Hénon, de R? dans lui méme,

(mvy) — (1 - am2 + by,l‘)

Issue des expérimentations numériques —elles méme motivées par des questions physiques—
de M. Hénon dans les années 707, cette famille de difféomorphismes polynomiaux du plan a
depuis suscité un intérét considérable, par la naturalité et la simplicité de sa définition, et la
complexité de sa dynamique. Il est établi depuis les travaux de Benedicks et Carleson ® —repris
depuis par de nombreux auteurs— que pour certaines valeurs des parametres, ces applications
présentent des “attracteurs étranges” non uniformément hyperboliques; ces applications ont
par ailleurs un caractere “universel” puisqu’elles sont intimement liées au phénomeéne de bi-
furcation homocline. Ces propriétés dynamiques remarquables furent une motivation sérieuse
pour développer une théorie dynamique des automorphismes polynomiaux du plan complexe,
nous y reviendrons plus loin.

Parallelement, I'itération des polynémes et des fractions rationnelles en dimension com-
plexe 1, en état de semi léthargie depuis les travaux de Fatou et Julia, connait au cours des
années 80 un regain d’activité important, notamment sous I'impulsion de Douady-Hubbard,
Lyubich et Sullivan. Plusieurs points méritent ici notre attention. Le premier est que la dyna-
mique des fractions rationnelles est non uniformément hyperbolique (Lyubich?) et présente
des similitudes frappantes avec la théorie uniformément hyperbolique: unicité de la mesure
maximisant l’entropie, propriété de Bernoulli, etc. Deuxiemement, la théorie du potentiel
joue (ou peut étre amenée a jouer) un role important en dynamique des polynémes dans C:
Brolin 10 —ces travaux sont trés antérieurs a ceux de Lyubich— montre que la mesure harmo-
nique pp de 'ensemble de Julia Jp du polynéme P (de degré d) a des propriétés dynamiques
remarquables: elle est mélangeante et si z € C est un point générique,

1
d_n Z (5w — up.
{w, P*(w)=2}

Cette mesure est la mesure d’entropie maximale de Lyubich. Si I'on pose

n—oo

1
Gp(2) = lim —log" [P"(2)],

la “fonction d’échappement” du polynome P, alors G p est sous harmonique et c’est la fonction
de Green de I'ensemble de Julia Jp, de plus up = dd°Gp. Sibony ! a remarqué que le lemme
de Hartogs pouvait ainsi remplacer le théoreme de Montel pour montrer certaines propriétés

7. A 2 dimensional mapping with a strange attractor. Comm. Math. Phys. 50 (1976).

8. The dynamics of the Hénon map. Ann. of Math. 133 (1991).

9. Entropy properties of rational mappings of the Riemann sphere. Ergodic Th. Dyn. Systems 3 (1983).
10. Invariant sets under iteration of rational functions. Ark. Mat. 6 (1965).
11. Notes de cours UCLA, non publiées, 1984.
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de l’ensemble de Julia. Ces idées sont le point de départ de la théorie de litération des
applications polynomiales de plusieurs variables.

Un troisieme point important est la notion d’application d’allure polynomiale (Douady-
Hubbard [DH]): une application est dite d’allure polynomiale si c’est un revétement ramifié
holomorphe U — V, ou U et V sont des disques topologiques du plan tels que U CC V.
Autrement dit une telle application présente la méme allure topologique qu’un polynéme
au voisinage de l'infini. Le fait remarquable est que la dynamique de ces applications n’est
pas plus générale que celle des polynémes puisqu’une application d’allure polynomiale est
conjuguée a un polynéome de méme degré.

Un développement plus récent est I'introduction par Sullivan '? de laminations associées
a la dynamique, hors de l'ensemble de Julia, des applications d’allure polynomiale (ou des
endomorphismes dilatants du cercle), dans le but de “coder” la dynamique par cet objet
géométrique. Plus précisément, on munit d’une structure de lamination I’extension naturelle
de la dynamique 3. Lyubich et Minsky [L.M2] on montré qu’on pouvait de facon générale asso-
cier un tel objet & la dynamique des fractions rationnelles de P!, et que de plus la construction
avait sa place dans le fameux “dictionnaire” proposé par Sullivan, entre dynamique dans P!
et groupes Kleinéens. Meiyu Su construit dans [Su] une version “mesurable” de la lamination
de Lyubich-Minsky, qui a le mérite de naturellement faire apparaitre une mesure transverse
et faire ainsi le lien avec la théorie de Ruelle-Sullivan.

C’est Hubbard [Hu] —assisté de Douady et Oberste-Vorth, mentionnés dans l’article- qui a
I’idée en 1985 de considérer dans le champ des applications de Hénon, vues cettes fois comme
des automorphismes polynomiaux de C2, les fonctions d’échappement en temps positif et
négatif (pour une application f de degré d)

i Tog* || 7(2)

)

Gt = lim ilog+ I/ (2)|| et G~ = lim

n—oo " n— o0
qu’il étudie a des fins topologiques. Ces définitions s’étendent sans difficulté aux compositions
d’automorphismes de Hénon, qui représentent, a conjugaison pres, tous les automorphismes
polynomiaux de C? de dynamique non triviale. Ces fonctions sont plurisousharmoniques et
continues dans C2. Sibony introduit la théorie du pluripotentiel dans le sujet, et consideére les
courants T = dd°G™ et T~ = dd°G~, ainsi que la mesure invariante

p = (dd°max(GT,G™)?> =TT AT".

Bedford et Sibony utilisent alors ces idées pour établir les premiéres propriétés des ensembles
invariants K+, K~ et K, qui sont respectivement 1’ensemble des points d’orbite bornée en
temps positif, négatif et total (ces résultats sont rapportés dans le §3 de [BS1]). Bedford et
Smillie [BS1] montrent que les courants T et T~ décrivent respectivement la distribution
asymptotique des images réciproques et directes des coubes algébriques, par exemple, si C

est une courbe algébrique
1

1 7(0)] = (deg O)T™,

12. Bounds, quadratic differentials, and renormalization conjectures. in Mathematics for the twenty-first
century, AMS centennial publications, Providence RI.

13. Ceci est exposé par exemple dans le panorama de Ghys [Gh], auquel nous renvoyons le lecteur pour les
définitions et résultats de base concernant les laminations par surfaces de Riemann
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Ce fait doit étre compris comme un analogue du “A-lemma” en dynamique hyperbolique: la
suite des images réciproques d’un disque coupant la variété instable d’un point converge vers
la variété stable de ce point. La raison pour laquelle une variété algébrique doit “couper” les
courants invariants étant ici de nature homologique (dans P?), un fait compris par Forneess-
Sibony [FS1], qui établissent que le théoréeme de convergence précédent vaut pour une classe
beaucoup plus vaste de courants, et que les courants T+ et T~ sont les seuls courants respec-
tivement portés par K et K.

L’analogie des courants T/~ avec des variétés stable/instable va en fait plus loin [BS1]:
dans le cas des applications de Hénon hyperboliques, ces courants sont exactement ceux de
Ruelle et Sullivan. Une conséquence en est que la mesure p est dans ce cas la mesure de
Bowen, en particulier u mélange, est une mesure de Bernoulli, est 'unique mesure d’entropie
maximale, et décrit la répartition des points selles.

La généralisation de ces résultats a ’ensemble de toutes les applications de Hénon com-
plexes (et plus généralement des automorphismes polynomiaux de C2) fait I'objet d’une série
d’articles [BS3, BLS, BLS2|. Les auteurs montrent dans [BS3] que la mesure p mélange et
que ses exposants de Lyapounov sont non nuls, autrement dit que le systéme est non uni-
formément hyperbolique —un fait qui n’a depuis été démenti a notre connaissance par aucun
systeme holomorphe “non trivial”. Ceci ouvre la voie a l'utilisation de la théorie de Pesin, et
dans [BLS] et [BLS2] les auteurs montrent que p est 'unique mesure d’entropie maximale,
est une mesure de Bernoulli, et décrit la répartition des points selles.

Attardons nous un instant sur ces derniers travaux. Les auteurs étudient en détail la
structure des courants invariants T et T, et généralisent & cet effet les cycles feuilletés
de Ruelle et Sullivan. Voici comment comprendre leur définition. La théorie de Pesin dit
(grossierement) que si un sytéme dynamique est non uniformément hyperbolique relativement
a une mesure de probabilité invariante p, alors, pour tout € > 0, il existe un compact K. de
mesure j(K.) > 1 — e sur lequel il y a une décomposition (uniformément) hyperbolique; en
particulier les variétés stables et instables y ont une taille minorée. La définition des courants
laminaires de [BLS] est adaptée a ce cadre: un courant laminaire 7" est courant qui est un
cycle feuilleté hors d’un ensemble de ||T’|-mesure arbitrairement petite (nous reviendrons
longuement sur ces définitions plus tard). Les auteurs montrent que les courants T et T~
sont laminaires en ce sens.

La propriété de laminarité, des courants T et T, associée a la dynamique, élucide
complétement la structure des courants T et T~ dans les “boites de Pesin”, poussant ainsi
plus loin 'analogie avec les cycles feuilletés de Ruelle-Sullivan. Ceci permet également de
décrire géométriquement la mesure p = T AT~ comme intersection géométrique de ces
courants, ce qui était la motivation (voir [BLS|] pp.79-80) pour lintroduction des courants
laminaires. Un corollaire de ce résultat est que les points selles sont situés dans le support de
u. Ceci corrobore le principe heuristique selon lequel les systemes dynamiques holomorphes
présentent des similitudes remarquables avec les systemes dynamiques hyperboliques: les cou-
rants laminaires jouant ici le role des laminations stable et instable. La laminarité apparait
comme une manifestation globale de I’hyperbolicité non uniforme. Il est a noter que les seuls
autres exemples de biholomorphismes globaux (en dimension 2) dont la dynamique ait été
étudiée sont les automorphismes des surfaces complexes compactes [Cal et que les courants
laminaires apparaissent aussi dans ce cadre.
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La dynamique holomorphe a plusieurs variables complexes s’étend maintenant largement
au dela de la théorie des automorphismes polynomiaux de C2, et la place manque ici pour
en relater tous les récents développements. Un effort important a été effectué pour trouver le
bon cadre d’étude pour la dynamique des applications polynomiales: applications rationnelles
(méromorphes) de P¥ [Sil] et d’autres variétés, algébriques ou non [DF, Gul, DiS]. Briend
et Duval ont montré que les endomorphismes holomorphes de P* sont non uniformément hy-
perboliques, i.e. que les exposants de Lyapounov relativement a la mesure, analogue de celle
de Lyubich, sont strictement positifs. Fornaess et Sibony ont également étudié la dynamique
générique dans certaines classes d’applications transcendantes (de nombreuses références se
trouvent dans [Fol), ainsi que certaines propriétés générales de l'itération des applications
holomorphes entiéres 4. Nous concluerons ce petit apercu par la mention du travail récent de
Dinh-Sibony [DiS] sur la dynamique des applications d’allure polynomiale dans les variétés
complexes, qui permet en particulier d’étudier précisément la dynamique de certaines appli-
cations holomorphes (non injectives) sans hypotheése d’algébricité.

A la lumiere de ce qui vient d’étre exposé, la question que nous nous posons est alors
la suivante: que dire de la dynamique des automorphismes non polynomiaux de plusieurs
variables complexes? Nous n’avons pas d’indication sur la dynamique globale des automor-
phismes transcendants de C? (outre les travaux déja mentionnés de Fornaess-Sibony), la
singularité essentielle & I'infini induisant des difficultés que nous n’avons pas su résoudre. En
revanche, nous montrons que la plus grande partie des propriétés que nous avons mentionnées
des applications de Hénon de C? sont indépendantes de leur caractére polynomial. Celles ci
sont vraies pour une classe de “fers a cheval non uniformément hyperboliques” holomorphes,
qui sont aux applications de Hénon ce que les applications d’allure polynomiale (généralisées)
sont aux polynémes dans C.

Par ailleurs, nous étudions en détail —et hors de leur contexte dynamique— la structure des
courants laminaires, qui apparaissent naturellement dans ce cadre, et dont nous pensons qu’ils
pourraient étre amenés a jouer un role dans la compréhension de la dynamique holomorphe
non uniformément hyperbolique.

14. Fatou and Julia sets for entire mappings in C*. Math. Ann. 311 (1998).
15. Nous ne considérerons en fait que le cas de deux variables.



Présentation des résultats obtenus

Applications d’allure Hénon. Nous venons de voir que les méthodes mises au point pour
I’étude des automorphismes polynomiaux dépendent de fagon cruciale de leur caractére po-
lynomial, et plus précisément des fonctions d’échappement de Brolin-Hubbard. Nous allons
voir que les propriétés dynamiques elles-mémes, établies dans [BS1, BS3, BLS, BLS2], sont
vraies dans un cadre plus général, indépendamment du caractere algébrique de la dynamique.
Entrons deés a présent plus avant dans les détails.

Soit B = {(z,w), |z|,|w| < 1} le bidisque unité dans C?, et 3,B = {(z,w), |z| = 1, |w| < 1}
la partie “verticale” de son bord. Un objet (sous variété ou courant) sera dit “horizontal” si
son support est inclus dans D x D;_. pour un certain € > 0 (un objet horizontal s’appuie sur
la frontiere verticale). Soit f une application holomorphe injective définie au voisinage de B;
f est une application d’allure Hénon si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

i. f(0,B)NB = 0;

i. f(B)N OB C d,B.

Nous nous proposons d’étudier la dynamique de ces applications. Remarquer que les
applications de Hénon elles-mémes vérifient cette définition dans un bidisque suffisamment
grand 6, autrement dit, notre étude généralise bien celle des automorphismes polynomiaux.
Le deuxiéme fait a observer est qu’une définition essentiellement équivalente a été proposée
par Hubbard et Oberste-Vorth [HOJ. Un aspect intéressant de la définition de [HO] est qu’elle
fait naturellement intervenir une notion de degré. Voici comment il est défini: si L est une
droite horizontale quelconque de B, f(L) N B est une sous variété horizontale de B et la
premiére projection pry fait donc de f(L) NB un revétement ramifié de degré d sur le disque
unité . Le nombre d ne dépend pas de L et sera donc appelé le degré de f —bien entendu
si f est une application de Hénon les deux notions coincident si le bidisque est assez grand.
Nous allons montrer que d est le “degré dynamique” de f.

L’ingrédient essentiel de notre étude est —comme pour ’étude ergodique de la plupart
des systemes dynamiques holomorphes de plusieurs variables— la construction de courants
invaiants par la dynamique. Méme si celle-ci est assez simple pour les applications d’allure
Hénon, nous avons délibérément placé la construction dans un cadre aussi général que possible,
en vue d’éventuelles applications futures. Soit donc un ouvert relativement compact 2 d’une
surface complexe M, et V' C 02 I'intérieur d’une variété a bord incluse dans 0f2 (de dimension
réelle 3). On suppose que le couple (£2,V) satisfait

i. f(V)NQ=0;

ii. f(Q)NoQCV.

On note C(€2,V) 'ensemble des courants positifs fermés 7' de bidegré (1,1) a support dans
QUV et tels que Suppdl C V (courants positifs fermés de 2 de masse finie, et dont le

16. Cette propriété est a rapprocher de 'existence de la filtration invariante de Friedland-Milnor, qui est une
propriété de base de la dynamique.
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support s’appuie sur V). Le point de départ est la proposition suivante (“la transformée de
graphe pour les courants”):

PROPOSITION  Sous les hypothéses i. et ii. ci-dessus, si T € C(Q,V), LT = 1qf.T € C(Q,V).

Si on veut itérer U'opérateur L, en vue d’obtenir des courants invariants, il faut le norma-
liser afin que les suites de courants obtenues soient de masse localement bornée. Un apport
important des recherches menées sur le sujet ces dernieres années est que si f est une appli-
cation méromorphe définie sur une variété Kahlérienne M, ceci est déterminé par ’action de
fsur Ho (M) (ou H*(M) c’est ici équivalent). Plus précisément, la normalisation dépend de
la suite des itérés de I’application linéaire f* : H%'(M) — HY'(M), dont le rayon spectral
est le degré dynamique de f.

L’adaptation de ce résultat & notre cadre est la suivante (voir la section 1.1; tous les
groupes d’homologie considérés ici sont des groupes d’homologie relative & support compact)

THEOREME 1. Si le triplet (f,Q,V) satisfait les hypothéses ci dessus, Uopérateur L induit
naturellement une action linéaire

Ly Hy(QUV,V) — Hy(QUV,V).

Si de plus (Q,V) satisfait la condition de convezité (C') suivante :
Vo € Q, il existe une (1,1) forme positive w,, w, > 0 prés de x, w, = 0 au voisinage de V;

si py, désigne la norme d’opérateur de L7, et T € C(S,V), alors la suite de courants p,; ' LT
est de masse localement bornée dans €.

11 suffit en fait de restreindre I'action de L, sur le sous espace H2Jr (QUV,V) engendré par les
classes des courants de C(£2,V'). Le degré dynamique est ici le rayon spectral de 'opérateur L.
Naturellement ce théoreme s’applique au cas des applications d’allure Hénon, pour lesquelles
le groupe d’homologie correspondant Ho(B U 9,B,0,B) est de dimension 1 et le degré dyna-
mique est identique au degré déja défini. Nous indiquons brievement a la section 1.2 d’autres
classes d’exemples redevables de ce théoreme. Le lien entre degré dynamique et entropie est
établi (dans le bidisque) a la section 1.3.

Un courant positif fermé horizontal dans B sera dit normalisé s’il est homologue (dans
H>(BUJ,B,0,B)) a une droite horizontale. Nous noterons dorénavant £ 'opérateur de trans-
formée de graphe normalisé sur les courants horizontaux: £ = d~'1p f,; £ préserve 'ensemble
des courants normalisés. Par une extraction convenable on en déduit I’existence d’un courant
normalisé L-invariant T'~, et un raisonnement analogue fournit un courant 7' invariant par
'opérateur adjoint ‘£ = d~'1g f*. Le produit extérieur y = T AT~ définit alors une mesure
de probabilité invariante.

THEOREME 2. Soit f une application d’allure Hénon de degré d dans B, et K = Npezf™(B)
le compact totalement invariant maximal.

Alors lentropie topologique hiop(f| i) vautlogd et la mesure v définie ci dessus est l'unique
mesure d’entropie maximale. De plus u mélange, est une mesure de Bernoulli, et décrit la
répartition des points selles.
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La structure de la preuve est similaire a celle de Bedford, Lyubich et Smillie, mais la
preuve elle méme doit étre remaniée a tous les niveaux. Deux arguments importants sont
notamment issus du travail de Dinh-Sibony [DiS]. Le premier est que les courants invariants
sont a potentiels continus (théoréme 1.2.12). Le point essentiel de la preuve de la propriété
de mélange de p est le théoreme de convergence suivant.

THEOREME 3. Si T est un courant horizontal positif fermé normalisé, la suite de courants
LT converge vers l'unique courant L-invariant normalisé T~ .

La difficulté de la preuve réside dans le fait que nous travaillons directement au niveau
des courants, et non des potentiels —il nous a été impossible de mener a bien cette deuxieme
approche. Nous adaptons les arguments de [DiS], basés sur le Principe du Maximum et le
lemme de Hartogs; pour cela nous devons nous ramener a la convergence d’une suite de
fonctions sous harmoniques, et ces fonctions sont construites de la facon suivante: si T" est un
courant positif fermé horizontal, ¢ une (1,1) forme verticale telle que ddp > 0, et si iy est
une famille & un parametre holomorphe d’applications linéaires, alors

0 — (T'(io)"¢)

est une fonction sous harmonique.

La preuve des propriétés entropiques de p nécessite également un certain nombre d’adapta-
tions, dues essentiellement a la forme du théoreme de convergence précédent, plus précisément
au fait qu’il ne donne pas d’information sur la convergence des suites de potentiels. En par-
ticulier, nous ne savons pas si comme pour les applications de Hénon, on a Supp T/~ =
Jt/= = 9K*/~, qui est un point essentiel de la preuve de [BLS]. Nous utilisons & la place
la proposition suivante, qui utilise le résultat de S. Newhouse [N1] liant entropie et taux de
croissance (local) des volumes —déja utilisé a la section 1.3 pour évaluer hyop(f)— et dont nous
pensons qu’elle pourrait s’avérer utile dans d’autres circonstances.

PROPOSITION  Si v est une mesure de probabilité ergodique telle que h,(f) > logd’ alors pour

v-presque tout x, M(Tﬂwlgc(m)) > 0.

La notation W} () désigne ici la variété instable locale de Pesin du point x, dont I'existence
est assurée pour v-presque tout x par '’hypothese sur I'entropie de v. Un autre argument
utilisé dans la preuve du théoreme est la structure (laminaire) des courants invariants dans
les “Boites de Pesin”.

Nous concluons le chapitre par quelques exemples d’automorphismes transcendants de
C?, dont la dynamique est d’allure Hénon dans certains domaines, ce qui était la motivation
initiale de ce travail.

Courants laminaires. Nous entreprenons dans la deuxiéme partie de ce mémoire (chapitres
2 a 5) une étude systématique des courants laminaires. Une motivation sérieuse pour l'inves-
tigation détaillée de ces courants est la question suivante, qui est un des problémes ouverts
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majeurs de la théorie des automorphismes polynomiaux de C?: le probleme est de savoir si
J* = Supp(p) = J, autrement dit si

Supp(T™) N Supp(T~) = Supp(TT AT7).

Ceci nous interroge sur la “géométrie” des courants T et T, et de leur produit extérieur.
Méme si nous ne contribuons pas a proprement parler a ce probleme, nous allons introduire
des classes de courants laminaires, incluant ces courants dynamiques, dont nous analyserons
la structure, de méme que les propriétés de produit extérieur.

Le lecteur ayant déja été en contact avec cette théorie n’aura pas manqué de remar-
quer le foisonnement de définitions interdépendantes. Le probleme de déterminer la “bon-
ne” définition semble en effet central: cette définition hypothétique doit étre suffisamment
générale pour autoriser les applications en dynamique non uniforme, et suffisamment riche
pour conserver de bonnes propriétés géométriques —la référence en ce domaine étant bien
entendu les courants d’intégration. Nous n’avons pas su résister a la tentation de modifier
certaines définitions déja existantes, ainsi que d’en proposer de nouvelles, et nous encoura-
geons le lecteur a conserver a l’esprit la place de chacune d’entre elles dans la hiérarchie des
courants laminaires.

Comme nous ’avons mentionné précédemment, les courants laminaires sont apparus dans
[BLS] comme une généralisation des cycles feuilletés de Ruelle-Sullivan [RS1] au cadre non
uniformément hyperbolique. Rappelons pour commencer quelques définitions basiques (on
pourra consulter pour plus de détails le panorama de Ghys [Gh]). Une lamination par sur-
faces de Riemann (nous dirons plus simplement lamination) est un espace topologique loca-
lement homéomorphe & 7 x D ou 7 est un certain espace topologique, dit “transverse”, et
tel que les cartes ainsi définies soient compatibles, c’est a dire que les homéomorphismes de
transition préservent le deuxieéme facteur. Nous considérerons essentiellement des laminations
plongées, c’est a dire des fermés de ’espace ambiant, laminés pour la topologie induite, et a
I'occasion, des laminations abstraites (en particulier a la section 5.3). Les feuilletages (holo-
morphes) sont des cas particuliers de laminations. On définit les feuilles et les transversales de
maniere analogue au cas des feuilletages. On définit également le pseudogroupe d’holonomie:
rappelons qu’il consiste en une collection d’homéomorphismes locaux entre transversales, qui
représentent le “transport le long des feuilles”. Une mesure transverse invariante est la donnée
d’une mesure sur chaque transversale, cette famille de mesures étant invariante par holono-
mie. Il est connu depuis [RS1, Sul] qu’a une mesure transverse invariante (positive) on peut
naturellement associer un courant fermé (ici positif) de la fagon suivante: si U est un ouvert
de la lamination, que par abus de notation nous supposerons de la forme 7 x D, la mesure
transverse induit une mesure positive u, sur 7 et le courant a la forme suivante dans U:

7= | [{t} x Dldr )

Noter que pour pouvoir parler de courants il faut définir des formes différentielles: une forme
différentielle sur la lamination est dans une carte une famille de formes différentielles sur les
plaques, dépendant continiiment du parametre transverse. Pour que les formes différentielles
soient localement intégrables, il faut que la lamination soit localement compacte. Nous re-
tiendrons également le fait que dans le cas de laminations plongées, les cycles feuilletés sont
localement des courants de bidimension (1,1) au sens usuel dans I’espace ambiant.
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Nous définissons en détail ’'objet de notre étude au chapitre 2. Les courants uniformément
laminaires sont exactement les courants de Ruelle-Sullivan, c’est a dire les cycles feuilletés sur
une lamination plongée (dans un ouvert) et munie d’une mesure transverse invariante —nous
n’utiliserons plus la terminologie “cycle feuilleté” par la suite. Nous établissons une liste de
propriétés de base de ces courants. Nous présentons également les courants uniformément
laminaires a plis qui sont une généralisation naturelle des précédents, et qui se situent du coté
des courants uniformément laminaires dans la gradation souple/rigide évoquée plus haut. Nous
renvoyons a l'introduction de la section 2.2 pour plus de renseignements sur nos motivations
pour introduire cette classe de courants.

Venons-en aux courants laminaires généraux; il est d’abord a noter que nous n’utilisons pas
exactement la méme définition que [BLS], plus précisément, notre notion de courant laminaire
correspond dans leur terminologie aux “courants faiblement laminaires”, et nous incluons les
“courants laminaires” de [BLS] comme cas particulier de la définition. Il nous semble en effet
que les propriétés de ces deux classes de courants ne présentent pas de différences signifi-
catives, et que ce sont —ce que nous appelons— les courants laminaires qui apparaissent le
plus naturellement dans les applications. Rappelons que l’esprit de la définition des courants
laminaires est “un courant laminaire 7" est uniformément laminaire hors d’un ensemble de
| T|| mesure arbitrairement petite”. En voici la définition exacte !7:

DEFINITION Soit Q un ouvert de C2. Le courant T est laminaire dans Q s’il existe une suite
d’ouverts Q; C Q et des courants Ty, i > 0, uniformément laminaires dans €2; tels que la suite
(T;) croisse vers T.

En particulier (proposition 2.3.3) il existe une famille mesurée de disques holomorphes
disjoints (A,(Aq)aca,i) dans 2 et pour tout o une fonction p,, s.c.i. et positive sur A, tels
que (il s’agit de la définition originale de [BLS])

T= /,4 PalAaldi(a). (1)

Toute la subtilité de la définition réside dans le fait que les disques A, ne sont pas nécessaire-
ment des sous variétés de €, i.e. on peut avoir A, # () dans Q. Ceci est nécessaire en vue
d’applications en dynamique non uniformément hyperbolique, ou justement on ne dispose pas
de renseignements sur la taille des variétés stables/instables locales. Par définition le disque
A sera dit subordonné & T s’il existe un courant uniformément laminaire S < T, pour lequel
A est inclus dans une feuille de la lamination sous jacente, qui est située dans le support de
la mesure transverse. Cette définition est indépendante de la représentation (1) de T' comme
intégrale d’une famille de disques.

Les courants laminaires fermés peuvent alors avoir, en regard de leur caractere de “courants
d’intégration généralisés”, un comportement surprenant, dont nous présentons quelques cas
au chapitre 2. Un exemple important, étudié par Demailly [De2], est le courant

T = dd° max(log™ |2| ,log™ |w|) (2)

17. La définition que nous donnons a la section 2.3 est énoncée de fagon légerement différente —et plus
opératoire— en termes d’une suite Q; de subdivisions de plus en plus fines de €2; 'ouvert €2; correspondant est
alors Q\0Q;.
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dans C?, qui a la structure suivante
7= [ ey xDIax®) + [ D {"are) + [ Vila)
St St St

ol A est la mesure de Lebesgue sur le cercle unité S', et Vy = {(z,w) € C?, z = e“w, |2| > 1}.
T est un courant laminaire fermé de potentiel continu, néanmoins T'AT > 0, et les disques su-
bordonnés a T' “s’arrétent”, tandis que leurs prolongements analytiques se coupent. Le reste
du mémoire sera essentiellement consacré a la construction d’une classe de courants lami-
naires —les courants fortement approximables— naturelle en vue d’applications dynamiques,
et évitant ce type de comportement “pathologique”.

Les seuls classes générales connues d’exemples de courants laminaires sont les suivantes:
soit une application holomorphe injective f : C — M, ou M est une surface complexe Kéhle-
rienne, on appelle (suivant Cantat [Ca))

1 1 " dt
A6:5) = sz O @ N = e [ 00T

ou les masses sont évaluées relativement a la forme de Kéhler ambiante et le facteur m(r,f)
est choisi de sorte que N(r,f) soit de masse 1. Un lemme classique d’Ahlfors affirme alors
qu'il existe une suite r; — oo telles que la suite de courants A(r;,f) (et de méme pour
N(r;j,f)) tende vers un courant fermé A(f) (resp. N(f)). Nous dirons de ces courants qu’ils
sont “adhérents” & la courbe entiere f. La “théorie de Nevanlinna topologique” d’Ahlfors
donne permet de montrer alors les résultats suivants:

- [BLS] Si M = C? et le support de f(C) est verticalement compact (i.e. VR, 3IKp,
F(C)N(Dr x C) C Dg x Dk,) alors les courants de la forme A(f) sont laminaires.
- [Ca] Si M est une variété projective les courants de la forme N(f) sont laminaires.

Ces résultats sont appliqués en dynamique pour obtenir respectivement la laminarité des
courant dynamiques “de Green” pour les applications de Hénon complexes et les automor-
phismes des surfaces K3 projectives. La preuve repose sur des résultats tres précis concernant
la répartition des variétés stables (ou instables), qui ne sont pour Uinstant disponibles, sauf
pour certains exemples particuliers, que dans ce cadre; les images de C n’apparaissent pas
par ailleurs dans la dynamique des applications d’allure Hénon.

Considérons la situation suivante: f est une application rationnelle de degré d de P2, et
on cherche a étudier la laminarité éventuelle du courant de Green T" de f. Si L est une droite
générique, la suite de diviseurs rationnels d~"(f~"(L)) converge au sens des courants vers
T —il faut pour cela supposer que f est algébriquement stable (voir [Sil] ou le chapitre 3
pour plus de détails). Nous sommes alors amenés a étudier la laminarité de la limite au sens
des courants d’une suite de diviseurs rationnels dans P? —cette approche a été adoptée dans
[BS5] dans le cas des automorphismes polynomiaux. Nous donnons au chapitre 3 un critere
géométrique général de laminarité. Le résultat est le suivant. Si C' est une courbe algébrique
dans P2, on note d son degré, C sa normalisée, g son genre géométrique (c’est a dire le genre
de C ), et si x € C' est un point singulier, on note n,(C) le nombre de composantes connexes
locales de C' en .
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THEOREME 4. Soit C,, une suite de courbes (algébriques) irréductibles dans P2, de degré d,,
et telles que d;;'[C,,] — T. On suppose que

gt Y. ma(Cr) =0(dy).
z€Sing(Cr)

Alors T est laminaire.

Ce théoreme peut étre vu comme un résultat de compacité pour certaines suites de courbes
vérifiant des conditions géométriques particulieres. En particulier les courbes considérées sont
nécessairement singulieres, ce qui n’est pas une surprise puisque tous les courants positifs
fermés de P? sont limites de diviseurs rationnels lisses.

Nous pouvons alors donner de nouveaux exemples de courants laminaires en dynamique
des applications rationnelles. Soit M, l'espace (projectif) des applications rationnelles de
degré d. On note dyop(f) le degré topologique de f € M.

THEOREME 5. Il existe un ensemble U C My, résiduel pour la topologie de Zariski, tel que
si f €U et diop(f) < d, alors le courant de Green de f est bien défini et est laminaire.

Remarquer que le théoreme n’implique pas a priori que la laminarité du courant de Green
est générique parmi les applications satisfaisant la condition dy,(f) < d, car la géométrie
de cet ensemble est mal connue. En revanche si F est une famille & paramétres holomorphes
d’applications rationnelles satisfaisant di,,(f) < d, et si F NU est non vide (nous présentons
un exemple de telle famille a la page 87), alors la laminarité est génériquement vraie dans F.

Notre approche traite néanmoins completement le cas des applications birationnelles des
surfaces projectives; I'existence du courant de Green est assurée par les travaux de Cantat
[Ca] et Diller-Favre [DF].

THEOREME 6. Soit un endomorphisme birationnel d’entropie topologique positive d’une sur-
face projective, alors son courant de Green est laminaire.

Ceci ne comprend pas le cas des courants stable et instable des applications d’allure Hénon,
pour lesquelles il faut légerement adapter 'argument. Le théoréme analogue au théoreme 4
pour les courants horizontaux dans un bidisque est vrai et sera démontré a la section 5.1.

Une question vient alors naturellement & I’esprit. Le courant de Demailly (2), qui est limite
de la suite de courbes de Fermat (lisses) dans P2, d’équation

2"+ w" +t" =0 (en cooordonnées homogenes [z : w : t])

peut il s’obtenir grace au théoreme 4?7 Nous allons voir que ce n’est pas le cas, de deux
manieres distinctes, aux chapitres 4 et 5. Nous dirons par la suite des courants laminaires
qui sont limites de diviseurs d,,![C},] satisfaisant la condition du théoréme 4 qu’ils sont for-
tement approximables'® (ou plus simplement approximables) dans P2. Nous considererons
également les courants fortement approximables horizontaux qui sont les courants obtenus
grace au critere analogue au théoreme 4 pour les courants horizontaux dans un bidisque.

18. La définition est en fait plus générale puisqu’elle englobe également les courants adhérents aux courbes
entieres, de la forme A(f).
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La motivation de Bedford-Lyubich-Smillie pour introduire les courants laminaires était de
comprendre géométriquement le produit extérieur T+ AT, ce & quoi les auteurs parviennent
en utilisant de facon cruciale la dynamique. Nous étudions plus systématiquement (i.e. hors
de tout cadre dynamique) au chapitre 4 Uintersection des courants laminaires, et retrouvons
en particulier le résultat de [BLS]; un autre corollaire de notre étude est le fait que le courant
de Demailly (2) n’est pas fortement approximable dans P2

Notre objectif est le suivant: donner une interprétation géométrique au produit extérieur
Ty N Ty de deux courants laminaires, lorsque celui ci est défini (nous donnerons un sens
précis a cette derniére assertion a la section 4.1). Il est bien connu (on pourra par exemple
consulter Demailly [Del]) que dans le cas de courants d’intégration sur des diviseurs, le produit
extérieur pluripotentialiste —lorsqu’il existe— et 'intersection algébro-géométrique coincident.
Nous n’étudierons donc cette question que dans le cas de courants ne chargeant pas les courbes.

Soient Aj et Ay deux disques holomorphes, par définition la mesure [A; N Asg] est la
somme des masses de Dirac aux points d’intersection de A7 et Ao, comptés sans multiplicité
(celle ci n’a pas d’influence sur Uintersection des courants diffus, et on aurait tout autant
pu la compter) si ceux ci sont isolés, [A; N Ay] = 0 si les deux disques ont un ouvert en
commun. Si T} et T5 sont des courants uniformément laminaires diffus, ayant dans 'ouvert
U la représentation

T, = / Aaldui(a), i = 1,2,

on définit la mesure d’intersection géométrique dans U comme
TIAT, = / [A1,a N Az gldp (a)dpa(B),
A x Az

(en particulier TYATy = 0) et on dira que I'intersection T} A Ty est géométrique si le produit
extérieur est bien défini et T} A Ty = T1ATh.

THEOREME 7. L’intersection des courants uniformément laminaires est géométrique.

Il y a de plus un critere simple assurant que le produit extérieur 11 A T5 soit bien défini dans
ce cas: il suffit que les laminations associées n’aient pas de feuille commune (un ensemble de
mesure nulle de feuilles communes suffit pour avoir la méme conclusion).

Si maintenant 77 et T sont des courants laminaires, on dira que le produit extérieur de T
et Ty est géométrique si celui ci est bien défini, et est la limite croissante des produits extérieurs
(géométriques) des courants uniformément laminaires croissant vers T4 et T respectivement.
On voit en particulier que I'auto intersection d’'un courant laminaire est géométrique si et
seulement si elle est nulle. Des exemples trés simples montrent qu’il est illusoire d’espérer
avoir un théoreme tel que le précédent pour des courants laminaires généraux (méme fortement
approximables). Nous montrons en revanche le résultat suivant 1.

THEOREME 8. Soient Ty et Ty des courants laminaires fortement approximables dans P2,
ayant des potentiels locaux continus dans un ouvert Q C P2. Alors le produit extérieur Ty ATy
est géométrique dans 2.

19. Ce résultat est spécifique & P? et ne s’applique donc pas aux courants invariants des applications d’allure
Hénon.
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Ce théoréme est une généralisation du résultat de [BLS] sur la structure de la mesure
T AT~. Un corollaire est que si T est un courant fortement approximable de potentiel
continu dans un ouvert Q C P2 alors T AT = 0 dans €; ceci montre que le courant de
Demailly (2) n’est pas fortement approximable dans P2

Nous analysons plus en détail la structure des courants fortement approximables au cha-
pitre 5. Pour des raisons de clarté, ’exposé est fait dans le cas des courants horizontaux dans
un bidisque —qui est celui des applications (resp. d’allure) de Hénon—, mais nous expliquons
A la section 5.4 comment étendre nos résultats aux courants approximables de P2.

La condition d’horizontalité fait de ces courants des analogues des revétements ramifiés,
dont la fibre est une mesure de probabilité “variant de fagon holomorphe” (proposition 5.1.2,
classique). Notre premier objectif est d’étudier le prolongement analytique des disques subor-
donnés a un tel courant 7', plus précisément de montrer ’assertion suivante: “le prolongement
analytique d’un disque subordonné a T', §’il existe, est lui méme subordonné a T”. Rappelons
que ceci est faux pour le courant (2). Des guillemets sont ici nécessaires car notre définition
des disques subordonnés a T’ fait intervenir un courant uniformément laminaire S < T, et
qu’il s’agirait en fait de parler du prolongement analytique de S. De plus un tel énoncé ne
donne aucune information sur la propagation de la mesure transverse. En voici une version
précise.

THEOREME 9. Soit T' un courant horizontal fortement approzimable dans le bidisque D x D.
Supposons que S soit un courant uniformément laminaire dans U XD, ou U C D est un ouvert
conneze, et tel que S <T dans Uy x D, ou Uy C U est un ouvert non vide.

Alors cette relation s’étend a U x D, i.e. S <T dans U x D.

La preuve repose sur une étude précise de I'approximation de T" par des diviseurs horizontaux
satisfaisant la condition du théoréme 4, et en particulier sur une notion de défaut, analogue
a celle d’Ahlfors-Nevanlinna. Le défaut de T' dans ) x D mesure la proportion de graphes au
dessus de ) dans la masse de T" dans @ x D.

Nous montrons ensuite comment associer une lamination abstraite & un courant fortement
approximable, en adaptant a ce contexte la méthode développée par Meiyu Su [Su] pour
construire une lamination mesurée —qui s’apparente d’ailleurs plutét a un courant laminaire
abstrait— associée & extension naturelle de la dynamique d’une fraction rationnelle dans P*.

THEOREME 10. Soit T un courant horizontal fortement approzimable. Il existe une lamina-
tion L munie d’une injection continue et lisse le long des feuilles i : L — T, respectant la
structure laminaire.

La lamination L est munie d’une mesure transverse invariante telle que si T désigne le
cycle feuilleté associé, on ait naturellement iT=T.

Cette construction n’est véritablement satisfaisante que lorsque le courant 7' est de po-
tentiel continu, puisqu’on démontre dans ce cas que les disques subordonnés a T' ne peuvent
pas se couper —c’est un corollaire simple du théoreme 8. Dans ce cas c’est a “I’ensemble des
disques subordonnés & T” (privé d’un ensemble de disques de mesure nulle) qu’on donne une
structure de lamination; la lamination construite ne dépend alors que de T'. Ceci peut étre
vu, si T" est un courant invariant pour un difféomorphisme holomorphe, comme un analogue
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(mesurable) de la construction de Lyubich-Minsky —il est a signaler que Kaimanovitch et Lyu-
bich [KL] ont récemment étudié la structure mesurable des laminations de Lyubich-Minsky.
Les laminations ainsi construites sont ainsi des versions non uniformément hyperboliques de
celles de Ruelle-Sullivan, le raffinement de la topologie nécessaire pour construire la lamina-
tion étant une manifestation de la non-uniformité.

Publications. Nous n’avons pas mentionné dans cet apercu un travail sur la dynamique
générique en temps réel des champs de vecteurs Hamiltoniens dans C2*, dans lequel nous
montrons notamment que les orbites génériques (en temps réel) d’'un champ de vecteur Hamil-
tonien polynomial dans C2 sont denses dans les lignes de niveau (complexes) du Hamiltonien.
Nous en déduisons ’existence de familles denses de Hamiltoniens transcendants pour lesquels
les orbites génériques explosent en temps fini. Nous reportons le lecteur a l’article [Dul] (paru
au Michigan Math. Journal) pour plus de détails.

Signalons & ce sujet que la dynamique (en temps réel et complexe) des champs de vecteurs
Hamiltoniens holomorphes, de méme que la dynamique holomorphe a plusieurs variables (vue
comme section de Poincaré des systémes précédents) apparaissent en Physique théorique, no-
tamment pour la modélisation de “I'effet tunnel”, dans 'approximation semi classique ?°. La
dynamique des applications birationnelles apparait également en Physique statistique (voir
les références de [DF]).

Les travaux présentés dans ce mémoire ont fait 'objet de la rédaction de deux articles:
[Du2], inclus comme chapitre 3, a paraitre aux Mathematische Annalen, ainsi que [Du3],
soumis, reproduit au chapitre 1.

20. A.Shudo, T.Ikeda. Chaotic tunneling: a remarkable manifestation of classical complex dynamics in non-
integrable quantum phenomena. Phys. D 115(1998).
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Chapitre 1

Applications d'allure Hénon dans C?

Ce premier chapitre est consacré a ’étude des applications d’allure Hénon dans C2, qui
sont aux applications de Hénon complexes ce que les applications d’allure polynomiale sont
aux polynomes dans C. Ces applications ont été introduites par Hubbard et Oberste-Vorth.
Plutot que de chercher a conjuguer ces applications a des automorphismes polynomiaux, nous
adaptons aux premieres les méthodes mises au point pour I’étude des seconds.

Le point crucial est de construire des courants invariants, et nous esquissons a cette fin
(§1.1,et §1.2) une théorie dans un cadre général, en liant I’action sur certains groupes d’ho-
mologie relative et un degré dynamique général.

Nous montrons ensuite dans le cas des applications d’allure Hénon que ces courants sont
“attirants” pour la dynamique, en adaptant une méthode de Dinh-Sibony (§1.4). En utili-
sant les méthodes mises au point par Bedford, Lyubich et Smillie, nous en déduisons (§1.5)
lexistence d’une unique mesure d’entropie maximale (I’entropie topologique est calculée a
la section 1.3), mélangeante, et décrivant la répartition des points selles. Nous donnons a
la derniere section 1.6 quelques exemples d’applications d’allure Hénon en dynamique des
automorphismes transcendants de C2.

Ce chapitre est une reproduction de l'article [Du3].



Introduction

One of the most famous 2-dimensional dynamical systems is Smale’s Horseshoe. It is a basic
example of “simple” map with “complicated” dynamics, and has served as a guideline for the
whole modern development of discrete-time dynamical systems. A very natural question in
this context is to understand the dynamical phenomena occuring when uniform hyperbolicity
of the horseshoe degenerates. This was a motivation for the study of the so called “Hénon

map77

(z,y) — (2® + c+ay,z).

An elegant approach for this problem, which was initiated at the end of the 80’s is to view
the Hénon map as a polynomial selfmap of C?, and try to use complex analytic tools, as well
as intuition from the well developed theory of complex 1 dimensional dynamical systems, to
derive some dynamical information (e.g. [Hu], [BS1], [FS1]). This program led to numerous
results, such as : the computation of topological entropy, the structure of stable/unstable
manifolds, the existence of a unique, mixing, measure of maximal entropy, equidistribution
of saddle orbits, etc., all reminiscent of uniform hyperbolicity.

However, turning back to our original problem, it remains unclear whether these features
are characteristic of the polynomial nature of Hénon mappings, or not. The purpose of this
article is to show that the answer to this last question, in the complex setting, is “no”. More
specifically, we study a class of “Hénon-like” holomorphic diffeomorphisms defined in the
bidisk, and prove they display many of the properties of the preceding list. Our construction
suggests more generally that for many holomorphic dynamical systems defined in open
subsets of (two dimensional) complex manifolds, some conditions of topological nature allow
to construct invariant currents (see e.g. theorem 1.1.7).

Hénon-like mappings were first introduced by J.H. Hubbard and R. Oberste-Vorth [HO]
under the name of “crossed mappings”. They have the same relationship with Hénon maps
as (generalized) polynomial-like mappings do with polynomials in one variable. Let us pre-
cise a little this statement. A Hénon-like map is an injective holomorphic map defined in
the neighborhood of the unit bidisk B, such that f (resp. f~!) maps the “vertical” (resp.
“horizontal”) part of OB strictly outside itself (definition 1.2.1). In particular the image of
any horizontal line is a branched cover of some degree d over the unit disk. The integer d is
called the degree of the Hénon-like map.

It seems natural in this situation to ask for a conjugacy between Hénon-like and Hénon
maps : nevertheless it is easy to produce Hénon-like maps with both attractive and repelling
fixpoints, which is impossible for Hénon maps due to their constant Jacobian. We have to
point out at this stage that T. Dinh and N. Sibony [DiS] studied recently polynomial-like
maps in several variables, obtaining results that parallel properties of holomorphic self maps
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of Pk,

THEOREM 1.1 Let f be a Hénon-like map of degree d > 1 in the bidisk B, and K be the
mazimal totally invariant set.

Then the topological entropy hiop(f|K) equals logd and there exists a unique invariant
measure p of entropy logd. Moreover u is mixing, has local product structure, and saddle
orbits are equidistributed towards .

The method for constructing and studying p is basically the same as in the complex
Hénon case. The main step is to construct stable/unstable invariant currents and show they
are attracting under backward/forward iteration. However, no natural “Green function” is
available here and the invariant currents are obtained by using an adaptation of the classical
Graph Transform method (which aims at constructing invariant manifolds). The ergodic
properties of u are crucially related to convergence of the iterative graph transform process.
Once again, convergence of the Green potentials seems to be uneffective here, and we have
to follow a different approach. We use some convexity properties (“subharmonic variation”)
of positive currents along with an idea of [DiS].

The precise outline of this chapter is as follows. In §1.1 we describe the graph transform
for currents in a general setting. We provide, in dimension 2, a link between this construction
and the formalism of relative homology; this allows us to define a general dynamical degree.
The paragraph concerning relative homology may be skipped as a first reading since for the
convenience of the reader we do not use it in the study of Hénon-like maps.

In section 1.2 we define and detail the action on currents of Hénon-like maps, as well as
“horizontal-like” maps, which are the non injective Hénon-like maps. We also sketch other
possible case studies for the graph transform. Topological entropy of Hénon-like maps is
computed in §1.3, using standard methods.

The convergence of the graph transform is proved in §1.4. This implies, together with
the fact that the invariant currents have continuous potentials, that p is mixing. The fine
structure of y is analyzed in §1.5, following the fundamental paper [BLS] by E. Bedford, M.
Lyubich and J. Smillie closely. There are however some technical difficulties in following the
Pesin-theoretical ideas of this paper, mainly due to the form of our convergence theorem 1.4.1.

We end up (§1.6) by studying some examples of Hénon-like maps occuring in transcen-
dental automorphisms of C2.
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Let © be a relatively compact open subset of a n-dimensional complex manifold M, and
f: N(Q) — M be a dominating holomorphic map (i.e. the Jacobian of f does not vanish
identically), where N(Q) is some neighborhood of Q. We also let K+ = N,>0f () where
f7(92) is by definition the set of points in 2 whose forward n first iterates remain in Q (resp.
K~ =Np>0f™(2)) be the maximal forward (resp. backward) invariant set. We want to find
conditions on (€2, f) ensuring that K+ and K~ have some “analytic structure”. Examples in
higher-dimensional complex dynamics lead us to look for currents supported on these sets.

The setting of the classical graph transform is the following (see for example [Ro]) :
is some small ball centered at a hyperbolic fixpoint = of the C'! map f, of index (k,n — k)
(k positive exponents). Then in suitable coordinates, 2 ~ DF x D" % and f T € Qis a
graph over the k first coordinates, the restriction £LI' = f(I')|q is also a graph. One proves
that £"T converges in the C° topology to K~ = Wt .(x), the local unstable manifold of .
This construction also appears in a more abstract setting near non-periodic points, assuming
some hyperbolic structure (e.g. in Pesin Theory).

Let V' C M. We define C,(Q2, V') as the set of (weakly) positive currents T of bidegree
(p,p) in M, with support in Q UV, such that Supp(dT) C V. If V. C 99, C,(£2,V) is also
the set of positive closed (p,p) currents T' of finite mass in €2, such that Supp(7) NI C V.
Throughout this section, the closure of a set is always meant in M and 14 denotes the
characteristic function of the set A.

The basic analogue of the graph transform for pushing forward currents is the following
proposition. We postpone the examples to the next section.

PROPOSITION 1.1.1 Let f: N(Q) — M as before and suppose there exists a subset V of 0Q
satisfying

i f(V)nQcV;
i fQ)NoQcV.

Then if T € Cp(Q2, V), then LT = 1o f. T € C,(Q, V). Moreover L is continuous in the weak
topology.

An important special case of condition i. is when f(V) N Q is empty. The key point is
that f sends V outside €.

The action of a current 7' on a test form ¢ € D?*"~2(Q) is denoted by (T,¢). Of
course (T, ) is also well defined, even if ¢ is not compactly supported in 2, under the
weaker assumption Suppe N Supp?l CC 2. We also recall for reference the following
obvious fact : if & is a 2n — 2p — 1 form such that SuppT N Suppa CC €2, and T is closed
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Figure 1.1: The classical graph transform.

in Q, then (T,da) = 0 : only write « = xa + (1 — x)a, where x is an appropriate cut-
off function (notice that this is not true under the weaker hypothesis Supp TNSupp da CC Q).

PROOF : Let T' € Cp(2, V), 1o fiT is the restriction to  of the current f,T" defined in f(2).
If p € D?"~2P(Q), then by definition

(Lo fiT, o) = (fT,¢) = (T, f*p).

The last term makes sense because we extend ¢ by 0 to the whole M, and so f*y is a smooth
form in € such that Supp 7' NSupp f*p CC Q (closures are in M). Indeed suppose not: there
exists z € SuppT N f~1(Suppp) N ON. In this case z € V and f(z) € f(f~!Suppy) C
Supp CC ). This contradicts condition i. . Thus LT = 1qf.T is a well defined current
in Q. Moreover if ¢ = da, (LT,da) = (T,d(f*«)) and the same reasoning yields Supp 7' N
Supp(f*a) CC Q, hence (LT,da) =0, i.e. LT is closed in .

It only remains to check that LT € Cp(€2, V). Of course LT is weakly positive. Suppose
x € Supp LT NI Then x = f(y), for some y € SuppT C QU V. By i. and ii., necessarily
x € V. Lastly, LT has finite mass because f is defined in a neighborhood of €. Continuity
is obvious. O

There is an analogue of proposition 1.1.1 for pulling back currents, when this notion
makes sense, that is, for coverings and currents of bidegree (1,1) (see e.g.[Sil]). In this
general setting, however, the graph transform need not preserve finite mass. So only here we
use the following notation: C#(Q, V') is the set of positive closed (p,p) currents 7" in €2, such
that Supp(T)NoQL C V.

PROPOSITION 1.1.2 Assume f : N(Q) — M as in the preceding proposition, and suppose
there exists a subset V' of 02 such that

i fFAV)ynQcv;
ii. f7HQ)NOQCV, where f~HQ)={z€Q, f(z)ecQ}.
Assume also that
- f is a local diffeomorphism;

- or the bidegree (p,p) equals (1,1) and V is closed.
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Then if T € Cf (Q,V), 10f*T € CF(Q,V).

PROOF : we need only treat the second case because the proof of the first one is very similar
to the previous proposition.

We recall that if T is a positive closed current of bidegree (1,1) in €, then locally there
exists a plurisubharmonic (psh) function u such that 7' = ddu. If z € f~1(Q) N Q, f*T is
defined in a neighborhood of by f*T = dd®(u o f). This local expression defines a positive
closed current in Q if it vanishes in a neighborhood of 9f ~1(Q)N€. Suppose z € df ~1(Q)NQ;
by i. f(z) ¢ V,soif y € f~1(Q) NQ is near z, f(y) is far from V which means that w o f is
pluriharmonic in a neighborhood of y. So 1o f*T is a well defined positive closed current in
Q. One readily checks 1o f*T € C#(Q, V) using i. and ii.. O

REMARK 1.1.3 If f is injective (which will be the case in many of the next sections), in the
setting of proposition 1.1.2, one checks, if T' € C,(Q,V), that 1of*T = (f1).(1p)nal).
Note that we do not assume that f~! is defined in .

The two preceding propositions are linked in some cases.

PROPOSITION 1.1.4 Let f: N(Q) — M as before, and suppose V. C 0 satisfies :
i fV)NQ=0;
ii. f(QNoCV.
Then the complement W of V in 0 satifies :
W) NT = 0
- Q)N Ccw.

PROOF : indeed assume x € f~}(W)NQ, then f(x) € WN f(Q) Cc VAW = () and if
ze fAHY)NV, flx) e Qn f(V) =0. 0

In the context of proposition 1.1.1, we obtain a graph transform operator
L:Ch(Q,V)—Cp(Q,V),

which we want to iterate. In order to get limit currents, we need to normalize it suitably, and
find nonwandering conditions ensuring that its range is nonzero. The next theorem tells us
that this can be achieved by using appropriate relative homology groups.

Not to overload the statements and proofs with undue technicalities, we restrict ourselves
to the situation we shall encounter in the next sections. Namely, let (H) be the following set
of hypotheses:

Q) is an open relatively compact subset of a 2-dimensional complex manifold, f is
defined in some neighborhood of Q, V' is a manifold with boundary in 9 (we do not
assume that 0S) is a manifold). This simplifies the treatment of relative homology. We
also assume that f, V satisfy the following hypotheses :

i f(V)NQ=0;

ii. f(YNICV.
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Figure 1.2: setting of lemma 1.1.5.

The complement of a set A is denoted by A€. It is possible to state a bidimensional (p,p)
analogue of these results.

We first associate relative homology classes to currents of C(£2, V) (we drop the subscript
“1” since all currents considered are of bidegree (1,1)). This result is presumably not new;
however we give here a proof since it seems to us that it does not appear anywhere else in the
literature. All homology groups considered in this article are homology groups with compact
supports, with coefficients in C.

LEMMA 1.1.5 If T € C(Q,V), then T defines a natural homology class [T] € Ho(QUV,V,C).

We recall that the group Ho(Q U V,V,C) = H§(Q U V,V,C) is the quotient of the free

additive group (with complex coefficients) of compactly supported 2-chains in Q U V' with
boundary in V by the group of chains homologous to a chain in V. Since C is a field,
homology groups with compact support and (non compactly supported) cohomology groups
are dual to each other [Gre], in the absolute and relative cases. In many cases -say, if Q has
smooth boundary- a homotopy argument yields Ho(Q2 U V,V,C) ~ Hy(Q2,V,C). We denote
by Q4(U) the space of smooth g-forms in U (possibly without compact support).
PROOF : in the following, the coefficient ring is always equal to C so we omit it. First note
that since V' is a manifold with boundary, there exist open tubular neighborhoods V. in M,
homotopy equivalent to V', and Ho(QU V, V) ~ Ho(QU V., VL), Any T € C(Q,V) is also a
current with compact support in QU V,, with boundary in V., via the natural pairing. In fact
we will asociate to T a class [T] € Hy(QU V., V).

For this we have to prove that T acts by duality on H2(QUV., V). A cohomology class in
H?(QUV., V) can be represented by a couple of differential forms (w, ) € Q2(QUVL) x QH(V2),
such that dw =01in QU V. and df = w in V. ([BoTu] p.78). Coboundaries in H2(Q U VL, V%)
are represented by couples (w,#) such that there exists (k,a) € QL(QU VL) x QY(VL), with
de =win QUV; and 0 = k — da in V.

For T € C(2, V) we consider the following pairing

Q2(QUVL) x QY(VL) 3 (w,8) — (T,w) + (dT, 6). (1.1)

We have to check that it depends only on cohomology classes in H2(2 U V., VL), i.e. that
it vanishes on coboundaries. First remember that the Stokes formula holds without any
compact support assumption on w and 6, since the currents we consider do have compact
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support. More precisely, for a current 7' of bidegree (1,1) with compact support and any
smooth differential 1-form ¢, we have

(T.dp) = —(dT, p).
Suppose (w,0) = (dk, k — da), then
(T,w)y 4+ (dT,0) = (T,dr) + (dT, k — do) = (T, dr) + (dT, k) — (dT, dc).

Since T has compact support in Q U V; and d1' has compact support in V;, we conclude by
using the Stokes formula. O

EXAMPLE 1.1.6 In the remaining part of the paper we shall mainly be concerned with the case
where Q = {z,w € C?, |2| <1, |w| <1} is the unit bidisk and V = {(z,w) € 99, |z| = 1}.
Currents of C(2, V') are then called horizontal. Closed 2-forms in QU V; are exact so if (w, )
is as in the lemma, then w = da in QUV, and in H?(QUV,, V%), (w,0) ~ (0,0 —a). Conversely
if 6’ is any closed 1-form in V., then the couple (0,6’) represents a class in H?(Q U V., V.).
We thus get that H2(Q U V., Vz) ~ HY(V.) ~ C since V. has the topology of an open solid
torus. The pairing between T" and (0,6") is (dT,#’) : for example the relative homology class
of a horizontal subvariety is given by the winding number of its boundary.

We want to use these relative homology groups to normalize conveniently the sequences of
currents which occur by iteration. Let HM(QUV, V) be the image of C(Q2, V) in Ha(QUV, V, C).

THEOREM 1.1.7 Under the preceding hypotheses (H), assume further that V satisfies the
following convexity condition (C) : for every x € Q) there exists a weakly positive closed (1,1)
form w,., vanishing in a neighborhood of V', such that w, is strictly positive in a neighborhood
of .

Then the graph transform operator L factors as a linear morphism
L.:Hf (QUV,V)— Hf(QUV,V)

and if p, denotes the operator norm of L7, then the sequence of currents (p,'L"T),>0 has
locally bounded mass in €.

The spectral radius of L., p = lim (,on)l/ ™ appears as the dynamical degree of f. The
relationship between p and the topological entropy of f will be examined on a class of examples
in the next sections.

REMARK 1.1.8 If M = C2, P? or P! x P!, the convexity condition (C) is true if V is rationally
convex in a neighborhood N of Q. Indeed if V is rationally convex in N, then for every x € Q
there exists a curve C'in N, z € C, and V N C = (). Linearly perturbing C' and integrating
provides the desired w, (see [DS]).

This convexity condition has to be understood as the analogue of the Kéhler hypothesis
in dynamics on complex manifolds.

PROOF OF THEOREM 1.1.7 : we first need to show that homologous currents in Ha(QUV, V)
have homologous transforms by £. As in the proof of the preceding lemma, we consider an
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open tubular neighborhood V; of V and we view T € C(£2,V) as a 2-current with compact
support in QU V, such that SuppdT C V CC V.. Recall that Hy(QUV, V) ~ Ho(QUVL, V7).

LEMMA 1.1.9 If [T] = 0 in Ho(Q U V., V), then there exists a current U of degree 1, with
compact support in QUV,, and a current R of degree 2, with compact support in V., such that
T=dU+ R in QU V..

PROOF OF THE LEMMA : note that for usual chains, the claim of the lemma is the definition
of relative boundaries. Recall from lemma 1.1.5 that [T] = 0 in Ho(QQ U VL, V,) if and only if
for any couple of forms (w,#) € Q?(QU V.) x Q1(V%), such that dw = 0 in QU V. and df = w
in V¢,

(T,w) + (dT, 0) = 0.

Recall also (e.g. [dR]) that if a q-dimensional compactly supported current S in an open set
U satisfies (S,a) = 0, for all closed a € Q4(U), then S is the boundary of some compactly
supported (g + 1)—dimensional current.

First, for any closed 6 € QY(V.), (dT,0) = 0. Indeed, (dT,0) is the action by the pairing
(1.1) of T on the couple (0,6) . Thus there exists a 2-dimensional current R;, with compact
support in V;, such that dR; = dT', and T — R; is a closed compactly supported current in
QUVL, such that [T— Ry] = [T]. By construction, (T — Ry,w) = 0 for any closed w € Q?(QUV,)
which is exact in V.

Let F be the subspace of H2(V.) generated by 2-forms in Q?(V.) which are restrictions
of closed 2-forms of Q U V.. T — R; naturally acts by duality on F' in the following way:
if ue F,let we Q?(QU VL), closed, such that the class of w|y. in H2(V;) is u, we define
(T'— R1)(u) to be (T'— Ry,w). The definition is unambiguous since if w|y, ,w’|y. have the same
cohomology class in H?(V.), then w — w’ is exact in V., so (T'— Ry,w —w') = 0. Hence there
exists some homology class with compact support in V. representing the action of T'— Ry on
F'. In other words, there exists a closed current Ro with compact support in V;, such that
for any closed w € Q2(QUVL), (T — Ry, w) = (Ry,w), so T— Ry — Ry is a boundary in QUV,. OJ

We turn back to the proof of theorem 1.1.7. If [T}] = [T3] in Ha(2 U V., V.), then
Ty — Ty = dU + R. Since f(V)NQ = (), if ¢ is small enough, f(Vz) N (QU V) =0, and in Q,
L(Ty —Ts) = L(dU) = dLU. Viewed as a current in Q UV, LU is a degree 1 current with
support in QU V', such that £(T7 —T2) — dLU has support in V. Thus the class [£(T} — T3)]
vanishes and there is a well defined map £, in homology.

It remains to prove that the homology class mod.V of T' € C(2, V) controls the mass of
T on compacts subsets of Q. If z € Q, by (C) there exists a closed positive form w,, strictly
positive near . Then the mass of T near z is not greater than C(T,w,), (C is a constant
depending on w,) which in turn only depends on [T] since w, = 0 near V (see the pairing
(1.1) in lemma 1.1.5). The theorem is proved. O
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Hénon-like and horizontal-like maps. We begin with some notation : B = {|z|, |w| < 1}
is the unit bidisk in C2, 9,B (resp. 0;B) is the “vertical” (resp. “horizontal”) part of the
boundary, 9,B = {|z| = 1, |w| < 1} (resp. 9B = {|z| < 1,|w| = 1}), N(B) is some (unspeci-
fied) neighborhood of B. Let also I (resp. D(a,r)) be the unit disk (resp. the disk of center
a and radius r) in C. Note that horizontal objects (e.g. horizontal currents, see below) in B
hit the boundary 0B in its vertical part.

DEFINITION 1.2.1 A horizontal-like map in B is a dominating holomorphic map f : N(B) —
C? satisfying:

i. £(6,B)NB = 0;
ii. f(B)NOB C 9,B.
An injective horizontal-like map is called Hénon-like.

This definition, as well as all subsequent results can easily be transposed to any bounded
open set in C? biholomorphic to a bidisk. Note also that the definition is stable under small
perturbations in uniform norm; of course it is interesting only when f(B) "B # (). One
defines the respective maximal forward and backward invariant sets K and K, and let
K=K'nK~.

A basic way to construct Hénon-like maps is to perturb Hénon maps in C2. More precisely
let

fi(z,w) = (z1,w1) = (aw + p(2),az), |a| <1

be a Hénon map of degree deg p = d > 1, then if R is so large that |z| = R implies |p(z)| > 2R,
one checks easily that f is Hénon-like in the bidisk D(0, R)2. All holomorphic (possibly
transcendental) perturbations of f, close enough to f in the C° norm in a neighborhood of
D(0, R)? also satisfy definition 1.2.1 in D(0, R)? .

It is not more difficult to produce non injective examples: once again we build on Hénon
maps. Consider the following polynomial map of topological degree 4

fi(zw) = (z1,w1) = ((aw + p(2))%, (a2)?), la| < 1/R,

with R chosen so large that f(9,D(0, R)?) N D(0,R)? = ) as before. The condition on a
ensures that f(D(0, R)2) N dD(0, R)? C 9,D(0, R)?. Again, all close enough C° holomorphic
perturbations of f are horizontal-like in the bidisk D(0, R)?.

There is a related definition, due to J.Hubbard and R.Oberste-Vorth [HOJ, which moti-
vated our definition of Hénon like maps. We denote respectively by L% and LY, the horizon-



1.2. Hénon-like mappings and other examples 27

tal line {w = wp} and the vertical line {z = z¢}; also pr; and pro are the natural projections
B — D.

DEFINITION 1.2.2 [HO] f : B — C2 is a crossed map if there exists open subsets Uy and Us
of B such that f is a holomorphic diffeomorphism Uy — Us, and

-VweD, U N LZ} cCDandpriof:UN LZ} — D is proper of degree d.
-VzeD, UyNL2CcCD and prao f~1: UsN LY — D is proper of degree d.

The next proposition allows to check the definition of crossed maps more easily.

PROPOSITION 1.2.3 Assume f is an injective map defined in N(B). Then f is Hénon-like if
and only if f is a crossed map.

PROOF : we need only prove the “only if” statement. Let Uy = f~!(B)NB =
{r €B, f(x) €B} and Uy = f(U;). By condition i. of definition 1.2.1, U3 N 9,B = 0,
hence for all w € D, Uy N L? cc D. Moreover, by condition ii. if (z,w) € d(Uy N L"), then
f(z,w) € 9,B, which yields the first half of the definition of crossed mappings. Moreover, this
also implies Uy N OB = ), so Uy N LY CC D, and by i. if (z,w) € (Uz N LY), then as f is open
and defined in a neighborhood of B, we get (z,w) € f(B) and f~(z,w) € 9,B. Equality of
degrees of the corresponding proper maps is easy and proved in [HO] : the degree of prq o f
is the number of intersection points between f(L") "B and a generic vertical line LY. These
points correspond by f~! to intersection points between f~1(LY) NB and L. U

REMARK 1.2.4 For general horizontal-like maps, one can define a similar degree, studying
branched covers which occur by pushing horizontal disks.

We now detail the action of horizontal-like mappings on currents. In particular we shall
relate the degree just defined and the dynamical degree of the preceding section. For the
convenience of the reader unfamiliar with homology theory, we only use homological free
arguments. We first list some (well known) properties of horizontal and vertical currents in
B. A horizontal (resp. vertical) positive closed (1,1) current (we abbreviate this as “horizontal
current” in the sequel) is a current of C(B,d,B) (resp. C(B,9,B)). In other words, it is a
positive closed (1,1) current of finite mass in B with horizontal (resp. vertical) support.
Of course properties of horizontal and vertical currents are similar so by now we focus on
horizontal currents.

A basic tool for studying horizontal currents is the following (see also [Sl]). Let T be a
horizontal current, and u be a potential of T, T = ddu, where d° = (0 — 9)/(2in). For z € D
we let m? be the measure (0 dimensional current) on LY,

m® = ddj,u = Ayu(z, -)%dw A dw,
s

where ddS,, A,, are respectively the operator dd® and the Laplacian in the w variable. The
measure m* has compact support in LY = {z} x D since u is pluriharmonic near 9;B. In the
following proposition, we identify measures in LY and measures in B with support in LY. m?
is normalized (and so is dd°) so that the potential of a horizontal line is log |w — wy|, and the
mass of the corresponding slice measure is 1.

ProprosITION 1.2.5 The 0 dimensional current m? is the slice of the current T' over z with
respect to the projection pri. Also m? equals the wedge product T A [LY].
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PROOF : the existence of the wedge product T' A [LY] is ensured because SuppT N LY CC B,
and B is pseudoconvex ([Si2], [Del], [FS2]). In this case it is proved by G. Raby [Ra] that the
slice measure (T, pry, z) exists and equals T' A [LY].

Let v(z,w) = vo(z), where vy is a smooth subharmonic function in I, harmonic near 9D,
we have

T A dd°v = ddu A dd®v = (Awu)%dw A do A (sz)fdz A dz.
7I8 7I8

Now we let vj be the usual regularization of wg(z) = log|z— 20|, so that
(i/4m)A vgdz AN dZ — &, (the Dirac mass at zp), and get m™ =T A [LY ]. O
PROPOSITION 1.2.6 If T is a horizontal current, the slice mass ||m?|| = ||T" A [LY]|| is inde-

pendent of z. Furthermore if T" and TV are respectively horizontal and vertical positive closed
currents of slice mass 1, then the wedge product T" AT is a well defined probability measure
with compact support in B.

Recall that we have normalized slice masses so that the slice mass of a horizontal line is
1. Currents of slice mass 1 will be called normalized. Tt is a classical result (see [S]]) that the
set of normalized horizontal current in B is weakly compact.
PROOF : we recall that m* = ddS,u(z,w), where w is a potential of T'; SuppT C D x D;_. for
some £ > 0, so u is pluriharmonic, hence smooth, near D x 9D_.. First assume u is smooth.
If 7 is the natural embedding LY — B, we have i*dd“u = ddS,u, so

/ ddfuu:/ ddcu:/ ddcu:/ d‘u, (1.2)
Ly Ly {z}xD1—¢ {z}x0D1_¢

where the first equality is the definition of integrating the (1,1) form dd°u on LY. Since u is
pluriharmonic near D x Dy_., this equation holds also, after regularization, for general u. As
the form d“u is closed in a neighborhood of D x 0D;_,, the integral f{z}anl_E du does not
depend on z since the cycles {z} x dD;_. are homologous as z varies.

More generally we prove that [ Th ATV only depends on the slice mass of T" if TV is
fixed. Assume first T is smooth. Let u; and us be potentials of two normalized horizontal
currents 77 = dd“uy and Ty = dd°uq, the form d°(u; — ug) is closed near D x (D\D;_.), and
by equality of the slice masses, f{z}xc’)Dl,E d°(u; —ug) = 0. AsD x (D\D;_.) ~ S, this means
that d°(u; — ug) is exact in D x (D\D;_.). So

/Tl/\Tv—/TQ/\TU = —/ dc(ul—u2)/\TU = —/ danT’ = / aT’ =0
DX@Dl_E ]DJ><8D1_8 8]D)><8D1_5

since T has vertical support.

Moreover for a general vertical positive closed T, the wedge product TP A TV is well
defined and continuous under decreasing sequences, because Supp 7" N SuppT? cC B, and
it has compact support in B. Thus slightly reducing B and using a standard regularization
process gives the result.

By symmetry, we obtain that the mass of the measure 7" A T% only depends on the slice
masses of T" and T?. If T" = [L"] (vesp. TV = [L"]) is the current of integration over some
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horizontal (resp. vertical) line, T A TV is a Dirac measure of mass 1. O

For any horizontal submanifold V' (defined in some neighborhood of B), pr |y is a branched
cover of degree d, and the number d is also the slice mass of [V]. The preceding proposition is
then a generalization of the well known fact that the number of intersection points (with multi-
plicity) between a horizontal curve and a vertical curve is the product of the corresponding pro-
jection degrees on Dx {0} and {0} xID. In the next definition, f ~*(B)NB = {z € B, f(z) € B}.

DEFINITION 1.2.7 Let f : N(B) — C? be a horizontal-like map. The degree of f is the degree
of the branched covering prio f: (f'BNB)NL" — D, where L" is any horizontal line in B.

This definition agrees of course with the one previously discussed in prop 1.2.3. We remark
that for Hénon-like maps, f and f~! have the same degree. Let £ be the push forward graph
transform operator for currents, normalized by the factor 1/d, £ = (1/d)1p f.

PropoSITION 1.2.8 IfT is a normalized horizontal positive closed current, then so is LT .

Under the same hypothesis, the sequence of currents (£L™T') is also normalized, hence has
locally bounded mass in B. Extracting convergent subsequences of Cesaro means

"
1 J
—> T~ 1
" =1

yields an invariant (unstable) current: L7~ = T~. In section 1.4 we will study convergence

properties towards 7~ (in particular 7~ will be shown to be unique).

For Hénon-like maps, we may apply the same construction to f~!, and get an unstable
vertical current 7", invariant under the adjoint of £; u = T AT~ is then an invariant
measure. For horizontal-like maps this requires a little more work (see proposition 1.2.10).

PROOF OF PROPOSITION 1.2.8: by definition of d, the result holds if T" =: Ty is the current of
integration over some horizontal line. If T" is any normalized horizontal current, let ¢ = T —TY.
It suffices to prove that for any vertically supported closed (1,1) form v, (Lp,¢) = 0. By
proposition 1.1.2, 1pf* is a closed vertical form, hence (Lo, 1) = (¢, 1pf*1)) = 0 since for
every vertical closed form v, (¢,1') = 0. O

REMARK 1.2.9 We deliberately did not use the homological formalism of section 1.1, but the
results just stated have a natural interpretation in terms of theorem 1.1.7. First, the exact
homology sequence [Gre] yields Hy(B U 0,B,0,B) ~ H1(9,B) ~ C. Then using the pairing
(1.1), one sees that [ T" AT” depends only on relative homology class [T"] € Hy(BUJ,B, 9,B)
(resp. [T"] € Hao(B U 0yB,0,B)). Hence proposition 1.2.6 tells that the relative homology
class of a horizontal current is given by its slice mass. Last, proposition 1.2.8 is a special case
of theorem 1.1.7, and the dynamical degree of f is d.

Suppose f is a horizontal-like map of degree d in the unit bidisk. By propositions 1.1.4
and 1.1.2, we have a normalized pull back graph transform operator,

1
T+—— LT = Ele*T.
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We need to prove it is conveniently normalized. We will make an additional hypothesis on
our horizontal-like maps, in order to get good duality properties for the graph transform
operators. Such an hypothesis is necessary due to the potential theoretic definition of ‘L.
Recall that f~'(B) NB = {z € B, f(z) € B}, and make the standing assumption that

f: fAB)NB— BN f(B)
is proper. Of course it is automatically satisfied for Hénon-like maps.

PROPOSITION 1.2.10 Let f : N(B) — C? be a horizontal-like map, such that
f:BNfH(B) - BN f(B)

is proper. Let T" and T be respectively horizontal and vertical normalized currents, and ¢
be a test form in BN f(B), then

/¢£ThAT”:/(¢of) ThALLT®.
B B

In particular, letting ¢ = 1 in a neighborhood of Supp £T" N SuppT?, we deduce from prop.
1.2.6 that LTV is a normalized current. In the Hénon like case, the result can be slightly
improved (see proposition 1.4.7).

PROOF : as integrals are compactly supported, taking a slightly smaller bidisk, we are able
to regularize TY. More precisely, with TV = dd“u, u,, is a sequence of psh functions, plurihar-
monic near 9,B and decreasing to u. Then by definition of !£ (prop 1.1.2), {LT? = dd‘u; in
B, with u; — (uo f)/d = h, h pluriharmonic in f~!(B) N B.

We infer

/ ¢ LTV ATY = / udd’¢ A LT" = lim / Upddp N LT"
B B nJB
. 1 * c h 1 * 73C h
=lim [ =f*(updd¢) NT" = [ Z(uwo f)f*dd¢ NT
n Bd ]Bd

where the third equality is the definition of £ acting on test forms. Because f : BN f~1(B) —
BN f(B) is proper, f*dd°¢ is a form with compact support in f~*(B)NB, and the last integral
equals

/ wrdd®(¢po f) NTH + / hdd(¢po fYNTH = /(¢ of) ThALLT™.
B F~1(B)NB B
O

As 'LTV is normalized, the sequence !£L"T has locally bounded mass and taking conver-
gent subsequences of Cesaro means as before yields an ! L-invariant current 7", with support
in N, f~™(B); by propositions 1.2.10 and 1.2.6 y =TT AT~ is an invariant probability mea-
sure. We sum up in a theorem what we have done so far.

THEOREM 1.2.11 Let f: N(B) — C? be a horizontal-like map of degree d, and L and 'L be
respectively the push forward and pull back graph transform operators for currents, normalized
by the factor 1/d.

Then there exists a L-invariant current T~ . If in addition, f : BN f~1(B) — BN f(B)
is proper, then there exists a 'L-invariant current TV, and p = TT AT~ is an invariant
probability measure.
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In the remaining sections of the article we will mainly be concerned with Hénon-like maps,
for the sake of clarity, and study the ergodic properties of u. Recall that the properness
hypothesis is automatic in this case.

We end by proving the crucial fact that for Hénon-like maps the invariant currents have
continuous potentials. We shall prove in section 1.4 that the stable and unstable invariant
currents are unique, but of course the next theorem is a priori valid for any invariant currents.
The theorem is an adaptation of a result of [DiS].

THEOREM 1.2.12 Let f be a Hénon-like map in B. The invariant currents T and T~ have
continuous potential. Moreover the potentials are Hélder continuous, of exponent logd/log M
for TT, where M dominates the derivatives of f on B.

LEMMA 1.2.13 SuppT ™ C K™

PROOF: indeed if ¢ is a test form with support in Int K+, the pushforwards f7¢ are well
defined for n > 0, and since the sequence (f™) is a normal family in Int KT, the sequence of
test forms (fI'¢) has bounded coefficients. Thus

(T%,6) = (L"T%,6) = (T*, 3. f16) = 0

O
PROOF OF THE THEOREM : it is only necessary to deal with TF. Let G be a potential of
T+. We first prove G is locally bounded. Let B_,, = {:U Jfi(x)eB, 0<j< n} In B_q,
we have

G+—2G+of:h

h being a pluriharmonic function. Slightly reducing B if necessary, we may assume |h| < C
in B_;. More generally, iterating this equation and summing yields

Gt ——G+ Z ho fI

inB_,. Ifx €B_p_1\B_p_s then f¥(x) € B_;\B_5 and G*(f*(z)) is bounded from below,
say by C' also.
If v € OK™, then z = limxy, with 2, € B_x_1\B_j_2, s0

-C

Gt (xy) > T

- C > —3C.

1
di

Mw

Il
o

J

As G* is uppersemicontinuous, G*(z) > IimG*(z) > —3C, so G* is bounded on K.
Moreover on Kt we have

- L,

=2 ghe

7=0

so by normal convergence G is continuous on 0K . A classical potential theoretic argument
(see [T] p.53) shows that G is then continuous and bounded below by —3C' on each complex
line. In particular, G > —3C on B.
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We prove global Hélder continuity, following [DiS] closely. Throughout the following lines,
the symbol < means “<, up to a constant independent of =z and y”. If x,y € B_,,, for every
0<k<n,

GH(f@) — GHH W) b —HP W)
+ (| —
|G*(2) — GH(y)| = e -2

7=0

1 Mk
1 _
where M dominates the norm of df on B. Let a = logd/log M, and N = %
o)

that M = d, and |z —y|* = 1/d". Increasing M if necessary, we may assume o < 1. If
n > N, one puts k = N in the inequality (*), and

1
+ + a
|G( G()‘ d—Ner’x yl S|z —y
Now suppose n < N and = € B_,\B_,,_1; we break the argument in two cases, regarding
x and y are close with respect to their distance to K, or not. Suppose first |z —y| >
1d(z, K*). Remark that f"(z) € B\B_y so f"(z) is far from K*. For zp € K we have
LS |f™(x) = f™(xo)| < M™ |x — xo], thus
1 1

1
Yy > - — < +\o
d(z, K )NMn,le o MnaNd(a:K)

Taking k = n in (*), and using M™ < MY =1/ |z — y| yields
|GT(2) = GT(y)] < dw, KA+ MY |z —yl) S d(z, K)* S o —y[*

Next, observe that if y satifies |x —y| = d(z, KT), then d(y, KT) < 2|z —y|, i.e. |z —y| >
%d(y, K ™), so the last result applies also in this case.
To conclude, suppose that [z —y| < $d(z, K*): the function

g: yr—G(x) -G (y)

is pluriharmonic in the ball B(x,d(z, K1)), and bounded by cd(x, K™)* on the sphere by the
preceding observation. By the maximum principle the same is true on the whole ball and by
the Poisson integral formula on complex lines there is a control < d(z, K)*/d(z, K") on the
derivatives of g on the ball of radius d(z, KT)/2, so

[GH (@) =G (y)| S |z —yld(z, K)* ' S o~y
O

Birational-like maps. We want to generalize some classes of birational maps in P? in the
same way Hénon maps generalize to Hénon-like maps. Since we shall restrict ourselves to
horizontal-like and Hénon-like maps in the remaining of the paper, we deliberately leave
some details to the reader. The reader may skip this and the next paragraph as a first reading.
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Let f : P2 — P? be a birational map, with the property that the indeterminacy set I(f 1)
(resp. I(f)) lies in the basins of some attracting cycles of f (resp. f~'). In this setting,
f is algebraically stable and the Green currents Tt and T~ have nice potentials near the
nonwandering set of f (except of course at the periodic cycles attracting the indeterminacy
sets), so it is possible to derive dynamical properties of the measure T AT~ similar to those
of Hénon maps (see e.g. [Gu2]; see also [DF]| for an account on the dynamics of birational
maps).

We want to show that in this context, the graph transform for currents may be applied,
giving rise to new “birational-like” examples.

Let (B;)!_, be a collection of small balls, such that U{_, B; is a neighborhood of the cycles
which attract I(f~'), and such that f(U;B;) CC U;B;. There remains finitely many points
in the orbit of I(f~1), outside U; B;; consider small balls (Bi)i—4+1 around these points such
that f(U]B;) CC U]B;. We do the same operation for the backward orbit of I(f) and get
a family of balls (B;-)j-:l satisfying analogous properties with respect to f~'. We assume
all these balls are disjoint. Furthermore f(C(f)\I(f)) C I(f~!) so if B” is a small enough
neighborhood of C(f), f(B"\ U] B}) CC Ui B;.

Let

O =P?\(U;B; U; B, UB"),

and define Vj to be (U1 B;), Vi1 = (B"\U; B’j), V.=V, UV;, and W to be the complement
of V in 9§2. One checks easily that f(V)NQ =0, and f(2) NIQ C V, thus by propositions
1.1.1 and 1.1.4, forward and backward graph transforms for (1,1) currents are defined.

Since P?\C(f) is a Stein manifold, it is possible to construct transcendental examples by

perturbation. Write in coordinates f = [f1 : f2 : f3] and if (h;)1<3 are holomorphic functions
in P2\C(f), for e small enough

fe=1[fi+ehi: fa+chy: f3+chs]

is a well defined injective holomorphic map Q — P? preserving the topological picture

(€, V,W).

The homology group Ho(2U V, V) may be somewhat complicated to evaluate, however,
since the original birational f naturally preserves the line Ho(P?) — Ho(QQU V, V), also does
fe, which is homotopic to f and the action of f. on the image Im Ho(IP?) C Ho(QU V, V) is
multiplication by d, the degree of f. Furthermore Im Ho(P?) C Hf (QUV, V). Let L. be the
graph transform operator, normalized by the factor 1/d.

The rational convexity condition (C) of theorem 1.1.7 (see also remark 1.1.8) is true at
points = € f~1(Q) N Q. Indeed we prove the following: if z € f~1(€2) N Q there exists an
algebraic curve N such that N N9Q C W. Let y = f(z) € Q and L be any line through y
avoiding U7 B;, then N = f~1(L) avoids U} B; and also B’ since f(B') C U}B;. If ¢ is small
enough,

2NN f(Q) c 1) nQ,

and S being a positive closed current in C(£2, V), such that [S] € Im Ho(P?) (this is the case
if S is the restriction of a current of P?), the sequence of currents £S has locally bounded
mass in f2(2) N Q, thus in  also. This allows us to construct an unstable current 7.



34 Chapitre 1. Applications d'allure Hénon dans C?

Let L. be the pull back graph transform operator, normalized by 1/d. To construct a
stable current 7.7, as in the horizontal-like case, we need to check that ‘L. is conveniently
normalized. If ¢y and ¢y are positive closed (1,1) forms, respectively belonging to C(Q2, V)
and C(Q2,W). We have

<£?¢V7 ¢W> = <¢V7 t£?¢W>

We deduce from this equation that the sequence of currents (‘£L%¢y ) has locally bounded
mass in (2.

Although we do not have an adapted pluripotential theory as in the horizontal-like case,
the currents 75 /~ can be used to produce invariant measures. Let T' € C(€2, V) be a smooth
current, homologous to a complex line (“normalized”), and extract some subsequence n; of
the Cesaro mean of £*T, so that

T

1
lim — Y L£F7 = lim T: = T-.
Jggo n; ; € Jggo J €

Let T be a normalized 'L invariant current.

For all j, T} is a smooth current, and p; = T; AT is a probability measure, compactly
supported in ). Extract a further subsequence jj =: j so that u; — pu. We prove that p is
invariant. Let ¢ be a test function in €2,

/ ¢dp = lim / PT;ATS = lim / TN LTS = lim / L($THATS = lim / pof LLT AT
J—00 J—00 J—00 J—00

Furthermore
LT, Ty = (LT - 7)
j
thus
(LT; —T)) AT = %(m’“T AT —T AT
J
converges to zero as j — oo since 7' is smooth. We deduce that

im [ oo e AT = i [ oo AT = 6o
j—o0

J—o0

So p is an invariant measure.

Ruelle-Sullivan type currents. Dynamical currents were first introduced by D. Ruelle
and D. Sullivan [RS1] as the homological counterpart of the stable and unstable laminations
associated to a uniformly hyperbolic dynamical system. We sketch here how their construction
can be linked to ours.

Let Q be an open set in C2, and f : N(Q) — C? be a holomorphic diffeomorphism such
that A = Npezf™(Q) is a compact hyperbolic set. €2 is said to be an isolating neighborhood
for A. Let Ws/“(A) = ﬂnzof(*/ﬂn(ﬂ) be respectively the stable and unstable sets of A.
If © is small enough, W*/* have the structure of a lamination by complex disks, and it is
proved in [RS1] that these laminations are transversely measured, thus giving rise to foliation
currents (uniformy laminar currents) 7% and T* satisfying invariance relations with respect
to f, namely 1o f*T° = AT®, where log \ is the topological entropy of f|.
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As A CC Q, W (A)NW¥(A)NIQ = 0, hence for some N, W5 (A)NWE(A)NIQ = (), where
W3R (A) = No<nen () (for small enough €2, presumably N = 1 will do). The hypotheses
of proposition 1.1.1 are satisfied, replacing f by ¢ = f%, with V being a neighborhood of
W (A) N R, and similarly for g~1, with W some neighborhood of W (A) N 9. So for any
close enough perturbation of g, possibly non hyperbolic, the graph transform for currents
may be applied; moreover the existence of the Ruelle-Sullivan currents shows that the spaces
C(Q,V) and C(2, W) are non empty and satisfy the convexity condition of theorem 1.1.7.

The philosophy behind this example is that in the complex setting, some (nonuniform)
hyperbolicity may persist after perturbation, if some topological conditions are fulfilled, even
if uniform hyperbolicity is lost. This is one of the motivations for our study of Hénon-like
maps.



1.3. Topological entropy

In several variables holomorphic dynamics, topological entropy has so far most often been
calculated using volume growth of iterated submanifolds. More specifically, Y. Yomdin’s
Theorem [Y] (see also [Gro]) gives a lower bound, and an argument by M. Gromov [Gro] is
used to obtain the reverse inequality.

In the situation of horizontal like maps, we follow the same scheme, however, whereas
Yomdin’s Theorem still applies, with some slight adjustments, Gromov’s argument does not
seem to adapt so easily. We use a theorem of S. Newhouse [N1] instead, which relies heavily
on Pesin Theory.

THEOREM 1.3.1 Let f be a horizontal-like map of degree d in B. The topological entropy of
f islogd.

STEP 1. hyop(f) > logd.

The only difficulty in adapting Yomdin’s Theorem is that we do not deal with a globally
defined dynamical system on a compact manifold. We use some arguments of the correspond-
ing proof of J. Smillie [Sm] for Hénon maps. For references on topological entropy see e.g.
the book by C. Robinson [Ro].

First, the computation of topological entropy only makes sense on K+ = N,,>of "(B) =
Nn>0B_p, where B_,, is inductively defined to be the set of points in B whose n first iterates
remain in B. We define the (n,e) Bowen ball in X around x to be

Bn(x7€) = {y € X, d(fj(.%'),f](y)) <eg 0<y< n}

where d is the usual distance, and M (n, e, X) to be the minimal number of (n,e) Bowen balls
covering X (minimal cardinality of a (n,e) spanning set in X). The topological entropy of

fli+ is

1 1
lim lim sup — log M (n,e, K) = lim lim sup — log M (n, €, K),
n

e—=0 noco N e—=0 n—ooo

since the nonwandering set of f|x+ is contained in K.

Smillie [Sm] proves that

1 1
lim lim sup — log M (n, e, K) = lim limsup — log M (n,e,B_,,). (1.3)
E— n

e—=0 pnooo N 0 nooo

Indeed, first note that the inequality < is clear, and let B be the compact topological space
B =B/0,B (i.e. we identify 0,B to a point p), endowed with the distance

d(m(x), 7(y)) = min{d(z,y), d(z,0,B) + d(y, 0,B)}
d(n(z),p) = d(z,0,B)
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where 7 : B — B is the natural map, and p = 7(9,B). We define f: B — B as

f(n(x)) = n(f(x)) i f(z) € B
f(r(z)) =pif f(z) ¢B

in particular f (p) = p. f is a continuous map, and with an obvious abuse of notation,
f|7r(K+) = f|x+. Furthermore, the distances d and d coincide in some neighborhood of K™

S0 hiop(flx+) = htop(ﬂﬂ(Kﬂ), and the nonwandering set of f is 7(K+) U {p} so

hiop(f) = max(huop(flr(rc+))s Paop (Flipy)) = hiop(fla(rc+)) = Paop(flrc+)-

On the other hand, since d and d coincide near K+, and 7 is 1-1 there,

. 1
hiop(f) > lim lim sup — log M (n,e,B_,,)
£

-0 pooo N

establishing the claim.

Let B’ C B be a slightly smaller bidisk, such that the corresponding maximal invariant
set K remains unchanged. Of course we may replace B_,, by B’ , in the foregoing discussion,
with the advantage that points in B’ are at positive distance from 0B. We prove

1
lim lim sup — log M (n,e,B’_,) > log d.

e—=0 nosco N

The results of the preceding section show that the volume growth of a horizontal line L is
log d, that is

1
limsup — log Vol(f"(LNB’",)) = logd.

n—oo T
Let F(n,e) be a (n,¢) spanning set in B”_,, of minimal cardinality M (n,e,B’,), and v°(n,¢)
be the maximal volume of f™(LNB_, N By(x,¢)) for x € F(n,e), so that
Vol(f*(LNB',)) < M(n,e,B",)1%(n,e).

The main Theorem of [Y] asserts that

1
lim lim sup — log v°(n, &) = 0.
e—=0 pnoco N

To check that it also holds in our setting, just remark that points in B’ ,, are at positive

distance § from JB, and that there is a uniform bound M on the norm of the differential of
f on B, so that the proof of [Y] pp. 290-292 applies without modification.

STEP 2. hop(f) < logd.
We use Newhouse’s Theorem, [N1], Theorem 2. A family A of holomorphic disksy : D — B
is ample over K if for some constant ¢ the following is true :

i fory e A, [¥(0)]| > ¢

ii. for y € A, 7/l ooy < €
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iii. the set of tangent lines to v at v(0), v € A is dense in G(K), where G(K) is the set of
lines through points in K, endowed with the natural topology.

Let

lov(A) = sup lim sup S log Vol(f"(yNB_,)),
~vEA n—oo T

Newhouse’s Theorem! asserts that if A is ample over K, then Ao (f|x) < lov(A). Of course,

if A is made up of restrictions of horizontally supported disks (not necessarily graphs) then

lov(A) < logd. We prove there exists such an ample family.

Let z = (z1,72) € K, fix a < d(K,0B)/2, and v = (vi,v9) € T,C? with ||v| small
compared to d(K,0B). We construct a disk through z, tangent to v at x, contained in a
horizontally supported disk in B. There exists a constant ¢ (which has the same order of
magnitude as d(K,0B)) such that if |va| < ¢|v1], the disk t — (21 + tv1,x2 + tvg), restriction
of a horizontally supported line, is convenient. If |va| > c|v1|, we take the disk

D >t (at? + it + 21, vat + 29) € B.

It is contained in the curve of equation

a 2 (%
U—%(Y—Z’Q) +£(Y_x2)+x1 =X

whose restriction to B is horizontally supported if ||v|| is chosen to be small enough.

"We will sketch a proof of Newhouse’s theorem in 1.5.2 below.
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In this section we study the ergodic properties of the measure =T AT~ for a Hénon-like
map. As in the case of algebraic mappings, these are closely related to convergence properties
of the sequences of currents (L"T),>¢. In the remaining part of this section, we fix a Hénon-
like map f of degree d in B, and denote by C; the set of horizontal positive closed normalized
(i.e. of slice mass 1) currents in B.

The following is the main result of this section. Some crucial arguments (use of linear
perturbations, LP estimates) were suggested to me by Thierry Bousch.

THEOREM 1.4.1 Let T be a horizontal positive closed normalized current, T € Cq, then the
sequence of currents (LT, converges to the unique L-invariant current T~ € Cj.

The general scheme of the proof is to adapt the convexity arguments of Dinh-Sibony [DiS]
to our context. We briefly recall their idea, in the classical polynomial-like setting [DH]. Let
h : U — V be a polynomial-like map of degree k in the plane, U CC V. Then there exists
a measure p, which describes the asymptotic distribution of most preimages of points in V'
(the Lyubich measure). By duality, it suffices to establish the following: for ¢ a continuous
function with compact support in V', the sequence of functions

Pn = kin > ey

[m(y)==

converges to some constant c¢(¢). The idea of [DiS] is to prove it first for ¢ subharmonic in a
neighborhood of U, using a compactness argument for sequences of subharmonic functions (the
Hartogs lemma) and the Maximum principle (to prove cluster values are constant functions).

Dealing now with our Hénon-like maps, we have to produce meaningful sequences
of subharmonic functions. Due to normalization problems, it seems difficult to work
with potentials of currents in C; so we follow a different way (see lemma 1.4.2 below). A
good reference for properties of (pluri-) subharmonic functions is the book by Héormander [H6).

PROOF: We need to show that for any test (1,1)-form ¢, the sequence (L™T, ) converges
to some limit independent of T'. It suffices to take as ¢ a vertically supported p.s.h. form,
that is such that ddp > 0. Indeed, any test form is the difference of two vertical p.s.h. forms
: we need only check that for every compact set K in B there exists a vertical p.s.h ¢, with
dd®p > 0 near K. For this, let zo = (20, wp) € B, let x(z) € D(D) be a cutoff function, x =1
near 29, and a(w) be a smooth subharmonic function in D. Then

vo = x(2)a(w)idz A dz

is a vertical p.s.h. form; replacing z by z 4+ ew for € small enough yields another such form
w1, and ¢ = g + @1 is a vertical p.s.h. form, dd°p > 0 near xg.



40 Chapitre 1. Applications d'allure Hénon dans C?

By now we fix a vertically supported smooth (1,1) form ¢, dd°p > 0. For 6 € D let iy be
the linear contraction
ig: (z,w) — (z,0w),

and for T € Cq, let Ty = (ig)*T € (.

LEMMA 1.4.2 Let Up(0) = (Ty, ). Then Ur is a continuous subharmonic function in D,
Ur(0) = ([w =0],¢), and for p > 1, AUy is a LP function, with

HA‘I’THLP(D) <C ||dd680||Lp(B) ) (1.4)
C being a constant independent of T and .

PROOF OF THE LEMMA : We first assume 7' is smooth. We view T" as a current in D x C so
that T' = ddv, v a plurisubharmonic function in D x C, pluriharmonic for |w| > 1 —e. Fix
0 # 0, (z,w) — v(z, §) is a potential of Ty. Let x € D(B) be a cutoff function, x = 1 near
D?__ D Supp(T) N Supp(y). For 6 # 0, we have

Ur(0) = (Ty, ¢) :/BTeAw:/Bv(z,%)ddC(W)-

We compute the Laplacian, in the 8 variable, of the last expression, for 6 # 0

2

w w

AUy — / [l A ) (2, Lydde (o),
5 10] 0

moreover if x € Suppdy, either ¢ = 0 near = or |w| > 1 — g, thus v is pluriharmonic near
ip ' (z), so
w

2
NgUp = / %(va)(z, )xdde > 0.
B |6 0

This means that ¥p is subharmonic in D\ {0}. On the other hand, since § — ij¢p is
smooth, W7 (0) = (T,i,p) is continuous (here we do not use the smoothness of T') thus
globally subharmonic in . Remark that the modulus of continuity of W1 depends on the
derivatives of ¢ but not on T € Cy. For 6§ = 0,

0P = z,2(2,0)idz N dZ

and
(T,i5p) = /]BT N, z(2,0)idz NdzZ = /D </D gpz7z(z,0)dmz(C)> idz N\ dz
— [ paslethide ndz = (w=0,9)
D

where the second equality is the Slicing Formula [Fe|, [Ra] (recall that for every z, m? has
mass 1).

To prove the LP estimate we write

dd°p = &(z, w)idz Adz A %dw A dio
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(5=dz A dZ is the normalized Lebesgue measure A in D), and

2
2wz = [0 A0z, Y XE AA(2)dA(w) = / [ 2 (Do) (2, w0 )& (2 000" )AA(2)dA(w)
B |0] B

by the change of variables w = fw’ (the domain of integration should be ie_llB%, however A, v
has support in B). Furthermore, since 7' is normalized, §(A,v)(z,w)d\(w) is a probability
measure on {z} x D so by Jensen’s inequality

‘/ [w|? (Apv) (2, w)XE (2, Ow)dA(2)dA (w) §2p1/ ‘\w\Qxf(z,Gw)‘p (Apv)(z, w)dA(z)dA(w);
B B

we integrate with respect to the variable 6:

[ 180wry axe) =271 [ jup ( / |x5<z,ew>\pdx<e>> At dA()d\(w)

—op=1 [ |p[2P—2 2. 0P ! v z w
—27t [ Ju (/( GO dw))Aw AN (w)

<27 [ € o) Ao AN

and f{z}xﬂ) i lw|*~2 AyvdA(w) < 1, so if the cutoff function y is such that y < 1,

| 1802 ax0) < 2 l€11, 5
which concludes the proof in the case T is smooth.

For general T', we use a regularization process T. — T and get that U7 is subharmonic :
we already know it is continuous and the family W7 () converges pointwise as &€ — 0. Since
the LP bound on AW, does not depend on 7T, weak local compactness of LP spaces shows
that AWy is in LP. O

We continue with the proof of the theorem. For n > 1, let W1(0) = (L™"(Ty), ). The
sequence (¥7.(0)), is a bounded sequence of continuous subharmonic functions, since the
sequence of currents (L"(Ty)), has bounded mass (note that for n > 1 the currents £"(Ty)
have support in D x Dy_.). Let

U™(G) =sup {¥73(0), T € C1}.

We claim that U” is a continuous radial subharmonic function in D.

Indeed, n > 1 being fixed, the family {¥7.(¢),T € C;} is a bounded family of subharmonic
functions, so the upper semi continuous regularization (¥™)* is subharmonic; moreover it is
clear that it only depends on |f| since C; is invariant under the rotations is, || = 1 (in
particular this proves that U™ is continuous outside 0, as a convex function of log|z|). For

01, 02 €D,

(Wi (61) — Wi(62)| = |(T, i3, (‘L") — g, ("L70))| < C |61 — b5
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where C depends on n and the derivatives of ¢ but not on 7' € (i, so the family
{U7.(0),T € C1} is equicontinuous, establishing the claim.

Next, for |6y| < 1 so close to 1 that ig,(B) D f(B) N B, we have
{LT, T € C1} C {(ig,):T, T € C1}

so for n >0
(1) < w(6), (1.5)

more generally for every 6 € D, U"*1(9) < U™(fy). This means that the sequence (¥™),
decreases near JD to some ¥(#). By Hartogs’ Lemma, some subsequence converges in LlloC
to a subharmonic function in D which we still denote by W. By lemma 1.4.3 hereafter, the
sequence (¥"),, converges uniformly on compact sets to ¥, and (1.5) implies ¥(1) < ¥(6y),
so the Maximum Principle asserts then that ¥ is a constant c(y).

Let T € C; we have
VO eD, UH(0) < U"(0) — c(p) and ¥7(0) = ¥"(0) = (L"[w = 0], ) — c(¢) also.

Thus by equicontinuity, the Hartogs’ Lemma and the Maximum Principle, W.(f) converges
uniformly on compacts sets to ¢(¢), which completes the proof of theorem 1.4.1. O

LEMMA 1.4.3 The families {U}., T € C;, n >0} and {¥", n > 0} are equicontinuous on
compact subsets of D.

PROOF : it suffices to prove the first statement. We already know that for fixed n > 1, (¥,
is equicontinuous with respect to 7', and uniformly bounded as n, T vary. We use the LP
estimate (1.4) on the Laplacian and the following fact to prove (V7.), is equicontinuous.
FacT. If (w,) is a bounded family of subharmonic functions in D, such that Aw, € LP (p > 1),
and ||Awa | pppy < C, then (wq) is locally equicontinous.

So it only remains to bound the LP norm of AU, for some p > 1. The estimate (1.4) of
lemma 1.4.2 yields

HA‘P%”LIJ(D) <C Htﬁn(ddc‘p)HLP(B) ’

Clearly, for p =1
|*L(dd“p)

1 1
Ellaaf ddp S g ldd®oll 11 (g

o = |
Ll(IB%) I ( )

this is because the action f*, followed by restriction to B do not increase the mass of measures
((2,2) forms). For p > 1, let

a:f(z,w)%dz/\dé/\%dw/\dw:@w

be any (2,2) form. In coordinates, f*« writes as f*a = |Jac f|2 (€ o f)w, where Jac is the
Jacobian determinant. We infer

¢ [Jac f|*[€o fP 1 C1120-2 ppp
el = [ = o e Do

< [laenyo g,
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where the second equality is the change of variables formula, and for p close enough to 1 (p

depends on the Jacobian of f but not on «), the last integral is close to > ||oz||1£p(]B). O

REMARK 1.4.4 We did not prove uniform convergence of (L"T, ) with respect to T, for
fixed ¢. However, we have a weaker form of uniform convergence : ¢ being a fixed vertical
p-s.h. form, there is a sequence ¢, — 0, such that for every T' € Cy, SuppT C D x Dy_,

<‘CnT, @) S <T_’ 90> + En.

This follows from uniform convergence of ¥™ on compacts in ID. It would be interesting to
know whether uniform convergence indeed holds.

REMARK 1.4.5 Unlike in the case of Hénon maps, T/~ here need not be extremal currents
in general : for a hyperbolic Hénon map, constructed by perturbing a hyperbolic polynomial
in C and rescaled so that it is Hénon-like in B, so K C B, as in [FS1], K™ NB is a Cantor set
of vertical lines. 7" is then a uniformly laminar vertical current, by no means extremal.

REMARK 1.4.6 The proof needs injectivity only in the proof of lemma 1.4.3, when estimating
the LP norm of !La. If f is a horizontal like map such that f: f~1(B)NB — BN f(B) is
proper, so that its topological degree is defined, the estimate is multiplied by a factor dy,.
So if diop < d, the convergence theorem for pushing forward currents also holds.

The next step towards ergodicity of u is to prove some convergence results for sequences
of non closed currents. This approach was initiated by [BS3]. In our case, there are some
minor additional assumptions due to the fact that, besides continuity of the potentials of
our invariant currents, we have no information about the convergence of the sequences of
potentials.

We will consider currents of the form

1S, S a positive current in B and ¢ a C* function, with Supp¢ N SuppdSNB =0 (*)
Note in particular that if .S is closed in B, there is no compact support assumption on . We
say that a current T' = ¢S of the form (*) is horizontal (resp. vertical) if S a is horizontally

(resp.vertically) supported current.
We first slightly refine proposition 1.2.10, for Hénon-like maps.

PROPOSITION 1.4.7 Let T" = ¢Sh, T? = ¢S? be respectively a horizontal and a vertical
current of the form (*) and assume

i. either S™ has local continuous potential near Supp;
ii. or SP and SV are closed in B.

then
/ﬁTh ATV = /Th ANLT®. (1.6)
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PROOF : If SV is smooth, equation (1.6) is the definition of the graph transform operator L.
Moreover L£(1S) = (¢ o f~1LS : indeed if z € Supp LS, then z € f(B)NB so f~! is well
defined near x, and the result follows by duality. Proposition 1.2.10 then implies (1.6) in the
case ii..

For the case i., note that using a partition of unity makes the result local near a point
x of Supp LT N SuppT¥. Since LT" has continuous potential near z, (1.6) is stable under
regularization of SV, and the result follows from the smooth case. ([l

PROPOSITION 1.4.8 Let 1S be a horizontal current of the form (*). Assume further
i. either S has local continuous potential near Suppy;
ii. or S is closed in B.

Then the sequences of currents OL™(1S) and iO0L™(S) converge to zero in the mass norm
on compact subsets of B.

The proof is a now classical application of the Cauchy-Schwartz inequality [BS3], [Sil].
PRrROOF : We first check 9(L(¢S)) = L(A(¥S)): by duality, this comes down to proving that
A('Le) = TL(DP) for a test form ¢, which is obvious. By the assumption (*) on 9 and S,
d(YS) = 0¢Y N S. Let 0 be a test form of bidegree (0,1), we have

‘/65”(¢S)A9‘: ‘/ﬁ"(@d)/\S)/\@‘: ‘/aszSA%”H

NI

1
< ‘/Sm’ay)/\@r ‘/Smmnamme

=

_d"/2 /S/\z@@b/\@@[}‘ ‘/L"S/\lﬁ/\&

It remains to bound the mass of £L™S for n > 0. If S is closed this is obvious. The proof in
the other case goes as follows: let x in Supp¥ N Supp S and x be a nonnegative test function,
x = 1 near z, so that x5 = xdd“u, u a continuous plurisubharmonic function. Since x.5 is
a positive horizontal current, its mass can be estimated using a normalized vertical smooth
positive closed form ¢ the following way:

/ L (xS) A ¢ = / xddu AL ¢ = / udd®x AL

and the last term converges to [udd®x A TT as udd®y has continuous coefficients. In
particular the sequence ([ £™(xS) A ¢) is bounded.

Let 6 be a test function. We have
_ - 0
/ i0(L"(6S))0 = / 0L (10 A S) = / P ‘;f 109 A S,
0 i00(L™(1)S)) converges to zero in mass norm. O

REMARK 1.4.9 For a general current 1S of the form (*), due to the form of theorem 1.4.1,
we do not know whether £™(1)S) has locally bounded mass.
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We state the second main convergence result for sequences of pushed forward currents.
Though slightly weaker than the corresponding one for Hénon maps, it allows us to prove p
is mixing.

THEOREM 1.4.10 Let ¥S be a positive horizontal current of the form (*), such that S is
closed, and has continuous potential. Then the sequence of currents L™(1)S) converges to

</¢SAT+> T .

COROLLARY 1.4.11 The measure =TT AT~ is mizing.

PROOF OF THE THEOREM : Let S be the set of cluster values of the sequence L"(¢S); we
want S to be reduced to {¢I'"}, ¢ = [YSATT. If T € S, then T is a horizontal positive
closed current by proposition 1.4.8, and for a normalized vertical closed positive form ¢,

(T.6) = i (£ (05), ) = lim ((6),'L70) = [wSAT*

1—00

since S has local continuous potential. Hence T has slice mass ¢ = [ ¢S ATT.
Without loss of generality we may assume ¢ > 0. S has the following property:

VSp eS8, 351 €S8, LS 1 = Sp;

this is obvious since if Sy = lim L™ (1)S), we just extract a converging subsequence of
Li1(4S). In particular there is a sequence of currents S_; € S, such that £/S_; = T.
By remark 1.4.4, for every vertical (1,1) form ¢ such that dd“p > 0,

(Typ) < (T, ).

We prove the reverse inequality. Replacing ¢ by |4, — ¥ = 1 yields as a set of cluster
values

$1={I¥l.T" -5, S €5

since |||, S is closed. Moreover, for every vertical p.s.h. ¢,

([Pl T™ = Ty0) < (([Wlloe =T, ),
that is, (T, ¢) > (T, ¢). O

Mixing of p is now just a formal verification, using continuity of the various potentials
involved ([BS3], [Sil]).
PROOF OF THE COROLLARY : for two continuous functions ¢, ¢ on Supp p we have to prove
asymptotic independence

[ oo i = ([ o) ([ van).

We may assume ¢, 1 are restrictions to Supp i to test functions. We infer
[too rywin = [1eertynor = [oreaerwr) = [ pdarct )

- / Gt ddoe A LM (6T + / G dd (L7 ($T 7)) + 2 / G dp A dS (LM (WT)),
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where the two last terms converge to zero by proposition 1.4.8 and the first to
(JYTHAT™) [GTdd°p NT™ = ([ Ydp)([ pdp). O

We close this section by a result which will be useful to us in the fine study of u.

PROPOSITION 1.4.12 Let 1S be a current of the form (*), such that S has local continuous
potential near Supp(y). Then

%;ck@w) - (/¢SAT+> T .

PROOF : as in the preceding theorem the cluster values of £"(¢S) are closed (proposition
1.4.8), of slice mass ([ ¢S AT™"). Since the currents £"(¢)S) have locally bounded mass, the
Cesaro process yields £ invariant currents, and we conclude by uniqueness of the invariant
current T'~. U



1.5. Entropy and product structure of u

In this section we use the preceding convergence theorems for sequences of currents to derive
information on the structure of pu. The results obtained here parallel the ones obtained
in [BLS] and [Ca] in the dynamics of polynomial automorphisms of C? and K3 surfaces
respectively. We rely heavily on [BLS], insisting only on the modifications needed in the
proofs. We follow however a slightly different way, in order to take advantage of the laminarity
of the invariant currents.

In the following, f is a Hénon-like map of degree d. We make some use of Pesin’s theory of
nonuniformly hyperbolic dynamical systems; a general account is to be found in the appendix
by A. Katok and L. Mendoza of the book [KH], [BLS| contains a presentation adapted to
our context. Note that in general the dynamical system under consideration is assumed to
be everywhere defined on a manifold, but what is only needed is it to be defined in some
neighborhood of the invariant compact set under study (see e.g. the book [KS]).

For M an open submanifold, and T" a current with continuous potential we use the notation
T|ar for the restriction of T' to M, that is the wedge product T' A [M]. The main new result
is the following proposition.

PROPOSITION 1.5.1 Let v be an ergodic probability measure, such that h,(f) > %. Then
for v-a.e. point x, T*\W%C(m) has positive mass.

PROOF : Since v has positive entropy, it has a positive Lyapounov exponent x by the Ruelle
inequality, thus also a negative one x~ because the maps we consider are automorphisms,
and these are the only exponents since the ambient space is (complex) 2-dimensional, so v is
hyperbolic. In particular the Pesin local unstable manifolds are well defined at a.e. . The

" {o. [Tr w1 > o}

is f invariant, so by ergodicity it suffices to prove it has positive v-measure.

Recall that the Pesin-Osedelets theorem provides us, for each fixed positive ¢, with “Lya-
pounov charts” ¢,(B(0,7(z)) at a.e. z, with € slowly varying distortion and size r(x), on
which f acts, up to a C'! error ¢, like a diagonal matrix of entries eX" and eX . The respective
eigendirections are called “unstable” and “stable”, and the local unstable (resp. stable) man-
ifolds are graphs over the unstable (resp. stable) direction in Lyapounov charts. Moreover,
for every n > 0, there exists a compact set A,, v(A,) > 1 —n, such that the charts vary
continuously on A,; in particular their size is bounded from below there, as well as the angle
between the stable and unstable direction. A, can be covered by finitely many Lyapounov
charts of positive measure. In the next lemma, we take A := Ay 5.

The following result is implicit in [N1], where it is proved for measures of almost maximal
entropy, but it holds for any hyperbolic measure (see also [Co] for related statements). We
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sketch a proof for completeness. Recall that B_,, is the set of points in B whose n first iterates
remain in B.

LEMMA 1.5.2 Let e > 0 and @ be a Lyapounov chart, as in the discussion above, and let A
be a disk in Q, transverse to the stable direction. Then there exists a constant C' (independent
of €) such that

lim inf 1 log Vol(f"(ANB_,)) > h,(f) — Ce.
n

n—oo

Herebelow, by abuse of notation, we replace f*(ANB_,,) by f™(A), which has no impor-
tance, since we only work in Lyapounov charts.
PROOF : it is a theorem of Katok [K] that measure theoretic entropy can be computed using
(n,e0) spanning sets. More precisely, let N(gg,n) denote the minimal cardinality of a set of
(n,e0) Bowen balls By (xj,¢0) in @, such that U;B,,(z;,e0) has measure > v(Q)/2. Then

1
lim limsup —log N(g9,n) = hy(f).

€0—0 pooo N

Fix g9 > 0 and let F(g9,n) be a maximal (n, () separated set in @ N A, by definition

U Bn(.%'j,z’:“o) DQNA

xz;E€F (e0,n)

so #F(eg,n) > N(eg,n).

Let A be a disk in @, such that ANW} (y) is a single point A(y), for y € AN Q. Recall
that the size of the Lyapounov charts satifies 7(z) > r on A. By projection along the stable
direction in @, there exists a constant o, uniform in y € Q N A such that A contains a graph
W(y) over a disk in W} _(y), centered at y, and of size egor(y), with graphing function g,,
W(y) = gy(eoorD"(y)).

For y € F(egp,n), let

n

Bu(y) = () £ (070 BO (W) -

k=0

which is an approximation of W*#(y), and

Wa(y) = Bu(y) N gy(c00re” " D" (y))

where C' denotes a constant independent of n, ¢, y, €g, determined by the Pesin Theorem,
which may change from line to line. W, (y) is a piece of A, and by the overflowing property
of unstable disks under forward iteration, f"(W,(y)) contains a graph over the unstable
direction at f™(y), of size > K(gq,0,7)e~", thus Vol(f"W"(y)) > K(eo,0o,7)e” ", If we
can prove that the disks W, (y) C A, y € F(eg,n) are disjoint, this yields

Vol(f™(A)) > Z vol(f*W™(y)) > K(eg,0,7) - #F(onn)6706n7
yEF (e0,n)

which is the claim of the lemma.
We prove that for v,y € F(eo,n), fF(Wn(y)) N f¥(W,(y')) = 0 for some k. Note that
by construction, the iterates f¥(W,(y)) remain close to f¥(y), and since F(gp,n) is an
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(20,n) separated set, it suffices to show that the diameters diam (f*(W,(y))) do not exceed,
say, €9/10. This is done by Newhouse (on p.296) for k¥ < n — ki, k; independent of n
(for k close to n, the diameter of f¥(W,(y)) may be comparable to £¢) by an argument
involving the negative Lyapounov exponent also. We can pick F'(g9,n) C F(gg,n), with
#F'(g9,n) > C~ 14 F (g9, n) so that if y,y’ € F'(eo,n), f/(y) and f7(y') are o separated, for
j <n — ky. This concludes the proof of the lemma. O

We continue with the proof of prop. 1.5.1. We are left with a set QN A of positive measure
such that if y € @ N A, the volume of f™"(W}“.(y)) has exponential growth > A", where

log d
%<lgz\<h(f)

Let S = [W}.(y)] for such a y, and let ¢ be a test function, with Suppt N SuppdS = 0. We
denote by L4 the non normalized graph transform operator, L4 = dL = 1gf., and consider
the sequence of currents

1
m—nﬁg(wS), where m, = M (Eg;(iﬁS)) > 2"

We prove that 8( L (T/JS)) converges to zero in mass norm. Let 6 be a (0,1)-form, then,
as in proposition 1. 4 8

L% (1S) 1 |z Lns |3
/ﬁ A@Hﬁ———L/SA%wAGw L/ ANiOND
\/m_n My,

We cannot relate a priori the mass of £7,S to that of L (1S), furthermore (see remark 1.4.9),
the results of the preceding section do not give any bound on the mass of £™S. On the other
hand we claim that for every d' > d, M ( S/ (d/)") — 0. Indeed, suppose not, this means
that

lim su
neup(d)

so by Yomdin’s Theorem hyqp,(f) > log d’ which contradicts theorem 1.3.1.
Let ', such that A2 > d' > d, we get

'/ﬁ" ¥S) 06| <

Vol (fn(Wloc( ))) >0

nS _5
(j)nMe/\e

d/ n/2

which converges to zero since m, > A". One checks easily that (z@@ﬁ" (S)) — 0 also.
Let T be a cluster value of the sequence (mn L7 (1/15)), T is a horlzontal closed current of
mass 1, in particular [T AT > 0, thus for n large enough,

/T*Agg%ﬁ>0
mn

Indeed let G be a potential of TT, and ¢ be a test function, ¢ = 1 near K, we infer

c cr L7 (1S
L/ B e e Al /fﬁdwa #( U/cﬁ Adde=E ( +2/kﬁd Af——ﬁﬂl,

My n
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and since G is continuous, the last two terms tend to zero while the first converges (after
suitable extraction) to [ GTdd°¢p AT = [T ATT > 0. We conclude that [T+ A4S >0. O

The next two results make the interplay between the invariant currents 77/~ and Pesin
Theory more precise. For references on laminar currents see the next chapters or [BLS], [Ca].
The next proposition is a special case of theorem 5.1.4 nevertheless we provide here a proof.

PROPOSITION 1.5.3 The currents TT and T~ are laminar.

PROOF : it suffices to restrict to some smaller bidisk B’ C B. Let L be a horizontal line and
Cn = f"(LNB_,); (Cp) is a sequence of smooth curves satisfying
1 _

To get laminarity of T~ it suffices to prove, in the spirit of theorem 3.1, and [BS5], that the
number #tg(C),) of vertical tangencies of C,, is O(d"), as well as the number of tangencies
with a slightly perturbed vertical direction.

By the Maximum Principle each connected component of L NB_,, is simply connected; so
7 o f*|LAB_,, is a branched cover of degree d" of some simply connected open subset of the
unit disk onto the unit disk. The Riemann Hurwitz formula then reads

X(L N Bfn) = an(]D) - #tg(cn),

and simple connectivity implies that x(L NB_,) > 0, thus #tg(C,) < d"x(D) < d".
Since f is also Hénon-like in perturbed bidisks B, with B’ € B C B, we get the same
control for projections close to be vertical. O

The major step towards a precise understanding of the structure of the invariant currents
is the following holonomy invariance Theorem of [BLS]. We state it in a general form- the
assumption h,(f) > (logd)/2 is needed because the result of proposition 1.5.1 is required in
the proof.

Before we state the theorem, we need to recall the formalism of Pesin boxes, used in [BLS].
A Pesin box for v is a compact set P of positive v-measure, together with a neighborhood N/
of P, biholomorphic to a bidisk, such that

- for every x € P, W () "N (resp. W (x) NN) is a horizontal (resp. vertical) graph
in N~ B. We denote them respectively by W3(x) and Wi (z);

- for all z,y € P, the unique intersection point between W (x) N Wi (y) is in P.

We also use the notation
Py = | J Wil (@)
zeP
L"(P) is (the support of) a lamination by horizontal graphs in N (similarly for £5(P)), and
P = LY(P)NL*(P). It is easily seen that if Py := L*(P)NW3:(x) (resp. Py := L3(P)NW(x))
then for every z, P$ (resp. P"(x)) is homeomorphic to a fixed P* (P"), and P ~ P® x P".
The Pesin regular set can be covered by an at most countable family of Pesin boxes.
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THEOREM 1.5.4 ([BLS]) Let v be an ergodic measure, such that h,(f) > logd. Let P be a
Pesin box for v, and L5(P) be the stable lamination in N'. If Dy, Do are disks transverse
to L3(P), then the holonomy map (D1, Do, P®) along L*(P) preserves the slice measures of
T+, that is,

7(D1, Do, L2(P))« (T ) 2spy = (T o) 2s(p)-

As a corollary of this theorem, the laminar structures of 77 and T~ are subordinate to
the stable/unstable partition in Pesin boxes (see [BLS] section 8 for details).

THEOREM 1.5.5 The measure = T AT~ is the unique measure of maximal entropy log d.
Moreover p has local product structure.

A corollary of the theorem is that p is a Bernoulli measure. The first step is [BLS]
Proposition 3.2, which applies verbatim to our setting, using proposition 1.5.1.

PROPOSITION 1.5.6 If v is a measure of entropy logd, then for v a.e. x, the class of the
conditional measure v(-|W} (z)) (resp. v(-|W} (x))) is induced by Tt (resp. T~ ).

PROOF OF THEOREM 1.5.5 : a theorem of Newhouse [N2] implies the existence of a measure
v of maximal entropy, we may choose v to be ergodic and of mass 1. Once again, it is stated
for endomorphisms of compact manifolds but it holds in our situation, since its tools are
ergodic- and Pesin-theoretic. The preceding proposition, together with proposition 1.5.1 tell
us that for v a.e. z,

LAAS LK) B

Ve = VUWieel®) = e w @l = v@)

where p(z) > 0. Moreover the Birkhoff ergodic Theorem plus dominated convergence imply

that for a.e. =
n—1

LS (M = v, (1.7)

k=0

3

We want to use proposition 1.4.12 and v} ﬁT‘F A [WE.(x)] to deduce from (1.7) that
1 = v. However, proposition 1.4.12 requires continuous potentials, so we will diffuse the

current [W (x)] in the unstable lamination.

Indeed, let P C N be a Pesin box. The unstable current induces a transversal measure
in £"(P) by the preceding theorem. Given a transversal W§(z) for some z, let v be the
(normalized) measure induced by T~. By the preceding proposition 1.5.6, for v-a.e.z, v
equals the conditional measure v(-|W3(z)), and moreover v(P N Wy (z)) > 0 since P has
positive measure. Without loss of generality, we still denote by v/} the restriction to PNWg-(2).

For x € Suppvy, let I'{;(x) be the leaf of £L“(P) through x, and consider the uniformly
laminar current

§= (O ()]dvz ().
W3 (2)

By holonomy invariance of the induced measures, S < p*T"~ (p® is some positive normalization
constant), so by [BLS] Lemma 8.2, S has continuous potential in N.
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For every x € Suppv;, I'{(z) is the unstable manifold of some point p(z) € P. So the
conditional measure u;j(x) is well defined on I'{/(x). Consider the product measure 7, defined

by

b () = /WW ( /F RCLE <y>> s (z).

As before for v a.e. z,
n—1
1 e
) (1.8)
k=0

Moreover 7, may be expressed as a wedge product (see chapter 4 for details)

v, = LwL U (r U5 (x) = T+ LuxysxszN
g /WW) <p(m)T A T3 ( )]>dz() T A</WW) p(m)[FN( )]dvi( )) T+ A S

Slightly reducing P if necessary, p is bounded below and we get S < cl'™, so S has continuous
potential as before, and proposition 1.4.12 applies. Thus for any v, such that Suppy¥ N

Supp ds = 0,
n—1
1 ~ ~
=y chS) = </wS A T*) T,
" k=0
S0, using continuous potentials as before,

n—1

LSTUMTT A @) = ()T AT = ()

k=0

This, together with (1.8), implies that p and v are mutually non singular, hence equal.
The product structure of y follows from proposition 1.5.6 and theorem 1.5.4. U

General Pesin theoretic arguments allow to derive equidistribution of saddle orbits from
the structure of p (e.g. [BLS2]). The only extra need in our context is a control on the
number of periodic points.

PROPOSITION 1.5.7 Let f be a Hénon-like map of degree d. The number of fixed points of
I, counted with multiplicity, is d™.

PROOF : we give here an argument analogous to the Lefschetz Fixed Point formula. It suffices
to prove that two Hénon-like maps of degree d have the same number of periodic points of
any period n, since we already know this number for Hénon maps.

Fix first n = 1, and let fy, f1 be Hénon-like maps in B. Fixed points of f; are intersection
points of the graph I'y, C B x B with the diagonal A. Slightly perturbing the f; by an
affine homotopy make these fixed points simple (of multiplicity 1) without affecting their
total number (with multiplicity).

We have

Ty, NOB xB) C (B x d,B)U (9B x (BUJI,B)),

whereas

ANJB xB) C (9,B x 9,B) U (9B x 9,B);
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thus the intersection I'y, N A is compactly supported in B2. If we are able to show that ffo
and T'y, are homologous in B” mod. (B x 0,B) U (0xB x (B U 9,B)), meaning that in B2
'y, —=T'y, = dU, with U a 5-chain such that

Supp(U) N d(B?) C (B x 9,B) U (8,B x (BU J,B)), (1.9)

we get the desired result because the intersection number between a cycle and a boundary is
0.

We prove I'y, and 'y, are homologous mod. (B x 9,B)U(9,B x (BUJ,B)). If L = D x {w}
is a horizontal line in B, fo(LNB_1) and f1(LNB_;) have the same class in H2(BUJ,B, d,B),
so there is a 3-chain Uy, with support in some ID x D_. such that

fo(LNB_y) — fi(LNB_1) = dUy.

Ur, may be chosen to depend smoothly on L, thus, as L ranges over the set of horizontal
lines in B, Ur(L,UyL) describes a 5-dimensional chain U in B x B, with dU =Ty, — I'y,, and
satisfying the desired assumption (1.9) on the support.

For general n, we do the same operation with I' g := {(, f"(x)), v € B_,}. We have to
stress that the map f™ is not a Hénon-like map since it needs not be defined in B. However,
periodic points lie in K and f” is defined in a neighborhood of K so that periodic points are
intersection points of 'y (as defined above) and A, and we can use the same homological
reasoning. [

REMARK 1.5.8 The homological construction made here by hand is in accordance with the
principle of Lefschetz fixed point theory: the action of f on homology determines the homology
class of I'y.

Let Fixz, be the set of fixed points of f™, Per, be the set of periodic points of exact period
n, and H Per,, the set of hyperbolic periodic points of period n. Of course H Per,, C Per, C
Fix,.

THEOREM 1.5.9 ([BLS2|) Let P, be any of Fix,, Pery, or HPer,. Then
li ! dp =
Jim o 2 Op =
peP,

Moreover the positive Lyapounov exponent x+ () of i can be estimated by averaging at saddle
points, that is,

A corollary of this theorem is the plurisubharmonic dependence of Lyapounov exponents
under parameters.
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A way to produce examples of Hénon-like maps is to perturb one variable (generalized)
polynomial-like maps. Indeed let h : U — V be a polynomial-like map of degree d, with
U~D,U c D0,M), U CCV; we also assume h is defined in a neighborhood of U. We let
f be defined in U x D(0, M) (which is biholomorphic to the bidisk) by

(z,w) — (aw + h(2),az).

Then if |a] < min{1,d(0U,0V)/M}, f is Hénon-like in U x D(0, M). In fact this is also true
(with suitably chosen a) if h only satisfies h(OU) NU = () and h(U) D U. We will call such a
map generalized polynomial-like (GPL map) (note that this is not the usual definition [LM1]
of GPL maps; with the standard definition, only h: h~1(U)NU — U is GPL). The degree of
a GPL map is the degree of h: k=2 (U)NU — U.

Many transcendental maps in C exhibit polynomial-like dynamics in some domains. An
interesting example is the following : let 0 < A < 1/e and consider the map E) : z — Ae®.
FE, maps the open rectangle

Rey =1z, 1<R(z) <¢, —(2N + 1) < (z) < (2N + )7}

onto the annulus A(0, \e, Ae®) (the horizontal sides of the rectangle map to R™). So, if ¢ is
so large that R. v CC A(0, e, Xe®), E) is a GPL map in R. . We deduce that for |a| small
enough, the map

(z,w) — (aw + \e®, az)

is Hénon-like in R, y x D, of degree 2N + 1. In particular it has entropy > log(2N + 1).

More generally, concerning the entropy of transcendental maps such as
f:(z,w) — (aw + h(2),az),

we claim that for |a| small enough, h¢o,(f) > 0, i.e. there exists some invariant compact set
K such that hyp(f|x) > 0. Indeed, it is a consequence of the Ahlfors Five Islands Theorem
that for any entire transcendental map h in C, there exists IV, a disk D in C, and Uy, Us,
with U; CC D such that A" : U; — D is conformal (see [Be] proposition B.3). It is unclear
whether one can choose D with A" (0D)N D = () so that A" |p is GPL, so we cannot directly
construct degree 2 Hénon-like maps. However, for |a| small enough, and 7, j € {1, 2},

AN U xD— U xD

is a degree 1 crossed map (we use crossed maps because we did not allow in our definition
of Hénon-like maps, the source and target bidisks to be different; of course, the definition is
easy to adapt to this case). Following the techniques of [HO| and [FS1], one proves that for
any sequence (i;) € {1,2}", the sequence

{z €Uy, xD, fI¥(z) € U;, x D}
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converges to some vertical disk in U;, x D. We thus get a (fV)* invariant dyadic Cantor
set of vertical disks, and with the same method, a (f"), invariant Cantor set of horizontal
disks. An easy symbolic dynamics argument shows that the dynamics on the intersection of
these two transversal Cantor sets of lines is conjugate to the full shift on 2 symbols, so that
Pgop( ) > log2. This proves our claim. A consequence is that such maps have infinitely
many saddle points [K].

It is possible to construct transcendental maps with infinite entropy (there exists a se-
quence of invariant compact sets K, such that hi,(f|k,) — o00) in the following way. Fix
la| < 1 and let p; be a polynomial of degree d; > 1. The Hénon map

f1:(z,w) — (aw + p1(2),az2)
is Hénon-like in some bidisk D(0, R1)?, as well as any perturbation f such that
1f = fill Lo (o, Ryy2) < &
Let ps be a polynomial of degree dy > di, with |pa| < £/2 on D(0, Ry),
f2 1 (z,w) — (aw + p1(2) + p2(2), az)

is Hénon like in D(0, R;)? of degree d; and in some D(0, R2)? of degree dy. Iterating this
process leads to a map fo,

foolz,w) = (aw + Zpi(z),az> ,
i=1

with the following properties : fo has infinite entropy, for every A > 0 the sequence
)\in( foo)«[w = 0] tends to infinity on compacts sets, and for n large enough, the number of
saddle points of f is greater than A”.
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Chapitre 2

Courants laminaires

L’objet de ce chapitre est de présenter et mettre en concurrence diverses notions de la-
minarité pour les (1,1) courants positifs fermés en dimension deux, le but étant de dégager
la “bonne” définition. Les deux premieres sections sont consacrées a des notions de lamina-
rité uniforme, correspondant, en dynamique, a des situations trés particulieres —hyperbolicité
(quasi) uniforme. Nous introduisons d’abord (section 2.1) les courants unifomément laminaires
qui sont les cycles feuilletés sur une lamination plongée et munie d’une mesure transverse, puis
(section 2.2) introduisons une classe de courants uniformément laminaires a plis dont nous
montrons qu’elle est la cloture de la précédente pour une topologie naturelle. Ces derniers
courants apparaissent naturellement en dynamique des automorphismes polynomiaux quasi
expansifs [BS8].

La troisieme section traite des courants laminaires généraux, pour lesquels nous dressons
une liste de propriétés utiles. Une série d’exemples montre que la définition est trop générale
pour espérer une “théorie géométrique” de ces courants (structure locale, produit d’intersec-
tion...).

Nous tenterons dans les chapitres suivants de mettre en évidence des classes de courants
laminaires se prétant mieux a ce type de questions.



2.1. Courants uniformément laminaires.

La premiere notion a définir est celle de courant uniformément laminaire ou ce qui revient
au méme, de cycle feuilleté, au sens de Sullivan [Sul], [RS1] sur une lamination plongée et
munie d’une mesure transverse invariante. La définition et la terminologie ! sont celles de
Bedford, Lyubich, Smillie [BLS] (et aussi Cantat [Cal); en particulier il est implicite dans
toute la suite que la variété ambiante est de dimension 2. Quelques remarques font d’ores et
déja référence aux courants laminaires et pourront étre omises en premiere lecture.

Les courants uniformément laminaires serviront de base pour la définition & venir des
courants laminaires. Dans les applications en dynamique des applications injectives (auto-
morphismes polynomiaux, applications d’allure Hénon), ils apparaissent en présence d’hyper-
bolicité uniforme -le cas des automorphismes polynomiaux est traité en détail dans [BS1].

DEFINITION 2.1.1 T est un courant uniformément laminaire (UL) si pour tout x € Supp(T),
il existe des ouverts V. O U > x, ou V est biholomorphe au bidisque D? et dans la carte
correspondante de V', T|y est lintégrale directe d’une famille de courants d’intégration sur
des graphes disjoints dans D?, i.e.

il existe une mesure finie p sur {0} x D et une famille mesurable de fonctions holomorphes
fo: D — D, telles que f,(0) = a, les graphes I'y, et 'y, sont disjoints si a # b, et

Tl = [ [0y, nUlduta). (2.1)
{0} xD

Remarquer qu’un courant uniformément laminaire est toujours fermé. Si le besoin s’en fait
sentir, on appellera courant uniformément laminaire élémentaire un courant formé de graphes
dans un bidisque (i.e. de la forme (2.1)). La proposition suivante résume un certain nombre
de faits classiques et utiles sur les courants uniformément laminaires élémentaires.

PROPOSITION 2.1.2 Soit T' un courant uniformément laminaire élémentaire dans le bidisque,
T = [4[Ty,]du(a) comme ci dessus, ot pu est une mesure de probabilité, et A est un borélien
de {0} x D de p-mesure totale. Alors

i. On peut étendre {I'y,} en une famille fermée de graphes disjoints.

ii. Si 1y et 7 sont des graphes verticauz (transversales holomorphes globales) alors I’ ap-
plication d’holonomie r 7, - : 7o N Supp(T) — 7 N Supp(T) est quasi conforme (et
donc a-Hélderienne pour tout o < 1). En particulier la famille de graphes Iy, admet
une structure de lamination plongée L(T').

iii. La mesure (W£7{0}XD7T)*M induite par p sur toute transversale holomorphe globale T est
égale a T N [7].

1. La terminologie différe trés légérement de celle de [BLS] qui appellent localement uniformément laminaires
ces courants.
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Remarquer que lorsqu’on prolonge la famille de graphes {I'y, } a sa fermeture, le courant
lui méme est inchangé puisque la mesure transverse est portée par A. On voit grace a cette
proposition que le support d’un courant uniformément laminaire est naturellement muni d’une
structure de lamination plongée, que ’on notera £(7'). La proposition 2.1.4 montre que cette
structure est unique.

PREUVE: pour le premier point il suffit de remarquer que la famille des graphes est normale
(au sens de Montel) et d’utiliser le lemme d’Hurwitz. Ensuite si on considere deux graphes
verticaux comme au point ii., ils sont isotopes en tant que graphes verticaux, et isomorphes
au disque unité, i.e. 7y et 71 sont membres d'une famille holomorphe de graphes (isotopie

affine) 7, £ D. Par ailleurs un graphe vertical 7 et un graphe horizontal Iy s’intersectent en
exactement un point ce qui permet de définir I’holonomie 7. r, -, sans ambiguité. La trace
U, sy, N75) C D lorsque s varie est alors un mouvement holomorphe et le deuxiéme point
est alors le A—lemma de Mane-Sad-Sullivan [MSS].

Il est possible de donner une preuve directe de la continuité Holder de I'holonomie de la
facon suivante [BS5]: si a et b sont deux parametres distincts et ¢o(s) = ps(I'y, N 75) Ol o
vaut a ou b, alors la fonction

h:s— —loglpa(s) — ¢u(s)l

est harmonique et positive. Le résultat est alors une conséquence directe du principe de Har-
nack: h(1)/h(0) < C ou C ne dépend pas de a et b.

Pour iii., on a vu au chapitre 1 que si S est un courant horizontal positif fermé, la masse
des sections de S par un graphe vertical est une constante. Etant donnée une transversale
Ty, €t une fonction continue ¢ sur 7y, on peut étendre ¢ a la lamination en une fonction (]3
constante le long des feuilles. ¢T est alors fermé, et si 71 est une autre transversale on a

J@) atnl = [@1)Aln)
qui se reformule en

/ H(T A [ro)) = / (Te.m0m)e®) (T A [71]),

c’est a dire que T'A[7] est invariante par holonomie. Par ailleurs il est clair que T Az = 0] = p.
O

Une conséquence de ii., issue de la théorie des mouvements holomorphes [Do], et dont
nous nous servirons entre autres au paragraphe 4.5 est que ’on peut prolonger la lamination
a un voisinage de Supp(7T).

Le fait suivant est élémentaire mais tres utile, nous en faisons donc une proposition séparée.
Le lecteur en trouvera une preuve dans [BLS] lemme 6.4. L’expression “C° proche” dans
I’énoncé mérite un éclaircissement: on ne demande pas seulement la proximité en distance de
Hausdorff (topologie sur I'espace des sous ensembles analytiques), il faut aussi que les variétés
V, V' aient des paramétrisations locales proches en norme uniforme.

PROPOSITION 2.1.3 Soient V et W deux courbes lisses dans un ouwvert U C C2, tangentes d
Vordre k en x. Si V' est une courbe suffisamment C° proche de V et distincte de V', alors V'
intersecte W transversalement en exactement k points prés de x.
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Les courants positifs sont représentables par intégration, ce qui signifie qu’il existe une
mesure positive ||T]|, la mesure trace du courant, et un champ mesurable de (1,1) vecteurs
normés t(z) sur le support du courant 7', tels que I’action de T sur une forme de bidegré (1,1)
¢ (champ de (1,1) covecteurs) soit donnée par

(T'9) = /S (T)<t(93),¢(x)>d 1| (), (2:2)

ou (t(z),p(x)) est I'accouplement naturel entre (1,1) vecteurs et (1,1) covecteurs. On dira
que (2.2) est la décomposition polaire? du courant T. Dans le cas des courants positifs, la
mesure trace est donnée par une formule simple: | 7| = 7' A w ol w est la forme de Kéhler
ambiante -la mesure trace dépend de la métrique: c’est naturel puisque la normalisation des
(1,1) vecteurs en dépend aussi.

Dans le cas d’un courant uniformément laminaire, le champ t(x) est ||T'|| presque partout
le (1,1) vecteur définissant la droite complexe tangente a la feuille de £(T') passant par z. En
particulier c’est un (1,1) vecteur simple, i.e. de la forme u A @. De fagon équivalente, un (1,1)
vecteur est simple si son orthogonal pour le couplage (-,-) est non trivial (il existe un (1,1)
covecteur ¢ tel que (u,p) = 0). La mesure trace est donnée par l'intégrale directe des mesures

trace sur les feuilles:
| [wdanta)| = [ .o

Tout ceci reste vrai dans le cas des courants laminaires (voir la représentation (2.6)).
La proposition suivante est tres utile pour comprendre la relation entre l'ordre sur les
courants positifs et la laminarité. Rappelons que S < 7T ssi T'— S est un courant positif.

PROPOSITION 2.1.4 Soient T} et T des courants uniformément laminaires satisfaisant T7 <
Ty. Alors la lamination L(T1) est subordonnée a L(T3), i.e. toute feuille de L(T1) est une
feuille de L(T5); de plus les mesures transverses induites sur une transversale satisfont p11 <

2.

PREUVE: de T1 < T, on déduit d’abord ||T3|| < ||T2|| par la formule ||T'|| = T A w. Soit
Ty, = T1+T7, par le théoréme de Radon Nikodym on peut écrire ||T4 || = f1 || T2]| o 0 < f1 <1
|| T2 || presque partout, et de méme pour 77. D’out

/ (ta(x),)d | T = / (@) frd | Tl + / (t4 (), ) L | To]) = / (rts () + 1t (@), )d | T

le vecteur to(x) étant positif et simple il s’ensuit que t1(z) et ¢ (z) sont colinéaires & to(x)
p.p.: en effet si ¢ est un (1,1) covecteur positif orthogonal & to, on a

0 < f1<t17¢> + f{<t/17¢> - <t27¢> =0.

Les courants T7 et Th étant uniformément laminaires on en déduit que 17 presque partout la
feuille Li(x) de £(T1) passant par z est tangente a Lo(x). Alors en fait T} presque partout
Li(z) = La(z): si ce n’était pas le cas, les deux feuilles étant presque sirement tangentes, la
proposition précédente fournirait beaucoup d’intersections transverses, ce qui est impossible
(voir [BLS] lemme 6.5. pour plus de détails). O

2. Le lecteur pourra trouver une preuve accessible de I'existence de la décomposition polaire dans [Sim)].
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L’hypothese “T7 uniformément laminaire” peut étre remplacée par “I; laminaire”: on ob-
tient alors que les disques de T; sont subordonnés a la lamination £(75). Le lecteur pourrait
s’étonner de ’hypothese de laminarité faite sur T4; en effet il est vraisemblable que le bon
énoncé serait “si Ty < Tp, T est fermé et Th est uniformément laminaire alors 77 est uni-
formément laminaire” et donc subordonné & T5. Nous ne savons démontrer cet énoncé que
dans un cas particulier, que nous ajoutons ici. Le point délicat réside exclusivement dans le
manque de régularité de I’holonomie, un fait déja remarqué par Sullivan ([Sul], note p.236).

PROPOSITION 2.1.5 Supposons Ty < T ou Ty est un courant positif fermé et To est un
courant uniformément laminaire élémentaire dans le bidisque B, Ty = [[Ty]du(a). Soit .,
Uapplication d’holonomie {0} x D — {z} x D, définie sur le support de To. On suppose que les
dérivées de (z,w) — 71 (w) sont fortement dans L*(Ty). Alors T} est uniformément laminaire
(et subordonné a Ts).

Quelques commentaires sont nécessaires: “fortement dans L2(T3)” signifie ici que si u
désigne la fonction (continue) & valeurs complexes (z,w) +— 7,1 (w) alors d(uTy) = 7 A T,
ot 7 est dans L2(||T»]|) et de plus il existe une suite de fonctions lisses u, — u telles que
du, — 7 dans L?(||T3||). Cette condition apparait® sous une forme trés légerement differente
dans [BeS]. En particulier le résultat est valable quand 1’holonomie est de classe C'!, un cas
traité par Sullivan [Sul] et plus généralement par Demailly [Del]. Il est a signaler que nous ne
connaissons pas de preuve sous I’hypothese “T; laminaire”: ceci met 'accent sur la difficulté
du concept de prolongement analytique des disques d’un courant laminaire, que nous retrou-
verons plus loin (voir en particulier la section 5.2).

PREUVE: on peut prolonger la lamination £(7%) & un voisinage de Supp(7%). Supposons dans
un premier temps que I'application d’holonomie soit lisse de classe C''. Soit y une fonction
test positive de {0} x D et soit x la fonction obtenue par extension constante de x le long des
feuilles de £(T3), c’est & dire x(z,w) = x(7; }(w)), qui est de classe C.
FaIT: le courant x77 est fermé.

En effet YT est fermé car Ty est uniformément laminaire. Il suffit de montrer que 9(x7) =
0. Soit ¢ une (0,1) forme test, on a

(O(RT1).0)] = (0% A Tu,8)| = {T1.0% A 6)] < (T1,i0% ATX) = (T1ig AG)2  (2.3)

et
0 < (T1,i0x A DX) < (T»,idX A IY) = 0,

ce qui démontre notre assertion.

On en déduit que le courant T; est uniformément laminaire. En effet par le théoréeme de
représentation de Choquet, il suffit de montrer que le courant T appartient au cone convexe
fermé engendré par la famille de courants d’intégration [I',]. Supposons que ce soit faux: par
le théoréeme de Hahn-Banach il existe une forme test ¢ telle que (Th,6) < 0 et ([['g],0) > 0
pour tout a.

En utilisant une partition de I'unité, on peut écrire x = >_ 6; dans {0} x D o les fonctions
0; sont positives, et chacune a support dans une boule de rayon €. On étend les 6; a la

3. Remarquer que dans cet article les auteurs soulignent que cette condition est une condition d’intégrabilité
(au sens du théoréme de Frobenius).



62 Chapitre 2. Courants laminaires

lamination en les rendant constantes le long des feuilles, et on a la relation

En particulier pour un certain i, <§iT1,¢> < 0. On renormalise ;T de facon & ce que la masse
de ses sections soit 1, et on réitere le processus avec respectivement 0, Ty et e /2 & la place de
X711 et €. On obtient ainsi une suite de courants positifs fermés horizontaux normalisés, dont
le support converge (quitte a extraire) vers une courbe I',: la limite au sens des courants est
donc [I'y] et ([T'a],¢) < 0 ce qui est contradictoire. Ceci achéve le cas d’holonomie lisse.

Dans le cas général, remarquer que c’est au niveau de I’équation (2.3) qu’intervient la
régularité des données, et que la définition de “fortement L?” a été choisie de facon & ce que
celle ci reste vraie dans ce cadre. Il



2.2. Courants uniformément laminaires a plis.

Nous présentons dans cette section une classe plus vaste de courants uniformément lami-
naires, dont on peut complétement décrire la structure locale et dont on verra au chapitre 4
qu’ils ont les mémes propriétés d’intersection géométrique que ces derniers. Cette classe est la
cloture de celle des courants uniformément laminaires sous ’hypothese naturelle de la majora-
tion locale du volume des feuilles. Par ailleurs —nous ne développerons pas ce point de vue par
la suite, voir cependant la remarque 4.4.7— ils apparaissent naturellement dans la construction
de courants laminaires (voir le chapitre suivant) a partir de courbes approximantes: plutot
que de chercher a construire les disques comme graphes, on garde les composantes de volume
borné dans une subdivision.

Une autre motivation pour cette section est de nature dynamique: Bedford et Smillie
introduisent dans [BS8] une forme faible d’ hyperbolicité (quasi expansion) pour les automor-
phismes polynomiaux de C2. Si f est quasi expansive, la famille des variétés instables locales
(au sens de Pesin) est ce que nous appelons une lamination a plis (folded lamination) d’apres
[BS8] Prop. 2.9 (la réciproque est presque vraie [BS8] Th. 3.4). Bedford et Smillie introduisent
aussi une “mutiplicité locale” que nous developpons ici dans un cadre général. Nous ne savons
pas si le courant instable T~ d’un automorphisme quasi expansif est un courant uniformément
laminaire a plis, méme dans le cas ou J = J* (p.ex. applications réelles d’entropie maximale).
Un tel résultat serait un renseignement intéressant sur le comportement global des variétés
instables de Pesin dans ce cadre.

Familles d’ensembles analytiques de volume borné. On fixe dans ce paragraphe un
ouvert  C C? et une constante C' > 0. La topologie sur I’ensemble des sous ensembles
analytiques est celle de Hausdorff sur les compacts, autrement dit deux ensembles analytiques
sont proches dans un certain compact si chacun y est inclus dans un e-voisinage de l'autre.

DEFINITION 2.2.1 Une lamination a plis de Q, de paramétre C est une famille L fermée de
courbes (éventuellement singuliéres) de €, connezes, disjointes et de volume majoré par C.

Remarquons d’abord que I’hypothese “fermée” est superflue. Si on a une telle famille £,
éventuellement non fermée, soit

L = £ U {composantes connexes des valeurs d’adhérence de £}

ou les valeurs d’adhérence sont prises au sens de la topologie de Hausdorff et existent grace
au théoreme de Bishop ([Bi],[Ch]). Alors £ est une lamination a plis: le seul point & vérifier

est la disjonction des courbes de L.

En effet supposons dans un premier temps que V; et V, sont des courbes de L telles que
tout z € V1NV;5 est isolé dans ViNVa. Alors i, (V7,Va) > 0 ot 4, est la multiplicité d’intersection
en z. Soient des suites V]” de courbes de L telles que pour j = 1,2 on ait VJ” — Vj pres de
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x au sens de Hausdorff (globalement les valeurs d’adhérence de V" peuvent avoir plusieurs
composantes connexes). Par stabilité du produit d’intersection [Ch], V{* et V5" doivent avoir
des points communs pres de x, ce qui est contradictoire.

Si maintenant x n’est pas isolé dans Vi N Vs, V7 et V5 ont des composantes irréductibles
communes. Ecrivons les décompositions en composantes irréductibles:

Vi=VOu. . vOuy g v® et v =vO U vO Ty 0

ou les composantes sont distinctes a partir de la (i 4+ 1)éme, et 'ordre est choisi de telle sorte

. . . . ; i+1
que deux composantes numerotées successivement s’intersectent. Soit z € V@ N Vl(Z+ ), alors

iw(Vl(Hl),Vg) > 0 et on peut répéter 'argument précédent.

Nous allons détailler la structure locale des laminations a plis. L’exemple suivant justifie
la terminologie, et montre en particulier que ’on ne peut pas espérer obtenir une structure
de lamination (au moins pour la topologie induite par C2).

EXEMPLE 2.2.2 On se place dans le bidisque unité B = {(z,w), |2|,|w| < 1} de C2, et on
considere la courbe d’équation

(C(z0,wo,8)) 2z—20= 8—12(10 —wp)%.
Pour zy € D, c’est une courbe lisse a support dans D x D(wg,2¢), et la projection de C(zg,wq,e)
sur la premiere coordonnée est un revétement ramifié de degré 2. Par ailleurs, wqg et € étant
fixés la famille des C(zp,wp,e) forme une lamination dans B lorsque zy € D varie. Soient
maintenant des suites (wp)n>0, (en)n>0 telles que €, — 0, les D(wy,,2e,,) soient des disques
disjoints de D(0,1/2), et la suite (w,) admette tous les points de 9D(0,1/2) comme valeurs
d’adhérence. Alors

U U CGownen) | U U Dx{w}

n>0 zo€D wedD(0,1/2)

est une lamination a plis de B, qui n’est jamais une lamination au voisinage d’un point de
Uwean(o,1/2)D x {w}. En effet la courbe C(z0,wn,e,) admet une tangente verticale au point
(z0,wp), donc si |wg| = 1/2 et la courbe C(zg,wp,e,) n'est jamais un graphe au dessus de
D x {wp} au voisinage de (zg,wp). O

Par la suite on notera Supp(£L) le support de la lamination & plis dans €2, et si 2 € Supp(L),
V(z) est la courbe de £ passant par = et Vy () est la composante connexe de V(z)N§ conte-
nant . On fixe un ouvert Q' CC €. On utilisera & plusieurs reprises le fait suivant, corollaire
de la minoration classique de P. Lelong du volume d’un sous ensemble analytique de la boule
unité de C? passant par 0:

FArT: il existe une constante Cgq telle que si V' est un sous ensemble analytique de €2,

VN #£0, alors Vol(V) > Cqy.

La proposition suivante est une conséquence, comme précédemment, de la disjonction des
feuilles de L. dy désigne la distance de Hausdorff.
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PROPOSITION 2.2.3 Soient x € Supp(L) N Q', et € > 0. Il existe un voisinage U de z, et
r > 0 tels que pour tout y € B(z,r), dg(V(x) NU,V(y) NU) < €. Plus précisément, on a la
méme conclusion si Vi(y) est une composante irréductible de V (y) contenant y.

Soit V(z) = VW (z)U---UV®) (z) 1a décomposition de V(z) en composantes irréductibles
dans €', qui est finie puisque le volume de chacune des composantes irréductibles est minoré.
Au sens des courants dans Q' on a

V()] = Y m'[Vi(@)). (2:4)

Par définition, m® est la multiplicité de la composante V®) (z) pour la convergence z, — x.
Géométriquement, prés de tout point lisse de V) (x), V(xy,) est un revétement ramifié de
degré m; pour n assez grand.

EXEMPLE: [2%w = A] — 2[z = 0] + [w = 0] quand A — 0.

DEFINITION 2.2.4 Soit x € Q. La multiplicité de la composante V) (z) relativement & L
dans QU est le supremum des entiers m', définis comme en (2.4) ci-dessus, pour toutes les
suites (xy) convergeant vers x.

Par la suite on notera m(V® (z)) (ou m(V®(z)) si ce n’est pas ambigu) la multiplicité.
Si x n’est pas a l'intersection de plusieurs composantes irréductibles de V' (z) on parlera de
multiplicité de V(z) dans £ au point x.

PROPOSITION 2.2.5 La multiplicité est bornée dans €.

En effet comme le volume de toutes les composantes irréductibles est minoré par Cg, la
multiplicité est majorée par C'/Cgy.

PROPOSITION 2.2.6 Soit x € Supp(L) N Q. Il existe un voisinage U de x biholomorphe au
bidisque B, et r > 0 tels que pour tout y € B(z,r), V(y) soit un revétement ramifié de degré
< d sur la premicre coordonnée dans B.

PREUVE: le théoréme de structure locale des ensembles analytiques (théoréme de préparation
de Weierstraf}), appliqué a V' (z) dit que V' (z) est une courbe horizontale (revétement ramifié¢)
dans un certain bidisque autour de z, et si y est suffisamment proche de x, ce sera le cas
pour V(y) car les deux courbes sont proches en distance de Hausdorff. Il reste & appliquer la
proposition 2.2.5. [l

PROPOSITION 2.2.7 La trace Uy de l’ensemble des composantes irréductibles de multiplicité
1 est un ouvert dense de Supp(L). De plus si x est un point lisse de V(x) et V(x) est de
multiplicité 1 en x, alors L est une lamination prés de x. A l'opposée, pour tout k, la trace
de l’ensemble des composantes de multiplicité au moins k est un fermé de L.

PREUVE: on commence par la dernicre assertion. Il suffit de se placer dans ’. Supposons
que (z,,) est une suite de points tendant vers x et telle que V(z,,) ait en x,, une composante
irréductible V'(x,) de multiplicité > k dans £. On a vu que V'(x,) — V(z). Soit pour tout
n une suite W, ; tendant vers V'(z,) quand j — oo, ot la convergence est de multiplicité > k
sur V'(z,), i.e. au sens des courants on a [Wp, ;] — k[V'(z,)] + [Dy] out D,, est un certain
diviseur. Par un procédé diagonal on construit une sous suite de W, , convergeant au sens
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des courants vers k[V (z)] + [D]: les composantes irréductibles en = sont bien de multiplicité
au moins k.

L’ensemble des composantes de multiplicité 1 est donc ouvert. On vérifie qu’il est dense:
si V' est une composante irréductible quelconque d’une feuille V' de L, soit V,, une suite de
feuilles convergeant vers V' avec multiplicité maximale m (V') sur V'. Si les V,, n’étaient pas
de multiplicité 1 pour n assez grand, en appliquant le raisonnement ci-dessus on construirait
une suite de composantes tendant vers V' avec multiplicité > m(V’), ce qui est impossible.

Enfin, si x et y sont proches, V(x) et V(y) sont proches en distance de Hausdorff, et donc
si x est un point lisse de V et V est de multiplicité 1 en z, V (y) est localement un graphe au
dessus de V, et L est une lamination pres de x. (I

Cette proposition donne des renseignements précis sur la structure de £: 'ensemble des
points singuliers des feuilles est un fermé d’intérieur vide dans U1, puisque son complémentaire
est une lamination ouverte dans /1. De méme ’ensemble des feuilles réductibles est discret
dans Uy : si une feuille est limite de feuilles réductibles, chaque feuille contribue a la mutiplicité.
La conjonction de ces deux résultats dit que U; est laminé sur un ouvert dense (i.e. hors des
points singuliers des feuilles).

REMARQUE 2.2.8 Nous ne savons pas s’il peut y avoir dans U/ une quantité non dénombrable
de feuilles singulieres. Plus précisément nous conjecturons que ’ensemble des courbes sin-
gulieres est discret dans U;.

On peut par ailleurs itérer la proposition: Lo := L\U; est une lamination a plis, et on peut
construire dans Lo 'ouvert dense Us des feuilles de multiplicité 1 dans Lo (ces feuilles sont de
multiplicité au moins 2 dans £) qui est “laminé en courbes singulieres” comme précédemment.
Dans €, comme la multiplicité est bornée, le processus aboutit et £ admet donc dans 2’ une
structure stratifiée L = U; U --- UUj, en feuilles de multiplicité strictement croissante (dans
L), chacun des U, étant un ouvert dense de U, U - - - UlU, qui est un ensemble fermé.

THEOREME 2.2.9 Il existe dans ' une stratification finie de £ en L =U1U---UUy ol pour
tout q, Uy est un ouvert dense de la lamination a plis Lo = Uy U --- UUy. De plus si V C U,
est une feuille de L, Ly, est une lamination au voisinage de tout point lisse de V.

Cette stratification apparait naturellement dans 'exemple 2.2.2, en courbes de degré 2 et
de degré 1, ainsi que dans [BS8], §5. Une remarque pour conclure: si toutes les feuilles sont
lisses (c’est le cas par exemple dans 'exemple 2.2.2), et que I'on raffine la topologie induite
de C? sur £ de facon & séparer les Uy, la lamination & plis aura une structure de (vraie)
lamination pour la nouvelle topologie. Nous étudierons un procédé analogue pour construire
des laminations subordonnées a des courants laminaires au chapitre 5.

Courants uniformément laminaires a plis.

DEFINITION 2.2.10 T est un courant uniformément laminaire a plis si pour tout x € Supp(T)
il y a un voisinage N'(x) de x, une constante C, et une lamination & plis L de paramétre C
de N (z), telle que

T’N(x) € Conv (L),

ot, Conv(L) est le cone conveze engendré par L.
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Le cas des courants uniformément laminaires correspond & celui ot £ est une lamination. En
effet il résulte du théoreme de représentation intégrale de Choquet que localement

Tl = [IVidu(V)
oll /1 est une mesure finie sur £.  étant un ouvert de C?, on note

ULPc(Q2) = {T, JL lamination a plis de parametre C dans Q t.q. T € Conv(ﬁ)} .

Le but de ce paragraphe est de montrer que U L P¢ est fermé et que les courants uniformément
laminaires y sont denses (on dira d’un courant uniformément laminaire appartenant a UL P¢
qu’il est de paramétre C).

THEOREME 2.2.11 ULPx(R2) est fermé.

PREUVE: on considere une suite de courants (7),) de ULP¢, T,, € Conv(Ly,), T,, — T'. Fixons
Q' cc Q. Par un argument d’exhaustion, il suffit de montrer que 7' € ULPc(S).

La premiere étape est de construire une lamination a plis £, “limite” des L£,. L’idée na-
turelle est la suivante: on considére une suite (z,) dont I'ensemble des valeurs d’adhérence
contient Supp(7'), et la feuille V},(x,) de £,, passant par zp; par un procédé diagonal on fait
converger tous les V,,(z,) quand n — oo et la disjonction des feuilles persiste a la limite. L’ar-
gument que nous utiliserons est sensiblement le méme, le point est qu’il faut choisir la suite
(xp) convenablement: il est nécessaire de considérer toutes les valeurs d’adhérence possibles

de Supp(L,).

Soit T} < Ty, le courant formé de toutes les feuilles de T, intersectant Q/, on a Toloy =
T!|q, donc quitte & extraire on peut supposer que T} — T et T |q = T|q. Par la suite on
s’intéressera uniquement & T}, et sans perte de généralité on renomme T} (resp. T1) en T},
(resp. T'), L. en £, (i.e. on suppose que toutes les feuilles coupent /).

Soit Xy 'ensemble des valeurs d’adhérence de Supp(L,,), Xo D Supp(T), soit zg € X,
et considérons une suite x,, — g, T, € Supp(L,). On fait une premiére extraction ¢g(n) de
fagon a ce que Vi (n)(Zpo(n)) — Vo 3 2o (théoreme de Bishop). On considére X; Iensemble
des valeurs d’adhérence de Supp(L,ny), X1 O Supp(T), X1 > wo. Soit 71 le supremum
des rayons r d’une boule centrée en y € X1 N/, et évitant g, et choisissons z; € X, tel
que xo ¢ B(r1,73). On fait une extraction ¢1(n) de po(n) telle qu’il y ait une suite V,, (),
subordonnée a L, (), convergeant vers V; 3 xy.

Ainsi de suite on construit une suite de fermés emboités X, O Supp(T), une suite de
points (z,), telle que {zo,...,xp} C X, N, une suite de rayons r, (rp+1 est le supremum
des rayons r d’une boule centrée en y € X, N Q' evitant {zo,...,xp}), une suite d’extractions
successives ¢, (n), et une suite de courbes Vo, (n) subordonnée a Lo, (), Vo, (n) — Vp 2 p. De
plus X, est I'ensemble des valeurs d’adhérence de Supp(ﬁ¢p71(n)).

Soit X I'intersection des X,,, X contient Supp(T"). Remarquons d’abord que (z) est dense
dans XN, En effet, premi¢rement r, — 0, sinon on pourrait construire une infinité de boules
disjointes de X N Q) de rayon minoré, et ensuite 8’il existait y € X N Q' tel que B(y,r) evite
{z,}, on aurait r < r, pour tout p ce qui est impossible. Par ailleurs par construction les
courbes V), sont disjointes ou égales, puisqu’on a pris garde de faire des extractions successives.
La cloture de {V},,p > 0} est donc une lamination & plis L.
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Nous montrons dans un deuxieme temps que 7' € Conv(L). Supposons le contraire. Par le
théoréme de Hahn-Banach, il existe donc une forme test ¢ telle que (T,¢) < 0 et ([V],¢) > 0
pour tout V' € L. Soit p(n) une extraction diagonale des ¢, (n); on a (T,,(,),6) < 0 pour tout
n assez grand, donc il existe V) € Lo, avec ([Vm)l,¢) < 0. Quitte & extraire une fois
de plus on peut supposer? qu’une suite de points Tyn) € Vip(n) converge vers z € X. Alors
Vio(n) converge vers la feuille V(z) de £ passant par = (si V,(,) avait une valeur d’adhérence
W # V(x), V,@) intersecterait une courbe Vi, (zp) ce qu1 est absurde). En particulier

([V(z)],¢) <0 ce qui est la contradiction recherchee O

Nous utilisons dans la proposition a venir la stratification mise en évidence au paragraphe
précédent. Remarquer qu’on peut facilement construire un courant (diffus) subordonné a
I'example 2.2.2 et qui charge toutes les strates.

PROPOSITION 2.2.12 Soit un courant T de U LPc(2). On suppose que l’ensemble des courbes
singulieres de la lamination a plis correspondante est de |T|| mesure nulle. Alors T est limite
croissante de courants uniformément laminaires.

Nous avons discuté I’hypothese faite sur T dans la remarque 2.2.8.
PREUVE: il suffit de traiter le cas des courants diffus. D’apres le théoreme 2.2.9 on peut écrire

T:1L{1T+"'+1ukT:1M{T‘|‘"‘+1L{;€"T,

ou U, est 'ensemble des variétés régulieres de U,. Soit (K, ;)izo une exhaustion de U, par des
fermés saturés par L. Les courants T'| Ki sont uniformément laminaires et a supports disjoints,
et T' est limite croissante, quand ¢ — oo de la suite 1T +--- + 1y T. U

Si 'ensemble des variétés singulieres est chargé par 7', on ne peut pas écrire T' comme
limite croissante de courants uniformément laminaires dans 2. Néanmoins T appartient &
Conv(L) donc T est limite de combinaisons linéaires finies de courants d’intégration sur des
courbes de L. Etant donnée une telle combinaison, formée de courbes disjointes, on peut
approcher celles d’entre elles qui sont singulieres par des courbes lisses en préservant leur
disjonction. Ceci prouve que T est limite de courants uniformément laminaires de parametre

C.

4. On ne peut pas supposer que x € Supp(7T’), c’est pour cela qu’on ne peut pas se contenter de I’approche
esquissée en début de preuve



2.3. Courants laminaires.

Les courants laminaires ont été introduits dans [BLS], sous une forme légerement différente
de la notre. Nous donnons ici une définition (plus faible) de la notion de courant laminaire, et
discutons des liens entre les deux définitions. Nous rappelons également un certain nombre de
résultats utiles ainsi que quelques exemples, afin d’attirer ’attention du lecteur sur certaines
dificultés, liées notamment a la notion de “prolongement analytique des feuilles”, et de tenter
de justifier les nouvelles définitions. On fixe Q C C? un ouvert borné.

DEFINITION 2.3.1 T est laminaire dans ) s’il existe une suite croissante de courants (T'?);>o,
telle que pour tout i il existe une subdivision Q; de Q, a un ensemble de |T|| mesure nulle
pres, en ouverts disjoints, et
i _ i
= > T

QeQ;

soit la somme des courants T¢,, uniformément laminaires dans Q € Q;, et

lim 7% = T.
1—00
Comme les bords des subdivisions ne sont jamais chargés par le courant, quitte a remplacer

Q; par la subdivision Q1 A --- A Q; constituée des Q1 N---NQy, Q; € Q;, on peut toujours
supposer que la suite de subdivisions est croissante (i.e. de plus en plus fine). D’apres la
proposition 2.3.4 ci dessous (voir aussi la proposition 2.2.12), on peut remplacer dans la
définition “uniformément laminaire” par “uniformément laminaire a plis”. Observons que les
disques de Té peuvent réapparaitre dans 77, Q' C Q.

DEFINITION 2.3.2 ([BLS]) T est faiblement laminaire si pour tout € Supp(T) il existe un
voisinage U de x tel que T|y soit lintégrale directe dans U d’une famille mesurable de disques
holomorphes compatibles, i.e.: il existe un espace mesuré (A,u) o-fini et fo, une famille de
plongements holomorphes f, : D — U tels que (a,z) — fq(2) est mesurable,

a#b= fo(D)N f(D) est ouvert dans fo (D) et fp(D),

et

Tly = /A [fa(D)]du(a). (2.5)

Si de plus les disques fo(D) sont disjoints on dira que T est simple, ou de multiplicité locale-
ment constante.

La définition de la laminarité par Bedford, Lyubich et Smillie est ce que nous appelons ici
“faiblement laminaire a multiplicité localement constante” (cette terminologie sera justifiée
plus loin). Schématiquement parlant, voici certaines raisons qui nous ont poussés a adopter
cette définition (qui nous a été suggérée par le rapporteur de 'article [Du2]): premiérement
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il nous semble que les arguments de [BLS]|, ainsi que ceux de [Ca], ne permettent pas de
démontrer que la multiplicité est localement constante; de plus nos résultats sur 'intersection
géométrique des courants laminaires (voir chapitre 4) ne font pas la différence entre les deux
notions. Il est a noter que nous donnerons au chapitre 5 une preuve du fait que les courants
de [BLS] (i.e. associés aux automorphismes polynomiaux de C?2) satisfont effectivement la
condition de simplicité (multiplicité localement constante).

On peut aussi extraire de [BeS] une notion plus faible de laminarité, qui est la notion de
courant dirigé par une famille de disques compatibles (ou disjoints, c’est ici équivalent). Nous
ne consideérerons pas cette notion dans la suite (voir cependant la remarque 2.3.5).

PROPOSITION 2.3.3 Les définitions 2.3.1 et 2.3.2 sont équivalentes. Autrement dit un courant
est laminaire au sens de 2.3.1 si et seulement s’il est faiblement laminaire au sens de [BLS].

PREUVE: supposons d’abord que 7' soit faiblement laminaire (non nécessairement simple)
au sens de la définition 2.3.2, alors il est montré dans [BLS] que T est limite croissante de
sommes de courants uniformément laminaires. Nous détaillons leur argument car la méthode
de projection sera utilisée de nombreuses fois par la suite. On considére une projection linéaire
7 telle que 'ensemble des disques de A qui sont verticaux pour 7 soit de ||7'||-mesure nulle.
Etant donné un quadrillage Q; de la base de projection (droite complexe) en carrés de méme
taille r;, on considere la subdivision de Q en 771(q), ¢ € Q;. Posons pour a € A, D, = f,(D).
On dit qu’une composante connexe de Q N D, = 7~ 1(¢) N D, est bonne si c’est un graphe au
dessus de ¢ pour 7, mauvaise sinon. Remarquer en particulier que si 9D, N Q # (), autrement
dit si m n’est pas propre sur D,, les composantes connexes correspondantes sont mauvaises.
Q = 7 1(q) étant fixé on forme le courant

T | 1D Qe

ou Ag est 'ensemble des bonnes composantes au dessus de g. Alors Ty est uniformément

laminaire dans (). Soit
T'= ). To

Qen—19;

par choix de la projection la suite de courants T croit vers T quand r; — 0, donc vérifie les
hypotheses de la définition 2.3.1.

Réciproquement, supposons que 7" soit laminaire au sens de 2.3.1. La suite des subdivisions
Q, étant croissante, tout @ € Q; est réunion a ||T|| mesure nulle prés de Q' € Q;41. Si
Q' € Qi1 ona (T|g < (THY)|g = Tgfl. Les courants (T%)|¢: et Tg,rl é‘Fant uniformément
laminaires, par la proposition 2.1.4, (T%)|o/ est subordonné dans @’ & Tgfl. On peut donc
construire inductivement ’ensemble des disques A et la mesure u: A; étant construit on lui
adjoint les disques correspondant a

S (T - 1)

Q'€EQit1

qui sont compatibles avec ceux de A;. O

PROPOSITION 2.3.4 Les courants uniformément laminaires a plis sont laminaires (et simples).
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PREUVE: il faut juste prendre garde aux singularités des feuilles (sans singularités c’est la pro-
position 2.2.12). On sait que 1" se décompose selon la stratification en T = 174, T +- - - 134, T et
dans chacune des strates, I’ensemble des singularités des feuilles est un fermé de ||T'||-mesure
nulle. Ceci permet de considérer une exhaustion du complémentaire des points singuliers par
une famille de disques disjoints. g

Il y a une représentation alternative & (2.5) d’un courant laminaire comme intégrale directe
de courants d’intégration. Il existe une famille mesurée de disques disjoints A, et sur chaque
A, une fonction semi continue inférieurement p,,, la fonction de multiplicité, tels que T s’écrive
localement sous la forme

T— / PalAaldi(a). (2.6)

On peut construire cette représentation en reprenant la preuve de la proposition 2.3.3 La
fonction de multiplicité traduit le fait que des bonnes composantes pour la résolution Q
peuvent étre des sous disques de bonnes composantes pour une résolution moins fine. Cette
construction s’exprime élégamment en termes de support stratifié® du courant [BLS]. Bien
entendu si les disques de départ D, sont disjoints les fonctions p, sont localement constantes,
ce qui justifie la terminologie. La mesure v n’a de sens “transverse”. que dans le cas de
courants a multiplicité localement constante. Nous verrons & la section 5.3 comment rendre
cette assertion précise pour certaines classes de courants.

REMARQUE 2.3.5 Les courants dirigés, au sens de [BeS], par une famille de disques disjoints,
ont une représentation de la forme (2.6), mais p, n’est pas nécessairement égale ||T'||-p.p. & une
fonction s.c.i.. Cest le cas en particulier si T' = [D2] — [D1] ou D; CC Dj sont deux disques
holomorphes tels que 9D soit d’aire positive dans Dy. Autrement dit 7" est un courant dirigé
par D; (et de plus T' < D7) mais n’est pas laminaire. Nous ne connaissons pas de tels contre
exemples fermés.

PROPOSITION 2.3.6 Soient T7 < Ty des courants laminaires, Ty s’écrivant

TQ:/Apa[Aa]dy(a).

Alors Th, Ty ont des représentations compatibles au sens ot 17 peut s’écrire

Ti :/Aqa[Aa]dy(a)

0l Qo < Po presque partout.

On dira que T3 est dans ce cas subordonné a Ts. Le résultat est notamment intéressant
lorsque T3 est uniformément laminaire, puisqu’il donne un sens précis a la notion de “disque
subordonné” a T5: le disque A est subordonné & Ts si dans un ouvert U il existe un courant
uniformément laminaire 77 < Tb, et A est inclus dans une feuille L de £(T7), qui est située

5.0n dira qu'une famille ¢ de disques de Q (d’aire finie) est un support stratifié de 7' (muni de la
représentation(2.5)) si E = Ugeeax est un borélien de ||T|| mesure totale, £ est une partition mesurable de
E (localement les niveaux d’une fonction mesurable)et pour u presque tout disque Do, D, est réunion a
mesure nulle prés d’une famille au plus dénombrable de o € &. Tout courant laminaire admet un support
stratifié.



72 Chapitre 2. Courants laminaires

dans le support de la mesure transverse. Cette notion est indépendante de la représentation
(2.6).

PREUVE: (voir [BLS] lemme 6.9) la preuve est une variation sur celle de la proposition 2.1.4.
11 suffit de traiter le cas ou S < T5 est uniformément laminaire. On a la représentation

Ty — /,4 palAaldy(a),

et comme a la proposition 2.1.4, d’apres le théoreme de Radon-Nikodym et la simplicité des
champs de (1,1) vecteurs associés aux courants laminaires, on peut écrire S = fT5 ou f est
une fonction définie sur Supp(73), 0 < f < 1, ||Tz||-presque partout, d’ou

S:/Afpa[Aa]dy(a).

Soit Ag I'ensemble des disques de A, qui sont des graphes au dessus de g pour une projection
7 (g est un carré d’un quadrillage assez fin et m est une projection générique), comme a la
proposition 2.3.3, et soit S¢ défini par

S=Sg+5 = / IpalAs]dv(a) + 5.
Aq

Soit E la réunion des disques de Ag; 'adhérence de E est une lamination de @ en graphes
pour 7. Pour les mémes raisons qu’a la proposition 2.1.4, si z € A, C E (on suppose x dans
le support de fdv), la restriction a @ de la feuille de £(.S) passant par z et A, NQ coincident.
En particulier Sg est uniformément laminaire, et subordonné a la lamination Ag et donc fp,
est presque siirement constante sur A,,. O

EXEMPLE 2.3.7 Le pinceau des droites passant par 0 dans C2, muni de la mesure préimage de
la mesure de Fubini-Study de P!, définit un courant laminaire: il suffit pour cela de subdiviser
chacune des droites en réunion de disques évitant l’origine. D’apres notre définition de la
subordination —et contrairement & celle utilisée par Cantat [Cal— aucun disque passant par
0 n’est subordonné au courant. L’avantage de notre définition est qu’elle évite de parler de
“disque presque surement subordonné a 7”7 .

EXEMPLE 2.3.8 Voici une classe de courants horizontaux dans D x C (positifs et fermés), dte
a Slodkowski [S]], extrémaux, a fibres totalement discontinues, et dont la structure est assez
simple. Slodkowski les utilise pour construire des exemples de Wermer (i.e. des courants dont
le support ne contient aucun disque), mais ils peuvent tout autant étre choisis laminaires. On
utilise le formalisme des fonctions multivaluées.

Soit (an)n>1 une suite injective du disque unité. On considere la suite de fontions multi-
valuées

Bu(2) ={*(z —a1) - (z — ap-1)Vz — an, 2 € D},

et soit

00 N
X (resp. Xn) = {(z,w) eDxC,w= chbn (resp. chbn) by, € Bn(z)} .
n=1 n=1
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La suite des courants d’intégration Ty sur Xy normalisés par 2~ admet un courant positif
fermé adhérent T' porté par X. Les ¢, sont choisis suffisamment petits pour que X ait une
structure de “limite projective”: autrement dit chaque point de la fibre ({z} x C)N X, z ¢
{an, n > 1} est codé par le choix des branches des B, (z). Plus précisément lors du passage
de N & N + 1, chaque point de la fibre ({z} x C) N X est “dédoublé”, et cyi1 est choisi
suffisamment petit pour que la distance entre les couples de points créés par le dédoublement
de la fibre soit petite comparativement aux distances entre les points de ({z} x C) N X . Cela
rend “I’holonomie” assez simple & analyser hors des fibres singulieres {a,,} x C. La mesure
transverse m® de T est la mesure de probabilité équilibrée sur I’ensemble de Cantor ainsi
construit.

Si la suite (a,) est dense, comme Xy ne contient aucun disque au dessus de ay,...,a,,
on obtient un exemple de Wermer. Si au contraire la suite (a,) tend vers 0, on obtient un
courant laminaire (simple): si A C D est un disque disjoint de la suite (a,), Xy N (A x C)
est réunion de 2V disques, donc Tn|axc est uniformément laminaire (la mesure transverse
de T est la mesure de comptage normalisée), et les valeurs d’adhérence de T'n|axc sont des
courants uniformément laminaires dans A x C. Le courant porté par X (on peut montrer qu’il

est unique) est donc uniformément laminaire hors des fibres singulieres ©.

EXEMPLE 2.3.9 On peut construire de nombreux exemples de courants laminaires fermés de
potentiel continu, et d’auto-intersection positive au sens de la théorie du pluripotentiel. Dans
le cas ou des disques subordonnés au courant s’intersectent c’est évident: on considere un
compact X de mesure nulle du disque unité I portant une mesure a potentiel continu u (il
suffit que X soit non polaire). Soit le courant défini dans le bidisque par

T=T"+T"= /X[{z} x D ]du(z) + /X[ID) x {w}]dp(w).

Comme X est de mesure nulle [{z} x D] = [{z} x D\X] et on peut subdiviser D\ X en un
ensemble dénombrable de disques disjoints. On obtient une représentation de I" comme cou-
rant laminaire (simple). Par ailleurs T AT = 2T" ATV > 0.

Voici un exemple beaucoup plus intéressant de courant positif fermé laminaire (simple)
dans P2, di & Demailly [De2]. Nous nous y réfererons fréquemment par la suite. Soit 7' =
dd®max(log™ |z|,log™ |w|), qui se décompose de la facon suivante:

_ 0 % % ei@
7= [ e} x D10 + [ D (axe) + [ 1a1N0),

olt A est la mesure de Lebesgue sur le cercle unité S', et Vp = {(z,w) € C?, z = e“w, |2| > 1}.
Le courant T est donc un courant laminaire, simple, fermé, de potentiel continu dans P2, et
donc T'A T est de masse positive pour des raisons homologiques (7" A T est la mesure de
Lebesgue sur le tore unité). Le courant est de multiplicité localement constante, mais non
constante, sur chacune des droites {z = eiew}. On remarque par ailleurs qu’il y a un en-
semble non ||T'||-négligeable de disques dont les prolongements analytiques s’intersectent.

6. Le nombre de mauvaises composantes de X,, avec multiplicité est N2%, donc ce courant n’est pas forte-
ment approximable au sens du chapitre 5.
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z
- et considérons le courant 7' = ZTrdr ui est
) ) ; q

Soit T} = dd° max(log™
,

positif et fermé, et se décompose en

log™ (E
"

T’:/12 /Sl[{reie} ><]D)]d/\(9)dr+/12 /SI[DX {Teie}]d)\(e)dr+/l2 /Sl[rVg]d)\(G)dr.

T est donc bien laminaire. Soit T le troisiéme terme de la décomposition, et soit ¢ une (1,1)
forme test,

mo = [ ( /. o) araxo) = [ ([ glzw) araxo) = [ ([ 9 all=De) axo)

ol a(s) = min(s — 1,1) sur [1, + o0). Ceci montre que T" n’est pas de multiplicité localement
constante bien que T soit fermé et laminaire.

Par ailleurs un calcul explicite montre que T’ AT est (& une constante multiplicative pres)
la mesure de Lebesgue sur la famille d’anneaux 2Vy\ Vy, paramétrée par 6. En particulier T'AT’
est absolument continue par rapport & la mesure trace de T".

EXEMPLE 2.3.10 L’auto-intersection (au sens de la théorie du pluripotentiel) d’un courant
laminaire ne provient pas nécessairement de l'intersection géométrique des disques ou de leurs
prolongements, comme le montre ’exemple suivant. Soit un ensemble de Cantor de dimension
< 1 dans le plan et G sa fonction de Green. On suppose que G i est continue, et on a G = 0
sur K, G > 0 hors de K (en dynamique cette situation apparait par exemple si K = K est
I'ensemble de Julia rempli de 22 + ¢, ¢ > 1). Soit G(z,w) = max(G g (2),Gk(w)), on a

Supp(dd°G) C {Gk(z) = Gg(w) > 0} U (K x K).
Comme dim(K x K) < 2, K x K n’est pas chargé par dd°G; de plus I'hypersurface
{Gk(2) = Gr(w) > 0} ={Gk(2) — Gr(w) = 0} \(K x K)

est Levi-plate, donc feuilletée par des courbes analytiques. On en déduit que le courant dd°G
est laminaire, uniformément dans le complémentaire de K x K par le théoreme de support
de Demailly [Del].

Il est possible de choisir K de telle sorte que les courbes feuilletant {G x(z) = Gx(w) > 0}
ne se prolongent pas a travers K (a l'exception de la droite (z = w)). Soit un point (zg,wp)
de K x K et un disque holomorphe local A > (zp,w), que l'on pourra supposer étre un
graphe A = {((,¢(¢)),¢ € U} au dessus de la premiere coordonnée, tel que A\(K x K) C
{GKk(z) = Gk (w) > 0}.

On a alors p(z9) = wg et sur U\K, Gg(z) = Gk (¢(2)), relation qui par continuité s’étend
a U. Nous devons choisir K pour que ceci entraine ¢ = ¢d. D’abord, quitte a restreindre a un
sous ouvert de U (que I'on notera toujours U), contenant des points de K, on peut supposer
que ¢ n’a pas de points critiques. On peut aussi supposer que le bord de U est une ligne de
niveau de Gg; comme ¢ preserve G, @ est propre sur son image et donc ¢ est conforme
U — o).

11 suffit donc de construire un exemple de compact n’ayant pas d’automorphismes conformes
locaux. On modifie la construction de I’ensemble de Cantor triadique usuel de la fagon sui-

vante: soient Iy = [0,1], Ioo = [0,3], Io1 = [2,1]. A partir de ces deux intervalles on applique
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itérativement le procédé suivant: soit

1 1
h(t)=-t+ (1 -1t
a l'étape n + 1, l'intervalle I, = [a,b] (g, est une suite de 0 et de 1) est remplacé par les deux
intervalles

I.,0=[a,a+ h(a)(b—a)] et I.,1 = [b— h(a)(b—a),b].

On obtient & la limite un compact totalement discontinu K, de mesure nulle (car h(t) > 1/4),
et on vérifie aisément que

log 2 . log 2
log(1/(a)) = U)o a)y
En particulier si U est un ouvert tel que U N K # () toute application conforme ¢ : U — ¢(U)
préservant K est I'identité.
De plus par [T] §II1.16, tous les points de K sont réguliers au sens du probléme de Dirichlet
donc la fonction de Green G existe, est continue et s’annule sur K, G > 0 et harmonique
hors de K. Ainsi le courant dd“G a les propriétés requises. O

Ces exemples, notamment 'exemple 2.3.9, sont a rapprocher de la représentation (2.6)
des courants laminaires comme intégrale directe de courants d’intégration sur des disques.
Il apparait que les courants laminaires fermés peuvent avoir, en termes de prolongement
analytique des disques, comme de théorie de l'intersection, des propriétés contre-intuitives.
Une part essentielle de ce qui va suivre sera consacrée a la construction, puis I’étude, de classes
de courants laminaires suffisamment vastes pour d’éventuelles applications dynamiques 7 —ce
que ne permettent pas les courants uniformément laminaires— et évitant, autant que faire se

peut, ces comportements pathologiques.

7. 1l faut vraisemblablement limiter nos espoirs a la dynamique des applications injectives, ou de “petit”
degré topologique, puisque le courant de Demailly 2.3.9 est le courant de Green d’une application holomorphe
de P2



76

Chapitre 2. Courants laminaires



7

Chapitre 3

Construction de courants laminaires dans P?

Nous donnons un critére géométrique portant sur une suite de courbes irréductibles (sin-
gulieres) dans P2, dont le volume tend vers l'infini, pour que ses valeurs d’adhérence au
sens des courants soient laminaires. Ce résultat est appliqué a la dynamique des applications
méromorphes du plan projectif: nous montrons que le courant dynamique, dit “de Green”
associé & une application birationnelle est laminaire; ceci s’étend de plus aux surfaces ration-
nelles. Il en est de méme pour une application rationnelle générique dont le degré topologique
satisfait d; < d ou d est le degré algébrique.

Plus précisément, nous montrons le critere (théoréme 3.1) a la section 3.2. Les applications
dynamiques -théoremes 3.2 et 3.3- sont respectivement traitées aux sections 3.3 et 3.4.

Ce chapitre est une reproduction de 'article [Du2].



3.1. Introduction

In the present chapter we are interested in constructing laminar currents in P?. Laminar
currents appeared as currents of integration over entire curves in [BLS], [Ca], and as limits
of dynamically defined rational divisors in [BS5]. It is well known that all positive closed
currents in P2 are limits of sequences of rational divisors [De2]. Suppose d;, [C,] converges
in the sense of currents to T'. Under which geometric conditions on C,, is T' laminar? We
prove (section 3.2) the following simple criterion, independent of holomorphic dynamics : for
an irreducible algebraic curve C,, of degree d,, in P? we denote by g, the geometric genus of
C, (i.e. the genus of the normalization of C,), and if € Sing(C),) is a singular point, we
let n;(Cy) be the number of local irreducible components at x.

THEOREM 3.1 Suppose the C,, are irreducible curves such that d,;*[C,] — T. Then, using
the notations above, if

z€Sing(Cr)

then T is laminar.

Note that, by the genus formula, sequences of smooth curves do never satisfy the as-
sumption of the theorem. Furthermore all currents in P? are limits of smooth divisors so the
condition of the theorem is not necessary.

The proof of the theorem is modeled on the results of Bedford, Lyubich and Smillie [BLS],
[BS5], who proved laminarity of 7" when the curves C,, are iterates of some line by a polynomial
automorphism of C2. This corresponds in this theorem to the case g, = 0 and C,, is singular
at one point I, with n;(C),) = 1.

This criterion can in turn be applied to obtain new examples of laminar currents in
holomorphic dynamics on P2. Let My be the space of rational maps of degree d, which has
the structure of a projective space. We say that a subset U C My is Zariski residual if it
contains a countable intersection of Zariski open sets. It is known [Sil] that the existence of
the dynamical “Green” current is valid on the Zariski residual set of dominating algebraically
stable maps (for details see section 3.3).

THEOREM 3.2 There exists a Zariski residual set U C My, such that if f € U and its
topological degree di(f) satifies di(f) < d, then the Green current of f exists and is laminar.

Concerning the case of bimeromorphic maps (d; = 1) of smooth connected projective
surfaces, it is possible to state a more precise result. It is a combination of results of Cantat
[Ca] and Diller-Favre [DF], that if such a map has positive topological entropy, then its Green
current always exists (in a sense to be precised, see section 3.4).

THEOREM 3.3 The Green current of a bimeromorphic map of positive topological entropy of
a projective surface is laminar.



3.2. Laminar currents as limits of divisors in P2

It is well known that any positive closed current in P? is the limit in the weak sense of
currents, of a sequence of rational divisors [De2]. In this section we prove that under some
geometric conditions on the (irreducible) divisors, the limit is a laminar current; this criterion
turns out to be useful in some dynamical problems (see section 3.3).

We begin with some notation : (C},) is a sequence of (possibly singular) irreducible curves
in P?, with d,, = deg(C,) — oo, such that d—[Cn] — T, where — denotes the weak conver-

n
gence of currents. We denote by:

- T én — C), the resolution of singularities of Cy;

gn the geometric genus of C,,, i.e. g, = genus(an);

- v(Cy) the multiplicity of C), at z; v,(C),) is the number of intersection points of C,,
with a generic line near x;

- ng(Cyp) the number of local irreducible components of C,, at z € Cy,, that is, n,(C,) =

#r ().

THEOREM 3.2.1 Let (C,,) be a sequence of irreducible curves in P? of degree d,, — oo, such
that the sequence of rational divisors d,'[C,] — T. Then, using the notations above, if

gt Y. na(Cr) =0(dy) (3.1)
z€Sing(Cr)

then T is laminar.

The condition of the theorem is of course not necessary: take an arbitrary sequence of
curves (C,), and pick a sequence r,, — oo, such that d;,![h,, (C,,)] tends to the line at infinity
in the sense of currents where h,(z,w) = (rz,rw). A less trivial example is the current
dd° max(log™ |z|,log™ |w|) considered in example 2.3.9, which is the limit of the sequence
1[D,] where D,, is the smooth curve (in homogeneous coordinates [z : w : t]) of equation
2" + w"™ + t™ = 0. Concerning this last current, we have in fact the following finer result
(see section 4.4): T is not approximable in the weak sense by a sequence of divisors d, }[C,]
satisfying (3.1).

The remaining of this section will be devoted to the proof of theorem 3.1. The basic
idea to count good and bad components is similar to [BLS], [BS5], but this theorem is

independent of any dynamical context.

Let p € P2 and 7, be the central projection P?\{p} — P! ([GH]); we consider a subdivision
Q of P! into disjoint simply connected open sets (which we will call “squares”) which have the
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same area with respect to the Fubini-Study metric wp1; we also suppose that the boundaries
of the squares are piecewise smooth. Such a subdivision Q will be called admissible. Note
that m,1(Q) is isomorphic to @ x C (Q € Q).

We say that a connected component I' of C), N 71';1(62) is good if m, : I' — @ is a
homeomorphism (i.e. I'is a graph over @), bad if not. The multiplicity of the bad component
I' is the topological degree deg(mp|r). The number of bad components of Cy, for the projection
mp With respect to Q is by definition always counted with multiplicity. We denote this number
by bep(Ch, Q).

It is clear that if p ¢ C), the component I over @ is bad if and only if for some z € @ the
line (pz) is tangent to C,, or hits a singular point of C),. The next lemma roughly says that
the number of bad components for a generic projection does not depend on the subdivision
provided it is fine enough. Such a lemma is necessary because we will have to make n — oo
with @ fixed, so we cannot find a subdivision which is fine enough for all curves C\,.

LEMMA 3.2.2 Fiz p such that: p ¢ Cy,, p does not lie on any line joining two singular points
of Cyp, nor any line through a singular point and tangent to C,, at some smooth point (this is
a Zariski dense condition).
Let
bey(Cr) = sup {bey(Cy, Q), Q admissible subdivision of Pl} ,

then if Q is an admissible subdivision of P! such that the critical points of m,|c, (including
singular points of Cy,) lie over different squares of Q', then bcy(Ch,, Q) = bey(Ch).

PrOOF : We are looking for admissible subdivision maximizing the number of bad compo-
nents, with p fixed as stated in the lemma. It is clear that the number of bad components
decreases if some singular fiber (pz) = 7, L(2) of the projection -that is a fiber tangent to C,
or meeting a singular point of C),- lies over the boundary of a square (). Then we can assume
Q is chosen so that no singular fiber lies over 0Q for Q € O.

Now fix " a bad component of multiplicity d over @Q € Q; suppose W;l(zf), .. ,71';1(2’]‘3)
are the singular fibers. We take an admissible subdivision of @ into squares {Q;, 1 <1i < ¢}
separating the singular fibers. Without loss of generality we assume for 1 <i < k, Q; 3 z;.
Bad components for the new subdivision are over Q)q,...,Q, with respective multiplicities
di,...,d;. We have to prove that >, d; > d.

Suppose this is false. Fix a regular fiber szl(zr) and paths 7; in ) joining 2} to z". There
are d local good plaques over a small neighborhood of z". For each 1 < i < k and z € ~;
near z; there are d; local plaques over z corresponding to the bad component over @);; follow
them by analytic continuation along -; . We get no more than > d; < d plaques over z". The
remaining d — Y d; plaques correspond by analytic continuation along —v; to good plaques
at each singular fiber L(2#), giving rise to global good components over @, a contradiction.

Any further refinement of the subdivision will produce the same number of bad compo-
nents. U

PROPOSITION 3.2.3 Let C,, be an irreducible curve in P?, and p a (Zariski-) generic point in
P2. Then (notations as in the beginning of the section):

bep(Cn) < 2(200 —242dn) + > na(Ch).
z€Sing(Chr)
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PRrROOF : We first list the generic assumptions we make for choosing p:

_p¢on’

p does not lie on any line joining two singular points of C,,,

p does not lie on any line through a singular point and tangent to C), in some smooth
point,

- p does not lie in any tangent line to a singular point of C,,.

then for an admissible subdivision Q separating the critical fibers as in the preceding lemma,
the bad components of C), are exactly:

- components through some singular point x of C), : the multiplicity of such a component
for 7y, is v,(Cy,), because the multiplicity of C,, at x is the number of points of intersection
between C), and a generic (as above) line near the singularity;

- components through smooth points x of (), such that the tangent line T,C,, is the
line (px) : the multiplicity of such a component is the local degree of 7,|c, near x.
If we choose coordinates so that p = [0 : 1 : 0] lies in the line at infinity (¢ = 0) (in
homogeneous coordinates [z : w : t]) and C), has (reduced) equation (P, = 0), then C,,
has a vertical tangent at x and the local degree of 7, is the intersection multiplicity
I.(P,, 88%) (this formula is false for singular points).

The remaining of the proof is now a careful examination of the Riemann-Hurwitz formula
(see [GH]) for the projection 7, o7 : Cn — P! (recall that 7 : C,, — C,, is the resolution of
singularities). 7, o 7 is a branched covering, let R be the set of its critical points, and v(z)
be its local degree near x € R. The Riemann-Hurwitz formula states:

X(an) =2- 2gn = an(Pl) - Z(U(Z’) - 1)? (3'2)
T€ER

with y(P')=2. We want to relate this to the number of bad components for the projection Tp-

First, remark that there may be points # € C,, with 7(z) € Sing(C,) but = ¢ R (c.g. if the
singularity is an ordinary multiple point); for those z, v(z) = 1. Let S = RUn ~(Sing(C,)),

we then have
D (@) =1)=> (v(@) - 1).

z€S z€ER
We claim that
be, (Cr) = Z v(x).
z€S
Indeed if z € S\m~1(Sing(C,)), the local degree of 7, o7 at x is equal to that of 7, at 7(z),
and if yo € Sing(C,,) the multiplicity of C), at yo, that is the number of intersection points

between C), and the line 7 Lrp(y), y near yo, is exactly
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Let S; = S\m1(Sing(Cy)) and Sy = 7= 1(Sing(C,)). We infer

Zv(m) = Z v(x) + Z v(x).

TES TEST €S2

Now for x € S; we have v(z) > 2, so v(z) < 2(v(z) — 1), and on the other hand

Z v(x) = Z (v(z) — 1) + #71(Sing(Cn))

€S €S
= Y W@ -+ >, ny(Cn).
r€SNR y€Sing(Cn)

Thus

Yoo@ <2y (@) -+ Y (W) -1+ Y ny(Ch),

z€S €81 r€S2NR y€Sing(Cn)

and by noting that & C R, ie. all points in &1 are critical for 7, o 7, and using the
Riemann-Hurwitz formula (3.2) we get the desired estimate. O

REMARK : the inequality v(z) < 2(v(z) — 1) used above might seem far from being sharp,
however if we choose p outside the finitely many inflexive tangents to C),, this is an equality.

Theorem 3.1 is now a consequence of the following proposition, which is a generalization
of the reasoning of [BS5].

PROPOSITION 3.2.4 Let (C,) be a sequence of curves in P2, of degree d,, — oo, such that the
sequence d,, *[Cp] — T. Assume that for (Baire-) generic p, bey(Cp) = O(dy). Then T is
laminar.

Note that the hypotheses on C), are slightly weaker than in theorem 3.1, in particular
we do not make any irreducibility hypothesis, so that this proposition could apply in various
contexts not particularly involving proposition 3.2.3 (the reason for the baire genericity here
is that we have to choose p in a countable intersection of Zariski open sets). The main
difference with [BS5] is that we make no assumption on the support of T, leading to several
difficulties.

PROOF :We still consider the projection m, : P2\ {p} — P!, and we denote by wp: and wps
the respective Fubini-Study forms. We will construct a laminar current T, < T, with

(Too, Tpwpr) = (T, Tpwp1).

Note that the form mjwp1 which is singular at the point p, is integrable with respect to all
positive closed currents because in local coordinates it expresses as dd®log|Z — p| (see the
classical proof of the existence of the Lelong number at p).

Let Q be an admissible subdivision of P!, recall that the “squares” have the same wp1-area.
Then for a good component I over Q € Q

([T], mpwpr) = / TWpt = / wp1 = Areap1 (Q)
mp(I)

T
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and for a bad component I' of multiplicity m,

/W;WPI = mAreap1 (Q).
r

Let G(Q,n) be the set of good components of C,, over @), and

TQ,n:di Z Z [F] STnzi[Cn]

" QeQ Teg(Q.n)

By lemma 3.2.2, bcy(C),) dominates the number of bad components for the subdivision Q,
and we get

bep(Chr)
d

n

(T — Tomn, Tpwpr) < Areap1 (Q) < CAreap: (Q).

We need a normal families argument to get some laminar structure on cluster values of
the sequences of currents. For this, we remark that Mp2(Tg,) < 1 (Mp2 denotes the mass
norm with respect to wpz), hence

dy,
1—n

#eTe |JG(Qn), Mpe([T)) >1—np < (3.3)

Qe

where 7 is some fixed positive constant (s.t. 1 —n > Areap:(Q)).

LEMMA 3.2.5 The family of holomorphic functions f : Q@ — C such that

Mya(I0f) = [ wm <11
f

is normal, where 'y is the graph of f in Q@ x C C P2, and 7 is some fized positive constant.

PROOF OF THE LEMMA : suppose the result is false. By the Zalcmann lemma there exist
a sequence ) 3 x, — x € @, a sequence of positive numbers p,, converging to zero, and
a sequence of holomorphic functions in @ satisfying the volume assumption, such that
fn(zy, + pnz) converges uniformly on compact sets in C to a non constant entire map h.
Thus the graph of ( — f,(x, + ) over the disk D(0, p,) is close to the graph I'), of the map
¢ — h(C/pn). As n — oo the cluster set of the sequence of graphs (I'),) contains the vertical
line {z} x C, which is impossible because of the area bound. An alternate approach for this
lemma is to use Bishop’s Theorem [Bi]. O

Let G'(Q,n) C G(Q,n) the set of components of volume < 1 — 7 in P2. By dropping the
components of G(Q,n)\G'(Q,n) we get a new current TIQ,n’ and by (3.3) we have

(T — Tg y mywpr) < (C+1/(1 —n))Areap: (Q) = C'Areap: (Q). (3.4)

Now we extract a subsequence n; such that Té),nj — T < T|gxc for every @, where

T6.n = To nloxc. We have to show that T is uniformly laminar. The proof is very similar
to [BS5] so we only sketch it.
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Let L, be the line F;l(.%'), x € Q, and

1
)\Q,nj (.%') = d_ Z [P N LJU] - Té),nj A [L$]ﬂ
" reg/(Q.n;)

it is a consequence of the theory of slicing currents that the sequence Ag n;(r) converges
weakly for almost all z € Q. As U,G'(Q,n) is a normal family, the family of graphs meeting
some compact subset of a line L, is equicontinuous . Then if ¢ is a test function in Q x C,
the family | L. ¥ AQn(%) is equicontinuous as a function of z. Thus we get that Ag,, ()
converges weakly to a measure Ag(x) for all x € Q.

It remains to prove that G'(Q,n;) “converges” to a lamination by graphs in @ xC. The fact
that A\¢ is a transverse measure is then a consequence of weak convergence and equicontinuity.

LEMMA 3.2.6 ([BS5]) Fiz xg € Q. Let G'(Q) be the set of holomorphic f : Q — C such that
[ is the limit of some sequence of fn; € G(Q,n;) and f(zo) € Supp(Aq(wo)). Then the graphs
of {f, f€G(Q)} form a lamination in Q x C.

PROOF OF THE LEMMA : one has to show
- for each y € Supp(Ag(xo)), there is a unique f € G'(Q), s.t. f(zo) = yo;
- two distinct graphs are disjoint.

(this is more subtle than the Hurwitz Theorem since good components of different G'(Q, n;)
may intersect, we use the convergence of currents instead)
It suffices to show the following fact : "if a sequence f,,; € G'(Q,n;) satisfies f,,(xo) —
Yo € Supp(Ag(xp)) then the sequence converges”. Suppose not: there exists two subsequences
foi = f% fi(x0) = yo, i = 1,2, and f! # f2. If yo is not an atom of Ag(xp), we can assume
J
(f1) (o) # (f*)'(wo) : indeed we take a sequence g, € G'(Q,n;) such that g1 (o) converges
J J
to yj near yo. By extracting a further subsequence if necessary, we get a limit function g'
whose graph does not intersect that of f! by the Hurwitz theorem, and so has transversal
intersection with I's, (e.g.[BLS] lemma 6.4).
As yo € Supp(AQ(@0)), AQ(®0)(B(yo,¢)) > a, and Aq i (20)(B(yo,€)) > a/2 for j large
enough. Moreover all graphs of G’ (Q,né) near f,:(zo) have slope close to (f*)'(z¢). This
J
contradicts the convergence Tq ,,; — Tg.

If yo is an atom of Ag(zo) of mass «a, there is a sequence of intervals I;,; shrinking to yo
with mass more than 3a/4 for Aq,,,. If there are two distinct limiting graphs for points in
I,;, we contradict the convergence of currents again. ([l

We have thus far proven that T is a uniformly laminar current on @ x C, and let
To=>» To<T.
QeQ

By successively refining Q we get an increasing sequence T converging to some laminar
current Ti,. Because of the estimate (3.4), we have (Too, mpwp1) = (T, mywp1).
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We claim that for generically chosen p, this last relation forces T = To. Indeed, let
S=T-T, <T, S is a positive current, thus is representable by integration. This means
that there is a positive measure vg (which is in fact the trace measure ||S|| of S), and a
measurable field of (1,1) vectors S, such that S = [(S,, )dvs. If (S, mywp1) = 0, the (1,1)
vector S, is simple and a.e. tangent to the pencil of lines through p. Now the set of points
p € P? such that there is a set of positive || T'|| measure of 2 such that T, is directed by the
pencil through p is at most countable. It suffices to choose p outside this at most countable
exceptional set to achieve the desired result. [l

Observe that there is no need in proposition 3.2.4 for the [C},] to be closed currents. More
precisely we have shown:

PROPOSITION 3.2.7 Let (Cy,) be a sequence of complex submanifolds, possibly with boundary,

in P2, Assume that dn_l[Cn] — T, where T is a positive, closed current. Assume also that for

a generic projection mp,, and any admissible subdivision Q of P, the total mass with respect

to mywpr of the set of bad components of [Cy] is < CdyAreap: (Q) (C is some fized constant).
Then T is laminar.

This proposition applies for example for entire curves in P2, in which case the control of
the number of bad components comes from the Ahlfors’ Covering Theorem (see [BLS] p.112,
[Ca]). This yields the following corollary, which solves a question posed by Cantat (in the
special case of P?):

COROLLARY 3.2.8 Let f: C — P? be an injective holomorphic mapping. Let

[/ (D0, R))]
Mgz ([f(D(0, R))])’

Then all closed currents in P2 which are limits of subsequences A(rj, f) are laminar.

A(Ta f) =




3.3. Applications to holomorphic dynamics in P?

In this section we prove Theorem 3.2. We will define a Zariski-generic set U (a countable
intersection of Zariski open sets) in the space M of rational maps of degree d in P?, such that
if f €U and di(f) < d, then the dynamical “Green” current of f exists and is laminar. All
rational maps considered are supposed to be dominating, i.e. with generically nonvanishing
Jacobian determinant. We roughly describe the equations defining /. Existence of the Green
current requires an assumption (algebraic stability) to control the “algebraic growth” of
iterates of f. We also have to understand the “topological growth” of preimages of a generic
line, which leads to an additional hypothesis (H). Both hypotheses (AS) and (H) lead to a
generic set in My (prop. 3.3.1).

Let us be more specific. We consider a rational self map of P? of degree d, given by its
graph I'y C P2 x P2, T # is an irreducible, possibly singular surface. We let X be the minimal
desingularization of I'y, with the natural projections 71, m : X — P2

X
™1 2
]P>2 / f \\>]P>2

7y is a composition of point blow-ups and 79 is a holomorphic map with the same topological
degree as f.

Let I(f*°) = Up>1f""I(f) be the total indeterminacy set of f (for background on iteration
of rational maps on P2 see [Sil]). The first hypothesis is classical, and is a necessary condition
for the Green current to describe the asymptotic distribution of the preimage of a generic
hypersurface of P?; namely we assume f is algebraically stable (AS) which means that I(f°°)
is at most countable. In this case it follows from [RS2] and [Sil] that there exists a current T
describing the asymptotic distribution of preimages of hyperplanes. More precisely we have:
suppose f is an AS rational self map of P2, then there exists a pluripolar set E in P? (the
dual space of P?), such that if L ¢ E,

1 n\* N
(Y = T

The second hypothesis is the following: for a generically finite holomorphicmap h: X — Y
between complex manifolds, we define £(h) to be the set of points in X where h is not locally
finite. £(h) is a subvariety of X [Fi]. We say that f satisfies (H) if

mo(E(m) NE(ma)) NI(f>) = 0. (H)

We give another equivalent version of (H). Let w : X — I'; denote the resolution of
singularities, which is a composition of finitely many point blow-ups and 71, 72 be the natural
projections I'y — P2, s.t. m; = n; o w. We claim that @(&(m1) N E(m2)) C 'y is a finite set of
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points, which means that the curves of £(m1) NE(m2) come from the resolution of singularities
of I'y. Indeed if a curve D C I'y projects to some point p by 71, i.e. D C ({p} x P?) N Iy,
then as 7y restricted to {p} x P? is 1-1, (D) is a curve, i.e. D is not contracted by 72. So
(H) is equivalent to

(e (E(@)) N () = 0.

In case Sing(I'y) is zero dimensional, w(&(w)) = Sing(I'¢), this means that up to the de-
termination of the singularities of I'y , and the knowledge of I(f>°) (which is necessary in
order to know if f is AS), it is practically possible (though in fact probably rather difficult)
to determine whether f satisfies (H) or not.

The next proposition shows that (H) is satisfied in many interesting cases.

PROPOSITION 3.3.1 (i) An algebraically stable birational map satisfies (H);

(ii) (H) and (AS) are generically satisfied in the (algebraic) set of rational maps of P2, and
in the set of polynomial mappings of C2.

Remark that it is unclear whether (H) and (AS) are generic in subsets of maps with fixed
topological degree.

PROOF : (i) suppose x € ma(E(m) N E(m2)) N I(f>), say = € I(f"). As f is birational,
ma(E(m)) = I(f 1), hence x € I(f*)NI(f~'). In particular, f~!(z) is not finite, contradicting
that f is AS.

(i) The set M of dominating meromorphic maps of degree d in P? is a Zariski open subset
of a projective space PV. The subset of algebraically stable maps is a countable intersection
Ag=NpA, (A, is defined by {f € My s.t. I(f") is finite}) of Zariski open proper subsets of
M, [Sil]. We show that maps satisfying (H) are generic in A4. The set of maps f such that

mo(E(m) NE(m2)) NI(f") # 0

is algebraic in A,, and its complement is not empty since there are maps in A4 satisfying (H)
(e.g. Hé non maps of degree d).
The case of polynomial maps of degree d in C? is similar. O

EXAMPLE : we present an explicit family of maps P? — P2, non birational, whose generic
element satisfies AS and (H). Let ¢ = (91,92) = (p(z) — aw, az) be a Hénon map of degree
d(g) > 3. Let f = (g93,92); f is a polynomial map, d(f) = 2d(g) > 6 and d;(f) = 4. We have
I(f) =1(g) = [0 :1:0] in homogeneous coordinates [z : w : t], and f((t = 0)\I) =[1:0:
0)=:q# IsoI(f*)=1I(f)and fis AS.

Let L be a linear automorphism C? — C? and denote also by L its extension P2 — P2,
We get d(Lo f) =d(f), dy(Lo f)=di(f), (Lo f)=1I(f)=1andif L(q) # I, Lo fis AS
and I((L o f)*°) = I. We now prove that for generic L, L o f satisfies (H).

Let id ® L be the map P? x P? 5 (x,y) — (z, Ly); one checks that I'jo; = (id @ L)(I'f)
in P2 x P2. Recall that the condition (H) concerns a finite subset S(f) := w(E(m1) N E(m2))
of I't. Hence ma(S(L o f)) = ma((id ® L)(S(f))) = Lma(S(f)). As ma(S(f)) is a finite subset
of the line at infinity and I((L o f)*°) = I is fixed, for generic L we get ma(S(L o f)) # I and
we are done. O

Theorem 3.2 is a consequence of proposition 3.3.1 and the following proposition.
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PROPOSITION 3.3.2 Let f be a rational self map of P2, of algebraic degree d, and topological
degree dy < d. We assume that f is AS and satisfies the hypothesis (H) above. Then the
Green current T is laminar.

Note that the result holds in particular for all AS birational maps. In the next section we
will show that for birational maps the “AS” hypothesis is in fact unnecessary.
PROOF : We want to use theorem 3.1 with the sequence of currents d,!(f")*[L] =
d; [f~™(L)]. Let C,, = f~™(L). We have to show that
gt Y na(Co) =0(d") (3.5)
z€Sing(Cr)

with notations as in the first section. We will estimate the two terms separately, for generic
L. Let us first discuss the genericity assumptions made on L:

(G1) we choose L s.t. the convergence d,,'(f")*[L] — T holds;

(G2) the hypothesis (H) says that U,>of"(m2(E(m) N E(m2))) is an at most countable set.
We take L missing this countable number of points.

We will prove the estimate (3.5) by induction on n. This leads us to introduce the following
diagram, which illustrates the step from n — 1 to n in terms of the graphs of the rational
maps f™. Suppose we have constructed a surface X"~ ! (which is a proper modification of the

graph of f) with the following diagram : xn—1
Tl,n—1 T2,n—1
P2- = - — >=p2

Then we define X" such that we have the following diagram, where X" is smooth and minimal
among the possible graphs :

Such a X" always exists since there is a natural rational map X — X"~! birationally
equivalent to f; X™ is not a priori a minimal desingularization of the graph of f". Note
that all arrows are holomorphic, 71y, 71, 7 are compositions of points blow-ups, d¢(w) = d,
di(Ton_1) = d?'. This allows us to state the last (Zariski) generic hypothesis on L

(G3) by definition, 72,(£(m2,,)) C P? is finite for all n, we take L missing the union of
these sets. Moreover, Bertini’s theorem says that m, }l(L) is smooth, irreducible and of
mutiplicity 1 for generic L (see [GH], and [FL] for irreducibility). We choose such an L.

The proof of the estimate (3.5) splits up into two lemmas.
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LEMMA 3.3.3 Let f be as in theorem 3.2, L a line in P? satisfying hypotheses (G2) and (G3),
and Cp, = f7"(L), then
> na(Cn) = 0(d).

z€Sing(Cr)

Before we begin the proof, we want to give a heuristic argument, which gives a true proof
for birational mappings. We have seen that > n,(C,) =: N, is the number of points in
71(Sing(C,)), where 7 is the resolution of singularities. Now if f is birational, f |1 : L —
C), is a (non minimal a priori) resolution of singularities. The hypothesis (G3) ensures that
LNI((f~H%) =0 and so > n,(C,) is not greater than the number of points in L NE(f "),
and E(f~™) = Crit(f~™). To conclude, note that the critical set of a rational self mapping of
P? has degree at most 3d — 3, where d is the degree of f, and that for an AS birational map
f and f~! have the same degree. This argument gives in fact the proof of theorem 3.2 for
birational maps (since g, = 0 in this case).

For non invertible maps, given C,_1, with set of singularities S, we want to analyze
Sing(Cp). The set Sing(C,) contains points of f~1(S), which has cardinality not greater
than d; - #8, preimages of points of f(I(f)) N C)—1, and possibly other points (the preimage
of a smooth curve, even by a holomorphic map need not in general be smooth). In fact the
sense of the Bertini argument in (G3) is precisely that the latter set is empty. We have to
estimate the number of local irreducible components at these points. We thus can expect a
formula such as N,, < d;N,,_1 + cd”~! which is indeed the case.

We also recall for future reference some properties of divisors and intersection products
on compact surfaces (see [GH]): a divisor is a formal linear combination of subvarieties
with integer coefficients, we write D > D’ if D’ — D is an effective divisor, that is a divisor
with nonnegative coefficients. The intersection product C - C’ of two curves is the sum of
intersection multiplicities at common points; the product - is extended by bilinearity to
divisors, and depends only on cohomology classes in H%(X,Z), where X is the ambient
surface. Given a holomorphic map h : X — Y there are natural pull back and push
forward operations h* and h, on divisors, which satisfy h*D - h*D’ = dy(h)(D - D’), and
h*D - D" = D - h,(D") provided these expressions make sense.

1

PROOF OF LEMMA 3.3.3 : by (G3) 1= 7y, (L) is smooth and irreducible. As 7, is a

n
composition of point blow-ups, 71, : C),, — C, is a resolution of singularities. Hence

> na(Ch) < #Co NE(T10).

z€Sing(Cr)

We introduce E(71 ) the exceptional divisor, which is the sum (with coefficients equal to 1)
of irreducible components of £(my,,), and #C, N E(m1,,) < Cy, - E(m1,,,) (generically equal).
Now 71, = m 01, 50 E(m1,,) C E(n) Un~LE(m). Hence

E(mn) < 0*E(m) + B,
since of course all coefficients in the second member are > 1. From this we infer
E(Tfl,n) : an S n*E(ﬂ'l) : én + E(’?) : én (3'6)

because the pull back of a curve from P? intersects positively any effective divisor.
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We claim that E(n) - Cp, < W E(mip-1) - Ch. Indeed

with V; a rational curve; suppose without loss of generality that én cuts Vi,... V. By (G3),
T,y is a branched covering near C), and so for 1 < i <[, w(V;) is not a point. As myon =
Tin—10ow, and V; C E(mg o n), we have w(V;) C E(m1 pn—1), 1 <i <I. This implies

l

w(E(mp-1)) > Z Vi

i=1

which yields the desired result. We deduce
E(n) . én S W*E(Wl,n—l) . an = w*E(m’n_l) . w*(én_l) = dt(E(ﬂ'l,n—l) . én—l), (3.7)
with C,,_y = Wi,lhl(L).

On the other hand, we have *E(my) - Cp, = cd" L. Indeed

W*E(m) - Cp = E(m1) - n(Chn)
with 77(611) an irreducible curve in X which projects doy\vn to C,,_1 by my and to C,, by m1.
By the hypothesis (G2), 75 ' (C,,_1) is irreducible so n(C,,) = 75 (Cp_1), and we know the
cohomology class {C,,_1} of Cp,_1 in P2, {C,,_1} = d"' {L}. From this we can evaluate the
intersection product in cohomology

W E(m1) - Co = {E(m1)} - {n(Cn)} = {E(m)} - 73 {Cp1} = d" " {E(m1)} - 75 {L}.  (38)

~

We can thus conclude from (3.6), (3.7), (3.8) that N, = E(m,) - C, satisfies
Np < d¢Np_1 +cd™ 1, dy < d, and it is then a standard result that N,, = O(d"). O

It seems more difficult to find a heuristic argument for the next lemma, so we systemati-
cally use the terminology of divisors.

LEMMA 3.3.4 Let f be as in theorem 3.2, L a line in P? satisfying hypotheses (G2) and (G3),
Cn = f"™L), and g, the geometric genus of Cy,, then g, = O(d").

~

Proor : We apply the Riemann-Hurwitz formula for the branched covering 7o, : C,, — L,
and use induction again. We first write down the formula in the language of divisors [GH].

Let h : X — Y be a dominating holomorphic map of smooth surfaces. We define the
ramification divisor Ry, to be the divisor locally defined by the holomorphic function Jac(h)
(Jacobian determinant). If h is a branched covering, the order of vanishing of Jac(h) can
be interpreted in terms of the local topological degree of A near the divisor. If C C Y and
C' C X are smooth curves s.t. h=!1(C) = C’, then the Riemann Hurwitz formula between
Euler characteristics reads (this holds without the branched covering assumption)

X(C") = dyx(C) — Ry, - C'.
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If £:Y — Z is another map, the usual chain rule reads
Rion = h* Ry + Ry,.
The Riemann Hurwitz formula for 7o, : én — L then states
2 —2g, = X(Cp) = d'X(L) — Ra,,, - Cn,

then as d; < d we only have to show R, Cp = O(d™).
By the chain rule,
R7T2,n = w*RT"Q,nfl + Ruh

hence

Ry, Cn=wRny, - Co+ Ry Cyp=dy(Ruy, , Cn1) + R Cp (3.9)

As before, it only remains to see that R, - én = cd” to get the desired result.

By the genericity hypothesis (G3) we know that w is a branched covering near én In
particular if an irreducible component R of Rj intersects én, the order of vanishing of the
Jacobian along R is < d; — 1 since it is exactly e — 1, where e is the local degree in the
neighborhood of R. Moreover the chain rule for the commutative diagram 7 ,_1ow = mon
yields

W*Rm,n—1 + Ry, = n*RM + Rn’

S0
R, <n"Rx, + Ry,

By dropping all components of R, which do not meet én, we can write
Rwangn*RW26n+Dana

with D some divisor supported in £(n) with coefficients < dy — 1 by the discussion above,
that is D < (d; — 1)E(n). By the preceding lemma

E(n)-Cp < E(m1p) - Cy < Cd™.

To conclude, n* R, - én can be estimated in cohomology in X as in the preceding lemma,
using (G2),

"Ry - Co = Ry - 1(Cr) = (R} - {n(C)} = d"{ Ry} - 73 {L}
and we are done. O

REMARK. It might be possible to get rid of the hypothesis (H), by a more precise control of
the multiplicities of the curves C,, at the indeterminacy points, but this seems difficult and
is beyond the scope of this work.
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“birational invariance” is the following easy proposition:

PROPOSITION 3.4.1 Let T be a positive closed current in the (compact) surface X and h :
X — Y a birational map.
Then T is laminar iff hT is laminar.

PROOF : by the structure theorem for birational maps [GH] it suffices to show the following:

iif r: X — Y is a point blow up and T a positive closed current on X, T laminar =
w1 laminar;

ii if 7 : X — Y is a point blow-up and 1" a positive closed current on Y, T laminar =
7T laminar.

The first point goes as follows: we can write T = Ty + ¢[E], where E is the exceptional
divisor of the blow up (7(F) =: p), and T} gives no mass to E. Tj is in fact the trivial
extension through E of T'|x\ g, which is of course laminar (restriction of a laminar current).
Now 7 : X\E — Y\ {p} is a biholomorphism, and 7.(T|x\r) = m(T1|x\g) = (m11) 3\ (p}
80 (m:T1)|y\{py is laminar. We conclude that 7, 7" itself is laminar because a neighborhood U
of p can be covered up to a set of |7, T’||-measure 0 by countably many disjoint open subsets
of U\ {p}.

For the second part, write 7*T = Tj + v(T,0)[E] where T; is the trivial extension
through E of (7*T')|x\g. T1 is laminar because T'|y\y,) is, and we get that T' is laminar by
subdividing into smaller subdisks all disks in 7" intersecting F. (]

We now prove theorem 3.3 :
Let M be a connected smooth projective surface, and f a birational selfmap of M, of
positive topological entropy. It is a result of J. Diller and C. Favre [DF] that there exists
a proper modification m : M — M (m is a composition of point blow ups), such that f
lifts to an algebraically stable map f : M — M (of positive entropy also). Either f is an
automorphism, in which case the results of Cantat [Ca] yield the existence of a natural
laminar Green current on M. , Or f has indeterminacy points, and the existence of the Green
current is proved in [DF]; moreover in the latter case M is birational to P2. We define the

Green current of f to be T'(f) = m.T(f). By proposition 3.4.1 laminarity of T'(f) is equiv-
alent to laminarity of T'( f ), so we focus on f . Abusing notation we write f for f and M for M.

We only need to treat the case when f has indeterminacy points. We define Ay = A\;(f),
the first dynamical degree of f to be the spectral radius of the linear map f* : HY1 (M
HVY(M). InP?, \; = d (see [DF], [RS2], [Gul] for details and references). One has hpp(f) <
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log A1 so A; > 1 [Fr]. Let L be an element of the linear system of hyperplane sections of M.
Bertini’s theorem implies that a generic L is smooth and irreducible. Moreover for generic L

Lo onve R
)\—?(f )[L] — T,

where ¢ is some positive constant independent of L ([DF] Theorem 6.5, see also [Sil] Theorem
1.10.1). Without loss of generality we assume ¢ = 1. Let C,, = f~"(L), and g¢,,, Y n.(C,) be
defined as in section 3.2. We want to prove

gt S na(C) = OO,

z€Sing(Cr)

As f is birational g, = g(f~"™(L)) is independent of n so we only bound the second term.

We adapt lemma 3.3.3 to this context. First note that the divisor L is ample (because
as a line bundle it is the restriction of the hyperplane bundle [GH]), in particular its
intersection product with any effective divisor is nonnegative. If we draw the same diagram
as in the preceding section, replacing P2 by M, we get that the intersection product of
75 (L) with any effective divisor in X™ is nonnegative. If moreover we choose L satisfying
the generic assumptions (G2): L misses the countable set U,>of"(m2(E(m1) N E(m2))) (by
algebraic stability of f~!) and (G3): L misses Uy,m2,,(E(m2,,)) and 75, (L) is smooth and ir-
reducible for every n, we can read again lemma 3.3.3, replacing P? by M and d by \; (d; = 1).

To conclude, we apply theorem 3.1 in P2. Let h : M — P2 be a birational map, and
consider the sequence of curves h(f~"(L)) = h(C),), at the level of currents we have

1 1
—[h(Cp)] = hs | =[Cp] | = hiT.
Sl =n. (i)
We can decompose [h(Cy,)] = [['y] + [Ey] where [T'}] is the (irreducible) proper transform of
Cp, and [E,] is some divisor subordinate to £(h™1).

The sequence (1/A})[E,] converges to a divisor, which does not affect the laminarity of
h.T, and it remains to prove that the sequence of curves I',, satisfy the hypotheses of theorem
3.1. The term g, is invariant by the birational transformation h, and

Yo e < D ma(Ch) + #Cn NC(R).

z€Sing(Ty) z€Sing(Cr)

the first term is O(A}) by the preceding discussion, and the second is O(A}) (C(h), the
critical set, contains the indeterminacy points of h by definition) because the spectral radius
of the action f* on H?(M,Z) is < A;. Thus h,T is laminar, and so is T by proposition 3.4.1. [J

REMARK. With the same method it is possible to derive laminarity of the Green current for
AS rational maps of rational surfaces, satisfying d; < A; and (H).
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Chapitre 4

Intersection géométrique

Nous explorons les liens entre laminarité et produit extérieur des courants. Nous définissons
(section 4.2) l'intersection géométrique des courants laminaires, et cherchons & vérifier dans
certains cas que cette intersection coincide avec le produit extérieur. Nous montrons a la sec-
tion 4.3 que lintersection des courants uniformément laminaires (éventuellement a plis) est
toujours géométrique en ce sens. Nous considérons ensuite la classe des courants laminaires de
P2 obtenus grace au théoréme 3.1 —courants fortement approximables— et montrons (section
4.4 que le produit extérieur est géométrique dans tout ouvert ou un tel courant est a poten-
tiel continu. Un corollaire important de cette étude est que la construction du chapitre 3 ne
permet pas d’atteindre tous les courants laminaires de P2. La derniére section est consacrée a
un cas d’intersection géométrique dans le bidisque, qui a la particularité de ne pas nécessiter
d’hypothese sur le potentiel des courants.

Il est & noter que nous utilisons une définition générale de I'opérateur de produit extérieur,
due a N. Sibony.



4.1. Compléments de théorie du pluripotentiel.

Une définition générale du produit extérieur des courants, d’aprés N. Sibony. Nous
décrivons dans cette section, suivant [Si3], le produit extérieur des courants positifs fermés en
dimension 2, dans un cadre général, et bien adapté au produit des courants laminaires.

On fixe Q un ouvert de C2, muni de sa forme Kihlerienne standard w, et u,v € PSH(Q).
On dira que le produit extérieur dd®u A dd“v est admissible si dans 2, u € Llloc(ddcv Aw); le
produit extérieur étant alors défini par

dd®u A dd°v := dd°(uddv).

Remarquer que la condition d’admissibilité n’a de sens que parce que les fonctions psh
sont définies ponctuellement par

) = I B 0.)) /B(O,a)
d’apres la relation de sous moyenne et la semi continuité supérieure. Par ailleurs deux po-
tentiels d’un courant différant d’une fonction pluriharmonique, ’admissibilité du produit
extérieur ne dépend pas du potentiel choisi, et est donc définie sans ambiguité au niveau
des courants. On abregera par la suite la condition d’admissibilité en u € L, (dd“v) (dd°v Aw
est équivalente a la mesure trace du courant ddv).

Nous allons montrer dans cette section que l'opérateur de produit extérieur défini dans
ces conditions générales, est symétrique et satisfait le théoréme de convergence décroissante
de Bedford-Taylor [BT2|. L’avantage de cette définition est qu’elle est stable par restriction

du domaine, ce qui n’est pas le cas pour les conditions de type “singularités compactes” [Si2],
[Del], ou pour l'inégalité d’Oka [FS2].

u

THEOREME 4.1.1 Supposons le produit extérieur dd°u A ddv admissible dans Q. Si (u;),
(vj) sont des suites de fonctions plurisousharmoniques telles que u; > w et u; — u dans
Llloc (respectivement vj > v et v; — v dans Llloc), alors pour tout j, le produit extérieur
ddu; N ddvj est admissible, et au sens des courants dans €2 on a

ujdd“v; — udd“v et ddu; A ddv; — dd“u A ddv.
COROLLAIRE 4.1.2 Siu € L}, (dd°v) alors v € L}, (dd°u) et dd°u A dd°v = dd°v A dd°u

COROLLAIRE 4.1.3 Si le produit extérieur dd°u A ddv est admissible et uy, vy sont des fonc-
tions psh telles que dduy < ddu et dd“vy < dd°v, alors dd“uy A ddvy est admissible.

PREUVE DU COROLLAIRE 4.1.3: quitte a retrancher des constantes on peut supposer que les
fonctions psh u, v, uy, v; sont négatives dans €2. Par ailleurs v — uy est psh, donc de méme
on peut supposer que u — u1 < 0, i.e. u < wuy < 0. Comme u € Llloc(ddcv) on en déduit que

uy € L}, .(ddv). Du corollaire précédent on déduit v € L} (dd°u;), et comme de méme on
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peut supposer que v < vy, alors v; € L} (dduy). .

loc

PREUVE DU THEOREME: fixons K CC ). Nous supposerons dans un premier temps que
|u;ddvj|| - < Ck. Comme la suite (v;) est bornée dans L}, la suite de courants ddv; est
de masse bornée dans K. D’aprés le lemme de Hartogs si S est une valeur d’adhérence de la
suite de courants (u;ddv;), alors S < udd®v (voir p.ex. [FS2]). Il reste a montrer Iinégalité
inverse.

Pour cela on fixe une fonction test ¢ > 0; il faut montrer

/uddcv A pw < lim inf/ujddcvj A pw.

Jj—00

Considérons les régularisantes u? de u; [Ho], bien définies au voisinage du support de . On
a u§ > u; > u, et donc

/uddcv/\gaw < /u?lddcv/\gow = /vddc(cpujl)/\w
:/cpvddcujl /\w—l—/u;lvddc(p/\w—2/vdc<p/\du§1 Aw,

ou la premiere égalité est la définition du courant dd®v, et la deuxieme vient de ce que les
termes de bidegré (1,1) de du?1 ANdCp et dp A dcuj1 sont identiques. Par ailleurs par la formule
de Stokes,

/ujlv dd°p ANw = /dcgo A (vduZ' +uitdv) Aw,
d’ou
/uddcv A pw < /gov dd“u' Nw — /dcgo A (vdu3' —u5tdv) Aw
< /cpv?ddcujl Aw~+ /dcgo A (uftdv —vduj') Aw,

ou 'on a introduit la régularisée v? > vj > v. Ensuite comme on vient de le faire on peut
remplacer

/cpv;f?ddcujl Aw par /4,0u§1dd6v§2 Aw — /dccp A (uj%iv?2 — vaduel) Aw,
et il vient
C € C,.E C £ € € €
/udd VA pw < /gpujldd v Aw+ /d @A <(vj2 —v)duj' + ujtd(v — Uj2)> Aw.

Par ailleurs (voir [Ho], Theorem 4.1.8) les fonctions psh sont dans LP (le “localement” est
implicite dans les lignes qui suivent) pour tout p et leurs dérivées sont dans L7 pour tout
1 < ¢ < 2, et la convergence L' des fonctions psh induit la convergence dans ces topologies
plus fortes. On peut donc faire tendre €9 vers 0 puis £ vers 0, pour obtenir I'inéquation
suivante

/uddcv N pw < /ujddcvj A pw + /dcgp A ((v; = v)duj + uid(v — vj)) Aw, (4.1)
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dans laquelle le deuxiéme terme du membre de droite a une interpretation ponctuelle, donnée
par l'inégalité de Holder. Finalement quand j tend vers l'infini, v; — v dans LP pour tout p
et les dérivées dans LY pour tout 1 < ¢ < 2, ainsi |(v; — v)du;| et |ujd(v — v;)| convergent
vers 0 dans L', et il vient

/uddcv A pw < lim inf/ujddcvj A pw.
j—00

Il reste a démontrer que la masse ||u;ddv;|| est localement uniformément bornée. Pour
cela on réutilise I'inéquation (4.1). La discussion précédente montre que le deuxiéme terme
du membre de droite est uniformément borné en j, et donc, étant donné que u € Lllo (dd®v),
on a

—00 < /uddcv A pw < /ujddcvj A pw + O(1),
ce qui majore la masse locale de u;dd‘v;. O

PREUVE DU COROLLAIRE 4.1.2: on reprend la suite d’inégalités de la preuve précédente,
—o0 < /uddcv A pw < /ualddcv A pw
< /vddcu81 A pw + /dcap A (utdv — v dut) Aw
< /v‘”ddcu81 A pw + /dcgo A (utdv — v du) A w,

puis on fait tendre 1 vers 0, dans ce cas le deuxiéme terme de la derniere inégalité est borné,
indépendamment de €9, i.e.

—00 < /uddcv/\gaw < /v”ddcu/\gaw—&—O(l).

I reste & faire tendre 5 vers 0 pour aboutir & v € L} (ddu). O
Intégration. On montre dans ce paragraphe la commutation entre intégrales de familles
de courants et produit extérieur, dans le cadre général du paragraphe précédent, sous une
hypothese de mesurabilité de la famille des potentiels. Un résultat similaire est démontré
dans [BJ], sous ’hypothese que I'un des potentiels est localement borné.

Dans 2 C C? on considére (A,u) un espace mesuré o-fini et une famille A > a +— T, de
courants positifs fermés de bidegré (1,1) dans € telle que pour toute forme test ¢, a — (Ty,0)
soit mesurable et p-intégrable (pour avoir I'intégrabilité, il suffit de vérifier celle de la fonction
a — M(Ty|x) sur tout compact K); ceci par définition sera appelé une famille intégrable de
courants positifs fermés. Dans ce cas le couplage

b /A (To8)dp(a)

définit un courant positif fermé de masse localement finie, qui est par définition / Todu(a).
A
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REMARQUE: on ne parle pas de “famille localement intégrable de courants positifs fermés”
pour ne pas préter a confusion: le résultat est local dans €2, mais global dans A. On a suivi
la définition standard de I'intégration fonctionnelle dans les espaces de Fréchet.

PROPOSITION 4.1.4 Soient S et T deux (1,1) courants positifs fermés de §) tels que le produit
extérieur S AT soit admissible et T soit lintégrale directe d’une famille intégrable de courants
T, comme ci-dessus. On suppose de plus qu’il existe une famille mesurable et p—intégrable
(i.e. HuaHLll est u—intégrable) de fonctions psh u, telles que ddug, = Ty.

Alors poOZw" w-presque tout a T, NS est un produit extérieur admissible et

SAT = /A(S ATy)dup(a). (4.2)

L’hypothese d’existence d’une famille intégrable de potentiels est en fait superflue: dans
toute boule on a un potentiel u, de T, donné par une formule intégrale, donc dépendant

mesurablement de Ty, et dont la norme L}, . est controlée par M(T,).

PREUVE: soient 3 CC ) cC Q. Comme

supu, < C HuaHLl(Q/l) )
1

et comme ||ug|| Li(ay) est p—intégrable, quitte & retirer une fonction ne dépendant que de a,
on peut supposer que u, < 0 dans {21 pour tout a. Dorénavant on se placera dans §27.
Posons

u(z) = /A wa(2)dpi(a),

et vérifions que u est un potentiel de T'. La fonction u est négative dans 2, semi continue
supérieurement: en effet le lemme de Fatou pour les fonctions négatives s’écrit

limsup/fn < /limsupfn,

n—oo n—oo

o
d’ou si z, — z,

limsup u(z,) < /limsup Ug(2zn)du(a) < /ua(z)d,u(a) = u(z),

n—oo n—oo

enfin au sens des courants on a dd“u = T si ¢ est une forme test

() = { [ wadua).dt*0) = [ {uo.de*6)duo)
d’apres le théoréme de Fubini classique, et comme (u,,dd¢) = (T,¢) on conclut.

Comme le produit extérieur T'A S est admissible, u € L} (||S]|), ¢’est & dire que l'intégrale
/ ud ||.S]| est finie. Alors pour p presque tout a, / uqd ||S|| < oo (Fubini), et donc le produit
o Q

1
extérieur T, A S est admissible dans ;. Montrons la relation de Fubini (4.2). Soit ¢ une
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fonction test & support dans Q1, alors le couplage (u,S,dd°¢) a une interprétation ponctuelle !:
en effet le courant S a une représentation par intégration de la forme (2.2) et donc

maM@:/m&%MWH

ou (Sg) est le champ de (1,1) vecteurs associé a S et (1) celui de (1,1) covecteurs associé a
dd®¢. Dans ce cas on peut appliquer le théoreme de Fubini classique et

[twasddyauta) = [ ( / ua<sm,wm>d||sn>) ) = [ u(Suab)d 8] = (wS.dd0),

autrement dit

[ (7 S)duta) = 7 50)
]

Nous concluons par une remarque que nous utiliserons plusieurs fois par la suite: si A; est
une suite croissante de sous ensembles de A, alors la suite des potentiels des courants

E:/fwww

est décroissante si on a choisi des potentiels u, négatifs. En particulier dans ce cas les produits
extérieurs sont continus.

1. La raison de cette discussion est d’éviter d’utiliser un “théoréme de Fubini fonctionnel”.



4.2. Définition et exemples.

Une motivation pour I’étude du produit extérieur des courants positifs fermés au cours des
années 70 était de donner un nouveau point de vue sur 'intersection des ensembles analytiques.
Il apparait que dans le cas de courants d’intégration sur des diviseurs, l'intersection pluri-
potentialiste et I'intersection algébro-géométrique coincident. Ce sont des raisons analogues
qui ont poussé les auteurs de [BLS] (voir pp. 79-80) & introduire les courants laminaires,
et a étudier leur intersection potentialiste sous un angle géométrique. Il y est effectivement
montré que dans le cas des automorphismes polynomiaux de C?, les courants dynamiques
stable et instable s’intersectent “géométriquement”; la preuve repose de facon essentielle sur
la théorie des systemes dynamiques non uniformément hyperboliques. Ce résultat d’intersec-
tion géométrique est utilisé pour montrer que les points selles sont dans le support de la
mesure d’entropie maximale.

Nous allons étudier ces questions sous un angle plus systématique, et retrouver ces résultats
dans un cadre indépendant de toute dynamique. On ne considerera que des courants diffus,
la théorie de l’intersection des courants d’intégration étant bien comprise, et tout courant
positif fermé se décomposant d’apres le théoreme de semi-continuité de Siu en une somme de
courants d’intégration et d’un courant ne chargeant pas les sous ensembles analytiques (voir
[Del]).

Etant donnés deux disques holomorphes A, et Ay, on définit la mesure [A, N Ap] comme
étant la somme des masses de Dirac aux points d’intersection de A, N Ay si ces points sont
isolés, 0 sinon. Remarquer que nous n’avons pas introduit de multiplicité d’intersection: la
raison en est que nous considérons des courants diffus et donc, d’apres la proposition 2.1.3,
le disque A, étant fixé, si A, varie dans une famille continue de disques disjoints, I’ensemble
des parametres b pour lesquels A, et Ay sont tangents est au plus dénombrable. Supposons
maintenant que 17 et Ty soient des courants uniformément laminaires dans €2, et soit U un
ouvert dans lequel 77 et Ty sont donnés par l'intégration sur une famille mesurée de sous
variétés A, (que l'on pourra supposer étre des disques), i.e.

Tilv = /A (AF]dyi* (a).

On définit dans ce cas la mesure d’intersection géométrique de T et Th comme étant la mesure
Ty ATy définie dans U par

BTl = [ AL Afldn (@) ().
.A1 ><.A2

On dira que 'intersection des courants uniformément laminaires T et T» est géométrique? si
Ty ATy est admissible et T} A Ty = T ATs.

2. Nous verrons a la section suivante que c’est en fait toujours le cas.
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Soient maintenant des courant laminaires dans {2, munis de représentations comme limites

de suites croissantes @ @
T, = lim T,” = lim Ty, k=12 4.3
k 1—00 k 1—00 Z Qk’ ’ ( )

QeQj,

On supposera que ces représentations sont compatibles au sens ou les bords 8Q§€ sont de ||Tj||
mesure nulle (on utilise la notation 9Q pour la réunion des bords des @ € Q). Alors, quitte a
remplacer Q). par Qf A Q5 (la subdivision la moins fine subordonnée a Q) et Q%), on pourra
supposer que les courants uniformément laminaires Té; )k’ k = 1,2 sont subordonnés a la méme

subdivision Q.

DEFINITION 4.2.1 Soient Ty et Ty des courants laminaires fermés dans 2, de produit extérieur
admissible. On dira que Uintersection de'l'y et Ty est géométrique s’il existe des représentations
de Ty et Ty comme en (4.3) telles que la suite de mesures

_ (8) (@)
vor= ) ToihTy,
QeQ?
croisse vers v =Ty ATy, On dira de deuz courants uniformément laminaires a plis qu’ils ont
une intersection géométrique s’ils vérifient cette propriété en tant que courants laminaires.

Nous verrons a la section suivante que la suite de mesures vy: est effectivement dominée
par v (et en particulier de masse localement finie). Il est possible d’énoncer une définition
équivalente en termes de représentation des courants laminaires comme intégrales de courants
d’intégration sur des disques.

PROPOSITION 4.2.2 Les courants laminaires T4 et To admettant un produit extérieur s’inter-
sectent géométriquement si et seulement s’il existe des représentations

7%21/ PEDHdi(a), k= 1,2
Ay

telles que

LTy = [ pla(DEN DYk (@),
./41 ><./42

On dira que la mesure / pip?[DL N DEdpt (a)dp?(b) (ou de fagon équivalente la limite
A1 x Az
des mesures vgi de la définition 4.2.1) est I'intersection géométrique de T et T5. Remarquer

que par définition I’auto-intersection géométrique d’un courant laminaire est toujours nulle.

On pergoit ici I'importance de la représentation choisie pour les courants laminaires: en
effet 17 A T étant le plus souvent singuliere par rapport a Ty et Tb, une modification de la
représentation des T; sur un ensemble de ||T;|| mesure nulle peut affecter la mesure d’inter-
section géométrique. Ce phénomene est illustré dans ’exemple suivant.

EXEMPLE 4.2.3 Reprenons la premiere partie de 'exemple 2.3.9: X est un compact non
polaire de mesure nulle du disque unité D, et ;1 une mesure a potentiel continu portée par X.
Soient T et TV deux courants respectivement horizontal et vertical dans B, définis par

Th = /X[ID) X {w}]du(w) et T = /X[{z} x D]du(z).
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Bien entendu le produit 7" A T = 1 ® p est géométrique. Cependant, si on subdivise cha-
cun des {z} x (D\X) et (D\X) x {w} en une réunion de disques disjoints, on obtient des
représentations de T" et T? comme courants laminaires simples et la mesure d’intersection
géométrique associée est nulle, puisque tous les disques ainsi construits sont disjoints.

Il faut donc pouvoir disposer de représentations adaptées des courants laminaires a in-
tersecter. C’est le cas par exemple pour les courants construits comme limites de courbes,
comme au théoreme 3.1.

Les exemples suivants montrent que la régularité du potentiel influe sur le caractere
géométrique du produit extérieur.

EXEMPLE 4.2.4 Supposons que S soit un courant uniformément laminaire lisse et que 1" soit
laminaire. Alors T et S s’intersectent géométriquement. Pour cela, soit ¢ une fonction test,

(SAT,p) = /,4 (/l)apatbS) du(a),

et pour un courant uniformément laminaire lisse [ D Pa®S admet toujours une interprétation
géométrique. En effet par la proposition 2.1.3, quitte a subdiviser le disque A = D, (en
retirant un ensemble d’aire nulle), on peut supposer que toutes les intersections entre A et les
feuilles de £(.5) sont transverses. Par ailleurs, la fonction de multiplicité p, n’est définie que
presque partout sur A, donc quitte a retirer de A un ensemble de mesure nulle si nécessaire,
ce qui ne change pas S A [A] (on utilise ici 'hypothese de lissité), on pourra supposer que la
fonction de multiplicité p, est définie a tous les points d’intersection.

FEnsuite au voisinage d’un point d’intersection, .S a une structure de courant uniformément
laminaire élémentaire, transverse a A et identification entre mesure transverse et produit
extérieur dans ce cas est démontrée a la proposition 2.1.2. S’il n’y a pas de point d’intersection,
A est subordonné a £(S) et la restriction de S & A est nulle.

EXEMPLE 4.2.5 Dans le bidisque unité on intersecte des courants d’intégration sur des pin-
ceaux de droites passant par 0. Soit

1

T, = —
" 2T St

[w = rfz]db

ol r est un réel, 0 < 7 < 1 et @ est la mesure de Lebesgue sur le cercle unité S'. Considérons
le produit extérieur T, A Ty, qui est clairement admissible et égal a la masse de Dirac en 0.
Comme les courants sont diffus, ce ne peut pas étre une mesure d’intersection géométrique.
Ces courants ont un nombre de Lelong en 0.

On pourra cependant vérifier que ces courants sont “fortement approximables” au sens de
la définition 4.4.1 par les courbes d’équation w™ = r"2" (on voit directement que 7). et T /r
satisfont la conclusion de la proposition 4.4.6). A la section 4.4, nous nous intéresserons au
cas des courants & potentiel continu.

Enfin, une conséquence des exemples 2.3.9 et 2.3.10 est que la régularité du potentiel
ne suffit pas pour assurer I'intersection géométrique: en effet T = dd° max(log™ |2|,log™ |w|)
est de potentiel continu et T" AT > 0; on peut cependant dans cet exemple interpréter
géométriquement 7' AT en tenant compte des prolongements analytiques des disques. Ceci
est impossible dans I’exemple 2.3.10.



4.3. Courants uniformément laminaires.

Nous montrons dans cette section que les courants uniformément laminaires (resp. a plis)
s’intersectent géométriquement deés que leur produit extérieur est admissible. Nous donnons
par ailleurs un critere simple assurant I’admissibilité du produit extérieur dans ce cadre. Le
cas du produit de deux courants uniformément laminaires dont 'un est a potentiel continu
est traité dans [BLS] Lemme 8.3: leur preuve peut étre étendue au cas général puisqu’elle
n’utilise qu'un argument de convergence monotone. Notre preuve traite simultanément le cas
des courants a plis.

THEOREME 4.3.1 Soient Ty et Ty des courants uniformément laminaires (éventuellement
a plis) diffus, tels que Ty N Ty soit localement admissible. Alors lintersection Ty N\ To est
géométrique.

En particulier si 77 A 17 est un produit extérieur admissible, alors T7 A T7 = 0.

COROLLAIRE 4.3.2 Soient Ty et Ty des courants laminaires, munis de représentations comme
limites croissantes, comme en (4.3)

Th=lim T = lim > TS, k=12
11— 00

1—00 ) @k
Qe

et tels que le produit extérieur Ty A T soit admissible. Alors la mesure TiATy d’intersec-
tion géométrique de Ty et Ty satisfait TIATy < Ty ATy. En particulier Ti ATy est de masse
localement finie.

PREUVE DU COROLLAIRE: on a implicitement supposé que les représentations sont compa-
tibles (au sens ou les bords des subdivisions ne sont pas chargés par les courants, voir la

définition 4.2.1). Soit
_ (@) _ (@) 7(@)
vgi= Y vy = ) ToiATy)
QeQ? QeQ?

la mesure d’intersection géométrique de To:; et Tgi . Dans @ € Q'onaly= Tq(;)k + Ry,
TV ATy =Ty, NTo, + Ri ATy, +Toh ARy + Ry ARy

ou tous les produits extérieurs sont admissibles d’apres le corollaire 4.1.3. D’apres le théoreme
précédent on a yg) = Tg)l AT cfgl )2, et donc vgi < T1 ATp. Comme v est la limite croissante
des vg:i on conclut. O

Il est alors naturel de se poser la question suivante: sous quelles conditions le produit
extérieur de deux courants uniformément laminaires est il admissible? Il est aisé de construire
des exemples de courants uniformémement laminaires pour lesquels le théoreme 4.1.1 ne
permet pas de construire le produit extérieur de T avec lui méme. C’est en effet le cas pour
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un courant d’intégration sur une courbe: dans des coordonnées (z,w) adaptées la courbe a
pour équation {z = 0} et le courant associé a pour potentiel log |z|. Pour obtenir des exemples
diffus, il suffit de considérer des courants de la forme [[z = adu(a) ou p est une mesure
d’énergie infinie (i.e. [udy = —oo, u étant un potentiel de p). En considérant une seconde
mesure z15 > 0 telle que [ udps = —oo, on obtient un exemple de deux courants distincts dont
on ne peut pas prendre le produit extérieur. La proposition suivante dit que ces exemples sont
essentiellement les seuls.

PROPOSITION 4.3.3 Soient Ty et Ty des courants uniformément laminaires (éventuellement
a plis) diffus. Supposons que pour presque toute feuille Vi de L(Ty) (resp. Vo de L(Ty)) les
points d’intersection de Vi et Vo soient isolés dans Vi N Vy. Alors Ty A Ty est localement
admissible.

Nous utiliserons la définition suivante: soit 7" est un courant uniformément laminaire
(éventuellement & plis) dans 2, de la forme /[V]d,u(V). Soit ' C Q et Lo 'ensemble des
L

feuilles de £ rencontrant €. Alors

[V]du(V)
Loy

sera appelé le saturé de T'|o dans .

PREUVE DE LA PROPOSITION: soient z € Supp(7}) N Supp(12), C, et r; > 0 tels que
Vi(z) N Va(x) N B(x,r1) = {x}
et 11,7y € ULPc(B(z,r1)). D’apres la proposition 2.2.3, pour un certain 0 < r < r1, on a

,
Vy1,y2 € B(z,r), Vi(yr) N Va(y2) N B(z,r) C B(%El)- (4.4)

Pour ¢ = 1,2 soit T;, le saturé dans B(z,r1) du courant Ti\B(%r) dans la lamination a plis
L(T;). On a
zq’i|B(:1:,7") S E,T S zq’i|B(;1:77"1)-

La propriété (4.4) assure que
”
Supp(T1,r) N Supp(Ty,) C B(:B,El),

et donc le produit extérieur T, A Ty, est admissible (voir [Si2],[Del]). On en conclut que
Ty A Ty est admissible dans B(z,r). O

PREUVE DU THEOREME 4.3.1: on fixe un ouvert Q tel que 71,75 € ULP(Q), et dans
Q' ccC Q on utilise la stratification du théoréme 2.2.9: pour i = 1,2 on a

T = 1”%1} + 11/{,1111

Il suffit de démontrer que 1,177 A 152715 est géométrique, ou U est I'un quelconque des U,.
Il y a une quantité au plus dénombrable de feuilles réductibles dans ¢, donc I'ensemble de
ces feuilles n’est pas chargé par T;. Soit K; une exhaustion croissante de U’ par des fermés
saturés évitant les feuilles réductibles. Par le théoréme 4.1.1 on a la convergence (croissante)

IK}Tl VAN 1K12T2 = 10T A 12T

J—00
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et il suffit de montrer que 117y A 152Th est géométrique (ou K* est 'un des K;) Notons
que si ’ensemble des variétés singulieres n’est pas chargé par les courants, on peut choisir les
courants 1z:7; uniformément laminaires.

Soient T = 1yT; pour ¢ = 1,2, et L(T}) les laminations & plis (de multiplicité 1) corre-
pondantes. Soit L1 'ensemble des feuilles communes, qui est une sous lamination & plis, et
décomposons chacune des L(T}) en L12U(L(T})\L12). Selon cette décomposition, T} = R;+.S;
ou R; est subordonné a L15. Alors

TANT, =R ANRy+S1ANSy+ Ry NSy + 51N Ro,

et tous les produits de cette somme sont admissibles (corollaire 4.1.3). Les deux derniers
termes sont clairement nuls.

Par ailleurs, la condition de mesurabilité des potentiels de la proposition 4.1.4 est satis-
faite pour les courants uniformément laminaires a plis. C’est en effet une conséquence de la
proposition 2.2.6: localement les feuilles sont des revétements ramifiés de degré borné dans
un bidisque, et en considérant des polynoémes de Weierstrafl, on obtient une équation de la
feuille V(z) , dépendant mesurablement de z.

Montrons que 1 A Ry = 0. On écrit
Ri= [ Vidu(v)
L2
d’apres la proposition 4.1.4 pour py presque tout V', [V] A Re est admissible, et
Ri NRy = / ([V] AN Rz)d,ul(V).
L2

Finalement, si N; est un ¢ voisinage saturé de [V], on a par théoréme de convergence monotone

[VIARy = ;1_% V]A </E12\NE [V’]dug(V’)) =0.

Il reste & montrer que S; A Sy est géométrique. Le probléme est local autour de x €
Supp(S1) N Supp(S2). Comme z est isolé dans Vi(x) N Va(x), le nombre de points de Vi (y;) N
Va(y2) est majoré si y1,y2 € B(z,r) . En appliquant deux fois la proposition 4.1.4 on obtient

S1 A S2|Be,r) = / ( Z ip(Vl,V2)> dpa (Vi) dpz (V).
pEVlﬂVQQB(m,T)

Supposons que i,(V1,V2) > 1. Alors soit V; et V5 sont lisses en p et tangentes, auquel cas la
proposition 2.1.3 dit que toutes les feuilles proches de V5 intersectent V; transversalement (les
laminations a plis sont de multiplicité 1), soit par exemple V7 est singuliére en p, et toutes les
feuilles voisines de V5 intersectent V7 en des points lisses. Dans les deux cas, on en déduit que

{p € B(l’,?’), ip(vl(p)vv2(p)) > 1}

est de p1 ® po mesure nulle. O
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REMARQUE 4.3.4 Le caractere diffus des courants est essentiel en ce qu’il permet de ne pas
avoir a introduire de multiplicité d’intersection. On peut néanmoins remarquer que, dans le
cas de l'intersection de deux courants uniformément laminaires, il suffit pour ne pas avoir
a introduire de multiplicité qu’un seul des deux courants a intersecter soit diffus. La raison
est toujours la proposition 2.1.3. Dans ce cas les résultats de cette section sont vrais sans
modification.



4.4. Courants fortement approximables dans P?.

Dans cette section nous étudions sur le plan de 'intersection géométrique la classe des
courants fortement approximables dans P2, dont nous étudierons plus systématiquement une
version dans le bidisque au prochain chapitre. Les courants fortement approximables de P2
sont essentiellement les courants laminaires construits a partir du théoreme 3.1. Nous ver-
rons dans cette section que lintersection des courants fortement approximables de P? est
géométrique dans tout ouvert ou ils sont a potentiel continus (théoreme 4.4.2). Inversement
tous les courants laminaires de P? ne possedent pas cette propriété.

DEFINITION 4.4.1 Soit T un courant positif fermé de P%. T est fortement approzimable dans
P? 5%l existe une suite (Cy,) de sous ensembles analytiques de P2, éventuellement a bord, et
une constante C, telles que d;,'[Cy,] — T, et pour une projection centrale générique Tp, el pour
toute subdivision admissible Q de P, si To,, désigne le courant formé des bonnes composantes
de C, au dessus de Q, normalisé par d,, on ait

<d;1[Cn] — Ton,mwp1) < CAirep: (Q),
ot Q est un carré générique de Q.

Nous rappelons quune subdivision admissible est une subdivision de P! (& un ensemble
d’aire nulle pres) en “carrés” disjoints de bord lisses par morceaux, et de wpi-aire égale
(ou comparable). Sous les hypotheses de la définition, la proposition 3.2.7 assure que T est
laminaire. Les courants limites de courbes algébriques satisfaisant le critere —théoreme 3.1- du
chapitre précédent sont fortement approximables, nous avons cependant énoncé la définition
sous une forme plus générale pour englober le cas des “courants d’intégration” sur les courbes
entieres injectives (voir la proposition 3.2.7). On peut écrire une définition locale des courants
fortement approximables, mais il est essentiel pour conserver les résultats de cette section de
pouvoir choisir une projection générique (en particulier la définition de I'approximabilité forte
du chapitre suivant est distincte de celle ci, voir ci-apres la remarque 4.4.10).

THEOREME 4.4.2 Soient Ty et Ty des courants fortement approximables dans P2, et suppo-
sons qu’il existe un ouvert Q C P? dans lequel Ty et Ty aient des potentiels locauz continus.
Alors le produit extérieur Ty N\ Ty est géométrique dans ).

COROLLAIRE 4.4.3 Soient Ty et Ty des courants fortement approximables dans P2, et admet-
tant un produit extérieur dans Q C P2. Supposons que dans Uouvert Q' C Q, Ty et Ty aient
des potentiels continus et que la masse de Ty N To|q soit totale dans Q2. Alors lintersection
de Ty et Ty est géométrique dans Q.

Ce corollaire s’applique par exemple si T et T5 sont de potentiel borné, continu hors d’un
fermé pluripolaire (voir [BT2]), ou encore si les potentiels de T} et T sont continus hors
d’un nombre fini de points ou I'un au plus des T; admet un nombre de Lelong —une situation
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analogue apparait naturellement dans la dynamique de certaines applications birationnelles
[Di]).

COROLLAIRE 4.4.4 Soit T un courant fortement approzimable dans P2, de potentiel continu
dans Q C P2. Alors T AT = 0 dans Q. En particulier il n’existe pas de courant fortement
approxzimable dont les potentiels locauz sont partout continus dans P2.

La deuxiéme partie du corollaire vient de ce quun courant positif fermé de P? tel que
T AT soit admissible est d’auto-intersection strictement positive pour des raisons homolo-
giques [FS2]. On déduit en particulier de ce corollaire que les courants laminaires de po-
tentiel continu dans P? —c’est le cas en particulier pour I'exemple de Demailly 2.3.9- ne
sont pas fortement approximables. Une autre maniere de le voir est de vérifier que le cou-
rant T = dd®max(log™ |z|,log" |w|) ('exemple de Demailly) contredit la proposition 4.4.6
ci-dessous, plus précisément 1'équation (4.5). En effet un calcul simple montre que la masse
de T dans un r—voisinage du tore unité {|z| = |w| = 1} est O(r).

Une autre conséquence du corollaire est le fait que pour le courant de Green T'" d’un
automorphisme polynomial de C2, qui est de potentiel continu dans C2, I'auto-intersection
T+ AT est concentrée au point d’indétermination 7.

REMARQUE 4.4.5 L’auto-intersection géométrique d’un courant laminaire est par définition
toujours nulle, donc si T est un courant laminaire de P? tel que T'A T soit admissible, ce
produit, qui est de masse strictement positive, n’est jamais géométrique. Il serait intéressant
d’en comprendre la structure.

Montrons le théoreme 4.4.2. On dira que S est une subdivision standard de C en carrés
de taille 7, si S est 'image par une isométrie affine de la subdivision

U {zeC,mr <R(z) < (m+1Dr, nr <J(z) < (n+1)r}.
(m,n)€Z?

PROPOSITION 4.4.6 Soit T un courant laminaire fortement approzimable dans P? et soit Q) C
P? une boule. Alors il existe des projections linéaires 71, o telles que pour toutes subdivisions
standard S1, Sy de C en carrés de taille r,

Q = {m (s1) N7y (52),(51,52) € S1 X Sz}

est une subdivision d’un voisinage de Q en 4-cubes affines de taille > cr et il existe un courant
To < T, uniformément laminaire dans chaque Q € Q, et tel que

Mq(T — Tg) < Cr?, (4.5)
ot ¢, C sont indépendants de r (Mg désigne la masse restreinte a ).

PREUVE: la preuve est similaire a celle de la proposition 3.2.4, la différence étant que l'on
doit controler la masse simultanément dans deux directions. Soit T}, = d,, }[C,,] — T ou C,
satisfait les hypotheses de la définition 4.4.1, et soient deux projections centrales 7, =: m;
génériques au sens de la définition 4.4.1 telles que 'ensemble des disques 7;—verticaux soit de
||| mesure nulle pour i = 1,2 et telles que Q N (p1p2) = § (remarquer que P?\(pips) ~ C?).
Considérons deux subdivisions standard S; de taille r et formons les courants Tgln en retirant
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a d;'[C,] les mauvaises composantes relatives & m; et S;, ainsi que les composantes de trop
grand volume, comme dans la proposition 3.2.4, de fagon a ce que 'estimée (3.4) soit satisfaite:

(Tn — T§, pomiwp) < Or%, i = 1,2,

Pour i = 1,2, le courant T¢ , est le courant d’intégration sur une courbe a bord (non
3l

nécessairement connexe), dont le bord est inclus dans ;" 10S;),

A 1.
T‘ZSi,n = d_[C‘ZS'Z,n]?
n

et considérons

1 1
dn T d,
ou Q est la subdivision définie dans I’énoncé de la proposition (la constante ¢ ne dépend que
de I’angle entre les deux projections). Par construction Cg , est une courbe holomorphe &

bord dans P2, dont le bord est inclus dans 0Q et comme pour i = 1,2, T}, — Ton<T,— T&%i o
on en déduit

TQyn = [Céhn U C§27n] [CQJL]

(Ty, — Ton,Tiwpr + Thwpr) < 2072

il est par ailleurs a noter que mjwp1 + Towp1 est une forme Kéhlerienne au voisinage de (2.

Il reste a voir quune sous suite de Tg, converge vers un courant Tg, uniformément
laminaire dans chaque @ € Q. Soit @ € Q, décomposons Cg ,, N @ en union disjointe

ConNQ=(Cs,NQ)U[(CE,,NQ\(Cs.,N Q)]

ainsi que Tg ,, '= Tonlg = T&?m + ng’n selon cette décomposition. Toutes les courbes de T n
sont des restrictions a () de graphes pour 7; de volume controlé. Il existe donc une sous suite
T n; telle que
_ il 2l 2 _
Ton; =TQm; +10m;, = To+1g="Ta

ou Té est uniformément laminaire et formé de restrictions a () de graphes pour 7;: on reproduit
I’argument de 3.2.4.

De plussi x € Supp(Té) N Supp(Té), et Al, A? sont les disques correspondants passant
par z, alors A = A2, En effet si « était un point isolé de A’ N A2, les disques approximants
respectifs A,llj et A%j des T n devraient se couper, ce qui est impossible puisque ces disques
sont des bonnes composantes de C),. Ceci montre que Ty est uniformément laminaire. U

REMARQUE 4.4.7 On pourrait simplifier la derniere étape de la preuve en utilisant les cou-
rants uniformément laminaires a plis. En effet d’apres le théoreme 2.2.11, les valeurs d’adhé-
rence de T, sont des courants a plis dans chaque cube @ € Q, et dans la preuve ci-apres,
on peut remplacer “uniformément laminaire” par “uniformément laminaire a plis” puisque
I'intersection des courants a plis est géométrique. Nous nous en tenons aux courants uni-
formément laminaires pour la commodité du lecteur.

PREUVE DU THEOREME 4.4.2: le probléme est local donc on peut supposer que  est une
boule. Soit v la mesure T} A T, nous supposerons que ||v|| < 1 dans . Nous allons construire
une suite croissante de mesures d’intersection géométrique vg < v telles que M(v —vg) — 0
quand le pas de la subdivision tend vers 0.
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Par la proposition précédente, on dispose de deux projections, que ’on pourra supposer
étre les mémes pour T3 et T5 (ici on utilise le fait que les courants sont approximables dans
P2), et quitte & composer avec une application affine, on pourra les supposer orthogonales.
Etant données des subdivisions standard de C de taille 7, on considérera la subdivision en
cubes Q induite, qui sera vue comme restriction & € d’une subdivision en cubes de C2. Pour
Z € C?, soit Qz := Z + Q la subdivision translatée; si Z est dans le réseau L(Q) des sommets
de Q, alors Q7 = Q. Le nombre de cubes rencontrant Q est N(Qz) < Co/r*, oun Cy est
indépendante de Z.

Soit un nombre réel A < 1, et pour Q € Q, soit Q* I’homothétique de @Q de rapport A
par rapport & son centre. Le volume de Lebesgue Leb(Q?) est A*rt. Soit Q* := Ugeo Q*,
(Q)\)C = CQ\Q)‘,

Leb(Q2 N (QY°) < N(Q)(1 — AH)r* < Cp(1 — Ah).

LEMME 4.4.8 1l existe Z € C? tel que v(QN (Q%)°) < 2(1 — A%).

PREUVE: le lemme est une conséquence simple de 'invariance de la mesure de Lebesgue par
translation et du théoreme de Fubini. C’est une généralisation du fait que quitte a effectuer
une translation, on peut supposer que v(9Q) = 0. Par périodicité il suffit de considérer Z € Q
pour un certain QQ € Q. On a

d eb dLeb(Z
/Q V(2N (Q3)) LLeb / J v du()LI;b((Q))

et y € Z+(QM)¢ si et seulement si Z € y—(Q*)¢. Donc 17400 (y) =1, (gre(Z). L'intégrale
précédente vaut donc

[ ([ 1o @) art) = [ s b - @) @t

et pour tout y € C2, Leb((y — (2")°) N Q) = Leb(Q\Q") = (1 — A*) Leb(Q), par invariance

par translation de la mesure de Lebesgue sur le tore C2/L(Q). D’olt

dLeb(Z)

Leb(Q) <(1-29

[ van@y
Q
et le lemme est démontré.

On fixe donc Z satisfaisant la conclusion du lemme et par abus de notation, on renomme
9 la subdivision translatée Zy+ Q. On applique la proposition 4.4.6 aux courants T3, et ainsi
on obtient des courants T; o < T;, uniformément laminaires dans chaque @ € Q, et tels que
M(T; — T;,0) < Cr?. Soit T; ¢ = T;.0|q, le produit Ty g A Ts g est admissible dans @ (d’apres
[BLS] lemme 8.2 les T; g sont en fait & potentiel continu), et est géométrique par le théoreme
4.3.1. Soit

Vg = TLQ VAN T27Q = Z TLQ VAN T27Q = Z Tl,Q/\T2,Q§
QeQ QeQ

on a vg < v et il reste a estimer M(v — vg).

La masse se décompose en

Mo (v — vg) = Mgnor (v — v0) + Mgnor)e (v — 10).
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Le deuxieme terme est majoré par 2(1 — A\*) d’apres le lemme précédent. On fixe A tel que
2(1 — A1) < /2. Il reste & majorer Mgox (v — vg) Soit @ € Q, alors

Ty NTy — TLQ VAN T27Q = (Tl — TLQ) NTy + TLQ AN (T2 — T27Q)
< (Tl — TLQ) ANTy +T1 A (T2 — TZQ).

Par symétrie il suffit de considérer le premier terme. Soit us un potentiel de T5 dans €2, et
soit x une fonction plateau dans @, x € C§°(Q), x > 0, x = 1 au voisinage de Q*. On peut
prendre par exemple x(z) = xo(cg + z/r), ot xo est une fonction analogue dans le cube unité.

1
A étant fixé, [|dd°X| o = O(—). Par ailleurs
r

MQ,\((Tl — TLQ) VAN Tg) < /X(T1 — TLQ) AN Tg) = /uzddcx AN (T1 — TLQ)’

et si ¢g est le centre de @, on remarque (cf. [BT1] Theoréme 2.4) que

/UQdch AN (Tl — TLQ) = /(UQ — UQ(CQ))dch AN (Tl — TLQ)'
Donc
1
/UQdch VAN (T1 - TLQ) S CW(UQ,T‘)M(Tl - TLQ) ||ddcx||Loo S Cw(UQ,T’)ﬁM(Tl - TLQ)’

ot w(uz,r) est le module de continuité de us de rayon r. En prenant la somme sur @ € Q, et
en utilisant (4.5) on obtient

> Mp((Th = Thg) ATp) < Cuwluayr),
QeQ
soit
Monor (v —vg) < Cw(ur,r) + w(uz,r)).
Donc si r est suffisamment petit, Mq (v — vg) < €.
En reproduisant inductivement le méme procédé dans chaque cube, on obtient bien une
suite croissante de mesures vg O

REMARQUE 4.4.9 On déduit de la preuve que si I'un de T ou 15, par exemple 77, est uni-
formément laminaire, alors les termes correspondant a (17 — T ¢) sont nuls. En particulier
dans ce cas I’hypothese de potentiel continu pour T est inutile. Nous avons donc montré le
résutat suivant: si 77 est un courant uniformément laminaire et a potentiel continu dans €2,
et T, est un courant fortement approximable quelconque de P2, alors I'intersection T AT est
géométrique dans ).

REMARQUE 4.4.10 Il est essentiel dans la preuve de pouvoir choisir des projections génériques;
en particulier ce résultat ne s’applique pas dans le cadre du chapitre suivant (cadre des appli-
cations d’allure Hénon), pour l'intersection d’un courant horizontal et d’un courant vertical.
Nous utiliserons cependant la méme terminologie “fortement approximable” . A priori les
deux classes sont distinctes. Il serait intéressant de savoir si tel est effectivement le cas.

A contrario, et nous utiliserons ce fait plusieurs fois par la suite, si ’on peut choisir un
méme couple de projections (m1,m2) de sorte que la conclusion de la proposition 4.4.6 soit
simultanément satisfaite pour 17 et T5, alors les résultats de cette section sont valables. Ceci
est en particulier vrai si Ty =T =T.
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Nous présentons dans cette section un cas particulier d’intersection géométrique entre
un courant laminaire et un courant uniformément laminaire, respectivement horizontal et
vertical dans un bidisque. L’intérét de ce résultat est que les seules hypothéses faites sur les
courants en présence sont de nature géométrique, et que les potentiels n’interviennent pas
directement. S’agissant d’intersection géométrique, nous I’avons inclus dans ce chapitre, mais
les objets considérés s’apparentent plutdt au chapitre 5. Ce résultat n’étant pas cité par la
suite, certains détails seront laissés a ’attention du lecteur.

THEOREME 4.5.1 Soit T un courant positif fermé laminaire, horizontal et normalisé dans
le bidisque B, ne chargeant pas les courbes. On suppose qu’il existe une suite de courbes lisses
a support dans D x Dy_., de genre O(d,,), telle que

1
T = lim —I[C,].
n—oo dn
Soit L une lamination par graphes verticaux dans B, et S un courant vertical, uniformément
laminaire, diffus et subordonné a L.
Alors Uintersection T N\ S est géométrique.

Le produit extérieur considéré ici est bien entendu admissible puisque son support est
relativement compact dans B. Le lecteur pourra se reporter a la section suivante 5.1 pour
plus de détails sur les courants laminaires horizontaux et verticaux. Le reste de la section sera
consacré a la preuve du théoréme.

On peut supposer la lamination £ étendue & un voisinage du support de S (voir [Do]),
et on notera m, la projection (holonomie) Supp(£) — U C {0} x D. La projection 7 est
Holderienne, et méme quasi conforme des transversales Supp(£) N ({w} x D) & valeurs dans
U. Le courant uniformément laminaire S admet la représentation

S = /U 2 (@) dpas ().

On peut également supposer que 'ouvert U C D est simplement connexe et de bord lisse. Par
ailleurs, le degré homologique de Cy,, i.e. la classe de C,, dans Ho(BUO,B,0,B) (voir le chapitre
1 ou la section suivante pour plus de détails) est équivalent a d,,; nous supposerons sans perte
de généralité qu’il vaut d,. Rappelons que dans ce cas le nombre de points d’intersection,
comptés avec multiplicité, de C), avec un graphe vertical est égal a d,.

Nous allons construire des sommes de courants uniformément laminaires approchant 1" et
constitués de graphes au dessus de U pour la projection 7. On considére un quadrillage Q@ de
U assez fin pour que les carrés ne rencontrent pas OU et Supp(S) simultanément, ainsi que la
subdivision de Wzl(U ) en 71'21(@) Q@ € Q. On dira comme précédemment d’une composante
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connexe I' de 7721(@) N Cy, qu'elle est bonne si c’est un graphe (i.e. une section de m,) au
dessus de ), mauvaise sinon.

LEMME 4.5.2 Le nombre de mauvaises composantes de C,, comptées avec multiplicité est

O(dn)

PREUVE: il nous faut d’abord montrer que les composantes ont une multiplicité bien définie.
La difficulté est que la projection 7, n’est pas holomorphe. Une autre différence avec les
méthodes de la section 3.2 est qu’il est impossible de changer de projection puisque 7, est ici
imposée.

SiI' est une composante au dessus de () (i.e. une composante connexe de C,, N Wzl(Q)),
alors mp : I' — @ est propre d’apres les hypotheses du théoreme. Par ailleurs WZI(Q) est
topologiquement un bidisque, donc si z € @, le nombre de points d’intersection comptés
avec multiplicité des courbes holomorphes 7T21($) et I', qui sont respectivement verticale
et horizontale dans ce bidisque topologique, ne dépend que des classes d’homologie relative
correspondantes (voir le chapitre 1). En particulier ce nombre est indépendant de x € Q. Ce
nombre est par définition la multiplicité de la composante I', qui est bonne si et seulement si
sa multiplicité est 1.

De plus d’apres la proposition 2.1.3 le nombre de fibres Wzl(m) tangentes a I' est fini, et
au voisinage d’un tel point de tangence, 7, a un degré local bien défini, qui est égal a 'ordre
de tangence entre 7721(30) et I' en ce point. Ainsi 7z|p est un revétement ramifié sur Q.

Le lemme 3.2.2 s’applique alors ici sans modification et affirme que si la subdivision Q
sépare les fibres critiques, le nombre de mauvaises composantes comptées avec multiplicité
ne dépend pas de la subdivision. Ce nombre est alors égal au nombre de tangences (avec
multiplicité) de C,, avec les fibres de 7, dans TI'l_:l(U ).

Pour compter le nombre de mauvaises composantes, il reste a voir que la formule de
Riemann-Hurwitz s’applique a 7,. La preuve de la formule consiste & considérer une triangu-
lation de la base dont les projetées des fibres critiques sont des sommets. L’ image réciproque
par mg de cette triangulation induit une triangulation de C,, dont on doit compter arétes,
faces et sommets. La projection 7w, ayant un degré local bien défini pres de ses points de ra-
mification, le décompte s’effectue comme si elle était holomorphe, et I’estimation sur le genre
de C),, jointe au fait que le nombre de composantes de bord est majoré par d,, donnent le
résultat 3. O

Nous achevons la preuve du théoreme. On considere une subdivision de U satisfaisant la
conclusion du lemme, et pour tout @) € Q on forme comme a la section 3.2 le courant Tg 5,
des bonnes composantes de C), au dessus de ) (normalisé par d,,),

dn
reg(Qm)

ou G(Q,n) désigne I’ensemble des bonnes composantes au dessus de Q). Le courant T, est
uniformément laminaire dans 71'21(@). Fixons un carré (), ainsi que zg € @Q; la suite de mesures

3. Un calcul similaire sera détaillé au théoreme 5.1.4.
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(Padmissibilité des produits extérieurs est conséquence de la proposition 4.3.3)

AQun(wo) = Tou Ay (20)] = TomAlmg ' (20)]

est de masse bornée car le graphe [ﬂzl(xo)] coupe C), en d,, points. On effectue une extraction
de sorte que Ag,n; (z0) = Ag(2o) puis une nouvelle extraction n;, telle que T, — Tg. On
note n :=n;, .

D’apres le lemme 3.2.6, G(Q,n) converge vers une lamination G(Q) de WZI(Q), et le courant
T est uniformément laminaire et subordonné a G(Q), Ag(xo) étant la mesure transverse
associée dans 7'('21($0). On en déduit* que pour tout = € Q,

Toun A lrz' (2))=Tg A lrg ' ().

En effet, ces produits extérieurs sont géométriques (voir la remarque 4.3.4) et la convergence
est donc conséquence de la convergence des suites G(Q,n) et Ag n(xo).
Il vient alors

Tom A /Q iz @)lds(x) — To A /Q (@) dps (2).
En effet on a les inégalités Tg ., < d,'[Cy], To < T et fQ[Wzl(m)]dus(m) < S dans ﬂ'Zl(Q)
donc les produits extérieurs sont admissibles et on peut appliquer le théoréme de Fubini
(proposition 4.1.4). D’otut en particulier

M ((Ton A 8)lp1(g)) = ns@PZE — n (100 8)] 1)) -

n—oo

En réalisant la méme opération dans chaque carré de Q, on obtient (apres une extraction
convenable)

M 3 (T Te) A S)| -0 | =M(T~To) A 8) = 3 us(Q) (711320 w>_
QeQ QeQ "

Par ailleurs
QeQ
étant le nombre total, avec multiplicité, de mauvaises composantes pour la subdivision Q, il

vient
M((T —To) A S) < C sup us(Q),

QeQ
et le membre de droite est arbitrairement petit puisque ug est diffuse. Le produit extérieur
To A S étant bien sir géométrique, le théoreme est démontré. O

4. A la différence de la proposition 3.2.4 la projection 7, n’est pas lipschitzienne et on ne peut pas direc-
tement appliquer la théorie du slicing. C’est pour cette raison qu’on a d’abord extrait une sous suite visant a
faire converger Ag,n(zo).
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Chapitre 5

Structure des courants approximables

Nous tentons une étude systématique de la structure des courants fortement approxi-
mables, rencontrés au chapitre précédent, en nous intéressant plus particulierement aux pro-
priétés de prolongement analytique des disques subordonnés a un tel courant. L’accent est
mis sur les courants fortement approximables horizontaux dans un bidisque, qui apparaissent
naturellement en dynamique des automorphismes polynomiaux et des applications d’allure
Hénon —les résultats sont cependant valables dans un cadre plus général.

Nous rappelons a la section 5.1 quelques propriétés basiques des courants horizontaux
(déja rencontrés au chapitre 1) et démontrons un critére analogue au théoréme 3.1 dans ce
cadre. La section 5.2 est consacrée au probleme du prolongement analytique des disques d’un
courant fortement approximable. Le théoreme 5.2.12, qui est le coeur du chapitre est le suivant:

si T est un courant horizontal fortement approximable dans B, si S est un courant uni-
formément laminaire élémentaire dans U x D, subordonné a T' dans U1 x D ot Uy C U, alors
S est subordonné a T dans U x D.

Un corollaire de ce théoréme est que ces courants sont simples (de multiplicité localement
constante). Ceci nous permet de construire a la section 5.3, suivant une méthode développée
par Meiyu Su, une lamination mesurée abstraite, immergée dans Supp(T’) et préservant la
structure laminaire. A la section 5.4, nous étendons ces résultats au cas des “courants forte-
ment approximables” généraux, pour lesquels nous esquissons une approche axiomatique.



5.1. Courants horizontaux fortement approximables.

Nous préparons dans cette section I’étude systématique des propriétés des courants forte-
ment approximables horizontaux. Nous rappelons quelques propriétés des courants horizon-
taux généraux, déja rencontés au chapitre 1, et donnons (théoreme 5.1.4) dans ce cadre un
critere modelé sur le théoréeme 3.1. Ceci ouvre la voie a une définition des courants horizon-
taux fortement approximables, analogue & la définition 4.4.1 dans P2.

Rappels et compléments sur les courants horizontaux. Nous rappelons quelques faits
du chapitre 1. Un courant horizontal est par définition un courant positif fermé de bidegré
(1,1) du bidisque B dont le support est verticalement compact, i.e. Supp(7') C D x D;_. pour
un certain ¢ (on définit de facon analogue les courants verticaux). L’intérét de ces courants
vient de 'existence et des propriétés des sections m?, qui en font des analogues des revétements
ramifiés.

Rappelons la définition. Soit u un potentiel de T', i.e. dd®u = T, ot d° = (1/2i7)(d — )
(la normalisation est choisie de sorte que le potentiel du courant d’intégration sur la droite
horizontale (w = wy) soit log |w — wp|). On pose alors sur {z} x D

m® = ddju = Awu(z,-)%dw A dw
™

qui est une mesure a support compact dans {z} x D. Pour le courant 7' = [w = 0], on a
|lm?]| = 1. Soit 7 : (z,w) +— z la premiére projection. On rappelle que la section (T',7,zg) du
courant T par la fibre 771(2g), quand elle existe —c’est le cas presque partout, et méme hors
d’un polaire- est la mesure limite de la suite de mesures 7' A 7*(x-(2)idz A dZ) ou x. est une
approximation de 1'unité centrée en zy (voir [Ra] pour plus de détails).

ProOPOSITION 5.1.1 Si T est un courant horizontal, alors:

i. m? est la section (slice) de T par la fibre 7=1(2), i.e. m* = (T,r,2). De plus m* =

T A[{z} x DJ.

ii. la masse |m?|| est indépendante de z.

L’existence du produit extérieur est assurée car ({z} x D) N Supp(T") CC B. On dira que
|lm?|| est la masse des sections de z, ce que nous noterons |[|[m?|| = m.s.(T). Si m.s.(T') = 1,
comme au chapitre 1, T sera dit normalisé.

On a vu a la proposition 1.2.6 que le produit extérieur d’'un courant horizontal et d’un
courant vertical normalisés est une mesure de probabilité. En particulier la masse des sections
de T par une projection proche de la projection verticale 7 est 1. On en déduit que dans tout
bidisque B’ cC B,

11 suffit pour cela de remarquer que

%d(z —aw) Nd(z — aw) + %d(z + aw) Ad(z + aw) = idz A dz + |a|? idw A dw
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et que T, : (2,w) — 2 — aw est propre sur Supp(T) N7, (m.B') pour a assez petit (i.e. cest
une projection “verticale” dans B’).

Un autre fait que nous utiliserons a plusieurs reprises est la continuité de la masse des
sections par convergence faible, autrement dit si 7, — T alors m.s.(T},) — m.s.(T): il suffit
de remarquer que celle ci peut se calculer en évaluant T sur des formes lisses de la forme
©(z)idz N\ dz ou ¢ est une fonction test positive d’intégrale 1 dans .

La proposition suivante est ’analogue dans le cas des courants horizontaux généraux
de I'invariance par holonomie de la famille de mesures m? pour les courants uniformément
laminaires.

PROPOSITION 5.1.2 Soit T un courant horizontal et (m?) la famille de ses sections. On a

i. Si F(z,w) est une fonction holomorphe définie au voisinage de B alors

f(z) = /{ F(zw)dm*(w)

z}xD
est une fonction holomorphe dans .

ii. u: (zw) — log |w — s|dm?(s) est un potentiel de T.
{z}xD

PREUVE: T est limite au sens des courants d’une suite de diviseurs rationnels a supports
horizontaux [DS], soit 7' = lim T}, = lim d;;![C,,] ou d,, est le degré homologique de C,, (c’est &
dire que d;;1[C,] est normalisé). La section m? est dans ce cas la somme normalisée des masses
de Dirac aux racines de P, (z,-), ou (P, = 0) est une équation de C,, (p.ex. un polynéme de
Weierstraf}).

Alors

)= [ Pwdm )

z}xD
est holomorphe: en effet si on developpe F' en série entiére on est ramenés au cas classique de

Sul(z) = /{ whdm(w) = - 3" wk(2),

z}xD

ou les wf(z) sont les racines comptées avec multiplicité de P,(z,").
Par ailleurs pour presque tout z, émfl — m?Z. En effet il suffit de vérifier que pour presque
tout zq,
log |z — 20| T, — log |z — 20| T

Le lemme de Hartogs implique [FS2]

limsup(log |z — 20| T},) < log |z — 2| T.

n—oo

De plus si ¢ est une fonction test, ¢ > 0, on a

(10l salteaanea) ) 7 — ( f1og 1z ol tearar) ) 7

puisque le terme entre parenthéses est une fonction lisse de z. La conjonction de ces deux
faits entraine la convergence presque partout.
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On conclut la preuve du point i.: f,(z) est une suite bornée de fonctions holomorphes,
convergeant presque partout vers f(z). La convergence est donc localement uniforme et f est
holomorphe.

Pour le deuxieme point on utilise un autre argument d’approximation. Remarquer que
u est sous harmonique en w, & z fixé. Si y. = xe(w) est un noyau régularisant radial ne
dépendant que de w, alors

ueCew) = [ doglu = sl dm* x)(s)
{z}xD

est sous harmonique dans les tranches {z} x D et décroit ponctuellement vers w. Il suffit donc

de montrer que u. est psh et que dd°u. = T * .. Le calcul est fait dans [BS2] lemme 4.2. O

Courants laminaires horizontaux. On donne dans ce paragraphe un analogue horizontal
du théoreme 3.1. Ce résultat est une généralisation de la laminarité des courants dynamiques
des applications d’allure Hénon. (C),) désigne une suite de courbes horizontales dans B, c’est
a dire une suite de sous ensembles analytiques de B & support horizontal, que ’on supposera
dans D x D;_. (quitte & agrandir le bidisque on peut s’affranchir de cette derniere hypothese),
non nécessairement connexes. On reprend les notations de le section 3.2, i.e. én désigne la
désingularisée de C,,, g, le genre de én, et ng(Cy) le nombre de composantes irréductibles
locales en z € C,,. La courbe é\'n est une surface de Riemann lisse, a bord (quitte & réduire B on
peut toujours supposer qu'aucune singularité de C), ne rencontre dB), et son genre est défini
de la facon suivante: soit une surface réelle S compacte, connexe, orientable, & bord; son bord
est réunion finie de cercles, et en attachant a chacun de ces cercles un disque d’orientation
compatible avec celle de S on obtient une surface compacte orientable sans bord, de genre g.
Le nombre g est par définition le genre de S. On en déduit que la caractéristique d’Euler de
S est x(S) =2—2g —q ou q est le nombre de composantes connexes du bord. Si S a plusieurs
composantes connexes, on définit le genre comme étant la somme des genres des composantes
connexes.
On donne pour commencer une définition utile.

DEFINITION 5.1.3 Soit U CC D un ouvert, et soit la projection 7y : (2,w) +— z —aw. On
dira que T, est verticale au dessus de U si w1 (U) est un fermé vertical de B, i.e. 7, (U)NB
est inclus dans D x D.

L’analogue du théoreme 3.1 pour les courants horizontaux est le critere suivant. Noter
I’absence d’hypothese d’irréductibilité faite sur les courbes C,,.

THEOREME 5.1.4 Soit (C,) une suite de courbes horizontales dans B, de degré homologique
dn, et telle que d; '[C,] — T. On suppose que

gt Y. na(Cr) =0(dy).
z€Sing(Cr)
Alors T est laminaire.

PREUVE: la preuve est essentiellement identique & celle du théoreme 3.1; noter que dans le
cadre de ce théoreme, si Supp(T') # P?, le courant T' est horizontal pour toute projection
centrale m,, p ¢ Supp(T).
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11 suffit de montrer la laminarité dans un bidisque B’ CC B. Si on fixe un disque U C D as-
sez grand, alors pour « au voisinage de 0, 7, est verticale au dessus de U et B’ C 7 '(U) C B.
En particulier 7, Corma () €8t propre. Le disque U étant ainsi fixé, on choisit une projection
verticale 7y, satisfaisant la liste de propriétés génériques de la proposition 3.2.3, et telle que
7, 1(0U) N Sing(C,) = 0 pour tout n. On estime le nombre be,, (Cp, N7, 1(U)) de mauvaises
composantes de C), pour 7, dans 7, }(U). D’apres le lemme 3.2.2 ce nombre a un sens sans
référence a une subdivision particuliere de U.

Soit 7 : én — (), la résolution des singularités de C,, (par abus de notation on omet la
mention de la restriction & 7, (U)). La courbe C,, n’étant pas nécessairement irréductible,
C,, peut ne pas étre connexe. Alors

X(Ca) =D x(C) = (220 —a)

2

ou les sommes portent sur ’ensemble des composantes connexes de én De plus le nombre
de composantes connexes (et de méme le nombre total de composantes de bord) est majoré
par_d, puisque chacune des composantes contribue au degré homologique. On en déduit que
X(Cr) = —2g, + O(dy,). R

On peut alors appliquer la formule de Riemann-Hurwitz & 7,07 : C,, — U, qui est propre,

X(Cr) =dax(U) = Y (v(z) - 1),

TER (10 0F)

ou x(U) = 1.
bea(Cn N (U))

On obtient en suivant exactement la preuve de la proposition 3.2.3 que

O(dy).

Sachant que le nombre de mauvaises composantes de C,, est O(d,,) pour une famille non
dénombrable de projections, la laminarité des courants adhérents est alors conséquence de la
proposition 3.2.4 ou de [BS5]. O

Nous allons définir les courants horizontaux fortement approximables (que nous abrégerons
le plus souvent en “courants approximables”) de fagon analogue a la section précédente 4.4.
Les courants laminaires horizontaux fortement approximables sont essentiellement les cou-
rants laminaires fournis par le théoreme précédent; cependant, comme pour la définition 4.4.1
nous nous plagons délibérément dans un cadre le plus général possible, incluant ’approxi-
mation par des ensembles analytiques a bord —ce qui couvre le cas important des courants
adhérents aux courbes entieres injectives.

On dira qu’une subdivision d’un ouvert U est admissible si elle est la restriction a U
d’une subdivision admissible de C, c’est a dire une subdivision Q en “carrés” @ (ouverts
simplement connexes & bord C'! par morceaux) d’aire égale (ou comparable !, i.e. Ic, VQ1,Q2,
c Aire(Q) < Aire(Q2) < cAire(Q1)), de sorte qu'il est légitime de parler de I'aire des carrés
de la subdivision (éventuellement & constante multiplicative pres).

1. Pour ne pas interférer avec les diverses constantes apparaissant dans le cours du texte, il vaut mieux
considérer que la constante c est fixée une fois pour toutes les subdivisions, disons ¢ = 10.
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DEFINITION 5.1.5 Soit T' un courant horizontal fermé laminaire de B. On dira que T est
fortement approximable s’il existe une suite de sous ensembles analytiques horizontaur C,
de B, éventuellement a bord, telle que d,;*[C,] — T et une constante C, telle que pour tout
U cC D, pour une projection 7, verticale au dessus de U (Baire)-générique, et pour toute
subdivision admissible Q de U, si Tg , désigne le courant formé des bonnes composantes de
C,, au dessus de Q, normalisé par d,,, on ait
<d71 (Co) = Taun L1 gy iidz A d2)> < CAire(Q),

n

ot Q est un carré générique de Q.

L’hypothese de laminarité faite dans la définition est bien entendu superflue. La différence
essentielle avec la définition précédente (dans P?) des courants approximables est que 1’on
ne peut pas choisir une projection générique, mais uniquement une projection verticale. En
particulier (voir la remarque 4.4.10 les résultats de la section 4.4 s’appliquent dans le cas de
deux courants horizontaux, c’est a dire que les courants horizontaux fortement approximables
a potentiel continu s’intersectent géométriquement. En revanche la méthode ne s’applique pas
au cas d’un courant horizontal et d’un courant vertical.

REMARQUE 5.1.6 L’ensemble des courants fortement approximables normalisés pour lesquels
le parametre C' intervenant dans la définition est majoré par une constante Cy est compact.
Il suffit pour cela d’appliquer un argument de procédé diagonal aux courbes approximantes.
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Nous allons dans cette section étudier le prolongement analytique des disques d’un courant
laminaire horizontal fortement approximable. Le résultat principal de la section (théoréme
5.2.12) affirme schématiquement que si un disque A est subordonné a un courant fortement
approximable T, et A admet un prolongement analytique A, alors A est lui méme subordonné
a T. Pour cela il nous entrer plus avant dans les détails de 'approximation des courants la-
minaires, et nous introduisons dans ce cadre une notion de défaut dont nous étudions les
propriétés.

Dans toute la section, T est un courant fortement approximable horizontal dans le bi-
disque, m.s.(T) = 1, T = lim T, = limd,,;}[C},] o1 (C},) est une suite de courbes satisfaisant
les hypothéses de la définition 5.1.5. Etant donnés U CC D, et une projection 7w, verticale
au dessus de U, pour une subdivision admissible Q, on note: G(Q,n) la famille des bonnes
composantes de C,, au dessus de @) € O,

dn
reg(Qm)

et To, = To . On a d’apres la définition
Q7 QEQ Q7 p )
<d;1 (Co) = Taun L1 gy ilidz A dz>> < CAire(Q). (5.1)

Nous rappelons que T" admet une décomposition polaire T' = ¢ ||T|| (voir I’équation (2.2)). On
fixe pour le reste de la section une projection 7, telle que

{z € Supp(T), t(x) parallele a la direction de projection Ker(dmr,)}

soit de ||T'|| mesure nulle?. Ceci assure que la suite des courants uniformément laminaires T
converge vers T' (voir la fin de la preuve de la proposition 3.2.4).

En faisant un changement affine de coordonnées, on supposera dorénavant, pour alléger les
notations, que U est le disque unité D, que la projection 7, est la projection sur la premiere
coordonnée 7, et que le courant T est horizontal et fortement approximable dans D1, x D.
Soit Q la subdivision standard de C en carrés ouverts disjoints a cotés de longueur 1, paralleles
aux axes de coordonnées, et telle que 0 soit dans I'angle d’un carré. Soient les subdivisions
suivantes (voir la figure 5.1):

b
2Ry Q2 = 0+ g’w%’f),

Tk 227"k

Qk—er Qk—er—F(

2. Un corollaire de notre étude (voir le théoreme 5.2.12) est que toute projection verticale est en fait conve-
nable.
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Fi1G. 5.1 — Les quadrillages.

de sorte que les ouverts des subdivisions o’ , k>0, 7=0,1,2 forment une base de voisinages
du plan (on pourra prendre par exemple 7, = 27%). On considerera la trace de ces subdivisions
dans . Dans la suite I'expression “un carré¢” sans mention particuliere désignera un carré
quelconque de I'une des subdivisions Q7, k > 0, j = 0,1,2.

Pour Q € Qi on peut extraire une sous suite de Tg,, convergeant vers un courant uni-
formément laminaire Ty, formé de graphes au dessus de ). Par un argument de procédé
diagonal, on peut trouver une extraction, que nous continuerons a noter n, telle que pour
tous £k > 0, 0 < j < 2, et pour tout @ € Qi, on ait la convergence Tg, — Tg. On pose
TQ{; = ZQGQ{; Tg et de (5.1) on déduit

(T — Tg; w*(idz A dz)) < Crf. (5.2)
k

DEFINITION 5.2.1 Pour tout Q € o k> 0, 0 < j <2, on définit le défaut de @ par
dft(Q) =1 — m.s.(Tg).

On rappelle que si S est un courant horizontal, m.s.(S) désigne la masse des sections de
S. La mention de T est ici implicite puisque T est fixé dans cette section. Dans le cas d’un
courant T' général, on définit dft7(Q) = m.s.(T") — m.s.(Tq).

Le défaut dft(Q) est la proportion asymptotique de mauvaises composantes de C,, au
dessus de Q: en effet pour tout @, m.s.(Tg ) — m.s.(Tg), et m.s.(Tg ) est la proportion de
bonnes composantes de C), au dessus de Q). Le défaut a les propriétés suivantes:
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PROPOSITION 5.2.2

i kg étant fiés, »  dft(Q) < C;
QeQi
ii. SiQ CQ alors dft(Q’) < dft(Q).

PREUVE: pour ) € Qi on a

lim (T}, — T n,Loxpm*(idz A dZ)) = dft(Q)r},

n—oo
et il suffit d’appliquer lestimation (5.2) pour obtenir i. Le deuxiéme point provient de ce
qu’une bonne composante de G(Q,n) est aussi une bonne composante au dessus de @', donc
m.s.(Tgn) > m.s.(Ty ) (on utilise ici le fait qu'on a effectué la méme extraction pour tous
les carrés des subdivisions successives). (]

DEFINITION 5.2.3 Soit x € D. On pose dft(z) = lim dft(Q,), ou (Qp), est une suite décrois-
p—00
sante de carrés telle que Qon = {z}.
P

Une fibre {x} x D sera dite réguliere si dft(z) = 0, singuliére (resp. e—singuliére) si

dft(z) > 0 (resp. dft(z) > ¢).

La définition est non ambigilie car d’une part pour une suite décroissante de carrés, la
suite dft(Q,) décroit, et de plus si (Q)) est une autre suite de carrés décroissant vers {z}, p
étant fixé, pour r assez grand on a dft(Q).) < dft(Q,), d’ou lim, dft(Q,) < lim, dft(Q,). En
inversant les roles de (Q,) et (Q;.) on obtient I'inégalité inverse.

PROPOSITION 5.2.4 Il y a une quantité au plus dénombrable de fibres singuliéres, de plus

> dft(x) < 3C.

zeD

PREUVE: j étant fixé, pour tout k, le nombre de carrés Q) € Qi tels que dft(Q) > € est inférieur
a C/e. On en déduit que I’ensemble des fibres e—singulieéres est fini et de cardinal majoré par
3C/e. Il y a donc une quantité au plus dénombrable de fibres singuliéres, et I’estimation en
découle. O

REMARQUE 5.2.5 Nous n’avons pas d’indication sur la structure des fibres singuliéres. Si un
courant fortement approximable horizontal a un nombre de Lelong non nul en un point p,
alors la fibre correspondant & p est singuliére, au moins pour une projection générique. En
effet en sectionnant le courant par une droite générique passant par p on obtient une masse
de Dirac en ce point.

A Popposée, on vérifie que la suite de courants %[z = w"] vérifie les hypotheses du théoréme
5.1.4 dans le bidisque D x 2D, et n’a aucune bonne composante au dessus d’un voisinage de
0, donc la fibre ({0} x 2D) est 1—singuliere pour la projection (z,w) +— z. Cependant le
courant limite est un courant uniformément laminaire porté par 9D x D (il est uniformément
laminaire par le théoréme de support de Demailly [Del]), donc ce courant n’a pas de caractere
“singulier”.

Enfin il est a remarquer qu’en combinant le résultat pour plusieurs projections verticales,
on peut définir les “point singuliers” comme étant a I'intersection de fibres singulieres. Il y a
une quantité au plus dénombrable de points singuliers.
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L’utilisation de la fonction de défaut permet une formulation agréable des propriétés de
prolongement analytique des bonnes composantes. Le résultat de base est le suivant.

PROPOSITION 5.2.6 Soient Q,Q" deuz carrés tels que QN Q' # 0, dft(Q) < «, dft(Q’) <
avec a+ o’ < 1. Alors il existe un courant uniformément laminaire Toug: dans (QU Q') x D,
tel que

Toue'le = To, Touerler = Tor

et
ms.(Toug) >1—a—d.

Une conséquence de la proposition 2.1.4 est que Ty est subordonné a Ty sur Q x D
(resp. Té sur @' x D). La derniére assertion pourrait étre reformulée en “dft(QUQ’) < a+a’”.

PREUVE: Quand n — oo, limm.s.(Tg ) > 1 — o, et m.s.(Tg,) = é#g(@,n) est le cardinal
de I'ensemble des bonnes composantes au dessus de (). Donc pour n assez grand il y a plus
de (1 —a —e¢)d, (resp. (1 — o — €)d,,) bonnes composantes pour C,, au dessus de Q (resp.
Q@’). Comme le nombre total de composantes est asymptotiquement majoré par d,, au dessus
de @ N Q" (puisque m.s.(T) = 1), il y a au moins (1 — o« — o’ — 3¢)d,, composantes de
G(Q,n) et G(Q',n) coincidant au dessus de Q@ N Q' pour n assez grand. On obtient ainsi un
ensemble G(Q U Q',n) de graphes dans (Q U Q') x D, de cardinal asymptotiquement minoré
par (1 —a —ad/)d,.

On construit alors le courant Tigug ayant les propriétés souhaitées, en extrayant une sous
suite convergente de

Yo

" Ieg(QUQ’,n)
dans (QU Q') x D. O

Nous voulons utiliser inductivement cette proposition pour construire des prolongements
analytiques des disques de 7' le long de chemins. Par abus de langage on confondra un chemin
et son image dans ID. Les chemins seront implicitement supposés continus et injectifs.

DEFINITION 5.2.7 Soit v : [0,1] — D un chemin injectif. On dit que T a la propriété du
prolongement analytique e—approché le long de v s’il existe un voisinage V. de vy et un courant
Tv., uniformément laminaire dans Ve x D, tel que T, < T et m.s.(T.) > 1 —¢.

T sera dit avoir la propriété du prolongement analytique le long de v s’il a la propriété de
prolongement e—approchée pour tout €.

On peut effectivement traduire cette définition en termes de prolongement analytique.
Soient zg = v(0), z1 = y(1); T a la propriété du prolongement analytique le long de v si pour
m® presque tout point y de la fibre {zp} x D il y a un voisinage V' de 7 et un graphe A
au dessus de V', contenant (xg,y) et subordonné a T' (voir p.71 pour la définition des disques
subordonnés a T'). La formulation en termes de courants uniformément laminaires majorés
par T est cependant plus précise et agréable.

La proposition 5.2.6 a le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 5.2.8 Soit 7y : [0,1] — D un chemin injectif. Supposons que pour un & > 0 il
existe un recouvrement de v par une famille finie F. de carrés tels que

> dft(Q) <e.

QEF:
Alors T a la propriété du prolongement analytique e-approché le long de .

Si 7 est un chemin dans I, par définition le défaut de 7 est I'infimum des ZQE]: dft(Q)

pour toutes les familles F de carrés de Qi recouvrant -y.

PREUVE: fixons ¢ > 0. Le chemin ~ est paramétré par [0,1]. Pour s € [0,1] on considere
la famille F.(s) des carrés de F. rencontrant y([0,s]). On numérote successivement (sans
répétition) les carrés de F.(1) selon leur ordre d’arrivée dans F.(s). Plus précisément, soient

so=0<s1 <+ <54
les valeurs de s pour lesquelles F.(s) croit. Supposons que pour s < sy,

fE(S) = fE(Sg) = {Q07 cee 7Qn(671)} ;

on pose alors pour sy < § < Sp41,

Fe(s)\Felse-1) = {Qne—1)415 - - Qu(o) }

(plusieurs carrés peuvent apparaitre en méme temps). Il est de plus clair que pour n(£—1)+1 <
i <n(f), Q; intersecte 'un des carrés de F.(sg) puisque les carrés sont ouverts. On peut donc
appliquer inductivement la proposition précédente. O

Nous commencons par un résultat de prolongement analytique le long des chemins dans
un cas particulier.

PROPOSITION 5.2.9 On suppose qu’il existe une fonction h tendant vers 0 en 0 telle que pour
tout carré Qp, € Qp, on ait

dft(Qp) < rph(rp), (5.3)

ot rp est la taille des carrés de Q. Alors T a la propriété du prolongement analytique le long
de tous les chemins (rectifiables) de longueur finie.

Noter que pour une quelconque des subdivisions Qi, le défaut moyen des carrés est O(r,%)
puisque le nombre de carrés est O(1/r?) et le défaut total majoré. Si le défaut est “uni-
formément réparti”, I’hypothese de la proposition sera satisfaite.

La proposition est une conséquence directe du lemme (classique) suivant.

LEMME 5.2.10 Soit un chemin ~ rectifiable et de longueur £ dans . Alors si Qy est l'une

des subdivisions Qj, et i, < £/2, le nombre de carrés de Qy dont l'intérieur rencontre ~y est
104

majoré par —.
Tk
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PREUVE: on numérote dans 'ordre d’apparition dans le paramétrage les carrés de Qj dont
I'intérieur rencontre 7, éventuellement avec répétition (contrairement a la preuve du corol-
laire 5.2.8), et on obtient ainsi une famille ordonnée (Q1,...,Qn). On regroupe les carrés de
Q2,...QNn-1 en Npuq paquets de 5 carrés successifs, et donc

N < 5Npag + 4+ 2 =5Npaq + 6.

Etant donné un paquet {Q;,,...,Qi,} de b carrés successivement rencontrés par vy, deux au
moins sont a distance supérieure ou égale a ry, et sont connectés par v dans @Q;, U--- U Q;;.
Donc

long(v|Q,, u-uQi, ) = Tk

(la restriction signifie ici restriction a l'intervalle correspondant de paramétrage), et en som-
mant sur tous les paquets, on a la relation £ > Np,,7). Finalement on obtient

5¢
N<—+6
Tk

et le lemme en découle. O

On en déduit de fagon évidente la proposition: étant donné un chemin v de longueur £,
on le recouvre & I'aide des trois subdivisions Q7, j = 0,1,2, et ry assez petit; la relation (5.3)
permet de majorer par 10¢h(ry) le défaut total du chemin et on applique le corollaire 5.2.8.

Plus généralement, on peut s’attendre a ce que méme si T n’a pas la propriété de prolon-
gement analytique le long de tous les chemins, on puisse toujours trouver un chemin . reliant
deux points donnés et pour lequel T' a la propriété de prolongement analytique e—approché.
C’est 'objet de la proposition suivante, qui est le résultat technique crucial de cette section,
et la base du théoréme de prolongement analytique 5.2.12.

PROPOSITION 5.2.11 Soit T un courant horizontal fortement approximable normalisé au voi-
sinage de B comme précédemment. Si xo et x1 sont deux points de D, tels que dft(xg) =
dft(z1) = 0, alors pour tout € > 0 il existe un chemin ~. reliant xo et x1 tel que T ait la
propriété du prolongement analytique e—approché le long de ve.

En d’autres termes, m®™ presque tout disque au dessus de xy a un prolongement le long
d’un chemin jusqu’en x;, subordonné a T'. La preuve montre plus généralement que pour des
points zg, x1 quelconques on a un prolongement (dft(xg) + dft(xz1) + €)-approché pour tout e.

PREUVE: le défaut total étant majoré, il suffit de trouver un suffisamment grand nombre de
chemins distincts pour que le défaut total de I'un d’entre eux soit petit. La seule difficulté est
que vus dans le quadrillage les chemins ne peuvent pas étre considérés comme distincts.

Pour alléger I’écriture on utilisera les notations suivantes: a ~ b signifie qu’il existe des
constantes ¢,C' indépendantes de r (le pas du quadrillage) telles que ca < b < Ca; de méme
a < b signifie a < Cb, C indépendante de r.

Supposons pour commencer que o = 0 et 1 = 1. Pour r < 1, on considere les quadrillages
QI = Qi, j =0,1,2, r, = r. Soient des carrés Qo 3 g, @1 3 1 réunions de carrés de Q°, de
méme taille ~ /7, symétriques par rapport a axe réel. On relie Q¢ et Q1 par des chemins
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Qo Q1

Lo : T

F1G. 5.2 — La famille de chemins (7;).

horizontaux 41, ...,yn, mutuellement distants de 5r, N ~ 1/,/r (cf. figure 5.2). Chacun des
#; est recouvert par une famille F; de carrés de QU Q' U Q?, F; NF; =0sii#j (le cardinal
de F; est = 1/r). On compléte par deux segments chacun des 7; en un chemin affine par
morceaux <y; joignant xg et xj.

Evaluons le défaut total de la famille de chemins (7;),

N

N
Do dft(y:) <D | dft(Qo) + dft(Q1) + D dft(Q) | < N(dft(Qo) + dft(Q1)) +3C
=1

i=1 QeF;

d’apres la proposition 5.2.2. Comme N =~ 1/4/r, le défaut moyen est

N
% Z dft("}/i) 5 dft(QO) + dft(Ql) + \/;
=1

Les fibres xg et x1 étant régulieres, pour i = 0,1, dft(Q;) — 0 quand r; tend vers 0. On en
conclut que le défaut moyen de la famille (7;) est petit quand r est petit, et donc que I'un au
moins des v; est de défaut petit.

Dans le cas général on considére une application affine h telle que h(0) = x¢ et h(1) = 21,
ainsi que I'image de la famille de chemins construits précédemment. On considere également
Qo D h(Qo) et Q1 D h(Q1) réunions de carrés de Q° et de taille ~ /7, ainsi que des recou-

vrements F; de h(%;) par des carrés de Q7 et tels que Fi ﬁ]}j = () sii # j. On conclut comme
ci dessus. O

Propriété forte de prolongement analytique. Nous abordons maintenant le résultat
principal de cette section. Nous avons vu a la section 2.3 que pour certains courants laminaires
(voir 'exemple de Demailly 2.3.9), la restriction du courant a une lamination peut étre portée
par un ouvert strict de celle ci. Nous montrons ici que ce phénomene n’apparait pas pour les
courants fortement approximables.

THEOREME 5.2.12 Soit T un courant horizontal fortement approzimable dans le bidisque.
Supposons que S soit un courant uniformément laminaire élémentaire horizontal dans U x D,
ou U CC D est un ouvert connexe, tel que S <T dans Uy x D, ou Uy C U est un ouvert non
vide. Alors S <T dans U x D.
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Nous rappelons qu’'un courant uniformément laminaire élémentaire dans U x D est un
courant formé de graphes au dessus de U. Nous présentons ce résultat pour un courant S
élémentaire par souci de clarté, mais on peut remplacer U x D et U; x D par un couple
quelconque d’ouverts Uy C U (voir le corollaire 5.2.14 ci apres).

En termes de représentation d’un courant laminaire comme intégrale de disques le résultat
pourrait se formuler de la facon suivante: “si A est un disque subordonné & T et A admet
un prolongement analytique A, alors A est subordonné & 77. Nous énoncons le résultat entre
guillemets car il faut préciser Phypothése “A admet un prolongement analytique A”: d’apreés la
définition de la subordination donnée a la p. 71 il faut qu’un courant uniformément laminaire
subordonné & T dont A est une feuille se prolonge. De plus la formulation du théoreme est
beaucoup plus précise puiqu’elle contient également une information sur la mesure transverse.

COROLLAIRE 5.2.13 Les courants laminaires horizontaux fortement approximables sont de
multiplicité localement constante (ou simples).

Il est également possible d’étendre le théoreme au cas de courants non élémentaires. Ceci
nécessite cependant une définition: si S est un courant uniformément laminaire dans I'ouvert
U, et Uy C U, on appelle saturé de S|y, dans U le courant uniformément laminaire restriction
de S a I’ensemble des feuilles rencontrant ;.

COROLLAIRE 5.2.14 Soit T un courant horizontal fortement approximable dans le bidisque.
Supposons que S soit un courant uniformément laminaire dans [’ouvert connexe U, tel que
S <T dansU; CU. Si S désigne le saturé de S|y, dans U, alors S1 < T dans U.

PREUVE DU THEOREME: on pourra sans perte de généralité supposer que U; est un disque.
On pose m = m.s.(5).
On utilise la représentation de T' comme intégrale de disques, sous la forme

T= /A PalAaldu(a),

ol p, est une fonction s.c.i. positive sur A, et les A, sont disjoints. Dans U; x D, on a
S < T donc d’apres la proposition 2.3.6 S admet une représentation de la forme (A|y,
désigne I’ensemble des restrictions a Uy des disques de A; Aly, est différent de Ay, ’ensemble
des disques de A qui sont des graphes au dessus de Uy )

S = Ja[Au]dp()
Aluy

ou ¢, est constante sur presque tout disque3 A, et go < po presque partout sur A,.

Etant donné un carré @, on note Ag 'ensemble des disques de A qui sont des graphes
au dessus de @), et on considere le courant Ty uniformément laminaire sur ) x D construit
précédemment (voir p. 124). Le courant uniformément laminaire 79 admet une représentation

I = /A Pa,@[Anldp(a),

3. La fonction ¢, est ici nécessaire car la mesure u peut étre “déséquilibrée”; quitte a remplacer u par
1140 >0}0apt + 1, —o3 ¢4 ON peut supposer que g» = 1, ce que nous ne ferons pas.
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ou l'intégrale porte en fait sur Ag, et p, g est une fonction constante sur A,.

LEMME 5.2.15 Pour presque tout x € Uy x D, il existe une suite décroissante de carrés @,
Np>0Qp = {x}, et pour tout p un courant Sg, < S, uniformément laminaire dans Q, x D, tel
que Sq, <Tg, et m.s.(Sq,) — m = m.s.(S) quand p — oo

PREUVE: si pour tout k, Qj désigne la restriction a U; de I'une quelconque des Qi, et

= S To= 3 [ pecldddute)

Qe Qe

alors Ty, croit vers T' quand k — co. On définit le courant Sg,, par

Z / inf(qa,pa Q)[Aa]d:u(o‘) :/.Ainf (QQ, Z 1oxp pa,Q)[Aa]dﬂ(O‘)-

Qe Qe

Le courant Sg, est uniformément laminaire dans chaque @ x D puisque Ag est formé de
graphes au dessus de @ et la fonction de multiplicité est constante sur chaque disque. De plus

Q= Z 1oxD Pa,@

Qe

croit ||T'|| presque partout vers po > o, donc inf(p,,0,gq) croit presque partout vers qq, et
par conséquent Sg, croit vers S.

On en déduit alors facilement Dassertion du lemme: premi¢rement si Q' C @, alors
m.s.(Sg/) > m.s.(Sg) (ot Sg désigne Sg|gxn); ensuite si ¢ est une forme & support dans
Ur x D de la forme ¢ = ¢(z)idz Adz, alors (S,¢) = m [ ¢(z)d\(z) d’apres la proposition 1.2.6,

et
<SQk7¢ /SQ No =
QeQy, Qe

et on conclut. O

k—o0

m.s.(SQ)/ wd\ — m [ pd),
Q

Achevons la preuve du théoreme. L’idée est de transporter la relation Sg < Ty de Uy a U
en utilisant le prolongement analytique le long des chemins. Fixons € > 0. Soit un point xo de
U; tel que la conclusion du lemme soit satisfaite, et tel que dft(xzg) = 0. Pour @ > zg, Q € QO
et k assez grand, on a donc un courant uniformément laminaire Sg < Ty, m.s.(Sg) > m —e¢.
Par ailleurs, d’apres la proposition 5.2.11, pour tout x; € U il existe un chemin ~. joignant
xg et z1 et tel que T ait la propriété du prolongement analytique (dft(x) + ¢)-approché? le
long de 7., il y a donc un voisinage V' de ., et un courant Ty < T uniformément laminaire,
m.s.(Ty) > 1 — dft(z1) — e. En appliquant la proposition 5.2.6 & @, V, et Q1 le carré de
Qy, contenant x1 on en déduit Iexistence d'un courant T g,, uniformément laminaire et
subordonné a Tg, Ty et Ty, , avec

m.s.(Tg.o,) > 1 — dft(Q) — dft(Q1) — & — dft(zy) > 1 — dft(Q) — 2dft(Qy) —

Noter que par construction les graphes de Ty o, au dessus de ()1 sont dans le prolongement
analytique (le long de ~.) de ceux situés au dessus de Q.

4. Le lecteur désireux de n’utiliser que des prolongements e-approchés pourra considérer un carré Q1 a la
. . p . . N
place de x1, un point régulier x} € Q1 et un chemin 7. liant z¢ & x}.
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On montre aisément que la somme des T ¢, approxime 1" dans U:

<T — Y Tooluxp Thidz A dz> < > (dft(Q) + & + 2dft(Q1)) Aire(Q1)

Q1€9 Q1€9y
<@AfE(Q) +e)+2 | > dft(@Q1) | i
Q1€9;

et le terme d’erreur est majoré par 3¢ si k est assez grand.

Nous affirmons que pour tout ()i il existe un courant Sg ,, tel que dans @ x D,
50,01 £TQ.Qi 5.1 < 5¢ <5, et ms.(Sq,@,) = m — dft(Q) — 2dft(Q1) — 2e.

Montrons que ceci implique le théoréme: le courant S étant uniformément laminaire, si Q1 C U
on peut pousser Sg ¢, par holonomie en un courant uniformément laminaire dans 1 x ID, et
dans Qi xDona Sg g, < 5,500, <Tgq, <T,etms.(59,0,) > m—dft(Q)—2dft(Q)—2e.
Donc, comme précédemment on a la minoration suivante dans U:

< 2 Saquluxp widz A dz> > (S 1ywp whidz A dz) — 4e,
Q1€9Qk

autrement dit » o co. 5,@, croit vers S. Comme par ailleurs
> S =T
Q1€Qk
on conclut que S < T.

Il reste & démontrer notre affirmation (nous utilisons ici le fait que S¢ est uniformément
laminaire dans @) x D). Les données sont: Sg < Tg, m.s.(Sg) > m —e¢, et T, < Ty,
m.s.(Tg,g,) > 1 —dft(Q) — 2dft(Q1) — €, tous ces courants étant uniformément laminaires, et
subordonnés a la lamination £(7q). Fixons une fibre verticale (cg x D) et soient les sections

(mesures) respectives ms,, mr,, mry, o, de Sq, T et T g, D’apres le théoréme de Radon-
Nikodym il existe une fonction 0 < fs, <1 (resp. 0 < fTQ’Q1 < 1) telle que ms, = fsomr,

(resp. Mrgyo, = fTQleTQ). Soit f = inf(ng,fTQ’Ql), alors®

/ fdmay, >m — dft(Q) — dft(Q1) — 2e.

On définit alors Sg g, comme étant le courant uniformément laminaire subordonné a Tig de
mesure transverse fdmr, dans la fibre cg x D, qui a les propriétés requises. (|

PREUVE DU COROLLAIRE 5.2.13: comme ci dessus on considere la représentation

T:/Apoz[Aoz]d:u(a)

5.510<a,b<1alors inf(ab) >a+b—1
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ou les A, sont distincts et les fonctions p, sont s.c.i., c’est a dire que pour tout ¢, {po > ¢}
est ouvert dans A,, (& un ensemble d’aire nulle pres). On veut montrer que p, est localement
constante. L’idée est la suivante: par le théoreme précédent si la fonction p,, prend une certaine
valeur p,(zg), alors po, > pa(xo). Nous détaillons maintenant le raisonnement.

En conservant les notations précédentes (nous rappelons que A est 'ensemble des disques
de A qui sont des graphes au dessus de @), considérons le courant

Ty = /A PalAaldpi(a),

(le courant Ty n’est pas le courant Ty de la preuve ci dessus; il n’est pas a priori uniformément
laminaire). Pour un carré Q' C @, considérons la fonction mesurable

AQ Do inf(pa|Q/),

inf désignant ici 'infimum essentiel. Alors pour € > 0,

AL ={z € Q' pa(z) > inf(palg) + e}

est & un ensemble d’aire nulle prés un ouvert de A, N (Q' x D). Nous allons montrer que cet
ouvert est presque surement vide, démontrant en cela le corollaire.

Supposons le contraire: pour un certain € > 0, il existe un ensemble de parametres £ de
mesure strictement positive tel que Af, soit d’aire positive. Alors le courant

5. = /g 152 paAaldps(a)

est un courant laminaire de masse strictement positive. En particulier il existe un carré R C Q)
tel qu’on puisse former un courant uniformément laminaire S de masse > 0 subordonné a S.,

s:/ 12z n(RxD)PalAaldp(c).
Er

Par définition de AZ, on a

([ nttoalo) + Addnt)) o < Tl

Er

Par le théoreme de prolongement analytique cette relation s’étend & Q' x D et donc sur les
disques prolongeant ceux de £g on a p, > inf(pa|gr) + €) ce qui est contradictoire. O

PREUVE DU COROLLAIRE 5.2.14: il suffit de montrer le fait suivant: “’ensemble V des points
x € U tels qu’il existe un voisinage NV (z) de z tel que S; < T dans N (z), est ouvert et fermé
dans U. Par définition V est ouvert. Soit = un point frontiere de V, nous devons montrer
que z € V. Il suffit de considérer le cas ou & € Supp(S1). Soit L(z) la feuille locale de L(S)
passant par x; il existe une projection satisfaisant la définition 5.1.5 et un voisinage N (z) de
x tels que L(x)| N(z)» ainsi que les feuilles voisines, soient des graphes pour cette projection.
Autrement dit Sy est élémentaire prés de x et on peut appliquer le théoréeme. O
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La preuve du théoreme 5.2.12 a le corollaire suivant, qui est une amélioration substantielle
du lemme 5.2.15.

PROPOSITION 5.2.16 Si S est un courant uniformément laminaire dans U x D, et S < T
dans U x D, alors pour toute fibre {x} x D, x € U, réguliére pour T (i.e. dftp(x) = 0), il
existe une suite de carrés (Qp) décroissant vers {x}, et pour tout p un courant Sqg, < S,
uniformément laminaire dans Q, x D, tel que Sg, < Tg, et m.s.(Sg,) — m = m.s.(S) quand
p— 00

En d’autres termes, la conclusion du lemme 5.2.15 est vraie hors d’un ensemble au plus
dénombrable de fibres.

PREUVE: la preuve a déja été faite p.132. On sait que la conclusion est vraie pour presque
tout z, par le lemme 5.2.15. On choisit donc un tel zg, une suite de carrés @, > zg, et une
suite de courants uniformément laminaires Sq,, subordonnés a T, et a S sur @, x D, tels
que m.s.(Sq,) > m.s.(S) — &p.

Le courant Sg, étant subordonné a Tg,, la propriété de prolongement analytique de T
le long des chemins permet de construire pour tout Q' C U un courant S5,.,q" dans Q' xD
subordonné a Ty et tel que

m.s.(Sg,,0) > m.s.(S) — dft(Qp) — dft(Q") — 2¢,

et on conclut. 0

Cette observation va nous permettre de mettre en évidence une question naturelle. Il est
possible de définir si {x} x D est une fibre réguliere le germe de disque subordonné & T passant
par (z,y) pour m® presque tout (z,y). En effet si @), est une suite de carrés décroissant vers
x, on considere la famille des courants uniformément laminaires T, ainsi que les mesures
mg, = Tq, N[{z} x D]. Soit E” la réunion des supports des mesures my, , qui est un borélien
de m® mesure totale. Si y € E¥, alors y € Supp mep pour un certain p, et on définit le germe
de disque subordonné a 1" passant par y comme étant celui de T¢,. La définition ne dépend
pas de p puisque les disques des courants Ty, sont compatibles (c’est la méme extraction
de la suite Cp, qui sert a construire les T, voir le début de la section suivante pour plus
de détails). Si S est un courant uniformément laminaire subordonné a 7' dans U x D, alors,
d’apres la proposition précédente, si x € U est régulier, pour m? presque tout (x,y), le germe
de la feuille de £(S) passant par (z,y) et celui du disque défini ci dessus coincident. Ceci
n’était auparavant connu que ||7'|| presque partout.

Nous ne savons en revanche pas répondre a la question suivante: soit 7' un courant lami-
naire fortement approximable et supposons que S; et S5 soient des courants uniformément
laminaires tels que S; < T (resp. S2 < T'). Soit & € Supp(S1) N Supp(S2) et soient L (x) et
Lo(x) les feuilles respectives de £(S1) et £(S2) passant par z. Est il possible que z soit isolé
dans Ly (z) N Ly(x)? En d’autres termes, des disques subordonnés a T' peuvent-ils se couper?

La premieére partie de 'exemple 2.3.9 fournit un contre exemple dans le cas de courants
laminaires généraux: soient 77 et 75 des courants uniformément laminaires horizontaux dans
le bidisque, intégrales de courants d’intégration sur des droites paralleles

7= [ (L + 0.))ds(a), i = 12
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ou L; et Ly sont des droites transverses passant par (0,0), et les mesures p; sont portées par
des ensembles de mesure de Lebesgue nulle. Soit T' = T4 +T5. En subdivisant convenablement
les disques de T} et To, on voit que T est laminaire (de multiplicité constante). T vérifie méme
la propriété forte de prolongement analytique (théoréme 5.2.12).

Cette question est liée a I’étude du produit extérieur T'AT'. Plus précisément si le produit
extérieur T' AT est admissible, et T'AT = 0, la réponse a cette question est “non”. En effet
si ce n’était pas le cas, i.e. si des disques subordonnés aux courants S7 et Sy se coupaient en
x, le produit extérieur S A Sy étant admissible, on aurait (voir la section 4.3)

T/\TZSl/\ngslf\Sz>0.

En particulier, la réponse est “non” dans le cas des courants a potentiels continus, ce qui
couvre les applications en dynamique des automorphismes polynomiaux et applications d’al-
lure Hénon (rappelons —remarque 4.4.10— que les résultats de la section 4.4 s’appliquent
a Dintersection des courants horizontaux). Ceci est a rapprocher de la notion de “courant
fortement laminaire” de Cantat: un courant est fortement laminaire si les prolongements ana-
Iytiques des disques subordonnés® au courant sont compatibles. Nous venons de démontrer
que les courants fortement aproximables de potentiel continu sont fortement laminaires en ce
sens. La réciproque est fausse comme le montre le courant fortement laminaire de ’exemple
2.3.10, qui n’est pas fortement approximable puisque de potentiel continu et d’auto intersec-
tion strictement positive.

Noter enfin que si T' AT est une somme de masses de Dirac, situation apparaissant
naturellement en dynamique des applications birationnelles, la réponse a la question est
également “non”. En effet une somme de masse de Dirac ne peut étre un produit d’inter-
section géométrique de courants uniformément laminaires diffus.

6. Notre définition des disques subordonnés a T' differe légerement de celle de Cantat, voir en particulier
I’exemple 2.3.7.
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Il y a une ressemblance frappante entre la théorie des courants laminaires et la construction
de Meiyu Su [Su] de “solénoides mesurés” associés a une fraction rationnelle. Il s’agit d’une
méthode pour donner une structure de lamination a I’extension naturelle de la dynamique
d’une fraction rationnelle dans P!, une question préalablement étudiée par Lyubich et Minsky
[LM2]. La construction de Su est de nature mesurable, et nous allons dans cette section justifier
rigoureusement ’analogie avec la théorie des courants laminaires.

Nous présentons la construction de laminations associées a des courants horizontaux for-
tement approximables, méme s’il est vraisemblablement possible d’adapter la présentation a
un cadre légerement plus général 7. Nous suivons pas & pas la construction de Su.

Nous conservons le cadre adopté a la section précédente, autrement dit on fixe un courant
T laminaire horizontal normalisé (diffus) et fortement approximable dans le bidisque. Dans
ce cas il existe une suite de courbes (C),) vérifiant les hypotheses de la définition 5.1.5, telle
que d,;'[C,] — T. On considére comme & la section précédente trois suites de subdivisions
admissibles formant une base de voisinages du plan, et si () est un carré de I'une de ces
subdivisions (nous dirons simplement “un carré” par la suite), on forme le courant T , des
bonnes composantes de C), au dessus de ). Par une extraction diagonale on assure que pour
tout carré @ la suite Tq,, converge vers un courant uniformément laminaire Tig. La famille
de courants uniformément laminaires (7)) a alors la propriété importante de compatibilité
suivante: si € Supp(Tg,) N Supp(Ty,), et Li(z) et La(z) sont les disques respectifs de
L(Tg,) et L(Tg,) passant par x, alors Li(x) = La(z) au voisinage de z. En effet si Li(x)
et Lo(z) se coupent en z, quitte a déplacer légérement x, comme les courants sont diffus, on
peut supposer 'intersection transverse (proposition 2.1.3), alors les bonnes composantes de
C), approchant respectivement Lq et Lo doivent se couper (transversalement) pour n assez
grand ce qui par définition est impossible —remarquer que le point essentiel du raisonnement
est que la méme extraction est utilisée pour tous les carrés.

DEFINITION 5.3.1 Soit Q un carré tel que le courant T¢ soit de masse strictement positive.
La boite de flot (ou plus simplement “boite”) Bq est le support (fermé) du courant uni-
formément laminaire Ty. Les disques subordonnés au courant T seront appelées “plaques”
de BQ.

On fixe pour chaque boite By une transversale 7g de sorte que B 2 7o X Q. Pour des
raisons de commodité, on prendra pour transversale 7¢ le disque vertical {cg} x D ol ¢ est
le centre de ). On définit I’ensemble régulier R comme la réunion des boites de flot de T'.
Noter que ’ensemble régulier dépend de la famille (77).

7. Pour la construction de la lamination proprement dite, le seul point vraiment essentiel est la propriété
de compatibilité des courants uniformément laminaires formant 7. Les résultats de la section précédente
interviennent en revanche de fagon essentielle dans la construction de la mesure transverse.
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Pour définir la mesure transverse dans les boites de fagon non ambigiie, nous aurons
besoin de la proposition suivante, qui est une légere amélioration du corollaire 5.2.13, mais
qui a cependant un intérét propre. On utilise la représentation de 7" comme intégrale de
disques sous la forme

T= /A PalAaldu(a),

ou p, est constante sur A, par le corollaire 5.2.13.

PROPOSITION 5.3.2 Soit T' un courant horizontal fortement approximable, et soit L une la-
mination par graphes horizontaux dans U x D. Soit T'|z le courant défini par

7| = /A  Pelaldta),

ot A(L) est l'ensemble des disques de A inclus dans une feuille de L. Alors T'|z est uni-
formément laminaire.

En d’autres termes, la restriction de T" & une lamination est un courant uniformément
laminaire (I’exemple du courant de Demailly montre que ’hypothese “fortement approxima-
ble” est bien nécessaire). Le courant 7|, a la propriété de maximalité suivante: si S est un
courant (uniformément) laminaire subordonné a £ et S < T, alors S < T'|z —c’est évident par
la proposition 2.3.6 et la définition de T'| .

PREUVE: on fixe une transversale verticale 7 globale et on parametre les graphes de £ par
t € 7. On a alors une représentation

T); = / halTldpan (1),

ou h; est une fonction localement constante hors d’un ensemble de mesure nulle sur I';. On
doit montrer que h; est égale presque partout a une fonction constante sur presque tout graphe
I'y. 11 suffit pour cela de reprendre mot pour mot la preuve du corollaire 5.2.13. (|

Par abus de langage on ne fera pas de différence entre la lamination sous jacente a la
boite Bg et Bg elle méme. Si By est une boite de flot, considérons le courant uniformément
laminaire T'| g, (T'|p, > 1), qui induit une mesure transverse dans la lamination sous jacente
a B, i.e. une mesure dans toutes les transversales, invariante par holonomie (voir [Sul]). La
masse transverse d’une boite est la masse totale d’une transversale globale pour la mesure
transverse.

PROPOSITION 5.3.3 On a les propriétés suivantes:
i. sidft(z) < e alors il existe une boite Bg, Q > x, de masse transverse supérieure & 1 —¢;
ii. l’ensemble régulier R est recouvert par une quantité au plus dénombrable de boites;

iii. si {x} x D est une fibre réguliére, alors R est de m*-mesure totale dans {x} x D.

La proposition est évidente. On indexe les boites de flot, de facon que

R=J Bn~ |J 7 x Q.

m>0 m>0
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Nous allons a présent définir une nouvelle topologie dans les transversales 7,,. Rappelons que
pour tout m, 7, est un fermé d’une fibre verticale.

Soit A un sous ensemble mesurable de {z} x D. On rappelle que w € A est un point de
densité de A, relativement & m?, si et seulement si

m*(A N B(w,r)) 1
m?(B(w,r)) r—0

Le théoréme de Lebesgue affirme que si m?*(A) > 0, presque tout point de A est de densité.

DEFINITION 5.3.4 Un sous ensemble A de {z} x D est d-ouvert s’il est vide ou bien si A est
mesurable, m*(A) > 0, et si tout point de A est un point de densité pour la mesure m=.

On vérifie aisément que ceci définit bien une topologie sur {z} x ID. Seul I’axiome d’inter-
section mérite justification: si Ay et A sont deux d-ouverts, et w € A1 N Ay, alors pour r < r,
et i =1 ou 2 onam?*A4; NB(wr)) > (1 —e)m?(B,w,r)), et donc m*(A; N Ay N B(w,r)) >
(1 —2e)m*(B,w,r)).

La d-topologie sur 7, est par définition la topologie induite par restriction de la d-topologie
sur la fibre. On considere également la topologie produit de la d-topologie par la topologie
standard dans B, >~ 7., X Qm, que nous continuerons a appeler d-topologie.

Voici des propriétés évidentes de la d-topologie.

PROPOSITION 5.3.5 Soit la d-topologie associée a m* dans {z} x D.

- Les ensembles de mesure nulle sont des d-fermés de d-intérieur vide. En particulier le
fait de retirer des ensembles de mesure nulle n’affecte pas le caractére d-ouvert.

- Les ouverts de mesure positive sont d-ouverts. En particulier la d-topologie est plus fine
que la topologie usuelle sur Supp(m?).

L’ensemble régulier R est réunion dénombrable de boites de flot compatibles, R = U;,>0B,.
La d-topologie dans la boite B, ne dépend pas de la transversale choisie, car I’holonomie dans
By, est continue pour la topologie standard et préserve la famille de mesures transverses (m?).
On en déduit que les d-topologies des boites B,, sont compatibles. L’ensemble régulier R peut
étre donc muni de la d-topologie.

Deux points seront dits étre dans la méme feuille s’il existe un chemin continu ~ liant
ces deux points, et une chaine ordonnée finie de boites By,,,...,Bn, (éventuellement avec
répétition) tel que 7| B, SOIt inclus dans une plaque de By, (la restriction signifie ici restric-
tion & l'intervalle correspondant de paramétrage). On définit les feuilles de R comme étant
les classes d’équivalence de cette relation, la définition étant bien str identique & celle des
feuilles des feuilletages et des laminations. Noter que seule la topologie usuelle sera utilisée le
long des feuilles.

PROPOSITION 5.3.6 Les feuilles sont o-compactes et coupent chaque fibre {z} x D en un
ensemble au plus dénombrable.

PREUVE: le deuxieme point est conséquence du premier puisque I’ensemble des points d’inter-
section d’une feuille et d’une fibre verticale est discret dans la topologie de la feuille. Pour le
premier point, supposons que les (), soient numérotés par taille décroissante. Chaque feuille
admet donc une exhaustion dénombrable comme réunion de familles de plaques de taille
décroissante. Pour une suite finie de carrés fixée, on voit qu’a une plaque dans le carré initial



5.3. Construction de laminations: la méthode de Su. 139

correspond un choix fini de suites de plaques adjacentes successives. ([l

Etant donnée une boite de flot B,,, son d-intérieur sera noté d — int(B,,) = d — int(7,,) x
Qm. Pour chaque boite B,,,, on on retire de d — int(B,,,) toutes les plaques situées dans la
méme feuille qu’une plaque de

U Bw\(d — int(Bn))

m>0
(mo compris puisque une feuille peut rencontrer B,,, plusieurs fois). D’apres la proposition
précédente, I’ensemble de plaques retiré est de mesure transverse nulle et donc la réunion des
plaques restantes est un d-ouvert.

On réitere la méme opération dans chaque boite et on obtient ainsi un sous ensemble
R’ C R, d-ouvert et de mesure transverse totale dans chaque boite, qui est de plus saturé
dans R pour la relation d’appartenance a la méme feuille. Soit B], = B,, NR’. Nous vérifions
que R’ a une structure de lamination pour la d-topologie.

Premiérement si z € R/, alors 2 € BJ, pour un certain m, et Bj, définit un d-voisinage
feuilleté de x: il suffit pour cela de vérifier que ’holonomie est d-continue dans B),, i.e. préserve
les d-ouverts. L’holonomie préserve les ensembles de mesure transverse strictement positive
car la mesure transverse est invariante, et préserve les points de densité car elle est continue
pour la topologie usuelle. D’autre part les cartes feuilletées sont compatibles par construction.

ExEmMPLE 5.3.7 Nous avons vu a 'exemple 2.2.2 comment construire des laminations a plis
qui ne sont pas des laminations. Voici comment agit le raffinement de la topologie sur un tel
exemple. Rappelons que la lamination a plis a la forme suivante:

L= U U C(20,wWn,en) U U D x {w} | =Us WU,

n>0 zp€D wedD(0,1/2)

ou les courbes C(zp,wy,,&y,) sont des revétement ramifiés de degré 2 sur ’horizontale, et s’accu-
mulent sur Uy, de sorte que si x € Uy, £ n’est pas une lamination au voisinage de x. Supposons
donnée une mesure transverse chargeant U; et chacun des

U C(z0,Wn,En)-

zo€D

Si wg € 0D(0,1/2) dans la fibre zg x D, le cercle 9D(0,1/2) qui est de mesure positive est donc
un d-voisinage de wy dans la fibre. Autrement dit (zg,wg) admet un d-voisinage ne rencontrant
pas Us, ce qui est le resultat escompté.

THEOREME 5.3.8 Soit T un courant horizontal fortement approzimable. Il existe une la-
mination £ munie d’une injection continue et lisse le long des feuilles, i : L — Supp(T),
préservant la structure laminaire. La lamination L est munie d’une mesure transverse inva-
riante telle que si T désigne le cycle feuilleté associé, on ait naturellement T =T.

En particulier i(£) est de ||T||-mesure totale; la construction montre que (L) est de me-
sure 1 — dft(z) dans chaque fibre {z} x D. On a en fait donné une structure naturelle de
lamination au borelien R’ qui est de || T’||-mesure totale.
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PREUVE: la structure de lamination ayant été décrite, il reste a vérifier les assertions concer-
nant la mesure transverse. Chaque boite B, est munie d’une mesure transverse naturelle
i induite par le courant uniformément laminaire T'|g,,. Pour que ceci définisse une mesure
transverse invariante, il faut (et il suffit) que les mesures ., coincident sur les transversales
situées a l'intersection des cartes (voir [Gh] §3).

Supposons que By, et By, soient deux boites de R’ d’intersection non vide. Paramétrons

By, et B}, a partir d'une fibre commune {z} x D, i.e.

B, =JTinBy,
teT;
ou T; est un d-ouvert de {z} x D, relativement & la mesure m?, et I'; est le graphe issu de
t € T. Alors m*(Ty NTy) > 0 car T1 N T, est d-ouvert. Il faut montrer que fiy,, €t fiy,, (plus
précisément la réalisation de ces mesures transverses dans la transversale {z} x D) coincident
dans 17 N'T5. C’est une conséquence de la propriété forte de prolongement analytique.
En effet si ce n’était pas le cas, il existerait un borélien A C T NTs tel que (par exemple)

fimy (A) > fim, (A). Soit alors le courant uniformément laminaire S dans B}, N B, ,

§ = [ 00 By, 0 Bl (1),

subordonné a T' dans B}, N By, . Par la propriété forte de prolongement analytique (théoréme
5.2.12), on a dans B,,,

S = / [T¢ N By, dpim, (t) < T,
A
donc par la propriété de maximalité de T'| Bl
S'< Tl = [ [0 Bl i, (1)
A
Cette relation contredit le fait que finm, (A) > fim,(A).

Considérons maintenant une forme test ¢ dans B. La forme ¢*¢ est une forme différentielle
sur la lamination £, et par définition de la mesure transverse (et du cycle feuilleté 7") dans

Tnio) = | ) ( / | <z>> dpim(t) = (T15,,).

Ensuite il suffit de recouvrir le support de ¢, & un ensemble de d-intérieur vide pres (donc
de mesure nulle pour le cycle feuilleté) par une réunion disjointe de d-ouverts inclus dans des
boites de flot. O

les boites, on a

REMARQUES:

— On se limite aux formes test de la forme i*¢ puisqu’on a tres peu d’informations sur la to-
pologie transverse et sa locale compacité. En particulier si la d-topologie n’était pas loca-
lement compacte, les formes transversalement continues ne seraient pas nécessairement
localement intégrables.

— Les feuilles de la lamination n’ont pas de tangences verticales par construction; en
considérant deux projections on peut remédier a ce probléme.
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Une application possible de cette étude pourrait étre d’étudier I'extrémalité des courants
horizontaux fortement approximables via ’ergodicité de la mesure transverse de £. Si la me-
sure transverse est ergodique, T' ne peut pas s’écrire comme somme non triviale de courants
fortement approximables. En revanche a priori T pourrait étre tout de méme somme de deux
courants positifs fermés. Il serait intéressant d’explorer plus avant cette question.

Le lecteur a pu s’étonner de ’attention particuliere apportée a la famille de courants
uniformément laminaires T(g. Pourquoi ne peut on pas définir une boite de flot comme étant
le support d’un courant uniformément laminaire quelconque subordonné a 177 La raison est
que nous ne savons pas (cf. la fin de la section précédente) si des disques subordonnés a T'
peuvent se couper. Si c¢’était le cas, les boites de flot correspondantes ne seraient alors pas
compatibles (contrairement a celles associées a la famille Ty qui le sont par construction).

Ceci montre que dans ’absence d’une réponse positive a cette question, on ne peut pas
identifier les feuilles de £ et les sous variétés subordonnées au courant: si le disque A est
subordonné & T, alors presque stirement il y a une feuille de £ de mesure totale dans A, mais
le disque A n’est pas lui méme nécessairement une feuille (puisque sinon des feuilles de £
pourraient se couper).

En revanche, dans le cas ou le courant fortement approximable 1" est de potentiel continu
(ou plus généralement si 7" A T est admissible et nul), ce qui est le cas pour les courants
stable et instable associés aux applications d’allure Hénon, ou le phénomene d’intersection
des disques est impossible, la théorie est plus satisfaisante. En particulier on peut prendre
comme boites de flot les supports de tous les courants uniformément laminaires subordonnés
a T, etsi A est un disque inclus dans R’ (i.e. dans une feuille de la lamination) admettant un
prolongement A, le prolongement est aussi inclus dans une feuille. Autrement dit on a dans
ce cas donné une structure de lamination a “I’ensemble des disques subordonnés a T”. Cette
structure ne dépend alors que de T, et ne dépend pas en particulier des quadrillages choisis
ni de 'approximation de T



5.4. Courants fortement approximables: cas général.

Pour des raisons de compréhension, 'accent a été mis, dans ce chapitre, sur I’étude des
courants horizontaux du bidisque. Les résultats de structure présentés sont cependant va-
lables dans un cadre plus général, incluant les courants fortement approximables de P2. Nous
expliquons dans ce dernier paragraphe comment adapter les preuves, en proposant un cadre
abstrait dans lequel la fonction de défaut, qui en est 'instrument essentiel, est bien définie.

Par souci de généralité, nous ne nous limitons pas au cas de P2, dans le but de permettre
I'utilisation de projections le long de pinceaux de courbes sur une surface projective (dans le

style de [Cal).

Soient une surface complexe M et un ouvert &/ de M, biholomorphe & D x F ou F -la
fibre— est une surface de Riemann (ouverte ou compacte). Nous identifierons par abus de
notation U et D x F' par la suite. Soit 7" un courant positif fermé de bidegré (1,1) de D x F
et 7 : D x F — D la projection naturelle. On notera F, = 7 1(z) la fibre au dessus de z. On
fixe un voisinage N’ de D x F' dans M.

DEFINITION 5.4.1 Soit T un courant positif fermé de D x F. Nous dirons que le courant T
est normalisé et fortement approximable relativement a la projection m dans D x F' s’il existe
une suite (Cy,) de sous variétés (éventuellement a bord) de N telles que limd,,'[Cy] — T et
une constante C telles que les propriétés suivantes soient vérifiées

i. la courbe C), est a support vertical compact pour tout n, i.e. pour tout n il existe un
compact K de F (dépendant de n) tel que C,, C (D x K);

ii. pour tout Q C D l'ensemble G(Q,n) des bonnes composantes au dessus de Q) est une
famille normale d’applications holomorphes Q — F', et pour toute subdivision admissible
Q de, si Tg, désigne le courant

DOEID Dl
QeQ " TeG(Q.m)

formé des bonnes composantes au dessus de Q on a

(d,'[Cp) — Ton,m*(idz A dZ)) < CAire(Q); (5.4)

n

iii. l’ensemble des points x tels que le (1,1) vecteur t(x) issu de la décomposition polaire
T =t||T| de T soit simple et tangent a la direction de projection w est de ||T'|| mesure
nulle;

iv. la section (T,m,z) est de masse 1 presque partout, i.e. si @ est une fonction test de D,

M <T/\7r*(%dz/\dz)> _ /Dgp(z)d)\(z),

ou A est la mesure de Lebesgue normalisée de .
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Un certain nombre de commentaires sont ici nécessaires. La premiere remarque est que
contrairement aux définitions similaires déja rencontrées (definitions 4.4.1 et 5.1.5) la projec-
tion est ici fixée dans la définition, la raison en est que nous n’avons pas d’informations sur
la variété ambiante M. La condition iii., auparavant vérifiée pour une projection générique,
apparait donc maintenant dans la définition. Celle ci assure que la famille croissante des cou-
rants To tend vers T'; en particulier 7" est laminaire. Par ailleurs, si la fibre F' est compacte,
la premiere partie de i. ainsi que iv. sont automatiquement vérifiés. Cette derniere condition
est dans le cas ot F' est ouverte une condition assurant que la masse “ne s’échappe pas a
I'infini”. Une précision est également de rigueur concernant la notion de “bonne composante”.
11 est possible —et c’est ce que nous avons fait a la proposition 3.2.4— de ne considérer qu’un
sous ensemble de ’ensemble de toutes les bonnes composantes au dessus de @, de facon que
G(Q,n) soit une famille normale et l'estimation (5.4) soit satisfaite. Le terme “normalisé”
renvoie bien entendu au “1” de la condition iv., ainsi qu’au “l1 - d,,” de la condition i..

Nous indiquons maintenant comment adapter les arguments de la section 5.2. Le point
essentiel est de définir la fonction de défaut. Fixons pour cela une subdivision Q, un carré
Q € 9, et zp € ). L’ensemble des graphes de T, rencontrant un certain compact de Fl,
(et donc en particulier le support d’une forme test) est une famille équicontinue de fonctions
holomorphes d’apres ii., et donc d’apres la proposition 3.2.4 (trés légerement adaptée), les
valeurs d’adhérence de T¢ ,, sont des courants uniformément laminaires dans @) x F.

On consideére une extraction telle que pour tout @, T, — Tg. D’apres ii. et iii., la
somme des Tp est arbitrairement proche de T si la subdivision admissible Q est assez fine.
De plus par iii. les disques du courant uniformément laminaire Tg sont transverses aux fibres
donc pour tout z, le produit extérieur Ty A [F.] est localement admissible et géométrique
(voir la remarque 4.3.4): il s’agit de I'image dans la transversale F', de la mesure transverse
inhérente a Tg. En particulier la masse totale de cette mesure est indépendante de z € Q.
La masse de cette mesure sera notée m.s.(Tg). On a de plus m.s.(T) < 1 car Tgp < T et
les sections de 7" sont de masse 1 quand elles existent (condition iv.). Ceci permet de définir
dft(Tg) :==1—m=s.(Tp).

Pour interpréter la fonction de défaut en termes de proportion asymptotique des bonnes
composantes il nous faut justifier que

m.s.(Tg) = lim @
En effet il est clair que
m.s.(Tg) < liminf @ (5.5)

n

Par ailleurs on a dans @ x F', d,; 1[Cn] = To.n+Rqn, et la suite de courants Rg ,, est de masse
localement bornée (puisque dominée par d;,*[C},] qui converge), on peut donc en extraire des
valeurs d’adhérence. Si I'inegalité (5.5) était stricte, on contredirait alors la condition iv. .

Ceci permet de reproduire les sections 5.2 et 5.3. En effet, on considere une famille de
subdivisions admissibles, Q7 , et I'estimation (5.4) permet de controler la somme des défauts
des carrés d’'un quadrillage; le lien élémentaire entre somme des défauts et prolongement
analytique —proposition 5.2.6— est également vrai dans notre nouveau cadre. On peut alors
reprendre le théoreme 5.2.12 en retirant le mot “horizontal”.
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THEOREME 5.4.2 Soit T un courant fortement approximable de D x F relativement a la
projection w : D x F' — D. Soit S un courant uniformément laminaire par graphes dans

7 Y(U), ou U est un ouvert connexe de . On suppose qu’il existe un ouvert Uy C U tel que
S < T dans 7= 1(Uy). Alors S < T dans 7= *(U).

On peut également énoncer un analogue du corollaire 5.2.14. La preuve nécessite une pe-
tite adaptation car on ne peut pas a priori perturber la projection. Néanmoins dans P2, un
courant fortement approximable est fortement approximable relativement a une projection
générique, donc il n’y a pas dans ce cas besoin de modifier la preuve. L’adaptation dans le
cadre général de la définition 5.4.1 sera laissée au lecteur.

Il reste & faire le lien avec la construction des courants laminaires dans P2. Soit 7' un
courant laminaire fortement approximable dans P? (définition 4.4.1), homologue & une droite
(i.e. de masse 1 pour la métrique de Fubini-Study). Pour une projection générique, les condi-
tions i. et iii. sont vérifiées. La définition des bonnes composantes comme graphes de volume
de Fubini-Study controlé a la proposition 3.2.4 permet d’obtenir ii. . Pour des raisons homo-
logiques, la masse de la section de T" par une droite, si elle existe, est 1. Donc si la condition
iv. est violée, il y a un ensemble de mesure strictement positive de droites passant par p
pour lesquelles la section correspondante de T présente une masse de Dirac en p. D’apres le
théoreme de stabilité des nombres de Lelong par slicing de Siu (voir [Del]), c’est alors le cas
pour presque toute section et de plus le nombre de Lelong de T' en p est strictement positif.
11 suffit donc de choisir p hors de {p, v(T,p) > 0}, qui est un sous ensemble analytique, pour
que la condition iv. soit satisfaite.
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