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Obijets fractals : autosimilarité

® autosimilarité exacte :

VVVVVVVV

f(xo + Au) — f(xo) ~ Ah(xo)(f(Xo +u) — f(xo))
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Autosimilarité et Transformation en Ondelettes

P |a transformation en ondelettes :  un microscope mathématique pour analyser
les propriétés d’autosimilarité des objets fractals

r—0b

o0 y
Tylfl(a,h) =< fotbus >= = [~ da f@)wr ()

O Jautosimilarité locale (exposant de Holder) se retrouve da ns la transformation en
ondelettes sous forme de loi d’échelle (Jaffard, Mallat et col l., Holschneider et
Tchamitchian) :

Tylfl(a;zo) ~ a™™) a — 0t

® description statistigue de l'autosimilarite :
méethode MMTO (Maxima du Module de la Transformée en Ondelettes) par Muzy, Bacry

Arneodo (1993) pour les | signaux multifractals

® nombreuses applications en bio-informatique (séquences d’A DN), en turbulence, en
finance, en géophysique,...
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Methodologie MMTO 2D : travall de these de N. Decostel

Données 2D : [ I S e
° L.~ VA /////;///‘/ i
Lissage Gradient V.| \/( Wﬂ =7
eChelle a : [////ﬁ/?ééé”&\ z ///\\/f/j/f\ 1\\:
> > REANIT7 N 2N
g f/é?%f SN\
A //ﬂ/ )
s \ly
o 0 el
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Transformée en
Ondelettes Continue

% 9%a (p
Ty(r, a) = ( ;* %Er; >

Ty(r,a) = V(I*da)(r) = (My(r,a), Ay(r, a))

Soutenance de thése - 21 novembre 2003 —p.5/43



Methodologie MMTO : Squelette

Chaines MMTO a 3 échelles différentes
,.,I‘ . _-;""l""l"' l-in

Chaines MMTO

A
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Caractérisation de la rugosité locale :exposant de Holder

f(xo0 + Au)

® Image monofractale

\‘ ”"‘ ‘I Mlum "M l‘“x

Mrva,

h unique
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Xp

— f(x0) ~ A" (f(x¢ + 1) — f(x0))

® Image multifractale

h (S [hminv hmax]
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Méthode MMTO : formalisme multifractal

Spectre des singularités . D !

D(h) = dg{r € R* h(r) = h}

h h h hooh
Analogie avec la physigue statistique :
calcul de fonctions de partition

Z(g,a) = )  (My(r,a))? ~a™@
L(a)

logp(a)

transformée de Legendre

D(h) = min, (qh — T(q))
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Méthode MMTO : formalisme multifractal

Spectre des singularités . D !

D(h) = dg{r € R* h(r) = h}

hn hh h "
- Analogie avec la physigue statistique :
ﬁ" calcul de fonctions de partition
L(a
— — > (a)
transformée de Legendre H(q,a) = Z In | My (r,a)| Wy (r,a) ~ al*(@)
D(h) = min, (qh — T(q)) £(a)
D(g,a) = Y  In|Wy(r,a)| Wy(r,a) ~ aP@
L(a)
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Application sur des surfacesmonofractalessynthétiques

Surfaces Browniennes fractionnaires . Bz (r)
$ H < 0.5: incréments anti-corrélés
$® H = 0.5 : incréments non-corrélés

® H > 0.5: incréments corrélés

0l @  (b)

\
I
7(q)

] sfe® Prédictions théoriques
[ o |Z4f - .
N -1 ;/oo; et ® 7(q) estlinéaire :
; 2] | 4 @ -
°'%_ 3;/°°-' | ;| 7(q) =qH —2
I 4 | [ ° ] i ]

® |e spectre multifractal est

logz(Z(a,q))

6 B T E E 7 7 Je 7
ool ° ) _ dégénéré :
R R S ra——
log,(a) logx(a) h D(h p— H ) p— 2
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Application sur des surfacesmultifractales synthétiques

FISC

Surfaces multifractales (Fractionally Integrated
Singular Cascades)

(b))

| . Prédictions théoriques

_'&d')'/”'é' 1 ® 7(q) est non-linéaire

logy(Z(q.a))

18 / \ ] 7(q) = —2 — q(1 — H*)
’ Y — loga(p1? + p29)
c 1 .+ v v 1o ] 1_. PR T I T SR SR N ._ .
4 o B Y ® le spectre des singular-
logs(a h

ités est une courbe non-
degenerée convexe
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Mammographie et anatomie du sein

Obijectifs : utilisation de la méthode MMTO pour l'aide au diagnostic
du cancer du sein

Unite terminale
ductuba-labulaire

= Canalicule extra-lobulaire 1

* Canalicule intra-lobulaire 2

< » Canalicule tarminal ou acinu

Galactophore moyen calibre

= Tissu conjonctif palléal

Fia. -1 b. — Unité terminale ducltulo-lobulaire, selon Wellings.
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Qu’est ce que le cancer du sein

$ tumeur maligne de la glande mammaire

® incidence : 30000 nouveaux cas chague année en France

® prevention tres difficile (par opposition au cancer des poumo ns)
- origine héréditaire : 5 a 10 % seulement (genes BRCA1/2)

- |e pronostic dépend du volume tumoral au diagnostic

— DEPISTAGE ORGANISE par mammographie
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Anomalies radiologiques

® Desorganisations

® Opacités ® Calcifications _
architecturales
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Mammographies digitalisées : étude de la texture

P seins denses : plus difficiles & diagnostiquer

P 2 classes de propriétés monofractales seulement

Digital Database for Screening Mammography:
http://marathon.csee.usf.edu/Mammography/Database.h tml

Sein dense Sein gras

[~
ar
"
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Application de la méthode MMTO 2D en mammographie

Classification de tissus : dense

LN BLELELELE BLELELELE R [\ aananan Y T T T T
() [ (b) R S
30 - - L o..’.. | o} -
:000000000....... : i .0.0..:.0 ’U"\ i ]
o ® 1Y .
[ OO 1 Sein dense:
20 _'0000000.....‘ - B ® o0 .0 ¢ _ - .
~ °e Solt e -5 ¢ - monofractal, H = 0.65
’c?' s - (e ® 0 o ° | L ! 1
< [ g [ o%e . —3 °q 3 ¢ corrélations persitentes
B10F e, 1= s5F°e ° .
@107 voe, A 4
— ...... ° ° B (d)
. [
L ... ® o
0le ®e ° =
% ‘o, . . G- S o~ ___.
°. e, 4l = :
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.. ... \
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logz(a) logz(a) h
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Application de la méthode MMTO 2D en mammographie

Classification de tissus : dense vs gras

- S —
(a) - (b) %o - (e)
30 - - L o..’.. | o} -
3 - B ) o
_00000.0......... i oo ©® © -,
| $00ee, ] i o © 1% | ] :
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20 |-®%eegl%000,, ceoe o ] I ]
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=) %e¢ ..‘ ° .. : S, PP P
A ~ [ o0 , . .
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‘5,,'10 - ."'g. 1 E s|°e 0.0'.. o0%0° - 4
o 33". _0 ee'® qo ] _' — T T [ v T '_ ’ S . .
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| %o ] R o®® I
[ S2e%%e, ] L o e’ - [ ] monofractal, H = 0.30
%o ° oo o PY T =y
0, ®eg, .‘0.. 7 "o o° AR I = e kraaiah _ _ _
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Application aux mammographies digitalisees

Cartes colorées :
segmentation des zones denses i > (0.52 et des zones grasses h < 0.38
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Application aux mammographies digitalisees

Cartes colorées :
segmentation des zones denses i > (0.52 et des zones grasses h < 0.38
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Détection des Microcalcifications

Segmentation des lignes du squelette TO :
microcalcifications vs texture de fond

— 9 Lignhes du fond

am0 | ® Microcalcifications
les objets quasi-ponctuels se com-
portent comme des 'Dirac’ (h = —1)

0 log,(a)
kchelle a=0, ]  pchelle a=15 %
5 S e _. ._ Q; 7] o] )]
LY 8
oy ] i °‘8§§ ) ]
RRA NAY
o 1 PO
. ¢\ £§, ] B ?Kj\% -
Y
1 1 | L 3 31 -}-( P |
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Agrégat de microcalcifications

Etude de la distribution spatiale des microcalcifications
Fonctions de partition :

LELELELEN BLELELELE BLELELELE B _2 L BLELELELEN BLELELELE BLELELEL | o | L D D |
 (a) - | (b) . | (c) _
I. 7 [ o -1} - DF p— ].03
3 - - - e 3 i |
o ] "ol _
N observation :
] -1 0 1 2 3 . i
. q la ramification fractale des
- (d) ] amas de microcalcifications
12,0777 - (1 < D < 2) semble étre
) © | corrélée a la malignité de la
e d gl G pathologie
0 1 2 3 4 1 2 3 4 -1 -0.5 0
logp(a) logz(a) h
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Conclusions et perspectives (1

® |la méthode MMTO 2D fournit un cadre de travail pour la mesure
automatisee de la radio-densité des seins et I'étude de la geométrie

fractale des amas de microcalcifications

» étude complémentaire nécessaire pour valider quantitativeme nt
I'apport de la mesure de la dimension fractale Dy dans les

systemes d’aide au diagnostic  bénin /malin
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Description multifractale de l'intermittence en turbulence

P |e formalisme multifractal classique  est né de la problématique de la turbulence

[1 modéle multifractal pour la vitesse :  fonction de structure longitudinale (basée sur
les incréments 1D de vitesse) :

Sp(l) = < (e.dv(r,le))P > ~ 1%, p>0
[1 modeéle multifractal pour la dissipation (  surrogate 1D) : hypothése RSH

Sy(l) ~ <€§’/3 > [P/3  ~ T(P/3)+P/3

Mesure des spectres T-(p) et f() par la méthode du comptage de boites .

P formalisme multifractal basé surla TO  (méthode MMTO) pour I'analyse des singularités
des fonctions, des mesures et des distributions.

[ généralisation de la méthode MMTO 1D/2D —3D

[1 généralisation aux champs vectoriels multidimensionnels . Premiére application
aux champs de vitesse et de vorticité d’'un eécoulement turbulen t.

Soutenance de theése - 21 novembre 2003 — p. 20/43



Méthode MMTO 3D scalaire

données 3D Filtrage
lissant Gradient V
échelle a \ \
b 8’ 87 9,
oxr’ Oy 0z

-~

Transformée en
Ondelettes

Ty(r,a) = | I %(r) = V(I*qﬁa)(r)
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Methode MMTO 3D scalaire : squelette

Surfaces MMTO a 3 échelles différentes
— g

- - , -l
- I P = F ‘ ™ 2
A e ¢ == = oy g
- L : > 4.9 M
% 4 : 5 & | N = A 48
[ W e - "
i
, 1
SO 3
;

Surfaces MMTO
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Technique de filtres recursifs en 3D

1.0 A 6_ﬂ9/202

0.5 -

-0.9 -
-1.0 -

Soutenance de thése - 21 novembre 2003

P filtres a variables séparables

x? /202

P Filtre Gaussien e~ approché par h.(x)

(ao cos(wo2) + aq sin(wp2)) exp~ -«

+(co cos(w1Z) + c1 sin(w12)) exp™ e
® équation récurrente d’ordre 4 :

Y = MNeoxr + MN11Tk—1 + N22TLk—2 +

Nn33Lp—3 — d11Yk—1 — d22Yr—2 — d33Yr—3 —

d4aYr—4a

N comparaison FFT/filtres récursifs :
gain en temps de calcul en 3D:

[1 60 % pour le filtrage Gaussien

[1 25 % pour le filtrage Mexicain

—p. 23/43



Application-test a des champs synthétigues monofractals 3

Champs Browniens fractionnaires  : By (r)

1 H < 0.5 :incréments anti-corrélés
[1 H = 0.5 : incréments non-corrélés

0 H > 0.5 : incréments corrélés

30

-2

~~
m -
St

4

20

= : Prédictions théoriques
5 19 |

S | & o
ol 2 2] 26 [0 7(q) estlinéaire :

7(q) = qH — 3

[] le spectre multifractal est
degenére :
D(h=H) =3

o
———r
'/o°o
©W N = O
s 1 4
|
[o:]

2 4 .
logz(a) logz(a) h

o
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Application-test a des champs synthetiques multifractals 3L

Champs multifractals 3D (Fractionally Integrated
Singular Cascades)

PORARRRRRS T[S
30 q - g -2 F ] T
\ ' o |3 | / :
- - SFeE o ;
- 2 i
N = L _
Sol TR g I
[ o'
3 R 0] 2 o - Prédictions théoriques
S [ " (d -
= AT 0@ = —2—q(1 - HY)
| _ iz 1 5 _
N / 1| 15t —log, (P19 + p29).
| 1 L avec p; + ps =1
;I (I)él ll0r5”|”1l 1 1A
PR loga(@) b [1 le spectre des singularités est une

courbe convexe non-dégenéree
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Champ de dissipation 3D : turbulence isotrope SNLC

code pseudo-spectral, grille (512)3, Ry = 216 (M. Meneguzzi)
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Methodologie MMTO 3D vsAlgorithmes de comptage de boite

[1 Algorithme de © Comptage de boites ", ajustement bindmial avec p1; = 0.3 et ps = 0.7

— | p1 + p2 = 1 |: diagnostique une structure multiplicative conservative

| L B R R L | I B R B L L L L LR LB | d
o8 16 TS . issipation
™. I 1 -sf . -
[ \\\ 2 .~\ —_~ ./ ‘\\
LA o y
20 [ N v . Sl v
¢ .\\ \‘\ q' '.
. -1 1 - ‘g\ e 1 N\ . N . .
S A Y N B . modele binOmial :
o ] [~ . _ hd | ST PR BT B
§15 & = === 0==0o— o () /?!, T~e 2 -2 0 2 4 T(q) p— _2_q_10g2(p1q_|_p2q)
e g --® ] q
- = Y 1 P 1
o 0 — -0 ——0-—-0— o [ 9’ TT T T Tt L
2 o 1 -2 - 7/ 4 0
L ..-~.“’- ° > .l, -1 ] 3oy
2 PR
10 o - ® ’ -2
L \..\\ /
o\\‘\ | ,/‘ QA
° —4 _’/ — ‘A
I 3 o al e
5 L 1 L. L 1 1 T R T Y
0 2 4 0 2 4 . .
logz(a) logz(a)
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Methodologie MMTO 3D vsAlgorithmes de comptage de boite

[1 Algorithme de © Comptage de boites ", ajustement bindmial avec p1; = 0.3 et ps = 0.7

— | p1 + p2 = 1 |: diagnostique une structure multiplicative conservative

[1 Méthodologie © MMTO 3D” révéle une structure multiplicative non-conservative

ajustement binémial avec p1 = 0.36etps = 0.80 = [p1 + p2 # 1
dissipation

20

modele bindbmial :
2 0 2 4 T7(q) = —2—qg—log,(p19+p29)

logy(aZ(q.a))
o

" remarque :
| — P11
: ] P1 P1+D2
N R e = comptage de boites
0 2 4 0 2 4 - -,
loga(a) loga(a) biaise !
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Mesure multifractale autosimilaire vectorielle (cas 2D)

4
2 025 | 1! 1 .
0.5 —l
0.25 2
05 —, « 1
. '
2 0.25
0.5| | —r 1
1
‘ Jos 4
1
—| 05 0.5 —
0.25

[1 Falconer et O’Neil (1995)

[ mesure scalaire {r : }E%l log"lgggr’l)) =a}, a=h+2

Z(q,l) = i p{(l) ~ 1@

. . log [ ®ip(s)[|dLa(s)
[1 mesure vectorielle {r : lim B (r.l)
1—0 log 1

Z(q,1) = X, || @] ~ 17D

:a}, oa=h -+ 2
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Mesure multifractale autosimilaire vectorielle (cas 2D)

i 2

S

1 3

i Rt

{ 11

{&

1A

] o 1 1 1 1 |
5 -2 -1 0 1 2

q h=a-2
__ log(pi{+p3+p5+p])
N T“(q) - log 2

10 Du(h) = fula — 2) = inf,(gh — 7.(9)).
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Transformation en ondelettes tensorielle (cas 2D

1. Transformée en ondelettes tensorielle du champ 'V = (V1,V5) :

T"Pl [Vl] T’le [VZ]

Ty [V](bya) = (Ty,[Vj](b,a)) = T, Vi Ty Vil
P2 V1 Yo [ V2

Ty, [V;l(b,a) = a3 [d®r ¢ (a=1(r — b)) V;(r),5 = 1,2

2. Direction de plus grande variation du champ vectoriel :

\) s

X
‘ QQ\\\\\.\‘ o

3
S
\\\

3. Décomposition en valeurs singuliéres du tenseur TO :

oo
.‘Q‘“}}\t&:‘q’;
,'l' 0““““:‘\‘%\

'2'0"0‘0‘0‘&‘\“

T
max 0
oVl = (@) (5 ,0.)- (D)
4. Transformée en ondelettes tensorielle

T'l,b,max [V](ba CL) — O-maxG

O max
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Méthodologie MMTO 2D tensorielle

Transformée en ondelettes tensorielle

Donnée

i
*

LIPS B
r‘),

b 4
»

Chaon
oty

s

Chaines de maxima du module o max de la transformée

2
/.

a

] Vd

a I’échelle

ielle

en ondelettes tensor

2

max

21 novembre 2003
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Methodologie MMTO 2D tensorielle : Squelette

Chalnes MMTO

Soutenance de theése -

21 novembre 2003

Chaines MMTO a 3 échelles différentes

V'_i&

SEAR TS
L.%f "5‘%&

\r“‘\l'{}_gl RS I A S
DL G
A ke 2L ]
'f‘“. ,f(ﬁb AL ]
d b ﬁ{:mﬁz‘/-f g
xm l{jg.slé/i " | TR, ol n‘" 1 -..-#:
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Champs vectoriels 2D monofractals

Champs Browniens Fractionnaires  : Bz (r) ~ SN X i
[1 Simulation par méthode spectrale 3 i
6oF T 11 LA I OF T — 1T 1 ::

[ (a) q ] | (b) Q | (c) 0.78 1% - AN
4 4 - “‘“ \ A’L’\
L 3 2 ? - » : . h) i
40 |e====Seocmonn, 2 X v 0.18 5 71 '\:«3
\ 1 | -3 A ';’ ,:::_ N .i

EzoNo 13 2 o0 2 / s A W 1

5 A -2 3 q : H . v - ; :‘

g \\ o 4 —_ Tz “.] ciiinb

\\ (d) 4
-3
0 i 7] L
| | 3 S o o
N - S Predictions théoriques :
-20 | - o E \ inéaire - — —
T B S ® 7(q) linéaire: 7(q) = qH — 2
0 2 4 0 2 4 0 0.5 1
logz(a) logz(a) h

P spectre des singularités dégénéré :
D(h=H) =2
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Mesures vectorielles 2D autosimilaires multifractales

Mesures vectorielles autosimilaires multifractales T T R v L Ny LA
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e P L T ST IAL N e vt
-y 9 b il \\, fos o bl “1?,
o RS e Wi 5':\ ;-‘.?J..,.::N
N 4 S SR 1R 2 ST
AR PR i ,?Y\'._J?\.'f,;{//f.){_k'? I,f I‘\"j?i
% kR syl T T Ay
S L g S e 5 Y
e ‘--‘*;-\u ; B b iy W G Gl S
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NN - ST Shoy ""<
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of o ¥ ST HAER U IS IR
7 - . Ve .
Predictions theoriques :

- | I‘ - - = — q q q q
logz(a) logs(a) 0 ¥ 4 7(q) = —logy(p194+p29+4+p39+pa?)
pP1 = pga = 0.5, pp =2etp3 =1
e comptage de boites vectoriel

-' le comptage de boites vectoriel est moins per-
o méthode MMTO 2D vectorielle

formant

Soutenance de theése - 21 novembre 2003 — p. 34/43



Méthode MMTO tensorielle 3D : champ de vitesse turbulent £, = 140)
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Methode MMTO tensorielle 3D : spectre des singularites de laitesse

loga(Z(q,a))

' )
2 : -...o° q | a
-20 - 3 _s | 1
0 2 | 4 - 0 2 4
logx(a) logy(a)
méthode des incréments 1D :
D sjustement parabolique : 7(q) = —Co — C1q — Ca L
J P a (@) 1 2 P longitudinaux :  Cz2(dvg) ~ 0.025
B coefficient d’intermittence C> = 0.049 + 0.004

transversaux :  C2(dvr) ~ 0.040
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Méthode MMTO tensorielle 3D : champ de vorticité turbulent (R, = 140)
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Methode MMTO tensorielle 3D : spectre des singularites de laorticite

~
o
~
~
U-
~
W
o
1
~
0
N
1

40

h(q,a)

=f,(ax—3)
o0 | i@ :

logz(Z(q,8))

o Te(d)
&
nd’uu
(=) L ] 1 ]

D,(h)

-5 | - 2 | ) |

0 2 4 -1 -08 -0.6 -04 -0.2
logo(a) h=a-3

[] vorticité
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Methode MMTO tensorielle 3D : spectre des singularites de laorticite

40 | 1 o, ]
\ | sf 2_3_2__ ,%n :
i “u_z. [ 1 v-al i, .

-1 ] -6 | o -

—~
o’
~
W
o
I
~
(p)
N’
1

%20 = - i 1 1 1 L% 1l
G < | 0 -6 -3 0 3 6
8 ol < q
!‘l\)' 1= 0 _1' r
o T T
- | [
2| T 2[4 R
i 1 & L %
. ~3 o ) &
L Y=t & \ P
i J_L a ) j-3
\ q o) -] : °|:|n
1 [ 1 = 8 i
a \ ° o
-5 | i i 0% |
L . 5 | TR R B 2C 1 | L
0 2 4 -1 -08 -06 -04 -0.2
log,(a) h=a-3

[ vorticité
o spectre D, (h + 1) vitesse translaté

= méme coefficient d’'intermittence !
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Conclusion genérale et Perspective

>

>
>

>
>

bilan :

en mammographie : resultats prometteurs a confirmer  (quantification de la radio-densite
et caractérisation géometrique des microcalcifications)

analyse multifractale MMTO : passage versles champs scalaires 3D

passage vers les champs scalaires/vectoriels

perspectives :
meilleure compréhension de l'information contenue dans le tenseur TO .
identification/sélection de structures cohérentes en turbulence en utilisant la plus petite

valeur singuliere du tenseur TO : filaments ou nappes de vorticité.

autres applications : astrophysique (milieu interstellair e, turbulence interstellaire), MHD,
geophysique, ...

Remerciements ;

M.-H. Dilhuydy, radiologue a l'institut Bergonié de Bordeau X

M. Meneguzzi et E. Levéque (simulations numeriques d’écoulemen ts turbulents)
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Notion d’exposant d’extinction

P Mesure singuliére signée
VAa 3B C A/ p,S(A)p,S(B) <0

(ex : composante du champ magnétique, ...)

. ]- . I’LE
® Exposant d’extinction : k£ = lim n QI ’)l,
e—0 In(1/¢)

ot {I; ¢ } estun pavage du support de la mesure.

O formulation avec la transformée en ondelettes :

lﬁ',:—DF—’T(qzl)
—> choix de I'ondelette analysatrice.

D lien avec la notion de conservativité d'une cascade
multiplicative :

k = —Dp—71(qg =1) =

In<M> .
Inb
transfert de la mesure de I'échelle  a al'échelle a/b

taux de

cascade conservative <— k=0

>

cascade non-conservative << Kk #0
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Technique de filtres recursifs en 3D

-0.9 -

-1.0 -
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x2 /202

approché par h,(x)
(ao cos(wo2) + a; sin(wo2)) exp~ -
+(co cos(w1Z) + ¢y sin(wy 7)) exp V1o

P Les coefficients a;, b;, c; et w; sont estimés par
une procédure de minimisation fonctionnelle de

I'erreur quadratique relative

o 5190 (i) —ho (3))?

O Filtre Gaussien e

€ = 100 .
D iz 90 ()
® équation récurrente d’ordre 4 :
Y = NooTk T M11TE—1 + MN22Tk—2 +

Nn33TE—3 — d11Yk—1 — d22Yr—2 — d33Yr—3 —
d4aYk—4a

P gain entemps de calculen 3D: 60 % pour le fil-
trage Gaussien et 25 % pour le filtrage Mexicain
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Algorithmes de comptage de boites : mesure multifractals

()

A\ AN N\

()

A\ 20 XX\ XN\ \XN

’

YOO\

A\l’&"l’&'ﬂl’&'ﬂl’&'ﬂ\l’t‘

\
A NOAXXNONXX \/

A O gy
\ A 17

\

'l'ﬂ\l'&'ﬂl'&'ﬂl'&'ﬂl’t’t\'

<>
® ;. : mesure de probabilité de support E C R¢

® exposant de singularité : a(x) = lim log ’*;(()l;(ll"”))

® méthode : paver le support de la mesure par des boites de taille I; = L /2*
® fonctions de partition: S,(I;) = > [u(B)]? =< p? >
p(B)#0

spectres multifractals : 7(g) = lim g5,

f(a) = D(h = a — d) = min(aqg — dg — 7(q))
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Spectres des singularités de la vitesse et de la vortici

A toute singularit¢  h(rg) du champ de vitesse Vv correspond une singularit¢ /. (rp) — 1 du
champ de vorticité¢ w = V Av:

f(xo+1) = f(xo0) + (Vx)f(x0)l + ..+ (V)™ f(x0)1(™) + (1) (x0) C(1)

AV / AV
AV

Vi Af(x0 4 1) = Vi Af(x0) + Vi (Vx AF) (x0)] + oo + V2T (Vi A F) (x0)17—D)
AV

+ R|L T A C(L)
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