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à Danaë.
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3.2 Equations à l’échelle mésoscopique pour la phase particule végétale . . . . 73

3.2.1 Les deux phases constituant la phase particule végétale . . . . . . . 73
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5.1 Système à résoudre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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A.2.1 Les précipitations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
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B.2 Corrélation donnant la vitesse de propagation . . . . . . . . . . . . . . . . 179

B.3 Exemple : données pour la litière de bois mort (Dead Timber (litter)) . . . 181

Annexe C
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D.1 Changement de métrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
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4.1 De l’échelle macroscopique à l’échelle gigascopique . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2 Evaporation d’une goutte dans sa vapeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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Introduction générale

En moyenne, 45 000 hectares de forêts françaises, soit 0.3% de la surface totale, sont
annuellement la proie des flammes (cf. la Recherche [24] 1991). L’étendue des incendies
reste donc globalement modeste. La plus grande part, environ 80%, de ces incendies sont
localisés au sud de la France. La surface globale ravagée par les flammes en France est plus
petite que pour les autres pays méditerranéens comme le Portugal, l’Italie et la Grèce.
Cette surface est très petite comparée à la surface brûlée au cours des grands incendies
qui ont lieu en Australie ou aux Etats-Unis. Par exemple l’incendie qui a eu lieu dans le
parc national de Yellowstone dans les montagnes Rocheuses a brûlé 600 000 hectares en
1988. La France dépense néanmoins plus d’un milliard de francs chaque années pour
protéger ses forêts contre les incendies. Cette somme se répartie entre prévention des feux
de forêt et lutte contre ceux-ci.

Les personnes qui s’occupent de feux de forêt sont en étroites relations. Des per-
sonnes s’occupent de l’aménagement global du territoire français, les gardes forestiers
entretiennent la forêt de manière à réduire le risque de grands incendies, le commandant
des pompiers organise la lutte contre le feu en exploitant le fruit de son expérience ainsi
que certains outils d’aide à la décision et les pompiers luttent directement contre l’avancée
du feu afin de contenir celui-ci et de protéger les zones habitées.

Le scientifique peut améliorer et créer de tels outils d’aide à la décision grâce à une
meilleure connaissance des mécanismes physiques de propagation du feu. Il s’agit d’aller
un peu plus loin que de considérer uniquement l’information qualitative donnée par le
mécanisme élémentaire connu sous le nom de triangle du feu (figure 1).

Fig. 1 – Triangle du feu

Celui-ci considère qu’il faut que les quatre éléments : oxygène, combustible, chaleur
d’inflammation et réaction exothermique soient présents en même temps de manière à
produire un feu et à l’entretenir. En tant que physicien, nous voulons faire intervenir
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Introduction générale

des paramètres fondamentaux tels que la vitesse du vent, le taux d’humidité et la den-
sité d’occupation de la forêt afin de prédire l’évolution du feu. Le caractère géométrique
de l’évolution du feu est aussi très important. Sur la photo 2 ci-dessous, nous pouvons
distinguer plusieurs zones :

Fig. 2 – Propagation du feu

C’est le mouvement du front du feu et du front de combustible brûlé que nous voulons
prédire.

Le besoin de recherche dans ce domaine est grand si l’on veut comprendre et prévoir
la propagation des feux de forêt. Les feux de fort sont en effet complexes, car ils mettent
en jeu beaucoup de phénomnes physiques : la combustion dans la zone en feu produit
de l’énergie et les transferts de chaleur et de matière conduisent celle-ci de la zone en
feu vers le combustible en avant de la zone en feu. Le transfert de chaleur est de type
radiatif, convectif et conductif. Tout modèle physique de propagation du feu doit prendre
en compte ces différents mécanismes s’il veut être prédictif.

Un modèle, qui fait intervenir des mécanismes physiques si variés que ceux que nous
avons explicités ci-dessus, ne peut être obtenu qu’après une étude approfondie qui est loin
d’être élémentaire et doit posséder un comportement très riche en fonction de la gamme
des paramètres et de la zone géométrique considérée (cf. figure 2). Le rôle de chacun des
mécanismes de propagation ainsi que leurs caractéristiques principales doivent être mis
à jour lors de la création d’un tel modèle. C’est une tache ardue, car les paramètres
d’un modèle prédictif de propagation de feu de forêt sont nombreux. Nous voulons un
outil de prédiction de la propagation du feu qui donne une meilleure connaissance des
mécanismes de propagation du feu, qui soit quantitatif, et dont le temps de simulation
soit plus court que le temps de propagation réel du feu. Il n’en reste pas moins que la
décision finale incombe à l’homme qui dirige les opérations de lutte. Cette décision ne sera
que plus réfléchie et ce sera à lui de juger de la pertinence des résultats de simulations
qu’il possédera.

Les paramètres qui interviennent dans la propagation du feu sont le type de végé-
taux, la distribution de ce combustible végétal (cf. figure 3), son humidité, la température
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ambiante, la pente du terrain et la vitesse et la direction du vent. La connaissance de
ces paramètres reste approchée et conditionne la qualité de la prédiction de tout code de
propagation du feu.

Fig. 3 – Rôle de la densité d’occupation du couvert végétal

Un végétal est caractérisé essentiellement par sa capacité calorifique, sa surface d’échan-
ge et l’énergie dégagé par sa combustion. La distribution de ce combustible végétal est
caractérisée par sa répartition en strates horizontales dans la couche de combustible végé-
tal, la porosité de celle-ci et la diversité des plantes qui constituent ces différentes zones.
La densité d’occupation de la forêt correspond à la fraction surfacique d’occupation de la
forêt par de la végétation. La densité d’occupation des strates végétales (présence ou non
de clairière, de vignes) et leurs épaisseurs ont un rôle important.

Il existe des ouvrages généraux sur les feux de forêt [1, 3, 14, 16, 20, 24, 25, 26]. Des
articles de synthèses sur les mécanismes de la propagation du feu dans les forêts sont
[2, 4, 5, 11, 22, 23] ainsi que les livres de R.C. Rothermel [18] (1983) et A.M. Grishin [8]
(1997). Quelles sont les différentes approches qui ont été entreprises afin de prédire
la propagation du feu dans les forêts ?

Nous pouvons pour cela reprendre la classification de Weber [23] (1991) des modèles
existants en trois groupes : les modèles dits statistiques, les modèles semi empiriques et
les modèles physiques.

Les modèles statistiques sont des automates cellulaires, algorithmes temporels ré-
cursifs formés de règles logiques simples appliquées à des grandeurs, dites variables d’état,
qui ne peuvent prendre que des valeurs discrètes. Ces règles logiques simples forment
la fonction dites de transition. Un exemple classique d’algorithme récursif de propaga-
tion de feu est présenté à la figure 4 (Programme Fire de Robert H. Silverman 1995 :
http ://alife.fusebox.com) avec une simulation. Nous distinguons ici 5 états différents qui
sont :

le sol (absence de végétation),
la végétation vierge,
la végétation en feu,
la végétation brûlée
et la végétation brûlée froide.
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Le sol ne peut pas brûler. La végétation vierge fait partie de la zone non encore atteinte
par le feu. La végétation en feu correspond à la végétation qui brûle alors que brûlé
correspond à la végétation brûlée mais encore chaude et brûlé froid à la végétation brûlée
et qui s’est refroidie. Nous notons étape le nombre de fois que la fonction de transition est
appliquée depuis l’instant initial. Cet instant correspond à l’étape 0.

Sol Sol
Végétation avec plus proche voisin en feu Végétation en feu
Végétation sans plus proche voisin en feu Végétation

Végétation en feu Végétation brûlée
Végétation brûlée Végétation brûlée froide

Végétation brûlée froide Végétation brûlée froide

Fig. 4 – Simulation de propagation de feu par automate cellulaire

Les automates cellulaires ont été inventés par J. Von Neumann [21] en 1957. Celui-ci se
proposait, d’étudier si les lois d’évolution dans la nature peuvent provenir de règles logiques
simples. La première utilisation des automates cellulaires pour modéliser la propagation
des feux de forêt est due à Kourtz [10] en 1971. Ce type de modèle est parfois nommé
modèle de contagion. Il a l’intérêt d’être bidimensionnel, de nécessiter un faible temps de
calcul et de pouvoir modéliser la propagation du feu dans une forêt hétérogène et peu
dense. L’existence d’une densité d’occupation de la forêt critique en dessous de laquelle
le feu ne peut pas se propager est alors mise en évidence. Cette densité critique est un
indice très important de risque pour la forêt (cf. figure 4). La forêt apparâıt alors comme
un milieu percolant [19].

Cependant ces études d’automates dits de Feux de Forêts ne font pas le lien entre
les règles logiques simples de propagation et les mécanismes physiques fondamentaux
de la propagation du feu. Les valeurs des coefficients qui interviennent dans la règle
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logique simple de l’automate ne peuvent qu’être calées pour une forêt particulière par
des campagnes d’expériences. La prédiction est bonne de manière qualitative mais la
quantification de la propagation est difficile.

La deuxième classe de modèles est constituée des modèles semi empiriques. Ces mo-
dèles ont été obtenus en utilisant un bilan thermique stationnaire global afin de trouver
la vitesse de propagation d’un front de feu rectiligne dans une forêt en absence de vent.
Des modifications à effectuer sur la relation donnant la vitesse en absence de vent sont
alors postulées pour obtenir l’influence d’un vent de direction perpendiculaire au front du
feu, de l’humidité de la végétation et de la pente du terrain. Ceci a conduit au modèle
de Rothermel [18] de 1973. C’est un modèle au caractère essentiellement empirique. Les
coefficients de ce modèle sont calés par des campagnes d’expériences pour chaque type de
forêt particulière. L’avantage d’un tel modèle et qu’il est quantitatif par nature. Le calcul
de la vitesse est de plus très rapide, car elle est donnée par une relation algébrique qui
peut se programmer sur une calculatrice.

L’inconvénient de celui-ci est qu’il fait l’amalgame de plusieurs mécanismes physiques
différents et que les formes arbitraires choisies pour les corrélations ne sont valables que
pour les forêts américaines pour lesquelles elles ont été réalisées. De plus, les formes pos-
tulées ne sont pas toutes physiquement homogènes ce qui limite la connaissance apportée
par ce modèle et sa capacité à s’adapter à différents types de forêts.

La prise en compte de la non uniformité de la forêt et de la direction du vent par
rapport au front du feu a été réalisée par Richards [17] en 1990. Un feu initié en un
point d’une forêt, homogène, uniforme, plane et horizontale, se développe en prenant une
forme elliptique, sous l’influence d’un vent global, d’après le résultat d’expériences [15]
comme celle montrée à la figure 5. Richards utilise une méthode d’enveloppe de familles
de courbes elliptiques, correspondant au développement du feu dans une forêt considérée
localement comme homogène pour obtenir un modèle de propagation du feu valable pour
une forêt non uniforme. Nous discuterons de manières plus précises de l’obtention de ce
modèle au chapitre 2. C’est un modèle différentiel de propagation de front du feu, le
front du feu étant vu comme une ligne courbe qui se propage dans un plan horizontal. La
simulation numérique qui en résulte est donc très rapide [6]. Cette méthode d’enveloppe

Fig. 5 – Expérience d’évolution du front du feu, dans une forêt homogène, uniforme, à
partir d’un point source (Peet 1971)
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reste cependant empirique. En effet, comme elle n’est que géométrique, elle ne fait pas
intervenir la physique réelle de l’interaction entre la zone végétales en feu et celle en
avant du front du feu. L’inconvénient est que la connaissance des limites de validité de
ce modèle n’est pas connue et qu’il n’y a pas alors de démarche pour l’adapter à des
situations où celui-ci n’est plus valable, par exemple lorsque la densité d’occupation de
la forêt est faible. Des expériences [15] montrent qu’un point source d’inflammation ne
se développe alors plus de manière elliptique. Le front du feu est alors très découpé et la
densité de percolation est atteinte, densité pour laquelle les hypothèses d’utilisation
du modèle d’enveloppe ne sont certainement pas valables. L’extinction du feu suit alors
une autre dynamique.

Divers auteurs, depuis Fons [7] en 1946, ont réalisé des modèles de propagation de
feux dans les forêts par une approche de mécanique des milieux continus [2, 23]. Ce sont
des modèles physiques qui utilisent des lois de bilan. Ces lois sont des équations aux
dérivées partielles qui tiennent compte de mécanismes physiques tels que la convection et
le rayonnement thermique. Les modèles développés correspondent à un bilan d’énergie de
la phase végétale pour un front de feu rectiligne qui se propage à vitesse constante dans
une forêt uniforme. L’avantage de tels modèles est qu’ils distinguent des mécanismes
physiques élémentaires, ils sont quantitatifs, leurs domaines de validité peuvent être
déterminés selon les hypothèses qui sont faites pour l’obtenir et ils sont adaptables à
plusieurs types de forêts. L’inconvénient est que la complexité de ceux-ci conduit à ne
traiter et à ne tenir compte que d’une partie seulement des mécanismes physiques qui
interviennent dans la propagation des feux de forêt.

C’est essentiellement le transfert de chaleur en avant du front du feu qui a été étudié.
Les modèles développés actuellement ne sont donc pas complets, car ils nécessitent des
données d’expériences comme la hauteur des flammes et que les aspects de combustion
chimique dans la zone en feu ne sont pas pris en compte. Ces modèles ne peuvent donc
pas être utilisés par les pompiers pour prédire la propagation du feu. Le temps de réso-
lution numérique de tels modèles est long par rapport aux modèles statistiques et semi
empiriques. De plus, la restriction à la propagation d’un front du feu rectiligne n’est pas
représentative de la propagation d’un feu réel (figure 2). C’est une limitation importante
de ces modèles physiques, car il n’est pas certain qu’un front rectiligne est stable. Grishin
[23, 9, 8] au contraire tient compte d’aspects chimiques. Il n’a alors pas besoin de données
comme la hauteur des flammes. Celle-ci est obtenue par le modèle.

Il est important de trouver les domaines de validité de ces différents modèles ainsi que
leur rapport. La comparaison est délicate car, pour une même forêt, les trois types de
modèles ci-dessus peuvent s’appliquer à des échelles d’observation différentes. C’est à ce
type de question que nous proposons d’apporter quelques éléments de réponse. Le cadre de
la méthode d’homogénéisation dite de prise de moyenne, associée à la thermodynamique
des processus irréversibles des milieux continus homogénéisés (cf. Marle [13] 1983), nous
parait adapté à l’obtention d’un modèle physique tridimensionnel assez général qui
englobe les modèles physiques déjà étudiés et qui permette une prédiction. Le terme
homogénéisation est pris ici dans son sens général de rendre homogène. Il n’est pas lié à
la technique particulière choisie pour réaliser celle-ci.

Des hypothèses simplificatrices doivent nous permettre de retrouver alors les modèles
semi-empiriques et modèles statistiques ainsi que leur domaine de validité. Il n’est cepen-

xxiv



dant pas sûr que le domaine de validité d’un tel modèle physique inclus entièrement celui
des modèles semi-empiriques et statistiques.

Ce mémoire est constitué de cinq chapitres :
Dans le premier chapitre, nous donnons une représentation de la forêt qui tient

compte de la présence de différentes échelles d’observation de celle-ci et qui est adaptée à
l’étude de la propagation du feu. Nous rappelons les différents régimes de propagation des
feux de forêt. Ceci nous permet alors de réaliser une classification des différents modèles de
propagation existants et de présenter les principaux phénomènes de la propagation du
feu en fonction des échelles d’observation. Nous dégageons alors la méthodologie de modé-
lisation choisie. Nous terminons cette présentation par un bilan des principales grandeurs
et paramètres qui interviennent lors de la propagation des feux de forêts.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons tout d’abord la méthode géométrique mo-
nodimensionnelle surfacique des ellipses pour modéliser la propagation du feu de faible
intensité dans une strate végétale non uniforme assez dense en trouvant une forme in-
trinsèque pour la vitesse normale de propagation du front du feu. Nous obtenons alors
une formulation variationnelle équivalente à ce modèle. Nous proposons enfin une équa-
tion thermique hyperbolique et une équation de réaction diffusion bidimensionnelles qui
rendent compte de ce modèle de propagation de front, ce qui nous conduira à des interpré-
tations physiques possibles des coefficients du modèle géométrique. Nous pouvons donc
postuler simplement plusieurs modèles 2D surfaciques de champ thermique qui conduisent
au modèle géométrique. Les trois types de modèles géométrique, variationnel et équations
thermiques postulées ci-dessus restent donc des modèles ad hoc, dont le domaine de vali-
dité reste à préciser.

Le troisième chapitre a pour but l’obtention d’un modèle tridimensionnel géné-
rique de phase végétale de manière à faire apparâıtre physiquement les différents
mécanismes qui influencent la vitesse de propagation du feu dans celle-ci. Ce modèle à
l’échelle macroscopique où nous pouvons considérer que la phase végétale est homogène va
être obtenu par homogénéisation à partir des deux phases qui constituent celle-ci, à savoir
les tiges des végétaux, où sont valables les équations de la mécanique des milieux poreux,
et le gaz qui entoure celles-ci. Le système d’équations régissant le transfert radiatif dans
ce milieu macroscopique semi-transparent sera alors détaillé. La phase végétale apparâıt
alors comme un milieu poreux avec modèle de microstructure.

Dans le chapitre quatre, nous nous intéressons à l’étude d’une configuration particu-
lière de forêt. Il s’agit de feux de faible intensité situé sur des collines. La zone en feu
peut alors être considérée comme une couche limite hydrodynamique aux propriétés
particulières. Nous désirons réaliser l’écriture et la simplification du système d’équations
de propagation valable à l’échelle macroscopique de la forêt dans cette couche limite.
L’écriture des équations dans la phase végétale nécessitait l’homogénéisation du chapitre
3. La première simplification correspond à distinguer les différentes formes prises par les
équations bilans dans la zone en avant du front du feu, dans la zone en feu et dans la zone
brûlée et par adimensionnaliser celles-ci. Nous utilisons ensuite la faible épaisseur de
la couche végétale pour réaliser un passage 3D-2D afin d’obtenir un système d’équations
bidimensionnel. Le système obtenu est un système de réaction diffusion avec pertes convec-
tives et rayonnement à distance. Nous étudions enfin quelques configurations particulières
du front du feu et discuterons d’un modèle bidimensionnel hétérogène.

xxv



Introduction générale

L’objet du chapitre cinq est de simuler numériquement le système de réaction diffu-
sion bidimensionnel hétérogène de propagation du feu obtenu au chapitre 4 afin de mieux
comprendre le comportement des feux de forêt en fonction des valeurs des paramètres
de la propagation. Nous choisissons un schéma numérique approprié à la résolution de ce
modèle. Le mécanisme de propagation se trouvant dans une fine couche limite de part et
d’autres du front du feu, nous sommes conduits à un schéma qui tienne compte de ce ca-
ractère local. Nous proposons un schéma de différences finies puis un schéma d’automate
cellulaire afin de comparer ces deux approches.

Nous observons ensuite l’influence de la valeur des paramètres du modèle sur la propa-
gation du feu. Deux cas limites sont alors intéressant à étudier. Le premier a lieu lorsque
la densité d’occupation de la forêt est importante. Le front du feu qui se propage dans
une forêt uniforme sous l’influence du vent, à partir d’un point d’inflammation, possède
alors une forme elliptique semblable à celles obtenues expérimentalement et au modèle
de Richards [17] que nous avons étudié au chapitre 1. Le deuxième se produit lorsque
la densité d’occupation de la forêt est faible. Nous sommes alors à la limite d’extinction
du feu et la notion de percolation joue alors un rôle important. Le front du feu est alors
très découpé. Nous étudions donc l’influence des paramètres du modèle sur le seuil de
percolation.

Nous conclurons enfin sur le travail qui a été réalisé et nous donnerons les différentes
perspectives d’étude qui se dégagent de celui-ci.
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Chapitre 1

Description d’une forêt et des
mécanismes de propagation du feu

Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une représentation de la forêt appropriée pour l’étude
de la propagation du feu. La présence de différentes échelles d’observation de la forêt
et les différents types de propagation du feu sont donnés. Nous présentons alors une
nouvelle classification des différents modèles de propagation des feux de forêts en fonction
de l’échelle d’observation. Ceci nous conduit à présenter la démarche de modélisation
adoptée dans le reste du manuscrit. Nous terminons cette présentation par un survol des
phénomènes intervenant dans les feux de forêts et rappelons les principales grandeurs et
paramètres qui interviennent dans la propagation. Pour une description plus détaillée de
certains comportements du feu, l’on se reportera au livre de Trabaud [14].

1.1 Géométrie de la forêt et de la propagation du feu

1.1.1 Stratification de la forêt

La forêt est constituée d’une couverture végétale délimitée, pour sa partie inférieure,
par le sous-sol sur lequel elle repose et, pour sa partie supérieure, par l’air ambiant au-
dessus de la forêt (figure 1.1). Notons respectivement Ω , Ω̄ et Ω les domaines occupés par
cette couverture végétale, par l’air ambiant et par le sous-sol. La cime de la couverture
végétale, interface entre Ω et Ω̄ , est notée Σ̄ et le sol, interface entre Ω et Ω , est notée
Σ . Le sol définit la topographie du terrain et le domaine Ω s’étend sur une hauteur h qui
dépend de la position considérée de la forêt.

Il nous faut définir un repérage de l’espace. Pour les feux de forêts d’étendue infé-
rieure à une centaine de kilomètres, nous pouvons choisir un repère cartésien (O, (x, y, z))
avec la demi-droite [Oz) dirigée selon la verticale ascendante pour repérer la topographie
du terrain et les positions dans la couverture végétale, sans tenir compte de la courbure
du globe terrestre. La direction verticale est alors la même partout. La position verticale
z de la surface S du sol est alors donnée en chaque point (x, y) par la fonction z(x, y) et
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Chapitre 1. Description d’une forêt et des mécanismes de propagation du feu

Fig. 1.1 – Représentation de la couverture végétale

la hauteur h de la couverture végétale est donnée par la fonction h(x, y) .
La couverture végétale est stratifiée. Nous pouvons distinguer verticalement quatre

zones dites strates de végétation :

1. La zone occupée par la litière et l’humus.

2. La zone formée par les broussailles, l’herbe et les débris morts, dites strates infé-
rieures ou sous-bois.

3. La zone intermédiaire constituée par les troncs d’arbre.

4. La zone supérieure constituée de la couronne des arbres (feuillages et branchages).

Fig. 1.2 – Exemple de feu d’herbe

Sur la figure 1.2 [20], un feu de forêt se propage au niveau de l’herbe et des broussailles.
La schématisation de la forêt que nous venons de décrire est appropriée à la description

de la propagation des feux de forêt. L’air ambiant qui se trouve au-dessus de la forêt
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1.1. Géométrie de la forêt et de la propagation du feu

peut être considéré comme une strate particulière caractérisée par l’absence de végétaux
combustibles. Etudions maintenant les différents types de feux qui peuvent se propager
dans une forêt.

1.1.2 Différents types de feux de forêts

Les feux de forêts peuvent être de quatre types [14] (cf. figure 1.3 [19]).

Fig. 1.3 – Types de feux de forêts

1. Les feux de sol sont des feux qui se propagent dans la litière et l’humus. Ce sont
des feux qui sont difficiles à détecter, car ils sont sans flammes. Leur vitesse de
propagation est faible. Ces feux peuvent endommager les racines des arbres.

2. Les feux de surface, dits aussi feux courants, se propagent dans les sous-bois des
forêts. Ils brûlent l’herbe et les broussailles. Ces feux sont avec flammes et peuvent
se propager rapidement. Ce sont les feux les plus communs. Ils peuvent avoir comme
origine un feu de sol ou se terminer en un feu de sol susceptible de se transformer
en un nouveau feu de surface après l’intervention des pompiers.

3. Les feux de cimes sont des feux qui se propagent au niveau de la couronne des arbres.
Leur vitesse de propagation est très grande. Ils sont généralement déclenchés par un
feu de surface qui gagne en intensité et atteint la couronne des arbres.

4. Enfin, des feux avec braises peuvent se produire. Les braises sont produites par des
feux de cimes ou pour certaines conditions de vent et de topographie (cf. figure 1.4)

Fig. 1.4 – Production de braises par fort vent

Ces braises sont transportées à distance et sont alors à l’origine de foyers secondaires. De
tels feux sont très difficiles à contrôler et leur propagation très rapide est très difficile à
prédire.
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Chapitre 1. Description d’une forêt et des mécanismes de propagation du feu

Nous nous intéresserons uniquement aux feux de surface dans la suite de ce manuscrit,
car se sont les moins difficiles à décrire et qu’ils contiennent déjà tous les mécanismes de
base de la propagation des feux de forêt. Le feu n’a alors lieu que dans la zone de sous-
bois. Le front du feu de cette zone (cf. figure 2) possède une vitesse de propagation unique
alors qu’un feu de cime peut être caractérisé par des vitesses de propagation différentes
des fronts du feu qui se situent au niveau de la couronne des arbres et au niveau des
broussailles.

L’étude de la propagation du feu dans une seule strate de végétation est une étape
importante de l’étude de la propagation du feu dans plusieurs strates de végétation. La
modélisation de l’interaction des différentes strates [6, 15] entre elles doit alors être entre-
prise. Dans ce manuscrit, nous n’aborderons donc que l’étude de l’interaction de la strate
de végétation qui brûle avec le sol et l’air ambiant. La prise en compte de cette interac-
tion est nécessaire afin de modéliser correctement les conditions aux limites sur les parties
inférieures et supérieures de la strate de végétation qui brûle. Nous pouvons maintenant

Fig. 1.5 – Vue de coupe de la strate de broussaille en l’absence de feu

étudier plus particulièrement la propagation du feu dans une strate de végétation.

1.1.3 Géométrie d’un feu de surface

En présence d’un feu (cf. figure 1.6), nous distinguons trois zones distinctes dans la
strate de végétation (cf. aussi figure 2) :

1. Une zone en feu Ωf caractérisée par la présence de flammes. Cette zone en feu se
prolonge au-dessus du domaine occupé par la strate de végétation (cf. figure 1.6).

2. Une zone de végétation vierge Ωv en avant de cette zone en feu. Cette zone est aussi
nommée zone de combustible frais en empruntant le vocabulaire utilisé pour l’étude
de la combustion de milieux prémélangés gazeux [18]. C’est la zone de végétation
qui n’a pas encore été enflammée.

3. Une zone de végétation brûlée notée Ωb qui se trouve en arrière de la zone en feu. La
hauteur de la strate brûlée est plus faible que celle de la zone de combustible frais.

Ces zones sont délimitées par deux fronts : le front du feu qui sépare la zone en feu de la
zone de combustible frais et le front de combustible brûlé qui sépare la zone brûlée de la
zone en feu. Ces fronts sont des surfaces géométriques. La figure 1.7 ci-dessous représente
une coupe de la surface occupée par le front du feu. Cette figure correspond à un zoom
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1.1. Géométrie de la forêt et de la propagation du feu

Fig. 1.6 – Vue de coupe de la strate de broussaille en présence de feu

Fig. 1.7 – Coupe de la surface représentant le front du feu

d’une région de la figure 1.6. Le front du feu est représenté en pointillés. La figure 1.8
représente une vue de dessus des différentes zones que nous venons de voir. La droite en
pointillés définie le plan de coupe qui permet de retrouver la figure 1.6 précédente. Le
front du feu de la figure 1.8 est la courbe projetée du front du feu que nous avons vu être
une surface.

Nous avons choisi de représenter l’intersection du front du feu avec la partie supérieure
de la zone de broussailles. La flamme est donc inclinée et cette courbe est visible sur
l’exemple, de feu de broussailles, qui a été choisi, par ce que le feu descend une pente.
Cette courbe n’est donc pas cachée par le feu qui se trouve au-dessus de la zone de
broussailles. Le front de combustible brûlé est représenté de manière analogue au front du
feu sur la figure ci-dessus. La propagation du feu peut être caractérisée par la dynamique
de ces deux courbes. Le but est donc d’obtenir cette dynamique. Celle-ci est régit par les
mécanismes de la propagation que nous décrivons au paragraphe 1.3.

1.1.4 Hétérogénéité verticale et horizontale

Les quatre strates que nous avons décrites au paragraphe 1.1, et qui constituent la
couverture végétale, se distinguent par des valeurs très différentes de porosité et de surface
d’échange entre la végétation et l’air environnant celle-ci, à l’intérieur de la strate végétale.
La couverture végétale est donc verticalement hétérogène. Considérons que ces zones
forment des phases différentes. Nous pouvons schématiser leurs formes par la figure 1.9.

La strate de végétation est généralement anisotrope. La croissance de la végétation
privilégie en effet la direction verticale.
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Chapitre 1. Description d’une forêt et des mécanismes de propagation du feu

Fig. 1.8 – Vue de dessus de la strate de broussaille (présence de feu)

Fig. 1.9 – Différentes phases végétales
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1.1. Géométrie de la forêt et de la propagation du feu

Une strate de végétation est un milieu constitué de phases particules végétales et d’air.
La strate de couronne des arbres se représente donc de la même façon qu’une strate de
broussailles. La répartition horizontale de particule végétale et d’air peut être hétérogène
si l’on distingue des variations rapides horizontales de porosité et de surface d’échange (cf.
figure 1.10). Considérons que l’on a horizontalement soit une phase particule végétale,
de broussailles par exemple, soit uniquement une phase d’air que nous nommons sol,
car celui-ci est alors visible lorsque l’on regarde la forêt par au-dessus. La grandeur qui

Fig. 1.10 – Hétérogénéité horizontale d’une strate de végétation

quantifie le pourcentage de présence en surface de ces deux types de phases est la densité
d’occupation notée d. C’est le rapport de la surface occupée par les particules végétales
sur la surface occupée par le sol. Une strate végétale pour laquelle cette quantité vaut 1
est alors une strate homogène, car elle n’est constituée que d’une seule phase.

1.1.5 L’échelle gigascopique

La propagation du feu peut être caractérisée par le mouvement de la surface définissant
le front du feu, comme nous l’avons vu au paragraphe 1.1.3. précédent. Cette description
a lieu à l’échelle macroscopique. C’est donc un modèle de propagation de feu de vé-
gétation à cette échelle qu’il est important d’obtenir. L’obtention de celui-ci est réalisée
au chapitre 3. Ce modèle ne prend cependant pas en considération le caractère essentiel-
lement horizontal de la propagation des feux de surface. L’utilisation de cette propriété
doit conduire à une simplification du modèle.

Ce sont la différence des ordres de grandeur des longueurs caractéristiques de l’étendue
horizontale L (cf. figure 1.11) et verticale h ( h/L¿1) de la strate végétale et les temps
caractéristiques de propagation d’un feu de végétation qui sont la cause de cette propa-
gation essentiellement horizontale du feu. La propagation est essentiellement tangente à
la topographie du terrain. Nous faisons aussi l’hypothèse que la hauteur hf des flammes
est du même ordre de grandeur que la hauteur de la strate de végétation h. Il est donc
intéressant de se placer à cette échelle L afin de décrire la propagation du feu.

A cette échelle, la zone végétale peut être considérée comme une surface gauche S
sur laquelle le feu se propage. Le front du feu est alors réduit à une courbe qui se pro-
page sur cette surface et l’étude de la propagation du feu devient bidimensionnelle. C’est
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Chapitre 1. Description d’une forêt et des mécanismes de propagation du feu

l’échelle d’observation privilégiée de la propagation du feu. Nous proposons de donner le
nom d’échelle gigascopique à celle-ci, car giga veut dire géant en grecque. Une projection
de la surface S sur le plan horizontal défini par l’équation (z = 0) permet d’obtenir un
repérage sur une carte. Les phénomènes physiques importants à cette échelle sont l’hydro-

Fig. 1.11 – Coupe de la strate de broussaille à l’échelle gigascopique

dynamique du vent au niveau des collines qui conduit à des vents locaux, de vitesse V (cf.
figure 1.12), l’engouffrement de l’air dans la couverture végétale (vitesse v), le transfert
thermique à partir de la zone en feu dans la zone de combustibles frais ainsi que l’inter-
vention de la topographie du terrain. Les rôles de la pente et du vent doivent donc être
considérés à cette échelle. La couverture végétale peut alors être vue comme une couche
limite pour le problème hydrodynamique extérieur. Cette couche limite est une surface
possédant de nombreuses propriétés matérielles à cette échelle (source de chaleur,...). L’on

Fig. 1.12 – Couche limite hydrodynamique

se place délibérément dans le cadre des feux de forêt de faible ou moyenne intensité dans
la description ci-dessus (les feux de forêt de forte intensité [10] peuvent conduire à une
structure du feu essentiellement verticale avec présence d’un important panache de fu-
mée, cependant de tels types de feux interviennent dans des conditions météorologiques
très particulières). Une telle description doit conduire à un modèle plus simple de pro-
pagation de feu de végétation, car elle est bidimensionnelle alors que la description de la
propagation à l’échelle macroscopique est tridimensionnelle.

L’existence d’un modèle d’équations aux dérivées partielles, qui décrit la propagation
du feu à cette échelle, n’est pas assurée a priori. L’existence d’un tel modèle sera discutée
au chapitre 4 par un passage à la limite permettant de passer de l’échelle macroscopique à
l’échelle gigascopique. Une grandeur importante apparâıt alors : c’est la notion classique
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de charge de combustible qui est la quantité de matière végétale par unité de surface au
sol.

Plus encore, si le problème de la propagation du feu peut se restreindre à la recherche
de la dynamique qui caractérise l’évolution d’une courbe, représentant la position du front
du feu bidimensionnel sur la surface S, la description de la propagation du feu sera alors
rendue la plus simple possible. Au chapitre 2, nous postulerons directement un modèle
simple de dynamique d’un tel front afin de décrire la propagation du feu. Les limitations
de ce modèle ad hoc nous conduirons alors aux chapitres suivants à tenter d’obtenir celui-ci
à partir des phénomènes physiques qui apparaissent aux différentes échelles sous-jacentes.

L’échelle gigascopique associée à la couverture végétale, en tenant compte de la pré-
sence de plusieurs strates végétales, sera dite échelle du paysage. C’est la plus grande de
toutes et c’est l’échelle d’observation à laquelle les pompiers observent l’évolution du feu
à partir des bombardiers d’eau.

1.2 L’espèce végétale et les différentes échelles d’ob-

servation de celle-ci

1.2.1 Les trois échelles de description de la phase particule vé-
gétale

On dénombre trois échelles successives dans la phase particule végétale. Ces échelles
sont représentées sur la figure 1.13 où l’on donne trois zooms successifs.

En partant de la plus grande à la plus petite, ces échelles sont :

1. l’échelle macroscopique

2. l’échelle mésoscopique

3. l’échelle microscopique.

Le vocabulaire ci-dessus est emprunté au domaine de la physique qui s’occupe de
l’extraction du pétrole dans des couches poreuses qui possèdent des fissures [9]. Rappelons
que macro, méso et micro signifient respectivement long, intermédiaire et petit en grec.

L’échelle de description que nous avons employée dans tout le paragraphe 1 est l’échelle
macroscopique. A cette échelle, la phase particule végétale est un milieu homogène. Elle
apparâıt cependant comme un milieu diphasique à l’échelle mésoscopique, constitué d’une
phase végétale solide (tiges) et d’une phase constituée d’air et de gaz. La phase particule
végétale est donc un milieu poreux de porosité notée Φ (cf. figure 1.14).

La phase végétale est elle-même un milieu poreux, car l’on distingue qu’elle est consti-
tuée de deux phases solides (bois et charbon), d’une phase liquide formée d’eau et d’une
phase gazeuse à l’échelle dite microscopique. La porosité associée à cette phase végétale est
notée εp avec l’indice p pour poreux. La phase particule végétale est constituée de plusieurs
milieux diphasiques en cascade à des échelles différentes. Un tel milieu se nomme milieu
poreux avec modèle de microstructure. Notons enfin complexe combustible la description
de la végétation à l’échelle gigascopique.

La constitution des différentes phases homogènes ci-dessus peut être définie à la même
échelle de description en considérant le milieu homogène comme un mélange d’espèces
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Fig. 1.13 – La phase particule végétale vue à trois échelles de description différentes

Fig. 1.14 – Les différentes échelles et les phases associées
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chimiques aux propriétés particulières. Pour bien distinguer les échelles, désignons par es-
pèces les constituants à l’échelle gigascopique, par constituants, les constituants à l’échelle
mésoscopique et les éléments les constituants à l’échelle microscopique (cf. tableau 1.1).

Différentes phases Constitution de chaque phase

Complexe combustible Espèces

{
végétal
air et gaz

Phase particule végétale Constituants

{
végétal
air et gaz

Phase végétale Eléments





bois
charbon
eau
gaz

Tab. 1.1 – Constitution des différentes phases

Il est important de considérer les différentes échelles précédentes pour une description
de plus en plus fine des mécanismes des feux de végétation. Etudions maintenant plus en
détail ces trois échelles ainsi que les phénomènes physiques associés, car ces deux notions
sont indissociables lorsque l’on veut modéliser la propagation des feux de végétation.

1.2.2 L’échelle macroscopique

L’échelle macroscopique est l’échelle que nous avons considérée depuis le début de ce
chapitre (cf. figure 1.1 à 1.10). Cette échelle est celle de l’action des pompiers du feu qui
se trouvent sur le terrain. C’est donc la plus intuitive et c’est pour cela que nous avons
commencé par étudier celle-ci. A cette échelle, le milieu constitué des constituants végétal
et d’air+gaz présent dans les broussailles forme un milieu continu qui est régi par des
équations aux dérivées partielles pour des grandeurs qu’il reste à définir. Les phénomènes
physiques importants à cette échelle sont les échanges de chaleur solide gaz par convection
et par absorption radiative au sein du milieu poreux, ainsi que la perméabilité de ce milieu
et le frottement de l’air avec les broussailles. La convection au sein des broussailles due
aux zones chaudes joue un rôle important sur la propagation.

L’hypothèse d’une phase particule végétale continue suppose que le milieu diphasique
à l’échelle mésoscopique peut être homogénéisé [2]. La longueur lf d’homogénéisation (cf.
figure 1.13) possède donc une valeur maximale. La valeur de lf doit rester petite devant
les dimensions des phases particules végétales considérées, sinon la phase de particule
végétale ne peut plus être vue comme un milieu continu. Nous devons donc avoir en
particulier lf << h sinon le milieu végétal est un milieu hétérogène pour lequel nous
distinguons une phase solide constituée de végétation et une phase gazeuse constituée
d’air à cette échelle macroscopique. Les équations valables à l’échelle macroscopique sont
alors les mêmes que celles valables à l’échelle mésoscopique. Cette dimension lf est plus
grande pour les broussailles que pour la couronne des arbres.

Dans une forêt, la strate constituée par les arbres est généralement une zone hétérogène
au sens que nous venons de définir, car la dimension de la hauteur de la forêt est du même
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ordre de grandeur que celle de la distance entre les arbres si la forêt n’est pas très dense.
Ce modèle n’existe pas toujours. La variété des types de strates de broussailles que l’on
rencontre dans la nature conduit même à penser que celui-ci peut ne pas exister dans
certaines conditions de broussailles peu denses et lorsque l’on est proche de l’extinction
du feu. Le caractère stochastique de la propagation joue alors un rôle important.

La discussion ci-dessus n’est que géométrique alors que le domaine de validité doit faire
intervenir des paramètres physiques du modèle de propagation de feu de forêts. Ce do-
maine donne les limites d’utilisation du modèle de phase particule végétale continu. Dans
le domaine où un tel modèle et possible, nous disons que le milieu est homogénéisable [1].
Nous supposons que l’on se trouve dans ce domaine dans la suite de cet exposé. Le pro-
blème de propagation est alors plus simple à résoudre analytiquement ou numériquement.
Dans le cas contraire, nous devons résoudre un problème plus délicat qui est discontinu.

La compacité de l’espèce végétale correspond à la fraction volumique occupée par le
constituant végétal (cf. tableau 1.2) dans l’espèce végétale. Notons la β . Elle influe sur le
temps d’inflammation et sur la combustion en modifiant l’approvisionnement en oxygène
et le transport d’énergie rayonnante entre les phases végétales (tiges des végétaux).

La porosité Φ du constituant végétale est définie par Φ = 1 − β . C’est la fraction
volumique occupée par le constituant air+gaz (cf. tableau 1.2 [14]) dans l’espèce végétale.
Φ est comprise entre 0 et 1.

Type de combustible Compacité( β ) Porosité ( Φ = 1− β ) porosité ( γ = 1/β )

graminées 0.00093 0.9991 1070
buisson 0.00167 0.99833 600

litière de pin 0.03333 0.9667 30
couronne de pin 0.00120 0.9988 830

Tab. 1.2 – Exemple de compacité et de porosité

Une autre porosité notée γ est définie par Trabaud [14] comme l’inverse de la compa-
cité. Elle est comprise entre 1 et l’infini et croit avec Φ. Nous ne l’utilisons pas dans la
suite, car nous préférons la définition de la porosité Φ classique en milieu poreux.

L’aptitude à brûler du combustible augmente lorsque la porosité s’accrôıt, et ce jusqu’à
une certaine valeur au delà de laquelle le manque de combustible conduit à une diminution
de l’aptitude à brûler du combustible. Il en est de même pour l’intensité du feu et pour
la vitesse de propagation du feu. La compacité varie beaucoup entre les différents types
de combustibles végétaux. C’est dans la zone de feuilles mortes qui reposent sur le sol
qu’elle est la plus importante. Elle est alors telle que la propagation devient très lente par
manque d’oxygène.

1.2.3 L’échelle mésoscopique

L’échelle mésoscopique correspond à l’échelle à laquelle nous distinguons les tiges des
broussailles et l’air qui entoure celles-ci. Soit lv l’échelle caractéristique correspondante (cf.
figure 1.13). Le composant végétal apparâıt alors comme un milieu diphasique constitué
d’une phase végétale et d’une phase d’air et de gaz combustible. La portion de phase végé-
tale, restreinte à un volume de dimension caractéristique lv, correspond à des organes ou
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des fragments d’organes vivant de végétaux (feuilles, rameaux, morceaux d’écorce, tiges),
morts ou vivants (cf. figure 1.13). La géométrie de ces fragments agit sur les échanges
d’énergie et de matière avec la phase gazeuse. Elle intervient sur l’inflammation du com-
bustible végétal et donc sur la propagation du feu.

Une grandeur qui caractérise la géométrie de ces fragments est le rapport de la surface
de la particule sur son volume. Notons σ ce rapport. Des valeurs de σ et de l’épaisseur
e des fragments sont données dans le tableau 1.3 [14]. L’épaisseur e n’a un intérêt, de
description de la géométrie supplémentaire par rapport à σ et Φ, que lorsque le produit
eσ est d’un ordre grandeur différent de la porosité Φ.

Type de combustible Epaisseur e (cm) σ (cm2/cm3)

feuilles de graminées 0.005 - 0.0011 380 - 190
feuilles de hêtre 0.009 222

aiguilles de Pin d’Alep 0.071 56
tiges (brindilles) 0.1 - 2 40 - 2

Tab. 1.3 – Caractéristique des particules de combustible

La vitesse à laquelle l’espèce végétale change de température, ainsi que sa teneur en
eau, sont directement liés aux paramètres e et σ. En effet, la température et la teneur
en eau des fines particules combustibles, qui présentent une valeur de σ élevée, varient
généralement plus rapidement que les particules épaisses ayant une valeur de σ faible.
Divers travaux ont montré que le temps d’ignition décrôıt quand σ croit et que la vitesse
de propagation des incendies de végétation croit alors.

Les phénomènes physiques qui interviennent dans ce milieu diphasique sont le déga-
zage des gaz en provenance de la végétation qui se dégrade thermiquement (pyrolyse)
ainsi que le mélange et la combustion de ces gaz avec l’air ambiant d’où une produc-
tion locale d’énergie. La combustion sera étudiée au paragraphe 1.3.4. à cette échelle.
L’on sait bien que sans oxygène, il ne pourrait pas y avoir de feu de végétation. La va-
porisation de l’eau qui se trouve dans les tiges a aussi un rôle important à cette échelle
d’observation, car l’énergie nécessaire à cette évaporation est importante. Nous pouvons
aussi considérer le transfert thermique dans la tige à cette échelle ainsi que le transfert de
chaleur par rayonnement et par convection mixte entre les phases solides qui composent
le milieu diphasique.

Cette échelle mésoscopique est importante à considérer, car c’est à cette échelle que
l’on décrit et que l’on distingue les phénomènes chimiques fondamentaux qui sont à l’ori-
gine de la propagation du feu tels que le dégazage de fuel en provenance du constituant
végétal qui se pyrolyse, le mélange de l’oxygène et du fuel dans le constituant air+gaz
et la combustion. La vaporisation de l’élément eau contenue dans le constituant végétal
(tiges des broussailles), la pyrolyse et le dégazage des gaz produits par la pyrolyse sont
des phénomènes dont la modélisation fait intervenir la structure poreuse du constituant
végétal. Nous sommes donc amené à faire un dernier zoom au niveau des tiges afin de
décrire ces phénomènes à l’échelle microscopique.
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1.2.4 L’échelle microscopique

L’échelle microscopique correspond à une échelle pour laquelle le constituant végétal
(bois, broussaille ou feuillage) peuvent être considérés comme un milieu diphasique régie
par des équations aux dérivées partielles dans chaque phase qui compose celui-ci. Les
phases qui constituent ce milieu sont au nombre des trois. Ce sont les phases solides (bois
et charbon), liquide (eau) et gazeuses (cf. figure 1.13). Notons lb l’échelle microscopique
caractéristique associée. Elle est de l’ordre du micromètre. L’échelle mésoscopique lv que
l’on a considérée précédemment au paragraphe 1.2.3. est très supérieure à lb.

Les phénomènes physiques qui influent de manière notable sur la propagation du feu
à l’échelle microscopique sont la pyrolyse du bois et la vaporisation de l’eau en tenant
compte des transferts, de matière et d’énergie, qui ont lieu au sein des tiges. Un tel milieu
diphasique est localement le siège d’interfaces libres en mouvement, telles que la zone de
pyrolyse et la zone de vaporisation. Les temps caractéristiques propres aux transferts à
l’intérieur des tiges et les caractéristiques physiques qui distinguent différents types de
constitution des végétaux entre eux peuvent alors être pris en compte. On sait bien par
expérience que, sans pyrolyse de la végétation ou lorsque l’humidité de la végétation est
trop importante, il ne peut y avoir de propagation de feu. La vaporisation et la pyrolyse
seront étudiées au paragraphe 1.3.3. à cette échelle microscopique.

1.3 Mécanismes de la propagation

Dégageons maintenant les principaux mécanismes élémentaires de la propagation du
feu. Ces mécanismes de la propagation se décrivent naturellement à des échelles d’ob-
servation différentes. Les zooms successifs, que nous avons réalisés au paragraphe 1.2.
précédant, étaient nécessaires afin de décrire ces mécanismes.

1.3.1 Description des transferts d’énergies à l’échelle macrosco-
pique

Le feu se propage en consommant des combustibles végétaux grâce au transfert ther-
mique de l’énergie des zones qui brûlent vers les zones qui ne brûlent pas. L’énergie pro-
duite à un endroit qui brûle devient la source de chaleur nécessaire à l’inflammation d’un
endroit qui ne brûle pas encore grâce au phénomène de transport de l’énergie. Cette zone
qui ne brûle pas est alors un puits de chaleur, car elle absorbe l’énergie en provenance de
la zone en feu. Ce transfert peut être représenté par le schéma de la figure 1.15 : L’analyse
du mécanisme de propagation du feu, au niveau du front du feu, donne trois étapes de
description du phénomène de propagation :

1. La pyrolyse du constituant végétal qui produit un composant gazeux ainsi que la
combustion de ce composant gazeux dans la zone en feu. Cette combustion produit
de chaleur dans la zone en feu.

2. Le transfert de cette chaleur, émise par la combustion, vers le combustible frais en
avant du front du feu. Ceci est décrit par les flèches du schéma de la figure 1.15.
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Fig. 1.15 – Transferts d’énergie et de masse

3. L’absorption de la chaleur reçue par le combustible frais en avant de la zone en
feu. Ceci conduit au séchage et à la pyrolyse puis à l’inflammation du combustible
végétal.

Une combustion locale intense sans un bon transfert d’énergie conduit à une faible
vitesse de propagation du feu. Pour grandir, le feu doit fournir de la chaleur au com-
bustible en avant du front du feu. Plus grand est cet approvisionnement, plus rapide est
la croissance du feu. La densité d’occupation d et la porosité Φ du constituant végétal
jouent un rôle important pour le transfert de chaleur. Le rapport σ de l’aire de la surface
du combustible végétal à son volume, a un rôle important dans le transfert d’énergie et
ainsi que sur la cinétique chimique de la combustion. Les vitesses de combustion et de
propagation pour la strate de feuillage est donc plus rapide que pour celle des broussailles
et celle de l’herbe. La présence de vent et d’une pente ascendante augmente le transfert
thermique en avant du front du feu et donc la vitesse de propagation.

Le transfert thermique en avant du front du feu est source d’une augmentation de
la température du combustible frais. Nous distinguons alors plusieurs étapes, dans cette
augmentation de température, auxquelles sont associées des zones différentes en avant du
front du feu, zones caractérisées par leurs distances au front du feu. Ce sont (cf. figure
1.16) :

1. Une zone de température constante égale à la température ambiante loin du feu car
le flux thermique, en provenance de la zone en feu, qui arrive sur cette zone est
négligeable.

2. Une zone d’augmentation de la température du constituant végétale, sous l’effet de
la chaleur, sans transformation chimique de celui-ci.

3. Une zone de vaporisation de l’eau contenue dans le constituant végétal. Cette zone
est aussi dite zone de séchage.

4. Une zone de pyrolyse du constituant végétal, c’est-à-dire de dégradation thermique
sous l’effet de la chaleur. Cette pyrolyse produit des gaz inflammables.

L’inflammation des gaz de pyrolyse avec l’oxygène de l’air entretient alors la zone en feu
tout en produisant la propagation du front du feu qui délimite celle-ci.

La description précise des trois phases décrites ci-dessus doit être faite à l’échelle
mésoscopique et microscopique. Nous allons la voir maintenant.
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Fig. 1.16 – Différentes zones en avant du front du feu

1.3.2 Mécanisme global de combustion à l’échelle macroscopique :
triangle du feu

Un feu de végétation consiste en une combustion à l’air libre. La chimie du feu de
végétation peut être représentée schématiquement par une réaction du type

Constituant
végétal

+
Constituant
air (O2)

+
Energie

nécessaire à
l’inflammation

→ Combustible
brûlé

+
CO2

+H2O
+

Energie
dégagée

(1.1)
Le bilan ci-dessus représente à la fois un bilan de matière et un bilan énergétique. Le feu
de végétation est donc à la fois un phénomène chimique et physique. La flèche dans le
schéma de la réaction (1.1) donne de plus un sens à la transformation et signifie que cette
réaction est irréversible. La proportion des trois éléments, combustibles végétaux, oxygène
et chaleur apportée, détermine la violence de la combustion.

L’aptitude des végétaux à l’inflammation et à la combustion dépend principalement
du type de combustibles (broussaille, litière épaisse, feuillage,...), de son degré d’humidité
et de sa température, selon qu’il est exposé ou non au soleil. La masse de combustible
végétal par unité de surface au sol a un rôle important dans la quantité de chaleur dégagée
par la combustion.

A l’altitude à laquelle apparaissent les feux de végétation, l’atmosphère ambiante
contient environ 21% d’oxygène. Rappelons que la teneur de l’air en oxygène doit être su-
périeure à 15% pour que les végétaux puissent brûler. L’agencement de certains végétaux
et le dégagement de fumées lors de la combustion peuvent conduire à un taux d’oxygène
qui est en quantité insuffisante pour entretenir un feu. La présence de vent provoque par
contre un apport d’oxygène qui active la combustion.

Le transfert de chaleur de l’extérieur vers le combustible permet d’augmenter la
température du combustible végétale de manière à obtenir l’inflammation de celui-ci. De
nombreuses études effectuées sur la température d’inflammation des végétaux conduisent
à estimer que ceux-ci s’enflamment tous pour une température d’environ 600◦K.

Les trois éléments décrits ci-dessus constituent les trois côtés du triangle du feu que
nous avons décrit dans l’introduction (cf. figure 1). Le triangle du feu doit être considéré
comme un maillon fondamental dans la compréhension des feux de végétations. Ce bilan
est cependant schématique. Il doit être détaillé. L’intervention de la vaporisation de l’eau
sur l’énergie nécessaire à l’inflammation et sur l’énergie dégagée par la combustion doit
être précisée, le rôle du vent et de la pente aussi. Ce schéma modélise le mécanisme global
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de combustion, dans la zone en feu, mais ne considère pas les transferts spatio-temporels
d’énergie, de masse et de quantité de mouvement qui sont à l’origine de la propagation
du feu.

1.3.3 Les mécanismes à l’échelle mésoscopique : combustion dans
la zone en feu

La réaction globale (1.1) doit être détaillée si l’on veut décrire les transferts d’énergie
et de matière de manière plus précise, de manière à faire intervenir le rôle de paramètres
comme le vent et la pente du terrain. Nous distinguons alors la réaction de combustion
de gaz issus de la pyrolyse pour le constituant air+gaz, et celle de sa vaporisation et de
la pyrolyse du constituant végétal. Le combustible gazeux, dit aussi fuel, est un composé
carboné léger qui est susceptible d’être oxydé par l’oxygène de l’air dans la phase gazeuse
suivant la réaction globale totale suivante :

νFFuel + νOO2 −→ νP Produit (1.2)

où nous noterons F le fuel, P le produit de la réaction et O l’oxygène de l’air. Notons
enfin N l’azote de l’air. Cette réaction d’oxydation est une réaction en volume qui a
lieu dans la phase gazeuse et dans l’air au-dessus du combustible végétal.

C’est cette réaction qui est la source principale d’énergie. Elle n’aurait cependant pas
lieu sans la présence de fuel qui provient du dégazage des gaz produits par la pyrolyse de la
végétation. Cette pyrolyse est décrite à l’échelle microscopique à l’intérieur du constituant
végétal ainsi que la vaporisation.

1.3.4 Les mécanismes à l’échelle microscopique : vaporisation et
pyrolyse

La végétation est un milieu poreux composé de cellules et de pores. Sa porosité εp
varie de 0.4 à 0.7 [10]. Le bois est constitué de cellulose (40%), d’hémicellulose (40%) et
de lignine (20%). La cellulose est caractérisée par sa capacité à ne pas être attaquée par
des acides. C’est un polymère de masse moléculaire importante (environ 106 g par mole)
de base C6H10O5. L’hémicellulose est constituée de polyoses et d’hydrate de carbone. La
lignine enfin est la substance qui ne peut pas être convertie en sucre. Elle a une masse
moléculaire de 1000 g par mole et pour formule C47H52O16. La composition chimique du
bois est la suivante :

50% C, 43% O, 6% H, 0.1% N, 0.4% de cendres [10].

La végétation contient de l’eau. Cette quantité d’eau dépend des précipitations des
jours antérieurs. Son humidité Hu est la masse d’eau sur la masse de combustible sec. Sa
valeur peut être obtenue par pesée avant et après séchage. La quantité d’eau intervient de
manière notable dans le bilan thermique, au niveau de la zone de préchauffage en avant du
front du feu, car l’énergie nécessaire pour vaporiser cette eau est importante. La chaleur
de vaporisation de l’eau vaut en effet Lw = 4180 J/kg.
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Une partie importante de l’énergie sert à vaporiser l’eau contenue dans la végéta-
tion. Celle-ci doit être vaporisée afin qu’il puisse y avoir inflammation. La teneur en eau
minimale empêchant d’avoir inflammation d’un végétal dans les conditions courantes est
appelée humidité d’extinction. Les valeurs mesurées de cette humidité d’extinction varient
de 12%, pour les graminées, jusqu’à 200%, pour des aiguilles de conifères. Pour beaucoup
de combustibles morts, celle-ci se situe entre 25 et 40% et pour beaucoup de combustibles
vivants entre 120 et 160%.

La vaporisation se produit entre 90 et 110◦C. Nous pouvons considérer pour simplifier
que l’évaporation se produit à une température constante égale à Tev = 100◦C pendant
toute la durée de l’évaporation. Nous ne tenons alors pas compte de l’eau liée en pre-
mière approximation. Lorsque la température du constituant végétal dépasse 110◦C, nous
considérons que celui-ci est sec. La température de ce constituant végétal augmente alors
rapidement et le mécanisme de pyrolyse apparâıt alors vers 300◦C. Nous pouvons donc
considérer que ces deux phénomènes sont dissociés.

Lorsqu’il est fortement chauffé, le bois en vase clos se décompose. Il apparâıt des gou-
drons, des liquides et des gaz inflammables (flamme éclairante). Pendant cette opération,
le bois a noirci ; il est devenu moins dense et s’est transformé en charbon de bois. Il a
subit une pyrolyse (cf. figure 1.17). La pyrolyse du bois sous l’action d’un flux de cha-

Fig. 1.17 – Pyrolyse du bois

leur est régie par deux ensembles de réactions dites respectivement réactions primaires et
secondaires [10] qui sont représentées schématiquement au tableau 1.4 :

Réactions primaires Réactions secondaires




Bois
k1−→ Fuel

Bois
k2−→ Charbon

Bois
k3−→ Goudron





Goudron
k4−→ Charbons

Goudron
k5−→ Fuel

Tab. 1.4 – Réactions et cinétiques de pyrolyse

Les espèces bois et charbon sont solides alors que les espèces goudron et fuel sont
fluides. Le charbon est le résidu solide de la pyrolyse du bois. Le goudron est un composé
carboné lourd qui est gazeux dans la zone de pyrolyse où les températures peuvent être
importantes et liquide à température ambiante.
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La pyrolyse est une dégradation thermique du bois sous l’action de la chaleur. C’est
une réaction chimique qui peut s’écrire globalement :

Solide → Gaz combustibles + Résidu solide.

Le début de la pyrolyse se produit lorsque le combustible atteint une température
de l’ordre de 300◦C. Le combustible est alors totalement sec. Des enregistrements de la
perte de masse en fonction de la température peuvent être réalisés sur des échantillons de
combustible exposés à un certain flux de chaleur. La réaction de pyrolysation possède une
chaleur de réaction par masse de combustible ∆Hp qui peut être mesurée. Cette énergie
varie de 370 (réaction endothermique) à -1700 J/g de combustible selon les situations
expérimentales. D’après Lee10, nous distinguons deux cas :

Pour Ts > 320◦C, ∆Hp = −160 à −240 J/g avec une contribution à hauteur de 65%
pour la lignine et de 35% pour la cellulose. ∆Hp est alors faible et environ constant.

Par contre pour Ts < 320◦C, ∆Hp dépend beaucoup des conditions expérimentales et
peut atteindre -1600J/g. L’origine de cette différence est due à la présence de réactions
secondaires qui ont lieu dans le bois pour Ts < 320◦C car le mouvement des gaz de pyrolyse
n’est pas libre, les fissures qui apparaissent lors de la pyrolyse n’étant pas encore de taille
importante. Notons que le cas d’une réaction endothermique de valeur ∆Hp = +370 J/g
est obtenue pour la dégradation de cellulose pure en laboratoire.

L’influence de l’ajout de produits dans la végétation sur la courbe de pyrolyse (figure
1.18 [10]) est importante à prendre en compte, car ce procédé est utilisé par les pompiers
pour diminuer la vitesse d’avance du feu. Le produit rajouté se nomme retardants. Son
ajout a pour conséquence que la pyrolyse se produit pour une température plus basse
qu’en son absence donc plus tôt mais la pyrolyse possède alors une énergie d’activation
Ep plus faible. La réaction de pyrolyse est alors moins brutale ce qui conduit finalement
à une vitesse de propagation plus faible du feu d’où son nom de retardant. La description

Fig. 1.18 – Courbes de pyrolyse avec et sans retardant

plus précise de l’action du retardant doit être réalisée à cette échelle microscopique afin
de confirmer la description mésoscopique ci-dessus du rôle du retardant. Comme le début
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de pyrolyse est toujours supérieur à 150◦C, les zones de vaporisation et de pyrolyse sont
découplées.

Des retardants courants sont (le DAP et le MAP) sont des composants phosphatés.
Ce sont également des fertilisants. Pour du bois, le feu devient couvant, c’est-à-dire sans
flamme éclairante (vive), pour une température inférieure à 270◦C et ne se propage pas
vite alors que pour une température supérieure à 340◦C des flammes apparaissent ce qui
conduit à une propagation rapide du feu.

Les mécanismes chimiques associés sont différents. Pour une combustion couvante,
la pyrolyse conduit à beaucoup de résidus, du CO2, de la vapeur d’eau et peu de gaz
combustibles alors qu’un feu avec flammes vives conduit à peu de résidus de pyrolyse et
à beaucoup de gaz combustibles. Les différents mécanismes chimiques de la pyrolyse ne
sont cependant pas bien connus.

1.3.5 Les types de transferts de chaleur

Le transfert de chaleur en avant du front du feu est assuré par la conduction, par
la convection et par le rayonnement. Ces trois modes de transfert de chaleur agissent
simultanément au cours des feux de forêts. Leur description peut être réalisée à différentes
échelles d’observation. Détaillons la description de ceux-ci :

Les végétaux sont de mauvais conducteurs de la chaleur. C’est-à-dire que leur conduc-
tivité mésoscopique est petite. Ce moyen de transfert de chaleur est donc de faible impor-
tance lors d’un feu de végétation d’autant plus que la porosité importante de la végétation
et l’anisotropie de la répartition de la végétation qui est essentiellement verticale rend le
phénomène de conduction horizontale encore plus négligeable à l’échelle macroscopique.
Or, nous avons vu que la propagation du feu est essentiellement horizontale. La conduction
agit par contre pour la propagation des feux de sol à travers les strates compactes de la
litière et de l’humus. La vitesse de propagation du feu dans une telle strate est cependant
très faible et le feu est sans flammes vives. Nous n’étudierons pas de telles propagations.

La conduction dans l’air qui entoure les végétaux à l’échelle mésoscopique peut avoir un
rôle non négligeable, mais son influence reste faible comparée à celle de la convection et du
rayonnement. La conduction de la végétation, bien que faible doit avoir un rôle à l’échelle
microscopique dans le phénomène de pyrolyse de la végétation et donc indirectement sur
la vitesse de propagation du feu.

La convection correspond au transport d’énergie grâce au mouvement des masses ga-
zeuses à l’échelle mésoscopique. Les masses d’air chaudes qui proviennent de la zone en feu
peuvent en effet contribuer à l’augmentation de la température des végétaux en avant du
front du feu. Cette augmentation est due à un échange local de chaleur entre l’air chaud
et le végétal. La porosité Φ, ainsi que le rapport σ de l’aire de la surface du combustible
végétal à son volume, doivent jouer un rôle important dans cet échange local d’énergie.
La convection peut être de deux types : naturelle ou forcée.

Pour la convection naturelle, la gravitation associée aux profils de température ver-
ticaux dus à la pente du terrain et à la présence de zones chaudes en feu conduisent à
augmenter le transfert d’énergie par une mise en mouvement des masses d’air.

Pour la convection forcée, le mouvement des masses d’air provient de l’advection par
des vents locaux à travers la matrice formée par la strate de végétation. Ces vents locaux
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ont pour origine l’engouffrement du vent d’origine météorologique, qui se trouve au niveau
du sommet de la couverture végétale, à l’intérieur de celle-ci et à l’entrâınement d’air de
la zone en avant de la zone en feu vers celle-ci due, à la convection naturelle importante
dans la zone en feu.

Nous reviendrons plus en détaille sur ce mécanisme compliqué au chapitre 3. Le résultat
de la convection est que lorsque le feu gravit une pente, la végétation à l’avant du front
du feu reçoit plus de chaleur d’origine convective que pour une propagation horizontale,
alors qu’il en reçoit moins lorsque le feu descend une pente.

Lors d’un feu de végétation, le combustible frais en avant du front du feu est aussi
chauffé par la chaleur du rayonnement en provenance de la zone en feu. La distance
δr sur laquelle le rayonnement chauffe le combustible frais en avant du front du feu est
approximativement le l’ordre de grandeur de la hauteur de flamme. Cette distance est plus
grande que la distance caractéristique δc de chauffage due à la convection. Nous pouvons
donc penser que le rayonnement a une action non locale.

Les variations des ordres de grandeurs précédents, en fonction des nombreux para-
mètres qui influent sur la propagation du feu, restent cependant à être précisées. Il faut
en particulier distinguer le rayonnement en provenance de la zone en feu dans la strate
de végétation du rayonnement en provenance de la zone en feu au-dessus de cette strate.
Sur la figure 1.19, nous avons représenté l’influence de la pente et du vent sur ces rayon-
nements : La transmission du rayonnement dépend du facteur de forme entre la surface

Fig. 1.19 – Influence de la pente et du vent sur le transfert radiatif

formée par le front de flamme à l’échelle macroscopique. Il en résulte que le combustible
en aval d’une pente reçoit plus de chaleur que celui qui ce trouve en amont de la pente.
De même, le vent incline la flamme, ce qui conduit à un apport de chaleur rayonnée plus
important au combustible en aval du vent que celui en amont du vent. La strate de végéta-
tion est considérée comme un milieu semi-transparent, à l’échelle macroscopique, vis à vis
du transfert radiatif à travers celle-ci. Ce transfert sera modélisé à l’échelle macroscopique
au chapitre 3.

1.3.6 Les non uniformité du vent d’origine météorologique

A l’échelle gigascopique, les vents d’origine météorologique ne sont pas uniformes et
sont le résultat d’une interaction entre un vent global et la présence de l’irrégularité de
la topographie du terrain en considérant cette interface comme rugueuse par la présence
de la couverture végétale. C’est cette interaction qui donne les conditions aux limites au
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niveau du sommet de la couverture végétale. Nous préciserons ces conditions aux limites
au chapitre 3.

1.4 Grandeurs évoluant lors d’un feu de forêt

L’étude des phénomènes qui interviennent lors des feux de forêt que nous venons
de réaliser au paragraphe 1, ainsi que la température 3 ci-dessus, nous permettent de
dégager les grandeurs qui évoluent lors de tels feux. Ces grandeurs au nombre de 7 sont
les suivantes :

1. la température du constituant végétal.

2. la quantité de combustible végétal : elle correspond au poids sec total de combustible
végétal par unité de surface au sol. Elle exprime la quantité d’énergie disponible
potentiellement dans la végétation. Pour des conditions météorologiques données,
la vitesse de propagation d’un feu dépend de la quantité de combustible disponible
pour la combustion. Cette quantité influence aussi l’intensité du feu et la hauteur
des flammes.

3. l’humidité du combustible végétal.

4. le flux de chaleur.

5. la vitesse de déplacement de l’air dans la strate de végétation.

6. la température du constituant air dans la strate de végétation.

7. les quantités d’espèces chimiques gazeuses : l’oxygène nécessaire à la combustion
gazeuse des gaz de pyrolyse, ainsi que les espèces chimiques produites par cette
réaction.

Ces grandeurs vérifient des équations aux dérivées partielles données au chapitre 3.
Ces équations définissent notre modèle de propagation du feu, qui contient les mécanismes
de la propagation du feu. La vitesse de propagation du feu se déduit de ce modèle qui fait
nécessairement intervenir un certain nombre de paramètres qui décrivent les conditions
dans lesquelles le feu de végétation se propage. Nous donnons maintenant un classement
de ces paramètres.

1.5 Paramètres de la propagation

Les principaux paramètres qui interviennent sur la propagation du feu sont nombreux.
Nous pouvons classer ceux-ci en deux catégories.

1.5.1 Les paramètres structuraux

1. le type de couverture végétale : forêt de feuillus, de conifères, landes, ...

2. le type de végétaux dans chaque strate de végétation : broussailles, genets, ...

3. la quantité initiale de végétation.
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4. la répartition de la végétation dans chaque strate végétale : dispersée ou non

5. la topographie du terrain.

6. l’humidité initiale de la végétation : cette humidité est en relation avec les précipi-
tations des jours précédents et avec l’humidité de l’air.

1.5.2 Les paramètres météorologiques

1. la température initiale de la végétation.

2. le vent qui provient des conditions météorologiques.

1.5.3 La topographie

Les feux brûlent plus rapidement sur les fortes pentes ascendantes. La vitesse de pro-
pagation du feu s’en trouve accrût. Des études expérimentales sur le comportement du feu
ont montré que la vitesse de propagation double sur une pente de 10 à 15◦ et quadruple
sur une pente de 20◦ .

1.6 Les modèles existants et les méthodes de modé-

lisation

1.6.1 Classification des modèles selon les phénomènes physiques

Dans l’introduction, nous avons classé les modèles de propagation du feu existant
en trois catégories en fonction de la distinction ou non des phénomènes physiques qui
interviennent lors des feux de forêt et de la discrétisation ou non de ceux-ci. Rappelons
que l’on obtient alors les modèles statistiques, les modèles semi-empiriques et les modèles
physiques [3]. Cette distinction introduite par Weber [23] est intéressante mais ne distingue
pas l’échelle à laquelle le modèle décrit la propagation du feu. Un classement par échelles
permet également de classer les modèles physiques qui sont nombreux. C’est ce que nous
allons réaliser au paragraphe suivant.

1.6.2 Classification des modèles selon les échelles physiques

Maintenant que nous avons vu les différentes échelles qui apparaissent dans un feu de
forêt au paragraphe 1.1.4., réalisons une nouvelle classification des modèles de propagation
de feu de forêt en fonction de l’échelle de description de la forêt et du front du feu. Pour
cela, considérons que tous les modèles sont physiques, mais que certains sont plus ou
moins validés ou discrétisés que d’autres. Cette classification correspond au schéma de la
figure 1.20.

Cette classification se lit de bas en haut lorsque l’on veut passer d’une échelle de
description à une échelle supérieure. Nous partons alors d’une description mésoscopique
pour obtenir un modèle macroscopique tridimensionnel puis gigascopique bidimensionnel
et enfin des cas limites d’un tel modèle bidimensionnel. La distinction horizontale de
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Fig. 1.20 – Classification des modèles par échelles

la classification correspond à des cas particuliers de forme du front qui de curviligne
peut être droit ou circulaire en absence de vent, sinon de forme elliptique. Les symétries
géométriques et physiques alors introduites peuvent permettre d’obtenir une simplification
importante des dimensions du modèle physique et donc de sa résolution.

La classification distingue alors la dimension de l’espace d’étude de celle de l’objet
d’étude dans cet espace. L’espace d’étude est tridimensionnel à l’échelle macroscopique
et bidimensionnel à l’échelle gigascopique, car la propagation s’effectue sur une surface.
Nous qualifions alors le modèle de surfacique. L’objet d’étude dans cet espace peut être un
champ de température ou une courbe représentant le front du feu. La dimension du modèle
dépend alors de l’objet d’étude et des propriétés de symétrie géométriques et physiques de
celui-ci. Ceci permet de distinguer un modèle 2D tridimensionnel avec front courbe d’un
modèle 2D bidimensionnel avec front courbe (cf. figure 1.21).

Sur la figure 1.20, nous avons indiqué entre parenthèses le nom de l’auteur du modèle
qui nous semble le plus représentatif de chaque classe de modèles. Nous avons aussi indiqué
les chapitres de ce document. Le modèle 3D avec front circulaire est représenté en pointillés
car nous n’avons pas rencontré celui-ci dans la littérature et nous ne nous sommes pas
proposés d’étudier celui-ci dans ce document. Les flèches en pointillé correspondent aussi
à une réduction qui n’a pas encore été réalisée.
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Fig. 1.21 – Différents espaces d’étude

1.6.3 Démarche de modélisation choisie

Nous avons représenté sur le schéma 1.20 l’organisation des chapitres de ce mémoire.
Le chapitre 2 décrit la propagation du feu comme une courbe qui se déplace sur une
surface, car c’est la description la plus simple de la propagation. Cette description est
en effet réalisée à l’échelle la plus grande, l’échelle gigascopique et a pour objet d’étude
directement le mouvement du front du feu sans faire intervenir le champ de température.
Nous verrons cependant que cette description a ses limites et nous serons alors amenés
à réaliser un zoom au niveau du front du feu afin de préciser la forme de l’intervention
des mécanismes physiques qui sont causes de la propagation plus ou moins rapide du feu.
Nous emploierons alors des changements d’échelle successifs, aux chapitres 3 et 4, afin de
trouver un modèle à l’échelle gigascopique qui contienne les phénomènes principaux de la
propagation du feu.

La démarche que nous allons entreprendre (schéma 1.20) est synthétique au sens où
elle cherche à obtenir les modèles qui ont déjà été développés comme cas limites de mo-
dèles plus généraux, ce qui doit permettre de justifier les modèles semi-empiriques et
statistiques, de les améliorer et de trouver leur domaine de validité. Nous obtenons alors
le résultat suivant :

Le chapitre 3 apparâıt comme un chapitre central car il doit conduire à un modèle

de feu de végétation tridimensionnel générique qui fait intervenir les phénomènes
principaux de la propagation du feu dans les forêts.

Ceci donne un cadre mathématique à la discipline de l’étude des feux de végétation
de même que l’équation de Navier Stokes donne un cadre à l’étude de la mécanique des
fluides et l’équation de Darcy [2] donne un cadre à l’étude du transfert hydrique dans
les milieux faiblement poreux. Nous n’avons pas trouvé un tel modèle dans la littérature
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lorsque nous avons entrepris cette étude. Seul Grishin propose un modèle semblable de
feu de végétation tridimensionnel continu dans son livre [8] de 1997, fruit de trente ans de
travail dans l’étude des feux de forêt. Il étudie ensuite son modèle qu’il serait intéressant
de comparer au notre. L’étude du modèle obtenu au chapitre 3 sera réalisée aux chapitres
4 et 5 en essayant de simplifier ce modèle en un modèle bidimensionnel au chapitre 4 puis
en simulant le modèle bidimensionnel obtenu numériquement au chapitre 5.

Conclusion

Nous connaissons maintenant les principales notions attachées à la propagation des
feux de forêt. Dans la suite de ce manuscrit, nous nous limitons à l’étude d’une strate
végétale. Au prochain chapitre, nous présentons le modèle géométrique 1D surfacique
avec front courbe des ellipses pour modéliser la propagation du feu de faible intensité
dans une forêt hétérogène assez dense, car c’est le modèle le plus simple qui permette
de simuler la propagation du front du feu. Dans les chapitres qui suivent, nous tentons
ensuite de valider ou d’invalider ce modèle en construisant notre modèle de propagation
du feu en partant de la plus petite échelle d’observation pour aller vers la plus grande.
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Chapitre 2

Méthode des enveloppes,
formulation variationnelle et lien

avec un bilan thermique 2D

Introduction

La prédiction de la propagation du feu consiste à trouver le mouvement du front
du feu de forêt. Comme la propagation s’effectue tangentiellement à la topographie, nous
avons vu au chapitre 1 que ce front peut être vu comme une courbe qui bouge sur une
surface S : le sol (cf. figure 2.1).

Nous avons de plus vu en introduction que, pour une forêt uniforme avec une pente et
un vent uniformes, le front d’un feu initié en un point, est elliptique et se propage à vitesse
constante. Utilisant cette solution et le principe de Huygens, Richards [20] a obtenu un
système d’équations aux dérivées partielles vérifié par l’équation paramétrique du front
du feu dans une forêt non uniforme possédant une pente et un vent non uniforme. Ce
modèle, nommé méthode des enveloppes, dépend de 3 coefficients en relations avec
la végétation et avec les paramètres météorologiques et topographiques. C’est un modèle
monodimensionnel surfacique avec front courbe (cf. paragraphe 1.6.2)

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord la méthode des enveloppes. Une expres-
sion intrinsèque de la vitesse normale du front du feu, associée à ce modèle elliptique, est
alors obtenue. Nous montrons ensuite qu’il existe une formulation variationnelle équiva-
lente du modèle de Richards basée sur les principes de l’optique géométrique. La fonction
indicatrice ainsi que l’équation d’Hamilton Jacobi associées sont alors obtenues. Cette
équation est une équation aux dérivées partielles pour l’équation cartésienne du front du
feu. De nouveaux modèles, qui pourraient mieux vérifier les expériences, peuvent être fa-
cilement obtenues en changeant la forme de la fonction indicatrice. Néanmoins, le modèle
de Richards et ces nouveaux modèles sont des modèles non justifiés, par ce qu’ils n’ont
par d’interprétation et de justification physique.

Ces modèles sont alors mis en relation avec 2 équations aux dérivées partielles bidi-
mensionnelles différentes vérifiées par un champ de température possible. La première est
une équation hyperbolique qui possède des hypersurfaces caractéristiques. Ce sont des
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Chapitre 2. Méthode des enveloppes, formulation variationnelle et lien avec un bilan thermique 2D

Fig. 2.1 – Vue de dessus et coupe d’une forêt à l’échelle gigascopique

30



2.1. Propagation du front du feu dans une forêt uniforme

ondes dont la vitesse de propagation est due à un déséquilibre thermodynamique local.
La seconde équation est une équation de réaction diffusion qui possède des ondes pour
solutions, dues à la fois à la production d’énergie par une réaction de combustion et au
transport de cette énergie par diffusion thermique et par convection. La vitesse de pro-
pagation de ces 2 types d’ondes s’avèrent être la même que la vitesse de propagation du
front du feu du modèle de Richards, pourvu que les coefficients physiques de ces 2 équa-
tions soient reliées aux coefficients du modèle de Richards. Ces deux équations donnent 2
interprétations physiques possibles différentes du modèle de Richards.

Elles ne sont pas physiquement justifiées ce qui nous conduira donc à chercher à obtenir
un système d’équations justifiées aux chapitres 3 et 4 à partir d’équations physiques
valables à l’échelle mésoscopique.

2.1 Propagation du front du feu dans une forêt uni-

forme

On veut étudier la propagation du feu dans une forêt uniforme, constituée d’une
strate homogène verticalement et horizontalement, plane et soumise à un vent uniforme
et d’intensité constante. Lorsque l’on enflamme une telle forêt en un point, nous savons
que le front du feu se développe de manière elliptique (cf. figure 5 et Van Wagner [24]
1969) pour un plan horizontal. L’excentricité de l’ellipse est due au vent ambiant et est
alors constante dans le temps et la vitesse de propagation du front aussi. Le grand axe de
l’ellipse est de plus dirigé dans da direction du vent ambiant V (cf. figure 2.2).

Un point M de la courbe C̃ du front du feu a pour coordonnées cartésienne M (X̃, Ỹ ) .
L’origine Õ des coordonnées cartésiennes (x̃, ỹ) est le point d’ignition. Notons C̃ le centre
de l’ellipse C̃.

Fig. 2.2 – Evolution du front du feu (vue de dessus de la strate végétale à l’échelle
gigascopique)

L’évolution du front du feu C̃ est donnée par le paramètrage en coordonnées carté-
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siennes suivant : {
x̃ = X̃(t, φ) = t(g + f cosφ)

ỹ = Ỹ (t, φ) = th sinφ
(2.1)

où t désigne le temps et φ le paramètre angulaire défini sur la figure 2.2. L’excentricité de

l’ellipse vaut e =
√
1− (h/f)2 et son foyer F se trouve en X̃ = (g − ef)t .

Les variables f , g et h ont les dimensions d’une vitesse et sont des fonctions du type de
végétation, de l’humidité de celles-ci, de l’intensité du vent et de la pente du terrain. Elles
caractérisent donc le type de végétation et les conditions hydrodynamiques avec lesquelles
la propagation à lieu. Ces fonctions peuvent être déterminées expérimentalement pour une
forêt uniforme donnée. Des corrélations sont alors obtenues pour aboutir au modèle dit
des ellipses. Ce modèle possède une similitude immédiate entre l’espace et le temps.

Comme ces fonctions dépendent cependant d’un grand nombre de paramètres, il est
utile d’avoir une connaissance a priori de leur forme. Le modèle (2.1) ci-dessus ne
peut pas les donner, car il n’est que géométrique. Nous pouvons les obtenir par une
modélisation physique plus fine de la propagation du feu dans les forêts. C’est ce que nous
verrons au chapitre 4.

Ce modèle elliptique tombe en défaut dans certaines conditions expérimentales. C’est
le cas, par exemple, si la couverture végétale est peu dense (cf. Peet [19]). Un modèle à
2 ellipses a été proposé, mais il ne rend pas compte de tous les cas. Un tel modèle reste
par exemple inadapté lorsque la densité d’occupation et faible. L’on s’approche alors du
seuil de percolation, seuil pour lequel le front de flamme possède une forme caractéristique
très découpée. Les limitations de l’utilisation de ce modèle doivent donc être mises en
lumière. Dans ce but, une démarche de modélisation physique plus fine est entreprise au
chapitre 3.

Cependant, ceci sous certaines hypothèses de modélisation, nous pouvons obtenir un
modèle de propagation du front du feu dans une forêt non uniforme, dont les paramètres
peuvent varier dans le temps, à partir du modèle uniforme précédent. C’est ce qui est fait
au paragraphe suivant. Il n’en reste pas moins que le modèle obtenu possède en particulier
les mêmes limitations d’application que le modèle des ellipses ci-dessus. Rappelons enfin
que ce modèle représente la propagation du feu à l’échelle gigascopique.

2.2 Propagation d’un front de feu dans une forêt non

uniforme avec vent local

2.2.1 Objet d’étude et notations

On désire obtenir un modèle d’évolution du front du feu dans le cas d’une forêt non
uniforme repérée sur une carte.

Si M désigne un point de la carte et t le temps, notons alors





f(M, t)
g(M, t)
h(M, t)
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2.2. Propagation d’un front de feu dans une forêt non uniforme avec vent local

les fonctions intervenant dans (2.1), qui caractérisent la non uniformité de la forêt vis à

vis de la propagation du feu et ~k(M , t) un vecteur unitaire donnant la direction et le sens

du vent ambiant au point M. Soit enfin ~k⊥(M, t) le vecteur unitaire orthogonal à celui-ci
dans le sens direct.

Choisissons un repère cartésien global (O, x, y) sur la carte. Notons β(M, t) l’angle

([Ox), ~k) donnant la direction du vent à l’instant t et au point M (cf. figure 2.3). La
position du front du feu sur la carte à l’instant t est repérée par une courbe notée Ct .
Orientons celle-ci de manière à avoir la végétation vierge à l’extérieur du front Ct .

Soit ~X(t, θ) le vecteur
−−→
OP qui détermine tous les points courants P(t, θ) du front du

feu Ct . Soit ~τ le vecteur unitaire à Ct et ~n son vecteur normal (cf. figure 2.3). On a alors :

Fig. 2.3 – Paramétrage du front du feu

∂
−→
X

∂θ
= ρ~τ (2.2)

avec

ρ =

∥∥∥∥∥∥
∂
−→
X

∂θ

∥∥∥∥∥∥
(2.3)

où ‖‖ est la norme dans R2.

Notons
−→
X =

∣∣∣∣∣
X
Y

les coordonnées de
−→
X dans le repère cartésien global (O, x, y). La

courbe Ct peut être donnée par un paramètrage cartésien (paramètre θ) :

{
x = X(θ, t)
y = Y (θ, t)

(2.4)

En projection sur le repère cartésien global (O, x, y), il vient :

ρ =
[
(∂X/∂θ)2 + (∂Y/∂θ)2

]+1/2
(2.5)
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ρ~τ =

∣∣∣∣∣
∂X/∂θ
∂Y/∂θ

et ρ~n =

∣∣∣∣∣
∂Y/∂θ
−∂X/∂θ (2.6)

~k =

∣∣∣∣∣
cos β
sin β

et ~k⊥ =

∣∣∣∣∣
− sin β
cos β

(2.7)

Notons
•−→
X= ∂

−→
X
∂t

. La vitesse normale du front du feu Ct est
−→
X · ~n.

2.2.2 Méthode de modélisation de la dynamique du front du feu

Afin de modéliser la dynamique du front du feu, considérons la position Ct0 du front
du feu à un instant donné t

0
quelconque (cf. figure 2.4).

Fig. 2.4 – Principe de Huygens

La forêt, bien que non uniforme sur une longueur caractéristique L gigascopique d’ob-
servation, est considérée comme la réunion de petites parcelles de terrains qui sont locale-
ment uniformes sur une longueur l très inférieure à L ( l ¿ L). Notons ε le rapport l ¿ L.
Soit enfin τ le temps caractéristique de propagation du front du feu sur une distance de
longueur l. L’ordre de grandeur de τ est l/f(M, t). Supposons que l’échelle de variations
temporelles T des fonctions f(M, t), g(M, t), h(M, t) et β(M, t) soit grande par rapport à
τ .

On peut alors considérer les fonctions f(M, t), g(M, t), h(M, t) et β(M, t) comme
constantes en espace et en temps sur une distance de l’ordre de l et pour un intervalle
de temps de l’ordre τ . Ces constantes sont égales à leurs valeurs au point P(θ, t). Nous
avons alors : {

grad(v) = O(1/T )
∂v/∂t = O(L/T 2)

et

{
grad(β) = O(1/L)
∂β/∂t = O(1/T )

(2.8)

où v désigne indifféremment la fonction f , g ou h.
Considérons alors qu’en chaque point P(θ, t0) du front du feu, un point source virtuel

se développe, à partir de l’instant t
0
, de manière elliptique, selon le modèle d’ellipse d’un

front du feu dans une forêt uniforme (cf. paragraphe 2.1 et figure 2.4), pendant un intervalle
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2.2. Propagation d’un front de feu dans une forêt non uniforme avec vent local

de temps dt de l’ordre de τ . Notons Ce(P(θ, t0), dt) l’ellipse qui se développe au point
P(θ, t0). Ces sources virtuelles se développent de manière indépendante.

L’interaction des points sources virtuels entre eux à l’échelle l doit être modélisée,
car la forme locale du front de feu et la présence d’une zone brûlée en arrière de celui-ci
ne sont pas prises en compte lors du développement des points sources virtuels. Un
modèle simple peut être obtenu grâce au principe de Huygens [7, 10]. Cette modélisation
a été proposée initialement par Anderson [2, 3] en 1981 et a été développée ensuite par
Richards [17, 21, 22, 23] en 1991. Elle consiste à prendre en compte l’interaction entre les
sources de manière géométrique en prenant pour nouveau front du feu Ct0+dt

à un instant
t
0
+dt ultérieur la courbe enveloppe des ellipses à cet instant (cf. figure 2.4). L’évolution

cinématique instantanée du front du feu Ct0 est obtenue lorsque l’on fait tendre l’intervalle
de temps dt vers zéros. L’existence de cette limite donne un sens au modèle obtenu. Ce
modèle permet alors de tenir compte de la non uniformité du point de vue spatial et
temporel des conditions de propagation des feux de forêts.

Le domaine d’application de celui-ci dépend de la plus ou moins bonne modélisation
de l’interaction entre parcelles de terrain à l’échelle l et de l’existence de deux échelles
de temps (τ et T ) et d’espace (l et L) d’ordres de grandeurs différentes. Nous vérifierons
aux paragraphes 2.2.3 qu’il est bien auto cohérent en obtenant le modèle de l’ellipse
lorsque les fonctions f , g, h et β sont des constantes. Nous pouvons penser que ce modèle
est valable pour une zone en feu très mince mais ceci reste à être vérifié. Seul un modèle
physique global peut nous donner des renseignements sur les domaines de validité du
modèle obtenu. Nous allons voir au paragraphe 2.2.5 que la courbure locale du front du
feu Ct n’intervient pas dans la vitesse de propagation de celui-ci dans cette modélisation.

2.2.3 Recherche de l’équation d’évolution

Nous nous proposons d’obtenir les équations qui régissent l’évolution du front du feu
par le principe de Huygens. Soit Ct0 la position du front du feu à un instant t

0
quelconque.

Soit alors P
0
(X(θ, t0), Y (θ, t0)) un point quelconque de la courbe Ct0 .

Pour alléger les notations notons





f0(θ) = f(P0, t0)
g0(θ) = g(P0, t0)
h0(θ) = h(P0, t0)
β

0
(θ) = β(P0, t0)

(2.9)

Plaçons-nous au voisinage de l’instant t0 et du point P0 de la courbe Ct0 . Considérons
alors le repère orthonormé local (P0, x̃, ỹ) où la demi-droite [P0, x̃) est orientée dans la

direction ~k du vent ambiant. A l’instant t0 + dt, l’ellipse Ce(P0
, dt) due au point source en

P
0
peut être donnée par le paramètrage suivant d’après (2.1) (paramètre φ) :

{
X̃(φ, dt) = dt [g(P0, t0) + f(P0, t0) cosφ ]

Ỹ (φ, dt) = dt [h(P0, t0) sinφ]
(2.10)
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Dans le repère global fixe (O, x, y), Ce(P0
, dt) s’écrit :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x = Xe(φ, dt) = X(θ, t0) +

(
X̃ cos(β0(θ))

−Ỹ sin(β0(θ))

)

y = Ye(φ, dt) = Y (θ, t0) +

(
X̃ sin(β0(θ))

+Ỹ cos(β0(θ))

) (2.11)

Ceci définit une famille d’ellipses E(θ, dt) à l’instant t0 + dt lorsque P
0
(θ, t0) parcoure Ct0 .

Nous nous proposons alors de trouver l’expression de la courbe enveloppe associée. Pour
cela, éliminons l’angle φ entre les équations du système (2.10) puis inversons le système
(2.11) par rapport à X̃ et Ỹ . La substitution de X̃ et Ỹ entre les trois équations alors
obtenues conduit à l’expression cartésienne suivante de la famille d’ellipses E(θ, dt) dans
le repère global (O, x, y) :

F (Xe, Ye, θ, dt) = 0 (2.12)

où la fonction F est définit par :

F (Xe, Ye, θ, dt) =
1

f 20

[
X̃(Xe)− g0dt

]2
+

1

h20
Ỹ (Ye)

2 − dt2 (2.13)

avec 



X̃(Xe, Ye) =

(
(Xe −X(θ, t0) cos(β0(θ))

+(Ye − Y (θ, t0)) sin(β0(θ))

)

Ỹ (Xe, Ye) =

(
− (Xe −X(θ, t0)) sin(β0(θ)
+(Ye − Y (θ, t0)) cos(β0(θ))

) (2.14)

L’équation paramètrée de la courbe enveloppe est solution du système suivant en
X(θ, t+ dt) et Y (θ, t+ dt) :





F (X,Y, θ, dt) = 0
∂F

∂θ
(X,Y, θ, dt) = 0

(2.15)

La résolution de ce système se trouve à l’annexe C. Elle conduit au système :
{
X̃ − g0dt = rpdtf 20
Ỹ = −rqdth20

(2.16)

avec 



p(θ, t0) = −∂X(θ, t0)

∂θ
sin(β0(θ)) +

∂Y (θ, t0)

∂θ
cos(β0(θ))

q(θ, t0) =
∂X(θ, t0)

∂θ
cos(β0(θ)) +

∂Y (θ, t0)

∂θ
sin(β0(θ))

r(θ, t0) = [(f0p)
2 + (h0q)

2]
−1/2

(2.17)

En reportant (2.11) dans la relation (2.16), l’équation paramétrée de la courbe enve-
loppe est alors obtenue :





X(θ, t0 + dt)−X0(θ, t0)

dt
=
[
g0 + rpf 20

]
cos(β0) + rqh20 sin(β0)

Y (θ, t0 + dt)− Y0(θ, t0)
dt

=
[
g0 + rpf 20

]
sin(β0)− rqh20 cos(β0)

(2.18)
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Par passage à la limite dt→ 0 , il vient finalement le résultat que nous énonçons dans le
paragraphe suivant :

2.2.4 Modèle d’évolution elliptique

Sous les hypothèses suivantes de faible non uniformité du type (d’après 2.8),

{
grad(v) = O(1/T )
∂v/∂t = O(L/T 2)

et

{
grad(β) = O(1/L)
∂β/∂t = O(1/T )

(2.19)

où v désigne indifféremment la fonction f , g ou h, le front du feu Ct à l’instant t vérifie le
système différentiel suivant :





∂ X

∂t
(θ, t0) = g(~X, t) cos(β) + r

[
pf(~X, t)2 cos(β( ~X, t))

+qh(~X, t)2 sin(β( ~X, t))

]

∂Y

∂t
(θ, t0) = g(~X, t) sin(β) + r

[
pf(~X, t)2 sin(β( ~X, t))

−qh(~X, t)2 cos(β( ~X, t))

] (2.20)

avec 



p(θ, t) = −∂X
∂θ

sin(β(~X, t)) +
∂Y

∂θ
cos(β(~X, t))

q(θ, t) =
∂X

∂θ
cos(β(~X, t)) +

∂Y

∂θ
sin(β(~X, t))

r(θ, t) =
[
(f(~X, t)p(θ, t))2 + (h(~X, t)q(θ, t))2

]−1/2

(2.21)

Le système (2.20)-(2.21) a été donné par Richards [17] (relation (10)) en 1990. Il
permet d’obtenir l’évolution de la courbe Ct à tout instant. Il est facile de vérifier que,
pour une forêt uniforme, nous retrouvons le modèle d’ellipse du paragraphe 2.1. Notre
démonstration est cependant différente de celle de Richards, car elle met en évidence
la notion de parcelles localement uniformes, de manière analogue à la notion d’équilibre
thermodynamique local [14], notion qui par la modélisation de l’échange entre particules
conduit à obtenir un modèle qui tienne compte des non uniformité à grande échelle.

La relation (2.20) ci-dessus est projetée dans un repère cartésien. Nous allons nous
affranchir de ce repère au paragraphe suivant, ce qui nous conduira à un modèle exprimé
de manière intrinsèque.

2.2.5 Forme intrinsèque

Nous allons mettre la relation (2.20)-(2.21) sous forme intrinsèque, c’est-à-dire sous
une forme vectorielle qui ne dépende plus du choix de coordonnées.

D’après (2.6), le système (2.11) s’écrit :

•
~X= g(t)~k+ r̄

(
cos β(M, t) sin β(M, t)
sin β(M, t) − cos β(M, t)

)
·
∣∣∣∣∣
p̄f(M, t)2

q̄h(M, t)2
(2.22)
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On obtient alors le modèle intrinsèque suivant d’évolution de la courbe d’après (2.4)-(2.6) :

•
~X=



(
g(~X, t) + f(~X, t)2r̄p̄

)
~k

−h(~X, t)2r̄q̄ ~k⊥


 (2.23)

avec





p̄(θ, t) = ~k · ~n
q̄(θ, t) = ~k · ~τ = −~k⊥ · ~n
r̄(θ, t) =

[
(f(~X, t)p̄)2 + (h(~X, t)q̄)2

]−1/2
(2.24)

L’expression ci-dessus permet de voir le rôle des paramètres f , g, h et de la direction
~k du vent ambiant dans la propagation du front du feu.

2.2.6 Vitesse de propagation

Nous nous proposons d’obtenir la vitesse normale de propagation du front du feu. Pour
cela, multiplions la relation (2.23) scalairement par le vecteur normal ~n. Il vient :

•
~X ·~n =



(
g(~X, t) + f(~X, t)2r̄p̄

)
~k · ~n

+h(~X, t)2r̄q̄ ~k⊥ · ~n


 (2.25)

C’est-à-dire
•
~X ·~n =



(
g(~X, t)p̄+ f(~X, t)2r̄p̄2

)

+h(~X, t)2r̄q̄2


 (2.26)

d’après (2.24). Or p̄2 + q̄2 =
∥∥∥~k
∥∥∥ = 1 donc (2.26) prend la forme simplifiée suivante :

•
~X ·~n =

[
g(~X, t)p̄+ 1/r̄

]
(2.27)

En reportant les expressions (2.24) dans (2.27), nous trouvons l’expression suivante de la
vitesse normale d’évolution de la courbe Ct :

•
~X ·~n = g(~X, t)p̄+

[
(f(~X, t)p̄)2 + (h(~X, t)q̄)2

]1/2 (2.28)

avec

{
p̄(θ, t) = ~k · ~n
q̄(θ, t) = ~k · ~τ (2.29)
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Il est intéressant de faire intervenir dans la relation (2.28) le champ de tenseur d’ani-

sotropie C̄ défini par :

C̄(M, t) =

(
f(M, t) 0

0 h(M, t)

)

(~n,~τ)

(2.30)

C̄ · ~k =

(
f 0
0 h

)

p̄

q̄


 =



fp̄

hq̄




(~n,~τ)

(2.31)

d’où
r̄ =

∥∥∥C̄ · ~k
∥∥∥ (2.32)

d’après (2.24) et finalement :

•
~X ·~n = g(~X, t)~k(~X, t) · ~n+

∥∥∥C̄(~X, t) · ~k(~X, t)
∥∥∥ (2.33)

Cette vitesse d’évolution dépend des fonctions f(M, t), g(M, t), h(M, t) et de la direc-
tion du vent ambiant.

2.3 Formulation variationnelle de la méthode d’enve-

loppe

2.3.1 Modèle d’évolution

Nous allons montrer que le modèle d’évolution que nous avons obtenu au paragraphe
2.2 rentre dans le cadre général de l’optique géométrique. Ceci nous permettra d’obtenir
une formulation variationnelle de ce modèle. Considérons pour cela la propagation de
perturbations dans un milieu non uniforme et non isotrope. Définissons le vocabulaire
suivant :

1. Les points de la zone en feu sont les points excités, ou perturbés, et les points de
la zone en avant du front du feu (combustible vierge) sont les points au repos du
milieu. Les points de la zone brûlée sont les points en latence. Ils sont insensibles à
toute excitation (cf. figure 2.1). Chaque point de la forêt peut donc être dans trois
états.

2. La perturbation est formée de l’ensemble des points excités. Comme les points de
la forêt peuvent changer d’état, la perturbation évolue dans le temps. Notons Ct la
frontière, à l’instant t, du domaine excité avec le domaine au repos. Cette frontière
sera appelée front d’onde. Elle correspond au front du feu. Ce front d’onde se
propage. Nous disons que la perturbation se propage.

3. Si la perturbation atteint un point P , au repos, à un instant t alors ce point passe
du repos à l’état excité. Ce point devient alors source ponctuelle d’une perturbation
virtuelle qui se propage dans le milieu à partir du point P.
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Chapitre 2. Méthode des enveloppes, formulation variationnelle et lien avec un bilan thermique 2D

4. On se donne une fonction F (~x, ~x) de deux variables vectorielles ~x et ~x
′

où ~x cor-
respond à une position et ~x

′

à une direction. Cette fonction est nommée fonction
indicatrice. La vitesse de propagation ~c(~x, ~x

′

) d’une perturbation virtuelle au
point P(~x) et dans la direction ~x

′

est donnée par :

~c(~x, ~x
′

) =
1

F (~x, ~x′)
~x
′

(2.34)

Précisons quelques propriétés que l’on demande de vérifier à la fonction F (~x, ~x
′

) :
i)

F (~x, ~x
′

) > 0 si ~x
′ 6= 0 (2.35)

ii) La vitesse de propagation doit ne dépendre que de la direction ~x
′

indépendamment
de la norme de ~x

′

:
F (~x, λ~x

′

) = λF (~x, ~x
′

)∀λ > 0 (2.36)

iii) La vitesse de propagation est indépendante du sens de la propagation :

F (~x,−~x′

) = F (~x, ~x
′

) (2.37)

iv)
F (~x, ~x

′

) dépend de façon régulière de ~x (2.38)

Soit P0(~x0) un point excité et P1(~x1) un point au repos. Considérons une courbe γ̃ qui
passe par P0 et P1 . Soit enfin P un point courant de γ̃ (cf. figure 2.5). Notons ~x

′

(P, γ̃) le
vecteur unitaire tangent à la courbe γ̃ au point P et dirigé de P0 vers P1.

Fig. 2.5 – Front d’onde et rayon en provenance d’une source d’exitation P0

Si nous notons x(s) le paramètrage curviligne de la courbe γ̃,

~x
′

(P, γ̃) =
d~x

ds
(P) (2.39)

La vitesse de propagation de la perturbation virtuelle sur la courbe γ̃ et au point P (~x)

est donnée par
1

F (~x, ~x′)
~x
′

d’après (2.34)-(2.38). Posons dt = F (~x, ~x
′

)ds où dt représente

un intervalle de temps.

40



2.3. Formulation variationnelle de la méthode d’enveloppe

Le temps τ(P0,P1, γ̃) mis par la perturbation virtuelle pour aller du point P0 au point
P1 en parcourant la courbe γ̃ est :

τ(P0,P1, γ̃) =
∫ x1

x0

F (x(γ̃, s),x′(γ̃, s))ds (2.40)

Considérons tous les chemins γ̃ joignant P0 à P1 . Soit τ(P0, P1) le temps de parcours
minimum sur toutes les courbes, joignant P0 à P1 :

τ(P0,P1) = min
γ̃
τ(P0,P1, γ̃) (2.41)

La courbe γ réalisant ce minimum est nommée rayon de la perturbation due à la source
P0 , par analogie avec les rayons lumineux de l’optique géométrique. Toute autre courbe
γ̃ est dite rayon virtuel de la perturbation dû à la source P0.

Proposition 1 Considérons le domaine excité à un instant t0 quelconque.
Soit τ(P1) le temps de parcours minimum de toutes les perturbations en provenance

du domaine excité De(t0) jusqu’au point P1 :

τ(P1) = min
P0∈De(t0)

τ(P0,P1) (2.42)

Le point P1 devient excité à l’instant τ(P1).

Le principe ci-dessus caractérise l’évolution des perturbations dans la forêt. C’est le
principe de Fermat de l’optique géométrique. Il donne l’évolution des fronts d’onde à
partir de la connaissance de la fonction indicatrice F (x,x

′

) et de la position initiale de la
zone excité. Le front d’onde Ct à l’instant t est obtenu comme enveloppe des perturbations
virtuelles qui ont comme origine les points sources qui sont sur le front d’onde initial Ct0
d’après le théorème de Huygens [4].

2.3.2 Fonction indicatrice pour une forêt non uniforme

Nous voulons trouver la fonction indicatrice F (~x, ~x
′

) correspondant au modèle du
paragraphe 2.2.

L’ellipse Ce(P0, dt) due au point source en P0 peut être donnée par le paramètrage
suivant dans le repère local (x̃, ỹ) d’après (2.10) (cf. figure 2.4) :

{
X̃(φ, dt) = dt [g(P0, t0)+ f(P0, t0) cosφ ]

Ỹ (φ, dt) = dt [h(P0, t0) sinφ]
(2.43)

d’où l’équation d’évolution suivante en coordonnées cartésiennes, en éliminant l’angle φ :

G(
X̃

dt
,
Ỹ

dt
) = 1 (2.44)

avec

G(x′1, x
′
2) =

1

f 2
(x′1 − g)2 +

1

h2
x′22 (2.45)
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Chapitre 2. Méthode des enveloppes, formulation variationnelle et lien avec un bilan thermique 2D

Remarquons que G est une fonction convexe.
La vitesse de propagation c(x,x′) dans la direction x =(x′1, x

′
2) vérifie donc la relation :

G(cx′1, cx
′
2) = 1 (2.46)

D’après (2.34),

F (x,x′) =
1

c
(2.47)

F est donc solution de l’équation :

G(
x′1
F
,
x′2
F

) = 1 (2.48)

C’est l’équation d’un cône de centre O et de section G(x′1, x
′
2) = 1 pour F = 1. D’après

(2.48), F est solution de l’équation :

A
(
1

F

)2

+ 2B
1

F
+ C = 0 (2.49)

avec 



A = 1
h2

[
(h
f
)2(x′ · ~k)2 + (x′ · ~k⊥)2

]

B = −h
f
(g/f)(x′ · ~k) 1

h

C = (g/f)2 − 1

(2.50)

L’équation (2.49) est du deuxième degré. Nous pouvons donc obtenir une forme expli-
cite pour la fonction indicatrice associée à une propagation elliptique. Il vient finalement la
fonction indicatrice suivante :

F (x,x′) =
−B −

√
B2 − AC
C

(2.51)

où





A = 1
h2

[
(h
f
)2(x′ · ~k)2 + (x′ · ~k⊥)2

]

B = −h
f
(g/f)(x′ · ~k) 1

h

C = (g/f)2 − 1

(2.52)

Si l’on note {
x′1 = x′ · ~k = cos θ

x′2 = x′ · ~k⊥ = sin θ
(2.53)

pour x′ de norme 1, traçons une représentation polaire de la fonction F . Ceci a été réalisé
sur la figure 2.6 pour le cas particulier f = 1, h = 0.5 et g variant de 0 à 1.

La fonction F (~x, ~x
′

) ci-dessus vérifie les propriétés i à iv que nous lui avons supposée
précédemment. Lorsque g = 0 , B = 0 et C = −1 la fonction indicatrice se réduit à :

F (x,x′) =

√√√√(
x′ · ~k
f(x)

)2 + (
x′ · ~k⊥

h(x)
)2 (2.54)

Cette forme est très simple. Elle montre bien l’intervention de l’anisotropie des paramètres
sur la propagation lorsque f et h sont différents.
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2.3. Formulation variationnelle de la méthode d’enveloppe

Fig. 2.6 – Fonctions indicatrices pour f = 1, h = 0.5 et g variant de 0 à 1

2.3.3 Trajectoire des rayons des perturbations

Le rayon qui passe par les points P0 et P1 est la trajectoire γ qui minimise le temps
de parcourt τ(P0,P1) de P0 et P1 d’après (2.40)-(2.41). Trouver γ reviens à un problème
de minimisation d’une fonctionnel. L’équation d’Euler-Lagrange [8] conduit à :





∂F

∂x1
− d

ds
[
∂F

∂x′1
] = 0

∂F

∂x2
− d

ds
[
∂F

∂x′2
] = 0

(2.55)

Lorsque la forêt est uniforme, F (~x, ~x
′

) ne dépend pas de ~x , donc (2.55) se réduit à :

∂F

∂x′1
= const1 et

∂F

∂x′2
= const2 (2.56)

Or pour la forme particulière de la fonction indicatrice (2.51-2.52) choisie plus haut, le
gradient de la fonction F vaut :





∂F

∂x′1
=

g

Cf 2
+

1

Cf 2(CF +B)
x′1

∂F

∂x′2
= − 1

h2(CF +B)
x′2

(2.57)

Lorsque g = 0 , nous obtenons

dx1
dx2

= (f/h)2const (2.58)

Les rayons (géodésiques) sont donc des lignes droites. En particulier aucune
perturbation quittant P0 ne peut arriver à un autre point P1 plus vite en parcourant 2
segments de droites non colinéaires, plutôt qu’en parcourant le segment qui joint P0 à P1.
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2.3.4 Equation cartésienne du front d’onde

Définissons la fonction S(~x, t) par

S(~x, t) = −t+ τ(~x) (2.59)

où (d’après (2.42)) :

τ(P(~x)) = min
P0∈De(t0)

τ(P0,P(~x)) (2.60)

La position du front d’onde Ct à l’instant t est donnée par l’équation cartésienne :

S(~x, t) = 0 (2.61)

D’après Arnold [4], S est solution de l’équation d’Hamilton Jacobi suivante :

∂S

∂t
+H(~x, grad~x(S)) = 0 (2.62)

où H(x,p) est la transformée de Legendre généralisée de F (x,x
′

) par rapport au couple
(x

′

,p) :

H(~x,p) = sup
~x′

< p, ~x′ >∥∥∥~x′
∥∥∥
F

(2.63)

où < p, ~x′ > est le produit scalaire euclidien et
∥∥∥~x′
∥∥∥
F

= F (~x, ~x′) forme une norme sur

l’espace tangent T (~x) au point ~x.
Une expression d’Hamilton Jacobi pour des feux de forêts, a aussi été donnée par

Dorrer [9] en 1993. Le terme
∥∥∥~x′
∥∥∥
F

est bien une norme d’après les hypothèses que nous

avons faites sur F (~x, ~x
′

) et que nous avons vérifiées ci-dessus pour le cas particulier de
propagation de feu sous forme d’ellipse. Notons que si l’on appelle T ′

(~x) l’espace des
formes linéaires sur T (~x) (espace dual),nous pouvons munir T ′

(~x) de la norme :

‖p‖ = sup
~x
′

< p, ~x′ >∥∥∥~x′
∥∥∥
F

(2.64)

2.3.5 Expression de la transformation de Legendre

Calculons l’expression de la fonction H(~x,p) . Pour cela définissons ~x′ = (x′1, x
′
2) et

p = (p1, p2) dans le repère (~k, ~k⊥). Nous avons

< p, ~x′ >∥∥∥~x′
∥∥∥
F

=
p1x

′
1 + p2x

′
2

F (x, x′1, x
′
2)

(2.65)
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2.3. Formulation variationnelle de la méthode d’enveloppe

Calculons le gradient de cette fonction par rapport à x′ afin de chercher le maximum
atteint par la fonction de la relation (2.65) :

grad


< p, ~x′ >∥∥∥~x′

∥∥∥
F


 =

1

F
p− < p, ~x′ >

1

F 2
grad (F )

=
1

F

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1 −
< p, ~x′ >

F

∂F

∂x′1

p2 −
< p, ~x′ >

F

∂F

∂x′2

(2.66)

Le maximum est obtenu en annulant le gradient (2.66) ci-dessus. En éliminant le produit
scalaire < p, ~x′ > entre les deux relations alors obtenues, nous déduisons alors la relation
de liaison suivante :

p1
∂F

∂x′2
− p2

∂F

∂x′1
= 0 (2.67)

C’est-à-dire, d’après (2.51) :

− p1
1

h2(CF +B)
x′2 = p2

[
g

Cf 2
+

1

Cf 2(CF +B)
x′1

]
(2.68)

La résolution de cette équation en la variable CF +B conduit à :

CF +B = − f 2

p2g

p2x
′
1

f 2
+
p1Cx

′
2

h2
(2.69)

Or, nous avons aussi, d’après (2.51),

CF +B =

√√√√x′21
f 2
− Cx

′2
2

h2
(2.70)

ce qui conduit, en posant p =
p1f

p2h
, à l’équation suivante en la variable x′ =

h

f

x′1
x′2

:

√
x′2 − C = −f

g
(x′ + pC) (2.71)

Prenons le carré de la relation précédente et tenons compte de la relation f/g = 1/
√
C + 1

d’après la définition (2.52) de C. Il vient alors :

x′2 − 2px′ −
[
1 + (p2 + 1)C

]
= 0 (2.72)

d’où :
x′ = p+

√
(p2 + 1)(C + 1) (2.73)

Ceci donne la relation de liaison explicite entre x′2 et x′1 . Le terme
< p, ~x′ >

F
prend son

maximum sur cette courbe. Il vaut alors :

< p, ~x′ >

F
= p2/

∂F

∂x′2
= −p2

x′2
h2(CF +B) (2.74)
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< p, ~x′ >

F
= h

f 2

g

(
p2
f

h

f

x′1
x′2

+
p1
h
C

)

= hp2
f

g
(x′ + pC)

=
hp2√
C + 1

[
p(C + 1) +

√
(p2 + 1)(C + 1)

]

= hp2
[
p
√
C + 1 +

√
(p2 + 1)

]

(2.75)

d’où
< p, ~x′ >∥∥∥~x′

∥∥∥
F

= gp1 +
√
(fp1)2 + (p2h)2 (2.76)

Cette fonction est indépendante de x′ sur toute la courbe définie par la relation (2.73).
Nous avons donc finalement :

H(x,p) = gp1 +
√
(fp1)2 + (hp2)2 (2.77)

La forme ci-dessus de la transformée de Legendre est très simple. Nous retrouvons la
même forme que pour la relation (2.28) de la vitesse intrinsèque du front du feu. Le lien
entre la fonctionH(x,p) et la vitesse du front du feu va être précisé au paragraphe suivant.

2.3.6 Vitesse de propagation

La vitesse de propagation est donnée par :

•−→
X ·~n = − 1

‖grad(S)‖
∂S

∂t
(2.78)

C’est-à-dire
•−→
X ·~n =

H(~x, grad~x(S))

‖grad(S)‖
d’après l’équation d’Hamilton Jacobi (2.62). L’expression du vecteur normal au front du
feu est :

•−→
X ·~n =

grad(S)

‖grad(S)‖ (2.79)

Soit alors p̄ = ~n · ~k et q̄ = ~τ · ~k = −~n · ~k⊥. On a donc :

∂S

∂x1
= p̄ ‖grad(S)‖ et

∂S

∂x2
= q̄ ‖grad(S)‖ (2.80)

En reportant dans l’expression de la vitesse donnée ci-dessus, il vient :

•−→
X ·~n =

H(x, p̄ ‖grad(S)‖ , q̄ ‖grad(S)‖)
‖grad(S)‖ (2.81)

46



2.3. Formulation variationnelle de la méthode d’enveloppe

d’où finalement

•−→
X ·~n = H(x, p̄, q̄) (2.82)

car H est une fonction homogène de degré 1 des variables p̄ et q̄ . Pour la transforma-
tion de Legendre particulière donnée par la relation (2.77), l’expression de la vitesse de
propagation s’écrit :

•−→
X ·~n = g(~x, t)p̄+

[
(f(~x, t)p̄)2 + (h(~x, t)q̄)2

]1/2
(2.83)

On retrouve bien la même expression que la relation (2.28) obtenue au paragraphe 2.4.
L’équation d’Hamilton Jacobi s’écrit alors :

∂S

∂t
+ g(x1, x2, t)

∂S

∂x1
+

√
(f(x1, x2, t)

∂S

∂x1
)2 + (h(x1, x2, t)

∂S

∂x2
)2 = 0 (2.84)

Une solution de l’équation ci-dessus est obtenue lorsque le milieu est uniforme :

S(x, t) = −t+
√
(
x1 − gt
f

)2 + (
x2
h
)2 (2.85)

On retrouve bien le front du feu de forme elliptique donc le modèle est auto-consistant
avec le modèle d’ellipse du paragraphe 2.1.

2.3.7 Les limites du modèle

Si le front du feu n’est pas convexe la méthode d’enveloppe conduit à l’apparition
de boucles (cf. Richards [17, 21, 22, 23]). Celui-ci résout ce problème en utilisant une
méthode numérique de reconnections. L’équation d’Hamilton Jacobi (2.62) peut permettre
d’utiliser des méthodes numériques appropriées à de telles situations. Il en est de même
de la collision de fronts du feu différents [17].

Je pense que le modèle d’enveloppe peut être obtenu comme cas limite du modèle
2D surfacique avec front courbe (cf. figure 1.20) dans un domaine qu’il reste à préciser.
Nous pouvons alors utiliser la méthode des enveloppes qui conduit à un modèle dont la
résolution numérique est très simple et très rapide. Des codes numériques de propagation
de feux de forêt utilisant ce principe ont vu le jour dans les années 1990 comme Farsite
[11]-[25] en Amérique. La méthode variationnelle ci-dessus donne aussi un cadre pour
traiter les cas plus délicats comme les interactions de front de flamme.
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2.4 Champs thermiques bidimensionnels associés à la

propagation du feu

2.4.1 Champ thermique hyperbolique

L’étude de l’équation des ondes [8] nous enseigne que, lorsque g = 0, le front
d’onde Ct précédent, qui vérifie l’équation d’Hamilton Jacobi (2.84), est une hypersurface
caractéristique de l’équation des ondes bidimensionnelle, de variable Ts(x) , suivante

∂2Ts
∂t2

+
1

τ

∂Ts
∂t

= div
(
C

2
(x)grad(Ts)

)
(2.86)

où

C(x) =

(
f(x) 0
0 h(x)

)
(2.87)

est la célérité anisotrope définie précédemment en (2.30) dans le repère local (~k, ~k⊥) et où
τ est un temps caractéristique.

C(x) est fonction des paramètres de la forêt et de son environnement par l’intermé-
diaire des paramètres f et h. Ces paramètres dépendent en particulier du vent ambiant.
La présence d’un vent ambiant peut-être à l’origine du caractère anisotrope (f 6= h) de ce
modèle. La topographie du terrain aussi.

Lorsque g 6= 0, nous allons proposer une équation hyperbolique qui généralise la rela-
tion (2.86), lorsque f , g, h sont constants en espace et en temps. Etudions pour cela
le système hyperbolique suivant :





∂u

∂t
+ g

∂u

∂x
+
∂Ts
∂x

= 0

∂v

∂t
+ g

∂v

∂x
+
∂Ts
∂y

= 0

∂Ts
∂t

+ g
∂Ts
∂x

+ f 2
∂u

∂x
+ h2

∂v

∂y
= 0

(2.88)

Godunov [13] a étudié ce système dans le cas où les paramètres f et h sont identiques.
Notons alors c0 = f = h cette vitesse commune. Il est alors conduit à une expression de

la vitesse
•−→
X ·~n de la propagation des ondes qui vaut :

•−→
X ·~n = gp̄+ c0

[
p̄2 + q̄2

]1/2
= gp̄+ c0 (2.89)

Le système ci-dessus conduit donc bien à la relation (2.26) dans le cas particulier où f
et h sont identiques. Le terme g peut être interprété comme un terme de transport
convectif global. Traitons le cas général où f et h sont différents. La dérivation de la
première relation du système (2.88) par rapport à la variable x, de la deuxième relation par
rapport à la variable y et de la dernière relation rapport au temps permet d’éliminer les

variables
∂2u

∂x∂t
et

∂2v

∂y∂t
entre les relations du système alors obtenu. Il vient alors l’équation
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suivante :
∂2Ts
∂t2

+ g
∂2Ts
∂x∂t

= f 2(g
∂2u

∂x2
+
∂2Ts
∂x2

) + h2(g
∂2v

∂x∂y
+
∂2Ts
∂y2

) (2.90)

C’est-à-dire

∂2Ts
∂t2

+ g
∂2Ts
∂x∂t

= g
∂

∂x
(f 2

∂u

∂x
+ h2

∂v

∂y
) + (h2

∂2Ts
∂y2

+ f 2
∂2Ts
∂x2

) (2.91)

Il reste alors à éliminer le terme f 2∂u

∂x
+ h2

∂v

∂y
grâce à la dernière équation du système

(2.88) afin d’obtenir une équation vérifiée par la grandeur Ts uniquement, d’où :

∂2Ts
∂t2

+ 2g
∂2Ts
∂t∂x

+ g2
∂2Ts
∂x2

= div
(
C

2
(x)grad(Ts)

)
(2.92)

Notons alors Ā et B le vecteur et la matrice définis dans le repère local (~k, ~k⊥) respecti-
vement par :

Ā(x) =

(
g
0

)
et B(x) =

(
g 0
0 0

)
(2.93)

L’équation (2.92) prend alors la forme :

∂2Ts
∂t2

+ 2
∂

∂t

(
Āgrad(Ts)

)
= div

(
(C

2
−B

2
)grad(Ts)

)
(2.94)

On voit immédiatement que (2.94) se réduit à (2.86) lorsque g = 0.
Vérifions que (2.94) conduit bien à des ondes qui ont pour vitesse de propagation celle

donnée par la relation (2.26). Etudions pour cela le cas de la propagation d’ondes planes
dans un milieu uniforme, c’est-à-dire pour f , h et g constants. Pour cela, cherchons le
champ de température Ts sous la forme complexe :

Ts = T exp
[
i(~k′ · ~x− ωt)

]
(2.95)





∂Ts
∂t

= −iωT
∂2Ts
∂t2

= −ω2T
et





div
(
C

2
gradx(Ts)

)
= [(fk′1)

2 + (hk′2)
2]T

2g
∂2Ts
∂t∂x

+ g2
∂2Ts
∂x2

=
[
2gωk′1 − k′21 g2

]
T

(2.96)

avec {
k′ = (k′1, k

′
2) = k(p̄, q̄)

k = Re(k) + iIm(k) = (X + iY )ω
(2.97)

par définition de X et Y . L’équation (2.94) s’écrit alors :

− ω2 − iω

τ
− 2ωgp̄k + k2

[
(f 2 − g2)p̄2 + h2q̄2

]
= 0 (2.98)

En séparant parties réelles et imaginaires il vient le système :



−1− 2gp̄X + [(f 2 − g2)p̄2 + h2q̄2] [X2 − Y 2] = 0

− 1

τω
ω2 − 2gp̄Y +

[
(f 2 − g2)p̄2 + h2q̄2

]
XY = 0

(2.99)
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Posons
C2 = (f 2 − g2)p̄2 + h2q̄2 (2.100)

La résolution du système précédant en variables (X,Y ) conduit à :





Y = ( 1
τω

)/ (C2X − 2gp̄)

−1− 2gp̄X + C

[
X2 − (1/τω)2

(C2X − 2gp̄)2

]
= 0

(2.101)

Dans le cas τω À 1, il vient −( 1
X
)2 + 2gp̄ 1

X
− C = 0 et finalement la vitesse de phase :

•−→
X ·~n =

ω

Re(k)
=

1

X
= gp̄+

[
(fp̄)2 + (hq̄)2

]1/2
(2.102)

Nous retrouvons bien la même forme que pour la relation (2.26).
Nous allons montrer maintenant qu’un point source initial se développe de manière

elliptique lorsque les coefficients f , g, h sont indépendants de l’espace et du temps. Nous
allons donner de plus la forme générale de l’évolution du champ de température Ts en
fonction de sa valeur initiale. Pour cela, nous allons effectuer plusieurs changements de
variables successifs de manière à simplifier la forme de l’équation (2.94) :

Effectuons tous d’abord le changement de variable x1 = x− gt suivant la coordonnée
x de manière à obtenir une équation qui ne fasse plus intervenir le coefficient g. Il vient :

∂2Ts
∂t2

= f 2
∂2Ts
∂x21

+ h2
∂2Ts
∂y2

(2.103)

Dilatons alors l’espace de la manière suivante :
∣∣∣∣∣
X = (1/f)x1
Y = (1/h)y

(2.104)

Il vient alors :
∂2Ts
∂t2

=
∂2Ts
∂X2

+
∂2Ts
∂Y 2

(2.105)

L’équation précédente ne fait plus intervenir de paramètres. Il reste à la résoudre. Nous
reconnaissons l’équation classique des ondes. La solution élémentaire vaut :

Ts =
1

2π
√
X2 + Y 2

Y (t2 −X2 − Y 2)Y (t) (2.106)

où Y est la fonction d’Heaviside. En effectuant les dilatations inverses, nous déduisons le
résultat suivant :

La solution élémentaire de l’équation (2.94) est :

Ts =
1

2π
√

1
f2 (x− gt)2 + 1

h2y2
Y (t2 − 1

f 2
(x− gt)2 − 1

h2
y2)Y (t) (2.107)
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Nous en déduisons [10] alors la forme générale de la solution de (2.94) :

Ts(t,x) =
∫
R2

∂

∂t0


Y (t2 − 1

f2 (x− x
′ − g(t− t0))2 − 1

h2 (y − y
′

)2)Y (t)

2π
√

1
f2 (x− x′ − g(t− t0))2 + 1

h2 (y − y′)2



∣∣∣∣∣∣
t0=0

Ts(0,x
′)dx′

− ∫
R2

Y (t2 − 1
f2 (x− x

′ − gt)2 − 1
h2 (y − y

′

)2)Y (t)

2π
√

1
f2 (x− x′ − gt)2 + 1

h2 (y − y′)2
∂Ts
∂t

(0,x′)dx′

(2.108)
La solution (2.107) conduit à la possibilité d’avoir des ondes solutions de la forme :

1

f 2
(x− gt)2 + 1

h2
y2 − 4t2 = 0 (2.109)

On reconnâıt une onde de forme elliptique qui se propage à vitesse constante. Elle
possède la même forme que celle donnée par la relation paramétrique (2.1).

La relation (2.109) ne doit être employée qu’en avant du front du feu si l’on se donne
la position de celui-ci par une isotempérature d’inflammation Ti. Le problème posséderait
sinon une condition aux limites en trop.

Nous allons voir enfin que la thermodynamique des processus irréversibles étendue

(T.P.I.E.) [14] permet de donner un sens aux coefficients τ et C(x) introduits ci-dessus.
Cette thermodynamique est dite étendue, car elle ne fait plus l’hypothèse de l’équilibre
thermodynamique local. Le phénomène de relaxation vers l’équilibre thermodynamique
local peut alors être modélisé.

Soit un bilan d’énergie du type :

ρsCp
∂Ts
∂t

= −div(qs) (2.110)

où ρs est la masse volumique, Cp est la capacité calorifique de la végétation et Ts le champ
de température.

Choisissons une équation du flux thermique qs de la forme suivante :

τ
∂qs
∂t

+ qs = −div(λ(x)grad(Ts)) (2.111)

avec τ un temps caractéristique dit de relaxation et λ la conductivité thermique.
Le système formé par les équations (2.110)-(2.111) est de type hyperbolique. Il rentre

dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles étendue. En dérivant
la première relation (2.110) par rapport au temps et en utilisant (2.111) nous obtenons
l’équation suivante vérifiée par le champ de température Ts :

∂2Ts
∂t2

+
1

τ

∂Ts
∂t

= div(
λ(x)/τ(x)

ρsCp

grad(Ts)) (2.112)

51
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Identifions les coefficients des deux équations (2.86) et (2.112) pour g = 0. Il vient alors :

C
2
(x) =

λ(x)/τ(x)

ρsCp
(2.113)

L’intérêt de cette relation est qu’elle permet de relier la matrice C(x) , et donc les
coefficients f(x) et h(x) d’après la relation (2.87), aux paramètres physiques ρs , Cp , λ
et τ .

En thermodynamique des processus irréversibles étendue, le temps de relaxation τ
s’interprète comme un temps caractéristique de retour à l’équilibre thermodynamique
local. Le caractère hyperbolique de l’équation (2.112) conduit à la possibilité d’avoir des
ondes qui se propagent comme ceci se produit lorsque l’on expose un solide à un éclair
lumineux très bref et assez intense. Nous ne sommes cependant pas pour les feux de forêt
dans les mêmes ordres de grandeur de temps caractéristiques du paramètre de relaxation
τ que pour la propagation d’une onde thermique suite à un éclair lumineux. Le temps
mis pour évaporer l’humidité du combustible et amener celui-ci de la température
ambiante à sa température d’inflammation via le mécanisme limitant de pyrolyse que nous
avons vu au chapitre 1 est plus grand. Ce temps caractéristique peut être modélisé par le
coefficient τ .

La forme de dépendance de ce paramètre en fonction de la température ambiante, de la
température d’inflammation et de l’humidité initiale de la végétation n’est pas donnée. La
conductivité thermique λ peut aussi bien être interprétée comme une conductivité dans
la phase gazeuse que comme une conductivité d’origine radiative si l’on admet, comme
nous l’avons vu au chapitre 1, que la conductivité de la végétation ne joue pas de rôle
dans le transfert horizontal d’énergie. Les dépendances entre les paramètres précédants
doivent être précisées de manière à justifier physiquement la méthode des enveloppes. Ceci
doit être réalisé à partir d’un modèle plus complet d’équations de bilans bidimensionnelles
sur une surface, équations qui tiennent compte des mécanismes physique de pyrolyse, de
vaporisation de l’eau contenues dans les végétaux et de transfert thermiques. Ces équations
seront obtenues au chapitre 4.

Le cadre de l’extension de la démonstration ci-dessus au cas g 6= 0 pour obtenir
l’équation (2.92) reste à être trouvé. Le système (2.88) est un exemple de problème qui
conduit à l’équation (2.92). Le coefficient g apparâıt comme un transfert convectif du
au vent local. La signification physique à donner aux grandeurs u et v n’est cependant
pas évidente et reste à être précisée. De plus, le modèle des enveloppes étant un modèle
limite, plusieurs système physiques d’équations peuvent conduire à ce modèle. C’est le
problème classique d’Hadamard [7] lors de l’étude du principe de Huygens.

Plus encore, des équations de transports non hyperboliques peuvent conduire à la pro-
pagation d’ondes du type précédent [10]. C’est le cas pour les équations de type réaction-
diffusion que nous allons étudier au paragraphe suivant. Il apparâıt donc important d’avoir
une démarche déductive qui permette de conduire à un modèle physique de propagation
des feux de forêt valide. Ceci sera réalisé au chapitres 3 et 4. Nous pourrons alors tenter
de trouver le domaine de validité du modèle non justifié des enveloppes.
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2.4.2 Champ thermique vérifiant une équation de réaction dif-
fusion

Nous allons montrer qu’une équation de type réaction-diffusion conduit aussi classi-
quement à l’existence de front de propagation. Pour cela considérons que le champ de
température Ts vérifie l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂Ts
∂t

+ Ā(x)grad(Ts) = div
(
(C

2
(x)/F(x))grad(Ts)

)
+ F(x)Ts (2.114)

où Ā(x) et C(x) ont été définis au paragraphe précédent et où F(x) est une fonction
supposée connue de l’espace.

C’est une équation de réaction-diffusion. Le terme C(x)2/F(x) correspond à un coeffi-
cient de diffusion, le terme F(x) est un terme source qui modélise la chaleur dégagée
par une réaction. Le terme Ā(x) qui possède la dimension d’une vitesse modélise le
transfert convectif.

Weber [26] (1991) a montré qu’un point source initial se développe de manière elliptique
lorsque les coefficients f , g, h sont indépendants de l’espace ainsi que la fonction F(x)
que l’on note alors F . Nous allons retrouver ce résultat et donner la forme générale de
l’évolution du champ de température Ts en fonction de sa forme initiale. Pour cela, nous
allons effectuer plusieurs changements de variables successifs de manière à simplifier la
forme de l’équation (2.114).

Effectuons tous d’abord le changement de variable x1 = x− gt suivant la coordonnée
x de manière à obtenir une équation qui ne fasse plus intervenir le coefficient g. Il vient :

∂Ts
∂t

=
f 2

F

∂2Ts
∂x21

+
h2

F

∂2Ts
∂y2

+ FTs (2.115)

Dilatons alors le temps et l’espace de la manière suivante :

∣∣∣∣∣∣∣

t1 = Ft
X = (F/f)x1
Y = (F/h)y

(2.116)

Il vient alors :
∂Ts
∂t

=
∂2Ts
∂X2

+
∂2Ts
∂Y 2

+ Ts (2.117)

L’équation précédente ne fait plus intervenir de paramètres. Il reste à la résoudre. Pour
cela remarquons que l’on peut encore éliminer le terme source de droite en contractant le
champ de température. Posons :

θs = Tse
−t (2.118)

Nous sommes conduits à :
∂Ts
∂t

=
∂2Ts
∂X2

+
∂2Ts
∂Y 2

(2.119)
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On reconnâıt l’équation classique de la thermique. La solution élémentaire [8] vaut :

θs =
1

4πt
e−(X2+Y 2)/4t (2.120)

En effectuant les dilatations inverses, nous déduisons le résultat suivant :

La solution élémentaire de l’équation (2.114) est :

Ts =
1

4πFt
e
−
F

4t

[
1

f 2
(x− gt)2 + 1

h2
y2 − 4t2

]

(2.121)

Nous en déduisons alors la forme générale de la solution de (2.114) :

Ts(t,x) =
∫

R2

1

4πFt
e
−
F

4t

[
1

f 2
(x− x′ − gt)2 + 1

h2
(y − y′)2 − 4t2

]

Ts(0,x
′)dx′ (2.122)

La solution (2.120) conduit à la possibilité d’avoir des ondes solutions de la forme :

1

f 2
(x− gt)2 + 1

h2
y2 − 4t2 = 0 (2.123)

On reconnâıt une onde de forme elliptique qui se propage à vitesse constante. Elle possède
la même forme que celle donnée par la relation paramétrique (2.1).

La propagation de l’onde est d’autant plus rapide que la diffusion est grande et que
l’énergie produite par la réaction de combustion est grande. La relation (2.114) ne doit
être employée qu’en avant du front du feu si l’on se donne la position de celui-ci par
une isotempérature d’inflammation Ti . Le problème posséderait sinon une condition aux
limites en trop.

Comparons le résultat précédent au calcul de propagation de flamme de prémélange
gazeux. La propagation de flamme de prémélange bidimensionnelle gazeux classique en
combustion [27] obéit à des équations de type réaction-diffusion en avant du front de
flamme et de type convection-diffusion en arrière du front de flamme lorsque la zone en
feu est d’épaisseur très mince. L’étude de celles-ci permet d’obtenir la température d’in-
flammation et a montré que la vitesse de propagation de la flamme dépend de manière
intrinsèque de la courbure de ce front par l’intermédiaire d’un coefficient que l’on nomme
nombre de Markstein [27]. La méthode des enveloppes apparâıt alors comme une approxi-
mation qui néglige la courbure de cette flamme. La propagation des feu de végétation est
plus complexe que celle de gaz prémélangés au sens où la végétation joue le rôle d’une
phase supplémentaire comme nous l’avons vu au chapitre 1. Des caractères similaires
doivent cependant être retrouver.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenter la méthode géométrique bidimensionnelle des
ellipses et nous en avons donné une formulation variationnelle. Des équations thermiques
de deux types différents peuvent conduire à des propagations d’ondes. La première est de
type hyperbolique et la deuxième de type réaction-diffusion. La raison de la propagation
de l’onde est due à la transmission d’un déséquilibre thermique pour la première et à la
transmission par diffusion de la chaleur produite par la combustion pour la seconde. La
propagation de l’onde est alors d’autant plus rapide que la diffusion est grande et que
l’énergie produite par la réaction de combustion est grande.

Mais comment interpréter le terme de diffusion. Est-ce de la diffusion radiative, de la
diffusion effective macroscopique comme nous l’avons définie au chapitre 1 ?

L’équation thermique hyperbolique qui permet une interprétation physique du rôle du
vent et de l’humidité respectivement en temps que terme de retard à l’équilibre thermody-
namique et de transport convectif grâce à la thermodynamique des processus irréversibles
étendue. Néanmoins, la forme de la corrélation reliant le temps de relaxation à l’humidité
du combustible végétal ainsi que le coefficient de transport convectif à la vitesse du vent
et à sa direction par rapport au front du feu restent à être déterminée. Cette corrélation
pourrait être obtenue par le modèle de Rothermel. Cependant nous avons vu au chapitre
1 que ce modèle a le désavantage de n’être pas dimensionné et de postuler la forme ar-
bitraire des corrections pour tenir compte de l’humidité et du vent sans que cette forme
soit déduite de mécanismes physiques.

On perd alors la compréhension du rôle relatif de ceux-ci ainsi que le caractère adaptatif
du modèle à une variété importante de régimes différents de propagation du feu selon le
type de forêt et les conditions de propagation du feu.

Pire, nous avons vu que la méthode des enveloppes est une méthode générale pour si-
muler la propagation d’ondes et qu’elle peut être associée à des équations de type réaction-
diffusion aussi bien que de type hyperbolique. Nous ne pouvons donc pas postuler simple-
ment le modèle 2D surfacique de champ thermique qui conduit au modèle des enveloppes,
car nous en trouvons alors plusieurs (C’est le problème d’Hadamard [7]). Ces modèles
restent donc des modèles non justifiés. Les limites de validité du modèle des ellipses
et des corrélations associées ne peuvent donc être estimées ce qui est très limitatif.

Nous nous proposons donc dans le prochain chapitre de présenter un modèle physique
tridimensionnel de feux de forêt de manière à faire apparâıtre physiquement les différents
mécanismes qui influencent la vitesse de propagation du feu. Il nous faudra alors réduire
celui-ci afin d’obtenir un modèle 2D surfacique de champ thermique non ad hoc. Ceci sera
réalisé au chapitre 4.
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Chapitre 3

Système d’équations macroscopiques
de la propagation des feux de forêts

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un système d’équations macroscopiques pour la
propagation de feux de forêt. Ce système doit faire apparâıtre les différents mécanismes
qui influencent la vitesse de propagation du feu. La forêt est un milieu diphasique consti-
tué d’air et de végétation, à travers laquelle le vent s’engouffre. La végétation, dite phase
particule végétale (cf. paragraphe 1.3), est un milieu poreux constitué des constituant air
et végétal. Le constituant végétal est lui-même un milieu poreux qui se dégrade thermi-
quement (pyrolyse) et produit ainsi des gaz qui diffusent dans le milieu poreux et brûlent
avec l’air pour donner des flammes vives. La forêt apparâıt alors comme un milieu poreux
avec modèle de microstructure. De tels systèmes se rencontrer très fréquemment dans la
nature lorsque l’on étudie des phénomènes de grande envergure qui font intervenir le com-
portement à une échelle plus petite. C’est le cas par exemple pour l’extraction du pétrole
dans un sol qui possède de nombreuses cavités [11].

Les équations de la phase particule végétale, du système d’équations macroscopique
présenté, ne sont pas immédiates à écrire. Nous nous proposons donc de les obtenir, grâce à
une homogénéisation, à partir des équations mésoscopiques de la mécanique des milieux
poreux valables dans la phase végétale et dans la phase gaz (cf. figure 1.14) qui entoure les
végétaux. Les équations mésoscopiques de la phase particule végétale sont donc rappelées
dans une étape préparatoire.

Pour réaliser l’homogénéisation d’un milieux deux méthodes sont utilisables l’homogé-
néisation développée par Sanchez-Palencia [22] (cf. aussi Hornung [11]) ou la méthode de
prise de moyenne de Quintard et Whitaker [19]. Ces deux méthodes ne sont pas concur-
rentes mais complémentaires. Il est possible d’obtenir les équations de Navier-Stokes à
partir de l’équation de Liouville et des prises de moyenne sur les quantités conservées en
Mécanique Statistique, par un développement asymptotique ou de postuler la dépendance
des contraintes visqueuses à partir de considérations phénoménologiques macroscopiques.
Il en va de même pour les milieux poreux : l’homogénéisation à partir d’un choix des
échelles dans les équations fournit la forme et l’expression des lois macroscopiques en
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fonction des paramètres, par un développement multi échelles, alors qu’il faut postuler
les équations de fermeture dans la méthode de prise de moyenne. La notion d’échelle est
sous-jacente dans cette dernière méthode mais elle fournit directement des lois dont les
paramètres sont accessibles (en principe) à l’expérience. Nous avons choisi d’exposer la
modélisation par prise de moyenne, plus précisément celle développée par C.M. Marle [17]
en 1982, car celle-ci possède l’avantage d’être directe et de fournir des modèles ou le choix
d’échelle n’apparâıt pas a priori.

Cette méthode consiste à réaliser une prise de moyenne des équations mésosco-
piques, afin d’obtenir un système d’équations vérifiées par des grandeurs moyennes ma-
croscopiques. Les principes de la thermodynamique des processus irréversibles sont ensuite
appliqués afin d’obtenir des relations supplémentaires, dites phénoménologiques, qui per-
mettent d’obtenir un système fermé d’équations à l’échelle macroscopique. Les principes
de celle-ci ont été donnés par C.M. Marle [17]. Celui-ci a appliqué cette méthode à un
milieu poreux constitué de plusieurs phases au sein desquelles se produit de la diffusion
et des réactions chimiques.

L’obtention des conditions de saut entre la phase végétale et la phase air est alors
discutée. Nous détaillons enfin le système d’équations régissant le transfert radiatif.

3.1 Système d’équations macroscopiques de feux de

forêt

3.1.1 Les différentes phases macroscopiques

La description macroscopique des feux de forêt que nous avons réalisée au paragraphe
1.1 montre que la forêt est un milieu hétérogène verticalement, par la présence de strates
(cf. figure 1.9), et horizontalement (cf. figure 1.10). Cette hétérogénéité se caractérise par
la présence de plusieurs phases :

1. Les strates végétales se distinguent par des valeurs très différentes des caractéris-
tiques physiques telles que sa densité d’occupation d, la porosité macroscopique Φ et la
surface d’échange σ (cf. figures 1.14 et 3.1).

Fig. 3.1 – Différentes phases végétales

L’ensemble de ces strates forment la couverture végétale. Celle-ci est délimitée par le
sous-sol pour sa partie inférieure et par l’air ambiant pour sa partie supérieure. Si nous
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étudions une forêt stratifiée constituée de n zones végétales numérotées de bas en haut,
la première zone est délimitée par le sous-sol pour sa partie inférieure et la nième zone par
l’air ambiant pour sa partie supérieure. Notons Σ l’interface zone végétale - air ambiant et
Σ l’interface zone végétale - sous-sol. Le cas d’une seule zone végétale est déjà significatif
de certains feux réels. Nous avons représenté les interfaces Σ et Σ sur la figure 3.2.

Fig. 3.2 – Description des interfaces délimitants une strate végétale unique

2. Chaque strate végétale est elle-même un milieu polyphasique constituée de phases
nommées airs et de phases nommées phases particules végétales (cf. tableau 1.1 et figure
3.3).

Fig. 3.3 – Hétérogénéité horizontale d’une strate de végétation

Nous allons écrire le système d’équations macroscopique vérifié par les feux de forêts.
Les équations qui sont valables dans la phase air sont les mêmes que celles de la phase
air ambiant. Nous allons donc écrire les équations qui sont valables dans l’air ambiant,
dans le sous-sol, puis dans la phase particule végétale. Les conditions de saut entre ces
différentes phases seront alors précisées. Ce système n’est pas immédiat à écrire, car il
n’est pas classique : la forêt est un milieu macroscopique avec microstructure. L’obtention
de celui-ci par homogénéisation est réalisée aux paragraphes 3.3-3.4.
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3.1.2 Equations macroscopiques dans l’air ambiant et dans le
sous-sol

L’air ambiant est un mélange de gaz qui sont sujets à participer à des réactions de
combustion vive avec présence d’une flamme vive. Ces gaz sont les suivants :

1. l’oxygène de l’air O2

2. les gaz inertes : principalement l’azote N2

3. la vapeur d’eau (H2O)v

4. le fuel dégagé par la pyrolyse noté F (cf. paragraphe 1.3.4)

5. les produits de combustion notés P

Les espèces chimiques indicées par i sont donc au nombre de 5. Par définition, ρ̃i est la
masse volumique de la ième espèce chimique et W̄i sa masse molaire.

Nous avons choisi de rajouter une barre au-dessus des grandeurs associées à l’air am-
biant, ainsi q’une barre au-dessous des grandeurs associées au sol, afin de distinguer les
grandeurs associées à cette phase de celles associées à la strate de végétation. Nous défi-
nissons alors :

- la masse volumique totale ρ̃ par

ρ̃ =
5∑

i=1

ρ̃i (3.1)

- la densité massique de la ième espèce chimique par

Ȳi =
ρ̃i
ρ̃

(3.2)

Elles participent à la réaction de combustion irréversible suivante :

νFF + νOO2
k̄−→ νPP

où νF , νO et νP sont les coefficients stoechiométriques de la réaction et où k̄ est la
constante spécifique de la réaction.

Soient
.
ω̄ i la vitesse de production de masse de la ième espèce chimique. La conserva-

tion des espèces chimiques, lors des réactions chimiques, conduit aux relations de liaison
suivantes :

− νO
.
ω̄O2

/WO2
= −νF

.
ω̄F /WF = νP

.
ω̄P /WP = ψ̄ (3.3)

où ψ̄ est par définition le rapport constant de la relation (3.3). C’est la vitesse de produc-
tion de masse de la réaction d’oxydation ci-dessus.

L’oxydation suit une réaction d’ordre total νF + νO :

ψ̄ = k̄(T̄ )(ρ̃ȲF)
νF(ρ̃ȲO2

)
νO (3.4)

où T̄ désigne la température de l’air ambiant.

62



3.1. Système d’équations macroscopiques de feux de forêt

Les équations macroscopiques, dans l’air ambiant Ω̄, sont les équations de Navier-
Stokes classiques des mélanges de gaz parfaits :

Bilan de masse de la i ème espèce :

∂

∂t
(ρ̃Y i) + div(ρ̃Y iV + Ji) =

.
ω̄i (3.5)

Bilan de quantité de mouvement :

ρ̃(
∂V

∂t
+V · gradV)− div(T ) = −gradP̄ + ρ̃g (3.6)

Bilan d’énergie interne total :



∂
∂ t

[
ρ̃ (E + 1

2

∣∣∣V
∣∣∣
2
)
]

+ div
[
ρ̃ (E + 1

2

∣∣∣V
∣∣∣
2
)V +Q−V · C)

]


 = ρ̃g ·V (3.7)

avec V la vitesse barycentrique, P̄ la pression et E l’énergie interne. On a

5∑

i=1

Y i = 1 et
5∑

i=1

Ji = 0 (3.8)

où l’expression des flux et des lois d’état est classique :
Le tenseur des contraintes C = −P= +T (pour un fluide Newtonien) vérifie :

C = −[P +
2

3
µ̄divV]=+ 2µ̄D̄ (3.9)

où µ̄ est la viscosité dynamique, = est le tenseur identité et D̄ = 1
2
(gradV+ grad TV).

Le flux de chaleur Q est donné par la relation :

Q = −λ̄gradT + ρ̃
N∑

i=1

H iY iji +Qr (3.10)

où λ̄ est la conductivité thermique, H̄i(T ) est l’enthalpie de la ième espèce chimique et
Qr est le flux radiatif.

Les flux de diffusion des espèces ji peuvent être donnés par des lois de Fick :

Y iji = −D̄igradY i (3.11)

où D̄i sont les coefficients de diffusion.
Le flux radiatif Qr est considéré comme nul dans l’air ambiant.
L’équation d’état :

P̄ = R0T̄
5∑

i=1

Ȳi/W̄i (3.12)

L’équation d’état calorique :

H̄i(T ) = H̄0
i +

T̄∫

T 0

CP,idT pour i = 1,...,5 (3.13)
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où H̄0
i est l’enthalpie de formation de la ième espèce chimique à la température de référence

T0 et CP,i est la capacité calorifique, à pression constante, de la ième espèce chimique.

L’enthalpie massique H̄ s’écrit alors H̄ =
5∑
i=1

ȲiH̄i et

Ē = H̄ − P̄ /ρ̃ (3.14)

Les équations dans la phase air de la strate végétale sont les mêmes que celles ci-dessus.
Nous indicerons les grandeurs par a au lieu d’une barre afin de distinguer celles-ci.

Les équations dans le sous-sol Ω se réduisent au bilan énergétique suivant :

ρ̃
∂E

∂t
+ divQ = 0 (3.15)

avec
Q = −λgradT (3.16)

3.1.3 Phase particule végétale

C’est un milieu poreux avec microstructure (cf. figure 3.3). Il est formé d’un constituant
air+gaz, indicé par f pour fluide et d’un constituant végétal, indicé par p pour poreux
(cf. figure 3.4).

Fig. 3.4 – Morceau de phase particule végétale

Le constituant air et gaz est formé des mêmes espèces chimiques que la phase air à
savoir :

O 2 N 2

le fuel F (H2O)v
les produits de combustion P le goudron G

Les éléments du constituant végétal sont :

les solides

{
le bois B
le charbon C

les gaz





fuel F
goudron G
(H2O)v

le liquide eau (H2O)l

Les réactions qui ont lieu au sein de la particule végétale sont la réaction d’oxydation,
dans le constituant air, la pyrolyse et la vaporisation d’eau, dans le constituant végé-
tal, et les dégazages. Ces dégazages sont des transformations des espèces chimiques du
constituant végétal en des espèces chimiques du constituant air+gaz. Nous les notons :
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Oxydation νF F +νO O2
k−→ νP P

Pyrolyse

Réactions primaires Réactions secondaires




Bois
k1−→ Fuel

Bois
k2−→ Charbon

Bois
k3−→ Goudron





Goudron
k4−→ Charbons

Goudron
k5−→ Fuel

Vaporisation d’eau (H2O)vp ←→ (H2O)lp

Dégazages





Fuelp
k6−→ Fuelf

Goudronp
k7−→ Goudronf

(H2O)vp ←→ (H2O)vf

Les grandeurs qui caractérisent les espèces précédentes sont leurs masses, leurs vitesses et
les énergies qu’elles transportent. Introduisons la nomenclature suivante :

Constituant air et gaz Constituant végétal

Géométrie

Φ Porosité de la phase particule végétale Ep Porosité du constituant végétal
Sbp , Scp Saturations des éléments solides

La porosité Ep du constituant végétal est la fraction volumique de phases fluide et
gazeuse dans le constituant végétal.

La saturation est la fraction volumique d’un élément dans la phase solide ou fluide
correspondante. D’où

Sbp + Scp = 1

Masses

ρ̃p Masse volumique du constituant végétal

ρ̃f Masse volumique du constituant air
ρ̃bp, ρ̃cp
ρ̃gp
ρ̃lp





Masse volumique des éléments
bois, charbon, gaz et eau

Yif
Densité massique de la i éme espèce

dans le constituant gaz
Yigp

Densité massique de la i éme espèce
dans l’élément gaz

du constituant végétal

Vitesses et pressions

Vf Vitesse du constituant gaz
Vgp

Vlp

}
Vitesses des éléments
gaz et eau dans le constituant végétal

Pf Pression du constituant gaz
Pgp
Plp

}
Pressions des éléments
gaz et eau dans le constituant végétal
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Energies

Ef Énergie interne du constituant gaz Ep Énergie interne du constituant végétal
Hf Enthalpie du constituant gaz Hp Enthalpie du constituant végétal
T f Température du constituant gaz T p Température du constituant végétal

Flux

Jif
Flux de diffusion de la i éme espèce
dans le constituant gaz

Jigp

Flux de diffusion de la i éme espèce
dans l’élément gaz
du constituant végétal

Cf
Tf

}
Tenseur des contraintes et de viscosité

du constituant gaz
Cp

Tenseur des contraintes
du constituant vgtal

Qf
Flux de chaleur
du constituant végétal

Qp
Flux de chaleur
du constituant végétal

Sources

.
ω̃if

Production de masse de la i éme espèce
dans le constituant gaz

.
ω̃igp

Production de masse de la
i éme espèce dans dans l’élément gaz

du constituant végétal
Kbg, Kbl, Kbc

Kcg, Kcl, Kvb

Kigb, Kigc, Kigl

Klg





Transferts de masse
interne

au constituant végétal

Kfp
ig

Kfp

} Transferts de masse
du constituant végétal
vers le constituant gaz

Kpf
ig

Kpf

} Transferts de masse
du constituant gaz

vers le constituant végétal

Flb, Flc}
Transferts de quantité de

mouvement interne
au constituant végétal

F fp
}

Transferts de quantité
de mouvement

du constituant végétal
vers le constituant gaz

F pf
}

Transferts de quantité
de mouvement

du constituant gaz
vers le constituant végétal

Xfp

Transferts d’énergie
du constituant végétal
vers le constituant gaz

Xpf

Transferts d’énergie
du constituant gaz

vers le constituant végétal

Le constituant air et gaz vérifie le système suivant, dans le domaine Ω :

Bilan de masse de la ième espèce :

(
∂
∂ t

(Φρ̃fYif )
+ div(Φρ̃fYifVf + Jif )

)
=

(
Φ

.
ω̃if
−Kfp

ig

)
(3.17)
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Bilan de quantité de mouvement :

Φρ̃f (
∂Vf

∂t
+Vf · gradVf )− div(Tf ) =

( −ΦgradPf + Φρ̃ fg

− 2PfgradΦ − Φµf (k̄
f
)−1Vf

)
(3.18)

Bilan d’énergie interne :




∂
∂ t

[
Φρ̃f (Ef + 1

2
|Vf |2)

]

+div

[
Φρ̃f (Ef + 1

2
|Vf |2)Vf

+Qf −Vf · Cf )

]

 =




Φρ̃fg ·Vf − Pf ∂Φ∂t
−(Ef + 1

2
|Vf |2 + Pf/ρ̃f )K

fp

−Xfp


 (3.19)

avec
5∑

i=1

Yif = 1 et
5∑

i=1

Jif = 0 (3.20)

où k̄
f
est le tenseur de perméabilité et µf la viscosité.

Le constituant végétal vérifie le système suivant, dans le domaine Ω :

Elément bois et charbons :

Bilan de masse de l’élément bois

∂

∂t
((1− Φ)(1− Ep)Sbpρ̃bp) = −(1− Φ)(Kbg +Kbl +Kbc) (3.21)

Bilan de masse de l’élément charbon

∂

∂t
((1− Φ)(1− Ep)Scpρ̃cp) = −(1− Φ)(Kcg +Kcl +Kvb) (3.22)

Elément gaz :

Bilan de masse de la ième espèce dans l’élément gaz :

(
∂
∂ t

((1− Φ)Epρ̃gpYigp)
+ div((1− Φ)Epρ̃gpYigpVgp + Jigp)

)
=

(
−(1− Φ)

(
Kigb +Kigc

+Kigl−
.
ω̃igp

)
−Kpf

ig

)
(3.23)

Bilan de quantité de mouvement :

Vgp = − k̄gp
µgp

(gradPgp − ρ̃gpg) (3.24)

avec
3∑

i=1

Yigp = 1 et
3∑

i=1

Jigp = 0 (3.25)

Elément eau :
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Bilan de masse de l’eau :

∂

∂t
((1− Φ)Epρ̃lp) + div((1− Φ)Epρ̃lpVlp) = −(1− Φ)Klg (3.26)

Bilan de quantité de mouvement de l’eau :

Vlp = − k̄lp
µlp

(gradPlp − ρ̃lpg) (3.27)

Bilan global d’énergie interne :




∂
∂ t

[
(1− Φ)ρ̃p(Ep +

1
2
|Vp|2)

]

+div

[
(1− Φ)ρ̃p(Ep +

1
2
|Vp|2)

+Qp −Vp · Cp)

]

 =

( −Pp ∂Φ∂t + (1− Φ)ρ̃pVp · g
−
[
(Ep +

1
2
|Vp|2 + Pp/ρ̃p)K

pf +Xpf
]
)

(3.28)

où k̄gp et k̄lp sont des tenseurs de perméabilité relative et µgp et µlp sont des coefficients
de viscosité.

Nous avons écrit le système d’équations macroscopique qui est vérifié par la phase
particule végétale. C’est un modèle avec microstructures. Les liens entre les flux
macroscopiques et les gradients des grandeurs macroscopiques s’expriment simplement
par les relations suivantes, si nous nous plaçons dans le cas linéaire sans couplage :

Les lois de Fick :

Jif = −difgrad(Yif )
Jigp = −digpgrad(Yigp) (3.29)

où dif et digp sont les coefficients de diffusions.
Les lois vérifiées par le tenseur des contraintes :

Cgp = −[(1− Φ)EpPgp + 2
3
µgpdivVgp]=+ 2µpgpDgp

= −(1− Φ)EpPgp=+ Tgp
Cf = −[ΦPf + 2

3
µfdivVf ]=+ 2µfDf

= −ΦPf=+ Tf

(3.30)

où µgp et µf sont les viscosités dynamiques, = est le tenseur identité et où :

Dgp =
1

2
(gradVgp + gradTVgp) et Df =

1

2
(gradVf + gradTVf )

Les lois de Fourier généralisées (échange de chaleur entre particules) :

T p−1

αp
dpQp

dpt
+Qp = −κpgrad(

1

T p
) +

5∑

i=1

Higpρ̃igpJigp +Qp
r

T f−1

αf
dfQf

df t
+Qf = −κfgrad(

1

T f
) +

5∑

i=1

Hf
i ρ̃

f
i J

f
i +Qf

r

(3.31)

où Hp
ia(T

p) et Hf
i (T

f ) sont les enthalpies et où Qp
r et Qf

r sont les flux d’origine radiatif.
Leurs expressions seront données au paragraphe suivant.
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L’échange de chaleur à l’intérieur de la particule :

Xpf = χ
(
T f − T p

)
(3.32)

La cinétique chimique linéaire :

− [(1− Φ)(+Kgb +Kgc +Kgl) +Kgp]
5∑
i=1

µigpYigp
T p

−(1− Φ)
n∑
i=1

(
∑
c∈S

Kigc +
∑

b∈A,b6=a
Kigb−

.
ω̃g) +Kpf

ia

)
µigp
T p

= 0
(3.33)

où µigp sont les potentiels chimiques.
Les lois de cinétiques chimiques ne peuvent cependant pas être considérées comme

linéaire. La conservation des espèces chimiques, lors des réactions chimiques, conduit aux
relations de liaison suivantes :

− νO
.

ω̃O2
/WO2

= −νF
.
ω̃F /WF = νP

.
ω̃P /WP (3.34)

Soit ψ̃ par définition ce rapport constant. C’est la vitesse de production de masse de la
réaction d’oxydation ci-dessus. L’oxydation suit une réaction d’ordre total νF + νO :

ψ̃ = k̃(T f )(ρ̃YF )
νF(ρ̃YO2

)
νO (3.35)

Nous pouvons supposer que les réactions chimiques, dans le constituant végétal, suivent
une loi de Vant’Hoff du 1ère ordre :





.
ω̃1= k̃1(T )ρ̃B
.
ω̃2= k̃2(T )ρ̃B
.
ω̃3= k̃3(T )ρ̃B

{ .
ω̃4= k̃4(T )ρ̃G
.
ω̃5= k̃5(T )ρ̃G

(3.36)

Les coefficients k̃α sont donnés par une loi d’Arrhenius :

k̃α(T ) = Aαe
−(Eα/R0T p), α = 1 à 5 k̃(T ) = Ae−(E/R0T f ) (3.37)

où Eα est l’énergie d’activation de la αième réaction, R0 est la constante des gaz parfaits.
Les lois d’état sont les suivantes :
L’équation d’état :

Pf = R0T f
5∑

i=1

Yif/Wif (3.38)

L’équation d’état calorique :

Hif (T
f ) = H0

if +

T f∫

T 0

CP,ifdT pour i=1,...,5 (3.39)

oùH0
if est l’enthalpie de formation de la ième espèce chimique à la température de référence

T 0 et H0
if est la capacité calorifique, à pression constante, de la ième espèce chimique.
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L’enthalpie massique Hf s’écrit alors Hf =
5∑
i=1

YifHif et

Ef = Hf − Pf/ρ̃f (3.40)

Les équations d’état du constituant végétal ont des expressions semblables.
Un tel système est complet si ce n’est qu’il reste à exprimer les flux radiatifs macro-

scopiques Qp
r et Qf

r . Ces flux sont exprimés au paragraphe suivant.

3.1.4 Equation du transfert radiatif

Le transfert radiatif a lieu dans la phase gazeuse. Il est régit par l’équation dite de
transfert radiatif que nous allons voir ci-dessous. Nous l’appliquerons à la phase particule
végétale en considérant le constituant végétal (tiges) comme des particules solides. Mais
avant de voir cette équation, il nous faut définir quelques nouvelles grandeurs macrosco-
piques.

Le vecteur flux radiatif Qp
r est donnée par la relation suivante :

Qp
r(M, t) =

∞∫

0

∫

4π

Lλ(M, ~u, t)~udΩdλ (3.41)

où λ est la longueur d’onde, Ω est l’angle solide (cf. figure 3.5) et où Lλ( M , ~u, t) est
la luminance monochromatique. C’est une grandeur qui dépend de la position donnée M
dans la zone végétale ainsi que de la direction de l’espace donnée par le vecteur unitaire
~u (cf. figure 3.5). De manière générique l’indice λ désignera une grandeur spectrale.

Fig. 3.5 – Angle solide

Le transfert radiatif est régit par l’équation dite de transfert radiatif suivante
vérifiée par la luminance monochromatique en régime stationnaire :

1

c

∂Lλ
∂t

+ div(Lλ~u) = −KλLλ(M, ~u, t) + Iλ(M, ~u, t) (3.42)

c désigne la célérité de la lumière. Le premier terme de droite de l’équation de transfert
radiatif correspond aux pertes radiatives par absorption et par diffusion. Le coefficient Kλ
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est le coefficient d’extinction (ou opacité). Il est somme du coefficient d’absorption aλ et
de diffusion σsλ . Ces termes sont supposés isotropes et non homogènes. Nous pouvons
négliger la dépendance temporelle de l’intensité dans la relation (3.42) ci-dessus, car la
vitesse de la lumière c est très grande devant la vitesse de propagation du feu [27].

Enfin Iλ( M , ~u, t) est la fonction source définie par :

Iλ(M, ~u, t) =



aλ Loλ[T

p(M, t)]

+
σsλ
4π

∫

4π

Lλ(M, ~u
′, t) Φλ(M, ~u, ~u

′) dΩ′


 (3.43)

Le premier terme de la fonction source correspond au gain radiatif par émission.
L’exposant o indique l’émission du corps noir. Nous supposons que nous sommes à
l’équilibre thermodynamique local pour la phase solide. Les lois de Planck et de
Kirchhoff sont donc applicables.

Le deuxième terme de la fonction source correspond à la diffusion incidente dans les
différentes directions de l’espace qui se trouvent être dirigées dans la direction du rayon
au point considéré (cf. figure 3.6). La grandeur Φλ(M, ~u, ~u

′) est nommée indicatrice de
diffusion. C’est une donnée du problème. Elle vérifie la relation de normation :

1

4π

∫

4π

Φλ(M, ~u, ~u
′)dΩ′ = 1 (3.44)

Fig. 3.6 – Diffusion et diffusion incidente

Le terme de diffusion est important dans des phénomènes tels que le brouillard.
Définissons enfin l’albédo ωλ par :

ωλ =
σsλ
Kλ

(3.45)

Le flux macroscopique Qf
r dans le constituant air est considéré comme nul car nous

supposons que c’est un milieu transparent. Il reste à exprimer les conditions de saut entre
la strate végétale et l’air ambiant.

3.1.5 Conditions de saut entre la strate végétale et l’air ambiant

Les grandeurs macroscopiques des équations du milieu poreux écrites au paragraphe
3.1.2 et 3.1.4 sont continues avec des dérivées continues dans les phases particule végétale,
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ambiante et sous-sol et ont des discontinuités lorsque l’on traverse les interfaces qui sé-
parent celles-ci. Nous devons compléter le système précédent par des conditions de sauts
entre la strate végétale et l’air ambiant. Notons WΣ le vecteur vitesse de l’interface Σ
et ~nf le vecteur normale à cette interface (cf. figure 3.7). Cette interface n’ayant qu’une
description géométrique, seule la partie normale du vecteur vitesse de l’interface aura une
intervention dans les équations.

Fig. 3.7 – Interface entre zone végétale et air ambiant

Notons [G]f̄f le saut d’une grandeur G macroscopique quelconque à travers l’interface

Σ .

Définissons Ṁ f et Ṁ
f
par :

Ṁ f = ΦRf (Vf −WΣ) · nf (3.46)

et

Ṁ
f
= −Rf

(Vf −WΣ) · nf (3.47)

Les équations de saut s’écrivent alors, sur l’interface Σ :
Bilan de masse de la ième espèce :

[
ΦRfY f

i (Vf −WΣ) + jfi
]f
f
· nf = 0 (3.48)

Bilans de quantité de mouvement :

Ṁ f
[
Vf

]f
f
−
[
Cf
]f
f
· nf = 0 (3.49)

Bilans d’énergie interne :

[
Φρ̃f (Ef +

1

2

∣∣∣Vf
∣∣∣
2
)(Vf −wΣ)− (Qf −Vf · Cf )− ΦP fwΣ̄

]f

f
· nf = 0 (3.50)

où nous avons supposé P f continu à travers l’interface.
D’autres conditions de sauts doivent être rajoutées afin d’avoir un problème bien posé.

C’est le cas de l’égalité des températures au niveau de l’interface Σ :

[
T f
]f
f
= 0 (3.51)

L’hypothèse d’égalité des composantes tangentielles des vitesses est de plus classiquement
utilisée lorsque lorsqu’il y a transfert de matière au niveau d’une interface :
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[
Vf − (Vf · nf )nf

]f
f
= 0 (3.52)

Si nous considérons une forêt constituée de plusieurs zones végétales différentes, chaque
zone étant caractérisée par une porosité d’ordre de grandeur différente, nous pouvons
écrire des équations de saut entre zones végétales du même type que les équations (3.46)
à (3.52).

3.1.6 Discussion à propos du système de feux de forêts

L’intérêt du système de feu de forêt précédent est que celui-ci définit clairement notre
objet d’étude. Nous pourrons lui appliquer les méthodes classiques de la mécanique afin
de l’étudier. Ce système fait apparâıtre les différents mécanismes qui influencent la vitesse
de propagation du feu. Il distingue, pour la particule végétale, la température T f du
constituant air de la température T p du constituant végétal. Nous supposons donc que
la phase particule végétale n’est pas localement à l’équilibre thermodynamique. Ceci se
traduit par l’existence d’un transfert d’énergie, au sein de la particule, qui s’exprime par
la relation (3.32) et a la présence de deux bilans d’énergies qui sont (3.19) et (3.28). Les
constituants air et végétal ont aussi des vitesses différentes d’où la présence de plusieurs
équations de quantité de mouvement qui sont (3.18), (3.24) et (3.27). Cette approche
permet de prendre en compte l’hydrodynamique dans la couverture végétale. L’écoulement
des gaz permet en effet l’apport d’oxygène pour les réactions de combustion. C’est le
mécanisme de tirage, qui est un élément déterminant de la hauteur des flammes.

Nous allons maintenant donner une dérivation du système ci-dessus par prise de
moyenne à partir des équations valables à l’échelle mésoscopiques.

3.2 Equations à l’échelle mésoscopique pour la phase

particule végétale

3.2.1 Les deux phases constituant la phase particule végétale

A l’échelle mésoscopique, la phase particule végétale est constituée d’une phase végé-
tale et d’une phase gaz (cf. figure 3.8). La phase végétale constitue les tiges. Elle est un
milieu poreux et est solide. La phase gazeuse est constituée d’air, des produits de pyrolyse
et des produits de combustion. La forêt est donc constituée de deux phases : une solide
(milieu poreux indicé par p), et une phase gazeuse (indicé par f).

La phase air+gaz est formée des espèces chimiques suivantes :

O 2 N 2

le fuel F (H2O)v
les produits de combustion P le goudron G

Les éléments de la phase végétale sont :
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Fig. 3.8 – Constitution d’une phase particule végétale (à l’échelle mésoscopique)

les solides

{
le bois B
le charbon C

les gaz





fuel F
goudron G
(H2O)v

le liquide eau (H2O)l

Des réactions ont lieu au sein des phases gaz et végétale. La réaction d’oxydation du
fuel a lieu dans la phase gaz. La pyrolyse et la vaporisation d’eau, ont lieu dans la phase
végétale. Nous les notons :

Oxydation νF F +νO O2
k−→ νP P

Pyrolyse

Réactions primaires Réactions secondaires




Bois
k1−→ Fuel

Bois
k2−→ Charbon

Bois
k3−→ Goudron





Goudron
k4−→ Charbons

Goudron
k5−→ Fuel

Vaporisation d’eau (H2O)vp ←→ (H2O)lp

3.2.2 Présentation des équations mésoscopiques

Pour la phase végétale, nous choisissons les équations qui ont été données par Di Blasi
[4] (1993). Ces équations peuvent être obtenues par prise de moyenne sur les équations
de la mécanique valables dans les différentes phases du milieu poreux de la même façon
que les équations de la mécanique peuvent être obtenues par prise de moyenne. Marle [13]
donne une dérivation de ce type des équations du milieu poreux ce qui peut permettre de
donner un cadre d’obtention des équations données par Di Blasi [4]. Comme notre but est
d’obtenir des équations de la propagation du feu à l’échelle macroscopique, nous allons
postuler directement les équations du milieu poreux comme étant la connaissance que nous
avons de la zone végétale au niveau mésoscopique sans réaliser de prise de moyenne. Nous
donnons cependant une présentation de ces équations de milieu poreux en exprimant les
relations des flux, grâce à la thermodynamique des processus irréversibles, par cohérence
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avec la présentation thermodynamique qui a été réalisée à l’échelle macroscopique au
paragraphe 3.1. Ceci permet de donner une autre vision des équations des milieux poreux
que celle proposée par Di Blasi [4] où le même système d’équations est écrit sans parler
de thermodynamique. Nous nous attacherons ensuite au paragraphe 3.3 à obtenir les
équations macroscopiques (3.17) à (3.33) vérifiées au niveau de la végétation en appliquant
la méthode de Marle [13] à ce système d’équations.

3.2.3 Espèces constitutives et nomenclature

Les grandeurs qui caractérisent les espèces chimiques du paragraphe 3.2.2. sont leurs
masses, leurs vitesses et les énergies qu’elles transportent. Introduisons la nomenclature
suivante :

Phase gaz Phase végétale

Géométrie

εp Porosité de la phase végétale
sbp , scp Saturations des éléments solides

La porosité εp de la phase végétale est la fraction volumique de phases fluide et gazeuse
dans la phase végétale.

La saturation est la fraction volumique d’un élément dans la phase solide ou fluide
correspondante. D’où

sbp + scp = 1

Masses

ρf Masse volumique de la phase gaz ρp Masse volumique de la phase végétale
ρbp, ρcp
ρgp
ρlp





Masse volumique des éléments
bois, charbon, gaz et eau

yif
Densité massique de la ième espèce

dans la phase gaz
yigp

Densité massique de la ième espèce
dans l’élément gaz
de la phase végétale

Vitesses et pressions

vf Vitesse dans la phase gaz
vgp
vlp

}
Vitesses des éléments

gaz et eau dans la phase végétale

pf Pression dans la phase gaz
pgp
plp

}
Pressions des éléments

gaz et eau dans la phase végétale

Energies
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ef Énergie interne dans la phase gaz ep Énergie interne dans la phase végétale
hf Enthalpie dans la phase gaz hp Enthalpie dans la phase végétale
T f Température dans la phase gaz T p Température dans la phase végétale

Flux

jif
Flux de diffusion de la ième espèce

la phase gaz
jigp

Flux de diffusion de la ième espèce
dans l’élément gaz
de la phase végétale

σf
τf

}
Tenseur des contraintes et de viscosité

de la phase gaz
σp

Tenseur des contraintes
dans la phase végétale

qf
Flux de chaleur
dans la phase gaz

qp
Flux de chaleur

dans la phase végétale

Sources

ω̇if
Production de masse de la ième espèce

dans la phase gaz
ω̇igp

Production de masse de la
ième espèce dans l’élément gaz

de la phase végétale
kbg, kbl, kbc
kcg, kcl, kvb
kigb, kigc, kigl
klg





Transferts de masse
interne

la phase végétale

flb, flc}
Transferts de quantité de

mouvement interne
la phase végétale

3.2.4 Phase gaz

Le constituant air et gaz vérifie le système suivant :
Bilan de masse de la ième espèce :




∂

∂ t
(ρfyif )

+ div(ρfyifvf + jif )


 = ω̇if (3.53)

Bilan de quantité de mouvement :

∂

∂t
(ρfvf ) + div(ρfvf ⊗ vf − σf ) = ρfg (3.54)

où nous notons ⊗ le produit tensoriel.
Bilan d’énergie interne :

∂

∂t

[
ρf (ef +

1

2
|vf |2)

]
+ div

[
ρf (ef + 1

2
|vf |2)vf

+qf − vf · τf

]
= ρfg · vf (3.55)

avec
5∑

i=1

yif = 1 et
5∑

i=1

jif = 0 (3.56)
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3.2.5 Phase végétale

Le système d’équations vérifié par la phase végétale est le suivant :

Eléments bois et charbons :

Bilan de masse de l’élément bois

∂

∂t
((1− εp)sbpρbp) = −(kbg + kbl + kbc) (3.57)

Bilan de masse de l’élément charbon

∂

∂t
((1− εp)scpρcp) = −(kcg + kcl + kvb) (3.58)

Elément gaz :

Bilan de masse de la i ème espèce dans l’élément gaz :




∂

∂ t
(εpρgpyigp)

+ div(εpρgpyigpvgp + jigp)


 = −

(
kigb + kigc
+kigl − ω̇igp

)
(3.59)

avec
3∑

i=1

yigp = 1 et
3∑

i=1

jigp = 0 (3.60)

Bilan de quantité de mouvement :




∂

∂ t
(ερgpvgp)

+ div(ερgpvgp ⊗ vgp − σgp)


 =



ερgpg
−(kgb + kgc + kgl)vgp
−fgb − fgc


 (3.61)

Elément eau :

Bilan de masse de l’eau :

∂

∂t
(εpρlp) + div(εpρlpvlp) = −klg (3.62)

Bilan de quantité de mouvement de l’eau :




∂

∂ t
(ερlpvlp)

+ div(ερlpvlp ⊗ vlp − σlp)


 =



ερlpg
−(klb + klc + klg)vlp
−flb − flc


 (3.63)

Bilan global d’énergie interne :

∂

∂t

[
ρp(ep +

1

2
|vp|2)

]
+ div

[
ρp(ep +

1
2
|vp|2)

+qp − vp · σp)

]
= ρpvp · g (3.64)
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3.2.6 Expressions des flux et des équations d’état mésoscopiques

Les expressions entre des flux ne sont pas données explicitement dans ce paragraphe,
car nous n’en aurons pas besoin pour réaliser l’homogénéisation en utilisant la thermo-
dynamique des processus irréversibles. Les expressions correspondantes sont données en
annexe E.

Les équations d’état sont les suivantes :

ea =
n∑

i=

hiayia − pa/ρa (3.65)

hia =
∫ T

T 0
CpiadT (3.66)

pa = ρaRT
n∑

i=1

yia/Wia (3.67)

où Wia est la masse molaire de la iéme espèces gazeuses de la phase a.
Il nous reste à exprimer les conditions de saut entre phase végétale et phase gaz afin

d’obtenir un système d’équations complet à l’échelle mésoscopique.

3.2.7 Conditions de saut entre phase végétale et phase gaz

La phase particule végétale contient une phase poreuse p, et une phase fluide f séparées
par une interface Σpf . Nous pouvons considérer que toutes les grandeurs qui interviennent
dans les équations du milieu poreux, écrites au paragraphe 3.2.3 et 3.2.4, sont continues
avec des dérivées continues dans chaque phase et ont des discontinuités lorsque l’on tra-
verse les interfaces. Notons par l’indice muet a indifféremment la phase air et la phase
végétale.

Soit [g]fp le saut de g à travers l’interface Σ en allant de p à f (cf. figure 3.9), c’est-à-dire
la limite de g sur Σ du côté f moins la limite de g sur Σ en venant du côté de la phase p.
wΣ, np sont respectivement la vitesse de l’interface Σ, la normale extérieure à la phase p

Fig. 3.9 – Interface séparant deux milieux

Les équations de saut entre phases s’écrivent :
Bilan de masse de la i ème espèce :

[
εsaρayia(va −wΣ) + jia

]f
p
· np = 0 (3.68)

78
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Bilans de quantité de mouvement :

[
εsaρa(va −wΣ)⊗ va − σa

]f
p
· np = 0 (3.69)

Bilans d’énergie interne :

[
εsaρa(ea +

1

2
|va|2)(va −wΣ)− (qa − va · σa)− εsapawΣ

]f

p
· np = 0 (3.70)

où nous avons supposé pa continu à travers l’interface.
Définissons ṁp

a et ṁf
a par :

ṁp
a = εpspaρ

p
a(v

p
a −wΣ) · np (3.71)

et
ṁf

a = −ρa(vf −wΣ) · np (3.72)

Par sommation sur i, le bilan de masse (3.68) conduit à la relation :

ṁp
a + ṁf

a = 0 (3.73)

Lorsque nous tenons compte de la relation (3.73) ci-dessus, la relation de saut de quantité
de mouvement (3.69) prend alors la forme plus simple suivante :

ṁp
a [va]

f
p − [σa]

f
p · np = 0 (3.74)

D’autres conditions de sauts doivent être rajoutées afin d’avoir un problème bien posé.
C’est le cas de l’égalité des températures au niveau de l’interface Σ :

[T ]fp = 0 (3.75)

L’hypothèse d’égalité des composantes tangentielles des vitesses est de plus classiquement
utilisée lorsque lorsqu’il y a transfert de matière au niveau d’une interface :

[va − va · np]fp = 0 (3.76)

Ces conditions supplémentaires peuvent être obtenues par des considérations thermodyna-
miques sur l’équation d’entropie et le deuxième principe de la thermodynamique d’après
Delhaye [7].

3.3 Méthode de prise de moyenne et obtentions d’équa-

tions de bilan macroscopiques

Nous allons obtenir un système d’équations décrivant le transfert de matière et d’éner-
gie dans une phase particule végétale à l’échelle macroscopique. Pour réaliser cela, nous
allons tout d’abord prendre une prise de moyennes des équations mésoscopiques que nous
avons écrit au paragraphe 3.2.
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3.3.1 Méthode de prise de moyenne

Nous désirons définir des grandeurs macroscopiques pour la phase particule végétale
à partir des grandeurs mésoscopiques, quantités qui sont des champs de l’espace et du
temps, continues et possédant des dérivées continues en tout point de la strate végétale.
Nous voulons, de plus, établir les équations vérifiées par ces grandeurs. Nous reprenons
pour cela les idées générales qui sont exposées dans l’article de Marle [13] et qui permettent
d’obtenir un système homogénéisé grâce à une prise de moyenne et à la thermodynamique
des processus irréversibles. Notre système d’équation de départ est le système d’équations
du paragraphe 3.2 valable à l’échelle mésoscopique.

L’idée générale pour définir une grandeur macroscopique en un point x et à un instant
t est de faire une prise de moyenne locale de la grandeur correspondante valable à l’échelle
mésoscopique. Nous obtenons alors un lissage des petites variations et des discontinuités.
Cette prise de moyenne locale s’effectue sur un volume élémentaire autour du point x au
temps t. Elle correspond mathématiquement à la convolution par une fonction de poids
que nous notons m(x) . Cette fonction est positive, à support compact dans l’espace <3

et vérifie la condition de normation,

∫

<3
m(x)dx = 1 (3.77)

On peut par exemple prendre pour m(x) une fonction isotrope, décroissante, indéfiniment
dérivable et ayant pour support une boule de rayon r. Soit V = 3

4
πr3 le volume de cette

boule. Un exemple classique de fonction poids est (cf. Marle[13] et figure 3.10) :

m(x) =




C e−(1−(|x|/r)2)

−1

si |x| /r < 1
0 si |x| /r ≥ 1

(3.78)

où nous notons |x| la distance de x à l’origine et où C est choisi de manière à satisfaire
la condition de normation (3.77). Nous trouvons C = 9.496/V ;

Fig. 3.10 – Exemple de fonctions poids
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Le rayon r doit être de l’ordre de grandeur d’une longueur mésoscopique. Il doit être
aussi inférieur à l’épaisseur de la zone de végétation sinon il faudrait tenir compte des
conditions de saut d’une zone végétale à une autre zone végétale dans le calcul qui va
suivre.

Le produit de convolution d’une grandeur quelconque g(x, t) par la fonction m(x) est
noté g ∗m et est défini par :

(g ∗m)(x, t) =
∫

<3
g(x− y, t)m(y)dy (3.79)

Cette nouvelle fonction g∗m est par définition la grandeur macroscopique associée à la
grandeur mésoscopique g. Elle est en effet indéfiniment dérivable en espace si la fonction
m l’est. Cette grandeur macroscopique moyenne est notée aussi < g > (x, t) .

Il nous faut maintenant connâıtre les grandeurs mésoscopiques il va être intéressant
de convoler par la fonction m(x) pour obtenir des grandeurs macroscopiques. Rappelons
pour cela que nous avons deux phases (cf. figure 3.1), une phase poreuse constituée des
tiges des végétaux et une phase fluide gazeuse constituée des gaz qui entourent les tiges.
A la phase p , associons la fonction caractéristique, notée χp(x, t) , égale à 1 dans cette
phase et à zéro à l’extérieur de celle-ci. De même, la fonction χf (x, t) est égale à 1 dans
la phase gazeuse et à zéro à l’extérieur de celle-ci.

Notons gp la grandeur mésoscopique définie par la multiplication gp = χpg. Nous
identifions cette fonction avec la distribution {gp} associée. Notons de même gf la grandeur
mésoscopique définie par la multiplication gf = χfg. Nous identifions cette fonction avec
la distribution {gf} associée. Nous définissons donc une grandeur différente par phase
comme ceci est représenté sur la figure 3.11 ci-dessous.

Fig. 3.11 – Grandeurs mésoscopiques associées aux différentes phases

Ce sont à ces grandeurs mésoscopiques gp et gf que l’associe des grandeurs macrosco-
piques. La porosité Φ de la végétation contenue dans la zone végétale est une grandeur
macroscopique qui est définie par :

Φ = χf ∗m (3.80)

Intéressons-nous maintenant à la manière d’obtenir des équations d’évolution pour les
grandeurs macroscopiques < gp > (x, t) et < gf > (x, t) (figure 3.12). Ces équations sont
déduites des équations à l’échelle mésoscopique par convolution par la fonction m en se
rappelant que le produit de convolution commute avec les dérivées spatiales et temporelles
uniquement lorsque ces dérivées sont prises au sens des distributions.
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Fig. 3.12 – Grandeurs mésoscopiques et grandeurs macroscopiques associées

Nous savons qu’une dérivée au sens des distributions d’une distribution associée à une
fonction, discontinue par morceaux sur une surface, peut s’écrire comme la somme de la
distribution associée à la dérivée de la fonction au sens des fonctions et d’une distribution
de Dirac surfacique. De manière générale, si g est une telle fonction de l’espace-temps
<3×< et si nous notons {g} la distribution associée à une fonction g, g vérifie les relations
[23] :





grad {g} = {grad g}+ [g]fp n
pδΣ

div {g} = {div g}+ [g]fp n
p · δΣ

∂

∂t
{g} =

{
∂

∂t
g

}
− [g]fp w

Σ · npδΣ
(3.81)

où [g]fp est le saut de g à travers l’interface Σ en allant de p à f , c’est-à-dire la limite de

g sur Σ du côté f moins la limite de g sur Σ en venant du côté de la phase p . Ici, wΣ ,
np et δΣ sont respectivement la vitesse de l’interface Σ , la normale extérieure à la phase
p (cf. figure 3.13) et la distribution surfacique de Dirac définie par :

< δΣ, ϕ >=

+∞∫

−∞

∫

Σ
ϕ(x, t)dSdt (3.82)

Pour toute fonction ϕ(x, t) indéfiniment dérivable, à support compact dans l’espace-temps,
avec dS l’élément de surface de Σ .

L’écriture des équations à l’échelle mésoscopique sous forme de distribution pour les
grandeurs indicées par les phases fait intervenir des distributions de Dirac surfaciques δΣ
qui représentent les transferts au travers des interfaces à partir de la phase correspondante.

L’équation sous forme de distribution vérifiée par les fonctions indicées pour le bilan
de masse de la ième espèce chimique dans la phase gaz des tiges s’obtient ainsi à partir de
l’équation (3.59) non écrite sous forme de distribution en utilisant les relations (3.81) :
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Fig. 3.13 – Interface séparant deux milieux




∂

∂ t
(εpρgpyigp)

+div(εpρgpyigpvgp + jigp)


 = −

(
kigb + kigc
+kigl − ω̇igp

)
+


 εpρgpyigp(

vgp
−wΣ )

+jigp




f

p

· npδΣ

(3.83)

La différence
[
εpρgpyigp(vgp −wΣ) + jigp

]f
p
correspond au transfert de masse à travers l’in-

terface végétation-gaz à partir du végétal, car les grandeurs indicées par p sont nulles
dans la phase gazeuse. Nous obtenons, de la même façon, toutes les équations, sous forme
de distributions, vérifiées par les fonctions indicées pour les autres bilans que nous avons
écrits au paragraphe 3.1.

Ce sont à ces équations, écrites sous forme de distribution, que nous appliquons l’opé-
rateur de convolution par la fonctionm(x) au paragraphe 3.3.2 ci-dessous. Si nous voulions
absolument raisonner dans l’espace des fonctions discontinues par morceaux pour réaliser
la convolution par la fonction m(x) au lieu d’écrire les équations tout d’abord sous forme
de distribution, nous devrions utiliser les relations plus complexes suivantes (cf. Schwartz
[23]), au lieu de la commutativité de la convolution :





grad ({g} ∗m) = {gradg} ∗m+
(
[g]fp n

pδΣ
)
∗m

div ({g} ∗m) = {divg} ∗m+
(
[g]fp n

pδΣ
)
∗m

∂

∂t
({g} ∗m) =

{
∂

∂t
g

}
∗m−

(
[g]fp w

Σ · npδΣ
)
∗m

(3.84)

Nous allons maintenant écrire au paragraphe 3.3.2 les équations bilans macroscopiques
que nous obtenons grâce à la convolution.

3.3.2 Equations bilans du constituant poreux p

Chaque équation du paragraphe 3.2 doit être écrite sous forme de distribution, comme
nous l’avons montré au paragraphe précédant pour le bilan de masse (3.83). Nous pouvons
alors effectuer le produit de convolution des équations ainsi obtenues par la fonction m.
Nous obtenons des équations macroscopiques.

Le produit de convolution du bilan de masse (3.83) de la ième espèce dans l’élément
gaz du constituant végétal par la fonction m conduit à :
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∂

∂ t
((1− Φ)Epρ̃gpYigp)

+ div((1− Φ)Epρ̃gpYigpVgp + Jigp)


 =

(
−(1− Φ)

(
Kigb +Kigc

+Kigl−
.
ω̃igp

)
−Kpf

ig

)
(3.85)

Dans cette équation, les grandeurs macroscopiques E p , ρ̃gp , Yigp , Vgp et Jigp sont définies
successivement par les relations :

(1− Φ) [Ep] = εp ∗m
(1− Φ)Ep [ρ̃gp] = (εpρgp) ∗m

(1− Φ)Epρ̃gp [Yigp] = (εpρgpyigp) ∗m
(1− Φ)Epρ̃gp [Vgp] = (εpρgpvgp) ∗m

(1− Φ)Epρ̃gpYigpVgp + [Jigp] = (εpρgpyigpvgp + jigp) ∗m

(3.86)

Le terme qui est défini par chaque équation est noté entre crochets ci-dessus afin de mieux
repérer celui-ci.

Les termes macroscopiques Kigb , Kigc , Kigl et
.
ω̃igp sont enfin définis par :





(1− Φ)Kigb = kigb ∗m
(1− Φ)Kigc = kigc ∗m
(1− Φ)Kigl = kigl ∗m

(3.87)

(1− Φ)
.
ω̃igp= ω̇igp ∗m (3.88)

Le terme Kpf
ig est la masse de la ième espèce qui quitte la phase p à travers l’interface

Σpf , par unité de temps et par unité de volume du milieu macroscopique. Il est défini par
la relation :

Kpf
ig = −[[ρgpyigp(vgp −wΣpf ) + jigp] · npδΣ

pf

] ∗m (3.89)

Le bilan de masse (3.23), que nous avons postulé au paragraphe 3.1, correspond à
l’équation (3.85). Nous avons donc trouvé celle-ci grâce à une prise de moyenne. La prise
de moyenne précédente permet de relier les grandeurs macroscopiques avec les grandeurs
mésoscopiques. Nous n’avons pas pris pour Jigp uniquement la valeur moyenne de jigp . Ce
terme inclut aussi les effets de la différence entre les flux convectifs locaux ρgpyigpvgp et la
valeur moyenne (1−Φ)Epρ̃pYigpVgp de celui-ci. C’est un choix délibéré du même type que
celui que fait Marle [17] lors de l’obtention des équations des milieux poreux à partir des
équations valables à l’échelle microscopique où nous distinguons les différentes phases.

Williams [28] réalise un choix du même type à l’annexe C de son livre de combustion
lorsqu’il présente une théorie macroscopique des mélanges de milieux continus. Ce choix
est alors réalisé pour obtenir formellement la même forme d’équations que celles que nous
pouvons obtenir au premier ordre à partir des équations microscopiques de la physique
grâce à une homogénéisation. Les hypothèses d’une telle dérivation sont alors effectuées
lors du choix de la forme de développement asymptotique que nous choisissons pour réa-
liser l’homogénéisation. Les formes que Marle [17] choisit pour obtenir les équations des
milieux poreux sont par ailleurs partiellement obtenues par les méthodes d’homogénisation
[11]. Une dérivation des équations à l’échelle macroscopique, par méthode d’homogénéi-
sation, dans la phase particule végétale est de même souhaitable. Cependant, cette étude
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3.4. Fermeture thermodynamique (le second principe)

étant plus précise, elle est aussi plus difficile à réaliser et ne se justifie donc pas dans un
premier temps.

Des relations (3.86) ci-dessus, nous en déduisons les relations de liaison :

5∑

i=1

Yigp = 1 et
5∑

i=1

Jigp = 0 (3.90)

En sommant les bilans de masse (3.85) pour i variant de 1 à 5, nous obtenons les équations
de continuité macroscopiques suivantes :

(
∂
∂ t

((1− Φ)Epρ̃gp)
+ div((1− Φ)Epρ̃gpVgp)

)
= −Kpf

g (3.91)

où le terme Kpf
g est défini par :

Kpf
g =

∑

i

Kpf
ig (3.92)

Les autres relations (3.21)-(3.28) s’obtiennent de la même manière. Nous réalisons
les prises de moyenne correspondantes, avec lien entre les grandeurs macroscopiques et
les grandeurs mésoscopiques, en annexe F. La prise de moyenne fait intervenir des gran-
deurs macroscopiques supplémentaires par rapport au nombre d’équations. Ces termes
supplémentaires sont nommés flux ou sources. Ce sont

Flux Source

Jif , Jigp
.
ω̃if ,

.
ω̃igp ,

Kbg, Kbl, Kbc

Kcg, Kcl, Kvb

Kigb, Kigc, Kigl

Klg





Cf , Cp Kfp
ig

Kfp

}
,
Kpf
ig

Kpf

}

Qf , Qp Flb, Flc} , F fp , F pf

Xfp , Xpf

Nous allons donner des liens entre les flux et les sources macroscopiques ci-dessus
et les autres grandeurs macroscopiques. Pour cela nous allons utiliser les principes de la
thermodynamique des processus irréversibles afin d’obtenir une fermeture algébrique entre
les flux et sources macroscopiques et les gradients de certaines grandeurs macroscopiques,
termes que l’on nomme classiquement forces thermodynamiques.

3.4 Fermeture thermodynamique (le second principe)

3.4.1 Obtention de la relation de Gibbs

La phase particule végétale est un milieu constitué de deux phases, une phase poreuse
p et une phase gazeuse f . Postulons l’existence d’une grandeur entropie généralisée S pour
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le milieu macroscopique, grandeur qui dépend des paramètres macroscopique suivant :

S = S




Ep, Ef ,(
1/ρ̃bp, 1/ρ̃cp,
1/ρ̃gp, 1/ρ̃lp

)
, 1/ρ̃f ,

Yigp, Yif ,
Qp,Qf




(3.93)

Cette grandeur qui possède les trois propriétés suivantes :
i) C’est une grandeur extensive.
ii) C’est une fonction convexe de l’ensemble de ses variables.
iii) Son taux de production est localement positif.
Nous allons utiliser les principes de la thermodynamique des processus irréversibles

étendues [12] afin de trouver une forme généralisée de la relation de Gibbs.
L’entropie S est fonction des deux énergies internes Ep et Ef des constituants res-

pectivement poreux et gazeux, car ces phases peuvent ne pas être à l’équilibre thermo-
dynamique local entre elles. Nous distinguons alors la température des phases poreuses
et gazeuses. Nous sommes alors conduits à distinguer aussi des flux de chaleur différents
pour chaque constituant.

Remarquons que nous choisissons de ne définir qu’une entropie S pour le système
macroscopique sans définir d’entropie macroscopique pour les différents constituants ceci
car l’entropie correspond à l’inverse de l’information que l’on peut obtenir d’un système.
Cette notion n’a donc de sens que globalement. D’après (3.93), la forme différentielle de
l’entropie S est alors :

dS =




∂S

∂Ep

dEp +
∂S

∂Ef

dEf

+




∂S

∂(1/ρ̃bp)
d(1/ρ̃bp) +

∂S

∂(1/ρ̃cp)
d(1/ρ̃cp)

+
∂S

∂(1/ρ̃gp)
d(1/ρ̃gp) +

∂S

∂(1/ρ̃lp)
d(1/ρ̃lp)


+

∂S

∂(1/ρ̃f )
d(1/ρ̃f )

+
∑
i

∂S

∂Yigp
dYigp +

∑

i

∂S

∂Yif
dYif

+
∂S

∂Qp
dQp +

∂S

∂Qf
dQf




(3.94)

C’est la relation de Gibbs généralisée, car elle fait intervenir les variations des flux.

3.4.2 Génération d’entropie

Reportons les relations obtenues au paragraphe 3.3 dans l’équation de l’entropie globale
(3.94). Celle-ci prend alors la forme suivante d’après l’annexe G :

ρ̃
dS

dt
+ div(Js) = σs (3.95)
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avec Js le flux d’entropie et σs la génération d’entropie qui sont définis comme suit :

Js = (T p)−1




Pgp
ρ̃gp

(1− Φ)EpVgp +
Plp
ρ̃lp

(1− Φ)EpVlp

+
5∑
i=1

µcigpJigp − αp
dQp

dt


+ (T f )−1




P f

ρ̃f
ΦVf

+
5∑
i=1

µcifJif − αf dQ
f

dt




(3.96)

La génération d’entropie σTs est la somme des générations d’entropie dans chaque
phase :

σs = σsp + σsf (3.97)

où les générations d’entropies dans chaque phase sont définies par :

σsgp =

−


VgpT

p−1 ·




grad(Ep)−
Pgp
ρ̃gp2

grad(ρ̃gp)

−µcigpgrad(Yigp)− αpgrad(Qp)







−


VlpT

p−1 ·




grad(Ep)−
Plp
ρ̃lp2

grad(ρ̃lp)

−αpgrad(Qp)







+Jif ·
5∑
i=1

grad(
µcigp
T f

)−
[
T p−1

αp
dQp

dt
−Qp · grad( 1

T p
)

]

−
[
(1− Φ)(Kgl +Kgb +Kgc) +Kpf

g

] 5∑
i=1

µcigpY
c
igp

T p

−(1− Φ)
5∑
i=1

(
Kigb +Kigc +Kigl−

.
ω̃ig +Kpf

ig

) µcig
T p

+Vgp · (Fgp + T p−1Pgpgrad ((1− Φ)Ep) + T p−1(1− Φ)ρ̃pg)

+Vlp ·
(
Flp + T p−1Plpgrad ((1− Φ)Ep) + T p−1(1− Φ)ρ̃pg

)

−X
pf

T p

(3.98)
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σfs =

−


VfT

f−1 ·




grad(Ep
T )−

P p
a

Rp2
a

grad(Rp
a)

−µcifgrad(Yif )− αpgrad(Qf )







+Jif ·
5∑
i=1

grad(
µcif
T f

)−
[
T f−1

αf
dQf

dt
−Qf · grad( 1

T f
)

]

−
[
Kfp

] 5∑
i=1

µcifYif

T f

−(1− Φ)
5∑
i=1

(
−

.
ω̃if +Kfp

i

) µcif
T f

+Vf ·
(
Ff + T f−1PfgradΦ + T f−1

Φρ̃fg
)

−X
fp

T f

(3.99)

3.4.3 Lien entre les forces et les flux macroscopiques

La génération d’entropie (3.94) prend alors la forme d’une somme de produits de flux
et de forces généralisées conjuguées. Chaque force correspond à un écart à l’équilibre ther-
modynamique. Cet écart peut correspondre soit à un déséquilibre spatial du milieu, soit
à un déséquilibre massique, cinétique, thermique ou temporelle du milieu. Nous pouvons
alors postuler des relations entre les forces et les flux afin d’obtenir une fermeture des
équations. Ces relations doivent vérifier un certain nombre de principes (objectivité,...).
L’interprétation physique de ces relations est alors immédiate. Si nous nous plaçons dans
le cas linéaire sans couplage, il vient alors les relations suivantes :

Les lois de Fick :

Jigp = digpgrad(
µcigp
T p

)

Jif = difgrad(
µcif
T f

)
(3.100)

Les lois de comportement rhéologiques :

Cgp = −[(1− Φ)EpPg + 2
3
µgpdivVgp]=+ 2µgpDgp

= −(1− Φ)EpPg=+ Tgp
Cf = −[ΦPf + 2

3
µfdivVf ]=+ 2µfDf

= −ΦPf=+ Tf

(3.101)

où µgp est la viscosité dynamique, = est le tenseur identité et :

Dgp =
1

2
(gradVgp + gradTVgp)

Les lois de Fourier généralisée (échange de chaleur entre constituants végétal et gaz) :
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T p−1

αp
dQp

dt
+Qp = −κpgrad( 1

T p
) +

5∑

i=1

Higpρ̃igpJigp +Qp
r

T f−1

αf
dQf

dt
+Qf = −κfgrad( 1

T f
) +

5∑

i=1

HifρfiJif +Qf
r

(3.102)

où Higp(T
p) et Hif (T

f ) sont les enthalpies et où Qp
r et Qf

r sont les flux d’origine radiatif.
Leurs expressions seront données au paragraphe suivant.

Lien entre la vitesse et les forces de frottement :

Vgp =
k̄gp

µgp(1− Φ)Ep · (Fgp − Pgpgrad ((1− Φ)Ep))

Vf =
k̄
f

µfΦ
· (Ff − PfgradΦ)

(3.103)

L’échange de chaleur à l’intérieur de la particule :

Xpf = χ
(
T f − T p

)
(3.104)

La cinétique chimique linéaire :

−
[
(1− Φ)(

∑
b∈A,b6=a

Kab +
∑
c∈S

Kac) +K
pjc
a

]
n∑
i=1

µpiaY
p
ia

T p

−(1− Φ)
n∑
i=1

(
∑
c∈S

Kiac +
∑

b∈A,b6=a
Kiab −

m∑
α=1

νiαΨα) +Kpf
ia

)
µpia
T p

= 0
(3.105)

Les lois de cinétiques chimiques ne peuvent cependant pas être considérées comme linéaire.
Nous prendrons donc les relations (3.27) à (3.31) valables pour les grandeurs macrosco-
piques au lieu des relations (3.105) ci-dessus.

3.4.4 Loi de Brinkman et loi de Darcy

En utilisant l’équation de continuité (3.78) et l’expression (3.111) du tenseur des
contraintes, le bilan de quantité de mouvement (3.80), dans le gaz,

ΦRf (
∂Vf

∂t
+Vf · gradVf )− div(T f )− ΦRfg + div(ΦP f=) + F fp = 0 (3.106)

L’élimination du terme F fp entre (3.116) et (3.113) conduisent à une loi de type Brink-
man :

Φρ̃f (
∂Vf

∂t
+Vf · grad Vf )− div (Tf) + Φ gradPf − ΦRfg

+ 2 Pf grad Φ + Φµf (k̄
f
)−1Vf = 0

(3.107)
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Cette équation est une équation de quantité de mouvement plus générale que l’équation de
quantité de mouvement de Navier-Stokes car elle fait intervenir un terme de frottement

µfΦk̄
f
Vf en plus qui s’oppose au mouvement fluide. Un nouveau paramètre lié à la

perméabilité ka du milieu poreux intervient alors à cause de la présence de la phase solide.
Lorsque la porosité Φ tend vers 1, pour un milieu fluide sans phase poreuse, la norme du

tenseur perméabilité k̄
f

doit tendre vers l’infini si nous voulons obtenir l’équation de
quantité de mouvement de Navier-Stokes. C’est en se sens que l’équation (3.117) ci-dessus
est plus générale que l’équation de Navier-Stokes. Pour la plupart des zones végétales, la
porosité est proche de 1. Nous ne pouvons donc pas faire l’approximation Φ → 0 , qui
conduirait simplifier la relation (3.117) en une loi de Darcy, pour la phase fluide.

L’équation de quantité de mouvement (3.68) dans la partie a (g ou l) de la phase po-
reuse p change aussi de forme si nous utilisons l’équation de continuité (3.62), l’expression
(3.111) du tenseur des contraintes et la relation (3.113). Nous obtenons alors une loi de
type Brinkman :

(1− Φ)Epρ̃ap(
∂Vap

∂t
+Vap·gradVap) − div (Tap) + (1− Φ)Ep gradPap

−(1− Φ)Epρ̃apg + 2Pap grad ((1− Φ)Ep) + (1− Φ)Epµpa(k̄
p

a)
−1Vap = 0

(3.108)

L’équation de quantité de mouvement (3.118) prend une forme simplifiée, car la porosité
Ep est petite dans les tiges végétales comme nous l’avons vu au paragraphe 3.1.1.3. La
vitesse Vp

a de la phase a est alors faible ce qui conduit à ne garder que trois termes dans
la relation (3.118) et conduit à la loi de Darcy généralisée :

Vgp = − k̄gp
µgp

(gradPgp − ρ̃gpg) (3.109)

3.4.5 Lois d’état et cinétique chimiques

Les lois d’états et les cinétiques chimiques vérifiées par les grandeurs macroscopiques
sont les mêmes que celles vérifiées par les grandeurs mésoscopiques dans les différentes
phases et que nous avons vu au paragraphe 3.1.1.2.

3.4.6 Discussion sur la dérivation précédente des équations ma-
croscopiques

Withaker [29] donne une dérivation d’équations des milieux poreux par prise de moyen-
nes en tenant compte des ordres de grandeur des paramètres. Il serait intéressant de
compléter l’étude précédente en tenant compte des ordres de grandeur des paramètres
physiques lors de la dérivation du système ci-dessus.

Des modèles avec microstructures dans des milieux poreux ont été obtenus grâce à
des méthodes d’homogénéisation par Hornung [11]. Notons de plus que l’hydrodynamique
dans une zone végétale en absence de feu a été étudiée par Raupach [20]. Celui-ci tient
compte de fluctuations que nous avons omises lors de la dérivation du système précédent.
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Grishin [9] enfin propose un autre système de feu de forêt où il distingue aussi la
température des tiges végétales de la température du gaz qui l’entoure et il étudie celui-ci.
Il serait intéressant de comparer le système que nous avons obtenu avec celui qu’il propose.

3.5 Conditions de saut entre la strate végétale et l’air

ambiant

Les grandeurs macroscopiques des équations du milieu poreux écrites au paragraphe
3.1.2 et 3.1.4 sont continues avec des dérivées continues dans les phases particule vé-
gétale, ambiante et sous-sol et ont des discontinuités lorsque l’on traverse les interfaces
qui séparent celles-ci. Par définition, toute quantité indicée est nulle à l’extérieur de la
phase correspondante. Par exemple, la grandeur ρ̃f est la masse volumique dans la phase
particule végétale, et vaut zéro à l’extérieur de cette phase.

Les dérivées qui apparaissent dans les équations du paragraphe 3.1.2 et 3.1.4 doivent
alors être prisent au sens des distributions, car elles font intervenir des fonctions qui sont
continues par morceaux. (Ceci est valide au sens d’un passage à la limite vers une interface,

dans les équations du paragraphe 3.1). Notons WΣ le vecteur vitesse de l’interface Σ et
~nf le vecteur normale à cette interface (cf. figure 3.14). Cette interface n’ayant qu’une
description géométrique, seule la partie normale du vecteur vitesse de l’interface aura une
intervention dans les équations.

Fig. 3.14 – Interface entre zone végétale et air ambiant

L’utilisation des relations (3.41) conduit aux équations précédentes valables aux sens
des fonctions dans les différentes phases et à des conditions de sauts à travers l’interfaces
Σ.

Nous noterons [G]ff le saut d’une grandeur G quelconque à travers l’interface Σ . Les
équations de saut s’écrivent alors :

Bilan de masse de la ième espèce :

[
ΦRfY f

i (Vf −WΣ) + jfi
]f
f
· nf = 0 (3.110)

Bilans de quantité de mouvement :

[
ΦRf (Vf −WΣ)⊗Vf − Cf

]f
f
· nf = 0 (3.111)

Bilans d’énergie interne :
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[
ΦRf (Ef +

1

2

∣∣∣Vf
∣∣∣
2
)(Vf −wΣ)− (Qf −Vf · Cf )− ΦP fwΣ

]f

f
· nf = 0 (3.112)

où nous avons supposé P f continu à travers l’interface.

Définissons Ṁ f et Ṁ
f
par :

Ṁ f = ΦRf (Vf −WΣ) · nf (3.113)

et

Ṁ
f
= −R̄f (Vf −WΣ) · nf (3.114)

Par sommation sur i, le bilan de masse (3.110) conduit à la relation :

Ṁ f + Ṁ
f
= 0 (3.115)

Lorsque nous tenons compte de la relation (3.115) ci-dessus, la relation de saut de quantité
de mouvement (3.111) prend alors la forme plus simple suivante :

Ṁ f
[
Vf

]f
f
−
[
Cf
]f
f
· nf = 0 (3.116)

D’autres conditions de sauts doivent être rajoutées afin d’avoir un problème bien posé.
C’est le cas de l’égalité des températures au niveau de l’interface Σ :

[
T f
]f
f
= 0 (3.117)

L’hypothèse d’égalité des composantes tangentielles des vitesses est de plus classiquement
utilisée lorsque lorsqu’il y a transfert de matière au niveau d’une interface :

[
Vf − (Vf · nf )nf

]f
f
= 0 (3.118)

La relation de saut de quantité de mouvement (3.116) que nous avons obtenues ci-
dessus pourrait être précisée par une étude par homogénéisation. Viegas [26] a étudié le
rôle de la contrainte tangentielle sur l’interface Σ comme un paramètre de la vitesse de
propagation du feu sachant que cette contrainte est en relation avec la vitesse locale du
vent. Des modèles plus précis de l’interaction végétation-air ambiante ont été développés
en absence de feu mais en tenant compte des fluctuations turbulentes [15].

3.6 Rayonnement dans un milieu semi-transparent

Afin de modéliser le transfert radiatif à l’échelle macroscopique, nous avons supposer
que la zone végétale est un milieu semi-transparent. Le transfert radiatif est alors régit par
l’équation du transfert radiatif vue au paragraphe 3.1.4. Une telle équation macro-
scopique est valable dans un milieu gazeux qui possède des particules solides. Nous l’avons
donc appliquée à la phase particule végétale en considérant les tiges végétales comme des
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particules solide afin d’exprimer les flux radiatifs macroscopiques Qp
r . La phase gazeuse

de la zone végétale est par contre supposée transparente ce qui conduit à une expression
nulle du terme Qf

r .
La prise en compte de particules de suie dans les flammes où de la présence de fumées

conduirait à faire intervenir un flux radiatif dans l’expression du flux qf qui intervient
dans l’équation (3.55) et à rajouter une équation de transfert radiatif en considérant la
phase gazeuse comme ensemencé d’une multitude de particules solides à l’échelle micro-
scopique. Nous en déduirions alors le même type d’équation en variables macroscopique
Qf

r pour la phase gazeuse. Nous ferons cependant l’approximation que la phase gazeuse
est transparente.

L’équation du transfert radiatif est présentée de par Siegel [24] et Viskantas [27]. Tien
[25] et Whitaker [29] discutent de son domaine de validité. Whitaker [30] en donne une
dérivation à partir de l’échelle mésoscopique où nous distinguons les différentes phases
solide et gazeuse. Nous ne reprendrons donc pas l’homogénéisation des termes radiatifs
qui sont présents dans les équations mésoscopiques.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit une méthode d’obtention d’équations de transfert
de masse et de matière régissant la propagation des feux de forêt et nous avons obtenu
un tel système d’équations. Ce système d’équations est tridimensionnel et décrit la pro-
pagation des feux de végétations à l’échelle macroscopique. Le système complet obtenu
est caractéristique des feux de végétation. Nous pourrons donc le nommé système de
feu de végétation. Son étude ultérieure constituera le domaine de l’étude mécanique
des feux de végétation.

Le domaine d’utilisation d’un tel modèle peut être discuté en fonction des hypothèses
qui sont propres à son obtention. Ce domaine doit en particulier englober celui des ellipses
que nous avons exposé au chapitre 2 et qui, nous l’avons vu, décrit la propagation du feu
à l’échelle gigascopique du paysage (cf. chapitre 1).

Nous allons nous attacher maintenant au chapitre 4 à passer du système de feu de
végétation valable à l’échelle macroscopique à un système d’équations bidimensionnel
valable à l’échelle gigascopique du paysage en tenant compte que la propagation du feu
est essentiellement tangentielle aux collines, car l’épaisseur de la couverture végétale est
petite. Cette étude devrait en particulier conduire à obtenir le domaine de validité du
modèle non justifié des enveloppes que nous avons étudié au chapitre 2.
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Chapitre 4

Réduction d’un modèle de feu de
forêt 3D à un modèle 2D surfacique

Introduction

Nous nous proposons dans ce chapitre de simplifier le système d’équations de propa-
gation valable à l’échelle macroscopique de la forêt en obtenant un système d’équations
bidimensionnel valable à l’échelle gigascopique du paysage (cf. figure 4.1).

Le système obtenu sera un système de réaction diffusion avec perte convective. Il
tient compte de l’énergie et du temps nécessaire à la vaporisation de l’eau contenue dans
le couvert végétal. Le terme d’origine radiative sera alors simplifié et nous distinguerons
les différentes formes prises par les équations bilans dans les différentes zones que nous
avons définies au chapitre 1 relativement à la position du front du feu. Le système obtenu
sera alors mis sous forme adimensionnelle et nous étudierons enfin quelques configurations
particulières du front du feu.

4.1 Simplification des équations de bilan macrosco-

piques

4.1.1 Méthodologie de simplification

La démarche du chapitre 3 nous a permis d’obtenir un système complet de feux de
forêt valable à l’échelle macroscopique. La fin de ce document s’attachera donc à étudier
celui-ci par différentes méthodes analytiques et numériques. Un préliminaire à toute étude
doit être l’adimensionalisation d’un tel système afin de faire apparâıtre le minimum de
paramètres suivi d’une analyse phénoménologique (cf. Darrozes [8]) afin de faire apparâıtre
les différents régimes possibles de feu. Un exemple d’une telle démarche a été utilisé par
Margerit et Séro-Guillaume [15] pour l’étude dumouvement de l’interface d’une goutte
sphérique qui s’évapore dans sa propre vapeur (cf. figure 4.2).

Le système alors étudié était plus simple que celui d’un feu de forêt. La dynamique de
l’évaporation est gouvernée par un bilan hydrodynamique, thermique et par une équation
de saut à l’interface de la goutte qui tient compte de l’énergie nécessaire à l’évaporation.
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Fig. 4.1 – De l’échelle macroscopique à l’échelle gigascopique

Fig. 4.2 – Evaporation d’une goutte dans sa vapeur
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La réduction de modèle avait alors permis de modéliser l’écoulement extérieur à la goutte
par un coefficient d’échange et de trouver la forme de celui-ci. Le système de feux de forêt
étant plus compliqué, nous allons en première approximation réaliser une simplification de
celui-ci au paragraphe 4.2. ci-dessous sans faire apparâıtre les groupements adimension-
nelles correspondant. L’adimensionnalisation sera réalisée sur le système simplifié ainsi
obtenu. Une étape ultérieure devrait être d’obtenir le domaine de validité de ces simpli-
fications de manière plus précise en faisant apparâıtre les groupements adimensionnelles
correspondants directement dans le système de feux de forêt puis en procédant comme
dans [8] et [15]).

4.1.2 Bilan d’énergie

Récrivons l’équation de bilan d’énergie (3.28) de la particule végétale :




∂

∂ t

[
(1− Φ)ρ̃p(Ep +

1

2
|Vp|2)

]

+div

[
(1− Φ)ρ̃p(Ep +

1
2
|Vp|2)

+Qp −Vp · Cp)

]


 =



−Pp

∂Φ

∂t
+ (1− Φ)ρ̃pVp · g

−
[
(Ep +

1
2
|Vp|2 + Pp/ρ̃p)K

pf +Xpf
]




(4.1)
Nous allons simplifier cette équation. Les vitesses Vp sont faibles. Ceci est dû à la struc-
ture rigide de ces tiges et à la condition aux limites qui impose la fixation des
végétaux au niveau du sol par l’enracinement de la végétation. Rappelons que le trans-
port des braises (cf. figure 1.3) a été négligé dans notre étude et que la prise en compte
de ce transport devrait être réalisée à l’échelle mésoscopique. L’énergie cinétique 1

2
|Vp|2

est donc négligeable. Il vient alors :




∂

∂ t
[(1− Φ)ρ̃pEp]

+div [(1− Φ)ρ̃pEp +Qp)]


 =




−Pp
∂Φ

∂t
−(Ep + Pp/ρ̃p)K

pf

−Xpf


 (4.2)

L’énergie (Ep + Pp/ρ̃p)K
pf due au transfert de masse des tiges vers la zone fluide qui

l’entoure est faible, car le transfert de masse Kpf est faible. La variation temporelle de
la porosité de la végétation est faible si nous supposons que la structure solide de la
végétation reste conservée lors de la combustion. L’équation (4.2) se réduit alors à :




∂

∂ t
[(1− Φ)ρ̃pEp]

+div [(1− Φ)ρ̃pEp +Qp)]


 = −Xpf (4.3)

Cette équation est couplée avec le bilan énergétique (3.19) par l’intermédiaire de l’échange
d’énergie Xpf , due au déséquilibre local du champ de température entre les 2 phases, dont
l’expression est donnée par la relation (3.32).

Faisons l’hypothèse que les coefficients αp et αf sont faibles dans la loi de Fourier
généralisée (3.31). L’annexe H donne alors l’expression des équations thermiques associées
aux bilans d’énergies (4.3) et (3.19) respectivement dans le constituant végétal (tiges) et
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dans le constituant air de la phase particule végétale si nous supposons que le nombre de
Lewis est proche de 1. Ce sont :


 (1− Φ)ρ̃pCp

p∂T
p

∂ t
+ div [−λpgrad(T p) +Qp

r]


 = Rp

c −Xpf (4.4)

et



Φρ̃fCp
f ∂T

f

∂ t
+Φρ̃fCpV

f · grad(T f )

+ div
[
−λfgrad(T f ) +Qf

r

]


 =




+Φ
∂P f

∂t

+T f : Vf − P f ∂Φ

∂t
+Xpf +Rf

c




(4.5)

où les capacités globales Cpp et Cpf ainsi que les termes sources d’origine chimique Rp
c et

Rp
c sont définis en annexe H.

Rappelons enfin la relation (3.32) donnant l’expression de l’énergie Xpf :

Xpf = χ(T f − T p) (4.6)

Nous pouvons maintenant résoudre le système (4.4)-(4.6) de trois équations aux trois
inconnues T f , T p et Xpf .

L’élimination du terme Xpf entre (4.4) et (4.6) et entre (4.4) et (4.5) conduit aux
bilans :


 (1− Φ)ρ̃pCp

p∂T
p

∂ t
+ div [−λpgrad(T p) +Qp

r]


 = +Rp

c − χ(T f − T p) (4.7)




Φρ̃fCp
f ∂T

f

∂ t

+(1− Φ)ρ̃pCp
p∂T

p

∂ t
+Φρ̃fCpV

f · grad(T f )




+ div



−λfgrad(T f )
−λpgrad(T p)
+Qf

r +Qp
r


 =




+Φ
∂P f

∂t

+T f : Vf − P f ∂Φ

∂t
+Rf

c +Rp
c




(4.8)

La relation (4.7) permet d’obtenir l’expression du champ de température T f en fonction
du champ de température T p :

T f = T p − (1− Φ)
ρ̃pCp

p

χ

∂T p

∂t
− 1

χ
div

[
−λpgrad(T p)
+Qp

r

]
+
Rp
c

χ
(4.9)

En reportant alors l’expression (4.9) de T f dans la relation (4.8), il vient finalement l’équa-
tion thermique vérifiée par T p . Si nous faisons l’hypothèse que le coefficient d’échange χ
est important, il vient au premier ordre en 1/ χ :

T f = T p (4.10)
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[
Φρ̃fCp

f

+(1− Φ)ρ̃pCp
p

]
∂T p

∂ t
+Φρ̃fCpV

f · grad(T p)


+div

[
−(λf + λp) grad(T p)
+Qf

r +Qp
r

]
=




+Φ
∂P f

∂t

+T f : Vf − P f ∂Φ

∂t
+Rf

c +Rp
c




(4.11)
Le premier ordre correspond donc à l’équilibre thermodynamique local.

Définissons les grandeurs ρ̃v , Cpv et λv par :

ρ̃v = Φρ̃f + (1− Φ)ρ̃p
ρ̃vCp

v = Φρ̃fCp
f + (1− Φ)ρ̃pCp

p

λv = λf + λp
(4.12)

L’équation thermique (4.11) s’écrit alors :

(
ρ̃vCp

v ∂T p

∂ t

+Φρ̃fCp
fVf · grad(T p)

)
+ div

[
−λvgrad(T p)
+Qf

r +Qp
r

]
=




+Φ∂P f

∂t

+T f : Vf − P f ∂Φ
∂t

+Rf
c +Rp

c


 (4.13)

Nous négligeons les variations temporelles de P f et Φ et la dissipation visqueuse. L’équa-
tion précédente prend alors la forme :

ρ̃vCp
v ∂T

p

∂t
+ Φρ̃fCp

fVf · grad(T p) = div

[
λvgrad(T p)
−Qf

r −Qp
r

]
+ (Rf

c +Rp
c) (4.14)

Nous pouvons négliger le terme conductif λv grad (T p) devant le terme radiatif −Qf
r −Qp

r.
Nous obtenons finalement :

ρ̃vCp
v ∂T

p

∂t
+ Φρ̃fCp

fVf · grad(T p) = −div
[
Qf

r +Qp
r

]
+ (Rf

c +Rp
c) (4.15)

C’est une équation macroscopique 3D qui est plus générale que celle d’Albini [1, 2] car elle
tient compte de la convection dans la phase gazeuse de la zone végétale. Cette équation
est aussi plus générale que celle donnée par Weber [25], car elle est tridimensionnelle et
tient compte d’un rayonnement, dans un milieu semi-absorbant, qui ne se limite pas à
un terme diffusif de type laplacien. Nous discuterons les conditions de validité de ce cas
limite au paragraphe 4.4.3. ci-dessous. Notons enfin que l’équation (4.15) ci-dessus est une
équation de réaction-diffusion du même type que l’équation (2.114) si nous supposons, de
plus, que le terme de production chimique Rf

c +Rp
c s’exprime linéairement en fonction de

la température T p , pour T p variant proche d’une température de référence.
Considérons que la vitesse Vf est une donnée du problème ce qui nous évite de

résoudre l’hydrodynamique, gouvernée par l’équation de Brinkman (3.18), dans le consti-
tuant air. Les termes ρ̃v , ρ̃f , Cpv et Cpf sont supposés constants dans la zone végétale
en avant du front du feu. Il reste à exprimer la production d’énergie d’origine chimique
Rf
c +Rp

c .
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4.1.3 Expression de la production d’énergie d’origine chimique

Le terme Rf
c +Rp

c correspond à la chaleur dégagée par les réactions chimiques respec-
tivement dans les tiges et autour de celles-ci. D’après l’annexe H, leurs expressions sont
données par :

Rp
c =

5∑
i=1

.
ω̃i H

0
i et Rf

c =
5∑
i=1

.
ω̃i h

0
i (4.16)

Rp
c = −

m∑

α=1

ψαQα (4.17)

où Qα est la chaleur standard de la αi ème réaction à la température de référence T 0. C’est
une constante. Nous supposerons que l’oxygène ne pénètre pas dans les tiges des végétaux.
Il vient alors d’après (3.36) :

Rp
c = − ((1− Ep)SpBρ̃bpQB + Epρ̃gQG) (4.18)

où
QB = k1(T

p)Q1 + k2(T
p)Q2 + k3(T

p)Q3

QG = k4(T
p)Q4 + k5(T

p)Q5
(4.19)

La seule réaction chimique considérée dans la phase gazeuse est la combustion entre
les produits de pyrolyse des tiges végétales et l’oxygène de l’air :

Rf
c = −k6(T f )(ρ̃fYFf

)
νF(ρ̃fYOf

)
νOQ6 (4.20)

Les coefficients kα sont donnés par une loi d’Arrhenius d’après (3.37) :

kα(T ) = Aαe
−(Eα/R0T p), α = 1 à 5 k6(T ) = A6e

−(E/R0T f ) (4.21)

Nous avons vu en (4.10) que nous pouvons identifier les températures T p et T f si nous
faisons l’hypothèse que le coefficient d’échange χ est important. Simplifions l’étude en
supposant qu’il n’y a pas production de Goudron lors de la pyrolyse des tiges végétales.
La relation (4.18) prend alors la forme simplifiée :

Rp
c = −(1− Ep)Sbpρ̃bpQB (4.22)

Il reste à exprimer les variations des grandeurs Sbp , YFf et YOf qui interviennent dans les
cinétiques chimiques ci-dessus. Pour cela utilisons les bilans de masse obtenus au chapitre
précédent.

4.1.4 Variation des concentrations massiques

Le bilan de masse (3.21) de l’espèce bois dans le constituant végétal s’écrit :
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∂

∂t
((1− Φ)(1− Ep)Sbpρ̃bp) = −(1− Φ)(Kbg +Kbl +Kbc) (4.23)

D’après l’équation d’état du bois, ρ̃bp est constant. Comme, de plus, nous négligeons la
formation de goudron, le bilan de masse du bois (4.23) s’écrit :

∂Sbp
∂t

=
WB

1− Epkb(T
p)Sbp (4.24)

avec
kb(T

p) = k1(T
p) + k2(T

p) (4.25)

Cette équation sera dite équation de pyrolyse.
Pour l’obtention des grandeurs YFf et YOf , écrivons les bilans de masse (3.17) :

∂

∂t
(Φρ̃fYFf ) + div(Φρ̃fYFfVf + JFf ) = ΦνF6Ψ6 −Kfp

Fg (4.26)

∂

∂t
(Φρ̃fYOf ) + div(Φρ̃fYOfVf + JOf ) = ΦνO6Ψ6 −Kfp

Og (4.27)

Comme nous supposons que l’oxygène ne pénètre pas dans les tiges végétales, Kfp
Oa = 0

d’où

∂

∂t
(Φρ̃fYOf ) + div(Φρ̃fYOfVf + JOf ) = ΦνO6Ψ6 (4.28)

Kfp
Fg est enfin la quantité de combustible gazeux qui provient des tiges végétales. Son

expression est donnée, en négligeant la formation de goudron, par le bilan de masse suivant
de quantité de combustible dans le constituant végétal :

Kfp
Fg =




∂

∂ t
((1− Φ)Epρ̃gp)

+ div((1− Φ)Epρ̃gpVgp)
+(1− Φ)WFkB(T

p)Sbp


 (4.29)

La vitesse Vgp est enfin donnée par la loi de Darcy (3.24).

L’élimination de Kfp
Fa entre (4.29) et (4.26) conduit à :




∂
∂ t

(Φρ̃fYFf + (1− Φ)EpRp
g)

+ div




Φρ̃fYFfVf
+JFf
+(1− Φ)Epρ̃gpVgp





 =

(
+ΦνF6Ψ6

−(1− Φ)WFkb(T
p)Sbp

)
(4.30)

Les deux équations (4.28) et (4.30) seront dites équations de combustion.
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Les variations des grandeurs Sbp , YFf et YOf sont donc exprimées par les trois relations
(4.24), (4.28) et (4.30). Les deux termes de production d’énergie chimique (4.20) et (4.22)
permettent alors de trouver de la production chimique Rf

c +R
p
c qui intervient dans le bilan

énergétique (4.15).

4.1.5 Production chimique ne dépendant que du champ de tem-
pérature

On peut considérer que le terme de production chimique Rf
c + Rp

c ne dépend que
du champ de température T p dans la zone en avant du front du feu et que l’équation
de pyrolyse (4.24) fait intervenir une température T p qui est constante. Ceci permet de
découpler les deux équations (4.15) et (4.24) dans des domaines différents et évite ainsi
de résoudre la structure de la flamme, problème classique en combustion [26], et qui
correspond ici à l’étude au front du feu lorsque l’épaisseur de celui-ci est petit. Notons
alors

Rf
c (T

p) = Rf
c +Rp

c (4.31)

Le découplage fait cependant intervenir une inconnue supplémentaire qui est la position
du front du feu. Nous devons alors faire intervenir une température d’inflammation T i du
combustible végétal, température qui est une donnée supplémentaire du problème. La
position du front du feu est alors déterminée par l’isotherme T p = T i . Nous nous plaçons
dans cette hypothèse dans toute la suite de ce document afin de simplifier les calculs
parce que c’est une hypothèse couramment employée dans l’étude des feux de forêts.
Cette hypothèse est cependant critiquable et une étude ultérieure plus précise ne doit pas
l’utiliser. Ceci conduit alors à tenir compte de la combustion de manière non élémentaire
et à étudier la structure du front du feu.

4.1.6 Bilan radiatif : approximation de diffusion

Notons H la longueur caractéristique de variation notable de la densité d’énergie ra-
diative i′ et lm la longueur caractéristique à partir de laquelle nous pouvons considérer
que le rayonnement est négligeable :

lm = 1/K (4.32)

Plaçons-nous dans le cas où lm/H << 1 . Cette hypothèse est dite approximation de
diffusion. Le milieu correspondant est dit optiquement épais.

Si nous considérons une strate végétale suffisamment peu poreuse, alors nous pouvons
utiliser cette hypothèse dans le cas d’une diffusion isotrope. Le flux radiatifQr qui apparâıt
dans l’équation thermique (4.15) prend alors la forme d’une loi de type Fourier [22] :

Qr = −λr(T p)∇T p (4.33)

où la conductivité radiative λr(T
p) s’exprime par :

λr(T
p) =

16

3K
B(T p)3 (4.34)
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Cette hypothèse est critiquable, car les phases particules végétales ont généralement une
porosité importante. Nous l’utiliserons quand même au paragraphe 4.2. suivant, lors de la
réduction tridimensionnelle-bidimensionnelle, car ceci rend la compréhension de la réduc-
tion plus simple et permet de simplifier la prise en compte de l’hydrodynamique au-dessus
de la zone végétale. Nous nous affranchirons ensuite de cette hypothèse au paragraphe
4.3. où nous réaliserons un passage tridimensionnelle-bidimensionnelle pour un milieu qui
n’est pas optiquement épais.

4.1.7 Conditions aux limites sur les interfaces zone végétale-air
ambiant et zone végétale-sol

Les conditions aux limites du problème (4.15) sur les interfaces Σ et Σ doivent être
précisées. Ces conditions sont données par les relations de sauts (3.50). Elles sont donc
couplées avec le bilan énergétique (3.7) et le bilan hydrodynamique (3.6) dans l’air ambiant
pour la condition sur Σ , et par les équations (3.15)-(3.16) pour la condition sur Σ.

Simplifions cette relation de saut (3.50) en la remplaçant par une condition aux limites
de type Fourier sur Σ :

− λrgrad(T p) · ~n = hL(T
p − T a

) sur l’interface Σ (4.35)

où T
a
est la température ambiante supposée constante loin de l’interface Σ et où hL est

le coefficient d’échange convectif avec le milieu ambiant.
L’intervention de nouveau paramètre hL permet de s’affranchir de la résolution des

équations (3.5)-(3.50) dans le milieu ambiant. L’expression de hL en fonction de la vitesse
locale V du vent au-dessus de la zone végétale est supposée connue ce qui correspond
à connâıtre l’hydrodynamique dans le milieu ambiant.

Le sol peut être considéré comme un isolant en première approximation :

grad(T p) · ~n = 0 sur l’interface Σ (4.36)

La condition (4.36) ci-dessus conduit à un découplage avec les équations (3.15)-(3.16).

4.1.8 Bilan thermique unique et conditions aux limites

Rappelons le système tridimensionnel simplifié de feux de forêts, constitué d’une seule
équation thermique, que nous avons obtenu dans ce paragraphe.

Nous supposons de plus que la conductivité radiative λr est constante et uniforme.
Notons enfin Ωv le domaine occupé par la zone végétale.

Nous aboutissons à l’équation aux dérivées partielles ci-dessous :

ρ̃vCp
v ∂T

p

∂t
+ Φρ̃fCp

f ~Vf · grad(T p) = −λr∆T p +Rc(T
p) dans Ωv (4.37)

− λrgrad(T p) · ~n = hL(T
p − T a

) sur l’interface Σ (4.38)

grad(T p) · ~n = 0 sur l’interface Σ (4.39)

Nous allons maintenant passer de ce système tridimensionnel à un système bidimensionnel.
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4.1.9 Adimensionnalisation

A partir des grandeurs physiques et de L nous pouvons définir un temps caractéristique

τ =
ρ̃vCp

vL2

λr
(4.40)

Nous avons aussi la vitesse caractéristique V associée à ~Vf et une production d’énergie
caractéristique R associée Rc. Définissons les grandeurs adimensionnelles suivantes :

x∗ =
x

L
et t∗ =

t

τ
(4.41)

T p∗ =
T p − T a

T a
~V∗
f =

~Vf

V
et R∗

c =
Rc

R
(4.42)

Avec les définitions ci-dessus, le problème de réaction-diffusion prend la forme sui-
vante :

∂T p

∂t
+Gv

~Vf · grad(T p) = −∆T p + CiRc(T
p) dans Ωv (4.43)

− grad(T p) · ~n = BiT
p sur l’interface Σ (4.44)

grad(T p) · ~n = 0 sur l’interface Σ (4.45)

où nous omettons d’indicer les grandeurs par une étoile pour alléger les notations et où
apparaissent les paramètres adimensionnels suivants :

Le nombre de Biot Bi est défini par :

Bi =
hLL

λr
(4.46)

Gv =
V

λr/(ΦRfCpfL)
(4.47)

Ci =
R

T aλr/L2
(4.48)

Soit δ l’ordre de grandeur de l’épaisseur de la zone végétale (cf. figures 4.1). La longueur
δ caractérise les dimensions de l’échelle macroscopique.

Notons ε = δ/L le paramètre caractérisant la géométrie. Les nombres adimensionnels
du problème sont Bi , Gv , Ci et ε .
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4.2 Coordonnées locales proches de la surface

4.2.1 Définition de la surface et métrique associée

Un point P lié à la surface S du sol est défini par une abscisse curviligne X, Y sur la
surface. Choisissons le paramètrage curviligne suivant de la surface S (cf. figure 4.3) :

−−→
OP = x~x+ y~y + z(x, y)~z (4.49)

Fig. 4.3 – Paramètrage curviligne de la surface S

La différentiation de cette relation conduit à :

d
−−→
OP = (~x+

∂z

∂x
~z)dx+ (~y +

∂z

∂y
~z)dy (4.50)

Définissons

p =
∂z

∂x
et q =

∂z

∂y
(4.51)

L’expression précédente prend la forme simplifiée :

d
−−→
OP = (~x+ p~z)dx+ (~y + q~z)dy (4.52)

d
−−→
OP = ~Xsdx+ ~Ysdy (4.53)

avec :
~Xs = ~x + p~z
~Ys = ~y + q~z

(4.54)

Les vecteurs ~Xs et ~Ys vérifient alors :

~Xs =
∂
−−→
OP

∂x

∣∣∣∣∣ y et ~Ys =
∂
−−→
OP

∂y

∣∣∣∣∣ x (4.55)
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Notons que le vecteur normale à la surface S s’écrit :

~n =
−p~x− q~y + ~z√

1 + p2 + q2
(4.56)

Le tenseur métrique Gs est défini par la forme quadratique :

d
−−→
OP2 = duTs ·Gs · dus (4.57)

où dus est le vecteur dus = (dx, dy).
Nous avons donc

Gs =

(
~Xs · ~Xs

~Xs · ~Ys

~Ys · ~Xs
~Ys · ~Ys

)
=

(
gs11 gs12
gs21 gs22

)
(4.58)

Les relations précédentes conduisent alors aux expressions suivantes pour les composantes
covariantes gsij :

gs11 = 1 + p2

gs22 = 1 + q2

gs12 = gs21 = pq
(4.59)

Soit gs le déterminant du tenseur métrique Gs :

gs =
=

gs11g
s
22 − gs122

1 + p2 + q2
(4.60)

Définissons

r =
∂2z

∂x2
, u =

∂2z

∂y2
et s =

∂2z

∂x∂y
(4.61)

Les courbures totales K et moyennes H s’expriment par [5] :

K =
ru− s2

1 + p2 + q2
et H =

1

2

(1 + p2)u− 2pqs+ (1 + q2)r

(1 + p2 + q2)3/2
(4.62)

4.2.2 Expression du gradient et du laplacien sur la surface courbe

Notons (u1, u2) = (x, y) les coordonnées curvilignes sur la surface S. L’expression du
gradient du champ scalaire T (x, y) en coordonnées curvilignes est la suivante :

gradsT · ~V =
∂T

∂x
Vx +

∂T

∂y
Vy (4.63)

pour tout vecteur
~V = Vx~Xs + Vy ~Ys (4.64)

L’expression du laplacien du champ scalaire T (x, y) en coordonnées curvilignes est la
suivante :
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∆sT =
1√
gs

2∑

i,j=1

∂

∂ui

(√
gsgsij

∂T

∂uj

)
(4.65)

où gsij sont les composantes contravariantes du tenseur métrique, c’est-à-dire les éléments
de la matrice inverse de celle des gsij.

Les gsij sont données par les relations suivantes :

gs11 = gs22/g
s

gs22 = gs11/g
s

gs12 = gs21 = −gs21/gs
(4.66)

Le laplacien prend donc la forme suivante :

∆s
ST

p =
1√
gs




∂

∂x

(
gs22√
gs
∂T p

∂x

)
+

∂

∂y

(
gs11√
gs
∂T p

∂y

)

− ∂

∂x

(
gs21√
gs
∂T p

∂y

)
− ∂

∂y

(
gs12√
gs
∂T p

∂x

)




(4.67)

4.2.3 Définitions des coordonnées locales à la surface et mé-
trique associée

Un point M de l’espace est repérée par rapport au point P lié à la surface S du
sol. Nous avons vu que P est défini par une abscisse curviligne X, Y sur la surface. La
troisième coordonnée curviligne est définie par :

−−→
PM = ρ~n (4.68)

où ~n est la normale à la surface au point P (cf. figure 4.4).

Fig. 4.4 – Coordonnées curvilignes associées à une surface

Les coordonnées définies ci-dessus établissent une bijection entre les points de l’espace
et les coordonnées (x, y, z) d’un point M proche de la surface. Le terme εK doit rester
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petit devant l’unité :

εK ¿ 1 (4.69)

La relation vectorielle

−−→
OM =

−−→
OP+ ρ~n (4.70)

conduit à :
d
−−→
OM = d

−−→
OP+ dρ~n+ ρd~n (4.71)

L’expression de la différentielle d
−−→
OP est donnée par la relation (4.52). De plus, la

différentiation du vecteur normale (4.56) donne :

d~n = −(r~x+ s~y)dx+ (s~x+ u~y)dy

(1 + p2 + q2)3/2
(1 + p2 + q2)

− −p~x− q~y + ~z

(1 + p2 + q2)3/2
((pr + qs)dx+ (ps+ qu)dy)

(4.72)

d
−−→
OM a donc la forme suivante :

d
−−→
OM = ~Xdx+ ~Ydy + ~ndρ (4.73)

avec :

~X = ~Xs −
1

(1 + p2 + q2)3/2




((1 + q2)r − pqs)~x
+((1 + p2)s− pqr)~y
+(pr + qs)~z


 ρ

~Y = ~Ys −
1

(1 + p2 + q2)3/2




((1 + q2)s− pqu)~x
+((1 + p2)u− pqs)~y
+(ps+ qu)~z


 ρ

(4.74)

Les vecteurs ~X , ~Y et ~n vérifient alors :

X =
∂
−−→
OM

∂x

∣∣∣∣∣ y, ρ , ~Y =
∂
−−→
OM

∂y

∣∣∣∣∣ x, ρ et ~n =
∂
−−→
OM

∂ρ

∣∣∣∣∣ x, y (4.75)

Le tenseur métrique G est alors défini par la forme quadratique :

d
−−→
OM2 = duT ·G · du (4.76)

où du est le vecteur du = (dx, dy, dρ). On a donc

G =




~X · ~X ~X · ~Y ~X · ~n
~Y · ~X ~Y · ~Y ~Y · ~n
~n · ~X ~n · ~Y ~n · ~n


 =



g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33


 (4.77)

Les relations précédentes conduisent alors aux expressions suivantes pour les composantes
covariantes gij :
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g11 = gs11 −
2√
gs
rρ+

k11
(gs)3

ρ2 (4.78)

g22 = gs22 −
2√
gs
uρ+

k22
(gs)3

ρ2 (4.79)

g33 = 1 (4.80)

g12 = g21 = gs12 −
2√
gs
sρ+

k12
(gs)3

ρ2 (4.81)

et

g13 = g23 = g31 = g32 = 0 (4.82)

Soit g le déterminant du tenseur métrique G :

g = g11g22 − g212 (4.83)

avec :
k11 = [(1 + q2)2 + (pq)2 + (1 + p2)2 + p2]r2

−2pq(1 + q2 + p2)sr
+q2(1 + p2)s2

(4.84)

k22 = [(1 + q2)2 + (pq)2 + (1 + p2)2 + q2]u2

−2pq(1 + q2 + p2)su
+p2(1 + q2)u2

(4.85)

k12 = [(1 + p2)2 + (pq)2 + q2]su
+[(1 + q2)2 + (pq)2 + p2]sr
−pq(1 + p2 + q2)(rt+ s2)

(4.86)

La condition (4.69) est satisfaite pour K = O(1) ou pour K pas très grand (K ¿
1/ε). Plaçons-nous dans ce cas. Plus précisément, considérons que les dérivées secondes
r, u et s définies par (4.61) sont de l’ordre de 1. Les coefficients k11 , k22 et k12 sont donc
de l’ordre 1. Il en est de même pour gs11 , gs22 , gs12 et gs .

4.2.4 Expression du gradient et du laplacien en coordonnées
curvilignes

Notons (u1, u2, u3) = (x, y, ρ) les coordonnées curvilignes. L’expression du gradient du
champ scalaire T (x, y, ρ) en coordonnées curvilignes est la suivante :

gradT · ~V =
∂T

∂x
Vx +

∂T

∂y
Vx +

∂T

∂ρ
Vρ (4.87)

pour tout vecteur
~V = Vx ~X + Vy~Y + Vρ~n (4.88)
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L’expression du laplacien du champ scalaire T en coordonnées curvilignes est la suivante
[4] :

∆T =
1√
g

3∑

i,j=1

∂

∂ui

(
√
ggij

∂T

∂uj

)
(4.89)

où gij sont les composantes contravariantes du tenseur métrique, c’est-à-dire les éléments
de la matrice inverse de celle des gij.

Les gij sont données par les relations suivantes :

g11 = g22/g
g22 = g11/g
g33 = g33
g12 = g21 = −g21/g
g13 = g23 = g31 = g32 = 0

(4.90)

Le laplacien prend donc la forme simplifiée suivante :

∆T = ∆ST +
1√
g

∂

∂ρ

(
√
g
∂T

∂ρ

)
(4.91)

avec

∆ST =
1√
g

2∑

i,j=1

∂

∂ui

(
√
ggij

∂T

∂uj

)
(4.92)

Les coordonnées de la vitesse du vent ~Vf , dans la strate végétale, sont les suivantes :

~Vf = V f
x
~X+ V f

y
~Y + V f

ρ ~n (4.93)

4.3 Réduction bidimensionnelle pour un nombre de

Biot faible

Nous désirons passer du modèle 3D précédant à un modèle 2D surfacique. Pour cela,
nous allons utiliser la présence d’un petit paramètre géométrique. La longueur δ est en
effet petite devant la longueur caractéristique L de l’étendue horizontale de cette zone,
c’est-à-dire :

ε¿ 1 (4.94)

La longueur L caractérise les dimensions de l’échelle gigascopique. Nous ne la connaissons
qu’en ordre de grandeur. C’est l’échelle d’observation caractéristique de la propagation du
feu.

4.3.1 Ordre de grandeur des paramètres et échelles associées

Nous supposons que les nombres Gv et Ci sont de l’ordre de 1. Le nombre de Biot Bi

est pris de l’ordre de ε,
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Bi = biε (4.95)

afin d’étudier le régime intéressant pour lequel les pertes convectives vers la phase am-
biante sont du même ordre de grandeur que les autres termes qui apparaissent dans la
l’équation (4.43).

Lorsque l’on effectue le passage à la limite ε → 0 dans le système (4.43)-(4.45), le
problème devient singulier, car le domaine Ωv devient de dimension nulle. Nous sommes
donc conduit à définir des coordonnées locales proches de la surface afin de dilater la
coordonnées normales à la surface pour éliminer la singularité.

La vitesse du vent V f
ρ dans la direction normale à la surface est supposée très petite.

Prenons la de l’ordre de ε3,

V f
ρ = vfρε

3 (4.96)

alors que V f
x et V f

y sont choisies de l’ordre de 1.
L’étude plus précise de l’équation de Brinkman (3.18) donnerait l’ordre exact de V f

ρ

par rapport à ε .

4.3.2 Dilatation normale à la surface

Nous choisissons de ne dilater que la distance ρ à la surface S dans le système (4.43)-
(4.45) afin de résoudre le problème de passage à la limite singulier ε→ 0 que nous avons
vu au paragraphe 4.3.1. Définissons la variable dilatée suivante :

ρ̃ =
ρ

ε
(4.97)

Ces variables sont caractéristiques de l’échelle d’observation macroscopique. Nous nous
plaçons alors à l’intérieur de la strate végétale.

Le système (4.43)-(4.45) s’écrit alors :

ε2
∂T p

∂t
+Gvε

2 ~Vf · grad(T p) =




ε2 ∆ST
p

+
1√
g

∂

∂ρ̃

(
√
g
∂T p

∂ρ̃

)

+ε2 CiRc(T
p)




en 0 < ρ̃ < h̃(x, y, ε) (4.98)

∂T p

∂ρ̃
= −biε2T p en ρ̃ = h̃(x, y, ε) (4.99)

∂T p

∂ρ̃
= 0 en ρ̃ = 0 (4.100)

avec
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~Vf · grad(T p) = V f
x

∂T p

∂x
+ V f

y

∂T p

∂y
+ ε2vfρ

∂T p

∂ρ̃
(4.101)

∆ST
p =

1√
g

[
∂

∂x

(
g11√
g

∂T p

∂x

)
− ∂

∂x

(
g12√
g

∂T p

∂y

)
− ∂

∂y

(
g21√
g

∂T p

∂x

)
+

∂

∂y

(
g22√
g

∂T p

∂y

)]

(4.102)

g11 = gs11 − ε
2r√
gs
ρ̃+ ε2

k11
(gs)3

ρ̃2 (4.103)

g22 = gs22 − ε
2u√
gs
ρ̃+ ε2

k22
(gs)3

ρ̃2 (4.104)

g12 = g21 = gs12 − ε
2s√
gs
ρ̃+ ε2

k12
(gs)3

ρ̃2 (4.105)

g = g11g22 − g212 (4.106)

4.3.3 Choix de la forme des développements

Définissons les variables dilatées suivantes :

x̃ =
x

ε
, ỹ =

y

ε
et t̃ =

t

ε

Le champ de température T p dépend a priori des variables x , x̃, y, ỹ, ρ, ρ̃, t, t̃ et ε.
Choisissons pour T p un développement asymptotique de la forme :

T p(t, t̃, x, x̃, y, ỹ, ρ, ρ̃, ε) = T p
0 (t, x, y, ρ̃) + T p

1 (t, x, y, ρ̃)ε+ ... (4.107)

Ceci signifie que nous cherchons un champ de température sans variations rapides en
espace et en temps.

A l’ordre principal, la hauteur h̃ de la couche végétale que nous étudions ne possède
pas de variations en x, y :

h̃(x, y, ε) = 1 + h̃1(x, y)ε+ ... (4.108)

Etudions une forêt de hauteur h̃ constante et indépendante de ε. On choisit le développe-
ment suivant pour le terme source d’origine chimique :

R(t, t̃, x, x̃, y, ỹ, ρ, ρ̃, ε) = R0(t, x, y, ρ̃) +R1(t, x, y, ρ̃)ε+ ... (4.109)

4.3.4 Ordre 0 en Biot

La limite ε = 0 donne

1√
gs

∂

∂ρ̃

(√
gs
∂T p

∂ρ̃

)
= 0 en 0 < ρ̃ < 1 (4.110)
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∂T p

∂ρ̃
= 0 en ρ̃ = 1 (4.111)

∂T p

∂ρ̃
= 0 en ρ̃ = 0 (4.112)

Nous en déduisons que T p
0 est indépendante de l’abscisse ρ̃ :

T p
0 (t, x, y, ρ̃) = T p

0 (t, x, y) (4.113)

Le champ de température est donc uniforme dans le segment normale à la surface. Défi-
nissons la moyenne de T p

0 (t, x, y, ρ̃) sur le segment 0 < ρ̃ < 1 par :

θp0(t, x, y) =

1∫

0

T p
0 (t, x, y, ρ̃)dρ̃ (4.114)

La fonction T p
0 est identique avec la moyenne θp0 (t, x, y) :

T p
0 = θp0(t, x, y) (4.115)

T p
0 (t, x, y, 1) = θp0(t, x, y) (4.116)

T p
0 ( t, x, y) n’est pas déterminée explicitement à cet ordre. Nous devons résoudre les ordres

suivants afin de trouver son expression.

4.3.5 Ordre 1 en Biot

L’ordre 1 conduit au système :

1√
gs

∂

∂ρ̃

(√
gs
∂T p

1

∂ρ̃

)
= 0 en 0 < ρ̃ < 1 (4.117)

∂T p
1

∂ρ̃
= 0 en ρ̃ = 1 (4.118)

∂T p
1

∂ρ̃
= 0 en ρ̃ = 0 (4.119)

Nous en déduisons que T p
1 est indépendante de l’abscisse ρ̃ :

T p
1 (t, x, y, ρ̃) = T p

1 (t, x, y) (4.120)
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4.3.6 Ordre 2 en Biot

L’ordre 2 conduit au système :

∂

∂ρ̃

(
∂T p

2

∂ρ̃

)
=



∂T p

0

∂ t
+Gv

~Vs
f · grads(T p

0 )


−

(
∆s
ST

p
0

+ CiRc(T
p
0 )

)
en 0 < ρ̃ < 1 (4.121)

∂T p
2

∂ρ̃
= −biT p

0 en ρ̃ = 1 (4.122)

∂T p
2

∂ρ̃
= 0 en ρ̃ = 0 (4.123)

avec :
~Vs
f = V f

x
~Xs + V f

y
~Ys (4.124)

~Vs
f · grads(T p

0 ) = V f
x

∂T p
0

∂x
+ V f

y

∂T p
0

∂y
(4.125)

et ∆s
S est le laplacien surfacique défini par la relation (4.67).

Le membre de droite de (4.121) est un terme source indépendant de ρ̃. Notons le
s0(t, x, y). L’intégration de (4.121) en tenant compte de la condition aux limites (4.123)
conduit à :

∂T p
2

∂ρ̃
= s0(t, x, y)ρ̃ (4.126)

La condition aux limites (4.122) conduit à la relation de compatibilité sur T p
0

s0(t, x, y) = −biT p
0 , (4.127)

c’est-à-dire :

∂T p
0

∂t
+Gv

~Vs
f · grads(T p

0 ) = ∆s
ST

p
0 + (CiRc(T

p
0 )− biT p

0 ) (4.128)

De (4.126)-(4.128), nous déduisons alors le profil du champ de température dans le
segment de la phase végétale :

T p
2 (t, x, y, ρ̃) = −biT p

0 (t, x, y)
1

2
ρ̃2 + T̂ p

2 (t, x, y) (4.129)

où T̂ p
2 (t, x, y) est une fonction indépendante de ρ̃ qui peut être déterminée en résolvant

les ordres supérieurs. Il en est de même pour T p
1 (t, x, y).

L’expression (4.129) permet de voir que le profil de température est parabolique
dans la section.

116
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Dans le cas particulier où il n’y a pas de réaction chimique (Ci = 0) ni de vent
(Vsf = 0), (4.128) permet de retrouver le modèle de l’ailette utilisé en thermique pour
une couche de faible épaisseur avec un nombre de Biot petit.

Dans le cas général, l’équation (4.128) ci-dessus donne l’évolution du champ de tempé-
rature au premier ordre. C’est une équation de réaction diffusion bidimensionnelle.
Le modèle de réaction diffusion obtenu fait alors intervenir une compétition entre un terme
source d’énergie provenant des réactions chimiques et un terme de perte d’origine convec-
tif.

4.3.7 Ecriture différente de l’équation thermique surfacique

L’équation (4.128) est du même type que l’équation de réaction diffusion (2.114) que
nous avons étudiées au paragraphe 2.4.2. Posons en effet (cf. figure 4.5)

gradP(T p
0 ) =

∂T p
0

∂x
~x+

∂T p
0

∂y
~y (4.130)

Soit ~VP
f le vecteur vitesse du plan P de même intensité que le vecteur vitesse ~Vf et

dirigé dans la direction de la projection orthogonale de ~Vf sur le plan P :

~VP
f = V fp

x ~x+ V fp
y ~y (4.131)

avec {
V f
x = pc(V

fp
x , V fp

y ) V fp
x

V f
y = pc(V

fp
x , V fp

y )V fp
y

(4.132)

et

pc(V
f
x , V

f
y ) =


1 +

(pV f
x + qV f

y )2

V f
x
2
+ V f

y
2




−1/2

(4.133)

Soit enfin A(x) définie par :

A(x) = Gv

[
V f
x (x)
V f
y (x)

]

~x,~y

(4.134)

Avec les notations ci-dessus, le terme de convection dans la phase végétale (4.125)
prend alors la forme :

Gv
~Vs
f · gradS(T p

0 ) = A(x)gradP(T p) (4.135)

Supposons que le terme source d’origine chimique a une dépendance linéaire en fonction
de la température :

Rc(T
p
0 ) = αc(x)T

p
0 (4.136)

Posons alors

F(x) = α(x)− bi (4.137)

L’équation (4.128) s’écrit alors :
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Fig. 4.5 – Lignes de niveau associées à la surface S

∂T p
0

∂t
+ Ā(x)gradP(T p

0 ) = ∆s
ST

p
0 + F(x)T p

0
(4.138)

Cette équation est du même type que l’équation (2.114) si ce n’est que la forme du
laplacien surfacique est différente. Les expressions (4.137) de F(x) et la forme (4.67) la
laplacien n’étaient pas immédiates.

Nous allons maintenant écrire l’équation précédente pour des surfaces particulières
et transformer l’équation précédente sous forme canonique afin de reprendre l’étude des
ondes que nous avons réalisée sur l’équation (2.114) au paragraphe 2.4. Ceci doit nous
permettre de trouver la forme des corrélations reliant les paramétres f , g, h, avec les
paramètres physiques de l’équation (4.138) si les ondes sont de forme elliptiques.

4.3.8 Cas d’une surface cylindrique avec vent dans le plan (Oxz)

Traitons le cas particulier d’une surface cylindrique avec vent dans le plan (Oxz) (cf.
figure 4.6) :

q =
∂z

∂y
= 0 (4.139)

V f
y = 0 (4.140)
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Fig. 4.6 – Surface cylindrique avec vent dans le plan (Oxz )

D’après (4.59)-(4.60), la métrique se réduit à :

gs11 = 1 + p2

gs22 = 1
gs12 = gs21 = 0
gs = 1 + p2

(4.141)

Le laplacien (4.67) se réduit à :

∆s
ST

p =
1√
gs

[
∂

∂x

(
1√
gs
∂T p

∂x

)
+

∂

∂y

(√
gs
∂T p

∂y

)]
(4.142)

La relation (4.134) devient :

A(x) =

[
V f
x (x)

0

]
(4.143)

4.3.9 Cas d’une surface plane avec vent uniforme dans une di-
rection quelconque

Traitons le cas particulier d’une surface plane avec un vent uniforme dans le plan (Oxz )
(cf. figure 4.7) :

p et q constants

Le laplacien (4.67) se réduit à :

∆s
ST

p =
1 + q2

gs
∂2T p

∂x2
− 2

pq

gs
∂2T p

∂x∂y
+

1 + p2

gs
∂2T p

∂y2
(4.144)

avec
gs = 1 + p2 + q2 (4.145)

et

A = Gv

[
V f
x

V f
y

]
(4.146)
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Fig. 4.7 – Surface plane avec vent dans le plan (Oxz )

La direction de plus grande pente est donnée par le vecteur ~P suivant :

~P = p~Xs + q ~Ys (4.147)

où (~Xs, ~Ys) est défini par la relation (4.55).

Soit ~k le vecteur normé du plan P , dirigé dans la direction de la projection sur P du
vecteur ~P. D’après la relation (4.54),

~k =
p√

p2 + q2
~x+

q√
p2 + q2

~y (4.148)

Soit ~k⊥ le vecteur normé orthogonal au vecteur ~k . Soient alors les vitesses V f
k et V f

k⊥

définies par :

~VP
f = V f

k
~k+ V f

k⊥
~k⊥ (4.149)

D’après (4.131), ~VP
f = V fp

x ~x + V fp
y ~y, d’où

(
V fp
x =

pV f
k − qV f

k⊥√
p2 + q2

, V fp
y =

qV f
k + pV f

k⊥√
p2 + q2

)
(4.150)

D’après (4.150) et (4.132), le vecteur A donné par la relation (4.146) prend la forme :

A = Gv

pc(V
fp
x , V fp

y )√
p2 + q2

[
p V f

k − q V f
k⊥

q V f
k + p V f

k⊥

]
(4.151)

où pc(V
fp
x , V fp

y ) est donné par la relation (4.133).

Plaçons-nous dans le repère (O, x̃, ỹ) dirigé par le couple de vecteurs locaux (~k, ~k⊥).
Le laplacien (4.144) prend alors la forme simplifiée suivante :

∆s
ST

p =
1

gs
∂2T p

∂x̃2
+
∂2T p

∂ỹ2
(4.152)
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où n’intervient plus le terme de dérivée croisé. Le vecteur A devient alors :

A = Gvpc(V
fp
x , V fp

y )

[
V f
k

V f
k⊥

]
(4.153)

Soit la matrice C̄ définie par :

C̄ =




√
F√
gs

0

0
√
F


 (4.154)

L’équation (4.147) prend alors la forme simplifiée suivante :

∂T p
0

∂t
+ ĀgradP(T p

0 ) = div((C̄
2
/F)grad(T p

0 )) + FT p
0

(4.155)

Cette relation possède la même forme que la relation (2.114) si ce n’est que le vecteur
A possède une deuxième composante non nulle. Elle est donc plus générale que la
relation (2.114) et se réduit à celle-ci lorsque V f

k⊥ = 0, c’est-à-dire lorsque la direction
du vent dans la strate végétale est colinéaire avec la direction de plus grande pente.

Dans le cas général, le modèle ci-dessus dépend des cinq paramètres p, q, V f
k , V f

k⊥ et
F. Posons alors :

A =

[
gk
gk⊥

]
(4.156)

La mise sous forme canonique de l’équation (4.155) est identique à celle du paragraphe
2.4.2 si ce n’est que latranslation qui élimine le terme Ā gradP(T p

0 ) vaut maintenant :
{
x̃1 = x̃− gkt
ỹ1 = ỹ − gk⊥t

(4.157)

Les relations (2.87), (4.154), (4.153) et (4.156) conduisent à la forme suivant des pa-
ramètres f , h, gk et gk⊥ :





f =
√

F√
gs

h =
√
F

gk = Gvpc(V
fp
x , V fp

y )V f
k

gk⊥ = Gvpc(V
fp
x , V fp

y )V f
k⊥

(4.158)

où
(
V fp
x , V fp

y

)
et
(
V f
k , V

f
k⊥

)
sont reliés par la relation (4.150), avec

gs = 1 + p2 + q2 (4.159)

et d’après (4.137),
F = α− bi (4.160)
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Les paramètres f , h, gk et gk⊥ ont donc été exprimés en fonction des coefficients physiques
et de la topographie du terrain dans ce cas particulier.

Les relations (4.158)-(4.160) ci-dessus sont encore valables pour un feu de forêt non
uniforme décrite par la relation (4.138). Il suffit alors de réaliser l’identification ci-dessus
localement.

La vitesse V̄ du vent ambiant n’apparâıt pas explicitement dans les expressions de f et
h mais en dépend implicitement par l’intermédiaire du nombre de Biot bi . La conductivité
radiative λr, définie par la relation (4.34), n’apparâıt pas non plus dans les expressions
(4.158) car les expressions ci-dessus de f , h, gk et gk⊥ sont adimensionnelles.

Pour un feu de forêt uniforme, le front du feu a un développement elliptique sur le
plan P . Le développement du front du feu est cependant circulaire sur le plan incliné S.
Ce n’est cependant pas ce que l’on observe expérimentalement. Comment expliquer cette
différence ?

Le vent ambiant peut rendre la conductivité λr anisotrope en inclinant les flammes
au-dessus de la strate végétale. Ceci peut rendre le développement du feu elliptique sur le
plan incliné S. Le transfert peut de plus être non local dans les forêts classiques qui sont
de faible porosité ce qui peut rendre la propagation du feu non elliptique.

Nous nous proposons donc de traiter l’intervention du rayonnement de manière plus
précise aux paragraphes 4.4 et 4.5 qui suivent.

4.4 Simplification du transfert radiatif

4.4.1 Le milieu gris

Lorsque le coefficient d’extinction Kλ(M) , l’albédo ωλ(M) et l’indicatrice de diffusion
Φλ(M, ~u, ~u

′), définis au paragraphe 3.1.4, ne dépendent pas de la longueur d’onde λ, la
phase particule végétale est dite grise. Cette hypothèse de milieu macroscopique gris peut
être grossière [22], car le spectre d’émissions des gaz possède des raies assez étroites. Une
dérivation précise des équations du rayonnement macroscopique (3.41)-(3.45) à partir des
équations mésoscopiques du rayonnement devrait trancher cette question. La taille des
constituants végétaux doit alors jouer un rôle important dans l’intervention ou non de la
longueur d’onde. Une telle homogénéisation n’a pas été réalisée au chapitre 3.

Nous effectuerons cependant dans ce mémoire l’hypothèse d’une phase particule vé-
gétale grise pour une première approche, en considérant que les constituants végétaux
sont de taille importante, d’autant plus que je ne connais personne qui étudie les feux de
végétations sans supposer que le milieu macroscopique est gris.

Notons : {
K(M) = Kλ(M)
ω(M) = ωλ(M)

,

{
a(M) = aλ(M)
σs(M) = σsλ(M)

(4.161)

et

Φ(M, ~u, ~u′) = Φλ(M, ~u, ~u
′) (4.162)

les coefficients indépendant de la longueur d’onde λ [1].
Définissons alors la luminance L(M, ~u, t) par :
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L(M, ~u, t) =

∞∫

0

Lλ(M, ~u, t)dλ (4.163)

Le vecteur flux radiatif Qp
r(M, t) donné par la relation (3.41) s’écrit sous la forme :

Qp
r(M, t) =

∫

4π

L(M, ~u, t)~udΩ (4.164)

La forme quasi-statique de l’équation de transfert radiatif (3.42) intégrée pour λ variant
de 0 à l’infini, s’écrit alors :

div(L(M, ~u, t)~u) +K(M)L(M, ~u, t) = K(M)I(M, ~u, t) (4.165)

où la fonction source I(M, ~u, t) et donnée par :

I(M, ~u, t) =




a(M)

K(M)
Lo[Tp(M, t)]

+
σs(M)

4πK(M)

∫

4π

L(M, ~u′, t) Φ(M, ~u, ~u′) dΩ′




(4.166)

où Lo[T p(M, t)] est donnée par la loi de Stefan Boltzman :

Lo[T p(M, t)] =
B

π
(T p)4 (4.167)

avec B, le nombre de Boltzman :

B = 5, 6710−8W/(m2K4) (4.168)

Utilisons le coefficient d’extinctionK(M) et l’albédo ω(M) pour caractériser le transfert
radiatif au lieu des coefficients d’absorption a(M) et de diffusion σs(M) . La fonction source
I(M, ~u, t) (4.166) s’écrit alors :

I(M, ~u, t) =




(1− ω(M)) Lo[Tp(M, t)]

+
ω(M)

4π

∫

4π

L(M, ~u′, t) Φ(M, ~u, ~u′) dΩ′


 (4.169)

L’équation de transfert radiatif (4.165) est une équation intégro-différentielle d’après la
forme de la fonction source (4.169).

4.4.2 Expression de la divergence du flux radiatif

La divergence du flux radiatif Qp
r(M,t) apparâıt dans le bilan d’énergie interne (3.28)

du constituant végétal, en tenant compte de la loi de Fourier (3.31). Cette divergence peut
être exprimée en fonction de la luminance L(M, ~u, t) de la manière suivante :

Prenons la divergence de la relation (4.164) :

123
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div(Qr(M, t)) = div(
∫
4π

L(M, ~u, t)~udΩ)

=
∫
4π

div(L(M, ~u, t)~u)dΩ
(4.170)

En utilisant la forme quasi-statique (4.165) de l’équation de transfert radiatif, il vient :

div(Qr(M, t)) =
∫
4π

(−K(M)L(M, ~u, t) +K(M)I(M, ~u, t)) dΩ

= −K(M)
∫
4π

L(M, ~u, t)dΩ +K(M)
∫
4π

I(M, ~u, t)dΩ
(4.171)

Or d’après l’expression (4.169) de la fonction source I (M, ~u, t) :

∫

4π

I(M, ~u, t)dΩ =




4π(1− ω(M)) Lo[Tp(M, t)]

+ω(M)
∫
4π

L(M, ~u′, t)

(
1
4π

∫
4π

Φ(M, ~u, ~u′)dΩ

)
dΩ′


 (4.172)

La condition de normation (3.44) et la loi de la loi de Stefan Boltzman conduit alors
à :

∫

4π

I(M, ~u, t)dΩ =




4B(1− ω(M)) (T p)4

+ω(M)
∫
4π

L(M, ~u′, t)dΩ′


 (4.173)

Reportons la relation (4.173) dans la relation (4.171). Il vient alors l’expression suivante
de la divergence du flux radiatif :

div(Qr(M, t)) = a(M) ∗ 4π

B(T p)4

π
− 1

4π

∫

4π

L(M, ~u, t)dΩ


 (4.174)

car a(M) = K(M )(1− ω(M)).
Définissons l’émittanceM(M, t) par :

M(M, t) =
1

4π

∫

4π

L(M, ~u, t)dΩ (4.175)

L’émittance du corps noir est définie par :

M0(T p(M, t)) =
1

4π

∫

4π

L0(T p(M, t))dΩ = L0(T p(M, t)) (4.176)

Finalement d’après (4.167), (4.175) et (4.176) :

div(Qr(M, t)) = 4πa(M)(M0(T p(M, t))−M(M, t)) (4.177)

Les expressions des coefficients radiatifs effectifs a et σs peuvent être obtenues par un
modèle mésoscopique de la phase particule végétale. Cette phase particule végétale est
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caractérisée par deux coefficients géométriques β = 1−Φ et σ, définis au paragraphe 1.2.2
et 1.2.3, et par une émissivité radiative εp. Φ est la porosité macroscopique, σ le rapport
de la surface d’une particule végétale sur le volume de la particule de végétation et εp
est l’émissivité des particules végétales considérées comme grises. D’après Albini [2], une
répartition isotrope de particules végétales convexes conduit aux expressions suivantes de
a et σs.

a = εp
βσ

4
σs = (1− εp)

βσ

4
(4.178)

Nous en déduisons :

K =
βσ

4
et ω = 1− εp (4.179)

L’expression du coefficient d’extinction K ne fait intervenir que la géométrie du milieu. Il
ne dépend pas de la température T p.

4.4.3 Forme intégrale de l’équation de transfert radiatif

Considérons un rayon passant par un point O donné et de direction ~u (cf. figure 4.8).
Soit M un autre point sur ce rayon :

Fig. 4.8 – Rayon passant par un point M et de direction ~u

Ce rayon peut être paramètré par une abscisse s d’origine le point O. Sur ce rayon,
l’équation de transfert radiatif (4.165) prend la forme suivante :

∂L(s, ~u, t)

∂s
+K(s)L(s, ~u, t) = K(s)I(s, ~u, t) (4.180)

Cette équation du premier ordre s’intègre, par la méthode de variation de la constante,
pour donner :

L(k(s), ~u, t) = L(0, ~u, t) exp(−k(s)) +
∫ k(s)

0
I(k′, ~u, t) exp [−(k(s)− k′)] dk′ (4.181)

où

k(s) =
∫ s

0
K(s′)ds′ (4.182)
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k(s) est un paramétrage adimensionnel sur le rayon passant par O et dirigé par le vecteur
~u.

L’équation (4.180), vérifiée par la luminance L(s, ~u, t), est une équation intégrale, car
la fonction source I(s, ~u, t) fait intervenir la luminance par l’intermédiaire d’une intégrale
d’après (4.169). C’est la forme intégrale de l’équation de transfert radiatif.

Soit maintenant un point M et un domaine D entourant le point M (cf. figure 4.9).
Soit ∂D le bord de ce domaine.

Fig. 4.9 – Domaine D entourant un point M

Soit ~u un vecteur unitaire. Considérons le rayon passant par le point M et dirigé par
le vecteur ~u. Notons O~u l’intersection du rayon avec la surface ∂D.

Nous pouvons éliminer la luminance L(s, ~u, t) entre les deux relations (4.181) et (4.169).
Il vient alors :

I(M, ~u, t) =




(1− ω(M)) Lo[Tp(M, t)]

+
ω(M)

4π

∫

4π

L(0~u′ , ~u
′, t) exp

[
−k(

∥∥∥−−→0~u′M
∥∥∥)
]
Φ(M, ~u, ~u′)dΩ′

+
ω(M)

4π

∫ ∫ k(

∥∥∥
−−→
0~u′M

∥∥∥)

0
I(k′, ~u′, t) exp

[
−(k(

∥∥∥−−→0~u′M
∥∥∥)− k′)

]
dk

′

Φ(M, ~u, ~u′)dΩ′




(4.183)
La luminance L(0~u′ , ~u

′, t) est donnée par la condition aux limites sur la surface ∂D.
L’équation (4.183) est une équation implicite en la fonction source I (M, ~u, t) du type

I= g(T p,I). Elle peut être résolue, à T p fixée, par une méthode de zéro (cf. Siegel et
Howell [22]). Cette équation est nommée équation de la fonction source. Elle est non
linéaire et sa résolution conduit à la connaissance de la fonction source et donc de la
luminance L(M, ~u, t) grâce à la relation (4.181). La divergence du flux radiatif dont nous
avons besoin pour résoudre le bilan d’énergie (3.28), qui fait intervenir la température
T p du constituant végétal, est alors obtenu grâce aux relations (4.175)-(4.177). Ces deux
équations (3.28) et (4.183) sont donc couplés.

Faisons alors l’hypothèse simplificatrice que les particules de végétation sont des corps
noirs (εp = 1), ce qui est approximativement vrai d’après Albini [2] et ne modifie pas le
bilan radiatif de manière significative. D’après (4.178) :

σs(M) = 0 et ω(M) = 0 (4.184)
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Les coefficients d’extinction K(M) et d’absorption a(M) deviennent alors égaux.
L’équation (4.183) de la fonction source se simplifie alors énormément, car elle devient

explicite :

I(M, ~u, t) = Loλ[T
p(M, t)] (4.185)

La fonction source se limite au terme d’émission radiative.
La relation (4.181) donne alors une expression formelle explicite de la luminance au

point M :

L(M, ~u, t) =




L(0~u, ~u, t) exp(−k(s))
+
∫ k(s)

0
Lo[T p(k′, t)] exp [−(k(s)− k′)] dk′


 (4.186)

où

k(s) =
∫ s

0
K(s′)ds′ et s =

∥∥∥−−→O~uM
∥∥∥ (4.187)

La luminance dans une direction donnée, en un point M, est alors somme de deux contri-
butions : un terme d’absorption pure et un terme d’émission locale au point P(s′) de
l’espace atténué par l’absorption entre les points P(s′) et M.

4.4.4 Expression de l’émittance

On désire calculer l’émittance M(M, t) qui intervient dans la relation (4.177) en un
point M de la forêt représentée à la figure 4.9. La définition (4.175) de M(M, t) et la
relation (4.186) conduisent à :

M(M, t) =




1

4π

∫

4π

L(0~u, ~u, t) exp(−k(s))dΩ

+
1

4π

∫

4π

∫ k(s)

0
Lo[T p(k′, t)] exp [−(k(s)− k′)] dk′dΩ




(4.188)

Posons

k′′ = k − k′ (4.189)

Le nouveau paramétrage des rayons possède alors pour origine le point M fixe et la relation
précédente prend la forme :

M(M, t) =




1

4π

∫

4π

L(0~u, ~u, t) exp(−k(s))dΩ

+
1

4π

∫

4π

∫ k(s)

0
Lo[T p(k′′, t)] exp [−k′′] dk′′dΩ




(4.190)

Les éléments différentiels surfaciques dS et volumique dV s’expriment en fonction de la
différentielle dΩ de l’angle solide :
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dS =

∥∥∥−−−→MO~u

∥∥∥
2

~n · ~u dΩ

dV =

∥∥∥−−→MP
∥∥∥
2

K(P)
dkdΩ

(4.191)

où ~n est la normale intérieure à la surface ∂D au point O~u. Il vient alors :

M(M, t) =




1

4π

∫

∂D∗
L(0~u, ~u, t) exp [−k (‖MO→

~u ‖)]
~n · ~u

∥∥∥−−→MO~u

∥∥∥
2dS

+
1

4π

∫

D∗
Lo[T p(P, t)] exp

[
−k

(∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)] K(P)
∥∥∥−−→MP

∥∥∥
2dV




(4.192)

Les intégrations ne sont à réaliser que sur la partie visible D∗ et ∂D∗ du domaine D
et de la surface ∂D à partir du point M. Cette expression de l’émittance fait intervenir
une intégrale surfacique, qui tient compte de la condition aux limites L(0~u, ~u, t) et une
intégrale volumique qui tient compte de l’émission locale Lo[T p(P, t)] au point P et de son
atténuation sur le rayon de P à M.

4.4.5 Simplification du bilan d’énergie proche du front du feu

Le domaine perturbé par la présence du feu contient la flamme qui dépasse au-dessus
de la zone végétale (cf. figure 4.10). L’épaisseur δ de la strate végétale et la hauteur de
cette flamme jouent un rôle dans la propagation du feu. Supposons que cette hauteur soit
du même ordre de grandeur que δ, c’est-à-dire que nous étudions des feux de forêts de
faible intensité. Soit alors M un point de la strate végétale en avant de la zone en feu.

Fig. 4.10 – Pavé d’intégration D et zone en feu

Lorsque le parallélépipède D devient très grand, le premier terme de droite de la
relation (4.192) tend vers zéro si nous négligeons l’ensoleillement. A la limite :
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M(M, t) =
1

4π

∫

R3

Lo[T p(P, t)] exp
[
−k

(∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)] K(P)
∥∥∥−−→MP

∥∥∥
2dV (4.193)

L’espace R3 est l’union de la zone en feu, notée Ωf, et de la zone en avant du feu, notée
Ωv. L’émittance M(M, t), donnée par la relation (4.193), est alors la somme de deux
intégralesMf(M, t) etMv(M, t) respectivement prises sur les volumes Ωf et Ωv :

M(M, t) =Mf(M, t) +Mv(M, t) (4.194)

D’après la relation (4.191) de l’élément de volume dV , il est claire que l’intégraleMv(M, t)
n’est pas singulière au point M.

La température de la zone en feu est très supérieure à celle du combustible en avant du
front du feu. Comme la luminance Lo[T p(P, t)] est proportionnelle à la puissance quatrième
de la température T p(P, t), d’après la relation (4.167), nous pouvons négliger Mv(M, t)
par rapport à Mf(M, t) lorsque le point M se trouve proche de la zone en feu. Il vient
alors :

M(M, t) ∼=Mf(M, t) =
1

4π

∫

Ωf

Lo[T p(P, t)] exp
[
−k

(∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)] K(P)
∥∥∥−−→MP

∥∥∥
2dV (4.195)

L’étude asymptotique loin de la zone en feu reste à être réalisée. Cette question a été
étudiée par Albini [2] et Weber [25] dans le cas d’un front du feu rectiligne.

4.4.6 Simplification du bilan d’énergie pour un feu optiquement
épais dans une zone

Si nous nous plaçons dans l’hypothèse où l’atténuation du rayonnement est très im-
portante dans la zone en feu Ωf. L’expression du termeMf(M, t) est alors :

Mf(M, t) =
1

4π

∫

Sfv

δ0∫

0

Lo[T p(P, t)] exp
[
−k

(∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)] K(P)
∥∥∥−−→MP

∥∥∥
2dldS (4.196)

où Sfv est la surface de flamme visible depuis le point M et δo est l’épaisseur de la couche
limite optique :

δo = O(1/K(P )) (4.197)

où P est un point du bord de la flamme Sfv. Mf(M, t) se réduit donc à une intégrale
surfacique au niveau du front de flamme :

Mf(M, t) =
1

4π

∫

Sfv

Lo[T p(P, t)] exp
[
−k

(∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)] K(P )
∥∥∥−−→MP

∥∥∥
2dS (4.198)

Si nous supposons de plus que la flamme est homogène et de température TF , il vient
enfin :
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Mf(M, t) =
BK(P)

π
T 4
F

∫

Sfv

exp
[
−k

(∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)] 1
∥∥∥−−→MP

∥∥∥
2dS (4.199)

Le domaine d’intégration de Mf(M, t) se limite alors au bord de la zone en feu. Dans
le cas particulier de l’étude d’un front du feu rectiligne et stationnaire, Albini [2] utilise
les relations (4.198)-(4.199) ci-dessus. L’utilisation de la relation (4.199) nous permet
d’obtenir la même modélisation qu’Albini généralisée au régime non stationnaire et à un
transfert tridimensionnel.

Il faut distinguer la température d’inflammation Tig du constituant végétal et la tem-
pérature de flamme TF . L’inégalité TF Â Tig est toujours vérifiée. Il y a donc un saut de
température au niveau de l’interface de la flamme. Ceci est classique lors de l’étude du
transfert radiatif (cf. Siegel [22]).

4.4.7 Distinction de la zone en feu dans la strate végétale et
au-dessus de celle-ci

La zone en feu Ωf est l’union de la zone en feu dans la strate végétale, notée Ωfp, et de

la zone en feu au-dessus de la strate végétale, notée Ωfa. L’émittanceMf(M, t), donnée
par la relation (4.195), est alors la somme de deux intégrales Mfp(M, t) et Mfa(M, t)

respectivement prises sur les volumes Ωfp et Ωfa :

Mf(M, t) =Mfp(M, t) +Mfa(M, t) (4.200)

Posons 



Φ(P,t) =
K(P)

4π
Lo[T p(P, t)]

ξ(P,M) =
1

∥∥∥−−→MP
∥∥∥
2 exp

[
−k

(∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)] (4.201)

La grandeur Φ a l’unité d’un flux et ξ(P,M) est une fonction de Green. Les deux intégrales
Mfp(M, t) etMfa(M, t) peuvent alors être écrites sous la forme :





Mfp(M, t) =
∫

Ωfs

Φ(P,t)ξ(P,M)dV

Mfa(M, t) =
∫

Ωfa

Φ(P,t)ξ(P,M)dV
(4.202)

L’ensemble des relations (4.200)-(4.202) ci-dessus est comparable à celle utilisée par
Dorrer [10] (1984) :

Mf(M, t) =
∫

Ωf

Φ(P, t)ξ(P,M)dV (4.203)

avec

ξ(R,M) =
α0η(z − z1)

cosαf
exp[−K(P, M̂PD)

∥∥∥−−→MP
∥∥∥] (4.204)
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Dans cette relation, α0 caractérise la fraction d’énergie de combustion transformée en
rayonnement en direction du sol, η définit l’atténuation du rayonnement suivant la ver-
ticale ascendante, αf est l’angle d’inclinaison de la flamme dû au vent par rapport à la

normale au terrain et M̂PD est l’angle entre la direction d’inclination de la flamme et la
demi droite [PM).

Le coefficient d’extinction anisotrope K(P, M̂PD) est donnée par la relation suivante :

K(P, M̂PD) = K(P)
(1 + sin2 αf )(1− sinαf ) cos(M̂PD)

cos2 αf
(4.205)

avec ϕD correspondant à la direction du vent et ϕ la direction de la droite (MP). La
signification physique et l’expression du terme Φ(P,t) ne sont pas précisées par Dorrer.
Bien que l’atténuation ait une forme exponentielle dans les deux cas, le terme en 1/r2 de
la relation (4.200) n’apparâıt pas ici. Les domaines d’application de cette formule restent
à être précisés. Le cas d’une propagation du feu par conduction gazeuse (conduction dite
par contact) doit conduire à une fonction de Green sans terme en 1/r2 d’après Green [12]
(1983). Ceci reste cependant à être vérifié.

Nous choisissons d’utiliser l’expression (4.201) de Φ(P,t), la relation (4.205) donnant
le coefficient d’extinction et de garder le terme d’atténuation en 1/r2 dans l’expression de
la fonction de Green ξ(R,M).

4.4.8 Emittance et fonction de Green bidimensionnelle

Nous nous proposons de réduire le terme d’émittance tridimensionnelle donnée par la
relation (4.195) à un terme bidimensionnel valable au niveau de la surface du sol noté S
que nous considérons localement comme un plan incliné (cf. figure 4.11). Nous supposons
pour cela que ce terme d’émittance correspond à la partieMfa(M, t) dans l’air ambiant de
l’émittanceMf(M, t) . Le rapport d’échelles que nous choisissons d’étudier est le suivant :

δ ¿ L hf = O(δ) et 1/K = O(δ)

Notons Ωs
f la zone en feu qui se trouve sur le plan S. Considérons un point M, du plan

S, en avant de la zone en feu et un point P, du plan S, dans la zone en feu. Soit alors ϕ
est l’angle entre le segment [P,M] et la droite de plus grande pente p au point P. Cette

droite p est dirigée par le vecteur unitaire noté ~k. Soit ~k⊥ le vecteur unitaire orthogonal
aux vecteurs ~k et de la normale ~n au plan S au point P.

La géométrie de la flamme, au point P est définie par une droite D qui passe par le
point P et par sa hauteur hf . Nous considérons que cette hauteur est une donnée de notre
problème. Soit d la projection orthogonale de la droite D sur le plan S. La direction de la
droite D est repérée par l’angle αf entre la direction de la normale ~n au plan S au point
P et la droite D et par l’angle ϕf entre la droite d et la droite de plus grande pente p au
point P.

Soit respectivement PP et MP les projections des points M et P sur le plan horizontal
P . La relation (4.202) devient :
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Fig. 4.11 – Forme de la flamme

M(M, t) =
∫

Ωs
f

ϕ(P, t)ξs(P,M)dS (4.206)

avec ξs(P,M) une fonction d’atténuation qui tient compte de la structure quasi 2D de la
flamme et de la topographie. D’après les relations (4.204)-(4.205), cette fonction d’atté-
nuation possède l’expression suivante :

ξs(P,M) =
K(P)∥∥∥−−→MP

∥∥∥
exp

(
−K(P)

(1 + sin2 αf )(1− sinαf cos(ϕ− ϕf ))
cos2 αf

∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)

(4.207)

La direction D est obtenue par composition de la vitesse ascensionnelle ~vg des gaz qui
proviennent de la pyrolyse et de la vitesse V̄ du vent ambiant. La vitesse ~vg est due à la
convection naturelle et a pour expression :

~vg =
√
ghf~z (4.208)

où ~z est le vecteur unitaire dans la direction verticale ascendante, g est l’accélération de
pesanteur. La vitesse du vent ambiant est tangente à la surface S. Elle s’exprime par :

V̄ = V (cosϕv~k+ sinϕv~k
⊥) (4.209)

Considérons que la droite D est dirigée par le vecteur ~Vfl (fl comme flamme) défini
comme somme des vecteurs ~vg et V̄ :

~Vfl = ~vg + V̄ (4.210)

Ceci permet de trouver l’expression des deux angles αf et ϕf qui déterminent la direction
de la droite D.
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cos(αf ) = ~Vfl · ~n/
∥∥∥~Vfl

∥∥∥ (4.211)

et

cos(ϕ− ϕf ) =
~Vt
fl∥∥∥~Vt
fl

∥∥∥
·
−−→
MP∥∥∥−−→MP

∥∥∥
(4.212)

où
~Vt
fl =

~Vfl − (~Vfl · ~n)~n (4.213)

est la projection du vecteur vitesse ~Vfl sur le plan S.
Si nous faisons enfin l’hypothèse que le milieu végétal de la strate végétale est assez

absorbant, pour pouvoir utiliser l’approximation de diffusion que nous avons introduite
au paragraphe 4.1.6., l’émittanceMfp(M, t) dans la strate végétale s’écrit sous la forme

d’un opérateur laplacien :

Mfp(M, t) = λr(T
p)∆T p (4.214)

avec

λr =
16

3K
B(T p)3 (4.215)

Le terme BT 4(M) de la relation (4.177) a été ici négligé devantMfp(M, t).

4.5 Equations 2D avec terme radiatif non local

4.5.1 Définitions des domaines géométriques

Soit un repère d’espace (O, x , y , z ) avec (O, z ) dirigé dans le sens vertical ascendant.
Nous distinguons la zone en feu (domaine Ωs

f ) de la zone imbrûlée qui se trouve devant
le front de flamme (domaine Ωs

v ). La zone brûlée est enfin notée Ωs
b (cf. figure 4.12) :

Un transfert thermique existe de la zone en feu vers la zone imbrûlée en avant du front
du feu. Celui-ci conduit à l’augmentation de température de la zone imbrûlée, au séchage,
puis à sa pyrolyse et enfin l’oxydation du combustible gazeux ainsi dégagé comme nous
l’avons précisé au chapitre 1. Ceci conduit à la propagation du feu. Les équations bidimen-
sionnelles associées à cette propagation ont été exprimées en partie aux paragraphes 4.3
et 4.4 ci-dessus. Celles-ci modélisent typiquement un feu d’une strate uniforme de forêt
(broussailles ou feuillage).

La position du front du feu est déterminée par la température d’ignition Tig du consti-
tuant végétal. C’est une isotherme. Nous ne résolvons pas le bilan thermique dans la zone
en feu. La température de flamme Tf ainsi que la hauteur hf de flamme et la température
d’ignition Tig doivent alors être considérées comme des données du modèle. Dans l’hy-
pothèse d’une zone en feu avec un coefficient d’extinction important, la relation (4.180)
exprime une condition aux limites en flux au niveau du front du feu. La condition aux
limites T p = Tig sur le front du feu en est une deuxième qui est de type Dirichlet. Nous
avons donc deux conditions aux limites au niveau du front du feu ce qui permet de trouver
l’évolution de celui-ci. L’évolution du front du feu est alors modélisée comme un problème
à frontière libre.
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Fig. 4.12 – Propagation du feu sur la carte P

4.5.2 Equations de propagation

Nous allons maintenant rassembler les équations bidimensionnelles obtenues précé-
demment, puis nous les rendrons adimensionnelles. Nous choisissons d’écrire les équations
thermiques pour la variable température au lieu de les écrire avec la variable enthalpie
thermique comme elles étaient écrites précédemment. Le lien entre l’enthalpie thermique
et la température est donné à l’annexe I. Ce lien fait intervenir la vaporisation de l’eau
contenue dans le constituant végétal. Notons Hu l’humidité du constituant végétal et Pp la
charge de combustible végétal définies au chapitre 1. La température de vaporisation est
notée Tev et est considérée comme constante. Nous ne tenons pas compte de la présence
d’eau liée dans notre modélisation. Notons enfin Pext la charge de combustible en-dessous
de laquelle la combustion ne peut plus avoir lieu. Nous distinguons alors les trois zones
que nous avons rappelé au paragraphe 4.5.1.

i) Zone en avant du front de flamme (T p ≤ Tig et Pp ≥ Pext)

Le bilan d’énergie est le suivant :





Pp(Cs +HuCw)
∂T p

∂t
=Mf − δKh̄(T p − Ta) si T p < Tev

−PpLev
∂Hu

∂t
=Mf − h̄(Tev − Ta) si T p = Tev et Hu = 0

PpCs
∂T p

∂t
=Mf − h̄(T p − Ta) si T p > Tev

(4.216)

où :
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Cs est la capacité calorifique de la végétation. Cw est la capacité calorifique de l’eau.

δ est l’épaisseur de la couche de combustible K =
βσ

4
est le coefficient d’extinction.

h̄ est le coefficient de perte convective.
Lev = chaleur latente d’évaporation
de l’eau.

Ta est la température ambiante

Enfin M(M, t) correspond à la diffusion radiative. Ce terme de diffusion est non local.
D’après (4.206)-(4.207), (4.201) et (4.167), son expression est :

M(M, t) =
∫

Ωs
f

ϕ(P, t)ξs(P,M)dS (4.217)

avec

ϕ(P, t) = δhf
K(P)

4π

B

π
T 4
f (P) (4.218)

et

ξs(P,M) =
K(P)∥∥∥−−→MP

∥∥∥
exp

(
−K(P)

(1 + sin2 αf )(1− sinαf cos(ϕ− ϕf ))
cos2 αf

∥∥∥−−→MP
∥∥∥
)

(4.219)

Ci-dessus, hf désigne la hauteur des flammes et Tf la température des flammes. Les angles
αf et ϕf décrivant la forme des flammes d’inclinaison de la flamme sont donnés par les
relations (4.208) à (4.213).

Un exemple de valeurs possible des constantes précédentes est donné dans le tableau
4.1 :

Cs ≈ 2400 J/kg.K Cw ≈ 4180 J/kg.K

δ ≈ 1 m K = βσ
4
≈ 0, 2 m −1

h̄ ≈ 44 J/m 2.s.K Lev = 2, 250.106 J/kg
Ta = 300 K Tev = 373 K
hf ≈ 2 m Tf = 1200 K

Tab. 4.1 – Exemple de jeu de valeurs

avec

β = 2.10−3 et σ = 400 m −1

Considérons un vent d’intensité V ≈ 10 m/s et notons r =
∥∥∥−−→MP

∥∥∥ la distance du
point M au point P. L’expression du facteur d’atténuation exponentiel a été donnée en
coordonnées polaires. L’atténuation est elliptique, de grand axe dirigé par la direction du
vent. Nous avons tracé à la figure 4.13 les courbes isovaleurs de r2ξ(r) en fonction de
l’angle αf . Les courbes d’atténuation sont des ellipses ayant point P pour foyer, de grand
axe fa, de petit axe ha et d’excentricité εa qui valent respectivement :

fa =
1/ cosαf
1 + sin2 αf

(4.220)

135
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ha =
1

1 + sin2 αf
(4.221)

et

ε = sinαf (4.222)

Fig. 4.13 – Courbes d’atténuation anisotrope

La charge Pp diminue dans la zone en avant du feu par pyrolyse (cf. figure 1.16).
Définissons la vitesse de production de gaz pyrolysé par :

ṁ′′ = −∂Pp/∂t (4.223)

D’après le paragraphe 4.1, la cinétique chimique suit une loi d’Arrhénius du premier ordre :

ṁ′′ = AsPs exp(−Es/RTs) (4.224)

où Es est l’énergie d’activation, R la constante des gaz parfaits et As un coefficient.
On peut en première approximation considérer que la température de début de pyrolyse

(environ 130◦C) correspond à la température d’inflammation (environ 300◦C). Les fronts
de pyrolyse et de flamme sont alors confondus. Cette hypothèse est cependant à remettre
en question si la pyrolyse devient le mécanisme limitant de la propagation. La charge Pp
est constante dans cette zone, égale à sa valeur initiale :

Pp = Pp,ini (4.225)

ii) Zone en feu (T p ≥ Tig et Pp ≥ Pext) :
Dans la zone en feu, la température du combustible est supposée constante et égale à

la température d’inflammation.

T p = Tig (4.226)
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La cinétique chimique peut alors prendre la forme générale suivante :

∂Pp
∂t

(P, t) = −vr(P, t− tig)Pp(P, tig) (4.227)

où tig est l’instant de début d’inflammation et Pp(P, tig) = Pp(P, 0) est la charge initiale
de combustible. Ici vr est une fonction qui caractérise une cinétique chimique quelconque.
Dans le cas de la lois d’Arrhénius du type (4.224), la décroissance de la charge de végéta-
tion est exponentielle :

vr(P, t− tig) = As exp(−Es/RTs) (4.228)

Le choix d’une décroissance linéaire de la charge peut aussi être envisagé.

vr(x, y, t− tig) = As exp(−Es/RTs)

Nous pouvons prendre les valeurs suivantes :

As = 5.103 s −1

Es = 1, 398.105 J/mole
R = 8, 314 J/mole.K

iii) Zone brûlée (T p ≤ Tig et Pp = Pext) :
Considérons que la température de la zone brûlée est froide, égale à la température

ambiante T a. Le bilan d’énergie est alors le suivant :

T p = Ta (4.229)

La charge est constante égale à sa valeur d’extinction :

Pp = Ps,ext (4.230)

Il nous faut maintenant rendre adimensionnel le système bidimensionnel ci-dessus.

4.5.3 Échelles et adimensionnalisation

Choisissons pour longueur caractéristique de référence, la longueur d’observation L de
la forêt. Choisissons de plus pour temps caractéristique τ celui que nous avons défini au
paragraphe 4.40 :

τ =
PrCs(Tig − Ta)
δhfBT 4

fK
2
r

(4.231)

où nous avons choisi une masse surfacique caractéristique Pr et un coefficient d’extinction
caractéristiqueKr. Prenons pour Pr la masse surfacique maximale de la zone d’observation
de la forêt avant inflammation de celle-ci. τ a le sens d’un temps d’inflammation.

Les grandeurs caractéristiques ci-dessus vont nous permettre d’adimensionnaliser le
système d’équations du paragraphe précédent. Le temps de référence τ ci-dessus est choisi
de façon à ce que le bilan d’énergie en avant du front de flamme qui fasse intervenir des
termes d’ordre 1.
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Effectuons alors l’adimensionalisation suivante :

r∗ =
r

L
et t∗ =

t

τ
(4.232)

T p∗ =
Tp − Ta
Tig − Ta

et P ∗
p =

Pp
Pr

(4.233)

T ∗
f = Tf/Tfr et K∗(M) = K(M)/Kr (4.234)

Réécrivons le système ci-dessus après changement de variables et en omettant d’indicer
les grandeurs par une étoile pour ne pas surcharger l’écriture. Il vient :

i) Zone en avant du front de flamme (T p ≤ 1 et Pp ≥ Pext)
Le bilan d’énergie est le suivant :





Pp(1 +HuCw)
∂T p

∂t
=Mf − hT p si T p < Tev

−PpLev
∂Hu

∂t
=Mf − hT p si T p = Tev et Hu=0

Pp
∂T p

∂t
=Mf − hT p si T p > Tev

(4.235)

où :

Mf (M) =
∫

M1∈Zone en feu Ωf

Φ(M1)ξ(R)dS (4.236)

avec

Φ(M1) =
1

π
T 4
f (M1) (4.237)

et

ξ(r) =
a(M1)

r
exp

(
−Ar (1 + sinα2

f )(1− sinαf cosϕ)

cosαf

)
(4.238)

Les angles αf et ϕf qui apparaissent dans la relation (4.238) sont enfin donnés par :

cos(αf ) = ~Vfl · ~n/
∥∥∥~Vfl

∥∥∥ (4.239)

et

cos(ϕ− ϕf ) =
~Vt
fl∥∥∥~Vt
fl

∥∥∥
·
−−→
PM∥∥∥−−→PM

∥∥∥
(4.240)

où
~Vfl = ~vg + V̄ (4.241)

avec 



~vg = ~z

V̄ = Vg(cosϕv~k+ sinϕv~k
⊥)

~Vt
fl =

~Vfl − (~Vfl · ~n)~n
(4.242)

Les paramètres adimensionnels qui apparaissent dans les relations ci-dessus sont :
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Pext = Pext/Pr et Lev =
Lev

Cs(Tinf − Ta)

h =
(Tr − Ta)Kh̄
hfa2BT 4

f

et Cw =
Cw

Cs
(4.243)

A = α2aL et Tev =
Tev − Ta
Tig − Ta

(4.244)

et

vg =
V√
ghf

(4.245)

Bilan de charge :

Ps = Ps,ini (4.246)

ii) Zone en feu (T p ≥ 1 et Pp ≥ Pext) :
Le bilan d’énergie est le suivant :

T p = 1 (4.247)

Bilan de charge :

∂Ps
∂t

(x, y, t) = −vrPs(x, y, tig) (4.248)

avec

vr = tr/tc (4.249)

où nous avons posé

tc = 1/ [As exp(−Es/RTf )] (4.250)

iii) Zone brûlée (T p ≤ 1 et Pp = P ext) :
Le bilan d’énergie est le suivant :

T p = 0 (4.251)

Bilan de charge :

Pp = Pext (4.252)

Les paramètres du modèle ci-dessus sont au nombre de huit. L’ordre de grandeur des
paramètres adimensionnels peut être obtenue à partir des valeurs dimensionnelles que
nous avons choisies au tableau 4.2. Il vient alors pour L = 100 m le tableau 4.2 :

tr = 306 s et tc = 244
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Préchauffe Cw = 1, 74 A = 20 h = 0.28
Combustion vr = 0.79 Pext = 0, 1
Humidité Tev = 0, 24 Lev = 3, 12

Vent et pente 0 <vg < 2, 27 ⇒ cos(αf ) = 1

Tab. 4.2 – Exemple de valeurs des paramètres adimensionnels

4.6 Cas particuliers

4.6.1 Le front plan

Dans le cas d’un front du feu droit, le champ de température bidimensionnel T p n’est
fonction que d’une coordonnée notée x et du temps. Notons X(t) la position du front du
feu. Le champ de température T p (x,t) vérifie l’équation (4.235) suivante :





Pp(1 +HuCw)
∂T p

∂t
=Mf − hT p si T p < Tev

−PpLev
∂Hu

∂t
=Mf − hT p si T p = Tev et Hu = 0

Pp
∂T p

∂t
=Mf − hT p si T p > Tev

(4.253)

avec les conditions aux limites :
{
T p = 0 quand x→∞
T p = 1 sur le front de flamme X(t)

(4.254)

Recherchons une solution stationnaire. Pour cela effectuons le changement de va-
riables :

x→ x̄ = x−X(t) (4.255)

avec
X(t) = (~X · ~n)t (4.256)

où ~X · ~n est la vitesse constante de propagation du front du feu. Il vient alors :




(~X · ~n)Pp(1 +HuCw)
dT p

dx
=Mf − hT p si T p < Tev

−(~X · ~n)PpLev
dHu

dx
=Mf − hT p si T p = Tev et Hu=0

(~X · ~n)Pp
dT p

dx
=Mf − hT p si T p > Tev

(4.257)

Dans l’expression ci-dessus, nous avons omis la barre sur la variable x afin d’alléger les
notations.

Lorsque h = 0, nous pouvons trouver facilement la valeur de la vitesse ~X ·~n. Pour cela
intégrons la relation ci-dessus pour x allant de 0 à l’infini :

[Pp(1 +HuCw)(1− Tev) + LevHu + Tev] (~X · ~n) =

∞∫

0

Mf (x)dx (4.258)
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d’où

~X · ~n =

∞∫
0
Mf (x)dx

Pp(1 +HuCw)(1− Tev) + LevHu + Tev

(4.259)

L’intégration de l’émittanceMf (x) conduit alors à l’obtention de la vitesse de propa-
gation du front du feu. Les formes (4.217)-(4.219) de l’émittance peuvent être comparées
aux formes données par De Mestres [9] et Baines [3] :

Mfa(x) =
2

π
arctan(

hf/L

x
) (4.260)

et

Mfp(x) =
1

π
(

L∫

z=−L

δ∫

y=0

ξ−3e−Kξdydz)x (4.261)

où
ξ2 = (x+ y tan θc)

2 + y2 + z2 (4.262)

4.6.2 Le front circulaire

Cekirge [7] et Weber [24] ont modélisé et étudié de manière précise la propagation
bidimensionnelle d’un front de feu circulaire. Les solutions obtenues donnent un point de
comparaison intéressant avec le modèle bidimensionnel que nous avons obtenu au para-
graphe 4.5, modèle valable pour un front du feu curviligne quelconque.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu un système d’équations bidimensionnel valable à
l’échelle gigascopique du paysage à partir du modèle tridimensionnel de propagation du
feu que nous avons exposé au chapitre 3. Le système obtenu est un système de réaction
diffusion avec perte convective et terme radiatif non local. Il tient compte de l’énergie et
du temps nécessaire à la vaporisation de l’eau. Le temps mis pour que la végétation perde
son humidité conduit à une vitesse de propagation plus faible. L’influence du vent ambiant
est tenue en compte sous la forme d’une atténuation exponentielle non isotrope du flux
radiatif en supposant connue la hauteur du front du feu. Cependant, aucun entrâınement
convectif n’est considéré proche de la zone en feu. L’hydrodynamique n’est donc pas
entièrement représentée dans le système ci-dessus.

La réduction de modèle que nous avons réalisée n’est en aucune manière complète et
demande à être approfondie à l’aide de développements asymptotiques. Nous avons cepen-
dant obtenu un système de réaction diffusion qui fait intervenir les paramètres principaux
de la propagation des feux de forêt ce qui était notre but. Ce système bidimensionnel est
valable aussi bien pour une forêt dense que peu dense. Le domaine de validité du modèle
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bidimensionnel obtenu doit contenir celui du modèle des ellipses que nous avons étudié au
chapitre 2. L’obtention de ce modèle unidimensionnel à partir du système bidimensionnel
obtenu dans ce chapitre reste à être précisée.

Nous allons maintenant simuler numériquement le système de réaction diffusion bidi-
mensionnel afin de mieux comprendre le comportement des feux de forêt en fonction des
valeurs des paramètres de la propagation que nous avons fait apparâıtre dans ce chapitre.
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Chapitre 5

Résolution numérique du modèle de
feux de forêts 2D surfacique

Introduction

Le chapitre précédent nous a permis d’obtenir un système bidimensionnel d’équations
modélisant la propagation des feux de forêts. Nous allons maintenant proposer deux mé-
thodes de résolution numérique de celui-ci. Ces résolutions devront tenir compte que le
flux de chaleur est localisé autour du front du feu et que ce front du feu est une frontière
libre qui se propage. Nous choisissons deux méthodes numériques à maillage fixe. Nous
allons tout d’abord proposer un schéma de différences finies.

Nous discuterons ensuite des automates cellulaires. La présence d’une couche limite
thermique proche du front du feu nous conduit à prendre des maillages avec une forte
discrétisation. Les calculs ne sont cependant pas réalisés sur tout le maillage mais sur une
zone de faible épaisseur autour du front du feu. L’épaisseur de celle-ci dépend de la valeur
du coefficient d’extinction.

La possibilité de considérer une densité d’occupation d de la forêt différente de 1
est introduite en tirant la répartition de la végétation de manière probabiliste. Ceci nous
permet de pouvoir tenir compte de situations de propagation de feu pour lesquelles la forêt
est horizontalement hétérogène et de simuler des situations où la percolation a un rôle
important. Des résultats de simulations numériques sont alors donnés. Nous conclurons
enfin sur les avantages relatifs de ces deux schémas.

5.1 Système à résoudre

Rappelons le système d’équations bidimensionnelles que nous avons trouvé au chapitre
4 et que nous désirons résoudre. Les paramètres du modèle sont au nombre de trois : la
température T p(K◦) de la végétation, l’humidité Hu du combustible et de la charge Pp
(kg/m

2) de végétation par unité de surface au sol.
Le critère d’inflammation est définit par la température d’inflammation Tig. Le critère

d’extinction est quant à lui définit par la charge critique Pext. Nous avons vu au chapitre
3 que nous sommes amenés à distinguer trois zones : la zone en avant du front de flamme,
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la zone en feu et la zone brûlée.
Le système à résoudre numériquement est écrit ci-dessous en variables adimension-

nelles :
i) Zone en avant du front de flamme (T p ≤ 1 et Pp ≥ Pext)





Pp(1 +HuCw)
∂T p

∂t
=Mf − hT p si T p < Tev

−PpLev
∂Hu

∂t
=Mf − hT p si T p = Tev et Hu=0

Pp
∂T p

∂t
=Mf − hT p si T p > Tev

(5.1)

Ps = Ps,ini (5.2)

où :
Mf (M) =

∫

M∈Zone en feu Ωs
f

ϕ(M)ξ(R)dS (5.3)

avec

ϕ(M1) =
1

π
T 4
f (M1) (5.4)

et

ξ(r) =
a(M1)

2

r
exp

(
−Ar (1 + sin2 αf )(1− sinαf cos(ϕ− ϕf )

cosαf

)
(5.5)

Les angles αf et ϕf qui apparaissent dans la relation (5.5) sont enfin donnés par :

cos(αf ) = ~Vfl · ~n/
∥∥∥~Vfl

∥∥∥ (5.6)

et

cos(ϕ− ϕf ) =
~Vt
fl∥∥∥~Vt
fl

∥∥∥
·
−−→
PM∥∥∥−−→PM

∥∥∥
(5.7)

où
~Vfl = ~vg + V̄ (5.8)

avec 



~vg = ~z

V̄ = Vg(cosϕv~k+ sinϕv~k
⊥)

~Vt
fl =

~Vfl − (~Vfl · ~n)~n
(5.9)

ii) Zone en feu (T p ≥ 1 et Pp ≥ Pext) :

T p = 1 (5.10)

∂Ps
∂t

(x, y, t) = −vrPs(x, y, tig) (5.11)

iii) Zone brûlée ( T p ≤ 1 et Pp = Pext) :

Tp = 0 (5.12)
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Pp = Pext (5.13)

C’est un problème de diffusion avec loi de transfert non locale. Les paramètres du
modèle ci-dessus sont au nombre de huit. L’ordre de grandeur des paramètres adimen-
sionnels peut être obtenue à partir de valeurs dimensionnelles données dans le tableau
5.1 :

Géométrie Lf = 100 m δ = 1 m hf = 2 m
Micro Cs = 2400 J/kg.K Cw = 4180 J/kg.K Lev = 2, 25.106 J/kg

Coeff. effectif a = K = 0, 2 m −1 h = 44 J/m 2 .s.K Pr = 4 kg.m −2

Températures Ta = 300 K Tev = 373 K Tinf = 600
Flamme B = 5, 67.10−8 W/m 2.K 4 Tf = 1200 K
Pyrolyse As = 0, 7.10−1s−1 Es = 1, 4.105J/mol.K
Vent V ≤ 10 m/s g = 9, 8 m/s 2

Tab. 5.1 – Exemple de valeurs des paramètres dimensionnels

Pour L = 100 m, nous obtenons les valeurs suivantes des paramètres adimensionnels :

tr = 306 s et tc = 244

Préchauffe Cw = 1, 74 A = 20 h = 0, 28
Combustion vr = 0, 79 Pext = 0.1
Humidité Tev = 0, 24 Lev = 3, 12

Vent et pente 0 <vg < 2, 27 ⇒ cos(αf ) = 1

Tab. 5.2 – Exemple de valeurs des paramètres adimensionnels

Il nous faut maintenant résoudre numériquement le système à frontière libre ci-dessus.

5.2 Différences finies

5.2.1 Choix de l’algorithme

Le système précédent est caractérisé par la présence de cinq zones distinctes :

1èrezone

2ièmezone

3ièmezone

T p < Tev , Hu > 0 et Pp ≥ Pext
T p = Tev , Hu > 0 et Pp ≥ Pext
Tev < T p < 1 , M = 0 et Pp ≥ Pext

zones en avant du feu
(végétation vierge,
pyrolyse et vaporisation)

4ièmezone T p = 1 , Hu = 0 et Pp > Pext zone en feu

5ièmezone T p ≤ 1 , Hu = 0 et Pp = Pext zone brûlée

Nous aurions pu distinguer une 6ième zone si nous avions tenu compte d’une tempé-
rature de pyrolyse Tpyr différente de la température d’inflammation (cf. figure 1.16, G.F.
Carrier [4] 1980 et L. Naville [15] 1997).
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Le problème à résoudre numériquement est donc un problème à plusieurs frontières
libres [13]. Nous allons utiliser une résolution numérique à maillage fixe afin de trouver
l’évolution du feu. Choisissons pour maillage un réseau carré sur le plan P . Les équations
(5.1) à (5.13) sont donc écrites sur les coordonnées orthogonales associées à ce plan. La
distorsion pour passer de la surface S au plan P à été étudié au paragraphe 4.2. Rappelons
que cette transformation fait intervenir les coefficients p et q qui caractérisent les pentes
locales de la surface S. La dimension du réseau carré est 1× 1 en variables réduites. Soit
n le nombre de mailles horizontales du réseau. Le réseau possède alors (n + 1)2 noeuds
(cf. figure 5.1) :

Fig. 5.1 – Réseau carré

Les grandeurs dont nous devons calculer l’évolution sont T p, Pp et Hu. Choisissons un
schéma explicite. Nous devrons alors faire attention à choisir un pas de temps dt suffi-
samment petit en fonction du pas de discrétisation dl = 1/n pour que le schéma numérique
soit stable. De plus le transfert étant non local, nous définissons une longueur réduite de
troncature ∆l du transfert par rayonnement. C’est la distance à partir de laquelle nous
pouvons considérer qu’un élément en feu n’a plus d’influence, par rayonnement, sur l’élé-
vation de température de la végétation vierge en avant du front du feu.

La longueur caractéristique d’observation Lf de la forêt doit être donné a priori. Elle
caractérise l’échelle gigascopique à laquelle le modèle ci-dessus est valable. Le schéma
numérique est alors le suivant :

Nous discrétisons spatialement et temporellement les grandeurs. Indiçons par i et j
l’espace et par k le temps.

i) Zone en avant du front de flamme (Tp
i,j
k ≤ 1 et P i,j

s ≥ Pext)

Nous discrétisons l’intégrale (5.3) en une somme notéeMf
i,j
k :

Mf
i,j
k =

∑

i′,j′∈Zone en feu Ωs
f

1

π

(
Tf

i′,j′

k

)4
(
ai

′,j′

k

)2

r
exp

(
−Ar (1 + sin2 αf )(1− sinαf cos(ϕ− ϕf ))

cosαf

)

(5.14)
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avec
cos(αf ) = ~Vfl · ~n/

∥∥∥~Vfl

∥∥∥ (5.15)

et

cos(ϕ− ϕf ) =
~Vt
fl∥∥∥~Vt
fl

∥∥∥
·
−−→
PM∥∥∥−−→PM

∥∥∥
(5.16)

où
~Vfl = ~vg + V̄ (5.17)

avec 



~vg = ~z

V̄ = Vg(cosϕv~k+ sinϕv~k
⊥)

~Vt
fl =

~Vfl − (~Vfl · ~n)~n
(5.18)

Si Tp
i,j
k ≤ Tev :

soit

Infli,k = (Mi,k
v − 4hT i,k

s ) ∗ dt (5.19)

soit alors

∆i,k = P i,k
s (1 +M i,kCw)(Tev − T i,k

s ) (5.20)

si (∆i,k > 0)





T i,k+1
s = T i,k

s + Infli,k/P i,k
s (1 +MCw)

i,k

M i,k+1 = M i,k

P i,k+1
s = P i,k

s

Infli,k1 = 0

(5.21)

sinon





Ts
i,k
1 = Tev

M i,k
1 = M i,k

Ps
i,k
1 = P i,k

s

Infli,k1 = −∆i,k

(5.22)

Si (Infli,k1 > 0) et (Ts
i,k
1 = T ev) :

soit

∆i,k
1 = Ps

i,k
1 LevM

i,k
1 − Infli,k1 (5.23)

si (∆i,k
1 > 0)





T i,k+1
s = Tev

M i,k+1 = M i,k
1 − Infli,k1 /Ps

i,k
1 Lev

P i,k+1
s = Ps

i,k
1

Infli,k2 = 0

(5.24)
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sinon





Ts
i,k
2 = Tev

M i,k
2 = 0

Ps
i,k
2 = Ps

i,k
1

Infli,k2 = −∆i,k
1

(5.25)

Si (Infli,k2 > 0) et (Ts
i,k
2 ≥ Tev) :

soit

∆i,k
2 = Ps

i,k
2 (1− Tsi,k2 )− Infli,k2 (5.26)

si (∆i,k
2 > 0)





T i,k+1
s = Ts

i,k
2 + Infli,k2 /Ps

i,k
2

M i,k+1 = 0

P i,k+1
s = Ps

i,k
2

(5.27)

sinon





T i,k+1
s = 1
M i,k+1 = 0

P i,k+1
s = Ps

i,k
2

(5.28)

ii) Zone en feu (T i,k
s ≥ 1 et P i,k

s ≥ Pext) :
Le bilan d’énergie est le suivant :

T i,k+1
s = 1 (5.29)

Bilan de charge :
Soit

P i,k
s1

= P i,k
s − vrP

i,k
s ∗ dt (5.30)

si (Ps
i,k
1 ≥ Pext)

P i,k+1
s = Ps

i,k
1 (5.31)

sinon

P i,k+1
s = Pext (5.32)

iii) Zone brûlée (Ts ≤ 1 et Ps = Pext) :
Le bilan d’énergie est le suivant :

T i,k+1
s = 1 (5.33)

Bilan de charge :

P i,k+1
s = Pext (5.34)
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5.2.2 Avantages et limitations

Le schéma numérique précédent permet de simuler la propagation du feu dans une forêt
en tenant compte du caractère non local de l’intervention du rayonnement qui intervient
dans une bande autour du front du feu. . Le pas de temps doit être assez petit en fonction
du pas d’espace. Le calcul de la propagation du feu est alors relativement lente par rapport
à la méthode des enveloppes et par rapport au modèle d’automates cellulaires, même si
nous nous restreignons à ne calculer que sur la bande d’influence du flux d’énergie autour
du front du feu. Nous allons maintenant étudier plus en détail cette classe de schéma.

5.3 Automate cellulaire

5.3.1 Notion d’automate

Nous avons vu dans l’introduction qu’un automate est caractérisé à chaque instant t
par son état. Cet état est un vecteur de nombres entiers noté ωtα :

ωtα = (Pp, Tp, Hu) (5.35)

Un réseau d’automates est un réseau carré Z ×Z dont chaque élément, appelé site ou
noeud, est un automate (cf. figure 5.2).

Fig. 5.2 – Réseau d’automates cellulaires

Chaque noeud du réseau réactualise son état à l’instant t+ 1 à l’aide d’une loi faisant
intervenir l’état à l’instant t du voisinage, c’est-à-dire des automates voisins en feu qui
influencent son état. Cette loi est nommée fonction de transfert locale. Elle est de la forme :

ωt+1
α = f(ωtα, ω

t
voi sin s) (5.36)

La taille du voisinage d’un site est le nombre de sites qu’il contient. Elle dpend du
vent, de la pente et de la temprature de la flamme.

Les automates cellulaires sont des outils numériques intéressant pour simuler des com-
portements naturels. La mécanique des milieux avec transferts thermiques, diffusifs en
présence de réactions chimiques (cf. le modèle de gaz sur réseaux de Bernardin D. et Séro-
Guillaume O. [3, 18]), les milieux excitables (cf. Weimar J.R. et Tyson J.J. [24, 25]) et
les systèmes de réaction-diffusion (cf. Weimar J.R. and Boon J.P. [22]) sont des exemples
d’application de cet outil à la mécanique. Ils sont utilisés depuis longtemps pour l’étude de
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la propagation de feux de forêt [1, 6, 8, 9, 12, 14, 20] dans un but de simulation qualitative
de la propagation.

5.3.2 Fonction de transfert locale

La fonction de transfert locale peut être obtenue en discrétisant en plus les grandeurs
dans le schéma numérique du paragraphe précédent. La fonction de transfert est telle
qu’elle satisfasse un certain nombre de bilans locaux de la masse et d’énergie. La dis-
crétisation peut être obtenue par exemple par troncature à l’ordre entier le plus près des
équations du paragraphe 5.2.

Le nombre d’éléments de discrétisation de l’espace vaut nL et celui du temps vaut nt.
Les nombres de discrétisations des différentes grandeurs Pp, Tp et Hu sont notés respecti-
vement nT , nP et nM .

Comme nous choisissons de ne travailler qu’en nombre entiers, il nous faut dilater les
grandeurs Pp, Tp et Hu. Effectuons donc le nouveau changement de variables suivant :

T ′
s = Ts ∗ nT , P ′

s = Ps ∗ nP et M ′ = M ∗ nM

r′ = r ∗ nL, t′ = t ∗ nt avec nt = tsim/tr (5.37)

Dans la suite de l’exposé, nous omettrons l’apostrophe pour simplifier la notation. Il
vient alors :

i) Zone en avant du front de flamme (T f ≤ nT et Pp ≥ Pext ∗ np)
Le bilan d’énergie est le suivant :





Pp(nM +HuCw)
∂T f

∂t
= nTnPnMMf − hnPnMT

f si T f < Tev ∗ nT

−PpLev
∂Hu
∂t

= nPnMMf − hnPnMT
f si T f = Tev ∗ nT et Hu 6= 0

Pp
∂T f

∂t
= nTnPMf − hnPT

f si T f > Tev ∗ nT

(5.38)

où :

Mf
i,j
k =

∑

i′,j′∈Zone en feu Ωs
f

1

π

(
Tf

i′,j′

k

)4
(
ai

′,j′

k

)2

r
exp

(
−Ar (1 + sin2 αf )(1− sinαf cos(ϕ− ϕf ))

cosαf

)

(5.39)
avec

cos(αf ) = ~Vfl · ~n/
∥∥∥~Vfl

∥∥∥ (5.40)

et

cos(ϕ− ϕf ) =
~Vt
fl∥∥∥~Vt
fl

∥∥∥
·
−−→
PM∥∥∥−−→PM

∥∥∥
(5.41)
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où 



~vg = ~z

V̄ = Vg(cosϕv~k+ sinϕv~k
⊥)

~Vt
fl =

~Vfl − (~Vfl · ~n)~n
(5.42)

Bilan de charge :

Pp = Pp,ini (5.43)

ii) Zone en feu (T f ≥ 1 et Pp ≥ Pext) :
Le bilan d’énergie est le suivant :

Tp = 1 (5.44)

Bilan de charge :

∂Pp
∂t

(x, y, t) = −vrPp(x, y, tig) (5.45)

iii) Zone brûlée (Tp ≤ 1 et Pp = Pext) :
Le bilan d’énergie est le suivant :

Tp = 1 (5.46)

Bilan de charge :

Pp = Pext (5.47)

5.3.3 Modèle à une discrétisation de la température

Choisissons que deux éléments de discrétisation de la température et de la charge
de combustible dans le cas d’une végétation sèche. La température adimensionnelle est
donc soit égale à zéro, soit égale à la température d’inflammation. L’algorithme précédent
se réduit alors aux états frais, en feu et brûlé. Si nous avons bien choisi les échelles de
discrétisation de manière à avoir une absorption de l’énergie qui s’effectue sur une distance
d’une ou deux cellules, la sommation (5.39) précédente se réduit alors à compter le nombre
de voisins les plus proches. L’algorithme est alors du même type que celui que nous avons
présenté en introduction (cf. figure 4).

5.3.4 Rôle des probabilités

La discrétisation des grandeurs physiques, que nous avons réalisée au paragraphe 5.3.2,
correspond à prendre l’entier le plus proche lors du calcul du flux qui arrive sur la végéta-
tion en avant du front du feu. Mais trouver l’entier le plus proche est assez long à réaliser.
Faire intervenir des probabilités peut permettre d’augmenter le choix d’algorithme numé-
rique [24]. Nous pouvons par exemple prendre l’entier supérieur avec une probabilité de
50% et l’entier inférieur avec une probabilité de 50% lors de la troncation.
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Le but est de conserver les bilans de masse et d’énergie en moyenne lorsque nous
réalisons cette troncature. Les calculs supplémentaires de troncature sont palliés par la
possibilité d’exécuter ces calculs une fois pour toute, car la loi de transition étant discrète,
le nombre de combinaisons possibles de cette loi est fini. Ces résultats sont alors stockés
dans une grande table. Nous aurons alors juste à aller chercher la valeur de la loi de
transition correspondant à chaque noeud dans cette table.

5.3.5 Avantages et limitations

Les calculs sont effectués en nombres entiers donc sont exactes et un tel schéma numé-
rique est obligatoirement stable. Il donne rapidement des résultats qualitatifs sur le sys-
tème que nous étudions. Le calcul en nombres entiers est rapide si nous allons lire le
résultat dans grande table où a été calculé, une fois pour toute, tous les cas possibles de
loi de transition. La consistance du schéma numérique est cependant difficile à réaliser
ce qui rend l’obtention de résultats quantitatifs très délicate. Ce travail est cependant
très important dans une étape d’accélération de la rapidité d’exécution de la résolution
numérique.

Le schéma numérique que nous obtenons lorsque la densité d’occupation est faible
peut conduire à une modélisation virtuelle de la réalité comme c’est le cas pour les gaz
sur réseau [18].

Un aperçu de l’organisation du programme qui a été réalisé en langage C++ est donné
en annexe J.

5.4 Résultats de simulations numériques

5.4.1 Modèle de végétation

Afin de simuler une densité d’occupation d de forêt différente de 1, la fort a été générée
au hasard avec une probabilit homogène d’occupation des sites égale à d. La répartition
de la végétation est donc obtenue par un générateur aléatoire uniforme. Nous distinguons
le sol en brun de la végétation en vert. La forêt a été modélisée par un réseau d’automates
de taille 100×100 sites (cf. figure 5.3). Les zones en jaune correspondent à la présence de
feu et celles en noir à la végétation brûlée.

Une moyenne sur un nombre important de cellules permet de retrouver une évolution
continue du champ de température lorsque la densité d’occupation de la forêt est proche
de 1.

5.4.2 Evolution du feu

Montrons un exemple de propagation du feu. La forêt a été modélisée par un réseau
d’automates de taille 100×100 sites. La température initiale est de 25◦C, l’humidité du
combustible est uniforme et vaut 77◦/oo. La charge est de 120 et la densité d’occupation
du sol est 60%. Le feu est initié par un disque de feu au centre de la figure 5.4. Il n’y a ni
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Fig. 5.3 – Discrétisation permettant de simuler une densité d’occupation d=0,6

vent, ni pente. La niéme étape de calcul (Etape = nt) correspond à l’instant nt *dt où dt
est le pas de discrétisation temporel (cf. paragraphe 5.3.2).

La simulation ci-dessus est qualitative, car nous n’avons pas calé les dimensions d’une
cellule de l’automate par rapport à une situation de feu de forêt réel. Le front du feu est
très découpé, car la densité d’occupation n’est pas proche de 1. Un développement du feu
de ce type est observé classiquement par les pompiers lors de feux de forêts réels.

5.4.3 Cas d’une densité d’occupation importante sans vent ni
pentes

Réalisons une simulation pour une densit d’occupation du sol importante. Nous choi-
sissons une densité de 0,7. Il n’y a ni vent, ni pente. Le feu est ensuite initié par un disque
de feu au centre de la forêt et nous le laissons se développer jusqu’à l’étape 32. Nous
obtenons alors un développement du feu axisymétrique comme le prévoit la symétrie du
problème.

Nous avons représenté l’évolution du rayon du front du feu et de la surface de la zone
en feu et brûlé en fonction du temps sur la figure 5.6. L’unité de longueur du rayon est le
nombre de cellules entre 2 points et l’unité de surface et le nombre de cellules constituant
celle-ci. La vitesse de propagation devient constante après un régime transitoire d’accélé-
ration de l’ordre de 20 étapes. C’est bien ce qui est observé expérimentalement [5] et ce
qui est obtenu théoriquement [5, 21] (cf. paragraphe 4.6.2).

5.4.4 Rôle du vent

La présence d’un vent ambiant globale conduit à un développement du feu de forme
elliptique caractéristique des feux observés expérimentalement dans le cas d’incendie d’une
strate végétale de densité d’occupation importante. Notre simulation numérique donne la
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Fig. 5.4 – Exemple de propagation du feu (d=0,6)
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Fig. 5.5 – Densité d’occupation importante (d=0.8, Etape 32)

Fig. 5.6 – Evolution du rayon du front du feu et de la surface en feu

157



Chapitre 5. Résolution numérique du modèle de feux de forêts 2D surfacique

propagation représentée ci-dessous à la figure 5.7 pour une forêt de 100×100 cellules au
bout de 32 pas de temps et pour un vent ambiant dans la direction ouest-est :

Fig. 5.7 – Rôle d’un vent ambiant global (Etape 32)

La forme est semblable à la forme elliptique, du front du feu, obtenue au chapitre 2.
Nous avons simulé l’équation différentielle 2.21 du chapitre 2. Nous obtenons l’évolution
suivante du front du feu en fonction du temps.

Fig. 5.8 – Evolution du front du feu du modèle d’ellipses

5.4.5 Rôle de la pente locale

Il est important de prendre en compte la pente du terrain lorsque celle-ci existe. Ceci
se voit sur la simulation de la figure 5.9 où nous avons allumé le feu entre deux collines.

Le feu se propage plus vite lorsqu’il monte une forte pente. Nous n’avons pas fait de
simulation en présence à la fois de vent et de collines. De telles simulations nécessitent de
connâıtre le vent ambiant local au niveau du sol. Une simulation de l’écoulement du vent
autour de collines est alors nécessaire au préalable à l’utilisation de notre code de calcul
de propagation du feu.
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Fig. 5.9 – Rôle d’une pente locale
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5.4.6 Rôle de l’humidité

Le rôle de l’humidité est aussi pris en compte par notre code de calcul. Nous avons
simulé par exemple à la figure 5.10 la propagation du feu lors de la présence de trois
zones humide, zones dues au largage d’eau par bombardier d’eau. Les zones très humides
de forme elliptique sont représentées en couleur bleu à l’instant initial d’inflammation.
L’inflammation à lieu au centre de la figure. Nous représentons alors la forme de la zone
en feu après 15 étapes de simulation numérique. Nous observons alors que l’avance du
front du feu a été ralentie par la présence des zones de forte humidité. La présence de
retardant dans le largage d’eau peut être prise en compte au niveau de la vitesse de
réaction chimique vr de la relation (5.45). Cette vitesse de réaction est en effet fonction
d’une énergie d’activation, énergie qui est modifiée par la présence de retardant.

Fig. 5.10 – Rôle de l’humidité du terrain sur la propagation du feu, cas de 3 largages
d’eau

La chimie complète, liée au retardant, reste cependant à être modélisée, de manière plus
précise, aux échelles mésoscopique et microscopique. La présence de retardants modifie en
effet localement la loi de pyrolyse.

5.4.7 Profil de grandeurs

Les profils de grandeurs types obtenues en chaque noeud (ou site) du maillage peuvent
être tracés en fonction du temps. Un exemple d’évolution est donné à la figure 5.11 ci-
dessous pour un site où la végétation est présente. C’est le site (60, 60) d’un réseau d’au-
tomates de taille 100×100.

La température est exprimée en Kelvin, l’humidité en pour mille. Le temps correspond
au nombre d’étapes de calcul. L’inflammation de la végétation, lorsque celle-ci atteint une
température de 600 K, se produit à la 16ième étape.
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Fig. 5.11 – Profil de grandeurs en un noeud du maillage

5.4.8 Densité de percolation

Etudions l’influence de la densité de la forêt sur la propagation du feu. Le feu est tou-
jours initié au centre de la forêt qui est ici de densité homogène. La densité de percolation
est le seuil de la densité d’occupation de la fort au-dessous duquel le feu ne peut plus se
propage à toute la forêt, quelle que soit la forêt qui possède cette densité d’occupation.

Cette densité dépend des paramètres de la simulation. Nous avons réalisé des simula-
tions numériques pour différentes densités d’occupation à la figure 5.12, pour une hauteur
de flamme, conduisant à un voisinage d’influence de taille 30, et une humidité de 7% fixes.
Nous trouvons alors une densité critique de 0,39 pour un voisinage de taille 30. Nous ob-
servons de plus qu’au seuil de percolation, le front de flamme a une forme très irrégulière
et que la zone brûlée ressemble à un ensemble de type fractal.

Nous pouvons alors réaliser une étude paramétrique de la densité de percolation en
fonction des paramètres de la simulation. Nous avons pour cela fait varier l’humidité de
la végétation sur la figure 5.13. Nous trouvons une valeur limite d’humidité au-dessus de
laquelle le feu ne se propage pas dans tous les cas. Cette valeur limite de l’humidité est de
73% pour les autres paramètres de la forêt fixés. Nous nommons cette humidité l’humidité
d’extinction.

5.4.9 Résultats quantitatifs

Donnons quelques résultats quantitatifs obtenus par le schéma de différence finis. Nous
choisissons les conditions de propagation du tableau 5.2 avec un coefficient d’échange h
nulle et un vent nul. La forêt est discrétisée en 250×250 maille et nous choisissons un pas
de temps de 0,5. Il y a alors convergence du schéma numérique pour de telles valeurs de
discrétisation. La densité d’occupation d choisie vaut 0,7. A l’instant adimensionnel t = 5,
la zone en feu qui a été initié au centre de la figure gauche de 5.14 par un disque de feu
de diamètre 0,04 a alors la position de la figure 5.14.

Nous pouvons tracer le champ des grandeurs du modèle grâce à une barre de couleur
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Fig. 5.12 – Percolation
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5.4. Résultats de simulations numériques

Fig. 5.13 – Variation de la densité d’occupation en fonction de l’humidité

Fig. 5.14 – Propagation quantitative au temps adimensionnel t = 5
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qui va du noir au blanc pour des valeurs allant de 0 à 1. Nous obtenons alors la figure
5.15 à cet instant.

Fig. 5.15 – Profiles de température, de charge et d’humidité

Les profils de grandeurs sont très irréguliers, car la densité d’occupation d est différente
de 1. Par une moyenne sur des carrés de 10 cellules dans la direction x, nous obtenons des
profils lissés. Les profils de température de charge et d’humidité, dans la section y = 0, 5
trouvés pour la simulation de la figure 5.14 sont les suivants :

Fig. 5.16 – Profils dans la section y = 0, 5
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5.4. Résultats de simulations numériques

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé deux algorithmes différents de résolution numé-
rique du modèle de propagation bidimensionnel obtenu au chapitre 4. Les avantages et les
inconvénients de chacun ont été discutés. L’automate cellulaire a l’avantage de donner des
résultats qualitatifs rapidement mais il est difficile de le rendre quantitatif contrairement
au schéma de différences finies. La flexibilité du programme informatique implanté, dû à
la programmation en langage objet C++, est un atout pour les améliorations futures du
code. Nous avons ensuite étudié quelques résultats numériques qui permettent de montrer
les caractéristiques essentielles du modèle de propagation bidimensionnel.

Lorsque la densité de peuplement de la forêt est importante, les simulations conduisent
à un développement du front de flamme de type elliptique lors de la présence d’un vent
ambiant uniforme. Le modèle réagit donc qualitativement comme dans le cas d’expérience
de propagation de feux de forêt. Le vent est considéré comme uniforme dans les simulations
actuelles avec collines alors que celui-ci est influencé par leur présence. Lors des simulations
numériques pour des faibles densités d’occupation de la végétation, nous avons trouvé que
la densité de percolation dépend des paramètres de la simulation.

La comparaison des résultats numériques de propagation avec des résultats d’expé-
riences reste cependant à compléter. Le schéma de différence fini est intéressant pour
réaliser cette étude, car il est toujours quantitatif. Une comparaison des résultats numé-
riques avec le modèle des ellipses lorsque la densité de peuplement de la forêt est assez
importante serait intéressante afin de préciser le domaine de validité de celle-ci.
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Conclusion et perspectives

L’étude du modèle mododimensionnel de propagation du feu sous forme d’ellipses,
entreprise au chapitre 2, nous a permit d’obtenir l’expression suivante intrinsèque du

vecteur vitesse
.

~X ·~n du front du feu :

.

~X ·~n = g(~x, t)~k(~x, t) · ~n+
∥∥∥C̄(~x, t) · ~k(~x, t)

∥∥∥

avec

C̄(M, t) =

(
f(M, t) 0

0 h(M, t)

)

(~n,t)

Cette vitesse d’évolution dépend des fonctions f(M , t), g(M , t), h(M , t) et de la di-

rection ~k(~x, t) du vent ambiant.
Une formulation équivalente variationnelle de ce modèle en utilisant les principes de

l’optique géométrique nous a conduit à l’équation d’Hamilton-Jacobi suivante vérifiée par
une équation cartésienne du front du feu de la forme S(x, t) = 0 :

∂S

∂t
+ g(x1, x2, t)

∂S

∂x1
+

√
(f(x1, x2, t)

∂S

∂x1
)2 + (h(x1, x2, t)

∂S

∂x2
)2 = 0

Nous avons enfin proposé plusieurs équations physiques qui conduisent à des ondes qui
se propagent à la même vitesse que le front du feu du modèle des ellipses. L’interprétation
physique des coefficients qui interviennent dans ce modèle est alors controversée. La forme
de dépendance de ces coefficients avec les paramètres physiques qui interviennent dans la
propagation du feu est une autre limitation de ce modèle d’ellipse. Les limites d’utilisation
de ce modèle, en choisissant des formes acceptables pour la dépendance des coefficients,
est un problème qui se surajoute au problème du choix de celles-ci. Ceci nous a conduit à
rechercher à obtenir un modèle physique général qui contienne le modèle des enveloppes
et permette de l’obtenir.

Nous avons alors obtenu un modèle tridimensionnel de la propagation du feu au cha-
pitre 3 grâce à une homogénéisation et à l’utilisation de la thermodynamique des processus
irréversibles. Cette démarche à de plus l’intérêt de distinguer les principales échelles qui
interviennent dans la propagation des feux de forêt et qui s’avèrent être nombreuses.

Une simplification du système tridimensionnel obtenu au chapitre 3 et une réduction
bidimensionnelle sur une surface gauche nous ont alors permis d’obtenir un modèle bi-
dimensionnelle, qui tient compte des principaux paramètres de la propagation des feux
de forêts, et qui fait intervenir la forme d’intervention des principaux mécanismes de la
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propagation. Une réduction dans le cas d’une forêt optiquement épaisse, nous a conduit
à l’équation de réaction diffusion (4.138) suivante vérifiée par le champ de température :

∂T p
0

∂t
+ Ā(x)gradP(T p

0 ) = ∆s
ST

p
0 + F(x)T p

0

où ∆s
S est le laplacien surfacique, qui tient compte de la topographie du terrain et est

donné par la relation (4.67), Ā(x) est un vecteur anisotrope qui tient compte du vent
dans la strate végétale et F(x) est le bilan entre l’énergie produite par la combustion et
l’énergie perdue par convection.

C’est une équation du même type que la relation (2.114) postulée à la fin du chapitre
2. Elle fait intervenir 4 coefficients dont la forme de dépendance avec les paramètres de la
propagation est donnée par la relation (4.158). Cette forme tient compte de la topographie
du terrain et du vent dans la strate végétale ainsi que des pertes convectives.

La prise en compte du caractère non local de l’intervention du flux radiatif en prove-
nance de la zone en feu qui se trouve au-dessus de la végétation a alors été réalisé. Ceci
nous a permis de tenir en compte de l’influence du vent ambiant qui incline la flamme
proche de la strate végétale et ainsi change le bilan thermique.

Des simulations numériques, de ce modèle bidimensionnel de propagation du feu avec
terme de rayonnement non local, ont enfin été réalisées par un schéma de différences finies
et par des automates cellulaires au chapitre 5 en tenant compte du caractère localisé du
transfert d’énergie dans une bande de faible épaisseur autour du front du feu.

Un intérêt de nos simulations est que l’on peut traiter une forêt hétérogène sans aug-
menter la complexité du calcul. Les forêts réelles sont toujours hétérogènes. La présence
de zones plus humides dues au largage d’eau par Canadair et la présence de retardants
qui modifient la loi de pyrolyse localement peuvent aussi être prises en compte facilement.

Une assimilation de données afin de confronter les modèles présentés dans ce manus-
crit à des expériences caractéristiques qui sont mises en lumière par ces mêmes modèles
doit être entreprise afin de valider ceux-ci et de trouver les valeurs des coefficients cor-
respondants. Nous avons déjà entreprit cette démarche pour des simulations d’automates
cellulaires en confrontant les résultats de simulation [1] (cf. annexe K) avec une expérience
réalisée par Fons [2] en 1945. Les résultats sont concluants mais ne sont que partiels, car
les données de cette expérience ne sont que des vitesses de propagations alors que l’on
doit aussi connâıtre des champs de températures, de charge et d’humidité afin de valider
nos modèles qui font intervenir ces grandeurs physiques. Le modèle des ellipses qui est de
nature géométrique se prête bien à une assimilation de données qui ne fait intervenir que
les vitesses de propagation du front du feu, mais sont domaine de validité et restreint. Des
expériences de brûlages dirigées (écobuages), instrumentées pour mesurer des champs de
température et les vitesses de propagation du feu, réalisées par les pompiers français de
Valabre, vont être très utiles pour calibrer les modèles présentés dans ce manuscrit.

Parallèlement, une homogénéisation par méthode de développements asymptotiques
doit permettre de déduire les relations tridimensionnelles du chapitre 3 avec une connais-
sance plus précise, en ordre de grandeur, du domaine de validité du système d’équations
obtenues grâce à la thermodynamique des processus irréversibles.

La prise en compte de la convection dans la réduction bidimensionnelle du chapitre
4 doit être améliorée afin de mieux tenir compte du couplage entre la flamme et le vent
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ambiant et de trouver la valeur de la vitesse du vent dans la strate végétale en fonction
du vent ambiant et de la position considérée par rapport au front du feu.

Une prise en compte plus précise des équations de combustion doit permettre de s’af-
franchir des données sur zone en feu, telle que les hauteurs de flamme et les températures
de flamme et d’inflammation. Nous devons alors aussi résoudre des équations dans la zone
en feu. Ceci doit nous conduire à une connaissance de la structure de la flamme qui est
très importante pour obtenir une compréhension précise de la propagation des feux de
forêt. Une comparaison de notre modèle de propagation avec celui de Grishin, qui tient
compte de la chimie de la combustion dans la zone en feu, est à entreprendre.

L’obtention du domaine de validité du modèle des enveloppes à partir du modèle
bidimensionnel de propagation du feu que nous avons obtenu au chapitre 4 doit pouvoir
être réalisé à l’aide d’un développement asymptotique lorsque l’épaisseur de la bande de
feu est très faible. Ceci peut conduire à une correction de ce modèle faisant intervenir la
courbure du front du feu.

La prise en compte de manière précise du rôle des retardants dans la dynamique de
propagation du front du feu doit être entreprise à l’échelle mésoscopique et microscopique.
Son intervention aux échelles macroscopique et gigascopiques pourra alors être obtenue
grâce en utilisant les démarches des chapitres 3 et 4 précédents.
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Annexe A

Les facteurs de la propagation du feu

Dans cette annexe, nous présentons les différents facteurs de la propagation du feu.
Ces facteurs sont classés en deux catégories. Ce sont les propriétés des espèces végétales
et les conditions météorologiques. Les caractéristiques physiques des constituants végétal
et air+gaz en fonction de la température sont aussi données afin d’avoir des ordres de
grandeurs des paramètres physiques.

A.1 L’espèce végétal

A.1.1 Les types d’espèces végétales

Il existe deux catégories principales de combustible végétal :

1. Les combustibles de surface :

– la litière : dans les forêts méditerranéennes, la couverture des feuilles sur le sol
provient principalement des feuillus (chênes, hêtres, châtaigniers) ou des résineux (pins,
sapins). Les aiguilles des pins sont parmi les plus inflammables. En outre, leur grande
taille, leur abondance et leur forme conduisent à un arrangement lâche permettant une
libre circulation de l’air. Les feuilles de feuillus s’enflamment moins facilement, car elles
sont beaucoup plus densément tassées sur le sol.

– l’herbe : Les graminées, les fougères, les plantes herbacées en général, sont des com-
bustibles importants qui selon leur degré de dessèchement influencent la vitesse de pro-
pagation du feu de forêt. Des herbes gorgées d’eau peuvent jouer le rôle de barrière, alors
que les feux d’herbes sèches possèdent les plus grandes vitesses de propagation.

2. Les combustibles aériens :

– les broussailles hautes : ces peuplements broussailleux sont très facilement inflam-
mables.

– les troncs, les branches et le feuillage des arbres : ce type de combustible se caractérise
essentiellement par son temps de combustion très long, ce qui en fait une source de chaleur
persistante au cours du temps.
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A.1.2 La teneur en eau

La sécheresse du combustible végétal exerce une influence capitale sur l’inflammation.
A l’inverse, une humidité trop importante empêche la propagation du feu. De nombreuses
études montrent que l’inflammation ne peut avoir lieu que pour une teneur en eau infé-
rieure à 7%. Par conséquent, la nature du combustible, mort ou vivant, influe sur le temps
nécessaire à l’inflammation. La teneur en eau influe à la fois sur l’inflammabilité de la
végétation mais aussi sur leur combustibilité.

A.2 Les conditions météorologiques

A.2.1 Les précipitations

Le principal effet de la pluie est de mouiller les végétaux et de leur fournir de l’eau,
ce qui entrâıne un accroissement de la teneur en eau des végétaux. La pluie a des effets
divers selon les différents types de combustibles. Pour les graminées et les aiguilles de pin,
une petite quantité de pluie suffit pour ralentir rapidement la combustion mais l’effet est
de courte durée. Une quantité de pluie plus importante est nécessaire pour empêcher ou
ralentir la combustion des brindilles et lorsque de tels combustibles sont mouillés, l’effet
est alors plus durable que pour les végétaux de petites tailles. L’état des troncs d’arbre
n’est enfin que légèrement modifié par les précipitations.

A.2.2 L’humidité relative

L’humidité relative influe sur l’inflammabilité des combustibles. Le lien reste cependant
très qualitatif. Nous avons le tableau suivant :

Humidité relative (%) Inflammabilité

> 70 Peu de risque
46 -70 Risque faible
26 - 45 Risque Fort
< 25 Risque élevé

A.2.3 Le vent

Le vent accélère le dessèchement du combustible végétal. Il avive les flammes d’un feu
qui progresse et apporte de la chaleur aux combustibles adjacents. Il augmente donc la
vitesse de combustion et la vitesse de propagation du feu.

A.3 Caractéristiques physiques des constituants vé-

gétal et air+gaz

Nous donnons les valeurs des masses volumiques ρ, des capacités calorifiques Cp, de la
conductivité thermique λ et de la diffusivité a du bois et de l’air à différentes températures.
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A.3. Caractéristiques physiques des constituants végétal et air+gaz

A.3.1 Bois

à 20◦C à 300◦C

ρ ≈ 600kg/m3

Cp = 2400 J/kg.K Valeurs semblables
λ = 0,1 à 0,3 W/m.K
a = 7 à 21.10−6m2/s

A.3.2 Air à pression atmosphérique

à 20◦C à 1000◦C

ρ ≈ 1.205kg/m3 ρ ≈ 0.277kg/m3

Cp = 1005 J/kg.K Cp=1185 J/kg.K
λ =2,59.10−2W/m.K λ = 8,07.10−2W/m.K
a = 21.4.10−6m2/s a = 246.10−6m2/s
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Annexe B

Modèle de ROTHERMEL (1972)

Dans cette annexe, nous présentons la relation de Rothermel qui a été écrite en unités
de mesure internationales par A. Wilson, Jr.

B.1 Définitions des paramètres

σ Rapport de la surface au volume particule de combustible (cm−1)
δ épaisseur de la couverture végétale (m).
C0 Charge de combustible sec (kg/m2)
ρp Masse volumique de particule sèche (kg/m3)
H Chaleur contenue dans la particule de combustible (kJ/kg)
V Vitesse du vent à mi hauteur de flamme (m/min)
tanϕ Pente (augmentation verticale / distance horizontale)
Mf Humidité des particules de combustible (gm eau / gm bois sec)
Mx Humidité d’extinction.

ST
Pourcentage massique de minéraux des particules de combustible
(gm minéraux / gm bois sec)

SE
Pourcentage massique de minéraux effectifs des particules de combustible
(gm minéraux sans silice/ gm bois sec)

B.2 Corrélation donnant la vitesse de propagation

La vitesse de propagation R du front du feu rectiligne stationnaire dépend des para-
mètres précédents :

R = f(σ, δ, C0, ρp, H, V, tanϕ,Mf ,Mx, ST , SE)

Nous allons donner dans ce paragraphe la corrélation utilisée par Rothermel.

Corrélation initiales

Masse volumique
ρb = C0/δ
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Annexe B. Modèle de ROTHERMEL (1972)

Compacité
β = ρb/ρp

Vitesse de réaction maximale (min.−1)

Γpmax = 1/(0.0591 + 2.926σ−1.5)

Compacité optimale
βop = 0.204σ−0.8189

Vitesse de réaction optimale (min.−1)

Γp = (β/βop)
AeA(1− β/βop)Γpmax

avec A = 1/(6.723σ0.1 − 7.27).
Masse volumique nette (kg./m2)

CN =
1

1 + ST
C0

Coefficient d’humectage humide

ηM = 1− 2.59
Mf

Mx

+ 5.11(
Mf

Mx

)2 − 3.52(
Mf

Mx

)3

Coefficient d’humectage minéral

ηS = 0.174S−0.19
E

Corrélations intermédiaires

Intensité de réaction (kJ/min)/m2

Ir = ηMηSΓpCNH

Pourcentage du flux produit qui sert pour le préchauffage

ξ =
1

192 + 0.259σ
e(0.792 + 0.681σ0.5)(β + 0.1)

C = 7.47 e−0.8711σ
0.55

B = 0.1599σ0.54

E = 0.715 e−0.01094σ

Coefficient du vent
ΦW = CV B(β/βop)

−E

Facteur de pente
ΦS = 5.275 β−0.3(tanϕ)2

Coefficient de chauffage effectif
χ = e−4.528/σ

Chaleur de préchauffage (kJ/kg)

Qig = 581 + 2594 Mf
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B.3. Exemple : données pour la litière de bois mort (Dead Timber (litter))

Corrélation finale

Vitesse de propagation (m/min).

R = (1 + ΦW + ΦS)
ξIr

ρBχQig
(B.1)

B.3 Exemple : données pour la litière de bois mort

(Dead Timber (litter))

Etudions un exemple de propagation dans une litière de bois mort. Les paramètres de
la strate correspondante sont donnés dans le tableau A.2.1. ci-dessous :

σ = 81.3 cm1 Ω0 = 0.138 lb./ft2

δ = 1.27−2 m ρp = 466 kg./m3

H = 17550 kJ/kg
V = 1056 m/min Mf = 0.04

tanϕ = 0 Mx = 0.30
ST = 0.00347
SE = 0.00322

Tab. B.1 – Paramètres pour une litière de bois mort

La valeur de l’humidité limite d’extinction Mx nécessite une détermination expéri-
mentale. Nous choisissons ici 0.30, car c’est le point de saturation des fibres de nombreux
combustibles morts. Pour les combustibles aériens (b<0.02) avec une vitesse du vent faible
(<5 m.p.h.) Mx = 0.15.
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Annexe C

Méthode des enveloppes

Dans cette annexe, nous présentons le calcul de la méthode des enveloppes d’une
familles d’ellipses E(θ, dt) d’expression cartésienne suivante dans le repère global (O, x, y) :

F (Xe, Ye, θ, dt) = 0 (C.1)

où la fonction F est définit par :

F (Xe, Ye, θ, dt) =
1

f 20

[
X̃(Xe)− g0dt

]2
+

1

h20
Ỹ (Ye)

2 − dt2 (C.2)

avec 



X̃(Xe, Ye) =

(
(Xe −X(θ, t0) cos(β0(θ))

+(Ye − Y (θ, t0)) sin(β0(θ))

)

Ỹ (Xe, Ye) =

(
− (Xe −X(θ, t0)) sin(β0(θ))
+(Ye − Y (θ, t0)) cos(β0(θ))

) (C.3)

L’équation paramètrée de la courbe enveloppe des ellipses est obtenue par le système
suivant :

F (X,Y, θ, dt) = 0
∂F

∂θ
(X,Y, θ, dt) = 0

(C.4)

Il nous faut donc calculer la dérivée de F par rapport à l’angle θ :

1

2

∂F

∂θ
=




1
f2
0

[
X̃ − g0dt

] ∂X̃
∂θ

+
1

h20
Ỹ
∂Ỹ

∂θ

− 1
f3
0

[
X̃ − g0dt

]2 ∂f0
∂θ
− 1

h30
Ỹ 2∂h0

∂θ
− dt

f 20

[
X̃ − g0dt

] ∂g0
∂θ


 (C.5)

De plus, dans le repère global fixe (O, x, y) , l’ellipse Ce(P0, dt) a pour équation :





x = Xe(φ, dt) = X(θ, t0) +

(
X̃ cos(β0(θ))

−Ỹ sin(β(θ))

)

y = Ye(φ, dt) = Y (θ, t0) +

(
X̃ sin(β0(θ))

+Ỹ cos(β0(θ))

) (C.6)
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La dérivée de (C.6) par rapport à θ conduit à :





∂X̃

∂θ
= −∂X0

∂θ
cos(β0)−

∂Y0
∂θ

sin(β0) + Ỹ
∂β0
∂θ

∂Ỹ

∂θ
= +

∂X0

∂θ
sin(β0)−

∂Y0
∂θ

cos(β0)− X̃
∂β0
∂θ

(C.7)

Posons 



p(X̃(X,Y ), t0) = −∂Ỹ
∂θ

q(Ỹ (X,Y ), t0) = −∂X̃
∂θ

et X̃1 = X̃(X,Y )− g0dt (C.8)

Le système (C.4) devient alors :





1

f 20
X̃2

1 +
1

h20
Ỹ 2 − dt2 = 0

q

f 20
X̃1 +

p

h20
Ỹ − 1

f 30

∂f0
∂θ

X̃2
1 −

1

h30

∂h0
∂θ

Ỹ 2 − dt

f 20

∂g0
∂θ

X̃2
1 = 0

(C.9)

D’après la première relation {
X̃1 =©(f0dt)

Ỹ =©(f0dt)
(C.10)

La dérivée par rapport à θ d’un champ scalaire G est donnée par :

∂G

∂θ
= grad(G) · ∂

−−→
OP0

∂θ
(C.11)

où

−−→
OP0

∂θ
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂X0

∂θ
∂Y0
∂θ

(C.12)

et G correspond indifféremment à f , g, h ou β.

Comme les gradients spatiaux grad(G) des paramètres f , g, h et β sont faibles, nous
obtenons à l’ordre principal en dt :





1

f 20
X̃2

1 +
1

h20
Ỹ 2 − dt2 = 0

q

f 20
X̃1 +

p

h20
Ỹ = 0

(C.13)

où p et q sont les ordres principaux en dt des expressions (C.7-C.8). C’est-à-dire :





p = −∂X0

∂θ
sin(β0) +

∂Y0
∂θ

cos(β0)

q = +
∂X0

∂θ
cos(β0) +

∂Y0
∂θ

sin(β0)
(C.14)
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Le système (C.13) s’écrit :





(
f0
h0

)2


(
f0
h0

p

q

)2

+ 1


 Ỹ 2 = f 20dt

2

X̃1 = −
(
f0
h0

)2
p

q
Ỹ

(C.15)

Posons alors

r(θ, t0) =
[
(f0p)

2 + (h0q)
2
]−1/2

(C.16)

Il vient finalement :

{
X̃ − g0dt = rpdtf 20
Ỹ = −rqdth20

(C.17)

avec





p(θ, t0) = −∂X(θ, t0)

∂θ
sin(β0(θ)) +

∂Y (θ, t0)

∂θ
cos(β0(θ))

q(θ, t0) =
∂X(θ, t0)

∂θ
cos(β0(θ)) +

∂Y (θ, t0)

∂θ
sin(β0(θ))

r(θ, t0) = [(f0p)
2 + (h0q)

2]
−1/2

(C.18)

Les signes ont été choisis de manière à satisfaire la relation :

pX − qY > 0 (C.19)

Cette relation (C.19) correspond à une propagation du front du feu de la zone en
flamme vers la zone en avant du front du feu.
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Annexe D

Méthode des enveloppes :
changement de métrique et stabilité

structurelle

Dans cette annexe, nous nous proposons d’écrire le système d’équations (2.20)-(2.21)
dans des coordonnées où l’ellipse prend la forme d’un cercle. La stabilité structurelle de
la solution de base elliptique du paragraphe 2.1 est alors étudiée en faisant fluctuer les
paramètres f, g, h et β en fonction du temps.

D.1 Changement de métrique

Nous nous plaçons dans le cas où les paramètres f, g et h ainsi que la direction du vent
β sont indépendants de la position. Les paramètres f(t), g(t), h(t) ne sont donc fonction
que du temps alors que β(M, t) = β(t) .

Le vent est alors global et la forêt homogène comme au paragraphe 2.1 mais avec des
fluctuations imposées des paramètres. A chaque instant t, nous définissons le rapport er(t)
des ellipses génératrices par :

er(t) = h(t)/f(t) (D.1)

L’excentricité vaut :
e =

√
1− e2r (D.2)

Effectuons une dilatation de 1/e(t) dans la direction ~k⊥. Soit un point M de coordonnées

(x, y) dans le repère (~k, ~k⊥) : −−→
OM = x~k+ y~k⊥ (D.3)

et soit M∗ le transformé de M par la dilatation :

−−−→
OM∗ = X~k+ Y ~k⊥ (D.4)

La transformation s’écrit : ∣∣∣∣∣
X = x
Y = y/er

(D.5)
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Il vient alors si l’on note la dérivée temporelle par une apostrophe :

∂
−−−→
OM∗

∂t
=

∂X

∂t
~k+

∂Y

∂t
~k⊥

=
∂x

∂t
~k+

[(
1

er

)′

y +
1

er

∂y

∂t

]
~k⊥

(D.6)

C’est-à-dire
∂
−−−→
OM∗

∂t
=

∂x

∂t
~k +

[(
1

er

)′

y +
1

er

∂y

∂t

]
~k⊥

=
(

1

er

)′

y~k⊥+
∂x

∂t
~k +

1

er

∂y

∂t
~k⊥

(D.7)

d’où finalement en utilisant l’équation (2.21)-(2.22) :

∂
−−−→
OM∗

∂t
= er

(
1

er

)′

(
−−−→
OM∗ · ~k⊥)~k⊥ + g(t)~k+ r̄f

[
fp̄~k− hq̄~k⊥

]
(D.8)

Les vecteurs ~τ et ~n ont pour expressions :

{
~τ = q̄~k+ p̄~k⊥

~n = p̄~k− q̄~k⊥ (D.9)

Par la dilatation, ~τ est transformé en

~τ ∗ = q̄~k+
1

er
p̄~k⊥ (D.10)

La normal ~n∗ à la courbe transformée s’écrit alors :

~n∗ =
1

er
p̄~k− q̄~k⊥ (D.11)

Notons que ~n∗ n’est pas le transformé de ~n par la dilatation. Définissons alors

{
p̄∗ = ~n∗ · ~k = 1

e
p̄

q̄∗ = ~τ ∗ · ~k = q̄
(D.12)

L’expression de la cinématique du front de flamme est alors :

∂
−−−→
OM∗

∂t
= er

(
1

er

)′

(
−−−→
OM∗ · ~k⊥)~k⊥ + g(t)~k + f(t)r̄∗~n∗

avec r̄∗ =
[
p̄∗2 + q̄∗2

]−1/2
(D.13)
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D.2 Paramètrage polaire

Nous allons de nouveau changer de paramètrage du front de flamme. Un paramètrage
polaire permet en effet d’obtenir une évolution du front de flamme qui ne fait intervenir
qu’une seule équation scalaire au lieu de deux. Ce paramètrage est bien approprié au front
du feu si celui-ci forme un ouvert étoilé. Introduisons alors le changement de paramètrage
suivant : ∣∣∣∣∣

θ
t
→
∣∣∣∣∣
φ = F(ψ, t)
t̄

et posons : −−−→
OM∗ = G(t)~k+R(φ, t)~ur(φ) (D.14)

avec

G(t) =
∫ t

0
g(s)ds (D.15)

Les nouveaux vecteurs de bases sont :
{
~ur = cos(φ)~k+ sin(φ)~k⊥

~uφ = − sin(φ)~k+ cos(φ)~k⊥ (D.16)

{
~k = cos(φ)~ur − sin(φ)~uφ
~k⊥ = sin(φ)~ur + cos(φ)~uφ

(D.17)

Par dérivation de fonctions composées, il vient alors :

∂
−−−→
OM∗

∂t

∣∣∣∣∣∣
θ

=
∂
−−−→
OM∗

∂t

∣∣∣∣∣∣
φ

+
∂F
∂t

∂
−−−→
OM∗

∂ψ
(D.18)

avec
∂
−−−→
OM∗

∂t

∣∣∣∣∣∣
φ

=
∂R

∂t
~ur (D.19)

De plus :

∂
−−−→
OM∗

∂φ

∣∣∣∣∣∣
φ

=
∂R

∂φ
~ur +R

∂~ur
∂φ

=
∂R

∂φ
~ur +R~uφ (D.20)

D’où : 



~τ ∗ = rφ(
1

R

∂R

∂φ
~ur + ~uφ)

~n∗ = rφ(~ur −
1

R

∂R

∂φ
~uφ)

(D.21)

avec

rφ =

[
1 + (

1

R

∂R

∂φ
)2
]−1/2

(D.22)

Le système (D.13) s’écrit donc de la manière suivante dans le nouveau repère :

∂
−−−→
OM∗

∂t
+
∂F
∂t

∂
−−−→
OM∗

∂φ
= er

(
1

er

)′

(
−−−→
OM∗ · ~k⊥)~k⊥ + f(t)r̄∗~n∗ (D.23)
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C’est-à-dire :

(
∂R

∂t
+
∂F
∂t

∂R

∂φ
)~ur +

∂F
∂t
R~uφ =



er

(
1

er

)′

R sinφ (sinφ~ur + cosφ~uφ)

+f(t)r̄∗rφ(~ur −
1

R

∂R

∂φ
~uφ)


 (D.24)

d’où 



1

R

∂R

∂t
= er

(
1

er

)′

sin2 φ+
f(t)r̄∗rφ

R
− 1

R

∂R

∂φ

∂F
∂t

∂F
∂t

= er

(
1

er

)′

sinφ cosφ− f(t)r̄∗rφ
R

1

R

∂R

∂φ

(D.25)

Finalement

1

R

∂R

∂t
= er

(
1

er

)′

(sinφ− 1

R

∂R

∂φ
) sinφ+

f(t)r̄∗rφ
R


1 +

(
1

R

∂R

∂φ

)2

 (D.26)

De plus 



p̄∗ = ~n · ~k = rφ (cosφ+
1

R

∂R

∂φ
sinφ)

q̄∗ = ~τ · ~k = rφ (− sinφ+
1

R

∂R

∂φ
cosφ)

(D.27)

donc

r̄∗ =
[
(p̄∗)2 + (q̄∗)2

]−1/2
=

1

rφ


1 +

(
1

R

∂R

∂φ

)2


−1/2

= 1 (D.28)

La cinématique du front du feu est donc régie par l’équation :

1

R

∂R

∂t
= er

(
1

er

)′

(sinφ− 1

R

∂R

∂φ
) sinφ+

f(t)

R

1

rφ

avec rφ =


1 +

(
1

R

∂R

∂φ

)2


−1/2 (D.29)

Le système ci-dessus possède une structure plus simple que le système (D.13). Il a cepen-
dant été obtenu pour une forêt homogène avec vent global. Il permet de vérifier de nouveau
que la cinématique du front du feu obtenue est compatible avec celle du paragraphe 1. En
effet si nous choisissons f(t) = f , g(t) = g et h(t) = h constants, nous obtenons alors :

e(t) = e constant (D.30)

R(t, φ)= ft est alors solution du système précédent. C’est un cercle de rayon ft.
Nous obtient donc le développement elliptique du paragraphe 2.1 lorsque nous revenons

dans les coordonnées non dilatées. La méthode des enveloppes conduit donc à un modèle
de propagation qui se réduit bien au cas du paragraphe 2.1 lorsque le feu se propage
dans un milieu à propriétés homogènes et constantes. L’extension de modélisation du
paragraphe 2.2 est donc cohérente avec le paragraphe 2.1. Le système (D.29) possède une
classe de solutions générales que nous allons étudier maintenant.
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D.3 Solution de base et étude de stabilité structurelle

Lorsque l’excentricité est constante le système (D.29) possède la solution de base :

R(t, φ) = F (t) =
∫ t

0
f(s)ds (D.31)

Nous pouvons alors chercher une solution de la forme :

R(t, φ) = F (t) +R1(t, φ)ε (D.32)

associée à la perturbation
e(t) = 1 + k(t)ε (D.33)

où ε est un petit paramètre et k(t)f(t) est une fonction périodique de période T et de
moyenne nulle. Il vient alors :

∂R1

∂t
= k

′

(t) sin2 φ (D.34)

D’où

R1(t, φ) =
[∫

k
′

(t)F (t)
]
sin2 φ+R1(0, φ) (D.35)

Cependant, le front de forêt étant de plus en plus grand, la longueur caractéristique de
mesure de celui-ci doit varier aussi en fonction du temps. Nous choisissons donc pour
longueur de normation :

L(t) = F (t) (D.36)

Il vient alors :
R̄(t, φ) = R̄(t, φ)/F (t) = 1 + R̄1(t, φ)ε (D.37)

et
R̄1(t, φ) = k(t) sin2 φ+ R̄1(0, φ) (D.38)

Nous obtenons donc un mode 2 qui oscille à la période du forçage.

191
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Annexe E

Équations Mésoscopiques

Dans cette annexe, nous exprimons les flux mésoscopiques et nous discutons des équa-
tions de Brinkman et de Darcy à l’échelle mésoscopique ainsi que d’une dérivation plus
précise des conditions de saut à l’interface entre les végétaux et l’air qui les entoure.

E.1 Relations de liaison entre les flux

Les flux kiab, fab et xab mésoscopiques, du paragraphe 3.2.1, ne sont pas tous indépen-
dants entre eux. Les liens correspondent à des conditions de bilan à travers l’interface Σab

des phases a et b. Les relations sont les suivantes :

kiab + kiba = 0

kabva + fab + kbavb + fba = 0 (E.1)

(ea +
1

2
|va|2 +

pa
ρa

)kab + xab + pazab = (eb +
1

2
|vb|2 +

pb
ρb

)kba + xba + pbzba

où zab = zba est par définition le volume balayé par l’interface Σab par unité de temps et
par unité de volume du milieu poreux.

Chaque phase est caractérisée par une vitesse différente qui peut ne pas être du même
ordre de grandeur et par une même température. La vitesse est en effet nulle dans les
phases solides, moyenne dans la phase liquide et importante dans la phase gazeuse. C’est
ce qui distingue ces équations des équations de la mécanique des milieux diffusifs classiques
vérifiées par les mélanges où il n’y a qu’une vitesse barycentrique et des diffusions des
espèces qui sont d’ordres inférieurs. D’où la présence de plusieurs bilans de quantité de
mouvement au lieu d’un seul. Il n’y a par contre qu’un seul bilan d’énergie à considérer,
car nous supposons que les phases sont en équilibre thermique entre elles. La température
est alors la même pour chaques phases en présences.
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E.2 Expression des flux et des équations d’état

Les expressions des flux σa, q, jia, fab, fac, kab, kac, ksc et ψα en fonctions des grandeurs
mésoscopiques que l’on a définit ci-dessus doivent permettre d’obtenir un système d’équa-
tions aux dérivées partielles fermé pour le milieu poreux qui forme les tiges des végétaux.
Les formes de telles relations peuvent être postulées à l’aide de la thermodynamique des
processus irréversibles comme ceci a été réalisé par Marle [4]. Les cinq premiers flux ont
une expression qui peut être linéaire en fonction des forces thermodynamiques.

Les expressions des flux σa, q et jia doivent permettre d’obtenir un système fermé
d’équations aux dérivées partielles. Leurs expressions sont données par des relations phé-
noménologiques qui relient les flux aux forces thermodynamiques. Ces expressions sont
les suivantes :

Le tenseur des contraintes σa (pour un fluide Newtonien) vérifie :

σa = −[εsapa +
2

3
µadivva]=+ 2µaD̄ (E.2)

où µa est la viscosité dynamique, = est le tenseur identité et

D̄ =
1

2
(gradva + gradTva) (E.3)

Le flux de chaleur q est donné par la relation :

q = −λgradT + ρ
N∑

i=1

hiYijia + qr (E.4)

où λ est la conductivité thermique, hi(T ) est l’enthalpie de la ième espèce chimique et qr
est le flux radiatif.

Les flux de diffusion des espèces jia peut être données par des lois de Fick :

yiajia = −Diagradyia (E.5)

où Dia sont les coefficients de diffusion.

Les relations entre fab , fac et les vitesses va sont de la forme suivante d’après Marle
[4] :

va =
ka

µaεsa
(
∑

a∈S,a6=b
fab +

∑

c∈S
fac − pagradεsa) (E.6)

où ka est la perméabilité de la tige vis à vis de la phase a.

Les termes kab, kac, ksc et ψα, qui correspondent respectivement aux transferts de ma-
tière à travers les interfaces des phases et aux transformations des espèces en volume à
l’intérieur d’une même phase, doivent être exprimés à l’aide de relations qui sont fon-
damentalement non linéaires. Nous pouvons alors considérer tous ces transferts comme
des réactions chimiques. Le cas de la pyrolyse et de la combustion du bois ainsi que son
séchage est un exemple instructif d’une telle modélisation.
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E.3 Loi de Brinkman et loi de Darcy

En utilisant l’équation de continuité (3.59) et l’expression (E.2) du tenseur des con-
traintes, le bilan de quantité de mouvement (3.61) s’écrit :

εsaρa(
∂va
∂t

+ va·gradva) − div(τa) − εsaρag

+ div(εsapa=) +
∑
c∈S

fac +
∑

b∈A,b6=a
fab = 0

(E.7)

L’élimination des termes fab et fab entre (E.6) et (E.7) conduisent à une loi de type
Brinkman.

εsaρa(
∂va
∂t

+ va· gradva) − div (τa) + εsa grad pa − εsaρag

+ 2pa grad (εsa) + εsa
µa
ka
va = 0

(E.8)

Cette équation est une équation de quantité de mouvement plus générale que l’équa-
tion de quantité de mouvement de Navier-Stokes, car elle fait intervenir un terme de

frottement εsa
µa
ka
va en plus qui s’oppose au mouvement fluide. Un nouveau paramètre

lié à la perméabilité ka du milieu poreux intervient alors à cause de la présence de la
phase solide qui constitue la tige. Lorsque la porosité ε converge vers 1, pour un milieu
fluide sans phase solide, la perméabilité ε doit converger vers l’infini si l’on veut obtenir
l’équation de quantité de mouvement de Navier-Stokes. C’est en se sens que l’équation
(E.8) est plus générale que l’équation de Navier-Stokes.

L’équation de quantité de mouvement (E.8) prend une forme simplifiée lorsque la
porosité ε est petite, ce qui est le cas des tiges végétales. La vitesse va de la phase a est
alors faible ce qui conduit à ne garder que trois termes dans la relation (E.8) et conduit
à :

va = −ka
µa

(gradpa − ρag) (E.9)

C’est la loi la loi de Darcy généralisée pour le bilan de quantité de mouvement, loi qui
est postulée directement par Di Blasi [2].

E.4 Modélisation mésoscopique avec homogénéisation

au niveau de l’interface

Levy [3] a réalisé une étude précise de l’obtention des conditions de sauts à l’interface
entre un milieu poreux et une phase fluide grâce à une homogénéisation au niveau de
l’interface entre la phase poreuse et la phase fluide. Une telle étude complète l’obtention
des équations de Darcy des milieux poreux par homogénéisation à l’intérieur de la phase
poreuse. Elle se limite cependant à un écoulement de Stokes dans la phase fluide. Le
résultat est que l’on distingue alors deux cas de conditions de saut (cf. figure E.1) :

Cas A : Le gradient de pression n’est pas normal à la surface du milieu poreux. La
vitesse vf est alors beaucoup plus grande que la vitesse de filtration vpa dans la phase
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Fig. E.1 – Les deux types de conditions de saut

poreuse. La condition de saut à imposer à l’interface Σpf est l’égalité des pressions à
l’ordre principal.

Cas B : Le gradient de pression est normal à la surface du milieu poreux au niveau
de cet interface. Le gradient de pression est alors beaucoup plus grand à l’intérieur de
la phase poreuse que dans la phase fluide. La condition de saut à imposer à l’interface
Σpf1 est l’égalité de la composante normale des vitesses vpa et vf à l’ordre principal. La
composante tangentielle de la vitesse vf est de plus nulle lorsque le nombre de Reynolds
dans la phase fluide est faible devant 1 ou de l’ordre de 1.

Je pense que nous sommes dans une situation semblable au cas B à l’interface entre
une tige végétale et le gaz qui l’entoure car le transfert de matière ṁp

a dû aux gaz qui
s’échappent de la tige par pyrolyse sous l’action de la dégradation thermique est important.
La relation (3.74) se réduit alors à l’égalité des vitesses vpa et vf .
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Annexe F

Obtention des équations de bilans
macroscopique de quantité de

mouvement et d’énergie

Dans cette annexe, nous obtenons les équations de bilans macroscopiques de quantité
de mouvement et d’énergie, à partir des équations mésoscopiques, en utilisant la démarche
expliquée au chapitre 3.

F.1 Equations bilans du constituant poreux

La même procédure que celle du paragraphe 3.3.1 appliquée aux équations de bilan de
masse dans la phase solide, de quantité de mouvement et à l’équation de l’énergie conduit
aux bilans qui sont écrits ci-dessous. La dénomination des grandeurs qui interviennent
dans les relations ci-dessous sont celles qui sont données au chapitre 3 pour les grandeurs
macroscopiquesmé et mésoscopiques. Nous obtenons alors :

Bilan de masse de l’élément bois :
La relation (3.57) conduit à l’équation macroscopique suivante :

∂

∂t
((1− Φ)(1− Ep)Sbpρ̃bp) = −(1− Φ)(Kbg +Kbl +Kbc) (F.1)

où les grandeurs macroscopiques Sps et ρ̃bp sont définies successivement par :

(1− Φ)(1− Ep) [Sbp] = ((1− εp)sbp) ∗m

(1− Φ)(1− Ep)Sbp [ρ̃bp] = ((1− εp)sbpρbp) ∗m (F.2)

Le terme qui est défini par chaque équation est noté entre crochets ci-dessus afin de
mieux repérer celui-ci. Les termes macroscopiques Kbg , Kbl et Kbc sont définis par :





(1− Φ)Kbg = kbg ∗m
(1− Φ)Kbl = kbl ∗m
(1− Φ)Kbc = kbc ∗m

(F.3)
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Bilan de quantité de mouvement dans la partie fluide a de la phase poreuse p :
La relation (3.7) conduit à l’équation macroscopique suivante :



∂((1− Φ)Epρ̃gpVgp)

∂ t
+

div((1− Φ)Epρ̃gpVgp ⊗Vgp − Tgp)


 =



−(1− Φ)EpgradPgp + (1− Φ)Epρ̃gpg
−Pgp grad((1− Φ)Ep)
−Kpf

g Vgp − Fgp




(F.4)
où les grandeurs macroscopiques Cgp et Fgp sont définis successivement par les relations :

(1− Φ)Epρ̃gpVgp ⊗Vgp − [Cgp] = (εpρgpvgp ⊗ vpgp − σgp) ∗m

Kpf
g Vgp +

[
F pf
g

]
= [[ρgpvgp(vgp −wp) · np − σgp · np]δΣ

pf

] ∗m (F.5)

Bilan d’énergie interne dans la phase poreuse p :
La relation (3.9) conduit à l’équation macroscopique suivante :




∂

∂ t

[
(1− Φ)ρ̃p(Ep +

1

2
|Vp|2)

]

+div

[
(1− Φ)ρ̃p(Ep +

1
2
|Vp|2)

+Qp −Vp · Cp)

]


 =



−Pp

∂Φ

∂t
+ (1− Φ)ρ̃pVp · g

−
[
(Ep +

1
2
|Vp|2 + Pp/ρ̃p)K

pf +Xpf
]




(F.6)
où les grandeurs macroscopiques ρ̃p, Vp, Ep et Qp sont définis successivement par les
relations :

(1− Φ)Ep [ρ̃p] = Ep(ρ̃bp + ρ̃cp) + (1− Ep)ρ̃gp

ρ̃p [Vp] = ρ̃gpVgp (F.7)

(1− Φ)ρ̃p([E
p
T ] +

1

2
|Vp|2) =

[
ρp(ep +

1

2
|vp|2)

]
∗m

(1− Φ)ρ̃p(Ep +
1

2
|Vp|2)Vp + [Qp]−Vp · Cp =

[
ρp(ep +

1

2
|vp|2)vp + qp − vp · σp

]
∗m

F.2 Equations bilans de la phase fluide

Les équations macroscopiques de bilan de masse, de quantité de mouvement et d’éner-
gie sont obtenues de manière semblable à celles de la phase poreuse du paragraphe précé-
dent. Les relations correspondantes sont alors les suivantes :

Bilan de masse de la iéme espèce :




∂

∂ t
(Φρ̃fYif )

+ div(Φρ̃fYifVf + Jif )


 =

(
Φ ˙̃ωif
−Kfp

ig

)
(F.8)
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Dans cette équation, les grandeurs macroscopiques ρ̃f , Yif , Vf et Jif sont définies succes-
sivement par les relations :

Φ [ρ̃f ] = ρf ∗m
Φρ̃f [Yif ] = (ρfyif ) ∗m (F.9)

Φρ̃f [Vf ] = (ρfvf ) ∗m
Φρ̃fYifVf + [Jigp] = (ρfyifvf + jif ) ∗m

Le terme macroscopique ˙̃ωif est défini par :

Φ ˙̃ωif = ω̇if ∗m (F.10)

Le terme Kfp
ig est la masse de la iéme espèce qui quitte la phase f à travers l’interface

Σpf , par unité de temps et par unité de volume du milieu macroscopique. Il est défini par
la relation :

Kfp
ig = −[[ρfyif (vf −wΣpf ) + jif ] · npδΣ

pf

] ∗m (F.11)

En sommant les bilans de masse (F.8), nous obtenons les équations de continuité
macroscopiques suivantes :

∂

∂t
(Φρf ) + div(ΦρfVf ) +Kfp = 0 (F.12)

où le terme Kfp est défini par :
Kfp =

∑

i

Kfp
i (F.13)

Bilan de quantité de mouvement :



∂(Φρ̃fVf )

∂ t
+

div(Φρ̃fVf ⊗Vf − Tf )


 =



−ΦgradPgp + Φρ̃gpg
−Pfgrad(Φ)
−KpfVf − Ff


 (F.14)

où les grandeurs macroscopiques Cf et Ff sont définis successivement par les relations :

Φρ̃fVf ⊗Vf − [Cf ] = (εpρfvf ⊗ vpf − σf ) ∗m

KpfVgp +
[
F pf

]
= [[ρfvf (vf −wp) · np − σf · np]δΣ

pf

] ∗m (F.15)

Bilan d’énergie interne :




∂

∂ t

[
Φρ̃f (Ef +

1

2
|Vf |2)

]

+div

[
Φρ̃f (Ef + 1

2
|Vf |2)Vf

+Qf −Vf · Cf )

]


 =




Φρ̃fg ·Vf − Pf ∂Φ∂t
−(Ef + 1

2
|Vf |2 + Pf/ρ̃f )K

fp

−Xfp


 (F.16)

où les grandeurs macroscopiques Ef et Qf sont définis successivement par les relations :
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Φρ̃f ([Ef ] +
1

2
|Vf |2) =

[
ρf (ef +

1

2
|vf |2)

]
∗m (F.17)

Φρ̃f (Ef +
1

2
|Vf |2)Vf + [Qf ]−Vf · Cf =

[
ρf (ef +

1

2
|vf |2)vf + qf − vf · σf

]
∗m

F.3 Relations de liaison entre les flux

Les relations de saut mésoscopiques conduisent aux relations de liaison suivante pour
les flux :

Kpf
ig +Kfp

ig = 0

KpbVgp + F pb
g +KbpVgp + F bp

g = 0 ,∀b (F.18)

(
(Ep +

1
2
|Vp|2 + Pp/ρ̃p)K

pf

+Xpf + PpZ
pf

)
+

(
(Ep +

1
2
|Vp|2 + Pp/ρ̃p)K

fp

+Xfp + PpZ
fp

)
= 0
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Annexe G

Bilan d’entropie

Dans cette annexe, nous donnons l’expression du bilan d’entropie utilisée au chapitre 3.

G.1 Définition des grandeurs thermodynamiques

Pour cela, postulons l’existence d’une grandeur entropie généralisée S pour le milieu
macroscopique, grandeur qui dépend des paramètres macroscopique suivant :

S = S




Ep, Ef ,(
1/ρ̃bp, 1/ρ̃cp,
1/ρ̃gp, 1/ρ̃lp

)
, 1/ρ̃f ,

Yigp, Yif ,
Qp,Qf




(G.1)

Définissons alors les températures de non équilibre T p et T f des phases poreuses p et
gazeuses f , et les pressions de non équilibre P p

a et P f respectivement par :

(1− Φ)EpSpa ρ̃pa
ρ̃

(T p)−1 =
∂S

∂Ep
T

(
Ep
T , E

p
T , 1/ρ̃

p
a, 1/ρ̃

f , Y p
ia, Y

f
i ,Q

p,Qf
)

(G.2)

Φρ̃f

ρ̃
(T f )−1 =

∂S

∂Ef

(
Ep
T , E

f , 1/ρ̃pa, 1/ρ̃
f , Y p

ia, Y
f
i ,Q

p,Qf
)

(G.3)

(1− Φ)EpSpa ρ̃pa
ρ̃T

(T p)−1P p
a =

∂S

∂(1/ρ̃pa)

(
Ep
T , E

f , 1/ρ̃pa, 1/ρ̃
f , Y p

ia, Y
f
ia,Q

p,Qf
)

(G.4)

Φρ̃f

ρ̃T
(T f )−1P f =

∂S

∂(1/ρ̃f )

(
Ep
T , E

f , 1/ρ̃pa, 1/ρ̃
f , Y p

ia, Y
f
ia,Q

p,Qf
)

(G.5)

Les dérivées partielles restantes sont notées respectivement :

∂S

∂Y p
ia

= −(T p)−1 (1− Φ)EpSpa ρ̃pa
ρ̃

µpia(E
p
T , 1/ρ̃

p
a, Y

p
ia,Q

p) (G.6)
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∂S

∂Y f
i

= −(T f )−1Φρ̃
f

ρ̃
µfi (E

f , 1/ρ̃f , Y f
i ,Q

f ) (G.7)

où les µpia et µfi sont, par définition, les potentiels chimiques.

∂S

∂Qp
= −(T p)−1 1

ρ̃T
αp(Ep

T , 1/ρ̃
p
a, Y

p
ia,Q

p) (G.8)

∂S

∂Qf
= −(T f )−1 1

ρ̃
αf (Ef

T , 1/ρ̃
f
a, Y

f
ia,Q

f ) (G.9)

Supposons pour simplifier que les coefficients αp et αf soient proportionnels respectivement
aux flux Qp et Qf :

αp = αp(Ep
T , 1/R

p
a, Y

p
ia)Q

p

αf = αf (Ef , 1/Rf , Y f
i )Qf (G.10)

G.2 Bilan d’entropie

En reportant les relations ci-dessus (G.2)-(G.10) dans l’expression (3.94) de la diffé-
rentielle de l’entropie, donnée par la relation (G.1), il vient :

dS =
(1− Φ)EpSpa ρ̃pa

ρ̃

∑

a

(
(T p)−1dEp

T − (T p)−1 P
p
a

ρ̃pa2
d(ρ̃pa)−

np∑

i=1

(T p)−1µpiadY
p
ia

)

+
Φρ̃f

ρ̃

(
(T f )−1dEf − P f

ρ̃f 2
(T f )−1dρ̃f −

np∑

i=1

µfif (T
f )−1dY f

i

)

− 1

ρ̃

∑

a

(
(T p)−1αpdQp + (T f )−1αfdQf

)

(G.11)
C’est la relation de Gibbs généralisée, car elle fait intervenir les variations des flux.

Afin de tenir compte du mouvement, la différentielle (G.11) doit être associée à une dérivée
particulaire où la dérivée particulaire d’une grandeur G dans un mouvement de référence
de vitesse ~Vr est définie par :

drG

dt
=
∂G

∂t
+ ~Vr · gradG (G.12)

La relation (G.11) est vraie dans le mouvement de référence de vitesse ~Vr :

drS

dt
=

(1− Φ)EpSpa ρ̃pa
ρ̃

(T p)−1
∑

a

(
drEp

T

dt
− P p

a

ρ̃pa2
drρ̃pa
dt
−

np∑

i=1

µpia
drY p

ia

dt
− αpd

rQp

dt

)

+
Φρ̃f

ρ̃
(T f )−1

(
drEf

dt
− P f

ρ̃f 2
drρ̃f

dt
−

np∑

i=1

µfif
drY f

i

dt
− αf d

rQf

dt

)

(G.13)

202



G.3. Différentes formes d’une équation de bilan

Le choix du mouvement de référence est important, car il conduit à une expression dif-
férente du bilan d’entropie. Pour les mélanges, rappelons que l’on prend le mouvement
barycentrique pour mouvement de référence. Choisissons comme vitesse de référence la
vitesse nulle des tiges des végétaux

~Vr = 0 (G.14)

La dérivée particulaire deG dans le mouvement de référence de la vitesse barycentrique
du composant a de la phase p, est :

dapG

dt
=
∂G

∂t
+ ~Vp

a · grad(G) (G.15)

La formule de changement de mouvement de référence est la suivante :

drG

dt
=
dapG

dt
− (~Vp

a − ~Vr) · grad(G) (G.16)

Le bilan d’entropie prend donc la forme suivante d’après (G.13) et (G.16) :

drS

dt
= − (T p)−1∑

a

(1− Φ)EpSpa ρ̃pa
RT


(Vp

a −Vr) ·




grad(Ep
T )−

P p
a

ρ̃pa2
grad (ρ̃pa)

−µpiagrad(Y p
ia)− αpgrad(Qp)







− Φρ̃f

ρ̃
(T f )−1


(Vf −Vr) ·


 grad(Ef )− P f

ρ̃f 2
grad(ρ̃f )

−µfi grad(Y f
i )− αfgrad(Qf )







+ (T p)−1∑
a

(1− Φ)EpSpa ρ̃pa
ρ̃




dapEp
T

dapt
− P p

a

ρ̃pa2
dap(ρ̃pa)

dapt

−
n∑
i=1

µpia
dapY p

ia

dapt
− αpd

apQp

dapt




+
Φρ̃fa
ρ̃

(T f )−1




dfEf

df t
− P f

ρ̃f 2
df (ρ̃f )

df t

−
n∑
i=1

µfi
dfY f

i

df t
− αf d

fQf

df t




(G.17)

G.3 Différentes formes d’une équation de bilan

La conservation de la masse pour le constituant g de la phase p s’écrit :



dgp

d t
((1− Φ)Epρ̃gp)

+(1− Φ)Epρ̃gpdiv(~Vgp)


 =

(
−(1− Φ)

(
Kigb +Kigc

+Kigl − ˙̃ωigp

)
−Kpf

ig

)
(G.18)
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Pour toute grandeur G,

∂

∂t
((1− Φ)Epρ̃pgG) + div ((1− Φ)Epρ̃pgG~Vp

g)

=
dgp

dt
((1− Φ)Epρ̃pgG) + (1− Φ)SpEpρ̃pgG div (~Vp

g)

=
[
(1− Φ)Epρ̃pg

] dgpG
dt

+



da

dat
((1− Φ)Epρ̃pg)

+(1− Φ)Epρ̃pgdiv (~Vp
g)


G

=
[
(1− Φ)Epρ̃pg

] dgpG
dt
−
[
(1− Φ)(

∑
b∈A,b6=a

Kgb +
∑
c∈S

Kgc) +Kpf
g

]
G

(G.19)

d’après l’équation de conservation de la masse (A.7.18) ci-dessus d’où le résultat suivant :
Pour toute grandeur G,




∂

∂ t
((1− Φ)Epρ̃pgG)

+ div((1− Φ)Epρ̃pgG~V p
g )


 =




[
(1− Φ)Epρ̃pg

] dgpG
dt

−[(1− Φ)(
∑

b∈A,b6=a
Kgb +

∑
c∈S

Kgc) +Kpf
g ]G


 (G.20)

G.4 Equations bilans et dérivées particulaire

Il nous faut maintenant écrire les équations bilans en dérivées particulaires. Utilisons
pour cela la relation (G.20). L’équation du bilan de masse de la iéme espèce vérifiée dans
la phase p s’écrit alors :

[
(1− Φ)Epρ̃pg

] dgpYigp
dt

+ div(Jigp) =



−(1− Φ)

(
Kigb +Kigc

+Kigl−
.
ω̃igp

)
−Kpf

ig

[(1− Φ)(
∑

b∈A,b6=a
Kgb +

∑
c∈S

Kgc) +Kpf
g ]Yigp




(G.21)
Le bilans de quantité de mouvement dans la partie fluide a de la phase poreuse p s’écrit :

[
(1− Φ)Epρ̃pg

] dgpVp
g

dt
− divCpg =



−(1− Φ)Epρpgg

−(1− Φ)

(
∑
c∈S

F p
gc +

∑
b∈A,b6=a

F p
gb

)
− F pf

g


 (G.22)
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L’équation de conservation de l’énergie donne quant à elle :



[
(1− Φ)Epρ̃pg

] dgp(Ep +
1

2
|Vp|2)

dt
+div [+Qp −Vp · Cp)]


 =




−Pp
∂Φ

∂t
+ (1− Φ)ρ̃pVp · g

−
[
(Ep +

1

2
|Vp|2 + Pp/ρ̃p)K

pf +Xpf
]

[(1− Φ)(




∑
b∈A,b6=a

Kgb

+
∑
c∈S

Kgc


) +Kpf

g ](Ep +
1

2
|Vp|2)




(G.23)
Nous pouvons écrire des équations en dérivées particulaires semblables pour le bilan de la
phase solide s dans la phase poreuse p et pour les équations de bilan dans la phase fluide
qui entoure les végétaux.
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Annexe H

Différentes formes de l’équation de
l’énergie

Nous considèrons un système fluide constitué de N espèces chimiques. NotonsAi la i
éme

espèce chimique. Ces espèces sont susceptibles de participer aux M réactions chimiques
indépendantes suivantes :

N∑

i=1

ν ′i,kAi →
N∑

i=1

ν ′′i,kAi k=1,...,M (H.1)

où ν ′′i,k et ν ′′i,k sont les coefficients stoechiométriques de la k éme réaction.

H.1 L’équation d’état calorique

L’équation d’état calorique est la suivante :

hi(T ) = h0i +

T∫

T 0

CP,idt i=1,...,N (H.2)

où h0i est l’enthalpie de formation de la iéme espèce chimique à la température de référence
T 0 et C0

P,i est la capacité calorifique, à pression constante, de la iéme espèce chimique. Les
valeurs de ces paramètres sont données dans des tables .

Nous définissons alors la capacité calorifique par :

Cp =
N∑

i=1

YiCp,i (H.3)

L’enthalpie massique h s’écrit alors h =
N∑
i=1

Yihi.

L’équation d’état calorique conduit donc à la relation

h = hc + hT (H.4)
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où

hc =
N∑

i=1

Yih
0
i : enthalpie chimique, (H.5)

et

hT =

T∫

T 0

CpdT : enthalpie thermique. (H.6)

H.2 Terme source d’origine chimique

La vitesse de production ω̇i de la iéme espèce chimique vaut :

ω̇i =
m∑

α=1

ω̇αi (H.7)

où ω̇αi est la vitesse de production de la iéme espèce chimique par la αiéme réaction chimique.
La conservation des espèces chimiques lors des réactions chimiques conduit aux relations de
liaison suivantes :

ω̇iα/Wi(ν
′′
iα − ν ′iα) = ω̇jα/Wj(ν

′′
jα − ν ′jα)=̂ψα ∀i, j (H.8)

où ψα est par définition ce rapport constant. C’est la vitesse de production de masse de
la αiéme réaction chimique.

La vitesse de production ψα peut donc s’écrire :

ω̇i =
m∑

α=1

Wi(ν
′′
iα − ν ′iα)ψα (H.9)

Nous supposons que le milieu est gazeux et que les réactions suivent la loi de Vant’Hoff,

ψα = Kα(T )
N∏

j=1

(ρYjWj)
ν′jα (H.10)

où : R0 est la constante des gaz parfaits

ρYjWj est la concentration de la jiéme espèce chimique

Kα(T ) est la constante spécifique de la αiéme réaction. Son expression est donnée par
la loi d’Arrhenius :

Kα(T ) = Aαe
−(Eα/R0T ) (H.11)

avec Eα l’énergie d’activation de la αiéme réaction.

Aα est une fonction de la température T . La relation de Vant’Hoff ci-dessus est une
relation phénoménologique qui correspond à un comportement global si les m réactions
indépendantes ne correspondent pas à un mécanisme élémentaire. Les paramètres Aα et
Eα sont alors des paramètres globaux.
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H.3 Nombre de Lewis Le et simplification pour Le ≈ 1

Les simplifications des bilans d’enthalpie que nous allons voir utilisent les lois de Fick
Nous supposons de plus que les forces extérieures sont uniquement dues aux forces de
gravitation.

Le flux de chaleur q a alors l’expression simplifiée suivante :

q = ρD(Le − 1)
N∑

i=1

higrad(Yi)− LeρDgrad(h) + qr (H.12)

avec Le=̂
λ

ρDCp

par définition. C’est le nombre de Lewis.

Le bilan d’enthalpie s’écrit alors :

ρ
dh

dt
+ div


 ρ D(Le − 1)

N∑
i=1

higrad(Yi)

−LeρDgrad(h) + qr


 =

dP

dt
+ τ̄ : grad(v) (H.13)

Dans les gaz, généralement Le ≈ 1 ce qui simplifie considérablement la relation ci-
dessus. Les termes de droites sont de plus généralement négligeables comme nous l’avons
vu précédemment.

Sous les mêmes hypothèses, nous pouvons aussi exprimer le flux de chaleur q en
fonction de l’enthalpie thermique :

q− ρYiVih
0
i − qr = −ρDCp[

1

Cp

grad(hT ) + (Le − 1)grad(T )] (H.14)

Le bilan d’enthalpie prend alors la forme du bilan d’enthalpie thermique hT :

ρ
dhT
dt

+ div

[
−ρ DCp(Le − 1)grad(T )
−ρ Dgrad(hT ) + qr

]
=

N∑

i=1

ω̇ih
0
i +

dP

dt
+ τ̄ : v (H.15)

Comme Le ≈ 1 , nous sommes conduit alors de nouveau à une simplification de ce bilan.

Le terme
N∑
i=1

ω̇ih
0
i =̂Rc est le terme source d’origine chimique. Il correspond à la

chaleur dégagée par les réactions chimiques.
D’après les expressions (H.9)-(H.10) pour la vitesse de production ω̇i de la iéme espèce

chimique, Rc prend la forme simplifiée :

Rc = −
m∑

α=1

ψαQα (H.16)

où par définition

Qα = −
n∑

i=1

Wi(ν
′′
iα − ν ′iα)h0i (H.17)

C’est la chaleur standard de la αiéme réaction à la température de référence T 0. Sa
valeur constante est donnée dans des tables. Dans le cas d’une seule réaction chimique,
ce terme prend la forme simplifiée :

209



Annexe H. Différentes formes de l’équation de l’énergie

Rc = −ψQ (H.18)

L’hypothèse d’une réaction chimique unique (m = 1) est couramment utilisée en com-
bustion. Cette hypothèse donne de bons résultats. Son utilisation est guidée par un soucis
de simplification lorsque l’on veut pousser le traitement analytique des équations de la
combustion plus à fond sans recourir à une résolution numérique.

H.4 Equation vérifiée par le champ de température

Une hypothèse couramment employée en combustion mais qui n’est pas toujours bien
vérifiée, est qui n’est pas fondamentale, est de considérer que la capacité calorifique totale
Cp est constante (indépendante de la température et des concentrations des espèces). Le
bilan d’enthaplie thermique devient alors un bilan vérifié par le champ de température
T :

ρCp
dT

dt
+ div[−ρDCpLegrad(T) + qr] = Rc +

dP

dt
+ τ̄ : v (H.19)

Cette hypothèse peut être omise sans grandes complications lors de la résolution numé-
rique.
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de la température

Dans cette annexe, nous donnons l’expression de l’enthalpie en fonction de la tempé-
rature en tenant compte de la vaporisation de l’eau contenue dans les végétaux.

I.1 Expression de l’enthalpie en fonction de la tem-

pérature

Le milieu poreux est constitué de combustible végétal qui contient de l’eau et de l’air.
Soit β le rapport du volume occupé par les particules végétales sur le volume total du
milieu et σ le rapport de la surface d’une particule de végétation sur le volume de la
particule de végétation. Ces deux grandeurs sont caractéristiques de la répartition du
combustible végétal au sein de la forêt. Notons alors Hu le rapport de masse d’eau sur la
masse de combustible sec.

Soit ρb la masse de combustible sec sur le volume du milieu poreux. Si nous définissons
aussi ρ0 comme la masse volumique intrinsèque des particules sèches, alors ρb = βρ0. La
masse volumique ρs apparente de végétation est alors donnée par :

ρs = (1 +Hu)ρb (I.1)

Ecrivons le bilan d’énergie dans la zone non encore enflammée Ωv, zone qui est consi-
dérée comme un milieu poreux :

ρs
dHp

dt︸ ︷︷ ︸
Élévation de

l’enthalpie massique

= −div(Qr)︸ ︷︷ ︸
Apport de chaleur
par rayonnement

− βBh̄(Tp − Ta)︸ ︷︷ ︸
Pertes

convectives

(I.2)

où Hp est l’enthalpie massique, Qr le vecteur flux radiatif défini plus haut et
d

dt
la dérivée

particulaire. h̄ est le coefficient d’échange dû à la convection naturelle autour des com-
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bustibles chauds et Tp est la température du combustible. La dérivée particulaire s’écrit
dHp

dt
=
∂Hp

∂t
, car les particules végétales sont immobiles.

Notons Φ le terme de gauche de l’équation précédente. Ce terme est relié à la tempé-
rature Tp et à l’humidité Hu du combustible végétal par la relation suivante :

Φ =





ρs(Cs +HuCw)
∂Tp
∂t

si Tp < Tev

−ρsLev
∂ Hu

∂t
si Tp = Tev et Hu=0

ρsCs
∂Tp
∂t

si Tp > Tev

(I.3)

où Cs et Cw sont les capacités calorifiques respectivement du combustible et de l’eau,
Lev est la chaleur latente d’évaporation de l’eau et t est le temps. Tev est la température
d’évaporation de l’eau. Pratiquement Tev ∼= 373K. Nous ne tenons pas compte ici de la
présence d’eau liée dans le végétal.

Notons que dans les bilans d’énergies explicités précédemment, nous avons implicite-
ment omis la pression d’origine radiative par rapport à la pression hydrodynamique.

I.2 Relation algébrique entre température et enthal-

pie en avant du front du feu

La relation entre l’enthalpie et la température est la suivante :

ρsHp =





ρs(Cs +HuCw)(Tp-Ta) si Tp < Tev et Hu = Hu0

q1 + ρsLev(Hu0 −Hu) si Tp = Tev et Hu ≥ 0

q2 + ρsCs(Tp-Tev) si Tp ≥ Tev et Hu = 0

(I.4)

où Hu0 est l’humidité initiale du combustible, où q1 et q2 sont deux constantes qui sont
obtenues par continuité de la fonction Hp(Tp, Hu) et où nous avons choisi Hp(Ta, Hu)
comme enthalpie de référence. Alors :

{
q1 = ρs(Cs +MCw)(Tev-Ta)
q2 = q1 + ρsLevM0

(I.5)

Définissons enfin
qi = q2 + ρsCs(Tig − Tev) (I.6)

où Tig est la température d’inflammation du combustible. L’inversion analytique de la
relation (I.4) précédente conduit à :

Tp =





Ta + (Tev-Ta)ρsH
Tevq1

Tev +
(Tig − Tev)(ρsHp − q2)

qi − q2

(I.7)
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et

Hu =





Hu0

Hu0 +
q1 − ρsH
ρsLev

0

si ρsHp < q1 et Hu = Hu0

si q1 ≤ ρsHp ≤ q2 et Hu ≥ 0

si ρsHp ≥ q2 et Hu = 0

(I.8)
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Annexe J

Organisation du programme
numérique

J.1 Organisation du programme

Le logiciel est réparti en trois étages qui sont respectivement le préprocesseur, le pro-
cesseur et le postprocesseur. Au deux premiers étages correspond le programme principal
maintest.cc écrit en langage objet C++. Le postprocesseur est quant à lui géré par le
programme principal Feux.m écrit en matlab car nous avons choisi d’utiliser ce logiciel
comme outil de visualisation. Nous allons détailler ci-dessous la structure de ces trois
parties successivement.

J.1.1 Préprocesseur

Le programme principal maintest.cc s’occupe de gérer le préprocesseur et le proces-
seur. Il est constitué d’un objet forêt et des objets zone en feu, zone non brûlée et zone
brûlée. La forêt possède la structure hiérarchique suivante : Le préprocesseur ainsi défini

Fig. J.1 – Hiérarchie de l’objet forêt

est convivial. Il pose une dizaine des questions auxquelles l’utilisateur doit répondre.
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Fig. J.2 – Algorithme du préprocesseur
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J.1.2 Processeur

Le processeur est la partie motrice du code. Il est écrit en langage C++ pour avoir un
bon compromis entre vitesse d’exécution et convivialité de développement.

Fig. J.3 – Algorithme du processeur

J.1.3 Postprocesseur

Le programme matlab Feux.m est le programme d’initialisation du postprocesseur.
Ce programme gère les résultats de simulation. La commande matlab Feux démarre celui-
ci. L’environnement graphique du postprocesseur apparâıt alors à l’écran. Il est constitué
d’une fenêtre principale de commande et de visualisation représentée figure J.4 ainsi que
des fenêtres graphiques annexes afin de préciser les données de la simulation, les courbes
de grandeurs physiques en un point donné de la forêt (cf. figure J.4) et la légende de la
visualisation de la propagation du feu (cf. figure J.5). Cet environnement se veut convivial.

Fig. J.4 – Fenêtre d’évolution des grandeurs au site (60, 60)
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Fig. J.5 – Environnement du postprocesseur

Pour cela il est constitué de plusieurs menus déroulants dans sa partie supérieur et de
boutons de contrôle de la forme de représentation des visualisations de la propagation du
feu dans sa partie gauche (cf. figure J.5).

Fig. J.6 – Menus déroulants

Les menus déroulants sont des interruptions qui sont gérées par le programme Vis.m.
Celui-ci est lancé à la fin du programme Feux.m. Il s’occupe aussi des boutons. Notons
que certain boutons sont des bascules comme c’est le cas par exemple pour le bouton
or qui permet de permuter entre deux jeux de couleurs différentes notés respectivement
Color et Col3d (cf. fig. J.7).

Fig. J.7 – Bascule de couleur

Le centre de la fenêtre d’environnement est constituée de la visualisation de la propaga-
tion du feu. Nous exploitons les données des trois fichiers paramsim.dat, Visualise.dat

218



J.1. Organisation du programme

et Résultats.dat créées par le processeur afin de représenter les résultats de simulation.
Notre programme peut être exécuté indifféremment sur une station que sur un ordinateur
PC.
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Annexe K

Assimilation de données

Introduction

Dans cette annexe, nous confrontons le modèle de réaction diffusion que nous avons
obtenu au chapitre 4 avec des résultats expérimentaux afin de montrer comment trouver
un jeu de paramètres qui convient pour une situation de propagation du feu donné. Cette
assimilation de donnée sera tout d’abord présenté puis on étudiera les résultats de celle-
ci. Le but de ce chapitre n’est pas d’être exhaustif mais d’introduire le problème de
l’assimilation de données, car cette notion est importante. C’est elle qui va en effet définir
ce qui est important de mesurer lorsque l’on réalise une expérience. En retour, celle-ci
jugera du caractère pertinent ou non du modèle de propagation envisagé vis-à-vis du
choix d’expérience de propagation du feu.

K.1 Assimilation de données

K.1.1 Notions préliminaires

L’introduction de paramètres non justifiées ou de conditions initiales dans un modèle
de feu de forêt est un problème similaire à celui rencontré en météorologie. On le nomme
alors assimilation de données. Les différentes étapes de l’assimilation sont alors les
suivantes :

i) définir les paramètres d’état du modèle tels que la carte géographique, le combustible,
le vent, etc. Ces paramètres sont les grandeurs d’entrée du modèle.

ii) construire un modèle direct qui puisse simuler un feu de forêt.
iii) définir les grandeurs de sortie du modèle telles que la surface de la zone brûlée, de

la zone en feu, le champ de température, etc.
iv) définir le critère d’assimilation : en quel sens est-ce que les grandeurs de sortie

correspondent plus ou moins bien aux résultats de certaines expériences.
v) Utiliser enfin une procédure d’optimisation afin de trouver les paramètres d’entrée

du modèle qui conviennent le mieux vis-à-vis des expériences que l’on possède.
Notons que le modèle de feu de forêt, le modèle d’assimilation de données et un modèle

de suppression du feu sont intimement liés. Le modèle d’assimilation de données a besoin
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du modèle de propagation, le modèle de suppression du feu nécessite le modèle d’assi-
milation de données parce que l’intervention des pompiers du feu change les paramètres
d’entrée du modèle de propagation du feu.

L’utilisation d’une procédure d’optimisation demande un très grand nombre de calculs
par ce que le modèle direct doit alors être exécuté de nombreuses fois jusqu’à convergence.
Nous devons donc avoir un modèle direct de simulation qui doit être le moins coûteux
possible en temps de calcul et qui soit stable. De plus le code d’optimisation doit être global
et doit pouvoir optimiser une fonction coût qui ne soit pas différentiable, car celle-ci est
obtenue comme résultat d’un calcul numérique.

Le modèle de propagation de forêts que nous allons utiliser pour réaliser l’assimilation
de données est le réseau d’automates cellulaires que nous avons étudié au paragraphe 5.2.
Le code d’optimisation est un algorithme génétique qui donne des optima globaux. Cet
algorithme est adapté pour des fonctions très irrégulières.

K.1.2 Choix de l’expérience

Les résultats qui sont présentés ici sont des résultats préliminaires. L’assimilation que
l’on se propose de réaliser se fonde sur les résultats d’expériences de J.R. Curry [1] en 1938.
Notons le manque important de résultats expérimentaux dans la littérature. La récente
thèse de L. Naville [7] 1997 a contribué à réduire celle-ci.

Fig. K.1 – Expérience de J.R. Curry

K.1.3 Choix de la fonction coût

La fonction coût Obj que l’on se propose de minimiser est le cumul temporel de la
différence entre la surface brûlée et en feu, obtenue par notre modèle de propagation, et
celle obtenue expérimentalement :

Obj =
∫ T

0
(
∫

Smod(t)−Sex(t)
dS)dt
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Comme aucune quantité physique autre que des longueurs et des temps n’intervient dans
le choix de définition de cette fonction coût, telle que des températures, des vitesses de
vent ou une humidité, cette l’assimilation est purement géométrique.

Les paramètres d’entrée qui sont pris en compte sont la chaleur latente de vaporisation
Lev de l’eau contenue dans la végétation, l’énergie d’activation Es de la pyrolyse de celle-
ci, et les paramètres de la fonction de Green qui modélise le transfert par rayonnement :
le coefficient d’absorption ro0, la taille lma du voisinage et l’amplitude aa de la fonction
de Green.

K.1.4 Algorithme d’optimisation

Nous avons choisi une procédure d’optimisation de type génétique fondée sur “the
shuffled complex evolution strategy“ (cf. O. Séro-Guillaume et all 1996 [10]). L’algorithme
général est le suivant :

1) Des points sont générés de manière à avoir une disposition uniforme dans le domaine
des paramètres d’entrée plausibles. Ceux-ci sont alors stockés dans un vecteur noté D.

2) Ranger ces points dans l’ordre croissant des valeurs associées de la fonction coût.
3) Faire une partition du domine D en p sous domaines nommés complexes et notés

A1, ..., Ap, ceux-ci comportant chacun m points.
4) Faire évoluer chaque complexe dits Shuffle complexes, i.e. remplacer A1, ..., Ap dans

D. La population migre alors vers le minimum. La procédure 4 se termine si la taille du
domaine D est devenue suffisamment petite. Sinon on retourne à l’étape 2.

L’évolution de la taille de la population peut être visualisée en dessinant les projections
2D de la population du domaine D aux différentes étapes de l’optimisation.

K.2 Résultats

Nous pouvons voir sur les figures K.2, K.3 et K.4 que la population converge vers un
sel point. Le temps et l’échelle de longueur choisit dans le code numérique sont tels que la
vitesse de propagation du front du feu sont les mêmes numériquement et expérimentale-
ment. L’assimilation est intimement liée au modèle à causes de la nature des paramètres
d’entrées du code et de sortie du code.

Choix du critère d’assimilation : Géométrique, physique (Champs de temperature ...)

Conclusion

L’assimilation de données que nous venons de réaliser peut être considérée comme
satisfaisante car la différence entre la zone en feu et brûlée entre le modèle et l’expérience
peut être réduite à moins de 1%. Ce résultat n’est cependant en aucun cas probant.
L’assimilation de données dépend des données de terrain que l’on possède et aussi de
manière crucial du modèle considéré. Le choix le la fonction coût s’en déduit.

L’assimilation de données pour les feux de forêt est un vaste domaine de recherche
qu’il reste à exploiter pour la modélisation de la propagation des feux de forêt. Un modèle
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Fig. K.2 – Generation 11

Fig. K.3 – Generation 24
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Fig. K.4 – Generation 32

bien conçu pour évaluer les dommages du feu sur la végétation ne va pas nécessiter le
même type de fonction coût qu’un modèle qui doit prédire la position du front de flamme
comme c’est le cas pour notre étude.
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Résumé

La prédiction de la propagation des feux de forêts consiste à trouver l’évolution du
front du feu. Cette thèse reprend le modè le monodimensionnel de propagation du feu
sous forme d’ellipses de Richards afin de trouver l’expression intrinsèque de la vitesse de
ce front. Une formulation équivalente variationnelle de ce modèle en utilisant les principes
de l’optique géométrique est aussi dérivée. Un modèle tridimensionnel de la propagation
du feu grâce à une homogénéisation par prise de moyennes et à l’utilisation de la thermo-
dynamique des processus irréversibles est alors obtenu. Une simplification de ce modèle,
suivie d’une réduction bidimensionnelle sur la surface gauche du sol, nous conduisent alors
à un modèle bidimensionnelle, qui tient compte des principaux paramètres de la propaga-
tion des feux de forêts. Celui-ci permet d’obtenir des formes de corrélations utilisées par
le modèle des ellipses. Le caractère non local de l’intervention du flux radiatif en prove-
nance de la zone en feu qui se trouve au-dessus de la végétation est alors introduit. Des
simulations numériques, de ce modèle bidimensionnel de propagation du feu avec terme
de rayonnement non local, ont enfin été réalisées.

Mots-clés: rayonnement, combustion, milieux poreux, frontières libres, systèmes com-
plexes, homogénéisation, thermodynamique des processus irréversibles, développements
asymptotiques, automates cellulaires.

Abstract

The prediction of forest fire propagation consists in finding the motion of the forest
fire front. This thesis deals with the Richards’ one dimensional elliptical growth forest fire
propagation so as to find an intrinsic expression of the fire front. An equivalent optical
geometric variational formulation of this model is given too. A tridimensional model of
forest fire propagation is then found thanks to an homogenisation by volume averaging
and irreversible thermodynamic processes. Simplifications of this model followed by a
reduction to the bidimensional soil surface leads to a bidimensional model, that deals
with principal parameters of the propagation of forest fire. The shape of correlations used
by the elliptical growth forest fire model is then deduced. The non local influence of the
radiated flux issuing from fire area that is above the vegetation is then introduce too.
Numerical simulations of this bidimensional model with non local radiation have been
performed at least.

Keywords: Radiation, combustion, porous media, free boundaries, complex systems, ho-
mogenisation, irreversible thermodynamic processes, asymptotic expansions, cellular au-
tomata.
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