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Résumé

Il s’agit de déterminer I'influence d’une rotation solide sur la structure de la tur-
bulence homogene incompressible. Les résultats du modele spectral EDQNM étant
probants en turbulence purement isotrope, la discrétisation spatiale devient un fac-
teur limitant dans le cas anisotrope. Dans le cas ou le nombre de Rossby est faible,
un développement asymptotique en temps est possible. Le role joué par les sur-
faces résonantes étant dominant, le nouveau modele conduit a une équation intégro-
différentielle fermée pour I’énergie spectrale. Par un traitement numérique précis, un
code parallélisé donne des résultats quantitatifs. Il apparait que 1’énergie se concentre
avec le temps vers le plan perpendiculaire au vecteur rotation. De plus, le spectre
intégré suit une loi de pente -3 dans la zone inertielle, sans que cela soit dii aux seuls
vecteurs d’ondes horizontaux. Il n’y a donc pas de vraie bidimensionnalisation, mais
les vecteurs proches du plan horizontal ont une dynamique spécifique.

Abstract

The objective of this work is the description of the influence of a solid-body ro-
tation on the structure of incompressible homogeneous turbulence. The results from
the EDQNM spectral model are accurate in purely isotropic turbulence, but the spa-
tial discretization becomes limitating in the anisotropic case. If the Rossby number
is small, an asymptotic development in time is possible. The role played by the re-
sonant surfaces being dominant, the new model leads to a closed integro-differential
equation for the spectral kinetic energy. By a precise numerical treatment, a paral-
lelized program gives quantitative results. The energy seems indeed to concentrate
with time towards the plane perpendicular to the rotation vector. Moreover, the
integrated spectra follows, in the inertial zone, a -3 slope law, resulting from the
whole range of vectors. Therefore , there is no true two-dimensional structure, but
the vectors that are close to the horizontal plane have a specific dynamical behavior.
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Chapitre 1

Introduction

Les équations de Navier-Stokes, assorties de conditions initiales et aux limites,
permettent de prédire le comportement, dans 1’espace et le temps, de 1’écoulement
d’un fluide newtonien quelconque. La simplicité apparente de ces équations aurait
pu laisser croire, au XIX®*™ siecle, que la mécanique des fluides deviendrait rapide-
ment une sous-branche completement explorée de la mécanique générale. Il est vrai
que dans une multitude de cas particuliers, liés a la géométrie du probleme ou aux
propriétés du fluide, une solution explicite peut étre obtenue. La plupart du temps, il
s’agit en effet d’écoulements laminaires, c’est-a-dire pour lesquels le fluide se déplace
de maniere réguliere et prévisible. Mais des que les effets non linéaires de 1’équation
de conservation de la quantité de mouvement se font plus importants, le compor-
tement du fluide devient nettement plus désordonné, imprévisible et aléatoire, ou
encore turbulent. Des lors, donner une expression analytique du champ de vitesse, de
pression ou encore de température, méme dans des cas simples, devient un véritable
défi, et il faut souvent se contenter d’une description statistique de 1’écoulement.
Cela explique pourquoi la preuve de ’existence et de I'unicité d’une solution générale
aux équations de Navier-Stokes est actuellement toujours un probleme ouvert. La
démonstration fait d’ailleurs ’objet, avec six autres problemes majeurs de physique
mathématique, d’une récompense d’un million de dollars par le Clay Mathematics
Institute a Cambridge.

Il faut attendre 1941 pour que la théorie de Kolmogorov [33] voie le jour, et
marque une étape cruciale dans 1’étude de la turbulence, en donnant des résultats
qualitatifs précis dans le cas d’une turbulence homogene isotrope non entretenue. En-
core aujourd’hui, ces travaux servent de référence a I’ensemble des sujets de recherche
fondamentale en turbulence. Cette théorie, en s’appuyant sur I'universalité des gran-
deurs statistiques, prédit les lois d’échelles des fonctions de structure, sans se servir
directement des équations de Navier-Stokes (sauf pour I'ordre 3). Un raisonnement
plus quantitatif consiste a donner un modele de fermeture pour les équations pour
les moments d’ordre peu élevé, dérivées cette fois-ci des équations de Navier-Stokes.
Dans les années 1950, Kraichnan [34] a ouvert la voie des fermetures triadiques en
deux points, telles que 'approche DIA (Direct Interaction Approximation). Cette
derniere offre un systeme d’équations cohérent pour le tenseur spectral d’ordre 2 et
la fonction de Green non linéaire (appelé tenseur réponse). Ces modeles s’appliquent
ainsi particulierement a la classe d’écoulements pour lesquels le fluide est soumis a
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une force extérieure. Cette force peut prendre des expressions tres diverses, mais
les exemples qui viennent a ’esprit immédiatement sont ceux liés a I'air dans I’at-
mosphere. Il est intéressant de considérer les cas ot le fluide est soumis a un champ
de gravité, a une rotation solide, ou encore aux deux conjointement. L’effet de la
rotation est en effet completement équivalent, dans le référentiel tournant, a I'action
de deux forces extérieures sur le fluide, a savoir la force centrifuge et la force de
Coriolis. L’attention s’est portée ici uniquement sur 'influence d’une rotation (dont
I'intensité comparée a la non linéarité est mesurée avec le nombre adimensionnel de
Rossby) sur la structure de la turbulence, car le probléeme s’est révélé plus difficile a
résoudre que prévu.

L’expérience fondatrice des écoulements en rotation est due a Taylor, dont les
écrits scientifiques ont été rassemblés par Batchelor en 1971 dans [59]. Par un dis-
positif expérimental simple mais ingénieux, ou un cylindre rempli d’eau était mis
en rotation autour de son axe, fut mise en évidence la tendance a la bidimension-
nalisation de 1’écoulement sous la forme d’une colonne dite de Taylor. Cet effet a
pendant longtemps été attribué a la seule domination dans I’écoulement de modes
linéaires quasi-stationnaires, dits géostrophiques, pour lesquels le gradient de pres-
sion est compensé par la force de Coriolis, et dont I'utilisation est parfaitement
justifiée pour des écoulements atmosphériques a grande échelle. Il est maintenant
clair que ces effets linéaires de la rotation ne suffisent pas pour prédire l'allonge-
ment des structures le long de la verticale, et qu’il y a interaction forte de la force
de Coriolis avec les effets non linéaires. Une autre expérience importante est celle
de McEwan [45], qui permit la visualisation trés nette des interactions entre ondes
inertielles, dont la relation de dispersion est imposée par la rotation.

Le couplage des phénomeénes ondulatoires avec les effets non linéaires a pro-
duit, dans les cinquante dernieres années, une approche originale appelée turbulence
d’ondes, dont les travaux marquants sont ceux de Benney & Saffman [4], et Zakha-
rov [63]. C’est une démarche qui consiste & étudier les propriétés statistiques d’une
distribution aléatoire et homogene d’ondes, dont les changements avec le temps
proviennent d’interactions faiblement non linéaires. Dans le cadre d’une turbulence
homogene et incompressible, la méthode EDQNM (Eddy-Damped Quasi-Normal
Markovian), développée dans les années 1970 par Orszag [48], rejoint les théories de
turbulence d’ondes pour la rotation. Cette formulation propose une fermeture pour
le systeme d’équations pour les moments du champ de vitesse dans I’espace spectral.
Il s’agit d’utiliser une base propre, suggérée par les effets linéaires de la rotation,
comme base de projection de quantités non linéaires, afin d’obtenir des équations
d’amplitudes modales. L’hypothése de quasi-gaussianité (Quasi-Normal) de la vi-
tesse, comme pour la turbulence d’ondes, permet de fermer le systeme d’équations.
Le terme non linéaire pour les moments d’ordre 2 fait alors intervenir une fonction
de Green incluant tous les effets linéaires, comme c’est le cas en DIA. Moyennant des
corrections sur les temps caractéristiques des moments d’ordre 3 (Eddy-Damped),
une distinction est effectuée entre les termes évoluant lentement ou rapidement afin
d’identifier les termes de contribution dominante (Markovian). Finalement, le modéle
aboutit & une équation d’évolution temporelle fermée pour le tenseur spectral, qui
contient beaucoup d’informations sur la structure de I’écoulement. Le transfert non
linéaire se met alors sous la forme d’une intégrale volumique dans I’espace spectral,
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pour laquelle certaines surfaces, appelée surfaces résonantes, semblent apporter une
plus forte contribution a faible nombre de Rossby.

L’objectif du travail présenté ici est I’obtention, en partant d’un tenseur spec-
tral isotrope, de la forme asymptotique dans la limite d’'un nombre de Rossby ten-
dant vers zéro, du transfert non linéaire. Cela donne naissance a une modélisation
baptisée AQNM (Asymptotic Quasi-Normal Markovian), s’appuyant sur I'analyse
multi-échelles temporelle, qui sépare les phénomenes lents et rapides. Apres une
premiere phase d’évolution purement linéaire, 'intégration volumique peut alors
étre restreinte aux surfaces résonantes seules, sans perte d’information. En déter-
minant ainsi les contributions dominantes, 1’idée est d’atteindre une bien meilleure
précision dans le calcul numérique, temporel et spatial, de I’énergie dans 1’espace
spectral, seule composante du tenseur spectral non nulle. L’exploitation des nom-
breuses symétries du probleme conduit & une équation intégro-différentielle fermée
pour le spectre d’énergie, dont la discrétisation est délicate. Pour un ensemble de
boites sphériques formant un maillage spectral, il faut en effet déterminer quelles
sont celles qui vont contribuer aux intégrales surfaciques, et quelles vont étre, dans
ce cas, les aires élémentaires correspondantes des surfaces résonantes. Enfin, il peut
s’avérer nécessaire d’interpoler I’énergie en certains vecteurs d’ondes, lorsque ceux-ci
ne suivent pas le maillage spatial.

Avant d’étudier I’évolution temporelle du spectre d’énergie, la discrétisation spa-
tiale optimale est déterminée par des criteres de convergence du calcul du terme de
transfert au premier pas de temps. Bien que le modele AQNM ait été développé pour
obtenir des résultats sans viscosité, il semble cependant nécessaire d’utiliser au moins
une viscosité numérique, pour des raisons de stabilisation du schéma numérique et
de dissipation de 1'énergie aux grands nombres d’ondes. Il s’agit alors de prouver la
consistance, la stabilité et la convergence du modele discrétisé pour une valeur ty-
pique de cette viscosité, puis pour une valeur autorisant le développement, dans
le spectre d’énergie intégré, d’une zone inertielle suffisamment large. Le spectre
d’énergie intégré montre alors tres nettement 1’établissement d’une zone inertielle,
en k3, ce qui peut se justifier par une tendance & la bidimensionnalisation de
I’écoulement. De plus, le transfert de 1’énergie préférentiellement vers le plan hori-
zontal, c’est-a-dire perpendiculaire au vecteur rotation, ainsi que la forte cohérence
verticale des structures, sont aussi des arguments en faveur de cette hypothese. On
observe dans 1’ensemble des niveaux d’énergie beaucoup plus importants aux vec-
teurs d’ondes horizontaux, et la comparaison avec le modele EDQNM corrobore tout
a fait ces résultats, méme si c’est de maniere plus qualitative que quantitative.
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Chapitre 2

La turbulence

2.1 Introduction

Jusqu’au XIX®™® sigcle, on n’envisageait que les cas ol un fluide s’écoule de facon
laminaire, c’est-a-dire sous la forme de filets, de maniere réguliere et prévisible. Cette
période fut tres féconde en résultats : beaucoup de cas particuliers des équations de
Navier-Stokes (fluide parfait, irrotationnel ou incompressible en conduites simples)
furent ainsi résolus analytiquement. On peut se reporter a Landau & Lifshitz [37],
Tritton [61], Fediaevski [17] ou encore Rieutord [53] pour plus de détails. Mais si on
prend un exemple d’écoulement dans la vie de tous les jours, il y a de fortes chances
pour que l’écoulement soit désordonné, imprévisible, chaotique : il est turbulent.
Regardons le panache de la fumée ascendante d’une cigarette : sur une certaine
distance, le fluide a un comportement tres ordonné, et on a clairement une structure
laminaire. A partir d’une certaine hauteur, il y a une brusque rupture dans les filets
de fumée, et le fluide semble se disperser dans toutes les directions.

La plupart des écoulements de fluides usuels sont turbulents. On trouve de la
turbulence dans le jet d’eau qui sort d’un robinet, dans le mélange du sucre dans
le café, dans les sillages des voitures et avions, dans ’eau des torrents et océans,
dans les tornades et cyclones atmosphériques. . . L’astrophysique est aussi un champ
important d’application, par exemple pour des problemes concernant la granulation
solaire, la tache rouge de Jupiter...En ingénierie, la présence de turbulence peut
étre un génante : c’est le cas dans I’étude du profil aérodynamique d’un avion.
La turbulence est alors un facteur de perte de portance, et agit comme un frein
au mouvement. Dans d’autres cas, on cherche a générer un écoulement turbulent
volontairement, par exemple dans une chambre de combustion. La turbulence a en
effet de tres bonnes capacités de mélange des produits chimiques.

En partant des équations fondamentales en mécanique des fluides, a savoir les
équations de Navier-Stokes, et de considérations tirées de I’expérience, on va dégager
les grandes caractéristiques d’'un écoulement turbulent. L’utilisation d’outils statis-
tiques s’'imposera d’elle-méme, de par le caractere apparemment aléatoire des gran-
deurs physiques. Un cas particulier important sera ensuite étudié, a savoir la turbu-
lence homogene, puis isotrope. Enfin, on présentera une synthése sur la structuration
spatiale de la turbulence sur laquelle s’appuie la théorie fondatrice de la turbulence
moderne de Kolmogorov.
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2.2 Approche expérimentale

Bien qu’étudiée de maniere approfondie depuis plus d’un siecle, la turbulence
reste un domaine peu compris du point de vue théorique. Une grande partie des
connaissances provient donc d’expériences, sur lesquelles on s’appuie pour déduire
des lois plus générales. Elles peuvent aussi étre a 1’origine de développements plus
théoriques, comme des lois de similitude.

2.2.1 Caractérisation

On caractérise un écoulement turbulent par le fait que les grandeurs physiques
macroscopiques qui le définissent, varient de facon rapide et aléatoire, du moins en
apparence. Ces grandeurs caractéristiques sont par exemple la vitesse ou la pression.

Dans un écoulement, qu’il soit turbulent ou pas, le fluide est soumis a deux effets
principaux antagonistes, qui sont traduits par les équations de Navier-Stokes. D’un
coté, la viscosité d’un fluide, agissant via le terme vAw, a tendance a restreindre les
mouvements possibles. De lautre coté, la non-linéarité, représentée par (u - V)u,
ainsi que le champ de pression, représenté par —V P/p, engendre les mouvements
aléatoires.

Un fluide comporte différentes échelles spatiales, dont le comportement peut étre
différent. On constate expérimentalement que selon l’intensité des effets visqueux
par rapport aux effets non linéaires aux grandes échelles, on aura un écoulement
laminaire, turbulent, ou encore intermittent. On se place donc a une grande échelle
de taille L, et de vitesse caractéristique U. On quantifie un effet par rapport a 'autre
grace au nombre de Reynolds :

= —. 2.1
RGL » ( )

C’est le rapport entre 'intensité U?/L des effets non linéaires et vU/L? des effets
visqueux, ou encore le rapport des temps caractéristiques de la viscosité L%/v et
de la non-linéarité L/U. Si Rey, > 1, les effets non linéaires dominent aux grandes
échelles, et ’écoulement peut devenir turbulent.

On s’intéresse par exemple a I’écoulement d’un fluide incompressible dans un
tuyau de section circulaire. Le régime laminaire se traduit par une vitesse pa-
rallele a ’axe de la conduite, avec une distribution parabolique par rapport a la
distance a l’axe. Le seuil d’apparition de la turbulence suggéré par Reynolds est
de 'ordre de Re; > 2000, pour une instabilité suffisamment importante. Si ’on
regarde 1’écoulement d’un fluide de vitesse uniforme et stationnaire perpendiculai-
rement a ’axe d’un cylindre infini, on constate I’apparition de la turbulence dans
le sillage lointain pour des nombres de Reynolds de 'ordre de quelques centaines.
On sait maintenant que le seuil d’apparition dépend du type d’écoulement et du
confinement.

2.2.2 Mesure des champs

Les champs caractéristiques d’un écoulement turbulent présentent un caractere
aléatoire : en un point, ils semblent au cours du temps prendre un certain nombre de
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valeurs sans rapport apparent les unes avec les autres. L’écoulement du fluide étant
néanmoins régi par les équations déterministes de Navier-Stokes, le comportement
aléatoire des grandeurs provient d’une grande sensibilité aux conditions initiales.
Considérons une composante aléatoire de la vitesse par exemple, notée U(x,t).
Sa mesure en fonction du temps donnerait un graphe ressemblant a la figure 2.1.
La valeur 0 correspond a la vitesse moyenne de I’écoulement. Il faut noter que 1’on

O, T —

t

L L L L L 1 ! L 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Fi1a. 2.1 — Composante de la vitesse de valeur moyenne nulle en fonction du temps
(mesure au fil chaud)

obtient un graphe tres similaire si on se place, non plus en une position fixée et
en plusieurs instants, mais a un instant donné et en différentes positions. C’est ce
dernier cas qui est traité dans le raisonnement qui suit, car il permet d’aborder la
notion fondamentale d’échelles spatiales de la turbulence.

On s’intéresse au comportement de la vitesse a différentes échelles spatiales, ce
qui revient a effectuer divers agrandissements de la courbe. A la plus grande échelle
de I'écoulement, L, le graphe est tres fluctuant, et n’est donc pas dérivable, dans le
sens ol les fluctuations sont trop brusques. Si on considere des agrandissements de
plus en plus importants, le comportement reste le méme jusqu’a ce que ’on atteigne
une certaine échelle. C’est la plus petite échelle spatiale de I’écoulement, elle est
appelée échelle de Kolmogorov, et notée 1. A cette échelle, le graphe de la vitesse est
non seulement lisse, mais aussi infiniment différentiable. Entre L et 7, on distingue
une gamme d’échelles intermédiaires, la zone inertielle, et dont Kolmogorov a décrit
les propriétés dans [33], notamment grace aux propriétés des incréments de vitesse.
Cette théorie sera détaillée en fin de chapitre.

2.2.3 Structuration d’un écoulement turbulent

Lorsqu’on regarde un écoulement turbulent de tres pres, on s’apercoit qu’il existe
des structures cohérentes de différentes tailles au sein du fluide : ce sont des structures
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tourbillonnaires ou tourbillons. Le mot tourbillon évoque en général un systeme de
forte cohésion et de forme bien définie (comme le tourbillon qui se forme en vidant
une baignoire), mais ce n’est pas le cas dans un écoulement turbulent. Les limites des
structures tourbillonnaires ne sont pas nettes, ni stationnaires, et on ne distingue que
localement des zones de rotation en bloc. C’est pourquoi il est difficile de donner un
ordre de grandeur de la taille de ces structures, leur durée de vie, et plus généralement
leur évolution.

Le mécanisme général de la turbulence est que ce sont d’abord des structures
de grande taille qui apparaissent : dans un écoulement laminaire, leur dimension
est donnée par le type de perturbation ou la taille d’un obstacle par exemple.
Ces grandes structures contiennent beaucoup d’énergie initialement et sont donc
instables. Elles vont perdre leur énergie en se brisant en structures de taille de plus
en plus petite. Ce phénomene est la cascade d’énergie turbulente. Arrivés a une cer-
taine taille, 7, ces tourbillons n’arrivent plus a garder une cohésion suffisante, du fait
de I'action de la viscosité qui transforme alors I’énergie en chaleur par dissipation.

Ainsi, la donnée du champ de vitesse en fonction de I'espace et du temps n’est pas
exploitable directement. Le comportement ponctuel du fluide présente peu d’intérét :
on s’intéressera plutot aux structures d’ensemble. De plus, on comprend bien que
I'interprétation de la turbulence par des tourbillons est tres qualitative, et qu’il est
tres difficile d’identifier clairement ’ensemble des structures aux différentes échelles.
L’ensemble des outils statistiques qui vont étre présentés maintenant constitue un
moyen relativement efficace pour estimer les différentes échelles de longueur et de
temps caractéristiques d’un écoulement turbulent. On pourra se référer a Pope [50],
Frost & Moulden [19], Lumley & Yaglom [40] ou encore Schiestel [55].

2.3 Outils statistiques

L’outil majeur en statistiques est la notion de loi de probabilité. Si I’on connait la
loi d’une variable aléatoire, alors on peut en déduire toutes ses propriétés. Pour une
variable discrete, cela consiste a donner la probabilité que la variable prenne une va-
leur donnée. Pour une variable continue, ce qui est le cas des variables utilisées en tur-
bulence, il s’agit de déterminer sa fonction densité de probabilité. Expérimentalement,
il est assez difficile d’avoir directement acces a cette fonction, mais on peut par contre
mesurer sa “projection” sur une base bien choisie. Si c’est la base canonique des po-
lynomes, les composantes de la projection sont les moments de la variable aléatoire.
En particulier, le moment d’ordre 1 est appelé la moyenne, qui est une quantité
utilisée dans de nombreux domaines. Ces moments contiennent en fait toute I'infor-
mation liée au comportement de la variable aléatoire. Apres avoir présenté ce concept
pour une variable unique, discrete puis continue, on le généralisera au cas de plu-
sieurs variables, et on finira par un exemple d’application, a savoir la loi normale ou
gaussienne.

2.3.1 Description statistique pour une variable aléatoire

Quand une variable aléatoire prend un ensemble de valeurs au cours d’un en-
semble de réalisations, il est intéressant de pouvoir donner une valeur moyenne a
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cette variable : c’est la notion de moyenne statistique. C’est en réalité un cas parti-
culier des moments d’une variable aléatoire. Les définitions seront présentées dans un
premier temps pour une variable aléatoire discrete, afin de faciliter la compréhension,
mais sont en fait destinées a I’étude des variables aléatoires continues.

2.3.1.1 Moyenne discrete

On répete un nombre M de fois une expérience faisant intervenir un écoulement
turbulent. Soit U une variable aléatoire quelconque qui prendra alors M valeurs,
notées Uy, ...,y On prend M treés grand (voire tendant vers l'infini), et on appelle
moyenne d’ensemble de U, la quantité :

LM
U=+ ZLQ (2.2)

=1
L’ensemble (LU, ..., 344,s) des valeurs prises par U peut contenir des répétitions. On le
réduit donc a ’ensemble (U, ..., Uy) ol tous les U; sont différents, et avec N < M.

On appelle probabilité que U prenne la valeur U; le nombre d’occurrences “U = U;”
dans les M réalisations, divisé par M. On note cette probabilité P(U = U;); elle
est comprise entre 1/M, s’il n’y a qu’une occurrence, et 1 s’il y a M occurrences.
Associer a des événements une probabilité s’appelle définir une loi de probabilité pour
la variable U. Cela permet d’exprimer la moyenne de U sous la forme suivante :

N
U=) UPU=U), (2.3)
i=1
chaque valeur prise par U étant pondérée par la probabilité que U prenne cette
valeur.

2.3.1.2 Moyenne continue et fonction densité de probabilité

Une variable aléatoire peut aussi prendre une infinité de valeurs au cours d’un
nombre infini de réalisations. L’équivalent continu de la moyenne nécessite la fonction
densité de probabilité de la variable aléatoire U, qui prend maintenant une infinité de
valeurs. C’est la fonction g : U — ¢(U) telle que g(U) dU représente la probabilité
que U prenne une valeur comprise entre U et U + dU. On a alors :

= / g (2.4)

On retrouve ici 'idée de la pondération des valeurs prises par U par une probabilité
d’obtenir cette valeur. Plus généralement, si h est une fonction de U, on a :

0= [ v (25

On notera par la suite, dans le cas discret ou continu, u = U — U. Cela représente
I’écart de la variable aléatoire par rapport a sa valeur moyenne, on I’appelle donc
fluctuation de la variable aléatoire.
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2.3.1.3 Propriétés

Soient U et V' deux variables aléatoires, discrétes ou continues, et A une constante
au sens statistique. On a les résultats suivants :

U+V = U+V,

XU = MU,
U U
337,' N 83:1-’
u = 0,
mais par contre, en général :
Uuv # UV,

sauf dans le cas ou les variables U et V sont indépendantes, ce que 'on verra
ultérieurement.

Il est clair que le calcul de la moyenne d’une variable n’est qu’une information
partielle sur son comportement. On va définir la notion de moments, dont la moyenne
est un cas particulier, et qui contient en théorie toute I'information sur la variable.

2.3.1.4 Moments d’ordre n

On choisit un entier n, inférieur ou supérieur a N. Dans le cas d’une variable
discrete, on définit les moments d’ordre n de U par :
N
Un=Ux-—xU=)Y_ (U)"PU=U)). (2.6)

i=1

Dans le cas d’une variable aléatoire continue, I’équivalent est :

Un = /+Oo Umg(U) dU. (2.7)

o0

Si on considere une fonction h : U +— h(U), infiniment dérivable, et qui admet un
développement de Taylor, sur un certain intervalle de convergence, sous la forme :

h(U) = +Zoo hU", (2.8)

alors on a :
+o0 +00
hU) =Y hi / Ulg(U)dU. (2.9)
i=0 —o0
Cela démontre que la donnée, pour tout n € N, du moment d’ordre n, est équivalente
a la connaissance statistique de U. Alors qu’un nombre infini de moments est nor-

malement nécessaire, dans la pratique, on ne cherchera a calculer que certains de ces
moments, ceux jugés les plus significatifs.
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Dans les cas discret ou continu, on définit aussi les moments centrés d’ordre n
de U par :

u":ux---xuz(U—U)n, (2.10)

qui peuvent s’exprimer comme un polynéme en les U?, ¢ < n. Le moment centré
d’ordre 2 de U a un nom spécifique, il est appelé variance de U :

FPU)=uw?=T2— (U)". (2.11)

On a enfin la relation suivante :
N
Y PU=U)=1, (2.12)
i=1
avec son équivalent continu :

/ v =1, (2.13)

qui indique que la probabilité certaine que U soit compris dans | — 0o, +00[ est égale
al.

Dans la suite, on ne considérera plus que des variables aléatoires continues,
car elles représentent beaucoup mieux le comportement des grandeurs physiques
aléatoires dans un écoulement turbulent.

2.3.2 Description statistique pour N variables aléatoires

On peut généraliser toutes les définitions précédentes au cas de NN variables
aléatoires Uy, ...,Uyn pour lesquelles on définit la loi conjointe, loi de probabilité
suivie par le vecteur aléatoire (Ui, ...,Un).

2.3.2.1 Généralisation des moments d’ordre n

Soit n un entier quelconque. On choisit n indices, distincts ou confondus, (i1, - - - iy,)
dans {1,..., N}". On appelle de méme moments d’ordre n de Uy, ...,Uy grandeurs
aléatoires :

U Ui, =U; x - x U, (2.14)

On définit alors les moments centrés d’ordre n par :

Uiy Uiy = Uy X - X Wy, = (Uyy = Tyy)) x -+ (Ui, = Uy,) (2.15)

2.3.2.2 Fonction densité de probabilité conjointe

Pour un vecteur aléatoire (Uy,...,Uy), on définit ensuite la fonction densité
de probabilité conjointe f : Uy, ...,Ux +— (Uy,...,Uy) vérifiant la propriété que
f(Uy,...,Uxn)dU; ...dUy représente la probabilité que Vi € {1,...,N}, U; soit
dans [U;, U; + dU;]. On montre alors que :

U, U,

in

=/ U, x - x Uy, f(Uy,...,Uy)dU; - - -dUy, (2.16)
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et que pour une fonction A de U;,,...,U;, ,on a:

h(Uzl,,UZn):/ h(UZl, ,Uzn)f(Ul,,UN)dUldUN (217)
On a aussi la relation traduisant I’événement certain “Vi € {1,..,N}, U; € R” :
f(Ul,,UN)dUldUNzl (218)
RN

On veut par la suite pouvoir extraite d’une loi conjointe, la loi suivie par chacune
des composantes du vecteur aléatoire. On appelle loi marginale de la loi conjointe de
U;, 1aloi de probabilité suivie par la composante U; du vecteur aléatoire (Uy, ..., Uy).
On lui associe une fonction densité de probabilité marginale fy, : x — fy,(z), et on
a son expression en utilisant la fonction densité de probabilité conjointe :

fU,-(fU) = / f(Ub Ui, 2, U, . Un) dUy - --dU;—1dUs4q - - - dUy. (2-19)
RN—I

Sachant la densité de probabilité conjointe, on peut donc déduire la densité de
probabilité de chacune des composantes du vecteur aléatoire. On peut aussi définir
la densité de probabilité conjointe de n composantes distinctes 41, ..., 7, par :

fUil---Uin(xil""’xin):/ f(Ul,...,Iil,...,.’Ein,...,Un)dUl"'dUN, (220)
RN—n

ol l'intégration ne se fait pas sur les U, ..., U;

n"

2.3.2.3 Indépendance statistique

Il est important de savoir, pour un certain nombre de variables aléatoires données,
si elles ont des comportements indépendants les uns des autres. Pour traduire cela,
il existe deux notions en statistiques : 'indépendance et la décorrélation. On dit que
N variables aléatoire Uy, ...,Uy sont statistiquement indépendantes si leur fonction
densité de probabilité conjointe est égale au produit de leurs fonctions densité de pro-
babilité marginales. Cela signifie que les lois de probabilité de chacune des variables
sont indépendantes entre elles. On peut traduire cette propriété par :

N

f,. ., Uy) =] fu.(Us). (2.21)

=1

Cette relation est bien compatible avec (2.18) et (2.19).
Dans ce cas, et d’apres (2.16), il en résulte ’égalité suivante sur les moments
d’ordre n, si les 74, ..., 1%, sont tous distincts :

et la moyenne du produit est égale au produit des moyennes. On a de plus, pour

1#£ 7

wu; = UU; — U; U; = 0, (2.23)

et les variances sont nulles si 7 # j.
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2.3.2.4 Décorrélation

Dorénavant, et sauf indication contraire, la répétition d’'un indice a I'intérieur
d’une formule signifiera que 'on doit effectuer une sommation sur cet indice. Pour
N variables aléatoires Uy, ..., Uy, on appelle tout d’abord tenseur de corrélation ou
encore tenseur de covariance, le tenseur noté R;; tel que :

R;; = uiu;. (2.24)

C’est un tenseur important, qui sera le point de départ de ’analyse quand on choi-
sira les composantes de la vitesse comme variables aléatoires. R;; est un tenseur
symétrique par définition. De plus, pour X € R? fixé :

ce qui implique que R est définie positive, en tant que matrice. Ses éléments diago-
naux sont les variances des U;.

On dit que N variables aléatoire Uy,...,Uy sont décorrélées si la matrice de
corrélation est diagonale. Si N variables sont indépendantes, alors elles sont décorré-
lées d’apres (2.23). C’est donc une propriété moins forte que I'indépendance statis-
tique : N variables aléatoires peuvent étre décorrélées sans étre indépendantes.

2.3.2.5 Fonctions caractéristiques

On cherche maintenant a trouver une fonction qui contienne toute I'information
portée par les moments. Pour un vecteur aléatoire (Uy, ..., Uy), sa premiére fonction
caractéristique @ est :

©:(s1,-..,8n) = expli(siUp + - -+ syUp)]- (2.26)
C’est la transformée de Fourier de sa fonction densité de probabilité dans R™, d’apres
(2.17). Le développement en série entiere de cette fonction en (si,..., sy) autour de
(0,...,0) fait intervenir les moments de tous ordres de (Ui, ...,Uy) :
(isl)il .. (/L'SN)iN
(p(S]_,,SN) = Z mil,...,iN Z ""’l' | ’ (2'27)
(81 50eyiy ) ENV 1 N
avec, pour (iy,...,iy) € NV, My iy = 1“ X -0 X U%V un moment d’ordre i; +
<-4y

Il est parfois plus commode de travailler sur le logarithme complexe a valeur
principale de cette fonction. On obtient alors la deuxieme fonction caractéristique,

X :

X : (Sla"'aSN)Hlog[@(sla"'asN)]' (228)
Un nouveau développement en série entiere en (sy,...,sy) donne :
is1)" - (isy)™W
X(st,-osn) = ) kil,...,iN( ) , ( ,N) , (2.29)
1IN
(il,...,iN)ENN
i1+--+in#0
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ou, pour (i1,...,in) € NV, kiy,...ix €st un cumulant d’ordre i1 + - -+ + ix. On peut
exprimer les cumulants d’ordre N en fonction des moments d’ordre inférieur ou égal
a N, en exprimant les dérivées de x en fonction de celles de ¢. On choisit 4 indices
distincts i, 7, k et [, et on donne quelques cumulants importants :

Ordre1: U

Ordre 2 :  wuy,

Ordre 3 :  uu;uy,

Ordre 4 :  Wuup; — Uty Uply — Wily WUy — Uil UjUg,

ol les indices dans la formule (2.29) valent 0 ou 1. Pour plus de détails, on pourra
se reporter, par exemple, a [52].

2.3.3 Un exemple important : la loi normale
2.3.3.1 Variable gaussienne

Dans le cas d’une seule variable aléatoire U, on dit qu’elle suit une loi normale
ou gaussienne, de parametres p et o si sa fonction densité de probabilité est de la

forme :
1 _ N2
e~ 5t (2.30)

fU) =

oV 2

Si on calcule la moyenne de cette variable, on trouve :

U = / Y e du

o OV2T
g too 2 1Y too 2
= — Ve VAV + L= / %
V2r /oo VT )
= u, (2.31)

et sa variance est donnée par :

U—p? = U2—p
1 +o00 2 )
= — \/§0V+u> e VAV —
7l
= o’ (2.32)

apres une intégration par parties. Enfin, les moments d’ordre impair de U sont tous
nuls, car quand n est impair, U — U™ f(U) est une fonction impaire d’intégrale nulle
sur R.

L’allure de f est celle de la figure 2.2. La courbe est centrée sur la valeur moyenne
1 par rapport a laquelle elle est symétrique. Elle a une forme de cloche dont la largeur
est inversement proportionnelle & la variance o2. De plus, elle décroit rapidement
quand on s’écarte de la valeur moyenne. Cela correspond & une faible probabilité
pour les valeurs tres éloignées de la moyenne.
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)

O(o)

F1G. 2.2 — Fonction densité de probabilité d’une loi normale

2.3.3.2 Vecteur gaussien

La notion de loi normale peut se généraliser a un vecteur aléatoire. On dit qu'un
vecteur aléatoire (Uy,...,Uy), de moyennes py, ..., uy et de variances oy,...,0n,
est un vecteur gaussien si sa fonction densité de probabilité conjointe est de la forme :

. 1 L
f:(U,...,Un) — T exp [ 5 U R u} , (2.33)
uy =U; —
avec u le vecteur colonne : , R la matrice de corrélation que I’on a
uy =Un — pn
vue précédemment, c’est-a-dire telle que R;; = u;u;, et det 'application déterminant.
Pour N = 1, R est réduit & un élément, o2, et on retrouve I'expression (2.30).

On a vu que I'indépendance des vecteurs (Ui, . .., Uy) entrainait leur décorrélation
quelle que soit la loi suivie par le vecteur. Si on suppose maintenant le vecteur gaus-
sien, et si Uy, ..., Uy sont décorrélés, alors R est diagonale et R~! aussi, avec pour
éléments diagonaux les inverses des variances. Il en résulte :

N

(U Uy) = [[— exp[—w], (2.34)

2 .
i1 0itV2m 204

ce qui donne une fonction a variables séparables. On en déduit, d’une part, que
les fonctions densité de probabilité marginales sont toutes gaussiennes, donc toutes
les composantes du vecteur suivent la loi normale. D’autre part, on conclut que
la fonction densité de probabilité conjointe est le produit des fonctions densité de
probabilité marginales, et donc que Uy, ..., Uy sont statistiquement indépendantes.
On a donc équivalence entre indépendance statistique et décorrélation.

De plus, si (Uy,...,U,) forme un vecteur gaussien, on peut montrer que U; +
--- 4 U, est une variable gaussienne. Enfin, si Uy,...,U, sont des variables indivi-
duellement gaussiennes et statistiquement indépendantes, elles forment un vecteur
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gaussien. En effet, comme elles sont indépendantes, leur fonction densité de pro-
babilité conjointe est le produit de fonctions densité de probabilité gaussiennes, et
caractérise donc un vecteur gaussien. Dans ce cas, la matrice R est diagonale, car
les Uy, ..., U, sont décorrélées.

2.3.3.3 Cumulants d’un vecteur gaussien

Soit (Ui, ...,U,) un vecteur gaussien. En prenant la transformée de Fourier de
(2.33), on obtient la premiere fonction caractéristique. Le résultat est 'exponentielle
d’une fonction quadratique en sq, ..., sy. Ainsi, la seconde fonction caractéristique
est elle-méme quadratique, et son développement en série s’arréte donc a ’ordre 2.
Cela implique que tous les cumulants d’ordre supérieur ou égal a trois sont nuls.
Ainsi, le cumulant d’ordre 4 est nul, et on obtient un résultat qui sera important
par la suite :

Ul URUy = Uity Upty + Uy Uiy + Uty Uiy, (2.35)

relation qui indique que les moments d’ordre quatre s’écrivent comme la somme de
toutes les combinaisons des moments d’ordre deux. On verra ultérieurement que,
dans le modele de turbulence EDQNM, et bien que les composantes du champ de
vitesse ne forment pas un vecteur gaussien, on supposera qu’ils vérifient tout de
méme cette propriété. Pour plus de détails, on pourra consulter Maurin [44] ou
Manoukian [42].

2.3.4 Grandeurs physiques

Les résultats qui ont été présentés ont un caractere de généralité : ils sont
aisément applicables aux grandeurs caractéristiques d’'un écoulement turbulent.

2.3.4.1 Variables aléatoires

Avec une seule variable physique, comme une composante de la vitesse, U, on
peut construire :

— une variable aléatoire U(x,t) en un point et un temps fixés,

— un vecteur aléatoire en considérant par exemple (U(x,t1),...,U(z,t3)) au
méme point mais a des instants différents, ou encore (U(zy,t),...,U(x,, 1))
au méme instant mais en des points différents.

Mais on peut aussi décider de s’intéresser aux corrélations entre vitesse et pres-
sion, pression et température... en différents points, en différents temps, et pour
différentes composantes.

Dans le cadre de la turbulence en rotation incompressible, c’est le champ de
vitesse qui contient I'information dans I’écoulement, car on fera disparaitre le terme
de pression. On ne s’intéressera donc, dans la suite, qu’aux corrélations entre des
composantes de la vitesse au méme temps, et éventuellement en différents points.
Dans la suite, on note U(x,t) le champ de vitesse au point et au temps ¢, et
Ui(z,t) la composante de ce champ dans la direction i.
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2.3.4.2 La décomposition de Reynolds

On choisit un point & et un instant . En turbulence, on décompose usuellement
la vitesse en :

Vie{1,2,3} Uiz,t) = Ui(z,t) + ui(x, 1), (2.36)

avec u;(x, t) le champ de vitesse turbulent, qui représente les variations de la vitesse
autour de la vitesse moyenne. C’est ’analogue de la fluctuation statistique de la
variable aléatoire U;(x, t). Le champ de vitesse turbulent est ainsi & moyenne nulle.
On note la variance de u;(x,1) :

ui(z,t)® = u’(x, 1), (2.37)

ce qui traduit en général I'intensité de la turbulence dans la direction i. De cette
valeur, on peut en déduire une intensité moyenne spatiale de turbulence :

1
u (e, t) = (" + )y + ) (), (2.38)

qui représente la moyenne de I'intensité turbulente sur les trois directions de 1’espace.
On s’intéresse aussi a I'énergie cinétique turbulente par unité de masse, £(x,t) :

1 1 3
E(,1) = guile, Duilx, 1) = S (" +vy” + vy’ (@, 1) = Ju(x, 1),  (239)

qui est directement proportionnelle a I’intensité moyenne de la turbulence.

2.4 Turbulence homogene et isotrope

Apres le cas des écoulements laminaires, pour lesquels les théories classiques
d’analyse sont efficaces, il s’est avéré tres difficile de déterminer les propriétés des
écoulements turbulents dans leur généralité. Afin de saisir certains éléments de leur
complexité, on a commencé par étudier certains cas particuliers de turbulence, que
sont la turbulence homogene, et la turbulence isotrope.

2.4.1 Turbulence homogene

On dit qu'une turbulence est homogéne si les propriétés statistiques du champ
de vitesse turbulente sont invariantes par translation de I’espace. Cela signifie que,
quel que soit le point de 1’espace que 1’on choisit, les quantités statistiques restent
les mémes. Si on s’intéresse aux moments en un ou plusieurs points, la valeur doit
rester inchangée si on translate tous les points par le méme vecteur déplacement. A
I’ordre 2 en deux points par exemple :

ui(xq, t)uj(x), t) = ui(x; + v, t)uj(x; +r,1), (2.40)

pour une translation de vecteur r. L’hypothese d’homogénéité conduit a deux sim-
plifications : la premiere, c’est qu’elle permet d’éliminer un terme non linéaire dans
les équations de Navier-Stokes. La deuxieme, plus importante, est qu’elle permet
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I'utilisation de 1’analyse spectrale, d’'une maniere beaucoup plus simple que si les
transformées de Fourier devaient dépendre de la position.

En pratique, on ne rencontre presque jamais de tels écoulements, bien que cer-
tains soient tres proches de I'homogénéité. En effet, I’homogénéité nécessite que ’on
puisse effectuer des translations dans toutes les directions et sur n’importe quelle
distance. Un écoulement se trouvant rarement dans un milieu infini, la présence de
parois restreint le domaine de validité de ’approximation. Cependant, grace aux
expériences dite de turbulence de grille, ou le fluide passe a grande vitesse a travers
une grille, on obtient une turbulence quasi-homogeéne pour peu que l'on se place
suffisamment loin de la grille et des parois s’il y en a. On pourra considérer qu’une
turbulence est homogene quand les grandeurs statistiques varient sur des échelles de
longueur grandes devant les plus grandes échelles de la turbulence.

Il est comparativement plus facile d’obtenir un écoulement statistiquement sta-
tionnaire, mais il sera alors inhomogene. Néanmoins, les simplifications engendrées
par 'hypothese d’homogénéité sont telles qu’historiquement, elles conduisirent a
des résultats fondamentaux. Batchelor, dans [3], a en particulier étudié I’équation
d’évolution temporelle des corrélations doubles de vitesse. Il en a déduit des infor-
mations sur la décroissance de la turbulence homogene, et les liens entre transfert
non linéaire, échanges d’énergie, et dissipation visqueuse.

2.4.2 Hypotheses sur I’écoulement

On s’attachera, dans la suite, a la signification et au comportement des corrélations
des composantes de la vitesse en deux points & et £ +7, et en un temps ¢, qui forment
le tenseur :

Rij(z,7r,t) = ui(x, t)u;(z + 7, t). (2.41)

Le tenseur en un point R;;(x, 0,t) a un nom spécifique : c’est le tenseur de Reynolds
en « et au temps t, et il regroupe les moments d’ordre 1 des composantes de la
vitesse.

L’étude du tenseur R;; en particulier, releve d’un choix, d’une part pour I’ordre du
moment, et d’autre part pour le nombre de points, et qui découle des constatations
suivantes. Restreindre I’étude aux moments d’ordre 2 se justifie tout d’abord par le
fait que ces moments apportent des informations tres pertinentes sur 1’écoulement.
Ils permettent en particulier d’obtenir des renseignements sur 1’énergie turbulente,
ou encore I’hélicité. De plus, se placer en deux points plutot qu’en un point va
dans le sens des observations expérimentales de la turbulence. Si I’on ne s’intéresse
qu’au tenseur de Reynolds, il est tout d’abord difficile de capter I'information sur les
structures spatiales de la turbulence, car celles-ci nécessitent la notion de distance.
Ensuite, ’écriture des équations d’évolution du tenseur de Reynolds fait apparaitre
un terme de corrélation pression-vitesse, qu’il faut estimer pour espérer obtenir la
fermeture des équations. Or ce terme représente des contributions fortement non
locales dans ’écoulement, ce qui rend toute tentative de modélisation en un point
plus complexe. Il faut noter que tout cela n’empéche pas les problemes de fermeture,
qui font nécessairement intervenir les moments d’ordre supérieur.

On supposera de plus que I’écoulement est incompressible. Pour les écoulements
typiquement étudiés ici, c’est-a-dire pour de l’air ou de l'eau, les amplitudes des
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champs de vitesse totale sont relativement petites par rapport a la vitesse du son.
Le nombre de Mach étant tres petit devant 1, on peut négliger la compressibilité du
fluide.

Enfin, on se placera dans le cas d’une turbulence homogene, car d’une part,
les équations s’en trouvent simplifiées. D’autre part, sans I’homogénéité, 1’analyse
de Fourier classique est moins pertinente. En effet, en turbulence inhomogene, les
corrélations doubles dépendent de x et de 7, et donc leurs transformées de Fourier
dépendent de x et de k, ce qui rajoute une variable. Il faut remarquer que I’ho-
mogénéité implique aussi que 1’écoulement occupe ’espace tout entier, et donc qu’il
est illimité.

2.4.3 Corrélations doubles

2.4.3.1 Points proches et éloignés

Le terme R;;(x,r,t) mesure en définitive le degré de corrélation existant entre
deux composantes de vitesse en deux points. Si ce terme est non nul, c’est que les
composantes de vitesse sont dépendantes 'une de I'autre. On s’attend a ce que la
dépendance soit de plus en plus forte avec la diminution de la distance qui sépare les
points d’observation : on voit apparaitre le concept de cohérence dans un écoulement.

De plus, on imagine que deux points tres éloignés d’'un écoulement n’auront
pas d’influence I'un sur 'autre. Expérimentalement, on constate effectivement une
décroissance de la corrélation avec la distance, et avec un taux de décroissance tres ra-
pide. Idéalement, le coefficient de corrélation doit tendre vers zéro quand la distance
qui sépare les points tend vers I'infini. L’infini étant inatteignable expérimentalement,
il faut pouvoir donner une distance a partir de laquelle on considere qu’il y a
décorrélation. Il y a plusieurs moyens d’estimer ces longueurs, appelées longueurs
de corrélation, et dont la définition s’appuie sur le comportement des corrélations
de vitesse.

2.4.3.2 Propriétés

Pour une turbulence homogene, R;;(x,r,t) ne dépend pas de la position. En
omettant la dépendance temporelle pour plus de clarté, on peut ainsi écrire :

Rij(cc, ’I‘) = Rij (O, 7’) = Rij(’f’), (2.42)

et donc la corrélation ne dépend que de I’écartement entre les deux points. De plus,
en remarquant que :

Rij(O, 7’) = Rij(—’l’, O), (2.43)

on montre que :

Rij(’l’) = Rji(—’l"). (244)

En particulier, pour ¢ = j, on a que R;; (sans sommation) est une fonction paire de
r. La corrélation est donc symétrique par rapport a l'origine. Ensuite, I’écoulement
étant considéré comme incompressible :

au,-
673

=0, (2.45)
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et donc :
aRij(’f’) . auz .
aTi - 87"1' (—T')UJ (O) - 05
8Rij(’l") . 8uj N

Si & — u(x) est une fonction continue sur R, on peut écrire :

}lliir(l) ui(x) [uj(x + 7+ h) —u;(x+7r)] =0, (2.47)
d’ou :

et on conclut que » — R;;(r) est aussi continue sur R®.
Ensuite, en écrivant que :

(ui(0) + Auj(1))? = ui(0)2 4 22 u;(0)u; () + Nu;(r)2 > 0 (2.49)

en tant que polynome de degré 2. Cela implique que le discriminant réduit

[ 0w~ w0)u0) wrw, (2:50)

est négatif ou nul. Avec 'égalité u;(r)u;(r) = u;(0)u;(0), on en déduit :

R;j(r) < 4/[Ri#(0)R;;(0)] (sans sommation). (2.51)

Le cas intéressant est celui pour lequel 7 = j, qui donne R;;(r) < R;(0). La fonction
r — R;;(r) atteint donc son maximum quand r = 0 : la corrélation est maximale
quand les points sont confondus. Si on tient compte des remarques faites dans ce pa-
ragraphe, on obtient la forme générale de la courbe de la fonction unidimensionnelle
r +— Ry1(r,0,0), par exemple, sur la figure 2.3.

2.4.4 L’espace spectral

On a vu que I’hypothése de turbulence homogene permettait 'utilisation de
I’analyse de Fourier, car les propriétés statistiques de ’écoulement ne dépendent pas
du point d’observation. On définit ici quel est le type de transformée de Fourier
utilisée, et ce que 'on peut dire de I’équivalent du tenseur des corrélations dans
I’espace spectral.

2.4.4.1 La transformée de Fourier

Soit un instant ¢. Soit f : @ — f(«,t) une fonction des trois coordonnées spa-
tiales. Sous réserve que [p, |f(z,t)|d’x converge, la transformée de Fourier spatiale

de f sera la fonction f telle que :

1

3
Vk € R®, f(k,t) = <%> . f(z, t)e *=d’z (2.52)
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Fi11(r)

Fic. 2.3 — Allure générale d’un terme d’auto-corrélation en deux points pour une
turbulence homogene

avec i = v/—1. On pourra aussi exprimer f en fonction de f par la transformée de
Fourier inverse :

Ve e R, f(z,t)= | f(k,t)e™®d’k (2.53)

R3

Ainsi, la fonction f s’écrit comme une combinaison linéaire infinie d’ondes de nombre
d’onde k et d’amplitude complexe f(k). La connaissance de f équivaut donc 3 celle
de f. On peut déduire de la transformée de Fourier de f les transformées de Fourier
de ses dérivées partielles spatiales :

Vi e {1,2,3} %(k,t) = ik;f (k1) (2.54)
3
L’espace spectral, ou espace de Fourier est alors ’espace vectoriel de dimension 3
ou tout vecteur est noté k = (k1, ko, k3). On peut travailler aussi bien dans I’espace
physique que dans I’espace spectral, chacun ayant ses avantages et inconvénients. Le
lecteur pourra se référer a Lighthill [38], ou encore a Canuto, Hussaini, Quarteroni
& Zang [12].

2.4.4.2 Pourquoi se placer dans I’espace spectral ?

D’une part, le passage dans I’espace spectral permet de transformer un systéme
différentiel d’ordre élevé en un nouveau systeme algébrique d’ordre inférieur, en
remplagant I'opération de dérivation par des produits scalaires.

D’autre part, I’ensemble des outils statistiques présentés dans les chapitres pré-
cédents avait pour objectif la compréhension du comportement des différentes struc-
tures dans un écoulement turbulent, pour lesquelles la notion d’énergie est tres im-
portante. On a besoin de savoir quelle est 1’énergie contenue dans les structures de
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dimension caractéristique /. En ordre de grandeur, elle sera donnée par 1’énergie spec-
trale contenue dans les ondes dont le nombre d’onde a pour norme |k| ~ 27/l ~ 1/I.
Cependant, cette transformation implique qu’il faudra, 2 un moment ou a un autre,
déduire des résultats obtenus dans ’espace spectral, des informations sur le com-
portement réel de ’écoulement. Le passage dans l'espace spectral est certes plus
commode mathématiquement, encore que le terme non linéaire des équations de
Navier-Stokes nécessite le calcul d’un produit de convolution, mais 'interprétation
physique y est finalement moins aisée.

Pour finir, on aimerait appliquer la transformation de Fourier aux composantes
du champ de vitesse, u;(x,t) par exemple. Pour assurer la convergence de :

/]R (e, 1), (2.55)

il faudrait que la vitesse décroisse suffisamment rapidement a I'infini. Or ce ne peut
pas étre le cas en turbulence homogene, qui induit que le champ de vitesse turbulente
est non nul dans tout I'espace. On ne peut ainsi pas prendre sans précautions la
transformée de Fourier d’'un champ de vitesse. Néanmoins, on peut utiliser une
transformée de Fourier a grand volume, mais fini, et les propriétés principales de
la transformée de Fourier sont conservées (dérivation, convolution...). On pourra
se reporter & [43] pour plus de détails. On notera dans la suite la transformée de
Fourier d’'une composante u; de la vitesse :

1Y’ .
Vk € R, 4;(k,t) = <%> / ui(z, t)e " d . (2.56)
R3

2.4.5 Le tenseur spectral des corrélations

En appliquant la transformation de Fourier au tenseur des corrélations doubles,
on obtient un tenseur tres important dans l’espace spectral : le tenseur spectral
des corrélations. Il quantifie la corrélation entre les transformées de Fourier des
composantes du champ de vitesse turbulente.

2.4.5.1 Définition

Quand ’écartement entre les deux points d’observation, r = |r|, tend vers I'in-
fini, R;j(r,t) tend vers 0 suffisamment rapidement pour que l'on puisse calculer sa
transformée de Fourier :

1\* .
Vk e R®, (k1) = <—) / Rij(r,t)e *Tdr. (2.57)
2m R3

Le tenseur ®;; est le tenseur spectral des corrélations. On retrouve bien entendu le
tenseur des corrélations doubles par transformée de Fourier inverse :

Vr € R®, R;j(r,t) = /R ) @ik, t)e *Td’k (2.58)
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2.4.5.2 Propriétés

Pour un instant ¢ donné, k — ®;;(k,t) est continue, en tant que transformée de
Fourier d’une fonction continue. Elle est méme bornée car r — R;;(r,t) est bornée
(voir (2.51)).

On choisit un vecteur k. On peut déduire de la définition (2.57) de ®;; et de
(2.44), le résultat suivant :

1Y)° :
@.i _ — _ " ik.r 13
ik = (5) [ matrereaer
1)’ :
= (%) o Rij(_ra t)ezk"rdg'l"
Et on s’apercoit aussi que ®;;"(k) = ®,i(—k), d’ou :
®;i* (k) = ©45(k), (2.60)

avec * l'opération de conjugaison complexe. Cela prouve que ®;; est un tenseur
hermitien, et donc que ses éléments diagonaux sont réels.

De la propriété d’incompressibilité (2.46), et par intégration par parties par rap-
port a la dérivation selon 7; :

1)° .
kz(I)z](k) = <%) /RSRZ'J'(’I",t)kZ'GZk'TdsT

3
= ( 1 ) O, (r,t)e "*d’r, (2.61)

% R3 87“2'

car r — R;;(r) tend vers zéro a l'infini. Donc :
ki®y (k) = 0 (2.62)
et de méme, avec (2.59) et (2.62) :
kj®ij(k) = — [—k;®;i(—k)] = 0. (2.63)

L’ensemble de ces propriétés entraine qu’il suffit de quatre fonctions scalaires pour
décrire completement le tenseur spectral des corrélations : on a un exemple de
démonstration tensorielle dans [3]. Dans un systéme de coordonnées sphériques 1ié a
k, appelé repere de Craya-Herring et qui sera décrit plus précisément dans le chapitre
suivant, on écrit ainsi usuellement ® sous la forme matricielle :

0 0 0
;=10 etz =z+ih
0 z—1th e—z

Les quatre fonctions e, h, z, et z;, de k et de t, sont réelles, et suffisent & décrire ®;;.
Le fait que les premieres ligne et colonne soient nulles provient de I’incompressibilité
(2.62).
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Enfin, on peut relier ®;; et les transformées de Fourier des composantes u; et u,;
de la vitesse. Pour deux vecteurs k et k', on écrit pour cela :

(k)i (k) = (%) [ w@uwe e rataay, o

d’ou, la turbulence étant homogene :
vy — 1 —_—— N : '
aEEE) = (5) [[u@nie #eve @ Oeraay
1

- (2] (frane o) (e

(k)5 (k — k')
= ®;(k)d(k — k). (2.65)

car on a multiplication par un Dirac centré en k = k'. Cette relation prouve que
deux composantes de Fourier du champ de vitesse turbulente ne sont corrélées que
si elles correspondent au méme nombre d’onde. Or %} (k') = @;(—k'), et donc :

(k)i (k) = Oy (k)o(k + k). (2.66)

2.4.5.3 Lien avec 1’énergie turbulente

On peut exprimer un certain nombre de grandeurs physiques réelles grace a des
quantités de ’espace spectral. En particulier, I’énergie cinétique turbulente est donc

donnée par :

E(z,t) = E(t) = %Rﬁ(o,t) R % / ;i (k, 1)k, (2.67)

Cela montre que I’énergie, indépendante de la position par homogénéité, peut étre
vue comme la somme sur tout I’espace de 1’énergie contenue dans les structures de
nombre d’onde k, appelée encore énergie spectrale :

e(k) = 5 Pulk). (2.68)

On définit aussi le spectre d’énergie turbulente E(k,t), par :
1
Bk, 1) = = / By, 1)dS, (2.69)
2 Js,

avec Sy la spheére de centre 1'origine du repére et de rayon k, c’est-a-dire I’ensemble
des nombres d’ondes de module k. Ainsi le spectre d’énergie turbulente est 1’énergie
contenue dans tous les vecteurs d’ondes dont le module est k. On a alors la relation
générale :

Et) = /0 +OOE(k,t)dk= /R 3 e(k,t)d’k. (2.70)
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2.4.6 Turbulence isotrope

On suppose maintenant, et dans cette partie uniquement, que la turbulence,
en plus d’étre homogene, est aussi isotrope. Cela signifie qu’il y a invariance des
propriétés statistiques, par toute rotation par rapport a un axe et par toute symétrie
par rapport a un plan du repére de coordonnées. Une turbulence isotrope est a
fortiori homogene, c’est donc une hypothese supplémentaire sur 1’écoulement. La
turbulence n’a donc pas de direction privilégiée, comme on a va le voir, et c’est un
cas tres idéalisé de la réalité.

2.4.6.1 Détermination des corrélations doubles

Pour les moments en un point et en un temps, on peut donc écrire :

w2 = uy2 = us2 = u? ou encore u'12 = u'22 = ug2 =", (2.71)
et pour 7 # j,u;u; = 0. Ces résultats se résument en :

avec 0;; le symbole de Kronecker, tel que 6;; =0si 7 # jet d;; =1si¢=j.
La théorie des invariants de Robertson [54] implique que le tenseur R;;(r) est

entierement déterminé par les groupements r;r; et d;;, car Rji(r) = R;;(r) par
isotropie. Finalement, I?;; est décrit par deux fonctions scalaires :
Rij(r) = [f(r) — g(r)|rir; + g(r)dij, (2.73)

comme tous les tenseurs d’ordre 2 isotropes. La condition d’incompressibilité (2.46)
donne une relation entre f et g :

1 df

9(r) = £r) + 572(0), (274)

relation établie par Karman et Howarth dans [32], ce qui prouve qu’il suffit de la
seule fonction f pour décrire R;; completement. On peut noter que, grace a (2.44),
Rij(—r) = R;j(r), et r — R;;(r) est donc une fonction paire. Enfin, le tenseur de
Reynolds s’écrit, :

avec ¢(0) = 2&£(t)0;;/3, ce qui traduit bien qu’aucune direction n’est privilégiée

2.4.6.2 Conséquences sur le tenseur spectral des corrélations

Le tenseur ®;; est d’ordre 2 et isotrope, il est donc, de meéme que pour R;j,
déterminé par deux fonctions scalaires. Si on ajoute la condition d’incompressibilité
(2.62), il suffit d’une seule fonction G :

avec : bk
Aij(k) = 6ij — #, (2.77)
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I'opérateur de projection d’un vecteur sur le plan perpendiculaire a k. Simplement
avec la définition, on montre les premieres propriétés :

Aglly = i, (2.78a)
Agk; = 0, (2.78b)
Al = Ay, (2.78c¢)
Ay®i; = By (2.78d)

On peut enfin relier I’énergie spectrale turbulente au tenseur ®;; en constatant
que :

1
B(k) = / By (k)dS = 4k’ G k), (2.79)
Sk
car A; = 3. L’énergie spectrale ne dépend ainsi que de k, et donc finalement :
E(k)
®y;(k) = e(k)Ay = Ak Aij, (2.80)

ce qui ne privilégie aucune direction, du fait de l'isotropie. On pourra se reporter,
par exemple, & Monin & Yaglom [46] pour plus de détails.

2.5 Dynamique des tourbillons

Dans le cadre de la turbulence homogene, I’analyse de la structure de I’écoulement
est chose beaucoup plus aisée que dans le cas général. La premiere approche théorique
de ce type d’écoulement est due a Kolmogorov, qui proposa, grace aux équations
de Navier-Stokes, une quantification des différents mécanismes mis en jeu dans la
turbulence.

2.5.1 Echelles spatiales
2.5.1.1 Les grandes échelles

Les mesures de corrélations doubles de vitesse prouvent clairement que plus la
distance entre deux points d’observation augmente, moins les composantes de vi-
tesse sont corrélées, et la décorrélation intervient en théorie a I’infini. Néanmoins,
a partir d’une certaine distance, on peut dire que les vitesses du fluide en ces deux
points sont pratiquement indépendantes. Il s’agit alors d’estimer cette longueur de
corrélation, notée L, et qui représente la taille des plus grandes structures tourbillon-
naires présentes dans I’écoulement.

Il y a plusieurs facons d’en donner une estimation : ce n’est en effet qu’un ordre
de grandeur, et on dira par exemple qu'une longueur ! est O(L), c’est-a-dire de
Iordre de L. On peut, par exemple, calculer L comme étant la distance a partir de
laquelle les corrélations doubles passent en-dessous de 1% de leur valeur & r = 0.
Mais la valeur la plus utilisée est trse certainement celle de 1’échelle intégrale :

+oo o
L / Ry(r,0,0) (2.81)
0

L ’U,IiU f
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qui a bien la dimension d’une longueur, car on a en définitive adimensionnalisé les
corrélations doubles.

Expérimentalement, il est clair que les grandes échelles de 1’écoulement sont dues
au processus physique qui a généré la turbulence, et qu’elles ne dépendent donc pas
des propriétés intrinseques du fluide, comme la viscosité. Leur dynamique est donc
régie par un comportement non visqueux. Les tourbillons de grande taille étant tres
énergétiques, ils ont tendance a étre instables, et donc a perdre leur énergie au profit
des tourbillons de plus petite taille, via un processus de cascade d’énergie. Celui-ci
est dii aux non-linéarités de I’équation de Navier-Stokes par I'intermédiaire du terme
de transfert. Enfin, du point de vue spectral, les grandes échelles correspondent a de
petits modules de nombres d’onde.

2.5.1.2 Les petites échelles

On peut de la méme fagon se demander quelle est la taille des plus petits tour-
billons de ’écoulement, s’il y en a une. Si on regarde une figure du type 2.1, on re-
marque que la vitesse sur une échelle de longueur de ’ordre de L est tres fluctuante.
En effectuant un grossissement de plus en plus important d’une zone donnée, on finit
par dépasser une certaine échelle de longueur, en-dessous de laquelle on n’a plus du
tout de fluctuations aléatoires, mais des fluctuations plus régulieres.

On a alors atteint 1’échelle de Kolmogorov 7, qui est fortement liée a la viscosité.
En effet, la viscosité “lisse” la courbe par son action a courte distance. Il apparait
alors que 7 conditionne le calcul des dérivées spatiales beaucoup plus que les autres
échelles, auxquelles on observe trop de fluctuations des grandeurs. On s’apercoit fina-
lement qu’un écoulement turbulent contient un grand nombre d’échelles de longueur
différentes, comprises entre I’échelle de Kolmogorov et ’échelle intégrale.

Du point de vue spectral, les petites échelles correspondent a de grands modules
de nombres d’onde.

2.5.2 Equation d’évolution de I’énergie

On supposera dans la suite que le champ de vitesse moyenne est nul, ce qui
correspond a une turbulence homogeéne non alimentée en énergie, et donc soumise
simplement a la dissipation visqueuse. Il s’agit ici de déterminer dans un premier
temps 1’équation vérifiée par le tenseur des corrélations physiques pour ensuite, par
transformée de Fourier, trouver I’équation pour le tenseur des corrélations spectral.

2.5.2.1 Equations pour le tenseur des corrélations

Les équations de Navier-Stokes et d’incompressibilité pour la composante U; du
champ de vitesse totale s’écrivent :

oU; oU; 10P 0%U;
ot = 2.82
ot +UJ8,1:J- p Ox; +V8xj8xj’ (2:82)
oU;
= 0. 2.
S = 0 (2.83)
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On prend la moyenne de (2.82) et (2.83), et par soustraction, on obtient les équations
pour le champ de vitesse turbulente :

Ou;  O(usuy) 1 0p 0%u;
- = 2.84
ot + 0xy, p Ox; +V8xk8xk’ (2.84)
8uk
A 2.
e = 0, (2.85)

ou on a écrit P = P + p, et ou on a utilisé que :

()’UWL'U]'
8a:j

=0 (2.86)
pour une turbulence homogene. En prenant la divergence de I’équation (2.84), on
peut en déduire I’équation de Poisson, qui donne la pression en fonction de la vitesse :

0? UjU,
paa:](?a:k

Vip= (2.87)

L’équation (2.84) écrite pour la composante j et en un point ', notée v;, donne :

dv;  O(vjvg) 1 0p 0*v;
i A S e A— 2.
ot + 0xy, p(')x] +V8xk8xk’ (2.:88)
(%k
G = O (2.89)

On multiplie (2.84) par v;, on lui ajoute (2.88) multiplié par u;, on moyenne et
on obtient, en notant r = x — x’ :

OR;; O*R;
( ot mw armarm> (r%)

. 0 1 8Hj(—’l’,t) 8H,(’l",t)
= g Qinl 1) = Qualr) = & | T - ZRED] | (a.0)
Qum(r,t) = wi(z, h)u(x — 7, t)upy(x — 7, 1) (2.91)
IL(r,t) = w(x, t)p(x—r,t), (2.92)

respectivement corrélation d’ordre trois des vitesses en deux points, et corrélation
d’ordre deux vitesse-pression en deux points. L’incompressibilité donne :

3R,-j (’I‘ ) _ aR” (’I" t) 8H (
or; ' orj =’ or;

1) =0, (2.93)

et de ’équation (2.87) pour la pression, on déduit :

62 Hz 82 Qzlm
= ; v 2 —_— =
armarm ('ra t) - ’LLZ (ma t) p(m 7', t) aﬁa’f’m ( t)

(2.94)
ce qui permet d’obtenir II;(r,t) en fonction de @ via une fonction de Green.
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2.5.2.2 Equation pour le tenseur spectral

On prend alors la transformée de Fourier des équations (2.90), (2.93) et (2.94),
et on obtient :

0D,
(8—; + 2Uk2q)ij> (k, t)
= —iky [Ojim(—k, 1) — Ok, )] —% kTl (—k, t) — kT (K, )], (2.95)
ki®ij(k, t) = k;i®;(k, t) = kILi(k,t) = 0, (2.96)
~ kik.,
et I (k, t) = —plk—Q@ilm(k,t), (2.97)
avec O;;x(k,t) la transformée de Fourier de Qjjx(r,1) :
1)? .
@ijk(ka t) = (—) Qijk(r, t)eiZk'rdg’l", (298)
2T R3

et IT;(k, t) celle de IT;(r, t). Les dérivations spatiales se sont naturellement changées
en multiplications par des composantes de ik. La derniere équation réinjectée dans
la premiere donne :

<a§’;j + 2uk2<1>ij> (k. ) = Ty (k, 1), (2.99)

ou
Tij (k. t) = ik [DiOium (K, 1) — AyOjim(—k, )] . (2.100)
T;;(k,t) représente les échanges d’énergie entre k et les autres nombres d’ondes, et
provient de la non-linéarité de 1’équation de Navier-Stokes.
2.5.2.3 Propriétés
Le tenseur Oy, vérifie la propriété :
Oum” (k,t) = Oum(—k, t). (2.101)

On peut aussi exprimer ©;;,, en fonction du champ de vitesse spectral. On montre
ainsi, en utilisant les définitions et 'homogénéité, et en notant * l'opération de
convolution dans ’espace spectral, que :

ai(K) (4 + ) (K')
= / a;(k)a; (k") (k' — k")d’k"

uz(m)u](m — ,,,)uk(m — ,r,,)e—i[(k:+k;').z—k:'.1-f_ku_(T_r/)]dswdsrd3,r/d3kll
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qui est une relation du méme type que (2.66) . Donc finalement, :

On a enfin :
Tji(—k,t) = Ty(k, 1), (2.103)
par définition, et :
Ty (k. t) = Tij(k, 1), (2.104)

en utilisant (2.101). Cela implique que 7;;(k, t) est un tenseur hermitien et donc que
sa trace, Tj;(k,t), est réelle.

2.5.2.4 Equation pour P’énergie

En effectuant la sommation i = j dans I’équation (2.99), on obtient donc ’équation
d’évolution de e(k,t) = ®;(k,t) :
Oe 1
—(k,t) = =
aussi appelée équation de Lin. En intégrant sur une sphere de rayon k, on obtient
I’équation d’évolution de E(k,t) :
() 1
—(k,t) = —/ T;i(k,t)dS — 2vk*E(k, t). (2.106)
ot 2 /s,
Enfin, si on intégre 1’équation (2.105) sur tout ’espace, on obtient ’équation d’évolution
de 'énergie turbulente totale () :

1
g(t): —/ Tii(k,t)d?’k—/ wk?e(k,t)d*k. (2.107)
dt 2 R3 R3

Si la viscosité est nulle, alors on a un systéme conservatif, et 1’énergie totale reste
constante au cours du temps. On a donc que l'intégrale de Tj; sur R? est nulle, ce qui
indique que le terme de transfert redistribue 1’énergie entre les différents nombres
d’ondes sans la dissiper. On en déduit I’équation vérifiée par I’énergie totale :

& _
E(t) = —F, (2.108)

Tii(k,t) — 2vke(k, ), (2.105)

avec
83)j 830]-’
terme de dissipation visqueuse qui est toujours positif, et qui est responsable de la
décroissance de la turbulence si celle-ci n’est pas entretenue.

Dans 1’équation (2.105), si on néglige les effets non linéaires par rapport aux
effets visqueux, ce qui revient a supposer un bas nombre de Reynolds, on obtient
que :

E= 1// k@ (k,t)d’k = v (2.109)
R3

e(k,t) = e(k, 0) exp[—2vk*t] (2.110)
et I’énergie de tous les nombres d’ondes diminue indépendamment et de maniere
exponentielle sous I'effet de la dissipation visqueuse. Ce sera le cas quand la cascade
d’énergie prendra fin, car alors, a toutes les échelles, la diminution de la vitesse
turbulente fera décroitre le nombre de Reynolds, jusqu’a ce que les effets visqueux
dominent la dynamique.
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2.5.3 Conséquences de la théorie de Kolmogorov

On se place dans le cas d’un écoulement statistiquement homogene et isotrope, et
sans champ de vitesse moyen. On suppose de plus que la turbulence est complétement
développée, et que toutes les échelles de la turbulence sont apparues. Kolmogorov,
dans [33], fait une analyse qualitative de la turbulence isotrope, en déterminant les
effets dominants au cours des différentes étapes de son évolution. Par une analyse
dimensionnelle, il en déduit ainsi le comportement du spectre d’énergie dans la zone
inertielle. Pour une explication plus récente, on pourra aussi lire Bailly & Comte-
Bellot [1].

2.5.3.1 Théorie spectrale

On part de ’équation d’évolution (2.106) pour le spectre d’énergie turbulente :

%—Jf(k, t) =T(k,t) — 2vk*E(k, 1), (2.111)
avec T'(k,t) = 2wk*T;(k,t) et E(k,t) = 2mk?®;;(k, t), fonctions du module de k uni-
quement en isotrope. La plus grande partie de 1’énergie est fournie initialement aux
grandes échelles de ’écoulement, de ’ordre de L, donc aux petits nombres d’ondes.
La taille de ces échelles est déterminée typiquement par la taille du phénomene
générateur de la turbulence. La viscosité n’a que peu d’influence sur ces tourbillons
de grande taille. Par le biais d'une cascade non linéaire, I’énergie est progressive-
ment transférée a des structures de plus petite taille — donc de plus grands nombres
d’ondes —, et ce grace au terme de transfert 7. Cette cascade est conservative, et il
n’y a donc pas de pertes énergétiques. Finalement, quand on atteint une certaine
taille de tourbillon, de 'ordre de 7, la cohérence spatiale n’est plus possible, et il y
a dissipation de I’énergie sous forme de chaleur, sous ’action de la viscosité.

2.5.3.2 La zone inertielle

Les modules des vecteurs d’ondes k tels que n < k~' < L forment une zone
appelée la zone inertielle. Son extension spatiale dépend fortement de la valeur du
nombre de Reynolds Rey, calculé pour les grandes échelles. En effet, on suppose que
I’échelle  ne dépend que de la dissipation g, et de la viscosité, qui devient importante
aux petites échelles. Le seul groupement de ces variables ayant la méme dimension

qu’'une longueur est alors :
3\ ¢
N~ <T> . (2.112)
B

L’énergie qui finalement est dissipée aux petites échelles provient a l’origine des
grandes échelles, ce qui permet de dire que la création et la dissipation d’énergie se
compensent, globalement :

(2.113)

soit finalement :
% ~ Re; ", (2.114)
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ce qui prouve bien que plus Re; augmente, plus la largeur de la zone inertielle aug-
mente, en déplacant la dissipation visqueuse vers les plus grands nombres d’ondes.

2.5.3.3 Loien k53

Dans la zone inertielle, Kolmogorov a prédit une loi en puissance pour le spectre
d’énergie. On considére un nombre d’onde k£ dans cette zone inertielle, ce que I'on va
voir maintenant. Il faut se placer suffisamment loin des grandes échelles énergétiques,
et de telle fagon que la grande partie de la dissipation s’effectue pour des nombres
d’ondes plus grands que k. Pour les grandes échelles, le terme non linéaire domine,
et pour les petites échelles, le terme visqueux domine : on s’attend donc a ce que
dans la zone inertielle, on ait un équilibre entre les deux effets. On peut aussi ajouter
qu’a ces échelles, on a peu d’accumulation d’énergie et peu de dissipation, et donc
que E(k,t) y reste & peu preés constant au cours du temps : le flux d’énergie et la
dissipation s’équilibrent donc. Le comportement de ces échelles semble ainsi étre
indépendant du processus de création d’énergie, et ne dépendre en fait que du flux
d’énergie de la cascade, et donc de la dissipation €. Grace a I’analyse dimensionnelle,
et si on suppose que le spectre d’énergie ne dépend que de k£ et de £, on obtient :

E=Cgi k™3, (2.115)
avec C' une constante numérique, et la dépendance en temps étant contenue dans
celle en €. En échelle logarithmique, le spectre d’énergie turbulente a la forme de la
figure 2.4, en fonction d’un nombre de Reynolds aux grandes échelles croissant.

2.5.3.4 Incréments de vitesse

Les différentes échelles spatiales de ’écoulement peuvent étre mises en évidence
par I’étude des valeurs moyennes des puissances de 'incrément de vitesse en deux
points (Au)". En raisonnant de maniére unidimensionnelle, on notera r la séparation
entre les deux points. La ou le champ de vitesse est infiniment dérivable, on peut
effectuer un développement de Taylor pour I'incrément de vitesse. Avec I'analyse di-
mensionnelle, on obtiendrait alors (Au)" ~ r™. Aux petites échelles, de 1’ordre de 7,
cette loi est effectivement vérifiée, ce qui est compatible avec l'infinie différentiabilité
de la vitesse. Aux grandes échelles, I'incrément est constant, de I'ordre de la fluctua-
tion moyenne de la vitesse. Par contre, on distingue nettement une zone intermédiaire
ou l'incrément décroit avec l'augmentation de la séparation, mais bien moins vite
que si la courbe était infiniment dérivable. A ces échelles, qui déterminent la zone
inertielle, une premiere approximation de la théorie de Kolmogorov conduit a :

(Auw)™ ~ (er)™/?, (2.116)

et 'exposant est fractionnaire. Appliqué a 'ordre n = 2, on a une relation de méme
origine que (2.115), mais dans ’espace physique. Des théories récentes ont étudié
I’écart a la relation (2.116) lors de I'intermittence. On peut par exemple consulter
Frisch [18] ou encore Baroud, Plapp, She et Swinney [2]. Cependant, la correction
sur I'exposant reste relativement faible pour les moments jusqu’a 1’ordre 7 ou 8 :
on peut donc ne pas en tenir compte ici, sachant que les moments d’ordre 4 au
maximum seront utilisés.
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F1G. 2.4 — Spectre d’énergie turbulente en fonction du module du nombre d’onde
pour un nombre de Reynolds croissant (résultat EDQNM isotrope)
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Chapitre 3

La turbulence en rotation

3.1 Introduction

La turbulence est encore loin de révéler les mécanismes fondamentaux qui la
régissent. Méme dans des cas simples, les modeles analytiques manquent et le re-
cours a l’expérience reste encore un moyen tres efficace pour étudier un écoulement.
Il peut alors étre intéressant de considérer certains cas particuliers de turbulence,
pour éventuellement en déduire des lois plus générales. On peut ainsi considérer un
effet additionnel, comme le for¢age du champ turbulent par un champ moyen ou une
force extérieure, ou bien contraindre ’écoulement en lui imposant des conditions aux
limites géométriques, thermiques, dynamiques, entre autres. Une des catégories les
plus étudiées reste encore la turbulence soumise a une rotation solide. Les domaines
d’application sont nombreux : pour ce qui est des systéme a grande échelle, on peut
citer la dynamique de I'océan, la météorologie, le comportement du milieu interstel-
laire, et pour le milieu industriel, les enjeux sont importants dans les moteurs de
turbomachines, dans les centrales hydroélectriques... On aimerait ainsi comprendre
quels sont les effets de la rotation sur la structuration de la turbulence.

L’introduction d’une rotation solide d’axe et d’intensité donnés, dans un écou-
lement au repos et dont les limites sont lointaines, conduit au bout d’un certain
temps, a un champ de vitesse de direction orthoradiale, et ne dépendant que de la
distance a ’axe. Cela correspond tout a fait a I'image que l’on se fait d’un tour-
billon idéalisé. L’établissement de la rotation solide se fait d’autant plus rapidement
que le taux de rotation () est élevé. Dans le cas ol le confinement se révele ne plus
étre négligeable, de multiples expériences en géométrie cylindrique ont été menées,
afin de comprendre la structuration de I’écoulement. McEwan, dans [45], a montré
que pour une excitation de fréquence f < 2(2 selon ’axe de rotation, on observait
des ondes inertielles, dont les interactions et réflexions conduisaient a la formation
de structures dites croix de Saint-André. Les simulations numériques en DNS de
Lollini [39], et Godeferd & Lollini [23] sont particulierement en accord avec ces ob-
servations expérimentales. Quand f tend vers 0, les croix se transforment petit a
petit en une colonne, dite colonne de Taylor, effet que ce dernier avait constaté
dans [59]. Une analyse spécifique des équations de Navier-Stokes, dans le cas des
écoulements géostrophiques, permet de retrouver cette structuration bidimension-
nelle trés marquée. On peut aussi citer les expériences de Colin de Verdiére [16] et
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de Ibbetson & Tritton [30]. Plus récemment, les expérience menées sur la plate-forme
Coriolis a Grenoble depuis 1960, ont permis la modélisation d’écoulements a trois
dimensions, comme les courants océaniques. Les dimensions du dispositif et son taux
de rotation permettent d’atteindre des régimes a grand nombre de Reynolds et forte
rotation.

On considere maintenant plus spécifiquement un écoulement homogene turbulent
en régime établi, et soumis a une rotation solide. Dans le cas d’une rotation suffi-
samment forte par rapport a l'intensité de la turbulence, on assiste a nouveau a une
bidimensionnalisation de I’écoulement, c’est-a-dire que les structures cohérentes de la
turbulence s’étirent dans le plan perpendiculaire & I’axe de rotation. Pour expliquer
ce phénomene, on peut penser que les effets linéaires de la rotation sont seuls respon-
sables, mais on verra en fait que les échanges non linéaires jouent un role primordial.
Une autre conséquence de I’ajout d’une rotation solide est que la directionnalité de
la rotation inhibe les transferts d’énergie vers les petites échelles, et ralentit ainsi le
déclin de la turbulence du a la viscosité, effet cité dans 'expérience de Hopfinger,
Browand & Gagne [27]. La rotation induit non seulement des effets linéaires, mais
elle agit aussi en modifiant les effets non linéaires. D’un point de vue numérique,
beaucoup de résultats proviennent de simulations de type DNS (Direct Numerical
Simulation), qui consistent a discrétiser directement les équations de Navier-Stokes
dans un domaine limité, mais elles sont limitées aux bas nombres de Reynolds. En
domaine infini, une option est de considérer que le champ de vitesse est périodique
dans les trois directions, et on se ramene a I’étude de modes de Fourier discrets.
Enfin, on peut aussi utiliser des modeéles mieux adaptés aux grands nombres de
Reynolds, mais aussi plus complexes, comme le modele EDQNM, qui propose une
fermeture pour les équations vérifiées par les corrélations de composantes de la vi-
tesse spectrale.

3.2 Premiere approche

On s’intéresse a partir de maintenant a une turbulence homogene, et donc illi-
mitée, incompressible, et soumise a une anisotropie consistant en une rotation solide
d’intensité et de direction constantes au cours du temps, représentée par le vec-
teur €. On se place dans un repere de référence qui tourne a une vitesse angulaire
constante € autour de I'axe de rotation.

On pourrait traiter le probleme dans le référentiel fixe galiléen, mais il faudrait
alors prendre en compte un champ de vitesse moyen correspondant a la rotation
solide. On retrouverait alors quasiment les mémes équations pour la perturbation de
vitesse, et les grandeurs dans le référentiel tournant se déduiraient par application
d’une matrice de rotation. On préfere donc se placer dans le référentiel tournant,
pour ne pas avoir de champ de vitesse moyen di a la rotation, mais au prix de la
prise en compte des accélérations de Coriolis et d’inertie.
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3.2.1 Equations du mouvement

L’équation de Navier-Stokes vérifiée par les composantes de la vitesse totale U
est :
oU; oU; 10P 0?U;

Pi s - 297 s xU),— (2 x(Q <
ot +UJ(9xj p Ox; (@ >xT)i — (2 x( Xw))Z+V8xj8xj’

(3.1)

ol x est le vecteur position du point courant, 22 x U est 'accélération de Coriolis
et Q% (2 xx) est Paccélération d’inertie. La condition d’incompressibilité se traduit
alors par :

oU;

= 0.
8.Ti

En écriture tensorielle, les accélérations de Coriolis et inertielle deviennent :
10 1
[—§p|w X Q|2} (3.3)

—(Q X (Q X .’B))Z = SiqujlekiL‘qu = _;8$z
avec €;;; le tenseur alterné, qui vaut 0 s’il y a répétition d’indice, 1 si (4,7, k) est
une permutation paire de (1,2,3) et —1 si (4,4, k) est une permutation impaire de
(1,2,3).

Ainsi, 'accélération d’inertie peut étre intégrée dans le terme de pression, car
elle s’écrit comme le gradient d’une fonction, et elle joue alors un role secondaire.
On obtient donc :

oU; oU; 10P 02U,
U — = - 4+2:,UQ - 3.4
ot + 0, p Ox; + e q+y6$j8xj’ (34)
oU;
= 0 3.5

avec P = P — p|z x ©2/2 un terme de pression modifié, incluant les effets inertiels.
Ces deux équations constituent les équations de départ, et ’analyse dimensionnelle
va permettre d’en déduire les différents mécanismes qu’elles refletent.

3.2.2 Analyse dimensionnelle

Pour quantifier les effets de la force de Coriolis par rapport aux effets non linéaires
et visqueux, on va estimer l'ordre de grandeur des différents termes aux grandes
échelles. En notant U I’échelle de vitesse, L 1’échelle de longueur, et {2 'ordre de
grandeur du taux de rotation, cela donne :

|8i]’quQq| ~ UQ, (36)
oU; U?
J
82UZ’ vU
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On peut alors former deux quantités adimensionnelles a partir de ces ordres de
grandeur. Le premier est le nombre de Rossby :

U effets non linéaires
Ro=— = 3.9
°TaL effets Coriolis ’ (39)
et le deuxieme est le nombre d’Ekman :
v effets visqueux
Ek = = ) 3.10
k QL2 effets Coriolis ( )
Le nombre d’Ekman vaut en fait :
Ro
EFk = —
Re’

ol Re est le nombre de Reynolds.

On va s’intéresser, par la suite, a différents types d’écoulements selon les impor-
tances relatives de la rotation, de la viscosité et de la non-linéarité. Le premier cas
correspond a une rotation forte devant les effets non linéaires et visqueux; ce sont
les écoulements géostrophiques. Le deuxieme cas correspond a une rotation et une
viscosité fortes devant les effets non linéaires; ce sont des écoulements idéaux au
comportement linéaire. Le lecteur trouvera plus de détails dans Greenspan [24].

3.2.3 Ecoulements géostrophiques

Par souci de simplicité, on se place dans le cas stationnaire, ou quasi-stationnaire,
c’est-a-dire que l'on étudie des phénomenes dont les temps d’évolution sont tres
longs, comme en météorologie par exemple. On suppose de plus la rotation forte
devant la viscosité et la non-linéarité, ce qui correspond a de faibles nombre de
Rossby et d’Ekman.

3.2.3.1 Equation du mouvement

Dans ces conditions, les équations du mouvement se réduisent a :

1.
- VP = 20xU, (3.11a)
V.U = 0. (3.11b)

L’écoulement, est alors géostrophique, et le terme de pression compense exacte-
ment la force de Coriolis. Enfin, si on prend le rotationnel de (3.11a), on obtient :

Vx(QxU)=0. (3.12)
En utilisant le fait que :
VxQxU)=(VU)Q-(VQU~+(UV)Q-(Q.V)U, (3.13)
on en déduit une propriété tres importante pour ce type d’écoulements :
(Q.V)U =0, (3.14)

car €2 est uniforme et en s’aidant de I'incompressibilité (3.11b).
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3.2.3.2 Colonne de Taylor

Les relations (3.11a) et (3.14) permettent de tirer deux conclusions. D’apres
(3.11a), on remarque que le gradient de pression est perpendiculaire a la vitesse.
Ce gradient étant lui-méme perpendiculaire aux lignes isobares, cela implique que
les lignes isobares et les lignes de courant coincident. Les relations géostrophiques
sont ainsi tres utilisées en météorologie car elles modélisent de maniere correcte
la circulation de certains vents d’altitude, loin de la surface ol la viscosité a plus
d’importance.

De plus, la relation (3.14) indique qu’il n’y a pas de variation du champ de
vitesse selon la direction de €2, que I'on assimilera a la verticale par la suite. Ce
résultat est connu sous le nom de théoréeme de Taylor-Proudman. Tous les points sur
une méme verticale ont donc méme vitesse. On a ainsi une bidimensionnalisation
de I’écoulement dia a la rotation, sans que, toutefois, la vitesse verticale u, soit
forcément nulle. Un écoulement ou une des composantes de la vitesse est nulle sera
dit bicomposantes.

Si I’écoulement est maintenant confiné a un cylindre en rotation, comme dans
I'expérience initiale de Taylor [59], on observe une structuration trés nette en co-
lonne verticale, centrée sur ’axe de rotation. Plus le nombre de Rossby diminue,
plus la colonne est étroite, car le fluide tourne de plus en plus vite. On observe
expérimentalement des limites a la colonne, ou les grandeurs caractéristiques varient
de maniere significative sur de courtes distances, faisant apparaitre une couche limite
mince. Dans cette région, le nombre de Rossby et le nombre d’Ekman peuvent de-
venir importants, et I’approximation géostrophique ne tient plus. Contrairement au
cas d’un écoulement illimité, la condition aux limites sur la paroi verticale entraine
que u, est nulle a cet endroit, que le fluide soit parfait ou visqueux. Cela implique
donc cette fois que la vitesse verticale est nulle partout dans ’écoulement, et que
I’on a une vitesse bicomposantes : une particule fluide dans une section horizontale
y reste a tout instant.

3.2.4 Equations pour les perturbations

En partant de ’équation pour le champ de vitesse totale (3.4), on peut facilement
en déduire I’équation vérifiée par le champ de vitesse turbulent w; défini par u;, =

U, —-U,.

3.2.4.1 Le champ de vitesse fluctuante

On prend tout d’abord la moyenne de 1’équation (3.4) :

oU, —_oU,  19P _ 82U,
_ — = —— — 2 i Q - < . .1
o " om, T pom Fialls8a ¥ " 0u,01, (319)
Or:
ou;, oUi+u;) - U, ou,
Vi (U Ly 22T g i, O 1
U] 637] (UJ + u]) axj U] axj + Uj 837]" (3 6)
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car le champ fluctuant est a moyenne nulle. Enfin :

8ui 0 (UZUJ) 8uj
Ujm— = ——L =L =, 3.17
J 837]' ij ! 837]' ( )
en utilisant I’hypothese d’homogénéité pour le premier terme et I'incompressibilité
du champ fluctuant pour le deuxiéme terme. L’équation (3.15) devient alors :

ou; —oU; 1 op 0*U;

—_— — 2 i)y 1
ot tUigs, = pow T udlih vy o (3.18)

On choisit de prendre dans la suite U; = 0, ce qui correspond, dans un référentiel
fixe, a un champ de vitesse moyen dii a une rotation solide uniquement. On considere
en définitive une turbulence dans le référentiel tournant, dont 1’énergie n’est pas
entretenue par un forcage mais simplement soumise a I'effet dissipatif de la viscosité.
Si on accepte 'unicité de la solution a (3.18), alors cette condition est équivalente a

dire que P est uniforme. Dans ce cas, I’équation (3.4) est alors aussi celle pour les
fluctuations de vitesse turbulente :

ou; ou; 1P 0%u;

- i = 2eiqu48)q 3.19

ot T 0z pox; TS V@xjaxj (3-19a)
ggf = 0. (3.19b)

En s’aidant de I'incompressibilité du champ fluctuant et du fait que P est uniforme,
on en conclut :

6ui auiuj 1 ap 82u,~
= 2€54u : 3.20
ot * 0z,  pox; T Sty +V5:L"j8xj (3:20a)
8ui
=0 3.20b
oz, : (3.20b)

avec p = P — P la fluctuation de pression modifiée.

3.2.4.2 Symétries

On peut s’intéresser aux propriétés de symétries des équations (3.20), car elles
sont utiles a la compréhension du probléme. De plus, prises en compte dans I’élaboration
d’un modele de fermeture, elles conduisent en général & des simplifications intéressantes.
L’équation d’évolution des fluctuations possede les propriétés suivantes :

1. On a invariance des équations par translation du systeme de coordonnées par
un vecteur quelconque, car I’équation ne dépend pas explicitement de la po-
sition x. Ainsi, les équations vérifiées par les moments des composantes du
champ turbulent ne dépendent pas non plus de la position. Donc si la turbu-
lence est homogene initialement, elle le reste ultérieurement.

2. On a invariance des équations par rotation du systeme de coordonnées autour
de Q. Donc si la turbulence est axisymétrique par rapport a €2 initialement,
elle le reste ultérieurement.
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3. On a symétrie des équations par I'inversion des coordonnées * — —x. En effet,
si les champs uq (2, t) et p; (x, t) sont solution de (3.20), alors on peut construire
une autre solution, & savoir us(x,t) = —ui(—x,t) et po(x,t) = p1(—x,t), ce
qui correspond a un écoulement symétrique au précédent par rapport a l’ori-
gine. Donc si un écoulement est symétrique par rapport a ’origine initialement,
il le reste a tout instant.

3.2.5 E‘quations pour la vitesse spectrale

On a vu qu’il n’était en fait pas possible de calculer la transformée de Fourier
usuelle des composantes de la vitesse fluctuante, en particulier parce qu’a I’infini,
ces fonctions n’ont aucune raison de tendre vers zéro. Pour éviter ce probleme, on
utilisera dans la suite une transformée de Fourier & grand volume (voir [43]), qui
conserve toutes les propriétés de la transformée usuelle.

3.2.5.1 Evolution temporelle
La transformée de Fourier des équations (3.20) est alors :

ot ik
% + zkmﬂl * ’LNI,m == —%ﬁ + 25lmqaqu - VkZ,&'h (3213)

kit = 0, (3.21b)

avec * I’opération de convolution dans I’espace spectral, £ le module de k, et ou on
a noté avec une tilde les transformées de Fourier. La condition d’incompressibilité
se traduit par le fait que la vitesse spectrale est orthogonale au nombre d’onde.

On utilise alors 'opérateur tensoriel k — A;;(k) précédemment défini par (2.77).
Appliqué a (3.21a), il prend en compte l'effet non local de la pression, et la fait
disparaitre de ’équation. On obtient :

01,
ot
en se servant de (2.78a). Il ne faut pas confondre cette étape avec 1'application du

rotationnel a ’équation physique (3.20), qui supprimait le terme de pression, tout
en élevant le degré de ’équation différentielle. D’otui finalement :

o0t - - . -
8—1; — Yinfn, + VE*T; = —iDjkmiy * G, (3.23)

ol on a introduit 'opérateur :

+ 1Akl * T = 261mgAaiimQq — vk, (3.22)

3.2.5.2 Propriétés

Ce tenseur possede en particulier les propriétés de symétrie :

Yni = —Yin; (3.25a)
Tni(—k) = Yin(k), (3.25b)
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car Egmi = —Eqim.-
On peut remarquer que si le champ de vitesse est incompressible au temps ¢ = 0,
il le reste a tout instant. En effet, I’équation vérifiée par k;u; est :

O (ki) | 2 (k:ti;) = 0, (3.26)
ot
avec (2.78b), et donc :
(kzaz) (k, t) = (kz’az) (k, 0) exp [—Vk2t} y (327)

d’ou le résultat.

L’écriture de (3.23) est volontaire : elle sépare les termes linéaires et non-linéaires,
le terme —7;, 4, traduisant les effets a priori linéaires de la rotation. On peut encore
regrouper les effets linéaires de telle sorte que (3.23) s’écrive :

0, .

ot + Ligt, = —iQukpyiy * Uy, (3.28)
avec Ly, = —%in + vk®8;.
Le terme non linéaire s’écrit aussi :
—i Nkl * Uy = —iDj1k, /R 3 iy (k)i (k — KK, (3.29)

ce qui fait apparaitre les nombres d’ondes k, k' et k — k', formant un triangle fermé.
De telles triades de nombres d’ondes sont dites résonantes; elles jouent un role
majeur dans la dynamique de la vitesse spectrale.

3.2.6 Equations pour le tenseur spectral

On écrit (3.28) une fois pour la composante ¢ en k, multiplié par u;(k'), et une fois
pour la composante j en k', multiplié par u;(k). En les additionnant et en prenant
la moyenne, on en déduit :

o . o -
o+ Limill, + Ly, = =i | Auth (@ ) 0 + Akt i ) u] . (3.30)

ol on a noté avec des primes les quantités se rapportant a k'.

3.2.6.1 Moments d’ordre 3
Avec la propriété (2.102), on peut réécrire O;;; sous la forme :
Oy (k,t) = / / Tin(k, k' K" 1)K K" (3.31)

avec Fz’jk(k, k’, k”, t) = 17,1 (k, t)ﬂj(k’, t)ﬂk(k”, t) (332)

en intégrant le Dirac sur 'ensemble des k'. De plus, comme pour (2.102), en écrivant
les transformées de Fourier, on peut montrer que I';jx(k, k', k") s’écrit comme le
produit d’une fonction de k, k' et k”, et de 6(k + k' + K"). Ainsi, I';;x(k, k', k") est
nul deés que k + k' + k" # 0.
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3.2.6.2 Equation d’évolution de D5
En utilisant (2.66), on obtient :

0P, )
( 8tJ + L,’m(I)mj + L;m(bzm +1 [Ailk‘mgjlm(kl, t) + A;lk‘;n@um(k, t)})

§(k+k)=0. (3.33)

Comme on a une multiplication par un Dirac centré sur k + k' = 0, on intégre
en k' sur un domaine comprenant —k. On peut ainsi écrire une nouvelle équation
d’évolution :

0P;;

avec T'Z'j(k, t) = ka [A]l(k)@”m(k, t) — A,’l(k)@jlm(—k, t)] y (335)

ou on a utilisé (3.25). Or :
—iDikm©jim(—k,t) = [18ikmOjim(k, )], (3.36)

qui provient de (2.101), d’ou I’équation d’évolution finale du tenseur spectral ®;;
sous sa forme symétrisée :

0D,
atj + Lin®mj + Lijm®im = Tij + 755, (3.37)
avec Tz'j(k, t) = ’LkmA]l(k)@zlm(k, t) (338)

On retrouve une équation du méme type que (2.99), ot on a rajouté 'effet de la
rotation dans l'opérateur linéaire. Cette équation pour les moments d’ordre 2 fait
naturellement intervenir les moments d’ordre 3, et on retrouve un probleme de fer-
meture classique. On peut aussi écrire 7;; sous la forme :

1.
Tij = 52 emAj1Oiim + ki j O]

1
== iipjlm(_)ilma (339)

ou Pin(k) = knlj(k)+kAj,(k), (3.40)
grace, a nouveau, a (2.101).

L’équation pour I’énergie spectrale est obtenue en prenant 7 = j dans (3.34), ce
qui revient a une sommation, dans ’équation précédente :

0 1 1
8_§ + 21/l€2€ = §T“ = 5 [Tiz’ + Tii*] , (341)

les seuls effets linéaires étant ceux liés a la dissipation visqueuse.

3.2.6.3 Conservation de ’énergie

Comme dans le cas sans rotation, l'intégrale du terme de transfert sur tout 1’es-
pace :

1
/R STalk)Ek, (3.42)
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doit étre nulle. Il y a deux fagons de le démontrer. La premiere consiste a utiliser
I’équation vérifiée par I’énergie turbulente totale, qui est, d’apres (3.41) :

aa—f =—F+ /R ) %Tii(k)d?’k. (3.43)
On peut alors invoquer le fait que, pour un systeme conservatif, ¢’est-a-dire ici sans
viscosité, I’énergie cinétique turbulente totale reste constante. Ainsi, si la dissipation
¢ est nulle, alors 'intégrale du terme de transfert doit aussi étre nulle.

La deuxieme méthode est analytique, elle consiste a écrire 'intégrale du demi-
terme de transfert 7; sous une forme symétrique, afin de montrer qu’elle est égale a
zéro. Il en découlera que l'intégrale du terme de transfert complet sera aussi nulle.
Grace a (3.38) et (3.31), cette intégrale vaut :

1
/ (k) % = o / / / Pom (k) D (e, K, k) 3k 3K AR (3.44)
R3
Or, d’apres les propriétés de I'opérateur de projection Py, :
Blmrilm = kmrllm + klrmlm- (345)

De plus, I';;x(k, k', k") est nul des que k + k' + k" # 0, donc on peut remplacer
k., dans l'expression précédente par —k, — kI'. Comme k) Ty, = 0 du fait de
I’incompressibilité, on obtient :

PyumLitm = k1L mim — ki, Ui (3.46)
Cela donne pour (3.44) :

1
/ 7i(k) 4k = i / / / (ki i (R, K K") — ke D (R, K K] Ak A AR
R3
(3.47)

On peut construire deux nouvelles intégrales en permutant circulairement k, k' et
K", ce qui donne trois expressions égales pour (3.47), d’ou :

1
[rdk=gi [ Bl Kok — WD (7, )
+ kloum (k' K" k) — kT (K, K K"
+ K Toum(K" k&, k') — kT (K, K" )]
d’kd’k' d*K". (3.48)
Enfin, le tenseur I';;;, possede la propriété :
Pijk(ka kl, k”) == P]m‘j(k”, k, kl) - iji(kl, k”, k), (349)
par définition. Les termes de l'intégrande de (3.48) s’annulent deux & deux, d’ou la

propriété :

/ 7.:(k)d*k = 0. (3.50)

et on en déduit que l'intégrale sur tout I’espace du terme de transfert complet est
aussi nulle.

o8



CHAPITRE 3. LA TURBULENCE EN ROTATION

3.3 Le repere de Craya-Herring

Dans l'optique de la description du probleme linéaire, qui est a la base de
la turbulence d’ondes, on s’intéresse maintenant au mode de description spatiale
des phénomenes. Les symétries du probleme poussent a utiliser une description
sphérique, en prenant comme verticale I’axe de rotation. Il est plus pratique d’uti-
liser un repere mobile sphérique particulier, connu sous le nom de repere de Craya-
Herring, et qui est une fonction de k. Dans ce repere, les opérateurs linéaires prennent
une forme simplifiée, ce qui facilitera I'analyse.

3.3.1 Définition

La figure 3.1 montre comment le repere de Craya-Herring est défini, ou ey, e et
es sont les vecteurs fixes du repere cartésien initial.

Q
e3 ek
k
| efP
6 3
—a .
e 2 ee
\/(\\\\\\\\\\\ i
o ¢
1

Fic. 3.1 — Repere de Craya-Herring associé au vecteur d’onde k

Les vecteurs de la nouvelle base s’expriment sous la forme :

er(k) = %, (3.51a)
eo(k) = ey(k) x ex(k), (3.51b)
es(k) = % (3.51¢)

ot k = |k|.

3.3.2 Vecteurs N

On s’intéresse ici a des vecteurs particuliers, qui sont propres pour 'opérateur
linéaire 7,5, et qui traduisent les effets de la rotation. Ils interviennent dans la
résolution du systéme linéaire, et constituent ainsi une base de projection des ten-
seurs.
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3.3.2.1 Définition

On définit, pour un k donné, le vecteur :

0
N(k)=ey+ie,=| 1 |, (3.52)
1

ou les coordonnées sont celles dans le repere de Craya-Herring. Ces vecteurs sont
propres pour l'opérateur de rotation -;;, comme on le verra ultérieurement.

3.3.2.2 Relations utiles

Les vecteurs IN vérifient les premieres propriétés suivantes :

N;N; = N)N; = 0, (3.53a)
N;Nf = 2, (3.53b)
k:N; = k;NF = 0, (3.53¢)
Ni(-k) = N (k). (3.53d)

Ces relations se déduisent de la définition (3.52) et de (3.51).

3.3.3 Opérateurs linéaires
3.3.3.1 Expression

Dans le repere de Craya-Herring, le tenseur A;;, écrit sous forme matricielle,
devient :

000
0 01
et donc le tenseur +;; s’écrit sous la forme :
0 0 0
Yij = 0 0 2Qcosf | . (3.55)

0 —2Qcosh 0

Ce dernier tenseur reflete les effets linéaires de la rotation, ¢’est pourquoi son ex-
pression sera utile dans le cadre de la théorie linéaire. La matrice étant presque
creuse, cela simplifiera toutes les opérations ot elle intervient. On peut en déduire
la premiere propriété suivante :

YinlNp, = 2iQcosON;, (3.56)
YN, = —2iQcos N}, (3.57)
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3.3.3.2 Propriétés

Le tenseur A;; vérifie I'identité suivante :
AN, = N; (3.58)

que 'on obtient simplement en utilisant les expressions dans le repere de Craya-
Herring. Les vecteurs IN, en plus de (3.53), possédent les propriétés :

NN: 4+ NN, = 2Ap, (3.59a)
k
N;N; - NN} = 2#5,,-]-. (3.59b)

Ces relations se vérifient, par exemple, terme a terme en utilisant la forme simplifiée

3.3.4 Application au tenseur spectral

Dans la base de Craya-Herring, le tenseur ®;; ne dépend que de quatre fonctions
scalaires, du fait de I’homogénéité et de I'incompressibilité ; il s’écrit donc sous une
forme simple.

3.3.4.1 Grandeurs spectrales fondamentales

Le tenseur ®;; s’écrit alors :

0 0 0
®;=10 e+z z+ih |, (3.60)
0 z—1h e—2z

avec e, z., z; €t h quatre fonctions réelles de k et ¢. Les premieres ligne et colonne
sont nulles du fait de I'incompressibilité. En posant z = z, + 7z;, on a ainsi défini les
trois grandeurs :

1
e = 5 [@11 + @22 + @33] (361&)
1 .
=3 [®oy — Py + 1 (P32 + Pa3)] (3.61Db)
h = %((1)32) = %(@23), (361C)

oll & représente la partie imaginaire. Ces trois fonctions décrivent completement le
tenseur spectral, mais I’'inconvénient de cette écriture est qu’elle est fortement liée
au repere de Craya-Herring. On va maintenant donner une expression tensorielle
pour e, z et h, faisant intervenir les vecteurs propres de -;;, et le tenseur ®;;.
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3.3.4.2 Expression tensorielle

On peut exprimer les trois fonctions e, z et h de maniere plus synthétique sous
la forme :

1
1
1k
h = _iizlglijq)ij (362(3)

d’aprés leurs définitions, les propriétés (3.53) et celles du tenseur alterné. Il est
important de noter que, contrairement aux expressions (3.61), ce sont des relations
tensorielles conservées dans n’importe quelle base.

A partir de (3.60), on écrit enfin ®;; comme la somme de deux tenseurs réels
faisant intervenir séparément e et z, et un tenseur imaginaire pur ne dépendant que
de h. Alors, d’apres les expressions (3.62) et différentes propriétés, on peut écrire le
tenseur spectral sous la forme synthétique :

k
®ij = e Ay + R [z Ni"N;*] +ih Elglija (3.63)

ou R désigne la partie réelle.

3.3.5 Etude de e, z et h

L’utilisation de ces trois grandeurs particulieres se justifie par le fait que 1’on peut
relier deux d’entre elles a des quantités physiques, ce qui facilite leur interprétation.
Puis on verra en quoi elles peuvent étre le reflet d’un anisotropie dans I’écoulement.
Enfin on donnera une premieére propriété de symétrie, ainsi que leurs équations
d’évolution temporelle.

3.3.5.1 Lien avec les grandeurs physiques

La fonction e(k,t) est reliée a I’énergie cinétique turbulente & l'instant ¢ par la
relation :

£(t) = /]R el 1) &K, (3.64)

Elle représente donc ’énergie cinétique turbulente contenue, a un instant ¢, dans les
ondes de vecteur d’onde k, d’ou son nom d’énergie spectrale.

La fonction h(k,t) est quant a elle reliée a I’hélicité moyenne a 'instant ¢, définie
par :

H(t) = %u(w,t). % u) (@D, (3.65)

et qui ne dépend pas de la position & choisie, par homogénéité. On a en effet la
relation :

H(t) = — /RS k h(k,t) d*E, (3.66)
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qui se démontre en écrivant que :
1 8uk
H = i Ui
(t) 26 ikt an
1 o
= - / / §¢k;sjikai(k)ak(k')e“’c“ﬂ>-w d*k k', (3.67)

et en se servant de (2.66) et (3.62c). C’est pourquoi la fonction h(k,t) sera appelée
I’hélicité spectrale, car elle représente, a un facteur k pres, I’hélicité contenue dans
I’onde de vecteur d’onde k. Il est intéressant de regarder maintenant quels sont les
liens entre les trois grandeurs spectrales et ’anisotropie de la turbulence.

3.3.5.2 Cas d’une isotropie initiale

On va montrer que si la turbulence est isotrope initialement, alors A est nul a
t = 0 et le reste a tout instant. On rappelle que 'inverse d'un écoulement est son
écoulement symétrique par rapport a l’origine. On dit qu’une turbulence possede
la symétrie d’inversion si un écoulement et son inverse sont équiprobables dans
I’ensemble des réalisations.

Si la turbulence initiale est isotrope, alors elle a la propriété d’inversion initia-
lement, 'opération d’inversion étant simplement la composition de trois symétries
selon les plans ;1 = 0, zo = 0 et 3 = 0. On a vu dans la partie 3.2.4.2 qu’une
solution et son inverse sont régies par les mémes équations d’évolution temporelle,
et donc elles vont rester équiprobables a tout instant ultérieur. Donc la turbulence
garde la propriété d’inversion a tout instant. Ainsi, si on raisonne sur le tenseur des
corrélations, on a, du fait de I’homogénéité :

Rij(r,t) = wu(x,t)uj(x+r,t) (en x), (3.68)
Rij(—r,t) = [—ui(—=,t)][-uj(—z —r,t))] (en —x). (3.69)

Done, a un instant ¢, les contributions d’une solution w(z,t) a (3.68) et de son
inverse —u(—x,t) & (3.69) étant égales, les deux moyennes sont égales, et la fonction
r — R;j(r,t) est paire. Par transformée de Fourier, on déduit que ®;;(k,t) est un
tenseur réel. Comme ®;;(k,t) est hermitien, il est donc symétrique. Finalement, la
définition (3.62c) implique que A est identiquement nul, & l'instant considéré. Donc
si la turbulence est initialement isotrope, on a V¢ > 0, Vk € R®, h(k,t) = 0.

On remarquera de plus que dans ce cas, et avec (3.34) écrite pour ®;; et pour ®;;,
on obtient que T;; est lui aussi symétrique. Il faut enfin noter que ce raisonnement,
ainsi que celui sur la conservation de la symétrie d’inversion a tout instant, ne sont
valables que si on admet l’existence et surtout 'unicité d’une solution a (3.34).

3.3.5.3 Marqueurs de ’anisotropie

Il est clair que, pour une turbulence initialement isotrope, I’anisotropie éventuelle
du tenseur ®;; ne peut alors se manifester que via e et z, ce que I'on va voir ici.
On suppose donc h identiquement nul dans cette section. En partant de (3.63),
I’expression isotrope (2.80) de ®;; inspire alors la décomposition suivante :

E

E * *
q)ij = %[(I)zg] = WA” + (6 - m) Aij —+ %[2 N; Nj ], (370)
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ol les deux derniers termes mesurent 1’écart par rapport a l’isotropie. En particulier,

le tenseur :
E

quantifie ’anisotropie directionnelle, c’est-a-dire I’écart, selon 6 et ¢, de I’énergie par
rapport a une distribution sphérique. De plus, le tenseur :

de trace nulle, quantifie I’anisotropie de polarisation. En effet, dans le repére de
Craya-Herring, ®;; est diagonalisable en tant que matrice réelle symétrique, et on
peut méme trouver une base de diagonalisation orthonormale. Ses valeurs propres
sont 0, e — |z| et e + |z|, et on se concentre sur le cas ou elles sont distinctes, pour
plus de clarté. On a ainsi trois droites propres perpendiculaires : I'une est celle
portée par k, associé a la valeur propre 0, et les deux autres sont dans le plan ey,
es. Comme on a éliminé le cas ou z = 0, qui correspond a deux valeurs propres
confondues, on peut écrire de maniere unique z = |z| €'V, avec ¥ la phase de z. On
montre alors que l'orientation des vecteurs propres, perpendiculaires, associés aux
valeurs propres e — |z| et e + |z], est entierement déterminée par W. z définit donc
les directions propres de ®;; dans le plan perpendiculaire a k.

De (3.70), on peut en déduire, entre autres, l’expression du tenseur de Reynolds,
qui est une estimation possible de 1’anisotropie. Il s’exprime comme la somme de
trois contributions :

u(t) = /Rgcbijd:*'k
= 25(t)%+/ e A--d3k+/ R [z N;*N;*|d*k. (3.73)
3 Jrs Amk2 ) Y - v T

ou on a utilisé (2.72) pour le premier terme. On remarque qu’en fait, méme si h
était non nul, sa contribution au tenseur de Reynolds serait nulle, a cause de la
propriété (3.76). On constate la contribution sur tout I’espace des tenseurs (3.71) et
(3.72), que I'on retrouve sous une forme similaire des que I'on veut calculer d’autres
tenseurs de corrélation d’ordre deux, comme celui pour la vorticité par exemple. On
va voir, enfin, que e, z et h possedent certaines propriétés par inversion, puis on va
donner leurs équations d’évolution.

3.3.5.4 Symétrie par inversion

On peut déduire de (3.62), une premiere propriété de symétrie. En effet :

6(-’6, t) = _(bii (—k, t)

= e(k,t)’ (374)
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et e reste invariant par inversion. De plus :

Ak t) = %Ni(—k)Nj(—k)éij(—k,t)

_ % * (RN (k)" (K, t)

= (k). (3.75)

Enfin :

1 K

h(—k,t) = iizé‘lij(bij(—k,t)

1 K
= _Elzgljiq)ji(k;t)

= h(k,t), (3.76)

donc h est aussi conservé par inversion.

3.3.5.5 Equations d’évolution temporelle

De T'équation (3.34) d’évolution temporelle de ®;;, on peut en déduire tout
d’abord celle de e :

Oe 1
— +2wk’e = Ty .
5 vkZe 5 1> (3.77)

en utilisant (3.25a), et grace a (3.62a). Pour ’équation de z, on utilise le résultat
intermédiaire :

N;Lim = [Vk® + 2iQ cos 0] N; Ny, (3.78)
ol on s’est servi de la propriété (3.56). On en déduit, grace a (3.62b), que :

1
% +2 (vk* 4 2iQcosf) 2 = 5 NilN; T (3.79)

Enfin, pour A, on utilise la propriété (3.59b) pour écrire :

§Zz‘fliﬂmz"1’mj = g mi [Ni Nj — NiNJ'] Prmj
1
= —122' cosd [N}, N; + NmN;] P
1
= — 521’ cos O0A Py
= iQcosfh Dy, (3.80)

en utilisant (3.56), puis (3.59a) et enfin (2.78d). De méme :

1k 1.k *
§Zzl5lij7qu>im = <§Zé5lij7miq)mj)

= iQcosf Dy, (3.81)
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ol on s’est servi du caractére hermitien de ®;;. Finalement, avec (3.62c), on obtient :

Z—?-FQszh = —%i%&lijﬂj. (382)
On s’apercoit que les équations pour e et pour h n’ont pas de dépendance angu-
laire explicite, mais qu’elle est contenue implicitement dans le terme de transfert.
L’équation pour z fait par contre intervenir ’angle 6, ce qui produira un compor-
tement oscillatoire. Enfin, le taux de rotation n’apparait que dans cette derniere
équation, donc si I’on considére le probleme entier, c’est-a-dire sans modélisation du
terme de transfert, c’est le seul endroit ou I'intensité de la rotation intervient. Cepen-
dant, cela ne veut pas dire que les effets de la rotation sont purement linéaires, car
leur influence se fait sentir, au cours du temps, via la modification qu’ils entrainent
sur le tenseur spectral et donc sur le terme de transfert.

3.4 La théorie linéaire

On va maintenant se placer dans le cas ou on néglige le terme non linéaire. La
dynamique linéaire est intéressante, car d’une part elle traduit le comportement du
fluide a différents moments de son évolution, et d’autre part, elle met en relief le role
des ondes inertielles et de leurs interactions. Si on néglige le terme non linéaire dans
I’équation (3.28), on n’a plus aucun couplage entre les différents vecteurs d’ondes :

01 -

E(k, t) + Lin(k)t,(k,t) = 0, (3.83)
ce qui implique qu’un mode évoluera indépendamment des autres, sans qu’il y ait
d’interactions modales. On peut encore écrire cette équation sous la forme :

ou

— +Lu =0, 3.84

ot (3:84)
avec L la matrice de l'opérateur tensoriel linéaire L;;. L’équation vérifiée par le
tenseur spectral ®;; est alors ’équation (3.34) sans second membre :

8@17
ot

Dans un premier temps, on cherchera I'expression de @ a partir de (3.84). Elle se
trouve plus facilement si on se place dans un repere approprié, dépendant du vecteur
d’onde considéré. Puis, dans un deuxieme temps, on en déduira 'expression de ®;;.

3.4.1 Résolution du systeme

On sait que les effets de la viscosité seule résultent en une décroissance exponen-
tielle. On effectue donc le changement de variable :

b =e*ta, (3.86)
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dans (3.84), et le systéme & résoudre pour @ s’écrit maintenant :

00 _
5 =10 (3.87)

Le systéme est purement linéaire, on peut donc exprimer la solution en fonction des
vecteurs propres de l'opérateur 7.
3.4.1.1 Vecteurs propres de 7y

Le vecteur IN et son conjugué sont des vecteurs propre pour l'opérateur . On a
en effet, d’apres (3.55) :

YinlNo = iw(k)N; (3.88)
YinNy = —iw(k)N], 3.89)

avec :
w(k) = 2Qcosb, (3.90)

la fréquence des ondes inertielles. Ainsi, les vecteurs IN et N* sont propres pour 7,
de valeurs propres associées respectivement iw(k) et —iw(k). De plus, le vecteur k
est aussi propre pour vy, de valeur propre associée 0.

Si 0 # m/2, les trois valeurs propres sont distinctes, 7 est diagonalisable et k,
N et N* forment une base de C* en tant que C espace vectoriel. Si 6 = 7/2, 0 est
valeur propre triple, et v = 0 est diagonalisable : les trois vecteurs forment aussi une
base propre. L’existence d’une base propre assure que ’on pourra ultérieurement
développer n’importe quelle grandeur vectorielle dans 1’espace spectral, la vitesse en
particulier, comme une combinaison linéaire de k, N et IN*.

3.4.1.2 Etude de la relation de dispersion

Les modes oscillent a la fréquence angulaire w(k) = 2 cos 6, et les ondes sont
donc dispersives car leur fréquence ne dépend pas linéairement de k. On a de plus

la symétrie w(—k) = —w(k). Leur vitesse de groupe varie ainsi avec k. Elle vaut :
2k x (2 x k) 2Qsin 6
C(k) = 13 = e (3.91)

avec une amplitude :

2Q2sin 0
k

|IC (k)| = ) (3.92)
Enfin, la vitesse de groupe est perpendiculaire a k, dans le plan de €2 et k. L’énergie
se propage donc perpendiculairement a la direction de propagation de l'onde. Le
maximum de Pamplitude de C(k) est atteint pour § = 7/2, c’est-a-dire pour les
modes perpendiculaires a €, pour lesquels w(k) = 0 et C(k) = 2Q/k. Ces ondes
sont quasi-stationnaires, a la viscosité pres, mais elles dispersent beaucoup d’énergie.
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3.4.1.3 Champ de vitesse solution

On peut écrire la solution de (3.87) sur la base de vecteurs propres de 'opérateur
linéaire 7;;. On obtient :

5 = Ap(k)N;(k)e™®" + A_(k)N; (k)e “®) + A(k)k;. (3.93)

En calculant k;7;, et en utilisant la condition d’incompressibilité (3.21b) et la pro-
priété (3.53c), on en déduit que :

o = AL(k)Ni(k)e“® + A_ (k)N (k)e ®" (3.94)

et donc @ = e FU[AL(k)N;(Kk)e“ ™ 4 A_(K)N; (k)em“® | (3.95)

relation qui exprime la vitesse spectrale sur la base de vecteurs propres de 'opérateur

linéaire L. Les amplitudes A, (k) et A_(k) peuvent aussi s’exprimer en fonction de
la vitesse au temps ¢ = 0 par :

Auk) = SN (R)(k,0) (3.962)
A (k) = %Ni(k)ﬂi(k,o). (3.96b)

En prenant le conjugué de ces deux relations, on obtient :

A(k) = Ai(-k), (3.97)
AM(k) = A_(—k), (3.98)

ol on a utilisé (3.53d), et la propriété :
ui(—k) = u;(k), (3.99)

qui assure que les composantes u; sont réelles.

3.4.2 Tenseur de Green

On aurait pu retrouver ’expression (3.95) en utilisant le tenseur de Green associé
au probléme linéaire (3.83).

3.4.2.1 Définition

C’est une méthode qui consiste a chercher une solution du probléme en exprimant
la vitesse & un temps ¢ en fonction de celle & un temps ' fixé, sous la forme :

ui(k,t) = Gy (k, t, 1), (k, 1), (3.100)

ol G;j(k,t,t') est le tenseur de Green en deux temps associé au probleme. On cherche
donc un tenseur qui vérifie :

Gij(k, 1, 1) = Aij(k), (3.101b)
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cette derniere relation représentant la condition initiale. On montre que ’on peut

encore écrire :
A 2 !
Gij(k, t,t) = e F=OGUEPD (g 1 1), (3.102)

A(RDT . N
avec ng ) le tenseur de Green associée au probléme lindaire sans viscosité, com-
munément appelé RDT, pour “Rapid Distorsion Theory” (voir par exemple Hunt &

Carruthers [29]). Le nouveau tenseur CA?(RDT) vérifie donc :
aG T .
- YinGUPT) = 0, (3.103a)
avec  GUPD (K, 1) = Ayj(k). (3.103b)

3.4.2.2 Expression

En raisonnant toujours sur les valeurs propres de 'opérateur 7, la solution de
(3.103) est la suivante :

G (kg 1, 4') = % NiNj e B0—t) . N2 et (3.104)
ol on a utilisé la propriété (3.59a). Ce tenseur sera noté dorénavant :
GIPD (K, t,¢) = GUPD (K, t — 1), (3.105)
car il ne dépend que de (¢ —t'). On en conclut que :
éij(k, tt) = %e—uk2(t—t’) N@_N;eiw(k)(t—t’) + Ni*Nje—iw(k)(t—t’)] (3.106)
ne dépend aussi que de (¢ — t'). On notera de méme :
Gij(k,t,t") = Gyij(k, t —1'). (3.107)
Enfin, le tenseur G;; a les propriétés suivantes :
NGy = Gip, (3.108a)
GimGim = A, (3.108Db)
RDT).

qui sont aussi valables pour G

3.4.2.3 Solution

Alors, que ce soit avec (3.95) et (3.96), ou bien avec (3.106) pris en t' = 0, on
obtient :
u;(k,t) = Gi;(k,t)u;(k,0). (3.109)

On retrouve le champ de vitesse dans ’espace physique grace a la transformée de
Fourier inverse :

’U,Z(Zl?,t)
= / (K, 1)e!*® Ak
R3

— / e—ucht [A+(k)Ni(k)6i(k'm+w(k)t) + A_(k)NZ* (k)ei(k.z—w(k)t)} d3k(.3.110)
R3
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Ce champ apparait donc comme une superposition de modes inertiels, qui sont des
ondes dues a la rotation. Les conditions initiales & ¢ = 0 étant données, la démarche
de construction d’une solution physique a tout instant est la suivante : la donnée
du champ de vitesse dans 1’espace physique, en tout point et a ¢ = 0, permet d’en
déduire le champ de vitesse dans I’espace spectral a ¢ = 0 par transformée de Fourier.
Les expressions (3.96a) et (3.96b) permettent alors d’en déduire A, (k) et A_(k).
Le champ de vitesse dans ’espace physique est ainsi entierement déterminé a tout
instant, grace a I'intégrale (3.110).

3.4.3 Evolution des grandeurs spectrales

Maintenant que le champ de vitesse dans I’espace spectral est connu, on peut en
déduire d’abord I’expression du tenseur spectral, puis les équations d’évolution des
quantités e, z et h.

3.4.3.1 Tenseur spectral

L’équation (3.109), avec la propriété (2.66) de ®;;, donne :
Dy(k,t) = Gau(k, )G jm(k, ) im (K, 0), (3.111)

toujours en intégrant le Dirac sur tout ’espace. Le tenseur de Green associé au
probléme linéaire pour le tenseur spectral est ainsi le produit de tenseurs de Green
pour le champ de vitesse. Il aurait été beaucoup plus difficile de le déterminer direc-
tement a partir de I’équation d’évolution linéaire de ®;;, (3.85).

Si ®;; est isotrope a t = 0, on obtient, grace a (3.111) et (2.80) :

—2uk2tE(ka t)

ijk,t) = P A (k)G (R 1G5 (K1)
o2y E(K, 0
= ek 4(7rk2)A”(k) (3.112)

ou on a utilisé (3.108). Ainsi, I'isotropie initiale est conservée au cours du temps,
et 'anisotropie ne peut donc pas étre générée par un phénomene purement linéaire.
La structuration bidimensionnelle de I’écoulement ne peut donc pas s’expliquer sim-
plement avec le théoréme de Taylor-Proudman, et nécessite I'intervention des effets
non linéaires.

3.4.3.2 Conséquences sur e, z et h

Avec (3.111) et (3.62a), I’énergie spectrale suit la loi d’évolution suivante :

e(k, t) = _(I)ii (k, t)

N =N =

— _€—2Vk2th(l]zDT) (k, t)G(RDT) (k’ t)(blm(k’ 0)

m

= e 2k, 0), (3.113)
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en utilisant (3.108), et (2.78d). On peut, de la méme fagon, en déduire les équations
vérifiées par z et h :

2(k,t) = e Wt 2wk (k) (3.114)
hk,t) = e 2"h(k,0), (3.115)

en se servant de (3.62b), (3.62¢) et (3.111). On retrouve le résultat qu’il n’y a pas de
transfert d’énergie entre nombres d’ondes, et que la seule source d’atténuation est
la décroissance exponentielle visqueuse.

3.4.4 Turbulence faible devant la rotation

On suppose maintenant non plus que les effets non linéaires sont négligeables,
mais simplement qu’ils sont faibles devant les effets de la rotation. En notant Roy,
le nombre de Rossby basé sur les grandes échelles, de taille L et de vitesse ca-
ractéristique v/, il est équivalent de dire que Roy, est trés petit devant 1. L’analyse
d’une telle turbulence prouvera que la premiere phase d’évolution est purement
linéaire. Cette constatation conduira alors a réutiliser, dans ’analyse non linéaire,
la décomposition des quantités spectrales sur la base propre de la théorie linéaire :
cette approche est appelée turbulence d’ondes.

3.4.4.1 Phénomenes caractéristiques

On essaie d’extraire des informations de 1’équation spectrale (3.23) :

5 YVinlin + VE2T; = —iNjkp Ty * Uy

par des adimensionnalisations, en regardant les ordres de grandeurs des différents
termes. On se concentre sur les grandes échelles, et on note €2 'ordre de grandeur
du taux de rotation et les grandeurs adimensionnelles avec un chapeau. Ro;, < 1
implique que le temps caractéristique de la rotation est bien inférieur au temps de
retournement des tourbillons sans rotation. Cela se traduit par :

L
Ol < =, (3.117)
u
et la rotation est donc le premier effet & se manifester dans le temps.
Pour des temps de 'ordre du temps caractéristique de la rotation 27!, on obtient :

o1, . .
6—5 — Yinlin + Ekpk*0; = —iRop,Ajikmymy % T,

avec Fky le nombre d’Ekman aux grandes échelles. On s’apercoit qu’en turbulence &
faible nombre de Rossby, le terme non linéaire peut étre négligé aux grandes échelles.
De plus, on peut dire raisonnablement que la non linéarité n’affecte pas les petites
échelles sur cette courte échelle de temps. Dans ce cas si t ~ 1, on peut appliquer
la théorie linéaire et la turbulence ne ressent que les effets de la rotation et de la
viscosité. En pratique, grace a (3.113) et (3.115), e et h décroissent par dissipation
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visqueuse, et grace a (3.114), |z| aussi. Le comportement du fluide pour des temps
de l’ordre de Q! est donc parfaitement connu, et on se focalise alors sur les échelles
de temps beaucoup plus grandes, afin de voir apparaitre les effets non linéaires.
Pour des temps de I'ordre du temps de retournement des tourbillons ¢t ~ L/u’ =
Ro,'Q ', ona:
a(;;’ - R%L%"ﬁ” + g = ik

ol Rey, le nombre de Reynolds aux grandes échelles. On peut alors négliger les effets
de la rotation sur les grandes échelles car Roy, est petit. On peut méme négliger les
effets de la viscosité pour les grands nombres de Reynolds. Dans ce dernier cas, on
retrouve une équation de cascade non linéaire, avec conservation de 1’énergie totale,
sans pertes d’énergies a ’infini. C’est pourquoi I’analyse du probleme a petit nombre
de Rossby conduit & se placer par la suite dans le cas ol1 ¢t > Q7! <= Qt > 1.

3.4.4.2 Approche qualitative : les surfaces résonantes

Pour mieux comprendre quels sont les phénomeénes dominants de la turbulence
en forte rotation, on regarde le comportement des amplitudes A, et A_. Dans la
théorie linéaire, ces amplitudes sont constantes, mais dans ’hypothese d’une turbu-
lence a bas nombre de Rossby, elles varient sur des échelles de temps longues. Par
conséquent, on suppose que les amplitudes ont une dépendance lente en temps. Afin
de trouver leurs équations d’évolution temporelle, on injecte (3.95) dans (3.23). La
multiplication par N; (k) donne ’équation pour A, et la multiplication par N;(k)
donne celle pour A_. On en déduit :

9A,

o (k,t) = e “WOIN: (k)T (k,1), (3.120a)
%(k,t) = “OIN (k) (K, 1), (3.120D)
avec :
Ii(k,t) =

1 ’ ’ . ’ . ’
—éikme”k%/ e_u(k 24 |k—k'|2)t A_|_ (kl, t)Nl(kl)ezw(k )t + A (kl, t)Nl* (k/)e—zw(k )t]
R3

X [A+(k — K )Ny (k — K)e® Rt L A (k- K t)N: (k — k')e*iﬂ’“*k’)t] d*k'.
(3.121)

Pour effectuer une analyse simplifiée des membres de droite de (3.120), on néglige
a nouveau la viscosité. Une premiere approximation consistant a dire que les ampli-
tudes A, et A_ restent constantes sur des intervalles de temps de 1’ordre de Q7 !,
on voit que la dépendance temporelle est contenue dans des termes du type :

exp [t (w(k) T w(k') tw(k —K'))t]. (3.122)

Ce sont des composantes oscillantes en temps, sous réserve que leur fréquence, w(k)+
w(k') £ w(k — k'), ne soit pas nulle. Pour un vecteur k donné, les surfaces décrites
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dans l'espace des k' par w(k)+w(k')tw(k—k') = 0, jouent donc un rdle particulier.
On les appelle, pour un choix de signes, les surfaces résonantes, et il y en a quatre
types. Elles jouent un role tres important dans la dynamique non linéaire.

Afin de mieux cerner leur prédominance par rapport au reste de ’espace spec-
tral, on fixe un vecteur d’onde k. On découpe alors l'intégrale spatiale (3.121) en
une intégrale sur les quatre surfaces résonantes pour ce k, Iy,f, et une intégrale sur
le reste de 'espace Iiegte, €n intégrant a chacune de ces intégrales le terme en eFiw(k)t
présent dans (3.120a) et (3.120b). Pour I’évaluation de la contribution de Iiegte, On
s’intéresse au comportement des différents facteurs de I'intégrande. On choisit ainsi
un k' dans R® privé des surfaces résonantes. Le terme (3.122) est donc rapidement
oscillant en temps, de fréquence de I'ordre de €2. De plus, les autres termes, faisant
intervenir A, ou A_, évoluent lentement en temps, comparativement aux oscilla-
tions rapides de (3.122). L’intégrale I eqe a finalement une dépendance en temps
rapidement oscillante, donc de période tres courte. On comprend ainsi que, quand
on integre temporellement les équations (3.120a) et (3.120b) sur cette période, les
portions de quasi-sinusoides (I'une positive, 'autre négative) vont pratiquement se
compenser, donnant une contribution de 'intégrale ¢ négligeable.

Par contre, la dépendance en temps de Ig,f n’est pas oscillante, car les k' que
I’on integre se trouvent sur les surfaces résonantes. L’intégration temporelle de I,
consiste donc en une addition de termes qui ne se compensent pas a priori, ce qui pro-
duit finalement une contribution petite mais non négligeable, du moins par rapport
a celle de I e50. L'importance des surfaces résonantes est par conséquent cumulative
en temps.

3.4.4.3 Conclusions

Les vecteurs se trouvant sur les surfaces résonantes, ou tres proches, vont donc
contribuer de maniere beaucoup plus importante que les autres vecteurs aux varia-
tions des amplitudes, et sont donc le support de la non-linéarité. Un fait remarquable
est que ces surfaces occupent un espace négligeable de R?, ce qui n’empéche pas leur
contribution d’étre dominante. On s’apercoit finalement que la rotation exclut tout
un ensemble de triades non-résonantes, ce qui a pour effet de diminuer I'influence
de la non-linéarité. On s’attend donc a ce que le temps caractéristique de la non-
linéarité, qui était de ’ordre de :

5 = QO 'Ro;! (3.123)
sans la rotation, soit plus grand si on lui superpose une rotation. De plus, la cascade
étant diminuée, la dissipation est moins importante, et donc la décroissance de la tur-
bulence est atténuée, ce qui est bien observé expérimentalement. Enfin, on s’attend a
ce que, pour une rotation forte, une structuration plutét bidimensionnelle apparaisse
dans I’écoulement. L’anisotropie non-linéaire devrait se développer dans la direction
perpendiculaire a €). Cependant, I’écoulement ne sera jamais complétement bidimen-
sionnel, car alors la force de Coriolis, irrotationnelle, pourrait étre incluse dans le
terme de pression, éliminant toute influence dynamique de la rotation.
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Chapitre 4

Le modele EDQNM

4.1 Introduction

Dans une approche statistique et spectrale de la turbulence, il s’agit de résoudre
un systeme infini d’équations pour les moments d’ordre n, chaque équation faisant
intervenir le moment d’ordre juste supérieur. Pour traiter ce probleme, la méthode la
plus répandue est celle consistant a ne s’intéresser qu’aux équations d’évolution des
m premiers moments. Bien entendu, comme elles ne constituent pas un systeme fermé
d’équations, il faut alors proposer une modélisation pour le moment d’ordre m + 1,
voire pour les moments d’ordre encore supérieur. La difficulté réside dans le choix du
modele de fermeture, car il doit étre cohérent avec le systeme complet d’équations,
et doit de plus correspondre, dans la mesure du possible, a une certaine réalité
physique. Alors que beaucoup de modeles s’arrétent simplement a I’ordre 2, le modele
EDQNM (pour Eddy-Damped Quasi-Normal Markovian) conserve également 1’équa-
tion régissant I’évolution des moments d’ordre 3. C’est un modele qui a été rendu
populaire par les travaux d’Orszag [48], et qui a été utilisé extensivement dans 'unité
de recherche ou s’est déroulée cette these. On a en effet montré que TEDQNM était
un modele de fermeture particulierement bien adapté aux cas d’écoulements soumis
a des forces extérieures, dont les effets linéaires sont pris en compte par une fonction
de Green (voir [11]). On peut en particulier citer les études de turbulence stratifiée
de Godeferd [21], ou Godeferd & Cambon [22].

L’idée de départ du modele EDQNM est d’utiliser une approximation quasi-
gaussienne QN afin d’exprimer les moments d’ordre 4 en fonction des moments
d’ordre 2, une approximation gaussienne pure entrainant des moments d’ordre 3
identiquement nuls. On en déduit ensuite les moments d’ordre 3 en fonction de
ceux d’ordre 2, grace a 'introduction d’une fonction de Green associée au probleme
linéaire. On obtient finalement une équation d’évolution ne faisant intervenir que les
moments d’ordre 2. Les inconvénients majeurs sont que 1’on peut voir apparaitre
des énergies spectrales négatives, et que la zone inertielle, dans le cas initiale-
ment isotrope et sans rotation, n’est pas en k~%3, comme prédit par Kolmogorov.
L’introduction d’'un amortissement tourbillonnaire ED a pour objectif d’assurer la
réalisabilité du modele, c’est-a-dire de faire disparaitre ces énergies négatives. Or, ce
phénomeéne apparait parce que les moments d’ordre 3 aux grandes échelles ont une
amplitude trop importante, ce qui entraine, via I’équation d’évolution des moments
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d’ordre 2, un déficit d’énergie aux petits nombres d’ondes. Les moments d’ordre 3
des grandes échelles ont en fait une mémoire trop longue de leur condition initiale
et de I’histoire des moments d’ordre 2. L’idée est donc, par I'ajout d’un amortisse-
ment, de diminuer le temps de mémoire. Cette méthode ne suffit pas a prouver que
le modele est réalisable, mais on observe néanmoins en pratique la disparition des
énergies négatives : cela est donc efficace, mais de maniere empirique. On introduit
alors une hypotheése de markovianisation (M), qui consiste a raisonner sur les temps
d’évolution de différentes quantités. On peut alors montrer que le modele EDQNM
ainsi construit assure la réalisabilité. De plus, 'amortissement tourbillonnaire per-
met, par un choix judicieux, de rejoindre la théorie de Kolmogorov en ce qui concerne
le comportement du spectre dans la zone inertielle.

Le modele EDQNM présenté dans ce chapitre revét un caractere de généralité, car
Iopérateur linéaire peut étre modifié pour prendre en compte d’autres effets, comme
un gradient de vitesse moyenne par exemple. En théorie, seul le choix de I’amortisse-
ment tourbillonnaire devrait se faire différemment selon le type d’écoulement étudié.

4.2 Equations sur les moments

On rappelle que L est Popérateur linéaire tel que L;;(k) = —v;;(k) + vk?&;;, qui
inclut les effets de la force de Coriolis et les effets visqueux. On cherche ici a écrire
les équations différentielles vérifiées par les moments d’ordre 3.

4.2.1 Evolution des moments d’ordre 3

L’équation spectrale de départ est :

0P, ;
815] + Lim®@mj + Ljm®im = Tij = i + 755, (4.1)
1
ou Tij = ikmAle)ilm = §inlm@ilm- (42)
On rappelle que ©;,, s’exprime sous la forme :
Ol ) = [ [ Tun(l. W, K" )RR (43)
avec Film(k, k,, k”, t) = ﬂz(k, t)ﬂl(kl, t)ﬂ,m(k”, t) (44)

On cherche maintenant a obtenir I';;;, via son équation d’évolution et sous cer-
taines hypotheses. On part de I’équation pour la vitesse suivante :

01;

ot

que l’on multiplie par 4;(K', t)a,,(k",t) et que 'on moyenne pour obtenir :

%Zi (K, t)iig (K, 1)t (K", 1) 4 Lin ()i (k, 1) (K, t)im (k" 1)

= il (k) k(i * i) (s D) (K, ) i (K7 1), (4.6)
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Par permutation cyclique simultanée des triplets (i,1,m) et (k, k', k"), on obtient
deux équations similaires que ’on ajoute & (4.6) pour avoir :

arz m ! n
ot Fum(k, K K" 0) = —i > Ay(k)ka (i * i) (k, 1)U (K, O)iim (K", 1),

(o)

(4.8)

et la sommation s’entend en permutant cycliquement et conjointement les triplets
(i,1,m) et (k, k', k"”). On considere alors le terme Fj,,, connu, et on cherche une solu-
tion formelle de cette équation, en utilisant le tenseur de Green associé a ’opérateur
linéaire & gauche de (4.7).

4.2.2 Tenseur de Green

Plutot que de chercher ce tenseur directement & partir de (4.7), on va le construire
a partir de la fonction de Green associée au champ de vitesse spectral. Dans cette
optique, on pose :

Nitmper (B, K K51, ) = Gap(kyt — £)Glg(K',t — )G (K"t — 1) si t > 1,
Ailm;pqr(k, kl, k”; t, tl) = 0 sit< tl, (49)

ol Gj; est le tenseur de Green défini par (3.106). On fixe ¢/, et avec I’équation (3.101),
on déduit, pour ¢ > ¢ en dérivant (4.9), et ¢ < ¢’ directement, que :

8Ailm;pqr

ot + Lin(k)Anlm;pqr + Lln(k,)Ainm;pqr + Lmn(k”)Ailn;qu =0 (4-10)

De plus, en t = t'; Ajmpqr Présente une discontinuité, en tant que fonction de
t, car elle passe dans le sens croissant de 0 & A;,(k)A (k") Ay (K"). Ainsi, Ajmpgr
vérifie :

aAz m;pqr
# + Lin(k)Anlm;pqr + Lln(k,)Ainm;pqr + Lmn(k")Ailn;pqr

= Ay (k) Ay (k) Ay (K")5(t — 1) (4.11)

On peut montrer ce résultat en multipliant le membre de gauche (qui est une
distribution) par une fonction test & support compact ¢t — ¢(t), et intégrer le
tout sur | —oo, +oo[. En utilisant la définition de la dérivée d’une distribution, en
réduisant I'intégration sur [t', +o00[ grace a (4.9), et en utilisant (4.10), on se ramene a
l'intégration de la dérivée (au sens des fonctions) de t — Ajym.pgr (t)(t) sur [/, +o0].
On trouve finalement :

Aip (k) A (KA (B é(t) = /+Oo Aip(B) A (KA (Bt =t o(t)dt,  (4.12)

—0o0

d’ou I'équation (4.11).
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4.2.3 Solution particuliere

On cherche maintenant une solution particuliere de (4.7). Avec les propriétés
(2.78) et la définition (4.8) on montre que :

Nip(B) Ay (K Ay (K" Fpgr (K, K K" ) = Fum (K, K K" 1), (4.13)
et avec la définition (3.32) de T" on a la méme propriété :
Nip(B) A (K" Ay (K" pyr (K, K K" 8) = Dt (K, K K" T). (4.14)

On prend ¢t > 0, on multiplie (4.11) par Fy,.(k, k', K", 1), et on integre sur ¢’ > 0
en utilisant (4.13). On s’apercoit alors que le nouveau tenseur :

+o0
Cim (K, k' K" 1) = Nitmepar (B, K K" 8, 8) Foor (K, K K", £)dE 4.15
0 Pq pq

est solution de (4.7) pour ¢ > 0, mais sans avoir la bonne valeur a t = 0. Comme
ANitmipgr = 0'si t' > t, Pexpression de I, se réduit & :

A

t
P (e, K, K 1) = / Notmpar (e, K, K5 1, 8) Fyor (K, K, K, )2, (4.16)
0
et T;im est une solution particuliere de (4.7).

4.2.4 Solution générale formelle

Enfin, pour trouver la solution générale de (4.7), on ajoute a la solution parti-
culiere [';;,, une solution du probleme homogene, qui est facile a trouver grace au
tenseur de Green associé, ceci afin d’obtenir la bonne valeur initiale de I';;,,. Ainsi :

1—‘ilm kaklak”at = Ailm‘ T k:k,a k”;tao r T ka klakuao
sPq pgq
t
+ / Natmpar (s K, K5 1, 8) By (e, B Y )Y, (4.17)
0

est solution de (4.7) pour ¢t > 0, et on vérifie aisément que cette solution a une valeur
correcte a t = 0.

Si Fpyr est connu, alors (4.17) donne explicitement I';,,,, sachant sa valeur initiale.
On en déduit alors Oy, grace a (4.3), puis 7;; grace a (4.2), et enfin ®;; par (4.1).
Mais tout le probléme réside dans le fait que F,, n’est pas connu, et ne s’exprime
pour l'instant que comme une somme de moments d’ordre 4 : le modele EDQNM,
par une série d’approximations, va permettre d’obtenir une nouvelle expression pour
ce terme.

4.3 Approximations EDQNM

L’idée principale est de trouver un modele de fermeture pour le systéme d’équations
des moments, tronqué aux moments d’ordre 4. Ainsi, on cherche & exprimer F},,, sous
la forme :

Fpgr = [(®ij, Dkim), (4.18)
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ou f est une fonction suffisamment simple pour permettre une résolution analy-
tique du systéme. L’approximation Quasi-Normal (QN), ou quasi-gaussienne, pro-
pose d’exprimer les moments d’ordre 4 en fonction des moments d’ordre 2 unique-
ment :

Fpgr = f(245). (4.19)

On émet ensuite deux hypotheses de correction : I'hypothése Eddy-Damped (ED)
sur les moments d’ordre 3 et I’hypothése Markovian (M) afin de pallier les défauts
du modele.

4.3.1 Quasi-gaussianité

C’est une méthode qui consiste a évaluer les moments d’ordre 4 comme si le
champ de vitesse était gaussien, ce qui permet de les exprimer en fonction des mo-
ments d’ordre 2.

4.3.1.1 Présentation

Supposons que le champ de vitesse réel en tout point w est un processus gaussien.
Alors le champ spectral @ l'est aussi : c’est une transformation linéaire de w, par
définition, et on a vu qu’une somme de variables formant un vecteur gaussien est une
variable gaussienne. Or, pour des variables gaussiennes, les moments d’ordre 4 s’ex-
priment facilement comme somme de moments d’ordre 2, car les cumulants d’ordre 4
sont nuls. L’équation (2.35) en est un exemple pour des variables gaussiennes réelles
et de moyenne nulle, et ce résultat s’étend facilement pour des variables complexes.
On peut se demander pourquoi ne pas appliquer les propriétés des vecteurs gaussiens
aux moments d’ordre 3 directement : en tant que moments d’ordre impair, on mon-
trerait alors qu'ils sont égaux & zéro. Le terme de transfert 7;; dans (4.1) serait lui
aussi nul, conduisant & un probleme purement linéaire. C’est pourquoi la méthode
est appelée quasi-gaussienne, car elle n’utilise qu’une seule propriété des variables
gaussiennes.

4.3.1.2 Application a Fj,,

Le tenseur Fj,, fait apparaitre des termes du type :

+oo

(Tg * Up) (K, t)Uy (K )0 (K", t) = / g (p, t)in(k — p, t) (k' )i (K", t)d*p

- (4.20)
qui est une intégrale de moments d’ordre 4. En utilisant (2.35), on obtient donc :

Uk (p, O)in(k — p, 1)Uy (K', 1) (K", 1)
= O (p, 1) i (K, 1)5(R)S (K + ")

+ (k)P (k" t)5(k' + p)d(k + k" — p)

+ Ok, )i (K", 1)0 (K" + p)3(k + K — p). (4.21)

On injecte cette expression dans (4.20), et en utilisant (4.8), on obtient une somme
de trois distributions. La premiére contient le produit k,5(k), on peut donc dire

79



CHAPITRE 4. LE MODELE EDQNM

que c’est la distribution nulle. Les deux autres font intervenir 6(k + k' + k"), et on
trouve :

FioN) = —is(k+k'+k") Y Ap(k)kn [k, ) B (K", 1) + Bpo (K, 1) Dri (K", 1))
(kfkl’jz”)
(4.22)
Enfin, on a :

Ak, (k) kn@in (K, 1) Pk (K, 1) = Ain (k) ki Pk (K, 1) P (K", 1), (4.23)
et en remarquant que P, (k) = Ay (k)k, + Ay (k)kg, on a le résultat suivant pour
Fin:

FN = —is(k+ K + k") > Pan(k)0u(k, ) mn (K", ). (4.24)
(k)

Ainsi, l'expression de Fz-(l%N) en fonction de ®;; permet de trouver une expression
de Liim, Oum et T;; en fonction de @;;, d’oli une équation (4.1) maintenant fermée.
Cependant, cette équation présente deux inconvénients rédhibitoires : d’une part,
dans le cas isotrope (£2 = 0), elle peut conduire a des énergies cinétiques négatives,
et d’autre part, on n’obtient pas de zone inertielle en £~%/3. L’utilisation d’un amor-
tissement tourbillonnaire combiné a une markovianisation permet de résoudre ces
problemes.

4.3.2 Amortissement tourbillonnaire
4.3.2.1 Analyse du modele QN

Si on regarde I'équation (4.17), on s’aper¢oit que Ajyuper v joue deux réles. Il
est en premier lieu responsable de la décroissance avec ¢ de la dépendance en la va-
leur initiale de I';;,, via le premier terme du membre de droite, et, en second lieu, il
détermine la mémoire de 1"y, vis-a-vis des moments d’ordre 2, via ’'intégrale tempo-
relle. On s’intéresse dans cette partie au cas ou 2 = 0, afin d’étudier le comportement
de Ajim;pqr dans le cadre de la théorie de Kolmogorov. On a ainsi L;; = l/kQ(SZ-]- et
Gij(k,t —t') = A;j(k) exp [—vk®(t — t')], ce qui implique que la dépendance tempo-
relle de Ajpmpgr est en exp [—v(k? + & + k") (t — ')].

Dans (4.17), le temps caractéristique de la mémoire en la valeur initiale de T’
et de la mémoire des moments d’ordre 2 dans l'intégrale est alors de ’ordre de
[v(k? + K + k)] !, Ces deux effets de mémoire ne sont déterminés que par le seul
déclin visqueux. Le probleéme est que, pour les grandes échelles (correspondant a k
petit) a grand nombre de Reynolds, ce temps caractéristique est bien supérieur a
L/, qui traduit le temps de vie des grands tourbillons. Il y a une contradiction,
et les moments d’ordre 3 se rappellent donc trop longtemps leur valeur initiale et
I’historique des moments d’ordre 2 aux temps précédents. L’amplitude de I';,, au
temps t s’en trouve donc faussement augmentée, et cela se répercute donc sur le
terme de transfert aux grandes échelles, qui se trouve étre ainsi plus grand que
physiquement acceptable. L’énergie intégrée sur une sphére a ces échelles peut alors
devenir négative, comme l'a décrit Orszag dans [48].
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4.3.2.2 Le modele EDQN

L’Eddy-Damping permet de diminuer le temps caractéristique de mémoire en
agissant sur la dépendance en temps du tenseur de Green. L’idée est d’écrire ce
tenseur sous la forme suivante :

t
G (k,t,t) = exp [‘ / d(k, t")dt"} Gyt — )
t
= exp [— C(k’ tll)dtII:| GZ(]RDT) (k,t _ tl), (425)
tl

avec (k,t) = d(k,t)+vk?, G;j et GngT) définis par (3.106) et (3.104). Ainsi, d(k, t)

correspond bien & un amortissement paramétrable. Ce nouveau tenseur Ggw) est
en définitive la solution de :
oGP
ij LED) (ED) _
ot in nj ’
G ke, 1) = Ayy(k), (4.26)
ot LDk, 1) = Lin(k) + d(k, ). (4.27)
Enfin, tandis que Fz(-l?nN) était solution de :
oris” (@) (@N) (@V) _ p(QN)
FE{%DQN) est solution de :
O > (ED) (EDQN) (ED) (EDQN) (EDQN) (@N)
Zlgi + Lm (k)Fnlm + Lln (k’)me + ngan)(k”)Filn = F;'lm .
t
(4.29)
Cette relation s’écrit encore sous la forme :
N (EDQN) (EDQN) (EDQN) (EDQN)
zl# + Lm(k)rnlm + Lln (kl)rmm + Lmn(k”)riln = F;lm ’
avec  Fy PN = BN —[d(k,t) + d(K', t) + d(k", )| T @Y. (4.30)

La modification ED peut donc étre décrite de deux fagons, qui sont équivalentes
mais dont ’angle de vue est différent. La premiere consiste a dire que I’on modifie
. o .. . (QN)
simplement I'opérateur linéaire, tout en gardant le méme second membre, F;7 ",
comme dans (4.29). Une deuxiéme approche consiste a dire que ’on a rajouté artifi-
ciellement un terme, completement paramétrable par la donnée de d, au terme non

linéaire qui devient ﬂ(lanQN)
Finalement, on préfére travailler sur la solution de (4.29), qui est :

F(EDQN)(IC, k,, k”, t) — A(ED) (k, kl, k”; ¢, O)F(EDQN)(’{:, kl, k”, 0)

ilm ilm;pqr pqr
t
+ / AGD) (K, K K" 1, ¢ EON) (k, K K, 1')dt, (4.31)
0
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avec :

AGD) (kK K74, ) =GP (k, t, )G (K 4, ) GED (K, 1, 1),
Il faut noter que le tenseur GE}ED) est un outil mathématique formel qui permet
simplement de diminuer le temps de mémoire des moments d’ordre 3. En effet,
'intégrale de d entre ' et ¢t dans (4.25) est positive si ¢t > ¢/, car d est positive; elle
implique donc que le temps caractéristique de Agfnl?gqr est maintenant strictement
inférieur a celui de Ajjp.pgr- Les moments d’ordre 3 ont ainsi moins de mémoire de

leur valeur initiale et des moments d’ordre 2.

4.3.3 Choix de d

La fonction d a la dimension de I'inverse d’un temps, et devrait dépendre de
E(k,t) car objectif final du modele est d’obtenir une équation sur I’énergie intégrée.
On choisira avant tout d de telle fagon que d(k,t) = d(—k,t) > 0 pour tous k et t,
afin de préserver le caractere hermitien de Fi(lﬂDQN) et donc de FgllanQN). Le plus facile
est de choisir d(k) isotrope. De plus, la raison d’étre de amortissement visqueux
est de diminuer le temps de mémoire des moments d’ordre 3 aux grandes échelles,

c’est-a-dire aux petits nombres d’ondes. Une forme judicieuse pour la fonction d

doit conduire & un spectre, initialement isotrope, sans rotation, en k~%° dans la
zone inertielle. Orszag a proposé la forme suivante en 1970 dans [48] :
d(k,t) = d(k,t) = AK*?E(k,t)Y/?, (4.33)

ol A est une constante. Le choix de A se fait afin de retrouver, dans la zone inertielle,
un comportement en k~°/3 et une constante de Kolmogorov cohérente.

Une autre expression a été suggérée par Pouquet, Lesieur, André et Basdevant
dans [51] :

d(k, ) = d(k,t) = A [ /0 B, t)dk’] " (4.34)

oll le terme entre crochets représente I’enstrophie aux grandes échelles. Cette derniere
forme pour d est utilisée fréquemment lors de simulations numériques, mais il existe
une infinité de possibilités. On peut remarquer que si 'on se place aux nombres
d’ondes contenant 1'énergie k ~ L', alors E(k,t) ~ u™L, d’ot d(k,t) ~ u'/L. Cette
expression du temps de retournement des tourbillons sous forme intégrale a été
proposée la premiére fois par Comte-Bellot, et Corrsin dans [14]. Le temps d(k,t) !
est donc de l'ordre de la durée de vie des tourbillons contenant 1’énergie. Il reflete
donc de maniere cohérente I’échelle de temps d’un processus non linéaire, a savoir
I’amortissement tourbillonnaire des moments d’ordre 3.

L’expression (4.34) est utilisable quel que soit ’écoulement étudié, c’est-a-dire
avec ou sans champ de vitesse moyen, stratification ou rotation, tout en gardant a
I’esprit que les échelles temporelles typiques de la turbulence peuvent étre affectées
si ces effets sont trop importants. On peut donc étre amené a ajuster I’amortisse-
ment tourbillonnaire, afin qu’il reflete mieux la réalité. Dans le cas de la rotation
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seule, Cambon, Bertoglio et Jeandel, dans [7], ont suggéré de prendre en compte
le taux de rotation dans ’amortissement tourbillonnaire. On remplace ainsi, dans
(4.34), I’enstrophie aux grandes échelles par I’enstrophie totale en y ajoutant 2.
La nouvelle expression de d est donc :

k 1/2
d(k,t) =d(k,t)=A [/ E?E(K, t)dk' + 203 . (4.35)
0
Mais méme ainsi, 'amortissement tourbillonnaire ne reflete en rien I’anisotropie liée
a la rotation.

4.3.4 Markovianisation

Meéme avec I’hypothese ED, le modele EDQN peut toujours conduire a des
énergies négatives, et c’est ici qu’intervient la markovianisation. C’est une tech-
nique qui consiste a considérer que certaines grandeurs ont une évolution temporelle
tres lente comparée a d’autres évoluant sur des échelles de temps courtes, et que
I’on peut ainsi les considérer comme constantes sur certains intervalles de temps. La

e C a1 . (EDQN)
markovianisation sera appliquée a I’expression de I';;, ~*"/.

4.3.4.1 Remarques sur les différents modeles EDQNM

On s’intéresse au terme de mémoire des moments d’ordre 2 de (4.31), et on
regarde quels termes seront considérés comme ayant une évolution rapide par rapport
aux autres. A partir de considérations physiques et empiriques, il s’agit d’estimer
quelles sont les grandeurs dont la contribution a la mémoire temporelle dans (4.31)
va étre importante. On va voir qu’il y a trois facons de procéder, ce qui a donné
lieu a trois modélisations EDQNM différentes, qui vont dans le sens d’une meilleure
identification des termes rapides et lents.

En partant des expressions (4.24) et (4.25), la markovianisation peut donc se
porter sur les quantités suivantes :

exp [— /’tC(k,t")dt"] : (4.36a)

GO (et — 1), (4.36b)
By (k' 1) et By (K", 1). (4.36¢)

La premiere étape, qui est commune aux trois modeles, consiste a supposer que
"amortissement ¢ évolue lentement sur [t,¢], et prend sa valeur a t, ce qui simplifie
I’analyse. Le terme obtenu :

exp [—C(k,t)(t' —t)], (4.37)

est alors toujours considéré comme rapide, car c’est le seul qui contient I'information
sur I’amortissement.

Dans le modele que ’on appelle EDQNMT1, on décide de considérer comme lents
GngT)(k,t — t'), qui prend sa valeur a t —t' = 0, A;;(k), et le tenseur ®;;. L'ul-
time dépendance en t' est celle de I’amortissement tourbillonnaire : cela implique
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que Agljfn]?pﬂé) décroit rapidement, de maniére exponentielle. Pour des temps pas trop

proches de ¢t = 0, on peut donc étendre, dans (4.31), l'intégration sur [0,t] de
la mémoire des moments d’ordre 2, & une intégration sur |—oo,t], les contribu-
tions supplémentaires étant négligeables. Finalement, la dépendance temporelle en
t' s’integre en :

t / ! 1
/ exp (k.0 = O] = (4.38)

Le transfert non linéaire 7;; ne contient alors plus du tout de dépendance en 2, car
le tenseur de Green RDT est le seul terme ou le taux de rotation apparait. Ainsi,
un spectre initialement isotrope reste isotrope ultérieurement, car on a vu que ce
sont les interactions non linéaires qui sont responsables de 1’anisotropie via €2, ce qui
est donc en contradiction avec les observations expérimentales. Ce modele pas assez
cohérent constitua la premiere approche EDQNM avec rotation, mais fut abandonné
par la suite, pour les raisons qui viennent d’étre exprimées.

Donc, dans le modele avec rotation, on ne veut pas faire complétement disparaitre
la dépendance en 2 de GngT)(k, t—1t"), car elle contient I'information liée aux inter-
actions entre ondes inertielles. Le modele suivant, EDQNM2, consiste a considérer
le terme GEfDT)(k,t — t') comme étant rapide cette fois-ci, et en supposant tou-

jours I’évolution lente de ®;;. A nouveau pour des raisons de décroissance rapide de

Agl]fn?p]\é), la dépendance en ¢’ dans (4.31) s’integre en :
t
/ exp {— [07"(k, kK", t) — iFyq (k. K K", 1)] (t — ')} dt’
= 1 (4.39)
0 Yk, K K" t) —iFn(k, kK" ) '
avec :
Ok, k', k" t) = [C(k,t) + C(K', 1) + C(K", )] ", (4.40)
et :
Fss’s”(ka kla k”: t) = SW(’C) + Slw(k,) + Sllw(k”)’ (441)

les indices s, s’ et s” étant pris dans {—1,1}. On remarque que 0(k, k', k", t) reste
invariant par toute permutation de (k, k', k"), et a la dimension d’'un temps. De
plus, l'intégrale (4.39) ne converge que parce que 6(k, k', k", t) est un réel positif. Le
modele EDQNM2 est celui qui a été le plus souvent utilisé, c’est donc avec lui que
continuera ’analyse principale.

On peut néanmoins parler brievement du dernier modele, a savoir EDQNM3. On
consideére toujours que GngT)(k,t — t') est un terme rapide. C’est un modele qui
affine encore la distinction entre termes lents et rapides, a la lumiere de réflexions
sur la décomposition e, z, h du tenseur ®;;. En effet, si on regarde les équations

d’évolution (3.77), (3.79), et (3.82), I’équation pour z :

0z . 1
5 T2 (vk* +iw) z = 5 NilVi T,
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se démarque des autres, car elle contient un terme de phase. Le changement de
variable :

z = Ze 2t (4.42)

donne une nouvelle équation d’évolution pour Z, ne faisant plus intervenir de terme

linéaire oscillant :

0z 1 .

E + 21/]€2Z = §NZ‘N]‘E]‘€2Z t. (443)
On ne peut ainsi pas considérer raisonnablement que z est un terme lent, mais que
seul Z lest. Pour résumer, au lieu de considérer que ®;;(t') = ®;;(¢) globalement,

on écrit :

e(t) = e(?),
2(¢) = 2(),
h(t') = h(t). (4.44)

Finalement, la correction par rapport & EDQNM?2 est qu’a la dépendance en ¢,
on rajoute selon les cas un terme oscillant du type e*“*. Ce dernier modele a été
testé numériquement pour une turbulence initialement isotrope, mais n’a pas montré
de grandes différences : le terme |z| = |Z| était trop petit pour avoir une influence
mesurable, sauf peut-étre au voisinage de 7 /2, ou la différence entre z et Z disparait.

4.3.4.2 Conséquences sur les effets de mémoire

(ED)

Dans le cadre de la modélisation EDQNM2, la markovianisation sur Ay, . dans

(4.32) implique :

AGD (e, k' K", ) = e—%c;gf”) (k, t—t) G "D (K t—) GIEPD (k" t—1').

(4.45)
On s’intéresse maintenant & la forme markovianisée de (4.31) en remplacant Fig"
par sa valeur en ¢’ = ¢, ce qui revient a considérer le tenseur ®;; comme un terme
évoluant lentement. Pour des temps pas trop proches de ¢ = 0, on peut, toujours

pour les mémes raisons, étendre I'intégration de la mémoire des moments d’ordre 2 a

|—o0, t], tout en négligeant le terme provenant des conditions initiales de FganQNM).
Cet ensemble d’approximations conduit au résultat suivant :
Dl MM (ke K ", 1)
Vitmspgr (b, K K" ) FSON (K, K K, t)
= —ib(k+K + K" Viimpgr (k, K K" 1) D Popn (k) R yi (K, 1) By (K, 1),
(k1)
(4.46)

avec :
+o00
Uitmpqr (B, k' K" 1) = / ¢ TR T G (k, T)Gl(fDT) (K', T)GEPT) (k" T)dT.
0
(4.47)

Cette expression permet d’exprimer les moments d’ordre 3 en fonction des moments
d’ordre 2, et constitue la fermeture EDQNM2 complete.
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4.3.4.3 Expression des moments d’ordre 3

Avec (4.3) et (4.46), on obtient donc :

Oum ke, 1) = —i / Witmpar (k. KK 0) D Pn(R) Do (K1) @y (K", 1) 47K,
R
)
avec k" =—-k -k (4.48)
En utilisant la symétrie par permutation de 6@(k,k’,k",t), on montre que
Viimprg(Bs K" K1) = Wimnper (K, k', K", t). De plus, Pyx = Py, donc deux des
termes de la somme sur les triplets, intégrés, donnent le méme résultat. D’ou :

(_)ilm(ka t) = _7' / \Ijilm;pqr(ka klv kua t)(I)rn(kua t)

]R3
[Potin (K, 1) @i (k' 1) + 2Pn (K" @i (K, )] A°K,
avec k"=-k—-kK. (4.49)

4.3.4.4 Fermeture des équations

On peut maintenant obtenir une expression pour le terme de transfert. Avec
(4.2),on a:

(k) = [ Wi (O K ) P ()0, (K1)

]' ! ! !
[iPpkn(k)d)qk(k 1) + Py (KO, (K, t) | K/,

avec k" =-k-k. (4.50)

Le tenseur Wi, est alors le vecteur de I'influence de la rotation sur le ten-
seur non linéaire 7;;. Ainsi, en partant d’un spectre isotrope initialement, on ar-
rive a générer une anisotropie, ce qui n’aurait pas été le cas si on avait remplacé
GZ(-fDT)(k, t —t') par sa valeur en t — ¢’ = 0 dans (4.45). C’est la différence notable
par rapport au modele EDQNM sans rotation, avec, bien siir, le choix de la fonction
d. L’injection de (4.50) dans :

0d,; .
8tj + Lim®mj + LimPim = Tij + 75, (4.51)
ou L;;(k) = —vij(k) + vk*6;;, donne une équation intégro-différentielle fermée pour

(Pz'j-

4.4 Analyse du modele

Dans cette section, le terme 7;;, défini par (4.50), sera parfois vu comme une
fonction mathématique du tenseur spectral ®;;, de k et de ¢, et noté 7;;(®, k, ). On
va montrer tout d’abord que le modele EDQNM?2 appliqué a la rotation conserve
certaines propriétés usuelles du tenseur ®;;. La réalisabilité n’est par contre pas
vérifiée quelles que soient les conditions initiales du probléeme. Enfin, on mettra en
évidence a nouveau l'importance des surfaces résonantes, en particulier a travers les
équations vérifiées par e, z et h.
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4.4.1 Propriétés

On cherche & savoir si le modele EDQNM préserve pour tout k et ¢, les propriétés
suivantes :

(K, t) = <I>--(k t),
& (—k,t) = @i;(k, 1),

k; (I)zj(k t) = k;®i;(k,t) =0, (4.52¢

Va € C, aj®;i(k,t)a; > 0, (4.52d

si elles sont vraies pour tout k et & t = 0. Les relations (4.52a) et (4.52b) refletent
les symétries du tenseur ®;;. La relation (4.52c)provient du fait que le champ de
vitesse est incompressible.

La condition (4.52d) mérite une explication plus détaillée. Elle est nécessaire
afin d’assurer la réalisabilité du modele, c’est-a-dire la possibilité de construire un
champ de vitesse aléatoire et statistiquement homogene, u;(x,t), tel que ®;;(k, 1)
soit son tenseur spectral, comme indiqué dans [3]. La relation (4.52d) assure ainsi
que I’énergie spectrale e(k, t) = %@ii(k, t) est toujours positive, ce qui n’est pas le cas
dans les modeles QN et EDQN isotropes. Orszag [49] a par contre établi qu’avec le
modele EDQNM isotrope, on obtient une équation pour le spectre d’énergie identique
a celle d’'un modele dynamique bien connu, a savoir I’équation de Langevin. Cela
suffit a en assurer la réalisabilité. Cependant, dans le cas de la rotation, on va voir
que tandis que les trois premieres propriétés sont bel et bien conservées, la quatrieme
pose probleme. Il faut noter que la plupart des raisonnements intervenant dans ces
démonstrations, et dans d’autres a venir, s’appuie sur I’hypothese d’existence et
d’unicité d’une solution aux équations différentielles qui proviennent de 1’équation
de Navier-Stokes. On admettra ce résultat sans démonstration, car c’est encore une
question ouverte en mécanique des fluides.

4.4.1.1 Hermitiannité

On suppose que pour tout k, on a ®7;(k,0) = ®;;(k,0). En intervertissant i et j
dans (4.51), et en prenant le conjugué, on montre que ®;(k,t) vérifie I'équation :

8 *

5 tj + Lin® + Lim @5 = (7 4+ 735) (D, K, 1), (4.53)
Ainsi ®7; et ®;; ont la méme équation d’évolution, qui est :
al:‘zg A A%
En + LimUmj + LjmUim = (Tij + Tji) (D, k,1), (4.54)

et avec les mémes conditions initiales. L'unicité de la solution de (4.54) assure donc
que pour tout k et t, ®7;(k,t) = ®;;(k,t), d’olt la propriété (4.52a).

4.4.1.2 Symétrie réelle

On suppose que pour tout k, on a ®F;(—k,0) = ®;;(k,0). En prenant (4.51) en
—k, et en conjuguant, ®;;(k,t) = ®;(—k,t) vérifie I'équation :
a I

815” + Lim @, + Ljn®,, = [+ 7] (@, —k, 1). (4.55)
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Or, d’apres la contrainte imposée & ’amortissement tourbillonnaire d(—k, t) = d(k, t),
on peut déduire que :

C(=k,t) = ((k, 1), (4.56)
d’olt 0(—k,—k',—Kk" t) = 0(k, k', K" 1), (4.57)
et \I]ilm;pqr (—k, —k,, —k”, t) = qlilm;pq'r(ka k,, k”, t), (458)

avec la propriété GZ(-JRDT)(—k, t) = GZ(JRDT)(k, t). On en déduit que :

’ﬁ;((b, _ka t) = / \Ijilm;pqr(_ka k,a k — kla t)PJlm(_k)q):n(k - kl’ t)
R3

1
|5 Pokn(—R) @ (') + Py () @5 (<F, 1) 4R
= 74(®, Kk, ), (4.59)
ot on a effectué le changement de variable ' — —k'. De plus, on a, par conjugaison,
que 7;(P, —k,t) = %;‘i(CI)’, k).
On s’apergoit finalement, avec (4.55), que ®};(—k, t) a laméme équation d’évolution
que ®;;(k,t), qui est :
8Dij
ot

+ Limij + ij[]im = [7’;1] + 72]*1] (Da k7 t) (460)

avec les mémes conditions initiales. Donc 'unicité de la solution de (4.60) assure que
pour tout k et t, ®F(—k,t) = ®y(k,t), d'ott la propriété (4.52b).

4.4.1.3 Incompressibilité

On suppose que pour tout k, (k;®;;) (k,0) = 0. On a déja k;7;;(k,t) = kij;(k,t) =
0 car kiGZ(-fDT)(k,T) = 0 et k; Py, (k) = 0. L’équation vérifiée par (k;®;;) (k,1t) est
la suivante :

On admet l'unicité de la solution pour une condition initiale donnée. Le tenseur
nul vérifie I’équation avec la méme condition initiale, donc on a pour tout k et t,
(k;®i;) (k,t) = 0. En conjuguant cette relation, comme k est réel et avec (4.52a), on
obtient donc pour tout k et t, (k;®;;) (k,t) = 0, et donc (4.52c).

4.4.1.4 Réalisabilité

On suppose la propriété (4.52d) vraie. Comme ®;;, en tant que matrice, est
hermitienne, elle est diagonalisable, et comme elle est positive, ses valeurs propres
sont toutes réelles positives. Sa trace est donc positive comme somme de ses valeurs
propres, et e(k,t) = 1®;;(k, t), demie-trace de ®;;, est positive. Dans le cas isotrope,
on peut montrer que la réalisabilité est assurée en utilisant la méthode d’Orszag, ou
bien en écrivant I’équation d’évolution de o] ®;;c;.
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Dans le cas avec rotation, on a trouvé un contre-exemple de réalisabilité. Pour
une fonction tensorielle (k,t) — ®;;(k,t) donnée, on peut construire un vecteur «
de C3? tel que :

O!;kq)ij (k, O)CL/J' =0
9 (0] Bijar;)
ot

d’ou l'existence de valeurs négatives pour o] ®;;c; des le premier pas de temps. La
démonstration est assez longue et ne figure donc pas ici. De plus, numériquement,
on s’apercoit que la réalisabilité est difficile & obtenir pour un jeu quelconque de
parametres.

(k,0) <0,

4.4.1.5 Conservation de ’énergie

En EDQNM avec rotation, on peut montrer que le terme de transfert total (7; +
77), conserve ’énergie, c’est-a-dire que son intégrale sur tout ’espace est nulle. La
démonstration est tres similaire a celle pour la turbulence isotrope faite en 3.2.6.3,
car seuls les moments d’ordre 3 ont une expression différente. On a, d’apres (4.2),
(4.3) et (4.46) :

1
/ (k) A’k = i / / / Pum(R)TEPONM) (1 B! K" APk &K APR". (4.62)

De la méme fagon que pour (3.46), on a :

PilmF(EDQNM) _ le(EDQNM) _ ! (EDQNM) (4.63)

ilm mlm llm ’

d’ou on déduit que (4.62) devient :

/ TM(k) d3k

R3

7,/// [le(ElDQNM)(k,kI,k”) K Fl(lEDQNM)(k’ kl,k”) Bl B3k Br".
(4.64)

1
2
Par permutation circulaire de k, k' et k", on obtient trois expressions égales pour

(4.64), ot :

1
/Tu(k)d?’k _ 61/// [klrgf/l‘ZQNM)(k’kl’ k”) N klrgmelQNM)(kIl’k’kl)

+ k;P(EDQNM)(k', k”, k) B k;F(EDQNM)(k, kl’ k")

mim mmil
+ ]{JZIF(E;DQNM) (kll k kl) _ k‘;’F(EDlQNM) (kl k” k)
A’k d’k' d°k". (4.65)

(EDQNM)

Enfin, le tenseur Uik est construit de telle facon que :

T 9 (e, B k") = T M (k" ke k) = DG 9K K" ), (4.66)

ijk ki
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d’apres la propriété d’invariance par permutation circulaire de 6(k, k', k"). Le ten-
seur I';j, vérifie la méme propriété. Les termes de I'intégrande de (4.65) s’annulent
deux a deux, d’ou :

/ r(R)dk = 0. (4.67)

Cette équation implique qu’il n’y a pas de pertes d’énergies dues au terme de trans-
fert non linéaire de 1’équation pour 1’énergie spectrale. Il est donc conservatif, car
globalement sur tout ’espace spectral, les transferts d’énergie sont nuls.

4.4.2 Surfaces résonantes

On va voir que 'expression du transfert non linéaire dans le modele EDQNM2
permet de donner un apercu du role que jouent les surfaces résonantes dans la
dynamique du probléme, en particulier a travers les équations d’évolution temporelle
de e, z et h.

4.4.2.1 Dépendance rapide du terme de transfert

Dans le cas d’un nombre de Rossby petit, on retrouve I'importance des surfaces
résonantes dans 'expression (4.50). Elle apparait grace au tenseur Wy, ., défini par

(4.47), qui contient la dépendance en temps rapide du terme de transfert. On utilise

I'expression (3.104) de G (RDT) bour écrire

xpdm W(k KKt )
= - Z N (k)N (k)N (KNS (k') NS" (k") N (k")

SSS

+oo
/ exp { [ k kl k” ) — iFss’s”(ka k,, k”, t)] T} dT, (468)
0
avec Fygen(k, k', k", t) donné par (4.41). Or :

“+o0o
/ exp{ [ (k, k' K" t) —iF,9(k, K, k",t)} T} dT
0

1
_ 4.
0-1(k, k', k" 1) — iFygyn (K, k', K", 1)’ (4.69)

et on retrouve effectivement la dépendance temporelle qui avait été prévue par (4.39).
On a ainsi un terme qui traduit la dépendance en temps rapide du terme de transfert
T ij-
4.4.2.2 Approche qualitative
On rappelle que :
! " L
Ok, K' K" t) ~ i (4.70)
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car il traduit un effet non linéaire. Donc si Ro;, < 1, on a 7 1(k, k' k" t) < Q.
L’expression (4.69) devient alors & la limite 6~ — 0 :

1
Fss’s”(k: k,7 kl’a t) ’

(4.71)

Si Fsgor(k, K K" 1) = sw(k) + s'w(k') + s"w(k") = 0, c’est-a-dire si on se trouve
sur une surface résonante, W;,,,..,r prend des valeurs beaucoup plus élevées, toutes
choses étant égales par ailleurs. L’intégrande de (4.50) est donc une fonction a fortes
variations pres des surfaces résonantes.

4.4.2.3 Equations pour e, z et h

Il est intéressant de regarder quelles sont les équations d’évolution de e, z et
h. D’apres (3.77), (3.79) et (3.82), on rappelle les équations générales suivantes, en
fonction du terme de transfert :

1
% + 2vk?e 3 (ris +75) =T°, (4.72)
5 T2 [vk® +iw] 2z = 5 Ni; (rij +75;) =T7, (4.73)
oh 1.k .
E + wWk?h = —5 E&?lij (Tz'j + Tji) = Th. (474)

Les différents seconds membres non linéaires s’expriment en fonction de e, z et A,
mais le calcul est trop long pour figurer ici. Pour plus de détails, on trouvera une
expression dans un repére bisphérique lié au triangle résonant, dans [10]. On peut
néanmoins toujours les mettre sous la forme :

feiw (ke K K" 1)

Te,z,h — ss's!
T /Rs 0_1(143, k', k", t) + iFsslsll(k, k', k", t)

s,8',s

avec kK'=—-k—F

d*k’, (4.75)

N h , . . . , . .
olt fi/7; représente trois fonctions constituées de produits de e, z et h pris en k, k'

et k”. Le dénominateur, qui provient de la dépendance en temps rapide du tenseur
T;j, manifeste & nouveau I'importance des surface résonantes.
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Chapitre 5

Le modele AQNM

5.1 Introduction

L’étude de la turbulence homogene en rotation fait partie des problemes fonda-
mentaux en turbulence, avec un champ d’application tres varié. Contrairement au cas
isotrope pour lequel on trouve depuis presque un siecle des expériences concluantes,
une approche théorique cohérente et plus récemment des simulations numériques, le
cas avec rotation, apparemment simple, pose de nombreux probléemes.

Avec les modeles de type EDQNM, on a commencé dans les années 70-80 a
s’'intéresser a l’aspect interactions entre ondes inertielles en trois dimensions. On
s’apercut que les surfaces résonantes jouaient un réle prépondérant dans la dyna-
mique de I’écoulement, et leur influence fut alors prise en compte dans le modele
théorique. Pour ce type de modeles, I'inconvénient est que seules les interactions tria-
diques proches, c’est-a-dire celles concernant le voisinage du nombre d’onde donné,
sont correctement prises en compte. Rien ne permet de dire en effet que ’on ne perd
pas d’interactions triadiques lointaines. On pourrait alors penser que les calculs en
DNS apporteraient des renseignements précieux, mais ils sont rapidement limités en
nombre de Reynolds. Enfin, les expériences ont du mal a reproduire une parfaite ho-
mogénéité, sans compter les difficultés liées aux échelles de mesure des champs. On
manque donc finalement d’une référence completement fiable, et ’analyse asympto-
tique de la turbulence d’ondes va en fournir une.

Dans la limite d'un nombre de Rossby de plus en plus petit, I'importance des
surfaces résonantes se fait de plus en plus grande, et l'intégration volumique se
transforme asymptotiquement en une intégration sur ces surfaces. Dans un modele
de ce type, que 'on appelle AQNM, on s’appuie sur les méthodes employées pour
EDQNM, mais on est alors certains de ne pas rater d’interactions triadiques, car
seules les contributions des surfaces résonantes sont conservées. De plus, on peut
espérer ainsi que la diminution du cotit numérique contrebalancera 1’augmentation
de la résolution, car 'intégration se fait sur un domaine beaucoup plus restreint que
I’espace tout entier. Mais ce qui importe avant tout, c’est qu’avec le modele AQNM,
on peut espérer une précision des calculs beaucoup plus importante, quitte a ce que
le gain sur le colit numérique ne soit pas aussi important que ce a quoi on aurait pu
s’attendre.
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5.2 La turbulence d’ondes

En turbulence en rotation, la théorie linéaire impose une décomposition de la
vitesse spectrale sur une base de vecteurs propres pour l'opérateur <;;, provenant
de la force de Coriolis. Les valeurs propres associées mettent en évidence l’existence
d’ondes inertielles, définies par leur relation de dispersion. On s’attend a ce que ces
ondes jouent un role important dans la dynamique du probléme, méme lorsqu’on
prend en compte les effets non linéaires. On étend alors le domaine de validité de la
projection sur les modes propres au probleme non linéaire, en autorisant cette fois
les composantes a varier lentement avec le temps. Dans les chapitres suivants, on
omettra souvent les dépendances en x et ¢ dans ’espace physique et en k et ¢ dans
I’espace spectral, quand il n’y a pas d’ambiguité.

5.2.1 Présentation
5.2.1.1 Rappels

D’apres (3.23), 1’équation vérifiée par les composantes de la transformée du
champ de vitesse en k est :

o0
ot
avec A;(k) lopérateur de projection d’un vecteur sur le plan perpendiculaire a

k dans 'espace de Fourier, ;i le tenseur alterné, v;,(k) 1'opérateur de Coriolis.
L’équation (3.34) se réécrit :

— Yinin + VKt = —i Ak * G, (5.1)

P..
aat” ~ Yin®nj — Vjn®in + 20k*®yj = Ty = 75 + 7, (5.2)

1
ou T = tknAyOim = iif)jlmGilma (5.3)
avec @wk(k)é(k + kl) = ﬂ,(k) (ﬂj * ﬂk) (k') (54)

5.2.1.2 Discussion sur la viscosité

Avec le modele AQNM, on cherche a savoir, aprés une période de comporte-
ment linéaire, quelle va étre la dynamique de 1’écoulement, via 1’étude du spectre
d’énergie. En particulier, il faut déterminer s’il y a apparition d’une zone inertielle
dans I’écoulement, et si c’est le cas, quelle va étre sa vitesse d’établissement ainsi que
sa pente. On ne s’intéresse donc finalement qu’au comportement des grandes échelles
de la turbulence, car elles contiennent initialement I’énergie, et sont ainsi censées
gouverner toute la dynamique d’établissement d’une zone inertielle éventuelle.

On choisit donc se placer dans le cas ou v = 0, ou encore Rey, infini, ce qui
revient principalement a repousser la coupure visqueuse a l'infini. A défaut d’une
justification stricte, on peut faires les remarques suivantes :

1. Premiérement, la suppression du terme visqueux dans (3.34) conduit a la dis-
parition du terme de dissipation, 2vk?e(k, t). On suppose en fait que les petites
échelles sont peu affectées par la viscosité. Cela revient a étudier le compor-
tement du spectre a nombre de Reynolds infini, et on s’attend a obtenir le
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méme comportement aux petits nombres d’ondes et en zone inertielle que si
la viscosité était conservée.

2. De plus, on espere que le fait de prendre la viscosité nulle ne perturbe pas
démesurément toute ’analyse EDQNM, celle-ci servant de base a I’approche
AQNM. La suppression de la viscosité conduit aussi a une transformation du
tenseur de Green associé au probleme, via I'amortissement total par nombre
d’onde ((k,t) = d(k,t) + vk®. On néglige donc implicitement les interactions
non-locales avec des nombres d’ondes sur les surfaces résonantes. Ce point sera
traité plus en détails ultérieurement.

3. Enfin, le fait de repousser la coupure visqueuse a 1’infini pose certains problemes
physiques. C’est en effet la viscosité qui assure que 1’énergie spectrale décroit
de maniére exponentielle aux grands nombres d’ondes. Ce comportement est
nécessaire afin d’assurer la convergence de l'intégrale de transfert, car sans vis-
cosité, le terme de transfert non linéaire n’est plus conservatif. On peut espérer
que la troncature radiale engendrée par la discrétisation spatiale jouera alors
le role de la perte d’énergie a 'infini. Si ce n’est pas le cas, il sera vraisem-
blablement nécessaire de dissiper I’énergie a ces échelles, sous peine de la voir
s’accumuler et d’engendrer des énergies infinies. Le terme visqueux, en tant
que simple parametre numérique, assurera donc la stabilité du schéma.

On consideére donc, dans la suite, I’équation d’évolution :

8(I)ij
ot

- ’qu)n] - an@m = Tij + 7_;2.’ (55)

quitte a réintroduire, en fin d’analyse, un terme de dissipation visqueuse, en cas de
probléme numérique principalement.

5.2.2 Passage de la linéarité a la non-linéarité
5.2.2.1 Démarche générale

Si le régime est linéaire (7;; = 0), on obtient la solution :
ij(k,t) = Ay (k) N;e“®) + A_(k)N;e ™ ®), (5.6)

grace a (3.95), avec A, (k) et A_(k) des amplitudes complexes ne dépendant pas de
t. En utilisant (2.66), on peut donc mettre le tenseur spectral sous la forme générale :

Oii(k,t) = ) Ay (R) N N gilsts k)t (5.7)

i 1Y
(s,sl)e{_1’1}2

avec la convention que Ni(l) = N et Ni(_l) = N}, et avec A,y de nouvelles amplitudes
complexes, liées aux corrélations doubles des A.. La décomposition de ®;; sur une
base formée a partir de vecteurs propres du systéme linéaire constitue une approche
dite de turbulence d’ondes. La turbulence est ainsi vue comme un ensemble d’inter-
actions entre ondes, dont on essaie de déterminer les contributions dominantes.
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On se place maintenant dans le cas d’une turbulence a faible nombre de Rossby,
Roy, < 1. Le temps caractéristique de la non-linéarité est donc grand devant celui
de la rotation :

L _
= >0 L (5.8)

On va mettre en pratique dans la suite une méthode asymptotique multi-échelles,
dont on trouvera une description dans Nayfeh [47]. Cette approche s’inscrit dans
le cadre plus général des développements asymptotiques par rapport a un petit
parametre, que 'on trouvera dans Bogoliubov & Mitropolsky [5], Wilcox [62] ou De
Bruijn [15]. La non linéarité étant faible par rapport a la rotation, le tenseur spectral
®;; évolue peu sur des échelles de temps rapides. On autorise alors les amplitudes
A s,(k), qui restent constantes dans la théorie linéaire, a varier lentement avec
le temps, c’est-a-dire a varier sur des échelles de temps lents. On suppose donc
maintenant que le tenseur spectral prend la forme

Oij(k,t) = Y Aw(k ) NI Ntk (5.9)

i 1Y
(s,8")€{-1,1}?

et on va essayer d’obtenir les équations d’évolution temporelle des amplitudes.

5.2.2.2 Remarque sur les vitesses spectrales

A partir de l'expression (5.6), on pourrait utilise la méme approche pour les
vitesses spectrales, en autorisant les amplitudes A, et A a varier lentement dans
le temps :

i;(k,t) = Ay (k, ) N;e“® 4 A_(k, t)N;e ™ F)", (5.10)

L’injection de cette formulation dans les équations de Navier-Stokes spectrales (3.23)
conduit a un systéme d’équations différentielles couplées en les amplitudes A, et
A_. La méme analyse que celle qui va suivre est alors possible, et la fermeture du
probléme serait assurée de la méme facon, mais 'inconvénient est d’ordre pratique.
On peut en effet se demander comment imposer au champ aléatoire de la vitesse
spectrale, des conditions initiales sur les amplitudes reflétant un état turbulent. D’un
coté, 'initialisation isotrope d’un systeme d’équations pour le tenseur spectral peut
se faire aisément en spécifiant quatre fonctions déterministes. D’un autre coté, les
conditions initiales d’un systeme d’équations sur les amplitudes doivent étre statisti-
quement aléatoires et en méme temps correspondre a un champ de vitesse physique
turbulent. La vérification de la premiére contrainte est du domaine du possible,
mais imposer la deuxiéme pose plus de probléemes. Ainsi, on préfere travailler sur les
moments d’ordre 2, qui ne font intervenir que des fonctions déterministes.

5.2.3 Amplitudes A,y
5.2.3.1 Equation d’évolution

On injecte 'expression (5.9) dans (3.34) pour écrire :

aASé" s s i(s+s)w *
> WNi( INJ Tt = o7 (5.11)
(Sas’)e{flal}z
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En effet, on a :

a(Dij 0Ass . ! (s) A7(s") Ji(s+s")wt
D D L N
(s,8")e{-1,1}2
ot Limq)mj _ Z —’iSAsslWNi(s)NJ(SI)ei(S—I—SI)wt’ (5_12)

(355’)6{_151}2

en s’aidant de (3.88). On choisit un couple (s1, s2) quelconque, et on multiplie (5.11)
par Ni(_SI)NJ(_”). En utilisant (3.53), on obtient finalement 1’équation d’évolution
temporelle des amplitudes :

aAs ED) 1 -8 -8 *\ —1
T ZNZ-( U (g 4 e, (5.13)

5.2.3.2 Propriétés

Les amplitudes A,y vérifient plusieurs propriétés, du fait des symétries de @;;.
On peut exprimer, d’apres la définition (5.9), A,y (k,t) en fonction de ®;; :

]. - ’ _ _ ol
Agy (R, t) = Ze—ms Wk N (YN (k) Dy (K, 1), (5.14)

J

en utilisant (3.53). On peut en déduire :

| R ,
Ay (kt) = —eCT®ING ()N (k)03 (K, 1)

4 i j
= RN ()N (—R) Dy (k)
= A, (—k,t), (5.15)
et :
A (t) = e O RONG ()N (), (k1)
= Ay 4(k,1), (5.16)
ce qui donne finalement :
Ase™(k,t) = Aser (—k,t) = A_g_s(k, t). (5.17)
En particulier, on a :
A" (k,t) = A_1_1(k, 1), (5.18)
et en posant :
as(k,t) = As_s(k, 1), (5.19)

on en conclut que les as(k,t) sont des quantités réelles, ces deux derniéres relations
étant utiles par la suite.
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5.2.4 Interprétation spectrale

Les amplitudes A,y (k,t) sont directement liées aux grandeurs e(k,t), h(k,t) et
z(k,t), si on utilise (5.9).

5.2.4.1 Lien avece, z et h

On remarque que :

1
e(k:,t) = §(I)u(k,t)
= Ai_1(k,t)+ A_11(k,t)
= (k, t) + a_l(k, t) (520)
De plus, d’apres (3.62b), on obtient :
1
= 24_,_(k, t)e 2wk, (5.21)

Enfin, d’apres (3.62¢) et (3.59), on a :

1
h(k, t) = _ii%glijq)ij(ka t)

- _i [N; (k)N; (k) — Ni(k)N; (k)] @ (K, 1)

A_11(k,t) — A1 (k, 1)
a 1(k,t) —ai(k,t). (5.22)

Ainsi, la connaissance de e, z et h es strictement équivalent a celle de aq, a_q et
A—l—l-

5.2.4.2 Relations inverses

En inversant (5.20), (5.22) et (5.21), on obtient les trois relations suivantes :

A (kyt) = %[e(k,t)—h(k,t)], (5.23)
A (k1) = %[e(k,t)+h(k,t)], (5.24)
Akt = %z(k,t)e%‘“(k)t, (5.25)
Ak, t) = %z*(k,t)e_%‘“(k)t. (5.26)

On voit ici encore que les trois grandeurs e, z et h suffisent pour décrire compleétement
le tenseur spectral ®;; en turbulence homogene.
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5.3 Expression du terme de transfert

On cherche maintenant a transformer le terme 7;;, qui ne fait intervenir que les
corrélations triples, de facon a ’exprimer en fonction des corrélations doubles et donc
des Ay, grace en partie a la modélisation EDQNM. On rappelle que ©;,, s’exprime
en fonction des moments spectraux d’ordre 3, 'y, par la relation (3.31) :

®zlm // zlm(k k, k” )dgk d3k” (527)
R3XR3

avec  Lum(k, k' K" t) = u;(k, t)u (k' )t (K", 1),

et c’est sur ce tenseur que I'on va appliquer la modélisation EDQN.

5.3.1 Hypotheses EDQN

On reprend une partie des hypotheses du modele EDQNM pour débuter "analyse.

5.3.1.1 Modélisation des corrélations triples

On utilise maintenant une modélisation EDQN, sans Markovianisation, pour le
tenseur I, des corrélations spectrales triples, et d’apres (4.31), on obtient :

4
Tim(k, k', K" 1) = / AED) (kK K"t ) F@N (kK K", ¢)dt,  (5.28)

ilm;pgr pgr

ou
APD) (kK K 1) = GO P (K, t, )G (K 1, ) GED (K, 1,1, (5.29)
et F@N (kK K" ) =—is(k+K +K') > Pun(k)Pg (K, 1)) ®rn (K", ).

(%)

(5.30)

On rappelle que la sommation s’entend par permutation circulaire conjointe des
triplets (p,q,7) et (k,k’,K"”). Il faut noter que l'on a utilisé, d’apres (5.29), la
décroissance exponentielle en (¢ —t') de Afl]anp)qr(k,k’ K" t,t'), ce qui permet de
négliger la contribution des conditions initiales, et d’étendre 'intégration de [0, ] a

|—00, t]. La combinaison de (5.3), (5.27), (5.28), (5.29) et (5.30) donne :

t

%)

1
= Z Pon(k)® (K, 1), (K", 1) dt' d®K', (5.31)

2
DT
(k,k’,k”
avec k" = —k — k' dans la suite.
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5.3.1.2 Symétrisation

Or:

> P D (K, 1) By (K", 1) = Popon (k)i (', 1) Br (K", 1)
(kp,;?;w)

+Prin (k") Ppi (K, t) Py (K, 1) + Py (K@i (K", ) (K, T'). (5.32)

ce qui transforme l'intégrale de (5.31) en trois intégrales, notées (I), (II) et (III)
respectivement. On veut alors factoriser @, (k’,t') dans chacune d’elles. L’intégrale
(I) a déja une forme correcte. Pour l'intégrale (I7), en utilisant les propriétés de
symétrie de P, et en échangeant les indices muets k£ et n, on obtient :

Prin(K") @ (K, ) By (K, ) = Prgn (k") By (K, ) e (K, 1. (5.33)

Pour 'intégrale (I17), on travaille sur I'intégrale complete. En échangeant les indices
g et r, et en effectuant le changement de variable k' — —k — k', on obtient que
(I1I) = (II). D’ou finalement I'expression suivante :

EDAN) 4y / GED) (k, 1, 1Y G (K 1, 1) GED) (" 1, ) Py (R)D e (K, 1)

L7

[QPpkn(k) Dy (K", 1) + Prn (k") By (K, 1) | dt'd°R. (5.34)

5.3.2 Markovianisation

On considére maintenant que les amplitudes A,y restent constantes sur | — oo, t],
égales a leur valeur en t' = t. On peut remarquer que le fait de considérer que, dans
le tenseur spectral, seules les amplitudes varient lentement revient a dire que seuls e,
Z et h varient lentement, ce qui constitue exactement le modele EDQNM3. On fait
la méme hypothese d’évolution lente sur I’amortissement tourbillonnaire, car c’est
un petit parametre dans la limite Roj, < 1.

5.3.2.1 Tenseur GZ(]ED)

On obtient :

(5D)
GOP (K, t, )
= ¢ Jr it GUDT) (g ¢ )
_ efdw,t)(tft')G(RDT)(kt #)
1

= 3 Ni(k:)N;(k)e(“"( )=d(k))(t=t") _|_NZ,*(k)Np(k)e(—iw(k)—d(k))(t—t’) , (5.35)
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ED . . ) .
en remarquant que Ggp ) redevient une fonction de ¢ — #'. En raisonnant de méme

ED ED N
sur Gl(q ) et G ), on arrive a :

G( D)k, t t)G(ED)(k’ ¢, t)GEP) (K" ¢, 1)
= o 2 NOERINS I BINRONE D RING (RN (k)

s 5’ 3”

exp {[i (sw(k) + s'w(k') + s"w(k")) — o(k, k', k", 1)] (t — ")}, (5.36)

oud(k,k' k" t) =d(k,t)+d(kK',t)+d(k",t) = § est 'amortissement tourbillonnaire
total. On discutera du choix de ce parametre en fin de section.

5.3.2.2 Conséquences sur 7;;

On injecte 'expression (5.36) dans (5.34), on y remplace @y (K',t'), ®,, (K", 1)
et @,,(k,t') par leur expression en fonction des Ay, et on utilise enfin la propriété
(3.53) pour trouver :

]_ ! I 1 !
(FDQNMS) o ) ; Pk // k)5 (k' )+ 5" (k")) 8] (t—¢)

)
s,8",8",83,54

o N ()N (KNS (KNG (k) Ay (K, 1)
i ! " I]_
[61(3 +s4)w(k")t §Ppkn(k)As”54 (k”, t/)NIg—s) (k)N7(l34) (k”)
e P (K) Ass, (e, )N (RN ()| dt .
(5.37)

Les intégrales spatiale et temporelle sont séparables. Celles sur ¢’ ne faisant intervenir
que des exponentielles complexes, on peut donc les calculer :

t
/ 6[i(sw(k)+s’w(k:’)—I—s”w(k:”))—6](t—t’)ez’(s'—}-s?,)w(k’)t’ei(s"—|—54)w(k”)t'dtl
6'i(s’—|—5>’3)w(k:’)tei(s”—|—5>’4)w(k:”)t

_ , 5.38
d —i[sw(k) — ssw(k’) — sqw(k")] (5:38)
et
t N ’ ! 7 7" / N ! AV}
/ e[z(sw(k)—f—s w(k')+s"w(k"))-o](t—t )ez(s +s3)w(k')t Z(S+S4 w(k)t' dt
—00
ei(s’+53)w(k’)t€i(s+34)w(k)t

d—i[s"w(k") — ssw(k’) — sqw(k)]
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On en déduit une nouvelle expression pour 7;; :

1
TZ-(JEDQNM3)(k’t) =3 Z Pjim(k) /RS

s5,8",8",83,54
Nz'(S) (k)Nl(sl) (K" )N&") (k”)N,£33) (k') Ay, (K, t)eis' +5a)w k)t
1 Poen (k) Agrs, (K" ) NS (R) NS (R el +sa)eo k")t
2 6 —i[sw(k) — s3w(k’) — saw(k")]

Prin (k") Ass, (o, )NE) (k") NI (k) it su)th
§—i[s"w(k") — szw(k’) — sqw(k)]

] d*k'. (5.40)

Cette analyse correspond au modele EDQNM3, plus consistant que les précédents
dans le sens ou ’étape de markovianisation a des justifications physiques concretes
si la turbulence est faible devant la rotation. La markovianisation est non pas ap-
pliquée indistinctement a tout un groupe de termes, mais ciblée sur des quantités
bien spécifiques. Pour finir, les expressions (5.13) et (5.40) donnent un systeme
d’équations intégro-différentielles fermé en les A,y .

5.3.3 Contraintes sur ¢

Dans la limite d’un faible nombre de Rossby, le choix de ce parametre ne peut pas
se faire au hasard. Il doit d’abord vérifier certaines contraintes propres au modele
EDQNM, duquel il provient, et ensuite avoir d’autres propriétés liées au modele
AQNM. Le modele EDQNM impose tout d’abord que §~! soit de ’ordre du temps
de retournement des tourbillons sans rotation. C’est un effet non linéaire traduisant
I’amortissement tourbillonnaire, et qui doit donc avoir un temps caractéristique plus
grand que celui lié aux effets linéaires aux grandes échelles.

De plus, a grande échelle, et comme Ro; < 1, on doit avoir § < €2. On a absolu-
ment besoin de cette propriété pour effectuer 'analyse asymptotique qui va suivre.
Deux problémes se posent : en choisissant I’expression (4.34), on s’apergoit d’abord
que d croit avec k, ce qui peut amener ¢ a dépasser 2. De méme, la viscosité, que
I’on a négligée jusqu’a présent, peut produire le méme effet. Si on avait gardé la vis-
cosité depuis le début de I’analyse, le terme (5.40) aurait une expression légerement
différente. On aurait eu un amortissement total de la forme :

S(k, K K", t) = d(k,t) + d(K',t) + d(K", t) + v (K* + k" + k") . (5.41)

On a choisi de se concentrer sur les grandes échelles, donc k est petit. Cela permet
de négliger la viscosité vk?, et cela n’entraine pas une valeur trop importante pour
d(k,t). Reste que k' peut prendre des valeurs quelconques, car l'intégration se fait
sur tout I'espace. Si k' est suffisamment petit, alors comme on a k" = —k — k' par
définition, on a aussi que k" est suffisamment petit : I’ensemble des termes visqueux
est négligeable, et les amortissements tourbillonnaires restent raisonnables. Si &' est
plus grand, il faut invoquer un autre argument, car alors § peut facilement dépasser
Q, méme si k" est petit. Le plus cohérent est de dire que les interactions non locales
entre triplets de vecteurs d’ondes apportent une contribution négligeable au terme
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de transfert, comparée a celle produite par les interactions locales. Donc, méme si
l’amortissement total prend une valeur importante dans I'intégrande de (5.40), elle
est fortement diminuée par les autres termes, via les amplitudes. Ces remarques
constituent donc une justification de la non prise en compte de la viscosité dans
I’analyse, et permettent de considérer que § < ) pour tous les triplets de vecteurs
d’ondes.

5.4 Analyse asymptotique

5.4.1 Echelle de temps

On s’est placé, depuis le début de ’analyse, dans le cas ou le nombre de Rossby
était tres petit devant 1, ce qui implique que le temps caractéristique de la rotation
est tres inférieur au temps caractéristique des effets non linéaires sans rotation.
On ne sait en effet pas sur quelle échelle de temps la non-linéarité avec rotation
va se manifester : ses effets devraient se faire sentir sur une échelle de temps plus
grande que celle attendue sans rotation. Donc pour des temps ¢t < Q7!, la rotation
domine les grandes échelles, et on peut négliger les effets non linéaires : la théorie
linéaire s’applique a ces échelles. Comme on suppose de plus que les petites échelles
contiennent trés peu d’énergie initialement, on peut dire que I’écoulement ne subit
que des effets linéaires. On a vu qu’alors toutes les composantes du tenseur spectral
®,;(k, t) décroissaient sous 'effet de la viscosité, et de maniere exponentielle. Le choix
ultérieur d’un spectre d’énergie initiale isotrope impliquera qu’il restera isotrope
apres la phase de décroissance visqueuse linéaire. On ne considere donc, dans la
suite, que les temps tels que 2t > 1, a partir desquels la non linéarité se manifeste
significativement.

5.4.2 Termes rapidement oscillants

Dans I'intégrande de (5.40), la dépendance temporelle se manifeste via des termes
de la forme exp [ia (cos ©) Qt], ou O est 'angle que fait k' ou k" avec Q. On peut
alors décomposer chacune de ces exponentielles sous la forme d’un cosinus et d’un
sinus réels. Tant que a est non nul, et comme (¢ est grand, on obtient ainsi des
termes rapidement oscillants en ©, lorsque I’angle décrit [0, 7]. La figure 5.1 donne
un apercu de }a foocl00 aos ©) sur [0,7]. On décide alors de négliger

dans (5.40) les termes rapidement oscillants en k', car leur intégrale sur tout 1’espace
est presque nulle. On peut, comme on I’a vu précédemment, imaginer un couplage
en O des sinusoides qui vont se compenser deux a deux. Comme {2t est grand, la
méthode de la phase stationnaire peut aussi étre utilisée pour prouver la décroissance
rapide en temps de ces termes, et ainsi justifier que I’on peut les négliger. De plus,
il est clair que comme k" = —k — k', on peut aussi négliger les termes rapidement
oscillants en k”. Ne vont donc subsister que les termes pour lesquels o« = 0, ¢’est-a-
dire les termes “stationnaires” faisant intervenir w(k') ou w(k").

Cela revient a ne conserver, pour s’ et s” fixés, que les termes pour lesquels
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f(©)

l,

0.5+

—0.5

Fia. 5.1 — Allure sur [0, 7] de la fonction f : © +— cos (100 cos ©)

s3=—8 et s, =—5":

AQNM 1 S —8
i ke, t) = 7D Pun(R)N (R)NS (k)

Pplm(k)As”—s”(k”; t)Né_SH)(k”) 5

N RONED RN (k) Ago (K1) &K

R 0—1 [sw(k) + S’u)(kl) + s”w(k")]
! s s i(s+s4)w
+§ Z lem(k)Ni( )(k)Nr(l 4)(k) ZA554(’<7, t)e (s+s4)w(k)t

! 1
,S 8,84

S

, y L P (YN (K"
Nl(S)(kl)Nr(,f )(k”)N/E S)(k')Asr_Sr(k',t) k ( ) ( )

4’k
RS d —i[sw(k!) + s"w(k”) — sqw(k)] ’

(5.42)

oll on voit & nouveau apparaitre les surfaces résonantes. On fait le changement
d’indice s — s3 dans la deuxieme somme, et on obtient :

T-(AQNM) = Ci]' + Z Iij;sas4Asss4ei(ss+S4)wt: (543)

v
53,54
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avec :
1 s —s
Gy =7 D Pim(k)Ppa(R)N” (k)N (k)
_g! / 7 /] / kl t)a, H(k” t)
N(S) /N(S) NNG (YN (" as(, s ) 3.1
gz F (RN (R N (RT) N~ (e )5 —i[sw(k) + sw(k’) + s"w(k")] ’
(5.44)
et :

1 5 \
Lijisass = B Z lem(k)Ni( )(k)Nr(l (k)

5’ ’5”

3K’

(=) (1.0 A7(8") (2.0 AT(S™) (20 AT(=8"") (211 Prin(K")as (K', )
R3 N 7 (RON (k) N (RN (K )(5 — i [s'w (k') + s"w(k") — sqw(k)]

(5.45)

Les termes (;; et I;j.5,5, sont, comme les A ,,, des termes évoluant lentement en
temps. La décomposition (5.43) fait donc apparaitre explicitement la dépendance en
temps rapide du terme de transfert 7;;.

5.5 Equations d’évolution des amplitudes

Maintenant que ’on a obtenu la forme asymptotique de 7;;, grace a (5.43), on peut
obtenir également ’équation intégro-différentielle asymptotique régissant I’évolution
des Ay, s,. Les quatre équations d’évolution que 'on peut écrire ne sont pas toutes
intéressantes : en effet, on cherche a déterminer, en fin d’analyse, les évolutions de
I’énergie spectrale e(k,t), de “I'hélicité” h(k,t) et du facteur d’anisotropie z(k,t).
On va donc se concentrer par la suite sur les as(k,t) et sur A_;_1(k,t), ce dernier
ne contenant 'information que sur la partie lente de z(k,t).

5.5.1 Evolution temporelle de a,

L’équation (5.13) donne, en s; = s et sp = —s :
Oas 1 s s .
5 (k1) = INCV (RN (R) (7 + 1307 ) A9 (k). (5.46)

Le membre de droite de cette expression contient des termes rapidement oscillants
en temps cette fois-ci. Or I'analyse multi-échelles s’intéresse a des temps lents, et le
développement asymptotique est aussi valable pour la dérivée de a,. On ne s’intéresse
donc pas a la contribution de ces termes oscillants car leurs amplitudes sont petites,
et surtout car ils ont tendance a s’annuler deux a deux par intégration temporelle de
(5.46). On peut donc se permettre de négliger tous les termes rapidement oscillants
en temps dans 7;; + 75", qui vaut alors :

(Tij + Tji*)(AQNM) = (Czy + le*) + Z [Iij533—53 + Iji;83—83*] 77 (547)
53

Il s’agit maintenant d’exprimer les différents termes de cette expression en fonction
des amplitudes a, explicitement.
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5.5.1.1 Partie (

On a d’une part :

1 —8 S —8
TN R)NS (k)G (R, 1) ZPﬂm Pyen(R)NS (R)NS ) (k)
_d / " o ’ kl t)a H(k” t)
N(S) /N(S) NNE (BN (! a5( y U)0s ) 3.0
g3 " (RN (') Ny (RT) N~ (K )(5 —i[sw(k) + s'w(k’) + s"w(k")] ’
(5.48)

par contraction de 'indice 7. On fait les changements d’indices s' — ss’ et s” — ss”,
ces nouveaux indices décrivant aussi {—1 1}, et on a:

]_ —s S —8
LNV RN (k)G (ke ) ZPﬂm Potn (k)N (R)N{ ) (k)
—gg’ / " el / k’ t)a H(k” t)
N( ss') k' N(SS) k' N(ss ) K" N( ss") k" ass( ) ss ; dgk,
RS k ( ) l ( ) m ( ) n ( )6—’iSF51311(k, k’,k”) )
(5.49)
ol on a noté :
Foo(k, k' k") = w(k) + s'w(k') + s"w(k"), (5.50)
la fonction résonante. On en déduit :
1 —8 S —8
TNV RN ()G (R, ) Z Poiea (k)N (k)N (k)
—ss’ ss' " —ss" 0+ 15Fggn
N]g )(kl)Nl( )(kl)Nr(nss (k//)N7(L 88 )(k")assf(k', t)ass" (k", t)L2d3kl.
R3 52 -+ FSISII
(5.51)
Les a, étant réels, on vérifie facilement la relation :
1 s , 1 s ) "
PN WG .0 = [TV RN RG] 632
La somme de (5.51) et (5.52) donne :
L (=s
RO OISR [CURES SEAT
PN N (RING () P (NS ()N (N 1)
5 + ’LSF 7
ss! klat ss'! k”, 755(13,{7,
a ( )a ( )52 + Fs 5” :|
(5.53)
Or, pour s’ et s” fixés :
Poin(R)NS™) (k) NS (RN (k") = | Py (R) NS ()N (KNG ()]
(5.54)
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donc :

Py (B)NS (k)N (KN (k") P pkn<k)N<-s><k>N,§‘“’>(k')N};“”)(k")

J p

Py (BN ()N (K'Y N &’

! 17l 2
Pjin (k) N; ()N (k') NS (K")

= 8’}/51511(k, k,, k”), (555)
ou on a noté :
]_ ! " 2
Voo (k, k' K") = 2 Pjim (k) N; (K)NS) (KNS (k)| (5.56)
L’équation (5.53) devient alors :
1 S 5 Vsl s
PN 0166710 = 25 [ I 6,00

(5.57)

5.5.1.2 Partie |

On calcule maintenant, d’apres (5.46) et (5.47) :

1 —S S
VOV 0 1) = 100 Y [

P (BN ()N )N () P (K1Y NE (RN RN 1)
Qg (k,’ t)
§ —i[sw(k') + s"w(k") + ssw(k)]
avec J,, le symbole de Kronecker. En réduisant la somme a s3 = s, puis, pour faire
apparaitre ici aussi Fy e, on fait les changements d’indices s’ — ss’ et s — ss” :

1 (s s 1
ZNZ'( )(k N< ZI” sa—s3 (K, t)as, (K, t) = 42/]1%3

sl s’

A3k (5.58)

lem(k)N;s) (k)Nl(SS )(k ) ss”)(ku) rkn(k”) ’)(ku)ng—ss )(k/)NT(L—s) (k)
Ay (K ,t)as(k, t)

- d*k'. (5.59)

Par conséquent, si on pose :

gs’s”(k: k,a k")

]. ! " " _g
= P (k)N; (k)N (KNS (k") Pri (R )N (k)N ()N, (k). (5.60)
on obtient :
1
_N Z 1j;53— 53 k t a’sa(k t)
s 5 + ’LSFS 5!/
= —a,(k,?) Z/ g%, 1 Foa20 (K1) K. (5.61)
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Pour le terme conjugué, on utilise le résultat :

1 —S8 S *
VRN () Y L, (R Das, ()

83
*

1 s
= [ZNZ k)N ( Z]Zm,, o (K, t)as, (K, t)] : (5.62)
pour conclure finalement que :

]' —S8 S *
ZNZ'( )(k)N( )(k) Z [Iij;53 ss T ]ji'53 53 ] (k,t)a53(k,t)

5 F sll
k t Z/ g§55” +Z; 2 Uyt (kl )d3k,] . (5.63)

I S”

On admet pour U'instant que gy ¢ (k, k', k") est réel, car la démonstration nécessite de
nombreux calculs intermédiaires, qui seront effectués en section 5.9.1. On en déduit
alors :

1 —S8 S *
TN (k)N (R) Z Figss—sa + Liisss-ss ] (e, as, (K, )

593 'l ! ’
= —2a,(k,1) Z/s 52+ Fygn? a5 (K',t) A°K'. (5.64)

5.5.1.3 Equation d’évolution de a,

Les expressions (5.46), (5.47), (5.57) et (5.64) permettent de décrire ’évolution
temporelle de a; :

%(k,t) = B,(k, t)a(k, t) + Cy(k, 1), (5.65)
avec :
5
By(k,t) = -2 o151 —————a59 (K 1) PPK, 5.66
(k.1 Z/g Tz (k) (5.66)

0
Cs(k:t) = 2Z/R3'}/s’s”massl(k,,t)a,ssll(kll,t)d3kl. (567)

5.5.2 Evolution temporelle de A_;_;

On pose Z = A_; 4, qui correspond a la partie lente de z, d’apres (5.21).

L’équation (5.13) en s; = s = —1 donne :
07 1 * W
9% (k1) = TN RN, (R) i+ 73k, )60, (5.68)

et il faut a nouveau exprimer le terme non linéaire en fonction de Z.

108



CHAPITRE 5. LE MODELE AQNM

5.5.2.1 Terme non linéaire

Avec (5.43), et en enlevant les termes & évolution rapide, on obtient :

1 1
1 Ni(R)N; (k)7 (K, t)e Ziwk)t 1 Ni(R)N; (k) T4 (K, 1) Z (K, 1)
_ gs/su [5 —|— ’LFSISH] ’ 341
- Z/R 521 F,, O (k1) dTRL(5.69)
De méme, comme A;1*(k,t) = A_1_1(k,t), on peut écrire :
1 - 1
ZNi(k)Nj(k)T;‘i(k,t)eQ“"(k)t = Nik)N; (k) L (k. 1) Z (K, ). (5.70)

De 13, en faisant les changements d’indices s’ — —s' et s” — s” dans 'expression de
L (k t), on en déduit :

v N pico(h)t s [6 + iFygn] .
4Nz(k)N](k) *(k,t)e ’ZS”/R3 52 +FSIS”2 a_y (K t)d°k'.  (5.71)

5.5.2.2 Equation d’évolution de Z

Finalement, la réunion de (5.69) et (5.71), que I’on remplace dans (5.68), donne :

%—Z(k t) = D(k,t)Z(k,t) (5.72)

avec Z/ Gyt 3 2 5 + ZFS T e(k' 1) K, (5.73)

II

ol on a utilisé (5.20).

5.6 Limite 6 — 0 et surfaces résonantes

On a vu précédemment que ’analyse asymptotique en petit nombre de Rossby
induisait que la rotation est ’effet dominant sur des échelles de temps de 'ordre
de Q7 '. De fait, les effets non linéaires, comme l’amortissement tourbillonnaire,
doivent avoir des temps caractéristiques grands devant 2!, ce qui implique que
0 < . La limite asymptotique Ro — 0 correspond donc a 6 — 0 : I'objectif est
donc d’obtenir la limite, quand ¢ tend vers zéro, des intégrales intervenant dans les
équations pour les amplitudes (5.66), (5.67) et (5.73). On considérera, dans la suite,
que ¢ représente 'ordre de grandeur maximum de §(k, k', k", t) ; il est équivalent de
considérer § comme une constante, que I’on veut faire tendre vers 0.

5.6.1 Prédominance des surfaces résonantes
On fixe k, t et (s',s"”). On définit les fonctions :

g:p— ges(k,p,—k —D), (5.74)
et F:p— Fou(k,p,—k—p). (5.75)
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On raisonne par la suite sur l'intégrale :

/]R3 g(p)égfwass’ (p, t) dgpa (576)

qui provient de I'expression (5.66) de Bs(k,t). Le raisonnement est identique pour
Cs(k,t) et R[D(k,1)].

Si on s’intéresse au terme 62 + F? au dénominateur de I'intégrande on s’apercoit
que F?2 ~ Q% > 62, Ainsi, le dénominateur est de I'ordre de F?, et on voit clairement
que les nombres d’ondes p tels que F(p) = Fyg(k,p,—k — p) = w(k) + s'w(p) +
s"w(—k — p) = 0, vont apporter une contribution dominante a chacune des trois
intégrales. Ici encore, les surfaces résonantes semblent jouer un role prépondérant
dans la dynamique du probleme. Cependant, on ne peut pas faire tendre directement
0 vers 0. Alors que l'intégrande de départ, ot 6 est non nul, ne contient pas de
singularité, on en ferait alors artificiellement apparaitre une, et ce quand le vecteur
p se trouverait pres d’une surface résonante. On va donc montrer que le passage a
la limite est valide, dans le sens ou on a en fait aucune singularité apres intégration
partielle dans la direction normale aux surfaces résonantes.

5.6.2 Intégrales surfaciques

La limite § — 0 va mettre en évidence le comportement particulier de I'intégrande
de (5.76) pres des surfaces résonantes, et ce, par le choix d’une description parti-
culiere de l’espace spectral. En distinguant termes singuliers et réguliers aux sur-
faces, et par un série d’approximations, on arrive a transformer les intégrales sur
tout 'espace en intégrales surfaciques.

5.6.2.1 Description de I’espace spectral

On choisit un vecteur k et une surface résonante, c’est-a-dire un couple (s, s”).
On a vu que la contribution dominante a l'intégrale (5.76) provient de nombres
d’ondes p proches de la surface résonante, du fait du comportement en Dirac de la
fonction en 6. On peut donc conclure tout d’abord que la contribution, a l'intégrale
(5.76), de la partie de I’espace loin de la surface résonante va étre négligeable. On se
place donc, dans la suite, pres de la surface résonante. On appelle alors V; , pour un
€ > 0, la bande volumique de largeur 2¢ entourant la surface résonante Fy g = 0.

On décrit ensuite ’espace spectral par rapport a la surface résonante, en adoptant
un systeme de coordonnées spécifique. Il consiste tout d’abord a doter la surface d’un
systeme de coordonnées curvilignes (qi, ¢2) d’origine et d’orientation quelconques, de
fagon a pouvoir repérer tout point de la surface de maniere unique par un couple
(g1, g2). On prolonge ensuite ce systéme a ’espace proche de la surface résonante :
a tout point a I'extérieur de la surface, on associe le point le plus proche sur la
surface, et donc un couple (¢, ¢2). La coordonnée dans cette direction sera parfois
&, qui représente la distance du point a la surface, et parfois F' qui représente la
valeur de la fonction Fy g, en ce point. Ainsi, tout point proche de la surface est
repéré par un triplet (g, ge,&) ou (g1, g2, F'), mais si 'on s’écarte trop de la surface,
il risque de ne plus y avoir unicité de la normale passant par le point considéré, et

110



CHAPITRE 5. LE MODELE AQNM

la description n’est plus valable. On oriente £ de facon a ce que & soit positif dans
le sens des valeurs de F' croissantes. De plus, £ et F' sont nulles a la surface et elles
sont positives d’'un méme coté de la surface et négatives de 'autre.

On assimilera un vecteur p de l’espace a la position de son extrémité. Par
exemple, un vecteur sera sur la surface si son extrémité s’y trouve. Pour un vec-
teur p de I'espace proche, k' sera le vecteur “projeté” de la surface, de coordonnées
(g1, 2), et tel que p— k' = E est perpendiculaire a la surface. On aura donc |E| = £.
La figure 5.2 donne un apercgu de ’espace spectral pres de la surface résonante, et

de la description que ’on va utiliser ensuite.

Fic. 5.2 — Systemes de coordonnées curvilignes étendus pres d’une surface résonante

5.6.2.2 Termes lentement variables

La fonction p +— as¢(p) est supposée continue, et p»ig(p) est une fraction
rationnelle en les modules de k, p et —k — p, comme on le verra en section 5.9.1.
Ces fonctions ne sont donc pas singulieres a la surface. Pres de la surface résonante,
elles sont a variations lentes par rapport a la fonction en ¢, qui, comme on va le voir,
se comporte comme un Dirac. Par conséquent, on peut considérer alors que :

9(p) = g(K'),
et asy(p) = ase (K.

5.6.2.3 Développement limité de Fy

On va effectuer le développement limité de Fy g dans la direction perpendicu-
laire a la surface, afin d’6ter la singularité. On suppose que 1'on peut effectuer un
développement de Taylor de la fonction F' par rapport & sa valeur en k’. On peut
ne conserver que le terme d’ordre principal, car le Dirac est centré sur la surface
elle-méme. On obtient :

F(p)=F(k' +E) = F(k') + E.VF(K'). (5.77)

Les contributions d’ordre plus élevé dans ce développement de Taylor correspondent
a des résonances d’ordre supérieur, que ’on néglige donc. Or F'(k') = 0 et, de plus,
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le gradient de F' est normal & la surface et donc parallele & E, d'ou E.VF (k') =
|V F(k')|. Finalement :

F(p) =¢|VF(K)|. (5.78)

En utilisant I’expression de la vt€Hegleegamplesginertielles,
1t exprimer le gradient de la fonction F' :

VF(K) = SC(kK) — 'C(—k — k). (5.79)
déduit :
VE(K)| = mage (K, —k — k), (5.80)
U _ISCK) - s"CK) (5.81)

d’ou ’expression :
F(p) = ﬂ'aslsn(kl, -k — k’)f (5.82)

L’introduction de cette expression dans (5.76), moyennant la description (d¢, dg;, dgs)
de l'intégration volumique, va permettre de se ramener a une intégrale surfacique.

5.6.2.4 Extension de l’intégration

On se place dans le systéme de coordonnées (qi,¢2,&), et on note dS Daire
élémentaire déterminée par dg; et dgy. L’intégrale (5.76) donne :

o
o 1/ o Wss! ,t d3
| o) s e o)

0 / ,
B // [/ 6% + 71'2043!5112(12” —k — kl)é‘Q dé‘ g(k )ass’(k 7t)dS, (583)

avec l'intégration sur & se faisant a travers la surface résonante.
On doit donc intégrer autour de la surface résonante une fonction du type :

)
fs:&— e (5.84)
car a = ayg (k' —k — K') ne dépend pas de £. La fonction fs est paire, sa dérivée
est :
—20&
iy —— 5.85
f6 5 (52 4 52)2 ( )

et s’annule en 0. On a de plus f5;(0) = . Enfin, la largeur & mi-hauteur est 24, ce
qui est de ’ordre de §. On donne 'allure de cette fonction sur la figure 5.3. Quand
0 tend vers 0, on s’apercoit que cette fonction a un maximum qui tend vers o0,
tout en ayant sa largeur & mi-hauteur qui tend vers 0. On va donc bien obtenir a la
limite un Dirac centré sur la surface résonante.
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fs (€)

0(3)

k

Fi1a. 5.3 — Allure de la fonction f5: & — #

On voit que la fonction f5 tend rapidement (en £72) vers 0 en 400, on peut donc
prolonger I'intégration initialement autour de la surface en | — 0o, +00[, sans perdre
en précision. Pour effectuer le calcul, on fait le changement de variable v = 7« /d
dans 'intégrale :

oo 6 1 [t 1
/Oo 52+7r2a2§2d§ T o e 1+u2du
1
T a
B T
~ VE(R)[

5.6.2.5 Propriété du Dirac

Avant de continuer, on se propose de démontrer une propriété de la distribution
Dirac, qui va permettre de remplacer les intégrales surfaciques par des intégrales
volumiques pondérées par un Dirac et la norme du gradient de la fonction de surface.
Soit g et F' deux fonctions de R® dans R. On veut montrer 1'égalité :

[ 6wy vrw gk = [ gpas (5:56)

Le Dirac étant centré sur la surface résonante, on peut restreindre 'intégration a
une bande volumique autour de la surface F' = 0, car seule compte la valeur de la
fonction ¢ a la surface. On décide ainsi de développer F' en série de Taylor comme
on I'a fait précédemment avec les surfaces résonantes, en utilisant la distance £ a la
surface. On a donc :

F(k) =¢|VF(p)l, (5.87)
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avec p le vecteur le plus proche de k sur la surface, ce qui donne :

o(F ) IVFE stk = [ | [or) v F) ] smias

- [ . [ / 5(F)dF] 4(p)ds, (5.89)

ol on a considéré que VF'(k) et g(k) ne dépendaient pas de &, et ou 'intégration sur
¢ se fait a travers la surface F' = 0. Or l'intégrale d’un Dirac vaut 1 par définition,
d’ou le résultat recherché, et on revient a la simplification des intégrales surfaciques.

R3

5.6.2.6 Simplification de B;(k,t), Cs(k,t) et R[D(k,1)]

Finalement, on obtient de nouvelles expressions asymptotiques pour B;(k,t) :

By(k,t) = -2 / Z a5y (K, 1) dS (5.89a)

sl 3”

= —27‘(’2/ ssu gs suassl(kl )d3kl (589b)

3’ 5”

Cikt) = 2% / 05" o (K ) (K ) dS (5.90a)

Qigl gt
s's
S’S" S !l

S / 5(Fo ) ywrties (K aser (K", ) &K, (5.90D)
1ol 3

ol Sy est la surface résonante associée au triplet (k, s’,s”). On a ainsi :
Sgen(k) = {k' € R®/w(k) + s'w(k') + s"w(—k — k') = 0}. (5.91)

Les expressions (5.89b) et (5.90b) montrent que 1’on a remplacé dans (5.66) et
(5.67) les fonctions en § par des Dirac sur la surface résonante, a un facteur w
pres. Pour D(k,t), on peut appliquer cette méme transformation a la partie réelle
uniquement :

gt s ! ss” ! 347
e(k',t)dS — o gl k', t)d°k".(5.92
SR 3 WS CULLE) O RO PR CRL VR CED

1
3’ 5” 3’ 5”

La partie imaginaire nécessite par contre un traitement particulier, car on n’a plus
I’amortissement tourbillonnaire au numérateur : faire tendre § vers 0 créerait a nou-
veau une singularité aux points sur les surfaces résonantes.

5.6.3 Intégrale volumique

On a vu que l'influence de la surface résonante se faisait sentir pour des £ de
l'ordre de §. L’idée est ici d’utiliser un domaine V, avec € = O(4), fixé. On découpe
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'intégrale de la partie imaginaire de D(k,t) en deux parties selon que ’on est proche
ou non de la surface résonante :

S [D(k, 1)
= - L A —— S” kl d3kl / ss” ’3” kl d3kl.

(5.93)

Si on est dans R3\ y,, alors Fy ¢ prend des valeurs non nulles. Quand on fait tendre
0 vers 0, il n’y a pas de singularités et toutes les fonctions sont régulieres ; le passage
a la limite 6 — 0 ne pose donc pas de problemes. Le passage ¢ — 0 nécessitera la
définition de la valeur principale d’une intégrale. Si on est dans V., pres de la surface
résonante, on va montrer que la valeur de I'intégrale est négligeable quand ¢ puis ¢
tendront vers 0.

5.6.3.1 Domaine éloigné de la surface résonante

On rappelle que ¢ est fixé. Dans (5.93), la premiére intégrale ne pose pas de
probléeme : comme on est loin des surfaces résonantes, Fy g est non nul, et toutes les
fonctions sont régulieres. Faire tendre ¢ vers 0 donne le résultat :

. Fygn ' 3.1 985” 3./
O ) R e L] B o) M LS

!all
5 8§
8’ s

(5.94)
et on verra plus loin quelle est la limite de ce terme quand on fait tendre € vers 0.

5.6.3.2 Domaine proche de la surface résonante

On cherche ici 'expression de la deuxieme intégrale de (5.93) :

Z / 9o se(k' 1) K, (5.95)

S”

quand § tend vers 0. On utilise le systéme de coordonnées curvilignes (g, go, F')
exposé précédemment. On peut exprimer un volume élémentaire sous la forme :

dskl = J2 (ql, g2, F) dq1 dQQ dF, (596)
avec Jo(q1, 40, F) le jacobien de la transformation de coordonnées, que I’on n’a pas

besoin d’expliciter pour mener a bien le calcul. Quand on est dans V,, on suppose
que les fonctions lisses admettent un développement de Taylor sous la forme :

Gs'sn(q1, o, F)é(qr, g2, F) Ja(qu, g2, F Z @i(q1,g2) F (5.97)
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ou ggs» et € sont les fonctions gy ¢ et e de (5.95) réécrites dans le nouveau systeme
de coordonnées. On en déduit une nouvelle expression pour (5.95) :

Fy pitl
(a1, L 4F| dg, dgs, .
Z/Za 1, G2) [/F_ Y } ¢ dge (5.98)

sl sl

ol l'intégration selon q; et ¢, se fait sur leur domaine de définition, inclus dans R?.
De plus, F; et F_ sont des fonctions de g, go, telles que F'y (q1, g2) et F_(q1, ¢2) sont
la valeur de la fonction F' au point respectivement de coordonnées (qi,¢q,€), et de
coordonnées (g1, g2, —¢), dans le systeme de coordonnées (g1, g2, ).

Si¢ > 1, alors la fonction en F' ne fait pas apparaitre de singularité quand ¢ tend
vers 0, donc apres le passage a la limite, on obtient :

Fy Fz F i F_i
/ Fi~YdF = [ ] =+ —- (5.99)
) F 7

Par contre, si ¢ = 0, il faut d’abord intégrer la fonction avant de passer a la limite :

o F 1 1 F.2 44
———dF = - [log|F? + 8*|].F = = log | =5 |- 5.100
/F_ F2+52 2 Og| + |] 2 Og F_2+52 ( )
Ainsi, quand 0 — 0, on obtient :
B F F

dF — log | —|. 5.101
/F_ 48 ®IF (5-101)

L’équation (5.98) devient, quand ¢ tend vers 0 :

—F F,

Z/ [Zaz (]1,612 + ao(q1, ¢2) log 7 ‘ dg; dgs. (5.102)

Enfin, on écrit que F', qui est nulle a la surface, admet un développement en puis-
sances de £ :

F(q1, 92, ¢ ZF (91,92)¢ (5.103)

d’ou :
(g1, 9) Z F9(q1, g2)(—¢), (5.104a)
et 4+ (g1, ) Z F9(q1, g2)e (5.104b)

relations qui seront utiles lors du passage a la limite ¢ — 0.
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5.6.3.3 Valeur principale d’une intégrale

C’est une méthode qui consiste a attribuer une valeur finie a une intégrale diver-
gente au sens usuel, comme celle a laquelle on s’intéresse ici. Afin que les explications
soient plus claires, on va prendre ’exemple d’une fonction unidimensionnelle et conti-
nue partout sauf en un point unique singulier. Si on considere a > 0, b > 0 et la
fonction f : & ! —, son intégrale entre —a et b n’est pas convergente, car elle présente
une singularité en 0. Par contre, pour un petit ¢ > 0 fixé, les deux intégrales :

/__E f(z)dz =log(e) — log(a) et / f(z)dz =log(b) — log(e)

sont convergentes et ne sont méme pas impropres. On voit que si on fait la somme
de ces deux intégrales, les termes en log(¢) se compensent, et faire tendre ¢ ne pose
plus aucun probleme.

On appellera donc valeur principale de I'intégrale de f entre —a et b :

_I; f(z)dz = 21_1)1(1) [/_jf(m)dx + /Ebf(m)dx] , (5.105)

en prenant un intervalle symétrique autour de la singularité. Cette intégrale vaut
ici log(b) — log(a). Pour finir, il faut noter qu’un intervalle asymétrique permet de
donner d’autres valeurs, finies ou infinies, a I'intégrale : ce n’est qu’une question
de conventions. De plus, on peut remarquer que si la fonction est continue partout
sur [—a, b], alors la valeur principale de I'intégrale vaut l'intégrale usuelle au sens
de Lebesgue. On peut généraliser sans difficultés cette notion a une fonction de
plusieurs variables continue presque partout.

5.6.3.4 Passage a la limite ¢ — 0

Les résultats précédents ont été obtenus pour un ¢ fixé, mais petit. On décide
maintenant de le faire tendre vers 0. Il est clair que, par définition, quand ¢ tend vers
0, I'intégrale (5.94) tend vers la valeur principale de 'intégrale sur tout 1’espace :

. - gs's" I 3| gss” 371
[0 [ gawnie] -5 f L

s’ S” slsll
Pour I’autre intégrale (5.102), on se sert de (5.104) pour montrer que :

F_—0, (5.106a)
F, —0, (5.106b)
F
et Fi —1, (5.106c¢)
d’oi :
lim | Za m q2 - + ao(qu, g2 log dg; dgo | =0, (5.107)
e0 ’ / (3 ) 7 bl
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d’aprés (5.102). On en déduit 'expression asymptotique de la partie imaginaire de
D(k,t) :

Gs's" ! 3./
S[D(k, )] = — K1) &Pk 5.108
D) =~ f 2ok (5.108)

s’

Finalement, on obtient ’expression asymptotique de D(k,t) comme étant :

Dk,t)=~- [/S Me(k’,t)d5+i][ gs's"e(k’,t)d?‘k’]. (5.109)

[’ 3 1ol
S°Ss s's
s, oM R

5.7 Evolution des grandeurs spectrales

On va pouvoir écrire les nouvelles équations d’évolution des trois grandeurs ca-
ractéristiques du tenseur spectral, e, z et h, grace a leurs expressions en fonction
des Ay s,, aux équations d’évolution de ces derniers, et aux formes asymptotiques
de Bs(k,t), Cs(k,t) et D(k,1).

5.7.1 Equation pour le spectre d’énergie

On utilise (5.20) combinée avec (5.65), et les expressions (5.89) et (5.90) :

Oe
a(kat)
_ aa_l 8a1

= Bi(k,t)ay(k,t) + B 1(k, ) 1(k, )+ Cy(k,t) + C 1(k,1).  (5.110)
Or on montre que :
By(k, oy (k. £) + By (K, t)a_i (K, )
- / 955" 10 (K )ar (s, ) + a_y (K )as (k. £)] S, (5.111)

O{slsu

et Cilk )+ Ok, )
= 2} / 1 (K E)ags (R 6) + aey (K, )a_gr (K", )] dS.(5.112)
S

Qlot M

slgtt S8

sls!

On peut alors exprimer les sommes de produits des as dans ces deux intégrales
en fonction de e et h uniquement. En remarquant que :

e(k,t) = ai(k,t) + a_i(k,t), (5.113a)
e(k',t) =ay(K',t) +a g (K1), (5.113Db)
e(k",t) = ag (K", t) + a_s (K", 1), (5.113c)
hik,t) = a_1(k,t) — ai(k,1), (5.113d)
h(k' t) = s [a_g (K, t) — ag (K, 1)], (5.113e)
et h(k",t)=s"[a_s (K", t) — as (K", 1)], (5.113f)
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on obtient les relations suivantes :
1

3 le(k,t)e(k' t) + s'h(k,t)h(K,1)],

1
as (k' t)as (K" t) + a_g (K, t)a_s (K" ) = 3 le(k' t)e(K",t) + s's"h(K', t)h(K",1)] .

ay (k' t)a1(k,t) +a_y (K, t)a_i(k,t) =

[’équation d’évolution du spectre d’énergie devient finalement :

Xk =3 /S ol g el el )+ (R, DB )

T+ o e, ek t) + s's"h(K', )h(k", 1)} ] dS.
(5.115)

5.7.2 Equation pour I’hélicité spectrale

On utilise (5.22) combinée avec (5.65), et les expressions (5.89) et (5.90). On
obtient par conséquent :

oh

5 —(k, 1)
o 8a_1 8@1
= 5 (k,t) 5 (k,t)

= B_i(k,t)a_i(k,t) — Bi(k,t)a;(k,t) + C_1(k,t) — Ci(k,t), (5.116)
et on dispose de I'expression de tous les termes en fonction des a; :
_1(k,t)a_y (K, t) By (k,t)ai(k,t)
I Z / 955" 10 (K D)ar (k. 1) — aw (K, )as (k, £)] dS, (5.117)

Sgr g1 Qg S”

S’ sl

ot Coa(k,t)—Ci(k, 1)
=2y / YIS (0o (K, D) a g (K1) — aw (K, t)ag (K", £)] dS.(5.118)

sl Qg 5”

3’3”

En utilisant les relations (5.113), on prouve, de la méme fagon que pour I’énergie
spectrale, les relations :

1
a—y (K, )a— (K, 1) — ay (K, )ai (k. t) = 5 [s'e(k, )A(K', 1) + h(k, t)e(K',1)],
a_g (k' t)a_gi (k" t) — ag (K, t)as (K" 1) = % [S'h(K', t)e(k" t) + s"e(K', t)h (K", 1)].

On en déduit I’équation d’évolution asymptotique de h(k,t) :

oh 1 , , ,
k0= [ ol = e etk DRG0+ A, el 0}

+ g {Sh(K  t)e(K",t) + s"e(k', t)h(k", 1)} | dS.
(5.120)
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5.7.3 Equation pour le terme d’anisotropie

On utilise (5.72), combinée avec (5.109), et le résultat est immédiat :

(kt)=-2)_

3’ ,5”

/ gs’s”e(k',t)dS—l—z’][ fj's"e(k’,t)d?’k’]. (5.121)
S sISH

(6] 3
gl 88 R

ot

5.7.4 Remarques

On peut en formuler plusieurs :

1.

120

On s’apercoit que ces trois équations d’évolution ne font plus du tout intervenir
I’amortissement tourbillonnaire §. En effet, quand on se place en turbulence
faible devant la rotation, le fait que le nombre de Rossby soit tres petit implique
que ¢ est lui aussi tres petit devant (2, voire méme nul a la limite. Cette
approche a le mérite de ne plus étre conditionnée par le choix du parametre 9,
sous réserve qu’il vérifie les contraintes énoncées précédemment.

Les équations pour e et h sont découplées de celle pour Z. Ainsi, Z évolue
parallelement mais ses variations n’entrainent aucune variation sur e, ni sur A.

Un des objectifs de la méthode AQNM est de diminuer les coiits de calcul
numérique. On voit que ’on a réussi a éliminer toutes les intégrales volumiques,
pour les remplacer par des intégrales sur les surfaces résonantes, sauf une
qui apparait dans I’équation d’évolution de Z. On peut, par un changement
de variable adéquat portant sur un terme de phase, le faire disparaitre. La
variable :

t
Y (I, 1) = exp [z / (][ ;fls"e(k',t’)d3k’) dt’} Z2(k,1),  (5.122)
0 R3 S’S”

vérifie en effet I’équation différentielle :

Y
aa—(k,t) = -\ k,t)Y(k,t), (5.123)
Ys's" 1
124
avec Ak, t) g /S, o e(k',t)dS. (5.124)

S' s

. On suppose que pour tout k, h(k,0) = 0. On admet l'existence et 'uni-

cité d’une solution a I’équation (5.120) pour des conditions initiales données.
Comme la fonction identiquement nulle vérifie I'équation et posséde les mémes
conditions initiales que h, on a que pour tout k et ¢, h(k,t) = 0. Si on sup-
pose maintenant que pour tout k, Z(k,0) = 0, alors on a pour tous k et t,
Z(k,t) = 0, pour les mémes raisons que pour h. Par contre, cette propriété
n’est pas vérifiée par e(k,t), car on ne peut pas dire si la fonction identique-
ment nulle est toujours solution de (5.115).

Pour conclure, si la turbulence est initialement isotrope, ce qui va étre le cas
dans notre étude, alors on a ®;;(k,0) = e(k,0)A;;(k). On en déduit qu’ini-
tialement, h = 0, car le tenseur ®;; est symétrique. De plus, on a aussi que
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Z = 0 initialement d’apres la définition (5.21), et en utilisant (3.58). On vient
de montrer que h et Z resteront donc nuls ultérieurement. Seul e verra donc
sa distribution spectrale s’écarter de l'isotropie, et c’est dans ce cas la seule
grandeur qui peut quantifier I’anisotropie.

6. On peut s’intéresser a la stabilité du systeme différentiel soumis a une petite
anisotropie initiale. Si on perturbe faiblement Z, on se ramene, par le change-
ment de variable (5.122), & une équation pour Y, de méme module que Z. Le
signe de la fonction A va donc conditionner la croissance (s’il est négatif) ou la
décroissance (sl est positif) de |Z]. Du fait de la fonction gy, il n’est pas aisé
de déterminer ce signe analytiquement, et il faudrait certainement recourir a
un traitement numérique.

Le probleme se pose de maniere encore plus ardue dans le cas d’une aniso-
tropie initiale sur A : ’équation différentielle (5.120) présente une plus grande
complexité, ce qui ne permet d’envisager qu’une résolution numérique.

7. L’ensemble des trois équations forme un systeme réalisable, comme on va le
montrer par la suite.

5.8 Réalisabilité du modele AQNM

La propriété de réalisabilité (4.52d) est fondamentale, et elle doit étre vérifiée
quel que soit le modele analytique. Elle assure que le tenseur ®;; dont on cherche
I’évolution temporelle correspond bien au tenseur spectral d’'un champ de vitesse
réel. Cela permet en particulier d’étre certain d’obtenir un spectre d’énergie spectrale
positif a tout instant.

5.8.1 Condition équivalente de réalisabilité

La condition Vo € R?, of®;;(k,t)a; > 0 est équivalente a dire que les valeurs
propres de ®;; vu en tant que matrice sont toutes positives ou nulles. Or on a :

0 0 0
Q= 0 e+z 2z +1h
0 z—1th e—z
La matrice n’est pas inversible donc 0 est valeur propre évidente. La trace étant po-

sitive, les deux autres valeurs propres sont positives si et seulement si le déterminant

de la sous-matrice (®ij);5, ;», est positif. On calcule donc :
€+Z'7- ZZ+Zh, 262—h2—|z|2_
zi—1th e— z

Comme on a de plus que z(k,t) = 2Z(k,t)e”2*®)? on en déduit que le modele est
réalisable si et seulement si :

e —h?—4|Z]* >0, (5.125)
a tout instant. On peut remarquer que cette condition implique en particulier que

I’énergie spectrale reste positive tout le temps. On appelle fonction de réalisabilité,
la fonction § : (k,t) — (e — h%2 — 4|Z?) (k, 1).
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5.8.2 Démonstration
On suppose maintenant la réalisabilité initiale, c’est-a-dire :
Vk € R*,§(k,0) > 0, (5.126)

et on va montrer que c’est le cas a tout instant, grace aux équations d’évolution de
e, 7 et h.

5.8.2.1 Equation d’évolution de §

On note par la suite e = e(k,t), h = h(k,t), ¢ = e(K',t), K = h(K,t),
e’ =e(k" t) et h(k",t). Comme les équations d’évolution (5.115), (5. 120) (5.121)
contiennent des termes communs, on note :

gs’s” /
bi(k,t) = — 12
(k. 1 Z/ ot (5.127)
G sl 111
bo(k,t) = — sh'd 127b
2 (K, 1) Z/a S, (5.127D)
bs(k,t) = — Z ][ lgm ¢ d°K, (5.127¢)
Vs's" 1 on nyrpn
k,t) = h'h"]dS 5.127d
ci(k,t) yzsﬂ/luas,s”[ee +s's ]dS, ( )
Vs's" ot apin "1y
k,t) = — [s'h h"]dS. 5.127
ca(k, ) ;/IS” - [s'h'e” + s"e'h"] ( e)
Les équations (5.115), (5.120) et (5.121) se réécrivent alors :
%~ betbhto, (5.128a)
oh
5 = hihtbeto, (5.128b)
A
ot
En remarquant que :
8 (1Z°) 0z 07
= Z|—=— A
ot ( o ) * ( ot )
2, |Z)?, (5.129)

on obtient :

oF 0 (e2 —h?—4|Z)

ot ot
Oe Oh )
= 2 [bls" +ce — C2h] y (5130)

qui est une équation pour § avec second membre.
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5.8.2.2 Fonction auxiliaire

En utilisant la solution homogene de (5.130) et la méthode de la variation de la
constante, on fait le changement de variable :

K(k,t) = 5(k,t)d:(k,1),

¢
ol on a posé  di(k,t) = exp [—2/ bi(k, t’)dt'} : (5.131)
0

L’équation différentielle vérifiée par K est la suivante :

aa—ft{ = 2d1 (616 — Cgh) . (5132)

En remarquant que § > 0 <= K > 0, on s’est ramené a I’étude d’un probleme plus
simple en K.

5.8.2.3 FEtude du second membre

On suppose K positive a un instant donné, et on va montrer qu’alors, la dérivée
temporelle de K a cet instant est positive. Comme d; est une fonction positive, on
cherche le signe de c¢ie — coh, qui vaut :

cie — coh = Z / Josn [ee' "+ 5's"eh'n" — s'hh'e" — s"he'h"]dS.  (5.133)

s, 8" Sgrgn

On définit les nouvelles grandeurs :

h
X == —g,
hl
X, = SI—,,
€
hll
X" = 8”7,
(&

et on obtient :

ce—ch=>Y / V9" eele" [1+ X X'+ X'X" + X"X]dS,  (5.135)
! oM S ' O{SISII

s's
ol Yy, aggn et ee’e” sont des fonctions positives de k' pour un k donné. Il reste a
étudier le signe de la fonction J : (x,y,2) — 1 + 2y + 2z + yz, sur un domaine de

R?® & préciser.

5.8.2.4 Minimum de J

A Tinstant considéré, on a, pour tous les nombres d’ondes, K > 0 donc e? >
h? 4+ 4|Z|* > h?, et donc |h| < e. En particulier, pour des vecteurs k et k' donnés,
|X| <1, |X'] <1et|X"| <1.On étudie donc J sur le cube [—1,1]*. La fonction J
est continue sur un compact donc elle est bornée et atteint ses bornes. On cherche
a montrer que J est positive en prouvant que son minimum est positif.

On a deux cas :
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1. On suppose le minimum de la fonction atteint a I'intérieur du cube strictement,
c’est-a-dire pas sur une des faces. Le seul candidat potentiel est celui qui annule
la différentielle de J, car on est dans 'intérieur, au sens topologique, du cube.
Il n’y a que le point (0,0,0) ou la différentielle s’annule. Or J(0,0,0) =1 >0
donc le minimum est positif.

2. On suppose que le minimum est atteint sur une des faces, et on n’est plus
dans l'intérieur du cube. La fonction J étant invariante par permutation de
ses variables, on peut se ramener a deux faces seulement, par exemple z = 1
et z = —1. Pour tous (z,y), on a J(z,y,1) =zy+y+x+1et J(z,y,1) =
2y —y — x — 1. Donc si le minimum est atteint en (g, yo) sur la face z =1, il
est aussi atteint en (—xzq, —yo) sur la face z = —1, et on peut donc se ramener
a I’étude de la fonction sur une seule face, par exemple z = 1. On se ramene
donc a I'étude de £ : (z,y) — zy +y + 2 + 1 sur [—1,1]?, continue sur un
compact, donc bornée et atteignant ses bornes.

(a) On montre, de la méme facon que pour J, que si le minimum est atteint
a l'intérieur strict de la face, c’est au point (—1,—1) qui n’est pas dans
I’intérieur.

(b) Le minimum est donc atteint sur un des cotés de la face, en z = +1 ou
y==x1.Surz =—-1ouy=—1,on a £ =0, donc le minimum est bien
positif ou nul. Sur z = 1, on a, pour tout y, £(1,y) = 2(y + 1) et le
minimum vaut 0. Enfin, il en est de méme sur le coté y = 1.

On a montré que, dans tous les cas, le minimum de la fonction J était positif, ce
qui implique que J est positive sur [—1,1]*. On a ainsi prouvé que si K est positive
a un instant donné, alors la dérivée temporelle de K a cet instant est aussi positive,
car le membre de droite de (5.132) est positif.

5.8.3 Conclusions

On suppose que la réalisabilité initiale est assurée, donc pour tout vecteur k,
on a K(k,0) > 0. Le résultat précédent implique donc que pour tout k, la dérivée
temporelle de K en k et a t = 0 est elle aussi positive. De proche en proche par
itération temporelle, et sauf dans des cas particuliers, la fonction K reste positive a
tout instant, ce qui donne la réalisabilité a tout instant.

5.9 Dernieres simplifications

L’objectif est le calcul explicite des termes gy ¢ et vy . Ils s’expriment en fonc-
tion des normes k, k' et k" uniquement, ce qui permet d’obtenir les équations finales
d’évolution temporelle de e, Z et h, grace a (5.115), (5.121) et (5.120).

5.9.1 Calcul de gs' s

Dans cette partie, on va voir que gy~ (k, k', k") est un tenseur d’ordre 0, et qu’en
choisissant une base appropriée, il s’exprime explicitement en fonction des modules
k, k' et K".
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5.9.1.1 Expression en fonction de N
On rappelle que, d’apres (5.60), gg¢ s'écrit :
gs’s”(ka kla k”)

=~ Pun(RIN;(BINS (RONG () P (R )N (RN (KON, (k).

et on cherche son écriture en fonction des composantes du vecteur IN seulement. Or
on a :

Pjim(K)Nj(k) = knNi(K) + kN (K), (5.136)
Poon ()N (R = RN (K") + KNS (), (5.137)
d’ou :
1

gs/su(k, k,, k") = —Z [kle(k) + kle(k)] Nn*(k)
(KNG G + RENE (k)| NG (k)
[Nl(s (k)N )(k')} . (5.138)

Les propriétés des vecteurs IN permettent d’exprimer chacun des crochets sous une
forme plus explicite.

5.9.1.2 Invariance tensorielle

Soit p un vecteur d’onde. D’aprés (3.59b) et (3.59a), on a :

(N;N; + N;N;) (p) = 2 [5”—1”1'1’1'],

p2

et donc par addition :

* pipj . P
N;(P)N;(p) = 0ij — —5" + e —. (5.139)
p p
Pour s € {—1, 1}, on obtient finalement :
N @INS ) = by = P —ise . (5.140)

et on cherche & savoir si ¢’est une quantité tensorielle (voir par exemple Hladik [26]).

Il est clair que d;; est un tenseur d’ordre 2. De plus, p; et p; sont des tenseurs
d’ordre 1, et 1/p est un tenseur d’ordre 0. Donc p;p;/p* est un tenseur d’ordre 2 par
produit tensoriel. Le tenseur alterné €;;, est d’ordre 3, donc par produit contracté
€ijkPk/P est un tenseur d’ordre 2. Par somme de tenseurs, Nz-(s) (p)NJ(_S) (p) est donc
un tenseur d’ordre 2. Il en résulte que :

1 " * s' ! —s' ! s " —s" "
— ik INw (R)N ()] [N (RN ()| [N ()N 0"
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est un tenseur d’ordre 8, en tant que produit de deux tenseurs d’ordre 1 et trois
tenseurs d’ordre 2. Par produit contracté, g+ est un tenseur d’ordre 0. Cela permet
de conclure qu’il reste invariant par changement de base orthonormale. Pour le
calcul de g4 47, on peut alors choisir n’importe quelle base orthonormale. On va donc
effectuer un changement de repere 1ié a la triade k, k' et k”.

5.9.1.3 Changement de repere

Pour des vecteurs k et k' fixés, on définit les vecteurs suivants :

k
1= 5.141
€1 |k|: ( a)
E' — (K'.e}))e;
/ 1)€
= 5.141b
“ T W Wl -1410)
e; = ep Xes. (5.141c)
On a bien |e]| = |e5| = |eg| = 1 et €].e, = e}.ef = ef.e] = 0, donc la base est

orthonormale. Dans cette nouvelle base mobile, les coordonnées de k sont (k,0,0).
De plus, on vérifie que :

ky = K'.ey
= k'.(e] x &)
= ej.(e5 X k')

= 0, (5.142)
car e} est perpendiculaire a e x k'. Enfin :

K, = k'€
K.k — (k.e))?
k' — (K'.€})e]|
(K'.€3)” + (K'.e3)’
k' — (K'-€})e]|

(5.143)

Dans ce repere, les coordonnées de k' sont (k1, k5, 0) et celles de k" sont (k}, —k},0),
avec ki, > 0 et kK = —k — k.

Le triangle formé par les vecteurs k, k' et k" se trouve donc dans le plan défini
par les vecteurs e} et e5. On peut donc exprimer toutes les coordonnées de ces
vecteurs en fonction de k = |k|, ¥’ = |kK| et k" = |k"| uniquement :

K" — K — K
ki = — or (5.144a)
12 2 12
k= % (5.144b)
1 2
(|)? = K-k’ =5 [2k2 (K2 +17%) = & = (07 = k) ] . (5.144c)

On en déduit que gy (k, k', K"), qui dépend initialement des coordonnées des trois
vecteurs, ne dépend alors que de k, k' et k”.
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5.9.1.4 Nouvelles coordonnées

Pour le calcul de gy4, on peut donc choisir n’'importe quelle triade dont les
normes respectives sont k, k' et £”. On s’intéresse donc au cas particulier ou la
triade est dans le plan perpendiculaire & 2. Dans le repere précédemment choisi,
cela signifie que ej coincide avec /€. On cherche maintenant & trouver 1'expression
de N(k), NC) (k') et N&") (k") dans ce repere, muni de la base (e}, e}, €4), pour
en déduire ’expression de gy .

D’apres la définition de N donnée par (3.52), on obtient facilement que :

N(k) = (01 Z" _1)’ (5145)

dans cette base, car e4(k) coincide avec e, et ey(k) avec —ej. De plus, par simple
calcul du produit vectoriel :

" k! —k! !
(k) = ‘33; = e} +eh, (5.146a)
eg(k') = ey(k) x ex(k') = —ej, (5.146b)
d’ou :
(s") (1! ! é . /kll
NUYI)(E') = (—is 718 —-1). (5.147)

Enfin, on proceéde de méme avec le dernier vecteur :

" kIQ / klll ’
ey(k") = —ej, (5.148b)
et donc :
" k! k!
NEV(K") = (is"-2,is" L —1). (5.149)

Les expressions (5.145), (5.147), (5.149) combinées avec (5.138) vont permettre le
calcul explicite de gy (k, k', k").

5.9.1.5 Contraction d’indices
On réécrit Iexpression (5.138) sous la forme :
1 ’ ’ "
goorlb K R = =7 kNN () + BN ()N ()| N (R

KNS NG () + kNG (RN ()| N (k).

(5.150)
On peut alors calculer le produit scalaire sur ’indice [ :
knNi(R)NS) (') + kNS (B N (K)
ANNLLY
= knll—s ) T8 N (k), (5.151)
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et sur l'indice & :
BaNG (RN () 4+ NG (RN (")

7 k! "
= 1 (1 2 (2~ ) ) i 6 NG W. (65152

La contraction des indices m et n, via un produit scalaire a nouveau, donne :

- nkky

N = iR (5.153)
N(R)NG (K = 1- Z— (5-153b)

K'N (k) = k), (5.153c)
NCD RN (R) = 1 H’Z_g_ (5.153d)

5.9.1.6 Expression de g4~
Avec (5.151), (5.152) et (5.153), on en conclut que (5.150) devient :

ki (k5)?

gy (k, K k") = T

[Slk” _ Sllkl + S,S” (ki _ klll)]
[klkll + SIS” ((k_l2)2 o k:ILk:ILI) - S,k (kll o S”lf;_,)} )
(5.154)

On va maintenant simplifier les deux expressions entre crochets de (5.154). En uti-
lisant le fait que &} — kY = —2k — k, et avec (5.144), on a :

!N

SE" — "k + §'s" (kll - klll) — Slj [ku? _ k/2 + §"kk" — 'Kk
§'g"
= (K = SR (k+ K 4 $EY), (5.155)

ol on s'est servi de k"2 = (s'k")2 et k"* = (s"k")2. Pour les deuxidmes crochets de
(5.154), on utilise (5.144) :

1 1 4 2 //22
Wik = o |k (k k ) , (5.156)
1
dotr (ky)? — kiKY = 3 [k’2+k"2—k2}. (5.157)

On en déduit :
k_lkll + SIS” ((kIQ)2 o kllklll) o Slk (k” o Sllk'lll) — klk” + SIS” (lfl2 o k2) o Slkk”
— SISII [(Slk,)2 _ k2 + Sllkll (S,kl _ k)]
SIS” (slkl _ k) (k + Slkl + Sllkll) .
(5.158)
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On a enfin de besoin de transformer 1’expression de (k})? & partir de (5.144), en
écrivant que les deux premiers termes sont le début d’un carré :

= e[l (e ()]
= —i (K2 = K — K7 — 20'k") (K2 = K% — K7+ 2K
= —4%2 K2 — (k)] [ = (= kY] (5.159)

ol on a reconnu une identité remarquable.
On obtient l'expression finale de gy 4 avec (5.154), (5.155), (5.158) et (5.159) :

1
gs's" (k7 kl: k”) = W [(k, + kl’)Z — k2] [k2 — (k’ — k”)z]

K — k] [k — s"k"| [k + s'K + s"K"]?. (5.160)

Ce résultat prouve entre autres que gy, est bien une quantité réelle comme supposé
en 5.5.1.2.

5.9.2 Expression de vy

D’apres (5.55), 'expression de vy 4 est :

1 ! "
s, K K" = g P (R) N (R)NE ()N (R)

[ks Ny (k) + k5 N ()] N (RN (R"), - (5.161)
en utilisant (5.136) pour expliciter la valeur de Pj;;(k)N;"(k), et on cherche une
expression en fonction de gy g et geng.

On s’intéresse maintenant au terme entre crochets de (5.161) , ol on réécrit k;
sous la forme —k{ — kj', et k; sous la forme —k; — k7
[kl () + Ny (k)] NS (RN (k)
= — [KINy (k) + KN (k)] N (RN (k")
= — (KN (RN (RN () + kN (RN (RN (k)]
(5.162)
ou on s’est servi de I'identité (3.53c). En échangeant les indices muets 7 et j dans le
deuxiéme terme, on transforme (5.162) en :
RNy (k) + kg Ny ()] N (RN (R)
= —N;*(k) [N (RDEINS D (") + NS (BN (K| L (5.163)
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A Tl'intérieur des crochets, on rajoute et on soustrait le terme k; N - )(k’ )N (k” ),
ce qui donne :

[kiN;* () + k;Ni* (k)] N-“S’)(k )N (k")

z J

= Ny () [NCO ') (KNSR + KN ()
N (KNSR = B NCD )] (5.164)
On utilise & nouveau kj = —k; —kj seulement pour le deuxieme terme entre crochets,

et avec (5.164), ’expression (5.161) devient finalement :

1 s r *
Yoo (R, K K) = = P () N (R)NT (RN ()N ()

[-Plij(k”)Ni(_s')(k,)Nl(_S”)(k”) + Plij(k,)Ni(_s”)(k”)Nl(_S’) (k/) .

On rappelle que gy s’écrit, d’apres sa définition (5.60) :

gs' st (ka kl: k”)

]. ! " _ o o
=~ Pn(R) N (R)NL (RN (K") N (k) Prg (K )N (RN (R,

et :
g (F, K", ')
= PrenR)N, ()N (KON (KN () Py (k)N (k") N 1),
ou on a utilisé P, = Pk Avec les écritures (5.166) et (5.166), et a partir de

(5.165), on obtient ’égalité suivante :

1
Vs's! (k> kla k”) - 5 [98’5”(ka k,a k”) + 98”5’("’1 k”a k,)] . (5'166)

5.9.3 Equations asymptotiques d’évolution

L’expression (5.166) de 7ys en fonction de ggg est maintenant utilisée pour
réécrire les équations d’évolution de e et h. La relation (5.160) permet donc de
calculer gy4 en fonction de k, k' et k”, et on obtient alors un modele complet, prét
a étre discrétisé.

5.9.3.1 Equation pour e
On part de (5.115), et on remplace vy en fonction de gy ¢, grace a (5.166) :

1 1
gt (k,t) = 3 Z/ ~ [ ges(k, k' E") (e'e" + s's"B'B" — 2ee’ — 25'hh)
8" S 161 s's!

+ gyl K"K (e + s's"H'R")] dS, (5.167)
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ol on a a nouveau noté avec des primes et des secondes les quantités se rapportant
respectivement a k' et k”. On va maintenant transformer le terme contenant gy,
en échangeant les indices s’ et s”, puis en faisant un changement de variable. On
peut écrire tout d’abord :

s”s’ k k" k'
Z/ g ) [e/e// +s S”h,h”] ds

Qg gt

s' s k, k”akl 1 myryn
= Z/ M[ee + s's"h'A"]dS

" Qg gt
_ " rn Myt 131t
= WZ 5 ) goron (R, K" K [ + s's" W R"] 3K, (5.168)

car passer de I'intégrale surfacique a 'intégrale volumique fait apparaitre en facteur
d (Fgng) d’une part, mais aussi |VFyy| = magy. On fait alors le changement k' —
—k — K', pour transformer k' en k" et réciproquement :

s''s! ka k”akl
Z/ g ( ) [6’ "+8’S”h,h”] dsS

o 5” C\{S/SH
= WZ / (kK" K')) ggor [€'€” + s's"h B"] Pk (5.169)
Par symétrie des surfaces résonantes, Fyny(k,k" k') = Fgg(k, k', k"), d’'oi on

déduit :

gsrs , k k" k'
Z/ - ) [6,6”+88”hlh”] ds

Z/ gs st / // + S’S”h,h"] ds. (5170)

Qlgl !
S'Ss
s',s" Sgrgn

Finalement, le spectre e vérifie I’équation d’évolution temporelle :

k: =Y / o5 —e) 4 s'h' (s"h" — h)]dS, (5.171)

Sl s’ s!s!!

qui constitue ’équation pour I’énergie du modele AQNM.

5.9.3.2 Equation pour A
On part cette fois de (5.120) :

oh 1
k=3 / gy (S'eh’ + he) + ywur (sH'e" + 5"/ h")] dS.(5.172)
1 ol S 11 as S”

En remplacant vy, en fonction de gy 4, et en faisant les changements d’indices et
de variables adéquats on obtient de la méme facon :

S’S” 1t Lot
at kt Z/ [s'h' (" —e) + ¢ (s"h" — h)]dS. (5.173)

Qigr gt
s slg!!
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On remarque a nouveau ici que les équations asymptotiques pour e et h forment un
systeme fermé d’équations intégro-différentielles. La donnée des spectres e et h en
tout point et a un instant ¢, permet de déduire les spectres a tout instant ultérieur
et en tout point. On ne s’intéresse donc plus a I’équation de Z, car on choisira une
turbulence initialement isotrope par la suite, ce qui donnera Z identiquement nul a
tout instant, grace a (5.121).
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Chapitre 6

Implémentation numérique
AQNM

6.1 Introduction

Avec la méthode AQNM, on doit résoudre une équation d’évolution pour e de
type équation de Lin, avec un terme non linéaire calculé dans ’espace spectral.
Ce terme de transfert d’énergie est une intégrale, sur les surfaces résonantes, de
produits entre des coefficients liés a la géométrie de la triade, et des énergies et
hélicité spectrales aux différents vecteurs d’ondes. En partant d’un spectre isotrope,
on obtient que Z et h restent identiquement nuls a tout instant, ce qui permet
d’obtenir une équation fermée pour le spectre d’énergie. Moyennant la discrétisation
de son équation d’évolution, et connaissant le spectre en tout point a I'instant initial,
on peut en déduire le spectre en tout point aux instants ultérieurs,

Apres avoir identifiée certaines symétries vérifiées par le modele, on s’attachera
a éliminer les singularités liées a la division par le gradient de la fonction de sur-
face résonante. On adoptera alors une paramétrisation sphérique du probleme, avec
un repere s’appuyant sur l’axe de rotation et le vecteur d’onde. Cela conduit & la
réécriture de I'intégrale dans ce repere, en faisant apparaitre des vecteurs adimen-
sionnées par rapport a k. L’expression obtenue permet la vérification de la conser-
vation de I’énergie totale, en prouvant que le terme non linéaire AQNM ne procede
qu’a des échanges d’énergie. Apres une adimensionnalisation, ’équation d’évolution
de I'énergie ne dépend plus que d’'un parametre adimensionnel du méme type qu’un
nombre de Reynolds, mais quantifiant les effets de la rotation par rapport aux effets
non linéaires . Par ’analyse des temps caractéristiques, on en déduit que la rotation
inhibe la cascade d’énergie, dont les effets se manifestent a des temps ultérieurs a
ceux prévus par la théorie isotrope.

Dans une derniére partie, la discrétisation de I’espace spectrale est détaillée, avec
un traitement particulier de la direction radiale, pour laquelle un pas exponentiel
est choisi, ce qui permet de mieux capter les lois de puissance. Puis, la méthode
d’intégration consiste en la détermination des zones de l’espace spectral, appelées
boites, ol vont passer les surfaces résonantes, et a I’évaluation de I’aire de la surface
dans la boite. Enfin, sont décrites la méthode d’interpolation de I’énergie quand le
vecteur d’onde k" n’est pas sur un point du maillage, et les méthodes d’intégration
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temporelle.

6.2 Transformation de I’équation d’évolution

On choisit de partir d’une turbulence isotrope, ce qui implique que h et Z sont
nuls initialement. Les équations (5.120) et (5.121) prédisent qu’alors h et Z restent
nuls & tout instant ultérieur. Il ne reste alors que ’équation (5.171) pour e.

6.2.1 Equation de départ

On considére I’équation (5.171), en prenant h =0 :

a slg!!
8—‘;(1.:, n=%" i Le(k, ) le(k", 1) — e(k, 1) dS, (6.1)
ou k" = —k—FK', et Sgs est la surface résonante définie par (5.91). De plus, d’apres

(5.81) et (5.160), on rappelle que :
1
Ofsfs”(k,, k”) — - |$,C(kl) _ SHC(k”)|
s

1
et gs’s”(k) kla k”) = W [(kl + k”)2 - kQ} [k2 - (k’ —_ k‘”)Q]

[S,kl _ k] [Slkl _ Sllk”] [k+$,kl+8”k”]2,

ou C est la vitesse de groupe des ondes inertielles, définie par (3.91).

6.2.1.1 Introduction d’une viscosité

Le raisonnement présenté ici prend comme référence la turbulence isotrope, a
nombre de Reynolds infini en 'occurrence, car son comportement est bien connu.
Rien ne dit que la turbulence en rotation possede des caractéristiques similaires,
mais c’est la seule base de réflexion solide. Dans ce cas, le terme de transfert a une
expression différente de celle du modele AQNM, mais elle reste conservative. De plus,
il est prédit qu’une telle équation produit une zone inertielle qui se développe jusqu’a
I'infini en un temps infini. La cascade d’énergie vers les grands nombres d’ondes est
continue, et on assiste a une décroissance de 1’énergie a des nombres d’ondes de plus
en plus grands au fur et a mesure des transferts d’énergie.

Cependant, d’un point de vue numérique, la discrétisation radiale impose que
I’on coupe le spectre a un certain nombre d’onde, et toutes les énergies au-dela sont
négligées. Non seulement les modules de nombres d’ondes supérieurs a la coupure
ne sont pas résolus, mais en plus, on élimine toute un ensemble de contributions
triadiques, celles pour lesquelles le module d’un des vecteurs est trop important. En
turbulence isotrope, on observe I’établissement de la zone inertielle en £~5/3 jusqu’a
la coupure, puis I’énergie commence a s’accumuler aux grands nombres d’ondes. Si
la discrétisation spectrale fait perdre la propriété de conservation de 1’énergie totale
du schéma utilisé, les erreurs numériques risquent d’entrainer une instabilité, et
finalement la saturation numérique. Dans le cas contraire, le spectre intégré pourrait
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se diriger, comme on le constate en EDQNM isotrope a viscosité nulle, vers une
expression conforme a une équipartition de I’énergie spectrale.

Dans tous les cas, pour le modele AQNM, et en admettant I’établissement d’une
zone inertielle de pente non encore connue, I’équation (6.1) risque donc de produire
un spectre soit instable, soit se dirigeant vers I’équipartition. Une équation sans
viscosité ne correspond donc pas a un processus physique : comme on cherche a
étudier une turbulence en décroissance libre, il faut alors se décider a rajouter un
terme assurant la dissipation de I’énergie. On introduit ainsi un parametre pure-
ment numérique destiné éventuellement a stabiliser le schéma, en faisant décroitre
exponentiellement I’énergie aux grands nombres d’ondes. L’objectif final est d’obte-
nir une évolution temporelle du spectre d’énergie, stable et convergée, et présentant
des caractéristiques simulant une évolution non visqueuse. On aurait alors la forme
générale du spectre d’énergie, indépendamment de tout parametre physique, que ce
soit le nombre de Reynolds ou le nombre de Rossby.

6.2.1.2 Equation découplée pour e

On obtient ’équation intégro-différentielle avec viscosité suivante :

de 2 _ gs's" 1 "oy
0 (k1) + 2wkl 1) = Z /S AR~ el

> /R 5(Fyar)guse(k', 1) le(k", 1) — e(k, )] d°K".

sl ,5”

(6.2)

On va maintenant montrer que le spectre e conserve certaines propriétés de symétrie
s’il les possede initialement. Ensuite, en écrivant cette équation sous forme discrétisée,
on verra alors que le calcul des intégrales surfaciques est un aspect qui nécessite une
attention particuliere.

6.2.2 Symétries

Si le spectre d’énergie est initialement axisymétrique ou possede la symétrie
miroir, alors il conserve la propriété concernée avec le temps.

6.2.2.1 Axisymétrie

On se place dans un repere de coordonnées sphériques, construit a partir du
repere cartésien initial, et dont ’axe vertical est porté par . A k et 6 fixés, on note
ks le vecteur de coordonnées sphériques (k, 6, ¢). Pour un ¢y donné, on cherche a
montrer que la fonction e : (kg,t) — e(kyi4,,t) a la méme équation d’évolution que
e: (k¢,t) — €(k¢,t).

Soient (k, 8, ¢) fixés. En notant kj, le vecteur de coordonnées (k', €', ¢'), 'équation
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différentielle vérifiée par ¢ est :

Oe ! i
(a + m%) (k) =7 / / / 5(Fur (g sg0s Ky — K0 — k)
o5t (Rorgo, Ky, —Rora, — kiy)e(kly, 1) [e(—Kgrp, — ki, t) — e(kg,1)]
K2k sin@'dd’d¢’.  (6.3)

Dans l'intégrale, on fait le changement de variable d’intégration ¢’ — ¢’ + ¢¢. La
triade (ky, ky, —kgy — ki) a donc été tournée d’un angle ¢ par rapport a €2, pour
devenir (Kggp, ki \ s —kproo — kg, ¢0)- Or F, 4 ne dépend que des angles que font
les vecteurs avec 2, donc Fy g (kgygo, Ky, —kgrp, — ki) se transforme en :

Fyg(Rgiior Ky s a0 —Koro0 — Klyrge) = Fugr (Ko, Ky, —ks — KLy). (6.4)

De plus, g¢s» ne dépend que des normes des vecteurs donc il se transforme de la
méme fagon que Fygn. Enfin, e(k(',,,l, t) se transforme en e(Kly g t) = e(ky, 1), et
6(—k.¢+¢0 - k¢/, t) en 6.(—k¢_|_¢0 - k?’-ﬁ-(ﬁo’ t) = B(—k¢ — k¢/, t)

Finalement, I’équation (6.3) devient :

Oe , ,
(E + 2yk2e) (kpt) =73 / / / 5(Furs (kg Ky, iy — K))

s’ ,S”

Gy (kg kly, —kg — Ky )e(kly, 1) [e(—ky — kiy, 1) — e(kyg,1)] KdK’ sin@'dd’ dgy'.

Ainsi, on retrouve la méme équation d’évolution que pour e(kg, ). Si on admet
I’existence et 'unicité d’une solution & cette équation, et comme on a initialement
e(ky,0) = e(kg4,0), on peut conclure que pour tout ¢ et tout k, e(ky,t) = e(ky, 1),
d’ou la propriété d’axisymétrie.

6.2.2.2 Symétrie miroir

On note ky le vecteur de coordonnées sphériques (k, 6, ¢). On suppose qu’initia-
lement, le spectre posséde la symétrie miroir, ¢’est-a-dire que pour tous (k, 6, @), on
a e(ky_9,0) = e(ky,0). Pour un # donné, on va montrer que la fonction e : (kg,t) —
e(kr—p,t) a la méme équation d’évolution que e : (kg,t) — e(ky,t). C’est le méme
raisonnement que pour démontrer I’axisymétrie.

Soient (k, 6, ¢) fixés. En notant kj, le vecteur de coordonnées (£, #', ¢'), ’équation
différentielle vérifiée par e est :

Oe
(a+2uk2e) (kg,t):W(Z [ 6Fenthnma e~ )

sl’sll)

s (Ra_g, Ky, —kn_g — Ky )e(kl, 1) [e(—Fr_g — K, t) — e(kg, )] k2K sin 0'd¢’ dg'

Faire le changement de variable #/ — 7 — ' revient a prendre le symétrique de
la triade initiale par rapport au plan # = 7 /2. L’angle 6" devient m — 6", donc
Fslsu(kﬂ_g, klal, —kﬂ_g - k’al) devient :

Fslsu(kﬂ._a, {Irfa” _kr—ﬂ - ;_79/) = —Fslsll(kg, {9/, —kg - ké/) (65)
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Le signe négatif ne change rien au Dirac, qui devient §(Fy g (kg, Ky, —ko—kp))- gsrsm
ne dépend que des normes des vecteurs, donc gy s (kr—g, kK, —kz—g — kj) se trans-
forme en gy s (Ko, kjy, —ko—kj). Enfin, e(kj,, t) devient e(ky,, t), et e(—kr—g — kj, 1)
devient e(—kp—ky , t). On retrouve bien la méme équation d’évolution pour e(k,_g, t)
et e(ky,t) donc avec I'existence et 1'unicité d’une solution a 1’équation différentielle,
si le spectre possede la symétrie miroir a ’instant initial, il la possede a tout instant
ultérieur.

Il faut remarquer que lorsqu’on prend un spectre isotrope initialement, il vérifie
automatiquement I'axisymétrie autour de €2 et possedera la symétrie miroir initia-
lement, ce qui assure qu’il conservera ces propriétés a tout instant ultérieur.

6.2.3 Traitement des singularités

L’intégrale de ’équation (6.2) présente des singularités, qu’il faut isoler par des
considérations de symétrie, afin de les regrouper dans un ensemble de mesure nulle.
Pour un £ donné, I’équation admet des points singuliers quand a4 n’est pas défini,
et quand il est défini mais tend vers 0. On est dans le premier cas quand k' = 0 ou
K" =0 (k' = —k) car alors la vitesse de groupe tend vers l'infini, et dans le deuxiéme
quand k' tend vers 'infini car alors k" aussi, et ay. tend vers 0. La singularité k'
infini est naturellement éliminée par la discrétisation radiale de I’espace spectral, car
une norme maximale pour les nombres d’ondes doit étre fixée.

6.2.3.1 Changement de repére

On va maintenant utiliser le nouveau repére orthonormé (€7, ey, e%) tel que :

k— (k.e¥) ey
e;-l — ( 3) 3 ’ (66)
|k — (k.eg) e3
e, = ey xey, (6.7)
Q
On vérifie facilement qu’alors k.ef > 0 et que k.e; = 0, ce qui implique que
k = (kl 2 0,0,/63).
6.2.3.2 Premiére singularité
Pour s’occuper de la singularité k' = —k, on divise l'espace spectral des k' en

deux zones : une zone ou k' < k" et une zone ou k' > k", séparées par le plan k' = k".
Dans presque tous les cas de surfaces résonantes, I'intersection du plan &' = k" et de
Sygn est réduite & un nombre fini de droites, qui est un ensemble de mesure nulle :
on peut donc négliger sa contribution & I'intégration de (6.2). Seul le cas § = 7/2 et
s" = §” doit étre traité séparément. En effet, on peut montrer que la surface résonante
est constituée du plan k5 = 0 et de la droite £’ = k", ce qui implique que I'intersection
est cette fois le plan k' = k" tout entier. Néanmoins, pour s’ = s” et k' = k", on
remarque facilement que gy, = 0, ce qui donne la aussi une contribution nulle.
On va maintenant voir que les intégrations sur (k' < k") N Sggn et (k' > k") N Sggn
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permettent de restreindre le domaine d’intégration, par des considérations de symé-
trie.

Pour un couple (s, s”) donné, en faisant le changement de variable k' — —k — k'’
puis en échangeant les indices s’ et s”, on obtient :

gs's” / gs”s k k” kl) '
Y[, Ehew—das=3 [, SR s

sl s k”< / s/ S" k <k)”

grace a 'invariance de Sy ¢ et ag g par permutation conjointe de (K',s') et (K", s").
On déduit ainsi que :

g 101
E / *2 e [e" —e]dS
Sgrgn Qg

= D [, — loww (kK K" (" — €) + gunw (k. K", K)e" (¢ — €)] dS
s,s" k,5<5k s's
= WZ Fygr)gosr (o k', K)e! (" = €) + g (e, K, K)e" (¢ — €) d*k.
kl<kll

(6.9)

6.2.3.3 Deuxieme singularité

La symétrie par rapport a la deuxieme composante de k' permet de traiter le cas
de la singularité k' = 0. Si on fait le changement de variable k), — —£} (qui entraine
aussi ki — —kb car ko = 0), alors :

1. Fy4 reste inchangée. En effet, on a que, pour un vecteur p, w(p) ne dépend
pas de la deuxieme coordonnee de p car Q est parallele a ef. Donc w(k') reste
inchangé et w(k") aussi.

2. gosn(k, k' k") et gong(k, K", k') restent inchangés car ils ne dépendent que de
k' et K".

3. ¢ ete restent invariants. En effet, on a montré que e était axisymétrique au-
tour de ef a tout instant. Donc, pour peu que k' et k| 2 k’22 restent constants,
on reste dans le méme plan perpendiculaire & e} et a la méme distance de ’axe
vertical, et donc €’ reste invariant (de méme pour e”).

Pour conclure, le changement de variable kf — —ki, laisse l'intégrale invariante. De
plus, l'intersection du plan £, = 0 et de (k' < k") N Sy¢» est réduite & un ensemble
de droites, de mesure nulle. On en déduit que 1’équation d’évolution de e devient :

— + 2wk’
a
= 271'2/ SISII [gs’sn(k k' k”) (6” _ 6) + gs”s’(k, k”, kl)ell (el . 6)] d3k/
2>k0
— 2y / (g (B KRN (¢ — €) + gony (R, K, K)e" (¢ — €)] dS.
§.g" k)’<k” Q51
ST RS0

(6.10)

Cette derniere expression n’admet plus aucune singularité liée au dénominateur a, .
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6.2.4 Paramétrisation sphérique

On ramene les vecteurs d’ondes a une forme adimensionnelle par rapport a la
norme de k, qui est le nombre d’onde de référence, afin d’effectuer une discrétisation
plus rationnelle.

6.2.4.1 Variables adimensionnées

On consideére les nouvelles variables :

k
K = 7, (6.11a)
kl
K' = o (6.11D)
n
K" = k— (6.11c)
k
On décide de décrire K, de norme égale a 1, sous la forme sphérique :
K; = sinf, (6.12a)
K, = 0, (6.12b)
K; = cosb, (6.12c)
et de méme pour K’ :
K, = eé”sinf cos¢/, (6.13a)
K, = e€’sinf sing, (6.13b)
K; = e’cost. (6.13c)
On en déduit :
K! = —sinf - Kj, (6.14a)
K! = —K (6.14b)
K] = —cosf— Kj. (6.14c)

La description en coordonnées sphériques s’impose d’elle-méme au probleme, car il
présente plusieurs symétries selon 6 ou ¢. Dans la direction radiale, on choisit de
décrire la norme des vecteurs d’ondes avec une exponentielle, car cette écriture est
bien adaptée a la recherche de lois en puissance dans le spectre d’énergie. En effet,
sous forme logarithmique, une loi en puissance est une fonction affine. On raisonne
dans la suite en termes d’intégration sur le triplet (p, &', ¢'), avec ' €]0, 7|, ¢’ €]0, 7|
et p €] — oo, +oof car k'y > 0, et K' < K" car k' < k". Ainsi, les vecteurs K, K' et
K" peuvent étre vus comme des vecteurs de ’espace spectral fonctions de p, €' et
¢'. L'espace (p, @', ¢') sera appelé espace semi-sphérique.

6.2.4.2 Transformation de l’intégration

Avec ces nouvelles variables, le volume élémentaire d’intégration s’écrit :

Pk = K" sing’ dpdd d¢’, (6.15)
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car dk’ = k'dp. On peut de méme transformer gy ¢ (k, k', k") en :

Ggs' st (ka kl: k") = szs’s”(Kla K")a (616)

avec Gy (K',K") = 6K K" [(K'+K")>—1] [1 - (K'— K")?]

[S,KI _ 1] [SIKI _ SIIKII] [1 + SIKI + SIIKII]Z .

Comme w(p) = 2Qps/p, pour un vecteur p, les surfaces résonantes dans ’espace
semi-sphérique sont les courbes, notées Sy r, et vérifiant :

Fogn(k, k' k" K! K
feolp .9 = T EER) g o B 0B o e

avec 0 €)0, 7], ¢' €]0,7[, et K' < K".

6.2.4.3 Gradient de fy

Afin de pouvoir intégrer le Dirac de (6.10), on a besoin de calculer le gradient de

fsrsn dans le nouvel espace (p, 6, 4'). Si on note le vecteur V fan = 8%, et 55°,

N7l 1o .
»° et B5° ses trois composantes, on a :

g = af;:” = ;—"3 |(K1* + K3?) cos - KUK} sino] (6.18a)
o

= —s'sinf + % [Ké’ cos ' (K{ cos¢’ + Kjsin¢') + (K{'2 + K§'2> sin 0’} :

(6.18b)

gl = 0?(,;:: _ s”KéII{(Ii’,,;sinﬁ' (6.18¢)

6.2.4.4 Nouvelle équation d’évolution

L’équation (6.10), écrite avec les variables adimensionnelles, devient :

Oe wk® 3 1
— + ke = — K" sin¢/
at Y ‘ Q Gs/su . ‘VfS’S”‘

S’,S”

[Gyor (K', K" e(kK") (e(kK") — e(k)) + Gy (K", K" e(kK") (e(kK') — e(k))]dS.

)
S

En remarquant que |V fog| = | 3¢

, et en notant :

7] KI3 ] 0’
H" (K", K") = TS,?‘GS,S,,(K', K"), (6.19)
7] Klg ] 0’
et HY"(K',K")= ﬁaws,(xﬂ,z{'), (6.20)
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on obtient :
de , kb
a_ + 2 k ? ; /6VS’S”
{ s kK, [6( K”) ( )] + Hslsn (kK”) [e(kK') _ e(k)]} dS,

(6.21)

ou 'intégration se fait dans I’espace semi-sphérique.

6.3 Propriétés du modele

L’équation différentielle régissant I’évolution temporelle de e(k, t) est (6.21), avec
une condition initiale choisie comme étant un spectre d’énergie isotrope du type

Orszag : 2 2
e(k,0) = A (kﬁo) exp [— (%) ] | (6.22)

La fonction présente un maximum en k = kg, qui vaut A. Ce spectre tend bien
vers 0 pour les grandes échelles, mais aussi pour les petites échelles, et suffisamment
rapidement. Cette propriété assure que 'intégrale constituant le terme de transfert
dans (6.21) converge. On va maintenant démontrer certaines propriétés du modele
AQNM, comme la conservation de I’énergie par le terme de transfert, pour ensuite
effectuer une analyse dimensionnelle de I’équation, et se ramener a un probleme a
un seul parametre physique.

6.3.1 Conservation de I’énergie

On va montrer que, sans viscosité et en partant d’un tenseur spectral quelconque,
mais permettant tout de méme le calcul du terme de transfert, la cascade non linéaire
conserve I’énergie, ce qui revient a dire que I’énergie totale intégrée sur tout 1’espace
est constante en fonction du temps.

6.3.1.1 Evolution de P’énergie totale
On part pour cela de ’équation (5.171) :

= ”Z/ Fyy)gssr €' (" —e) + W (s"h" — h)| &°K,

avec la relation k + k' + k" = 0. On remplace cette condition par une intégration
avec un Dirac :

Oe
ot

= WZ// k+kl+k/’)5( ss”)gs’S”[ (e —6) +$hl( lrhfl _ h)] d3kld3k”.

sl sl

= (k. 1)

(6.23)
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Pour obtenir ’équation d’évolution de I’énergie totale, on integre sur k, puis on
fait les changements de variables p = 'k’ et ¢ = s"k", d’ou :

85 ! 1 ! n ! n
)= WZ///é(k—i-sp—i-s 0)0(Fusr (k. 5'p, 5"q))gwar (e, 5'p, 5"q)

{e(s'p) [e(s"q) — e(k)] + s'h(s'p) [s"h(s"q) — h(k)]} P’k d’pdiq.  (6.24)

En exploitant les symétries de I'intégrale a droite de cette expression, on va montrer
qu’elle est nulle.

6.3.1.2 Symétrisation des triades
On a w(s'p) = sw(p) et w(s"q) = s"w(q), grace a la définition (3.90), donc :
FSISII (k, s'p, SHQ) = Fn(k, D, q) (625)

De plus, d’apres (3.74), on a e(s'p) = e(p) et e(s"q) = e(q), ainsi que, d’apres (3.76),
h(s'p) = h(p) et h(s"q) = h(q). Puis, pour simplifier gy ¢ (k, s'p, s"q), on revient a
la définition (5.60) pour écrire :

gs's! (k7 Slpa SHQ)
]. * s’ —g g _g"
=~ Pitm (k) Pria(s" @) N (k) N (k)N (s'p) Ny~ (') N (5" @) N (")
La définition (3.40) prouve que P,(s"q) = s"Pin(q). Enfin, la propriété (3.53)
donne :
N ()N (s'p) = Nip)Ni* (p),
NS (s"g) N (s"q) = Na(@)N* (@),
ce qui conduit finalement au résultat :

gs’s"(ka Slpa SHQ) = Sllgll(k’ Y q)' (626)

L’expression (6.24) de I'intégrale du terme de transfert devient ainsi :

_7r// §(Fi1(k,p,q))911(k,p,q)

{fl(k P, q)e(p —e(k)] + fo(k, p,@)h(p)h(q) — fs(k,p,q)h(p)h(k)}
A’k d*pdiq, (6.27)

ol on a noté :

filk,p,q) = Z s"6(k+ s'p+ s"q), (6.28a)
fk,p,q) = ) s6(k+sp+s'q), (6.28b)
f3(k,p,q) = Z §'s"5(k+ s'p+ s"q). (6.28c¢)

Cette écriture a une forme treés symétrique, et on cherche les invariants sous la
transformation k <+ g, afin de prouver le caractere antisymétrique de l'intégrale.
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6.3.1.3 Invariants

Il est clair que Fi1(q, p, k) = Fi1(k, p, q) par définition de Fi;. Pour g11(q, p, k),
on a :

1

gll(qapak) = _Zf)jlm(q)NJ(Q)Nl(p)Nm(k)Prkn(k)Nr*(k)Nk*(p)Nn*(q)

- _% vkn (@) Ny (@) Ny, (P) Niu (k) Py (k) N;™ (K)N;™ (P) Niw™ (),

(6.29)

en faisant les changements d’indices j <> r, [ <> k et m <> n. On reconnait 1’expres-
sion de g11*(k, p, @), et on a montré que g;; était réel donc g11(q, p, k) = g11(k, p, q).
On écrit alors :

filg,p, k) = Z s"0(s"k + s'p+ q)

— ZS”(S(S‘” (k+s's"p+8"q))

S’,S”

= Z §"6(k+ s's"p+s"q) car || =1
S',8

= Z s"6(k+ s'p+ s"q),

S,,s”

avec le changement d’indice ' — s"¢', pour s” fixé. Ainsi, fi(q,p, k) = fi(k,p, q).
Ensuite :

f(g,p,k) = ) s5(s"k+sp+q)

S,,S”

= Z s'6(k+s's"p+s"q)
8,8

= Z s's"6(k+ s'p+ s"q), (6.30)

5,,3”

avec le changement d’indice s’ — §"s', pour s” fixé. Ainsi, fo(q,p, k) = f3(k,p, q).
Enfin, on a aussi que f3(q,p, k) = f2(k, p, q), par symétrie.

Si on fait le changement k <+ q dans l'intégrale & droite de I’expression (6.27),
d(F11), g11 et fi restent inchangés. De plus, f» est transformé en f3 et réciproquement.
Finalement, on retrouve exactement I’opposé de l'intégrale a droite de (6.27), ce qui
prouve que cette intégrale est nulle. L’énergie cinétique totale reste constante a tout
instant, et elle est donc conservée au cours du temps.

6.3.1.4 Remarque sur la numérisation du modele

Dans l'optique du passage au numérique du probleme AQNM, il est intéressant
de constater que si on force les modules des nombres d’ondes a rester entre deux
bornes, que I’on notera plus tard k,,;, et k.2, alors le raisonnement reste valable et
le schéma est toujours conservatif. Si on rajoute a cette contrainte la discrétisation de
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I’espace spectral, la propriété de conservation devrait aussi toujours étre vérifiée, a
condition que les arrondis sur le calcul de I’énergie en tout point restent raisonnables.
En effet, on se ramene a un systeme discret pour lequel tous les échanges d’énergie
se font a 'intérieur d’un ensemble fini de vecteurs d’ondes.

Dans le cas ou la viscosité numérique est nulle, et si on suppose les erreurs d’ar-
rondis négligeables, on s’attend donc a ce que le systeme discrétisé entre k,,;, et
kmaz S0Oit conservatif. Ainsi, on peut penser que 1’énergie va se déplacer progressi-
vement des structures les plus énergétiques vers les moins énergétiques, pour fina-
lement atteindre une équipartition de I’énergie sur ’ensemble des vecteurs d’ondes.
Cela correspond a un spectre k — e(k) constant, et donc a un spectre k — E(k)
en k?. Par contre, si les erreurs numériques sont trop importantes, alors on peut
par exemple imaginer que le phénomeéne d’accumulation d’énergie sera accentué ou
qu’une instabilité apparaisse, conduisant a la saturation numérique.

6.3.2 Analyse dimensionnelle

L’équation d’évolution du spectre (6.21) peut étre facilement adimensionnée, du
moins du point de vue mathématique. Un nombre adimensionnel va ainsi apparaitre,
et c’est le seul parametre qui va gouverner la dynamique du spectre. Par analogie,
on ’appellera nombre de Reynolds effectif, car il joue le méme role que le nombre
de Reynolds usuel dans I’équation d’évolution. On déduira ensuite de cette méme
équation le temps caractéristique des effets non linéaires.

6.3.2.1 Adimensionnalisation

Pour procéder a I’adimensionnalisation de (6.21), on pose :

k = kok et donc k = kok, (6.31a)
e(k,t) = Aé(k,t), (6.31Db)
LU (6.31c)
 wAky .
Cela donne : 96
e ~ N
— + %_1]{;2A — T’ 632
5 é (6.32)
avec : A
™ l{]()
R 2 (6.33)

le nombre de Reynolds effectif, et :

T(k) = k°
H;'™ e(kK') [e(RK") — e(k)| + H""e(RK") [e(hK") — e(k) | 4,
Sgrgn

5’,3”

(6.34)

un terme de transfert non linéaire adimensionnel. Le nombre de Reynolds effectif
mesure en fait le rapport entre les effets non linéaires et ceux liés a la rotation,
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la viscosité étant ici un parametre ajustable numériquement. De plus, le spectre
d’énergie adimensionnel initial est :

é(k,0)=k2e™®, (6.35)

ce qui donne un maximum d’énergie en k= 1, ou elle vaut 1/e. A noter que les
termes H*", Hy*", K' et K" sont sans dimension.

Dans la suite, on omettra souvent les chapeaux : en effet, numériquement, un
probléeme adimensionnel et un probleme dimensionnel sont traités exactement de
la méme maniere. On a ainsi transformé le probleme dimensionnel a plusieurs pa-
rametres physiques (€2, v etc.) en un probléme adimensionnel ne faisant intervenir
qu’un seul parametre, a savoir le nombre de Reynolds effectif. Si on le fixe a une cer-
taine valeur, I’équation (6.32) est déterministe et doit donner une solution unique. La
seule dépendance en 2 est celle contenue explicitement dans le nombre de Reynolds

effectif, car le nombre de Rossby n’apparait plus.

6.3.2.2 Temps caractéristiques

On a vu qu’en turbulence isotrope, le temps caractéristique de la cascade d’énergie
est donné par le rapport entre la taille des grandes échelles et la vitesse turbulente.

On écrit en effet que :

Oe L
— ~ T =ty ~ —. 6.36
ot u' ( )

Si on considere, en premiere approche, que la rotation n’affecte pas cette échelle de
temps, on obtient :

tiso ~ RoT1Q7". (6.37)

Cela permet de dire que plus la rotation est forte, plus le nombre de Rossby est
petit, et donc plus le temps caractéristique de la cascade est élevé. Les transferts
d’énergie non linéaires sont donc inhibés par la rotation.

Par contre, si 'on considére ’équation (6.21), et que 1’on calcule, de la méme
facon, le rapport entre I’énergie et le transfert non linéaire, on se rend compte que :

e~u’L?,
e? L
L5Q) Q7
L?Q
d’ou trot I F ~ ROiQQil. (638)

T

Ainsi, le temps de retournement usuel des tourbillons est multiplié par Ro™!, et
donc la cascade est encore plus ralentie que ce que I'on pourrait attendre avec une
estimation simpliste. La turbulence dominée par la rotation ordonne les échelles de
temps de la facon suivante :

0! < Ro 101 < Ro™2Q1.
Effets Effets non linéaires Effets non linéaires
linéaires en isotrope avec rotation
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6.4 Implémentation numérique

On présente ici, dans un premier temps, les choix qui sont faits pour le maillage
de l'espace dans la direction radiale, et les deux directions angulaires. Ensuite,
on s’intéresse plus particulierement a I’évaluation de la contribution des surfaces
résonantes au terme de transfert. Il faut déterminer quelles portions de ’espace
spectral sont traversées par une surface résonante donnée, et dans chacune de ces
portions, calculer 'aire élémentaire de la surface concernée, ce qui nécessite une
méthode spécifique. Puis, on présente la méthode d’interpolation, quand cela s’avere
nécessaire, de I’énergie, opération qui doit étre relativement précise. Enfin, on verra
quels sont les schémas numériques utilisés pour I'intégration temporelle de I’équation
pour le spectre d’énergie.

6.4.1 Discrétisation de ’espace spectral

A un instant ¢, on dispose du spectre d’énergie en tout point. Pour un k£ donné,
c’est-a~-dire pour un module k£ et un angle 6 fixés, il s’agit de calculer le terme de
transfert associé a ce nombre d’onde et d’en déduire la valeur de I’énergie au pas de
temps suivant. Le terme de transfert fait intervenir des intégrations sur les surfaces
résonantes dans l'espace (p, #', ¢'), comprises dans le parallélépipede infini défini par
p €] — oo, +oof, & €]0,7[ et ¢' €]0, 7[. Les vecteurs k et k' = kK’ prendront leurs
valeurs sur un maillage a construire, aux points duquel toutes les fonctions seront
connues. On verra que les valeurs des fonctions en k" = —k — k' = kK" seront
interpolées si kK" tombe entre des points du maillage, et seront négligées si kK"
tombe a l'extérieur du maillage.

Dans la direction radiale, le domaine [0, +o0[ est infini, il faut donc le réduire a un
domaine fini par troncature. On impose a k, k' et k" de prendre des valeurs entre k,,;,
et Kmaz, Téparties sur un maillage de pas exponentiel. Dans les deux directions angu-
laires, le domaine est borné, on se contentera d’une répartition réguliere des angles.
On aura donc divisé ’espace semi-sphérique en petites boites parallélépipédiques de
taille fixe €,, € et 4. Pour une boite contribuant au terme de transfert, on choisira
d’évaluer les différentes quantités au milieu de la boite. Dans ’espace sphérique usuel,
ces boites sont de taille fixe selon 6§ et ¢’ mais de taille variant exponentiellement
dans la direction radiale. Enfin, dans ’espace spectral cartésien de départ, ce sont
des tranches contenues entre deux spheres de taille augmentant exponentiellement,
et comprises entre deux valeurs angulaires dans les directions 6 et ¢.

6.4.1.1 Direction radiale

Dans la direction radiale, le domaine infini est réduit entre deux bornes. On veut
que le module des nombres d’ondes soit compris entre K,,in €t kmaz, ces deux valeurs
étant fixées pour la description qui suit. On aimerait de plus que le module prenne
M, + 1 de valeurs réparties logarithmiquement. On écrit ainsi :

k= kpmine’®, (6.39)
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avec 'entier j dans {0,..M,}. La valeur de ¢, reste a choisir, et si on veut qu’en
j = M,, on atteigne la valeur k,q,, on doit vérifier :

1 kmaw
p min

Dans les intégrales, le vecteur kK’ devant rester lui aussi sur le maillage, on
discrétisera p sous la forme :

p=le,, (6.41)
avec I'entier [ variant dans {—M,,..M,}. On a ainsi :
kK| = kel e, (6.42)

ce qui correspond a l'indice j + [ du maillage des modules, en s’assurant que j + [
reste dans {0,..M,}. On aimerait enfin que ¢, soit le plus petit possible, afin de
couvrir finement I’ensemble des modules a k,,;, et k.. fixés, ce qui revient a dire
que l'on prendra M, le plus grand possible.

6.4.1.2 Direction azimutale

Dans la direction azimutale, on choisit une répartition réguliere des angles sur
10, [, en prenant :

gy = —— (6.43)

ou My est un entier définissant le nombre de boites dans la direction méridienne.
Ainsi, les angles 6 et ' prendront les valeurs discrétes :

6 <p - %) o (6.44)

1
et 0 = (m — 5) £6, (6.45)

ot les entiers p et m décrivent {1,..My}. Si g4 est suffisamment petit, alors le premier
angle atteint, €4/2, est proche de 0, et le dernier angle atteint, (My —1/2)gy =
T — £¢/2, est proche de 7. Il s’agira de prendre My le plus grand possible.

6.4.1.3 Direction méridienne

Dans la direction méridienne, on proceéde de méme, en choisissant :
m
€y = —, 6.46
b M, (6.46)
ou My est un entier définissant le nombre de boites dans la direction azimutale. Les
angles ¢' de |0, [ prendront les valeurs discretes :

¢ = <n —~ %) Ep) (6.47)
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ou 'entier n décrit {1, ..M, }. Il faut noter que I’axisymétrie de e rend la discrétisation
de ¢ obsolete. De méme que pour &y, si €4 est suffisamment petit, alors le premier
angle atteint, £,/2, est proche de 0, et le dernier angle atteint, (M, —1/2)e, =
T — €4/2, est proche de 7. Il s’agira de prendre M, le plus grand possible. On
supposera donc dans la suite que ¢,, g et €4 sont du méme petit ordre de grandeur,
Of(e).

6.4.2 Discrétisation des surfaces résonantes

Pour un k et une surface résonante fixés, 'intégrale sur cette surface va se trans-
former en une somme finie de termes, chacun représentant la contribution d’une
boite (I,m,n) de Pespace des (p, &', #'). Pour un triplet (I, m,n), on rejette d’abord
la boite si K’ > K". Ensuite, seules les boites qui sont intersectées par la surface
résonante considérée sont conservées, et elles vont apporter une contribution non
nulle a I'intégrale.

6.4.2.1 Rejet des boites

On choisit un triplet (I,m,n). On calcule a partir de la, les coordonnées des
vecteurs K’ et K", d’ot on déduit leur normes K’ et K". La boite est tout d’abord
rejetée si kK' ou kK" tombent & l'extérieur de la zone discrétisée, ou encore si
K' > K". On choisit alors une surface résonante, c’est-a-dire un couple (s, s").
Parmi I'ensemble des boites que ’on conserve, toutes ne sont pas intersectées par la
surface. Cette surface étant définie par :

KI KII
fssn (K, K') = cosf + Slf?; - s"??, =0,

il faut déterminer si la fonction fy g s’annule quelque part dans la boite. On s’intéresse
alors aux valeurs prises par cette fonction aux coins de la boite. La fonction fy g est
continue et une boite est un domaine convexe. Donc, si on trouve deux coins aux-
quels la fonction prend des valeurs de signes opposés, alors on aura que la fonction
s’annule forcément quelque part a l'intérieur de la boite. Si c’est le cas, la boite est
conservée, sinon elle est rejetée.

Il faut noter que cette méthode ne permet en aucun cas de dire si la surface
passe une fois ou plus d’une fois dans la boite, et rejette certainement des boites ol
la surface n’intersecte qu’une des faces. On peut néanmoins dire qu’avec une taille
de boite tres petite, la contribution qui est négligée a des raisons de I’étre.

6.4.2.2 Evaluation des grandeurs a la surface

Pour une de ces boites qui contribuent a l’intégrale, ’évaluation des grandeurs
se fait de la facon suivante :

. 11 N , ,
1. Les fonctions H® et H;* sont évaluées en son centre.

2. L’énergie e(kK') est évaluée dans la boite correspondant au vecteur kK’, car
ce dernier est forcément sur le maillage, par construction.
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3. L’énergie e(kK") est éventuellement interpolée si le vecteur kK" ne tombe
pas sur un point du maillage.

4. L’élément d’aire d.S est évalué comme étant 'aire de la surface intersectant la
boite, cette évaluation nécessitant une analyse a part entiere.

Ces deux derniers points nécessitent des méthodes numériques particulieres, qui
sont décrites par la suite.

6.4.3 Evaluation de ’aire dans la boite

Maintenant que ’on n’a gardé que les boites qui vont contribuer a l'intégration
sur la surface fgs = 0, il faut déterminer quelle est la portion d’aire de la surface
contenue dans la boite. La géométrie des surfaces résonantes est tres complexe, il
y a souvent des points multiples, et des zones de forte courbure. Afin de simplifier
I’analyse et pour diminuer les cotits de calcul, on considere qu’une surface intersecte
une fois au maximum une boite donnée, et que son aire sera approchée par celle
d’un plan, équivalent a un plan tangent a la surface. Une fois I’équation de ce plan
déterminée, il s’agira de calculer son aire. Pour cela, on calculera d’abord ’aire de
la projection de ce plan sur une des faces de la boite, et on se raménera a son aire
réelle en multipliant cette valeur par le cosinus de I’angle de projection.

6.4.3.1 Equation du plan

Le centre de la boite, fixé dans cette partie, est défini par le vecteur K’ de coor-
données (p, ', ¢') correspondant a un triplet (I, m, n). Soit un vecteur K quelconque
de la surface G4, de coordonnées (ps, 0s, ¢s). On développe fo s (ps, b5, ¢s) autour

de (p,0',¢') :
afslsll

fs’s" (,Os, 055 (bs) = fs’s" (p, 01, ¢,) + —(P, 01, ¢,) (ps - p)

op
afslsll 1 ] _ 1 afslsll
a0’ (p,0',8") (0, — 0') + d¢'

Or fosn(ps, 05, ps) = 0 car K est sur la surface, et on retrouve donc les coordonnées
du gradient 8%*" :

fs's” (Ps, 03; ¢s)

! !l 7o

= =B (p,0,8')(ps — p) — B3* (p, 0", 0")(0s — 0") — B3 (p, 0", 8") (5 — ).

+

(0,0, 0") (s — ¢'). (6.48)

(6.49)
On pose alors :
85 (0,0,8') 2(ps — p)
o° 59 05, s) = — 2 - ’ 6.50
:up (p QS ) ‘ S’s” (p’ 0,, ¢,)| 5p ( a)
Iu,z:su (ps’ 05’ d)s) - _ S’IS” (107 01’ ¢,) 2 (95 - 0,)’ (650b)
185" (0,0, 8)| e
1M ﬂ(.;’,s” (p7 01, ¢I) 2 (¢8 - QSI)
t & 3)0.9, s) = — 1 gl 6.50
€ :u’¢ (p ¢ ) ‘ﬂgys (p’ 01, ¢I)‘ 6¢ ( C)
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En notant :
d =¢, |85 (p,0,¢)], (6.51a)
a5 =9 |85 (p, 0", 8", (6.51b)
et dy =4 |85 (p 0,8, (6.51c)

on peut écrire :

"y "y 1l 1l 7l 1ol FSISH k, kl, k”
" (00 Oes b5+ 155 (000, 815" 4 ™ (o, 00,0 = T R,

(6.52)

C’est 1’équation d’un plan dans espace (p, ', ¢'), et les p**" sont des coordonnées
réduites par rapport au centre de la boite. Comme K, est dans la boite, on a
ps = 0| < £,/2, d0ls

I

s's 2 pS - p
Hp (ps, b5, &) = g <1 (6.53)

€p

g

De méme, |u§i5"(ps,t95,¢s)| < 1let ‘ugf (ps,95,¢s)| < 1. On se place maintenant
dans I’espace des p**", qui est homothétique par rapport a l'espace (p, &', ¢').

6.4.3.2 Projection du plan sur une face

1ol !l

Le vecteur (df,'s", dg®,dy* ) étant un vecteur normal & ce plan, on cherche quelle
est sa plus grande coordonnée, car on va ensuite s’intéresser a la projection de ce
plan suivant cette coordonnée. On numérote les coordonnées p, 8, ¢' de 1 a 3 de telle
fagon que d; < dy < dz. L’équation du plan devient :

Fslsll
Q .

d1/,L1 + dQ/,LQ + d3/,63 = (654)

On cherche alors la projection du plan sur la face 3 = 1. L’intersection du plan et
de pu3 = 1 donne une premiere droite. L’intersection du plan et de u3 = —1 donne
une deuxieme droite. On en déduit directement I’équation de la droite symétrique
par rapport a us = 0, et qui appartient donc a u3 = 1. On obtient donc deux droites
d’équations :

FSISII
d1,U1 + d2/,[:2 = Q — d3 = A_ , M3 = 1, (655&)
FS’S”
et d1,u1 + dQ,LLQ = 9 + d3 = )\_1_ , M3 = 1. (655b)

La figure 6.1 rend compte de I'aspect géométrique a I'intérieur de la boite : le
plan approximant la surface résonante est en rouge, sa projection sur la face puz =1
est en vert, et les trois droites intersectant les faces sont en pointillés.
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Projection du plan sur g =1

N

Droite déquation ‘
dypy +d, = A ‘

Droite d’équation

dipy+dpp= Ay
My= 1

Droite d’équation

: ) dy Ky +d = Ay
Plan approximant la surface résonante H,= -1

F1c. 6.1 — Plan approximant une surface résonante et sa projection dans la boite

6.4.3.3 Calcul d’aire auxiliaire

La figure 6.2 est une vue de dessus de la boite de la figure 6.1. Elle présente 1’aire
de la projection du plan sur la face pu3 = 1 comme la différence entre I’aire bleue et
'aire marron. On note A(A) l'aire délimitée par les cotés p; = —1, po = —1, une
partie de u; =1 et de puy = 1, et la droite d’équation dipu; 4 dope = A. Cette aire est
délimitée par les pointillés épais de la figure 6.2. L’aire de la projection recherchée est
donc A(A;) — A(A_). Le probléme est symétrique par rapport a la droite d’équation
dijy +daps = A qui passe par 0 : on peut se restreindre d’abord a A < 0 et compléter
par symétrie.

On a quatre cas a traiter :

1. La droite dy 1 + dapo = A n’a pas d’intersection avec le carré. Il est équivalent
de dire qu’elle coupe la droite puy = —1 pour p; < —1. Le p; recherché est tel
que dip; = A+ dy, donc on a A + dy < —d;. Donc :

si A +dy < —di, A(A) = 0. (6.56)

2. La droite dypu; + dopio = A a une intersection avec le carré : elle coupe la droite
p2 = —1 pour un p; entre —1 et 1 inclus. Cela correspond a |A + do| < d;.
L’aire recherchée est alors un triangle rectangle de cotés facilement calculables.
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T Droite d’équation

/ dyp, +dp,= A,

Droite d’équation Ho= 1
dip+d = A
Ha=1

-1

/ ™
Droite d’équation

dypy+dy i, = A
My= 1

A(N)
(entre les pointillés)

F1G. 6.2 — Vue de dessus de la projection du plan sur la face u3 = 1 dans la boite

Donc : )
A+dy+d
S At d| < dy, AN = AT B+ D) (6.57)
2d1dy
3. La droite dyu; + dopio = A a une intersection avec le carré : elle coupe la droite
s = —1 pour un p, strictement supérieur a 1. Cela correspond a d; < A+dy <
dy car A doit rester négatif. L’aire recherchée est celle d'un triangle rectangle

et d’un rectangle. Donc :

A+dy
dy

4. Enfin, dans le cas ou A est positif, 'aire se déduit des trois cas précédents en
écrivant que c’est ’aire du carré tout entier, de coté 2, moins l'aire pour —\.
Donc :

SiA>0, A\ =4 — A(—N). (6.59)

Pour se ramener a la valeur de I’aire projeté dans 'espace (p, #', ¢'), il faut passer
d’un carré de coté 2 & un rectangle de cotés €, et €5. Il faut donc multiplier les aires
précédentes par €169/4. Finalement, I’aire du plan approximant la surface résonante
se déduit en remarquant que l'aire projetée est égale a ’aire initiale multipliée par
le cosinus de ’angle o de projection. La projection s’étant faite dans la direction 3,
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on a: .
155 |
‘ﬂslsll ‘
L’aire estimée AS de la surface résonante, dans la boite par laquelle elle passe, vaut
donc :

(6.60)

Cosx =

ISII|

€1€2 |5§
4 |ﬁslslll

La contribution de cette boite & 'intégrale est finalement :

AS = AN — AN (6.61)

{Hf’s”e(kx') [e(kK") — e(K)] + H3 " e(kK") [e(kK') — e(’“”} A5, (662)

Pour obtenir la contribution de la boite au terme de transfert, il reste a évaluer la
valeur de e(kK") quand kK" se trouve entre des points du maillage.

6.4.4 Interpolation de I’énergie

Pour donner une valeur a e(kK"), il faut utiliser une méthode d’interpolation,
que I’on choisit sur neuf points, afin d’avoir un bon compromis entre temps de calcul
et précision.

6.4.4.1 Description de la méthode

On a vu que k prenait des valeurs sur le maillage, et c’est aussi le cas pour
kK’ grace a la discrétisation des coordonnées semi-sphériques de K’. On peut alors
utiliser la symétrie miroir si #' > 7/2, et changer #' en m — #'. Par contre, rien
n’empéche k" = —k — k' de ne pas tomber exactement sur un point du maillage,
et ce sera méme souvent le cas. On a alors besoin d’interpoler entre certains points
du maillage. Par axisymétrie, I’énergie en k" ne dépend que de logk” et de 6".
L’interpolation se fait donc en deux dimensions en considérant les centres des boites.

On cherche d’abord, dans la direction radiale, I'indice ¢ du maillage, entier ou
pas, correspondant & kK" :

kK” = Kllkmmejsp = kmmeqs”.

On en déduit que :
log K"

€p

g=7J+ (6.64)

De méme, dans la direction azimutale, on cherche I’indice r, entier ou pas, corres-

pondant & kK" :
1
- — 0[/
(T 2) €y

1 9[/
r=gto (6.66)

On en déduit que :

Auparavant, on a remplacé §” par m — 6" si 8" > 7/2, grace a la symétrie miroir. La
plupart du temps, ces indices g et r sont fractionnaires.

153



CHAPITRE 6. IMPLEMENTATION NUMERIQUE AQNM

Comme ¢ est petit, on pourrait penser que le choix du schéma d’interpolation n’a
pas vraiment d’importance. On choisirait par exemple pour la valeur de I’énergie la
valeur en le point le plus proche. Par contre, si ’on tient compte des fortes variations
de I'énergie a certains endroits, un schéma d’ordre 2 est certainement préférable.
Cependant un tel schéma peut conduire a des énergies e(k”) négatives dans la zone
dissipative, du fait des faibles énergies a cet endroit.

6.4.4.2 Schéma d’interpolation d’ordre 2

On appelle " le plus petit entier supérieur ou égal a log K" /e,, et m” l'entier le
plus proche de 1/2 + 6" /y. On utilise un schéma d’interpolation unidimensionnel
d’ordre 2 dans la direction azimutale entre les points :

G+I"—1,m"—1
(j—i—l"—l,m"
(j+l"—1,m"+
(j+l”,m”_ "

) 0”
)
)
)
(7 + l”,m”; pour I'énergie en (5 + 1", % +—),
)
)
)

pour I'énergie en (j +1" — 1, = + —),
2 £y

€9

1 0[/
pour I'énergie en (5 +1" +1, 5+ 8—)
0

On a le choix entre différents schémas, mais on adoptera un schéma de type Simpson,
c’est-a-dire qu’on fait passer une parabole par les trois points connus. Puis on utilise
a nouveau un schéma unidimensionnel d’ordre 2, mais dans la direction radiale cette
fois :

(j-i-l”—l 1/2+9”/89) 1 " "

’ K" 1
(j+1",1/2+6"/cy) » pour 'énergie en (5 + ogg v

(G+U"+1,1/246"/2p) P

).

2 &g

Pour un spectre d’énergie fourni a I'instant ¢, on est maintenant capable de calculer,
en tout k, le terme de transfert associé. Il reste a calculer la valeur du spectre
d’énergie a un instant suivant, en utilisant un schéma temporel. Deux sont utilisés :
un schéma Euler visqueux et un schéma implicite.

6.4.5 Schémas temporels

On part de I’équation adimensionnalisée (6.32) :
—(t) + —e(t) = T(2), (6.67)

en omettant les chapeaux et les dépendances en k, et avec T'(t) connu. On notera
dt le petit pas de temps numérique.
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6.4.5.1 Schéma Euler visqueux

On fait le changement de variable dans (6.67) :

k2
t)=exp | ==t )ell),
1) =exp (gt) e
pour inclure les effets linéaires de la viscosité. La fonction f vérifie ainsi I’équation

différentielle :

g—{(t) = exp (k—;t> ().

On integre ’équation entre ¢ et ¢ + dt et on obtient :

F(t+ dt) — F(t) = /t " e (k—;u> T(u) du.

En faisant le changement de variable v = u — ¢, cela donne :

F(t+dt) — () = exp (k—;t) /Odt exp (gv) T(v + 1) do.

Pour un pas de temps dt donné, cette relation est exacte, mais fait intervenir un
calcul cotiteux d’intégrale. Il faut donc donner une valeur approchée de ce terme. On
considere que le terme de transfert n’évolue pas sur 'intervalle de temps considéré.
Dans la suite, on notera avec une tilde les fonctions approchées. On peut alors écrire :

F(t+dt) - f(t) = T(t)exp (k—;t) /0 . (k—;v) dv

k2 \ R k?
= exp (ﬁt) = [exp (ﬁdt> - 1} T(t).
On se ramene a :

exp (gdt) Bt + dt) — e(t) = g :eXp <k—;dt) _ 1] (),

soit :

2

&(t + dt) = exp (—%dt) e(t) + % :1 — exp (-’“—;dtﬂ (1), (6.69)

relation qui constitue le schéma Euler visqueux.

Ce schéma est correct pour un nombre de Reynolds effectif fini, mais n’est pas
applicable si celui-ci tend vers l'infini. Si on prend R tres grand dans l'expression
(6.69), on trouve :

&(t + dt) = e(t) + T(t)dt, (6.70)

ce qui est bien le schéma numérique approché du type Euler obtenu a partir de
(6.67), c’est-a-dire un schéma différences finies temporel. Cependant, 1’estimation
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numérique du coefficient devant le T'(¢) dans (6.69) conduit & multiplier un nombre
proche de 0 par un nombre proche de l'infini. Le résultat est alors imprévisible, car
on atteint la saturation du calculateur en termes de précision machine. En ’occur-
rence, un processeur IBM trouve une valeur de 0 pour ce coefficient, et on n’observe
naturellement pas d’évolution du spectre. C’est pourquoi on cherche un autre schéma
numérique de méme type, afin de pouvoir passer a la limite dans le cas d’un grand
nombre de Reynolds effectif, sans probleme de division par un nombre tres petit.

6.4.5.2 Schéma implicite

A partir de ’équation (6.67), on approche maintenant la dérivée par un schéma
différences finies usuel :

de . é(t+dt) —e(t)

mais au lieu de considérer le terme visqueux au temps £, on utilise un schéma centré
en temps :

k% _ k? .
ﬁe(t) = om le(t) + €é(t + dt)].

On obtient finalement :

1 — R 'k2dt/2 dt
_ T(t
Troza 2Dt Trmeigeaa O

&(t + dt) (6.71)

qui est un schéma implicite, dans le sens ou le calcul de e(t) fait intervenir la valeur
e(t + dt).
La limite R — oo dans le schéma implicite (6.71) donne & nouveau :

&(t + dt) = e(t) + T(t)dt.

La différence avec le schéma numérique explicite précédent, c’est qu’il n’y a ni di-
vision par de petits nombres, ni multiplication par de grands nombres. La seule
opération est la division de deux nombres proches de 1. On montrera de plus que
les deux schémas sont d’ordre 1.

6.4.6 Remarques sur 'implémentation numérique

En récapitulant ’ensemble de la méthode numérique du modele AQNM, on
s’apercoit qu’une parallélisation du code peut se faire sans difficultés.
6.4.6.1 Récapitulatif

Avant toute intégration temporelle, et pour chaque valeur discrete de @ et chaque
indice s’ et s”, il faut déterminer quelles sont les boites qui vont contribuer &
I'intégrale sur la surface associée a s’ et s”. La valeur de k n’intervient pas encore
a ce stade de la méthode. L’indice | pour K’ parcourt donc {—M,,..M,}, 'indice
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m pour #' parcourt {1,..My} et I'indice n pour ¢’ parcourt {1,..M,}. Pour conser-
ver la boite, on vérifie d’abord que K’ < K". Puis, la surface doit intersecter la
boite, ce dont on s’assure en utilisant le critere du signe de fyg¢» aux coins de la
boite. Pour chaque boite qui contribue, on garde en mémoire [, m, I” et m”. Les
indices j + [ et m permettront la détermination de e(k'), et j + 1" et m” serviront
pour 'interpolation sur le groupe de neuf points autour de k”. On conserve aussi
en mémoire, les quatre coefficients nécessaires a I'interpolation sur les neuf points
pour I'interpolation de e(k”). Enfin, on garde les valeurs de H{*"AS et HJ*"AS,
qui sont des coefficients géométriques ne dépendant que de k'. Ces derniéres valeurs
sont donc réutilisables pour tous les k, et il n’est pas nécessaire de les recalculer a
chaque itération temporelle.

On se place a un temps ¢t donné, et on choisit une valeur pour k£, donc un indice
4, et pour #, donc un indice /. Une somme sur s’ et s”, ainsi que sur les boites qui
contribuent a la surface considérée est effectuée. Pour chaque boite, on récupere les
valeurs des coefficients géométriques HY'*"AS et H3*'AS, et des différents indices
[, m, I" et m". On prend soin de vérifier que j + [ est bien dans {0,..M,}, ce qui
implique que k' suit exactement le méme maillage que k, et que j + " est dans
{1,..M, — 1}, car sinon k" n’est plus dans la zone discrétisée. La valeur de e(k") est
alors obtenue par interpolation, et la contribution de la boite au terme de transfert
est calculée. On obtient finalement le terme de transfert total au vecteur k. Apres
avoir parcouru ’ensemble des k, on a donc le terme de transfert en tout point et
au temps t. Le schéma d’intégration temporelle donne alors la valeur en tout point
du spectre d’énergie au temps t + dt, et on recommence ’opération au temps t + dt,
jusqu’a atteindre le temps final, noté ¢;.

6.4.6.2 Parallélisation

Bien que la valeur de ’énergie a un instant ¢+dt et en un vecteur k dépende de la
valeur de cette énergie en tous les points et a 'instant précédent, il y a suffisamment,
de séparation entre les nombres d’ondes pour que le calcul soit parallélisable. On
notera N le nombre de processus, et on donne acces initialement a chacun d’entre
eux au spectre d’énergie en tout point a ¢t = 0.

On distingue trois phases dans le calcul :

1. La premiere consiste, pour I'’ensemble des 6, a déterminer les boites qui contri-
bueraient éventuellement au terme de transfert aux vecteurs k d’angle 6.
On appellera cette étape, dans la suite, la préparation. Il est ainsi facile de
découper ’ensemble des 6 en N intervalles de longueur égale, et a répartir les
calculs sur chacun des processus. A la fin de la sélection de ces boites, il n’y
a alors pas besoin de transmettre aux autres processus toutes les données, a
savoir les indices de vecteurs d’ondes et les coefficients géométriques. En effet,
seul le processeur qui a déterminé les boites aura a s’en servir dans la phase sui-
vante. On réduit ainsi grandement les temps de calcul liés a la communication
entre les processus, opération qui peut étre tres couteuse.

2. La deuxieme étape est constituée du calcul, a proprement parler, du terme
de transfert, en interpolant si nécessaire les énergies en k”. Chaque processus
s’occupe a nouveau de la méme gamme d’angles 6, a laquelle est rajoutée le
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parcours des modules k. Pour chacune des boites présélectionnées, on élimine
celles pour lesquelles k' ou k" se trouve en dehors de la zone discrétisée. Pour
les autres, apres interpolation de ’énergie en k”, on calcule la contribution au
terme de transfert en k, en remarquant que pour un k donné, un seul processus
intervient dans ce calcul. Il n’y a donc aucun probléme de chevauchement lors
de I'acces aux données.

3. La derniere phase est le calcul de I’énergie en tout point a l'instant t + dt.
Un processus parcourt son intervalle d’angles #, ainsi qu’un certain nombre de
modules £, et ici encore, le calcul de I’énergie en k a l'instant ¢+ dt ne nécessite
que le terme de transfert en k a ¢, calculé par le méme processus précédemment,
et 'énergie en k a t, a laquelle tous les processus ont acces depuis le début.
Enfin, la seule étape de communication entre processus s’effectue a ce moment :
un processus maitre récupere le spectre d’énergie au temps ¢t + dt, et le renvoie
a tous les processus fils, qui recommencent la troisieme phase.

Ainsi, le modele AQNM dans sa version discrétisée se préte particulierement bien
a une parallélisation. On remarque que, si on considére que tous les processus ont a
peu pres le méme nombre de boites qui contribuent au terme de transfert, utiliser
N processus diminue a peu pres le temps de calcul total par N. On décide alors
d’utiliser les librairies parallele standard MPI, que 'on trouve sur pratiquement
tous les calculateurs paralleles.

6.4.6.3 Comparaison série-parallele

L’inconvénient majeur du calcul paralléle est le colit des communications entre les
différents processus, éventuellement prohibitif en temps. On essaie donc de quantifier,
pour une configuration arbitraire, quelle est la part consommée par les échanges
de données entre processus pour un code parallélisé. On choisit une discrétisation
arbitraire, M, = My = My = 100, kpin = 0,1, kipae = 10, dt = 0,01 et SR =1, et on
utilise un code en paralléle sur 5 processus, et un code en série, avec une fréquence
par processus de 1,3 GHz.

Dans le tableau suivant, on fait figurer, pour les deux codes, le temps de calcul
de la préparation et d’une itération temporelle, qui correspond a une moyenne sur
cent pas de temps :

Type de code | Préparation | Pas de temps
Calcul série 1807 s 22,7s
Calcul parallele 363 s 6,7s
Rapport 4,98 3,39

Le calcul de la préparation voit son temps divisé par quasiment le nombre de pro-
cessus. Par contre, le calcul d’un pas de temps montre un gain bien moindre. Cela
est du aux temps de communication entre les processus, qui coutent, si I’on ramene
ces durées au travail équivalent & un processus, 50% de temps en plus. C’est le prix
a payer pour le passage d’un code série a un code parallele.

Cependant, on constate quand méme un gain de temps tres net entre les deux
versions, méme s’il n’est pas exactement proportionnel au nombre de processus. De
plus, la répartition des calculs permet de réduire considérablement la mémoire vive
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nécessaire par processus, qui est en général un facteur limitant. Cette mémoire étant
croissante avec le nombre de boites du maillage, une plus grande discrétisation est
ainsi atteignable. On peut montrer que cette mémoire est majoritairement utilisée
pour le calcul de la préparation et son stockage. Pour chaque angle #, on parcourt un
ensemble de vecteurs k', et on n’en conserve qu’un certain pourcentage, typiquement
10%, ce qui donne une volume de données proportionnel & M,,M92M¢. Ainsi, la
répartition des angles 6 sur N processus permet de diviser cette mémoire par N.
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Chapitre 7

Etude numérique du modele
AQNM

7.1 Introduction

Tout comme le modele EDQNM, le modele AQNM propose une expression ap-
prochée du terme de transfert dans une équation de type Lin. Dans le modele
EDQNM, il s’agit d’une intégrale sur tout ’espace prenant en compte toutes les
interactions triadiques. Dans le modele AQNM, cette intégrale volumique est rem-
placée par des intégrales surfaciques restreintes aux surfaces résonantes uniquement.
L’évolution temporelle elle-méme ne posant pas de probleme en principe, le calcul
de ce terme de transfert est le point délicat du modele. A chaque pas de temps, et
pour tous les nombres d’ondes, ce calcul doit étre refait : ainsi, on cherche a avoir
une précision tres importante sur ’évaluation numérique du transfert.

Indépendamment de tout pas de temps, il est possible de calculer le terme
de transfert obtenu a partir du spectre initial isotrope de type Orszag, et cela
constituera la premiere phase de I’étude. En considérant certains indicateurs ca-
ractéristiques de la convergence, il est possible de quantifier 'impact de la discréti-
sation spatiale, afin d’atteindre la convergence initiale du calcul. Dans un deuxiéme
temps, 1’étude se portera sur l'obtention d’une évolution temporelle du spectre
d’énergie, stable et convergée. Le cas R = 1 constituera le cas de référence de I’étude,
en permettant d’identifier les probléemes numériques éventuels. On peut penser que
le choix de certains parametres numériques, comme la coupure aux grands nombres
d’ondes ou encore le pas de temps, va se révéler étre décisif.

Cependant, a cette valeur du nombre de Reynolds effectif, I'effet de la viscosité
numérique est trop fort, et la cascade non linéaire ne peut imposer sa dynamique.
Il faut donc trouver une méthode de détermination d’une valeur de R susceptible
d’entrainer une évolution temporelle acceptable, car le jeu de parametres est trop
ouvert. Or, un comportement attendu sans viscosité est que I’énergie intégrée s’ac-
cumule aux grands nombres d’ondes, ce qui sera vérifié numériquement. Ainsi, la
viscosité numérique devra étre telle qu’elle permette la dissipation de cette énergie,
tout en n’ayant pas d’effet trop important sur le reste du spectre. La valeur finale re-
tenue est R = 5, et on verra en particulier que le spectre d’énergie intégré développe
dans ce cas une zone inertielle en £ 3. On s’attardera de plus sur la répartition
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spatiale de I’énergie, spécialement selon I’angle 6, a partir de laquelle on recherche
une confirmation de la bidimensionnalisation de ’écoulement. Finalement, des com-
paraisons avec le modele EDQNM2 montreront que les phénomenes dominants sont
mieux captés par le modele AQNM..

7.2 Etude de convergence du terme de transfert

7.2.1 Présentation

On présente tout d’abord les moyens informatiques mis en ceuvre pour mener a
bien le traitement numérique du modele AQNM initialement isotrope. Puis, apres
avoir présenté la gamme de parametres qui constituent le cas de référence de I’étude
de convergence paramétrique, on s’intéressera a la quantification de la convergence
du calcul du terme de transfert au premier pas de temps.

7.2.1.1 Moyens de calcul numérique

En dehors du calculateur scalaire local, les moyens de calcul parallele du CEA
(Grenoble), de I'IDRIS (Orsay) et du CINES (Montpellier) ont été mis a contri-
bution. Les données fournies correspondent aux ressources disponibles pour faire
fonctionner le code sous une forme utilisant les librairies de communication parallele

MPIL.

1. Ixia (CEA)
Modele : Compaq SC270.
Processeurs : 252 processeurs a 833 MHz.

Mémoire : 4 Go par processeur.

2. Brodie (IDRIS)
Modele : IBM SP3.
Processeurs : 32 processeurs a 375 MHz.

Mémoire : 1 Go par processeur.

3. Zahir (IDRIS)
Modele : IBM p690 Regatta.
Processeurs : 8 nceuds de 32 processeurs SP4 a 1,3 GHz.

Mémoire : 64, 128 ou 256 Go par nceud selon les cas.

4. To (CINES)
Modele : IBM hybride SP3/SP4.

Processeurs : 29 nceuds de 16 processeurs SP3 a 375 MHz, et 2 noeuds de 32
processeurs SP4 a 1,3 GHz.

Mémoire : 16 Go par nceud (SP3) et 64 Go par nceud (SP4).
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7.2.1.2 Choix des parametres de départ

I1 semble raisonnable de démarrer avec les valeurs M, = My = My = 100, sans
privilégier aucune direction de discrétisation par rapport a une autre. Cette va-
leur arbitraire est ’ordre de grandeur, au sens large, de la résolution maximale que
I’on peut atteindre avec un modele de type EDQNM. Différents essais préalables
montrent que la valeur de kp,;, = 0,01 est une bonne valeur de départ, des valeurs
inférieures étant un raffinement non nécessaire pour 'instant. En effet, a cet endroit
I’énergie adimensionnelle vaut 0, 01, tres petite devant I’énergie au pic, en k£ = 1, qui
vaut 1/e.

La difficulté est de fixer une valeur de k,,.., car il faut s’assurer que la coupure
des interactions triadiques entrainée par le choix de ce parameétre ne porte pas a
conséquence sur le calcul du terme de transfert. La perte d’information est minime
si la valeur de I'énergie au temps t = 0 est suffisamment faible au-dela de k4.
On choisit donc kpmax = 10, car ’énergie initiale ne vaut a cet endroit déja plus
qu’environ 3,7 - 107*2, ce qui est une valeur trés petite par rapport a celle atteinte
au pic.

7.2.1.3 Meéthodes de comparaisons

[’ensemble des parametres précédents constitue le premier cas de référence.
Toute la difficulté consiste a estimer si le calcul du terme de transfert est convergé
ou pas a cette résolution. On va alors changer, un par un, chacun de ces parametres,
dans le sens d’'une discrétisation plus fine, c’est-a-dire d’un plus grand nombre de
points. On recalcule ensuite le terme de transfert, et on essaye de quantifier, pour
chacun de ces nouveaux résultats, quelles sont les différences avec le cas de référence.

Ainsi, si les différences sont petites, alors le parametre concerné a peu d’influence
sur le calcul du terme de transfert, et on conserve sa valeur précédente. Il faut
encore arriver a définir ce que signifie de petits écarts. Si les différences sont trop
importantes, I'influence du parametre est non négligeable, et on conserve alors sa
nouvelle valeur.

On se retrouve donc avec un nouvel ensemble de parametres, qui forment un
nouveau cas de référence, et on recommence la méme étude de convergence jusqu’a
ce que, en changeant tous les parametres un par un, on ne note plus de variations
notables. Le dernier cas de référence devient alors I’ensemble minimal de parametres
permettant le calcul du terme de transfert. Pour évaluer les différences entre un
nouvel ensemble de parametres et les parametres de référence, on utilise deux criteres
principaux, qui sont présentés dans la suite.

7.2.2 Variations terme a terme du transfert

A un instant ¢ donné, le terme de transfert d’énergie est représenté, dans le code
numérique, par une matrice, dont le coefficient (7, 5) € {0..M,} x {1..Mp} vaut :

) 1
T (kmme“”, (j — 5) Eg,t) ) (7.1)
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Le premier critére consiste a évaluer ’écart entre la nouvelle matrice de transfert
T et la matrice T,.; correspondant au cas de référence, si possible en I'estimant
coefficient par coefficient.

7.2.2.1 Principe

On décide de calculer :

T = Toes|
T (7.2)
[|Tres|
avec || . H une norme choisie convenablement. En ’occurrence ici pour une matrice

A = (4A;) on prend :

HAH:‘/ > A (7.3)
(i,5)€{1..n}?

Pour que ce calcul soit possible entre T,..; et T, il faut que les deux matrices aient
la méme taille, ou, a défaut — et c’est le cas des que ’on change M, ou My — qu’elles
aient des sous-matrices de méme taille, et dont la comparaison soit pertinente.

(1,5)€{1.n}?>’

7.2.2.2 Contraintes induites sur les parametres

Ainsi, a partir du cas de référence, on ne peut pas faire varier librement les
parametres car ils doivent permettre la comparaison par rapport au cas de référence :
— Pour M, : changer la valeur de ce parametre revient a changer la taille du
tableau de stockage du terme de transfert. Néanmoins, transformer M, en
n,M, implique de changer €, en ¢,/n,. On a environ n, fois plus de points
entre ki, et knez, et leur écart, en échelle logarithmique, a été divisé par
n,. Donc si 'on ne considére que des multiples entiers de M,, il suffit de
ne conserver qu’une donnée sur n, dans la direction radiale dans la nouvelle
matrice pour obtenir les valeurs du transfert exactement aux meémes points

que dans le cas de référence. En pratique, on prendra donc n, = 2.

— Pour My : on utilise presque la méme méthode que pour M,. Multiplier My
par un entier ng revient a diviser €4 par ny. Mais les angles sont répartis selon
laloi (p — 1/2) gy, avec p € {1..My}, le décalage de £4/2 impliquant que toutes
les valeurs entieres de ny ne sont pas possibles. ngy sera acceptable si :

1 1
Vp € {1..My}, 3q € {1..ngMy} (p — §> g9 = (q — 5) ;—Z <= ny impair.
(7.4)

En pratique, on choisira donc ny = 3.

— Pour My : la taille de la matrice de transfert ne change pas, et on a toute
latitude pour choisir la nouvelle valeur de My. L’axisymétrie du probléme
implique en effet que le transfert ne dépend pas de ¢, mais que son calcul fait
par contre intervenir la discrétisation méridienne.
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— Pour k,,;, : I’étude est plus délicate. Il est clair que la diminution de k,,;,

seule entrainerait I’augmentation de ¢, = 1/M,In (kpag/kmin), Si M, et kmaz
restaient constants. Il en résulterait d’une part que le maillage dans la direc-
tion radiale serait moins dense, et d’autre part, qu’aucun point de la nouvelle
discrétisation ne coinciderait avec aucun des points de la discrétisation du cas
de référence, et la comparaison serait alors impossible.
L’idée est alors, tout en changeant la valeur de k,,;,, de changer simultanément
la valeur de M, afin de garder constante la valeur de ¢,. L’écart logarithmique
est conservé, seule I'origine change, et on aura donc coincidence des points de
discrétisation a partir d’un certain rang. Par exemple, la division de k,,;, par 10
environ, entraine une augmentation de M, de In10/e,. Comme M), doit rester
un entier, on ne pourra pas dans la pratique diviser k,,;, par exactement 10,
mais on essaiera de s’en approcher en divisant par le premier nombre supérieur
a 10 acceptable.

— Pour k,,,; : le probléeme est le symétrique de celui pour k,,;,. Quand on fera
croitre ky,qq, on augmentera en méme temps la valeur de M, afin de garder ¢,
constant. La multiplication par environ 10 de k,,,,, entrainera de la méme facon
une augmentation de M, de l'ordre de In10/¢,. On choisira alors la premiere
valeur supérieure a 10 qui donnera un M, entier.

Si le changement d’un parametre semble n’affecter ni l'intégrale sur l’espace
du terme de transfert, ni le calcul effectif de la matrice de transfert, on pourra
étre amenés a réduire sa valeur, ou 'augmenter si c’est k,,;,. Cela permet en effet
d’économiser des ressources de calcul sans perdre d’information. Bien entendu, il
faudra que les nouvelles valeurs des parametres vérifient les contraintes énoncées
précédemment, pour qu'une comparaison avec le cas de référence soit possible.

7.2.3 Intégrale spatiale du transfert

Le deuxieme critere consiste a regarder la valeur de l'intégrale sur tout I'espace
du terme de transfert. L’analyse théorique a montré que le modele AQNM conser-
vait certaines propriétés fondamentales de la turbulence, et, en particulier, celle
qui implique que les transferts non linéaires, responsables de la cascade, conservent
I’énergie totale.

7.2.3.1 Principe

Que le terme de transfert soit dimensionnel ou pas, les deux étant égaux a une
constante multiplicative pres, on doit donc vérifier :

27 T +oo
31, 2 3 _
/R (k) &K = /0 /0 /0 T(k,0, 9)k?sin0dkdodp =0.  (7.5)

Avec une turbulence initialement isotrope, le spectre d’énergie initiale est axisymétrique
selon ’axe de €2, et il le reste a tout instant ultérieur. Il ne dépend donc pas de ¢, et
cela implique que 7" n’en dépend pas non plus. Si, de surcroit, on prend en compte
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la coupure liée a la discrétisation, il faudrait vérifier idéalement que :

kmaz 7T—59/2
/ 2 ( / 7k, 0) sin@d@) dk = 0. (7.6)
k €

min 9/2

7.2.3.2 Transposition numérique

Pour I'intégration numérique, on choisit deux méthode différentes : on integre se-
lon # avec des rectangles, car la discrétisation est réguliere, et on utilise une méthode
d’ordre plus élevé de type Simpson pour 'intégration en k. Pour cette derniere, on
préfere toujours une formule a pas constant, la précision étant alors plus grande. On
rappelle que la discrétisation radiale est logarithmique, car k s’écrit k,,;,e’ avec p
allant de 0 & In (kyaz/kmin)- On fait donc le changement de variable £ — p dans
(7.6), qui devient :

In(kmaz /kmin) m—eg/2
/ (kminep)3 / T(kmme”, 9) sin # d6 dp =0, (77)
0 €

0/2

et on peut utiliser une méthode a pas constant égal a ¢, sur p.

7.2.3.3 Quantificateur de convergence

La valeur absolue de I'intégrale sur 1’espace du terme de transfert devrait donc
décroitre vers 0 avec une résolution croissante. Il s’agit alors d’une part de déterminer
si sa valeur diminue significativement par rapport a celle calculée pour le cas de
référence, et d’autre part, arriver a dire si sa valeur est suffisamment petite. On a
alors besoin d’avoir une valeur représentative du terme de transfert, et de méme
type que son intégrale sur tout I’espace : on a choisi I'intégrale sur tout 1’espace de
la valeur absolue du terme de transfert. On calcule donc le rapport :

Jes T (k) &’k
Jes | T ()| A’k

(7.8)

car on sait que le transfert non linéaire n’est pas de signe constant. Il faut aussi noter
que ce deuxieéme critere est lié au premier, car peu de variations sur la matrice de
transfert entraine peu de variations sur le calcul de I'intégrale du terme de transfert
sur tout ’espace. Néanmoins, cela permet d’avoir une certaine quantification de la
convergence numérique.

7.2.4 Convergence par itération

On détaille ici les séries de calculs qui ont été effectuées afin de tester la conver-
gence numérique de I’évaluation du terme de transfert initial. Apres avoir quantifié
plus précisément I'impact de la valeur de M, sur le calcul du transfert, on arrive
finalement a un jeu de parametres pour lesquels ce calcul est convergé.
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7.2.4.1 Premiére série

Par rapport au cas de référence, on a fait varier successivement M,, My, My, kpin
et kmaz- Un pourcentage inférieur & 1072 est compté comme 0, et c’est notre valeur
seuil de variation de la norme de la matrice de transfert. En derniére colonne, on a
indiqué le temps nécessaire pour le calcul des quantités intervenant dans I’évaluation
numérique du terme de transfert, que ’on avait appelé préparation.

T—T,e T Durée
Mp Ma M¢ kmm kmam . HTMH{H ff|T| préparation

Réf. 1 | 100 | 100 | 100 | 0,01 10 0% —0,0149 203 s
M, | 200 | 100|100 | 0,01 10 0,25 % | —0,0208 407 s
My | 100 | 300 | 100 | 0,01 10 0,07 % | —0,0149 1824 s
Mg 1100 | 100 | 200 | 0,01 10 0,06 % | —0,0150 406 s
kmin | 134 | 100 | 100 | 0,00096 10 0% —0,0149 273 s
kmaz | 134 ] 100 | 100 | 0,01 104,71 0% —0,0149 273 s

On remarque, tout d’abord, que k,,;, et k., n’influencent presque pas le calcul
du terme de transfert : on peut conserver leur valeur précédente sans nuire au calcul.
Par contre, I'influence de M, est déterminante : non seulement ’écart entre les
matrices de transfert est de 0,25%, mais surtout I'intégrale relative du transfert est
divisée par 10 quand M, passe de 100 a 200, ce qui laisse penser que le calcul du
terme de transfert n’est pas encore convergé a cette résolution. Pour I’instant, les
influences respectives de My et de My, bien que non nulles, sont négligées, car elles
n’induisent quasiment pas de différences sur I'intégrale spatiale du transfert. On sera
peut-étre amenés a considérer plus tard que 1’on ne peut plus ignorer ces écarts. On
continue donc avec M, = 200, My = 100, My = 100, kpin = 0,01 et kpax = 10.

7.2.4.2 Estimation du temps de calcul

Il est important d’arriver a obtenir un ordre de grandeur de la durée de la
préparation et d’un pas d’évolution temporelle, par souci, d’une part, d’optimisa-
tion de 'utilisation des calculateurs, et d’autre part, afin d’évaluer la performance
numérique de la méthode AQNM comparée aux codes précédents. Les résultats de
la premiére série ont été obtenus avec le méme nombre de processeurs (10) et sur
le méme calculateur; on peut ainsi supposer que la charge du calculateur a été
constante pour chaque calcul, et qu’il n’y a eu aucun allongement des temps de cal-
cul par ce biais. En effet, un calcul mené avec 10 processeurs ne met pas forcément
deux fois moins de temps qu’un calcul mené avec 5 processeurs. On cherche alors le
comportement de la durée de la préparation en fonction de M,, My et My, sous la
forme aM ;’? MM (‘; . Une régression linéaire sur cette durée, prise en échelle logarith-
mique afin d’avoir un systeme linéaire, indique qu’on a :

B~1,
V=2,
et o~1.

Elle est donc proportionnelle a M,,M92M¢, pour le nombre de processeurs fixé ici,
avec une corrélation remarquable de 99% : ce résultat est tout a fait conforme aux
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prévisions. Par contre, le temps nécessaire au calcul du terme de transfert propre-
ment dit au premier pas de temps — et il n’y a pas de raison que cela soit différent
aux autres instants— ne suit aucune loi simple. En effet, a cette résolution, le calcul
du terme de transfert n’est sirement pas convergé, et donc 'augmentation de la
discrétisation spatiale peut entrainer des changements brusques dans la valeur de
I'intégrale surfacique et donc dans sa durée de calcul. Et méme si ce calcul était
convergé, le nombre de triades retenues pour I'intégrale peut varier significative-
ment d’une résolution a une autre, et leur répartition dans ’espace aussi. Cela rend
leur distribution par processeur imprévisible, et donc le temps de traitement par
processeur est difficile a estimer.

7.2.4.3 Deuxiéme série

MP M0 M¢ kmm kma;v | uﬁ;f‘l I %
Réf. 2 | 200 | 100 | 100 0,01 10 0% —0,00208
M, 400 | 100 | 100 0,01 10 0,05 % | —0,00016
M, |200|300]|100] 0,01 10 |0,05% | —0,00221
Mg | 200 | 100 | 200 0,01 10 0,04 % | —0,00253
Kmin | 267 | 100 | 100 | 0,000989 10 0% —0, 00209
kmaz | 267 | 100 | 100 0,01 101,15 0% —0,00208

La division de k,,;, par 10 n’a I’air d’avoir aucune influence sur le transfert non
linéaire. On conservera donc la valeur ki, = 0,01 pour la prochaine série de pa-
rametres. Pour £,,,;, la multiplication par 10 n’entraine presque aucun changement,
on garde la valeur kyax = 10. Le changement de M, de 200 en 400 entraine & nou-
veau une division par 10 de l'intégrale du terme de transfert : ce parametre semble
étre important pour la convergence numérique de ce calcul.

On peut néanmoins se demander pourquoi une différence relative de 0,05% en-
traine la division par 10 de I'intégrale. Cela tient au fait que la norme de matrices
utilisée traite de la méme facon les différences entre transfert aux petits nombres
d’ondes et aux grands nombres d’ondes, tandis que l'intégrale du transfert sur I’es-
pace pondere beaucoup plus fortement les grands nombres d’ondes, car il y a mul-
tiplication par k? dans (7.6). Ainsi de faibles changements dans la zone des grands
nombres d’ondes sont amplifiés dans le calcul de I'intégrale spatiale. On garde donc
la valeur de M, = 400.

Cela amene a reconsidérer les écarts engendrés par le changement de My et de
M,, alors qu’on les avait négligés dans la série précédente, car ils sont du méme
ordre de grandeur que celui généré par le changement de M,. Par conséquent, on
garde maintenant les valeurs My = 300 et M, = 200 : ce n’est pas en contradiction
avec l'attitude adoptée pour la premiere série, mais cela a simplement augmenté le
nombre d’essais nécessaires pour atteindre la convergence.
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7.2.4.4 Troisiéme série

Mp M0 M¢ kmm kmaw | uﬁr]ﬂlﬁl ! %
Réf. 3 | 400 | 300 | 200 0,01 10 0% —0,000394
M, | 800 | 300 | 200 0,01 10 0,02 % —0,000098
My | 400 | 900 | 200 0,01 10 pas assez de mémoire vive
400 | 100 | 200 0,01 10 0,04 % —0,000576
My | 400 | 300 | 300 0,01 10 0,02 % —0,000307
400 | 300 | 100 0,01 10 0,03 % —0, 000059
kmin | 534 | 300 | 200 | 0,00098 10 0% —0,000397
267 | 300 | 200 | 0,099 10 0% —0,000394
kmaz | 534 | 300 | 200 0,01 101,15 0% —0,000394
360 | 300 | 200 0,01 5,01 [0,02% —0,000135

A nouveau, k,,;, semble avoir peu d’influence sur le calcul si on le divise par 10.
Un essai en le multipliant par 10 prouve que les différences sont toujours mineures.
On conserve donc la valeur kpn;, = 0,1 cette fois-ci, car il y a peu de chances que
cette zone du spectre intervienne plus fortement ultérieurement. Multiplier k,,,, par
10 n’entraine aucun changement notable. Par contre, pour ce qui est de sa division
par 10, et bien que I’écart entre matrices de transfert ne soit que d’environ 0, 02%, on
applique le principe de précaution. En effet, lors de I’évolution temporelle ultérieure
du spectre d’énergie, il va y avoir développement d’une cascade d’énergie vers les
grands k, avec augmentation de 1’énergie pour ces nombres d’ondes, et il ne faudrait
pas que k., induise une troncature numérique trop radicale du spectre. De plus,
I’augmentation du nombre de Reynolds effectif risque aussi d’élargir, en décalant vers
les grands nombres d’ondes le lieu de la coupure visqueuse, la zone inertielle, qui
pourrait donc étre tronquée artificiellement. On garde k,,.x = 10 temporairement,
quitte a 'augmenter plus tard si s’apercoit de la perte d’une partie du spectre.

On choisit My = 100 car les différences avec le cas de référence sont accep-
tables, et la dépendance risque de peu ou pas évoluer temporellement. On a méme
une diminution purement fortuite de 'intégrale spatiale. La faible implication de la
discrétisation dans cette direction provient en partie de ’axisymétrie du probleme,
bien que les triades résonantes fassent intervenir une dépendance en ¢. Pour M,
on ne voit pas trop de différences entre le transfert en passant de 400 a 800, mais
I'intégrale relative est fortement diminuée, d’un facteur 10 a nouveau. Néanmoins,
M, = 800 est une résolution relativement importante comparée aux ressources des
calculateurs, surtout en ce qui concerne la mémoire vive nécessaire. En effet, il faut
se laisser une certaine marge de manceuvre pour le choix des parametres, car une
dépendance plus importante en My risque de se manifester ultérieurement. Pour
essayer d’arriver a un compromis, on va essayer M, = 300 pour pouvoir atteindre
ensuite 600 et permettre la comparaison, ainsi que M, = 400. Pour My, on s’attend
a ce que la dépendance soit peut-étre plus forte ensuite, donc il ne faut pas choisir
une valeur trop basse. My = 100 est a exclure, 300 est une bonne valeur, mais alors
900 est inatteignable car les besoins en mémoire vive croissent environ en My%. Une
solution intermédiaire consiste a partir de My = 200, pour ensuite essayer 600.
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7.2.4.5 Derniére série

, T2 —Th|| JT
M, | Mg | My | kmin | Kmas 17| [T
Réf. 4.1 | 300 | 200 | 100 | 0,1 10 0% —0,000350

M, 600 | 200 | 100 | 0,1 10 | 0,02% | —0,000086
My 300 | 600 | 100 | 0,1 10 | 0,02% | —0,000358

Réf. 4.2 | 400 | 200 | 100 | 0,1 10 0% —0,000187
M, 800 | 200 | 100 | 0,1 10 | 0,01% | +0,000030
My 400 | 600 | 100 | 0,1 10 | 0,02% | —0,000174

On choisira donc :

— M, = 400 plutot que 300, car I'intégrale du terme de transfert diminue forte-
ment avec M, croissant, mais pas 800 car il faut garder une certaine marge.
Une étude plus précise de cette dépendance sera faite par la suite.

— M, = 600, bien que cela ne soit pas nécessaire a ce stade, et ce pour avoir le
moins de problemes ensuite, la dépendance angulaire risquant de devenir plus
forte.

- M, = 100, car son influence reste minime.

— Kmin = 0,1, car il y aura a priori peu de problemes vers les petits nombres
d’ondes, dans I’hypothese d’une cascade d’énergie vers les grands nombres
d’ondes.

— kmax = 10, quitte a I'augmenter ensuite en cas de déplacement du spectre
d’énergie vers la droite, en 'accompagnant éventuellement d’un changement
de M, et/ou de M.

7.2.5 Méthodes numériques

On s’intéresse maintenant a 'influence du parameétre M, sur la valeur du terme
de transfert, tous les autres parametres étant fixés, et on cherche a déterminer I'ordre
de la méthode de calcul de I’aire d’une surface résonante.

7.2.5.1 Dépendance du transfert en M,

Maintenant que la convergence du calcul du transfert semble avoir été atteinte,
on cherche a quantifier plus précisément l'effet de M, sur la valeur, au premier
pas de temps, de l'intégrale spatiale du terme de transfert, et s’il est vraiment
nécessaire de prendre des valeurs tres élevées pour ce parametre. On choisit de
prendre My = 300, M, = 100, kpin = 0,1 et kmax = 10, en fonction des commo-
dités de calcul paralléle. La valeur de My est en effet suffisamment grande au vu
des résultats précédents. En faisant varier M, a partir de 200 par paliers de 200, on
obtient la figure (7.1) pour la valeur absolue de l'intégrale spatiale du transfert.

Il semble d’abord y avoir une décroissance réguliere pour les premieres valeurs de
M,,. Ensuite, a partir de M, ~ 1000, cette décroissance s’atténue pour se transformer
en oscillation : plus aucun calcul ne donne une valeur inférieure & 107%. On en déduit
que I'on a atteint des résolutions pour lesquelles les grandeurs prises en compte dans
le calcul de I'intégrale sont proches de la précision machine. La valeur de 'intégrale
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0.1 A
/ Intégrale absolue du transfert
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Fic. 7.1 — Variation de la valeur absolue de l'intégrale spatiale du transfert en
fonction de M, pour My = 200, My = 100, kpin = 0,1 et kpq, = 10 et droite
approchante (moindres carrés).

relative se met alors & osciller entre 10~* et 1073, et on peut supposer qu’avec des
valeurs de M, plus grandes, on constatera toujours cette oscillation.

Néanmoins, si on cherche a écrire que 'intégrale relative s’écrit sous la forme
aMpﬁ , on trouve, par régression linéaire, les valeurs :

a ~ 450,
et [f~-2

ce qui implique que la valeur de l'intégrale est presque proportionnelle a M 2 La
pente pour les bas M, ne descend pas en dessous de § ~ —2, 5. Pour conclure, on voit
que le fait d’augmenter M, n’apporte plus de meilleure précision a partir d’un certain
point, que 'on peut situer autour de 800, car on atteint les limites de précision du
calculateur. L’essentiel est de savoir quel est ’ordre de I'erreur engendrée, et il vaut
environ 2 ici. Afin de conserver une marge, on conservera donc, pour la suite, la
valeur maximale acceptable, c’est-a-dire M, = 400.

7.2.5.2 Ordre de la méthode de calcul des aires

La méthode de calcul de l'aire des surfaces résonantes est propre au modele
AQNM. Apres avoir identifié si la surface passe au travers d’un cube, on approche
son aire a l'intérieur de celui-ci par 'aire d’un plan tangent a la surface qui passerait
par son centre, considérée comme passant au centre de la boite. D’une part, il s’agit
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de déterminer si la méthode de sélection des boites est efficace. En effet, on ne prend
pas en compte les boites pour lesquelles la surface passe par une face sans jamais
en intersecter une autre. Cela implique que la valeur de la fonction résonante aux
quatre coins a le méme signe. D’autre part, il faut savoir si I’approximation de I’aire
de la surface dans les boites par lesquelles elle passe plus d’une fois, est correcte. On
pourra négliger ces deux cas particuliers si on prouve la convergence du calcul de
I’aire de la surface vers sa valeur réelle.

Il y a quatre types de surfaces résonantes w(k) + s'w(k') + s"w(k") = 0, avec
k+ K + k" =0, selon que s' = %1 et s” = +1. On s’intéresse, arbitrairement, &
la surface ' = s” = 1. Comme w(k) ne dépend que de 'angle 6 que k fait avec €,
on peut associer a chaque # dans [0, 7] une surface résonante Sy. De plus, on a que
Sr_9 = Sy, par symétrie par rapport au plan # = 0; on choisit donc une valeur de 6
proche de w/4(0 ~ 0,80111). Enfin, une surface résonante étant généralement d’aire
infinie, il faut se fixer définitivement une valeur pour k,,;, et k..., afin de calculer
toujours la méme portion d’aire. On prendra k,,;, = 0,1 et k.. = 10.

En partant de la configuration de référence M, = My = My = 100, il s’agit de
déterminer 'erreur générée par la méthode sous la forme :

aire(M,, My, M,) = A+ err(M,, My, M), (7.9)

ol A est la valeur réelle de l'aire de la surface, obtenue idéalement en prenant
M, — +o0, My — +00 et My — +o00. Dans la pratique, la valeur considérée comme
la valeur réelle sera celle pour M, = My = My = 700. Il faut noter qu’il n’y a pas de
dépendance en le nombre de processeurs car changer ce nombre revient simplement
a modifier la répartition des calculs, sans générer d’erreurs numériques. On obtient
les résultats suivants :

| [ M, [ Mo [ My [ Fin | Fmaa | Aire |
| Aire réelle | 700 | 700 [ 700 | 0,1 [ 10 | 15,794440 |

Référence | 100 | 100 | 100 | 0,1 10 | 15,854168
M, 200 | 100 | 100 | 0,1 10 | 15,818696
M, 400 | 100 | 100 | 0,1 10 | 15,800368
My 100 | 300 | 100 | 0,1 10 | 15,859211
My 100 | 900 | 100 | 0,1 10 | 15,856406
My 100 | 100 | 200 | 0,1 10 | 15,851724
My 100 | 100 | 400 | 0,1 10 | 15,852324
On cherche une solution sous la forme :
err(M,, My, My) = oMP M) M}, (7.10)

et on effectue donc une régression linéaire sur la fonction :

f(M,, My, M,) = In(aire(M,, My, M) — aire_exacte)
= In(err(M,, My, M,))
= lna+BInM,+vyInMy+ d1In M,. (7.11)
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Finalement, on obtient les résultats suivants :

= 213,183173,
5
—1,655991 ~ ——
7 37

= —0,011512 ~ 0,
= —0,093014 ~ 0.

o, 2 ™ R
I

On déduit de ces coefficients que l'aire de la surface résonante ne dépend pratique-
ment pas de My ni de My quand ces parametres prennent des valeurs au-dessus de
100. Pour ce qui est de la direction radiale, par contre, la dépendance est environ
en M, 5/ 3, I’exposant étant donc compris entre 1 et 2. On espere enfin que les trois
autres surfaces résonantes se comportent de facon similaire, et que la méthode de
calcul des aires converge avec une discrétisation croissante.

7.3 Stabilité et convergence a R =1

On cherche a obtenir, pour commencer, une évolution temporelle stable et con-
vergée du spectre d’énergie, pour R = 1. En effet, d’apres les modélisations en tur-
bulence isotrope, on sait que les schémas numériques a tres grand R, ou la viscosité
est faible, ont tendance a étre instables. Il faut cependant se rappeler qu’initiale-
ment, analyse AQNM a été menée pour le cas ou R tend vers I'infini, la viscosité
ayant été volontairement écartée du modele sauf d’un point de vue numérique. Mais
pour des questions de stabilité et d’évacuation éventuelle de 1'énergie a la coupure
numérique, il faudra certainement se contenter d’un nombre de Reynolds effectif fini.

L’objectif final est de constater I’établissement d’une zone inertielle suffisam-
ment large, et dont la pente ne dépendrait pas de R. En supposant que la viscosité
n’affecte pas démesurément ’expression AQNM du terme de transfert, on pourrait
alors reconstituer le spectre a n’importe quel autre nombre de Reynolds effectif, en
rajoutant une décroissance exponentielle aux nombres d’ondes de ’ordre de I'inverse
de I’échelle de Kolmogorov. On décide donc de démarrer avec SR = 1, et on cherche
a obtenir un premier spectre stable et convergé, pour une discrétisation de départ
de M, = 400, M, = 600, My = 100, knin = 0, 1.

7.3.1 Stabilité

Ce cas préliminaire & R = 1 donnera certainement des indices sur le compor-
tement de ’énergie, et I’apparition éventuelle d’instabilités numériques. On cherche
maintenant a déterminer des valeurs acceptables pour deux parametres numériques
importants, a savoir la coupure aux grands nombres d’ondes k,,,, et le pas de temps
dt, afin d’atteindre la stabilité du schéma numeérique.

7.3.1.1 Choix de k,,,4;

Il y a deux aspects qui motivent le choix de k4. On rappelle d’abord qu’en
turbulence isotrope, la coupure visqueuse spectrale s’effectue a des nombres d’ondes
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proportionnels & Re®*. Plus le nombre de Reynolds est élevé, plus la zone de dis-

sipation visqueuse est repoussée vers les grands nombres d’ondes. Numériquement,
il est conseillé de placer la coupure liée a la discrétisation a un nombre d’onde égal
a deux fois le nombre d’onde typique lié a la coupure visqueuse, afin d’étre certain
d’en capter les effets. Ensuite, on cherche a choisir une valeur de k,,,, de telle fagon
que les nombres d’ondes qui sont négligés, c’est-a-dire ceux supérieurs a k4., au-
raient de toutes fagons apporté une contribution négligeable au spectre, méme apres
évolution temporelle.

On a choisi ici une valeur du nombre de Reynolds effectif relativement basse,
donc on conserve la valeur de k,ax = 10, parce qu’on a montré précédemment que
la prise en compte des nombres d’ondes supérieurs n’engendrait aucun changement
dans le calcul du terme de transfert. Enfin, si on imagine une évolution temporelle
du spectre, ’amplitude de 1’énergie a cet endroit semble suffisamment faible initia-
lement, pour le rester ultérieurement. On verra rapidement si la dissipation a ces
nombres d’ondes est suffisante ou pas, et si elle ne 1’est pas, on devra alors augmenter
la valeur de k4.

7.3.1.2 Choix du pas de temps

Considérant ce choix de k4., il faut alors donner une valeur convenable au
pas de temps numérique dt. D’une part, sa valeur ne doit pas étre trop grande, et
ce, pour deux raisons. La premiere est que le schéma numérique temporel peut se
montrer instable pour un pas de temps trop élevé, et tout dépend alors du choix du
schéma. La deuxieme est que I’on risque d’avoir un temps numérique caractéristique
plus élevé que le temps caractéristiques des phénomenes physiques. Or il est tres
difficile d’estimer 1’échelle de temps liée a la non linéarité, car I’expression du terme
de transfert est complexe. Le seul phénomene quantifiable en termes de durée est la
dissipation visqueuse.

On rappelle que I’équation adimensionnelle d’évolution est :

Oe 1.9

5 +R ke=T.
Ainsi I’échelle de temps caractéristique de la dissipation pour les nombres d’ondes
de module £ est :

R
=5
Pour n’avoir aucun probleme quel que soit le nombre d’ondes, on doit donc toujours
au moins vérifier I'inégalité dt < 74;s5(kmaz), soit :

R
dt ~0,1——. (7.15)

max

Tdiss(k) (714)

Le probleme est que certains phénomenes physiques non linéaires peuvent entrainer
une évolution du spectre sur des temps inférieurs a 7455 (kmaz), €t il s’agira alors de
déterminer si c’est le cas.

Enfin, d’un point de vue matériel, la valeur du pas de temps ne doit pas étre trop
petite. Ce qui est intéressant, c’est d’arriver a un temps final ¢ty donné; et pour un
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dt trop petit, le nombre de pas de temps nécessaire peut devenir tres élevé. Ainsi,
pour R =1 et ke = 10, le pas de temps doit étre petit devant 0,01, et notre valeur
de départ sera donc dt = 0,001.

7.3.1.3 Evolution temporelle

Pour une résolution de M, = 400, My = 600, My = 100, kypip, = 0,1, Koy = 10,
dt = 0,001 et ¢t; = 0,38, on obtient tout de suite un spectre d’énergie intégré E(k)
qui ne présente pas d’instabilité numérique. Les résultats, a savoir 1’évolution tempo-
relle du spectre d’énergie intégré, de ’énergie totale, du terme de transfert et de son
intégrale relative, sont présentés sur les figures 7.2 et 7.3. Dans la suite, I’évolution
temporelle d’une fonction sera illustrée par la superposition de I’évolution spatiale de
cette fonction a différents instants. L’écart temporel entre deux courbes est toujours
constant, sauf éventuellement entre les deux dernieres courbes, la derniere figurant
toujours la courbe a ¢ = .

Le spectre d’énergie e(k,t) ne présente pas de valeurs négatives, et ce, & au-
cun instant. Ce n’est pas forcément le cas pour un modele de type EDQNM, par
exemple. On sait que la réalisabilité est assurée théoriquement, mais on a ici qu’elle
est aussi bien vérifiée numériquement. Le spectre d’énergie intégré, E(k,t), montre
une évolution temporelle classique. Une premiere phase consiste en une cascade non
linéaire, qui apporte de ’énergie aux grands nombres d’ondes. Cette étape s’arréte
pour ¢ de I'ordre de 0,13, et fait apparaitre une zone inertielle en k~*7. On constate
qu'a R = 1, leffet de la viscosité est trop fort aux petites échelles, car la largeur
de cette zone est tres réduite, de I'ordre d’une demie-décade de nombres d’ondes.
On peut méme penser que, la viscosité agissant trop vite par rapport aux effets non
linéaires, la cascade n’a pas le temps d’imposer une pente correcte. La deuxieéme
phase d’évolution est le déclin visqueux au-dela du pic d’énergie, qui est un effet pu-
rement linéaire. L’énergie ayant augmenté a ces nombres d’ondes, il y a un instant
ou le terme visqueux de 1’équation de Lin prend le pas sur le terme non linéaire,
jusqu’a ce que finalement 1’énergie soit nulle, par dissipation. En ce qui concerne
I’énergie totale, elle décroit faiblement jusqu’a des temps de l'ordre de 0,02, puis
montre une décroissance beaucoup plus forte au fur et a mesure que la viscosité
impose sa dynamique a I’écoulement.

De plus, le terme de transfert a aussi une évolution caractéristique. Initialement,
I’énergie, contenue aux échelles de 'ordre de celle du pic d’énergie, est redistribuée
aux autres nombres d’ondes. Elle est perdue au profit des petites échelles majori-
tairement, mais il y a aussi un transfert d’énergie relativement faible vers les plus
grandes échelles. Tant que 1’énergie aux grandes échelles est forte, le transfert reste
fort, car les gros tourbillons sont tres instables. Au cours du temps, le maximum du
terme de transfert diminue, et son minimum augmente conjointement, indiquant que
les écarts d’énergies entre nombres d’ondes sont de plus en plus faibles, et la cascade
ralentit. Finalement, on observe les effets de la dissipation visqueuse, qui fait tendre
le transfert uniformément vers zéro. Pour finir, on vérifie remarquablement bien la
conservation de I’énergie par le transfert non linéaire : 'intégrale relative ne dépasse
jamais 2,6 - 10~*. Ce cas constitue donc notre référence pour SR = 1.

On semble avoir atteint la stabilité du schéma, on peut maintenant chercher a
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E(k) Evolution de t = 0 & t = 0,131
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Fic. 7.2 - Evolution temporelle de ’énergie intégrée a R = 1, ke = 10, dt = 0,001
dety=0aty=0,38.
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E(t) Energie totale
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Fia. 7.3 — Evolution temporelle de I’énergie totale et du transfert intégré a R = 1,
kmaz = 10, dt = 0,001 de t, = 0 a t; = 0, 38.
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savoir si les discrétisations temporelle et spatiale assurent sa convergence. On cherche
a estimer l'influence de la discrétisation numérique, qu’elle soit temporelle (dt) ou
spatiale (M,, My, My, kmin €t kmaz), sur le spectre que I'on obtient & R =1, et &
différents instants.

7.3.2 Convergence avec la discrétisation temporelle

On veut déterminer ici I'impact de la valeur du pas de temps dt sur le spectre
d’énergie, du point de vue de sa convergence.

7.3.2.1 Meéthodologie

Il s’agit tout d’abord de voir si le calcul est convergé, en choisissant une discré-
tisation plus fine. Ensuite, et si c’est le cas, il faut déterminer si on peut se permettre
d’augmenter le pas de temps, et a quel prix. En effet, on s’attend a ce que le pas de
temps lié a la viscosité soit de plus en plus petit pour un nombre de Reynolds effectif
croissant, car la valeur de Tyiss(kmaz) diminue vite, en kg, 2. Comme on pourrait
avoir besoin de prendre ultérieurement de plus grands nombres de Reynolds effectifs,
pour une question d’établissement de la zone inertielle par exemple, on ne pourra
certainement pas se permettre de prendre des valeurs de dt trop petites. Le calcul
mettrait en effet beaucoup trop de temps. Cependant, cette contrainte temporelle
disparait completement si SR tend vers l'infini, car alors les effets visqueux sont
repoussés vers 'infini temporellement.

7.3.2.2 Diminution du pas de temps

On choisit la valeur dt = 0,0001, et on s’intéresse aux instants ¢ = 0,01 et
t = 0,02, ce qui correspond a 100 et 200 pas de temps. On ne peut en effet pas se
permettre de prendre un temps final trop important car le nouveau pas de temps
est tres petit. On garde bien sur la méme discrétisation spatiale, et on obtient les
résultats suivants :
— Pour ¢ = 0,01, les matrices d’énergie different de moins de 0,01%, celles de
transfert de 0, 02%.
— Pour t = 0,02, les matrices d’énergie different de moins de 0,01%, celles de
transfert de 0, 04%.
Bien que les écarts aient I’air croissants avec le temps, ils restent tres faibles. On
peut donc estimer que 'on a atteint la convergence avec le pas de temps du calcul
numeérique.

7.3.2.3 Augmentation du pas de temps

On passe maintenant a un pas de temps plus raisonnable du point de vue du
temps de calcul, dt = 0,01. Bien que la stabilité soit toujours vérifiée, il apparait
que certaines énergies spectrales e(k,t) prennent des valeurs négatives, ce qui va a
I’encontre de leur signification physique. On n’a donc plus de réalisabilité numérique,
alors que la réalisabilité théorique a été démontrée. Si I’on veut utiliser un tel pas
de temps, une étude plus approfondie est nécessaire. On va essayer de déterminer
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d’ou proviennent ces énergies négatives, ce qui les fait disparaitre et si on peut
éventuellement s’en accommoder.

7.3.3 Etude des énergies négatives

On travaille dans cette partie avec R = 1, M, = 400, M, = 600, M, = 100,
kmin = 0,1, kpmae = 10 et un pas de temps de dt = 0, 01, soit dix fois le pas de temps
imposé par la viscosité a cette discrétisation.

7.3.3.1 Observations

On s’apergoit que, bien que le spectre intégré E(k,t) reste a tout instant positif,
le spectre d’énergie e(k,t) peut lui, par contre, étre négatif pour certains couples
(k,0), et ce deés les premiers pas de temps. Ce comportement semble inhérent a ce
type de modele car on retrouve les mémes manifestations en EDQNM. La cause en
est certainement que les arrondis numériques font qu’une énergie qui devrait étre
positive mais proche de zéro peut facilement se transformer en une énergie négative,
tout en restant tres petite en valeur absolue. L’apparition d’énergies négatives se
produit, comme on va le voir, vers les grands nombres d’ondes, du fait de leur faible
énergie initiale, et ultérieurement, du fait de la plus forte influence de la viscosité a
ces échelles, qui se met a agir rapidement.

On distingue ainsi deux phases d’apparition, la premiere concernant seulement
les premiers pas de temps. On va voir que le schéma numérique est suffisamment
stable pour atténuer I'amplitude de ces énergies, ce qui fait que cette phase ne
dure que quelques itérations. Dans un deuxieme temps, des valeurs négatives appa-
raissent pour ne plus disparaitre, mais en ne mettant en jeu que des énergies tres
petites en valeur absolue. Pour d’autres nombres de Reynolds effectifs et d’autres
discrétisations, I’augmentation de la valeur absolue de ces énergies négatives pour-
rait conduire a une instabilité numérique. Il s’agit donc de déterminer si les arrondis
a l'origine de ce comportement proviennent de la résolution spatiale ou temporelle,
et ce que ’on peut faire pour y remédier.

7.3.3.2 Influence de la résolution spatiale

Pour I’étudier, on s’intéresse a la zone d’apparition de ces énergies négatives dans
I’espace spectral, ainsi qu’a leur amplitude relative par rapport a la valeur maximale
de I’énergie, en considérant I'impact d’un changement de résolution spatiale ou tem-
porelle sur ces indicateurs.

Pour des discrétisations spatiales différentes, et avec ty = 0,77, on choisit d’ef-
fectuer une série de calculs qui figurent dans le tableau suivant :

Mp M9 M¢ kmm kmaw
Référence | 400 | 600 | 100 | 0,1 10

M, 800 | 600 | 100 | 0,1 10

M, 400 | 900 | 100 | 0,1 10

My 400 | 600 | 200 | 0,1 10

Kin 600 | 600 | 100 | 0,01 | 10
kmaz 600 | 600 | 100 | 0,1 | 100
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On s’intéresse a la zone d’apparition de ces énergies négatives, et a leur amplitude
relative maximale, ¢’est-a-dire |min{e(k)/k € R3}| divisé par max{e(k)/k € R*},
a différents instants. Les énergies négatives apparaissent, pour chaque calcul, des
le premier pas de temps, et finissent par disparaitre au bout d’un certain temps;
elles réapparaissent éventuellement a un temps ultérieur. Le spectre d’énergie intégré
E(k) reste par contre positif & tout instant, sauf pour k., = 100. Dans ce dernier
cas, la condition sur le pas de temps imposée par la viscosité est trop loin d’étre
vérifiée.

On peut faire les constatations suivantes :

1. Les énergies négatives apparaissent systématiquement au-dela de k£ = 5, et
s'étendent, quand k.., vaut 100, jusqu’a k£ ~ 27, ce qui semble étre une valeur
limite. L’énergie initiale a cet endroit est en fait tres faible, de l'ordre de
1038 Si on regarde plus attentivement le spectre d’énergie, on s’apercoit
que les énergies positives plus petites que cette valeur sont considérées comme
nulles par le code numérique, car on a en fait atteint la précision machine. Cela
tend a prouver que c’est aux nombres d’ondes de faible énergie que le passage
d’une quantité positive a une quantité négative s’effectue le plus facilement.
On ne constate de plus jamais de passage en négatif si I’énergie est exactement
égale a zéro au pas de temps précédent. La cause de ce changement de signe
semble donc étre les erreurs liées aux arrondis numériques du calcul sur les
petits nombres non nuls.

2. La répartition de ces énergies négatives selon € indique que seules des valeurs
proches de 0 et m sont concernées. Les ondes de vecteur d’onde parallele a €2
(6 = 0) correspondent & une singularité de la représentation sphérique : leur
comportement est difficile a étudier, et ce, d’autant plus que la troncature de
[0,7] en [eg/2,m — €5/2] néglige presque entierement leur influence. On peut
ainsi s’attendre a ce que la non prise en compte des interactions inertielles,
surtout locales, faisant intervenir ce type d’ondes, entraine éventuellement un
déficit en énergie se traduisant au total par ’apparition d’énergies négatives.
On a donc accumulation de facteurs aggravants aux grands nombres d’ondes
proches de la verticale, orientés vers le bas ou vers le haut, car leur énergie est
faible et on néglige certaines de leurs interactions inertielles.

3. Enfin, 'amplitude relative de ces énergies négatives reste a peu pres constante
autour de 7 - 107"%, ce qui est une valeur extrément petite, et qui ne de-
vrait donc influer ni sur le terme de transfert au méme pas de temps, ni par
conséquent sur le spectre d’énergie aux pas de temps suivants. L’augmentation
de la résolution spatiale semble n’entrainer, dans ’ensemble, presque aucune
variation dans les indicateurs, ce qui conduit a penser que cette instabilité est
liée au pas de temps choisi.

7.3.3.3 Influence du pas de temps

On essaie donc de quantifier 'influence du pas de temps sur la premiére phase
d’apparition des énergies négatives et sur leur propagation, en choisissant ¢ = 0,01
et un pas de temps variable. On fait aussi figurer, a ¢t = ¢, 'intégrale relative du
terme de transfert, ainsi que les écarts entre les matrices d’énergie spectrale :
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&t Zone de Amplitude JT llea—e ]|
nombres d’ondes relative ST llex]]
dt 0,01 5 <k <10 0,670620 - 10~ | —0,0001802 0%
dt/2 | 0,005 7<k<10 0,273319-1073* | —0,0001799 | 0, 020%
dt/10 | 0,001 aucune 0 —0,0001797 | 0,036%

Il faut noter que le dernier calcul correspond au cas de référence pour R = 1, et
qu’il est donc cohérent de ne trouver aucune énergie négative.
On peut faire les remarques suivantes :

1. On s’apercoit tout d’abord que la diminution du pas de temps entraine un
rétrécissement de la zone d’apparition des énergies négatives dans la direc-
tion radiale, la répartition angulaire restant concentrée autour de 0 et 7. On
constate leur disparition pour des valeurs inférieures & dt = 0,001, qui corres-
pond bien au dixieme de Tyss(kmaz)-

2. Ensuite, 'amplitude relative maximale moyenne par pas de temps de ces
énergies diminue en méme temps de maniere exponentielle jusqu’a finalement
atteindre 0.

3. De plus, l'intégrale relative du terme de transfert est peu variable quel que
soit le pas de temps (la dépendance en la résolution spatiale est beaucoup plus
forte).

4. Enfin, les tableaux de I’énergie spectrale subissent peu de variations avec la
diminution de dt.

Ces remarques amenent a la conclusion que, pour une résolution spatiale donnée, on
peut toujours faire disparaitre compléetement ces énergies négatives en diminuant le
pas de temps. Ce raisonnement est valable au moins en théorie, car il y a aussi des
contraintes de temps de calcul.

7.3.3.4 Syntheése

Les énergies négatives proviennent donc bien des arrondis numériques, et ne
refletent en soi aucune réalité physique. Il semble que I’on puisse en théorie toujours
les faire disparaitre en diminuant suffisamment le pas de temps. Pour le cas de
référence (dt = 0,001), on peut dire qu’aucune énergie négative n’apparaitra pendant
toute I’évolution temporelle, jusqu’a extinction de la turbulence. C’est le cas jusqu’a
t =0, 38, et ce sera toujours le cas méme pour des temps ultérieurs a ¢t = 0, 38, car
on a alors largement entamé la phase de décroissance visqueuse, et cela ne pose plus
de problemes numériques a priori.

Pour un nombre de Reynolds effectif donné, on a donc deux options : soit on
décide de diminuer le pas de temps jusqu’a atteindre une valeur optimale ne faisant
apparaitre aucune énergie négative, soit on garde une valeur de pas de temps raison-
nable, en espérant que le calcul reste stable et convergé. C’est ce dernier cas qui est
intéressant car des valeurs prohibitives du pas de temps seront rapidement atteintes.
Ces valeurs négatives étant faibles en valeur absolue, et provenant auparavant d’une
zone ou |’énergie était basse, mais positive, on aimerait remplacer a chaque pas de
temps les énergies négatives par la valeur 0. En résolvant de maniere aussi franche
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ces erreurs numériques, on espere que la valeur réelle, et positive, de ces énergies
n’est pas suffisamment grande pour influencer le spectre.

On va essayer de déterminer si ’on observe ou pas des écarts entre les configu-
rations avec ou sans mise a zéro, et le cas de référence. On rappelle que la valeur
R = 1 constitue notre cas test pour ’ensemble des nombres de Reynolds effectifs,
car il permet une relative souplesse dans le choix des parametres, surtout du pas de
temps.

7.3.3.5 Utilisation de la mise a zéro

Pour ¢ = 0, 3, il s’agit de comparer les spectres, intégrés ou pas, obtenus pour
dt = 0,01 avec et sans mise a zéro, par rapport a celui pour dt = 0,001. On choisit
deux temps caractéristiques de 1’évolution temporelle, & savoir ¢ = 0, 1 (établissement
de zone inertielle) et t = 0,3 (phase de déclin visqueux). On obtient :

Cast=0.1 lle2—eil] | [[E2—FErll

’ leal] [[E1]]

Référence dt = 0,001 0% 0%
dt = 0,01 sans mise a zéro | 0,223% | 0,236%
dt = 0,01 avec mise a zéro | 0,223% | 0,236%
_ lle—eal[ | [[Ea—FEi]l

Cast=0,3 lex] 1B

Référence dt = 0,001 0% 0%
dt = 0,01 sans mise a zéro | 0,338% | 0,338 %
dt = 0,01 avec mise & zéro | 0,338% | 0,338 %

Ces pourcentages poussent aussi a comparer directement les cas dt = 0,01 avec et
sans mise a zéro : on ne constate pas de différence significatives, étant tres inférieures
2 0,01%. Pour un pas de temps donné, la mise & zéro est donc une opération qui
semble relativement cohérente, car il y a peu de conséquences sur les spectres.

Par contre, on peut se demander si on peut se contenter d’un pas de temps plus
élevé que celui normalement nécessaire, au vu des pourcentages d’écart croissants
avec le temps. Si 'on regarde attentivement le spectre intégré, on s’apercoit qu’en
fait, les différence significatives se manifestent qu’a partir du pic initial d’énergie, et
plus particulierement aux grands nombres d’ondes, domaine qui n’est pas couvert
pas le modele AQNM. Tant que la dissipation visqueuse joue son role et que la pente
de la zone inertielle n’est pas affectée, on peut donc conserver dt = 0,01 avec ou
sans mise a zéro.

On étudie maintenant la convergence vis-a-vis de la discrétisation spatiale. On
choisit d’utiliser le cas ou dt = 0, 01 sans mise a zéro car cela permet d’atteindre des
temps plus grands par rapport au cas dt = 0,001.

7.3.4 Convergence avec la discrétisation spatiale

Il s’agit de recommencer 1’étude de convergence déja faite précédemment sur le
terme de transfert, mais a différents instants caractéristiques de 1’évolution tempo-
relle.
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7.3.4.1 Méthodologie

On dispose d’un calcul avec dt = 0,01 et ¢y = 6,4. On choisit un instant
donné de I’évolution, et on regarde, au pas de temps suivant, et en changeant la
discrétisation spatiale, les différences obtenues sur le terme de transfert calculé. Pour
chaque cas, on doit fournir un nouveau tableau d’énergie spectrale, de taille adaptée
a la discrétisation. Des que 'on change un parametre, sauf My, il est clair que la
taille de ce tableau va changer. On est donc amenés a générer, a partir du tableau
obtenu a partir du cas de référence, de nouveaux tableaux de taille plus grande :

1.

Pour M,, la nouvelle valeur est un multiple quelconque de I’ancienne, et les
points de discrétisation rajoutés s’intercalent entre les points de référence. Il
s’agit de procéder a une simple interpolation, que ’on prendra sur quatre
points voisins.

. Pour My, le probleme est similaire car le multiple est un entier impair. La

seule différence concerne les angles aux extrémités de [0, 7], qui doivent alors
étre extrapolés. Or pour My = 1800, le calcul nécessite trop de mémoire vive,
et on avait pris soin de choisir une valeur de My plus grande que nécessaire
initialement, en cas d’augmentation de la dépendance angulaire avec le temps.
On va donc se contenter d’effectuer un calcul avec My = 300. On suppose donc
que cette direction de discrétisation n’influence pas le terme de transfert, car
on avait initialement pris suffisamment de marge.

Pour My, la taille du tableau ne change pas, on peut faire une comparaison
directe.

Pour £,,;,, on doit extrapoler vers les petits nombres d’ondes, tout en ajustant
conjointement A, afin de garder €, constant. Une extrapolation polynomiale,
meéme si le polynome est de degré élevé, donne des résultats incohérents. On
est donc contraints d’essayer de trouver une extrapolation par une fonction
algébrique, en s’aidant de la forme du spectre. Pour les petits nombres d’ondes,
on a peu de variation de I’énergie avec le temps. On doit donc toujours avoir
un spectre e(k) isotrope en k2, ce qui est bien vérifié numériquement et gra-
phiquement. On complete donc, pour 0,01 < k£ < 0,1 et 0 < 0 < 7 par
e(k) = k?.

Pour k., et les grands nombres d’ondes, c’est un peu plus délicat car il y a
une évolution rapide de la pente du spectre. L’observation du comportement
de e(k) montre tout d’abord que la dépendance en 6 ne peut étre négligée.
Ensuite, il y a une décroissance proche d’'une exponentielle quelle que soit la
valeur de 6, avec éventuellement une inclinaison variable. On pourrait chercher
une forme plus raffinée de comportement vers les grands nombres d’ondes, mais
les méthodes fiables manquent, et on sait de plus que la coupure visqueuse
impose une décroissance exponentielle. Pour un angle # donné, on raccordera
donc numériquement le spectre e(k) dans la direction radiale par une fonction
du type « (0) e POk en g'aidant de deux points & Uextrémité du spectre, les
plus caractéristiques de la décroissance visqueuse. Ao fixé, on élimine donc
tous les nombres d’ondes a partir de I'apparition d’une énergie négative, s’il y
en a, et on complete numériquement le spectre obtenu par raccordement.
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7.3.4.2 Vérification a différents instants

On choisit d’étudier le temps ¢t = 1. La série de calculs a effectuer est la suivante :

. =T ] T
M, | My | My | Kmin | kmas | —7 T
REE [ 400 | 600 | 100 0.1 | 10 | 0% | —0,00024972

M, | 800 | 600 | 100 | 0,1 10 | 0,01 % | +0,00007973
My | 400 | 200 | 100 | 0,1 10 | 0,42 % | —0,00044562
Mg | 400 | 600 | 200 | 0,1 10 | 0,04 % | —0,00038949
kpmin | 600 | 600 | 100 | 0,01 | 10 0% —0, 00024964
kmaz | 600 | 600 | 100 | 0,1 | 100 0% —0,00024974

Il n’y a pratiquement plus aucune dépendance en M, ni en My. Un calcul effectué
en augmentant My n’est pas possible; on s’est contenté de diminuer la discrétisation
angulaire, en la divisant par deux. On s’apergoit de I'importance de My, pour lequel
on observe un demi-pourcent de différence. Enfin, comme on s’y attendait, I'influence
de k., et de k.. ne se fait pas ressentir a travers les deux indicateurs. Dans
I’ensemble, le calcul est peu sensible aux variations des parametres numériques, et
on peut dire, sans trop d’hésitations, que le calcul est convergé a cette discrétisation
spatiale et a cet instant.

On peut donc dire, avec une forte certitude, que la convergence reste assurée
a tout autre instant. On a donc obtenu, a R = 1, un spectre d’énergie stable et
convergé, et dont 1’évolution temporelle est relativement cohérente avec ’analyse
isotrope usuelle. Il s’agit maintenant d’effectuer la méme étude pour un nombre de
Reynolds effectif infini. Il est tres probable qu’en cours d’évolution, on voit I’énergie
s’accumuler aux grands nombres d’ondes par manque de dissipation. La recherche
d’un nombre de Reynolds effectif optimal s’avérerait nécessaire, et ce cas deviendrait
le cas de référence du modele AQNM.

7.4 Recherche de stabilité a R infini

Apres le cas R = 1, diverses tentatives ont été menées pour essayer d’obtenir
un spectre stable et convergé pour des nombres de Reynolds effectifs plus grands,
comme 3, 10 ou 100. AR= 1, on avait eu la chance d’obtenir quasiment directement
un spectre exploitable, avec la discrétisation choisie. Ce n’est malheureusement pas
le cas pour les autre nombres de Reynolds effectifs, et la recherche de la phase de
stabilité demande beaucoup d’investigations, sans méme étre certain d’aboutir a des
résultats concrets. On décide donc de passer directement a un nombre de Reynolds
effectif infini. D’une part, on cherche a obtenir une évolution stable, quitte a ce que
I’énergie s’accumule aux grands nombres d’ondes pendant ’évolution temporelle.
D’autre part, on espeére ainsi pouvoir estimer ’ordre de grandeur d’un nombre de
Reynolds effectif capable de dissiper suffisamment cette énergie.

On prend comme discrétisation de départ M, = 400, M, = 600, My = 100,
kmin = 0,1 comme pour le cas B = 1, et on cherche a obtenir la stabilité et la
convergence du schéma numérique. Le choix de k., et du pas de temps dt est sujet a
discussion, car le comportement du spectre n’est pas prévisible a priori. Pour un k4,
choisi en fonction de I’évolution temporelle présumée du spectre, la stabilité devrait
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reposer principalement sur ’ordre de grandeur du pas de temps, qui conditionne en
particulier le comportement du schéma temporel. On verra que la valeur de dt devra
étre relativement petite afin d’obtenir une évolution temporelle correcte, du moins
jusqu’a I’établissement de la zone inertielle. Par la suite, 'accumulation d’énergie
sera compensée par l'utilisation d’une dissipation numérique sous la forme d’une
viscosité.

7.4.1 Role de la coupure radiale et du pas de temps

Le choix de la valeur de k,,,, constitue I’enjeu majeur de I’étude a nombre de
Reynolds effectif infini, au moins pour ce qui est de la premiére phase d’évolution,
a savoir la cascade d’énergie. Il faut que ce parametre permette de capter tous les
effets de la cascade non linéaire, et en particulier ’établissement d’une zone inertielle
éventuelle. Il ne doit donc pas étre trop petit, afin de permettre a cette zone de
s’'installer. De plus, quand le nombre de Reynolds effectif est fini, on s’attend a ce
que la coupure visqueuse soit déplacée vers les grands nombres d’ondes pour un
nombre de Reynolds effectif croissant. Elle atteint ainsi I’infini quand il tend vers
I'infini, et on a 'impression que la valeur de k,,,, n’a plus de contrainte liée a la
dissipation d’énergie, ce qui est partiellement vrai. Tandis qu’avec une viscosité non
nulle, on sait que le transfert d’énergie va finir par s’arréter a un certain nombre
d’onde, dans le cas d'un nombre de Reynolds effectif infini, la cascade est continue,
infinie, et c’est la seule responsable de la déperdition d’énergie aux grandes échelles.

La coupure a k,,,; étant inévitable, elle induit un biais numérique certain qui
modifie la valeur de ’énergie en tout point. On a vu que la seule coupure, méme avec
discrétisation, préservait la propriété de conservation de 1’énergie totale. Néanmoins,
si les erreurs numériques, liées a la discrétisation, sont trop importantes, le calcul
produira un spectre non physique, inexploitable. Et méme si la discrétisation est
assez fine pour avoir une bonne précision sur les valeurs de 1’énergie, le systeme,
tout en restant conservatif, pourrait se diriger vers I’équipartition, ou générer des
oscillations dans le spectre intégré, par exemple.

On choisit pour commencer la valeur k,,,, = 10, tout en sachant que la zone
inertielle ne pourra probablement pas s’établir. Dans ce cas, ’accumulation d’énergie
aux grands nombres d’ondes se manifestera assez rapidement. Reste a choisir un pas
de temps convenable. A kmae fixé, faire tendre le nombre de Reynolds effectif vers
I'infini fait tendre le temps caractéristique de la dissipation & k,,q, vers I'infini. Ainsi,
le pas de temps n’a plus aucune contrainte physique a vérifier. Il doit cependant
assurer le bon comportement du schéma temporel, et ne doit donc pas étre trop
grand non plus. Le choix initial se fait donc un peu arbitrairement, en prenant la
valeur dt = 0,01, qui reste tres petite devant 1.

7.4.2 Evolution temporelle a k,,,, = 10 et dit = 0,01

Le calcul est mené jusqu’a ¢ty = 0, 3, ce qui représente 30 pas de temps. Grace a
I’étude du cas R = 1, les énergies négatives éventuelles sont mises systématiquement
a zéro, mais on continue a s’intéresser a leur maximum relatif a chaque pas de
temps, par sécurité. En effet, si cette valeur devient trop importante, ce n’est plus
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un probleme d’arrondis numériques, comme on ’avait vu dans le cas R = 1, mais
bien une instabilité liée au code. La figure 7.4 présente 1’évolution temporelle du
spectre d’énergie intégré et du terme de transfert intégré.

On voit tres nettement, qu’apres un transfert d’énergie vers les grands nombres
d’ondes, il n’y bien aucun phénomene de dissipation susceptible de faire diminuer suf-
fisamment I’énergie qui s’accumule a la coupure. L’hypothese d’une coupure jouant le
role d’'une dissipation numérique semble donc étre écartée, et I’ajout d’une viscosité
sera certainement nécessaire par la suite. De plus, ’énergie totale finit par augmenter
a partir de t = 0, 1, ce qui ne correspond a aucun processus physique attendu. Enfin,
si I'on regarde attentivement le transfert d’énergie intégré au dernier pas de temps,
on s’apercoit qu'un comportement oscillatoire se manifeste a ’extrémité du spectre.
L’analyse des énergies négatives montre qu’apres une premiere période d’appari-
tion, et une deuxieme de disparation, elles réapparaissent brusquement a nouveau a
t = 0, 22 pour ne plus disparaitre. D’apres I’étude a R = 1, ce phénomeéne est certai-
nement lié au pas de temps d’une fagon ou d’une autre, et on verra ultérieurement
que cette instabilité se présente tres fréquemment.

On décide donc maintenant d’augmenter la valeur de k,,,, au-dessus de 60, dans
I’idée d’obtenir une zone inertielle d’une décade de nombres d’ondes en largeur. La
valeur du pas de temps est conservée a 0,01, au moins temporairement, et ce, afin
de se concentrer sur 'influence de la coupure indépendamment du pas de temps.
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E(k) Energie intégrée
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Fic. 7.4 — Evolution temporelle de I’énergie intégrée et du transfert intégré a R
infini, £,,,, = 10 et dt = 0, 01.

187



CHAPITRE 7. ETUDE NUMERIQUE DU MODELE AQNM

7.4.3 Evolution temporelle a k,,,, > 60 et dt = 0,01

Des essais avec k., = 60, 100 et 200 ont été effectués, tout en remarquant
que chacun des spectres obtenus semble étre le prolongement du spectre au k,q;
précédent. Cela semble dénoter une certaine insensibilité du spectre par rapport a
la coupure numérique. Ce résultat va dans le sens d’une évolution vers une zone
inertielle, de largeur infinie et simplement arrétée par k.., pour peu qu’on la laisse
s’installer. On donne sur la figure 7.5 I’énergie et le transfert intégrés pour £, = 60,
et ¢t f= 0, 2.

On constate le méme type d’instabilité esquissé dans le cas k., = 10 a t =0, 3,
car des oscillations apparaissent dans le spectre aux grands nombres d’ondes. Elles
finissent par mener a une augmentation de I’énergie totale a t = 0,18, ce qui est
un indicateur suffisant pour quantifier I'instabilité. La régularité de cette onde fait
que 'on peut identifier des nceuds, qui sont simplement advectés par la cascade, et
des pics, qui oscillent entre les nceuds, tout en étant advectés de la méme facon.
Cela permet de conclure que dans le cas ou k,,q, valait 10, 'accumulation d’énergie
avait pris le pas sur 'instabilité, ce qui fait que ce derniere ne s’est manifesté que
tardivement, bien que déja présente.

La réapparition d’énergies négatives dans le spectre non intégré semble étre un
indicateur de I’'instabilité. En regardant ce spectre jusqu’a t = 0,15, on a soit des
énergies négatives tres faibles en valeur absolue, soit aucune énergie négative, ce
qui est acceptable. Mais des ¢ = 0,16, les énergie négatives réapparaissent avec
des valeurs absolues relatives beaucoup plus fortes, de ’ordre de 1077, et croissant
jusqu’a completement déstabiliser le spectre. Elles couvrent d’abord une gamme de
vecteurs d’ondes dont le module est compris entre 14 et 25, et d’angles 6, inférieurs a
/2, entre 1 et 1,25 (et 'intervalle symétrique si § > 7/2), pour ensuite se propager
plus largement.

Il est intéressant de remarquer que les mémes calculs, menés sans mise a zéro,
montrent a peu pres le méme comportement, ce qui implique que la mise a zéro
est justifiée mais ne permet tout de méme pas de stabiliser le schéma numérique.
Ces énergies négatives ont 1’air de n’étre donc qu'une des manifestations, mais la
plus visible, de cette instabilité. Etant donné que la valeur k,,,, = 60 semble étre
suffisante pour la dynamique, on la conserve, et on va essayer de jouer sur le pas de
temps, en le diminuant progressivement afin d’observer I’évolution de I'instabilité.
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E(k) Energie intégrée
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Fic. 7.5 — Evolution temporelle de I’énergie intégrée et du transfert intégré a R
infini, k,,,, = 60 et dt = 0,01.
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7.4.4 FEvolution temporelle a k,,,, = 60 et 0,001 <dt < 0,01

Des essais ont été effectués pour dt = 0,005, et dt = 0,001, et on peut faire
deux remarques principales. Tout d’abord, la diminution du pas de temps a un effet
positif sur le spectre : pour dt = 0,005, on observe un déplacement de ’apparition
de l'instabilité vers les grands nombres d’ondes. On espere ainsi qu’en diminuant
suffisamment le pas de temps, I'instabilité sera absorbée par la coupure visqueuse,
pour finalement disparaitre. On constate ainsi une modification radicale de la forme
de T'instabilité pour dt = 0,001 et t; = 0,09, ou les oscillations se transforment en
une bosse d’énergie, comme présenté sur la figure 7.6. Sur la courbe du terme de
transfert intégré, contrairement au cas dt = 0,01, 'instabilité n’est pas visible, du
moins jusqu’a t = 0, 09.

E(k)
100000

1le-05

le-10

le-15

le-20 L e
0.1 1

F1a. 7.6 — Evolution temporelle de I’énergie intégrée a R infini, k., = 60 et dt =
0,001.

Ensuite, on s’apercoit que le spectre a grands nombres d’ondes présente un chan-
gement brusque de pente au dernier module discrétisé. C’est un comportement qui
semble 1ié a la coupure radiale, et qui pourrait étre a ’origine de I'instabilité. On
peut par exemple penser que le fait de négliger tout un ensemble d’interactions tria-
diques au-dela de k,,,, atténue le spectre plus fortement que ce qui est prévu. En
regardant attentivement tous les spectres précédents, il y a une brisure de pente sur
chacun d’entre eux, ce qui semble étre un biais numérique. Cette hypothese est mise
a I’épreuve dans la partie qui suit.
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7.4.5 Inclusion de triades résonantes

La discrétisation spatiale impose que 1’on ne considére aucun vecteur d’onde
dont le module ne se trouve dans l'intervalle [kmin, kmaz]- Du coté de kpmin, on a vu
que le spectre d’énergie évoluait peu en fonction des discrétisations temporelle et
spatiale. Du coté de k.., par contre, la sensibilité est beaucoup plus forte. Couper
les nombres d’ondes a une certaine valeur entraine deux phénomenes. Non seulement
les nombres d’ondes supérieurs ne sont pas résolus, mais méme pour des nombres
d’ondes dans [k, kmaz], les interactions inertielles avec des vecteurs dont le module
est supérieur a k., sont tout simplement négligées. Cette approximation pourrait
alors se révéler incorrecte, surtout dans le cas des grands nombres d’ondes, pour
lesquels ces interactions sont locales, et donc importantes.

7.4.5.1 Extension du domaine

On rappelle que les vecteurs k sont choisis de telle facon que leur extrémité par-
coure le maillage de référence, et il en est de méme pour k' = kK'. On néglige donc
déja les interactions avec des vecteurs k' dont le module est supérieur a £,,.,. Cepen-
dant, I'intégrale permettant de calculer le terme de transfert étant une intégration
sur k', il est tout & fait cohérent de faire décrire le méme espace a k et a k'. Le
maillage constitue donc en quelque sorte une base de projection, et on ne changera
donc pas cette hypothése.

Par contre, une fois que k et k' sont fixés, on doit alors traiter un nouveau vecteur
k" = —k—K', qui n’a aucune raison, en général, de tomber sur un point du maillage.
Il peut en particulier avoir un module supérieur a k.., alors que k et &’ étaient tous
deux inférieurs & k,,.,. Dans la méthode AQNM initiale, I'influence de tels k" était
simplement négligée. C’est ici qu’un raffinement de la méthode numérique peut étre
effectué.

On décide d’augmenter la zone de prise en compte de ces interactions, dans
la direction radiale, en autorisant k" & dépasser k,,.,. Comme k et k' parcourent
[Kmin, kmaz], le vecteur k” peut alors atteindre des valeurs entre ki, €t 2kme- La
méthode d’interpolation sur neuf points pose alors éventuellement probleme, car
tout ou partie de ces points peuvent ne pas se trouver dans la zone discrétisée. Il y
a alors trois cas a considérer :

1. k" est suffisamment a l'intérieur de [kmin, kmaz] pour que les neuf voisins soient
sur le maillage. On conserve alors la méthode initiale d’interpolation.

2. k" est a lintérieur de [Kpin, kmaez|, mais trop proche de k. pour que les
neuf voisins soient tous sur le maillage. Il y a alors deux fagons de procéder.
On peut extrapoler la valeur aux points en dehors du maillage et continuer a
utiliser I'interpolation sur neuf points avec ces nouvelles valeurs. L’inconvénient
est qu’on cumule les erreurs car on rajoute une opération qui est loin d’étre
précise. La deuxiéme méthode, et c’est celle qui est choisie, consiste a utiliser
une interpolation décentrée a gauche, ce qui permet de n’utiliser que des points
déja connus du maillage.

3. k" est a V'extérieur de [kpmin, kmae]- 11 s’agit alors d’extrapoler la valeur de
I’énergie en ce point. Etant donné que le spectre doit tendre vers zéro aux
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grands nombres d’ondes, et qu’avec une viscosité, le spectre décroit exponen-
tiellement dans cette zone, on décide d’appliquer un raccord exponentiel avec
le vecteur de méme 6", mais de module k,,,,,. Une fois identifié ce vecteur, une
interpolation unidimensionnelle sur §” est nécessaire pour trouver son énergie.
Pour obtenir e(k"), on multiplie cette énergie par une exponentielle du type :

exp [— (K" — kmaz) 7], (7.16)

ou 7 est un amortissement a choisir. On peut décider d’avoir un amortissement
de 90% & 2k,qz, ce qui donne :

exp [—kmae7] = 0,1, (7.17)
d’ou :
In1
= kn 0. (7.18)

La valeur exacte de 7, qui reste arbitraire, semble ne pas avoir beaucoup
d’importance, tant qu’elle reste pas trop grande pour ne pas trop amortir
les nombres d’ondes que 1’on tente de prendre en compte.

Avec cette méthode, on espere corriger un défaut lié a la coupure en k4,
qui consiste en un brusque changement de pente pour le spectre d’énergie intégré
aux derniers nombres d’ondes résolus, ce qui pose entre autres un probleme de
différentiabilité.

7.4.5.2 Application a des calculs typiques

Pour la discrétisation M, = 400, My = 600, My = 100, kpin = 0,1, Ekyee = 60
et a nombre de Reynolds effectif infini, on a comparé le nouveau code a ’ancien,
pour des pas de temps de 0,01 et 0,001, a différents instants. Pour dt = 0,01,
on ne constate aucun écart significatif par rapport au code initial sans extension
des triades, la seule différence résidant dans la forme du spectre intégré a grands
nombres d’ondes, qui s’est effectivement régularisé. On n’observe plus de brisure de
pente comme auparavant, et la courbe est plus lisse. Cependant, cette méthode est
beaucoup plus couteuse en temps, car on prend en compte plus de triades. Sur un
pas de temps, on observe une augmentation moyenne de 16% du temps de calcul.
Dans le cas ou dt = 0,001, pour lequel 'instabilité atteignait la coupure visqueuse,
I’ajout de triades provoque peu de changements sur le spectre intégré, si ce n’est
pres de kp,q.. La bosse liée a I'instabilité est elle aussi régularisée. Ces résultats sont
rassemblés sur la figure 7.7, qui présente les différences obtenues sur les spectres
intégrés a grands nombres d’ondes, pour les cas dt = 0,01 a ¢t = 0,2, et dt = 0,001
at=0,089.

Pour conclure, on peut obtenir un spectre d’énergie plus lisse aux grands nombres
d’ondes, mais c’est au prix d'un temps de calcul plus important et sans arriver a
supprimer l'instabilité. On n’utilisera donc plus dans la suite cette extension du
code, et on continue a se focaliser sur la valeur du pas de temps.
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E(k) Energies intégrées & dt = 0,01
0.0001 :

1e-05 |

1e-06 |

le-07

E(k) Energies intégrées & dt = 0,001
1e-05 [

1le-06

le-07

1le-08

1le-09

FiG. 7.7 — Différences entre I’énergie intégrée avec et sans extension des triades, pour
dt = 0,01 et dt = 0,001, entre k£ = 40 et k = 60.
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7.4.6 Evolution temporelle a k,,,, = 60 et dt = 0,0001

On diminue encore le pas de temps en le divisant par 10, c’est-a-dire que 'on
choisit dt = 0,0001.

7.4.6.1 Analyse

Le systéeme dynamique poursuit une évolution temporelle normale jusqu’a en-
viron ¢t = 0,2. Une zone inertielle commence a se former dans le spectre d’énergie
intégrée, a partir de k£ = 1, de presque une décade de nombres d’ondes. Néanmoins,
I'instabilité prend le pas sur la cascade, et ’énergie totale se met a augmenter a
t = 0,2017. Le spectre d’énergie intégré est présenté sur la figure 7.8, a partir de
t=20,2.

E(k)

0.01 -

0.0001

le-06

1le-08

0.1 1 10

Fia. 7.8 — Evolution temporelle de I’énergie intégrée a R infini, k., = 60 et dt =
0,0001.

On remarque que la diminution du pas de temps a permis de produire une
évolution stable jusqu’a un temps final plus grand. De plus, la bosse d’énergie semble
étre plus écrasée a la coupure numérique, ce qui encourage a diminuer encore le pas
de temps. Toutefois, une valeur de dt inférieure a 0,0001, et & t; suffisamment
grand, devient prohibitive en termes de temps de calcul, sauf si la discrétisation est
diminuée. Avant d’en arriver la, on peut penser que, seule une zone réduite de grands
nombres d’ondes est concernée, ’ajout d’une viscosité en cours d’évolution pourrait
stabiliser le schéma. Des essais ont été menés pour des nombres de Reynolds effectifs
de 1, 3 et 10, sans parvenir a éliminer 'instabilité.
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7.4.6.2 Diminution de M

Il faut donc se résoudre a diminuer a nouveau le pas de temps, et & modifier la
discrétisation spatiale. Etant donné que Kpin et kpqy sont fixés, que My est & une
valeur déja assez basse, et que la dépendance en M, a été clairement établie pour le
calcul du terme de transfert, il faut diminuer My. On rappelle que la forte valeur de
ce parametre correspondait a I’anticipation de I’augmentation de la dépendance en 6
du spectre d’énergie, mais cet effet n’a pas été démontré rigoureusement. L’idée est
de réduire My a une valeur de 300, ce qui donne toujours un grand nombre d’angles.

D’apres I'implémentation numérique du modele AQNM, la division par N de My
entraine une division par NV exactement du nombre d’angles # & parcourir par chaque
processus d’une part, et du nombre d’angles #' pour la contribution des cubes d’autre
part. Le temps nécessaire a la préparation devrait donc étre divisé par N? environ,
étant donné que le nombre de cubes qui contribuent est une fonction complexe de My
mais de tout méme proche d’étre proportionnelle & My®. Pour N = 2, on constate
numériquement que le temps de calcul est divisé par un facteur entre 3 et 4. Le
nombre de cubes ayant été divisé par presque N2, le nombre de contribution au
terme de transfert est aussi divisé par N2, et donc le temps de calcul d’un pas en
temps devrait ’étre aussi. On trouve numériquement un facteur a nouveau entre 3
et 4 pour N = 2, ce qui est cohérent.

Les autres parametres étant conservés, I'influence de My a été quantifiée pour
dt = 0,01 et t; = 0, 2, ainsi que pour dt = 0,001 et ¢ = 0, 1. On s’intéresse plus par-
ticulierement au spectre d’énergie intégrée, car la comparaison de 1’énergie spectrale
est plus difficile, compte tenu de la parité du rapport entre les My. Pour dt = 0,01,
les écarts avec le calcul pour My sont croissants, mais faiblement, et atteignent
7,2-1073% At = 0,2. Pour dt = 0,001, les différences sont tres faibles jusqu’a ce
que l'instabilité se manifeste plus fortement, et alors la dépendance angulaire en 6
devient plus forte a partir de ¢ = 0, 093. Dans les deux cas, ce qu’il se passe a partir
de I'apparition des oscillations dans le spectre est tres sensible aux parametres, mais
ne correspond a aucun processus purement physique. Passer a My = 300 permet
donc, a coiit égal et sans différences majeures, de diminuer le pas de temps jusqu’a
dt =3-1072, et on choisit donc dt =5 -105.

7.4.7 Evolution temporelle 2 k., = 60 et dt =5 - 107>

On dispose d’un calcul atteignant ¢y = 0,3, ce qui correspond a 6000 pas de
temps, et pour lequel I’évolution temporelle de I'énergie intégrée et du transfert
intégrés se trouvent sur la figure 7.9. L’écart entre deux courbes consécutives est de
0,015. L’évolution temporelle fait clairement apparaitre une zone inertielle en k3
entre les nombres d’ondes 2 et 20 environ, soit une décade. Cette fois, la largeur
est suffisamment importante pour que le choix de k,,., soit justifié a posteriori.
L’instabilité semble avoir complétement disparue, ou du moins son apparition a été
assez retardée pour que la cascade ait le temps d’imposer sa dynamique. Cependant,
on observe a nouveau le phénomene d’accumulation de I’énergie aux grands nombres
d’ondes, par manque de dissipation.

On va voir, tout d’abord, qu'une analyse de stabilité sur le schéma d’évolution
temporelle du spectre donne des indices sur la disparition de l'instabilité a ce pas
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E(k) Energie intégrée
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Fia. 7.9 — Evolution temporelle de I’énergie intégrée et du transfert intégré a R
infini, ke, = 60 et dt =5-1075.
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de temps précisément. Ensuite, la poursuite du calcul & dt = 5 - 107° conduit & une
imprécision sur la valeur des énergies, qui finit par faire augmenter I’énergie totale,
et de plus en plus rapidement. Le terme de transfert intégré présente alors des
variations brusques, coincidant avec les points du maillage radial, ce qui est le signe
d’une perte de précision due au maillage. On cherchera alors a trouver la valeur du
nombre de Reynolds effectif susceptible d’évacuer cette énergie, en démarrant d’un
spectre présentant une accumulation nette, par exemple a t = 0, 25.

7.4.8 Etude du schéma temporel

On cherche a étudier la stabilité du schéma temporel implicite, la démarche étant
identique pour le schéma Euler visqueux. Pour cela, on calcule tout d’abord son ordre
dans le cas général, c’est-a-dire a viscosité non nulle. Puis on verra que le spectre de
stabilité du schéma croit avec 'inverse du pas de temps, ce qui pourrait expliquer
qu’il faille choisir une valeur de dt petite.

7.4.8.1 Ordre du schéma temporel

Pour évaluer la différence entre le spectre d’énergie exact et le spectre approché,
on rappelle que le spectre d’énergie exact vérifie I’équation (6.71) :

et + dt) = e(t) + /t o [T(u) _ ge(u)] du.

On cherche donc l'ordre de grandeur de la différence :

et + dt) — é(t + dt) = —% Ut e(u) du — m_dlthdt/Qe(t)]

+ Ut - 1+ mfikadtﬁT(t)] '

Avec des développements limités, on obtient :

/tt+dt e(u) du — T mfifk2dt/2e(t)
- /Odt [e(t)+%(t)v+---] dv — dt [1— %dt%—---} e(t),

dont le premier terme non nul est

1 [0e k? 1

— | =(t) + =—e(t)| dt* = =T(t)dt?,

5 |50+ getv] a = 300

car les termes d’ordre dt se compensent. Tous les autres termes étant d’ordre supérieur,
on a donc un terme de I’ordre de (dt)*. De méme :

t+dt dt
T(u) du — T(t
/t (W) du = 4z a L )
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a pour premier terme non nul :

1[or k?

— | =(t) + ==T(t)| dt*.
s |50+ 5T0)

Finalement, e(t 4 dt) — &(t + dt) est de Pordre de (dt)*, donc le schéma numérique
est d’ordre 1, tout comme le schéma Euler visqueux.

7.4.8.2 Schéma a fR infini

Dans les deux cas, implicite ou Euler visqueux, le schéma temporel a nombre de
Reynolds effectif infini devient :

e(t +dt) = e(t) + T'(e(t))dt,

qui est un schéma différence finies en temps, et on cherche a étudier le domaine de
stabilité d’un tel schéma. Il est clair que la complexité du probléme, via I’expression
du terme de transfert, n’autorise pas une approche classique de stabilité, mais le
raisonnement qualitatif peut donner des éléments de compréhension. En notant e,
le spectre au pas de temps ¢y, + ndt, que I'on considere comme connu, on a donc :

ent1 = en + T'(e,)dt, (7.19)

ou T'(e,) est le terme de transfert correspondant au spectre e,.

7.4.8.3 Perturbation de la solution

On perturbe le spectre d’énergie a l'instant n, par un spectre €, de faible am-
plitude, et on cherche I'équation d’évolution du spectre de perturbation. On peut
écrire :

ent1 t €1 =€y + €y + T(en + én)dta
car le nouveau spectre perturbé vérifie I’équation de Lin. On en déduit que :
ént1 = €n + [T(en + €,) — T(en)] dt.

en utilisant (7.19). Or le terme de transfert fait intervenir des énergies au carré, donc
en supposant que é2 est un terme du deuxiéme ordre, on obtient que :

T(en + én) = T(en) + L(en)én,

ou L(e,) est un opérateur de fonctions de k, linéaire pour son argument, & savoir
é,. Finalement :

Ensr = [Id + L(ey)dt] é,. (7.20)

On fait I'hypothése que la non linéarité est gelée temporellement, donc que L(e,) ne
dépend pas de n, et qu’on la note L. Avec une analyse de stabilité locale s’appuyant
sur la théorie de Von Neumann [25], on peut donner un critére nécessaire de stabilité,
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et donc suffisant d’instabilité. Si on montre que le rayon spectral de 'opérateur
(Id+ Ldt) est strictement supérieur a 1, alors on aura un mode croissant et donc
une instabilité possible. Or :

A valeur propre de L <= (1 + Adt) valeur propre de (Id+ Ldt). (7.21)

Ainsi, il suffit que L ait une valeur propre réelle strictement négative, et inférieure a
—2/dt, pour que (Id + Ldt) voit son rayon spectral strictement supérieur & 1. Ainsi,
la diminution de dt diminue les chances de trouver une valeur propre de L négative,
strictement inférieure & —2/dt. On peut donc penser que le seuil dt = 5 - 1075 est
critique de ce point de vue.

L’idée pourrait alors de changer le schéma numérique afin qu’il soit plus stable,
voie inconditionnellement stable. Un schéma du type implicite, mais cette fois-ci sur
le terme de transfert, est une possibilité. Mais I’amélioration de la stabilité va de
pair avec 'augmentation de la complexité de I’algorithme temporel, qui fait alors
intervenir 'inversion d’une matrice de grande taille.

7.4.9 Ajout de viscosité

On a vu qu’au lieu de ’équipartition espérée, I’accumulation d’énergie, combinée
aux imprécisions numériques liées a la discrétisation, conduit a une instabilité et a
une saturation numérique. C’est donc quand ’énergie augmente aux grands nombres
d’ondes, par un processus non physique, qu’il faut que la viscosité numérique inter-
vienne. On choisit donc comme spectre de départ celui a ¢t = 0,25, et on cherche une
valeur de YR qui, d’'une part, permette 1’évacuation de 1’énergie, et d’autre part, ne
réduise pas trop la largeur de la zone inertielle.

Quelle que soit la valeur de R, on observe une phase transitoire correspon-
dant & ’application brusque des effets visqueux. Le spectre intégré aux grands
nombres d’ondes voit sa forme changée, a des vitesses différentes, en une expo-
nentielle décroissant plus ou moins fortement. Il y a ensuite une phase stationnaire
ou la cascade et la viscosité imposent conjointement leurs effets. Ensuite, selon la
valeur du nombre de Reynolds effectif, on a deux comportements possibles : soit la
viscosité est trop faible, et ’accumulation d’énergie reprend le dessus, soit I’énergie
décroit petit a petit aux grandes échelles sous l'effet du transfert d’énergie, puis la
décroissance se fait uniformément sous ’action de la viscosité . La valeur de R =1
est trop faible, comme on I’a déja vu auparavant, car il n'y a presque aucune zone
inertielle. De plus, le choix YR = 10 n’empéche pas I’énergie de s’accumuler a nouveau
apres la période transitoire : il faut donc trouver une valeur intermédiaire. Des essais
ont été menés pour R = 3 et R = 5, et c’est cette derniere valeur qui est retenue, car
elle conserve beaucoup mieux la forme de la zone inertielle. On connait maintenant
la valeur du nombre de Reynolds effectif qui convient, ainsi que les discrétisations
spatiale et temporelle qui assurent la stabilité — et on espere, la convergence— du
spectre. Il s’agit donc maintenant de recommencer un dernier calcul avec M, = 400,
My = 300, My = 100, kpin = 0,1, kpoe = 60, dt =5 - 107° et R = 5, mais & partir
de ty = 0. L’évolution temporelle obtenue constitue ainsi la référence pour le modele
AQNM, et elle est analysée dans ce qui suit.
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7.5 Analyse et comparaison des résultats

Les résultats du modele AQNM apportent des indices importants sur 1’évolution
temporelle de 1’énergie spectrale. En mettant en valeur le role prééminent joué par
les surfaces résonantes dans le terme de transfert, et pour une discrétisation suffisam-
ment élevée, ce modele prédit un comportement en k3 dans la zone inertielle. De
plus, de multiples quantités physiques et spectrales montrent qu’une grande partie
de I’énergie se concentre dans le plan spectral horizontal, au détriment du reste de
I’espace. L’ensemble de ces indicateurs pousse a envisager une certaine tendance a
la bidimensionnalisation de I’écoulement. Ces résultats peuvent alors étre comparés
aux prédictions du modele EDQNM, avec lequel on obtient les mémes tendances,
mais certainement pas la méme précision.

7.5.1 Résultats AQNM

L’analyse du spectre d’énergie montre une pente en zone inertielle de —3, phéno-
meéne que l'on peut éventuellement attribuer a la bidimensionnalisation de 1’écoule-
ment. De plus, I"énergie spectrale se concentre pres du plan 6 = 7/2 et la cohérence
verticale s’avere étre beaucoup plus forte que pour une turbulence isotrope, ce qui
soutient cette hypothése de bidimensionnalisation.

Les deux phases d’évolution temporelle du spectre d’énergie intégré, a savoir
I’établissement de la zone inertielle et la décroissance visqueuse sont présentées sur
les figures 7.10, avec un écart de temps de 0,0375 entre deux courbes. La figure
7.11 présente les mémes résultats, mais pour le terme de transfert non linéaire. La
décroissance de I’énergie totale avec le temps, et le transfert total relatif en fonction
du temps figurent sur les courbes 7.12.

7.5.1.1 Rotation et turbulence bidimensionnelle

En s’appuyant sur ’hypothese d’un écoulement quasi-géostrophique, la rotation
pourrait conduire & la bidimensionnalisation de 1’énergie, et donc 3 une loi en k=3
dans la zone inertielle du spectre intégré. Pour étre tout a fait exact, c’est le rai-
sonnement le plus couramment admis, mais il faut rappeler qu’on trouve dans la
littérature des arguments en faveur d’une loi en £72, comme par exemple dans Ba-
roud, Plapp, She & Swinney [2] ou Mahalov [41]. De plus, en turbulence forcée
périodique, Smith & Waleffe [56] ont montré qu’on observait des manifestations de
la bidimensionnalisation de 1’écoulement, mais que la loi en k=3 s’établissait dans la
gamme des nombres d’ondes inférieurs au nombre d’onde de forgage, contrairement
au cas purement bidimensionnel.

On rappelle ici lorigine du k=2 pour une turbulence incompressible homogene et
bidimensionnelle dans le plan horizontal, c’est-a-dire perpendiculaire a €2. Pour une
turbulence purement bidimensionnelle, I’écoulement n’est pas du tout affecté par la
rotation solide : I’équation pour la vorticité est la méme que sans rotation. Ainsi,
dans le cas ou la viscosité est nulle, non seulement ’énergie totale se conserve, mais
aussi une quantité appelée enstrophie, définie par :

/ K’ E(k)dk ~ E°E(k). (7.22)
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F1c. 7.10 — Evolution temporelle de ’énergie intégrée a R = 5, k0 = 60, dt =
5-107° entre to = 0 et t; = 1, 05.
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T(k) Evolution de tp =0 a ¢t = 0,525
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F1c. 7.11 — Evolution temporelle du transfert intégré a R = 5, ke = 60, di
5-107° entre top =0 et ty = 1,05.
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E(t) Energie totale
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Fic. 7.12 - Evolution temporelle de I’énergie totale et du transfert total relatif a
R =5, kmaz = 60, dt = 5-10° entre to = 0 et t; = 1, 05.
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La répartition de 1’énergie totale et de ’enstrophie refletent ainsi la dynamique d’un

écoulement non visqueux. Si I’analyse dimensionnelle dans la zone inertielle s’appuie

sur I’énergie totale, on retrouve la loi en k~%/3, et qui prédit une cascade inverse.

Cependant, on peut aussi prendre comme base de 1’analyse les échanges d’enstrophie

seuls, et on obtient le comportement de la cascade directe. Ainsi, en supposant que

le spectre d’énergie intégré ne dépend que du taux de dissipation d’enstrophie :
k3E(k)

X = BB (7.23)

ol on a divisé I’enstrophie par un temps caractéristique, et du nombre d’onde &, on
obtient que :

E ~ x*3k3, (7.24)

d’ou le résultat attendu. On peut enfin citer Kraichnan ([35], [36]), qui apporte
une correction logarithmique au k=3, due aux interactions triadiques non locales, et
propose des valeurs aux constantes d’ajustement.

7.5.1.2 Premieéres remarques

En regardant la figure 7.10, on s’apercoit que I’énergie intégrée suit 1’évolution
usuelle en turbulence : la premiere phase consiste en I’établissement de la zone iner-
tielle par transfert d’énergie des grosses structures aux plus petites. En échelle loga-
rithmique, I’accumulation de ’énergie en fin de spectre se remarque plus aisément
que la perte d’énergie au pic, mais celle-ci a bel et bien lieu. Ce transfert conduit
a une droite de pente —3 sur le spectre d’énergie intégré, en tracé logarithmique,
ce qui correspond & un spectre en k~3. Ce comportement était plus visible dans
le cas ol R tendait vers l'infini sur la figure 7.9, mais ’ajout de viscosité change
significativement la forme de la courbe aux grands nombres d’ondes.

La figure 7.11 montre un terme de transfert de forme classique, indiquant que les
grandes échelles perdent de 1’énergie au profit des petites, mais aussi minoritairement
au profit des plus grandes, ce qui dénote une cascade inverse. Hossain [28] avait
déja mis ce phénomene en évidence, mais dans le cas d’une turbulence dont la
stationnarité est assurée par un forcage. On peut ajouter que la cascade inverse a
tendance a diminuer d’intensité avec le temps. Au fur et & mesure de 1’évolution
temporelle, les courbes sont de plus en plus rapprochées, indiquant le ralentissement
de la cascade directe. La détermination de la fin de cette premiere étape est assez
difficile a estimer, a moins de regarder tres en détails I’ensemble des pas de temps
qui composent le calcul (il y en a 21000). Elle est estimée ici, par rapport aux 24
courbes dont on dispose, a t = 0, 525, ce qui représente environ 10000 pas de temps.

La deuxieme phase d’évolution se résume a la décroissance de la turbulence
sous l’effet dominant de la viscosité : il y a dissipation d’énergie dans une grande
gamme de nombres d’ondes, & partir du pic d’énergie. On observe alors sur la figure
7.12 une décroissance beaucoup plus rapide de I’énergie totale qui, avant ¢t = 0, 2,
restait a peu pres constante. Le terme de transfert suit la décroissance de ’énergie,
en voyant ses extrema se rapprocher simultanément de zéro. Le maximum semble
cependant décroitre plus vite, avec le temps, que le minimum ne croit, ce qui est
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confirmé par l'intégrale relative du transfert de la figure 7.12. Elle montre que le
rapport de l'intégrale spatiale du transfert sur 'intégrale de la valeur absolue de
ce méme transfert est négatif, mais augmente en valeur absolue, pour atteindre
environ 5%. On rappelle que la petitesse de cette valeur reflétait la conservation
de I’énergie totale par le terme de transfert : la discrétisation semble donc étre
de moins en moins adaptée avec le temps. Or, jusqu’a des temps de 1'ordre de 0, 4,
marquant a peu pres la fin d’établissement de la zone inertielle, I'intégrale relative ne
dépasse pas 1% en valeur absolue, ce qui est acceptable. Dans la suite de 1’évolution
temporelle, on peut donc espérer que la dissipation numérique générée par le terme
de transfert soit négligeable comparée a la dissipation réelle provenant de la viscosité.
Le rapport entre le transfert total et la dissipation totale, dont 1’évolution temporelle
est présentée sur la figure 7.13, ne dépasse jamais 5%, et a méme tendance a diminuer
a partir de ¢t = 0,7, comme semble I'indiquer la remontée de I'intégrale relative pour
des temps de 0, 8. Cela suffit pour considérer que la perte d’énergie par le transfert
d’énergie peut étre négligée.

T(#)/D(t)

—-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025

-0.03

-0.035

-0.04

-0.045

-0.05 L L L ! ! t
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Fic. 7.13 — Evolution temporelle du rapport du transfert total sur la dissipation
totale & R =5, kypqap = 60, dt =5-107°, entre to = 0 et t; = 1, 05.

7.5.1.3 Taux de décroissance de la turbulence

Différentes tentatives ont été effectuées dans le passé pour déterminer la loi de
décroissance de la turbulence en rotation. On peut par exemple citer Squires, Chas-
nov, Mansour & Cambon [57], qui trouvent, pour un spectre intégré E(k) en k* aux
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petits nombres d’ondes, une loi dimensionnelle en t=5/7, tout & fait en accord avec
leur simulation LES (Large Eddy Simulation). On rappelle de plus qu’en turbulence
isotrope, ’analyse dimensionnelle donne que £ décroit selon une loi de puissance,
avec un exposant proche de —10/7 ~ —1,43 toujours pour un spectre intégré E (k)
en k* aux petits nombres d’ondes (voir par exemple Kolmogorov [33] ou Chasnov
[13]). On recherche donc la loi de décroissance de 1’énergie totale en loi de puissance.
Il faudrait pouvoir continuer le calcul jusqu’a des temps plus élevés pour observer un
comportement spécifique, mais les temps de calcul sont prohibitifs. La loi qui rend
le mieux compte de la décroissance est :

E(t) = 3,45t %8, (7.25)

asymptotiquement. On a donc une pente environ deux fois plus forte que celle prédite
en turbulence isotrope, mais du méme ordre que —5/7 ~ —0, 71.

7.5.1.4 Directionnalité : isovaleurs

L’étude de la directionnalité, a différents instants, du spectre d’énergie e(k, 6, t)
peut étre menée de deux facons. La premiere consiste a simplement tracer, dans
le plan (k, ), les lignes isovaleurs de I'énergie spectrale, a différents instants. On
dispose des courbes de t; = 0 & t; = 1,05 par pas de 0,0375, et les figures 7.14
et 7.15 montrent les instants qui ont été conservés, sur le critere de changements
significatifs des isovaleurs.

Une répartition isotrope de ’énergie donnerait des isovaleurs confondues avec
les lignes a k constant, ce que I'on observe a l’'instant initial. Tres rapidement, en
suivant le rythme de la cascade non linéaire, I’énergie a tendance a se concentrer vers
le plan # = 7/2, d’abord pres du pic d’énergie, puis autour. Les isovaleurs se brisent
a # =0 (et # = 7 par symétrie), pour former des cercles concentriques déformés
autour du point £ = 1 et # = 7/2. On constate 'aplatissement progressif des cercles
le long du plan horizontal, ou les niveaux d’énergie sont les plus importants. Enfin,
a partir de ¢ = 0,75, il n’y a plus de changements notables sur les courbes, et les
temps entre 0,75 et 1,05 ne sont pas tracés.

7.5.1.5 Directionnalité : énergie angulaire

La difficulté de lecture des courbes précédentes consiste en la différenciation des
niveaux d’énergie, méme si des couleurs sont utilisées. On peut alors recourir a
une autre méthode pour rendre compte de I'influence de ’angle 6 sur les échanges
d’énergie. Il s’agit de tracer les fonctions, a un instant ¢ donné :

k— e(k,0,t),

en prenant comme parametre f (au lieu du temps comme précédemment). Ainsi,
les écarts de niveaux d’énergie a différents angles apparaissent plus nettement. La
figure 7.16 montre la directionnalité aux instants ¢ = 0,525 (fin d’établissement de
zone inertielle), et t; = 1,05, pour des angles allant de 0 & 0, 158 ~ 7/2, avec un pas
de 0,16 radians environ. La répartition initiale e(k, #,0) = k? exp(—k?), ainsi que la
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F1G. 7.14 — Isovaleurs de I’énergie spectrale & R = 5, ky0p = 60, dt =5 - 107> entre
to=0et t=0,1875.
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F1G. 7.15 — Isovaleurs de 'énergie spectrale & R = 5, kyqp = 60, dt =5 - 107> entre

t=0,225et ¢t = 0,75.
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Fin d’établissement de zone inertielle (¢ = 0, 525)
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Fic. 7.16 - Energie spectrale a différents angles & R = 5, kyee = 60, dt = 51072,
at=0,525ett; =1,05.
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fonction 30k~°, correspondant & une énergie intégrée en k3, ont été ajoutées pour
comparaison.

Aty = 0, I’énergie ne dépend pas de 6, car la répartition est isotrope. Cette
énergie se transfere ensuite angulairement, et de plus en plus fortement avec la
proximité de l’angle avec 7/2, comme on le voit a t = 0,525, et enfin les transferts
vers [’horizontale cessent. On distingue alors deux comportement avec le temps, selon
que le vecteur d’onde est éloigné ou proche de I'horizontale, comme indiqué sur la
figure 7.17. Les angles éloignés de 7/2, et dans ’ensemble ceux plus petits que 1,3
environ, voient dans un premier temps leur énergie au pic diminuer au profit des
grands nombres d’ondes, puis, dans un deuxieme temps, on observe la décroissance
uniforme de ’énergie au-dela de £ = 1. Il y a une cascade inverse qui fait légerement
augmenter ’énergie en-dessous du pic. Pour un angle proche de 0, on peut identifier
une pente en zone inertielle de —7, 5.

Pour les angles proches de 7/2, la cascade inverse est beaucoup plus forte, et
constamment présente, méme lors de la phase de décroissance visqueuse. Aux grands
nombres d’ondes, on observe par contre le méme comportement qu’aux autres angles,
a savoir que ’énergie diminue du fait de la dissipation a partir de ¢ = 0, 525. Enfin, on
pourrait penser que ce sont les angles les plus proches de 7/2 qui sont a I'origine du
comportement en k3 du spectre d’énergie intégré. Or leur pente en zone inertielle
n’est pas de —b5, mais de —4, mais ce sont eux qui ont cependant la plus forte
pente (en valeur absolue). La conclusion est que l'intégration sur tous les angles est
nécessaire pour récupérer le k3.

7.5.1.6 Energie spectrale intégrée sur k

De la méme fagon que l'on a calculé le spectre unidimensionnel E(k,t) dont
I'intégration sur £ € R, donne ’énergie totale, on peut aussi s’intéresser a la fonction
similaire, mais dont l'intégration sur 6 € [0, 7] permet d’obtenir I’énergie totale.
Cette fonction est définie par :

+o0
Ey:(0,t) — 271 sinH/ k’e(k,0,t) dk, (7.26)
0
et vérifie, a t fixé :

/ " By(0,1)d0 = £(1). (7.27)

En turbulence isotrope, cette fonction est proportionnelle a ’énergie totale, et on a,
pour 0 € [0, 7] et & ¢ fixé :

1
Eogine (0,8) = 55in 0 £(2). (7.28)

La fonction Ejy est tracée, avec le temps comme parametre, sur la figure 7.18, deux
courbes étant séparées par 0,75. Des l'instant ¢ = 0,075, ’écart par rapport a
I'isotropie (ty = 0) se manifeste nettement. Les vecteurs presque horizontaux voient
leur énergie augmenter tres rapidement en début d’évolution, pour atteindre un
maximum a t = 0, 6 environ, et décroitre ensuite sous l’effet de la viscosité. Pendant
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Angle éloigné de 7/2 (tracé pour 6 ~ 0,0052)
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F1c. 7.17 — Evolution angulaire de 1’énergie spectrale en fonction du temps, pour
deux angles typiques, & R = 5, kyar = 60, dt =5-107° entre ¢y = 0 et t; = 1,05.
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Fic. 7.18 — Evolution temporelle de Eg & R = 5, kpaz = 60, dt = 5-107°, entre
to=0ett;=1,05.

le méme temps, les vecteurs d’ondes dont ’angle est plus éloigné de 7/2 perdent de
I’énergie, d’abord uniquement au profit des vecteurs horizontaux, puis aussi a cause
de la dissipation.

Bien que I’énergie se concentre aux vecteurs d’ondes horizontaux (perpendicu-
laires a 2), la largeur angulaire concernée semble faible : on cherche donc & quantifier
le poids des angles de plus en plus proches de 7/2 dans 1’énergie totale. Ainsi, on
peut s’intéresser a 1’énergie intégrée sur tous les vecteurs d’ondes d’angle supérieur a
un angle 6 fixé, et inférieur & 7/2. La fonction & étudier est donc (6, t) — ES™P(8, 1),
définie, pour @ dans [0, 7/2], et & un instant ¢ donné, par :

w/2
B (6, 1) = / Ey(0',1)de. (7.29)
[4

Dans le cas isotrope, cette fonction vaut, pour € dans [0,7/2], et & un instant ¢
donné :

ES (9,1) = %cosﬁ £(0). (7.30)

{iso}
La figure 7.19 donne I’évolution temporelle de la fonction Eésup ) 3 différents instants.
Le spectre initial a une forme isotrope, et trés rapidement, les courbes basculent
autour d’un angle 6, : en-dessous, le niveau est plus faible qu’a 'instant précédent, et
au-dela, il est plus fort. Cette phase dure tant que la dissipation totale est négligeable,
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F1c. 7.19 — Evolution temporelle de Eésup) AR =05, kpay = 60, dt = 5-107°, entre
ty=0et t; = 1,05.

c’est-a-dire tant que l'intégrale de Eé(,su” ) reste & peu pres constante. Cela signifie
qu’'a un angle # donné, I’énergie supérieure a # augmente si 6 est supérieur a 6,
et diminue si 6 est inférieur a 6;. Comme t — 6, est croissante, la contribution
des vecteurs d’ondes de plus en plus horizontaux se fait plus importante. Dans un
deuxieme temps, a partir de ¢ = 0,6 environ, la dissipation n’est plus négligeable,
et les niveaux a tout angle diminuent en méme temps.

7.5.1.7 Transfert intégré sur &

On peut étudier de la méme fagon la fonction qui, intégrée sur les angles 6,
redonne le transfert total, qui doit étre nul. Elle est définie par :

+oo
Ty : (0,t) — 27 sind / kT (k,0,t)dk, (7.31)
0

mais la forme isotrope est plus difficile a déterminer. L’évolution temporelle de Ty est
présentée sur la courbe 7.20. Les conclusions sont similaires & celles pour la courbe
de Ey : la concentration du transfert vers les angles proches de 7/2 (positivité de
Ty) se fait de plus en plus forte avec le temps. Le maximum de la fonction augmente
jusqu’a environ ¢t = 0, 5 pour ensuite diminuer par dissipation visqueuse.

De la méme fagon, on peut aussi se concentrer sur le transfert intégré sur tous
les vecteurs d’ondes d’angle supérieur a un angle 6 fixé, et inférieur a 7/2. C’est un

213



CHAPITRE 7. ETUDE NUMERIQUE DU MODELE AQNM
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F1G. 7.20 — Evolution temporelle de Ty & R = 5, kpee = 60, dt = 5- 1075, entre
to=0et ty =1,05.

flux angulaire car c’est la quantité d’énergie passant a travers I’angle 6, dans le sens
6 — m/2. La fonction & étudier est donc (6,t) — Tésum (6,1), définie, pour @ dans
[0,7/2], et & un instant ¢t donné, par :

/2
W) (9, 1) = / T)(0',1) 6. (7.32)
[4

La figure 7.21 donne I’évolution temporelle de la fonction 73" & différents instants.
L’axe des abscisses a été tracé afin d’identifier le signe du flux.

On a, a tout instant ¢, Tp(7w/2,0) = 0, par construction. De plus, avec la symétrie
miroir du probléme, on devrait avoir, a tout instant ¢, Ty(0,¢) = 0, par conservation
de I’énergie totale. On a vu précédemment que si c’est vrai initialement, ¢a I’est un
peu moins au cours du temps, ce qui explique 1’écart sur les courbes par rapport
au zéro. On peut donc penser que sans ces erreurs numériques, le flux d’énergie
serait donc positif & tout angle. Sinon, cela signifie qu’il existe un angle 6, tel que le
transfert est globalement plus positif que négatif sur [6;, 7/2]. Il faut noter que ¢ — 6;
est alors une fonction croissante de t, ce qui indique que les angles proches de 7/2
sont de plus en plus privilégiés. Enfin, au fur et & mesure de I’évolution temporelle, les
courbes atteignent leur maximum de plus en plus preés de 7/2, mettant en évidence
I'importance des transferts vers des vecteurs d’ondes de plus en plus horizontaux.
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7, (9)
25

15

0.5

-05 I I I I I I I )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

F1c. 7.21 — Evolution temporelle du flux d’énergie angulaire T Jam= I
60, dt = 5-107°, entre t, = 0 et t; = 1, 05.

7.5.1.8 Spectres d’énergie unidimensionnels

Les spectres d’énergie unidimensionnels sont des intermédiaires de calcul, per-
mettant d’obtenir I’expression de diverses quantités intéressantes. On se place dans
le repere cartésien initial (e;, ez, e3) tel que décrit par la figure 3.1, le vecteur e
correspondant au vecteur /€. Les spectres unidimensionnels sont définis par :

Y (ky, t) // i (K, 1) dky dks,
2) (ky, t) // i (K, t) dley dks,
%) (ks 1) / / (K, 1) diey dks, (7.33)

On peut en déduire alors que 1’énergie totale s’écrit :

+o0 400 +00
E@t) = /0 ED (k1,t) dky = /0 B (ko t) dks = /0 B (ks t) dks. (7.34)
On rappelle que, comme z et h sont nuls :
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d’apreés (3.63). La difficulté dans le calcul des expressions (7.33) provient du fait
qu’il faut intégrer sur des plans, et que I’on ne dispose du tenseur spectral que dans
I’espace sphérique, fonction de k et 6.

Les valeurs intéressantes des trois spectres unidimensionnels sont celles pour
ki1 =0, ks = 0 et k3 = 0 respectivement, ces conditions formant des plans passant par
Iorigine et facilement décrits en coordonnées sphériques. Cela permettra le calcul des
composantes bidimensionnelles horizontale et verticale de I’énergie, Ey(t) et E,(t),
ainsi que des longueurs intégrales. Par exemple, le plan défini par e, et es (k1 = 0)
est décrit par k et 6 quelconques, et ¢ = 7/2. On en déduit :

™ —+o0
ED(0,1) = // Cbij(k,e’qﬁzg’t)kdkde’
0 0

+oo
= / k[/ e(k,0,t)A;;(0,ksinf, kcos0)df| dk,  (7.36)
0 0

car e est axisymétrique, et avec :

k1 — ksin@ cos ¢, (7.37a)
ks — ksinfsin ¢, (7.37b)
et k3 — kcosf. (7.37c)
De méme :
+00 s
EZ(0,t) = / k [ / e(k,0,t)Ai;(ksin 0,0, k cos 0) de} dk, (7.38)
0 0

et on retrouve une expression tres similaire a celle de EZ(; )(O, t). Enfin :
5 +00 T 27
EZ,(J_)(O, t) = / ke(k, X t) [/ A;j(k cos ¢, ksin ¢,0) dqﬁ} dk. (7.39)
0 0

7.5.1.9 Composantes bidimensionnelles de 1’énergie

On peut former différentes quantités a partir des éléments diagonaux des tenseurs
Ei(jl)((],t) (préféré a ng)(o,t) de maniere arbitraire) et EZ(;’) (0,t). La somme des
composantes 1 = j = 1 et 1 = j = 2 d’un des deux tenseurs quantifie I’énergie
horizontale dans une direction (1 ou 3), tandis que la composante i = j = 3 quantifie
I’énergie verticale dans une direction (1 ou 3). On peut donc calculer les quantités :

EN@) = ES0,1) + ES0,1), (7.40a)
EM(t) E(0,1), (7.40b)
EP () = ER0,1)+ES(0,1), (7.40¢)
E® @) = EP(0,1). (7.40d)

On sépare le calcul des composantes horizontale et verticale de 1’énergie.

1. Calcul des composantes a séparation horizontale :
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Cas général
En notant :
Ai'cje(ka 0) = A;;(0,ksin®, k cos ), (7.41)
on a:
A (k) = 1, (7.42a)
Agy(k) = cos’0, (7.42b)
Agg(k) = sin®6, (7.42¢)
Af(k) = AR(k) =0, (7.42d)
AR (k) = —sinfcosb. (7.42e)

On en déduit facilement la valeur des quantités suivantes :

+oo L
EY(0,1) = /0 k /O e(k,ﬁ,t)d@] dk, (7.43a)

+o0 Y
E(0,t) = / k / e(k,o,t)cos20d0] dk,  (7.43b)
0 LJ 0

+o0o T
EZ0,t) = /0 k /0 e(k,a,t)sinwde] dk,  (7.43c)

et on remarque qu’on a toujours E\(0,¢) = E(0,1) + EX (0, 1).
Cas isotrope
Dans le cas isotrope, et d’apres ces définitions, on obtient :

1 1 1
E§1){iso} (O’ t) = 2E§2){iso} (0’ t) = 2E?E3){iso}(0’ t)’ (7'44)

ce qui implique que E,(Ll) (isoy (1) = 3E1()1){z'so} (t).

Cas purement bidimensionnel

Si I’énergie est entierement concentrée dans le plan horizontal, on peut

écrire :

E(k,t)
2nk

G{QD} (k, t) = 5(k3) (745)

Cette expression permet de retrouver, par intégration sur tout 1’espace,
I’énergie totale. On pourra par exemple se référer a Cambon, Mansour,
Godeferd [10]. En utilisant les définitions premieres (7.33), on obtient
alors :

1 1
E&){?D} 0,1) = E§3){2D} (0,2), (7.462)
E%){zp}(O, t) = 0, (7.46b)

EJIEN 1 1
don B,y (6) = B oy (1)
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2. Calcul des composantes a séparation verticale :

(a) Cas général
Dans tous les cas :

1 +00
ED(0,0) = ED(0.0) = SE0.0) =7 / ke(k, 5 1)k, (7.47)
0

et donc :
+o00
EOW) = BO (1) = BD(¢) = 2n / belh, T ) dk. (748)
0

(b) Cas isotrope
On trouve bien siir le méme résultat :

By oy (8) = L) (1). (7.49)

(c) Cas purement bidimensionnel

D’apres (7.45) et la relation (7.48), on peut tout simplement calculer la
valeur de E,(L?;) n () :

By oy (t) = E(1). (7.50)

L’évolution temporelle des énergies E,(Il), 3E1(,1) (correspondant a Eq(,l){z-so} pour
E,(f) fixé), E,(l‘:’}) = E,(;:’)) (iso} ©° E,(Li){w} = £ est donc portée sur la figure 7.22, le calcul

de E,(S’J) ayant été mené pour un angle le plus proche possible de 7/2, en 1’occurrence
environ 1,566. La premiere remarque est que l'énergie a séparation verticale est
donc plus importante que les énergies a séparation horizontale, ce qui semble étre
un argument de plus en faveur de la structuration bidimensionnelle de I’écoulement.
La cohérence verticale est en effet plus forte que la cohérence horizontale, que ce soit
pour les composantes verticale ou horizontale de la vitesse. Cependant, on ne peut
absolument pas dire que ’écoulement est purement bidimensionnel, car Eh‘? devrait
alors étre égal a ’énergie totale, ce qui est loin d’étre vérifié. Enfin, I’anisotropie a
séparation horizontale reste faible, vu ’écart entre les courbes de E,gl) et 3BV

7.5.1.10 Tenseur de Reynolds

On a
uiti; (t)
= R;;(0,1)

®;i(k,t) A’k

Il
%\

+o0 s 2w
:/ k2 [/ e(k,6,t)sin@ (/ A;j(ksin @ cos ¢, k sin @ sin ¢, k cos 0)d¢> dﬁ] dk.
0 0 0
(7.51)
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Eh (t)a Ev (t)a E’w (t)

9

F1c. 7.22 — Evolution temporelle de E,(Ll), 3E1(,1), E,(ls)

£, 9=

R J—

3
Ehv(3){iso} """"

- Eneny

! ! t

0

0.2

0.4

0.6

0.8 1

3 3 N
= El(w){iso} et Elsv){ZD} = g’ a

R =5, kmaz = 60, dt =510, entre to = 0 et t; = 1,05.

Les spectres d’énergie unidimensionnels permettent aussi de retrouver le tenseur de
Reynolds directement :

+o0o

+o0 +oo
ug; (t) = EY (ky,t) dky = /0 ED (ky, t) dky = /0 ED (ks, t) dky. (7.52)

0

1. Cas général

C’est I’expression (7.51) qui sera plutdt utilisée, car elle ne fait intervenir que
des coordonnées sphériques. L’intégration sur ¢ peut alors se faire algébrique-

ment. Ainsi, si on note, pour k et  fixés :

2
A% (k,0) = /0 A;;(ksin 0 cos ¢, k sin 0 sin ¢, k cos 0) dg, (7.53)

alors :

AL (k,0) = Ag,(k,0) =

A%(ka 0)

ALy (k,0) = ALy (K, 0) = Agy (k,0) =

2
o (1 . st 9) ., (7.54a)

27 sin 0, (7.54b)
0. (7.54¢)

On peut en conclure que u;? = u9?, ce qui était déja prédit par I’axisymétrie.
De plus, les corrélations croisées uius, Uitz et usus sont toutes égales a 0.
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Restent donc deux quantités intéressantes, par exemple :

,2 — +oo ) r ) sin2 9
uy”(t) = wi?(t) = 27 i k i e(k,0,t)sinf (1 — 5 dé| dk,
' (7.55a)

“+o00o T
et uh’(t) = us?(t) = 27 / k? / e(k,&,t)sin?’OdG} dk. (7.55b)
0 0

On s’intéressera aussi au déviateur du tenseur de Reynolds, noté dev, qui se
réduit ici aux composantes diagonales suivantes :

devyy () = u!2(t) — gé‘(t), (7.562)
ot devas(t) = u2(t) — ;g(t), (7.56b)

donnant ’écart par rapport a une turbulence isotrope.
On peut enfin regarder le comportement du parametre de structure :

UQz(t) ui’()

TR OERTAO) 750
introduit par Townsend [60]. Ce parameétre est compris entre —1 et 1.
. Cas isotrope
On doit bien sir avoir, a tout instant ¢ :
W20 = w30 =) = SE), (7.580)
devyi(t) = devss(t) = 0, (7.58b)
S31(t) = 0. (7.58¢)
Cas purement bidimensionnel
On utilisera plutot les expressions (7.52) pour trouver :
oo [ 2 ()
ul? opy (t [ /0 ) gin? ¢d¢] dk, (7.59a)

,2 27 E
et uy opy(t dqb dk. (7.59Db)
0

Donc finalement :

U opy () = @ (7.60a)
uh oy (t) = E(b), (7.60D)
devnpmy(t) = ~22, (7.600)
devss(apy (t) = ? (7.60d)
Ss1om () = % (7.60¢)
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La figure 7.23 donne les évolutions temporelles, pour le modele AQNM, pour
le cas isotrope et pour le cas bidimensionnel, des deux composantes du tenseur de
Reynolds, ainsi que de celles de son déviateur, en fonction du temps. Le parametre
de structure est présenté de la méme facon en fonction du temps sur la figure 7.24.

On a initialement une turbulence isotrope, donc on retrouve naturellement que
u’12 et u§,2 sont égaux, et donc que le déviateur est nul a ¢y = 0. Le parametre de
structure est lui aussi nul initialement, par construction. Avec le temps, on voit que
la turbulence s’écarte de l'isotropie : d'une part, les composantes u'12 et ugz sont,
nettement différentes, ce qui est confirmé par la valeur de S3; qui augmente durant
I’évolution temporelle. D’autre part, le déviateur s’éloigne de plus en plus du ten-
seur nul, ce qui implique que non seulement les vitesses u’12 et uéQ sont, différentes,
mais qu’elles sont en plus assez éloignées de leur valeur pour le cas isotrope. En-
fin, on ne peut pas dire que la turbulence est purement bidimensionnelle, méme
asymptotiquement en temps.

7.5.1.11 Longueurs intégrales

Il est intéressant de comparer les échelles intégrales caractéristiques d’une part
de l'extension verticale, et d’autre part des extensions horizontales des structures.
On choisit de calculer les échelles d’auto-corrélation dans les différentes directions
de I'espace.

1. Cas général
On raisonne d’ abord sur les longueurs intégrales dans la direction 3, notées
Lﬁ) (1), L( )( t) et L( 3 (t). On peut relier ces trois quantités au spectre d’énergie,
car on a par déﬁnitlon, a un instant ¢ donné :

f0+°° ui(z, t)u; (T + 73 €3,1) drs fo Rii(r3es3,t)drs

ui(z, t)u;(z, t) ul?(t)

LY (t) = . (7.61)

ou il n’y a pas de sommation sur l'indice 7, ni dans la suite. Or, d’apres (2.57)
du tenseur spectral, on peut écrire, pour un triplet (ry,r9, k3) donné :

+o0 )
/ Rii(’l", t)eiikam d7°3 =27 // Cbu(k, t)&z(klrl_}—lwm) dkldkg (762)

o

On en déduit en particulier que, pour ry =1y = k3 =0 :

“+o0o 1 +oo
/ Rii(rses, t)drs = —/ Rii(r3 es, t) drs
0
- / / (K1, 2, 0, 2) dby ks
= 7E2(0,1), (7.63)

car R;; est paire. On peut en conclure que :

EQ0,1) ES(0,1)

LY ) = LYt) = =7 :
11 22 ’LL,12 (t) j‘o—l—oo ES,) (k‘g, t) dkg

(7.64)
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Composantes uiu; et uzus du tenseur de Reynolds

e(k)
9 T T T T T
U'1 20}
y 2
uys
L v2 L2 .
° U1 {iso)=U'3 {isop
) 2
us
7 4
6 .
5 .

1 1 1 1 1 1 k
0 0.2 0.4 06 0.8 1

Composantes devy; et devsy du déviateur du tenseur de Reynolds

e(k)
3 T T T T T
devyq
devyjppy -
25 - devyygisoy~deVaggsoy - y
devas
2 4
15 B
1 4
05 | e L ]

_15 o 1 1 1 1 1 k
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1a. 7.23 — Evolution temporelle des composantes significatives du tenseur de Rey-
nolds et de son déviateur & R = 5, ke = 60, dt = 5107, entre t; = 0 et
tr=1,05.
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Ss1(t)

0.35 T T T T T

03+ S31fisoy —
Saigapy

0.25 - 4

0.2 —

0.05 - -

-0.05 ' ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1c. 7.24 — Evolution temporelle du parametre de structure a R = 5, k0. = 60,
dt =5-107°, entre ty = 0 et t; = 1,05,

ce qui confirme, a nouveau, ’axisymétrie du spectre d’énergie. De méme :

ES 0.t EX (0.t
1) =208 _ o F (0.0 (765)

w(t) ) B (ks 1) dks

2. Cas isotrope
En turbulence isotrope, & un instant ¢, les quantités u/> (iso} (£) €t ul? (iso ()

sont égales. Comme on a vu aussi que ESy (isoy (05 1) = 2E%) (iso} (0; 1), on doit
avoir :

1
Ly fisop (1) = §L:§§) isop (0)- (7.66)

3. Cas bidimensionnel

On obtient que les longueurs intégrales sont égales :
3 3
LYY oy (8) = L3 o (1) (7.67)

On a donc tracé sur la figure 7.25, I’évolution temporelle de la longueur intégrale
Lﬁ) et celle de la moitié de la longueur intégrale Lg:? (qui correspond a Lﬁ) {is0} POUT

Lg?,,) fixée). On aurait aussi pu comparer Lg? par rapport a 2L§31), mais on s’attend

a ce que L:(,,?é) soit relativement peu affectée par la rotation, et soit donc proche de
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Ly (t), Las(t)/2
55 i (.3) T T T T
11

35 .

25 —

15 —

05 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1a. 7.25 — Evolution temporelle des longueurs intégrales dans la direction verticale
AR =5, kmax = 60, dt =5-107°, entre to = 0 et t; = 1,05.

sa valeur en turbulence isotrope. Ainsi, la valeur de la longueur intégrale dans la
direction 1 est bien plus élevée que dans le cas purement isotrope. Il y a donc plus
de cohérence verticale entre les composantes horizontales de la vitesse, ce qui pour-
rait correspondre encore une fois & une structuration bidimensionnelle en colonnes
de Taylor. En définitive, les longueurs intégrales sont calculées en divisant les com-
posantes bidimensionnelles de la vitesse par les éléments diagonaux du tenseur de
Reynolds, ce qui explique que leurs comportements respectifs sont tres liés.

Par un raisonnement similaire sur les longueurs intégrales a séparation horizon-
tale, on aboutit a :

1. Cas général

Jor B (ky, t) dky uy”
1 1
L%) (t) _ E§2) (0, t) — E§2) (Oa t) (768b)
Jor B (ky, t) dky up?
(1) (1)
et LGt =r—x E?g)(o’ ‘) LD ,(8 £ (7.68c)
[T By (kv t) dky A

2. Cas isotrope
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Pour les mémes raisons que précédemment, on a, en turbulence isotrope :
1 1 1
LY a0y (8) = 2L 100y (1) = 2153 1y (0, (7.69a)

3. Cas purement bidimensionnel

LY oy (1) = 2L5) o (1), (7.70a)
LY opy(t) = 0. (7.70b)

La longueur intégrale pour les composantes horizontales de vitesse est, comme
dans le cas isotrope, le double de celle pour les composantes verticales. Le
résultat pour Lglz) (2p} Manque par contre de pertinence.

Tout cela conduit a tracer I’évolution temporelle de Lﬁ) /2 et L%) comparée 2
celle de L%) sur la figure 7.26. Les longueurs Lﬁ) /2 et L%) évoluent relativement

Ly1(t)/2, Lao(t), Lss(t)

W ——

I‘ll

0.48

0.46

0.44

0.42
0.4 e _
0.38 |
0.36 _

0.34 - —

0.32 - —

03 1 1 1 1 1 t
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1c. 7.26 — Evolution temporelle des longueurs intégrales dans une des directions
horizontales & R = 5, Ky = 60, dt = 51075, entre to = 0 et t; = 1, 05.

en parallele avec le temps; par contre Lglz) chute brutalement des les premiers ins-

tants. Ces courbes sont plus difficiles & interpréter, mais ce que ’on peut toutefois
dire, c’est qu’ici encore, par rapport a la référence de la direction 1, I’échelle verti-
cale est nettement supérieure a I’échelle horizontale dans la direction 2. C’est une
manifestation de la cohérence verticale.
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7.5.2 Comparaison avec ’expérience ?

On aimerait pouvoir comparer les résultats obtenus avec le modele AQNM a ceux
provenant d’expériences, et de 'TEDQNM classique, méme si le cas ou le nombre de
Reynolds, au sens usuel, est fini ne rentre pas exactement dans le cadre du modele
AQNM. On peut toutefois donner I’expression du nombre de Reynolds effectif et
du nombre de Rossby aux grandes échelles en fonction de données physiques acces-
sibles a I’expérience. Mais les comparaisons avec les expériences s’averent difficiles a
effectuer, sauf peut-étre de maniere qualitative.

7.5.2.1 Estimation physique de ‘R et Ro;,

On rappelle que le nombre de Reynolds effectif vaut :

_ 7TA]€03
2w

o(k,0) = A (;jexp [ (;0)2] | (772

On a en général acces & Q et v dans les comptes-rendus d’expérience. Le terme Aky®
n’a de sens que pour un spectre d’énergie a la Orszag, ce qui n’est pas le cas lors d’une
expérience quelconque. Cependant, ce terme provient d’une adimensionnalisation de
I’énergie spectrale, et a en fait la dimension d’une énergie cinétique turbulente totale
a t = 0. Comme celle-ci ne dépend pas de la position en turbulence homogene :

avec :

£0) = / e(k, 0)d*k
R3
E\* E\?
—anait [ (£) o (£
® Jx \ko P ko
= drAky’® / k*exp [—k*] dk
R
= g\/w?’AkO?’. (7.73)

Donc Aky® est au spectre de type Orszag ce que 2/(3v/73)E(0) est & un spectre
quelconque. Ainsi on en déduit dans le cadre le plus général :

£(0)

= . 7.74
3T Qv (7.74)
De méme, le nombre de Rossby aux grandes échelles, de taille L, s’écrit :
U/I
o = 91
2/£(0)
= 3 qL (7.75)
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car :

d’apres (2.38).

7.5.2.2 Conditions de validité

La comparaison directe avec des expériences risque néanmoins de ne pas étre tres
concluante. En effet, le confinement obligatoire de la turbulence restreint considé-
rablement le domaine de validité de I’homogénéité. De plus, obtenir une turbulence
développée sur des échelles assez importantes est difficile. Enfin, il faut un dispositif
de suffisamment grands dimensions pour observer les différentes échelles de la tur-
bulence. L’expérience de Jacquin, Leuchter, Cambon & Mathieu [31] semble remplir
ces conditions. Le dispositif fait tourner relativement rapidement un nid d’abeilles
en amont d’une conduite horizontale, de section circulaire et contenant une grille
générant la turbulence. Différentes vitesses de rotation sont utilisées, entre 0 et 63
radians par seconde, soit 600 tours par minute. Pour se rapprocher le plus de la forte
rotation, il faut considérer le cas ol 2 = 63 rad-s!. En estimant la taille des grandes
échelles par le pas de maillage de la grille, on choisit le maximum L ~ 2- 102 m,
car des pas de 10, 15 et 20 mm sont utilisés. De plus, on a acces par extrapolation
a Dénergie a ’entrée de la partie en rotation, et cela donne £(0) = 1 m?-s~2. Enfin,
le fluide est de I'air sec, et & 20 °C, sa viscosité est donc v = 1,5-107° m?-s 1. Ces
données permettent de calculer :

Ror, = 0,65, (7.76a)
R~ 200. (7.76b)

Tout le probleme provient du fait que le nombre de Rossby n’est pas petit devant un,
bien qu’inférieur. Les résultats obtenus (tenseur de Reynolds, échelles intégrales) ne
peuvent étre alors comparés a ceux du modele AQNM que qualitativement. Il fau-
drait donc soit augmenter la vitesse de rotation (ce qui est coiteux en énergie),
soit augmenter la taille du dispositif (de tels dispositifs sont peu répandus) ou en-
core augmenter l'intensité de la turbulence. On peut penser effectuer a 1'avenir des
simulations sur la plate-forme Coriolis & Grenoble.

7.5.3 Résultats EDQNM

La comparaison des résultats AQNM avec ceux provenant de TEDQNM se révele
treés enrichissante. Avec PEDQNM, Cambon & Jacquin [9] ont produit différentes
quantifications de I’anisotropie, comme le transfert et 1’énergie en fonction de I’angle,
ou encore le rapport d’échelles intégrales. Comme on dispose d’un code numérique
EDQNM3 (sachant que les différences avec un code EDQNM2 sont minimes si
|z| reste faible), on peut donc essayer de reproduire ces comportements, pour une
discrétisation plus importante. L’objectif est d’arriver a obtenir I’évolution tempo-
relle d’un spectre d’énergie initiale, et la comparaison avec le modele AQNM se fera
en adimensionnalisant les grandeurs.
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7.5.3.1 Parametres EDQNM
On peut spécifier en entrée du code EDQNM :

1. Les parametres physiques : la viscosité v et le taux de rotation €2.

2. Les parametres spectraux : le spectre initial isotrope de type Orszag sous la
forme e(k, 0) = A(k/kpic)? exp [~ (k/kpic)’], en spécifiant le nombre d’onde du
pic kpi. et 'amplitude du spectre A.

3. Les parameétres numériques spatiaux : le nombre ls de modules k (équivalent
a M,), le nombre nd d’angles # (équivalent a My), le nombre nia d’angles A
autour de k (qui joue le méme réle que M,), le nombre d’onde minimal ks
(équivalent & kpin) et le nombre d’onde maximal kg, (équivalent & kpqq). On
rappelle en effet que les intégrations, pour le calcul du terme de transfert, sont
faites dans un repere liée au triangle de vecteurs d’ondes.

4. Les parametres numériques temporels : le temps initial #;,;;, le pas de temps
pdt et le nombre de pas de temps mdt.

7.5.3.2 Evolution temporelle

Le calcul a été mené avec les parametres suivants :

v=0,01et Q =10,

A=1et kp.=1,

ls = 43,nd = 21 et nia = 20,

king = 0,1 et kg, = 60,

tinit = 0, pdt = 0,001 et mdt = 9720.

en ayant pris soin de choisir des parametres les plus proches possibles du modele
AQNM, surtout en ce qui concerne le spectre initial et les coupures radiales. On a
en effet choisi A = kpic = 1, ce qui donne directement un spectre adimensionnel,
et Kinf = Kkmin, Ksup = KEmaz, ce qui adimensionne aussi la direction radiale, d’apres
(6.31). Par contre, la discrétisation spatiale est bien moindre pour 'TEDQNM, car
le temps de calcul croit tres rapidement avec le nombre de points du maillage, ce
qui donne un avantage certain a 'AQNM pour une discrétisation similaire. Ces
parametres donnent aussi les valeurs suivantes :

R ~ 15,7, (7.77)
Ak ic5
tp = = ot + pdt mdt) = 3,05, (7.78)

ou t; est le temps adimensionnel final correspondant, toujours d’apreés (6.31). On
dispose donc d’une évolution temporelle contenant largement celle effectuée pour le
modele AQNM (qui s’arrétait & t; = 1,05), et pour un nombre de Reynolds effectif
plus important, mais néanmoins du méme ordre de grandeur. On a vu de toutes
fagons qu’avec le modele AQNM, la valeur de R modifiait simplement le spectre
d’énergie aux grands nombres d’ondes, mais que la pente en zone inertielle n’était
pas affectée.
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7.5.3.3 Comparaisons

Le mode de gestion des données avec la version initiale du code EDQNM ne per-
met pas le stockage de tous les pas de temps, et ’obtention des grandeurs aux meémes
pas de temps pour les deux codes est difficile a mettre en ceuvre. On ne propose donc
ici qu’une comparaison assez générale, en utilisant des grandeurs adimensionnées.
Pour le calcul EDQNM, on dispose de :

1. I’évolution temporelle du spectre d’énergie intégré E(k), et de ’énergie totale
(figure 7.27 et 7.28). Etant donné que la viscosité est plus forte dans le cas
AQNM, la fin d’établissement de la zone inertielle se situait vers t = 0,5
contre t = 0,6 avec TEDQNM. L’observation de I’évolution de I’énergie totale
montre qu’avec TEDQNM, la dissipation se manifeste significativement que
plus tardivement que pour 'EDQNM. Pour ce qui est du taux de décroissance,
aucune loi simple ne correspondait parfaitement a la courbe sauf peut-étre :

E(t) =5,1t%%, (7.79)

La pente prend une valeur proche de celle observée avec le modele AQNM.

2. la dépendance angulaire du spectre d’énergie a deux instant caractéristiques :
t = 0,62 pour la fin d’établissement de la zone inertielle, et ¢ = 3,05 pour la
fin du calcul (figure 7.29). Dans ’ensemble, TEDQNM prédit une plus forte
concentration d’énergie aux vecteurs horizontaux qu’aux autres. On n’observe
cependant pratiquement pas de cascade inverse, alors que celle-ci était relati-
vement marquée pour les angles proches de 7/2 dans le modele AQNM.

Pour des angles § = 0,31 (éloigné de 7/2) et § = 1,57, on a de plus tracé
I’évolution des niveaux d’énergie au cours du temps sur la figure 7.30. Il semble
clair que I’angle proche de 7/2 posséde plus d’énergie que ’angle qui en est
éloigné, mais cette tendance est beaucoup moins nette que cela ne I’était avec le
modele AQNM. De plus, l'effet de la discrétisation se fait sentir sur le courbes
qui montrent des irrégularités dues au faible nombre (comparé a ’AQNM) de
points dans la direction radiale.

3. ’évolution temporelle des composantes horizontale et verticale de 1’énergie,
a séparation verticale, E,(f’) (epgnry €t E53){EDQNM}, par rapport a celle de

E,(li) (g} €t portées sur la figure 7.31. Les différences viennent principale-
ment du fait que le modele EDQNM ne produit pas un z identiquement nul
a tout instant s’il I’est initialement, contrairement au modele AQNM. L’ani-
sotropie de z se retrouve donc dans ces composantes de 1’énergie, et modifient

sensiblement leur valeur. Néanmoins, on devrait vérifier :

(3) — o)
Ey (epoNmy T Ez(fg){EDQNM} = 2Ey, {AQNM} (7.80)

d’apres les définitions initiales des trois quantités, et en s’appuyant sur un
tenseur spectral réellement anisotrope, dont la forme est donnée en 3.63 avec

h nul. La valeur 2Ef(b‘:’}) (aQnny €St en réalité beaucoup plus importante que la

somme de E,(lS){EDQNM} et Eq(Jg){EDQNM}-
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F1a. 7.27 - Evolution temporelle EDQNM de I’énergie intégrée de to = 0 at; = 3, 05.
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1 L L M| L L M| L L M| L L M| L L M| L L L t
le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10

Fi1c. 7.28 — Evolution temporelle EDQNM et AQNM de I'énergie totale de t5 =0 a
tr =3,05.

4. I’évolution temporelle des composantes intéressantes du tenseur de Reynolds,
de son déviateur, et du parametre de structure, présentées sur les figures 7.32
et 7.33 avec la comparaison avec le modele AQNM.

Dans ’ensemble, les tendances sont tres similaires entre les deux modeles que ce
soit pour le tenseur de Reynolds, son déviateur ou le parametre de structure, ce
qui est rassurant. La viscosité étant plus forte dans le cas AQNM, la turbulence
est globalement affaiblie plus rapidement, ce qui explique les différences de
niveaux. Enfin, les irrégularités numériques du modele EDQNM se remarquent
nettement sur les courbes du déviateur et du parametre de structure, ce qui
est peut-étre du a la valeur trop élevée du pas de temps adimensionnel.

5. l’évolu(tion temporelle des échelles i?tégrales a sépara(mt)ion verticale et horizon-

1 1 3 3 P

tale L1y ppovmy L33 (gponmys Tit (gponay €4 Lag (gponarys comparées a
celles pour le modele AQNM, et se trouvant sur les figures 5.

Ici encore, les quantités provenant des deux modeles semblent avoir le méme compor-

tement, méme si les valeurs prises ne sont pas forcément identiques. Ainsi, le modele

AQNM fournit des valeurs plus importantes que 'EDQNM, et met en évidence I'im-

portance de 1’échelle Lﬁ), qui donne un bon indicateur de ’extension des tourbillons

dans la direction verticale.
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) Fin d’établissement de zone inertielle (¢ = 0, 62)
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Fic. 7.29 - Energie spectrale EDQNM a différents angles a ¢ = 0,62 et ¢y = 3, 05.
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Angle éloigné de 7/2 (tracé pour 6 ~ 0, 31)
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F1c. 7.30 — Evolution angulaire typique EDQNM de I’énergie spectrale en fonction
du temps entre ¢y = 0 et ¢y = 3, 05.
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Fic. 7.31 — Evolution temporelle de E,(L?’){EDQNM} et Eq(,s){EDQNM} par rapport a
celle de E,gi){AQNM} entre {p = 0 et ¢y = 3, 05.
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F1a. 7.32 — Evolution temporelle EDQNM et AQNM des composantes significatives
du tenseur de Reynolds entre ¢, = 0 et ¢y = 3, 05.
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F1a. 7.33 — Evolution temporelle EDQNM et AQNM des composantes significatives
du déviateur du tenseur de Reynolds et du parametre de structure entre ¢t = 0 et

t; = 3,05.
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Longueurs intégrales a séparation horizontale
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Fia. 7.34 — Evolution temporelle EDQNM et AQNM des longueurs intégrales dans
les directions horizontale et verticale entre ¢, = 0 et t; = 3, 05.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

En turbulence confinée sous 'effet d’une forte rotation, I’expérience montre 1’or-
ganisation de 1’écoulement en une colonne de Taylor, et donc la tendance a la bidi-
mensionnalisation du champ de vitesse. Ce comportement trouve une premiere jus-
tification dans I’hypothese quasi-géostrophique, qui implique la faible dépendance
de la vitesse le long de €2, et donc que sa composante verticale est identiquement
nulle du fait de la condition limite a la paroi. Cependant, 'effet linéaire de la force
de Coriolis ne peut expliquer seul ’anisotropie d’un tel écoulement, et un couplage
avec le transfert non linéaire doit étre envisagé. Une approche possible est celle de
la turbulence d’ondes, qui consiste a considérer la non linéarité comme un ensemble
d’interactions entre ondes, ’adaptation d’une telle méthode a la turbulence en ro-
tation étant remarquable. En effet, une perturbation périodique en temps, localisée
dans 'espace, met en évidence I'existence des ondes inertielles, et leurs interactions
sont éventuellement & ’origine de la formation de croix de Saint-André. Une ferme-
ture triadique en deux points peut alors étre envisagée, via par exemple le modele
EDQNM qui a prouvé sa robustesse dans le cas d’écoulements avec force extérieure.

Avec ce modele, privilégiant dans le cas isotrope les triades de vecteurs d’ondes
de somme nulle, la force de Coriolis fait ressentir ses effets non linéaires via un
tenseur de Green. Moyennant des approximations s’appuyant sur la physique des
phénomenes, le nouveau modele EDQNM montre I'importance de surfaces parti-
culieres de I’espace spectral, correspondant aux triades résonantes sélectionnées par
la rotation. Finalement, la bidimensionnalisation provient d’une dynamique plus
complexe que celle des modes lents linéaires uniquement, telle que le suggérerait
I’approche quasi-géostrophique. Dans le cas d’'une rotation forte par rapport a la non
linéarité, une analyse multi-échelles permet de se concentrer sur I’évolution asympto-
tique en temps des composantes du tenseur spectral, conduisant & un nouveau modele
baptis¢é AQNM. En se placant directement dans la phase de cascade non linéaire,
la dynamique du probleme s’avere étre alors completement déterminée par les in-
teractions ondulatoires sur les seules surfaces résonantes. A partir d’une turbulence
initialement isotrope, ne subsiste qu’'une équation de type Lin pour I’énergie spec-
trale, dont la précision est grandement accrue par rapport au modele EDQNM, et
ne dépendant plus que d’un parametre adimensionnel. L’implémentation numérique
du modele AQNM est plus délicate du fait de la complexité géométrique des sur-
faces résonantes, dont il faut évaluer des portions d’aire élémentaires. En particulier,
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la discrétisation spatiale et les méthodes d’interpolation doivent étre choisies avec
soin, ce qui rend indispensable une étude extensive de stabilité et de convergence
des schémas choisis.

Les résultats suivants ont été obtenus :

1. le spectre d’énergie intégré présente une loi trés nette en k2 dans la zone iner-
tielle, ce qui pourrait étre un signe de bidimensionnalisation de 1’écoulement,

2. I'énergie totale turbulente décroit temporellement selon ¢t=%%

3. I'énergie spectrale se concentre, au cours du temps, vers des vecteurs d’ondes
de plus en plus horizontaux,

4. la dynamique des vecteurs horizontaux ne présente pas de loi en k3 et se
démarque de celle des autres vecteurs, non seulement en ce qui concerne
les niveaux d’énergie, mais aussi par la présence d’une cascade inverse non
négligeable,

5. le transfert et 1’énergie angulaires montrent conjointement que les vecteurs
d’ondes horizontaux sont privilégiés,

6. le tenseur de Reynolds et le parametre de structure, ainsi que les longueurs
intégrales, refletent une plus grande cohérence verticale qu’horizontale, tout
en restant relativement éloigné de la pure bidimensionnalité.

La comparaison avec les résultats provenant du modele EDQNM corrobore, au moins
qualitativement, toutes ces observations. L’ensemble de ces indicateurs laisse a pen-
ser que la turbulence, sans étre véritablement confinée dans un plan, autorise les
mouvements verticaux mais possede quand méme une structuration verticale forte.
Finalement, les résultats du modele AQNM et ceux du modele EDQNM volumique
sont tres cohérents. Ils sont aussi plus riches que prévu, puisque la loi en —3 qui
s’établit avec fiabilité sur le spectre d’énergie intégré sphériquement ne répercute
pas directement une loi analogue pour la densité d’énergie dans le plan horizontal.
Il s’avere en effet que la densité d’énergie compensée k?e(k, 0,t) calculée par AQNM
suit une loi plus proche de k2 que de k3 pour un angle 6 proche de /2.

Beaucoup d’auteurs sont préts a accepter que la contribution des modes horizon-
taux a la densité d’énergie devienne dominante, mais la notion méme de transfert
angulaire vers les modes lents (cosf petit quand le nombre de Rossby est petit)
de la part des modes rapides, est trés controversée (Kaneda, Bartello, Rubinstein,
communications privées). La complexité de la zone angulaire proche de /2 suggere
naturellement un complément d’analyse et de calcul. A priori, les hypotheses de base
du modele AQNM, en particulier la séparation modes lents / modes rapides, tombent
en défaut pour traiter en détail cette zone, que 1’on pourrait appeler une couche li-
mite quasi-bidimensionnelle. Une conséquence est que la limite analytique § = 7/2
du modele AQNM — elle n’est pas traitée numériquement, mais le maillage angu-
laire est suffisamment fin pour s’en approcher aussi pres que nécessaire — ressemble
beaucoup a I’équation de Lin du modeéle QNM bidimensionnel (sans amortissement
tourbillonnaire). Toutefois, le terme de transfert contient toujours un facteur 1/,
qui devrait disparaitre pour la turbulence purement bidimensionnelle, insensible au
taux de rotation.

Il serait donc intéressant de redévelopper les équations EDQM3 dans la zone
proche du plan horizontal, en utilisant la valeur principale des intégrales volumiques.
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Le modele AQNM garderait tout son intérét pour fournir le flux d’énergie correct,
provenant des modes rapides, a la frontiere de cette zone. Cette derniere étape, que
I’on peut espérer beaucoup moins difficile & mettre en ceuvre que ce qui a déja été
réalisé pour l'intégration numérique du modele AQNM, mettrait un point final a
I’étude anisotrope de turbulence d’ondes en rotation rapide. Il faut aussi noter que
I’anisotropie de polarisation, qui ne joue aucun role dans AQNM si elle est nulle
initialement, redeviendrait importante dans la couche limite quasi-bidimensionnelle,
avec une dynamique bien distincte pour e — Z (contribution horizontale) et e + Z
(contribution verticale). Ces résultats sont suggérés par TEDQNM2 et 'TEDQNMS3,
des modeles caricaturaux (Cambon & Godeferd [8]) et méme les résultats de Jac-
quin, Leuchter, Cambon & Mathieu [31] sur les deux composantes bidimensionnelles
de I’énergie accessibles a la mesure. Une telle étude serait plus pertinente que les
résultats analytiques suggérés par Zakharov [63], qui cherchent une dépendance de
I’énergie en puissances de k, = ksinf et k| = kcos@ au voisinage de 6 = 7/2, mais
dans le méme cadre d’hypothéses qu’AQNM (Rubinstein, communication privée, et
Galtier [20]).

Enfin, le sujet proposé au début de cette these incluait également la turbulence
en milieu stablement stratifié, et méme éventuellement le couplage rotation et strati-
fication stable. Une approche EDQNM2 a été aussi largement développée dans le cas
de la stratification seule, avec des résultats convaincants sur les densités d’énergie
anisotropes et les flux angulaires (Godeferd & Cambon [22], Godeferd & Staquet
[58]). Il y a actuellement une prise de conscience de la communauté sur I'impor-
tance de ’anisotropie fine en turbulence stratifiée, et le fait que la structuration des
champs de vitesse n’a rien a voir avec une bidimensionnalisation. La description ani-
sotrope détaillée inclut aussi le spectre de variance de densité et des corrélations entre
densité et vitesse, de sorte que la base de grandeurs spectrales pour développer les
corrélations doubles en deux points est plus large que e, z et h. Il est donc important
de simplifier et expliquer les résultats des modeles EDQNM et des DNS, en essayant
d’approcher des valeurs extrémes des parametres tels que les nombres de Froude
et de Reynolds, et comme il a été fait en rotation. La différence essentielle avec la
rotation pure est la coexistence de modes onde et d’'un mode stationnaire (vortex
vertical, vorticité potentielle linéarisée). Si on néglige dans un premier temps le mode
stationnaire, les ondes de gravité ont des manifestations physiques tres proches des
ondes d’inertie, comme des croix de Saint-André, et un modele de type AQNM peut
conduire a quelques prédictions analytiques (Caillol & Zeitlin [6]). La résolution
numeérique de ce modele AQNM a vortex nul n’a jamais été abordée et serait certai-
nement aussi complexe que pour la rotation. Cependant, négliger le mode vortex est
peu cohérent physiquement, et sa présence, par les conditions initiales ou le forcage,
peut alors completement changer la nature des transferts d’énergie dominants. Les
résultats EDQNM suggerent que les interactions volumiques vortex-vortex sont es-
sentielles pour la structuration anisotrope, et font de la turbulence d’ondes de gravité
un probleme peu pertinent. En particulier, TEDQNM et la DNS s’accordent sur la
concentration de la densité spectrale d’énergie en direction des modes verticaux, qui
forment les modes lents des ondes de gravité. La comparaison avec le cas en rotation
pure s’arréte la, car ce dernier résultat est beaucoup plus siirement et rapidement
attribuable aux transferts volumiques des interactions vortex-vortex.
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Résumé

Il s’agit de déterminer I'influence d’une rotation solide sur la structure de la tur-
bulence homogene incompressible. Les résultats du modele spectral EDQNM étant
probants en turbulence purement isotrope, la discrétisation spatiale devient un fac-
teur limitant dans le cas anisotrope. Dans le cas ou le nombre de Rossby est faible,
un développement asymptotique en temps est possible. Le role joué par les sur-
faces résonantes étant dominant, le nouveau modele conduit a une équation intégro-
différentielle fermée pour I’énergie spectrale. Par un traitement numérique précis, un
code parallélisé donne des résultats quantitatifs. Il apparait que ’énergie se concentre
avec le temps vers le plan perpendiculaire au vecteur rotation. De plus, le spectre
intégré suit une loi de pente -3 dans la zone inertielle, sans que cela soit dii aux seuls
vecteurs d’ondes horizontaux. Il n’y a donc pas de vraie bidimensionnalisation, mais
les vecteurs proches du plan horizontal ont une dynamique spécifique.

Abstract

The objective of this work is the description of the influence of a solid-body ro-
tation on the structure of incompressible homogeneous turbulence. The results from
the EDQNM spectral model are accurate in purely isotropic turbulence, but the spa-
tial discretization becomes limitating in the anisotropic case. If the Rossby number
is small, an asymptotic development in time is possible. The role played by the re-
sonant surfaces being dominant, the new model leads to a closed integro-differential
equation for the spectral kinetic energy. By a precise numerical treatment, a paral-
lelized program gives quantitative results. The energy seems indeed to concentrate
with time towards the plane perpendicular to the rotation vector. Moreover, the
integrated spectra follows, in the inertial zone, a -3 slope law, resulting from the
whole range of vectors. Therefore , there is no true two-dimensional structure, but
the vectors that are close to the horizontal plane have a specific dynamical behavior.



