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Introduction






L’étude de phénomeénes physiques, économiques et biologiques conduit souvent & des situa-
tions markoviennes et donc & des modélisations par des diffusions markoviennes. Des outils
trés puissants ont été développés pour décrire ces modéles notamment le calcul Stochastique
de It6. Cependant plusieurs situations laissent entrevoir les limites de ces modéles. Les expé-
riences de Harold Edwin Hiirst (1880-1978) [73] sur le niveau du Nil ont mis en évidence un
phénomeéne non-stationnaire. Hiirst introduit la notion de dépendance a long terme et déve-
loppe des techniques de caractérisation. Mandelbrot et ses travaux en finance met, lui aussi, en
évidence la dépendance a long terme. Il propose en 1968 un modéle Gaussien & accroissements
a dépendance a long terme : le mouvement Brownien fractionnaire (déja défini dans les années
40 par Kolmogorov [80]) et en donne les principales propriétés [93]. Dés lors, de plus en plus de
domaines, désireux de s’affranchir de la propriété de Markov et de I’indépendance des accrois-
sements développent des modéles Browniens fractionnaires.

Les trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire présentent aussi beaucoup d’intérét en
imagerie de synthése et en imagerie médicale par leur caractére auto-similaire [92].

Les efforts pour faire du mouvement Brownien fractionnaire un modéle pratique & utiliser ont
été considérables durant ces derniéres années. Dans cette thése nous aborderons le mouvement
Brownien fractionnaire sous plusieurs angles : d’abord en temps que processus, puis en terme
de modéle en télécommunications. Ensuite, nous nous intéresserons aux processus de Volterra,

généralisation du mouvement Brownien fractionnaire, et définis par :

{B{‘ = /OtK(t,s)st : te[O,T]}

ol B est un mouvement Brownien standard. En nous inspirant des techniques utilisées pour
définir une notion d’intégrale anticipative pour ces processus, nous allons considérer des pro-
cessus de Poissons Filtrés, processus définis par la relation ci-dessus en remplagant le mou-
vement Brownien par un processus de Poisson marqué. Ces processus font ’objet d’un grand
intérét comme modéles dans des domaines trés variés comme en physique, en biologie (voir
[135, 96, 109] et leurs références). On peut aussi citer les applications en assurance [34] et en
finance voir [27, 123] pour un résumé des applications dans ce domaine. On peut citer aussi
les travaux de Kiithn [83] qui suggére de représenter ’évolution du prix de capitaux par le
processus {S; = exp(B; + N¢) : t € R} avec B un mouvement Brownien standard et N un
“shot-noise” (processus de Poisson Filtré de filtre K (¢, s) = k(t—s)). On peut également évoquer
les travaux de Benassi, Cohen, Istas [9] qui ont introduit un processus analogue en partant des
représentations harmonisable et moyenne mobile.
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0.1 Exposé de base sur le mouvement Brownien fraction-

naire

Le chapitre 1 recense les principales propriétés du mouvement Brownien fractionnaire. On
insiste dans le chapitre 2 sur différentes maniéres de faire le lien entre mouvement Brownien
fractionnaire et mouvement Brownien ordinaire en termes de représentations intégrales. Ces
représentations sont des propriétés clés car elles permettent, dans certains cas, de déduire du
mouvement Brownien ordinaire des propriétés sur son homologue fractionnaire. Le chapitre
3 est une présentation des travaux de Taqqu [129] et a pour objectif de mettre en évidence
le domaine d’attraction du mouvement Brownien fractionnaire, c’est & dire les conditions sous
lesquelles une suite de variables aléatoires convenablement normalisées converge vers un mou-

vement Brownien fractionnaire.

0.2 Modéle Brownien fractionnaire en Télécommunications

L’introduction du mouvement Brownien en télécommunications est motivée par les mesures
faites, principalement, par des chercheurs de Bellcore sur les transferts de données dans les ré-
seaux locaux (LAN). Ils ont mis en évidence la dépendance 4 long terme [11, 87] et le caractére
auto-similaire avec un parameétre d’auto-similarité proche de 0.8 [55, 60, 61, 90, 87, 101, 132,
130]. Coelho et Decreusefond [29], sur des données vidéo, arrivent & des conclusions analogues
avec un paramétre d’auto-similarité inférieur & 0.5. Ces mesures sont nombreuses, précises et
trés étendues dans le temps, elles sont donc trés fiables (voir [60, 90, 87, 88, 55] et leurs réfé-
rences). L’impact de ces propriétés sur le comportement de la file est trés loin d’étre négligeable
[100, 54, 88]. L’approximation markovienne classique n’est donc plus envisageable.

Le modéle le plus simple possédant ces propriétés est le modéle & entrée Brownienne frac-
tionnaire et & taux de service constant. Ce modéle a été introduit par Norros [101, 102] en 1994
et fait 'objet du chapitre 4. Sur un tel modéle, le plus intéressant est bien sir de connaitre
le comportement de la capacité de stockage et notamment le comportement de queue de sa
distribution ce qui revient & étudier le comportement asymptotique de :

u — P|sup (B —dt) >u (A)
teR+
Les premiéres pierres sont posées en 1994 par Norros [101] qui donne une borne inférieure de (A)
en utilisant principalement les caractéres auto-similaire et Gaussien. Duffield O’Connell [49] en
1995 utilisent des techniques de Grandes Déviations pour obtenir un équivalent logarithmique.
En 1995, Massoulie et Simonian [94] affinent 1’étude en donnant un encadrement de (A) et en
déduisent un équivalent logarithmique. Cette étude fait I’objet du chapitre 5. La démonstra-
tion donnée ici est différente de celle de Massoulie et Simonian puisque basée sur une référence
différente permettant une démonstration précise des deux bornes.

On peut noter aussi les travaux du physicien Narayan [97]. Dans cet article, il donne un
équivalent de (A) et estime les constantes par simulation numeérique. L’idée de Narayan est
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d’approximer le mouvement Brownien fractionnaire, via la représentation harmonisable et de
se placer dans le domaine de Fourier. Pour arriver & ses conclusions, il avance des arguments
géométriques en dimension finie. A. Simonian m’a transmis, & 'origine de cette thése les travaux
de Narayan afin d’affiner ses résultats et de revoir les démonstrations que Narayan lui-méme
considére comme incomplétes.

Dans Ventrefaite, Piterbarg et Hiissler [74] ont donné, en utilisant les outils des processus
Gaussiens un équivalent asymptotique de (A4) (le méme que Narayan) dans le cadre plus général
d’une dérive en t* avec b > H. Cette étude fait ’'objet du chapitre 6. La fin de ce chapitre est
consacrée & des considérations en horizon fini. La question est partiellement traitée par Duncan
et al.[52].

0.3 Mouvement Brownien fractionnaire et Temps d’arrét

Dans le chapitre 7, nous nous sommes intéressés au mouvement Brownien fractionnaire
arrété. Deux questions, sont & ’origine de ces travaux : puisque que le mouvement Brownien frac-
tionnaire n’est pas une martingale, quels sont les temps d’arréts T pour lesquels E [B¥] =07
et que devient le mouvement Brownien fractionnaire en échelle temps local ? Privé de la pro-
priété de Markov Fort, nous n’avons pas trouvé d’alternative pour répondre & ces questions.
Seule subsiste une présentation de I’existence et de la bicontinuité du temps local introduit par
Berman [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]. C’est le principal objet de cette troisiéme partie.

0.4 Calcul stochastique anticipatif relativement a des pro-

cessus fractionnaires

Les travaux de la quatriéme partie sont le fruit d’une collaboration avec Laurent Decreuse-
fond de ’ENST Paris. Etant donné que le mouvement Brownien fractionnaire apparait comme
un bon modéle dés que l'on veut s’affranchir de 'indépendance des accroissements, il est impor-
tant de construire une notion de calcul intégral relativement & ce processus. Malheureusement
ceci s’est avéré particuliérement difficile & cause du peu de propriétés classiques vérifiées par le
mouvement Brownien fractionnaire (pas & variation finie, pas de semi-martingale,...).

Dans le chapitre 8 nous ferons un rapide panorama des techniques envisagées. Nous insis-
terons sur le point de vue de Nualart et al [4, 32] qui a permis d’établir une formule de Tanaka
complétant ainsi I’étude du temps local. Nous nous attarderons ensuite sur un calcul stochas-
tique relatif aux processus de Volterra [39, 40] (le principe sera similaire pour les processus
de Poisson Filtrés). L’idée est d’introduire un opérateur K* et de définir l'intégrale stochas-
tique 58" par rapport au processus de Volterra de noyau K noté BX au moyen de I'intégrale

anticipative 62 relative au mouvement Brownien ordinaire par :
6" (w) = 65(K* ()

L’introduction d’une intégrale anticipative est motivée par le fait que K* est susceptible de

transformer un processus adapté en un processus anticipant.



La volonté d’introduire des sauts dans les modéles fractionnaires pousse & remplacer dans
I’équation ci-dessus le mouvement Brownien Standard par un processus de Poisson Marqué.
Pour définir une intégrale relative aux Processus de Poisson Filtrés, nous allons procéder comme
pour les Volterra & savoir construire, via un opérateur linéaire ’intégrale relative au processus &
partir d’une intégrale anticipative relative au processus sous -jacent : un mouvement Brownien
Standard dans le cas des processus de Volterra et un Processus de Poisson Marqué dans le cas
du Processus de Poisson Filtré.

Le chapitre 9 propose une intégrale anticipative relative au processus sous jacent : un pro-
cessus Poisson Marqué. La question de la construction d’une intégrale anticipative relative &
un processus de Poisson Marqué a fait ’objet de nombreuses publications. L’idée est de consi-
dérer ’intégrale comme ’opérateur adjoint d’un opérateur de dérivation. Citons I’approche de
Carlen-Pardoux [24] ou Popérateur de dérivation est défini par perturbations des instants de
saut pour des processus de Poisson standards, technique étendue par Privault [112], et P’ap-
proche de Nualart-Vives [107] ou l'opérateur de dérivation est défini & partir des intégrales
multiples en utilisant la décomposition chaotique. Toujours basés sur la décomposition chao-
tique, on peut évoquer les récents travaux sur les processus de Lévy de Di Nunno, @ksendal et
Proske [46], de Léon, Solé, Utzet et Vives [89], de Benth et Lokka [10] et de Qksendal et Proske
[108].

Ici, nous définissons 'intégrale anticipative comme adjoint d’un gradient stochastique construit
a partir de l'opérateur de dérivation introduit par Decreusefond [35].

Dans le chapitre 10, on introduit les processus de Poisson Filtrés et on en donne les prin-
cipales propriétés. Ensuite, on utilise 'intégrale définie au chapitre précédent pour définir une
intégrale relative au processus de Poisson Filtré. Le lien entre les intégrales est détaillé ainsi
qu’un résultat sur la continuité de Holder des trajectoires des processus intégrés. Enfin une for-
mule de It6 pour des fonctionnelles cylindriques est obtenue. Les chapitres 9 et 10 font ’objet
d’une publication en préparation [42] en collaboration avec L. Decreusefond.

Le chapitre 11 énonce un théoréme de type Girsanov pour le processus de Poisson Filtré.
On applique le théoréme pour proposer une réponse 4 un probléme d’estimation. Etant donné
un processus de Poisson Filtré perturbé par une dérive linéaire de coefficient 6, on propose un
estimateur et on prouve la consistance de ce dernier. Ce probléme a déja été étudié dans le cadre
Brownien fractionnaire [45, 78, 79]. Ce chapitre fait ’objet d’une publication en collaboration
avec L. Decreusefond [43] soumise & “Electronic Communications in Probability”.

Enfin le chapitre 12 propose un théoréme de convergence en loi. Il existe de nombreux ar-
ticles [110, 126] ou ’on montre que le mouvement Brownien fractionnaire est limite en loi d’une
suite de processus. Le résultat de ce chapitre est inspiré de Szabados [128] o une approximation
forte est obtenue par des moyennes mobiles d’une approximation forte du mouvement Brownien
Ordinaire. Ici, on garde le principe de la moyenne mobile mais on a seulement une convergence
faible puisque que ’on approxime le mouvement Brownien par une suite renormalisée de pro-
cessus de Poisson.

Plus précisément, le mouvement Brownien fractionnaire de Lévy de paramétre de Hiirst H €
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(0,1) est défini par la représentation en moyenne mobile suivante :

1 t
BHzi/ t—sH_1/2st : tE]R“‘}
{ ‘ T(H + 3) 0( )

ou B est un mouvement Brownien ordinaire. Puisque N* = {\/2(N} — Xs), s € Rt} ou N*
est un processus de Poisson d’intensité A converge faiblement vers B quand A tend vers 'infini,
il est naturel de se demander si

1 ¢ .
NHzi/ (t —s)A-1/2 N - t€R+}
{ ‘ T(H+3) Jo

converge vers BE au sens faible dans C([0,1],R). Deux situations sont & envisager : le cas
H > 1/2 ou le résultat peut s’établir en utilisant le critére de tension de Kolmogorov et le cas
H < 1/2 ou il faut envisager une autre technique. Ici, on traite les deux cas selon une méthode
unique et nouvelle.

Considérons la famille de processus indexée par A € RT :

! o . N7 N} —)s
X*:/Kt,sdzvg,»o} ot N} = =& = =572
{ ‘ 0 (i26) N VA VA

N? étant un Processus de Poisson d’intensité constante A. Les techniques usuelles de conver-
gence de martingales sont bien str inutilisables au premier abord puisque X* n’est pas une mar-
tingale. Cependant, si nous fixons une variable i.e., si 'on considére %{V “(r) = f(f K(r,s)dN™
pour r fixé, on obtient un processus qui est une martingale relativement a ¢ et X™ n’est rien
d’autre que .’f{v " (t). Nous allons transformer le probléme initial en un probléme de convergence
de martingales & valeurs Hilbertiennes et ensuite projeter le résultat pour obtenir la convergence
de X™. Un des problémes clé est de prouver que XN est une martingale continue dans un espace
de Hilbert convenable. C’est pour ce faire que nous utiliserons les résultats de radonification de
Badrikian et Ustiinel [8, 125]. Le résultat est alors le suivant : les lois des processus

¢
{th - / K(t,5)dN™, t € [0, 1]}
0
dans C([0,1]; R) convergent vers la loi de
¢
{Xt - / K(t,5)dB, t € 0, 1]}
0

Ce résultat fait objet d’une publication [41] en collaboration avec L. Decreusefond soumise au
"Journal of the Bernoulli Society for Mathematical Statistics and Probability".






Premiére partie

(Généralités






Introduction

Dans l'introduction, nous avons évoqué la limite des modéles classiques et I’émergence de
phénomeénes dit & dépendance & long terme et auto-similaire. Pour ces phénomeénes, le modéle
classique du mouvement Brownien est inadéquat et on voit, par conséquent, la monté en puis-

sance du mouvement Brownien fractionnaire, extension naturelle du mouvement Brownien.

Cette premiére partie se compose de trois chapitres. Le premier est consacré aux propriétés
de base du mouvement Brownien fractionnaire ainsi qu’a sa définition. Nous verrons que ce

processus est pauvre en propriétés classiques (semi-martingale, propriété de Markov,...).

Pour faciliter I’étude, on aura recours & des représentations du mouvement Brownien frac-
tionnaire comme intégrale d’un noyau déterministe relativement & un mouvement Brownien
Ordinaire. Ce théme ferra ’objet du deuxiéme chapitre.

Enfin, nous consacrerons un troisiéme chapitre & 1’étude du domaine d’attraction du mou-
vement Brownien fractionnaire c¢’est & dire aux conditions sur une suite de variables aléatoires
convenablement normalisées pour qu’elle converge en loi vers un mouvement Brownien frac-

tionnaire.

11
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Chapitre 1
Définitions et Propriétés

Ce premier chapitre recense, aprés ’avoir défini, les propriétés de base du mouvement Brow-
nien Fractionnaire : propriétés des trajectoires (auto-similarité, continuité, non-différentiabilité)
et des propriétés plus fondamentales (propriétés des accroissements, absence de propriété de
Markov, de Martingale).

1.1 Définition et existence

1.1.1 Définition du Mouvement Brownien Fractionnaire

Définition 1.1 Un Mouvement Brownien Fractionnaire de paramétre H € (0,1) est un pro-
cessus Gaussien réel centré noté {BF : t € R} défini sur un espace probabilisé (Q,F,P) et
vérifiant :

(i) BE =0 P-p.s.

(i) E[[BF)?] = |t Vi € R

(iii) BY a des accroissements stationnaires

Remarque 1.1 Le processus B2 est un Mouvement Brownien Standard.

On verra au paragraphe 1.2.1 que 'on est contraint, pour avoir de bonnes propriétés, a
considérer 0 < H < 1. Nous verrons également (propriété 1.3) les particularités des cas limites
H =0et H = 1. Pour ce qui est des trajectoires dans les cas intermédiaires on peut voir des
simulations dans ’annexe 13.3 page 186.

Définition 1.2 Le parameétre H est appelé le paramétre de Hurst.

Propriété 1.1 Le mouvement Brownien fractionnaire admet la fonction R de R? dans R
définie par
1
Ru(t,s) = §(|5|2H R [ )

comme fonction de covariance.

Démonstration :

Ona:

E[[B - B{'T'] =E[[B/']’] + E[[B;"] - 2E B/ B;']

13
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Et comme
BH _pH £ pH
t s = Tt—s
Finalement, on a :

1 .
E[B By'] = 5 (Is|*" + [t — |t — s|*")

1.1.2 Existence du Mouvement Brownien Fractionnaire

Définition 1.8 Une fonction c: R?2 — R est semi-définie et positive si pour tout (s1,...,5m) €
R™ et tout (uy,...,um) € R™ on a :

m m

ZZC(Si,Sj)Ui uj >0 (1.1)

i=1 j=1

Théoréme 1.1 e Soitm :R = Retc : R2 = R symétrique et semi-définie positive alors
il existe un processus Gaussien réel unique a une équivalence prés de moyenne m et de
fonction de covariance c.

o Deuzx processus Gaussiens réels de méme moyenne et de méme fonction de covariance
sont équivalents.

o Deuzx processus Gaussiens réels de méme moyenne et de méme fonction de covariance a
trajectoires P-p.s. continue a droite sont indistinguables.

Ce théoréme découle du théoréme d’extension de Kolmogorov (théoréme 1 page 244 de
Shiryaev [127]) et du fait qu’'un vecteur Gaussien est entiérement défini par sa moyenne et sa
matrice de covariance (voir Shiryaev [127] page 304).

Propriété 1.2 La fonction Ry est symétrique, semi définie positive et continue.

Démonstration :

La continuité et la symétrie sont immédiates & démontrer.

Soient (81, -..,8m) € R™ et (u1, ..., u,) € R™ il s’agit de montrer (1.1). Pour cela nous allons
utiliser le fait que la fonction s — ¢(s) = exp(—c|s|*?) est la fonction caractéristique d’une

variable aléatoire SaS sous-Gaussienne (Proposition 2.5.5 de Samorodnitsky-Taqqu [124]). De
ce fait c’est une fonction semi-définie positive en s et donc :

m m
4 Z Z
v(uiaujasiasj) eR ) d)(sz _Sj)u‘iuj 2 0 (12)
i=0 j=0
Pour cela, considérons une masse & lorigine (so) égale & ug = — ZZ’;I u;, on a alors :

1) = =D > Isi — 5" uiu, (1.3)

i .

m m
=0 j=0
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En effet, on a :
m m m m
SO sl uiuy = D [siMui Y uy
i=1 j=1 i=1 j=1
m
= — Z |8i|2HUi’LL0
i=1

m
= Isi — so[*uiuo
i=0

De méme on a :
m m m
Z Z 2H Z 2H
|Sj| Ui u; = — |Sz' — 80| U;UQ
i=1 j=1 7=0
ce qui montre (1.3). Considérons ¢ > 0 suffisamment petit, comme ;" Z;n:o u;u; = 0,on
a:

m m m m
Z Zexp(—dsi — ;) u;u; Z Z exp(—clsi — s;*7) — 1) u; u;

=0 j=0 =0 j=0
m m

= ZZ si— 8P ujuj + Cgo(c)
=0 j=0

Le résultat est démontré en utilisant (1.2).

1.2 Principales propriétés des trajectoires du processus

1.2.1 Awuto-similarité

Définition 1.4 Un processus {X; :t € R} est dit auto-similaire d’ordre 8 > 0 s’il existe 8 > 0
tel que, pour tout o > 0, les processus :

{Xat : teR} et {a?.X; : teR}
aient méme loi.

Théoréme 1.2 Le Mouvement Brownien Fractionnaire {Bffl :t € R} de paramétre H est

auto-similaire d’ordre H.

Démonstration :
Fixons @ > 0. Il est évident que {BZ :t € R} et {o!BH : t € R} sont deux processus
Gaussiens centrés. I1 suffit donc de montrer qu’ils ont la méme fonction de covariance.

E[Bg; Bg,] = 5 (las|™™ + |at]* —|at — as|*)

QM (|sf + |t2H — [t - s[2M)

NP N DN ~N =

o*"E [ B BH]

= o (IsPH 4 14 — [t 5H)
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|

La propriété suivante montre que parmi les processus Gaussiens, les caractéres accroisse-
ments stationnaires et auto-similarité sont caractéristiques du mouvement Brownien fraction-
naire. Elle fournit également la description des “cas limites” H =0 et H = 1.

Propriété 1.3 Soit {X; : t € R} un processus non-dégénéré auto-similaire d’ordre H, a
accroissements stationnaires et a variance finie. Alors :
e Xog =0 P-p.s.
e 0<HKI1
o Pour toutt € R et s € R,
Var(Xy)

Cov(Xy, X;) = ———={tf" + [s*" — [t—s[*"}

Pour tout t € R, pour tout 0 < H < 1,

E[X,] = 0

Pour toutt € R, pour H =1, X; = tX; P-p.s.

Si de plus X est Gaussien alors il est indistinguable d’un mouvement Brownien fraction-

naoire.

Démonstration :

e Pour tout a >0on a:

[

X (a.0)
(@™ —1)X(0)

a? X (0)

[

Donc X(0) =0 P-ps.
e Par stationnarité on a pour tout s > 0 et tout ¢t > s :

E[X,.X,] = 3 [E[X7] + E[X]] - E[(X; - X,)7]]

N =N =

[E[X7] + E[X]] - E[X7,]]

Par auto-similarité on a alors :
E[X,.X] = 5 [P"E[X}] + #7E[X}] ~ (¢ - 5)*"E[X]]

= S Rult,s)E[X7]

e Soient s > 0, t; > 0 et t5 > 0. Par Minkowski on a :

M=
M=

1

<E [[Xs+t1+t2 - X8+t1]2] *+E [[X3+t1 - X8]2]

<E[X2]* +E[x}]?

E[X7]
2

E [[Xs+t1+t2 - X3]2]
E [Xt21+t2:|
E[X7]

=

[t + 2] < [t +t17]

Par conséquent on a H < 1. De plus, la variance finie implique H > 0.
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e Soit 0 < H<1,0ona:
E[X;] =E[X, - X;] = (27 - DE[X]]

Par conséquent, on a E[X;] = 0 par auto-similarité il en est de méme pour tout ¢ > 0 et
comme E[X_;] = E[X1_2] = E[X1] — E[X>] = 0 le résultat est vrai, par auto-similariteé,
pour tout t € R.
e Soient t >0 et s >0 comme H=1,0na:
E[X:X,] = E[X]] t.s
E[X; —tX:] = =E[X}] - 24 E[X,X;] + ’E [ X]]
E[X; —tX:] = (£ -2t +*)E[X]]
=0

Donc X; = tX; P-p.s. pour tout ¢ par continuité des trajectoires on en conclue que pour
tout ¢, X; = tX; P-p.s.

e On applique le théoréme 1.1, ce sont deux processus Gaussiens centrés ayant la méme
fonction de covariance ils sont donc indistinguables.

1.2.2 Continuité de Holder

Théoréme 1.3 Tout Mouvement Brownien Fractionnaire admet une modification dont les tra-
jectoires ont une continuité de Holder d’ordre v < H sur tout intervalle [0, p] avec p > 0.

Démonstration :
Il suffit de montrer que, pour tout a > 0 il existe une constante C, telle que, pour tout
(s,t) €[0,p]? :

E[|Bf — BH|%] < Calt — s|*¥ (1.4)

En effet, la condition (1.4) assure, par le théoréme de régularité de Kolmogorov (Revuz et Yor

[116] théoréme 2.1 page 25) que {Bf : t € [0,p]} admet une modification dont les trajectoires

aH-—1
o

sont Holder continues d’ordre y € [0, [ pour tout @ > 0 ce qui montre le résultat. La

condition (1.4) découle de la stationnarité des accroissements et de ’auto-similarité :
E[|B - B|"] =E[|B,|]
= [t — 5| E[|B{'|"]
d’ott le résultat avec Co = E[|BH|%] < +o0.
<

Remarque 1.2 Dans la suite, on ne considérera que des versions continues du mouvement
Brownien fractionnaire.

Une application de la loi du logarithme itéré prouvée dans l’article de Arcones [7] permet
d’obtenir la relation suivante :

BH
P | Limsup E

usot  ut/loglog(u—1)

Ce qui démontre le résultat suivant :

=1 =1
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Théoréme 1.4 Les trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire n'ont P — p.s. pas de
continuité de Holder d’ordre supérieur a H sur tout intervalle borné.

1.2.3 Non-Différentiabilité

Théoréme 1.5 Soit tg € R.
Les trajectoires du mouvement Brownien Fractionnaire sont P — p.s. non différentiable en tg.

Démonstration :

H H
t_Bt

t—to

On veut montrer que Vtp € R, P [Iim SUP;_yy, = +oo] =1
On se raméne au cas to = 0 grace a la stationnarité.

H
On va donc étudier le comportement de ‘BTt‘ quand t tend vers tg

En fait on va démontrer la non-différentiabilité & droite :
H
‘BTt > M] avec M > 0.

On pose : A(t) = [ sup
0<s<t

B

P[A(t)]zw[ t

o]

v

tH
P [T|Bf{ | >M ] par auto-similarité
>P[|Bf| > M.t ~H] o P [1Bff| > 0]
—

Ainsi on a VM, P[A(t)] — 1

t—0t

D’otul le théoréme.

1.2.4 La variation d’ordre p

Théoréme 1.6 Considérons la variation d’ordre p du mouvement Brownien fractionnaire dé-

fini par :
Vp = P—lim Vy,

n—o0
avec
gn
Vap = 3 [BH(G27™) = BE((j — )27
j=1
Alors on a :
0 st pH > 1,
Vp =( 400 sipH < 1,

E[|BEP] sipH=1.
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Démonstration :
Soit p € RT*, considérons les suites de variables aléatoires suivantes :

on
Yop = 27"PHH 3 IBHG27) - BH(( - 127 : neN
j=1

et

.
Yop = 27" Y B -BH([i-1)P : neN
j=1

L

L’auto-similarité assure que B¥ (5.2~ ") = 27" BH(}). Par conséquent, il est clair que pour

tout n € N*, Yy, £ Y, ,. Il suffit maintenant de remarquer que la suite {BH(j) — BH(j —
1) : j € Z} est stationnaire et ergodique (comme toute suite issue d’un processus Gaussien a

mesure spectrale continue (voir Cornfeld et al. [30, théoréme 14.2.1])). Comme on a
E[?n’p] = E[|Bf!|] := ¢, g pour tout n € N* (1.5)

le théoréme ergodique nous dit que 'on a :

~ 1 ~ ~

5. L
Yop = cpH et Voo 23 cpm donc  Y,, = cpH (1.6)

Pour démontrer (1.5), il suffit d’évoquer la stationnarité :

E[Vas| = 27" 3 E[|B7() - B"( - 1)P]

=27 ) E[|BY(1)]"]

=1

= 27" 2" E[|BH(1)[7]

L L
On a (1.6) et comme Y, , = Y, , onadoncY,, = c¢pmg comme ¢, est une constante
) - S P _ _ P o
déterministe, ceci implique que Y,,, — ¢, g. Donc [27?PH-LV, = = ¢, g ce qui démontre
le résultat.

|

Corollaire 1.1 Le mouvement Brownien fractionnaire est P-p.s. & variations non bornées sur

tout compact de R.

Démonstration :

Par auto-similarité et par stationnarité des accroissements, il suffit de considérer le compact
[0,1]. En considérant la subdivision particuliére de [0,1] : {0,27",...,5.27™,...,1}, pour avoir
la propriété de variation bornée (par b) il faut que V;, 1 = b P-p.s. avec b < 0o. Or ce n’est pas
possible car le théoréme 1.6 nous fournit une sous-suite qui tend presque stirement vers ’infini
(p=1,H <1).
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1.3 Principales propriétés du processus

1.3.1 Les accroissements du mouvement Brownien fractionnaire

On rappelle que les accroissements du mouvement Brownien fractionnaire sont stationnaires,

que P’on considére des versions continues de ce dernier et que H € (0,1).

Définition 1.5 Etant donné un processus stochastique stationnaire {X: : t €R}, la suite
{r(n) = E[Xn4+sXs] : n € N*} ne dépend pas de s. On dit alors que X est a dépendance

long terme si

Z r(n) = 4oo

neN*
Propriété 1.4 Les accroissements de BH sont a dépendance a long terme si et seulement si
H> 3.
Démonstration :
Pour tout n € N* on a:

r(n) = E[B(Bny, — By)]

= % [(n+1)27 — 2" 4 (n — 1)%H] (1.7)
= 2H(2H — 1)n?H-2 4 o (n?H2) (1.8)

Par (1.8), on voit que r(n) est le terme général d’une série divergente si et seulement si
2H — 2 > —1 c’est & dire si et seulement si H > 1.

|

Propriété 1.5 Les accroissements du mouvement Brownien fractionnaire sont positivement
1
2
indépendants si H = 1.

corrélés st = < H < 1, négativement corrélés st 0 < H < % (on parle d’anti-persistance) et

Démonstration :

A partir de (1.7) on voit que, si H = £, r(n) = 0 pour tout n € N* et donc les accroissements
sont indépendants. D’autre part, par (1.8) on voit aussi, au moins pour n grand que r(n) < 0
des que 2H(2H — 1) < 0 c’est a dire H < % Le caractére anti-persistant peut également étre
mis en évidence par le graphique 1.1 21 qui représente 7(n) en fonction de n et H.

|

1.3.2 Un processus non-Markovien

Théoréme 1.7 (Revuz et Yor [116] page 81) Soit {X; : t € R} un processus Gaussien
centré. Si X est un processus de Markov, alors ¥V s <t < u avec T'(t,t) > 0,

D(s,u)T(t,t) = T (s, t)T'(¢,u) (1.9)

o4 T' est la fonction de covariance de X. De plus, si '(t,t) = 0 alors {X; : s < t} et
{Xs : s>t} sont indépendants.

Corollaire 1.2 Soit 0 < H <1 et H # %
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F1G. 1.1 — Représentation graphique de (H,n) — r(n)

1. Le Mouvement Brownien Fractionnaire {Bf : t € R} n’est pas Markovien.

2. Le Mouvement Brownien Fractionnaire {BH : t € Rt} n’est pas Markovien.

Démonstration :

e Sl était Markovien, comme on a Ry (0,0) = 0, les processus {BZ : t € Rt} et
{BE : t € R~} seraient indépendants, ce qui est absurde.

e S’il était Markovien, sa fonction de covariance vérifierait (1.9) et en particulier, comme
1 <2< 3, on aurait :

RH(]-a 3)RH(25 2) = RH(17 2)RH(25 3)
%(1 + 32H _ 92H) 92H _ %(1 +22H _ 1).%(22H + 327 1)

3+32H _392H =

Aprés ’étude de la fonction H — 3 + 32H — 3.227  on voit que cette fonction ne s’annule
que pour H = 1 et pour H = 1 (cas exclu par définition). Le seul cas possible (H = 3)

correspond & celui du mouvement Brownien ordinaire qui est Markovien.

1.3.3 Variation quadratique et semi-martingale

Définition 1.6 Un processus X est a variation quadratique finie s’il existe un processus noté
< X > tel que, pour tout t et toute suite de subdivisions A, de [0,t] telle que le pas |Ap| — 0
on ait :

P—lim Y (X, — X)) =< X >

n—oo
(titit1)EAR
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Théoréme 1.8 Soit {BH, t € R} un mouvement Brownien fractionnaire de paramétre H. On

a:
<Bf >, =0, VteR pourH>%
<Bz>; =t VteR
<B? >, =400, VteR pour H < —

Démonstration :

Soit t € R que 'on suppose strictement positif pour fixer les idées.
Soit {A,, : 0=tg <t1 <---<t, =1, n €N} une suite de subdivisions de [0, ¢] dont le pas
|Ap| tend vers 0.

c 14 An n—1 H
Considérons Ty = 37,7 (By, .,

— BH)2
ler cas : H > %

A
Nous allons donc montrer la convergence dans L' de T~ vers 0.

Par stationnarité des accroissements, on a :
n—1
An| _ H H\2
E [Tt ] =S E [(Btw — BH)
k=0

n—1
= Z lters — e
k=0

n—1
< Z lthsr — talltrn — te 7"
k=0
n—1
<IARPTTEY T [trs — tal
k=0
< AP
2H-1

Comme 2H — 1 > 0, on a donc limy,_,o |Ay| t = 0 et le résultat en découle.
2¢éme cas : H < %
Montrons la divergence de T/ vers Vinfini.

Appelons A Pensemble des subdivisions de [0,¢] dont le pas tend vers 0 et considérons :

n—1

Z H Hy2
(Bt)c+1 - Btk)
k=0

E=sup E
A

Ceci est donc minoré par la subdivision 7; = 2’—2 on a donc :

n—1
E>E|Y (BF - BHTl._l)?]
=0
" 2H
> @@+ 1) —
> @ +1)(5;)
1 1
2H
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Comme on a 2H —1 < 0et 2H >0, on a donc :

lim 00 et lim 0

n—oo 2M(2H-1) = n—oo 2(2nH) =

Ce qui conduit au résultat escompté.

Comme corollaire on a le résultat suivant :

Théoréme 1.9 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semi-martingale relative-
ment 4 sa filtration naturelle.

Démonstration :
Supposons que ce soit une semi-martingale.
Elle est donc continue et nulle en 0. BF gécrit donc, de maniére unique, sous la forme BH =
M +V ou M est une martingale locale continue, nulle en 0 et V un processus continu & variation
finie nul en 0.
ler cas : H > %
Ona< M >=<Bf >=0 VteR
Donc en vertu de la décomposition de Doob-Meyer, M2— < M > est une martingale locale
continue nulle en 0, c’est & dire qu’il existe une suite {T,, : n € N} croissante de temps d’arrét
telle que

lim 7,, = +00 P —p.s.

n—oo

et
vn, Vt, E[M}\; | =E[Mj\ ] =0.
Vn, Vi, MfATn =0 P—p.s.
Comme T;, tend en croissant vers +o0 P-p.s.,on a :

Vt, M? =0 P—p.s.

Donc M? est indistinguable du processus nul.

Finalement, Vt B =V; P—p.s. et donc B¥ est P—p.s. a variation quadratique finie... Absurde.
2¢éme cas : H < %

La variation quadratique de M ne serait définie qu’en 0 ce qui contredit ’hypothése de conti-

nuité... Absurde.

|

La conséquence directe de ce théoréme est 'impossibilité de définir directement une intégrale

de type It6 pour le mouvement Brownien fractionnaire.

Propriété et Définition 1.1 (Féllmer [59]) On appelle processus de Dirichlet X un proces-

sus qui se décompose de la maniére suivante :
X =MH4+ A

avec M une martingale de carré intégrable et A un processus a variation quadratique nulle.

Propriété 1.6 Le mouvement Brownien fractionnaire de paramétre H > % est un processus
de Dirichlet.
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Chapitre 2

Quelques représentations du

mouvement Brownien fractionnaire

On se propose maintenant de montrer ’existence de représentations intégrales par rapport &
un mouvement Brownien ordinaire ou & une mesure Gaussienne du mouvement Brownien frac-
tionnaire. Ces représentations sont centrales dans I’étude du mouvement Brownien fractionnaire
car elles font le lien entre le mouvement Brownien ordinaire riche en propriétés (accroissements
indépendants, intégrale de Itd, de Skohorod,...) et le mouvement Brownien fractionnaire beau-
coup plus pauvre.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons 4 la notion de mesure aléatoire Gaussienne
puis nous présenterons trois représentations : la présentation moyenne mobile [93], la représen-
tation harmonisable [124] qui nous servira dans I’étude du temps local de la partie III et enfin
la représentation Lévy-Hida [45] qui sera a la base de 'étude de la partie IV.

Dans ce chapitre on se place dans un espace (12, §, P) sur lequel vit un mouvement Brownien
Ordinaire.

2.1 Préliminaires : mesures aléatoires Gaussiennes

Cette présentation est issue de Samorodnitsky and Taqqu [124] pages 118 et 325.

2.1.1 Mesure aléatoire Gaussienne réelle

Définition 2.1 Considérons & = {A € B(R") : A(A) < oo} ou X désigne la mesure de
Lebesgue. Une mesure aléatoire Gaussienne de mesure de controle \ est une fonction o-additive :

M : & — £2(Q)
telle que :

25



26 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS DU MBF

M(A) ~N(0, A(4))
o Pour tout k € N*, si Ay, ..., A sont des boréliens disjoints de & alors M (A1), ..., M (Ag)
sont indépendantes.

On peut alors introduire une notion d’intégrale (voir [124] chapitre 3.4 et 3.5 pour plus de
détails) :
Propriété 2.1 Pour tout f tel que :

FAHMdt) < oo
R+

on peut définir [, f(t)M(dt) et on a en plus de la linéarité,

/R FOM(dE) ~ N(O, f2(t))\(dt))

R+

2.1.2 Mesure aléatoire Gaussienne complexe

Définition 2.2 On dit que M est une mesure aléatoire compleze si l'on peut écrire M =
My + iMy avec My et Mo deux mesures Gaussiennes réelles indépendantes définies sur RT et
de mesure de controle \/2 et telles que :

My(A) = My (—A)
M>(A) = —M>(—A)

pour tout ensemble Borélien A.

L’objectif est de poser des hypothéses sur 'intégrant f de sorte que, sous ces hypothéses
fj;o F(O)M(dC) soient & valeurs réelles.

Hypothése 2.1 Considérons f = fO +if® telle que :

fO) =F=0

+o0 . +o0 .
| URQd < s et [P < o

Pour de telles fonctions, on peut définir [ f (C)M (d¢) par :

oo _ 0 R _ 0o _
[ FO N dg) / F(ON Q) + / FA(OM(dc)

| @ = i) a0) - i)
+ [P +if DM A0 + M)
([ 1000 - [ OO 0)
= [ om0 - [ ro0mo.
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Qui est bien & valeurs réelles.

Propriété 2.2 Considérons {f; : t € RT } une famille de fonctions réelles de la variable réelle
telles que, pour tout t € Rt on ait :

+o0
| 1©Pdc < o

Alors sa transformée de Fourier f vérifie Uhypothése 2.1.

Démonstration :
Conséquence des propriétés de la transformée de Fourier d’une fonction a valeurs réelles et de
I’égalité de Parseval.

Le résultat essentiel est le suivant :

Propriété 2.3 Considérons une famille de fonctions réelles de la variable réelle {f; : t € RT}

satisfaisant les hypothéses de la propriété précédente. Alors on a pour tout (t1,t2) € (Rt)?2

E [ / Z fu©ao) [ O; fiz(oﬁ(do] -/ Z fou (&) fon ()i

Et par conséquent :

{/ file dx):teR}é{/ G (d():te]R} 2.1)

Démonstration :

B|([ o)’

4{/[0) dC/ (7 (c }

r 2
2 /0 F(QPdC

/ GRS
/ fia

ol la derniére égalité n’est autre que l'identité de Parseval. La seconde partie de la propriété

en découle par polarisation.

Pour démontrer le second point, il suffit d’appliquer le théoréme 1.1 en précisant que chacun
des membres de ’égalité en loi sont des processus Gaussiens centrés et qu’ils ont la méme
fonction de covariance. Ils sont donc indistinguables.
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2.2 Représentation Moyenne Mobile

Théoréme 2.1 Soit 0 < H < 1, M une mesure aléatoire Gaussienne de mesure de controle la
mesure de Lebesque et B un mouvement Brownien Ordinaire.

Les processus définis par :

{ﬁ /°° [[(t - s)+]H—% — [(_3)+]H—%] M(ds) : te R+} (2.2)

—0Q

: 0 —5)T3 — (—5)f—3 ‘ _ ) H-3 . +
{CI(H)/_ [(t - s) (—s)"72]dB;s + /O(t s)""2dB, : teR } (2.3)

avec

Ci(H) = \/ / Z (12 + )15 — (=), 11-4] s

sont des mouwvements browniens fractionnaires d’indice H.

Bien que formellement équivalents (en considérant M (ds) = dB;) ces deux processus ne sont
pas définis de la méme fagon. L'intégrale définissant (2.2) (issue de Samorodnitsky et Taqqu
[124]) est & comprendre au sens introduit au paragraphe précédent alors que 'intégrale (2.3)
(issue de Mandelbrot et Van Ness [93]) est & comprendre au sens “w par w” par des intégrales
fractionnaires au sens de Weyl voir [137] chapitre 12.

Démonstration :

L’existence des intégrales sont montrées dans [124] pour (2.2) et dans [93] pour (2.3).

Les processus définis par (2.3) et (2.2) sont Gaussiens et centrés. Il suffit donc en vertu du
théoréme 1.1 de montrer qu’ils ont Ry comme fonction de covariance.

Soient (s,t) € (Rt)?, on a:

B - B = CIEH) /_O:o [[(t —u) )7 (s — u)_’_]H—%] M (du)
(Bt - BIF) = gy [ 6= onl 2~ -

On effectue le changement de variable u = |t — s|v + s on obtient :

BB - BP) = G [ (0= sl = )7 = [l = sf0) 4] e = slao

—0o0

e Ll B (CRU B COR e I

= |t—s/*#

Ce qui est suffisant pour montrer le résultat par polarisation.

2.3 Représentation Harmonisable

Théoréme 2.2 Soit 0 < H < 1, M une mesure aléatoire Gaussienne compleze de mesure de
controle % Le processus défini par :

1 0 it 1
{Xt = G /_oo jepia M e t€R+} @4




2.3. REPRESENTATION HARMONISABLE 29

avec

_ |T(2—2H)cos(nH)
Co(H) = \/ TH(1 - 2H)

est un mouvement brownien fractionnaire d’indice H.

Démonstration :
Moralement, cette représentation est fournie par la relation (2.1) de la propriété 2.3 dans le

sens ou 1’on peut voir
o et —1

7 Gl i

comme la transformée de Fourier de :
1 H-1 H-1
= —([(t—= 2 —[(—x 2
g (=077 — ()] )

Bien que cette idée soit tout & fait justifiable, il est bien plus facile de montrer que le processus
défini par 2.4 est & accroissements stationnaires et auto-similaire. Ceci est suffisant en vertu de
la propriété 1.3.

Soient se R, te Ret a>0,0n a:

_ _ 1 % icat 1y _ (Jicas _ |C|_H+%"’
Kot = Xow = gy | (€0 =1) = (e ) K= Fiag
— = EH) /OO ei{as(eiga(t—s) _ 1)|C|EIZ+§M(dC)
2 —0o0
1 . ’ 2 d
(X = Xaul'] = gy [ [t —p[ it
1 Rl 2 d
_ =0 /700 ez(a(tfs)_l‘ |C|72H71§

On posen=al et 'on a :

E[0X - Xl = i

o QH/°°
—oem®t ).

= E[[e" X _4)]’]

a T —

ein(t—s) _ 1‘2 |C|_2H_1052H+1 -1 ;h?
Y3

ein(t=s) _ 1‘2 |C|—2H—1;l_77
T

En prenant @ = 1 on montre donc que X; — X et X;_, sont deux variables aléatoires Gaus-
siennes centrées de méme variance, donc la stationnarité des accroissements. Pour a > 0 on
montre par polarisation que {X,¢ : t € R} et {a® X; : t € R} sont deux processus Gaussiens
centrés de méme fonction de covariances. Par le théoréme 1.1 ils sont indistinguables.

Il reste & montrer que :

2

1 ® | e —1 d¢
E[(BF)?] = / - —
B = e | QP 2
11 est connu [53, relation 319(15)] que 'on a :
o (p)cos(5)
p1 s 2 _ 2
/0 zt tsin®(ax)dx = it ign



30 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS DU MBF

dés que a > 0 et que —2 < Re(u) < 0. Or,

/. :

o0 d
B = 2 I os(0) — 02+ sin(O)
ol d
- 8/0 |§|‘2H—1sm2(g)%
8 I'(—2H)cos(—7H)
g ()7

ei¢ —1 |

Oron a:
—2HT(-2H) = I'(1-2H) = 1—2HF(2_2H)
donc ' )
/°° e —1 d¢ _ 8 I'(2—2H)cos(mH)
Lo |ECICIHEY2| 2 2 22H (1 - 2H)

D’ot le résultat.

2.4 Représentation Lévy-Hida [45]

Dans ce paragraphe, on considére un mouvement Brownien fractionnaire sur un horizon fini
([0, 1] par exemple).

2.4.1 Enoncé du théoréme

Théoréme 2.3 Le processus défini par :

avec KH est un noyau déterministe o définir est indistinguable d’un mouvement Brownien
fractionnaire.

2.4.2 Le noyau K

Certaines notations relatives au calcul fractionnaire déterministe sont consignées dans ’an-
nexe 13.2 page 185.

Définition 2.3 On considére la fonction hypergéométrique de Gauss F(a,b,c, z) définie pour
tout a, tout b, tout z tel que |z| < 1 et tout c € Z — N* par :

+oc
F(a,b,c,2) = Z Mzk

=0 (C k k!
avec (a) le symbole de Pochhammer :
(@) =1
IFla+k
(@) = ( )
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On définit dans un premier temps pour tout H € (0, 1) l'opérateur suivant :

1 ¢ 1 11 1 t

KH . f 5 —— t—s) 2 F|H— -, - —HH+_-,1—- d 2.5

e AR LSS AP RE FOT D
On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.4 1. KH est un isomorphisme de L£%(]0,1]) dans I(]Ii+%(£2([0, 1])).

2. K" est un opérateur de Hilbert-Schmidt, on notera encore K son noyau qui s’écrit :

11 1 t
K% . (t t—s)~2*F|H-> - —HH+-,1—- 2.
(t,5) — ()" sy HH+ 51—+ (26)
3. En termes d’opérateurs on a :
RH — 02(H)—2KH[KH]*
ce qui s’écrit en termes de noyoux :
1
R¥(t,s) = Co(H) > / K7t u) K (s,u)du  V(s,t) € R 2.7)
0
Démonstration :
e [121] page 187.
e Découle de la définition de K comme opérateur & noyau.
o [45] lemme 3.1 page 182.
<

Remarque 2.1 L’introduction de la constante C3(H) en dehors du noyau permet de définir ce
dernier exactement de la méme maniére que Samko, Kilbas et Marichev dans [121].

Propriété 2.4 (Decreusefond-Ustiinel [45] page 183) Pour tout 0 < H < 1 et pour tout
(s,t) €[0,1)% on peut écrire :

H

Kf(t,s) = s~H-31(t — )72 LH (1 5)

avec L une fonction continue sur [0,1] x [0,1]

Remarque 2.2 Cette propriété est essentielle car elle illustre le fait que, plus H est proche
de 1, plus la singularité du noyau K™ est importante (voir figure 2.1) alors que lopérateur
associé lui est de plus en plus régulier, ce qui est en accord avec les trajectoires du mouvement
Brownien fractionnaire (des simulations de trajectoires sont présentées dans l'annexe 13.3 page
186). Cette remarque nous pousse a travailler plutdt avec des opérateurs qu’avec leurs noyaux.
C’est cette remarque qui dirigera toute l’étude faite a la partie IV.

2.4.3 Démonstration du théoréme 2.3

Démonstration :
En conséquence du 3/ du théoréme 2.4, nous avons deux processus Gaussiens centrés qui ont

la méme fonction de covariance ; ils sont donc indistinguables en vertu du théoréme 1.1.

|
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F1G. 2.1 — Représentations graphiques de K (1,.) et L (1,.) (continue sur [0,1]) pour H = 0.2
a gauche et H = 0.8 & droite.



Chapitre 3

A propos du domaine d’attraction
du mouvement Brownien

fractionnaire

On désigne par X = {X; : 7 € N*} une suite stationnaire de variables aléatoires Gaussiennes
centrées réduites. L’objet de cette étude est le comportement limite - au sens de la convergence
faible dans D([0, 1]) - espace des fonctions de [0, 1] dans R cadlag - du processus a valeurs réelles
défini pour tout n € N* par :

[nt]
Zt)= 13 G(X) : t€0,1]
" =1

ot G est une fonction de R dans R telle que E[G(X;)] = 0 et E[[G(X;:)?]] < oo et (dn)nen
une suite de réels non nuls.
Nous allons voir les hypothéses que doit vérifier G, la suite X et les coefficients de normalisation

(dn)nen+ pour que ce processus converge faiblement vers un mouvement Brownien fractionnaire.

On peut citer le cas particulier bien connu, le théoréme de Donsker :

Théoréme 3.1 (Revuz et Yor [116] page 485) Dans le cas ou les variables G(X;) sont
indépendantes, alors avec d,, = \/n on a une convergence faible de (Z,,)nen+ vers un mouvement

Brownien ordinaire.

3.1 Préliminaires : Un lemme de tension

Pour avoir une convergence faible dans D([0, 1]) il suffit d’avoir la convergence fini-dimensionnelle

D . . s .
(J) et une suite tendue. Le lemme suivant nous donne une caractérisation de la tension.

Définition 3.1 On dit qu’une fonction L de R dans R est & variations lentes & linfini si
L(bn) ~ L(n) ¥6>0
n—o0

On notera H ensemble de ces fonctions.

33
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Lemme 3.1 Considérons une suite (Z,)nen+ de processus de D([0,1]) définie pour tout n € N*

par :

Stn
Zn(t) = [nf] vt € [0,1] avec d>  ~ n*"L(n)

n— o0

IS

n

avec0 < H<1,LeHetS, =73, X;ou X estune suite stationnaire de variables aléatoires

centrées de variances finies vérifiant :

E[S}]= O (n*L(n)) (3.1)
a a 1
E[IS.] = O (B[IS.]") Va> o (3.2
Cette suite est tendue dans D([0,1]).
Démonstration :
Soient0§t1§t§t2§1eta>ﬁ.
Posons

In(at1,t,t2) = E[[Zn(t2) — Zn(8)[*Zn(t) — Zn(t1)["]

En vertu du théoréme de Schwartz , on a :

N[

1 1
Tn(astr,t,2) < oo (B[IStnta) = Siol**]* B [[Stan) = Siuea**]

et de la stationnarité de X et donc de S :

1
Jn(a,t1,t,t2) < Pa (]E [1Snta] e **]

)

1 ool
" E[|Sni—n]?)
Posons ay, (ta,t) = M%M et U(z) = 2?7 L3 (2).

En vertu des hypothéses (3.1) et (3.2) on a :

Il existe une constante K; et un entier Ny tel que Vn > Ny,

U(n.ap(ta,t)) Un.ay(t, t1))
ds, ds,

Jn(a: tluta t2) S Kl-

D’autre part, comme on a d?2 ~ n?HL(n), on al'existence d’une constante K> et d’un entier
n— 00
Ny > N tels que Vn > Ny

U(n.ap(ta2,t)) Un.a,(t, t1))
U(n) U(n)

Comme Ha > 0 et comme U est bornée sur les intervalles finis, on a :

. U(n.ap(tz,t))
A Kooy

Jn(aa tl;ty t2) S K2-

= (t, — t)°

Uniformément pour 0 < a, < 1 (voir de Haan [66] p.21).
Finalement, on a ’existence d’un entier N3 > N> et une constante C' > 0 telle que :

Jnla, ty, tts) < C?0H (ty — t)oH (t — ¢;)2H
< (Cty — Cty)?eH

Comme aH > } (a > 35), en vertu des théorémes 15.4 et 15.6 de Billingsley [22] la suite
(Zn)n>n, est tendue et donc la suite (Z,)pen+ est tendue.
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3.2 Le coefficient de normalisation

3.2.1 Enoncé du résultat

Le résultat développé dans cette partie affirme que nous n’avons pas le choix du coefficient
de normalisation. Ceci est une conséquence de ’auto-similarité développée au paragraphe 1.2.1
et du théoréme 3.2 ci-dessous.

3.2.2 Le résultat de Lamperti [85]

Définition 3.2 Un processus Z est dit propre si pour tout t réel, Z; a une distribution non
dégénérée.

Théoréme 3.2 Considérons un processus {X¢ : t € R} et une fonction f telle que :

Xg* Df.
G 5:30 Zy (3.3)

ol Z est un processus propre & trajectoires continues.

Pour que Z soit auto-similaire d’ordre o, il faut et il suffit que lon ait :
[ =&"L(&)  avee LeH (3.4)

Lemme 3.2 (Karamata [77]) Etant donnée une fonction q définie sur (0,00) et telle que
g(x) > 0 pour tout x > 0. Si l'on a :

@) I h(t) Yit>0

alors q s’écrit pour tout t € (0,4+00) de la maniére suivante :

q(t) =t*L(¥) avec LeH et a €R
sauf s’il existe to tel que h(ty) = 0 (respectivement h(tg) = oo). Dans ces cas h(t) = 0 (respec-
tivement = 0o) pour tout t > 0.

Lemme 3.3 Supposons lexistence de quatre suites (an)nen+ , (0n)nen+, (bn)nen+ €t (Bn)nen+
de réels positifs, d’une suite (Gp)nen+ de fonctions de répartition et de deuz fonctions de ré-
partition Fy et Fy non dégénérées telles que, pour tout x € R :

Gr(anz + b)) = Fi(x) et Gp(anz + B,) = Fa(x)
alors on a :

bn — Mn
lim B

n— 00 Apn

a
0< lim = < et
n—00 Qp,

<

et ces limites existent.

Etapes de la démonstration :

Etape 1 : cas ou F] = Fy
Voir Kolmogorov-Gnedenko [65] théoréme 2 page 42.

Etape 2 : lien entre F et G
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Lemme 3.4 Si la suite de fonctions de répartition (Fy,)nen+ converge vers la fonction de ré-
partition F' propre, alors pour que la suite (F,(an. + by))nen+ converge vers une fonction de
répartition G propre il faut qu’il existe p > 0 et q € R tels que F(.) = G(p. + q).

Démonstration :
Voir Kolmogorov-Gnedenko [65] théoréme 1 page 40.

<
Etape 3 : Démonstration du lemme 3.3
Par la seconde étape, F; et F5 sont liées par la relation
Fy(z) = Fi(pz + q) avecq € R, pe R*
Comme
Grnlanz + Bn) — Fr(x) on a donc
G (anu —4 + Bn) — Fi(u) et comme
p
Gplanz +b) — Fi(x)
La premiére étape nous dit qu’alors on a :
bp = (Bn — Eom)
lim—=1 et lim — S R
n—00 Pap, n—00 an
et donc le résultat escompté :
. Qp . by —Pn _4q
lim—=p et lim —— ==
n—00 Gy, n—oo an
d’ot le lemme.
Démonstration du théoréme 3.2 :
Etape 1 : Si l’on a (3.3)
Soit (£,,)nen+ une suite croissante de RT telle que lim &, = +oo.
n—o0
En prenant ¢ = 1 dans (3.3) on a pour tout € R :
P[Xe < f(&)2] — P[Z1 <2 (3.5)
71— 00

Avec t # 0 quelconque, (3.3) donne pour tout z € R :

P[Xeo < f(&)2] — P[Z; < 7] on pose (; = &t
71— 00
i 1
P [XCZ. < f(%)x] — P[Z; <x] prenons t' = n
71— 00

P[X, < f(Gt)2)] — P2, <al (3.6)

i—00 t
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En vertu des hypothéses sur le processus Z on peut appliquer le résultat du lemme 3.3 aux
relations (3.5) et (3.6) ce qui nous donne pour tout ' € (0, 00) :

7@ w0

Nous sommes alors dans les conditions du lemme 3.2 qui nous donne la conclusion souhaitée
sur le comportement de f.

Etape 2 : Si l’on a (3.3) et (3.4)

On notera par commodité d’écriture
{X¢ <z} pour (Xy <2p,...,X1 <)

Pour a > 0 donné, (3.3) nous donne les deux relations suivantes :

JimP H% < m}] =P[{Z < z}] (3.7)
e {3 <] s <o

Comme on a ’hypothése (3.4), c’est a dire f(z) = 2*L(z), on a donc

[(a8) _ o Llat)

f(&) L(§)

Comme L € H, il existe une fonction u telle que lgm u(z) =1 et telle que
x o0

On obtient alors

tim? |{ Zeu(@a” <o} | =P[(Z < )]

£—00 f(af)
lim P [{ ﬁ;gu@) < i}] — P[{Zu < o)) (3.9)

Comme a > 0 on a lim a = 400 et comme lim u(z) = 1, on a donc en vertu de (3.7) la
§—o0 T—00

limite suivante vraie en chaque point de continuité du processus X :

. Xaet z || _ z
time { e < | = [z < ) (39)
Des équations (3.8) et (3.9), on déduit I’égalité suivante :

P{a® Z; < 2}] = P[{Za < x}]

Qui signifie précisément que le processus Z est auto-similaire d’ordre a.
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3.3 Hypothéses sur GG

Soit X ~ N(0,1).

On définit
G={G : R>R|E[G(X)] =0 et E[G(X)?] < oo}
On a o
GCL2(n(dr)={G : R>R| G*(z) n(dr) < oo}

—00

avec n(dz) = \/%—wexp(’Tﬁ) dz.

Comme les polynomes de Hermite

2 q 2
Hy(w) = (~)'eap(G) 2 (exp(—5-)) g €N

forment un systéme orthogonal de fonctions de £? (R,n(z)) satisfaisant
E[Hi(X).Hy(X)] = 614.4"

on a, pour tout G € G, le résultat suivant :

Propriété 3.1 On pose J(q) = E[G(X).Hy(X)]. On a alors :

520 g0y £ 6

q=0
On définit m = min(q € N | J(q) # 0) et on 'appelle rang de Hermite de G.
On notera G; = {G € G | m =1}.

Nous allons nous intéresser aux fonctions G de G; c’est & dire les fonctions G de G vérifiant
J1)=E[X G(X)]#0

Nous allons voir que sous de bonnes hypothéses, sur X, on a pour tout G € Gy, la convergence
de (Z,)nen+ vers un mouvement Brownien fractionnaire.

3.4 Hypothéses sur X

Etant donnée une suite stationnaire X de variables aléatoires Gaussiennes, on notera, (i —
J) =E[X;X;].

3.4.1 Hypothéses (H1)(H,L)

On dira que la suite X satisfait les hypothéses (H1)(H,L) si on a :
i
lim r(k) =0 (3.10)

k—o0
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ii

> 2 rli=d)  wHLm) (3.11)
D2 Iri=pl = 0 L) (3.12)

avec%<H<1etL€7—L

3.4.2 Hypothéses (H2)(D,L)

On dira que la suite X satisfait les hypothéses (H2)(D,L) si on a :

r(k) ~ k PL(k)

k—o0

avec0< D <let LEe®H.

3.4.3 Liens entre ces hypothéses
Propriété 3.2 (Tagqu [129] lemme 3.1 p 293.) On a :

. L o H 2L
Si X satisfait (H1)(H,L) alors X satisfait (H2) (1—E,m)

et dans le cas r(k) monotone décroissante pour k grand, on a :

Si X satisfait (H2)(D,L) alors X satisfait (H1)(2—-2D,D(2D —1)L)

3.4.4 Caractéristique de ces hypothéses
Le théoréme suivant va motiver le choix de ’hypothése (H1)(H,L) comme hypothése d’étude :

Théoréme 3.3 Soit G € Gy et soit X satisfaisant (H1)(H,L).

On a alors :

~ 1
Var (Z G(X,-)) o J2(1).n*" L(n) avec 5 < H<1
i=1

Démonstration :

En vertu des propriétés des polynomes de Hermite, on a la relation suivante :

J*(q)
q!

E[G(X)G(X;)] =) ri(i — j)

g=1

Voir Rozanov [118] p.182.
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Posons G*(X;) = G(X;) — J(1)X;, on a alors :

i=1 j=1

[Z G(Xn] ] D IPILICCAER)

=Y D E[G(X) + J()X) (G (X;) + T(1)X;)]

i=1 j=1

avec les définitions suivantes :

Si(n) = JA?2D D r(i—3)

i=1 j=1
O n*"L(n) par (3.11)

n—oe

Sa(n) = ZZE[G* G*(X;)]

1131

S3(n) = ZZJ (E[X;G*(X;)] + E[G*(X,)X;))

i=1 j=1

=0 (3.13)

(3.13) tient au fait que les polynémes de Hermite forment une base orthogonale et que G*(X;)
n’a pas de composante en "X;".

En conclusion de ces remarques, il ne reste plus qu’a montrer que :

Sa(n) = o (n*TL(n)) (3.14)

n—0o0

De ’hypothése (3.10) et du fait que, X étant normalisée, |r(i — j)| < 1, on a donc |[r?(i — j)| <
|r2(i — 5)| Vg > 2 et donc :

ééE“G*(Xi)G*(Xj)H < ;;i Jz(ﬂ) 9= )
sggw—mgﬂqﬂq)
SC’éév%—m
avec C' = £, T = E[G*(X,)?] < ox.

L’hypotheése (3.10) nous assure que :

Ve>0, 30>0, |i—j|>6=1|r(i—j)| <e
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Donc en majorant |r(i — j)| par 1, on obtient :

DD IPE=Dl= DY IPG=pI+ Yo =)l

i=1 j=1 li—j|>6 li—j|<8
<e Y -+ Y1
li—j|>6 li—j|<é
N
<e > Iri—i)l+Ce)m (3-15)
i,j=1

Comme H > % on a
CEen= o (n*7L(n)) (3.16)

n—0o0
et par ’hypothese (3.12) ona Y1, 37, [r(i—j)| = 0 (n?" L(n)) mais ¢ étant arbitrairement
n o
petit, on obtient :
n n
e

=1 j=1
Les relations (3.15), (3.16) et (3.17) nous donnent le résultat voulu.

r(i =il = o (n*"L(n)) (3.17)

n—oo

3.5 Convergence vers le mouvement Brownien fractionnaire

3.5.1 Enoncé du théoréme principal

Théoréme 3.4 Supposons que G € G et que X satisfasse (H1)(H,L).

Posons
1 [nt]
Zn(t) = Fn > G(Xs) (3.18)
k=1
avec d,®  ~ n*PL(n).
n—oo
Alors on a

Z, = J(1)BH

n—oo
avec J(1) = E[X G(X)] et B¥ un mouvement Brownien fractionnaire de paramétre H > 5.

Corollaire 3.1 Le méme résultat est obtenu quand X satisfait ’hypothése (H2)(D,L) et quand

2 2 2-D
dn, . G=D)e=D) " L(n).
Démonstration :

Ceci est une conséquence de la propriété 3.2 spécifiant une équivalence entre les hypothéses
(H1) et (H2).

3.5.2 Enoncé du théoréme de réduction

La démonstration du théoréme 3.4 découle du théoréme de réduction suivant :

Théoréme 3.5 Soit G € Gy et soit X satisfaisant (H1)(H,L).

Définissons Z, 1 par :
[nt]

1
Zna(t) = Yo Xi  Vte[o1] (3.19)
" k=1
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et rappelons que Z,, est défini par (3.18).
Si les distributions finies-dimensionnelles de Z, 1 convergent, alors Z, converge faiblement
dans D([0,1]) vers un processus J(1)Z(t) ou les distributions fini-dimensionnelles de Z sont les

distributions limites que celles de Z, 1 quand n — oo.

Ce théoréme affirme que si on arrive & montrer le théoréme 12.2 dans le cas particulier ou
G(z) = z alors grace & ce résultat, il sera montré pour tout G € Gj.

3.5.3 Démonstration du théoréme 3.4

Premiére étape : G est l’identité

Convergence des lois finis-dimensionnelles
Soient p € N* et (t1,...,tp) € [0,1]7.

Comme le vecteur (Xy,, ..., X;,) est Gaussien, il en est de méme du vecteur (Z,1(t1),- . ., Zn,1(tp))-
Posons Cn(ti,tj) = ]E[Zn,l(t,-).Zn,l(tj)] et C(ti,tj) = llmn_>oo Cn(ti,tj).
Quand n — oo, la fonction caractéristique de (Z1(t1),---, Zn,1(tp)) converge vers celle d’'un
vecteur Gaussien centré de matrice de covariance (C(t;,t;)); ,_, . Notons (Zy,, .- ., Zy,) ce vec-
teur.
Posons

[nt;] S[ »

niyg
S[nt,-] = Z Xy (Zn,l = T)

u=1

Comme

Culti, t;) = %%Il(n) (E [anti]} +E I:antj]] —-E [Sﬁ"ti]*["tj]\])

En vertu de I’hypothése (3.12), on a :

[nti] [nti

E [S[Znti]] = Z Z r(u—v)

u=1 v=1

~ K.[nt;?" L([nt;))

n—o0

~ K.n2HL([nti])t,~ 2H

n—oo

1 K.L([nt;))
N 1) 2 ~ —\TPl) Z_2H
2n2HL(n) I:S[nt1]] n—o00 2L(’I’L) t

On a donc d’une part :
2H
i)

K .
Co(ti, ;) e E(tﬁH +t2H |t —t

Et d’autre part :
Cn(t,',tj) n——)>oo C(tz’,tj)

donc on a : X
Clti,tj) = E(tfH + ;2 4t —t52)

On a donc le résultat voulu & savoir :

Z, 24 VEBH
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Tension de (Z,.1)nen

Vérifions que (Zy,,1)nen+ satisfait les hypothéses du lemme 3.1 :

%<H<1,0nad0nc

vérifiée avec k = 1.

1

e Comme SH

< 1 et donc on a I’hypothése (3.2) qui est trivialement

e La suite X est stationnaire par hypothése.

e Montrons que ’hypothése (3.1) est satisfaite :
On a:

=> Y E[X; X;]
i=1 j=1
=Y > (i)
i=1 j=1
o n*" L(n) (3.20)

Ou (3.20) découle de (3.11). L’hypothése (3.1) est donc vérifiée.

Le lemme 3.1 est donc applicable ce qui prouve la tension de la suite (Z,,1)nen=-
Conclusion
On a donc la convergence fini-dimensionnelle et la tension de la suite donc en vertu du théoréme

de Prohorov (Billingsley [22, théoréme 6.1]) on a la convergence faible dans D([0, 1]).

Seconde étape : cas général

Conséquence du théoréme de réduction.

3.5.4 Démonstration du théoréme 3.5 de réduction

Convergence des lois finies-dimensionnelles
Soient p € N* et (a1,...,ap) € RP.
Comme les distributions finies-dimensionnelles de Z,, ; convergent disons vers celles de Z, on a

donc :
P

5 I auZ(t.) = Wip)

n—oo

p
Whi(p) = Z ayZn,1(tu)
u=1

u=1
Comme on a :

Wn(p) = J(l)Wn,l(p) + (Wn(p) - J(I)Wn,l(p))

Pour avoir la convergence finies-dimensionnelle de Z,, vers J(1)Z, c’est a dire

il est suffisant, en vertu du théoréme 4.1 de Billingsley [22], de montrer que :

Wa(p) = J(O)Waa(p) = 0 (3.21)
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Mais comme on a :

p P

E[Wa(p) = J()Wn1(p)] <ZZ|auau| ZZIE[G* )G (X5)] |

u=1v=1 "z’lgl

Avec G*(X) = G(X) — J(1)X.

Donc en conséquence de (3.14) on a :

E[Wa(p) = J(O)Wai@)]’ = o (1)

n—oo

La convergence en probabilité (3.21) en résulte via I'inégalité de Tchebycheft.

Tension de (Z,,)nen+

(
Vérifions que (Z,)nen+ satisfait les hypothéses du lemme 3.1 :

e Comme % < H <1, o0n adonc ﬁ < 1 et donc on a I’hypothése (3.2) qui est trivialement
vérifiée avec k = 1.

e La suite G(X) est stationnaire G étant mesurable et X étant stationnaire par hypothéses.

e Montrons que ’hypothése (3.1) est satisfaite :
Comme nous ’a montré le théoréme 3.3, on a :

lz G(X,-)] ~ JA1) n*L(n)

= 0 (n*"L(n))

n—oo

L’hypothése (3.1) est donc vérifiée.

Le lemme 3.1 est donc applicable ce qui prouve la tension de la suite (Z,)nen+-On a donc la
convergence fini-dimensionnelle et la tension de la suite donc en vertu du théoréme de Prohorov
(Billingsley [22, théoréme 6.1]) on a la convergence faible dans D([0, 1]).



Deuxiéme partie

Capacité de stockage d’une file a
entrée Brownienne fractionnaire

avec dérive
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Introduction

Dans cette deuxiéme partie, nous allons nous développer I’étude de modéle fractionnaire en
télécommunications. Dans I'introduction nous avons évoqué le fait que les modéles markoviens
classiques ne suffisent pas pour décrire les données réelles. Le modéle le plus simple introduisant
le mouvement Brownien fractionnaire est le modéle d’une file 4 entrée Brownienne fractionnaire
et & taux de service constant. Ce modéle a été introduit par Norros [101, 102] en 1994. Sur
un tel modéle, le plus intéressant est bien stir de connaitre le comportement de la capacité de
stockage et notamment le comportement de queue de sa distribution ce qui revient & étudier le
comportement asymptotique de :

u — P|sup (B —dt) >u (A)
teR+
Les premiéres pierres sont posées par Norros [101] en 1994. Les principaux résultats font
I’objet du chapitre 4.

Le chapitre suivant présente les travaux de Massoulie et Simonian [94] de 1995. La démons-
tration donnée ici est différente de I’article originel afin de permettre une démonstration précise
des deux bornes.

Le chapitre 6 présente les travaux de Piterbarg et Hiissler [74] qui ont donné, en utilisant les
outils des processus Gaussiens un équivalent asymptotique de (A) (le méme que Narayan) dans
un cadre plus général, celui d’une dérive en t* avec b > H. La fin de ce chapitre est consacrée &
des considérations en horizon fini. La question est partiellement traitée par Duncan et al. [52].
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Chapitre 4

Résultats préliminaires sur la

capacité de stockage

4.1 Modéle proposé par Norros(1994)

4.1.1 Processus d’entrée et de service

Le modéle introduit par Norros est le suivant :
e Processus d’entrée : Le processus d’entrée est donc défini pour tout ¢ > 0 par :

A(t) = mt++/amBF et A0) = 0 P—p.s.

avec
— a > 0 coefficient de variance.
— m > 0 taux moyen d’entrée.
— B un Mouvement Brownien fractionnaire avec H > 1.
Remarque 4.1 Les simulations de Bellcore donnent pour ce paramétre une valeur voisine
de 0,8.
e Processus de service : le service est constant, on notera ¢ > 0 le taux moyen de service.

4.1.2 Processus de stockage

Définition 4.1 Le modéle Brownien de stockage a entrée Brownienne fractionnaire est le pro-
cessus V' défini pour tout t € Rt par :
Vi = Sup (A; — As — c(t — 8)) (4.1)

SER
s<t

= Sup (Vam(Bf — BY) — (c—m)(t — s)) (4.2)

SER
s<t

Remarque 4.2 La stationnarité des accroissements du mouvement Brownien fractionnaire en-
traine la stationnarité du processus de stockage et de ce fait il suffit de s’intéresser a la variable

V =V (0) en régime stationnaire.

Remarque 4.3 Pour assurer la stabilité du systéme, on impose ¢ > m.
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4.2 Premier résultat sur la capacité de stockage

Pour donner des propriétés sur la capacité de stockage, il parait naturel de copier ce qui
a été fait pour le mouvement Brownien ordinaire. Dans ce cas, une application du théoréme
de Girsanov nous fait passer d’un processus avec dérive & un processus sans dérive via un
changement de probabilité absolument continu. La question est alors close puisque le sup du
mouvement Brownien ordinaire est parfaitement connu et découle de la propriété de Markov
Fort. Bien qu’une version fractionnaire du théoréme de Girsanov existe (voir Norros [103, 104]),
ceci ne nous rend pas beaucoup de service puisque le sup du mouvement Brownien fractionnaire
est encore peu connu (on n’a pas la propriété de Markov Fort).

4.2.1 Une relation frontiére sur les paramétres

Une condition habituelle dans les applications aux télécommunications est que la probabi-
lité que la charge de travail dans le systéme dépasse un certain niveau z appelé Condition de
stockage est nécessairement au plus égale & un paramétre € appelé qualité de service. x est le
substitut de la capacité de stockage dans notre modéle & capacité infinie.

La relation suivante a donc lieu au maximum de charge permise :
PV >z]=¢ (4.3)

Elle donne une relation entre les paramétres du systéme séparant les combinaisons de paramétres
admissibles des autres :

Théoréme 4.1 Supposons que (4.3) soit vérifiée. Posons p="=. On a la relation suivante :

¢

ol=

1—p H- _
ip ¢ H gH = cste (4.4)
p2H

Ou la constante ne dépend que des parametres H et €.

Lemme 4.1

V £ Sup (A(t) — ct)
t>0

Démonstration du lemme
En effet, de (4.2) on a :

V= Sup (Vam (=Bf(5)) = (c=m)(~s))
EAS
Or les processus {—BX : s € R} et {BY, : s € R} sont Gaussiens centrés de méme fonction
de covariance donc indistinguables.
Par conséquent on a :

\% £ Sup (vVam BH(—S) — (c=m)(—s))
s<0
£ Sup (vVam BH(s) — (c—m)s)
520
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Démonstration du théoreme

Soit £ > 0. On a :

PV >a] = P[Sup [MBH(t)—C_mt] >1]

t>0 X €T

L’auto-similarité du mouvement Brownien fractionnaire nous assure que :

@BH(t):teR BH(@%t)itelR
{ fe e

[

x T

T~

On pose maintenant s = [V ;m] tetona:

PV>z] =P lSup

BH(s) - = [‘/‘%]H

s
>0 X T
()
[vVam]#
Avec f(y) = P [Sup [BE —yt] > 1]. Cette fonction est strictement décroissante et on a
>0

f(0) =1 et f(o0) = 0. On peut donc écrire les relations suivantes :

e =P[V>a] = f(ﬂmél)

[Vam)]#
donc
c—m
) = 2T
[vam]®
En substituant p = “*, on obtient I’équation voulue & savoir :

1 —p _1 - p —
pl/(zH) H=3)/H (1 H)/H:al/(ZH).f 1(6)

Par définition de la fonction f, celle ci ne dépend que de H et de €, d’ou le résultat énoncé.

|

Dans le cas Brownien Dans le cas particulier du mouvement Brownien Ordinaire, H = %,

la formule (4.4) se réduit a :
1—p

T = cste
Cette relation est bien connue et correspond a l’approximation Heavy-traffic d’une file M/D/1.

1
27
Fixons c le taux de service, on peut alors exprimer z en fonction de p :

Dans le cas Brownien fractionnaire Dans le cas H > la situation est tout autre.

x = cste.pTi-m (1 — p) o

On voit que quand H est grand une augmentation conséquente dans l'utilisation de p (par
exemple en divisant par deux la capacité libre 1 — p) nécessite une énorme augmentation de la
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place du stockage. Ceci conforte 'idée que dans un réseau par paquets, le facteur d’utilisation
du trafic puisse étre amélioré en augmentant la taille du buffer. Maintenant, en fixant z, on

obtient :
H

—g.T

1
C = cste.p?E=1 (1 — p) 2
La conséquence de cette expression est que les liens de transmission avec grandes capacités
peuvent étre intensément utilisés sans augmenter le buffer.
4.2.2 Borne inférieure de la capacité

Théoréme 4.2 On a :

P[V>x]Z@(\/cll_m_<c;{m)H(1_ﬂfH>l_H) (4.5)

ot ®(y) =P [BIH > y] est la fonction de répartition résiduelle d’une distribution normale stan-
dard.

Démonstration :
On a par définition de la stationnarité de V :

PV(t) >z]|=P[V > x] (4.6)

> Sup P [(m —c)y + \/ame > z
y20

Zsupp[B;w’U;gj_T-ygw]

y>0
—|lxz+(c—m
25 # [

y=>0
Ou (4.7) découle de I’auto-similarité de B¥. La dérivée de :

t— @ [7:"4\_/26_1;5?)75]

est donnée par :

s ((c—m)\/ﬁt— \/c%H(a:+(c—m)t)> 5 [g;+ (c—m)t]

tH+1, fam Vamtt

Comme & est le complémentaire d’une fonction de répartition, elle est donc décroissante et
donc ®'(y) est négatif pour tout y. Le maximum est donc atteint pour une valeur * telle que :

(¢ — m)vamt* —JamH (xz + (c —m)t*) = 0
Hzx
(1—-H)(c—m)

] -+ () () )

Ce qui donne le résultat voulu.

tr =

Donc on a le résultat :

PV(t)>a]>®
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|

Remarque 4.4 En utilisant I’approzimation de ®(y) par emp(—%), on obtient l’expression
sutvante :

Le comportement de queue du niveau de stockage pour un modéle Brownien fractionnaire est

donc dans le meilleur des cas Weibullien c’est a dire du type exp(yz®) avec B < 1. Cette
approximation montre toute l'importance de la valeur du paramétre d’auto-similarité H pour la
capacité de stockage ce qui dessine la frontiére entre le modéle traditionnel et le modéle de trafic
avec entrée auto-similaire. Dans le cas Brownien, l’expression (4.8) se réduit a une distribution

exponentielle ce qui est bien connu dans le cadre des approzimations de file M/D/1.
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Chapitre 5

Le résultat de Massoulie et

Simonian

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence 'importance de la variable V' =
V(0) :

%

Sup (Ag — As —c(0—9))
SER
s<0

£ Sup (vVamBE — (c —m)s)

s>0

Pour simplifier les écritures, nous allons, dans la suite de cette partie, considérer /am =1
et C =c—m > 0. On se raméne donc & ’étude du ’Sup’ sur un horizon infini d’'un mouvement

Brownien fractionnaire avec une dérive négative.

L’objectif de cette partie est de raffiner le théoréme 4.2 :

Théoréme 5.1 Pour x suffisamment grand, il existe des constantes K et k telles que l’on ait :
1 _

PV > z]> E.x(l_H)Z/H.(log(x))_l/ZH@(nxl_H) (5.1)

< K.gUW—H?/H (o1 —H) (5.2)

Ce résultat a été montré par Massoulie et Simonian [94] en utilisant un résultat de Adler
[2]. Cependant, les outils utilisés par Simonian et Massoulie pour démontrer la borne inférieure
ne sont pas démontrés dans [2]. La preuve de la borne inférieure est donc incompléte. Dans
ce chapitre, nous complétons cette démonstration en se basant sur I'article de Samorodnitsky
[122] plutot que sur [2].

5.1 Préliminaires

5.1.1 Introduction du processus {G; : t € Rt}
Considérons le processus {G; : t € Rt} défini pour tout ¢t € R* par :

Bf!

1+1

Gy =

55
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Remarque 5.1 Le processus {Gy : t € Rt} est Gaussien et centré. La condition de stabilité
de la file C > 0 assure que le ‘sup’ définissant Vy est fini presque sidrement et donc que les
trajectoires de G sont bornées presque sirement (Voir Norros [101]).

Propriété 5.1
H

PV >z]| =P |Sup G > ——
[ ] t>£7 ! zH-1
Démonstration :

Par définition de V on a les équivalences suivantes :

V>z & 3t>0,Bf -Ct>z

& >0, B >z +Ct
B

>1
+Ct

& 3t>0,
X

Donc on a en posant ct = zs :

BF B,
PV > =P|S >1| = P|S € >1
[ 7} [t%g z+ Ct ] sfg’ T+ xs

On utilise maintenant ’auto-similarité pour écrire :

.’EH_I BH
PV > =P|S S >1
V>l L:zf o7 T4 ]

=P [Sup G, > cr ] (5.3)

s>0 i1

ou la validité de (5.3) découle du fait que C > 0 et que = > 0.

Posons maintenant pour tout ¢ € Rt :
t2H

(1+1)2

CH
& = pv ey et r’(t) = E[G}]] =

Propriété 5.2 La fonction r atteint son mazimum en un point t = % La valeur de r(f) =
HHY(1 - H)O—H) sera notée 7.

Cette propriété est la principale motivation de 'introduction du processus G. En effet, on
est en présence d’un processus qui, contrairement au mouvement Brownien fractionnaire, a un
moment d’ordre 2 qui atteint son maximum sur [0, +oo[ (en #). C’est une propriété clé pour
appliquer les résultats classiques sur les processus Gaussiens. Certains de ces résultats sont

consignés dans ’annexe 13.1 page 183.

5.1.2 Localisation du probléme

Etant donné que t — E [G?] atteint son maximum en un point £ et que I'on a

P[V>z]=P [Squt >§]
t>0
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on peut, pour un voisinage T' de ¢ borné, écrire :

P [Sup Gy > 5] < P [Sup Gy > 6]
teT t>0

IN

P [Sup G > f] +P [Sup G > E]
teT t¢T

Une application du théoréme de Borell 13.2 nous donne :

P [Sup G > 5] < 2.exp (‘W)
1T 2.Q%

out Mr=E [Sup Gt] et Q% =E [Sup Gf] < 72
t¢T t¢T

On a donc

P [sup G > g] = o (]P’ [sup G, > gD (5.4)

tg¢T §—o0 teT
Cette remarque nous permet de localiser le probléme sur un voisinage T' borné de £ quel-

conque.

5.1.3 La distance canonique et les d-boules

Les propriétés locales d’un processus Gaussien peuvent étre analysées en utilisant un outil
propre au processus étudié : la distance canonique.

Définition 5.1 Etant donné un processus Gaussien centré {G; : t € Rt} sa distance cano-
nique d est définie par :
d(s,t) = E[(G:—G,)’] s,t>0
Lemme 5.1 (Massoulie et Simonian [94]) Posons pour tout t > 0, Gy = f;_i, on o alors
la distance canonique associée qui prend la forme suivante :
1 t2H 32H
dis,t)>= ————||t—s|* — (t— - 5.5
0" = Graasn |1 C=I\T7 145 (5:5)

Dans la suite, nous noterons ¢ la fonction définie par :

t2H

at) = 155 V20 (5.6)

Etant donnés T C [0,400[ et € > 0, on notera Ny(T,¢) le nombre de d-boules de rayon e

nécessaire pour recouvrir 7'. De la méme maniére, on notera M |(T,e) le nombre de boules de

rayon € au sens de la norme euclidienne nécessaire pour recouvrir 7'.

Remarque 5.2 Ny(T,e) =1 dés que € > 7.
Nous noterons ||t|| = ||G¢|l2 = /E[G7]. On utilisera les ensembles suivants :
T ={teT, |it]l > n}
Ty ={teT, [l < n}
N*(n,e) = N(T} ,e)
N™(n,e) = N(T; ,e)
N(m,m,e) = N(T) N Ty, . €)
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5.2 La borne inférieure

5.2.1 Quelques lemmes préliminaires

Lemme 5.2 (Feller [56]) Soit X ~ N(0,1), alors on a pour tout A >0 :

1 -1 -3 1o 1 -1 Lo
\/2_(/\ A7) exp( 2)\ ) P[X > ) \/2_)\ exp( 2)\ )

Lemme 5.3 Soient (X1, X2) un vecteur Gaussien centré de matrice de corrélation

(1 p)
avec —1<p<l1
p 1

Et soient A1, A2 > 0. On a alors :

(a) Sip<O,
P[Xl > )\1,X2 > )\2]

_ 2\3/2
< %[()\1 — pA2)(A2 — pA1)] 7t exp (—

)\% + )\% - 2/9)\1)\2
2(1-p?)

(b) Sip>0 etp<§—;<%,

1 M+ —2pM 0
P[X X < =N BT
(X1 > A, X > X < \/ﬂ)‘l emp( 2(1 - p?) )

(c) Dans le cas particulier ot Ay = A2 = A > 1, on a, sans condition sur p, l’existence d’une

constante M telle que :

2
P[X: >\ Xo>A <M X! exp (_(I)\Tp))

Démonstration :
(a) et (b) sont démontrées dans Samorodnitsky [122] lemme 2.2. p.57.
Pour (c), on distingue deux cas, ou bien p > 0 on peut alors appliquer (b) car i—; =1eton

a directement :

2
P[X;> A X > A <M A lexp <_1)—\|—p>

ou bien p <0 et alors on a par (a) :

P[X, > A\ Xz > A < %’\_2 erp (_112/))
idgmnle)
_ 172 3/2 §
<oy ()
<M M terp (_1)—\5-2p) (5.8)

Ou (5.7) vient du fait que A > 1 donc A=2 < A\7! et (5.8) découle directement du signe de p.
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Lemme 5.4 Supposons qu’il existe §g tel que pour tout § < &g on ait :
Ve >0, axd™e F <NFH(F—0,6) <are™™ + N (5.9

avec k1 > k> 2m >0 et ay, a2, Ng des constantes positives.
Alors, pour tout A assez grand, on a :

2
P [Sup G > )\] > M ARl (Ip)) k2 e
teT

ot M est une constante positive.

Démonstration :

Pour tout ¢ et tout &, il existe n = N+ (7 —4,¢) points z1, ..., x, de T vérifiant les hypothéses :
1:|zg|| >7—0
2 : ||lz; — x;|| > € pour tout i, j.

Soit A >1,0n a :

[Sup Gt>/\] >]P[Mam Gy, >/\]

teT

Zi]P’[Gwi>)\ ZZ]P’ Ga: > A, Gy, >A] (5.10)
i=1

z 1 i<y

J

-

(4) (B)

Ou (5.10) découle de la formule d’inclusion-exclusion.

Le principe de la démonstration va étre de donner des valeurs & § et 4 € de sorte que (B)
devienne négligeable devant (A) quand A devient grand.

On pose )\% =3iF %, A? = § F 3 de sorte que A > Ao implique § < &p. On va également

poser p = On remarque que

7"(ln)\)1/2
" s 1
F—6 =7 [1— 2)\2] (5.11)

Etape 1 : Minoration de (A) :
Pour tout 1 < i < n, ’hypothése H1 assure que la variance de G,, est majorée par 7 — 4.

On applique alors le lemme 5.2 pour écrire :

(A) > My n X7" eap(=X*/[2(7 — 6)*])

> My n A=Y eap(— X227 (1 %r?)]) (5.12)
> My A7 exp(=A2(1 + A72)/[27%]).0m.e* (5.13)
> My N72m71 eqp(—A2/[272]).p k. (InX) ~*/? (5.14)

(5.12) vient de (5.11), (5.13) se vérifie & la main et est vraie dés que A? > 1/2 on utilise éga-
lement la minoration de n donnée en (5.9). Enfin (5.14) est obtenue en remplagant § et € par
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leurs valeurs en fonction de A.

Etape 2 : Majoration de (B) :
Une application directe du lemme (5.3) - aprés réduction des variables - nous donne pour

tout ¢ et tout j :

)\2
PG, > A Gy > Al < M A~ __ 5.15
6> 2.Gey > <M e () (19

Pour majorer la double somme, nous allons majorer chacun de ses termes en minorant le
coeflicient de corrélation p; ;.
pii = 1 <||517i||2 + [lz11* = [z —$j||2)
,j —
T2 ERINER]

Or on sait que par définition de 7 et par ’hypothése H1, 7 — § < ||z;|| < 7, et par ’hypothése

H2 ||z; — z;|| > €. Donc en appliquant les définitions de ¢ et de § on a :
L 2= 1-5 At
Pii = 9 =52 = 7 1-x—2
En utilisant (5.16) (5.15) devient :

(5.16)

P[Gy > A\ Gy, > A] < Mz A exp

A2(1—\2)
2 1-*—2 1p2A=2in))

A(1-x72)
< Mz X! exp T —p2)\ 20 (5.17)
A%(1 p?A~2InA
< Mz A~ emp( (1- (2772 n )) (5.18)
/\2 1 p?lnd A 7Zln)
< Ma ( TR TR R T )
22 P
< My Xt exp ( —2> ( Sl;)\) (5.19)

< Mg A =
54t e"’p( 2%2)

(5.18) est vraie pour A grand en effectuant un développement limité. (5.19) est valide puisque

pour A grand, les termes ?2 et A= lgm‘ sont négligeables devant les deux autres.

En utilisant ’hypothése du lemme on obtient :
2 2

(B) <n? Ms A\™'757 exp (——)
7

2 )\2
S M5 /\_I_SP? EXTP (—T) (N() + a16_k1)2

972
»? 2?2

< Ms A exp (_ﬁ> (No + a1 775 p~ kL (Inx)~F1/2 \k1)2
»? 22

< Ms X 's exp <_ﬁ) PR (In)) 7R N2k (5.20)

2
< My p~ 20 N2R=1=5m (In)) ™ exp <—2)\?) (5.21)
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(5.20) vient du fait que, pour A grand, Ny ést négligeable devant les autres termes .

En comparant les relations (5.14) et (5.21), on voit qu’en prenant p assez grand, ce dernier
est négligeable devant le premier ce qui démontre le lemme.

5.2.2 Démonstration de la borne inférieure (5.1)

le processus G vérifie un encadrement de type (5.9) Ce résultat est suffisant pour

montrer la borne inférieure.

Lemme 5.5 Il existe A <7 tel que pour tout 6 < A on ait :
Ve>0  K(T,H)\Wée % < Nt(#—5,e) < k(T,H)e"# + N(T)

ot k, k', N ne dépendent que de H et T.

1 1
On remarque que comme H < 1, on a 2.5 < -

Démonstration :
Premiére étape : la borne supérieure

Partant du principe qu’il faut d’autant plus de boules pour recouvrir un espace d’autant
plus grand, il nous suffit de montrer que, puisque T (7 —§) C T, I'on a :

Nt(F—6,e) < N(T,e) < K(T,H)e™# + N(T)
Considérons A = {n € N | [n,n + 1[NT # @}. T est borné donc A est fini et on a :
N(Tye) < 3Nl n+1],2)
A

D’autre part, la fonction ¢ définie en (5.6) page 57 est croissante sur RT par conséquent le
terme (t—s)(q(t) —q(s)) de (5.5) est positif et on a pour tout entier n et tout (s,t) € [n,n+1[:

d(s,t)2 < |t_s|2H |t_ S|2H
T (140 +s) T (n+1)?

Silt—s| < (e (n+1))# alors d(s,t) < e.Par conséquent on a :

Na(ln,n+1[e) < N (In,n+1[, (¢ (n +1))7%)

[mw “ (5.22)

1
2 mrd)

[ ] désigne la partie entiére, (5.22) vient du fait qu’il faut [5-] + 1 boules de rayon r pour

IA

IA

recouvrir un intervalle de longueur 1 . En sommant sur .4 on obtient :

1
NTe)< > e )5 +§j 1

A
< K(T,H)e # + N(T)
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Deuxiéme étape : la borne inférieure

Par un développement limité & ’ordre 2 de r au voisinage de £ on montre que :

; o B , -
r(t+h) = r(t) — &3 +h2>0(h) avec Cy = ( — H) (5.23)
Rappelons que Nt (7 — §,e) = N(Ti ;,¢) avec :
Tr, = {teT|r(t) >F—6}
Soit x = + h,
reT ;<= r(t+h)>F-9¢
h2
<=>r—§+ 0 (h2)>F—6
< h*+ o (h?) <%
h—0
(5.24)

On peut trouver g suffisamment petit pour que quelque soit h tel que || < Cy V4 et donc
z € T ;. en d’autres termes,

o, V6 < o , Ty =1 —kVo,i+k Vo (5.25)

La fonction q est croissante, sa dérivée est continue sur Rt et vérifie limy_, o, ¢'(t) = 0 = ¢'(0)
donc il existe une constante C telle que ¢'(t) < C' V¢ > 0. La formule de Mac-Laurin appliquée
a ¢ assure P'existence de u € (s,t) telle que :

0 < (t—s)(a(t) —q(s) = (t—9)°¢(w) < Ct—s)’

Or 2—-2H > 0 donc
(-9
|t —s|2H j—s|>0
Donc pour tout i > 0 il existe §; > 0 tel que pour tout § > &; et tout (s,t) € [RT]2, |t —s| <4
on ait :
|t _ S|2H

A0 2 T gy

(1 - (5.26)

D’autre part, pour tout (s,t) €] — C1 V&,t+ Cy V&[%, on a :
A+s)1+1) <(1+i+C1V0)?2 — = L+
On peut donc choisir d2 > 0 tel que pour tout § < d, on ait :
(1+s)(1+t) < (2+17)?
On prend n = % et on pose A = min(do , 4—60%,(52). Pour tout § < A on a, comme § < §,, pour

tout (s,t) € [TH 512, (s,t) €)f — C1 V3,1 + C1 V3[? par (5.25) et par conséquent :

Ji

|t—$| < 201\/3 < 201\/Z < 2C; W < O
1
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et donc par (5.26) on a

d(s,t)?> > ﬂ
’ — 2(14+s)(1+1)

et comme ¢ < 2 on a finalement :
t—s|?H
ds,t? > L=
(s:)7 > 2(2 + )2
Considérons € > 0 on a :
1 |t_5|2H 2
——<E£
2 (2+1t)?
= |t—s| < [2e%(2+1)%]®

d(s,t) <e =

-

De cette égalité on déduit les relations suivantes :

N+F=6,6) = Ny (]1?—01 Vo,i+C \/S[,s)

> N (]5—01 V6,i+ Cy V3, [252(2_,_{)2]%)
L [ews ]
[262(2 + £)2] 27
> 20 Ve ——
[252 (2 + 7?)2] 2H
2 k(HJT) \/557%

D’ou le résultat escompté.

|

Conclusion Le lemme 5.5 assure que nous sommes bien sous les hypothéses d’application du
lemme 5.4 avec ki = k = & et m = 1. Par conséquent on a :
1 1—1 1 Az
P (Sup Gy > Al > M AX#E=7" (In\)" 28 exp(—-=)

teT 27
On rappelle que ¢ = CH g'=H et que H < 1. D’autre part, on pose & = CH #='. Considérons
z suffisamment grand (ou & suffisamment grand) pour avoir le résultat (5.4) page 57. On peut
écrire :

P[V>w]=]P’[Squt>£] =P[Squt>§]
>0

teT
En appliquant le résultat du lemme 5.2 on a :

2
P[V > a] > My €771 (ing)~2m ewp(—z%)
> My £ (ing) B()

a-m)? ~ 1-Hyw—L= 1-H
>Myzxz # (In(k7az 7)) 28®(k )

Ceci démontre le résultat voulu.
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5.3 La borne supérieure
5.3.1 Quelques lemmes Préliminaires

Considérons C C R* et posons 7c = Sup [\/]E[G%]}.
teC

Lemme 5.6 Supposons lexistence d’un 7o < ¢ tel que pour tout 7o < &; < 02 < F¢ et tout
€ > 0 on ait Uexistence de constantes non-négatives a, No, k et m avec k > 2m telles que :

Nc(61,52,6) < CLE_k ((52 _51)m + Ny (527)
Alors il existe A\g > 0 tel que pour tout A > Ao et pour K > 0 une constante non-négative on
ait :
)\2
P [Sup Gy > )\] < KXETlegp(— )
teC 27¢

Pour démontrer ce lemme, nous allons utiliser le résultat suivant issu de article [122] de
Samorodnitsky :

Lemme 5.7 (Samorodnitsky [122] pages 64-65) Supposons qu’il existe des constantes po-
sitives a, k, Ny telles que :
N(C,e) <ae™*+ N

Alors il existe des constantes A1, Ko, K3 telles que, pour tout A > Ay,
-1 A
P |Sup Gy > A < NoKjA €$p(—T
teC 2

Démonstration :
Pour un certain A > 0 que nous choisirons ultérieurement, nous allons poser :

n = nA) = [Nz —7)] avec 7o <7 < fe.

Posons alors :
82 = i —(n—i)X\7% i=0,1,...,n.

Premier point :

Nous avons vu au paragraphe 5.1.2 que le probléme est localisable & un voisinage compact de
t; pour continuer notre étude, nous allons donc localiser le probléme sur un voisinage particulier
A savoir C;; .
Comme nous avons, pour A suffisamment grand 7y < §g < 7 et que d,, = F¢, nous avons donc

la relation suivante :

P|Sup Gy>A| <> P| Sup Gi>A (5.28)
tect i=1 tect ne;,

Dans la suite nous noterons A; = Cf NCj.__ .

Deuxiéme point :
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Les conditions sont réunies pour appliquer le lemme 5.7 pour chaque A;. Ce lemme va nous
donner, pour chaque i = 1,2,...n, des constantes A\, Ki et K& telles que pour tout A > A! on
ait :

. )\2 . /\2
P [Sup G > )\] < NoKé)\*lewp(—W) + aKIN1(5; — 5i_1)me;cp(—ﬁ) (5.29)
tEA; i %
Posons maintenant \} = Maz A, K} = Mar Kiet K} = Maz K&.
i=1,2...n i=1,2...n i=1,2...n
Troisiéme point :
Remarquons que ’on a, par la croissance de la suite ¢ :
1
8i(6; — ;1) <6 — &, < 2
1 4 .
8 —6i—1 < S 5.30
TN = NS, T R (5.30)
Conclusion intermédiaire :
On conclue maintenant qu’en vertu de (5.28), de (5.29) et de (5.30), on a :
P | Sup G¢ > A| <
tect
NoK3x 1 Xn:ew (—)\—2) + aK3\kF—2m—1 4 " Xn:ex (—)‘—2) (5.31)
0L o Pt D 2622 3 ’FC P D 2612 -

Quatriéme point :

Pour estimer la somme qui figure dans (5.31), il suffit de remarquer qu’en posant a; =
exp(—A?/262) pour tout i =1,...,n—1,0na:
a; .
a—z = exp(=A?/207 + N*/267 1))
i—1
= exp(1/26767_,)
< exp(1/2) (5.32)
Conclusion :
_ 2%
En remarquant que 1’on a une série géométrique de premier terme e >"¢ et de raison majorée

par (5.32), on peut écrire :
noo_a2 ® 2 a2 g
Z e 267 SZ e 207 <e QF%‘il
i1 =1 1—e>¢
Finalement, nous avons le résultat voulu pour A grand. En effet, comme k > 2m, le second
terme de (5.31) domine le premier. Et on a :
)\2
P | Sup Gy > M| < K A2~ egp(— )
tecd 2r¢
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5.3.2 Démonstration de la borne supérieure (5.2)

Le processus G vérifie un encadrement de type (5.27) Ce résultat est suffisant pour
montrer la borne supérieure.

Lemme 5.8 II existe A > 0 tel que pour tout d1, 9> tels que 63 — 61 < A on ait :

Ve>0  N(d1,80,6) < a/&—d1ie 7 +No

ot a, Ny sont des constantes (indépendantes de & et €).

Démonstration :
Considérons
T = T{nT;, = {teT : 6 <rt) <&}

Un raisonnement analogue a celui effectué pour obtenir la relation (5.23) nous permet ici de
dire qu'il existe A suffisamment petit tel que, pour tout (ds,41), |02 — 91| < A on ait :

T = 1t — k0o, — kr\/81] U 1t 4 k\/61, T+ k\/8s] (5.33)
Intervalle de lon;eur k(v/62—/31) Intervalle de lon;;eur k(v/62—/31)

De ce résultat, on déduit que ’on a la relation suivante :
N(T,e) < N(T — k\/02,T — k\/01[,€) + N(T + k/81,T + k\/2[,€)
Nous allons utiliser la relation suivante qui découle de la définition de d donnée en (5.5) :

|t _ S|2H

d*(s,t) < A+901+D <

|t— S|2H

En vertu de celle-ci, le nombre de d-boules de rayon € nécessaires pour recouvrir l'intervalle
disons | — kv/85, % — kv/&1[ est inférieur au nombre de | |-boules de rayon e ¥ nécessaires pour
recouvrir un intervalle de longueur 1/d2 — v/d1. Comme on a :

(Vo2 — V/31)? < (/62 — 61)?

Le nombre de | |-boules de rayon e# nécessaires pour recouvrir un intervalle de longueur
vV (52 - (51 est :
V02 — 01
= |41
2eH

Il est possible de faire exactement la méme chose pour l'autre intervalle, on obtient alors la
majoration suivante :

N(T,¢) 2 F%jﬂ +2
EH

0y — &1 67%-{-2

IA

Ce qui montre le résultat.

|

Conclusion La démonstration de la borne supérieure (5.2) se montre exactement de la méme

maniére que la borne inférieure démontrée au paragraphe précédent.



Chapitre 6

Résultat de Hussler et Piterbarg

La question initiée par Norros et Massoulie Simonian a trouvé une réponse par l'article
de Hiissler et Piterbarg [74]. Dans cet article on donne un équivalent asymptotique (quand
u — 00) de l'instant de premier passage d’un seuil 4 par un mouvement Brownien fractionnaire
avec dérive non linéaire. Les outils sont trés proches de ceux utilisés par Simonian et sont prin-
cipalement basés sur le caractére Gaussien du mouvement Brownien fractionnaire. Le résultat

obtenu est le suivant :

Théoréme 6.1 Soient {Bff | t € R} un mouvement Brownien fractionnaire de paramétre
0< H <1, b et d deux constantes positives avec b > H .
On a léquivalent suivant :

P |sup (BE —dt’) >u| ~ D oOA-H/MOA—E/H §(Eql-H/b) (6.1)

tZO uU—0o0
avec D = D(H,d,b) et E = E(H,d,b) des constantes positives.

Remarque 6.1 On remarque facilement que lorsque b = 1, Hiissler et Piterbarg retrouvent -
et améliorent - le résultat de Massoulie-Simonian dans le sens ot l’équivalent n’est plus loga-

rithmique.

6.1 Préliminaires

6.1.1 La constante Hoy de Pickands

Propriété et Définition 6.1 (Piterbarg [111] pages 18-19) On considére le processus dé-
fini par {xF = V2BF —#?H . tc R+}.
Etant donnés deuz réels 0 < H < 1 et T > 0, nous pouvons définir :

Hygq(T
im 7211( )

— H —
Hypy(T) = E[ewp(ma_xT X; )] et Hog = ql_wo T

0<t<

Le résultat central est que Hop existe et 0 < Hopg < 00.

67
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6.1.2 La notion de stationnarité locale

Définition 6.1 Un processus {X; , t € R"} est dit localement stationnaire au voisinage de sq

s’il existe deuz constantes a > 0 et D > 0 telles que :

lim E[(X; — X,)?]

s—+80,t—80 |t — S|a

=D >0

6.1.3 Le résultat central

Le résultat suivant est la clé de votte pour démontrer le théoréme 6.1 :

Théoréme 6.2 Soit {X; , t € [0,T]} un processus Gaussien centré & trajectoires continues.
Nous noterons s? la fonction définie par t — E [Xf] et r la fonction de corrélation. Supposons
qu’il vérifie les conditions suivantes :

1. Unicité du mazimum de s> :

La fonction s® atteint son mazimum en un unique to €)0,T[ et s(to) = 1.

2. Comportement de la variance :

1l existe deux constantes a > 0 et 8 > 0 telles que :

s(t) = 1—alt—to|? (1+to (1))

—to

3. Stationnarité locale en tgy :

1l existe une constante o telle que :

_ I PR e
r(t,s) = 1—|t—s] <1+t_>t0?s_)to(1))

4. Régularité :
1l existe deux constantes v > 0 et G > 0 telles que :

E[(X;—X,)?] < Glt—s|"

Sous ces hypothéses, nous avons, selon le comportement relatif de s et r, les équivalents suivants :
e Sia<p, alors

= 2HLA/D) ) 210208 (14 5 (1))

P [max Xy > u] Ball? W2

te[0,T]

e Sia =/, alors

P trerf(()l,% X > u] = 2 HS ®(u) (1 +u_o>oo(1))

e Sia>p, alors

P X =& 1 1
maz X0 > o = 80) 1+ o ()

Démonstration :
Elle sera discutée au paragraphe 6.3.2, la démonstration compléte se situe dans Piterbarg [111]
pages 19-20.



6.2. DEMONSTRATION DE 6.1 69

6.2 Démonstration de 6.1

L’idée est d’appliquer le théoréme 6.2. Bien que les hypothéses 1 et 2 soient vérifiées par
(v = ?—QH : t € Rt} le mouvement Brownien fractionnaire normalisé, ce n’est pas le cas
des hypothéses 3 et 4. On va donc avoir recours & un processus intermédiaire G défini page 69.
Les étapes de la démonstration sont les suivantes :

Etape 1 : G° vérifie les hypothéses du théoréme 6.2,

Etape 2 : On localise le probléme pour se ramener & un intervalle compact (le théoréme

6.2 n’est valable quand dans ce cas),
Etape 3 : On compare G® avec {Bff —dt® : t € R},
Etape 4 : On conclue.

Etape 1  Pour simplifier les calculs, nous allons introduire le processus suivant :

b B! +
{Gt: 1T at :tGR} (6.3)

Lemme 6.1 Considérons la fonction s® définie par s(t) = (/E[[GY]2]. Cette fonction atteint

son mazimum en un unique t§ € RY. De plus, nous avons le développement suivant :

b,2
s
s'(t) = sg— —-(t—t0)*+ o ((t—1tg)") (6.4)
t—t?

b,2 L
avec sb et sg° deuz constantes positives a définir.

Démonstration :

Ona:
+H

b
s(t) = ———
®) 1+ dtb
Cette fonction est dérivable sur R*. Aprés calcul de la dérivée et de la dérivée seconde, on peut

dire que la dérivée s’annule une seule fois en :

H b
o=
° [d(b - H )]
On note alors :
bonot boby _ H 1%b-H
b,2 not b1 140y H Hl’_2 H(b— H)2
e N sl . 66)
Le développement (6.4) en découle trivialement.
<

Le processus G® défini par (6.3) ne vérifie pas les hypothéses du théoréme 6.2 pour des
problémes de constantes. Il nous suffit de faire un changement de temps c’est & dire de définir
le processus G? suivant :

~ 1 .
{G;’; = =G (2ﬁ tgt) S te JR*} (6.7)
S0

On notera respectivement 3° et #° les fonctions de variance et de corrélation du processus G®.
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Lemme 6.2 Considérons

%:2_ﬁ

Le processus G° vérifie les hypothéses du théoréme 6.2 & savoir :

(MU) 8 atteint son mazimum en t} et §°(t4) = 1.
(cV)

avec a = a(b, H) une constante positive a définir.

(CC)
Pts) = 1=|t=s*T+ o (|t -s]*¥) (6.9)
t—8,5 L8
(R)
E [(éb(t) - éb(s))2] < Gt - s*H (6.10)
Démonstration :
Par construction, on a :
P = ~ (2% th t)
s 0

210 = 28 ey (29 1)

B = S0 s (29 dhe)

5 1
) = s =1 (6.11)
S0
~b11 (70 _Zﬁtg b1/ 4b _0 612
BV = =50 ) = (612)
0
3 21 [t
[Sb]ll(i’g) EO] 88,2
S0
= 2"H(b-H) = a (6.13)

(MU) 1l ne s’agit que de la multiplication par une constante positive ce qui ne modifie pas
la monotonie de la fonction. (6.12) montre que 3° atteint son maximum en £ et en plus
on a (6.11).

(CV) Découle directement des relations (6.11), (6.12) et (6.13).
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(CC) Etant donné h >0, on a :

2

71

— (t§ + h)*H + n?H)

BY By
E|(Vyn - Yy ((tg fl-—;lf;H - (tSt)OH>
_2tbh +n)H — (15
= [t (25 + h)|H

_ P = (@) - g + )2
[§ (6 + h)]H
A 2
h
(h 2 (#8)2H (1 -(1+%) )
=t_b>' AR Y
V(14 4) ’ (1+)
(4) (B)
Par développement limité, nous avons, pour h petit :
B\ 2H
@ = (§) a+,0,0
a2 .
B) = 21 1
Comme 2H < 2, nous avons le résultat suivant :
E|(Vien — Yi)?] = W7HI L+ o (1)
et par conséquent,
1
E[Y,Y] = 1= glt] [t —s*(1+ o (1)
t—tb, 5>t}
On peut alors écrire que :
P(t,s) = E[Y(zﬁ 1) Y (22 18 5)
1
= 1— [ |2mm ¢ht — 27 fsPH(1+ o (1)
2 t—18,518
1
= 1— o[ @ )t s (14 o (1)

1— |t—sP7(1+ 0

t—ig,s—18

1)

t—t5,5>L8

(R) La vérification de cette hypothése n’est pas évidente du tout (contrairement a ce qu’af-

firme Piterbarg et Hiissler dans [74]). Cependant, dans cet article, il est clairement explicité

que pour avoir ce résultat il suffit d’avoir la condition (R’) suivante au lieu de (R) :

E[(G} - GY?] < Glt—sP¥

avec t,s>6 Vi>0

(6.14)

La démonstration de (6.14) n’est pas triviale non plus et repose sur la stationnarité locale

de G*. Je vous renvoie & la démonstration donnée dans I’exemple (1) de [74] pages 268-269.

Ce qui termine la démonstration.

|
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Etape 2 : Comparaison des processus

Lemme 6.3 Soit T > 0, considérons it = u'~H/° on a alors :
P [sup (BF —dtb) > u] =P [sup G > ﬁ] (6.15)
>0 520
~ 1
P|sup G>a|=TP sup G! > — @ (6.16)
s€[0,T] te[0,T2-1/(2H) ] S0
Démonstration :

sup (Bff —ct®) > u
>0

3t>0, B > ctt +u

<
< 3t>0, BY >u(l +dtPu™)
—

3s>0, B, > u(l+ds" (6.17)
— Js5s>0 ixﬁ"’”’ (6.18)
=7 (1+dsh) '
(6.17) s’obtient par changement de variable s* = t*u~!. L’auto-similarité entraine (6.18) ce

qui prouve (6.15).

sup Gt >4 < 3Is€[0,7], Gt >4
s€[0,T7]

b Ab s ~
< 3Is5€[0,T], 50G (2—1/(2H)t3) >

e Fte(0,T27VCH ) G > =
S0
ce qui prouve (6.16).
<«
Etape 3 : Localisation du probléme
Lemme 6.4 Il existe un entier T tel que :
P [sup Gl > 17.] ~ P [ sup G° > ﬁ] (6.19)
s>0 U—00 0<s<T

Démonstration :
Nous allons subdiviser l'intervalle ]T', oo[ en intervalles de longueur 1. Sur chacun de ces inter-
valles I, = [k,k+1],aveck>T,on a:

a(1 + ds?) a(1+ dkb)
sH = kH

Par conséquent, nous avons par continuité des trajectoires :

(1 + ds®
sup G2 >4 <= 336[0,T],Y’s>u1{5)
s>T §
~1 b
— 3k>T,aseIk,Ys>%
a(1 + dkb)

= 3k>T, ek, Ye>——7
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Par conséquent on a :

~ b
P(squﬁZﬂ) < Z P[sup}’;>%]

s>T E>T sely

Le lemme de Fernique 13.3 nous donne deux constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que :

b 2
Ci exp (—Cgﬂ2 [lzgk ] )

Ci exp (—02ﬁ2d2k2(b—H))

IA

sup Ys >

P @(1 + ck®)
s€l}, kH

IN

Par conséquent,

P [sup Gg > ﬂ] < Z C: exp (—Cgﬁ2d2k2(b*H))
s>T E>T

Z Ci exp (—Czﬂ2d2k2(b*H))
kE>T+1
+ C} exp (—C2ﬂ2d2T2(b_H))

< / exrp (—Czﬂ2d2t2(b_H)) dt
T

+ C)exp (—Cgﬂ2d2T2(b_H)) (6.20)

IA

En utilisant le théoréme d’intégration de relation de comparaison pour des intégrales conver-

gentes aux fonctions :

f i t—oexp <—Cgﬂ2d2t2(b_H)) et g : t— Could*(1- tz(b_H))exp (—Cgﬂzdztz(b_m)

Elles vérifient f = O (g) donc on a [ f(t)dt = O (f;° g(t)dt). Par conséquent il existe
t—o0 T—o0
une constante C's et un entier T tels que, pour tout entier T' > Ty on ait :

00
/ exp (—Czﬂ2d2t2(b_H)) dt < Cs ’a_2T1_2(b_H)exp(—Cgﬂ2T2(b_H))
T

et donc

P [sup Gt > u] < exp(—Cra*T?(0—H)) [Cl + O a2t 20— H) (6.21)
s>T N -
(BS)

Nous allons maintenant montrer que pour tout p € R, on a :

. a?
(BS) = WO (upexp(—wo (6.22)
~—2m1—2(b—H) 72
_ (BS) - _ C]_ + C3 U~ T exp (—02ﬂ2T2(bH) + Ub 2)
U"eﬂip(—w) up 2[sg]

7 21-2(b—H) 1
_ G+Ga exp (—ﬂz(C’gTZ(b_H) + ))

TP 2[s8]?
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Comme on sait que b > H, on peut trouver un entier 77 > T tel que, pour tout 7' > T7, on

>0

ait : 1
C T2(b—H)
’ T

Il est donc maintenant évident que pour tout p, on a :
BS
(BS) _ _

lim — ==
U—00 upem-p(— W)

Ce qui prouve (6.22).

Nous allons maintenant montrer que :

(BS) = o (]P’ L‘;@ Gt >u]> (6.23)

Pour cela, il suffit de remarquer que pour tout 7" suffisamment grand pour que tg €1[0,7]:

]P’[ sup G§>a] > ]P’[Gi’b>ﬂ] (6.24)
0<s<T 0
o0 t2
- — "yt
;g
1 2
~ —eap(—— 2
Do T 029

Le résultat découle du recoupement des résultats (6.24), (6.22) et (6.25).
<

Etape 4 : Conclusion On remarque que comme H > b, & — oo quand u — co. Ensuite, les

relations (6.15) et (6.16) couplées avec la relation (6.19) nous autorisent & écrire :
~ 1

Gh > ﬂ]

So

~ P sup
te[0,T2=1/(2H) ¢b]

P [sup (BF — dt®) > u]
t>0 uU— 00

Mais le lemme 6.2 nous dit que I’on peut appliquer & G? le théoréme 6.2 avec f =2 et a = 2H

)

-1

=

(a < B) ce qui s’écrit :
2HpuD(1/2) (E) (
84

P [sup (BFf —adt®) > u] o oy
5a
2

oc’°°-| <2

>0
N VI g 0- B (i)
On a donc le résultat voulu avec :
D(H,d,b) _ 1H2H\/2’/T |: H :| |:b—H:|
277 \/H(b— H) [d(b—H) b
—H b

E(H,db) = & =
0
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6.3 Quelques éléments de démonstration du théoréme 6.2

6.3.1 Le cas des processus stationnaires

Si le processus est stationnaire, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 6.3 (Piterbarg [111] Théoréme D.2. page 16) Soit {S; , t € [0,T]} un pro-
cessus gaussien stationnaire centré de fonction de corrélation r tel que :

— _ 4@ o
") = 1= [* + o (%)

r(t) < 1 Vte[0,T]

Alors, pour tout p<T on a :

P[mam Bff > u] = Hopu?*®w) 1+ o (1)] (6.26)

t€[0,p] u=roo

Démonstration :
La démonstration est trés technique et est une application de la méthode des doubles sommes

de Pickands. L’idée consiste & encadrer P m[ax] S > u] . La majoration est une conséquence
t€(0,p

de la stationnarité et du lemme de Borel 13.2 page 183. La minoration quant & elle vient de la
relation d’inclusion-exclusion classique. On obtient alors une somme double dont on majore les

différents termes au moyen du lemme de Borel.

|

6.3.2 Idée de la démonstration du théoréme 6.2 a partir du théoréme
6.3

Si le processus n’est que localement stationnaire, les choses deviennent encore plus tech-
niques. Donnons néanmoins les étapes du raisonnement :

e On localise le probléme & un voisinage V de tg.

e On introduit la famille de processus indexée par p € Rt et ¢ € RT suivante :

S = EW tey (6.27)

ou {¥; : t € V} est un processus Gaussien Stationnaire centré de fonction de covariance
t = exp(—qlt|*).
Le lemme de Slépian 13.1 page 183 permet la comparaison de S et X.

e On applique le théoréme 6.3 au processus ¥

e On obtient un encadrement en choisissant des valeurs adaptées de p et ¢ pour conclure :
Pour tout € > 0 petit, on peut choisir, 5’? correspondant aux paramétres p = a + € et
q = 1+ € ainsi que 5’; correspondant aux paramétresp=a—cet ¢ =1+ €.

Le lemme de Slépian s’applique alors (S a été construit pour) et nous donne :

P [mamgj(t) > u] >P [maa:Xt > u] >P [maa:gs(t) > u]
tev tev tev
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On achéve alors la démonstration en avangant ’arbitraire de € et le fait que

[ espt=pltae = T01/5)5r

6.4 Comportement en horizon fini

La question posée dans ce paragraphe est ’existence d’un équivalent du méme type quand
on travaille en horizon fini c’est & dire pour ¢ € [0,7]. La réponse est partiellement donnée
par Duncan et al. dans [52] sous certaines conditions. Dans ce paragraphe, nous allons donner
un équivalent logarithmique dans un cadre beaucoup plus large que celui de Duncan et al.
puis énoncerons le résultat principal de ’article concernant ’équivalent en donnant les grandes
étapes de la démarche.

6.4.1 TUn équivalent logarithmique

Théoréme 6.4 Avec les notations du théoréme 6.1 on a :

) _ T
<1>(“+dT) < ]P’lsup (B,{f—dtb)zu] < DT¢<“+d )
t€[0,T)

avec D = D(H,d,b) une constante positive.
Par conséquent on a l’équivalent logarithmique suivant :

1 T\’
Ln []P’ [ sup (BE —dt®) >u ] ~e T3 (%)

te[0,T]

Démonstration :

La borne inférieure

P l sup (Bff —dt*) > wu
t t€[0,T] t€[0,T]

€[0,T]

b
> sup (P[(Bfl—dtb)ZU]) > sup @(udet )

La fonction ¢ : t — t~H(u + dt®) se dérive en ¢' : t — t~HH1(dt*(H — b) — uH) qui s’annule
1
H

ent = [“—] ’ ¢ est donc décroissante sur [0,#] et comme £ — oo, pour u suffisamment
d(b—H) oo

grand pour que £ > T, ¢ est donc décroissante sur [0, 7] et donc :

- [ u+dt ) - ( u+dT"?
sup P ( > sup @ ( —_—
t€[0,T] tH t€[0,T] T

La borne supérieure On va faire appel au lemme suivant :

Lemme 6.5 Soit {X; : t € [0,T]} un processus Gaussien a trajectoires continues sur [0,T].
On suppose la condition (R’) page 71 satisfaite. Il existe alors une constante D = D(G,~,T)
telle que, pour tout A C [0,T] et tout u > 0 on ait :

P [sup X > u] < DTu+.% ( v )

teA o(4)
avec o(A) = _ [sup E[X?].
\/ tea
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Démonstration du lemme :

On fait référence au théoréme 8.1 page 119 de Piterbarg [111] avec la condition (R) au lieu de
(R”). Pour la justification de ce remplacement, on se référe encore aux remarques des pages 263,
268 et 269 de larticle de Piterbarg Hiissler [74].

Démonstration :
Nous avons déja montré que l'on a :

BH
= P| sup ¢ 7 > 1
tcfo, 7] U+ dt

Nous avons déja évoqué page 71 que le processus G? satisfait la condition (R’) avec vy = 2H il

P l sup (B —dt*) >u
t€[0,T]

en est de méme du processus

b B!
"= : T
{Gt u + dtb tel, ]}

En copiant la démonstration de Piterbarg et Hiissler, on a donc le résultat avec A = [0,T]. La
variance de G%* n’est autre que é étudiée au paragraphe précédent et qui est croissante sur
[0,T] pour u suffisamment grand. On a donc le résultat.

L’équivalent Découle naturellement de I’équivalent de &.

6.4.2 Un équivalent

Duncan et al. ont montré dans [52] le résultat suivant pour un mouvement Brownien frac-

tionnaire avec dérive linéaire :
Théoréme 6.5 Pour % <H<1lona:
. dT
P [ sup (B —dt) Zu] =@ (L> 1+ o (1))
te[0,T]

Démonstration :

Comme nous ’avons déja remarqué, on a :

P l sup (BE —dt)>u
te[0,T]

=P| sup Gf>u'"H
tefo,Z
Le théoréme repose sur des techniques “4 la Piterbarg” et notamment sur les trois lemmes

suivants :

Lemme 6.6 (Localisation, [52] proposition 1 page 939) Pour tout § = v P avec 1 <
pp<3ona:

(1+ o (1)

uU—r 00

P| sup Gy >u'™H| =P sup  GL>uH
te[o,L L _5<s<t
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Lemme 6.7 (Un processus stationnaire auxiliaire, [52] proposition 2 page 940 ) On

considére X introduit page 75 avec 0 < ¢ < 2H. On introduit le processus suivant :

—
N

“_ Al Csen T
{Ys S d@p (o] G[O’u]}

Alors, pour tout § = u~P2 avec py > % on a :

- T
Pls[up]Yt”Zul‘H] = @(“’Ld )(1+ o (1))
tefo, L

Lemme 6.8 (Comparaison des processus, [52] proposition 3 page 941 ) Pour toutd =

—p3 _2H .
u™P* avec p3 > . on a

P sup  GL> WTH > P sup Y > ult™H
L 5<s<T T s<s<L
Le théoréme est alors démontré en prenant p;, ps et ps égaux i p et ¢ satisfaisant donc les
inégalités des lemmes c’est & dire :

1<p<3 p>g p>

2H 2
5 — g 0<g< (6.28)

Pour ce faire, Duncan et al. proposent, pour % < H < 1 le jeu de paramétres :

= L2 3(3+ 2H)

3 P=oa+1m)

|

Remarque 6.2 On peut en fait voir que l’hypothése % < H < 1 est nécessaire puisqu’elle

découle des inégalités (6.28). En effet, on a :

1<p<3 et 2<pg<2Hq-2H
1<p<3 et 1<Hq—H

1+ H
H
3H>1+4+H

<p<3

et donc H > %



Troisiéme partie

Existence et bicontinuité d’un

temps local
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Chapitre 7

A propos du temps Local du

Mouvement Brownien Fractionnaire

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’existence d’une version continue du temps local
(t,z) = L*(t,) défini comme densité du temps d’occupation d’un processus Gaussien X dans
Pétat z sur la période [0,t]. L’objectif est d’appliquer ce résultat au mouvement Brownien
fractionnaire. Le résultat central est le suivant :

Théoréme 7.1 Soit {Bff , t € Rt} un mouvement Brownien fractionnaire de paramétre
0< H<LI.
e B admet un temps local

(t,2) = L7 (t,)
o (t,x) = L (t,z) est une application continue P-p.s.
Ce chapitre s’articule de la maniére suivant :

Dans une premiére partie, nous allons décrire les deux problématiques qui nous ont conduit &
I’étude du temps local du mouvement Brownien fractionnaire. La premiére consiste & se deman-
der quels sont les temps d’arrét T' qui vérifient E [BTI! ] = 0 et la seconde & regarder ce qu’est le
mouvement Brownien fractionnaire en échelle temps local. Dans le cas Brownien Ordinaire, ces
questions donnent des résultats intéressants notamment pour caractériser des processus (voir
les théorémes 7.3 et 7.2). Malheureusement, ces réponses reposent massivement sur la propriété

de Markov fort et nous n’avons pas trouvée d’alternative pour le cas Brownien fractionnaire.

Dans une seconde partie, nous allons nous intéresser au temps local. Le théoréme 7.1 est da
a Berman dans ces nombreux travaux sur le temps local [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]. L’effort

est fait ici pour recentrer le probléme sur le mouvement Brownien fractionnaire.
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7.1 Le mouvement Brownien fractionnaire et les temps d’ar-

A

rét

7.1.1 Que devient le MBF en échelle temps local ?

Dans le cadre des processus de Markov et plus précisément du mouvement Brownien, il est
trés intéressant de se placer en, ce qu’il est habituel d’appeler, “échelle temps local”. En effet le
théoréme ci-dessous affirme que les diffusions et les processus de naissance et de mort peuvent
étre obtenus & partir d’'un mouvement Brownien en échelle temps local. Développons un peu ce
résultat :

Propriété et Définition 7.1 ([116] Proposition 3.1 page 278)
Soit X un processus de Markov continu & valeurs dans E un intervalle ouvert de |l,r[C R. On
note T, = Inf{s >0 : X; =x}. Alors il existe une fonction s strictement croissante continue

sur E et telle que, pour toutl < a < x <b<r on ait :

s(z) — s(a)

F <= =

s est unique a une transformation affine pres.
La fonction s est appelée fonction d’échelle de X et on appellera un processus en échelle naturelle

un processus pour lequel s est lidentité.
Propriété et Définition 7.2 ([116] Proposition 3.6 page 282)

Soit X un processus de Markov continu d valeurs dans E de fonction d’échelle s et soit I =]a, b|
un intervalle ouvert de E. La fonction de Green est définie par :

GX(z,y) = (s(2) — 5(2))(s(6) = s(v)) (s(y) — 5(a))((b) — 5())

I
s(b) — 5(a) lasesy<n) 5(b) — 5(a) lo<y<a<y

1l existe une unigue mesure de Radon m a support dans E telle que

E, [T, AT} = /R G (., y)m(dy)

m est appelée la mesure de vitesse du processus X .

Soit m une mesure de Radon sur (R, B(R)) de support E. Pour y € E et w € Q fixés, on
définit :

1 1
Ay (t) = 2 /E L2 (t,z — y)(w) m(dz) pour tout ¢ > 0,
Ay ,0) = 0.

On considére ensuite la famille de temps d’arrét {r, = Inf{s >0 : A; >t} : ¢t > 0} et le pro-
cessus {Y; = B;, +y : t > 0}.
Théoréme 7.2 ([131] Théoréme 3.11 page 25)

1. Si E est un intervalle, alors (Y,(Fr,)t>0,Py,y € E) est un processus de Markov fort,
continu sur E, en échelle naturelle, de mesure de vitesse m et tel que Yy = y.

2. Si E est un ensemble dénombrable formé de points isolés, alors (Y, (§r,)t>0,Py,y € E)
est un processus de naissance et de mort, en échelle naturelle, de mesure de vitesse m.
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La question que nous nous sommes posée est : que devient le théoréme 7.2 quand on remplace
le mouvement Brownien par un mouvement Brownien fractionnaire ? Nous n’avons malheureu-
sement pas trouvé de réponse 4 cette question mais elle nous a amenés 4 ’étude du temps local
du mouvement Brownien fractionnaire objet du paragraphe 7.4 ainsi qu’a 1’étude du temps
de sortie des intervalles. Dans le cas Brownien, la distribution de ce temps d’arrét est connue
puisque la distribution du supremum d’un Brownien est connue (principe de réflexion [116,
proposition 3.7 page 100]. Dans le cas fractionnaire, le supremum du mouvement Brownien
fractionnaire est mal connu on peut cependant écrire, en utilisant 1’auto-similarité :

Propriété 7.1 Pour toutz € Rt on a :

[

[m]% avec Z* = Sup BH

T <
¢ z* u€0,1]

Démonstration :
Soit z e Rt et t € RT, on a:

P[T,<t] = P| Sup BHZm]

7.1.2 Quels sont les temps d’arrét vérifiant E[ X, ] =07

Théoréme 7.3 ([116] Proposition 3.5 page 67) Soit {M; : t € R} un processus cadlag.
Soit Ty I’ensemble des martingales bornées.
M est une martingale si et seulement si pour tout T € Ty, on a X7 € ! et E[X7] = 0.

Le mouvement Brownien fractionnaire n’étant pas une martingale il est naturel de se de-
mander pour quelle famille 7y de temps d’arrét on a E[B}] = 0 pour tout T € 75. La encore
trés peu de réponses. Bien sir, les temps d’arrét constants sont dans 7o mais on a aussi :

Propriété 7.2 Considérons T4 l’ensemble des temps de sortie d’intervalles symétriques du type
[—a,a] noté Ti_, 4. On a :

Ts € To

La démonstration résulte du fait que les processus {Bf : t€ R} et {-BHf : t € R*}

ont méme loi.

Les efforts pour construire un espace 7y convenables furent vains. La piste des quasi-
martingales introduites par Hu et QOksendal [68] n’a pas été développée.
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7.2 Préliminaires sur le temps local

7.2.1 Cas d’une fonction mesurable

Définition 7.1 Soit f : [0,1] = R une fonction mesurable. On appelle temps d’occupation de

f en z la fonction :
1
F:z — / Tipty<a) dt (7.1)
0

On remarque que F est une fonction de répartition. Si F est absolument continue, sa dérivée
au sens de Radon-Nikodym, ® sera appelée temps local de f. On a alors pour toutg : R — R :

1
/ o(f())dt = / o(2)®(x)de
0 R

Remarque 7.1 Il est intéressant de se restreindre a un intervalle de temps [0,t] avec t € [0,1].
On définit alors le temps d’occupation de f en x sur [0,t] et si elle existe une notion de temps
local (x,t) — ®(x,t).
Théoréme 7.4 Si F' a une fonction caractéristique L2, alors F est absolument continue et sa
dérivée est L2.

Pour montrer 'existence du temps local, I'outil est le théoréme d’inversion de la fonction

caractéristique :

Lemme 7.1 (Shiryaev [127] Théoréme 3, page 281.) Soit F' une fonction de répartition
et F sa fonction caractéristique :

Fu) = /00 exp(iux) dF(z)

-0
Alors :
a) Pour tout a,b points de continuité de la fonction F, on a :
_ 1 [€ e—ith _ p—ita
F(b) - Fla) = lim o /_ R (7.2)

b) Si ffooo |ﬁ’(u)| dt < 00, alors F' a une densité ® et on a pour tout x réel :

1 ® 4
b(r) = — e " F(u)du (7.3)
2 J_
et ® est continue presque partout.
Démonstration :
Posons
S : L2 o R

9 = [2 9)F(~u)du
g désigne la transformée de Fourier de g. Outre la linéarité, on a :

s 1,
1S()> < [lgll3 IIFI; < gIIFllﬁ lgll3

Le théoréme de représentation nous assure I’existence d’une fonction ® € £2 telle que :

s = [ " g w)du (7.4)

— 00
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Pour montrer que ® est la dérivée de F', on dit que, par Parseval :

5@ = = [ dwddu (7.5)

21 )
On prend g = I}, 5 avec a et b des points de continuité de F', on a :

ezub —_ eiua

glu) = 2miu

On a alors, par la relation (7.4) et par définition de S :

b
S(g) = / ®(u)du (7.6)
o5} ez’ub _ eiua R
- S .
S@) = [ P (7.7
1 o5} e—z’ub _ e—z’ua R
= %) TF(u)du (7.8)

On applique maintenant le résultat (7.2) du lemme 7.1 qui nous assure que la relation (7.7)
n’est autre que F'(b) — F'(a). On obtient donc pour tout point a et b de continuité de F :

b
/ B(u)du = S(g) = F(b) — Fla) (7.9)

Mais comme ® est £2, elle est £ sur tout intervalle borné. Par conséquent, comme on a (7.9),
F ne peut étre discontinue et donc on a :

/ " B(u)du = F(b)— Fla) V(a.b) € B

Ce qui démontre le résultat.

<4
Corollaire 7.1 Si on a la condition sur f suivante :
o] 1 2
/ / exp(iuf(t)) dt| du < oo
—o0 0
Alors il eziste un temps local ®, et ® est L? et si on a :
o] 1
/ / exp(iuf(t)) dt‘ du < oo
—o00 0
Alors il existe un temps local ®, et ® est continue.
Démonstration :
Le premier point est une conséquence immédiate du théoréme 7.4 et de la relation :
. 1
Fu) = / exp(iuf(t)) dt (7.10)
0

Le second point découle aussi du théoréme 7.4 mais la condition plus forte imposée & f a pour

conséquence ’existence d’une version continue de ®.
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|

Dans le cas d’un temps local du type (z,t) — ®(z,t), on a la propriété fondamentale suivante
qui nous donne un critére d’existence du temps local :

Propriété 7.3 o Six — ®(z,1) existe alors x — P(z,t) existe pour tout t € [0,1].

o Pour tout (s,t) € [0,1)%, s < t on a ®(z,s) < ®(x,t) pour presque tout x.

7.2.2 Cas d’un processus stochastique

Définition 7.2 Soient (Q,§,P), un espace probabilisé et {X; : t € [0,1]} un processus sto-
chastique mesurable et séparable. Pour tout w € Q et tout x € R, on peut définir le processus
temps d’occupation de | — 0o, z] par X de la maniére suivante :

1
F(z,w) = /) H[Xt(w)gz]dt (7.11)

Si F(.,w) est absolument continue, sa dérivée (au sens de Radon Nikodym) ®(.,w) sera appelée
processus temps local de X.

Théoréme 7.5 Sil'on a :

Alors on a P-presque strement :

[} [ ettt o ava

du < o0 (7.12)

o I est absolument continue,
o d existe,
o & est L2

Démonstration :
La condition (7.12) implique que :

/.

condition qui implique que, pour P-presque tout w, la fonction caractéristique en z de F(.,w)

2

E du| <

1
/ expliuX;|dt
0

est £2. La conclusion est alors une application du théoréme 7.4.

|

7.3 La question de la bicontinuité

Dans ce paragraphe, on considére un espace probabilisé (2, §, P) et un processus stochastique
mesurable et séparable {X; : t € [0,1]}. On notera F' le temps d’occupation par X de | — oo, z]
et @ le temps local associé (on se place dans les conditions du paragraphe précédent, ® existe).

F: QxRx[0,1] — R
(w,z,t) — f(f]I[Xs(w)Sz]ds et F(w,z,t) = f_zoo ®(w, u, t)du

Pour définir @ comme un processus stochastique, il faut qu’il soit mesurable en (w,z,t) ce qui
n’est pas le cas avec la définition ci-dessus - le presque sir dépendant de z et ¢t. Pour avoir un
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tel résultat, il suffit de prouver la séparabilité et la bicontinuité de ®.

Nous allons en fait construire le temps local en quatre étapes :

1. Introduire - aprés avoir donner un critére d’existence (théoréme 7.6) - le processus ¥ :

1 [ _. ¢
U(t,z) = — e~ e®Xs ds du (7.13)
2m 0

2. Montrer qu’il existe une version mesurable de ¥ (théoréme 7.6),
3. Montrer que si ¥ est bicontinue alors ¥ = & et c’est la dérivée du temps d’occupation
(théoréme 7.7),

4. Enfin, on donnera des outils pour montrer la bicontinuité de ¥ (paragraphe 7.3.3).

7.3.1 Existence de ¥

Théoréme 7.6 Pourtoutz € R ett € [0,1], on définit la suite de variables aléatoires suivante :

n t
{lIln(a:,t) = i/ e_““/ e Xe du ds nGN*} (7.14)
27 —n 0
Si Uhypothése suivante est satisfaite :
(e ) (o] 1 1
/ / / / |E[expliuXs + ivXy]]| ds ds' du dv < oo (7.15)
—oo J—oo JO 0

Alors on a,

e Pour tout x € R et tout t € [0,1], il existe une variable aléatoire U(x,t) telle que

lim E[(¥,-¥)’] =0 et ce uniformément en (x,t). (7.16)

n—oo

e [l existe une version séparable du processus stochastique W.

Démonstration :
1 m t
U, (z,t) — ¥, =5 / exp(—iux) / exp(iuX;) ds du
m 0
1 ¢
— / exp(—iux) / exp(iuX;) ds du
T or m 0

En appliquant la relation |z + y|? < 2(|z|? + |y|?) nous obtenons la relation :

E [|lIln(m,t) — lI!m(x,t)|2] < 1 E /*m exp(—iux) /Ot exp(iuXs) ds du ]

=92
2m _n

(4)
) N

1 n t
+— E / exp(—iux) / exp(iuX;) ds du
0

2
2m m

(B)
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On a donc :
—m ot )
(4 < E H/ / exp(—iuz)exp(iuX,) ds du ]
—n 0
-m -m 1 1
< E [/ / / / erp(—i(v +u)z) exp(iuX; +ivXy) du dv ds ds'
-n —-n 0 0

On utilise maintenant I’hypothése (7.15) qui nous permet d’intervertir I’ordre d’intégration
et donc de majorer (A) :

—-m —-m 1 1
) < / / / / | Efeap(iuX, +ivXy)]| du do ds ds'
—n —n 0 0

On obtient une relation similaire pour (B) en changeant les bornes d’intégration en z. En vertu
de 'hypothése (7.15), les intégrales (A) et (B) convergent vers 0 (uniformément en (z,t)). Nous
avons donc montrer que la suite de fonctions {¥,, : n € N*} est de Cauchy dans l’espace
I2(Q). La suite converge donc vers une fonction ¥ elle aussi L? et ce uniformément en (z,t).

Pour montrer le second point, il suffit d’appliquer le théoréme fondamental de la séparabilité
[48] p.57.

7.3.2 Si V¥ est bicontinue alors ¥ = ¢
Théoréme 7.7 Si les trajectoires du processus ¥ est continu en (x,t) P-ps, alors ¥ est P-ps
la dérivée du temps d’occupation de X.

Démonstration :
L’application

2w

est continue en z pour tout ¢ € [0, 1]. Par conséquent, ¥,, est une fonction continue de z comme

1 ¢
z — — exp(—iux) / exp(iuX,) ds
0

intégrale sur un domaine borné d’une fonction continue. Par conséquent fa U, (u,t) du existe

pour tout intervalle fini [a,b] C R.

Soit [a,b] C R. Comme l'intégrale existe, on peut donc appliquer le théoréme de Fubini et

obtenir ainsi :
b 1 n b t
/ U, (u,t) du = — / / exp(—iux) dz / exp(iuXy) ds du
a 27 —nJa 0
On est maintenant en mesure d’appliquer la relation (7.2) du théoréme d’inversion en tout
(a,b) ou F' est continue c’est & dire en tout (a, b) puisque F est absolument continue. On obtient
alors :
b 1 n e—iub _ p,—iua t
lim U, (u,t) du = lim — / - / exp(iuX;) ds du
0

n—oo [, n—oco 27 —n —u

Fb,t) — F(a,1) (7.17)

et ce P-presque stirement.
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Remarque 7.2 Le probléeme est que l’ensemble des w ot (7.17) est vraie est certes négligeable
mais susceptible de dépendre de Uintervalle [a,b].

D’une part, I'application  — ¥,(z,w) est continue et bornée (par ), 'application z —

E [|¥,(z)|?] est donc continue. D’autre part, la relation (7.16) nous assure que E [|¥(z)|?] < oo
et 'application z — E[|¥(z)[?] est continue et donc intégrable sur tout intervalle fini. Par

/ab 10 (2)|? d:c]

De cette relation, on conclut que fab |¥(2)|? dz < oo P-p.s.

Fubini, nous avons :

b
[ Eleer] @ - &

On a donc montré que z — ¥(z,w) est de carré intégrable sur tout [a,b] P-p.s. Ce qui
implique que £ — ¥(z,w) est absolument intégrable sur tout [a, b] P-p.s. Et donc, on a P-p.s.,
z — U(z,w) est absolument intégrable sur tout [a, b].

Pour tout n € N*, on a :

Fb,w) — Fla,w) — / " W(ew)de

< F(b,w)—F(a,w)—/ab U, (o, w)dz| + /ab 'I’n(m,w)dx—/ab ¥ (2, w)dz

~ / ~ /

(4) (B)

D’une part, on a (7.17) et donc (A) tend vers 0 P-p.s. et d’autre part, en utilisant ’inégalité
de Cauchy-Schwarz, nous avons :

) 2
(B)? < / |V, (z,w)dr — ¥(z,w)| dx]

b b
5/ |®,, (2, w)dz — ¥ (z,w)|” de . / 1dz

E[(B)’] <|b—alE /b |, (2, w)dz — U (z,w)| dx]

<|b—a|/ [P, (2, w)dz — (x,w)|2] dx

La derniére étape découle de Fubini puisque 'intégrale est définie. Il ne reste plus qu’a faire
intervenir la relation (7.16) pour conclure & la convergence vers 0 P-p.s. de (B). On a donc
montré que pour tout (a,b) € R? et tout t € R, on a :

F(b,t,w) — Fla,t,w) = / Wt ) du (7.18)

Pour P-presque tout w € Q. Il nous reste maintenant & montrer que le “P-presque sirement” ne
dépend pas ni de a, ni de b, ni de z.

Du résultat (7.18) et en appliquant le théoréme de Fubini, on montre que, pour P-presque
tout w € 2, 'équation (7.18) est vérifiée pour presque tout (a,b). Nous savons également que
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pour P-presque tout w € 2, la fonction ¥(.,w) est absolument continue sur tout intervalle fini.
Ainsi cette intégrale indéfinie est une fonction absolument continue. On sait aussi que, par
hypothése, F(.,w) est absolument continue pour P-presque tout w € Q. Par conséquent, pour
P-presque tout w € 2, les deux membres de I’égalité (7.18) sont déterminés pour tout (a,b) a
partir du moment ou ils le sont pour presque tout (a,b) ce qui est le cas en vertu du résultat
(7.18).

<

7.3.3 Des outils pour prouver la continuité jointe de ¥

Pour montrer que ¥ est bicontinue, nous allons utiliser le théoréme suivant qui est une
généralisation au cas bidimensionnel du critére de Kolmogorov :
Théoréme 7.8 (Berman [16] Théoréme 5.1 page 1266) Soit {¥(t,s) : (t,5) € [0,1]*}
un processus stochastique séparable stochastiquement continu. S’il existe des constantes m, C,

€ telles que :
o E[|¥(s+ h,7) —U(s,7)["] < C.|n|*te
avec (s,s +h) € [0,1]> et 7 =0 et 1.
E[|®(o,t + h') — ¥(0,t)|™] < C.|B|‘*e
avec (t,t+h') €[0,1]> et =0 et 1.
o E[|¥(s+ h,t+h')— V(s +h,t) —U(s,t+h') —T(s,t)|™] < C.|hh'|}*+=
avec (s,s + h,t,t + h') € [0,1]*
Alors U est continue P-p.s.
Pour démontrer la bicontinuité, il suffit donc de majorer le moment d’ordre m ou m est un
entier strictement supérieur & 1 de la quantité :
Q"M = W(z+h,t+h)—U(z+ht") — Uzt +h') + U(z,1)
par une expression en (hh')*¢ avec € > 0. Il est facile de montrer la propriété suivante :

Propriété 7.4 Pour toutt, xz, h, h', nous avons le résultat suivant :

EfjQi|"] <

hm6 6m_1 5 i v (X,
A | R ey 1| CEOTCNER

(4)

ot M", est le domaine définit par :
{1, -ttt <ty < - <tm <t+h'} (7.20)

Démonstration :
Ce sont des considérations de calcul intégral.
<
La difficulté réside maintenant dans la majoration de la quantité (A). Les choses sont relati-
vement simples dans le cas d’un processus Gaussien & accroissements indépendants. Mais en vue
de I'application au mouvement Brownien fractionnaire, il nous faut plus de généralité. Pour ob-

tenir ces résultats, nous allons introduire la propriété d’accroissements localement indépendants
(ALI).
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7.3.4 Cas des Processus Gaussien a Accroissements Localement Indé-
pendants

Définition 7.3 On dira qu’un tel processus Gaussien {X; : t € [0,1]} posséde la propriété
d’Accroissements Localement Indépendants (ALI), si, pour tout m € N*, il existe une constante
By, > 0 telle que, pour tout h > 0, pour tout t > 0, pour tout h <t <ty <---<t, <t+h,
on ait :

m
E |exp iZ'Uj(th—th_l) < exp —BmZU?JJ? (7.21)
=1

avec to = 0 et pour tout j = 1,...,m, o7 = E[(Xy; — Xy;_,)?].

Remarque 7.3 La relation (7.21) est apparue pour la premiére fois dans Nolan [99]. Elle
fat utilisée pour montrer Ueristence d’un temps local pour des processus stables. On y trouve
également la démonstration de ’équivalence entre cette notion et celle de Non-déterminisme
Local introduit par Berman [17]. On la retrouve ensuite dans Kono et Shieh [81] pour démontrer
lexistence d’un temps local pour certains processus auto-similaires.

Théoréme 7.9 Si le processus X vérifie :
e La propriété ALI,
o La propriété technique suivante :
Pour tout § € {0,1,2}™ il existe 6 > 0, et € > 0 tels que :

h'—t

/ ﬁ(o(tj—tj_l))*”f ﬁds,. = 0 (W) (7.22)
. u

t,ht =1
Alors ¥ est bicontinue.

Démonstration :
On introduit la propriété ALI dans I’expression (7.19) et ’on obtient :

Eflox|"] <

hm(; s m—1 s m 5 o m m
p / / oml® I lvi = vjna|® exp =B Y _vio7 | (] dsi)(J] dv))
@2mm Jgm M, j=1 j=1

Jj=1 Jj=1

~ >

(B)

Du fait que |v; —v;j_1]° < |vj]® +|vj—1]°, (B) est dominé par la somme de 2"~! termes, chacun
de ces termes contenant au plus n facteurs |v1]%, ..., |vy,|® élevés & la puissance 0, 1 ou 2. Ce
sont donc des termes du type :

|v1|‘w1 |v2|‘w2 .. |vm|59m

Regardons, pour un des termes de la somme, ’intégrale suivante :

m
d
@ [ al e ol eap | B Y oto?| ] doy
R™ j
j=1
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Posons maintenant w; = wv;o; on obtient alors :
m m m m
(1) = / s[4 fws [P . fwl PP T[07°% eap |~Bm > w?| [[o7 ] dws

Rm j=1 j=1 j=1 j=1

m m m

—1—66; m 2
= H o; i / |wy |29 [ws|?%2 . . . |wy, |**™ exp | — By, Z w} H dw;
j=1 R j=1 j=1
D(é,m,és

D(6,m, 95 est une constante (on peut majorer 6; par 2). En utilisant cette relation, on obtient :
hmd

| < K G DOmd) [ Lo ()

t,n! =1

E[|Qk

On peut majorer, dans D(J, m, 5) les 6; par 2, on majore alors D(J, m, 0_3 par D(§,m,(2,...,2)) = D(4,m).
Cette intégrale est convergente car B, > 0. On utilise maintenant la condition (7.22) qui assure
I’existence d’une constante K' > 0 telle que :

Eflesr|"] < & % D(s,m) 1+

11 suffit alors de jouer sur la valeur de m pour démontrer le théoréme.

|

Nous avons restreint le probléme & la vérification de la propriété ALI. Le théoréme suivant

nous donne une condition suffisante pour voir cette propriété satisfaite :
Théoréme 7.10 Si, pour tout m € N*, le déterminant de la matrice de covariance K du

{Xt,. - Xy, . }
—_— z:l,...,m
U(tz’ — tz’—l)

est borné par une constante strictement positive sur

vecteur Gaussien :

{(to, - tm) © 0=to, t <ty <+ <t <t+ A}

Alors X satisfait la propriété ALI

Démonstration :
On considére Y le vecteur Gaussien (X, ,..., Xy, — Xti_y,- -5 Xeo, — Xpp_,) €t 02 = Var(Y;).
On notera également Ky la matrice de covariance de ¥, (Y1,...,Yy), Ky (i, ) I'élément de la

i-éme ligne et j-éme colonne et ||Ky|| son déterminant.

En vertu de la propriété de développement selon les lignes et les colonnes du déterminant,
nous avons la relation suivante entre ||K|| et ||Ky|| :

K
k|| = JExI (7.23)

Hi:l Uz'z

Considérons C; le cofacteur de Ky (j, j).
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Par définition, C}, est le déterminant de la sous-matrice obtenue en 6tant une composante
du vecteur Gaussien Y. Par conséquent, c’est le déterminant d’une matrice de covariance donc
d’une matrice semi-définie positive (SDP) dont les termes diagonaux sont les o7 avec i # k. Les
propriétés des matrices SDP nous assurent que ce déterminant est majoré par le produit des
termes diagonaux. On a donc :

Cc < [ o (7.24)
ik

D’ou le résultat escompté.

La distribution de Y}, connaissant {Y; : [ # k}) est une variable aléatoire Gaussienne de
moyenne E[Y, | Y, : 1 # k] et de variance g—: (voir Shiryayev [127] p.236). Par conséquent,
nous avons pour tout k=1,...,m:

eap(—5Var(y viYy) = E o3 0

i=1

=E [emp Zv, )Y : l;ékH

=E exp sz i 63317 “)kYk) | Y, - l7é k]
J#k
~ 1 ,Ky .
=E |exp(i Zv,-Y;) exp <—§uic—k +iugE[Ye | Y 2 1 # k])
7k

1 ,Ky
<exp —§uk Cr

De cette expression, on peut conclure que :

m K m
Var(z v;Y;) > uﬁc—: donc Var( Z Z uior —— Cka
=1 i=1

11 ne nous reste plus qu’a appliquer la minoration (7.24) pour avoir la minoration suivante :

m 1 Ky m
VC”‘(Z v;Y;) > e Zuiaﬁ (7.25)
i=1 N i=1% ;o
(I1)

(7.23) nous montre que l’expression (I7) est, & une constante prés, ||K||. L’hypothése d’uniforme
bornitude nous assure ’existence d’une constante B,, telle que :

m m
Var(z v;Y;) > Bn Z u%a,%
i=1 k=1

(7.26)
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On a donc les relations suivantes qui nous montre que le processus X posséde la propriété ALI

E lemp lz Zv,-Y,- = exp <—§Var(z viY',-)) < exp <—§Bm Zuia,%)
i—1 i=1

k=1

m ' 1 m
H E[e$p [Z BmukYk]] = €exrp <_§Bm Z uial?:
k=1

k=1

<
C’est la premiére condition introduite par Berman [13]. L’idée d’ALI existe déja en filigrane
dans cet article mais sans la mettre en évidence. Dans la suite, Berman a formalisé cette notion
en introduisant la notion de Non-Déterminisme Local (NDL) (Berman [17]) les idées ne sont
pas trés différentes (voir Nolan [99]). L’idée centrale commune & ces deux notions est de se
demander ce que devient le processus lorsque les accroissements deviennent petits. L’objectif
est d’avoir un processus qui soit régulier. En restant sur ce point de vue, on peut énoncer le

lemme suivant qui est démontré dans Berman [17] :

Lemme 7.2 Si, pour tout m € N* et pour tout b € R™ ~ {(0,...,0)} on a :

liminf Var | > b2 > 0 (7.27)
tm Lt =
Alors Uhypothése du lemme 7.10 est satisfaite.

Sur ’ensemble (7.20), la variable aléatoire E;"Zl b; Z—j est Gaussienne et réguliére pour tous

les b € R™ {(0,...,0)}. Que se passe-t-il maintenant quand les accroissements tendent vers
0? La condition (7.27) oblige précisément la variable & rester Gaussienne et réguliére.

7.4 Temps local du mouvement Brownien fractionnaire

7.4.1 Existence du temps local

Théoréme 7.11 Le Mouvement Brownien fractionnaire admet un temps local
(t,z) = L7 (t,2)
pour tout 0 < H < 1.

Démonstration :
Par la stationnarité des accroissements du mouvement Brownien fractionnaire, son caractére
Gaussien et du fait que Zg = 0, la condition (7.12) d’existence du temps local s’écrit :

oo 1 1 u2
I = / / / exp (——|t—s|2H> dsdt du < oo
—o0JO JO 2

Le changement de variable v = u|t — s|* nous permet d’isoler le terme en v :

] ’1)2 1 1 1
I = —— ] dv . —— ds dt
0 /J”””( ) v // i a7

~~

(I) (};)

(I1) est finie et il est facile de vérifier que pour 0 < H < 1, (I) est également finie. L’hypothése

du théoréme 7.5 est donc satisfaite ce qui démontre le théoréme .

|
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7.4.2 Bicontinuité du temps local

Théoréme 7.12 Le temps local associé au mouvement Brownien fractionnaire (t,x) — L (t,x)
est continu pour tout H € (0,1).

Démonstration :

On va appliquer le théoréme 7.9. pour ce faire, il faut montrer que le mouvement Brownien
fractionnaire satisfait la propriété d’ALI (objet du théoréme 7.13) et que la propriété technique
(7.22) est vraie (résultat du lemme 7.5 page 100).

|

Théoréme 7.13 Le mouvement Brownien fractionnaire satisfait la propriété ALI pour tout

€ (0,1).

Démonstration :

Le cas 0 < H <1 Dans ce cas, la fonction variance 0?(t) = RH(t,t) = t*H est concave.
Le résultat découle donc d’un résultat de Berman [16] théoréme 6.1 p.1269 qui affirme que dans

le cas d’une variance concave, le résultat du théoréme 7.10 est vrai.

Le cas % < H <1 Soit (t},...,t") une suite de m-uplets de M, ¢ telle que t7, | t. L'idée est
de démontrer que la condition (7.27) est vraie. Pour cela, nous allons raisonner par I’absurde.
On va supposer qu’il existe un m-uplet (bq,...,by,) de réels tel que :

™ X — Xin
liminf Var Z bj e = 0 (7.28)

n—0o tn - t? 1)

et démontrer que cela conduit 4 by =--- =b,, = 0.
L’expression (7.28) peut s’écrire, en développant la variance :

t:" - Xt?‘ Xt" - Xt"
limin b; bj E : il il =0 7.29
n—>c>of ’]Zl (t - t?—l) U(t;” — t?—l) ( )
Az

Nous allons maintenant exprimer A ; en fonction de "o" :

ot} —t7) + (7, — 17 ) — (A} — 17 ) — (] — 1} )
ot} —ti_)o(t] — t?_l)

n —_
Ay =

Nous allons maintenant introduire quelques notations :

T o=ty — 1t "longueur" du i-éme accroissement

Oi; =t -t durée entre deux accroissements

En introduisant ces notations, nous obtenons I’expression suivante :

o?(rh + HZJ-) + (72(7';-1 + 0%) —o?(1! + T+ 03]-) — 02(03]-)

o(r)o(7})

n —_
Ay =
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Bien sar, quand n — o0, toutes ces quantités tendent vers 0.

Nous allons maintenant regarder le comportement asymptotique de A7 jen fonction de la vitesse
de convergence vers 0 de 7;" par rapport a 7;". Ainsi nous verrons la contribution de ce couple
(,7) & la limite (7.29). Nous allons énoncer ces résultats sous forme de deux lemmes que nous
démontrerons en dernier lieu.

Lemme 7.3 Si

i 7
-~ — 0 ou + — 0
Tz." n—00 TJT‘ n—00

Alors

Lemme 7.4 Si

- — T7; avec 0<T; <00

et st
or.
i,j
—r 0 1<)
™" n—oco
J
Alors
[
2,
=L — 0
TZ." n—00
et on a

A, — 0

bl pooo
Par conséquent, expression (7.29) est égale & la somme des limites des formes quadratiques
du méme type que celles intervenant dans (7.29) mais o la somme est prise sur les couples
(i,7) tels que :

n

7T

# n:>>o Ti,j 0< Ti,j < OO (7.30)
i

o .

;;‘Z n:Zo 02'7]' 0< Gi,j <> (731)
i

Pour continuer la démonstration, nous allons utiliser la représentation harmonisable du
mouvement Brownien fractionnaire. Cette représentation va nous permettre d’obtenir une re-
présentation "spectrale" de A7 ;. En vertu de (2.4) page 28 nous avons :

x x _ 1 /+<x> eit;’)\_eit;‘_lx\ M(d)\)
5 Hr T Co(H) J_o iX [A[H-1/2

Et par définition de cette intégrale, nous avons, pour j > k :

1 Xt".’ - th; Xt" - th
An L= ]E J j—1 k k—1
B Co(H)? s e[ ™
1 ~+o00 (ez’t}'A _ ez’t;-’_l)\)(e—it};)\ _ e—it};_lx) d\
~ Cy(H)? /W |7 [F 1 1A |A[2H
; /+Oo iy (€5 TGN 1) (1 — e TN dA
= — e =
Co(H)? /oo o | A[2HH
1 too iT?l)‘—]_ 1— T A d\
= 2 / ew’w”\ (e : n H)( n 15 ) 2H+1 (7-32)
Co(H)? /oo S o Al
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Posons maintenant A" = max |77 et v = AA™. On obtient alors :
1<j<m' 7

n

n 1 /+OO 6} (ez%u _ 1)(1 _ ez;—knu) (hn)2H+1du

ki ezh_"u

1T G . T P
1 /+°° Ry (€7 —1)(1—efi)  du

- - el e

02(H)2 oo [\T£|j|H [‘T;L‘]H |U|2H+1

h™ h™

(7.33)

D’autre part, on peut écrire :

n i n n
ek’j - 1 tk

= Z - Z " (7.34)

Des relations (7.33) et (7.34), on obtient la relation suivante :

j—1 _n n
21 T

qn =L /+°° et R U (ei%i"_“ —1e U (1 —eimru) gy
k,j

T L " B

k n
_iZi=1 I
o

g j—1 k k—1
Zi=y T DY T iy T = T

1 /+oo (ei Sh—tu _ g =L u) (e—zTu — i =1 u) du
CG(H)? ) [ITJ-"I]H [IT,?I]H |u[2H+1

h™ hm

Une fois ceci remarqué, on peut écrire la relation (7.29) sous la forme :

. 2
J s n
+o0 (ei 7&:,}" Ly

liminf Z b,
®© | E

— e’L{;ffl" * ) du
[M]H |U|2H+1
hn

0 (7.35)

n—oo —

Ou la somme est prise sur E qui est ’ensemble des couples (4, j) satisfaisant les conditions
(7.30) et (7.31).

En fait, pour tout M > 0 nous avons la relation suivante qui est vérifiée :

2

M (ef Zi:}»l" Lo _ e E{;hll" x “) du
limin b; - =0 7.36
w2 ] e (7:36)
h’n
[pn (uw)|?

Posons . -
ei Z?:l TIU __ ei 2'17:_1 nu)

du) = 3 by ¢ -

E Tj

Montrons que ¢, — ¢.
Pour ce faire, il suffit de montrer que, pour tout k € E, on a :

j—1
LTIz T i1
ez%u ﬁ) eng=1 Tiu
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11 suffit d’écrire :

) i1
is i 5i=1 d "
Sup e~ nm U __ et Yo Tiw <92 2 T M
w€[— M, M] — \h"
j—1 n
-
<2 hL" —n| M
=1
- 0
n— o0

Par conséquent, on peut intervertir limite et intégrale dans (7.36) et on a :
J n ji—1 = 2
=y j2l=1 I

M .
- (@t _ sty g,
/ iminf ij WA =0
E

l
M n—oo |7'Jn‘ H
hn
3 ; . i 2
/M (612'17:1 TIU 612'17:11 Tlu) du
-M

Z J H 2H
T u +1

Nous avons donc :
i . 2
§ y, (€5 =B )
j H

E J

sur un ensemble de mesure strictement positive. Et par conséquent, sur cet ensemble, nous

avons :
. ] . ji—1
et Siog miu _ el it ‘rlu)

ij( TH :0
E

J

Par définition de E, les 7; sont tous non nuls et comme ’exponentielle complexe est entiére en
u, cette fonction ne peut étre constante sur un ensemble de mesure strictement positive par
conséquent, tous les by sont nuls pour k € E. On enléve ces valeurs de k de la somme initiale

et on recommence le raisonnement jusqu’a obtenir tous les by nuls.

Démonstration du lemme 7.4 :

oH oH 2H
n \2H n n n n
YIS S % ke PR N PR Al PO P e
2y 2 H
T GH)? () 0% 0% 0
Nous avons :
n n n
7 T 75
n n n
k,j 019,; Tk

Et donc en vertu des hypothéses du lemme, nous avons :

J - 0

n . n—oo
0’9,]
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Nous sommes maintenant en mesure d’écrire un développement limité & 'ordre 2 de A7;. En
effet, nous avons :

o 2H o o 2
14 = 14+2H-2 +2H2H -1) |-E-| +0(..)
0 0. 0.
2H 2
Ty + T} Ty + 77 Ty + T
1+ = 1+2H—— +2H(2H -1) |——| +o(...)
91?,3‘ ek,J 0,7;’].

Dans le développement, nous avons les termes unité qui se simplifient ainsi que les termes
du premier ordre. Il ne reste que :

o 2HEH =)@ ([ ] [ ‘o)
iy non o vl R T of...
! 02(H)2(Tj Tk i Hk,j ek,j ok,j
2H(2H —1)(67 ,)*H TR
_ 2 )Tf ’;LI){ —2-R 0 4 o(.)
Co(H)? (1) )

_amen-y [,
VL [(Tyrs)] Fol-)

1l suffit maintenant de remarquer que, d’une part,

(0F ;)
(TJ."TI:”) n—»o0

et d’autre part H —1 < 0 par conséquent nous avons le résultat voulu & savoir

Ay = 0

n—oo

Démonstration du lemme 7.3 :

On va partir de la représentation (7.32) de A7 :

e

AZ _ /+oo 7 u (1 — ey u)(l _ ei-r,?u) du
R Co(HP2 [T [T Juf2HH

Pour tout € > 0, on peut séparer le domaine d’intégration en 2 parties :

A A <e/met {X : |\ > €/7]'} ce qui nous donne une décomposition de A ; en 2

intégrales : AZ,’].SE et AZ:]?E dont les limites sont nulles. En effet, on a, par Cauchy-Schwartz :

2
9 too 1 it]u 1 T d
[AZ,JSE] = l/ ek, (1— e (1= e ) T = Ju| <e/7]'} e

—oo Co(HP | [ |7y [ Ju 2+

< /+oo |1 ir,?u|2 du / |1_eir;'u|2 du
{

_\_Oo |7_n|2H |u|2H+IJ . w: ul<e/mr} 02(H)2|7_n|2H |u|2H+1

~~

=1
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On va maintenant utiliser I'inégalité |1 — €| < 2|z| et on obtient ainsi :
[An,§5]2 < / 4|7—‘7nu|2 du

k,j =

J u: |ul<e/T]} |Tgn|2H |u|2H+1

S K (7—7’)272}[ |u|172H du
{u : |ul<e/T}}

Le changement de variable = u7}' donne :

I:Az,_gs]z < K |x|1_2H ( _n)2—2H dﬁ
7 - {z : |z|<e} (7-]'")1_2H ’ Tjn
1
< K — dx (7.37)
{z : |z|<e} |z |2H 1
< K€2_2H

Cette derniére quantité tend vers 0 quand € tend vers 0. De la méme maniére, on montre

que :

2
[AZ,’;E] < K (r2)2=2H [y'=2H gy
{u : lu|>e/7]}

L’inégalité de troncation, introduite dans Loéve ([91] p. 196), nous permet d’avoir la majo-

ration suivante :

n,>e 2 Tl? E% oo 1-2H
[Ak’j ] < Ke- (1 = cos(vx))|z| dz| dv
’ T Jo 0
us E% o [T 1-2H
< Kef 0] (1 = cos(t))|t| dt dv
T Jo 20
(I
us E% 2H—2
< KET—n | ] dv
j

(7.38)

(I) est deéfinie du fait que 0 < 2H — 1 < 1. On en déduit facilement que l'on a :

1-2H
2 n
n,>e Tk
J

Par hypothése, on sait que :—’“: tend vers l'infini quand n tend vers 'infini et comme 1 —-2H <

2
0, cette derniére quantité converge vers 0 quand n tend vers Uinfini.

|

Lemme 7.5 Pour tout H € (0,1), le mouvement Brownien fractionnaire satisfait I’hypothese
(7.22).

Démonstration du lemme :
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Le cas 0 < H < 1 Comme ¢? est concave, la fonction ¢ — o2(t)/t est décroissante. Par
conséquent, nous avons la relation o2(t) > to?(1) et donc o(t) > t202(1). Il est alors facile de
voir que ’hypothése (7.22) est satisfaite pour n assez grand (n > 4).

Le cas % < H <1 Dans le cas Brownien fractionnaire, le terme de gauche de la condition

(7.22) s’écrit sous la forme :

m m
(@) < / |51 [THOH00) T I8y — 55227709 ([ ] dsy) (7.39)
Y =2 j=1
On va maintenant poser t; = s; et t; = s; —s;_1 pour tout 1 < 5 < m. Le domaine

d’intégration peut alors s’écrire : [t,t+h'] x [0, h']™ 7! et de ce fait, on a la majoration suivante :

t+h' b R m A
©) < / / / Hltj|—H(1+59j) (H dt;)
t 0 0 =1 J=1
m t+h' ! th &
< ther(HMj)H/ |t1|—H(1+691)d51/ / H|Uj|_H(1+59j) (H du;)
i ¢ 0 0 j=2 Jj=2
(7.40)
< H|hl|fH(1+69j)+1/ |t1|—H(1+601)d81/ / H|Uj|*H(1+69j) (H d’U/]‘)
= 0 R i=2
ot (7.40) provient du changement de variable h'u; = t¢; pour 2 < j < m.

11 suffit maintenant de choisir une valeur de § de sorte que les intégrales soient définies. Pour
ce faire, il suffit que, pour tout 2 < j < m, on ait H(1 + 66;) < 1. Comme §; < 2, il suffit de

choisir

On obtient alors la domination suivante :

_ 1(m—1)(1—H)~H§ YT, 0;
@ = 0 )

Comme |h/| < 1, comme 6; < 2 et comme on a choisi § tel que 1 — H—2H§ > 0, on a donc :

(m —1)(1 - H) — Haie,- > (m—1)(1— H) — 2H6(m — 1) (7.41)
j=2

> (m—1)(1 - H — 2H§)

0 étant choisi, on peut maintenant choisir m suffisamment grand pour que (7.41) soit plus

grand que 1.
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Quatriéme partie

Calcul Stochastique pour des

processus Fractionnaires
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Introduction

Dans cette quatriéme partie, nous allons poser les bases de calcul anticipatif relatif & des
processus fractionnaires. Cette étude est basée sur le cas du mouvement Brownien fractionnaire.
Dans ce cas, il est nécessaire, pour définir une notion d’intégrale, de s’affranchir des propriétés
classiques (variation finie et semi-martingale). Un résumé des différentes techniques explorées
fait 'objet d’un premier chapitre. Dans ce chapitre, on insistera sur les travaux de Nualart [4] et
Decreusefond [45] qui permettent de définir une intégrale pour une classe plus large de processus
appelés Processus de Volterra. L’idée commune est de définir l'intégrale relative au processus

de Volterra par le biais de I'intégrale relative au processus sous-jacent, un mouvement Brownien.

Dans la suite, on remplace le mouvement Brownien sous-jacent par un processus de Poisson
Marqué. Le processus ainsi obtenu appelé Processus de Poisson Filtré est - dans la plupart des
cas - une semi-martingale. Cependant, on peut utiliser la technique présentée au chapitre 8
pour obtenir une intégrale anticipative. Pour ce faire, il est nécessaire de définir une intégrale
anticipative relative au Processus de Poisson Marqué sous-jacent. C’est ’objet du chapitre 9.

Dans le chapitre 10, on introduit une notion d’intégrale relative & des Processus de Poisson
filtrés. On donnera aussi des hypothéses sur le noyau et sur 'intensité des sauts pour obtenir
de bonnes propriétés statistiques. Enfin, nous ferons le lien avec 'intégrale au sens de Stieltjés-
Lebesgue.

Au chapitre 11 nous continuons 1’étude des Processus de Poisson Filtrés en démontrant un
théoréme de type Girsanov. Une application a l’estimation du coefficient de dérive linéaire est
donnée et la consistance de cet estimateur établie.

Enfin, par le chapitre 12 nous ferons le lien entre les deux classes de processus centraux
dans cette partie : les processus de Volterra et les processus de Poisson Filtrés en montrant un
théoréme limite qui prouve qu’une famille de Processus de Poisson Filtrés d’intensité constante
convenablement normalisée converge faiblement quand n tend vers linfini vers un processus
de Volterra de méme noyau. Pour obtenir ce résultat dans une grande généralité, nous allons
transformer le probléme initial en un probléme de convergence de martingales & valeurs Hilber-

tiennes et ensuite projeter le résultat pour obtenir la convergence souhaitée.
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Chapitre 8

Intégrale Anticipative pour des

processus de type Volterra !

Définir une intégrale stochastique pour le mouvement Brownien fractionnaire ou plus gé-
néralement pour des processus de type Volterra est, dans la plupart des cas, particuliérement
difficile. En effet, ce processus n’est pas & variation finie et ce n’est pas une semi-martingale.
Les outils classiques sont donc exclus. Il faut donc ou bien faire appel & de nouveaux outils ou

bien se ramener aux outils classiques.

La premiére partie de ce chapitre présente succinctement les différentes voies explorées dans
le cas du mouvement Brownien fractionnaire. Pour un résumé de ces techniques, je vous renvoie
a Particle de synthése de Decreusefond [36]. Nous insisterons sur la définition de I'intégrale de
Wiener et son extension & I'intégrale Anticipative de type Skohorod.

Dans une seconde partie, on spécifie la voie de Nualart et al [4, 32]. On présente sommai-
rement la définition de lintégrale et on évoque les formules de Itd et de Meyer-Tanaka; on
montrera le lien avec le temps local de la partie III et les différences avec le cas Brownien.

Enfin, une troisiéme partie sera consacrée aux grandes étapes de la construction d’une
intégrale anticipative pour des processus de type Volterra. Cette partie est un résumé des
travaux de Decreusefond [39, 38, 37, 31] et fournit les principales idées utilisées pour définir
une intégrale anticipative relativement aux Processus de Poisson Filtrés objets des prochains
chapitres.

Remarque 8.1 Certaines notations (comme par exemple les espaces Hol(v) et T, 1) relatives

au calcul fractionnaire déterministe sont consignées dans l’annexe 13.2 page 185.

LCette terminologie vient de la nature du noyau définissant le processus. Ce noyau triangulaire est usuellement
appelé noyau de type Volterra (voir Dieudonné [47] probléme 9 p. 338).
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8.1 Apercu des différentes voies pour définir une intégrale

relativement au mouvement Brownien fractionnaire

8.1.1 A partir des propriétés des trajectoires

On considére les sommes de Riemann :

2" -1
Z Ujg—n [Bg+1)2—" - Bg—" (81)
i=0

et on cherche & identifier les conditions sur u pour que (8.1) converge.

On notera dans cette idée les travaux de Follmer [58] sur les processus de Dirichlet qui
permet dans le cas H > % de définir une notion d’intégrale. On notera les travaux de Bertoin
[20] sur les processus & a-variation bornée qui assure la convergence de (8.1) pour des processus
u A %—va,riation bornée avec f+ H > 1 et f > 2. La méme idée a été suivie par Day et Heyde
[33] dans le cadre du mouvement Brownien fractionnaire. On peut aussi évoquer les travaux de
Feyel et de la Pradelle [57] qui assure la convergence de (8.1) pour u € Hol(1 — H). On peut
aussi faire référence a Ciesielski et al. [28].

Zalhe [136] définit, pour tout w € Z, 1 avec o > 1 — H une intégrale relative au mouvement
Brownien fractionnaire en utilisant une intégration par parties. Elle montre en plus que pour
H > 1 et pour u € Hol(1 — H) cette intégrale est limite des sommes de Riemann (8.1).

Le principal défaut de ces points de vue trajectoriels (qui s’affranchissent certes de conditions
d’adaptabilité des intégrants) est I'impossibilité dans la plupart des cas de calculer ne serait-ce
que lespérance de l'intégrale.

8.1.2 A partir du caractére Gaussien

Il est bien connu que I’on peut construire une intégrale relative & un processus Gaussien pour
des intégrants déterministes (voir [98, 72| et leurs références). Cette intégrale dite de Wiener
coincide dans le cas du mouvement Brownien ordinaire avec I'intégrale de It6 elle-méme pouvant
étre percue comme la restriction aux intégrants prévisibles de 'intégrale de Skohorod [133, 105].
Dans le cas Brownien fractionnaire et plus généralement dans le cas des processus de Volterra on
peut définir une intégrale de Skohorod. Cette construction fera ’objet du paragraphe 8.3. Nous
verrons également qu’il existe en fait deux principales intégrales de type Wiener qui s’étendent
chacune en une intégrale de type Skohorod différente. Nous restreindrons I’étude & 1'une de ces
deux intégrales que nous étendrons aux processus de Poisson Filtrés. Elles s’obtiennent & partir
de la représentation de Lévy-Hida.

Les principaux auteurs ayant suivi cette idée sont : Decreusefond et Ustiinel [45, 44] - avec
un travail basé sur les opérateurs linéaires de noyau le noyau de la représentation de Lévy-Hida -
et Alos, Mazet et Nualart [5] avec un travail basé sur les noyaux eux-mémes. Nous verrons dans
les prochaines parties que le travail sur les opérateurs est plus confortable quand on travaille
avec les Processus de Poisson Filtrés et les processus de type Volterra.
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8.1.3 Autres voies

Pour H < %, les travaux de Alés, Mazet et Nualart [4] et de Carmona, Coutin

[25] : Dans ces papiers, I'intégrale relative au mouvement Brownien fractionnaire est obtenue
en approchant B¥ par une suite de semi-martingales. L’intégrale est alors définie pour toute

approximation et I’intégrale relativement & B est obtenue par passage 2 la limite.

Pour H > %,

Duncan et al. [51, 50] repris, complétés et appliqués & la finance par Qksendal, Hu [68] et en

les travaux de Duncan, Hu et Pasik-Duncan [51] : Les travaux de

collaboration avec Sulem [70] sont basés sur les sommes de types Riemann en terme de produits
de Wick :
Considérons ¢(s,t) = H(2H — 1)|t — s|*#~2 et I’espace suivant

Ei = {fmesurable telle que |f|é = / F(8)f(t)d(s,t)dsdt < oo}
RZ

On a alors le lemme suivant :

Lemme 8.1 ([51] Lemme 2.1) Si f et g sont dans L} alors [ f(s)dBH est défini comme

variable Gaussienne centrée de variance |f|§5 et on a:
B| [ sl [aalt] =< 1,95,

On définit alors, pour g € £2, €(g) = exp [f f(s)dBH — %|f|§)], on montre que ’espace

vectoriel £ engendré par les €(g) est dense dans L (£2).

Le produit de Wick est défini, pour f et g dans L% par :

e(f)oelg) = e(f+9)

On étend ensuite cette définition & une classe plus large de variables aléatoires. Pour définir
Vintégrale d’un processus {F; : t € [0,1]}, on considére une partition 7 de [0,1] : 0 = ¢p <
t1 <---<t, =1 et on définit :

n—1
S(F77T) = Z Fi, o[Bg;'l-§.1 _BtI,{]
i=0

et on a le théoréme suivant :

Théoréme 8.1 ([51] Théoréme 3.9) Soit {F; : t € [0,1]} un processus d’un bon espace
L(0,1) (défini dans [51] page 591). S(F,7) converge dans 12 () quand le pas de la subdivision
7 tend vers 0. La limite définit une intégrale ew) [ f(s)dBH .

8.2 Vers une formule de Tanaka

Dans ce paragraphe, nous allons présenter la notion d’intégrale anticipative développée par
Alos, Mazet et Nualart [5] pour des processus Gaussiens. Cette construction de l'intégrale a
permis de présenter un autre point de vue sur le temps local du mouvement Brownien frac-
tionnaire. En effet, Coutin, Nualart et Tudor [32] ont obtenue une formule de Tanaka pour
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H > é Cette intégrale a récemment été développée par Cheridito et Nualart [26] et la formule
de Tanaka étendue & H quelconque (dans ]0, 1]).

8.2.1 Construction d’une intégrale anticipative pour le mouvement
brownien fractionnaire
Cette présentation restera succincte puisque développée au paragraphe suivant dans le cadre

plus général des processus de Volterra.

Considérons les deux espaces suivants :

— L’espace auto-reproduisant :

> H

H = Vect ({I[[O,t] i te [O,T]})

est un sous-espace de £2([0, 7], R) auquel on donne une structure d’espace de Hilbert en

introduisant le produit scalaire suivant :

(T > Lo, )4 = R(t,5)

— Le premier chaos de Wiener :

L*(Q,R)

Hy = Vect ({Bff : t€[0,T]})

est un sous espace de L2 (Q, R).
Propriété 8.1 L’application
BHE . H — H;
Ioy — BE
¢ — B9
est une isométrie.

Cette isométrie permet déja de définir une notion d’intégrale pour des intégrants détermi-
nistes, 'intégrale de Wiener. Elle sera discutée au paragraphe 8.3.2 page 115.

Pour des variables aléatoires dites cylindriques c’est & dire de la forme :

F = [(B"(¢1),B"(¢2),-..,B"(¢n))

ol 7 est un entier quelconque non nul, ¢; € H pour tout i = 1,...,n et f € C;°(R",R) 'espace
des fonctions indéfiniment dérivables & dérivées bornées, on définit la notion de dérivée au sens
faible par :

D) = 3 2L (B (g1), B (9s),.... BT (90) o

i=1 ¢

L’intérét de ces définitions réside dans les propriétés suivantes :

Propriété 8.2 L’espace S des fonctions cylindriques est dense dans 1.2.
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Propriété 8.3 pour tout F,G € S et tout h € H on a :
E[D¥(FG)] = E[FD"(G)] + E[GD"(F)]
E[< D"(F),h >3] = E[FB"(h)]
Propriété 8.4 L’opérateur
DE . 1P(Q,R) — IP(Q,H)
est fermé et mon borné pour tout p > 1.

Propriété 8.5 Par itération, on peut définir des opérateurs de dérivations successives :
DEE 1P (Q,R) — 1P (Q, H®F)
ils sont fermés et non bornés pour tout p > 1 et tout k > 1.

Remarque 8.2 Cet opérateur transforme les variables aléatoires 1P en une variable aléatoire
a valeurs dans H®* c’est a dire un processus a k variables de puissance p-iéme intégrable.

En définissant sur S la norme suivante :

k
||F||II)I,k,p = ||F||£P(Q,R) + Z”DH’JF”ﬁp(Q,H@j)

j=1
on peut étendre la définition de I'opérateur de dérivation & un espace DB#P, fermeture de S

relativement & la norme ||.|| & k,p-

Dans le cas Brownien ordinaire, il est connu que 'opérateur adjoint de D noté § et appelé
divergence coincide pour des processus prévisibles, avec l'intégrale de Ito [106, 62]. Cette ana-
logie faite, il est naturel de penser que I’adjoint de D noté 6§ fournira une notion d’intégrale

convenable.

Propriété 8.6 Le domaine Dom(6™) dans L? (Q,H) est l’ensemble des u tels que :
|E[(DF, u), ] | < cllFl2

pour tout F € S.
Si u est dans le Dom(6™), 6" (u) est I’élément de 12 (Q,R) définie par la relation de dualité
suivante :

("(u), F)

Le gros du travail consiste maintenant & caractériser le domaine de 6. La premiére idée

L2(Q) ]E[( DHF, u>,H] VF € ]D)H’l’2(’H)

consiste & faire le lien entre & et 8% de facon & avoir une représentation plus simple du domaine
de 6 [45, 4]. On introduit un opérateur linéaire continu noté K* qui vérifie :

K*(To,) = K (t,.)
En vertu de la représentation Lévy-Hida théoréme 2.3 page 30 étendue au moyen de la construc-
tion ci-dessus, on obtient la relation :
8 (u) = 8(K*(u))
On peut également citer les travaux de Nualart [6] pour un travail direct sur le brownien

fractionnaire.
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8.2.2 Un Enoncé de la formule de Itd

On note 6% (u); = 67 (K} (u)) avec K (u) = K*(uljg 4)-

Théoréme 8.2 ( [5] Théorémes 2 page 14 et 3 page 18) Soit F une fonction C? satisfai-
sant la condition (CC) suivante :

maz {|F(@)|, |F'(2)| , |F"@)]} < ce’lo

ol A et ¢ sont des constantes positives telles que :

-1
A< (Sup Rt>

0<t<T

Alors pour tout H € (3,1), on a :

FB) = B+ M E@h + L [ et eta s
0

8.2.3 Le Temps local du point de vue calcul stochastique

Tout d’abord rappelons ce qui se passe dans le cas du mouvement Brownien Ordinaire. De
la formule de Ito :

1 1 ft 1
F(BZ) = /F' st + 5/0 F"(Bsz)ds

on déduit la formule de Tanaka. Elle assure qu’il existe un processus continu croissant L® tel
que, pour tout a, on ait :

¢
|Bt%—a| = la| + / signe(B2 : )dB2 + L7
0

A ce processus cr01ssant est associée une mesure notée dL{ sur R* et on montre qu’elle est &
support dans {t : B2 = a} : temps passé dans I’état a. On peut ensuite étendre la formule de
It6 & des fonctions F' qui sont la différence entre deux fonctions convexes. On obtient la formule
de Meyer-Tanaka, :

1 1
F(B}) = / F(B})dB! + /R LF"(a) da

ou la dérivée est & prendre au sens des distributions. De 13, on déduit la formule de temps
d’occupation :

/ " 8Bl ds = / L% (a) da (8.3)
0 R

presque siirement pour tout ¢ et toute fonction ® borélienne positive. Pour finir, on établit la
continuité de (a,t) — L{. Voir Revuz et Yor [116].

Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire, le théoréme 7.11 page 94 nous assure
Pexistence d’un temps local L, bicontinu, densité du temps d’occupation dans le sens otl, pour
toute fonction ® borélienne positive, on a presque stirement pour tout ¢ :

t
/ &(BH) ds = / LA (t,a) ®(a) da
0 R
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La formule de Ito (8.2) met en évidence 'importance du noyau s — 2H s?2~! dans le terme de
trace. Il faut évidemment en tenir compte pour établir une formule de Tanaka. Pour ce faire,
dans [32, Proposition 2 page 6], on introduit un temps local A par :

Théoréme 8.3 Soit H € (0,1) et soit p(z) =
a€Rettoutt€[0,T] ona :

exrp (—g) avec € > 0, alors, pour tout

2me

t 2
ZH/ p(BE —a)s*H1 ds ) AT (t,a)
0

e—0

A} est la densité du temps d’occupation dans le sens suivant :
t
/ ®(BH) 2H s*H-1ds = / A (t,a) ®(a) da
0 R
La formule de Tanaka pour B¥ s’énonce alors ainsi :
Théoréme 8.4 Pour tout H € (3,1), on a :
B —a| = la| + &' (B —a) + A"(t,a)
1
(Bff —a)* = (=a)* + & (L(a,000(BM)) + §AH(t, a)

Idée de la démonstration :

e Cas H > 1 : Théoréme 3 page 11 de [32]
On considére F! = 2 ffoo pe(y)dy—1. On applique la formule de It6 8.2 & F, et on passe a la
limite quand e tend vers 0. La difficulté réside ici en la convergence de §(K* [F!(BH — a)]);
vers 67 (signe(B¥ — a));.

e Cas £ < H < } : Théoréme 6 page 17 de [32]
L’idée est la méme mais la convergence demande plus de travail & cause de la singularité
de % en 0. On montre (proposition 5 page 15 de [32]) que :

{/Ot [F!(B} —a) — F/(Bi —a)] %—I:(r,s)dr D s€ [O,T]}

converge dans L2 ([0,#] x Q) vers

¢
{/0 [signe(BH — a) — signe(BH — a)] %—I:(r,s)dr : s€ [O,T]}

|

Remarque 8.3 Récemment, Cheridito et Nualart [26] ont étendu le domaine de l'opérateur d.
Cette extension leur a permis d’établir une formule de Ité valable pour H € (0, %) [26, Lemme
9 page 16] et ont comme corollaire démontré la formule de Tanaka pour tout H € (0,1) [26,
Théoréme 10 page 19].

Remarque 8.4 On peut également citer les travauz de Hu, Oksendal [67]. Dans cet article,
une décomposition chaotique pour le temps local est établie. Il est intéressant de remarquer que
pour obtenir une formule de Tanaka dans le cadre du calcul stochastique développé par Hu et
Oksendal [68], il est nécessaire de pondérer le temps local (par le noyau s — 2H(2H —1) s2H-2)

(voir Oksendal, Hu et Salopek [69].
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Propriété 8.7 Nous avons la relation suivante entre les temps locauz associés au mouvement
Brownien fractionnaire :

AT (t,a) = /t 2H s*H=1 LH (s,a)(ds)
0

t
= 9H £H-1 [ (1 q) — 2H(2H — 1) / S22 [H (s o)ds
0

Démonstration :

Pour toute fonction g borélienne bornée on a :

/g(m)AH(t,a:)d:U = /t 2Hg(BH)s*H =145 (8.4)
R 0

/m%ﬂmww=/lwﬁ@ (8.5)
R 0
De (8.5) on tire que

g(Bf)ds = /Rg(m)LH(dt,a:)da:

et en réintroduisant dans (8.4) on obtient :
¢
/g(w)AH(t,w)dm = / ZH/ g(x)s* T 1L (ds, z)dx
R 0 R
¢
= / / 2Hs* =1 g(2) L2 (ds, x)dx
RJ0

t
= /g(m)/ 2Hs* 1 LH (ds, x)dx
R 0

et on en déduit que :

¢
A (t,z) = / 2Hs*H-1H (ds, 1)
0

La seconde relation découle d’une intégration par parties.

8.3 Intégrale anticipative relativement au Processus de type

Volterra

8.3.1 Définitions et hypothéses

Définition 8.1 On appelle processus de type Volterra (ou processus de Volterra pour faire
court) un processus Gaussien centré {X; : t € [0,1]} qui s’écrit sous la forme :

¢
X, = / K(t,s)dB, (8.6)

0
avec K un noyau borélien. On notera {§; : t € [0,1]} sa filtration naturelle complétée. On

introduit également l'opérateur (de Hilbert-Schmidt) - également noté K - suivant :

K : [£2 > [2
o= [y K(ts)f(s)ds
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Hypothése 8.1 Dans la suite on supposera :
1. K est triangulaire dans le sens o K (t,s) = 0 pour tout s > t.
2. Il existe v > 0 tel que K soit un opérateur continu de L2 dans Tyt1/2,2-
3. I"' o K est un opérateur de £L? dans L? fermable a domaine dense. On notera K son
extension mazimale et dom(K) le domaine de cette extension.
4. I"1 o K est continu de T1/2-~)4,2 dans L2,

Propriété 8.8 La fonction de covariance de X notée R s’écrit KK* (avec K* opérateur

adjoint de K ou encore :

R(t,s) = /OSM K(t,u)K(s,u)du (8.7)

Remarque 8.5 Les hypothéses 8.1 sont satisfaites par le noyau K™ de la représentation de
Hida (théoréme 2.8 page 30) avec v = H [121]. D’autre part, les hypothéses sont également
vérifiées par le noyau associé au mouvement Brownien multifractionaire (H fonction continue

du temps) avec vy = Inf H(t) > 0 [39] exemple 3 page 9.
t€(0,1]

On se place maintenant sur l’espace Q des fonctions continues sur [0,1] & valeurs réelles,
nulles en 0 et équipé de la topologie de la norme uniforme. On note P la probabilité qui fait de
X -processus canonique- un processus Gaussien centré de fonction de covariance R.

Théoréme 8.5 (Decreusefond et Ustiinel [45]) L’espace auto-reproduisant H associé a X
est la fermeture de ’espace engendré par les indicatrices {Ijg 4 : t € [0,1]} au sens du produit
scalaire :

<To4, Lo, >1 = R(t,s)

C’est l’espace des fonctions de la forme :
¢
@) = / K{(t,s)f(s)ds avec f € L? (8.8)
0
Ona|lfll = IIfllee-

8.3.2 Intégrale de Wiener

Pour définir une intégrale au sens de Wiener, il nous faut considérer un espace de fonctions
en isométrie avec 1’espace .2 (2, P). Deux candidats :

wo-f = L2 = LX(Q,P) et wa [+ H = L2(Q,P)
K(t, ) — X ]I[O,t] — X
Remarque 8.6 De deux choses l'une, ou bien on perturbe le produit scalaire ou bien on change

Vantécédent de BE . 1l est a noter que dans le cas B%, ces deux points de vue sont identiques
en vertu de l'identification faite entre H et L? (I, est une isométrie bijective entre H et L?).

On définit - pour tout u = L2 — limu, avec u,, combinaison linéaire de fonctions K (t,.),
n—oo

up, = »,alK(t?,.) - Pintégrale par :

(w1)-/ u(s)dXs

L? —lim (w1)-/ Un(8)dX,

n—oo

L? — lim Z a; Xin

n—oo
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De méme, on définit alors - pour tout u = H — limu, avec u, combinaison linéaire de
n—0o0
fonctions indicatrices un, = ) a}l[ ) - 'intégrale par :

(wz)-/ u(s)dXs = L2 —lim(wz)-/ un(8)dX,

n—0o0

L —lim ) af Xy

n—oo

Théoréme 8.6 (Decreusefond [36]) Pour tout u € L2, les intégrales rs)f et (we)f coin-

cident et on a, pour H > % :

(szf/K*(u)(S)dXs = (wz)f/u(s)dXS

évidemment les intégrales (w1 )-f et (rs)- f ne coincident pas sur les processus déterministes.

8.3.3 Extension aux processus

La encore deux points de vue sont envisageables. Ou bien on construit directement une
intégrale de Skohorod & partir du processus Gaussien X, ou bien on définit une intégrale an-
ticipative & partir de celle existant pour le mouvement Brownien ordinaire via un opérateur

linéaire.

Intégrale de Skohorod pour X

Considérons H un espace de Hilbert ou de Besov Z, . Une application ¢ de 2 dans H est
dite cylindrique si elle s’écrit :

k
¢(w) = Zfl(< VW >y, < Up,W >)'wl
=1

avec f € C°(R™,R), v; € Q* pour tout ¢ = 1,...,n et 23 € H pour tout [ = 1,...,k. On définit
alors la dérivée de Gross-Sobolev par :

k n

Vo(w) = ZZaf,(< V1, w >, < Up,w >) K 0i*(v;) @ @y

=1 i=1

ou ¢ est 'injection de H < ). On sait que V est fermable et on note V sous extension maximale
et dom(V) le domaine de cette extension. Pour p > 1 on note I, 1 (H) I’adhérence de I’ensemble
des fonctionnelles cylindriques pour la norme :

19llpa = llolle + [[VEllLr(o,c20m)

La divergence est, par définition, I’adjoint de V, son domaine est noté dom(d) et c’est ’ensemble
des processus de L2 (£ x [0,1]) tels que, pour toute fonctionnelle cylindrique il existe ¢ > 0 on
ait :
E[<u, Vé>raam)] < clléllz
et alors :
E[<u, Vé>c2am] = E[¢d(u)]

On notera indifféremment § ou (sw)- .



8.3. LA. RELATIVE AU VOLTERRA 117

Théoréme 8.7 1. Le processus {B; = d(Ijo,) : t €[0,1]} est un mouvement Brownien
Ordinaire dont la filtration coincide avec {§; : t € [0,1]}.

{(W}—/ K(t,S) ]I[O’t](s) st 1 te [0, 1]} = {Xt 1 te [0, 1]}
8. Pour tout u déterministe on a :
(Skz)-/U(S)dXS = (W1)-/U(S)dX3

Démonstration :
Les deux premiers points sont montrés dans [45]. En ce qui concerne le troisiéme point, on a
les relations :

Xy = (w1)-/K(t,8)]I[0,t](s)dXs

et d’autre part :

Xy = (W)-/ K(t,s) ]I[O’t](s) st
= (Skl)—/ K(t,s) ]I[O,t](s) dX,

|

Remarque 8.7 § n’est pas la divergence de B. En effet, opérateur de dérivation associé a B
nest pas V mais V avec la relation K* oV = V.

Cette intégrale fournit un bon outil pour démontrer les résultats comme Girsanov ou la
représentation de Clark (voir [45]).
Utilisation de ’intégrale de Skohorod pour B

On notera (s l'intégrale de Skohorod relativement & B [105, 133]. On peut & partir de
cette intégrale définir une intégrale anticipative relative a X :

Définition 8.2 Pour tout processus u tel que K*(u) € dom(csw-[), on définit lintégrale relative
a X par :

(si- / w()dXs = (s / K* (u)(s)dB,

Propriété 8.9 Soit u déterministe 4 valeurs dans H. On a alors :

(sm)f/u(s)dXs = (wz)/u(s)dXs

Démonstration :
Soit u & valeurs dans H, v = H — limu, avec up, = ) ailj n).
n—o0 K
Dans un premier temps, on va montrer que K*(u,) = >, ol K(t?,.). Par linéarité, il suffit de

montrer que IC*(]I[Oyt?]) = K(t},.). Or on a formellement, en notant €;» la masse de Dirac en
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t? les relations suivantes pour tout ¢ € [0,1] :

(Io)*(ep)(8) = I_(er)(t) = /tlet;‘(S)ds
= T (?)
K (e ®) = [ Kot ()i (5.9
K (™t

iht)

(8.9) vient du fait que, comme K est Hilbert-Schmidt de noyau (s,t) — K (¢, s), K* est Hilbert-
Schmidt de noyau (s,t) — K(s,t). On vient donc de mettre en évidence que :

-1

Ko [(Ii1)"] (o) = K(t,.)

K*(Ipm) = K(t,.)

On a alors :

(s / w()dX, = so- / K*(u)(s)dB,
= (W)f/K*(U)(S)dBS (8.10)

— 12 —limow, / KC* () (3)d B,

n—0o0

= L2 — lim w)- / > o} K(t},s)dB,

n—oo

= ]]_,2 —lim (W)—/ZO(? Xt:l (811)

n—oo

= (WZ)./ u(s)dXs (8.12)

(8.10) est une propriété classique de 'intégrale de Skohorod. (8.11) n’est autre que la définition
du processus X . Enfin, (8.12) vient du choix de ’approximation de u.

Remarque 8.8 Il est nécessaire de prendre une intégrale anticipative du mouvement Brownien
Ordinaire car méme avec un processus u adapté, le processus K*(u) n’a aucune raison de l’étre.
Pour s’en rendre compte, on peut prendre l’exemple du mouvement Brownien fractionnaire de
Lévy qui correspond au noyau (t,s) — (t — s)E+2. On a alors K = ¥+ et done K = I"-3,
Par conséquent on a :

K@)

/ (6= )74 f(s) ds
0

/0 (t— )T X0 (s) f(s) ds
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par conséquent, son dual s’écrit :
1 3
KO0 = [ (a0 o0 ) ds
1
= / (5 — )13 Ty 1y(s) f(5) ds
-/ s 07 f(s) ds
t

1l est donc anticipant...

Cette intégrale est la seconde intégrale développée par Decreusefond Ustiinel dans [45]. Elle
coincide avec celle développée par Duncan, Hu et Pasik-Duncan [51], a celle développée par
Oksendal et al [71] ainsi que celle développée par Privault [113].

Outre la formule de It6 qui peut s’exprimer & partir de cette intégrale [45], on a le résultat
suivant :

Théoréme 8.8 (Decreusefond [37]) o Si u est déterministe et si les deux membres de
l’égalité existent, on a :

(Ske)—/U(S)dXs = (Rsy/u(s)dXs

e Siuel, (£2) et si toutes les expressions de l’égalité existent alors on a :

1
(sw./ we)dX, = Lim 3 u(t)(Xe., — Xu) — / Dyu(s)ds
0

|75 |—0 tiomn

avec D =KoV.
Remarque 8.9 D ne coincide avec V que dans le cas d’un opérateur K orthogonal.

Le deuxiéme point nous pousse & introduire une troisiéme intégrale :

1
(SkS)—/ = (Sk2)—/U($)dXS + / Dgu(s)ds
0

Théoréme 8.9 (Decreusefond [37]) Sous de bonnes hypothéses décrites dans Decreusefond
[37], on a :

A n-1  (i41)/n
(Sks)—/U(S)dXs = 12 — Lim Z n/ u(s)ds (X(ix1)/n — Xi/n)

n—o00 .
=0 n

communément appelées sommes de Stratonovitch (voir Nualart [105, 3] pour un développement
détaillé).
L’intégrale (sxs) | correspond a la troisiéme intégrale introduite dans [45] et & beaucoup des

autres intégrales définies. Par exemple celle de Alds, Mazet et Nualart [4], de Carmona et Coutin
[25], de Feyel et de la Pradelle [57], de Russo et Valois [119, 120], et de Z&hle [136].
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Chapitre 9

Calcul Stochastique pour des

Processus de Poisson Marqués

Ce chapitre a pour objectif de définir une intégrale anticipative relativement & des Processus
de Poisson Marqués. Cette intégrale sera & la base de la construction de ’intégrale relative &
des Processus de Poisson Filtrés. Elle jouera le méme role que l'intégrale de Skohorod pour le

mouvement Brownien étudié dans le chapitre précédent.

L’idée est la méme & savoir définir I'intégrale comme opérateur adjoint d’un gradient sto-
chastique. Nous allons construire ces objets & partir de 'opérateur de dérivation introduit par
Decreusefond dans [35].

Aprés avoir mis en évidence les propriétés de cette intégrale, nous regarderons le lien avec
Pintégrale dite “naturelle” c’est & dire définie au sens de Stieltjés-Lebesgue.

9.1 Intégrales naturelles pour des PPM

9.1.1 Notations, Définitions et Hypothéses

Soit R muni de sa tribu borélienne.
Considérons T' déterministe fini ou non et (2, 3§, (J¢)teo,77, ) un espace probabilisé filtré. On
introduit maintenant deux suites de variables aléatoires (T}, )nen+ €t (Zn)nen+ telles que :
Hypothése 9.1

o (Ty)nen+ soit une suite strictement croissante de [0,T] (les instants de saut) vérifiant :

lm T, =T

n—o0
o (Zp)nen+ s0it une suite a valeurs dans R? (les marques).

Définition 9.1 On appelle processus ponctuel marqué la mesure aléatoire & valeurs entiéres
définie par :
prz = Y 8r,z,)(t2)

neN*

1Les deux prochains chapitres font 1'objet d’une publication en préparation [42]
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et le processus de saut associ€ le processus définie par :

Z Zn it <]

neN*

9.1.2 "Intégrale naturelles"

Définition 9.2 e Pour tout processus f mesurable et ou bien localement borné, ou bien

non-négatif, on définit le processus :

{(f x ) et / /fs 2)(w)p(w, s, z) : tE[O,T]} (9.1)

Cette intégrale est définie par :

(f * mew) = Y (T, @) 7, wy<y : t€[0,T] (9.2)

n>1

o Le processus N est 4 variation finie sur les compacts de temps, par conséquent, pour tout
processus X mesurable et ou bien localement borné ou bien non-négatif, le processus

o P e = [ X, ()N, (@) - ve o1}

cette intégrale existe pour tout w et tout t € Rt au sens de Stieltjés-Lebesgue et on a :

(s1)
(X = > Zn(w) X1, )W) Tizyy<y ¢ t€[0,T]
n>1

9.1.3 Le compensateur prévisible, Intégrale stochastique
compensateur prévisible, mesure martingale aléatoire
Hypothése 9.2 o La filtration {§; : t € [0,T]} satisfait aux conditions habituelles de la
théorie générale des processus.
o Le processus N est adapté.
o E[Ny] < oo pour tout t.

Propriété 9.1 Soit u un processus ponctuel marqué sur [0,T] x R? satisfaisant les hypothéses
9.2. 11 existe une unique mesure v sur [0,T] x R? telle que :

e Pour tout B € B(R?), le processus {v([0,t] x B) : t € [0,T]} est prévisible.

e Pour tout processus prévisible non-négatif f € L*(v) (c’est a dire défini sur [0,T) x R? et

mesurable relativement 4 P x £) le processus défini par :
(81) no (L)
{(f S p-v)e (e - (F X ) o te [O’T]} (9.3)

L
est une (§¢)iejo,r)-martingale ( (*) v désigne l’intégrale de Lebesgue relative a la mesure

v).
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Définition 9.3 La mesure v s’appelle le compensateur prévisible de u, on notera i = p—v
la mesure compensée.

Démonstration :

Pour pouvoir écrire ceci, il nous faut montrer que l'intégrale de droite de ’expression (9.3)
a un sens. Pour cela, il suffit que la mesure v soit de Radon sur [0,7] x R?. L’existence du
compensateur est démontré dans Jacod [75] page 18.

<

Théoréme 9.1 (Jacod [75] page 86) Deux processus ponctuels marqués ayant le méme com-

pensateur ont méme loi.

Propriété 9.2 Le processus de saut N admet pour compensateur prévisible le processus A

{At = /Ot/E 2 w(ds, dz) | te[O,T]}

on appellera processus de saut compensé le processus N = N — A.

sutvant :

Les propriétés de la martingale ainsi obtenue sont les suivantes :

Théoréme 9.2 Pour tout processus f prévisible, f € L2(v), on a, pour tout t € [0,T] et tout
s €[0,T] :
[ ]

SI
()~:|:0

elu Y o

U a S m = (e

(s1) _ (s1) _

<fox ps f e p>e= (f

L
(*) )

(1) |

elu ¥ ] - &[0V

Remarque 9.1 Nous avons des énoncés équivalents avec N, N et A.

9.2 Intégrale au sens de Skohorod pour des mesures aléa-
toires
9.2.1 Restriction du cadre, motivations et mise en place de la problé-
matique
Restriction du cadre
Hypothése 9.3 Le compensateur v s’écrit sous la forme :
v(w,ds,dz) = X(s)ds n(dz)

ot 1 est une mesure de probabilité (loi des Zy).
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Théoréme 9.3 (Jacod [75] page 81) Un Processus Ponctuel Marqué dont le compensateur
est déterministe est un processus de Poisson marqué.

Pour tout h déterministe, on a donc, en vertu du théoréme 9.2 :
(SI) -
[[(h %" N)zllize) = [hllc2w) (9.4)

Cette relation va nous permettre de faire jouer & I’espace £?(v) un role comparable & celui
joué par l'espace de Cameron-Martin dans le cas Brownien.

Plongement dans 1’espace de Poisson

L’idée de cette construction est de définir un opérateur de dérivation. Pour ce faire, le bon
cadre est ’espace de Poisson ) défini de la maniére suivante :

On appelle Q Pespace des mesures entiéres, simples et localement finies sur [0, 7] x E. T est
déterministe fixé fini ou non. On notera (E, £) I'espace mesurable (R?, B(R?)).

On définit la probabilité P comme 'unique mesure sur ) faisant de la mesure w (mesure
canonique) une mesure aléatoire de Poisson de compensateur v. On définit également la filtration

canonique § par :

o = 0,0} e § = a{/ [ wias,ds), s<tBe 5}
o /B
On notera enfin, P la tribu prévisible sur 2 x RT x E.

Mise en place de la problématique

L’objectif du travail de Decreusefond est de trouver un opérateur de dérivation c’est & dire
qu’étant donné une variable aléatoire F' et une direction h déterministe, on puisse définir une
variable aléatoire DF(h) telle que :

e Ce soit un opérateur de dérivation :
DFG(h) = FDG(h) + GDF(h) (9.5)

e qui vérifie la formule d’intégration par parties :

E[DF(R)] = E|F. (0% (w=v)r 9.6)

Remarque 9.2 (C’est Uextension de la relation (9.6) & des processus stochastiques h qui nous

fournira une notion d’intégrale anticipative.

9.2.2 L’opérateur de dérivation de Decreusefond [35]
Les hypothéses

Outre les hypothéses 9.1 page 121, 9.2 page 122 et 9.3 page 123, nous allons demander au
compensateur de satisfaire ’hypothése suivante :
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Hypothése 9.4 o ) est intégrable au sens de Lebesgue sur [0,T].

Im >0, Vs € [0,T], 0 <m < A(s)

L’idée générale et démonstration de certaines étapes clé dans le cas Poisson stan-

dard

L’idée est basée sur les considérations suivantes : étant donnée h € L2(v), il s’agit de
déterminer un opérateur 7" et une mesure de probabilité P;» absolument continue par rapport
a la probabilité P et tels que :

L(w,P) = L(Th Pra)

En introduisant le processus défini par :

dP

LTh (t) = dPTh
53

on peut écrire :

Ep [F(T'w)] = Ep,, [F(w)]
= Ep [F(w).Lr+]

En perturbant ’opérateur on obtient la relation :
1 1
Be |1 (F(T) - )| = Be [F@) § (B - 1)

Il s’agit de déterminer un opérateur T" de sorte que :

e—0 €

L2 — lzm LTh -1) / / h(s,z)(w —v)(ds,dz) (9.7)
et de définir ’opérateur par :
_ 1
DF(h) = £*—1lim = (F(T!w) — F(w))
e—0 €

La relation (9.5) est alors vérifiée. La relation (9.6) n’est pas facile & montrer & ce stade.

11 est naturel, pour avoir (9.7) de poser :

Lot 52)( / / h(s, 2)(w — v)(ds, dz)) 9.8)

ED(X) désigne Iexponentielle de Doléans de X (voir Jacod [75] p. 190).

La difficulté est de trouver opérateur 7. Pour ce faire, Decreusefond a considéré T w
comme étant le processus qui saute & Pinstant s + v (s, z) avec la marque z quand le processus
w saute & 'instant s avec la marque z avec :

vh(s,2) = vt (/3(1 + eh(u,z)A(u)du) -5
0
v7i(s) = inf {r>0 : v(r) =s}

/05 Au)du

<
—~~

v
~—

Il
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Pour donner une idée de la démonstration, regardons ce qui se passe sur le processus de
Poisson standard (A constant). Dans ce cas le théoréme de Girsanov nous dit que 'on passe
d’un Processus de Poisson d’intensité A 4 un processus de Poisson d’intensité A\ = A(1+ €eh(t))
en utilisant le changement absolument continu de probabilité de densité :

- €D (6/0 h(s)(w — A)(d8)>t

Par conséquent, le compensateur de T"w sous P est donné par :

dP
dP

St

T
(1) = / Tio.)(5 + 0/*())(1 + €h(s)) A ds

mais ici on a :

A
t
A
t
hepy . _
ot (t) = /0(1+ h(s))ds — t

On effectue, dans (I) le changement de variable u = s + v (s), comme on a :

du

(1+ (vd)'(s))ds
(14 ((1+e€h(s)) —1))ds
(14 €h(s))ds

On obtient alors :
T+ (T)
(1) = / Ijo,6)(u) A du

0
t

A du
0

La derniére égalité est due au fait que t < T et v*(T) > 0 (h étant non-négative). Par consé-
quent, T w sous P a le méme compensateur que w sous P. En vertu du théoréme 9.1, ils ont

méme loi.

Les opérateurs introduits par Decreusefond
Définition 9.4 Une fonctionnelle F : Q — R est dite lisse dés que, pour tout h € L2(v), il
existe une variable aléatoire de carré intégrable ﬁF(h) telle que :

12— lim 1 (F(w) — F(Thw) — ebF(h)) =0

e—0 €

Cet opérateur nous permet d’établir la relation (9.6) malheureusement d’une part il est
difficile de voir & partir de cette écriture si (9.5) est vérifiée et d’autre part les fonctions lisses
sont difficiles & identifier.
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Définition 9.5 Considérons S l'espace des variables aléatoires de la forme

F= f(/OT/E f1(8)g1(2)w(ds, dz),.. .,/OT/E fn(8)gn(z)w(ds, dz))

ol f est une fonction deuz fois dérivable bornée et a dérivées bornées. fig; € L2(v) f; est
contindment dérivable avec une dérivée bornée pour touti =1...n

Définition 9.6 Pour toute fonctionnelle F € S et tout h € L%(v), DF(h) est définie par

DF(h) =

S X[ nemeretas, iz, //f $)9a(:)0(ds, d2))

_ ./O/Ef' /hrz )w(ds,dz). (9.9

Théoréme 9.4 Soient F, G € S, et h € L2(v).

o F est dense dans L2 et F dans S implique F lisse.
[ ]
DF(h) = DF(h)
Remarque 9.3 Les résultats valables pour D sont donc valables pour D.

e FGe S
DFG(h) = FDG(h) + GDF(h)

(S1)

E[DF(h)] = (b (w=v))r|. (9.10)
Démonstration :
Voir Decreusefond [35].
e Théoréme 4 page 509,
e Théoréme 4 page 509,
e Lemme 2 page 506,
e Théoréme 5 page 511.

9.2.3 Introduction du gradient stochastique

Théoréme 9.5 Pour tout F' € S il eriste une constante ¢ > 0 telle que, pour tout h € L2 (v),
on ait :
E[IDF(R)’] < cllblZz2)

Démonstration :

En utilisant le fait que les variables f;, f'; et g; sont bornées, il existe une constante c¢; telle

/OT/E ﬁ /0s h(r, 2)X(r) dr w(ds, dz)

que :

E[|DF(h)] < n.c E

2] (9.11)
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Maintenant, en utilisant ’hypothése (9.4) de minoration de A on a :

[/ h(r, 2) dr] w(ds, dz) 2]

D’autre part, en remarquant que (a + b)? < 2(a? + b?), 'inégalité de Cauchy-Schwartz et

E[IDF(W)P] < =5 E

I’hypothése 9.3 sur la mesure v (déterministe) on a, pour tout h € L2(v) :

/OT/E h(s,z) w(ds,dz) 2]

<E l
h(s,z) v(ds,dz) ’

<2E l/OT/E h(s, 2)? (w — v)(ds, dz)| E l/OT/E(w _ V)(ds,dz)]
+2 /OT/E h(s,2)? v(ds,dz)

<2E l/OT[E h(s, 2)’ V(ds,dz)] - o([0,T] x E)

+2 /OT/E h(s,2)?v(ds,dz)

52(1 + ([0, T] x E)) /0 T/E h(s,2)? v(ds, dz)

E

T
/ h(s,z) (w —v)(ds,dz)
0/E

On obtient alors la relation suivante, :

E[|DF(h)] < =32 // [/ h(r, 2) dr] v(ds, dz) (9.12)

On utilise maintenant la forme spéciale de la mesure v (hypothése 9.3) pour écrire :

[ L1 weonoa] No)n(dz)ds
< [ ([vsiw) ([ ) s
/ /| ( / W,z <r)dr> ( / v(r)dr) Ms)n(dz)ds
< / / ( / h%nz)ﬂM@A(r)dr) A(s)n(dz)ds (9.13)
<IN [ Aws [ [ 1w nia

< |INE ||A||1/ /h (r)dr 7(dz)
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De la relation (9.12) et du résultat précédent on déduit l'existence d’une constante C telle que

T
mmmmmgc/‘/Mm@mme@
0 E
Ce qui démontre le résultat.
L |

Corollaire 9.1 Pour tout F € S, il existe VF € L?([0,T] x E x Q,v ® dP) mesurable en les
trois variables et telle que :

DF(h) =<VF , h >r2(v) Vh € CZ(I/)

Démonstration :
Soit F' € S fixé. Considérons ’application :

or : C2)®L2(Q) - R
heG —  E[GDF(h)]

C’est une application linéaire, montrons qu’elle est continue. Pour cela, on considére le produit
tensoriel projectif (voir Kéthe [82] chapitre 41 pour plus de détails) équipé de la semi-norme :

2l = inf Y llhillc2)lIGill2
i=1

ot I"inf’ est pris sur les z de la forme z = Y1 | h; ® G;.
Pour montrer la continuité, il suffit de montrer, pour un tenseur, ’existence d’une constante C'
telle que :
n n
6r()_hi®Gi)| < C || hi @Gl (9.14)
i=1 i=1
Mais on a,

n

|6 hi ® Gi)l < D IE[G:DF (h)]|

=1 i=1
< Y _IIGll2 IDF(B)[|2 (9.15)
=1
< C > G2 bl e2) (9.16)
=1

(9.15) n’est autre que l'inégalité de Holder et (9.16) vient du théoréme précédent. C ne dépend
ni de h ni de G donc :

n n

6r(Q_hi®Gi)| < C || hi @Gl

i=1 i=1
Donc, ¢ est linéaire continue. En utilisant ’identification des produits tensoriels d’espaces de
type £2 :

L(Q x [0,T] x B;dP ©v) ~ L2(v) 9 12(Q)
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On peut maintenant appliquer le théoréme de représentation de Riesz qui nous donne ’existence
d’une variable mesurable VF € L?([0,T] x E x Q,v ® dP) telle que :

¢F(G &® h) =<VF; G®h >LAQ)®L2(v)
= ]E[G < VF; h>£2(,,)]
Donc,
]E[GDF(h)] = E[G <VF; h>£2(y)]

ceci est vrai pour tout G € L2(f2) ce qui conclue la démonstration.

Définition 9.7 On appelle gradient stochastique lapplication :

V:8S — L*0,T]x ExQ,v®dP)
F — VF

Propriété 9.3 Pour tout F et G dans S et tout h dans L2(v) on a :

VFG = FVG+GVF

ST
E[<VEh>pw] = E|F0 S @-v)r

Théoréme 9.6 L’application F — VF est fermable dans 1.2 (P).

Démonstration :
Soit {F,,n > 1} une suite de S telle que F,, converge vers 0 dans L2(P) et telle que VF,
converge vers une limité appelée (.

Pour tout G € S et tout h € £L?(v) on a:

E[<(,h>.G] = limE[< VF, h > .G

n— o0

= IimE [< VF,.G,h >£2(,,)]

n—oo
= lim (E [< V(FaG),h >220)] —E[< VG.Fp,h >22()])
= nlLTT(;LO(]E [< V(FnG),h >£2(,,):| —-E [< VG, h >r2(v) Fn])

— lim (B |F,6.(h %

n— 00

=0

(w=v))r| —E[< VG, h >2(,) Fr])

Cette limite est nulle car F,, tend vers 0. Comme S est dense dans L2 (P),
E[< ¢ h>g20).G] =0

pour tout G' et donc < (,h >,2(,) = 0 P —p.s. et comme cette relation est vraie pour tout
h € L%(v) on en déduit que ( = 0 P —p.s.
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Définition 9.8 On introduit sur S la norme :
VFeS, |FI3, = IFI} + E[[IVFI2)

et on introduit ’espace Ds 1 est la fermeture de S relativement d la norme ||.||2,1-

Remarque 9.4 Si F € Doy alors F est lisse au sens de la définition 9.4 et pour tout h € L?(v),
on a DF(h) = DF(h).

Définition 9.9 On appelle gradient stochastique associé a lopérateur de dérivation directionnel
Uapplication
VD — L2(Q,L%v))
F — VF
Théoréme 9.7 Pour (F,G) € (Dy1)%, et f€C', ona:

VFG = GVF + FV(G

Démonstration :

1/ Soit h € L2(Q, L%(v)). On a :

< VFG,h>c2,) = DFG(h)
= GDF(h) + FDG(h)
= G <VF,h>ga,) +F < VG, h >a(,)
=< GVF,h >r20) + <FVG, h >p2(,) (9.17)
= < GVF + FVG,h >z,

(9.17) est due au fait que F' et G sont des variables aléatoires et ne dépendent donc que de w.
Ceci est vrai pour tout h ce qui prouve le résultat.

2/ Soit h € L?(Q, £L2(v)). On a :

< Vf(F),h>r20) = D(f(F))(h)

f'(F)DF(h)

= f'(F) < VFE,h >r2()
<

FIF)VF,h >,
Ceci est vrai pour tout A ce qui prouve le résultat.

|

Propriété 9.4 Si F € Dy est §-mesurable alors pour tout h & support dans |t,T] x E,
DF(h) =0.
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Démonstration :
On va démontrer le résultat sur une fonction de S le résultat en découlera par passage a la
limite. Une fonction de S §;-mesurable est de la forme :

F = f(/OT/E f1(8)g1(z)w(ds, dz),.. .,/OI:/E fn(8)gn(z)w(ds, dz))

avec les f; & support dans [0,¢]. On peut alors écrire pour tout h € L£%(v) a support dans

1t,T] x E:
igjz // f1(s)g1(2)w(ds, dz), // fn(8)gn(2)w(ds, dz))

i=1

./sz-'(s)gi(z) —)/ h(r,z)/\(r)dr) w(ds,dz)
s [

/fz' 8)gi(z /hrz w(ds,dz)

D’une part, le premier terme de la somme de droite est nul car h(r,z) = 0 sur [0,s] x E
pour tout s € [0, ] et d’autre part, le second terme de la somme est également nul car la dérivée
fi(s) =0 sur J¢,T].

9.2.4 L’intégrale comme opérateur adjoint

Définition 9.10 Soit ( une variable aléatoire de Q dans L?(v). on dit que ( appartient au
domaine de § (dom(9)) s’il existe une constante c¢(¢) telle que, pour tout F € S on a :

IE[DF(Q)]] < <€) |IF]|2
Et dans ce cas, 6(¢) est défini par :
E[F6(¢)] = E[DF(()]

Propriété 9.5 .
L3(v) C dom(6)

(1)

Vh e L2(v), 6(h) = (b *" (w—v))r

Démonstration :

e Du résultat 4/ du théoréme 9.4 qui nous assure que si h € £?(v) alors, pour tout G € S

E[DGH)] = E|G.(h ‘T (w=v)r (9.18)
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on peut écrire :

E[DG(R)] = E|G.(h ‘¥ w—-v)r
(s1)
< Gl2-[I(h %" (w = v))r|]2
< IGll2-I[ IRl g2 w)

Ce qui assure que h € dom(J).
e D’autre part, par définition de é on a :

E[Go(h)] = E[< VG, h>r2)]
on en déduit donc en comparant avec (9.18) que :
h (fkl)

E|G.( (w—-v)r| = E[G§(h)] VGeS

le résultat en découle en raison de la densité de S.

<
Théoréme 9.8 Pour tout a € S et tout ( € L2(v) on a :
o
a¢ € dom(d)
o
6(ag) = a 6(¢) — Da(() (9.19)

Démonstration :
Soit F' € S. 1l est facile de voir par définition de DF'() que si a est une variable aléatoire, on
a:

DF(a¢) = aDF(()

En utilisant les propriétés de 'opérateur de dérivation on a :
E[DF(a¢)] = E[a DF(Q)]
— E[D(aF)(¢) - FD(a)(0)]
= E[F a 6(¢)] — E[FD(a)({)] (9.20)

|E[DF(aQ)]| < [E[F a 6(O)]] + [E[FD(a)(()]]

< IF all2 16Ol + 11Fl2 [ID(@) ()2
< C(IFll2 16Ol + [1F]l2 1ISH22(xy)
< CllF(l:

La troisiéme inégalité vient de la bornitude de la variable a. Ceci démontre que a.F €
dom(9).
e La relation (9.20) assure que, pour tout F' € S on a :

E[F §(a)] = E[DF(a)] = E[F a §(()] — E[FD(a)(¢)]

Ce qui démontre (9.19).
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9.2.5 Un sous espace particulier du domaine de §
Construction

On va généraliser la construction précédente en considérant des variables aléatoires & valeurs
dans l'espace de Hilbert séparable £2(v). Pour ce faire, on va définir la famille S(£2(v)) des
"processus" cylindriques de la forme :

® =Y Fu FieSvel’(v
et opérateur de dérivation de la forme :

D®(h) = > DF(h)®v; F €8,v; € L*(v)

Propriété 9.6 Considérons une base orthonormée compléte {a; : i € N*} de L2(A(.)dt) et
L2(X) et une base orthonormée compléte {b; : i € N*} de L?(n).
Si X € L2(v) et si ¢ € S(L2(v)) alors Uopérateur V( est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Démonstration :
Tout d’abord, remarquons que l'opérateur :

0 : L%(ds) — L2(ds)
f = Jo F)A(r)dr

est de Hilbert-Schmidt de £2(ds) dans lui-méme. En effet, on peut écrire
T
) = [ 0a@r)fr)ar

et le noyau (t,7) — 1g4(r)A(r) est clairement de carré intégrable dans [0, 1]%. 1l suffit mainte-
nant d’utiliser (9.11) pour écrire :

00
E Z < D<I>(aj X bk);D<I>(aj ® bg,) >Lz(,,):|
k=1

cer [i [ (st [ tomoncra] s ]
<c g_j l [ T [ wstomenma] 2 u(ds,dz)]

< g / bi(z)n(dz)g [ / ' i [ o] 2 A(s)ds]
<S5 [ 62 (s)as,

<ij_; | e

(la constante ¢ varie d’une ligne a l’autre). Le résultat est établi.
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Propriété 9.7 Soit ¢ € S(L%(v)), alors ¢ € dom(6)

Démonstration :

C’est une conséquence directe du théoréme 9.8, de la linéarité de § et de la définition de S(L2(v)).
<

Pour motiver ce qui suit, on rappelle que dans le cas Brownien, on sait que :
E[6(u)?] = E[||lul|2:] + E[trace(Vu o Vu)] (9.21)

Cette relation permet de définir une norme sur S(£2) et donc d’étendre le domaine de I’opé-
rateur. Malheureusement, (9.21) n’est plus vraie dans le cas Poisson et on vise maintenant &

trouver son homologue.

Propriété et Définition 9.1 Considérons l’espace H” suivant :
oh
HY = {hE[,Z(I/) ' 58 652(1/)}

que 'on munit du produit scalaire :

dg Oh
<g, h>Hv—<g,h>L2(u) + <$, $>52(,,)

On considére maintenant {e; : i € N*} une base orthonormée compléte de HY qui vérifie

ei(T,2) =0 VzeR VieN (9.22)

On peut prendre, par exemple, quand T est fini la base de L2([0,T]) formée des fonctions :

{w—)sin<27;?$) ] nEN*}

et une base orthonormée quelconque de L*(v). On note toujours {e; : i € N*} la base ortho-

normée compléte de L2 (v).

Remarque 9.5 Il est évident que H* C L2(v).

On définit maintenant Uespace S(H") avec des notations évidentes et 'on considére l'opérateur

T’ suivant :
r . SHY) - ]L2(Q><[0,T]><E,dJP’®u)

¢ = Yy <G >uv T(e)
avec T'(g;) = V(d(g;)).
Démonstration :

On va montrer l'existence de 'application T'. Pour ce faire, on doit montrer que, pour tout
h e S(HY),
E[|IVOM0)Za)] < o

Soit h € H”, on a :

IVOENZ2) = Z < V(8(h), ei >Z2(,
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Comme d(h) est cylindrique, on peut écrire :

E[|IVO0) )] < ZIE“// /\L/Osei(r,z))\(r)dr w(ds,dz)] ]

Z// [ %/Osei(m)/\(r)dr] v(ds, dz)
// l@hQ 6.2 7 Z < e Ijo,m >L2(V)] v(ds,dz)

IA

IA

6h2
< [ O o) Mo vids, a2
2
< o [ 2 ) a2
< 1 Oh

— 15 s

Par conséquent, on a :

620 = E[6(R)?] + E [|[VOM)IEe)]

1  Oh
< ||h||%.2(u) T ||g||%2(u)

1
(M —) hIBs

De ce fait, ona d : H” — Dy est continueet V : Dh; — L2(Q x [0,T] x E,dP ® v) est
continue par construction donc ’application

IN

Voé : H — 12(Qx][0,T]x E,dP®v)
est linéaire et continue. Par conséquent, il existe une constante C telle que :
E[|[VEM)IEaq)] < C Il (9.23)
et en particulier on a pour tout i € N*
E[IVEE) ] < C (9.24)
On prend maintenant ¢ € S(H”) de la forme ( = Fh avec F' € S (donc bornée) et h € H”. On

a alors :

0o 2
E |:||F(C)||2£2(u)] = E|) < (e > F(Ei)HLZ(u)]
i=1

IFI% Y- < hoes >3 E[[I0E)le2))”

<
i=1
o
< CIFIZ D <hei >
i=1
< ClIFISIAG, < oo
—_— o0 HV

Ce qui démontre le résultat.
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|

Remarque 9.6 Dans le cas Brownien, cet opérateur n’est autre que l’identité. Ici ce n’est plus

vrai cependant, en moyenne on a encore cette propriété :
Propriété 9.8 Pour tout h € H”, on a E[T'(h)] = h.

Démonstration :
En vertu de la démonstration précédente, on peut écrire :

oo

F(Ei) = Z < F(Ei),ej >£2(,,) €j
E[F(Sz)] = ZE[( F(Ei),ej >£2(,,)] €;

= i - /OTE %(s,z) ﬁ /Os ej(r,2)A(r)dr v(ds,dz) e;

= > - /0 /E / Ot (5,2) €51, 2) Tjo (1) A(P)dr ds m(dz) e

Jj=1

oo T T .
= Z —/0 Eej(r,z) l | %(S, 2) Lprmy(s )dS] A(r)dr 1(dz) e;

o0

= — /7 ej(r,2)(€i(T, z) —ei(r,2)) AM(r)dr n(dz) e;
0/E

Jj=1

Avec la condition (9.22) on a donc :

E[T'(e:)]

j=1

o T
Z / ej(r,2)ei(r,z) A(r)dr n(dz) e;
0/E

= Z <e€, & >r2) €

:Ei

Finalement, on a, pour h € S(H") :

o0

T(h) = > <h, e >y D)
i=1

E[L(h)] = Y <h, &> E[T()]

= Z <h, e > &

=1

=h

Ce qui démontre la propriété.



138 CHAPITRE 9. C. S. POUR DES PPM

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 9.9 o Pour tout a € Dy 1 et tout ¢ € S(H”) on a :
d(aC) = ad({) — <Va, ¢ >r2) (9.25)

e Pour tout ( € S(HY) on a :

o

6(¢) = Z (< e > () — << V(g v, i) >r20)] (9.26)

i=1
. désigne la variable sur laquelle agit le produit scalaire.
e Pour tout ( € S(HY) on a :

V.6(¢) = Z<<,si Sav Va(8(ei)) +8(ViQ)

* désigne la variable restant libre.

e Pour tout { € S(HY) on a :
E[6(¢)°] = E[<(; T¢>r20] + Eltrace(V(o V()] (9.27)

Démonstration :

e Méme démonstration que pour le théoréme 9.8.

e On a par définition :
o0
¢ = Z<C;Ei Syv &
i=1
Par conséquent, par linéarité et continuité de § on a :

o0

5¢) = D 6(< (e >uv &)
i=1
On applique maintenant la propriété 1/ avec a =< (;&; >3+ et 'on obtient :

o0

5(¢) = Y [<Gei>ur d(e) — < VA< G >ue) s &) >
i=1
Mais comme ¢; est déterministe, on peut intervertir le produit scalaire et le gradient on
a:
<V.(< e >r), &) >rz2() = << V.( e >nv, i) >r2(y)
Ce qui démontre le résultat.

e On sait que :

o0

5 = D [<Gei>ur () — << V.Goei >, &) >r2)) (9.28)
=1
et donc que :

o

(S(V*C) = Z [< Vil e >Suv (S(E,) - << V_(V*C),Ei Syv o, Ez() >£2(,,):| (9.29)

i=1
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En dérivant (9.28) et en utilisant les propriétés de continuité et de dérivation de ’opérateur
V, on obtient :

V.(8(€))

o0

= ;k Cei >uv Va(d(ei)) + V(< (e >uv) (i) 9.30)

— V. << V. >ur s &) >e2)]

On intervertit 'opérateur V et le produit scalaire, ; étant déterministe on obtient alors :

oo

V.(6(Q) = Y <Gei>ur Valdles)

i=1

+ D [ ValQ),ei > 8(ei) = << Vu(V.0),ei >, &) >r20)]

=1

On reconnait par le deuxiéme terme le début du développement (9.29). 11 suffit de donc
de montrer que l'on a :

<< Vu(V.Q)sei >nv 5 €i(1) >r200) = Ve << V(8 Sv, €i0) >r20)
= << Vu(V.0),&i >nv 5 &il-) >r2)

Ce n’est donc rien d’autre qu’une interversion des opérateurs, le résultat est donc acquis.

E[6(¢)?] =E[58(¢)3(¢)]
= E[< (s Vid(0) >r20))

= E|<¢,O] <(ei>ue Vald(e) + 6(Va Q) >r2)
i=1
= E| < ,Z < (g5 >Syv V*((S(sz)) >r2(y) (931)
i=1
+ ]E[< Cx ,6(V* C)) >[,2(u)] (932)
= E[<(,TQ) >c20)] + E[< & ,6(Va Q) >22()] (9.33)

Remarque 9.7 V( est un opérateur de Hilbert-Schmidt par conséquent trace(V( o V()
existe et de plus on a :

Eftrace(V¢o VO] < E[IIVCIIEa ez (9.34)
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Par Fubini, on a :

(9.33) = E

/OT/E (5,2 8(Vs,20)w(ds, dz)]

/OT/E]E[CS,Z §(Vs,2Q)]v(ds, dz)

/OT/E]E l/OT/E Vou,uGs,z Vs,zgu,vu(du,dv)] v(ds,dz)
/OT/E /OT/E Vu,wGs,z vs,zCu,vV(d’Ua,dU)V(dS,dz)]

= E[trace(V( o V()]

E

Ce qui démontre le résultat.

Considérons pour ® € S(H") la norme suivante :

el = 5 (B[12lEn0)] + E[IPI12:0)]) + E[IV120000

Et considérons Dy 1 (H*) la fermeture de S(H") au sens de cette norme.

Remarque 9.8 Dans le cas Brownien, T' n’est autre que lidentité et ’on retrouve la définition
usuelle de la norme Dy ; .

Propriété 9.9 On a :
Dy (HY) C  dom(9)
Démonstration :

Soit ¢ € Dy 1 (H”) et soit {¢, : n € N*} une suite de S(H") convergente vers ¢ dans Do 1 (H”).
On a donc pour F € S :

[E[DF(C)]| = [E[FS(G)]|
< (162 [1Fl2
< [E[< G ; D¢ >e0)] + Eltrace(Vé, o VG))]® 1l (9.35)

D’une part, on a :

E[< G T >c20)] < EfllGnllcze) [Tnllc2w)]
E[lI6alZ0)| E[ITGal22(,)]

IA

Donc par la définition de la norme, la suite
{E[<¢ns TGn >2)] + nEN}
est convergente donc bornée par une constante disons A;. D’autre part,

E[trace(Vén o Vén)] < E[IIVGlBagocao)
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donc les suites

{E[||vcn||22(u)®.c2(u)] : neN*} et donc  {E[trace(V(n o V(n)] : n € N*}

2 4
sont convergentes donc bornées par une constante disons A.. Enfin on a (, E$) ¢ donc
2 v
DF(¢,) £y DF(¢). 1l ne reste plus qu’a faire tendre n a Uinfini dans (9.35) pour écrire :

IE[DF(Q]] < (A1 + Az2) [|F]]2

ce qui prouve que ¢ € dom(9).
<

Propriété 9.10 Les résultats du théoréeme 9.9 sont encore valables pour ( un processus de
Dy 1 (HY).

9.3 Intégrale de Skohorod pour les processus de Poisson
marqués
Définition 9.11 Pour tout processus u de la variable temporelle s on note
a : (s,2) = z.u(s)

Si @ € dom(4), on note :

On introduit également X la mesure définie par :

Alds) = Lz%(ds,dz) = /Ean(dz) A(s)ds

Proposition 9.1 .

L£%\) c dom(s™)

- < sLy -
VYhe £2()),  oN(h) = (h(*)N)T

Démonstration :

Soit u € £2(X). On a en utilisant la propriété 9.5 :

N (u) = 6(z.u)

= (¥ (w=-v)r

/OT /E 2 u(s)(w — v)(ds, dz)
/OT u(s) /E z (w —v)(ds,dz)

SL) -~
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Lemme 9.1 On a alors :
llullg2xy = lalle2e)

Démonstration :

/OT/E112(3,Z) v(ds,dz) = /OTu2(s)/Ez2 v(ds,dz) = /OTUZ(S)S\(ds)

<
Il est alors naturel de définir opérateur de dérivation par :
DNF(u) = DF(@) VFeS
En effet, on a alors :
E[DNFmﬂ = E[DF(i)]
= E[Fé(a)]
= E[Fﬁﬁun] (9.36)

L’introduction du gradient apparait alors étre égal & :

En effet, on a, pour tout F' € S et tout u :

DF((u))
i
/o/EvS’ZF z n(dz) u(s) A(s) ds

T 1 .
= /0 W/EVS,Zan(dz)u(s) A(ds)

= < VNF ) u >£2(S\)

DNF(u)

)
Vs, . F z u(s) v(ds,dz)

Remarque 9.9 En vertu de (9.36) V¥ est Uadjoint de 6V.

On montre ainsi existence d’une variable aléatoire VY 4 valeurs dans £2 (5\) telle que :

DNF(U) =< VNF ;U >L2(:\)

Une fois ces outils mis en place, on peut définir les mémes objets que pour une mesure
aléatoire marquée c’est & dire définir un espace de Hilbert ”H;‘, un espace de fonctionnelles
cylindriques S(H*), un opérateur I'V qui nous permet de définir une norme ||||g’]; et enfin un
espace DQ:’I (”H;‘) par fermeture au sens de la norme (voir définition 9.1 page 135). Cet espace
est inclu dans le domaine de 67V et on montre que :

Théoréme 9.10 o Pour tout a € Dy ;1 et tout ¢ € ]D)Q?l (H*) on a :

N@g) = ad¥(©Q) = <VVa; (>p (9.37)
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o Soit {e; : i € N*} une base orthonormée compléte de HX et considérons ¢ € ]D)é\:’l (H*)

on a :

() =

M8

[< C,€i >q5 6N(ez~) - << VNC*,ez- >25,Ei(*) >L2(;)]
1

-
Il

>

D Pour(GDQ?l(’H Yona:

VEON(Q) = D <Gri>pn VNN () + 67 (V)
i=1
* désigne la variable restant libre.

e Pour tout ¢ € Dé\:’l (’HS‘) on a :

E[éﬁ(C)Z] = IE[< ¢; TV >£2(;)] + E[trace(VNCoVNC)]

9.4 Lien entre ces Intégrales

9.4.1 Lien avec les sommes de Riemann-Stieltjés

Théoréme 9.11 o Soit u € Dy 1 (L2(v)), alors on a :

(81)

5u) = ('Y (@=v))r - / T/Evs,zus,z v(ds, dz)

e Soitu € Dé\:{l (L£2(N), alors on a :

~ - T ~ ~
5w = (S Mg / V¥, A(ds)
0

Démonstration :

143

(9.38)

(9.39)

Pour alléger les notations nous allons démontrer le deuxiéme point. Le premier se démontre

rigoureusement de la méme fagon mais fait intervenir deux variables, le temps et ’espace.

Soit u = Y1 wills,,,,] avec u; € Dy et soit ¢ € S.
On a alors :
(SL)
*

~ (SL) ~
Z U; (H(ti,ti+1] * N) ¢]

i=1

E [(u N).qs] =E

n

(SL) -
= Z]E [(H(ti,ti+1] * N) uz¢:|
i=1

n

(H(tl,tl+1]) Uz¢]

> E[s
E [< V¥ uid) ; Ltitira)) >£2(A)]
[
[

E

()= L1= L1

< oV 3 Lgiiia] >a2<x)]
1

-
I

E|<u; V¥ ¢ Litistiga] >z;2(,\)]

+
M=

1

-
I

(9.40)

(9.41)

(9.42)
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- . ] ]
(9.41) = E Z / VY (u) Lititi0a1(8) )\(ds)]
| i=1 /O
- r ]
=E ¢/ v.lsv(zui]l(ti,ti-}.ﬂ(s)) A(ds)‘|
| J0 i=1
- o
=E|¢ / VNu, S\(ds)]
| 0
(942) = E <v%; Zuin<ti,ti+l]> (9.43)
i=1 L',2(5\)
= ]E [¢ 6N (Z UiH(ti,ti+1])>]
i=1

9.40 est due a I’équivalence entre les intégrales de Skohorod et de Stieltjés-Lebesgue pour
des processus déterministes appliquée aux indicatrices.
9.43 les u; sont des variables aléatoires, elles n’interviennent pas dans le produit scalaire.
L’égalité est vraie pour tout ¢, on a donc démontré le résultat pour un processus v de la
formeuw = Y, wil(4;4,.,], le résultat général en découle par passage & la limite quand les

deux membres de ’égalité convergent.

|

9.4.2 Restriction de ) aux intégrants prévisibles

SI
Théoréme 9.12 e Les intégrales § et (*) coincident sur les processus prévisibles.
(SL) (51
*

e Les intégrales 6N, et *) coincident sur les processus prévisibles de la variable s.

Démonstration :
Considérons ¢ une fonction test.

Considérons un processus prévisible élémentaire u de la forme :

n
u = E :ui]l(ti,ti+1]
=1

avec les u; §t,-mesurables. Démontrer la propriété sur ces processus suffit, le cas général s’ob-
tient par passage 3 la limite.

On applique la propriété 9.4 aux u; qui sont §,-mesurables en remarquant que L4, 4, ] est
a support dans J¢;,T) on a :
< VPV, 3 Lis,tiga) >3y = 0 Vi
Comme ¢ est une variable aléatoire, elle n’intervient pas dans le produit scalaire. En réinjectant
ceci dans la relation (9.41) on obtient :

]E[(u P N).¢] = B[ 6% w)]

. y (sy . . s
Ce qui montre que 6"V et  x  coincident sur les processus prévisibles.



Chapitre 10

Calcul stochastique pour des

Processus de Poisson Filtrés

Dans ce chapitre, nous allons introduire une classe de processus que nous allons définir
comme des perturbés d’un processus ponctuel marqué par un noyau déterministe. Le processus
ainsi construit s’appellera un processus de Poisson Filtré.

Nous allons d’abord étudier les propriétés d’un tel processus puis définir une notion de
calcul stochastique anticipatif relatif au processus de Poisson Filtré. Pour ce faire, nous allons
utiliser le calcul anticipatif défini pour le processus ponctuel marqué sous-jacent. En dernier
lieu, nous ferons le lien entre cette intégrale et 'intégrale au sens de Stieltjés-Lebesgue relative
a ce processus.

10.1 Processus de Poisson Filtré

10.1.1 Définitions et conditions d’existence

Avec les notations du chapitre précédent, on introduit pour un noyau K donné les processus,

quand ils existent, suivants :

t
NF = / K(t,s)dN,
0

/0 t /E 2K (t,5) w(ds, d2) (10.1)

Nous l’appellerons processus ponctuel marqué filtré. On introduit également le processus :

NE = /t/zK(t,s) (w—v)(ds,dz) (10.2)
o JE

que nous appellerons processus ponctuel marqué filtré compensé.
Considérons maintenant la suite {(T,,Z,) : n € N*} associée au processus ponctuel
marqué, on obtient :

145
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NE = N K(t,Th) Zn Iiz,<y (10.3)
neN*

Hypothése 10.1 e L’application (s,z) — z K(t,s) est dans L*(v) pour tout t > 0.

o K est triangulaire dans le sens ot :

K(t,s)=0 Vs >t>0
e K n’explose pas sur la diagonale :

K(t,t) < o0 vVt € [0,T]

e Pour tout t > 0, la fonction :

est cadlag.
1. Pour tout s > 0 la fonction :

K(,s): [s,T[ — R est @ variation bornée
t — K(t,s)

Propriété 10.1 Sous Uhypothése 10.1, les processus NX et NX sont bien définis.

Exemple 1

A partir de lexpression (10.3), on peut remarquer que cette classe de processus recouvre le
"shot Poisson process" développé par exemple dans larticle de Samorodnitsky [123] et qui cor-
respond & un noyau de type convolution. Ce processus a déja fait preuve de beaucoup d’intérét

notamment en mathématiques financiéres.

Exemple 2

On peut également prendre comme noyau le noyau définissant le mouvement Brownien
fractionnaire : K#). On appellera Processus de Poisson Fractionnaire le processus défini par
(10.1) et dont le processus ponctuel sous jacent est un processus de Poisson de paramétre A
non nécessairement constant.

Remarque 10.1 L’hypothése 10.1 3/ exclut le cas du noyau KM gpec H < %

Exemple 3

On peut également introduire un processus du style Ornstein-Ulhenbeck en considérant le
noyau :

(s,t) — e(t—9)

a une constante positive. On le notera N(OU),
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10.1.2 Propriétés trajectorielles

Propriété 10.2 o NE nlest pas un processus ponctuel marqué.
e Si K est continu,
NE a les mémes instants de saut que N,
o Si K est nul sur la diagonale et si K est continu,
NE est continu.

Théoréme 10.1 Sous les hypothéses 10.1, le processus N est a variation finie sur les com-
pacts de R.

Démonstration :
Ce processus est défini comme une intégrale de Stieltjés-Lebesgue par rapport & un PPM. Le
résultat en découle.

|

Remarque 10.2 L’hypothése 10.1 3/ assure @ N¥ d’étre limité a gauche. Si de plus K est
continu & droite alors le processus N¥ est cadlag.

10.1.3 Calcul des moments et de la fonction de covariance

Théoréme 10.2 On a le résultat suivant pour tout t € [0,T) et tout t' € [0,T] :

E[(VF)?]

Il
s~
\

v(ds,dz)

Il
h

=
~—~
N

»
js W
&

Cov(NE; NK) = /Mt/zzK(t,s)K(t',s)V(ds,dz)
E

Il
=
~~
=
N

K(t',s) Xds)

0

Démonstration :
Ces formules sont connues sous le nom de formules de Campbell.
Cependant, on peut donner une idée de la démonstration en utilisant le lemme suivant qui est

un résultat trés intéressant en soi :

Lemme 10.1 Si pour tout r € [0,T] on a :

//2K2rs (ds,dz) < oo

Alors, pour tout v € [0,T] fixé, le processus :

{M[ = /Ot/EzK(r,s)(w—V)(ds,dz) , tG[O,T]}
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est une (§t)icjo,7)-martingale de variation quadratique :
t
<M', M" > = / / 22K*(r,s)v(ds,dz) Vte€[0,T]
o JE

Démonstration :
Une fois r fixé, nous sommes en présence d’une intégrale stochastique relativement & la mesure

martingale (w — v) et donc en présence d’une martingale.

e Evident.

e Comme M" est une (§¢);c[o,77-martingale, on a :

E[(M])?] = E[<M", M" >/

/ot/Ez2K2(T’5) v(ds,dz)

il suffit maintenant de prendre r» = ¢ pour obtenir :

E[(M})?] = E[(Nf)?] = /0 /Ez2Kz(t,s)u(ds,dz)

e S’obtient par polarisation.

10.1.4 Fonction caractéristique

Théoréme 10.3 Soientn € N* et (t1,...,t,) € [0,T]". La fonction caractéristique du vecteur
(N, NE) est :

n
Vit (@1, 20) = E |exp inthf
j=1

T n
exp // erp iszjK(tj,u) —1] v(du,dz)
o JE =

Démonstration :
Soient n € N* et (t1,...,t,) € [0,T]™.

n
Uiy t) (@1, ,20) = E [exp inthIj( (10.4)
i=1

> @ ZuK(t,Tw) | | N(T)=p (10.5)
=1 k=1

J

=E|E|ezp|:

Or (10.5) ne change pas si on réordonne les Tj. D’autre part, on sait que (Tk, Zg)k=1,...p sont
des variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité (voir Miller et Snyder [96] page
63) :

———v(dt,dz)
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Donc,

1
(10.5) = ]ElE L S dt/ / :L'p( ijzK tj,t>1/(dt,dz) | NT:pH

0

P[Nr =0] + i [ l/ / e:vp( Zm]zK tj,t ) V(dt,dz)]p P[Nr = p]

=1

Or on sait, (Voir Miller et Snyder [96] page 67), que pour tout p € N :

" At)dt|” T
P[Nr=p] = Mewp (—/0 A(t)dt)

i}% [/OT/Eez'p (izn:a:sz(tj,t)> V(dt,dz] ea:p( /OT)\ )
p=0"" i=1
eafp{/OT/Eeg;p (iiszK(tj,t)> (dt,dz) / At dt}

Pour finir, comme [, 7(dz) =1,0n a:

Uiy otn) (@150, 20) —eaﬁp{/ / leazp( Zx]zK t,,t)) - 1] v(dt, dz)}

i=1

Par conséquent,

(10.5)

|

10.1.5 A propos de la stationnarité, de la stationnarité des accroisse-
ments et de la dépendance a long terme

Pour traiter la question de la stationnarité, il est nécessaire de se considérer un processus
de Poisson Filtré NE sur R c’est & dire considérer un processus de Poisson Marqué N de
compensateur 7, mesure sue R x R? (et non seulement sur [0,7] x R? :

{ / /Ktst:teR}

11 est alors facile de démontrer que pour un noyau du type K (t,s) = k(t — s), et si le processus
sous jacent & pour compensateur 7(ds,dz) = dsn(dz) ce processus est stationnaire. En effet
pour tout n € N* tout (t1,...,t,) € R* et tout h € Ron a:

W (tsthytnth) (@15, Tn) = exp [/ / (e:cp [zszJ K(tj+h— u)] — 1) dun(dz)]
RJE =

Le changement de variable v = v — h donne alors le résultat :

ity thy ot th) (L1, -, Tn) = exp [/R/E (ewp lzZsz K(t; — v)] - 1) dvn(dz)]

= ‘il(tl,---,tn) (.’L'l, e ,.Z'n)
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On a alors des critéres sur K de dépendance 4 long terme (voir Surgailis et al. [64, 63] ou
Ramirez-Perez et Serfling [115] pour des généralisations) par exemple, si le noyau vérifie :

Z /k(u+n)k(u)du = o0
R

neN*

alors le processus est & dépendance a long terme.

Malheureusement, ces considérations ne donnent aucune information sur notre processus

puisque l’on a :
NE = NE - NE

Par contre, il serait intéressant d’avoir des informations sur la stationnarité des accrois-
sements puisque NX et N¥ ont les mémes accroissements. Outre le résultat du paragraphe
10.2.4, aucun critére simple sur K ne permet d’avoir la stationnarité des accroissements. On
peut cependant évoquer le cas du processus de Poisson fractionnaire qui posséde la propriété de
stationnarité faible des accroissements ce qui suffit pour démontrer la dépendance 4 long terme
de ces accroissements. En effet, la fonction de covariance de ce processus est la méme que celle

du mouvement Brownien fractionnaire.

10.1.6 Conditions d’Auto-similarité

A partir de V’expression de la fonction caractéristique résultat du théoréme 10.3, il est
possible de donner des critéres d’auto-similarité du processus N¥ :
Propriété 10.3 1. On se place en horizon infini (T = +00).
Hypothése 10.2 Pour tout o > 0 et pour tout (s,t) € R*> ona K(at,as) = ol K(t,s).

Sous Uhypothése 10.2 alors on a le résultat général suivant :
(NE . te0,T]} £ {o® NE : teo,T]}

NE est un processus de Poisson Filtré de filtre K et de processus sous-jacent un processus
de Poisson marqué de compensateur aX(as)dsn(dz).

2. SiX(s) = %, alors N¥ est auto-similaire d’ordre H.

3. Si pour tout o > 0 et pour tout (s,t) € [0,T)? on a K(at,s) = o™ K(t,s) alors NK est
auto-similaire d’ordre H.

Démonstration :
11 suffit de regarder la fonction caractéristique :

T n
Uity aty)(T1y- -, Tn) = exp / / exp iszjK(atj,u) —1] v(du,dz)
o JE °
Jj=1

Dans le cas 3/, on a alors :

‘I’(ath...,atn) (mla s ,xn)

T n
exp / / exp iszj T K(tj,u)| —1] v(du,dz)
o JE —
j=1

_ H H
= Wiaty, atn) (@ T1,...,00 2y)
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Ce qui démontre le résultat. Dans le cas du 1/ on a alors par changement de variable u = as :

- -
Yoty atn)(T1,-- -, Tn) = €xp / / exp iZz:cj K(atj,as)| —1] Mas)adsn(dz)
Jo e =

j=1

= exp / / exp iszjaHK(tj,s) —1] Mas)adsn(dz)
o JE
] H

— H
= ql(atl,...,at")(a T1,---,Q -Z'n)

Le résultat du 2/ est immédiat.

Remarque 10.3 La condition 3/ n’est pas compatible avec un noyau triangulaire.

Exemple 10.1 Le processus N vérifie Uhypothése 10.2 avec oo = H. Le processus N©U) ne

la vérifie pas.

10.1.7 Remarques concernant la propriété de Martingale

Propriété 10.4 Sil’application (s,t) — K (t,s) est continue alors le processus de Poisson filtré

i
{NtK = / K(t,s)dN, : tZO}
0

n’est pas une martingale.

Démonstration :
En effet, c’est un processus & variation finie donc une semi martingale et ses trajectoires sont
continues. Si c¢’était une martingale alors il serait indistinguables du processus nul ce qui est

absurde.
<4

Il est cependant important de noter le résultat suivant qui est une conséquence de la construc-
tion de l'intégrale stochastique :

Propriété 10.5 Le processus défini pour tout r € R fixé par :

¢
{NtK’T = / K(r,s)dN, : tZO}
0

est une martingale.

Cette propriété est trés importante puisqu’a la base des résultats des chapitres 11 et 12.

10.2 Intégrale "naturelle" pour le FPPM

10.2.1 Intégrale de Stieltjés-Lebesgue relativement a N¥

Théoréme 10.4 Pour toute fonction f localement bornée, on peut définir, au sens de Stieltjés-

Lebesgue, le processus suivant :

{(f S Ny, te[O,T]}
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Démonstration :
Découle du théoréme 10.1, le processus N¥ étant & variation finie. L’intégrale est donc bien
définie.

<
Théoréme 10.5 I existe une application :
K* : L2(0) = L£2())
tels que :
o K* est linéaire, continue et K*(Ijo ) = K(t,.),
e Pour tout f € L2()\) localement bornée, on a :
(SL) -~ oo (SL)
(f % NF) = (K*(f) * N)  Vte[0,T]
Démonstration :
e ¢ Lemme 10.2 Il existe une constante C telle que, pour tout f € EZ(S\) on a :
[[fllcz@ay = C |[fll g2y (10.6)
Démonstration :
Par définition on a :
Ads) = / 221(d2)\(s)ds
E
donc en utilisant I’hypothése 9.4 on peut écrire :
T ~ T T
| P@ias) = [ @) [P > m [ 2 [ e
0 E 0 E 0
En introduisant la constante C* =m [, 2°n(dz) on obtient la relation (10.6).
<

e On introduit maintenant ’opérateur K suivant :

K : L2()\) — L£%(dt)
Fo /0 K(t, 5)f(s)A(ds)

On sait par [45] que K est un opérateur continu de £?(dt) dans £?(dt) donc il existe
une constante ¢; telle que :

1K ()] 2 (ar)

IN

el flle2(ary
= C2||f||£2(j\) (107)

A

donc K est un opérateur continu de £2(\) dans £2(dt).
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e On introduit maintenant ’opérateur :

L L2 — L£2(dt)

f—>/f

27— ()| Z2(ary = /OT(/STf(U)dU)st
/OT /ST f2(u)duds
/OT /OT f?(u)duds
T
m_lT/ F2(u)A(u)du
0

C3||f||2ﬁ2(5\)

Ona:

IN

IN

IN

IN

donc IX  est continu de £2()\) dans £2(dt).
e On introduit pour g € £2()), la forme linéaire :

6, : L2(}) > R

f—)/ ds

En utilisant Cauchy-Schwartz et la relation (10.7) on montre que :

[ oKW < lolleran 1K e
< e lollesan 1L cay
<

CIfllz2(x)

L’application linéaire est donc continue par conséquent il existe un opérateur K* tel

que :
8y = <K*(9), f >r2(X)

[ sornea = [ Ko

e On définit finalement ’opérateur :

c’est & dire

K* - L2(0) = £2())
Fo Ko [IL]7(F)

Formellement, en considérant €, la mesure de Dirac en ¢, on a, pour tout f € £2(}) :

/ K*(e)f(s)A\(ds) = K / K(t,s)f(s)\(ds)
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ce qui montre que

et d’autre part on a :
I7_(er) = Tomy
On en déduit donc que
K*(Tpy) = K(,.) (10.8)
¢ On définit la notion d’intégrale relative 3 NX par :

(SL) -
*

(f » N) = (K*(f) = N)  VfeLl’N

Nous avons maintenant deux notions d’intégrales relativement & N. Voici le premier ré-
sultat :

Lemme 10.3 Pour tout t € [0,T], on a :

. ~ (SL) ~
(H[O,t] * NK)t = NtK = (H[O,t] * NK)t

Démonstration :

(Lo, * N¥) = (K* (To,¢) (S*L) N),
= (K(t)(Tpg) ¥ W),
= N
= (1[[07,5] (S*L) NK)t
<
L’extension 3 toutes les fonctions déterministes de £2(\) s’effectue par continuité.
<

10.2.2 Propriétés de l’intégrale de Stieltjés-Lebesgue
On définit sur ’espace vectoriel
T = {lpy : t€[0,T]}
le produit scalaire suivant :
<ljo,e5Lj0,5) >7 = < K(t,.); K(s,.) > a3,

Enfin, on définit ’espace 7 fermeture de Z au sens du produit scalaire <;>;.
Théoréme 10.6 o K* : T — L£2()\) est une isométrie.

. Pourtoutfef,gefona:

(SL) ~ (SL) ~
E|(f % N¥). (¢ " NF)| =<fg>;
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Démonstration :

e Soit Ijp;j€Z,0ona:

Mo,z = 1K@ )l 2k
(N
1K™ (o)l 225

L’isométrie est donc vérifiée pour les éléments de Z, par passage a la limite, K* étant

continue, on a le résultat voulu.

Blu ¥ 8. 0¥ 8| = B|wen YW wce Y m
= (K*(£) - K (9) 25y (10.9)

=<f7g>j'

La relation (10.9) est une conséquence de la relation 9.4 page 124 obtenue par polarisation.
La derniére relation est due & 'isométrie au sens de <, >;.

<
10.2.3 Question de filtration...
Théoréme 10.7 Les processus NX et N ont les mémes filtrations.
Démonstration :
Dans un premier temps, on a, pour tout ¢ € [0, 7], il existe (a;,t;) € (R x [0, T])N tels que :
K(t,) = £2—-1i 0.4, 10.10
(t,.) "_mgm i:zlaz [0,£:] ( )

Dans un deuxiéme temps, on a, pour tout s € [0, 7], il existe (B;,s;) € (R x [0, T])N tels que :

Tos = £2—lim Y BiK(si,.) (10.11)
=1

SL)
On applique maintenant la linéarité et la continuité de 'intégral ( * ) N de £? dans L?(P) on
en déduit :
D’une part, de (10.10),

n

(SL) -

SL) -~
(K(t,) % M) = 2®) —tim S a; (T % )
~ n ~
NE = 12(P) - lim ) a; Ny,
—_——
EFt

NtK € 3¢
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Ce qui démontre une premiére inclusion, on écrit maintenant & partir de (10.11) :

(SL) ~ (SL) .

(Ios * N) = L*(P) —lim Zﬂ, (si,.) * N)
TL—)OO
Ns = 2 P) — lim ,NK
n)—>oo Zzzllg 5
N———
€3k
N, € §F

Ce qui démontre le théoréme.

10.2.4 Retour sur les accroissements stationnaires

Propriété 10.6 Si N est un processus de Poisson standard, alors NX est a accroissements
stationnaires si et seulement si K vérifie les relations suivantes pour tout (a,b) € R? :

fo Ija,5)(8)ds = fo *(Ljo,5—q) (8)ds
Jo exp (’C*( wa)(s)) ds = [ exp (K*(Tjo,5—a))(s)) ds

Démonstration :

Soit f une fonction déterministe.

On sait que

(SL) ~
*

/ " HanE = (1 CP 5y = i P w
0

Comme N est un processus de Poisson, on connait sa transformée de Laplace ce qui nous permet
d’écrire :

E [ea:p (_( e NK))] - E [emp (_( a2 Nﬂ)]
e:cp( / K (f )] eap ( / T/C*(f)(S)d8>
eap (/0 —(1 = exp(—K*(f)(s) )exp (/ K (f )

On utilise les relations :
T ~ ~
| Tastoant = w5

T ~
/ Ljo,5—a)(8)ANK
0

Il
=
7=

Le résultat en découle puisque deux variables ont méme loi si et seulement si elles ont la
méme transformée de Laplace.
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10.3 Intégrale au sens de Skohorod relativement au FPPM

10.3.1 Deéfinition de l’intégrale

Définition 10.1 Pour tout u tel que K*(u) € dom((SN) on définit Vintégrale relative & N¥

par :

SN () = V(K" (w))

10.3.2 Dérivée directionnelle et gradient associés

Définition 10.2 Pour tout F' € S, pour tout h € 52(5\) on définit la dérivée directionnelle
par :

DY F(h) = DNF(K*(h))
= DF(2.K*(h))

DN zn:g;: //fl 5)g1(2)w(ds, dz), //fn 8)gn (2 dsdz))

. / | 0 (555 / K" (B)(r)N(r) dr) w(ds, &2

On a les propriétés suivantes qui motivent cette définition :

Propriété 10.7 Pour tout F,G € S et tout h € £L2(\) on a :

DN (FG)(h) = F.D¥“G(h) + G.DN"F(h)

E [DNKF(h)] = E [F.&NKF(h)]

Démonstration :

e Soient F,G € Set he £L2(\) ona:

DN"(FG)(h) = DN (FG)(K*(h))
= F.DV(G)(K*(h) + G.DN(F)(K*(h))

= FDY“G(h) + G.DV"F(n)

e En effet, soit F € Set he L£2(\), on a:

E [DNKF(h)]

E [DNF(/C*(h))]
- E [F.JN F(/c*(h))]
E [F.dN KF(h)]
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|

Propriété 10.8 Il existe une variable aléatoire VN 4 valeurs dans £ (A). Cette variable sera

appelée gradient associé a DY* . On a, de plus :

vV = KoV

Démonstration :
soit F €S et he L)), ona:

DN (F)(K*(h))

DN F(h)

<

Il est maintenant trivial de vérifier que le gradient défini ci-dessus vérifie les propriétés
d’intégration par parties et que c’est ’opérateur adjoint de &V <

Propriété 10.9 L’application F — VN F est fermable dans 1.2 (P).

10.3.3 Introduction d’un sous espace particulier du domaine de SN
L’espace qui va intervenir ici est l’espace :
HE = {g e L2(N) : K*C) e Hi}
Avec des notations maintenant classiques, on définit S(H¥) et ’opérateur T'¥ par :

s . SHE) = 12(Qx[0,T]x E,dP®v)
¢ - KoT¥oK*(()

11 ne reste plus qu’a étendre S(H¥) au moyen d’une norme adéquate.

K ]_ Y *
12157 = 5 [E[l®llz] + E[I0%0lawm)] + B[V 0 0)E 5000
Considérons Dy 1 (H¥) la fermeture de S(HX) au sens de cette norme.

Propriété 10.10

Doy (HX) C dom(sV")
On peut alors montrer la propriété suivante :

Théoréme 10.8 o Pour tout a € Doy et tout ¢ € ]D)QKTI (HX) on a :

N a0) = adV () = <V a5 (> (10.12)
e Pour tout ( € Dy (HE) on a :
E[&N(g)2] - E[< ¢; K¢ >E2(;)] + ]E[trace(VN (K*¢) o VN (/c*g))] (10.13)

Démonstration :
11 suffit d’appliquer le théoréme 9.10 page 142 a K*( les résultats en découlent naturellement.

|
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10.4 Lien entre ces deux intégrales

Théoréme 10.9 Soitu € ]]))5{,1 (£2([0,T)), alors, si les différents termes convergent, on a l’éga-
lité suivante :

i } T
N = % N — / YV usA(ds)
0

Démonstration :
Soit u = D77 will(y,,,,] avec u; € Dy 1 et soit ¢ € S.
On a alors :
(SL) - L (SL) ~
E [q) (u NK)T] = lz Wil * N9)7) 4 (10.14)
” (SL) -~
= E |:((]I(ti,ti+1] ) ) ’U/,(f)):|
i=1
= E[éN(ll(t,.,t,-+1]) ui(,b] (10.15)
i=1
= Y E[< VVid] 5 T > o)
=1
=1
+ Y E[<uV Yl Lt >3] (10.17)
i=1

_ T on ] )
(10'16) =E ¢/0 ZViv[ui]]l(ti,tiﬂ](S)A(ds)]
S - ) )
=E d)/ov Zviv[uiﬂ(ti7ti+1](s)] )\(dS)]
L i=1

- .
=E|¢ /0 V?’usj\(ds)]

(10.17) = E [<vﬁ[¢] ; zu,-n(t,.,t,.+1])> ]
i=1 Lz(j‘)

]E ¢ 51\7 (Z ui]I(ti,ti+1]))‘|
i=1

E[¢ 6% (u)]

On a donc la relation suivante :
E [gz& (u (S*L) NK)T] = E[¢ trace(V¥u)] + E[¢6" (u)]

qui est vraie pour tout ¢, on a donc démontré le résultat pour un processus u de la forme
u o= Y, il (4;,4;,,], le résultat général en découle par passage & la limite quand les deux
membres de 1’égalité convergent.

<
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10.5 A propos du processus 6" (ulp,))

10.5.1 Reésultat préliminaire

Théoréme 10.10 Soitt € [0,1] fizé. Considérons K} Uadjoint de K dans £2(X) "2 £2([0,], V).
Pour tout u € £L2(\) , on a alors :

Ki(u) = Ki(uljpg) Loy (10.18)

Démonstration :
Pour alléger les notations on écrira £2 2" £2(dt).
Rappelons les opérateurs définis au paragraphe 10.2.1 et les relations d’adjonction entre ceux-ci.

K : L2 - [ K*: L£2 = L2

f - K (s)A(ds) fo= [JK(s,)f(s)ds

K et K* sont adjoints dans le sens suivant :
< g, Kf >£2 =< K*g, f >£2(:\)
En effet, pour tout g € £2(}), en utilisant Fubini 4 la troisiéme égalité, on obtient :

<K*f,g>rp2 =< f,Kg >£2(:\)

N / / K(s,v) g(v) M(v) dv ds
/0 /0 f(s) K(s,v) g(v) A(v) ds dv
/01 [/01 f(s) K(s,v) ds] g(v)j\(v) dv

Le résultat en découle par identification.

De méme, les opérateurs suivants sont adjoints I'un de ’autre :

L. : L2 — (2 Iy © L2 o L))
f — f_l f(s)ds f — ﬁ fo f(s)ds

f(s 1 /s (t)dt A(s) ds

<f, IO+(9) >£2(,'\) = 5\—
/ t)dt ds

[
- [+

//f () Ly (5)dt ds
/0 olt) / f(s)dsdt

=<g,h_(f) >
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Enfin, on note :
K: 200 = £20)
f = [Ho4]7t o K(f)

Pour montrer 10.18, il suffit de montrer que pour tout g € £t2(5\) on a:

<Ki(u), 9>p2 = <Ki(ulpg) e, 9 >r2

<KE(W), 9>p25) = <u, K(9) >pa3)
<ulljpg, K(9) >z2(3)
=< [Il_]_l(u]l[o,t]) ) K(g) >£2(X)

1 1
= A /0 K(Ja U)g(v)j\(v)dv . [117]_1(U]I[0’t])(j) d]

En appliquant Fubini entre “dv” et “dj”, on obtient :

<KiW. 9> = [ [ KG) - (0] W) d o)X

\Il(‘tr,v)

Montrons maintenant que ¥(t,v) =0 dés que v > .

B(t,0) = / K(j,v) - (] (uljo,) () di

+ [ KGo) 1 wTen6) d
0
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(10.19)

(10.20)

(10.21)

D’une part, par triangularité, K (j,v) = 0 dés que v > j et (10.21) est nul. D’autre part, par la

régularité du noyau, il existe des constantes ¢; et ¢ telles que ¢ < K(t,8) < ¢y et donc :

01/ [-] M (ull) () di < (10.20) < Cz/ (1] (ulljo,) (j) dj

e Lo o [Li-] H(ul ) (v) < (10.20) < ex Ly o [Ii-] *(ulfp ) (v)

cru(v) Ig g(v) < (10.20) < cau(v) g (v)

par conséquent (10.20) est nul dés que ¢t < v. On en déduit les relations suivantes :

U(t,w) = K* o[l 1] (ulpgy)(v)
= K*(ulp,q) (v)I}o,n(v)

Ce qui termine la démonstration.

Remarque 10.4 Ce résultat est important puisqu’il permet de dire que l'on a :

6(Ki(u)) — 0(K5(w) = 6(K*(uljsy))

(10.22)
(10.23)

(10.24)
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10.5.2 Continuité de Holder des trajectoires des Intégrales

Hypothése 10.3 Il eziste o tel que K soit continue et bijective de L> dans Tat1/2,2- On

suppose toujours K triangulaire.

Hypothése 10.4 on suppose l'opérateur T continu de L?(Q x [0,1],dP ® N dans L2(Q x
[0,1],dP ® X).

Considérons pour une constante M & définir la norme suivante pour tout ® € S(H) :

% (B[22 + B[Vl 00 e)])

et on définit alors D}/, (H) comme la fermeture de S(#) relativement & cette norme.

1o]l7 =

Propriété 10.11 Sous ’hypothése 10.3, on a :
DY, (H) C Dop(H)

Démonstration :
Par ’hypothése 10.4, opérateur I' est continu, il existe donc une constante M; telle que :

E[|Ira|2 5] < MiE[|j]

2 2 _]
£2(X) L£2(X)

donc L M }
[[®][21 < (5‘*' Tl) N1 (E[H‘I’“iz@)] + E[||VN(I)”2£2(X)®£2(Z\)D

On pose maintenant M = (3 + Z1)Aletona:

@120 < MI[®]13% (10.25)

donc ® € DY, (H) implique ® € Iy ; (H) ce qui démontre le résultat.
|
Théoréme 10.11 Pour tout o € [1/2,1[, sous les hypothéses 10.3 et 10.4, en considérant
u € D1 (H) Ndom(6%) avec ap > 1, le processus
v K

{65 (Ki () = 6" (ulp,) : t€[0,1]}

admet une modification a trajectoires (a—1/p)-Hélder continues. De plus, il existe une constante

¢ > 0 telle que :
||6K(u)||L2(Q;H0l(a71/P)) S c |||IC;||| . ||u||Dp1
Démonstration :

Soit (s,t) € [0,1]?. Par la relation 10.24 et par la continuité de la divergence de Dy (H) dans
L2 (), on a lexistence d’une constante c; telle que :

E [|5N (/c*(ull[s,t]))IQ]

IA

e [[IK* (e )lf2n]” (10.26)

A

* 2
e1 M {||K* (wTy)l134] (10.27)

10.27 vient de 10.25 dés lors que ’hypothése 10.4 est satisfaite. D’autre part, I’hypothése 10.3
de continuité de K de £2 dans Z,, /2,2 couplé avec le fait que a > % assure que K est continu



10.6. UNE FORMULE DE ITO POUR DES FONCTIONNELLES CYLINDRIQUES 163

de £2? dans To—1/2,2 par conséquent K* est continu de [Ia_l/gvg] t = T1/2—qa,2 dans L? et donc
en notant |||X]|| la norme de cet opérateur on a :

1
B [16% 0 T ?] < a MK (B[lulual,...] + B| [ 1950l .0r))

Maintenant, on applique le 2/ de la proposition 13.1 de 'annexe page 185 avec § = a—1/2 et
q = 2 on sait donc que Z,_; /5 5 est continiment inclus dans £? avec 2 = p(1 —2(a—1/2)) d’out
p=(1-a)~! et par conséquent on a :

*

¢t = o] € el

= Il/Z—a,2
L’inclusion étant continue. On a :

||U]I[5,t]||11/2_a,2 < C2||U]I[s,t]||£é

On applique maintenant 'inégalité de Holder pour avoir :

Nl allzysa, < e2lluller [[Isgllce

avec L = % + % (on a par hypothése ap > 1). Il est facile de voir que ||If; g|[ce = [t—s|*1/P
et en posant c=c¢; M cy on a :

E {16 (" (u s, ) ]

IN

1 -
c|||/c*||||t—s|a-1/pE[||u||p [ ||vNu||pdr]

IN

e[t = s1%7 /P lullp,1
et donc, par définition de la norme sur ’espace de Hoélder on a :

||6K(u)||L2(Q;Hol(a71/p)) S C|||KI||| . ||u||Dp1

Ce qui démontre le théoréme.

10.6 Une formule de It6 pour des fonctionnelles cylindriques

Théoréme 10.12 Soit F une fonction C} et supposons que u € S(L*(v)) c’est a dire que

SL)
u=FuvavecF €S8 etve L2(v). Soit Zy = z+ (u 5 NE),. Alors u.F'oZ est dans Domd yx
et on a de maniére P presque sire :

SLy -
(1) ok

F(Zy) = F(z) + (u(s) F'(Zs) )t (10.28)

Démonstration :
Soit € > 0.
Ona:

F(Zt+€) - F(Zt) = FI(Zt)(Zt+€ - Zt) + (Zt-l—e - Zt)2 A F”((]. - 'I,L)Z,H_e + UZt)(]. - U) du
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Maintenant, pour une fonction test ¥ on a :
E[[F(Zte) — F(Zy)] - ¥] = E[F(Z)(Zire — Z1) . 9]
+E [(ZW _Z,)? /01 F'"((1 = w)Zppe +uZi)(1 —u) du. T
= A + A
Par la relation 10.9, on a :

(SL)

Zyye —Zy = (ulppqqg * N¥)r

) 1 5
= 5 (ulp ) + /0 V" (ul i) (8)A(s)ds

t+e . N
K @) + [ 0CT)u(e) S(o)ds

Donc A; se sépare en deux termes :
A = E [F’(Zt) N (K (ull . 4q)) xp] + E [F’(Zt) /t t+€(/cvﬂ )s u(s) A(s)ds .
= B+ B>
D’une part, il est évident que :
% B, - E[F(2)(KV¥)u())i(). 7] (10.29)

D’autre part, on a :

B, = IE[ /0 Vf(F'(Zt)lI!)IC*(u]I[t,tJre])S\(S)ds]

Une application de la formule de dérivation sépare By en deux parties et en utilisant la propriété
d’adjonction on a :

B,

E [/01 O VY (F'(Z)) K* (uly 14.)(5) 5\(S)dS]

+E [ /0 L P20 V8 () K () (5 X(s)ds]

1 - ~
B| [ 9T (20) w0 K
B[ [P (7)) w6 ) X0

t+e ~ "
_E [\1: / (KVY), (F'(Z0)) u(s) A(s)ds
t

+E [F’(Zt) /t T () u(s) i(s)ds]
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Donc :
1 t+e _ - - ~
E1E[\1: /t (ICVN)S(F’(Zt))u(s))\(s)ds] = E[m(/CVN)t(F'(Zt))u(t),\(t)] (10.30)
1 t+e _ N _ N
E]E[F’(Zt) /t (ICVN)S(lII)u(s))\(s)ds] = ]E[F’(Zt) (ICVN)t('I!)u(t)A(t)] (10.31)

Remarquons que :
(KKVNY(F'(Z) u(t) + F'(Z) (KVY)pu(t) = (KVV)(F'(Z:) u())

Par conséquent, par les relations (10.29), (10.30) et (10.31), on a montré que :

e—0

A o E[FZ) K@) w0 A0)] + B[ (V) (F () u(0) M)
F"" est bornée par conséquent on a :

1
Z 4, o 0 (10.32)

€ e—0

Donc on a :

LEIF(Zisd) ~ F@2)] 9] =, E[F(20) (K9V)u(®) u(t) A1)

+ ]E[\IJ.()CVN)t(F’(Zt)u(t))S\(t)] (10.33)
On peut maintenant écrire :
(A) = E[F(Z) VY] — F(2)

- / E[F'(Z(s)) ] ds

0
t
= [ £ BP0 - Pz 9 ds

Maintenant, en utilisant Fubini on obtient :

(4)

Il
=
—
(=]
-
!
—~
N
c\n—/
—~~
s
<
2
~—
)
—~~
LS
~—
<
—~
»
~—
>
—~
»
~—
U
»
—_—

= E[v.5% (K(F'(Z.)u(s))]

+Elv. | VY (F o 2(5).u(s)) ()|
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On applique maintenant le théoréme 10.10 pour écrire :

(4) = E[w.8" (K7 (F'(Z,) u(s) Tp.0(5)))

+E|o. /t(/cvﬁ)s(p' o Z(s).u(s)) A(s)ds]
L 0 J

]E[\IL(SNK (F’(Zs)u(s)]l[o,t](s)))]

+E|w. /0 (KVY).(F o Z(s)u(s)) A(s)ds]

[ (5% (70 26) o) Tou®) + [ (KT 0 206)6) Tao) Ms)s |

E [\IJ (F' o Zau % NK)t]

La relation (10.28) est obtenue par identification pour tout ¢ € [0, 1] P-a.e. mais les deux termes
de I’équation sont continus et le résultat est donc vrai P-a.e. pour tout ¢ € [0, 1].

|



Chapitre 11

Un théoréme de type Girsanov

L’objectif de cette partie est d’établir un théoréme de changement de loi pour des processus
de Poisson Filtrés. Une application & ’estimation de la dérive d’un Processus de Poisson Filtré
perturbé par une dérive positive est donnée. La consistance de I’estimateur est également établie
sous de bonnes hypothéses notamment satisfaites pour le Processus de Poisson Fractionnaire.

11.1 Enoncé du théoréme

Dans ce chapitre nous allons considérer que K vérifie K (t,t) = 0 pour tout ¢t de facon a
travailler avec des processus continus.

Théoréme 11.1 Considérons les processus suivants :
o {Ny : t > 0} un processus de Poisson Marqué dont le compensateur prévisible est
v(ds,dz),
. {Nt : t >0} le Processus de Poisson Marqué Compensé associé,
o« {NK = f(f K(t,s)dN, : t> 0} le processus de Poisson Filtré associe.
Considérons une fonction
h € L)

On introduit maintenant la mesure de probabilité Pr, absolument continue relativement a P et
dont la densité est donnée par :

z,= &n

dP
= ED(/O./E h(s,z)(w —v)(ds, dz))t (11.1)

ot ED(X) désigne l'exponentielle de Doléans-Dade du processus X a linstant t.

On introduit également les processus suivants :
o {N}' : t> 0} un processus de Poisson Marqués de compensateur h(s, z)v(ds,dz),
e {N} : t >0} le Processus de Poisson Marqué Compensé associé,
o {NPME = fot K(t,s)dN, : t> 0} le processus de Poisson Filtré associé.

2Ce chapitre fait ’objet d’une publication soumise & “Electronic Communications in Probability” [43]

167
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Le résultat est le suivant :
L(NKP,) = L™K P)

Démonstration :
Soit n € N* et (t1,...,t,) € [0,T]" fixés. Une fois ces instants fixés, les processus

M - r—)/ /zK(ti,s)w(ds,dz)
0o JE

sont des processus ponctuels marqués dont les compensateurs sont :

o r—)/ /zK(ti,s)l/(ds,dz)
0o JE

Donc (M? — &')7"  est une P-martingale et le théoréme de Girsanov 7.24 p. 224 dans Jacod

[75] nous assure que :

. . . T 1 . .
(M"" : r—>M;—<I>;—/0 7 d(M' - &, Z>S>

n

i=1
est une Pp-martingale.
Z est défini par (11.1) donc Z est solution de ’équation :

¢
R, =1 +/ / R,-[h(s,z) — 1}(w — v)(ds,dz)
0o JE
Donc on peut écrire :

(4)

(M-8, Z)

<//th,,s w — v)(ds, dz) 1+// sz—l](w—u)(dsdz)>s
</0 /EzK(t,.,s)(w—y)(ds,dz), /0 /EZS—[h(s,z)—1](w—1/)(ds,dz)>s
/Os zK(ti,s)Zs—[h(s,z)—1]d</0./E(w—V)(ds,dz);/O./E(w—u)(ds,dz)>s

/ | / K (5, 8) Zo- [h(s, 2) — 1w(ds, dz)
0 E

On en conclue que :

r
Mt = M;’-@i—/o Zl d(M'— @', Z),
o

— - /0 7.
— o= [ [ K9G, 2) - otds,de)

/Or/EzK(ti,S)w(ds,dz) - i — /OT/EzK(ti,s)h(s,z)l/(ds,dz) + i

/OT /E 2K (£, 8)w(ds, dz) — /0 ' /E 2K (5, 8)h(s, 2)v(ds, d2) (11.2)

/EZK(t,-,s)ZS—[h(s,z) —1Jv(ds,dz)dz
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donc,
r—)/ /zK(ti,s)w(ds,dz)—/ /zK(ti,s)h(s,z)l/(ds,dz)
o JE 0o JE
est une Pp-martingale et

r —>/T/ 2K (t;,8)h(s, z)v(ds,dz) (11.3)
0o JE

est le Py-compensateur de M?.
A partir de (11.2), M*" g%écrit :

MHP r—)/r/ 2K (t;,8)(w(ds,dz) — h(s, z)v(ds,dz))
o JE

Donc son compensateur sous P est (11.3).
Le théoréme 9.1 page 123 montre que deux Processus Ponctuels Marqués de méme compensateur

ont méme loi. Donc,

c(fr=] P) = £([r > M 5P)

i=1" =1’
1l suffit maintenant de remarquer que, le noyau étant triangulaire, en prenant r = Sup t; on a
1<i<n

M = M;} et le résultat en découle.

11.2 TUne application

11.2.1 Position du probléme

Etant donné un noyau K, on observe les trajectoires d’un processus de Poisson Filtré per-

turbé par une dérive linéaire négative :
X! = NK — ot

avec # > 0. Le probléme posé est comment estimer 6 7 Ce genre de probléme a déja été beaucoup
étudié dans le cas ou le processus sous-jacent est Brownien et quand le noyau est K) défini
par 2.5 page 31. Dans ce cas N¥ est un mouvement Brownien fractionnaire [45, 78, 79].

Pour ce faire, nous allons supposer que v et K sont tels qu’il existe une et une seule fonction
¢ telle que :

/t/ 2 K(t,s)p(s)v(ds,dz) = t
0o JE

Alors, par le théoréme 11.1, il suffit d’introduire la fonction de vraisemblance :

- £D (/0'/Ea¢(s)(w—u)(ds,dz))t

En effet, les processus X? sous P et N5¥ sous Py ont la méme loi et par conséquent, un

Py

7 = =

estimateur de 6 est donné par :

0, = Argmaz Z!
9€[0,1]
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11.2.2 Existence et unicité de ’estimateur

Malheureusement, I’expression exacte de ’exponentielle de Doléans est tellement peu mani-
pulable dans le cas d’un processus avec sauts que nous sommes contraint de trouver une autre
expression de Z? pour prouver I'existence et 1'unicité de ;. C’est I'objectif du lemme suivant :

Lemme 11.1 Si ¢ € LY (v) et siIn(1 + ¢) € L1 (v) alors :

{e (/0'/Eo¢(s)<w—u)<ds,dz>)t 0sesTh = {eap(h7) s 0<e<T)

avec pour tout 0 <t < T :

& = /Ot/Eln(1+9¢(s))w(ds,dz) - /Ot/El%(s)l/(ds,dz)

Démonstration du lemme :

C’est une application de la formule de It6 pour la fonction  — exp(z) relativement au processus
de saut Y?. On obtient pour tout ¢ € [0,7] :

exp(¥?) -
- [ Ceap(Y2)av? + Y leap(v?) — eap(¥?.) — exp(Y2)(¥? — V2]
0 s<t
_ [ 0 0 ! 0 "
= [ty + [ [ fean(v + (1 +605() — ean(2)
— eap(Y2)(In(1 +69(s))) w(ds, dz)
= te.Z' 4 4 ‘ exr 4 n S
= [Ceanvyav? + [ [ lesp(v2 +in(1+06(s)
— eap(Y2)(1 +In(1 +06(s))) w(ds, d)
Mais on a :
0 _
= /Eln(1+0¢( w(ds, dz) /9¢ v(ds,dz)
donc :
exp(¥?) -

= /t/ exp(Y2)[In(1 + 8¢(s))w(ds,dz) — 8¢(s)v(ds,dz)]
0o JE

t
)
+ /0 /E[ea:p(Y;_ +In(1 + 6¢(s)))
— exp(Y) (L + In(1 + 04(5)))] w(ds, dz)

t
- / /E exp(Y2)[In(1 +66(s)) — (1+In(1 +06(s)))
+ exp(In(l + 0¢(s)))] w(ds,dz)

- [ captv osiopas,az)
= /Ot/E€$P(Y50—)9¢ w(ds,dz) //e;t:p (V)0¢(s)v(ds, dz)

¢
= / /emp(Yf_)9¢(s)(w—V)(ds,dz)
o JE
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Donc, le processus exp(Y?) est solution de 1’équation différentielle stochastique définissant ’ex-
ponentielle de Doléans. Par I'unicité de la solution, le résultat est obtenu.

Le résultat s’énonce ainsi :

Proposition 11.1 On suppose les marques du processus sous jacent positives ou nulles.
Si¢ € L1(v) et siln(1+¢) € L1(v) alors il existe un estimateur du mazimum de vraisemblance
ét pour tout t € [0,T] et il est unique.

Démonstration :

A t fixé, la fonction de vraisemblance atteint son maximum quand la fonction :

05 /Ot/Eln(1+9¢(s))w(ds,dz - / /0(]5 v(ds, dz)

atteint son maximum.

Mais on remarque que :

f’(0)://1+6¢ w(ds, dz) //¢ v(ds,dz)

f1(0) =// +9¢()8 w(ds, dz)

La fonction f est donc concave sur [0, 1] et donc, elle admet un unique maximum.
|

Remarque 11.1 Le Processus de Poisson fractionnaire a été défini au paragraphe 10.1.1 page
145. Dans ce cas, on sait qu’en considérant que le bon candidat pour la fonction ¢ est :

s = ¢(s) = (11.4)
(voir Decreusefond Ustiinel [45]). Le théoréme s’applique si ¢ € L*(v) ce qui est vrai dés que
% < H < 1 de plus, si cette condition est vraie alors In(1+ ¢) € L(v). Le théoréme s’applique
donc pour toutes les valeurs de H possibles.

11.2.3 Consistance de ’estimateur

Nous allons maintenant montrer que, pour 6 > 0, 6 est fortement consistent c’est a dire
que 6, converge presque sirement vers 6. Il est & noter que I’on ne considére que le cas § > 0 en
effet, si 6 < 0, la quantité 1 + 0¢4(s) peut s’annuler ce qui nuit & l'intégrabilité du logarithme.

Lemme 11.2 Le processus 0; : t € [0,T] est décroissant sur chacun des intervalles [T, Try1[.

Démonstration :

Considérons
T

1+zy

Y(z,y) =
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1l est clair que pour tout z > 0, l’application partielle (y — 9 (z,y)) est décroissante. D’autre
part, on sait que 9,5 est solution de I’équation :

t
S p(4(Ty), fr) = / B(5)A(s) ds. (11.5)

<t

Pour tout ¢t € [Ty, Tht1[, le nombre de termes du membre de gauche de 1’équation (11.5) est

constant et le membre de droite est une fonction croissante de ¢. Par conséquent 6, n'a pas
d’autre choix que de décroitre entre T}, et Tp41.

<

Pour aller plus loin, nous avons besoin d’hypothéses complémentaires sur ¢. Remarquons

tout de suite que ces hypothéses sont satisfaites par le ¢ associé au processus de Poisson frac-

tionnaire défini en (11.4). Nous ne savons pas si la suite A, est décroissante on ne peut donc

pas conclure & la convergence de 8; on va cependant montrer que c’est un processus borné.

Lemme 11.3 Supposons 6 > 0 que ¢ et In(1 + 6¢) soient dans L'([0,T],\(s)ds) pour tout
T > 0. supposons aussi que

lim #*(s)A(s) ds = oo

t—o0 0
et que
s ONOLE
t—00 f ¢2 )\(S)ds

Alors {9t, t > 0} est Pp-p.s. borné.

=0, pour tout j > 0. (11.6)

Démonstration :
Soit M > 6 et considérons

Ay = {w € O, limsup f,(w) > M}.

n—oo

Sur Ay, il existe une suite {t,, n > 1} de réels positifs tels que étn > M pour tout n > 1. Donc

D (A(Ty),00,) <Y w(S(Ty), M)

T;<tn Tj<tn
Par définition de 6;,

S (T3),0,) = [ (s)A(s)ds

Tj<tn 0
donc
0 " p(s)\(s) ds — 0 " p((s), M)(1 + 0(s))A(s) ds
tn
< 3 00m), M) [ ((s), M)(1 +86()As) ds. (117)
T;<tn

Le membre de gauche de I’équation (11.7) se simplifie :
tn tn
P(s)A(s)ds — [ p(d(s), M)(1 + 0¢(s))A(s) ds
0 0

_ " P ()A(s)
= (M - 0) ; m ds.
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Donc I’équation (11.7) s’écrit :

arog [ PEN < X
Tj<tn

o 1+ M¢(5
tn
-/ P(¢(s), M)(1 +0¢(s))A(s) ds.  (11.8)
De plus, comme ¢ > 0, et M >0 on a:
¢*(s)A(s) (1 + 09(s)) " S (5)A)
ds < ———ds. 11.9
[ e s [ S e ()
D’autre part, le théoréme de la limite centrale pour les martingales nous assure que, Py p.s. on
a:
21y <t, V(& fo" M)(1+0¢(s))A(s) ds nvoo,
fo" M) X(s )(1+9¢(8)) s ’

Alors, en divisant les deux membres de (11.8 par [, 1(4(s), M)p(s)A(s) ds et en faisant tendre
n vers l'infini, en vertu de (11.6) et (11.9), on obtient la contradiction que, sur Ay, 6 > M.
Finalement, Py(Axs) = 0 et donc {ét, t > 0} est Pyg-p.s. borné.

|

Théoréme 11.2 Supposons 6 > 0 que ¢ et In(1 + 6¢) soient dans L'([0,T], \(s)ds) pour tout
T > 0. supposons aussi que

et que

=0, pour tout j > 0. (11.10)

Alors 8, tend Py -p.s. vers 6.

Démonstration :
Considérons Ny(¢) = > _r, <, ¢(Tn). Par définition de 6y on a :

M R RUK

Tn<t

D’autre part, on a la relation suivante :

Tnz;tném(Tn) H0) =0 Nl TZ@HM( T,)

Par conséquent, on peut écrire :

0= N,(¢ /¢ §)(1 +06(s)) ds

—b,(Nu(o /4)2 (L +06(s)) d )
o(T,
ZTZ;t at(p 9/¢3

+(0—6) / ¢ (5)M\(s) ds
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Des calculs du méme type nous donnent :

t t
O=0)(| #N) ds +4, / ¢ (5)A(5) ds)

/¢ §)(1 + 86(s)) ds)

+0t Nt / ¢*(s)A(s)(1 + 0¢(s)) d )
(11.11)
- 62 (o) / ()1 +06(s)) ds)
t
2 N 3 2 4 )\ d
Et(uam o 9T )+00t/0 8 ()A(s) ds
Pour tout ¢, déterministe, le processus {N;(() fo 1+ 6¢(s))ds, t > 0} est une mar-

tingale dont le crochet est donné par :

/ C()°A(5)(1 +06(s)) ds
On en déduit par les hypothéses et le théoréme de la limite centrale pour des martingales que :

— Jy 98V A(s)( 1+9¢( ) ds

lim 2 =0, (11.12)
t—00 fo ¢2 S))\(s
Pour tout j > 1. de plus,
6T ) g 5 AT 1
nzgt(ué@(:rn) S ) tqét 1+ 6,4(T,) (1L13)

Donc,

0< 3 (e

T, <t 1+9t¢ n)

D’aprés la relation (11.12) et les hypothéses (11.6), on a :

— 6(Tn)*) < B:Ni(9").

(¢4) _

On divise (11.11) par f(f #?(s)A(s) ds, on fait tendre ¢ vers Uinfini et il découle de (11.12) et
(11.14) que ; converge vers 6.



Chapitre 12

Un Théoréme limite pour des

Processus de Poisson Filtrés

Dans ce chapitre, nous faisons le lien entre les deux processus centraux de cette thése & savoir
les processus de Volterra et les processus de Poisson Filtrés. Nous allons montrer la convergence
en loi, sur un espace de Holder, d’un processus de Poisson filtré vers un processus de Volterra
quand intensité du processus de Poisson sous-jacent tend vers ’infini.

Dans une premiére partie, nous introduirons les outils & savoir la notion de martingale
hilbertienne et la technique de radonification. Dans une seconde partie, nous présenterons le
résultat de convergence de martingale hilbertienne. Enfin, nous projetterons le résultat pour
répondre & la question originelle.

12.1 Reésultats Préliminaires

12.1.1 Martingales & valeurs Hilbertiennes

La référence choisie pour les martingales & valeurs dans un espace de Hilbert est le livre de
Michel Métivier [95]. Nous énongons ici les principaux résultats utilisés.

Soit (2, = (F¢),>0,P) un espace probabilisé filtré. Soit V un espace de Hilbert séparable.
Définition 12.1 On dit que X un processus a valeurs dans V' est une F-martingale si et seule-
ment st :

E[||X¢llv] < oo pour tout t,

e pour tout s > t,
E[X¢|Fs) = Xs, P p.s.

3Ce chapitre fait I’objet d’une publication [41] soumise & la revue Journal of the Bernoulli Society for Ma-
thematical Statistics and Probability
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L’analogue des crochets obliques est ici défini par <X >, et c’est I'unique processus prévisible
a variation finie et & valeurs dans I’espace des opérateurs nucléaires symétriques, positifs de V'
dans V, tels que, pour tout u, v € V,

{< X, u>y< X, v >y — < <X >pu,v >y, t >0}

est une martingale.

Puisque <X >; est un opérateur de Hilbert-Schmidt, on peut parler de sa racine carrée
notée <X >i/ % On notera également L£2(V;V), Pespace des opérateurs Hilbert-Schmidt de V'
dans V. Le plus important résultat pour nous est le théoréme 4.6 de [95, page 40] qui établie que :

Proposition 12.1 Soit {X™ : n € N*} une suite de martingales locales continues & valeurs
dans V. Si les lois des processus {<X">i/2, n > 1} forment une suite tendue de probabilités
sur C(RY; Lo(V; V) Alors les lois des processus {X™, n > 1} forment une suite tendue de
probabilités sur C(RT; V).

12.1.2 Radonification

A part les exemples triviaux du mouvement Brownien & valeurs dans V ou des diffusions, il
est relativement difficile de voir quand un processus & valeurs dans V est une martingale. Au
contraire, il est trés facile de vérifier si c’est une martingale cylindrique, i.e., si {< X, u >v
,t > 0} est une martingale réelle pour tout u € V. Le résultat de “radonification” suivant est

donc d’un intérét remarquable :

Théoréme 12.1 (voir [8, 125]) Soit E et F' deux espaces de Hilbert et considéronsu : E — F
un opérateur de Hilbert-Schmidt. Soit M.([0,1],R) Uespace des martingales réelles continues
muni de la norme

[y =E
M(o,R) = F | Sup

sup |Ms|2] :
Si L est dans L(E*; M.([0,1],R)), ’ensemble des applications linéaires continues du dual de
E, noté E*, dans M.([0,1],R)), alors uo L est une martingale continue & valeurs dans F.

Supposons maintenant donné un opérateur de Hilbert-Schmidt de £2 dans lui-méme noté
K, tel que :

Hypothése 12.1 Il existe a > 0 tel que K soit une application linéaire continue bijective de
EZ dans Ia+1/2’2.

Remarque 12.1 Puisque linjection de L, 122 dans L% est Hilbert-Schmidt, le caractére
Hilbert-Schmidt de K de L£? dans lui-méme est garanti. Donc, il existe un noyau que nous
noterons encore K de sorte que l'opérateur K soit de la forme :

(KfH)(®) = /01 K(t,s)f(s)ds avec /01 /OIK(t,s)zdtds < o0 (12.1)

On suppose également que :

Hypothése 12.2 K soit triangulaire, i.e., K(t,s) = 0 pour tout s >t > 0.
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Remarque 12.2 On remarque que ces deux hypothéses sont vérifiées pour tout o par le noyau

K(t,s) = m(t - s)a_l/zl[o,t)(s) qui correspond a B® puisque, dans ce cas, K, en temps
que fonction, coincide avec Igf 2 Le mouvement Brownien fractionnaire admet la représen-

tation fOt Ja (t7 S) st, avec Ja de la, fOT'me :
Jalt,s) = La(t, s)(t — 5)*/2s7Io71/2,

00 Lo est une fonction bicontinue (voir paragraphe 2.4). De plus, [121] assure que J, est
un isomorphisme de L£*([0,1]) dans Igj1/2(£2([0, 1))). Par conséguent J, satisfait les deux
hypothéses 12.1 et 12.2 pour tout o € (0,1).

Lemme 12.1 Soit M une martingale continue telle que < M >;= ct pour tout t € [0,1]. Soit
K satisfaisant les hypothéses 12.1 et 12.2. Alors, pour tout ® € (Zoq1/2,2)",

{3;"4(@) = /Ot K*®(s)dM,,t € [0, 1]}

est une martingale continue. De plus, pour tout € € (0, ], Il existe un processus & valeurs dans
T c2 appelé XM tel que, pour tout ® € (I, .2)* on ait :

31{\4(@) :< Q’xi\l >(Ha—5,2)*’ﬂa—s,2

Démonstration :
Fixons ¢ € (0, a]. Considérons Papplication linéaire

L: (Ia+1/2,2)* — Mc([(): l]aR)
® — {3M(@),te[0,1]}.

L’inégalité de Doob nous assure que :
B |sup (30 (®)7] < el < el

Donc L est dans L((Za+41/2,2)*, Mc([0,1], R)). Comme l'injection de Z,.1/2,2 dans Tgq/2 est
Hilbert-Schmidt pour f < a — 1/2, le résultat découle du théoréme 12.1.

|

12.2 Le résultat de convergence

12.2.1 Convergence de Martingales Hilbertiennes

L’espace des mesures entiéres simples, localement finies sur [0, 1] sera noté Q. On définit la
probabilité P comme 'unique mesure sur €2 qui fait de la mesure canonique w une mesure de
Poisson de compensateur \ds. La filtration canonique § est définie par :

S
Fo=1{0,Q}etFr=0 {/ w(ds),s < t} , pour tout t € [0,1].
0
On pose N = w([0, s]). Notre objet de base est le processus X*, défini par :

t
X} = /\‘1/2/ K(t, 5)(dN> — Ads)
0

1 t
=5 ZK(tuTn)H[Tngt] —/ K(t,s)VAds,
\/X n>1 0
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ou K satisfait les hypothéses 12.1 et 12.2. En vertu de la continuité de K (t,.), il est clair que
X est & trajectoires continues.

Lemme 12.2 On note € la masse de Dirac en t. Considérons o > %
On a pour tout t € [0,1], 3M (e;) est bien défini et s’écrit :

t
M) —
3M(e,) /0 K(t,s)dM

_ M
= <€t Xy >(Tacen) Ta—en

Démonstration du lemme :

Remarque 12.3 Selon que lon travaille avec le M = B ou M = N, on utilise le calcul
stochastique introduit dans les chapitres 8 ou 10. (a ne change rien au raisonnement.

Une relation importante Soit ¢ € (Zy_c2)*, ¥ une fonctionnelle cylindrique et ¢ € [0, 1]

fixé. On a :
E[3:(¢). 9] = E: OtK*Q(s)dAs”.lIl (12.2)
_g[/ K*(@)(s)%\vswds] (12.3)
_E / /Krs % (r)derlIl)\ds]
_ E_/O /0 K(r,s)%vsi!)\dsd)(r)dr]

On utilise maintenant Fubini pour écrire :

/ [/Krs vwds] ®(r) dr
/ [/Krstw]cp()dr
[/ /Krs AN ®(r) dr . ] (12.4)

Ou (12.3) vient de la définition de K* comme adjoint de 'opérateur de Hilbert-Schmidt K.

E[3:(¢) - ¥]

Montrons que €¢; € Z,41/2, Comme on peut le voir dans ’annexe 1 page 185, on a :
Tot1722 C Lo -2 C Holla—e—1/2)

donc,
(Hol(a —e —1/2))* C (ZTa—e2)" C (Zagi/2,2)"
comme a — ¢ — 1/2 > 0 pour € assez petit, ¢, € (Hol(a — & — 1/2))* et donc €; € (Zo41/2,2)"-

Conclusion partielle On applique (12.4) a ¢ et on obtient P — p.s. :

/01 /ot K(r,5) AN} e(dr)

= X} (12.5)

38" (er)
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2

Montrons que le “P — p.s.” ne dépend pas de t Pour ce faire, il suffit de montrer que les

deux termes de I’équation (12.5) sont continus. C’est connu pour X*.

| < € ? xévn >(Ia—€,2)*al—a—s,2 - < €s ? %‘9’" >(Ia—5,2)*,1a—5,2 |

= <€ — €, X S@ain)Tacn — <€, Xp — XN =8>z 1.,
< XY =X zaalledl @ ny = 1EY Mzaeollee = €sllza_. o)

— 0.

t—s

Les deux co6tés de I’inégalité sont des processus continus donc on peut dire que P —p.s., pour
tout ¢ € [0,1], il y a une version de chacun des processus telle que :

3i(er) = Xy

|

Remarque 12.4 Quand o < 1/2, ¢; n'est plus dans (Zo_c2)* et on ne peut plus donner de
sens a 3M (¢;). D’autre part, on sait que pour K (t,s) = (t—s)*~'/? et pour M est un processus
de Poisson, quand a < 1/2, fo K(.,5)dM; est un processus qui est saute o linfini dés que
le processus de Poisson saute et qui prend des valeurs finies partout ailleurs. D’autre part,

t+5 __’)t (s)ds est, lui, parfaitement défini et peut servir, pour € petit, comme substitut de

fo (t, s) dM;,.

Par le lemme 12.1, on définit deux processus & valeurs dans Zo— 2 : XN" ot X8 definis &
partir des martingales continues N™ et B, un mouvement Brownien standard. Le résultat clé
est le suivant :

Théoréme 12.2 Quand n tend vers linfini, la loi de XV" dans C([0,1); Zo—e,2) converge vers
la loi de XB.

Démonstration :

Nous avons,

At =< u’xt >( Lo 52)* a— E2< U x >(IQ—E,2)*§IQ—E,2

i
:/ K*(u) dN"/ K*(v)(s)dN™
0
t
=/ K*(u)(s —dN"/ K*(v —dN"
0

N est un Processus de Poisson compensé de compensateur n ds, donc la variation quadratique
de A prend la forme :

/K* K*( )(s )jﬁnds,

donc,

< <XV siu, v >= /t K*(u)(s)K* (v)(s) ds
0

La suite {<%N "> : n > 1} est déterministe et ne dépend pas de n donc elle est évidemment
tendue. En vertu de la proposition 12.1, la suite {X™" : n > 1} est tendue dans C([0, 1, Za—c,2).
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Soit {X™ : k > 1} une sous suite qui converge vers une limite disons L. Pour faciliter
les écritures, nous noterons la sous-suite par {X" : n > 1}. Soit u € (Zy—c2)*, la suite de
processus :

H<u, X} >z o)1 :t€[0,1]}:n > 1}

a—g,2"

n’est rien d’autre que la suite de processus
t A
{{/ K*u(s)dN™ -t € [0,1]} :n > 1}
0
Puisque {N ™ : n € N*} converge en loi vers B et comme

sup E [sup ANS"] < suprfl/2 < 00
n>1 s<t n

On en conclue (voir [76, 84]) que {< u, X" > : n € N*} converge en loi vers [; K*u(s) dB;, donc
<u, L >=< u, X8 > . Cela revient & dire que toutes les sous-suites convergentes convergent
vers la méme limite. Il s’en suit que les lois de 2N" dans C ([0,1]; Zy—c,2) convergent vers les
lois de X5.

|

12.2.2 Retour au probléme initial

Nous devons maintenant différentier deux cas selon la position de a par rapport a 1/2.
Quand o > 1/2, Z,_.» est un sous-espace de l’espace des fonctions continues et donc son
dual contient les mesures de Dirac. D’autre part, quand a < 1/2, la fonction s — f(s) =<
€sy [ >(To_e2)* Ta_.. Nest pas définie pour f € Ty ¢ .

Corollaire 12.1 Sous les hypothéses 12.1 et 12.2, les lois des processus

{Xt"z/OtK(t,s)st” : te[O,l]}

dans Hol(a — 1/2 — €), convergent vers la loi de

{Xt:/OtK(t,s)st te [0,1]}

Démonstration :
Pour ¢ suffisamment petit, a« —1/2 —e > 0 et pour tout f € Io_c 2,

1£(s) = F@&)| < cllfllza_. ot — 5| /2<
Donc, ’application suivante :
B: I, .» — Holla—-1/2—¢)
f — (8 — f(s) :< 63; f >(I°‘—€;2)*1Ia_€’2);

est bien définie et est continue. Donc, pour tout F bornée et continue de Hol(ao — 1/2 —¢) dans
R, F o B est continue de C(Zy—c 2, R) dans R. Par le théoréme 12.2, nous avons :

E[F o B(XN")] — E[F o B(X5)),

n—oo
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cela revient & dire que
E[F(X™)] — E[F(X)].

n—oQ

Et la démonstration est terminée.

De la méme maniére, nous avons :

Corollaire 12.2 Soit a € (0,1/2) et soit n continue de [0,1] dans Z;__ ,. Sous les hypothéses
12.1 et 12.2, les lois des processus

{<n6, X0 >0 ) Zaeen : tE[0,1]}

dans C([0,1]; R) convergent vers la loi de

{<me, % >0 0) 2aun s tE€[0,1]}

Par exemple, on peut choisir 7 pour que :

(t+e)Al

<Nt f > (Taen) Tacen = 571/ f(s)ds
(t—e)Vvo

= I+ ) A D) = I f((E =) V O)).

Puisque f € Zo—_c 2, I3, f est dans Zi 4 lui-méme sous-espace de Hol(1/2+ a —¢). Il est alors
clair que 7 est continu de [0, 1] dans 7 _ ,. Par conséquent, la loi du processus

{6_1 t+6%?(s)d3 tte [0,1]}

t—e

dans C([0,1]; R), converge vers la loi du processus

t—e

{a—l o X:(s)ds : €10, 1]}.

Remarque 12.5 Une conséquence du corollaire 12.1 est la convergence en loi dans C([0, 1], R).
Nous allons maintenant montrer comment ’hypothése 12.1 et le critére de Kolmogorov suffisent
pour obtenir ce résultat. Puisque K (t,s) = K*(e;), nous avons :

1
B[ - X2P) = [ 1K) - KGR dr
0

IN

C €t — €s)llr2
IEK( )17

IN

c ||6t - €s||%1a+1/2,2)*

clt —s|*.

Ceci est suffisant, en vertu du critére de Tension de Kolmogorov ([116] théoréme 1.8 page 474),
pour montrer que (X™),en+ est tendue et done, la convergence des lois fini-dimensionnelles
étant acquise, elle converge en loi dans C([0,1],R), vers X.
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Chapitre 13

Annexes

13.1 Annexe 1 : Résultats cruciaux sur les processus Gaus-

siens

Lemme 13.1 (de comparaison de Slepian, Adler [2]) Soient {X; , t € T} {Y;, t € T}
deux processus Gaussiens séparables réels tels que :

E[X;] = E[Yy] VteT
rx(t,t) = ry(t,t) VteT

rx(t,s) < ry(ts) V(ts) €T

Alors, on a pour tout u € R :

]P’[maxXt > u] EIF’[mamY} > u]
teT teT

Lemme 13.2 (Borell, Adler [2] pages 43-47 ) Soit {X; : t € T} un processus Gaussien
centré a trajectoires bornées presque partout. Posons 03 = Sup E [Xf] On a alors : Alors,
teT

on a pour tout u € R :

P [max X > u] < 2.9 (£>
teT ar

Lemme 13.3 (Fernique, Leadbetter [86] lemme 12.2.1 page 219) Soient {X;, t € [0,1]}
un processus Gaussien centré tel que :

avec 0 < a < 2.

183
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Alors, il existe une constante Co, > 0 telle que :

Ca 4 1 1,
P tren[oaﬁ;] Xy > u] < 4.exp (—?u ) +5.exp (—@u
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13.2 Annexe 2 : Calcul fractionnaire Déterministe

Pour f € £1([0,1]), les intégrales fractionnaires de f & droite et & gauche sont définies par :

1
I‘(a

05 @) = rs [ 1027~ at, 2 <,

Lo+ f)(z) / f)(@ -t tdt, >0,

oua>0etI°=Id.
Pour tout a > 0, tout f € £P([0,1]) et g € £9([0,1]) ott p~! + ¢~ < @, nous avons :
1
/ £6)Uge)(s) ds = [ (I P(s)g(o) . (13.1
0

L’espace de Besov I (LP) et «,p €st habituellement équipé de la norme :

1/l 2, = 16" Fllco-

En particulier Z, » est un espace de Hilbert (séparable) et on a le résultat suivant :

Proposition 13.1 ( [57, 121])
o Sia—1/p <0, Alors I, est isomorphe a I (LP).
e Si0<a<1,1<p<1/a, Alors I$, est un opérateur borné de LP([0,1]) dans L9([0,1])
avec ¢ = p(1 — ap)~L.

e Pourtout0 < a <1 ettoutp > 1,7, est contindment inclus dans Hol(co. —1/p) pourvu
que a —1/p > 0. Pour 0 < v < 1, Hol(v) est l’espace des fonctions Hélder—continues
nulles en zéro équipé de la norme :

()= f&)

=3
I f1| Eot(v) til: T
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13.3 Annexe 3 : Simulations de trajectoires Browniennes

fractionnaires

F1G. 13.1 — Trajectoire Brownienne fractionnaire pour H = 0.2

Fic. 13.2 — Trajectoire Brownienne fractionnaire pour H = 0.5
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F1G. 13.3 — Trajectoire Brownienne fractionnaire avec H = 0.8
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13.4 Annexe 4 : Simulations de trajectoires de Processus

de Poisson Filtrés

FiG. 13.4 — En haut : Trajectoire du processus sous-jacent, un processus de Poisson d’intensité
A = 0.3, En bas : Trajectoire du Processus de Poisson filtré par le noyau (¢,s) — t s.

6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
5 4
4
3
3
2
2
1
1
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 13.5 — En haut a gauche : Trajectoire du processus sous-jacent, un processus de Poisson

d’intensité A = 0.3. Les autres graphiques représentent les trajectoires de Processus de Poisson
filtrés par le noyau (t,s) — (t — s)2~2 avec en haut a droite, H = 0.6, en bas a gauche,

H = 0.8 et en bas a droite H = 1.
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0 0.1 0.7 0.8 0.9 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 13.6 — En haut : Trajectoire du processus sous-jacent, un processus de Poisson d’intensité
A = 0.3 avec des marques Gaussiennes centrées réduites. En bas, trajectoire du Processus de
Poisson filtré par le noyau (t,s) — (t — s)# 2 avec H = 0.8.

o
T

[¢] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

9] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 13.7 — En haut : Trajectoire du processus sous-jacent, un processus de Poisson d’intensité
A = 0.01 avec des marques Gaussiennes centrées réduites. En bas, trajectoire du Processus de
Poisson filtré par le noyau (¢,s) = (t — s)¥~% avec H = 0.6.
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Résumé

Le mouvement brownien fractionnaire est devenu en quelques années un processus incon-
tournable dés que ’on veut s’affranchir de la propriété de markov et d’indépendance des ac-
croissements. Nous verrons au cours de ce travail les principales propriétés de ce processus, nous
insisterons sur son utilisation comme modéle de file fluide et sur le comportement asymptotique
de la capacité de stockage d’une telle file. Enfin, nous discuterons de la définition du temps local.

Le mouvement Brownien fractionnaire ni pas une semi-martingale, des techniques alterna-
tives ont été développées pour définir une notion d’intégrale relativement & ce processus ou
plus généralement a des processus Gaussien de type Volterra. Aprés une présentation sommai-
rement de ces techniques, on développe la construction d’une intégrale anticipative relative au
mouvement Brownien fractionnaire & partir de l’intégrale anticipative relative au mouvement
Brownien via un opérateur linéaire. Fort de cette idée, nous avons introduit une intégrale an-
ticipative relative & des processus de Poisson Filtrés & partir d’une intégrale anticipative pour
des processus de Poisson marqués, intégrale que nous relions & 'intégrale de Stieltjés. L’étude
de cette intégrale se poursuit par une formule de It6 pour des fonctionnelles cylindriques et par
un résultat sur la continuité de Holdér de processus intégrés.

Des techniques de radonification et des résultats de convergence de martingales Hilbertiennes
sont utilisés pour établir un théoréme de convergence en loi d’une suite de processus de Pois-

son Filtrés d’intensité constante vers un processus de Volterra quand l'intensité tend vers l'infini.

Mots clés : Mouvement Brownien fractionnaire, Auto-similarité, Dépendance a long terme,
Processus Gaussiens, Temps Local, Intégrale Anticipative, Processus de Poisson Marqué, Pro-
cessus de Poisson Filtré, Théoréme de Girsanov, Convergence de Martingales Hilbertienne.



