" EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ELLIPTIQUES DU QUATRIEME ORDRE AVEC
EXPOSANTS CRITIQUES SUR LES VARIETEES

RIEMANNIENNES COMPACTES AVEC ET SANS BORD."
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Sur(V,,,g) une variété riemannienne compacte de dimension4
et de métrique g, on considére I'équation aux dérivées partielles :
(E) Ay + V' a(z)Vu] + h(z)u = M (2)u|u/N 2 (1)
ou a(x),h(x) et f(x) sont des fonctionG>, N = % et Ap =

On désigne poudZi (V) I'espace de Sobolev standard qui est le
completement de

Ci(V)={eeC=(V), lv

|k7q§ OO} )

N k
par rapport ala normg ¢ [|x.,= 3" [| V¢ [4-
On noteH,, I'espaceH? muni de la norme équivalente

lelm= (Al + 1 Vel +1el)?

Le probleme peut étre énonceé de la fagon suivante :

Existe-il une constanta et une fonctionu € Hy(V,,) (u # 0)
solutions de I'équation (E)?

Pour répondre a la question on considere les deux cas:
1) f(x)= Const,
2) f(x) fonction partout positive.




/Inégalites de Sobolev \

11 2 ) TH : q H
Sy =, — ~(1 < ¢ < 3) alors: l'inclusionH, C L, est continue et

pas compacte, l'inclusiofl] C L, est continue et compacte alors
il existe un couple de constantes A,C tel que pour tout HJ
vérifie:

b

o < Cllella +ATel,- (2)

La meilleure constant&’,= inf C telle que A(C) existe est stricte-
ment positive.

THEOREME 1.

Soient une variété riemannienne compadte g) etq un réell <

q < 5. La meilleure constanté, introduite plus haut ne dépend
que den et deq (K = K»(n,q))). Ainsi pour toute > 0 il existe
une constantel(¢) telle que toutp € Hj vérifie

o < Ka(n,g)(L+€) [ ¢ [lmg +A) [ ¢ [lg - (3)

COROLLAIRE 1.

Sur une variété riemannienne compacte (V,g) de dimensisnt ,
pour toute > 0 il existe une constantd(¢) telle queVf € Hy(V)
vérifie

| I3 (14K / AFPAV + A(e) /V PV @)

L'(n)
est obtenu en utilisant les fonctiong extrémales du probleme
A%y =N~ sur IR avec

avecN = 2% et Ky %(n,2) = nn(n—4)(n? —4) {”%) } Ko (n.,2)

(n—4)

A 2
ualr) =G [W}

\_ouC, estune constante qui ne dépend que de n. -
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Démonstration du théoreme 1

e/ = R": on montre que pout tout € HJ(R")
14 < Ka(nag) | V2o [l ()

o/ = (V.,g): on considére un recouvrement fini de boule
avec atlas associ€:B;(0),9;i},<;,, » €t une partition de l'unité
{a;}1<i<m SUbordonnée a ce recouvrement.

FeCx(WV), | F =l =S el f . (6)
e On appliquela (5) & = ¢, = (a?f) oyt

(/Q %’pdE); < Ka(n,q) (/Q vgwiqf (7)

avec(); = QOZ(B@)
e (V,g) est une variété riemannienne compacte alrs- 0 il
existe une constanté(¢) telle que

I 8< po KA [(1+€) | Vo [24C() | Ve 1] (®)
e D’'apres la (6),(8) on a
| f15< na K3A5

[<1+e><1+n> [wav ¢ [ oo wamar] o

e D’apres l'inégalité d’interpolatiorive > 0 il existe uné(e) > 0
et B(e) tels quel,u ~ 1 etV f € C®(V):

IFI< A+ e K3(na) (| V2F T +B(e) || f Il (10)

Mais les fonctions”>°(V') sont denses ef; (V) et donc la (10) ,

équivalent a la (3), est vérifiéef € HI(V). l/
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Etude de I'équation (E) avec f(x)=Const.

Pour résoudre I'équatiof¥’) on utilise la méthode variationnelle.

Considérons la fonctionnelle s#f;:

I(go)—/ \A@]QdV—/a(as)VicpvigpdVJr/h(as)gdeV
1% 1% 1%

L'équation d’Euler du probleme variationnel suivant:
infl(p) pourtoutp € A={ue Hy, ||u|n=1}

est I'équation (E) ave¢(z) une constante . Notonscet inf.

THEOREME 2.

p étant I'inf défini juste au dessus &t = K»(n,2), on a toujours
K2 < 1.SiK3u < 1, I'équation (E) avecf(x) constante admet
une solution) # 0 dansH, qui minimise le probléme variationnel.
¥ € C>“ pour un certaine € (0,1) dans le cas général mais par
exemple pour les dimensions 5,6 ,8 et pous 0,y € C* .

Démonstration
e On considere, comme a fait Yamabe, une famille d’équations
approchéesY 2 < g < N:

(E,) A*u+ VY [a(z)V,u] + h(z)u = Aufu|?2.
qui est I'équation d’Euler du probléme variationnel

infl(p) pourtoutp € A, ={ue Hy, ||ul,=1}.

Notonsy, cet inf.
\_ : /




/ e Pour résoudre I'équatio(¥,) on applique la methode varia\-
tionnelle :

(i) On montre que, est fini.

(i)  On prend une suite minimisan{ey; }, de laquelle on pourra
extraire une sous-suite convergente.

Soit {y;} C A, telle quel(yp;) — u,. On peut supposer que
I(g:)) <1+ p, i€N.

(i)  On montre que la suite est bornée dahs=- (théorémes de
Banach et Kondrakow) existe une fonctionp, € H, et une sous-
suite{y,} C {y;} telles que:

a) @; — g faibl. dansHy = I(p,) < lim;—.o1,(¢;) = Hq
B) pj — ¢q fort. dansLy= || ¢4 [lq=1, 04 € Ag ., I(¢q) = Hq-
En conséquencEy,) = 1, ¢, réalise le minimum || ¢, ||,= 1.

(iv) On calcule I'équation d’Euler du probleme variationnel et gn
déduit quep, verifie faiblement danél, I'équation

AQSDq + VY (a(2)V,90) + M(x)p, = Nq@q|90q|q_2-

e Regularite de la fonctiop,: en appliquant la méthode bootstray
on montre :

LEMME 2.

v, € Lo ,V gavec2 < g < N.
Ensuite pour les théoremes de régularités classique il resulte gue
\goq € C*“ pour un certainx € (0,1). y
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Comme la suitd ¢, } est bornée danis, il existe une fonction) €
H, et une sous-suitgp,, } telles quep,, — 1 faiblement dang?,
et fortement dang, et H; (Théoremes de Banach et Kondrakov)
Alors pour¥ w € H,

e Prenong; — N avecy, solution de I'équationf £,).

/AwAcpqldV—/a(a:)V”wvyapqidV—i—/ h(x)we,dV
1 v 14

—>/AwA¢dV—/a(x)V”wV,,¢dV+/ h(z)wydV.
Vv v

\%4
/ wgp%‘
\%4

pour la convergence faible daﬂ% de|p;

De plus

o872V — / W [N 2V
1%

e LA

e On montre que les constantes sont uniformement bornées.

e ¢/ vérifie faiblement dangl/, I'équation
A+ V" (a(2) V) + b)) = pn Y2,

aveclimg, Ny = UN = [

e Régularité de la solution): ¢ € L, (M.Vaugon [1979]),
puisy € C*>* par la méthode de bootstrap enfin suivant la rég
larité de la fonctiony : z — |x\ﬁ , Y € C™® pourn=5,6,8
(v € C*®)ousiy > 0(y € C* pourz > 0).

\ e Lesy, ety sonttous du méme signe. | /




/La solution ) est non triviale. \

LEMME 3.
Pour toutn > 0 il existe une constant€(n) telle que toutf € C*
verifie:

/ VPV < / AFPAV + C(n) / Pav.  (s)
Vv Vv Vv

Démonstration que = 0:

On aquel =| ¢, [2< [|| ¢, |4 V'~¥]* alors d’aprés (4) du
Corollaire 1 pour; choisi petit

<l g I3< (1 + QK2 / g,V + a(e) /V oyl2dV

QN

V-

— (149K} {(1 +1) [uq [ oV Vi - /Vh(x”g]

- [ 186, %zv} ) [ lafav. (6)

D’aprés le lemme 3 pour toyt > 0 il existe unC'(n) tel que

/ a(x)V' 0 Vi, dV < supa(zx { /|Ag0q| dV+C( )/gof]dV}
1%

En utilisant la précé dente pour un choix convenablé de a:

VA (1 K21+ i)y < Cled) /V 2V (7)

Quandg — N, VETE — 1, K2 < 1 a partir d’un certain
qo < N alors pourg > ¢ ete ety bien choisisf;, ¢2dV > C > 0
Ket commep,, — ¢ fortement dand.,, [, 2dV > 0ety £ 0.1

/




/Sur la positivité de v , solution de I'équation (E). \

PROPOSITION 1.

Sia(r) = a = —2a eth(z) = b = o le minimiseury de la
fonctionellel,(y) sur A,(respl(y) sur (A)) est strictement positif
et C>°. Méme résultat si les racines de I'équatioh+ ax + b = 0
sont positives.

Démonstration
e Soientae > 0 une constante et ¢ A, . Comme |'opérateur
A + « est inversible, il existe une fonctiahvérifiant I'équation

Ao+ ap = |Ap + ayl. (8)

e Si Ap 4+ ap > 0 (resp< 0) nous avons évidemment= ¢
(resp¢ = —y) , Si non nous démontrons, en utilisant le principe de
maximum, quep > || et quel(yp) = 1(¢) .

e Si la solution de notre probleme variationggl> 0 (respy >
0) le principe du maximum entraing, > 0 (resp.y> > 0). Si non
on posep = ¢, eton prend une constante< 1 telle queko € A,.
Ce qui entraind (k¢) < I(p,) = -

Dol ¢, > 0 pour toutg. La fonctions qui est limite p.p. d’'une
suitey,, donc pour le raisonnemment au desgus 0. |

Applications du théoreme 2.

THEOREME 3.
Soit J(p) = ﬁ SiJ(1) = V& [, h(z)dV < K~ alors il

existe une solution. Ainsi gj, h(x)dV < K2V"% alors quelque
soita(x) I'équation (F) avecf(xz) = Const. a une solution .

Démonstration
Sip < J(1) < K72 le théoréme 2 s’applique. &i= J(1), c'est
\_dire que 1 est solution de I'équation . LI
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/THEOREME 4. \
Lorsquen > 6, sienun point? € V , R(P) > —C(n)a(P) avec
C(n) = 2421~ ( alors (F) avecf(«) = Const. , a une solution

veH . Si|¢|n=1,f(z)=p.

Démonstration

Considérons un systeme de coordonnées normales géodeési
centré en P, un point de la variété.

Lorsque n>6 faisons un développement limité de\py) pour
k — 0, avec la suite

n—4)

Ao = A2 + k)75
A(r) est une fonctior'™ eégale a 1 suB,(¢) et O surV' \ B,(2e).
e Nos calculs montrent que
J(Apr) — K2 {1 —k*[a(P)Ci(n) + R(P)Cs(n)] + O(k*)}

et
5 nn+2)n—2)(n—4) 1
w< K 2 = 51 W .

e Et nous avong < K2 s'il existe un pointP tel que
2n(n — 1)
n?—2n — 4
D’aprés le théoreme 2, il existe alors une solution non triviale ¢
I'équation (E).

R(P) > —C(n)a(P) = — a(P).

THEOREME 5. Lorsquen = 6, s'il existe un pointP € V ou
R(P) > —3a(P) alors (E) a une solution) € H,.

ques

le

N /
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/ Etude de I'équation (E) avec f(x) partout positive. \

Considérons la fonctionnelle sif; :
fv ‘ASDPdV fv \V@]de + fv (5’3>dv
2/N
[y F@)el¥ (2)av]*

J(p) =

ouy € Hyetp £ 0.
L'équation d’Euler du probleme variationnel suivant:

(x) Inf J(p), pe€A={pe Hy(V)p#0}
est I'équation (E). Notons cet inf.
THEOREME 6. v < K *[supf]~*/N. Siv < K, *[supf]~*",

I'équation (E) a une solution € Hy, v # 0, € C® o € (0.1)
(C*° sin=5,6,8 ow) > 0) qui minimise le probleme (*).

Démonstration
Nous considérons les eéquations approchées suivantes:
V2 <qg<N:

Ao+ V [a(x) V] + h(z)p = Mf(x)elel'™ (B,
et la fonctionnelle
fV |Ap|2dV — fV \V@\de + fV ©*(x)dV
Jq(‘P) )

fyy f@)pla(z)av ]

On définit
Ay =Inf Jy(p), pour o€ Hy(V,), p#0.

e En maniere analogue a celle du théoreme 1 on prouve gue:
V2 <q<N,3p, € Hy(V), o, # 0avec, f(x)|p,|?dV =1,
solution faible de I'équatioft,).

e La suite{i,},_ .\ est bornée dank et la suite{A;},__y
\est bornée. /
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4 e Prenons une suite— N avecy, solution de I’équatior(lEq).\
Comme la suitd ¢, } est bornée danKs,il existe une fonction) €
H, etune sous-suitg — N telles quep,, — 7 faiblement dans
H,, fortement dang{; et L, et p.p. (Th Banach et Kondrakov).

e D’apres la convergence faible pour toue H,

[ dose,av— [ a@ 959 upgdv+ [ bislgpgdv
1% 1% Vv

—>/AgA¢dV—/a(m)V”gVﬁ/}dV+/h(x)g@DdV.
v v

.
® 0q,lpq|" 7 vers Y|V 7? faiblement dangl x  ainsi fg €

(LN>* d’ou

N-1
/ J9%q,
1%

e On deéduit que) vérifie faiblement dangl, I'équation

A+ V [a(x) V] + h(z)h = Ay f ()] V2

avec\y limite d’'une sous-suite convergente extraite{de, } qui
est bornée.
e La solutiony est non triviale et elle egt* (0 < a < 1). N

|2V — /V gtV -2av.

PROPOSITION 2. Les), sont soit tous positifs, soit tous négatifs
soit tous nuls. La fonction — |),| est décroissante et continue
De plusA\y = limg,_.n\, est égal av = InfJ(p) pour ¢ €
Hs , ¢ # 0 dans le cas positif.

PROPOSITION 3. Sia(z) = a = —2a eth(z) = b = o2, le mi=
nimiseury de la fonctionnelle/ () sur H, est strictement positif
etC>*. Méme résultat si les racines de I'équatioh+ ax + b =0

\_sont positives. -
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/ Applications du théoréme 6. \

THEOREME 7. Lorsque n>6, si en un point P ou f est maximum,
a(P)C(n)+R(P)+C(n){74; > 0 alors (E) aune solution € Ho.

Démonstration
Lorsque n>6 faisons un développement limité .de\p;) pour
k — 0, avec la suite

(n—4)

Ao = M) (r? + k3" 2.

Nos calculs montrent que:
J(\er) = Ky f(P) 7% x
Af

{1 e [a(P)C’l(n) + R(P)Cy(n) + cg(P)m] + O(k:3).}

D’ou

2|
2w

J(\or) — Ky f(P)”

L'inégalité du théoréme 6: < K, 2f(P)~~ est vérifiée s'il existe
un point P ou f est maximum tel que

et v<K,2f(P) V.

. Af
R(P)+a(P)C(n)+C(n)—= >0,
(P) 4+ a(P)C(n) ()f(P)
avecC' < 0. En conséquence, d’aprés le théoréme 6, il existe une
solution non triviale de I'équation (E). |

THEOREME 8. Lorsquen = 6, s'il existe un pointP € V ou
R(P) > —3a(P) alors (E) a une solutiony € H», quelle que soit
la fonction f(x) partout positive.

N /
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Sur (W ,g), une variété riemannienne, compact® et a bordd
on considere le probleme elliptique du quatrieme ordre avec dd
nées au bord:

(P) { A?u+ Vi |a(x)Vu] + h(z)u = A f(2)u|ulV =2 suriv,,
Aulgw = vlow  ulow =1,

v ety sont deux fonction€> sur(W,g), N = -2, X est un réel
a déterminer, a(x), h(x) et f(x) comme précédemment.

On considere poW < g < N le probleme suivant:

A% + Vi [aVv] + ho = Mf(v + @) v+ o772 + g surW,
(Fy)
AU’@W =0 U‘aw = 0,

ol g et p sont des fonctions’>(W) , ¢ # Const et pour touth
g(@) + A (@)p(@)|p(2)|¥ 2 £ 0.

Soit
J,(v) = L/\AUPde /‘ vdeWH%/‘mxwsz
W
—2/ g(x)vdW
w
la fonctionnelle associée.
On définit
A:ﬁlﬂHQ, ={weA: S f(@)|w + p|1dW = fope >0}

A, = Inf J,(v) pour toutv € A,

/
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/THEOREME 9. Pour2 < ¢ < N, il existe un réel\ = )\, et une\

fonctionv, € A, solution du problemé’, avec.J,(v,) = A,.
Démonstration

(i) A, estfini. (4, n'est pas vide ek, > Const ).

(i) Soit{v;} € A, une suite minimisante :
limi_>oqu(vi) = )‘q-
Nous montrons que la suife; } est bornée dang,(17).

(iif) Il existe une fonction), € H, et une sous -suite dg; } qui
converge ay, faiblement dang?, et fortement dand.,, H; (Th
Banach et Kondrakov)

Dol [, f(z)|v,+¢|? = p ety, réalise le minimum de la fonction-
nelle, )\, J(vq)

(iv) v, satisfait I'equation d’Euler du probleme variationne
considére. On a que, vérifie au sens de distribution, sur W

Ay + V' [aVivg] + hvg = Bef (v, + @)lvg + 9" + g (21)
surdoW:Av, = 0 eten genérak, # [3,:

A = 5, /W F(2) [0+ 9172 (0, + ),V — /W GudW.

(v) Enplusy, # 0 carv, = 0 n’est pas solution faible dan$ de
I'’équation (21). Si non on aurait(z) = —f, fW 7) || 2pdW,
ce qui est contraire a I'hypothése pour g voisin de N.

(vi) Lasuite{g,} est bornée.

(vii) Reégularité poun,.
KCommevq vérifie (21),v, € C>*(W) pour un certainx € (01). -

15
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THEOREME 10. Il existe un réel et une fonction non identique-
ment nullev dans Ay = {w e A: [, f(z)w+ o|VdV = pu},
solutions du probleme

A%+ Vi [aV] +ho = Af(v+@)v+ N2+ gsurWW,
(Pv)
AU|8Wn =0 U|8Wn = 0.

Démonstration

e Prenons une suit¢ — N avecy, solution de(F,). La suite
{v,} est bornée danH, alors il existe une fonction € H, et une
sous-suite; — N telles quev,, — v faiblement dangi,, forte-
ment dand?; et donc dang., et p.p(th de Kondrakov et Banach)

D’apres la convergence faible pour taue A

/ A Avg, dW — / aV PV v, AW + / hapvg, AW —2 / gdW
W W \%4 W

— / A AvdW — / aV YV ud W+ /
w W

hyvdW —2 / gudWV.
v

w

e De plus

/ f(UQi +90)‘U%' +§0
w

2y / F(o -+ @)o+ oV 2pdw
W

pour la convergence faible de,, + ©)|v,, + ©|% % vers(v+ ¢)|v +
| V2 dansLNN (convergence p.p + suite bornée dalhsv alors
convergence faible daris N ).

e La fonctionv vérifie au sens faible dand le probléeme(P)
avec,\ = lim,_.nf3, (oU d’'une sous-suite) puisque la suite
{84}y < €St UNiformeément bornee. u

|1~4
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THEOREME 11. Le probleme (P) est équivalent au problém
(Py) avecu = v + ¢, oUp € C™ est la solution de I'équation
du deuxieme ordre:

Ap(z) =~(x) dans W,
(@)

v est alors la solution du problem@éy ).

Démonstration
En effet si on pose = v + ¢ le probléme (P) devient:

A% + V' [aVv] + ho = Af(v + @) v+ | N2+ g W,
(P)
Avlow = vlow, = 0,

ou la fonction—g(z) = A2p + Vi [a(z)Vip] + h(z)ep.
Sous I'hypothése(x) +\ f(x)p(x)|e(x)|¥ =2 £ 0 on a montré que
v # 0 et donc la fonctiont = v 4 ¢ solution du probleme (P).

Si g(z) + M (2)o()]|e(x)|¥~2 = 0 alorsu = ¢ est la solution
cherchée. |
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