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" ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

ELLIPTIQUES DU QUATRIÈME ORDRE AVEC

EXPOSANTS CRITIQUES SUR LES VARIÉTÉES

RIEMANNIENNES COMPACTES AVEC ET SANS BORD."
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Sur(Vn,g) une variété riemannienne compacte de dimensionn > 4
et de métrique g, on considère l’équation aux dérivées partielles :

(E) ∆2u+∇i [a(x)∇iu] + h(x)u = λf(x)u|u|N−2 (1)

où a(x),h(x) et f(x) sont des fonctionsC∞, N = 2n
n−4 et ∆ϕ =

−∇i∇iϕ.

On désigne pourHq
2(V ) l’espace de Sobolev standard qui est le

complètement de

Cq
k(V ) = {ϕ ∈ C∞(V ) , ‖ ϕ ‖k,q≤ ∞} ,

par rapport à la norme‖ ϕ ‖k,q=
∑k

l=0 ‖ ∇lϕ ‖q.
On noteH2, l’espaceH2

2 muni de la norme équivalente

‖ ϕ ‖H2
=
(
‖ ∆ϕ ‖2

2 + ‖ ∇ϕ ‖2
2 + ‖ ϕ ‖2

2
) 1

2 .

Le problème peut être énoncé de la façon suivante :

Existe-il une constanteλ et une fonctionu ∈ H2(Vn) (u 6≡ 0)
solutions de l’équation (E)?

Pour répondre à la question on considère les deux cas:

1) f(x)= Const,

2) f(x) fonction partout positive.
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Inégalites de Sobolev

Si 1
p = 1

q −
2
n(1 ≤ q < n

2 ) alors: l’inclusionHq
2 ⊂ Lp est continue et

pas compacte, l’inclusionHq
2 ⊂ Lq est continue et compacte alors

il existe un couple de constantes A,C tel que pour toutϕ ∈ Hq
2

vérifie:

‖ ϕ ‖p≤ C ‖ ϕ ‖Hq
2

+A ‖ ϕ ‖q . (2)

La meilleure constanteK2= inf C telle que A(C) existe est stricte-
ment positive.

THEOREME 1.
Soient une variété riemannienne compacte(Vn,g) et q un réel1 ≤
q < n

2 . La meilleure constanteK2 introduite plus haut ne dépend
que den et deq (K2 = K2(n,q))). Ainsi pour toutε > 0 il existe
une constanteA(ε) telle que toutϕ ∈ Hq

2 vérifie

‖ ϕ ‖p≤ K2(n,q)(1 + ε) ‖ ϕ ‖Hq
2

+A(ε) ‖ ϕ ‖q . (3)

COROLLAIRE 1.
Sur une variété riemannienne compacte (V,g) de dimensionn > 4 ,
pour toutε > 0 il existe une constanteA(ε) telle que∀f ∈ H2(V )
vérifie

‖ f ‖2
N≤ (1 + ε)K2

2

∫
V

|∆f |2dV +A(ε)

∫
V

|f |2dV (4)

avecN = 2n
n−4 etK−2

2 (n,2) = π2n(n−4)(n2−4)
{

Γ(n2 )
Γ(n)

}
.K2(n,2)

est obtenu en utilisant les fonctionsuλ extrémales du problème
∆2u = uN−1 sur IRn avec

uλ(r) = Cn

[
λ

1 + λ2r2

] (n−4)
2

oùCn est une constante qui ne dépend que de n.
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Démonstration du théorème 1

•V = IRn : on montre que pout toutψ ∈ Hq
2(IRn)

‖ ψ ‖p≤ K2(n,q) ‖ ∇2ψ ‖q (5)

•V = (V,g) : on considère un recouvrement fini de boules
avec atlas associé:{Bi(δ),ϕi}1≤i≤m , et une partition de l’unité
{ai}1≤i≤m subordonnée à ce recouvrement.

•∀f ∈ C∞(V ), ‖ f ‖qp=‖ f q ‖pq=
∑m

i=1 ‖ a
1
q

i f ‖qp . (6)

• On applique la (5) àψ = ψi =

(
a

1
q

i f

)
◦ ϕ−1

i :

(∫
Ωi
|ψi|pdE

) 1
p

≤ K2(n,q)

(∫
Ωi
|∇2

Eψi|q
) 1

q

(7)

avecΩi = ϕi(Bi).
• (V,g) est une variété riemannienne compacte alors∀ε > 0 il

existe une constanteC(ε) telle que

‖ ψ ‖qp≤ µ
nq
2pKq

2λ
−n2
[
(1 + ε) ‖ ∇2

gψ ‖qq +C(ε) ‖ ∇gψ ‖qq
]

(8)

• D’après la (6),(8) on a

‖ f ‖qp≤ µ
nq
2pKq

2λ
−n2×[

(1 + ε)(1 + η)

∫
V

|∇2f |qdV + C̃

∫
V

(|f |q + |∇gf |q) dV
]

(9)

•D’après l’inégalité d’interpolation:∀ε > 0 il existe unδ(ε) > 0
etB(ε) tels queλ,µ ∼ 1 et∀f ∈ C∞(V ):

‖ f ‖qp≤ (1 + ε)Kq
2(n,q) ‖ ∇2f ‖qq +B(ε) ‖ f ‖qq (10)

Mais les fonctionsC∞(V ) sont denses enHq
2(V ) et donc la (10) ,

équivalent à la (3), est vérifiée∀f ∈ Hq
2(V ). �
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Étude de l’équation (E) avec f(x)=Const.

Pour résoudre l’équation(E) on utilise la méthode variationnelle.

Considérons la fonctionnelle surH2:

I(ϕ) =

∫
V

|∆ϕ|2dV −
∫
V

a(x)∇iϕ∇iϕdV +

∫
V

h(x)ϕ2dV

L’équation d’Euler du problème variationnel suivant:

infI(ϕ) pour tout ϕ ∈ A = {u ∈ H2 , ‖ u ‖N= 1}

est l’équation (E) avecf(x) une constante . Notonsµ cet inf.

THEOREME 2.
µ étant l’inf défini juste au dessus etK2 = K2(n,2), on a toujours
K2

2µ ≤ 1. SiK2
2µ < 1 , l’équation (E) avecf(x) constante admet

une solutionψ 6≡ 0 dansH2 qui minimise le problème variationnel.
ψ ∈ C5,α pour un certainα ∈ (0,1) dans le cas général mais par
exemple pour les dimensions 5 ,6 ,8 et pourψ > 0, ψ ∈ C∞ .

Démonstration:
• On considère, comme a fait Yamabe, une famille d’équations

approchées :∀ 2 < q < N :

(Eq) ∆2u+∇ν [a(x)∇νu] + h(x)u = λu|u|q−2.

qui est l’équation d’Euler du problème variationnel

infI(ϕ) pour toutϕ ∈ Aq = {u ∈ H2 , ‖ u ‖q= 1} .

Notonsµq cet inf.
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• Pour résoudre l’équation(Eq) on applique la méthode varia-
tionnelle :

(i) On montre queµq est fini.

(ii) On prend une suite minimisante{ϕi}i de laquelle on pourra
extraire une sous-suite convergente.
Soit {ϕi} ⊂ Aq telle queI(ϕi) −→ µq. On peut supposer que
I(ϕi) < 1 + µq i ∈ IN.

(iii) On montre que la suite est bornée dansH2,⇒ (théorémes de
Banach et Kondrakov)il existe une fonctionϕq ∈ H2 et une sous-
suite{ϕj} ⊂ {ϕi} telles que :

α) ϕj −→ ϕq faibl. dansH2⇒ I(ϕq) ≤ limj−→∞Iq(ϕj) = µq

β) ϕj −→ ϕq fort. dansLq⇒ ‖ ϕq ‖q= 1, ϕq ∈ Aq , I(ϕq) ≥ µq.

En conséquenceI(ϕq) = µq, ϕq réalise le minimum ,‖ ϕq ‖q= 1.

(iv) On calcule l’équation d’Euler du problème variationnel et on
déduit queϕq vérifie faiblement dansH2 l’équation

∆2ϕq +∇ν (a(x)∇νϕq) + h(x)ϕq = µqϕq|ϕq|q−2.

• Régularité de la fonctionϕq: en appliquant la méthode bootstrap
on montre :

LEMME 2.
ϕq ∈ L∞ , ∀ q avec2 < q < N .
Ensuite pour les théorèmes de régularités classique il resulte que
ϕq ∈ C5,α pour un certainα ∈ (0,1).
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• Prenonsq −→ N avecϕq solution de l’équation(Eq).

Comme la suite{ϕq} est bornée dansH2, il existe une fonctionψ ∈
H2 et une sous-suite{ϕqi} telles queϕqi −→ ψ faiblement dansH2

et fortement dansL2 etH1 (Théorèmes de Banach et Kondrakov).
Alors pour∀ w ∈ H2∫

V

∆w∆ϕqidV −
∫
V

a(x)∇νw∇νϕqidV +

∫
V

h(x)wϕqidV

−→
∫
V

∆w∆ψdV −
∫
V

a(x)∇νw∇νψdV +

∫
V

h(x)wψdV.

De plus ∫
V

wϕqi|ϕqi|qi−2dV −→
∫
V

wψ|ψ|N−2dV

pour la convergence faible dansL N
N−1

de|ϕi|qi−2ϕi −→ |ψ|N−2ψ.

• On montre que les constantesµqi sont uniformément bornées.

• ψ vérifie faiblement dansH2 l’équation

∆2ψ +∇ν (a(x)∇νψ) + h(x)ψ = µNψ|ψ|N−2,

aveclimqi−→Nµqi = µN = µ.

• Régularité de la solutionψ: ψ ∈ L∞ (M.Vaugon [1979]),
puisψ ∈ C5,α par la méthode de bootstrap enfin suivant la régu-
larité de la fonctionγ : x −→ |x| 8

n−4 , ψ ∈ C∞ pour n= 5, 6 ,8
(γ ∈ C∞) ou siψ > 0(γ ∈ C∞ pourx > 0).

• Lesµq et µ sont tous du même signe. �
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La solution ψ est non triviale.

LEMME 3.
Pour toutη > 0 il existe une constanteC(η) telle que toutf ∈ C∞
vérifie:∫

V

|∇f |2dV ≤ η

∫
V

|∆f |2dV + C̃(η)

∫
V

f 2dV . (5)

Démonstration queψ 6≡ 0:

On a que1 =‖ ϕq ‖2
q≤

[
‖ ϕq ‖qN V 1− q

N

] 2
q alors d’après (4) du

Corollaire 1 pour̃η choisi petit

V
2
N−

2
q ≤‖ ϕq ‖2

N≤ (1 + ε)K2
2

∫
V

|∆ϕq|2dV + a(ε)

∫
V

|ϕq|2dV

= (1 + ε)K2
2

{
(1 + η̃)

[
µq +

∫
V

a(x)∇iϕq∇iϕqdV −
∫
V

h(x)ϕ2
q

]
−η̃
∫
V

|∆ϕq|2dV
}

+ a(ε)

∫
V

|ϕq|2dV. (6)

D’après le lemme 3 pour toutη > 0 il existe unC(η) tel que∫
V

a(x)∇iϕq∇iϕqdV ≤ supa(x)

[
η

∫
V

|∆ϕq|2dV + C̃(η)

∫
ϕ2
qdV

]
.

En utilisant la précé dente pour un choix convenable deη̃ on a:

V
2
N−

2
q − (1 + ε)K2

2(1 + η̃)µq ≤ C(ε,η̃)

∫
V

ϕ2
qdV (7)

Quandq −→ N , V
2
N−

2
q −→ 1, K2

2µ < 1 à partir d’un certain
q0 < N alors pourq > q0 et ε et η bien choisis

∫
V ϕ

2
qdV ≥ C > 0

et commeϕqi −→ ψ fortement dansL2,
∫
V ψ

2dV > 0 etψ 6≡ 0.�
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Sur la positivité deψ , solution de l’équation (E).

PROPOSITION 1.
Si a(x) ≡ a = −2α et h(x) ≡ b = α2 le minimiseurψ de la
fonctionelleIq(ϕ) surAq(respI(ϕ) sur (A)) est strictement positif
etC∞. Même résultat si les racines de l’équationx2 + ax+ b = 0
sont positives.

Démonstration:
• Soientα > 0 une constante etϕ ∈ Aq . Comme l’opérateur

∆ + α est inversible, il existe une fonctionφ vérifiant l’équation

∆φ+ αφ = |∆ϕ+ αϕ|. (8)

• Si ∆ϕ + αϕ ≥ 0 (resp≤ 0) nous avons évidemmentφ = ϕ

(respφ = −ϕ) , si non nous démontrons, en utilisant le principe de
maximum, queφ > |ϕ| et queI(ϕ) = I(φ) .

• Si la solution de notre problème variationnelϕq ≥ 0 (resp.ψ ≥
0) le principe du maximum entraîneϕq > 0 (resp.ψ > 0). Si non
on poseϕ = ϕq et on prend une constantek < 1 telle quekφ ∈ Aq.
Ce qui entraîneI(kφ) < I(ϕq) = µq.
D’où ϕq > 0 pour toutq. La fonctionψ qui est limite p.p. d’une
suiteϕqi donc pour le raisonnemment au dessusψ > 0. �

Applications du théorème 2.

THEOREME 3.
Soit J(ϕ) = I(ϕ)

‖ϕ‖2N
. Si J(1) = V

4−n
n

∫
V h(x)dV ≤ K−2 alors il

existe une solution. Ainsi si
∫
V h(x)dV ≤ K−2V

n−4
n alors quelque

soita(x) l’équation(E) avecf(x) = Const. a une solution .

Démonstration:
Si µ < J(1) ≤ K−2 le théorème 2 s’applique. Siµ = J(1) , c’est
dire que 1 est solution de l’équation . �
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THEOREME 4.
Lorsquen > 6 , si en un pointP ∈ V , R(P ) > −C(n)a(P ) avec
C(n) = 2n(n−1)

n2−2n−4 > 0 alors(E) avecf(x) = Const. , a une solution
ψ ∈ H2 . Si‖ ψ ‖N= 1 , f(x) = µ .

Démonstration:
Considérons un système de coordonnées normales géodésiques
centré en P, un point de la variété.
Lorsque n>6 faisons un développement limité deJ(λϕk) pour
k −→ 0 , avec la suite

λϕk = λ(r)(r2 + k2)−
(n−4)

2 ,

λ(r) est une fonctionC∞ égale à 1 surBp(ε) et 0 surV \Bp(2ε).

• Nos calculs montrent que

J(λϕk) −→ K−2 {1− k2 [a(P )C1(n) +R(P )C2(n)] +O(k3)
}

et

µ ≤ K−2 =
n(n+ 2)(n− 2)(n− 4)

24 ω
4
n
n .

• Et nous avonsµ < K−2 s’il existe un pointP tel que

R(P ) > −C(n)a(P ) = − 2n(n− 1)

n2 − 2n− 4
a(P ).

D’après le théorème 2, il existe alors une solution non triviale de
l’équation (E).

THEOREME 5. Lorsquen = 6, s’il existe un pointP ∈ V où
R(P ) > −3a(P ) alors (E) a une solutionψ ∈ H2.

10
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Etude de l’équation (E) avec f(x) partout positive.

Considérons la fonctionnelle surH2 :

J(ϕ) =

∫
V |∆ϕ|

2dV −
∫
V a(x)|∇ϕ|2dV +

∫
V h(x)ϕ2(x)dV[∫

V f(x)|ϕ|N(x)dV
]2/N

oùϕ ∈ H2 etϕ 6≡ 0.
L’équation d’Euler du problème variationnel suivant:

(∗) Inf J(ϕ), ϕ ∈ A = {ϕ ∈ H2(V ),ϕ 6≡ 0}

est l’équation (E). Notonsν cet inf.

THEOREME 6. ν ≤ K−2
2 [supf ]−2/N . Siν < K−2

2 [supf ]−2/N ,
l’équation (E) a une solutionψ ∈ H2, ψ 6≡ 0,ψ ∈ C(5,α) α ∈ (0.1)
(C∞ si n=5,6,8 ouψ > 0) qui minimise le problème (*).

Démonstration:
Nous considérons les équations approchées suivantes:
∀ 2 < q < N :

∆2ϕ+∇ [a(x)∇ϕ] + h(x)ϕ = λf(x)ϕ|ϕ|q−2 (Eq)

et la fonctionnelle

Jq(ϕ) =

∫
V |∆ϕ|

2dV −
∫
V a(x)|∇ϕ|2dV +

∫
V h(x)ϕ2(x)dV[∫

V f(x)|ϕ|q(x)dV
]2/q .

On définit

λq = Inf Jq(ϕ), pour ϕ ∈ H2(Vn) , ϕ 6≡ 0.

• En manière analogue a celle du théorème 1 on prouve que:

∀ 2 < q < N , ∃ ϕq ∈ H2(V ), ϕq 6≡ 0 avec
∫
V f(x)|ϕq|qdV = 1,

solution faible de l’équation(Eq).

• La suite{ϕq}1<q<N est bornée dansH2 et la suite{λq}1<q<N
est bornée.
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•Prenons une suiteq −→ N avecϕq solution de l’équation(Eq).
Comme la suite{ϕq} est bornée dansH2,il existe une fonctionψ ∈
H2 et une sous-suiteqi −→ N telles queϕqi −→ ψ faiblement dans
H2, fortement dansH1 etL2 et p.p. (Th Banach et Kondrakov).
• D’après la convergence faible pour toutg ∈ H2∫

V

∆g∆ϕqidV−
∫
V

a(x)∇νg∇νϕqidV+

∫
V

h(x)gϕqidV

−→
∫
V

∆g∆ψdV −
∫
V

a(x)∇νg∇νψdV +

∫
V

h(x)gψdV.

• ϕqi|ϕqi|qi−2 versψ|ψ|N−2 faiblement dansL N
N−1

ainsi fg ∈(
L N

N−1

)∗
d’où∫

V

fgϕqi|ϕqi|qi−2dV −→
∫
V

fgψ|ψ|N−2dV.

• On déduit queψ vérifie faiblement dansH2 l’équation

∆2ψ +∇ [a(x)∇ψ] + h(x)ψ = λNf(x)ψ|ψ|N−2

avecλN limite d’une sous-suite convergente extraite de{λqi} qui
est bornée.
• La solutionψ est non triviale et elle estC5,α(0 < α < 1). �

PROPOSITION 2. Lesλq sont soit tous positifs, soit tous négatifs,
soit tous nuls. La fonctionq −→ |λq| est décroissante et continue.
De plusλN = limqi−→Nλqi est égal àν = InfJ(ϕ) pour ϕ ∈
H2 , ϕ 6≡ 0 dans le cas positif.

PROPOSITION 3. Sia(x) ≡ a = −2α eth(x) ≡ b = α2, le mi=
nimiseurψ de la fonctionnelleJ(ϕ) surH2 est strictement positif
etC∞. Même résultat si les racines de l’équationx2 + ax+ b = 0
sont positives.

12
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Applications du théorème 6.

THEOREME 7. Lorsque n>6, si en un point P où f est maximum,
a(P )C(n)+R(P )+C̃(n) ∆f

f(P ) > 0 alors (E) a une solutionψ ∈ H2.

Démonstration:
Lorsque n>6 faisons un développement limité deJ(λϕk) pour
k −→ 0, avec la suite

λϕk = λ(r)(r2 + k2)−
(n−4)

2 .

Nos calculs montrent que:

J(λϕk) = K−2
2 f(P )−

2
N×{

1− k2
[
a(P )C1(n) +R(P )C2(n) + C3(P )

∆f

f(P )

]
+O(k3).

}
D’où

J(λϕk) −→ K−2
2 f(P )−

2
N et ν ≤ K−2

2 f(P )−
2
N .

L’inégalité du théorème 6:ν < K−2
2 f(P )−

2
N est vérifiée s’il existe

un pointP où f est maximum tel que

R(P ) + a(P )C(n) + C̃(n)
∆f

f(P )
> 0,

avecC̃ < 0. En conséquence, d’après le théorème 6, il existe une
solution non triviale de l’équation (E). �

THEOREME 8. Lorsquen = 6, s’il existe un pointP ∈ V où
R(P ) > −3a(P ) alors (E) a une solutionψ ∈ H2, quelle que soit
la fonction f(x) partout positive.
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Sur(W,g), une variété riemannienne, compacteC∞ et à bord∂W
on considère le problème elliptique du quatrième ordre avec don-
nées au bord:

(P )

{
∆2u+∇i [a(x)∇iu] + h(x)u = λf(x)u|u|N−2 surWn,

∆u|∂W = γ|∂W u|∂W = η,

γ et η sont deux fonctionsC∞ sur(W,g), N = 2n
n−4, λ est un réel

à déterminer, a(x), h(x) et f(x) comme précédemment.

On considère pour2 < q < N le problème suivant:

(Pq)


∆2v +∇i [a∇iv] + hv = λf(v + ϕ)|v + ϕ|q−2 + g surWn

∆v|∂W = 0 v|∂W = 0,

où g et ϕ sont des fonctionsC∞(W ) , ϕ 6≡ Const et pour toutλ
g(x) + λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 6≡ 0.
Soit

Jq(v) =

∫
W

|∆v|2 dW −
∫
W

a(x)|∇v|2 dW +

∫
W

h(x)v2 dW

−2

∫
W

g(x)vdW

la fonctionnelle associée.

On définit

A = H̊1 ∩H2 , Aq =
{
w ∈ A :

∫
W f(x)|w + ϕ|qdW = µ,µ > 0

}
λq = Inf Jq(v) pour toutv ∈ Aq

14
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THEOREME 9. Pour 2 < q < N , il existe un réelλ = λq et une

fonctionvq ∈ Aq solution du problèmePq avecJq(vq) = λq.

Démonstration:

(i) λq est fini. (Aq n’est pas vide etλq > Const ).

(ii) Soit{vi} ∈ Aq une suite minimisante :

limi−→∞Jq(vi) = λq.

Nous montrons que la suite{vi} est bornée dansH2(W ).

(iii) Il existe une fonctionvq ∈ H2 et une sous -suite de{vi} qui
converge avq faiblement dansH2 et fortement dansLq, H1 (Th
Banach et Kondrakov).
D’où

∫
V f(x)|vq +ϕ|q = µ etvq réalise le minimum de la fonction-

nelle,λq = J(vq).

(iv) vq satisfait l’équation d’Euler du problème variationnel
considéré. On a quevq vérifie au sens de distribution, sur W

∆2vq +∇i [a∇ivq] + hvq = βqf(vq + ϕ)|vq + ϕ|q−2 + g (21)

sur∂W :∆vq = 0 et en généralλq 6≡ βq:

λq = βq

∫
W

f(x)|vq + ϕ|q−2(vq + ϕ)vqdW −
∫
W

gvqdW.

(v) En plusvq 6≡ 0 carvq ≡ 0 n’est pas solution faible dansA de
l’équation (21). Si non on auraitg(x) = −βq

∫
W f(x)|ϕ|q−2ϕdW ,

ce qui est contraire à l’hypothèse pour q voisin de N.

(vi) La suite{βq} est bornée.

(vii) Régularité pourvq.
Commevq vérifie (21),vq ∈ C5,α(W ) pour un certainα ∈ (01).

15
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THEOREME 10. Il existe un réelλ et une fonction non identique-
ment nullev dansAN =

{
w ∈ A :

∫
W f(x)|w + ϕ|NdV = µ

}
,

solutions du problème

(PN)


∆2v +∇i [a∇iv] + hv = λf(v + ϕ)|v + ϕ|N−2 + g surWn

∆v|∂Wn
= 0 v|∂Wn

= 0.

Démonstration:

• Prenons une suiteq −→ N avecvq solution de(Pq). La suite
{vq} est bornée dansH2 alors il existe une fonctionv ∈ H2 et une
sous-suiteqi −→ N telles quevqi −→ v faiblement dansH2, forte-
ment dansH1 et donc dansL2 et p.p.(th de Kondrakov et Banach).

D’après la convergence faible pour toutψ ∈ A∫
W

∆ψ∆vqidW−
∫
W

a∇νψ∇νvqidW+

∫
V

hψvqidW−2

∫
W

gψdW

−→
∫
W

∆ψ∆vdW−
∫
W

a∇νψ∇νvdW+

∫
V

hψvdW−2

∫
W

gvdW.

• De plus∫
W

f(vqi +ϕ)|vqi +ϕ|qi−2ψdW −→
∫
W

f(v+ϕ)|v+ϕ|N−2ψdW

pour la convergence faible de(vqi +ϕ)|vqi +ϕ|qi−2 vers(v+ϕ)|v+
ϕ|N−2 dansL N

N−1
(convergence p.p + suite bornée dansL N

N−1
alors

convergence faible dansL N
N−1

).

• La fonctionv vérifie au sens faible dansA le problème(P )
avec,λ = limqi−→Nβqi (où d’une sous-suite) puisque la suite
{βqi}2<qi<N

est uniformément bornée. �
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THEOREME 11. Le problème (P) est équivalent au problème
(PN) avecu = v + ϕ, oùϕ ∈ C∞ est la solution de l’équation
du deuxième ordre:

(Q)


∆ϕ(x) = γ(x) dans W,

ϕ(x)|∂Wn
= η(x)|∂Wn

.

v est alors la solution du problème(PN).

Démonstration:

En effet si on poseu = v + ϕ le problème (P) devient :

(P )


∆2v +∇i [a∇iv] + hv = λf(v + ϕ)|v + ϕ|N−2 + gWn,

∆v|∂W = v|∂Wn
= 0,

où la fonction−g(x) = ∆2ϕ+∇i [a(x)∇iϕ] + h(x)ϕ.

Sous l’hypothèseg(x)+λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 6≡ 0 on a montré que
v 6≡ 0 et donc la fonctionu = v + ϕ solution du problème (P).

Si g(x) + λf(x)ϕ(x)|ϕ(x)|N−2 ≡ 0 alorsu = ϕ est la solution
cherchée. �
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