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Introduction

Les théoriciens des modéles (van den Dries, Wilkie, ou encore Pillay
et Steinhorn) ont remarqué au milieu des années 1980 que de nombreuses
propriétés des ensembles et des applications semi-algébriques provenaient de
quelques axiomes simples, regroupés dans le concept de structures o-minimales.
En 1991, Wilkie montre que la structure R, engendrée par les ensembles
semi-algébriques et la fonction exponentielle est o-minimale. On ne considé-
rera dans ce travail que des structures o-minimales sur le corps des réels. Pour
donner une vision schématique du cadre o-minimal, on peut rappeler un résul-
tat important di & Miller (c.f. théoréme 1.1.15) qui distingue les structures
o-minimales de la fagon suivante : celles qui se comportent comme la structure
des ensembles semi-algébriques et celles qui contiennent la fonction exponen-
tielle. L’analogie avec la structure des ensembles semi-algébriques est moins
évidente dés qu’on étudie la topologie et la géométrie des fonctions définis-
sables. Ceci est d’autant plus vrai pour les structures contenant la fonction
exponentielle (on peut voir particuliérement les travaux de Lion et Rolin
pour des problémes de cloture pfaffienne ou pour des théorémes de prépara-
tion (|Li-Rol)).

Soit maitenant une fonction f de classe C* définie sur un ouvert U de R".
Notons Ky(f) I'ensemble des valeurs critiques de f. Supposons K(f) fini et
que f est propre. Alors par le théoréme de fibration d’Ehresmann, f est une
fibration localement triviale sur chaque composante connexe de R\ Ko(f). Si
on Ote '’hypothése de propreté, quelles conditions supplémentaires faut-il sur

f pour obtenir la fibration en dehors d’un ensemble fini de R 7

Considérons un polynéme f : C" — C. Alors il existe un ensemble fini, A C C
tel que f: C"\ f~1(A) — C\ A est une fibration C* localement triviale. Par

exemple, les travaux de Parusinski (cf. [Par|) étudient différentes conditions
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suffisantes de trivialisation. Une partie du probléme consiste a déterminer un
tel ensemble A qui ne soit pas trop grand. On note By le plus petit ensemble
A pour lequel le résultat précédent est vrai. On dit que By est ’ensemble des
points de bifurcations ou valeurs atypiques de f. Dans tous les cas A contient
les valeurs critiques de f. Cependant, comme f peut ne pas étre propre, A

peut contenir d’autres valeurs, appelées valeurs critiques a I’infini.

Il est naturel d’essayer de réaliser la trivialisation au moyen du champ
de gradient de f. La non propreté éventuelle de f nécessite alors I’étude du
comportement asymptotique de V f(z) quand f(x) — ¢, t € C, pour |z| — 0.
Supposons qu’il existe un voisinage ouvert V; de t € C, tel que pour des |z|
suffisamment grand, f(z) € V;. Si la condition suivante, appelée condition de

Malgrange, est vérifiée :
(M) 3C>0[z] - [Vf(z) = C,

alors f est une fibration triviale au dessus de V; (voir [Par]). En fait, il existe
seulement un nombre fini de valeurs ¢t € C au dessus desquelles la condition
de Malgrange n’est pas vérifiée. De plus, cette condition est une condition

suffisante de trivialisation et permet donc d’expliciter A.

Dans le cas réel, un résultat plus général fut prouvé récemment par Kur-

dyka, Orro et Simon pour une application semi-algébrique de classe C?

([K-0-5]).

Les résultats précédents ayant lieu dans la catégorie semi-algébrique, on
peut donc se demander s’ils ont des analogues pour des fonctions vivant dans
une structure o-minimale. Dans ’espoir d’avoir un théoréme de trivialisation
pour une fonction définissable f, il faut d’abord localiser les points de R au-
dessus desquels on ne peut pas fibrer. Comme la condition de Malgrange suffit a
assurer la trivialisation, il faut décrire I’ensemble des points ot cette condition
est mise en défaut. Une partie de notre travail consiste & étudier cet ensemble
qu’on notera K (f). Un point de K. (f) s’appelle une valeur critique asymp-
totique de f. Si f est O alors K, (f) est fini (voir [D’A]). A partir de 1a,
on s’intéresse plus particuliérement aux propriétés des courbes intégrales du
champ de gradient d’une telle fonction. En effet, ce travail permet I’étude des

hypersurfaces de niveau d’une fonction définissable et des questions relatives
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au théoréme de fibration (valeurs atypiques, retraction sur un niveau atypique,
conjecture de Thom...). Toutes ces questions sont liées a la finitude (ou non)
de la longueur des courbes intégrales entres deux niveaux.

Au début des années 1970, Thom a proposé de comprendre le comportement
des trajectoires du champ de gradient au moyen d’outils provenant de la géo-
métrie semi-algébrique et semi-analytique. Les structures o-minimales ayant
le méme type de propriétés de topologie modérée, on étudiera les questions

précédentes dans cet esprit la.

Avant de traiter le cas général d’une fonction définissable définie sur R"

tout entier, il est important de rappeler le comportement du champ de gra-
dient d’une fonction définie sur un ouvert borné.
Kurdyka (cf [Ku2]) a montré que, pour une fonction définissable f, de classe
(O, définie dans un ouvert borné de R”, il existe une constante strictement
positive, M disons, qui majore la longueur de toute courbe intégrale du champ
de gradient de f.

Soit maintenant une famille définissable F de fonctions de classe C!, définies
sur des ouverts de R", tous contenus dans un méme compact K. On obtient

alors le théoréme suivant qui constitue le résultat principal du chapitre 2 :

Théoréme 0.1. ] existe une constante strictement positive My telle que pour
toute fonction définissable f € F, la longueur des courbes intégrales du champ

de gradient V f est majorée par My .

Bien qu’utilisant des objets similaires & ceux présentés par Kurdyka dans
[Ku2|, la preuve est sensiblement différente. La technique consiste & comparer
pour chaque élément f de la famille F, la longueur des courbes intégrales du
champ V f a celle d’une courbe définissable soigneusement choisie. La borne
uniforme s’obtient ensuite & 1’aide de la formule de Cauchy-Crofton pour la
longueur des courbes.

Dans le cas polynomial, on donne alors une borne uniforme explicite pour la
longueur des courbes intégrales du champ de gradient, calculée en fonction du
nombre de variables n et du degré d du polynéme.

Bien que le reste de ce travail s’attache & étudier des fonctions définissables
sur des ouverts non bornés, il est apparu évident de consacrer une partie non

négligeable a I’étude de cette borne uniforme. En effet, ce probléme met déja



en avant des valeurs particuliéres pour la fonction f que 'on appelera aussi
valeurs critiques asymptotiques. Elles sont définies de la fagon suivante :
supposons f définie sur un ouvert borné V', I’ensemble des valeurs critiques
asymptotiques, noté K,(f), est constitué des valeurs critiques et des valeurs
critiques sur le bord de V. Tout le probléme consistait donc a évaluer la lon-
gueur des trajectoires du champ de gradient au voisinage des fibres f~!(c),
pour toutes les valeurs ¢ € K,(f). Afin d’obtenir la borne M, on a contourné

le probléme en “évitant” les valeurs critiques asymptotiques.

Les valeurs critiques asymptotiques d’une fonction définissable influencent
de maniére conséquente le comportement du champ de gradient ainsi que la
topologie des fibres. Quand la fonction est définie sur un ouvert borné, il y
a seulement un nombre fini de valeurs critiques asymptotiques (cf [Ku2]), et
donc un nombre fini de types topologiques pour les fibres de la fonction. Ceci
nous améne & considérer ensuite une fonction définissable définie sur un ouvert

non borné de R".

Soit une fonction définissable f : R® — R de classe C*. Comme dans le cas
complexe, on étudie le comportement de V f(z) quand |z| — oo et f(z) — c.
Si on considére les valeurs ¢ € R pour lesquelles on a aussi Vf(x) — 0, il est
possible que toute valeur ¢ prise par la fonction f satisfasse V f(z) — 0 quand
|z| devient suffisamment grand au voisinage du niveau f~!(c) (il existe des
fonctions semi-algébriques de deux variables qui ont cette pathologie).

Il est donc indispensable de modifier la définition de valeur critique a l'infini
afin de mieux situer les valeurs en lesquelles il y a un changement de type
topologique. Comme dans le cas complexe, on considére les valeurs de f pour
lesquelles la condition de Malgrange n’est pas vérifice. Soit |z| - |V f(z)| — 0.
L’ensemble des réels ¢ ne vérifiant pas la condition de Malgrange, noté K (f),
désigne ce qu’on appellera désormais ’ensemble des valeurs critiques a I'infini

de f. On montre dans le chapitre 3 le théoréme suivant :
Théoréme 0.2. L’ensemble K..(f) des valeurs critiques asymptotiques est
fini.

Ainsi, en dehors d’un nombre fini de fibres, correspondant aux valeurs cri-

tiques et aux valeurs critiques a l'infini, le champ de gradient V f vérifie la

condition de Malgrange, soit |z| - |V f(z)| > C pour z situé en dehors d'un
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compact de R™ et C' une constante strictement positive dépendant du com-
pact.

Ainsi, le champ de gradient réalise la trivialisation de la fonction f au dessus
de chaque composante connexe de R\ (Ko (f) U Ko(f)). Ou Ko(f) désigne
I’ensemble des valeurs critiques de la fonction f.

On généralise ensuite ce résultat dans le cas d’une fonction définissable de
classe C'' définie, cette fois, sur un ouvert non borné Q. Ce qui, d’une certaine

facon, revient a redéfinir une métrique Riemannienne compléte sur €.

Le chapitre 3 dit, entre autre, qu’au voisinage d’une valeur critique asymp-
totique d'une fonction définissable f, il existe un chemin définissable sur le-
quel la condition de Malgrange est mise en défaut. A I'aide d’un tel chemin,
on donne au début du chapitre 4, une inégalité du type Lojasiewicz pour le

champ de gradient au voisinage de la valeur critique asymptotique.

Théoréme 0.3 (Inégalité de Lojasiewicz). Il existe une fonction définis-
sable 1 et une constante strictement positive C' telles que, pour x suffisamment

grand et situé sur une fibre voisine de la valeur critique asymptotique, on a :

|z - [V(¥ o f)(z)| = C.

La construction de v ne produit jamais de fonction bornée au voisinage
de la valeur critique asymptotique. Néanmoins, il est possible dans certains
cas d’obtenir le méme type d’inégalité avec une fonction bornée. Dans un tel
cas, comme les courbes intégrales du champ Vf et V(¢ o f) coincident, la
condition de Malgrange est vérifiée pour la fonction ¢ o f. On obtient alors
la trivialisation au voisinage de cette valeur critique asymptotique. Cette ob-
servation donne, dans le cas d’une structure o-minimale ne contenant pas la
fonction exponentielle, une condition suffisante, exprimée en terme d’exposant,
pour qu’une valeur critique asymptotique soit une valeur de bifurcation. On
dit alors qu’une valeur de bifurcation qui n’est pas une valeur critique est une
valeur atypique a l’infini.

Dans la suite du chapitre 4, on étudie, au moyen du flot du champ de gradient,
les changements de type topologique des fibres d’une fonction définissable f.
En effet, si ¢ est une valeur critique asymptotique qui n’est pas valeur critique,
alors le gradient est partout non nul sur f~!(c). L’inégalité précédente permet
de plonger chaque composante connexe de la fibre f~!(c) dans une des com-

posantes connexes d’une fibre f~!(¢), pourvu que l'intervalle [t, c[ (pour fixer
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les idées on peut supposer que ¢ < ¢) ne contienne que des valeurs réguliéres.
On obtient ainsi, dans le méme esprit que F. Chazal (cf [Ch]), un théoréme

de plongement :

Théoréme 0.4 (Théoréme de plongement). I existe une immersion in-
jective ouverte ® : f~1(c) — f7L(t) qui plonge chaque commposante connexe

de f~(c) dans une composante connexe du niveau f~1(t).

Ce résultat est encore vrai pour un polynéme P : C" — C. Ce qui constitue

en sol un résultat nouveau.

Enfin, soit une fonction définissable f : R? — R, de classe C%. On consi-
dére un niveau générique t et une valeur critique asymptotique c. On suppose
également qu’il n’y a entre ¢ et ¢ que des valeurs réguliéres. Pour chaque com-
posante connexe Cy(t) du niveau f~!(¢), 'ensemble I(¢) C f~'(¢) désigne les
points par lesquels passe une courbe intégrale du champ de gradient n’attei-
gnant jamais le niveau f~'(c). Si I(t) est une sous-ensemble propre non vide
de Cy(t), alors il est homéomorphe & une réunion finie d’intervalles fermés.
Cette observation permet de bien définir la différence entre le nombre de com-

posantes connexes de la fibre f~!(c) et celui de la fibre f~1(¢).

Au chapitre 5, on revient au cas d’une fonction définissable de classe C?,
définie sur R". Soit v une courbe intégrale du champ de gradient Vf. On
suppose que v est de longueur infinie, mais que la fonction f est bornée sur ~.
Ceci revient a dire que la courbe intégrale v approche, sans jamais 1’atteindre,
un niveau atypique.

En quelque sorte, |V f| est trés faible sur . On pourrait alors croire que ~y
réalise un minimum local de |V f| sur les fibres de f. Ceci est effectivement
vrai... a la seule condition que 7 soit une droite. Ce résultat fut obtenu alors
qu’on essayait de trouver des courbes intégrales définissables et de longueur

infinie.

A T’heure actuelle, en toute généralité, on ne sait pas si une telle courbe
intégrale reste définissable dans la structure de départ (bien qu’elle soit définis-
sable dans la clottire pfaffienne de la structure o-minimale). Il semble toutefois
raisonnable de penser que pour une fonction f définissable dans une structure

o-minimale polynomialement bornée (i.e. qui ne contient pas la fonction ex-
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ponentielle), définie sur R?, si I(¢) est un sous-ensemble propre non vide de
f7Y¢), alors I(t) n’a quun nombre fini de points. La question reste ouverte
dans le cadre des ensembles semi-algébriques et méme dans le cas polynomial.
Une réponse positive prouverait I'existence de séparatrices réelles du champ
de gradient en nombre fini.
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Chapitre 1
Structures o-minimales

Ce chapitre a pour but d’énumérer quelques propriétés géométriques des
ensembles définissables dans une structure o-minimale sur le corps des réels.
On rappelle ici plusieurs résultats classiques et on donne également quelques

propriétés supplémentaires des courbes définissables.

1.1 Propriétés des structures o-minimales sur le

corps des réels

Définition 1.1.1. Soit M = {J, .y Mn 0t chaque M, est une famille d’en-
sembles de R™. On dit que M est une structure o-minimale sur (R, +, -, <) si

les axiomes suivants sont vérifiés :

(i) chaque M,, est une algébre booléenne de sous-ensembles de R", c’est-a-
dire ) € M,, si A,B € M, alors AUB ¢ M,, ANB €¢ M,, et
R*"\ AeM,;

(ii) si A€ M, et B€ M,,, alors Ax B € M1 ;

(iii) si A € My et m, : R™™™ — R™ est la projection naturelle sur les n

premieres coordonnées, alors m,(A) € M,, ;

() si f,g1,...,9x € RIXq,...,X,], alors {x € R" : f(z) =0,¢9;(x) > 0,i =
L,...,k} € M,;

(v) Tout ensemble dans M est réunion finie d’intervalles et de points.

Si M vérifie seulement les quatre premiers axiomes, on dit que M est une

structure. L’axiome (v) est appelé axiome d’o-minimalité. Etant donnée
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une structure o-minimale arbitraire M, on dira qu'un ensemble A est défi-
nissable dans M, s’il existe un entier n tel que A € M,. On dira qu'une
fonction f: A — R™ est définissable dans M si son graphe est un ensemble
définissable dans M. Dans toute la suite M est une structure o-minimale ar-

bitrairement fixée, et définissable sous-entend définissable dans M.

L’une des proprétés essentielles des structures o-minimales réside dans le
comportement des fonctions définissables d’une variable réelle. Ainsi, on a le

résultat suivant :

Lemme 1.1.2 (Théoréme de monotonicité [vD]). Soit f :|a,b[— R
une fonction définissable, ot —oo < a < b < +oo Alors il existe des réels
a=ay<a <... <a,=>tels que f est de classe C' sur chaque intervalle
lai, a;i1[. De plus f' est strictement monotone ou constante sur tout intervalle
]&i, ai+1[~

Dans ce sens, les structures o-minimales se comportent comme la structure
des ensembles semi-algébriques. De nombreux résultats comme ceux présentés

ci-dessous se généralisent trés bien.

Lemme 1.1.3 (Lemme du petit chemin). Soit A C R" un ensemble défi-
nissable et soit a € A\ {a}. Alors il existe un arc 7 : [0,e[— R"™ définissable,
de classe C* tel que a = v(0) et v(]0,e[) C A\ {a}.

Preuve. Voir par exemple [B-C-R| ou [vD]. Notons que la preuve se fait
néanmoins en plusieurs étapes. On commence par montrer 'existence d’un
chemin définissable. Il suffit ensuite d’appliquer le théoréme de monotonicité
pour obtenir la continuité. En réalité on peut montrer I'existence d’un chemin

définissable de régularité C?, ou p est un entier aussi grand que l'on veut. m

Le résultat suivant est une conséquence simple mais néanmoins utile pour

la suite, notament pour le chapitre 3.

Corollaire 1.1.4 (Lemme du petit chemin a I’infini). Soit F: A — R”
une application définissable sur un ensemble définissable non borné, A C R™.

On suppose qu’il existe une suite {x,},en de points de A telle que : |x,| — +o00
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et F(z,) — a quand v — +00.
Alors il existe un arc vy : [R, +oo[— R, définissable de classe C', et contenu

dans A tel que : |y(r)] — oo et F(y(r)) — a quand r — +o00.

Preuve. La preuve de ce résultat se fait essentiellement par compactifica-
tion définissable du graphe de ’application F, afin de se ramener au conditions
du lemme précédent. En effet, si on désigne par ['r le graphe de I’application
Feto:x— 7 définie pour z # 0, alors lapplication (o, idgr) envoie I'p sur
un ensemble définissable ¥ C R™™ tel que (0,a) € X\ {(0,a)}. Il suffit alors
d’appliquer le lemme 1.1.3 au point (0,a) et & U'ensemble X, puis de décom-

pactifier. m

Les arcs définissables ont des propriétés élémentaires. Dans les lemmes
suivants on établit les notions de sécantes, de tangentes a 'infini ainsi que
I'existence et I'unicité de telles droites, pour un arc définissable de longueur

infinie.

Lemme 1.1.5. Soit v :] Ry, +0o[— R"™ un arc définissable de classe C' tel
que rlijrnoo |v(r)| = +o0. Soit S, = Ry(r), la droite vectorielle passant par le
point y(r). De la méme fagon, on définit T, = R~/'(r) Alors So = TEIJPOO S, et
T = T’ETOO T, existent et Soo = 1.

Preuve. Si ~ est définissable, alors I'application r — S, est définissable,
et & valeurs dans un compact. Il suffit de voir I' = {S, : r > Ry} comme un
arc définissable de classe C' inclus dans P"7'(R). De plus sa frontiére forme
un ensemble définissable et de dimension nulle P*~*(R), et la connexité de
implique l'existence de S,,. L’existence et 'unicité de T, se prouvent de facon

similaire.

Il reste & démontrer 1’égalité S,, = T.,. Soient u et v les vecteurs définis par
() e ()
1 et v= lim

im
r—-+oo |y(r)] r—too [Y/(r)| _ _
v engendrent dans R™ un plan P de dimension 2. Soit vp le projeté orthogonal

u= . Supposons au contraire u # v, alors u et

de v sur P. Alors asymptotiquement vp est le graphe d’une certaine fonction
définissable g (c’est-a-dire vp = {(z,y) € P : y = g(x)) Remarquons que g

est de signe constant et, si x est suffisamment grand, alors g(z) # 0 dans un
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systéme orthonormal de coordonnées ou S, est la droite d’équation y = 0.
On aurait alors, vu que u # v, liril g(x) =0 et liI_iI_l g'(x) # 0. Ce qui est

impossible. Finalement u =v et Too = Sy. =

Notons que le lemme précédent est encore vrai en dehors du cadre o-minimal

en exigeant seulement que 7 soit une courbe non oscillante (cf [C-M-S]).

Conséquence 1.1.6. Si on paramétre vy par la distance a Uorigine (i.e. |y(r)| =

r), alors il existe C' > 1 tel que 1 < |/(r)| < C pour tout r suffisamment grand.

Preuve. En effet, si |y(r)| = r, alors :

2r = (1*) (r) = (4(r), 4 (7)) = 2r - |7/ (r)] - cos(y(r), 7/ (r))

Cest-a-dire |y/(r)| =

p . Bt d’aprés le lemme 1.1.5 ’angle entre
cos(v(r),7'(r))
T, et S, tend vers 0 quand r tend vers l'infini, soit cos(y(r),~'(r)) ~ 1. Donc

|7/ ()| reste voisin de 1 pour r assez grand. m
Le résultat suivant est essentiel pour démontrer le lemme 3.1.3.

Lemme 1.1.7 (lemme d’aile). Soient V' et S deux ensembles définissables
tels que V.C S\ S. Alors, il existe un ensemble définissable A C S tel que
V=AN(S\S9).

Preuve. C’est un résultat classique de géométrie semi-algébrique (voir par

exemple [B-C-R]). La construction dans le cadre o-minimal est identique. m

Théoréme 1.1.8 (Choix définissable [vD]). Soit S C R™" un ensemble
définissable et w,, : R™™ — R™ la projection naturelle sur les m premiéres
coordonnées. Alors il existe une application définissable f : m,(S) — R™ telle

que le graphe de f est inclus dans S.

On va maintenant rappeler un résultat trés important qui est un peu I'ana-
logue du théoréme de monotonicité mais pour des ensembles de dimension plus
grande. Commencons d’abord par rappeler la définition de cellule définissable.
Le théoréme qui suit la définition est une généralisation du cas semi-algébrique.

Dans ce qui suit on reprend la construction telle qu’elle est donnée dans [Co].



Définition 1.1.9. Une décomposition cellulaire cylindrique définissable de R™
est une partition finie de R™ en ensembles définissables (C;);cr satisfaisant aux
propriétés ci-dessous. Les C; sont les cellules de la décomposition cellulaire cy-

lindrique définissable.

n =1 : Une décomposition cellulaire cylindrique définissable de R est donnée

par une subdivision finie a1 < as < ... < a; de R. Les cellules sont les sin-
gletons {a;}, 0 < i <1 et les intervalles |a;, a;11[, 0 < i <[, ot ap = —o0 et
aj+1 = +00.

n > 1 : Une décomposition cellulaire cylindrique définissable de R™ est don-
née par une décomposition cellulaire cylindrique définissable de R™! et, pour

chaque cellule D de R, des fonctions définissables continues :

<D,1 <... <CD,l(D) D — R.

Les cellules de R™ sont les graphes : {(x,(p.(x));x € D}, 0 < i < (D), et

les bandes : (Cps,Cpit+1) = {(z,y);x € D et (pi(x) <y < (pi+1(x)} pour
0<i<I(D), ot (po = —00 et (pyp)t1 = +00.

Théoréme 1.1.10 (Décompositon cellulaire [vD]). Soient Ay, ..., Ay des
sous-ensembles définissables de R™. Il existe une décomposition cellulaire cy-

lindrique définissable de R™ telle que chaque A; est une réunion de cellules.

Remarque 1.1.11. On peut raffiner la décomposition de sorte que chaque

cellule soit CP-lisse pour un entier p arbitrairement fixé.

Théoréme 1.1.12 (Composantes connexes [vD]). Soit {A;}icz une fa-
mille définissable de sous ensembles de R™. Alors il existe un entier N tel que,
pour tout i € I, A; posséde au plus N composantes connexes. De plus, chaque

composante connexe est définissable.

Théoréme 1.1.13 (Finitude uniforme). Soient A C R"™™ un ensemble
définissable et A, = {x € R" : (z,y) € A}. Si pour tout y € R™ l’ensemble A,
est fini, alors il existe un entier N tel que pour tout y € R™, CardA, < N.

Définition 1.1.14. On dit qu’une structure o-minimale M est polynomiale-

ment bornée si, pour toute fonction f: R — R définissable dans M, il existe
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un entier N, tel que pour tout x suffisamment grand on a : |f(x)| < 2V,

Théoréme 1.1.15 (Théoréme de Dichotomie [Mil]). Soit M une struc-
ture o-minimale, alors soit M est polynomialement bornée ou bien la fonction

exponentielle est définissable dans M
La proposition suivante est une conséquence du théoréme de dichotomie.

Proposition 1.1.16 (Miller). Soit M une structure o-minimale polynomia-
lement bornée. Soit f : R — R une fonction définissable et non identiquement
nulle au voisinage de l’infini. Alors il existe c,r € R, ¢ #£ 0, tel que f ~ ca”

et la fonction |0, +00[> x +— 2" est définissable dans M.

Preuve. La démonstration repose en partie sur le fait que le corps de Hardy
(explicité succintement dans la section suivante) d’une structure o-minimale
polynomialement bornée ne posséde qu’'une seule classe de comparabilité, ce
qui signifie en d’autres termes que la fonction fo, posséde une limite finie non

nulle 7. Il existe donc ¢ # 0 tel que pour x suffisamment grand on a f ~ cx”.

flzy)

La deuxiéme partie de la proposition vient du fait que liril W = 2" est
y—+oo f(y
une condition définissable (cf. [Mil| pour une preuve détaillée). m

1.2 Corps de Hardy d’une structure o-minimale

Dans cette section, on notera indifféremment par f une fonction définie
sur un voisinage de +oco ainsi que le germe a l'infini de f.
Pour les preuves des différents résultats qui suivent on pourra regarder les tra-
vaux de M. Rosenlicht (cf. [Rol] et [Ro2]). La théorie est établie dans le cadre
général des corps de Hardy et contient des résultats pour les corps de Hardy
de rang fini. En fait dans le cas ou le corps de Hardy provient d’une struc-
ture o-minimale ce rang est soit égal & 1 si la structure est polynomialement

bornée, soit infini si la structure o-minimale contient la fonction exponentielle.

Définition 1.2.1. Soit 'H un corps de germes a l’infini de fonctions d’une
variable réelle.On dit que H est un corps de Hardy si de plus H est stable par

dérivation. C’est a dire que pour tout germe f € H, le germe f' € H.



Soit k* les éléments de H qui possédent une limite finie non nulle. Alors
k = k* U {0} désigne le corps des constantes de H. On dira qu’un élément

f € H est infiniment croissant si lim |f(x)] = +oc. Pour tout élément
r—+00

f € H\k, soit f soit % est infiniment croissant. Dans ce qui suit on comparera
la croissance d’éléments infiniment croissants. En effet, pour f,g € H, quitte
a remplacer f par —f ou j:% et g par —g ou i%}, on peut toujours supposer

que f et g sont infiniment croissants.

Définition 1.2.2 (Classes de Comparabilité). Soient f,.g € H, deuz
germes infiniment croissants tels que f < g. On dit que f et g sont com-
parables si il existe un entier N tel que g < f~. On notera CI(f) I’ensemble
des germes comparables a f. La relation de comparabilité définit sur chaque
classe une relation d’équivalence. Le rang d’un corps de Hardy est le nombre

de ses classes de comparabilité.

Proposition 1.2.3. Soit M une structure o-minimale. Soit Hys [’ensemble
des germes a linfini de toutes les fonctions d’une variable réelle définissables
dans M. Alors Hy; est un corps de Hardy. De plus si M est polynomialement

bornée, alors Hys posséde une unique classe de comparabilité.

La proposition qui suit est une conséquence du résultat précédent. La

preuve repose sur 'existence d’une valuation sur les corps de Hardy.

Proposition 1.2.4. Soit M une structure o-minimale polynomialement bor-
née. Si f € Hy \ k, alors fol € k*.






Chapitre 2

Borne uniforme sur la longueur des

trajectoires du champ de gradient

Dans [Ku2| Kurdyka a montré que pour une fonction f définissable, C'! dé-
finie sur un ouvert borné V, il existe une constante A > 0 telle que la longueur
des courbes intégrales maximales du champ de gradient est majorée par A.
Considérons maintenant une famille définissable { f,},cp de fonctions définies
sur des ouverts contenus dans un méme compact K. On peut naturellement
se poser la question suivante : existe-t-il une constante M telle que pour tout
p € P, la longueur des courbes intégrales maximales du champ V f,, soit ma-
jorée par M ?

Evidemment, I’étude des valeurs critiques des fonctions f, posent des probleme
pour majorer la longueur des courbes intégrales. Les singularités au bord de
chaque ouvert posent également des difficultés. La technique utilisée par Kur-
dyka dans [Ku2| consiste a trouver pour chaque niveau atypique de la fonction
définissable f, une constante C' > 0 et une fonction définissable v telles que
dans un voisinage d’un niveau atypique on a l'inégalité : |V (¢ o f)(x)| > C.
Pour des niveaux voisins t; et to d’une fibre atypique la borne est donnée
par &|t; — t2]. La fonction f étant bornée sur V, on obtient alors une bonne

majoration.

Remarque 2.1. Sil’on veut reproduire la preuve pour le cas d’une famille de
fonctions ayant les propriétés ci-dessus, on est amené & considérer le méme type
d’inégalité avec cette fois, pour chaque valeur p du paramétre, une constante
C,. L’obstruction réside donc dans le fait que cette constante peut devenir trés

proche de 0 lorsqu’on fait varier p. De cette fagon on ne peut pas conclure.



La technique utilisée est finalement toute autre, et consiste & comparer la
longueur des courbes intégrales a celle d’'une courbe définissable de longueur
finie. De cette maniére on obtient une borne uniforme pour la longueur des

courbes intégrales.

2.1 Cas o-minimal

Soit F': U — R une fonction définissable, ot U est un ensemble définis-
sable de R™ x R¥ tel que la famille U, = {z € R" : (x,p) € U} soit unifor-
mément bornée, pour p variant dans RF. Notons par P lensemble 7 (U),
ou 7 désigne la projection naturelle sur les k derniéres coordonnées (i.e.
(X1, oo Ty Tpg 1y - ooy Toak) = (0,...,0, 2041, ..., Tpyk)). Compte tenu des
notations précédentes, P sera désigné comme ’espace des paramétres. Notons
que pour tout p € R¥ Pensemble U, est définissable, ainsi que l'application
fp=F(-,p). Cest a dire que {f,},cp est une famille définissable de fonctions
définissables dans la structure o-minimale M. On supposera également, que
pour tout p € P, la fonction f, est de classe C".

On va montrer (c.f. théoréme 2.1.5) dans cette section, que pour chaque élé-
ment f, d'une famille définissable de fonctions définies sur des ouverts U, (tous
contenus dans un méme compact), la longueur des trajectoires maximales du
champ de gradient est majorée indépendamment du paramétre p.

On appliquera ensuite le résultat du théoréme 2.1.5 pour donner une majo-
ration de la longueur des trajectoires du champ de gradient d’une fonction
polynomiale et on donnera une borne effective pour un polynéme générique.
L’argument essentiel dans la preuve du théoréme 2.1.5 est l’existence d’une
borne uniforme pour la longueur d’une famille définissable de courbes conte-
nues dans un méme compact. La formule de Cauchy-Crofton appliquée a
chaque élément de la famille de courbes donne la majoration uniforme pour la
longueur de ces courbes.

Formule de Cauchy-Crofton 2.1.1. On reprend ici les arguments sous la
méme forme que Donaldson (cf [Dol). Aprés quelques adaptations on replacera
les résultats dans le contexte semi-algébrique.

Soit H I'ensemble des hyperplans affines de R™. Il existe une mesure lisse sur

H, unique & I’échelle prés qui est invariante sous ’action transitive du groupe
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affine Euclidien. Soit C une courbe lisse, compacte, contenue dans la boule
unité. Alors presque tout élément II € H rencontre transversalement C en
un nombre fini de points. On note ¢(II,C) le nombre de ces points d’intersec-
tion. Alors, aprés une normalisation convenable de la mesure, on a la formule

suivante (appelée formule de Cauchy-Crofton) :

long(C):/Hi(H,C)dH (2.1)

Corollaire 2.1.2. Soit I' = {I', },ep une famille définissable de courbes lisses
contenues dans un compact K C R™. Alors, il existe un réel myg > 0 tel que

pour tout p € P, long(I'y) < mg.

Preuve. La preuve repose en partie sur la formule de Cauchy-Crofton. Soit
IT un hyperplan d’intersection non vide avec le compact K. Sauf pour un sous-
ensemble de mesure nulle dans ’ensemble des hyperplans affines qui coupent
le compact K, II n’a qu'un nombre fini de points d’intersections avec la courbe
I',. Soit ¢(IL,T',), le nombre de points d’intersection entre II et I',. D’aprés le
théoréme de finitude uniforme dans les structures o-minimales, comme 1’en-
semble des hyperplans affines de R™ est définissable, il existe un entier i, (I',),
tel que pour presque tout I1 € H, on a i(II,T")) <ix([,). En effet, IINT, ne
posséde qu'un nombre fini de composantes connexes, qui sont donc des points.
Grace au théoréme de finitude uniforme, lorsque p varie dans P, le nombre
ix(I'p) est majoré par un entier indépendamment de p. On note iy cet entier.
Ensuite, il suffit de constater que ’ensemble des hyperplans affines d’intersec-
tion non vide avec K est de volume fini, Vx. On obtient ainsi en appliquant

la formule de Cauchy-Crofton a la courbe T', :
IOIlg(Fp) < iKVK = Mgk.

Définition 2.1.3. Soit f une fonction définissable de classe C' définie sur un
ouvert borné V. Un réel c € K,(f) si et seulement s’il existe une suite {x,}
de points de V, telle que {f(z,)} — ¢ et {Vf(z,)} — 0.0n appelle K,(f)

I’ensemble des valeurs critiques asymptotiques de f.

L’ensemble des ¢ appartenant a K, (f) pour lesquels il existe une suite {x, }
convergente dans V', est I’ensemble des valeurs critiques de la fonction f au
sens usuel. C’est & dire qu’il existe zy € V' tel que f(xy) = c et V f(xy) = 0.

Ainsi, K,(f) contient ’ensemble des valeurs critiques de la fonction f.
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Si Ion retire ’hypothése de compacité relative sur V', on peut obtenir K,(f)
aussi grand que I'on veut. Il suffit de prendre la fonction f(z,y) = £ définie
sur R? \ {z = 0}. Alors, toutes les valeurs prises par f sont des valeurs cri-
tiques asymptotiques. Ce type de situation peut se produire également pour

des polyndémes a n variables, avec n > 3.

D’aprés Kurdyka, si f et V sont comme dans la définition 2.1.3, alors on

a la proposition suivante :
Proposition 2.1.4 ([Ku2]). L’ensemble K,(f) est fini.

Théoréme 2.1.5. Soient U C R*"xR* et F': U — R une fonction définissable.
Soit K un compact de R" tel que U, C K et F(-,p) = f, : U, — R soit de
classe C* sur U, pour tout p € P. Alors il existe un réel My > 0 tel que, pour
tout p € P, la longueur des trajectoires du champ de gradient V f,, est magjorée

par Mk.

Avant de passer & la démonstration du théoréme 2.1.5, nous allons comparer
entre elles les longueurs des trajectoires du champ de gradient d’'une fonction
satisfaisant de bonnes propriétés.
Soient f : V — R une fonction définissable de classe C'! sans valeurs critiques
asymptotiques sur un ouvert borné V et Z C V un ensemble définissable,
fermé, tel que pour tout t € f(V), I'ensemble Z; = f~1(t) N Z est d’intérieur
non vide. Soit W le complémentaire de Z dans V. Notons W, l'intersection
de W avec le niveau f~!(t). Supposons que pour tout ¢t € f(V) et pour tout
z € W;,on a:

IVf(2)] = sup{[Vf(y)| : y € Z:}.
Pour tout = € V, on note «, la courbe intégrale du champ de gradient passant
par x. Pour € > 0 fix¢é, on note Ve(t) I'ensemble {y € V : t —e < f(y) <t+¢}
et af = a, NVE(f(2)).

Sous ces conditions, on a lemme suivant :
Lemme 2.1.6. Pour tout xo € W, il existe y € Zy,,) et € > 0 tels que
long(ag,) < long(ag).

Preuve. Par hypothése, Z;(,,) est d’intérieur non vide et contient un point
y. Alors il existe une boule ouverte By(r), de centre y et de rayon r, contenue
dans Z qui contient une partie de la courbe intégrale a,. On choisit € de sorte

a; soit entiérement contenue dans la boule B,(r). Ensuite, quitte a réduire
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g,ona:a, NZ= (). Si on paramétre les courbes intégrales par les niveaux
de f (c’est a dire qu’on intégre le champ %), alors pour tout ¢t €]f(xg) —
e, f(xg) + €[ on obtient :

IV (foag,) )] = V(foag)().

Ce qui donne aprés intégration : long(a; ) < long(ag). =

Preuve du théoréme 2.1.5. On note K,(f,) 'ensemble des valeurs critiques
asymptotiques de la fonction f,, et on pose K,(F) = {{p} x K.(f,) : p € P}.
D’aprés la proposition 2.1.4, pour chaque valeur p du paramétre, I’ensemble
K, (f,) est fini. Ainsi, pour tout p € P, soit K,(f,) est vide, soit il existe un en-
tier n(p) tel que Ko(fp) = {c1(D); s Cap) ()} 011 c1(p) < c2(p) < ... < ) (D)-
Il existe une décomposition cellulaire de P = U;crP; (i.e. en nombre fini de
cellules définissables), telle que sur chaque cellule, n(p) est constant et I’en-
semble K,(F)N{P; xR} est réunion finie de graphes de fonctions définissables

(c’est une conséquence du théoréme de finitude uniforme).

On va construire un ensemble définissable A C U a lintérieur duquel, pour
chaque valeur p du paramétre, |V f,| est trés petit. La construction reprend en
partie celle de [Ku2|, a cette exception prés qu’on travaille ici non plus avec
une seule fonction définissable mais avec une famille définissable de fonctions
appartenant a la structure o-minimale M.

Soit p € P et soit ¢, : R — R, la fonction définissable donnée par :

pp(s) = inf{|Vf(2)] - w € £, (s)}.
Notons que la fonction ¢ définie par p(s, p) = ¢,(s) est également définissable.
Remarquons aussi (cf. |[Ku2|) que si sp ¢ K,(f,), alors il existe alors une
constante ¢(sg) > 0 telle que ¢, > ¢(sp) > 0 au voisinage de so. Soient A, et

A les ensembles définis comme suit :
Ay, ={z€l,\ fp_l[Ka(fp)] IV ()] < 29[ fp(7)]},
A={(x,p)eU:zel, pe P}

Les ensembles A et A, sont définissable. Remarquons que 'ensemble A, vérifie
les conditions du lemme 2.1.6. En particulier, son intersection avec un niveau
générique est d’intérieur non vide.

Soient f,, I'une des fonctions de la famille définissable et I = [to, 1] un intervalle
d’intersection vide avec K,(f,)). Soit X, la restriction d'une courbe intégrale

Xp af, 1(I). Supposons que X, est d’intersection non vide avec A, et U, \ A,,.
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D’aprés le lemme 2.1.6, on peut comparer la longueur de chaque composante
connexe de X, N (U, \ A,) avec la longueur de certaines courbes intégrales
contenues dans A,,.

Il suffit alors d’estimer la longueur des parties de courbes intégrales situées
dans A, et d’en donner une majoration uniforme (i.e. indépendante de p).
Notons que les cellules de la décomposition cellulaire de P sont en nombre fini.
Ainsi, il suffit de majorer uniformément la longueur des courbes intégrales des
champs de vecteurs V f, pour p € P;, o P; est I'une quelconque des cellules
dans la decomposition précédente de P. On note alors A; = {(z,p) € A: p €

P;}. Considérons pour cela application définissable :
oc:A\;, — RxDP

(z,p) — (fp(x),p)
Alors, d’aprés le théoréme du choix définissable (cf théoréme 1.1.8), il existe
une section définissable de o, c’est a dire une application définissable
v o(A;) — A vérifiant : 0oy = Idg(a,). Soit I'y, = ImyNA,,. Pour tout p € P,
la courbe définissable I', est transverse aux fibres de f,, sauf peut-étre en un
nombre fini de points. Par o-minimalité, I’ensemble des points ot I', n’est pas
de classe C? est fini. Ainsi, aprés avoir éventuellement retiré les niveaux non
transverses a ', (également en nombre fini) et ceux oi la courbe I', n’est pas
de classe C', on peut supposer que I, est C'! et transverse a toutes les fibres

de f,. Le dessin suivant donne une idée des différents objets considérés.

Niveaux atypiques

Niveaux typiques

Up
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Désormais, on fixe un élément p € P; et, pour un tel p, on estime les trajectoires
du champ Vf,. Soient ¢(p) € K,(f,) et ti,t2 des valeurs de f, telles que
ty <ty et Ko(fp)N[ta, c(p)[= 0. Quitte & effectuer une décomposition cellulaire
définissable de A;, on peut supposer que la courbe définissable I', est lisse,
connexe et transverse aux fibres entre les niveaux ¢, et ;.

Soit X, une trajectoire du champ de gradient et X, = X, N {ts < f, < t,}.
On suppose que X, est entiérement contenue dans A,. Soient z(s) et 6(s’)
les paramétrages respectifs de X, et I', par leur longueur d’arc s et s, oi
x(0),6(0) € {f, = ta} et les fonctions s — (f ox)(s) et s' +— (f 0 8)(s’) sont
strictement croissantes.

Soit n I'application qui & tout point de X,, associe I'unique point d’intersection
du niveau {f, = f,(z(s))} avec la courbe I',.

Ainsi, pour un s fixé le réel h(s) = 07! o no x(s) représente la longueur de la

partie de la courbe I', comprise entre les niveaux {f, = t2} et {f, = fo(x(9))},

alors que s est la longueur de X, entre ces deux mémes niveaux.




On va montrer que pour tout s on a : s < 2h(s). En effet, puisque f[z(s)] =

fIn(x(s))], en dérivant par rapport a s, on obtient ’égalité suivante :

(Vflz(s)], 2/ (s)) = (VfIn(x(s))], (n o x)'(s)).
Soit [V f(z(s))| = [V f(C(s))] - |¢'(s)] - cosa(s), avec ( = nox et a(s) I'angle
entre les vecteurs V f({(s)) et ¢'(s).
Comme ((s) et x(s) sont contenus dans ’ensemble A, on a :

V()] < 20(f(C(5)) < 2[Vf(x(s))].
L’inégalité précédente implique alors : |V f(x(s))] < 2|V f(x(s))]-|¢(s)] - cos a.
Soit [¢'(s)] - cosa > %, ou encore |('(s)| > 3
Puisque 67! o0 f(s) = s, on a facilement : d@&i)(u(s)) =1 ou u(s) = E:EZ;'
Clest a dire : #'(s) = |¢'(s)] > 1. Donc A'(s) > 3, et s < 2h(s). Ainsi, pour
tout niveau t € [to,t;], il existe s > 0 tel que {f, =t} = {f, = fo(x(s))}.

Comme h(s) représente la longueur de I', entre les niveaux t, et ¢, on déduit

que la longueur de la partie de X, située entre les niveaux ¢, et ¢ est inférieure
a deux fois la longueur de la partie de I', située entre ces mémes niveaux.
L’inégalité reste vraie en passant d’abord a la limite en ¢ = ¢, puis en faisant
tendre ¢; tend vers c(p). D’autre part, quitte a faire une décomposition cellu-
laire de U,, on peut supposer que X, est soit entiérement contenue dans A_p
soit X, N'A, = . Ainsi, la longueur de toute trajectoire du champ V£, est
inférieure & 2long(I',). Or, I" est définissable et, pour tout p € P;, la courbe I,
est définissable, contenue dans le compact K et de longueur finie. Et d’apreés
le corollaire 2.1.2, il existe une constante mg p, > 0 telle que pour tout p € B,
long(I',) < mg p,. Posons My ; = 2m p,. Comme P est réunion finie de telles
cellules P;, en posant My = mZaX{M ki), on obtient la majoration uniforme

voulue. m

On considére maintenant une famille définissable F' qui vérifie les mémes
hypothéses que dans le théoréme 2.1.5 sauf que les ouverts U, ne sont plus
contenus dans un compact K, mais sont seulements bornés. Pour tout ouvert
U, on note D, le diamétre de ’enveloppe convexe de U,. Notons également
M, la borne obtenue dans le théoréme 2.1.5 pour K = B la boule unité fer-

mée dans R™ muni de la métrique euclidienne. Alors on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.7. Pour toute trajectoire 3, C U, du champ Vf, on a :
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long(8,) < D,M;.

Preuve. Soit f, : U, — R un des éléments de la famille F'. Alors il existe
zo € R" tel que U, C B(zg, D,). Soient t — [,(t) une courbe intégrale du
champ Vf, dans U, et T : B" 2 X — 9+ D,X € B(xp,D,). On pose
gp = fpoT. Ainsi la famille de fonctions {g,},cp est définissable et chaque
fonction g, est définie sur un ouvert contenu dans B". Si = 7o + D, X, on
obtient Vg,(X) = D,V fy(z). Comme Bp(t) = V/p(By(1)) et Bp(ﬂ = Dydy(1),
alors Dc,(t) = DipVgp(ap(t)). Ainsi la courbe a,, est une courbe intégrale du

champ Vg, contenue dans B", ou g, = La famille {g,},cp est encore

D2
P
une famille définissable vérifiant les hypothéses du théoréeme 2.1.5. Ainsi la
longueur de la courbe intégrale oy, est majorée par la constante M;. Ceci im-

plique long(5,) < D,M;. n

2.2 Application au cas Polynomial

Dans le cas polynomial, on peut donner une majoration de la longueur
des trajectoires en fonction du nombre de variables et du degré du polynéme.
Dans ce qui suit on considére un polynéme f : R — R de degré d. Soit
t — «(t) € B" une courbe intégrale du champ V f, ou B" désigne la boule
unité dans R™ muni du produit scalaire euclidien. On note indifféremment par
« la courbe intégrale et son image dans la boule unité. Ainsi, du théoréme

2.1.5 on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.1. Soient n,d € N, et f : R — R un polynéme de degré d.
Soit « C B" l'image d’une courbe intégrale de V f dans B™. Alors il existe une

constante A(n,d) ne dépendant que de n et d telle que long(a) < A(n,d).

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréme 2.1.5 a la famille des polyndémes
a n variables et de degré inférieur ou égal a d. L’espace des paramétres de la
famille est I'espace des coefficients de ces polynomes (i.e. RP pour un certain
D € N). Cette famille étant semi-algébrique, on obtient une majoration pour
la longueur des courbes intégrales qui est indépendante du choix du paramétre,
c’est & dire indépendante du choix des coefficients du polynéme. Donc A dé-

pend uniquement de n et d. m
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Corollaire 2.2.2. Soient f un polyndome vérifiant les hypothéses du corollaire
2.2.1 et § C B(xg,r) l'image d’une courbe intégrale du champ Vf dans la
boule ouverte de R™ de centre xy et de rayon r. Alors long(3) < rA(n,d).

Preuve. C’est une conséquence directe du corollaire 2.1.7. Ainsi la longueur

des courbes intégrales est majorée par une constante linéaire en r. m

Estimation de la constante A(n,d).

Pour un polynéme donné f, on peut déterminer dans B"(1) ’ensemble
des points ou la fonction |V f| admet un minimum sur les niveaux de f. Plus
exactement, on montre que les minima de |V f| sur les niveaux de f sont
contenu dans la réunion de deux ensembles algébriques, chacun défini locale-
ment par n — 1 équations polynomiales. Ces deux ensembles définissent géné-
riquement (voir proposition 2.2.3) des courbes algébriques réelles I'y C B™(1)
et Ty C S"*(1). Sur certains niveaux de f, le minimum de |V f| sera atteint
en un point de I'y, alors que pour d’autres niveaux, il sera atteint en un point
de T's. On compare ensuite la longueur des courbes intégrales (maximales dans
B"(1)) du champ V f avec la longueur des courbes I'y et I's.

Le lieu des minima de |V f|? sur les niveaux de f (qui est le méme que ce-
lui de |V f| tout en étant plus commode & manipuler) est contenu ’ensemble
des points critiques de la fonction |V f|? restreinte aux niveaux de f. Notons
X =(Xy,...,X,) et Ry[X] I'espace des polynomes & n indéterminées de degré
inférieur ou égal a d (d > 2). La proposition qui suit montre que les points de
tangence entre les niveaux d’un polynéme f de degré d fixé et les niveaux du

polynéme |V f|?* définissent génériquement des courbes algébriques réelles.

Proposition 2.2.3. [ existe un ensemble semi-algébrique E4 de codimension
supérieure ou égale a 1 tel que, pour tout polynéme f € Ry[X]\ Eq4, l'ensemble
O ={z eR":d(|Vf|]*) Adf = 0} est soit vide, soit reunion finie de courbes
algébriques.

Preuve. Notons S,,(R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques
de M, (R). Considérons maintenant le sous-ensemble ¥ de R" x S,,(R) défini

comme suit :

Y ={(VH)eR"x S,(R): IXN€R:H -V =\V}
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Alors on remarque que Y est un ensemble algébrique de codimension n — 1.
Soit maintenant un polynoéme f de degré au plus d. Un point x € R" appartient
a © si et seulement si (Vf(z), Hf(x)) appartient & X.

On va construire une application & partir d’'un certaine déformation de f, qui
SR S Rla

va étre une submersion sur R” x S, (R). Soit f : R® x R

déformation de f construite comme suit :

f(a £,) +Zazxz + Z € kTiTk

1<j<k<n

Notons maintenant V f pour le champ de vecteur V fa@ =3, 895 (% et Hjla

matrice symétrique ( 0°f . Notons S 'espace des paramétres (o, ).

Bmiaxj ) lfi,jgn
Considérons maintenant ’application suivante :

n(n+1)

U @ SxR" = R*xR7z xR — R"xS5,(R)
(Oéiagj,kax) — (VfaHf)

Alors en calculant la différentielle en un point quelconque de ¥ dans les
directions « et €, on voit que le mineur maximal correspondant a ces directions
a pour déterminant 1. Ainsi ¥ est une submersion. Par un théoréme de tran-
versalité & paramétres, on en déduit que pour un ouvert semi-algébrique dense
de I'espace des paramétres S, application ¥, . = ¥(a, ¢, -) est transverse a X.
Ceci signifie donc que les niveaux des fonctions fw et |V .foe,a|2 sont tangents

le long d’une courbe algébrique pour tout (a,e) dans cet ouvert. =

Corollaire 2.2.4. Soit f un polynéme de R™ de degré inférieur ou égal a d
(pourd > 2). Soit g = fign-1. Alors il existe un ensemble semi-algébrique Fy de
codimension supérieure ou égale 4 1 tel que pour tout polynome f € Ry[X]\ Fy,
Uensemble © = {x € S"™' : d(|Vg|*)Adg = 0} est une réunion finie de courbes
algébriques.

Preuve. La démonstration précédente est similaire en remplagant R™ par

une sous-variété semi-algébrique a bord. m

Proposition 2.2.5. Soient n et d (d > 2) des entiers. Alors il existe un
ensemble semi-algébrique G4 C Ry[X] de codimension supérieure a 1 tel que
pour tout polynéme f € Ry[X]\ Gy, la longueur des courbes intégrales de V f

dans B™(1) est magjorée par
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A(n,d) =2V (n)((3d — 4)"! + 2(3d)"?)
ot V(n) est une constante dépendant uniquement de n.

Preuve. 11 suffit de prendre G; = E4U Fy. Dans le cas polynomial la preuve
du théoréme 2.1.5 met en évidence une section semialgébrique I'. Etant donné
un polynéme f de degré d > 2 appartenant au complémentaire de G4, on va
construire explicitement cette section I'. Plus précisément, on cherche dans
I’adhérence de la boule unité, ’ensemble des points qui réalisent le minimum
de |V f|? sur les niveaux de f.

Alors, quand ce mininimum est effectivement réalisé dans la boule ouverte B”

I’ensemble des points qui le réalisent est contenu dans ’ensemble :
[y ={zeB(1):d(|Vf]*) Adf =0}.

En d’autres termes, ’ensemble I'; désigne I’ensemble des points sur les fibres
de f ot le vecteur V f est colinéaire au vecteur Hy(z)V f. Ainsi I'y est le noyau
d’une 2-forme différentielle a coefficients polynomiaux dont le degré n’excéde
pas 3d — 4.

Il se peut néanmoins que le minimum de |V f|? ne soit pas atteint sur la
boule ouverte B". Il est donc nécessaire de déterminer le lieu des minima de
la fonction |V f|? sur S; = S ' n{f =t}.

Soit g = fign-1. Alors les extrema de la fonction |V f |? sur les ensembles S;

sont contenus dans :
[y ={zeS"!:d(|Vyg[*) Adg = 0}.

L’ensemble I'y est 'ensemble des points 2 € S*~! pour lesquels les projections
de Vf et V(|Vf]?) sur T,,S"! sont colinéaires.

Posons h(z) = |V f|*(z) et notons p(z) et g(z) les projetés respectif de V f et
Vh sur l'espace tangent & la sphére unité en z. On pose n, = %

On a alors p(x) = Vf — (Vf,n)n, et q(r) = Vh — (Vh,n,)n,. Pour conti-
nuer a travailler avec des fonctions polynomiales, on va expliciter I’ensemble
des z € S"! pour lesquels |z|?p(z) et |z|*q(z) sont colinéaires.

Rappelons que Vh(z) = 2H;(x)V f(z). La fonction f étant de degré d, Vh est
alors de degré au plus 2d — 3. Ainsi on voit facilement que |z|*p(x) et |z|*q(x)
sont des champs de vecteurs polynomiaux de degré respectifs au plus & d + 1
et 2d — 1.

Soient p;(x) et g;(x) les coordonnées respectives des vecteurs |z|*p(z) et |z[*q(x).

Ces vecteurs vivent dans I'espace tangent & la sphére unité vu comme R"!,
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Aprés avoir choisi soigneusement une base de R"™!, on peut supposer que
les n — 1 coordonnées des vecteurs |z|?p(x) et |z|>q(x) sont non nulles. Notons
ri(z),...,rp1(x) et s1(x), ..., sp_1(x) les coordonnées des deux vecteurs dans
la nouvelle base. Alors la condition de colinéarité s’exprime comme suit :
ri(x) _re(x) o raaa(w)
si(x)  so(z) T su_i(x)

Ce qui équivaut a formuler les n — 2 équations suivantes

=0.

ri(x)sa(x) — si(z)re(z) = ... = ri(z)sp—1(z) — s1(x)rp—1(x) = 0.
Pour ¢ = 1,...,n — 2, on pose a;(x) = ri(x)s;11(x) — s1(x)ri41(x). Notons
que chacun des a; est au plus de degré 3d. La condition d’appartenance a la
sphére unité s’exprime évidemment par : x3 + ...+ 22 — 1 = 0. Ainsi lorsque
les minima de |V f|? sont atteints sur le bord de B", ils sont contenus dans
I’ensemble I'y et décrit localement par les équations

a(z)=...=a,o(x) =23+ ...+22 —1=0.

Dans le cas générique (d’aprés la proposition 2.2.3 et le corollaire 2.2.4 en
dehors d’un ensemble semi-algébrique G4 C R;[X] de codimension supérieure
ou égale & 1), les ensembles I'; et I'y, étant donnés par n — 1 équations polyno-
miales, sont des courbes algébriques, chacune déterminée par n — 1 équations
polynémiales. Pour I'y, chacun des polynomes est de degré inférieur ou égal
a 3d — 4, alors que I'y est déterminée par un polynéme de degré 2 et n — 2
polynémes dont le degré est borné par 3d.
Le lieu des minima est donc contenu dans la réunion des courbes I'; et I's. 11
suffit donc de déterminer la longueur des courbes I'y et I's. D’aprés la formule
de Cauchy-Crofton, il suffit donc de déterminer le nombre maximal de points
d’intersection des courbes I'; et I'y avec un hyperplan de R™.
Le théoréme de Bezout (cf [Be-Ri]) affirme que si une courbe algébrique conte-
nue dans R" est donnée par n—1 équations polynomiales P, = ... = P,_; =0,
ol les P; sont des polynoémes de degré d;, alors le nombre de points d’intersec-
tions avec un hyperplan de R™ est majoré par dids ... d,_;.
Ce résultat appliqué a la courbe I'y donne comme nombre maximal de points
d’intersection, entier Ni(n,d) = (3d — 4)"~!. De la méme facon on obtient
pour la courbe Ty entier No(n,d) = 2(3d)" 2.
Ainsi, le nombre maximal de points d’intersection entre un hyperplan de R"

avec la courbe des minima est majoré par :

N(n,d) = Ny(n,d) + No(n,d) = (3d — 4)"* + 2(3d)"2.
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Remarquons que 1’ensemble des hyperplans de H ayant une intersection non
vide avec B™ est compact, et donc de volume fini, V(n) disons. Soit I',,;, la
courbe des minima que ’on vient de construire. La formule de Cauchy-Crofton
appliquée a la courbe I',,;, donne long(I',,:) < V(n)N(n,d).

Soit long(Tynin) < V(n)((3d — 4)" 1 + 2(3d)"?).

Notons que si 'on fait cette construction pour chaque polynéme de Ry[X]\ Gy,
on obtient la section semi-algébrique voulue. Ainsi, pour chaque polynome de
degré inférieur ou égal a d, on obtient une courbe I',,;, dont la longueur est
également bornée par V(n)N(n,d).

Cette majoration étant indépendante du choix du paramétre, on obtient alors

que la longueur des courbes intégrales du champ V f est inférieure a :
A(n,d) =2V (n)((3d — 4)"1 + 2(3d)"2).

Remarque 2.2.6. Cette borne est valable génériquement, c’est-a-dire dans
le cas ou les ensembles I'; et I'y sont effectivement des courbes. Dans le cas
contraire dés que 1'un de ces ensembles est de dimension plus grande, on doit
franchir une étape supplémentaire, et choisir dans I'y et ['s des courbes semi-
algébriques dont on devra calculer les longueurs. Une autre approche consis-
terait a choisir une suite de polynémes génériques de degré fixé d qui converge
vers un polyndéme non générique de méme degré puis d’obtenir la borne pour

ce dernier polyndéme par passage a la limite.
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Chapitre 3
Valeurs critiques asymptotiques

On sait que, pour une fonction f de classe C! A valeurs réelles, définie
sur un ouvert 2 de R", les seules valeurs critiques (notées Ky(f)) ne suffisent
pas a caractériser les points de bifurcation ; c’est-a-dire les valeurs pour les-
quelles la topologie des fibres change (voir en particulier I'exemple 2 de la
section 3.3, ol toutes les fibres sont connexes exceptée la fibre au dessus de
0, bien que la fonction n’ait pas de valeurs critiques). Il faut donc étudier
quel autre type de phénomeéne peut se produire, et en conséquence, introduire
la notion de singularité a U'infini (ou plus généralement celle de singularité au
bord de 2), ainsi que celle d’ensemble de valeurs critiques asymptotiques (noté
Koo(f), cf. Définition 3.1.1 et Théoréme 3.2.2). Dans le cas d’une fonction f
définie sur R", ’ensemble R \ K (f), est I'ensemble des points qui vérifient
la condition de Malgrange. Il est également connu que, lorsque f est de classe
C?, f est une fibration triviale au dessus de chaque composante connexe de
R\ (Ko(f) U Koo(f)). En général, 'ensemble K; = Ko(f) U Koo(f) est trés
grand, et peut étre égal a R. Le théoréme principal de ce chapitre (Théoréme
3.1.4 ) montre que K (f) est fini (pour la finitude de K voir [Loi-Zal). La dé-
monstration s’inspire de [Ku2| ou un résultat analogue est montré, mais avec
une définition de valeurs critiques asymptotiques qui ne permet pas d’utiliser
le théoréme de Palais (cf. [Pal] et [Rab]) qui est une généralisation du célébre
théoréme de fibration d’Ehresmann dans le cas de fonctions non propres. Dans
la section 3.2 nous généralisons le résultat principal de la section 3.1 au cas ol
f est définie sur un ouvert 2 # R"™. Nous construisons une métrique (définis-
sable) riemannienne ¢ sur €2 et nous montrons la finitude des valeurs critiques

asymptotiques relativement a § (théoréme 3.2.2). Puisque (€2, ) est complet,
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3.1

on peut appliquer le théoréme de Palais. A la fin de ce chapitre, nous montrons
que pour f:R" — R, on a Sy C K (f); ot Sy est un ensemble définissable

qui contient déja les points de bifurcation (cf. [Loi-Zal).

Valeurs critiques asymptotiques

Commencgons par définir la notion principale de ce chapitre. On considére
une fonction différentiable f définie sur R™. Nous allons définir un ensemble de
valeurs encore appelées valeurs critiques asymptotiques. On pourra toutefois
noter une différence sensible avec le chapitre précédent. Néanmoins, les défi-
nitions ne sont pas contradictoires et se rejoignent si on garde a l'esprit qu’il
faut étudier quand (1 + |z|)|V f(x)| — 0. Lorsque f est définie sur un ouvert
borné, on retrouve les valeurs critiques asymptotiques du chapitre précédent,

dans le cas contraire on pose la définition suivante :

Définition 3.1.1. Soit f : R® — R wune fonction différentiable. On dit
que ¢ € R est une valeur critique asymptotique pour la fonction f s’il existe
une suite de points {x,},en € R", telle que |x,| — +oo, f(z,) — c et
|z,| - [Vf(z,)] — 0. On note alors K.(f) Uensemble des valeurs critiques

asymptotiques de f.

Rappelons que si ¢ n’est pas une valeur critique, ni une valeur critique
asymptotique (au sens de la définition ci-dessus), alors on dit que la condi-
tion de Malgrange est vérifiée en ¢, et il existe un voisinage V' de t tel que
f: f7Y (V) — V est une fibration. Pour les détails voir par exemple |Pal| et
[Par|. La section 3.2 énonce également une généralisation de ce résultat. Le
résultat principal de cette partie (théoréme 3.1.4) montre que pour une fonc-
tion définissable C!, il n’y a qu’un nombre fini de points ot la condition de

Malgrange n’est pas vérifiée.

Remarque 3.1.2. Dans le cas d'une fonction de classe C!' qui n’est pas
propre, si Ko(f) désigne I'ensemble des valeurs critiques f, alors I’ensemble
K(f) = Koo(f) U Ko(f) n’est pas fermé généralement. Si f est définissable,
alors les ensembles K (f) et Koo (f) sont fermés et définissables dans M (pour
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la définissabilité il suffit d’écrire K(f) en langage de premier ordre et de procé-
der a I’élimination des quantificateurs). Ainsi K (f) est au plus une réunion

finie d’intervalles et de points.

Lemme 3.1.3. Soit f, une fonction de classe C* définissable, alors il existe

p: Ry — Ry définissable vérifiant ligrn M = +o00 et telle que :
r—+oo T

K2 (f) = Kuo(f), ou K2 (f) est l’ensemble des réels c € R tels qu’il existe une
suite {x, },en € R", telle que |x,| — 400, f(x,) — c et p(|lx,])- |V f(x,)| — 0.

Preuve. 11 suffit de prouver U'inclusion K (f) C K2 (f). La preuve reprend
un argument de [K-O-S] utilisé dans le cadre semi-algébrique. Soit k& un entier
positif, on identifie R¥ avec s, (R*) C S*, ou s, désigne I'inverse de la projection

stéréographique. Soient g et ¢ les fonctions définies sur R™ par :

g(x) = |z] - [V f(z)] et ¢(z) = (f(z), g(x)).
Soit S C S™ x S' x S I'image par I'application 6,, = (s,, s1, s1) du graphe de ¢
et V Padhérence dans S™ x S! x S! de §,,({c0} X Ko (f) x {0}). Les ensembles
V et S sont compacts et définissables, et V C S\ S. Et d’aprés le lemme 1.1.7,
il existe A C S tel que :

AN ({oo} x S' x S =V. (3.1)

Soient A = §;'(A) et T' = m(A) ot 7 désigne la projection naturelle sur
les n premiéres coordonnés. L’égalité (3.1) signifie simplement que le point
{oo} x {y} x {0} € 6,;1(V) si et seulement s'il existe une suite de points
z, € I telle que |z,| — +oo, f(z,) — y et g(x,) — 0. Notons que la der-
niére condition est valable grace a la compactification. Soit 6, la fonction dé-

finie par 0(r) = sup r|Vf(z)|. La fonction 6 est définissable et 6(r) — 0
zel'NsS™(r)

quand 7 — +o00. En posant p(r) = (@)*% on obtient dans un premier temps
sup  p(r)|Vf(z)| — 0 puis l'inclusion Ko.(f) C K- (f). =

xzel'NS™(r)

Théoréme 3.1.4. Soit f : R"® — R une fonction définissable de classe C*.

Alors Ko (f) est une réunion finie de points.

Preuve. Compte tenu de la remarque 3.1.2, on va montrer que K (f) ne

contient pas d’intervalle. Nous allons donner deux preuves différentes suivant
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que la fonction f est définissable dans une structure o-minimale polynomia-
lement bornée ou non. Dans le premier cas, on s’appuie sur des arguments
classiques de géométrie semi-algébrique, alors que dans le cas ou la structure
o-minimale contient la fonction exponentielle nous avons besoin d’introduire
le concept de décomposition L-réguliére. L’existence d’une telle décomposition
dans le contexte o-minimal est un résultat assez profond. Confronter ces deux
démonstrations est révélateur de la différence entre les structures polynomiale-
ment bornées (assez proches des ensembles semi-algébriques), et les structures
non polynomialement bornées qui contiennent nécessairement la fonction ex-
ponentielle (cf [Mil]).

Cas polynomialement borné. Soit p comme dans le lemme précédent. On
construit une fonction définissable ¢ : R — R, nulle sur K% (f) et stricte-

ment positive sur R\ K’ (f), en posant :
p(t) = inf{p(|z,) - [V ()] : 2 € R, || — oo, lim_f(x,) =1},

Soit ¢ € K2 (f), et quitte & remplacer f par f — ¢, on peut supposer que
0 € K? (f). De plus, on peut supposer que f~1(¢) # () pour t > 0 et suffisament
proche de 0. Dans le cas contraire, le théoréme est trivial.

L’ensemble K2 (f) et la fonction ¢ étant définissables, il suffit de montrer
qu’il existe un réel 6 > 0 tel que la fonction ¢ est strictement positive sur
'intervalle |0, §[. On suppose au contraire :

(%) il existe € > 0, tel que pour tout réel t, 0 < ¢t < &, on a p(t) = 0.

On construit alors un autre ensemble définissable >, en posant :

N=A{reR": p(la]) - [V[(z)] < fx)}-

Notons désormais fx le graphe de la restriction de f & I’ensemble Y. Ainsi, si
la condition (x) est vérifiée, il existe une suite {t,} € R, telle que, ¢(t,) = 0, et
VETOO t, = 0. Alors, il existe une suite ¢, € R vérifiant |¢/, —t,| < % et une suite
y, € [7Ht) N {x € R", |z| > v}, telles que : p(|y,|) - [V f(y,)| < t,,. Comme
(yv,t.) appartient a I’ensemble fs, |y,| — +oo et t/, — 0 quand v — +oo,
il existe (d’aprés le lemme 1.1.5) un arc définissable 4 de classe C*, contenu
dans R™ x Ry, tel que pour le paramétrage |y(r)| =7 on a :
vr > R y(r) = (y(r), foy(r)) et 3(|R, +00]) C fs

pour un R suffisamment grand. De plus « vérifie les conditions suivantes :

liin |v(r)] = +o0 et lir+n fon(r)=0.
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Maintenant, si r €] R, +o0l, on pose h(r) = fo~y(r),et ona: lim h(r)

0.
r—-+00

Ensuite, comme [1/(r)| = [(V f(7(r)), 7' (r)| < [V f(v(r)]- [ (r)] et 7(r) € %,

on obtient grace & 1.1.6 :
h(r) h(r)

0<|h(r)| < —= ()| <C—-=. 3.2

()| < ] < 0 (32)

Si la structure est polynomialement bornée, alors il existe un unique couple

de réels o, K > 0 tel que 1i$1 @ = K (cf [Mil]). La fonction % est donc
r—4oo riTA

intégrable. Soit ry > R, tel que pour tout r > 7y, l'inégalité précédente est

vérifiée. Posons pour r > ro, u(r) = 2h(r¢)—h(r). On obtient ainsi lim wu(r) =

r—+00
2h(ro). Et I'inégalité (3.2) implique :
: u(r)
0<u(r)<C—:. (3.3)

Ainsi en intégrant membre & membre 'inégalité (3.3) pour s € [rg,7] et en
utilisant le lemme de Gronwall, on obtient, pour des constantes K; > 0 dé-
pendant de K et de C', et Ky > K7 :

T K K, 3
w(r) < hlro) exp / s < h(r) exp(~2) < h(ro),
o PS) 0"
quitte a choisir ry suffisament grand pour que m—i log 2 5 . La fonction u

est donc majorée par un réel strictement plus petit que 2h(rg). Ce qui est en

contradiction avec lim wu(r) = 2h(rg), et achéve la démonstration. m
r——+00

Maintenant, si la structure n’est pas polynomialement bornée, il se peut que
la fonction p soit de la forme p(r) = rlogr. Il est alors impossible d’utiliser un
argument tel que le lemme de Gronwall. L.’idée pour résoudre le probléme est
de définir sur des sphéres d’un rayon assez grand, une famille d’ensembles dont
l'intersection des images par la fonction f contient K (f). Cette construction
se fait par décomposition L-réguliére d’une famille d’ensembles définissables

que nous rappelons briévement dans le paragraphe suivant.

Cas général Soit © C R™ I'ensemble définissable défini par © = {x € R™ :
Vf(x)| < |m| 7}- On définit ensuite ©, = ©NS(r), d’aprés [Kul] (ou [Ku-Pa
pour la version o-minimale), il existe une partition finie { L'};c; (décomposition
L-réguliére) de © = |J,., O, telle que chaque L' est définissable et L'(r) =
L'N S(r) ala propriété de Whitney avec constante M = M(n) et exposant 1.
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Cela signifie que la distance géodésique entre deux points z et y de L¥(r) est

inférieure & M|z — y| < 2Mr.

Soit ¢ une valeur critique asymptotique de la fonction f. On va encore montrer

qu’il n'y a pas d’intervalle ouvert contenant ¢ et constitué uniquement de

valeurs critiques asymptotiques. Remarquons d’abord que si ¢ € K (f), alors

c€E RliIEOO U f(©,). Par ailleurs, les L’ étant en nombre fini, on déduit que
r>R

c € Rlim U f(L(r)) ou L est I'un des L' de la décomposition. Soit v une
— 400

r>R
géodésique contenue dans L(r). Alors,

52

long(7 07) = [ 1(£ 09 lhds < [T 1V 2(s)lds < —slong()

S1 S1

2M
Soit long(f o) < o
p(r)
longueur d’un arc que celle d’un intervalle. Ainsi, long[f(L(r))] < 2/)](\{; — 0

, oll par abus de notation, long désigne aussi bien la

quand r — +o00. Soit [a(r), b(r)] Iintervalle f(L(r)), notons que les fonctions
a et b sont définissables et par conséquent ont une limite commune (on désigne
par « cette limite) en +o00, car ligl (a(r) — b(r)) = 0. Rappelons que pour r

assez grand, a et b sont monotones. Soit

r>R

Alors, en fonction de la monotonie de r — a(r) et de r — b(r), I'intervalle
I(R) se présente sous l'une des formes suivantes : I(R) = [a(R),b(R)] ou
I(R) = [a(R),a] ou I(R) = [a,b(R)]. Dans tous les cas RliTw I(R) = {a}.
Comme ¢ € Rl_i)rfoo I(R), on obtient ¢ = a. Ainsi & chaque L' correspond au

plus une valeur critique asymptotique. D’ou K (f) n’a qu'un nombre fini de

points. m

Remarque 3.1.5. Le théoréme 3.1.4 reste vrai pour une fonction définissable,
de classe C'! sur une sous-variété définissable V' plongée dans R™. La sous varété
V' est munie de la métrique riemannienne compléte induite par la métrique
Euclidienne sur R". Cette remarque est capitale pour la démonstration du

théoréme 3.2.2, car on se raméne & cette situation.
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3.2 Valeurs critiques asymptotiques généralisées

On considére un ouvert 2 C R™, on va montrer qu’il existe une métrique
)

riemannienne qui rend €2 complet et telle que les valeurs critiques asympto-

tiques généralisées de toute fonction f de classe C? forment un ensemble fini.

Pour cela on va se ramener au cas de la du théoréme 3.1.4 pour une fonction

définie sur une sous-variété de R™*!. L’idée est d’utiliser une fonction tapis-

sante g de classe C2, et d’étudier les valeurs critiques asymptotiques d'une

fonction f, difféomorphe a la fonction f et définie sur le graphe de la restric-

tion de la fonction é

a l'ensemble 2. Rappelons un théoréme de Palais (cf

[Pal| et |[Rab]) qui s’exprime de la fagon suivante : soient (€2,d) une variété

riemannienne compléte et f : Q — R une fonction de classe C?, alors il existe
un ensemble K C R tel que f: Q\ f71(K;) — R\ K, est une fibration triviale

au dessus de chaque composante connexe de R\ ;.

La proposition suivant assure l'existence de fonctions tapissantes pour les

structures o-minimales :

Proposition 3.2.1 (van den Dries-Miller). Soit Q un ouvert définissable

de R™. Alors, il existe une fonction g définissable, de classe C?, strictement

positive sur ) et nulle sur R™\ .

Voir [vD] pour Dexistence d’une fonction de classe C*, ott k est un entier

arbitraire.

Théoréme 3.2.2. Soit 2 C R"™ un ouvert définissable. Alors il existe une

métrique Riemannienne § sur Q) telle que : (Q,0) est complet, et quelle que

soit f définissable, de classe C? sur Q, I’ensemble

Ky = {c e R: Hzplpen C Q, lirf flz,) = ¢ lirf \Vsf(z,)| = 0} ne
p——+oo p——oo

contient qu’un nombre fini de points.

Notations 3.2.3. Ici V; désigne le gradient associé a la métrique Rieman-
nienne 9§, et Ky = Ko(f) U Kx(f) ot Ko(f) désigne 'ensemble des valeurs

critiques de la fonction f et K. (f) I’ensemble

{c € Ky : aucune sous — suite {z, },en ne converge dans Q2}.

Preuve du théoréme 3.2.2. Notons que Ko(f) est un ensemble fini. Il suffit

seulement d’étudier ’ensemble K. (f). Soit g une fonction définissable, véri-

fiant les propriétés de la proposition 3.2.1 pour 'ouvert €2, et soit gq, le graphe
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1
de la restriction & I’ensemble 2 de la fonction —. Alors go est un ensemble dé-

finissable dans R"*! et diffecomorphe a . A chaque fonction f vérifiant les
hypothéses du théoréme 3.2.2, on associe une fonction f sur go, telle que pour
(*1'7 rlx)) € ga, f(xa ﬁ) = f(ib')

Soit ;1 une métrique sur go, pour laquelle le gradient associ¢ V, est tel que :

V@) = 1+ DIV ()

ol y € g et V désigne la restriction sur gg du gradient associé & la métrique
euclidienne. Notons que ’ensemble g étant localement une sous-variété de
R™ x R, il est complet pour la métrique p. En vertu de la remarque 3.1.5 et
du théoréme 3.1.4, K. (f) est réunion finie de points de R. Or 'application

G = (Id,-) : Q — gq étant un difffomorphisme, elle induit une isométrie

entre (€2,9) et (gq,n), ot 6(u,v) = u(G*(u),G*(v)) pour tous u,v € TS
Evidemment (€2,6) est complet et Ko (f) U Ko(f) = K;. Comme K(f) et
Koo f ) sont des ensembles finis de points, alors K(f) l'est également. Ce qui

termine la démonstration. m

3.3 Exemples et Remarques

Soit f une fonction définissable, de classe C!, définie sur R™. Dans [Loi-Za],
Loi et Zaharia prennent comme définition de valeurs critiques asymptotiques
pour la fonction f, I’ensemble S; défini comme I'ensemble des réels c tels
qu’il existe une suite (z,,\,) € R™ x R qui vérifie les conditions suivantes :
f(z,) — cet Vf(z,) = Az, quand v — 4o00. Notons que A, est non nul a

partir d'un certain rang.

Proposition 3.3.1. Soit f comme ci-dessus, alors Sy C Koo(f).

Preuve . Soit ¢ € Sy, alors il existe une suite {z,,\,} € R” x R vérifiant
les conditions de la définition, et comme dans tout ce qui précéde, il existe
R > 0 ainsi qu'une fonction A et un arc 7, tous deux définissables C'! et définis
sur | R, +ool, tels que rli)grnoof(’y(r)) = ¢, rli)grnoo |7(r)| = 400 et Vr €]R, +00],
V() = Alr)(r).

Comme précedemment, on pose h = fovy et a(r) = cos(y(r),~'(r)). Il est facile

de voir que \(r) = W% Et si on reparamétre v pour que |y(r)| = r,
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alors on a :

1 /
= e

De plus, on a |7/ (r)|a(r) — 1, et rh/(r) — 0 quand r — +o0. Ainsi, ¢ € K (f).

()] - V()]

Ce qui termine la preuve. m

Exemples et Remarques 3.3.2. Il convient de remarquer que Sy contient
encore des points superflus, et ne distingue pas totalement les valeurs de bi-
furcations de la fonction f. Bien que Sy est plus fin que K (f), il ne semble
pas étre davantage exploitable pour caractériser plus précisément ’ensemble
des bifurcations de fonctions définissables.

Dans les exemples qui suivent, on donne différentes configurations pour Sy,
Ko (f) et By (By désigne les points de bifurcation ou valeurs atypiques). On

s’est restreint & regarder des fonctions définies sur R2.

L. f(z,y) = 1%z Alors Sy = By = et {0} = Ko(f)-
2. f(z,y) =y(zy —1). Alors Sy = By = Ko(f) = {0}.
3. f(z,y) = yexp2x + expx (cf. [Loi-Za]). Alors By = ) et

Sy = Ko(f) = {0}.
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Chapitre 4

Courbes intégrales au voisinage d’une

fibre atypique

Dans ce chapitre on étudie le comportement des trajectoires du champ
de gradient d’une fonction définissable f au voisinage de ses valeurs critiques
asymptotiques. On établit d’abord une inégalité du type Lojasiewicz a I'infini.
On montre ensuite qu’en tout point situé sur un niveau critique & l'infini ¢
(qui n’est pas un niveau critique) passe une trajectoire du champ de gradient.
Une telle trajectoire provient de n’importe quel niveau typique ¢ en temps fini
(pourvu que l'intervalle [t, ¢[ ne contienne ni valeur critique, ni valeur critique
asymptotique). Enfin, on donne une description plus précise, dans le cas de la
dimension deux, de I'ensemble I(t) des points situés sur un niveau typique par
lesquels passe une courbe intégrale de longueur infinie et sur laquelle la fonction
reste bornée. On établit ainsi une relation entre le nombre de composantes
connexes d’une fibre typique et d’une fibre atypique au moyen entre autre de
la caractéristique d’Euler de la fibre typique et de I'ensemble I(¢).

4.1 Inégalité de YL.ojasiewicz

On a vu qu’au voisinage d’une valeur critique asymptotique d'une fonc-
tion définissable f, il existe un chemin définissable sur lequel la condition de
Malgrange est mise en défaut. Néanmoins, il est possible de relever le champ
de gradient par une fonction définissable. Dans certains cas (cf 4.1.2), cela
permet de décider si on peut fibrer le graphe de f par ses niveaux au voisinage

d’une valeur critique asymptotique. Dans le cas ot la structure o-minimale est
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polynomialement bornée on donne une condition nécessaire de fibration.

Théoréme 4.1.1 (Inégalité de Lojasiewicz). Soit f : R" — R une fonction
définissable positive de classe C*. Supposons que 0 € K .(f). Alors, il existe
des réels C, R, 0 > 0, et une fonction définissable v : Ry — R, de classe

C' sur 0, o[ , strictement décroissante et positive, tels que pour tout r € R",

|z| > R et f(x) €]0,0[, on a : V(¢ o f)(x)| > ‘C”

Preuve. Posons, ¢(t) = inf{|z,| - |V f(z,)|: |x,| — +oo,yl_i}riloof(xl,) = t}.
Pour ¢ suffisament petit, ensemble f~!(¢) est non vide pour tout ¢ €0, [,
Soit A ={z e R"\ f71(0) : f(z) <e, [z|- [Vf(2)] < 20(f(2))}-

Notons que pour tout ¢ €]0,¢[ on a : AN f~1(t) # (). Ainsi, en reprenant le
méme type d’arguments que dans la preuve de la finitude de K (f), il existe
un arc v : [R, +oo[— R" définissable de classe C? tel que pour tout r > R :
v(r) € A, |v(r)|=r,ona (fory)(r) — 0 quand r — +o0.
Soit h la fonction définissable définie par h(r) = (f o 7)(r). Alors h(r) — 0
quand r — +o0. De plus h(r) > 0 pour tout r > R. D’aprés le théoréme de
monotonicité, il existe Ry > R tel que la fonction A est strictement décroissante
sur lintervalle |Ry,+o00[. C’est a dire que h réalise un difféomorphisme de
I'intervalle |Ry, +oo[ sur un intervalle ]0, o[, o ¢ = h(Rp). On pose alors
¥(t) = h=1(t), pour t €]0, o[
Maintenant, soit x € R™ tel que f(x) =t €]0, g[. Alors, pour tout r > Ry on
a|y(r)| =r = h"1(t) = ¢(t). On obtient ainsi 'égalité :

jz[ - [V (¥ o f)(@)| = W' ({O)] - || - [V f(z)].
Or les points = et (r) appartiennent & f~!(¢). Ainsi, par définition de ¢ on
obtient une premiére inégalité : |z| - |V f(z)| > ¢[f(v(r))]. (1)

Comme ~(r) appartient & A, la fonction ¢ f o] satistait une seconde inégalité :

plf((r)] = %\’V(T)I AV ()] (2)
En regroupant les inégalités (1) et (2) on obtient dans un premier temps :
2] - [V (@ o )(@)] = S @] - [V ()] - [ (r)]-
Ensuite, comme h'(r) = (f o) (r) = (Vf(v((r)),7(r)), on a la majoration
suivante |1/ (r)] < |V f(y(r))| - |7/ (r)]. Puisque ¢'(¢) - K'(r) =1, et v = h~! on
obtient finalement I’inégalité suivante :
') - W)yl ()]
V(1o = .
2| - V(¢ o f)(z)| = 21/ (r)]| 2[7'(r)|
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De plus, lorsqu’on paramétre un arc définissable par le distance a 'origine, on
obtient (cf conséquence 1.1.6) un majorant (A > 1) pour |7/(r)|. On obtient
Ry

ainsi 'inégalité : |z| - [V (¢ o f)(z)] > 55 > 2. Ce qui donne pour C' = 54

I'inégalité voulue, soit : [V (¢ o f)(z)| > % ]

Remarque 4.1.2. Dans la démonstration précédente, la fonction v est obte-
nue comme 'image réciproque de la composée de f avec un chemin définissable
de longueur infinie. Il n’est pas possible d’obtenir de cette fagon une fonction
1) bornée au voisinage de l'origine. Toutefois, si f et v satisfont aux conditions
du théoréme précédent, avec ¢ bornée au voisinage de 0, alors 0 n’est pas un
point de bifurcation. En effet, la condition de Malgrange est satisfaite en 1/(0)
pour la fonction ¢ o f et le champ de gradient V(¢ o f) réalise la fibration. Or,
les images des courbes intégrales du champ V f étant les mémes que celles du
champ V(¢ o f), on en déduit que f est une fibration localement triviale en 0

et par conséquent que 0 n’est pas un point de bifurcation du graphe de f.

Néanmoins, la réciproque n’est pas toujours vraie, comme l'illustre ’exemple
suivant (cf [Ti-Za]). Dans la catégorie des ensembles semi-algébriques, on consi-
deére le polynéme P donné par P(z,y) = 22%y* — 9zy* + 12y. On remarque

alors que 0 est une valeur critique asymptotique de P. En effet,
P, =y*(4xy — 9) et P, = 6(zy — 1)(zy — 2).
Alors P(i,y) =y, P’(i,y) = —5y2let Py’(i,y) = 0. Ce qui donne :

xT

2

1 1
| + 322 (Pf(;,y) + Pf(;,y)) =5y +o(y*) — 0 quand y — 0.

Ainsi, la condition de Malgrange n’est pas vérifiée sur la courbe
{zy = 1,2 > 0}. Mais, toujours d’aprés [Ti-Zal, 0 n’est pas un point de bifur-
cation. Par ailleurs, en évaluant la norme du gradient de P sur les hyperboles
{zy = a,a > 0}, on obtient (22 + y2)2|VP(z,y)| > Cat'*®, ou t = P(z,y),
C, > 0. Mais « est necessairement positif. Ce qui produit une fonction v de

l'ordre de t~, et donc non bornée.

Toutefois, si la structure o-minimale M est polynomialement bornée, on a

le resultat suivant :

Proposition 4.1.3. Soit f : R* — R, une fonction définissable dans M,
vérifiant les hypotheéses du théoréeme 4.1.1, et soit ¢ la fonction définie comme

dans la preuve du théoreme 4.1.1. Alors, il existe C, o > 0 tels que pourt voisin

35



de 0, on a : ¢(t) ~ Ct*. De plus, si « > 1, alors 0 € By, et si0 < a <1,0

n’est pas un point de bifurcation de f.

Preuve. L’existence d’un réel strictement positif «, vient du théoréme de
dichotomie ([Mi]), puisque la fonction exponentielle n’est pas définissable dans
M. Notons que la fonction ¢ — t* est définissable dans M. Ensuite, les seules
fonctions convenables pour I'inégalité doivent vérifier : [¢/(t)| > . Comme
a # 1, les plus “petites” fonctions @ vérifiant 1'inégalité sont de la forme
K —t'7. Ainsi, pour 0 < o < 1, on obtient une fonction définissable bornée
au voisinage de 0 alors que, pour o > 1, la fonction ¢ est nécessairement non
bornée. Compte tenu de la remarque précédente, la valeur 0 n’est pas un point

de bifurcation si 0 < a < 1, alors qu’elle I'est pour a > 1. m

4.2 Courbes intégrales au voisinage d’un niveau
atypique

Soit f : R® — R une fonction définissable de classe C2. On suppose que la
fonction f contient au moins une valeur critique asymptotique (0 pour fixer
les idées) qui n’est pas une valeur critique. Soit ¢ < 0 une valeur prise par
f telle que l'intervalle [t,0[ ne contient ni valeur critique ni valeur critique
asymptotique. Le but de cette section est de montrer que par chaque point du
niveau f~'(0) passe une trajectoire du champ de gradient dont la condition
initiale est prise sur un niveau arbitraire f~'(s), pour s € [t,0[. Plus précisé-
ment, on montre que chaque composante connexe du niveau 0 se plonge dans
une composante connexe de n’importe quel niveau f~!(s) si s € [t,0][.

Soient a,b € R deux valeurs de f telles que a < b et, pour tout ¢t € [a,b|,
J71(t) est non vide. Supposons de plus que [a,b] N {Ko(f) U Ko(f)} = 0.
Soient tq €]a, b et zo € f~1(¢y). Dans toute la suite, si z € R™, on notera 7,

la courbe intégrale du champ de gradient passant par le point z.

Proposition 4.2.1. Soient f,a,b,ty, zo comme ci-dessus. Et soit v, la courbe
intégrale mazimale dans f~1([a,b]) du champ ¥V f passant par xy. Alors il existe

ro, Ro, C' > 0 tels que v,, est contenue dans une boule de centre 0 et de rayon
Ry = Ro(|xol,a,b,C), avec C = inf{|z|- |V f(z)|: |z| > ro, f(x) € [a,b]}.

Preuve. Par hypothéses, Uintervalle [a,b] ne contient ni valeur critique,
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ni valeur critique asymptotique. Il existe donc des réels ry et C' strictement
positifs tels que, pour tout x € R™\ B(0,79), et f(x) € [a,b], on a |z|.|Vf(z)| >
C'. Ainsi, on s’intéressera uniquement aux parties de la courbe intégrale situées
en dehors de B(0,ry). On peut supposer que 7,, est entiérement contenue dans
R™\ B(0, 7). Dans le cas contraire, il suffit de se restreindre aux sous-ensembles

connexes maximaux de -,, contenus dans le complémentaire de B(0, () puis,

v/
V]2

colinéaires, ils ont les mémes courbes intégrales. On regarde désormais 7,,

d’obtenir une majoration uniforme. Notons que les champs V f et étant
comme une courbe du champ %, ce qui revient & paramétrer la courbe
intégrale ~,, par les niveaux de f. C’est & dire que (f o v4,)(t) = ¢, ou encore
Yao(t) € f71(t). En intégrant le champ entre les niveaux t, et ¢, ou t > t, on
obtient :

by

t W(%O(S))d&

Yo (t) — Vo (to) =

t

N 1 1
d’ot, [7a, (0)] < 1yao(to) [+ | =77 (V20 (8))ds < [7a, (to)| + —/ 720 (5)]ds.
to ‘vf| C to

Le lemme de Gronwall appliqué a la fonction ¢ +— |v,,(t)], implique que pour

tout ¢ > ¢y, on a :

t— to b— tO
o (D] < P (t0) | exp = < [ (t0)] exp —.

Le méme calcul reproduit pour ¢ €]a, to| donne une majoration similaire. Ainsi,
to — CL}

La courbe intégrale est donc entiérement contenue dans une boule dont le

pour tout ¢ €la, b], donne |, ()| < max{|azo| exp ——, | x| exp

rayon Ry dépend uniquement de |zg|,a,b et C. Dans le cas ou la courbe in-
tégrale recoupe une infinité de fois la boule de rayon r, il suffit de prendre
" > 1y, tel que chaque composante connexe de 7., N {|z| > 7o} coupe la
sphére de rayon r’. On applique ensuite la majoration précédente a chacune

ces composantes connexes. =

Théoréme 4.2.2 (Théoréme de plongement). Soient f : R" — R une
fonction définissable de classe C?, {0} € K(f)\ Ko(f) et t une valeur régu-
liere de la fonction f, tels que [t, 0[N (Ko(f)UKx(f)) = 0. Alors, il existe une
immersion injective ouverte ® : f~1(0) — f~1(t). Plus précisément, le champ
de gradient plonge chaque composante connexe de f~1(0) dans une composante

conneze de f~1(t).
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Preuve. Comme g0 n’est pas une valeur critique, le champ de gradient est
partout non nul en chaque point du niveau {f = 0}. De plus, f étant de classe
C?, le champ de gradient est C'. Ainsi, lorsqu’on fixe arbitrairement un point
xo sur le niveau {f = 0}, il existe un voisinage V' (z() de xo, dans lequel le
gradient reste non nul.

Il existe donc une courbe intégrale de V f traversant le niveau {f = 0} en .
Notons 7., la courbe intégrale passant par x,. Ainsi, pour ¢ suffisament petit,
la courbe traverse le niveau {f = ¢}. On peut donner une majoration de la
longueur de la courbe intégrale passant par x et z. ( x. étant le point de la
courbe intégrale situé sur un niveau {f = e} voisin du niveau {f = 0}).

A partir de maintenant, on paramétre la courbe 7,, par sa longueur d’arc (i.e.
pour chaque valeur s du paramétre, |7, (s)| = 1). On fixe un niveau {f = t},
avec t < 0. On va montrer qu’il existe une suite strictement décroissante
{en}nen de réels, avec ngrfm en = t, telle que v, traverse tous les niveaux
{f = e,}, ainsi que le niveau {f =t}.

D’aprés ce qui précéde, pour un zg € {f = 0} fixé, il existe un voisinage
V(zo) de xo dans R™ dans lequel I’équation différentielle ' = —V f(z) admet
une solution passant par z, et traversant tous les niveaux voisins {f = ¢}
qui ont une intersection non vide avec V(xg). Soit €1 (g1 # 0), 'un de ces
niveaux. Notons z; le point d’intersection de la courbe intégrale ~,, avec le
niveau {f = &1} et s1 la longueur d’arc de ~,, entre les points xg et x;. Puisque
f © 7, est de classe C et d; €]0, s1[, on obtient |e; — 0] = |f(z1) — f(xo)| =
| 0 Yao(51) = f 0 Va0 (0)| = |(f © ) (61)] - [s1 = 0.

D’autre part, comme 7,,(d1) est colinéaire & V f[y,,(01)] et |v,,(61)] = 1, on
a I'égalité suivante : |(f 0 7a,)'(01)] = [V 720 (61)] 72, (01))| = [V [ (1)]].

Ainsi, la longueur d’arc s; s’exprime de la maniére suivante :
le1 = 0] = [V f[vao(60)]] - [s1 = 0.

On utilise ensuite I'inégalité (cf proposition 4.1.1) et on obtient :

— 0] < Pl e, g,

lo,el(%o) = |s1
Remarquons que la fonction v est strictement croissante sur I'intervalle |eq, 0].
Notons €] = f[7V4,(d1)]. On recommence le méme raisonnement en x; et on
trouve alors un voisinage V(1) de x; sur lequel on peut prolonger la solution
du systéme differentiel, ainsi qu'un niveau {f = ey} (g2 < £1) traversé par la
courbe intégrale v,,. Le méme type de calcul procure une majoration de la

longueur de 7, entre les niveaux {f = ¢,} et {f = 2}. Ainsi, on construit une
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suite ... < g, < €,01 < ... < &1 < 0, telle que sur chaque intervalle |e,, ,_1]

on a la majoration suivante :

¢ (£0)]- 1o (9n)
C

lEn—1,€n (’7960) = |Sn - 5n—1| < ‘lfn - 5n—1|-

Avec 0, €]sp_1,5n], €t €, = f[Vao(0n)] €Jen,en1[. De plus, ¢ étant positive
et strictement croissante sur |e,,0[, on a, d’aprés le théoréme de monotoni-
cite, ¢'(gl,) < ¢'(¢}) pour tout entier n € N. Remarquons également, que la
suite {&,}nen est décroissante, négative et minorée par t. Elle posséde donc
une limite ¢ > t. Mais, d’aprés la proposition 4.2.1, la courbe intégrale est
entiérement contenue dans une boule dont le rayon R dépend essentiellement
de t. D’ou l'inégalité :

ACYIRS

C

On obtient donc : loc, (Vay) = Sn = (Sn — Sn-1) + (Sn—1 — Sn—2) + ...+ (51 —0).

Cest adire: ly., (Va) < Al(en—1—6n)+(En—2—en_1)+...+e1] = —Ae,. Avec
A — WEDLR
c

|3n_3n—1| S -|5n_5n—1|-

. Ainsi, la suite {s,} admet une limite finie lorsque n tend vers
+00, ce qui signifie en d’autres termes que 7,, est de longueur finie entre les
niveaux {f = 0} et {f = t'}. Elle posséde donc un point limite zy € {f = t'}.
Supposons t' > t, comme V f(xy) # 0, on peut prolonger la courbe intégrale au
dela du niveau {f = t'}, et en reprenant les calculs précédents, on montre que
I'on peut atteindre n’importe quel niveau situé entre ¢ et ¢’ et que la longueur
de 7., est bornée par —At. Notons que A dépend contintiment de z( et de .
Ainsi, pour une valeur ¢ fixée et pour tout zy dans un compact de f~1(0) la
longueur de 7,, est uniformément bornée.

Ainsi, le flot du champ de gradient plonge chaque composante connexe du

niveau f~!(0) dans une composante connexe du niveau f~!(¢). m

Pour un polyndéme complexe on définit les valeurs critiques asymptotiques
de la méme fagon que dans le cas réel. On déduit alors le corollaire suivant du

théoréme de plongement 4.2.2 :

Corollaire 4.2.3. Soit P : C* — C une fonction polynomiale complexe sans
point critique. Supposons que 0 soit une valeur critique asymptotique de P. Si
t est une valeur typique de P, alors il existe une immersion ouverte injective
wo : P~1(0) — P~1(t) plongeant chaque composante conneze de P~1(0) dans

une composante conneze de P71(t).
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Preuve. Pour un polynéme P de C" on définit K, (P) comme dans le cas
o-minimal. I’ensemble des nombres complexes appartenant a K., (P) est fini,
et contient les valeurs atypiques de P. Ainsi, pour toute valeur réguliére ¢, il
existe un voisinage U; de t au dessus duquel P est une fibration triviale.
Soient tg et ¢ deux valeurs du polynome P n’appartenant pas & K. (P). Alors
il existe un chemin algébrique réel lisse v : [0,1] 5 s — 7(s) € C évitant les
valeurs critiques asymptotiques de P . Ainsi, pour tout s € [0, 1], il existe un
voisinage ouvert U, de 7(s) tel que Us N K (P) = 0, et P est une fibration
triviale au dessus de U,. Par compacité, on peut recouvrir Imvy par un nombre
fini de tels ouverts. Ainsi P est une fibration triviale au dessus de Im~y et il
existe un difféomorphisme ¢, , : P~ (tg) — P71 (¢).

En identifiant C & R? on peut voir K. (P) comme un ensemble fini du
plan. Soit L une droite passant par 0 € K. (P). On choisit la droite L
de sorte qu’elle ne passe par aucune autre valeur critique asymptotique. Le
polynéme P n’ayant pas de point critique, P est donc une submersion et
dimg P71(L) = 2n—1. Identifions C" & R*", et posons V, = P~!(L) la sous va-
riété algébrique réelle lisse, plongée dans R?" et de dimension dimg V;, = 2n—1,
puisque P est une submersion. On munit V7, de la structure riemannienne in-
duite par la structure euclidienne de R?". Soit f;, la restriction de P & V. La
fonction fr : Vi, — L est semi-algébrique et n’a qu'un nombre fini de valeurs
critiques asymptotiques (cf 3.1.5). Notons aussi que f;, est une submersion, en
particulier 0 n’est pas valeur critique de f7. Ainsi, il existe tq € L tel que l'in-
tervalle |0, to] n’a que des valeurs typiques. Si 0 est une valeur critique asymp-
totique de fr, alors d’aprés le théoréme 4.2.2 il existe une immersion injective
ouverte ®g;, : f;'(0) — f;'(to) qui plonge chaque composante connexe de
f71(0) dans une composante connexe de f; (o). Si 0 est une valeur typique
de f, alors @, est un homéomorphisme. Ainsi il existe une immersion injec-
tive ouverte @gy, : P~1(0) — P~!(ty) qui plonge chaque composante connexe
de P71(0) dans une composante connexe de P~!(ty). Comme ¢, et ¢ sont des
valeurs typiques de P, il existe un difféomorphisme ¢, ; comme ci-dessus et

I'application @o; = 1,1 © Yo 1 PH(0) — P71(t) a les propriétés voulues. m

Corollaire 4.2.4. Soit f une fonction définissable, t < 0 vérifiant les mémes
hypothéses que dans le théoreme 4.2.2. Soit K un sous-ensemble compact de
F710). Alors, la longueur des courbes intégrales y(z) N{t < f < 0} du champ

V[ est uniformément bornée pour tout v € K.
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Preuve. D’apres le théoréme 4.2.2, la longueur d’une telle courbe intégrale
est bornée par —A(z, t)t, ot A est une fonction dépendant linéairement de |x|.
Ainsi, pour un ¢ fixé, la fonction A est uniformément continue en z. D’oul la

majoration uniforme de la longueur des trajectoires entre les niveaux ¢ et 0.

Remarque 4.2.5. Notons toutefois que la majoration sur la longueur des
courbes intégrales entre un niveau typique et une valeur critique asymptotique
n’est en général pas uniforme. Quand la valeur critique asymptotique est un
point de bifurcation, on peut trouver des courbes intégrales de longueur ar-
bitrairement grande. En effet, prenons I’exemple du polyndéme de Broughton
f(z,y) = y(xy — 1). La valeur 0 est une valeur critique asymptotique, et le
niveau {f = 0} est constitué de la droite {y = 0} et de '’hyperbole {zy = 1}.
Ainsi, pour un niveau {f = e} fixé, ¢ < 0, quels que soient les points de co-
ordonnées (xg,0) et (z1,0), avec zo < x1, la courbe intégrale du champ —V f
passant par (xg,0) est de longueur strictement inférieure a celle passant par
(21,0). Quand x; tend vers +o00, la longueur de la courbe intégrale tend aussi

vers +00. (voir dessin ci-dessous).

courbe intégrale de V f de longueur infinie

y=20

Courbes intégrales atteignant le niveau {f = 0}

C’est 'un des exemples les plus simples que 'on peut produire pour illus-

trer le théoréme 4.2.2. Dans cet exemple on peut montrer qu’il n’y a qu’une
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courbe intégrale de longueur infinie le long de laquelle f prend des valeurs
arbitrairement proches de 0. Cette fonction constitue le point de départ d’une

série de questions sur la nature de cette courbe intégrale.

Graphe de la fonction f(z,y) = y(zy — 1).

4.3 Courbes intégrales de longueur infinie

On s’intéresse dans cette partie aux courbes intégrales de longueur infine
entre deux valeurs finies d’une fonction définissable. Cette étude fut motivée
aprés avoir regardé en détail la fonction f(x,y) = y(zy — 1). Cette fonction a
la particularité d’étre polynomiale, ce qui sans pour autant rendre le probléme
trivial, a tendance a le simplifier. On ne traitera dans cette partie que le cas

de la dimension 2.

Soit f : R? — R une fonction définissable de classe C?. Supposons que
0 € Koo(f), et que pour tout ¢ < 0 suffisamment proche de 0, la fibre f~1(¢)

est connexe. Notons I(¢) 'ensemble des points de f~1(¢) par lesquels passe
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une courbe intégrale du champ de gradient qui n’atteint pas le niveau 0. C’est
a dire une courbe intégrale de longueur infinie entre les niveaux ¢ et 0. Alors,

on a la proposition suivante :

Proposition 4.3.1. I(t) est un ensemble définissable et fermé dans f~'(t).
Si I(t) # 0, alors soit I(t) = f~*(t), soit I(t) est homéomorphe & une réunion
finie dintervalles fermés et de points.

Preuve. La fibre f~1(t) étant connexe et I(t) # (), deux situations distinctes
se présentent alors :
(1) : f7%0) = (. Dans ce cas 1a, quel que soit le point de départ g sur le
niveau f~1(t), la courbe intégrale n’atteint pas le niveau f~1(0).
(2) : f750) # 0. Comme I(t) # f~'(t), il existe sur chaque composante
connexe de f~!(0) un point z; tel que la courbe intégrale ., passant par z;

traverse également le niveau f~*(¢). On peut illustrer ceci par la figure suivante
(fig. 1).

Soit V; la partie du plan comprise entre les niveaux f~1(¢) et f~1(0), délimitée
par les courbes intégrales 7., et v,,.
Dans un cas plus général, on peut considérer que le niveau 0 posséde n + 1

composantes connexes, oil n est un entier strictement positif. On obtient alors
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des voisinages V1, ..., V,. Considérons alors 'un quelconque de ces voisinages,
et quitte & le renommer on peut choisir V;. Soit A; (resp. B;) la restriction
de 7., (resp. 7,) & l'ensemble {t < f < 0}. En identifiant tous les points
de A; et de B;, on peut donner une représentation de V; sous la forme d’un
demi-cylindre de longueur infinie dont la base |A, B[ est identifiée & la partie
de f~!(t) comprise entre A; et B.

Ly

Courbe intégrale du champ X

Ainsi on se raméne & 1’étude d’un champ de vecteur, X disons, continu &
I'intérieur du demi-cylindre de base |A, B[. Le champ est rentrant en chaque
point de |A, B[ et sortant sur chaque coté de longueur infinie. Soit x un point

arbitraire situé sur |A, B].

Or, d’aprés le théoréeme 4.2.2, chaque point sur la demi-droite L; est atteint
par une courbe intégrale du champ de vecteur. L’intersection entre L; et la
courbe intégrale étant transverse, il existe un point M (resp. un point N) sur
I'intervalle | A, BJ, tel que la courbe intégrale v; passant par C' (resp. la courbe
intégrale v, passant par N) coupe L (resp. Ls) transversalement. Alors, par
chaque point de U'intervalle | A, M| (resp | N, B[) passe une courbe intégrale qui
coupe L; (resp.Ls) transversalement. En effet, s’il existait un point p €]A, M|
tel que la courbe intégrale 7, passant par p ne rencontrait pas L, alors les
courbes v; et 7, auraient un point d’intersection. Ce qui est impossible puisque

le champ est localement lipschitzien et non singulier. Ainsi, I'ensemble des
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points sur |A, B[ par lesquels passe une courbe intégrale ne coupant ni L,

ni Ly est contenu dans un intervalle fermé (éventuellement d’intérieur vide)

[ov, 5] GIM, N

Soit D; (resp. Ds) ’ensemble des points de |A, B| par lesquels passe une
courbe atteignant L; (resp. Ls). Alors les ensembles Dy et D, sont ouverts
dans |A, B[. En effet, le champ X étant continu, les courbes intégrales sont
continues, ainsi que 'application © — 7;(z) (resp. x — 7¥2(x)), qui & un point
x de Dy (resp.Ds) associe le point d’intersection entre la courbe intégrale pas-
sant par z et Uintervalle |A, B[. Ainsi, I'image réciproque d’un ouvert de D;
(resp. de Dy) est un ouvert strictement inclus dans U'intervalle | A, BJ.

Soient U = 71(D1) et V = 75(Ds). Les ensembles U et V' sont connexes pour la
raison déja invoquée précédemment (unicité des courbes intégrales du champ
X passant par un point a 'intérieur du cylindre), c’est a dire qu’entre deux
courbes intégrales données atteignant D; on ne peut pas trouver de courbe
intégrale atteignant D, ou n’atteignant ni Dy ni Ds.

Il existe donc S, T €]A, B] tels que U =]A, S| et V =|T, B[. Ainsi, 'ensemble
des points de |A, B[ par lesquels passe une courbe intégrale du champ X qui
n’atteint ni Dy ni Dy est Uintervalle fermé [S, 7.

Donc, I(t) N'V; est homéomorphe & un intervalle fermé, et I(¢) est homéo-

morphe & une réunion finie d’intervalles fermés. Notons qu’on peut avoir

S=T.n

Corollaire 4.3.2. Soit [ vérifiant les mémes hypothéses que dans la proposi-
tion 4.3.1. Soit i le nombre de composantes connexes de l’ensemble 1(t). Soit
Ny le nombre de composantes connexes de la fibre f=1(0). On a alors I’égalité

suivante :
No=1+i—(x(f'(t)+1).

Ou x (f~(t)) désigne la caractéristique d’Euler-Poincarré relativement o la

cohomologie a support compact.

Preuve. D’apreés le théoréme 4.2.2 et la proposition 4.3.1, chaque compo-
sante connexe du niveau f~!(0) se plonge dans f~!(¢) et ce plongement est
une bijection sur I'une des composantes connexes de f~'(¢) \ I(¢). Si la fibre
f71(t) est compacte, alors le nombre de composantes connexes de f~1(t)\ I(¢)

est égal & i. Dans le cas ou f~!(#) n’est pas compacte, ce nombre est égal a
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i+ 1. La fibre f~!(¢) étant une courbe lisse, chaque composante connexe est
soit homologue au cercle, soit a la droite réelle. Donc, si f~!(¢) est compacte,
sa caractéristique d’Euler est nulle, sinon elle est égale & —1. Ce qui donne

I'égalité voulue. m

Corollaire 4.3.3. Supposons maintenant que f~'(t) posséde N; composantes
connezes. Soient Cy, ..., Cy, les composantes connezes de la fibre f~1(t). Pour
chaque composante C,, l'ensemble 1,(t) est défini comme dans la proposition
4.8.1 et soit i, le nombre de composantes connezes de I,(t). Supposons de plus
que pour toutp =1,..., N, on a O # L,(t) € C,. Alors si Ny désigne le nombre
de composantes connexes de f~(0), on a I’égalité suivante :

Nt
No—Ne=Y (i, — (x (Cp) +1)).
p=1
Preuve. C’est une conséquence immédiate du corollaire précédent en som-

mant sur le nombre de composantes connexes. m

Définition 4.3.4. Soit f une fonction définissable comme ci-dessus. Soient
t1 < ty € R tels que [t1,ts]) N Ky = 0. Soient C une composante connexe du
niveau f~'(t1) et Cy une composante conneze du niveau f~'(t3). On dira que
C et Cy sont équivalentes et on écrira Cy ~ Cs, si le flot du champ V f réalise
une bijection entre Cy et Cs. La relation ~ définit une relation d’équivalence
sur l’ensemble des composantes connexes des fibres de la fonction f.

Pour une composante conneze C C f~1(t), on désigne par CI(C') I’ensemble

des composantes connexes Dy C f~1(t') telles que Dy ~ C.

Lemme 4.3.5. Soit f, t1, to, Cy et Cy comme dans la définition ci-dessus.

Alors pour toute valeur t € [ty,1s], il existe une composante connexe C; de
f7H¢) telle que Cy ~ C.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoréme de plongement
(4.2.2), puisque l'intervalle [¢1,t5] ne contient ni valeur critique, ni valeur cri-

tique asymptotique. =

Définition 4.3.6. Supposons que 0 € By \ Ko(f), et C une composante

conneze d’un niveau f~1(t) pourt proche de 0. On dira que CI(C') est évanes-
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cente en 0 si et seulement si pour toute composante connexe Cy de f‘l(O) on

a Cy ¢ CUC).

Proposition 4.3.7. Soit f définie comme dans la définition 4.3.6 et soit 0
une valeur de bifurcation pour f. Soit t une valeur arbitrairement proche de
0. Soient C4,...,Cy, l'ensemble des composantes connexes de la fibre f~1(t)
telles que pour tout p € {1,--- ,k} on a 0 # I,(t) C C,. Soit n, le nombre de
composantes connezes évanescentes en 0 du niveau f~*(t). Soient Ny le nombre
de composantes connezes du niveau f~'(0) et N; celui du niveau f~1(t). Alors

on a l’égalité suivante :
k

No—Ne=> (i — (X (Cp) + 1)) = my.
p=1
Preuve. Chaque composante connexe évanescente en 0 diminue de 1 le
nombre composantes connexes du niveau 0. Ainsi on se raméne au cas oil
f71(0) ne contient aucune composante évanescente en 0. Ensuite en isolant
les composantes connexes du niveau 0 appartenant a 1'une des classes d’équi-
valence de f~1(t), on est réduit au cas du corollaire 4.3.3. Ce qui implique

légalité. m

Remarque 4.3.8. La définition 4.3.6 signifie entre autre qu'une composante
évanescente d’'un niveau générique ¢ voisin du niveau 0 (la valeur 0 est encore
supposée atypique) est séparée de n’importe quelle composante connexe de
£71(0). Ainsi, il suffit d’étudier les composantes connexes d’une fibre générique

qui “créent” des composantes connexes sur le niveau atypique.
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Chapitre 5

Courbes intégrales définissables

5.1 Courbes intégrales remarquables

On s’intéresse ici & I’ensemble des points réalisant le minimum en norme du
champ de gradient sur les niveaux d’une fonction définissable. Sous certaines
conditions cet ensemble contient des courbes intégrales de longueur infinie du

champ de gradient.

Observation 5.1.1. Soient U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction
définissable de classe C? dans une structure o-minimale M. On pose X (z) =
Vf(z) et Hf(x) la matrice Hessienne de f en x. Alors I’ensemble des points
sur les fibres de f ot la norme du gradient est minimale est contenu I’ensemble
des points pour lesquels il existe A € R tel que Hy(x)X (x) = AX(z), ce qui
correpond exactement au noyau de la 2-forme : d(|V f]?) A df du chapitre 2.
Un tel ensemble est définissable dans M. Comme dans le chapitre 2, on peut

décrire le lieu des extrema par un systéme d’équations indépendantes :
hl(ZE) = ... = hn—l(l‘) = 0.
On note Ay le lieu des extrema de |V f| sur les fibres de f

Supposons f comme dans 'observation 5.1.1, et supposons de plus que 0
est une valeur critique asymptotique. On veut savoir & quelle condition une
courbe définissable réalisant le minimum de la norme du champ de gardient

sur les fibres est une courbe intégrale pour le champ de gradient.

Courbure 5.1.2. On considére une courbe intégrale X, du champ V f. Soit ~

une paramétrisation de X par la longueur d’arc (i.e. pour toute valeur s > 0
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du paramétre on a : |7/(s)| = 1). Ainsi 7 satisfait en chaque point 'équation
différentielle : v/
/
7(s) = 57 (1(s)): (5.1)
IV/]
Si 7y est une paramétrisation de X, par la longueur d’arc, alors |y”(s)| désigne
la courbure de la courbe Xy au point v(s). En dérivant les deux membres de

I'équation (5.1), on obtient I’égalité suivante :

N S Vi
v/ o
En posant v = W(y(s)) on obtient :
2(s) = !Vifl (Hyo — (v, Hyov) o (1(s)). (5.2)

Propriété de Ay 5.1.3. En tout point x de Ay, le vecteur V f(x) est vecteur
propre de la matrice Hessienne Hy(x). Si de plus on suppose que 0 est une
valeur critique asymptotique sans étre une valeur critique, alors il existe pour
un a < 0 un intervalle [a, 0] tel que pour tout ¢ € [a,0] n’est ni une valeur
critique ni une valeur critique asymptotique. Et pour tout z dans Ay N {a <
f<0}onaVf(x)+#0.Soit A(z) la valeur propre associée au vecteur V f(z).

Proposition 5.1.4. Si la courbe intégrale X est contenue dans Ay, alors c’est
une droite.

Preuve. En tout point z € Ay on a Hy(x)v(x) = A(x)v(x). Ainsi I’équation
(5.2) devient :

1
1
7(8) = o5 (v = (0, v)v) o (7(s)).
&= :

Comme v est unitaire, on obtient v”(s) = 0 pour toute valeur s du paramétre.

Ce qui signifie bien que la courbe X est une droite. m

Exemple 5.1.5. Soit S une sous variété de R™, définissable et de classe C2.
On note d(-,-) la métrique Euclidienne. Il existe (cf. [Po-Ra|) un voisinage
U C R™ de S tel que la fonction f définie par f(z) = dist(z,S)?, pour tout
x € U, est de classe C?.

Evidemment, la norme de V f est constante sur les niveaux {f = ¢}. Ainsi, les

courbes intégrales du champ de gradient sont des droites affines orthogonales
as.
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Exemple 5.1.6. On considére le cusp a l'infini correspondant au niveau 0 de

1
la fonction semi-algébrique f définie sur |0, +oo[xR par : f(z,y) = y* — —.
x

Pour ¢ < 0, chaque ligne de niveau {f = t} posséde une équation explicite
r = (y? —t)’%. On peut donc expliciter en fonction de y et ¢ la valeur de |V f|?
sur le niveau {f = t}. Soit : |V f|2 = 9(y2 — t)3 + 4% Ainsi, sur {f = t}, le
minimum de |V f| est atteint au point de coordonnées ((—t)~3,0). De plus,
en ces points le gradient est horizontal. Ainsi, la droite |0, +oo[x {0} est une

courbe intégrale du champ de gradient.

niveau négatif
—

Courbe intégrale de longueur infinie

Remarque 5.1.7. Dans le dernier cas, on obtient bien une trajectoire semi-
algébrique. En fait cette courbe intégrale est définissable dans n’importe quelle
structure o-minimale. Le fait de se demander dans quelle mesure une compo-
sante connexe de l'ensemble des points qui réalisent le minimum de |V f| sur
les niveaux de f est une courbe intégrale du champ de gradient, constitue une

tentative de réponse a la question suivante :

Une courbe intégrale du champ V f qui n’atteint pas un niveau atypique (i.e.
qui est de longueur infinie entre deux valeurs finies de f) est-elle définissable

dans la méme structure que f 7
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Evidemment, toute composante connexe de l'ensemble A; est définissable.
Néanmoins, 'étude precise de certains exemples offre & penser qu’une telle
courbe intégrale est proche de I'une des branches de Ay. De plus on peut mon-
trer que pour une fonction définissable f : R? — R, certaines composantes
connexes de Ay coincident avec le lieu des points d’inflexion des courbes inté-

grales.

5.2 Séparatrices réelles

On considére une fonction définissable f : R? — R de classe C2. On sup-
pose de plus que 0 est une valeur critique asymptotique. On s’intéresse ici aux
courbes intégrales 7 du champ de gradient V f qui sont de longueur infinie et
sur lesquelles f reste bornée au voisinage de la valeur 0 . Laissons de coté les

trajectoires situées sur une composante évanescente en 0.

D’aprés le chapitre 4, il suffit de considérer séparément chacune des com-
posantes connexes d’un niveau générique (appelons les Cy, ..., Cj) voisin de
0, puis d’étudier chacune des composantes connexes de I,(t) pourp =1,... k.

Notons I5(t) la réunion des composantes connexes compactes de I,(t).

Conjecture 5.2.1. Si f est une fonction polynomiale, alors pour tout t suf-

fisamment proche de 0, et pour tout p=1,...,k 'ensemble I(t) est fini.

Ceci est lié a la question suivante :
Etant donnée une fonction méromorphe f, le théoréme de Moussu (cf [Mo])

est-il encore vrai ? Plus précisément, soit f : R? — R une fonction ration-
p(z,y)

q(z,y)

p(0) = ¢q(0) = 0. Supposons qu’il existe une trajectoire | —e,e[> t — a(t) du
champ V f telle que lign a(t) = 0 € R?. Existe-t-il t — ((t) analytique telle
que 3'(0) # 0 et 5'(t) = b(t)Vf(5(t)) avec b(t) € Ry ?

nelle de la forme f(x,y) = ot p et q sont des polynémes tels que

La question suivante apparait naturellement dans le contexte des ensembles
semi-algébriques. Toutefois, les concepts mis en valeur dans ce contexte se

généralisent au cas des structures o-minimales polynomialement bornées.
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Conjecture 5.2.2. 5i f est définissable dans une structure o-minimale poly-
nomialement bornée, alors pour tout t suffisamment proche de 0, et pour tout
p=1,...,k Uensemble I:(t) est fini.

Si ces conjectures sont vraies alors, on obtient un nombre fini de telles
courbes intégrales sur lesquelles la fonction f reste bornée. Ces courbes inté-
grales définissent des séparatrices réelles pour le champ de gradient. Bien sur,
la question ne se pose pas dans le cas d'une structure o-minimale qui contient
la fonction exponentielle. On peut produire des exemples de fonction pour les-
quelles on a une infinité de telles courbes intégrales, sans pour autant que ces
trajectoires soient situées sur des composantes évanescentes.

D’un autre coté, il semble peu probable que les séparatrices si elles sont en

nombre fini restent définissables dans la structure o-minimale de départ.
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Résumé

L’objet de ce travail est ’étude des courbes intégrales du champ de gradient de fonctions définissables dans une structure
o-minimale. On s’intéresse au comportement des courbes intégrales au voisinage d’une fibre atypique.

Le premier chapitre rappelle certaines propriétés géométriques des ensembles définissables dans une structure o-
minimale.

Le deuxiéme chapitre s’attache a I’étude d’une famille définissable de fonctions définies sur des ouverts contenus dans
un méme compact. On montre par la formule de Cauchy-Crofton que la longueur des courbes intégrales du champ de
gradient de chaque fonction est majorée par une constante ne dépendant que de la dimension et du compact. On en
déduit ensuite une borne explicite dans le cas d’un polynéme générique de degré fixé.

Le troisiéme chapitre est consacré aux fonctions C! définies sur des ouvert non bornés. On montre que ’ensemble
des valeurs ne vérifiant pas la condition de Malgrange (valeurs critiques asymptotiques) est fini et contient les valeurs
atypiques qui ne sont pas valeurs critiques.

On établit dans le quatriéme chapitre un théoréme de plongement d’une composante connexe arbitraire d’une fibre
correspondant & la valeur critique asymptotique dans une composante connexe d’une fibre typique voisine. Ce résultat,
obtenu par une inégalité du type L.ojasiewicz a 'infini, permet de comprendre les changements de type topologiques des
fibres d’une fonction définissable au voisinage d’une valeur atypique. En dimension deux, on décrit ’ensemble des points
d’une fibre typique par lesquels passe une courbe intégrale du champ de gradient qui n’atteint pas le niveau atypique.

Enfin, le dernier chapitre étudie certaines courbes intégrales remarquables du champ de gradient. Une courbe réalisant
le minimum de la norme du gradient sur les niveaux est une courbe intégrale du champ de gradient si et seulement si
c’est une droite. Ce résultat conduit a s’interroger sur la finitude de séparatrices du champ de gradient d’une fonction

polynomiale.

Mots clefs. Structures o-minimales, géométrie semi-algébrique, champ de gradient, valeur atypique, valeur critique

asymptotique, condition de Malgrange, inégalité de Y.ojasiewicz.

Abstract

This work is devoted to the study of the trajectories of gradient vector fields of functions definable in an o-minimal
structure. We focus on the behaviour integral curves in some neighbourhood of an atypical fiber.

The first chapter recalls some geometric properties of definable sets.

In the second chapter, we study of a definable family of functions defined on open sets all contained in the same compact
set. By the Cauchy-Crofton formula, we prove that the length of the gradient field trajectories of each function is bounded
by some constant depending only on the dimension and the compact set. We then deduce an explicit bound in the case
of a generic polynomial of given degree.

The third chapter is devoted to C' functions defined on non bounded open sets. We prove that the set of values at
which the Malgrange condition fails (asymptotic critical values) is finite and contains the atypical values which are not
critical values.

In the fourth chapter, we prove an embedding theorem from an arbitrary connected component of an asymptotic critical
fiber in a connected component of a close typical fiber. This result, obtained from some Y.ojasiewicz type inequality at
infinity, gives a better understanding on the changes of the topological types of the fibers of a definable function in a
neighbourhood of an atypical value. In dimension two, we describe the set of points of a typical fiber at which passes a
trajectory of the gradient field which does not reach the atypical level.

In the last chapter, we study some remarkable integral curves of the gradient field. We show that a curve on which the
norm of the gradient is minimal on the levels is an integral curve of the gradient field if and only if it is a line. Such a
result leads to ask the question of the finiteness of the gradient field separatrix in the polynomial case.

Key words. o-minimal structures, semi-algebraic geometry, gradient field, atypical value, asymptotic critical value,

Malgrange condition, Y.ojasiewicz inequality.
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