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� Ë#� Ê %�,.*6%'"'��(�%'*5"-á * à ��=�Í�2 Ê 25"$�7áé,¦Öû; Ê * È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�,.2 ��Ê ()* =';."
Rn%8 �;�%-* Ê %'( *5"5Å«( áß*5=+%-( 4Cï! #"+%�� Ê %�,�*6"'��ï3ï!*>á)*5"Õá * à  �4�ï! �"+%8*54C* Ê %-,.; à 1��74Cït,.*CÍ�"'�&É

,�()* Ê %�,¦Öû; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( *�=';3"Ü; Ê  �;.Ë�*5"+%n�  #" Ê 2�þ
Ò ;."',�ë � �l� à È¯� Ò ;q[6�£?��C4C Ê %'"+2�9<;3*�Å!ï! #;3"�; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *

f
Å!,.* à áÔ�7=8=8*

C1
Å¼,.2 �3Ê ()*�,�� Ê =�; Ê  #;.Ë�*>"+%��! #" Ê 2�,.*

Rn
Å¡()á
*@ú.( =8%8*�; Ê * à  Ê =+%�� Ê %'* =+%8"8( à %'*54C* Ê %

ï! #=8(�%'(�Ë�*�Å
M
,.( =8 Ê =�Å#9<;3(.46�7Î� #"8*Ðá:��á  Ê Í�;3*>;3"ß,.*Ð%8 �;�%'* à  �;3"+�!*Ü( Ê %'25Í#"$�7á)*Ü,.; à 1���4Cï

,�*ÕÍ#"$��,.( * Ê %�,.*
f
þ

�  �(�%�4 �7( Ê %'* Ê � Ê %�; Ê *-È£��4�()á á *�,.2 �3Ê ()=8=$���.á)* F ,.*ÕÈ¢ Ê�à %8() Ê =�,.* à á:�7='=8*
C1
Å�,.2 ��Ê ( *5=

=8;3"�,.*5=� �;.Ë�*5"+%'=¥,.*
Rn
Å!%8 �;3= à  Ê %'* Ê ;3=�,3� Ê =�; Ê 4r	54C* à  #4Cï�� à %

K
þ ��Ê  #�.%'( * Ê %

�7á  �"+=�á *¥%'1325 #"8í54C*�=8;3(�Ë#� Ê %�9<;3( à  Ê =+%'(�%';3*�á *�"825=8;3á�%��&%�ï3"8( Ê�à ( ï��7á�,.; WAi¡º�»åÚ:À&¿¸Á ` �
¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁr±I² U ²�³ �3}�,#�Ôy@|�}Ð{�~ }��$z7~.y@|��7~�|�}éy�|��@�®�>|�}@�6}@~�|�§�z&y��£|£�¢�#} MK

|�}5�¢� }�­@{�}¼§�z7{��
|�z7{.|�}�/>z7~Þ�>|��®z7~0���µ´¾~��:y$y¸���5��} f ∈ F �å� ��� z7~���{�}@{�����}�y��$z7{��¸�$}�y��Ô~�|������'�#� }�y��7{°��¬3�&��§��}����'���7��}@~�| ∇f }�y@|
�6�¶�¸z7�'�$}Ð§��7� MK

�
Ì´( * Ê 9<;«ÖÏ;.%'( á ()=$� Ê %¥,.*>=� #�3Î�*@%'=�=8( 4C( áÔ�7( "8*5=¥ü à *>;�úlï3"+25=8* Ê %'25=�ï���" Ò ;."',�ë � �6,�� Ê =

� Ò ;q[®��Å�á:�-ï3"+*5;.Ë�*�*5=+%é=8* Ê =8()�3á *54C* Ê %n,�(�< 25"8* Ê %'*�þ�����%'* à 1 Ê (:9�;3* à  Ê =8( =8%8*�ü à  #4Cï��7"8*5"
ï! #;3" à 1���9<;3*Õ25á 254C* Ê %

f
,�*-á:��È£��4�()á á * F Å3á:��á  Ê Í#;3*5;3"�,.*5= à  #;3"8�!*5=�( Ê %825Í�"'��á *5=�,.;à 1���4�ï ∇f ü à *5á á *C,¦Öû; Ê * à  #;3"8�!*C,.2 �3Ê ()=8=$�7�3á)*�=8 �( Í Ê *5;3=8*54C* Ê % à 13 #()=8( *�þ¦�����! �" Ê *; Ê ()ÈÔ �"+4C* =¸Öû #�.%8()* Ê %�* Ê =8;3( %8*�ü°á®Ö¨��(),.*�,.*6á:�°È¢ #"84�;3á * ,.*�ìÜ�7; à 1<ë�É+ì´"8 #ÈÔ%8 Ê ï! �;3"-á:�

á  Ê Í�;.*5;3"�,.*5= à  #;3"8�!*5=¸þ
� � Ê =�á * à ��=�ï! #á ë Ê  �4C(:�7á�Å! Ê ,. Ê3Ê *���á  #"8=�; Ê *��! #" Ê *�; Ê ()ÈÔ �"+4C*�*@ú�ï3á)( à (�%'*�ï! �;3"�á:�
á  Ê Í�;.*5;3"Ð,.*>= à  �;3"+�!*5=é( Ê %825Í�"'��á *5=é,.; à 1��74Cï�,.*�Í�"'�#,.( * Ê %¸Å à �7á à ;.á)25*�* Ê È¢ Ê�à %'(  Ê ,.;
Ê  �4��."8*Õ,.*¥Ë#��"+(Ô�7�3á *5=

n
*>%�,.;l,.*>Í�"+2

d
,.;°ï! �á�ë Ê'� 4C*�þ

Ì
()* Ê 9<;3*�á)*C"+*5=8%8*6,.* à *�%8"$�5Ë#��( áß=¸Ö¨�7%+%�� à 13* ü�2>%';�,.( *5"-,.*>=-È¢ Ê�à %8() Ê =�,.2 �3Ê ()=8=$�7�3á)*5=
=8;3"n,.*5=n #;.Ë�*5"Ä%'= Ê  Ê �! �" Ê 25=¸Å3( á«*5=+%���ï3ï���"+;Ó2@Ë�(:,�* Ê %�,.* à  Ê =$� à "8*5"n; Ê *¥ï���"Ä%'( * Ê  Ê
Ê 25Í�á ( Í�*��7�3á *�ü�á®Öû2>%8;�,.*-,.* à *@%8%'*Õ�! #" Ê *Õ; Ê ()È¢ #"84�*�þ �ÇÊ *�< *>%�Å à *Õï3"+ ��3á í54C*Õ4C*@%�,.2+Î+ü

Ë



* Ê �5Ë#� Ê %-,.*5=ÕË#�7á)*>;3"8=-ï��7"+%'( à ;3á ( í5"8*5=-ï! #;3"ÕáÔ�·ÈÔ Ê�à %'(  Ê
f
9<;3*Cá®Öû Ê �7ï3ï!*5á *5"$�Ó��;3=8=8(

{.ºZYÔÁ�Â�¿&Ã�W�¿7Ú:À7Ú�s«Â«Á�Ã�º�Ã5ç¡ÙH»¡À¸½�À&Ú�s«Â¡Á�Ã þ � á)á *5=n=' Ê %�,.2 ��Ê ( *5=�,.*�á:��È��A�> Ê =';3(�Ë#� Ê %'*r�
=8;3ï3ï! #=8 Ê =

f
,�2 ��Ê ()* =8;3"�; Ê  �;.Ë�*5"+%��! �" Ê 2

V
Å¡á®Öû* Ê =8*54��3á)*�,.*>=�Ë#�7á)*5;3"+= à "8(�%'()9<;3*5=

�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*5=¸Å Ê  #%82
Ka(f)

ÅÞ*5=+% à  Ê =+%'(�%';32�,.*5=¥Ë#��á *5;3"8= à "8(�%'()9<;3*5=�*>%Õ,.*5=�Ë��7á *5;3"8=
à "8(�%'()9<;3*5=�=';3"�á *-�! #"',l,.*

V
þ 
  #;.%�á *-ï3"+ ��3á í54C* à  Ê =8( =8%$��(�%�,. Ê�à ü�2>Ë#��á ;3*5"�á:�Cá  Ê É

Í#;3*5;3"�,.*5=�%8"$�7Î�* à %' #()"+*5=�,.; à 1���4�ïv,.*�Í�"'�#,.( * Ê %C�7;ÝË� �( =8( Ê �7Í#*·,.*5= � �3"+*5=
f−1(c)

Å
ï! #;3"¾%' #;.%'*5=
á *5=¾Ë��7á *5;3"8=

c ∈ Ka(f)
þ � ��Ê ,¦Öû #�.%'* Ê ( "ßáÔ�¥�! #" Ê *

MK

Å� Ê � à  Ê %' #;3" Ê 2
á *�ï3"8 #�3á í54C*�* Ê ( 2@Ë�( %$� Ê %¤·¥á *5=ÜË��7á *5;3"8= à "8(�%'()9<;3*5=���=+ë�4Cï�%' �%'()9<;3*5=¸þ

�«*5=´Ë#��á *5;3"8= à "8(�%'()9<;3*>=n�7=8ë�4Cï.%' �%'()9<;3*5=Ð,¦ÖÏ; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�( Ê�� ;3* Ê�à * Ê %
,�*�4 � Ê ()í5"+* à  Ê =82¸9<;3* Ê %'*�á * à  �4�ï! �"Ä%'*54C* Ê %-,.; à 1���4CïH,�*�Í�"'�#,.( * Ê %-��( Ê =8(ß9<;3*�á:�
%8 �ï! #á  �Í#( *·,.*5= � �3"+*5=¸þ 
 ;�� Ê , á:�ÓÈ¢ Ê3à %'(  Ê *5=+%�,.2 ��Ê ( *�=8;3"�; Ê  �;.Ë�*5"+%��! #" Ê 2�Å�()á
ë
� =8*5;3á *54C* Ê %�; Ê Ê  #4��3"8* ��Ê (¾,.*�Ë#��á *5;3"+= à "8(�%'()9<;3*>=-��=+ë�4�ï.%' �%'()9<;3*5=C� à È3� Ò ;q[®�¢?@Å *>%
,� Ê�à ; Ê·Ê  �4��3"8* ��Ê (¦,.*¥%�ë�ï!*5=Ð%' #ï! �á  #Í�()9<;3*5=nï! �;3"Ðá)*5= � �3"8*5=n,.*¥áÔ��È¢ Ê�à %'(  Ê þ!ì´* à (
Ê  �;3=ß��4Cí Ê *nü à  Ê =8(:,.25"+*5"Ç* Ê =8;3(�%'*Ü; Ê *ÐÈ¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *n,.2 ��Ê ( *Ü=8;3"Ç; Ê  #;.Ë�*5"Ä%
Ê  Ê �! �" Ê 2Õ,.*

Rn
þ

�  �(�%´; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 �3Ê ()=8=$�7�3á)*
f : Rn → R

,�* à áÔ�7=8=8*
C1
þ�ìé #4C4C*�,�� Ê =
á * à �7=

à  �4Cï3á *@ú�*�Å� Ê 2>%';�,�()*�á)* à  �4Cï! #"+%8*54C* Ê %�,.* ∇f(x)
9<;�� Ê , |x| → ∞ *>%

f(x)→ c
þ

� (� Ê0à  Ê =8(),.í5"8*-á *5=�Ë��7á *5;3"8=
c ∈ R ï! #;3"�á *5='9<;3*5á á *5=� Ê �6�7;3=8='( ∇f(x)→ 0

Å�( á�*5=+%
ï! #=8=8()�3á *�9�;3*n%' #;.%'*ÜË��7á *5;3"

c
ï3"8( =8*�ï��7"
á:�¥È¢ Ê3à %'(  Ê

f
=��&%'( =8È��7=8='* ∇f(x)→ 0

9<;�� Ê ,
|x| ,�*>Ë�( * Ê %�=8;��6=$�74C4C* Ê %�Í#"$� Ê ,v��;ÝË� #( =8( Ê �7Í#*°,.; Ê ( Ë�*���; f−1(c)

�£()áé*@ú.( =+%'*·,.*5=
ÈÔ Ê�à %'(  Ê =�=8*54�(�É��7á)Í#25�3"+(:9<;.*5=�,.*Õ,.*5;�ú�Ë��7"8(:�7�3á)*>=�9<;3(« Ê % à *>%8%8*Õï��&%'13 #á  �Í#( *&?@þ
� á¼*>=8%�,. Ê3à ( Ê ,.( ='ï!* Ê =��7�3á *�,.*�4C �,.( � *5"�á:� ,.2 �3Ê ( %8() Ê ,.*-Ë#��á *5;3" à "+( %8(:9<;.*�ü6á®Öû( Ê���Ê (
� ��Ê ,.*·4C( *5;�úò=8(�%';3*5"�á)*>=�Ë#��á *5;3"+=C* Ê á *5='9<;3*5á á *5=C( áÐëv�0; Êxà 1�� Ê Í#*54C* Ê %6,�*�%�ë�ï!*
%8 �ï! #á  �Í#()9<;3*�þ!ì´ �4�4C*¥,�� Ê =Üá * à ��= à  #4Cï3á *@ú.*�Å� Ê°à  Ê =8(),.í5"8*¥á)*5=ÐË#�7á)*5;."8=n,.*

f
ï! �;3"

á *5='9<;3*5á á *5=�áÔ� à  Ê ,.( %8() Ê ,.*-/0��á Í#"$� Ê Í�* Ê Öû*5=+%�ï��7=ÜË�25"+( � 25*#þ �  �(�% |x| · |∇f(x)| → 0
þ

�ßÖÏ* Ê =8*54��3á *n,.*5=¾"825*5á =
c
Ê *ÐË�25"+( � � Ê %¾ï���=¾á:� à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.*�/0�7á)Í#"$� Ê Í#*�Å Ê  #%82

K∞(f)
Å

,�25='( Í Ê * à *¥9<;«Öû Ê �7ï3ï!*5á á)*5"'��,.25=8 �"+4 �7()=Ðá®Öû* Ê =8*54��3á *�,�*5=éË��7á *5;3"8= à "+( %8(:9�;3*5=�ü-á®Öû( Ê���Ê (
,�*
f
þ ��Ê 4� Ê %8"8*�,�� Ê =ná)* WAi¡º�»åÚ:À�¿�Á o á *¥%'132> �"+í54C*�=8;3( Ë#� Ê %^�

¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ¸±I² ` ²º¹ � }�~3y¸}@�6�5� } K∞(f) ��}$y·�#�#��}@{��$y0�@���£|£��­@{�}$y0�&y�¶���§ |�z�|£��­@{�}�yl}�y@|´Ç~��»�
� ( Ê ='(®Å�* Ê ,.*513 #"8=Ü,¦Öû; Ê�Ê  �4��3"8* ��Ê (¦,�* � �3"8*>=�Å à  #"8"8*5=8ï! Ê ,�� Ê %��7;�ú Ë#��á *5;3"+= à "+( É

%8()9<;3*5=�*@%C��;�ú Ë#�7á)*>;3"8= à "+( %8(:9�;3*5=CüÓá�ÖÏ( Ê��3Ê (�Å¼á * à 1���4CïÝ,.*�Í#"$��,.( * Ê % ∇f Ë�2>"8( � *�á:�à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.*�/0�7á)Í#"$� Ê Í�*#Å�=' #(�% |x| · |∇f(x)| ≥ C
ï! �;3"

x
=8(�%';32 * Ê ,.*513 #"8=�,ÞÖû; Ê

Ë�(



à  �4Cï�� à %�,.*
Rn

*@%
C
; Ê * à  Ê =8%$� Ê %'* =+%'"+( à %8*54C* Ê %�ï! �=8(�%'(�Ë�*�,.25ï!* Ê ,�� Ê %�,.; à  #4�É

ï�� à %¸þ
� ( Ê =8(®Å3á * à 1��74CïÓ,.*�Í#"$��,.( * Ê %�"82��7á ()=8*�á:��%'"+(�Ë�(Ô�7á ()=$�&%'(  Ê ,.*�á:��È¢ Ê�à %8() Ê

f
�7;Ó,.*5=8=8;3=

,�* à 1��#9<;3* à  #4Cï! #=�� Ê %8* à  Ê3Ê *@ú.*�,.*
R \ (K∞(f) ∪ K0(f))

þ � ª
K0(f)

,.25=8()Í Ê *
á®ÖÏ* Ê =8*54��3á *-,.*5=ÜË#��á *5;3"+= à "+( %8(:9�;3*5=�,.*�á:��È¢ Ê�à %8() Ê

f
þ

��Ê Í�2 Ê 25"'��á ( =8*l* Ê =8;3(�%'* à *Ó"82>=';3á�%$�7% ,�� Ê =6á)* à ��= ,¦ÖÏ; Ê *ÓÈ¢ Ê3à %'(  Ê ,.2 ��Ê ()=8=$���.á)*0,.*
à áÔ�7=8='*

C1
,.2 ��Ê ( *�Å à *>%8%'*�ÈÔ �( =¸Å<=8;3"
; Ê  �;.Ë�*5"+% Ê  Ê �! #" Ê 2

Ω
þ.ì´*�9<;3(®Å�,¦Öû; Ê * à *>"+%��7( Ê *

È£�.�> Ê Å3"8*>Ë�()* Ê %�ü�"+*¸,.2 ��Ê ( "n; Ê *�4C2>%'"+(:9�;3* 	 ()*546� Ê3Ê ( * Ê3Ê * à  �4Cï.á)í>%8*Õ=8;3"
Ω
þ

�«* à 1��7ï3(�%'"+* u ,.( %¸Å�* Ê %'"+*��7;.%'"8*#Å�9�;«Öý�7;�Ë� #( =8( Ê �7Í#*�,¦ÖÏ; Ê *ÜË#��á *5;3" à "8(�%'()9<;3*��7=+ë�4Cï�É
%8 #%8(:9�;3* ,¦ÖÏ; Ê *CÈ¢ Ê�à %'(  Ê ,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *

f
Å«( áß*@ú�()=+%'*C; Êtà 13*54�( Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *6=8;3"Õá)*�É

9�;3*5áåáÔ� à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.*�/0��á Í�"'� Ê Í#*�*5=+%¥4C()=8*�* Ê ,.25È��7;.%�þ¼>Qá�Ö¨��(),.*�,¦ÖÏ; Ê %'*>á à 13*54C( Ê Å
 Ê ,. Ê3Ê *��7;l,.25�3;.%�,.; WAi¡º�»åÚ:À�¿�Á w Å�; Ê *Õ( Ê 25Í<�7á ( %82�,.;°%�ë�ï!*^�« #ÎÄ��=8( *���( à ê-ï! #;3"�á *
à 1���4�ïÓ,.*ÕÍ#"$��,.( * Ê %��7;·Ë� #()=8( Ê ��Í#*-,.*�á:��Ë#��á *5;3" à "+(�%'()9<;3*-��=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*�þ
¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ½±I² o £ �5Û¡ãze�ºZY£Ú:À¸ãhä�Á¿¾
½�f>º�Ã�ÚÔÁ�À Ú�W-Á ¥ ² ³ �¼}�,#�Ôy@|�}-{�~Þ}Â/5z7~Þ�>|£��z7~ ���µ´¾~3�Ôy�Ã
y5���5� } ψ }@|¦{�~Þ}��$z7~.y@|��7~�|�}éy@|������>|�}@�6}@~�|�§�z�y��£|��Ô�#} C |�}5�¢� }�y�­@{�}���§�z7{�� x y�{�Äòy5�7���6}@~�|�7�$�7~ �°}@|´y$�£|�{��Õy�{��-{�~Þ}Â´é�@�'}-�#z7�:y��¢~Þ}���}�� �6�#�#��}@{����@���£|��®­@{�}��&y�¶7��§ |�z7|���­@{�}+�nz7~ �·©
|x| · |∇(ψ ◦ f)(x)| ≥ C �

��� à  Ê =+%'"8; à %'(  Ê ,.*
ψ
Ê * ï3"+ �,.;3(�%�ÎÄ��46��( =�,.* È¢ Ê�à %'(  Ê �! #" Ê 25*·�7; Ë� �( =8( Ê ��Í#*

,�*�áÔ�°Ë#��á *5;3" à "8(�%'()9<;3*·�7=8ë�4Cï.%' �%'()9<;3*�þ � 2�� Ê 4C #( Ê =�Å�()á´*5=+%�ï! �=8=8()�.á)*�,�� Ê = à *5"+%$��( Ê =
à ��=�,¦Öû #�.%'* Ê ( "�á *-4r	54C*�%�ë�ï!*�,¦ÖÏ( Ê 25Í<�7á ( %82��¸Ë�* à ; Ê *-È¢ Ê�à %'(  Ê �! #" Ê 25*�þ � � Ê =�; Ê %8*5á
à ��=¸Å à  #4C4�*·á *5= à  #;3"8�!*5=�( Ê %'25Í#"$�7á)*>=6,.; à 1���4�ï ∇f *>% ∇(ψ ◦ f)

à  �( Ê�à (),.* Ê %¸ÅÇá:�
à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.*�/0�7á)Í#"$� Ê Í�*6*5=+%-Ë�25"8( � 25*6ï! #;3"-á:�°È¢ Ê�à %8() Ê

ψ ◦ f þ ��Ê  #�.%'( * Ê %���á  �"+=á:��%8"8(�Ë�(:��á ()=$�&%'(  Ê ��;°Ë� #()=8( Ê ��Í#*�,.* à *>%+%'*�Ë#��á *5;3" à "8(�%8(:9<;3*��7=8ë�4Cï.%' �%'()9<;3*�þ!ìé*>%+%'*Õ ���É
=8*5"ÄË��&%'(  Ê ,. Ê.Ê *�Å«,�� Ê =�á)* à �7=Õ,¦ÖÏ; Ê *�=+%'"8; à %';3"8*� 7É�4�( Ê ( 4 �7á * Ê * à  Ê %'* Ê � Ê %�ï���=�á:�
ÈÔ Ê�à %'(  Ê *@ú.ï! Ê * Ê %8()*>á)á *�Å&; Ê * à  Ê ,.( %8() Ê =8;��6=$� Ê %'*�Å�*@ú�ï3"8( 4C25*
* Ê %'*5"84�*´,¦Öû*�ú.ï! �=$� Ê %�Å
ï! #;3"Õ9<;«ÖÏ; Ê *�Ë#�7á *5;3" à "8(�%'()9<;3*6��=+ë�4�ï.%' �%'()9<;3*�=8 �(�%Õ; Ê *�Ë��7á *5;3"Õ,.*��3( È¢;3" à �&%'(  Ê þ ��Ê
,�( %n�7á  �"+=Ü9<;«Öû; Ê *�Ë��7á *5;3"Ð,.*��.()ÈÔ;3" à �&%'(  Ê 9<;3( Ê Öû*>=8%éï���=é; Ê *�Ë#��á *5;3" à "+( %8(:9<;.*�*5=+%Ð; Ê *
{.ºZYÔÁ�Â�¿6º.À�ç¡»¼Ú4s¦Â¡Á�¢dY�|)Ú£Û?~ÇÛ¼Ú þ
� � Ê =¡á:�Ü=8;3(�%'*ß,.; W.i«º�»åÚ:À�¿�Á w Å5 Ê 2@%';�,.( *�Å���;�4C �ë�* Ê ,.; �  #%�,.; à 1��74Cï-,.*¾Í#"$��,.( * Ê %�Å
á *5= à 1�� Ê Í#*54C* Ê %'=¥,.*-%�ë�ï!*�%8 �ï! #á) #Í#(:9<;.*�,.*5= � �3"8*5=¥,ÞÖû; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *

f
þ

�ÇÊ *�<Þ*@%�Å#=8(
c
*5=+%ß; Ê *ÜË#�7á)*>;3" à "8(�%'()9<;3*���=+ë�4�ï.%' �%'()9<;3*n9<;3( Ê Öû*5=+%ßï��7=¾Ë#�7á)*>;3" à "8(�%'()9<;3*�Å

�7á  �"+=´á *�Í#"$��,.( * Ê %é*5=+%´ï��7"+%8 �;.% Ê  Ê6Ê ;3á�=8;3"
f−1(c)

þ<�ßÖÏ( Ê 25Í<�7á ( %82�ï3"82 à 2¸,.* Ê %'*�ï!*5"+4C*>%
,�*�ï3á) Ê Í#*5" à 1���9<;3* à  #4Cï! #=�� Ê %8* à  Ê3Ê *�ú.*�,.*�á:� � �3"+*

f−1(c)
,�� Ê =�; Ê *�,.*5= à  �4�É

ï! #=$� Ê %'*5= à  Ê3Ê *@ú.*>=�,¦Öû; Ê * � �3"+*
f−1(t)

Å�ï! #;3"+Ë�;09<;3*-á®Öû( Ê %'*5"ÄË#��á á *
[t, c[

��ï! #;3" � ú.*>"
Ë�( (



á *5=�(:,.25*>=� Ê ï!*5;.%�=';3ï.ï  #=8*5"�9<;3*
t < c

? Ê * à  Ê %'( * Ê3Ê *-9<;3*-,.*5=nË��7á *5;3"8=�"825Í#;3á ()í5"+*5=¸þ
��Ê  #�.%8()* Ê %¥��( Ê =8(®Å!,�� Ê =�á *-4r	54C*Õ*5=8ï3"8(�%�9<;3*ÆÅ ² x i¡º'Á�ºZY � à ÈÇ�ýì´1'�¢?@Å�; Ê %81325 #"8í54C*
,�*Õï3á  Ê Í�*54�* Ê %^�
¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁÈ±0² w £¡¬ i¡ã�½!¿8°�ÙhÁHä�ÁH»�YÔ½ Û?e�Á�ÙhÁ�Û!À ¥ ² ³ �Ç}�,��Ôy@|�}�{�~Þ}��¢��� }@�$y���z7~h�¢~qÃ
�5}$�>|��¢��} z7{��#}��>|�} Φ : f−1(c) → f−1(t) ­@{��¡§Þ� z7~��<} ��¬.��­@{�}6�$z7����§�z&y¸�&~�|�}6�$z7~�~ }�,�}��} f−1(c) ���&~3y�{�~Þ}��$z&��§�z&y5�7~�|�}��$z7~�~ }�,�}��&{Ó~��Ô�#}$�7{ f−1(t) �
ì´*�"82>=';3á�%��&%¥*5=+%�* Ê�à  #"8*�Ë�"$�7(¼ï! �;3"�; Ê ï! #á�ë Ê'� 4C*

P : Cn → C
þ¦ì´*�9<;3( à  Ê =+%8( %8;3*

* Ê =8 #(«; Ê "82>=';3á�%��&% Ê  #;.Ë�*¸��;«þ

�¾Ê���Ê Å =' #(�%�; Ê *�È¢ Ê3à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *
f : R2 → R

ÅÞ,.* à áÔ�7=8=8*
C2
þ ��ÊHà  Ê =8( É

,�í5"8*�; Ê�Ê (�Ë�*��7;�Í�2 Ê 2>"8()9<;3*
t
*>%Ð; Ê *�Ë#��á *5;3" à "8(�%'()9<;3*���=+ë�4�ï.%' �%'()9<;3*

c
þ ��Ê =';3ï.ï  #=8*

2>Í<�7á)*>4C* Ê %Ð9<;«Öû( á Ê ÖÏë �Õ* Ê %'"8*
t
*@%
c
9<;3*�,.*5=
Ë#��á *5;3"8=´"825Í#;3á)( í5"+*5=�þ�Æ¼ #;3" à 1���9<;3* à  #4�É

ï! #=$� Ê %'* à  Ê3Ê *@ú.*
C0(t)

,.; Ê ( Ë�*���;
f−1(t)

Å�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *
I(t) ⊂ f−1(t)

,.25=8()Í Ê *�á *5=
ï! #( Ê %'=¥ï��7"�á)*5='9<;3*>á)=¥ï��7=8='*�; Ê * à  #;3"8�!*�( Ê %825Í�"'��á *�,.; à 1���4�ïh,.*�Í�"'�#,.( * Ê % Ê Öý�&%8%8*5( É
Í Ê � Ê %´Î+�74 ��( =�á * Ê ( Ë�*���;

f−1(c)
þ � (

I(t)
*5=+%�; Ê *-=8 �;3=ÄÉ�* Ê =8*54��.á)*-ï3"8 #ï3"8* Ê  Ê Ë�(),.*

,�*
C0(t)

Å¾�7á) #"8=�( áÜ*5=+%�13 �4�25 �4� �"8ï.13*lü0; Ê *°"+25; Ê (  ÊÉ��Ê ( *Ó,ÞÖû( Ê %'*5"ÄË��7á á)*>=CÈ¢*5"+4C25=¸þ
ì´*>%8%8*� ��3=8*5"ÄË��&%'(  Ê ï!*5"+4C*>%é,.*��3( * Ê ,.2 ��Ê ()"
á:�Õ,.("<Þ25"+* Ê�à *�* Ê %'"8*ná)* Ê  �4��3"8*�,.* à  #4�É
ï! #=$� Ê %'*5= à  Ê3Ê *�ú.*5=�,.*�áÔ� � �3"8*

f−1(c)
*@% à *5á ;3(¡,.*�áÔ� � �3"8*

f−1(t)
þ

� ; WAi¡º�»åÚ:À�¿�Á t Å� Ê "+*>Ë�( * Ê %n��; à �7=Ü,¦Öû; Ê *�È¢ Ê�à %8() Ê ,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *¥,.* à á:�7='=8*
C2
Å

,�2 ��Ê ( *0=8;3"
Rn
þ �  #(�%

γ
; Ê * à  #;3"8�!*l( Ê %'2>Í�"'��á *0,.; à 1��74Cïs,.*lÍ#"$��,.( * Ê % ∇f þ ��Ê=8;3ï3ï! #=8*�9<;.*

γ
*5=+%Ð,.*�á  Ê Í#;3*5;3"´( Ê���Ê ( *�Å�4 �7( =Ð9�;3*�áÔ�ÕÈÔ Ê�à %'(  Ê

f
*5=+%é�! #" Ê 2>*�=8;3"

γ
þ

ì´* à (�"+*>Ë�( * Ê %ÐüÕ,�()"+*�9�;3*�áÔ� à  #;3"8�!*�( Ê %'25Í#"$�7á *
γ
��ï3ï3"+ à 13*�Å�=�� Ê =¡Î+��46��( =´á®Ö¨�7%8%8*5( Ê ,."8*�Å

; ÊÓÊ (�Ë�*��7;l�7%�ë�ï3()9<;3*�þ
�ÇÊ 9<;3*5á)9<;3*�=8 �"Ä%'*�Å |∇f | *5=+%�%'"+í5=�È��7()�.á)*�=8;3" γ þ ��Ê ï! �;3"+"$�7( %C�7á  �"+= à "+ �( "8*�9�;3* γ"+2��7á)( =8* ; Ê 4�( Ê ( 4�;34Eá  à �7á´,.* |∇f | =8;3"Õá *5= � �3"+*5=�,.* f þ¼ìé* à (
*5=+%�*�< * à %8( Ë�*54C* Ê %Ë�"$�7(�þ þ)þ ü�áÔ�C=8*5;3á * à  Ê ,.(�%'(  Ê 9<;3*

γ
=8 �(�%�; Ê *�,."8 #( %8*�þÞìé*-"+25=8;3á %$�7%�ÈÔ;.%� ��.%8* Ê ; �7á  �"+=

9�;«Öû Ê *5=8=$�¸ë<��(�%�,�*C%'"+ �;.Ë�*5"-,.*5= à  #;3"8�!*5=-( Ê %825Í#"$�7á)*5=�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *5=�*>%�,.*6á  Ê Í�;3*>;3"
( Ê���Ê ( *�þ

� á®Öû13*5;3"+*�� à %';3*>á)á *�Å¡* Ê %8 �;.%8*CÍ�2 Ê 25"'��á (�%'2�Å« ÊHÊ *C=$��(�%-ï��7=-=8(ß; Ê *C%8*5á)á * à  �;."8�!*
( Ê %825Í�"'��á *´"8*5=+%'*´,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *Ð,�� Ê =åá:��=+%'"+; à %';3"+*é,.*é,.25ï���"Ä%Ü���3( * Ê 9<;«ÖÏ*5á)á *´=' #(�%Ç,.2 ��Ê ( =ÄÉ
=$�7�3á *�,�� Ê =ßá:� à á  #%Ê�."8*nï3È£�®�C* Ê3Ê *�,.*ná:��=8%8"8; à %8;3"8*Ü �É�4C( Ê ( 4 �7á)*&?�þ � á3=8*54��.á)*Ð%' #;.%'*5ÈÔ �( =
"'��( =8 Ê3Ê ���3á *�,.*�ï!* Ê =8*5"é9<;.*�ï! �;3"´; Ê *�ÈÔ Ê�à %8() Ê

f
,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�,�� Ê =´; Ê *�=8%8"8; à %8;3"8*

 7É�4C( Ê ( 4 ��á *6ï! #á�ë Ê  #4C(:��á *54C* Ê %-�! #" Ê 25*l��(®þû*�þ¡9�;3( Ê * à  Ê %'( * Ê %-ï��7=-á:�·È¢ Ê�à %8() Ê *@ú�É
Ë�( ( (



ï! Ê * Ê %8( *5á)á *&?@Å�,.2 �3Ê ()*6=8;3"
R2
Å«=8(

I(t)
*>=8%Õ; Ê =8 #;3=ÄÉ�* Ê ='*>4��3á *6ï3"8 #ï3"8* Ê  Ê Ë�(),.* ,�*

f−1(t)
Å«�7á  �"+=

I(t)
Ê Ö¨�·9�;«Öû; ÊhÊ  #4��3"+* ��Ê (¾,.*�ï! #( Ê %8=¸þ«�¼��9�;3*5=+%'(  Ê "8*5=+%8*� �;�Ë�*5"+%8*

,3� Ê =´á * à �#,."+*�,.*5=´* Ê =8*54��3á *5=´=8*54C( É���á Í#25�3"8()9<;3*5=é*@%é4�	54C*�,3� Ê =´á * à �7=´ï  #á�ë Ê  #4C(:��á®þ
�nÊ *6"82>ï  Ê =8*6ï! #='(�%'(�Ë�*6ï3"+ �;.Ë�*5"$�7(�%�á®Öû*@ú�()=+%'* Ê3à *�,�*6=825ï��7"$�&%'"8( à *5=-"825*>á)á *5=�,.; à 1��74Cï
,�*ÕÍ#"$��,.( * Ê %�* Ê°Ê  #4��3"8* �3Ê (�þ

( ú



ú



Ë Ì CÎÍÏQZO:TRH Ð

Ñ O:TR���dO«�lTRHML �PÒ�N Q � QIN CÓFIHML

ìé* à 1��7ï3( %8"8* ��ï! #;3"Õ�3;.%-,¦ÖÏ2 Ê ;34C25"+*5"Õ9<;3*5á)9<;3*5=Õï3"8 #ï3"8( 2>%'25=ÕÍ#25 �4�2>%'"8()9<;3*>=�,.*>=
* Ê ='*>4��3á *5=Õ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *5=Õ,�� Ê =¥; Ê *�=8%8"8; à %8;3"8*� 7É�4C( Ê ()4 �7á *�=8;3"¥á * à  �"+ï3=Õ,.*>=�"825*>á)=¸þ
��Ê "$�7ï3ï!*5á)á *�( à (�ï3á);.='( *5;3"+=�"825=8;3á�%��&%'= à á:�7='=8()9<;3*5=�*>%� Ê ,. Ê3Ê *�25Í<�7á *54C* Ê %¥9�;3*5á:9�;3*5=
ï."8 #ï3"8( 2>%'25=n=';.ï3ï3á)2>4C* Ê %��7( "8*5=�,.*>= à  #;3"8�!*5=�,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *5=¸þ

Ô�Õ=Ô cPÖ�×^Ø:Ö�Ù�ÚÜÛ�Ú¯ÝßÞ�à¯ÝPÝ�Û&Ö�á:â�Û�á�Ö�à¯Ý¸×$ãåä Ù=æ:Ù�ä çÆè�à¯Ý¸Ý?á�ÖEè�à
âÂ×^Ö�Ø«ÝéÞ�à¯ÝêÖ�ÚÇà¯è=Ý
��ãz~ÇÛ¼Ú:À&ÚÔ½ Û U ² U ² U ² ¤¦z7�¢| M =

⋃
n∈NMn

z®ët�$¬3��­@{�} Mn
}�y@|é{�~Þ}Ü/5�7�����¢� }6�¡� }@~qÃ

y5}@� �5��}�y���} Rn �Âì´~H�7�¢|Ð­@{�} M }$y@|ß{�~Þ}¥y@|���{��>|�{��$}�zAÃ����¢~��Ô� �#� }�y�{�� (R,+, ·, <) y����}�y��=,#�®z7� }�y�y�{��Ô�#�7~�|£y�y¸z7~�|ß�#�@���í´é��y�©
î �ðï���¬3��­@{�} Mn

}�y@|Ü{�~ } �#�Ï�zñ¸�@�$}6�$z�z#� �'}@~�~Þ}6��}�y¸z&{�y�Ã+}@~.y¸}@� �5��}�yC��} Rn ����� }�y@|µÃ¤�AÃ�7�¢�'} ∅ ∈ Mn
�-y�� A,B ∈ Mn

��� z7�$y A ∪ B ∈ Mn
� A ∩ B ∈ Mn

��}>|
Rn \ A ∈ Mn òî �¢�ðï y�� A ∈ Mn

}>| B ∈Mm
�Ð�#� z&��y A×B ∈ Mn+m òî �¢�¢�\ïÝy�� A ∈ Mn+m

}>| πn : Rn+m −→ Rn }�y@|n� ��§!�'z¶�5}$�>|���z7~H~Þ��|£{��'}5�¢� }�y�{�����}�y n§!�'}@���®}@�$}�y��$z�z7�'��z7~3~Þ�$}�y+�é�#��z7�$y πn(A) ∈Mn òî �¢��ï y�� f, g1, . . . , gk ∈ R[X1, . . . , Xn] ���#��z7�$y {x ∈ Rn : f(x) = 0, gi(x) > 0, i =

1, . . . , k} ∈ Mn òî ��ï ) z7{�|Ü}@~3y¸}�� �5� }����7~.y M1
}�y@|ß�'�@{�~��®z7~ó´¾~3��}��«� �¢~�|�}��@�#���¢� }�y�}@|Ü��}Ü§3z7�¢~�|£y=�

� ( M Ë�25"+( � *�=8*5;3á *54C* Ê %Ðá)*>=Ü9<;��&%'"8*�ï3"8*>4C()*>"8=n��ú.(  �4C*>=�Å� Ê ,.(�%Ü9<;3* M *5=8%é; Ê *
Ã>À�¿7Â&W�À&Â�¿�Á þ¾�ßÖý��ú.() #4C*t� � ?�*5=+%��7ï3ï!*5á 20�&ú.(  #4C*l,¦Ö ½'X�ÙtÚ£Û¼Ú£ÙhºZY£Ú:À¸ã þ � %$� Ê %6,. Ê3Ê 25*
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; Ê *·=+%'"8; à %8;3"8*� �É�4C( Ê ( 4 �7á)*Ó�7"8�3(�%8"$��( "+* M Åå Ê ,.( "$��9<;«Öû; Ê * Ê =8*54��3á *
A
*5=+%6,.2 � É

Ê ()=8=$���.á)*0,�� Ê = M Å
=¸ÖÏ()á�*@ú.( =+%'*Ó; Ê * Ê %8( *5"
n
%8*5á�9<;3*

A ∈ Mn

þ ��Ê ,.()"'�H9<;«Öû; Ê *
ÈÔ Ê�à %'(  Ê

f : A −→ Rm
*>=8%�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *-,�� Ê = M =8(¦=8 Ê Í#"$�7ï313*�*5=+%�; Ê * Ê ='*>4��3á *

,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *-,�� Ê = M þ � � Ê =Ü%' #;.%'*¥á:��=8;3(�%'* M *5=+%n; Ê *�=+%8"8; à %';."8*¥ �É�4C( Ê ( 4 ��á *-�7"ÄÉ
�.( %8"$�7()"+*54C* Ê % � ú.25*�Å3*>%�,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á)*�=' #;3=ÄÉ�* Ê %'* Ê ,Ó,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*-,�� Ê = M þ

�ßÖû; Ê *C,�*5=�ï3"8 #ï3"82>%825=�*5=8=8* Ê %'( *5á á)*>=-,.*5=�=+%'"+; à %';3"+*5=� 7É�4C( Ê ()46��á *5=�"825=8(),.*C,�� Ê =�á *
à  �4Cï! #"+%8*54C* Ê %¥,.*5=�ÈÔ Ê�à %'(  Ê =¥,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *5=�,¦Öû; Ê *�Ë#��"+(Ô�7�3á *�"+25*5á á)*#þ � ( Ê =8(�Å! Ê �6á *
"+25=8;3á�%��7%�=8;3(�Ë#� Ê %^�

� Á.ÙtÙ Á U ² U ² ` £¡¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ ä�ÁIÙh½ Û¡½�À¸½ Û¼Ú�W<Ú:À¸ãêôð{?�cõ ¥ ² ¤Þz7�£| f :]a, b[−→ R{�~Þ}º/5z7~ �>|���z7~j���µ´¾~��Ôy'y¸���5� }��-z®ë −∞ ≤ a < b ≤ +∞ ! � z&��y����n}�,#�:y@|�}0��}�y��'�$}5�ûy
a = a0 < a1 < . . . < ak = b |�}5�ûyC­@{�} f }�y�|���}C�5� �&y$y¸} C1 y�{��6��¬.��­@{�}��¢~�|�}@�@���#�¢� }
]ai, ai+1[ �!�-}ß§Þ�¨{�y f ′ }�y@|¡y@|������>|�}@�6}@~�|¼�6z7~Þz�|�z&~Þ}�z7{·�$z7~3y@|��7~�|�}�y�{���|�z&{.|¼�¢~�|�}@�@���#�¢� }
]ai, ai+1[ �

� � Ê = à *Ü='* Ê =�Å�á)*5=ß=+%'"+; à %';3"+*5=ß 7É�4C( Ê ( 4 ��á *5=ß=8* à  �4�ï! �"Ä%'* Ê % à  #4C4C*Üá:�¥=+%8"8; à %8;3"8*
,�*5=´* Ê =8*54��3á)*>=´=8*54C( ÉÄ�7á Í�25�."8()9<;3*5=¸þ � * Ê  #4��3"+*5;�úC"825=8;3á�%��&%'= à  #4C4C* à *5;�ú6ï3"+25=8* Ê %'2>=
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y5z7{�y�Ã+}@~.y¸}@� �5��}�y6���µ´¾~3�Ôy$y¸���5��}�y6��} Rn � ³ �ß}¤,#�Ôy@|�}�{�~Þ} ���$�$z&��§�z&y��¢|���z7~v�$}5�Ô�ý{3� �&�¢�'}��@¶.Ã�¨�¢~Þ�7����­�{�}����µ´¾~3�Ôy$y¸���5��}���} Rn |�}>�¢� }�­@{�}���¬.��­@{�} Ai }$y@|
{�~ }Õ�'�@{�~��®z7~t��}��$}5�¢�ý{.� }�y��

¹6Á�Ùhº�¿6s¦Â¡Á U ² U ² UqU ²���Ê ï!*5;.%�"$�6� Ê *>"�á:�0,.2 à  �4�ï  #=8(�%'(  Ê ,.*�=8 #"+%'*�9<;3* à 1��#9<;.*
à *5á)á ;3á *Õ=8 �(�%

Cp
É�á ()=8=8*�ï! �;3"Ü; Ê * Ê %'( *5"

p
�7"8�3(�%'"'��( "8*>4C* Ê % � ú�2�þ

¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ U ² U ² U�` £ x ½ ÙH»¾½!Ã5º!Û!À¸Á�Ã W�½ Û¼Û¡Á�Ø«Á�Ã*ôð{?�cõ ¥ ² ¤¦z7�£| {Ai}i∈I {�~ }3/5�AÃ�����Ô� }Õ���4´¾~��Ôy$y¸���5� }¥��}�y¸z7{<y¥}@~3y¸}@�6�5� }�y���} Rn � ! � z7�$y���� }�,#�:y@|�}�{�~0}@~�|��®}@� N |�}5�!­@{�}��
§3z7{��¥|�z7{.| i ∈ I � Ai §�z&y'y�ñ$��}-�7{-§Þ�ý{�y N �$z7��§�z&y¸�7~�|�}�yÕ�$z7~3~Þ}�,�}�y�� �-}é§Þ�¨{�y+�
��¬3��­@{�}
�'z7��§�z�y¸�7~�|�}��$z7~�~Þ}¤,�}�}�y@|Ü���4´¾~��Ôy$y5���5� }8�
¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ U ² U ² Ugo £¡Å Ú£Û¼Ú:À&Â�ä�Á Â¼Û�Ú4b�½!¿7ÙhÁ ¥ ² ¤¦z7��}@~�| A ⊂ Rn+m {�~ }�~3y¸}@�6�5� }
���µ´¾~��:y$y¸���5� }-}>| Ay = {x ∈ Rn : (x, y) ∈ A} �¦¤��!§�z&{��¥|�z&{.| y ∈ Rm �+� }@~3y¸}@�6�5� } Ay}$y@|Z´¾~3���Ð�#� z&��y¥����}�,#�:y@|�}Õ{�~t}@~�|���}@� N |�}5�¡­@{�}Ð§�z7{��Õ|�z7{�| y ∈ Rm � CardAy ≤ N �

��ãz~ÇÛ¼Ú:À&ÚÔ½ Û U ² U ² U�w ² ì´~ò�&�£|�­�{
� {�~Þ}�y�|��@{��>|�{��'}CzAÃ����Ô~��¢�6�#� } M }�y@|�§�z#�ý¶7~Þz7�����#� }�Ã
�6}@~�|n�$z7��~Þ�$}Õy����«§�z7{���|�z&{.|�}Â/5z7~Þ�@|���z7~ f : R → R ���µ´Ç~��Ôy$y¸���>� }����7~3y M �´���¼}�,#�Ôy@|�}
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{�~t}@~�|£��}@� N �
|�}>��­@{�}Ü§3z7{��Õ|�z&{.| x y�{�ÄÝy¸�7��� }@~�|Ç���'�7~Þ��z7~H��© |f(x)| ≤ xN �

¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ U ² U ² Ugt £¡¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ�ä�Á��°Ú�W.i«½�À¸½ ÙtÚÔÁ½ô � Ú U õ ¥ ² ¤Þz7�£| M {�~Þ}�y@|���{���Ã
|£{��'}ÕzAÃ����¢~��Ô� �#� }+�ß�#� z&��yny¸z7�£| M }�y@|�§�z#�ý¶7~Þz7�����#� }@�6}@~�|ß�$z7�@~ �$}�z7{°�@��}@~Ó� �Â/5z7~Þ�@|���z7~
}¤,@§�z7~Þ}@~�|���}5�Ô� }�}�y�|Ü���µ´¾~3�Ôy$y¸���5��}����7~3y M
����ï3"+ �ï! #='(�%8() Ê =8;3(�Ë�� Ê %'*�*>=8%n; Ê * à  Ê =82¸9<;.* Ê�à *-,.;·%'1325 #"8í54�*Õ,.*Õ,.( à 13 #%8 �4�()*�þ

â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û U ² U ² U ÿ £¡� Ú4Y4YÔÁ�¿ ¥ ² ¤Þz7�£| M {�~Þ}�y@|���{��@|�{��'}ÕzAÃ����¢~��¢�6�#� }
§�z��ý¶�~Þz7�����AÃ
��}@� }@~�|é�$z7��~Þ�$}��Þ¤¦z7�£| f : R→ R {�~ } />z7~Þ�>|��®z7~h���µ´¾~��Ôy'y¸���5� }-}>|Ç~Þz&~Ó����}@~�|���­@{�}@� }@~�|
~3{3�¢��} �7{ �#z7�:y��¢~Þ�5�<} ��}��+� �Ô~8´¾~�� � ! � z7�$y����¾}¤,#�Ôy@|�} c, r ∈ R � c 6= 0 �Ü|�}5�Ç­@{�} f ∼ cxr}@|é� �¨/>z7~Þ�>|��®z7~ ]0,+∞[3 x 7→ xr }$y@|Ü���µ´Ç~��Ôy$y¸���5� }����7~3y M �
÷ �'}@{���}8� ����,.254C Ê =+%'"$�&%'(  Ê "+*5ï! �=8*Ð* Ê ï��7"+%8()*Ð=8;3"Çá *ÜÈ��7(�%
9�;3*Üá * à  �"+ï3=ß,.*¯]���"8,�ë

�£*@ú.ï3á ( à ( %826=8; à5à ( Ê %8*54C* Ê %�,�� Ê =-á:��='* à %'(  Ê =8;3( Ë#� Ê %'*&?�,¦Öû; Ê *C=+%'"+; à %';3"+*C 7É�4�( Ê ( 4 �7á *
ï! #á�ë Ê  #4C(:��á *54C* Ê %Õ�! �" Ê 25* Ê *�ï! #='=8í¸,.*C9<;«ÖÏ; Ê *�=8*5;3á)* à á:�7='=8*C,.* à  #4Cï��7"$�7�3( á)(�%'2�Å à *
9�;3(Þ=8( Í Ê ( � *�* Ê ,¦Ö¨��;�%'"8*5=é%8*5"84C*5=Ð9<;3*�áÔ�-È¢ Ê�à %'(  Ê xf ′

f

ï! �=8=8í¸,.*�; Ê *�á ( 4C( %8* ��Ê ( * Ê  Ê
Ê ;3á)á *

r
þ � á¡*@ú�()=+%'*-,. Ê�à

c 6= 0
%8*5á�9�;3*Õï! �;3"

x
=8;��6=$�74C4C* Ê %�Í#"$� Ê ,Ó Ê �

f ∼ cxr
þ

����,.*5;�ú�()í54�*�ï���"+%8( *�,.*�á:��ï3"+ �ï! #=8( %8(  Ê Ë�( * Ê %Õ,.;�È���(�%�9<;3*
lim

y→+∞
f(xy)

f(y)
= xr

*5=+%
; Ê * à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=��7�3á * � à È�þ0�¨/Ó( 9��«ï  #;3"n; Ê *�ï3"+*5;.Ë�*Õ,.2>%$��( á á)25*�?@þ

�

Ô�Õ�� JÓ×^Ö�Ø«Ý Þ:àU^�ç^Ö�Þ�� Þ��¡á:æ�àÏÝ�Û&Ö�á:â}Û�á�Ö�àÏ×$ãåä Ù=æ:Ù�ä çÆè�à
� � Ê = à *>%8%'*�=8* à %8() Ê Åå ÊòÊ  �%'*5"'��( Ê ,.("< 25"8*54�4C* Ê %�ï��7"

f
; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( *

=8;3"Ü; Ê Ë� #()=8( Ê ��Í#*-,.*
+∞ ��( Ê =8(¡9<;3*�á *�Í�*>"84C*-ü�á�ÖÏ( Ê��3Ê (�,.*

f
þ

Æ� #;3"ßá *5=ßï3"8*5;.Ë�*5=
,.*5=
,.(�< 25"+* Ê %'=ß"+25=8;3á %$�7%8=
9<;3(�=8;3(�Ë�* Ê %
 Ê ï! �;."8"$��"8*5Í���"8,.*5"ßá *5=¾%'"'�&É
Ë#�7;�ú ,.*�/tþ 	  #='* Ê á)( à 1<%¥� à È�þZ� 	  å9�� *>%$� 	  �[®�¢?@þ<����%81325 �"+()*�*5=+%´2>%��7�3á)( *�,�� Ê =´á)* à ��,."+*
Í#2 Ê 25"'��á¼,.*5= à  �"+ï3=�,.*ó]��7"',�ë°*>% à  Ê %'( * Ê %¥,.*5=�"+25=8;3á�%��&%'=�ï! �;3"�á)*>= à  �"+ï3=¥,�*ó]���"8,�ë
,�* "$� Ê Í ��Ê (�þ �¾Ê È£��(�%�,3� Ê =�á * à �7=� -ª á * à  #"8ï.=�,.*c]���"8,�ëhï3"8 �Ë�( * Ê %�,¦Öû; Ê * =+%8"8; à É
%8;3"8*� �É�4�( Ê ( 4 �7á * à *�"$� Ê Í�*5=+%�=8 �(�%�25Í���áÇü

1
=8(�áÔ�6=+%'"+; à %';3"+*�*5=+%�ï! �á�ë Ê  #4C(:��á *54C* Ê %

�! #" Ê 2>*�Å�=8 #( %ß( Ê���Ê (3='(.áÔ��=+%8"8; à %8;3"8*Ü �É�4C( Ê ( 4 �7á)* à  Ê %'( * Ê %ßáÔ��ÈÔ Ê�à %'(  Ê *@ú.ï! Ê * Ê %8( *5á)á *�þ

��ãz~ÇÛ¼Ú:À&ÚÔ½ Û U ² ` ² U ² ¤¦z7�£| H {�~ �$z7��§�yl��} �<}@��� }$yj�h�+� �Ô~8´¾~��-��}­/5z&~Þ�>|���z&~3yl�¡� {�~Þ}
���7�@�®���5� }¥�$�$}>�¢� }8�»ì´~H�7�¢|Ð­@{�} H }$y@|ß{�~H�$z7��§�y-��}	�-�7�'�7¶�y��
��}é§Þ�ý{�y H }�y@|Çy@|����5��}Ð§��7�
���@�@�Ô�#��|��®z7~���
Õ� }�y@|Ç���7�¢�'}�­@{�}Ü§�z&{��Õ|�z7{.|å�<}@�@�6} f ∈ H �´��}��<}@��� } f ′ ∈ H �
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�  �(�%
k∗
á *5=Õ25á)2>4C* Ê %'=Õ,.* H 9<;3(¾ï! �=8=8í¸,.* Ê %-; Ê *Cá)( 4C(�%'* ��Ê ( * Ê  ÊhÊ ;3á á)*�þ � á) #"8=

k = k∗ ∪ {0} ,.25=8( Í Ê *�á * à  #"8ï.=�,.*5= à  Ê =8%$� Ê %'*5=�,.* H þ ��Ê ,.()"'�09<;«Öû; Ê 25á 254C* Ê %
f ∈ H *5=+%Ó( Ê���Ê ( 4C* Ê % à "+ �( =8=$� Ê %Ó=8(

lim
x→+∞

|f(x)| = +∞ þ�Æ¼ #;3"�%' #;.%Ó25á 254C* Ê %
f ∈ H\k Å�=8 #( % f =8 #(�% 1

f

*5=+%
( Ê���Ê ( 4C* Ê % à "8 #()=8=$� Ê %�þ � � Ê = à *�9<;3(3=8;3(�%
 Ê6à  #4Cï��7"8*5"'�
á:� à "+ �( =8=�� Ê�à *�,ÞÖû25á 254C* Ê %8=�( Ê���Ê ( 4C* Ê % à "8 #( ='=$� Ê %'=¸þ �¾Ê *�< *>%�Å�ï! �;3"

f, g ∈ H Å!9<;3(�%8%8*�6"+*54Cï3á:� à *>"
f
ï��7" −f  �; ± 1

f

*@%
g
ï���" −g  #; ± 1

g

Å! Ê ï!*5;.%�%8 �;�Î� �;3"+=�=8;3ï3ï! �=8*5"
9�;3*

f
*>%
g
=8 Ê %�( Ê���Ê ( 4C* Ê % à "+ �( =8=$� Ê %'=¸þ

��ãz~ÇÛ¼Ú:À&ÚÔ½ Û U ² ` ² ` £ x YÔº�Ã¸Ã5Á�Ãqä�Á x ½ ÙH»�º�¿�ºåyåÚ4Y£Ú:À¸ã ¥ ² ¤¦z&��}@~�| f, g ∈ H �·��}@{-,��}@�@�6}�y°�¢~�´¾~��¢�6}@~�|��@�'z7�Ôy$y¸�7~�|£yÓ|�}>�¨y�­@{�} f < g ��ìé~ �7�£|�­@{�} f }>| g y¸z7~�|��$z7��Ã
§3�7�$���5� }�y-y$�´���Ç}�,#�Ôy�|�}�{�~Ý}@~�|���}�� N |�}5�Ç­�{�} g < fN �¯ì´~H~Þz�|�}@�'� Cl(f) �+� }@~.y¸}@� �5��}��}�y��<}@��� }�y��$z7��§��7�'���5� }�y�� f � ¹ �Ó�$}5����|���z7~s��}·�$z7��§��7�'���@���¨�£|��·���µ´¾~��¢|�y�{��·��¬3��­@{�}�>� �&y$y¸}�{�~Þ}��$}5����|���z&~v�«� �$­@{��Ô�#�#� }@~ �$}8� ¹ }��'�7~��l�¡� {�~ò�$z&��§�yC��}��-�7�'�7¶l}�y@|n��}�~ z7� �@�'}
��}�y¸}�y��5� �&y$y5}�y���}��$z7��§��7�$���@���ý�¢|��8�
â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û U ² ` ² o ² ¤¦z&�£| M {�~ }Cy@|��@{��>|�{��'}·zAÃ����¢~��Ô� �#��}8�´¤Þz7�£| HM

�+� }@~3y¸}@�6�5� }
��}�y��<}@���6}�yó� �+� �Ô~8´¾~��Ð��}�|�z&{.|�}�y���}�y}/5z&~Þ�>|���z&~3y��«� {�~Þ}Õ�#�7�������5� }Õ�'�$}5�¢� }����µ´¾~3�Ôy$y¸���5��}�y
���7~3y M � ! � z7�$y HM

}$y@|¼{�~0�$z7��§�y¥��}
�-�7�'�7¶z����}ß§ �ý{�yny�� M }�y�|�§�z#�ý¶7~Þz7�����#� }@�6}@~�|
�'z7�@~ �$}��é�#� z7�$y HM

§3z&y$y�ñ$��}�{�~Þ}Õ{�~3��­@{�}��5� �&y$y¸}���}��'z7��§��&�$�������ý�£|����
���vï3"8 #ï! �=8(�%'(  Ê 9<;3(Õ=8;3(�%0*>=8%l; Ê * à  Ê =82¸9�;3* Ê�à * ,.; "+25=';.á %$�7%lï3"82 à 2¸,.* Ê %¸þ����

ï."8*5;.Ë�*�"+*5ï! �=8*�=8;3"ná®Öû*@ú�()=+%'* Ê�à *-,¦Öû; Ê *�Ë#�7á);��&%'(  Ê =8;3"ná *5= à  �"+ï3=�,.*^]��7"',�ë<þ
â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û U ² ` ² w ² ¤¦z&�£| M {�~Þ}�y@|���{��>|�{��$}�z®Ã����¢~3�¢� �#��}n§�z#�¨¶�~Þz7�����#��}@� }@~�|n�$z7��Ã
~ �$}8�¡¤�� f ∈ HM \ k �Ð�#��z7��y xf ′

f
∈ k∗ �

;
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Ë Ì CÎÍÏQZO:TRH �

� ��T � H � � Q����ÓTRN H Lc�KT F?C F0� ��� �KH �lT JlHML

O:T�C��rHM�dO«�¦QITRHML JK� � Ì C�N Í JKH � T�C�J�QIH � O

� � Ê =¨� Ò ;q[6� Ò ;3"8,�ë � ����4� Ê %8"82Ü9<;3*Üï! �;3"¾; Ê *ÜÈ¢ Ê�à %8() Ê
f
,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *�Å

C1
,.2�É

�3Ê ()*n=8;3"¾; Ê  �;.Ë�*5"+%ß�! �" Ê 2
V
Å#()á3*@ú�()=+%'*Ü; Ê * à  Ê =+%�� Ê %'*

A > 0
%8*5á á)*�9<;3*Üá:�¥á  Ê Í�;.*5;3"

,�*5= à  �;3"+�!*5=�( Ê %'2>Í�"'��á *5=�4 ��ú.( 4 �7á)*5=�,�; à 1��74Cïò,.*�Í#"$��,.()* Ê %�*5=+%�4 �7Î� #"825*�ï��7"
A
þ

ì´ Ê ='(),.25"+ Ê =Ü4 ��( Ê %8* Ê � Ê %n; Ê *¥È��74C( á)á *�,.2 ��Ê ( =8=��7�3á * {fp}p∈P ,.*�È¢ Ê3à %'(  Ê =n,.2 ��Ê ( *5==8;3"�,.*5=� #;.Ë�*>"+%'= à  Ê %'* Ê ;3=Õ,�� Ê =�; Ê 4r	>4C* à  �4�ï�� à %
K
þ ��Ê ï!*5;.% Ê �7%8;3"8*5á á *54C* Ê %

=8*¥ï! �=8*5"Üá:��9<;3*5=+%'(  Ê =8;3(�Ë�� Ê %'*��.*@ú.( =+%'*@É�%+É�( á¦; Ê * à  Ê =+%�� Ê %'*
M
%'*5á á)*�9<;3*¥ï! �;3"Ð%' #;.%

p ∈ P Å�á:�6á  Ê Í#;3*5;3"�,.*>= à  #;3"+�!*5=�( Ê %'2>Í�"'��á *5=�4 �&ú�()4 �7á *5=�,.; à 1��74Cï ∇fp =' #(�%�46�&ÉÎ� �"+25*�ï���"
M �� Ë�(),.*54C4C* Ê %�Å�á®Öû2>%8;�,.*é,.*5=�Ë#��á *5;3"+= à "8(�%'()9<;3*5=å,.*5=¼ÈÔ Ê�à %8() Ê =

fp
ï! �=8* Ê %Ç,.*5=¼ï3"+ ��.á)í54�*

ï! #;3"¥4 �&Î� �"+*5"¥á:� á) Ê Í#;3*5;3"�,.*5= à  �;3"+�!*5=�( Ê %'2>Í�"'��á *5=¸þ¦�«*5=¥='( Ê Í#;3áÔ�7"8(�%'2>=-�7;h�! #"', ,.*
à 1��#9�;3*� #;.Ë�*5"Ä%Ðï! #='* Ê %Ð25Í���á *54C* Ê %n,.*>=Ü,.("� à ;.á %825=¸þ.����%'* à 1 Ê (:9�;3*�;.%'( á ( ='25*�ï���" Ò ;3"ÄÉ
,�ë � �¥,3� Ê = � Ò ;q[®� à  Ê =8( =8%8*�ü�%8"8 #;.Ë�*5"¾ï! #;3" à 1���9<;3* Ê (�Ë�*��7; �&%�ë�ï3(:9<;.*�,.*ná:��È¢ Ê�à %8() Ê
,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *

f
Å ; Ê * à  Ê =+%�� Ê %'*

C > 0
*>%¥; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *

ψ
%'*5á á *5=Õ9<;.*

,3� Ê =¥; Ê Ë� #( ='( Ê �7Í�*�,ÞÖû; Ê Ê ( Ë�*���;H�&%�ë�ï3()9<;3*� Ê � á�ÖÏ( Ê 2>Í<�7á)(�%82«� |∇(ψ ◦ f)(x)| ≥ C
þ

Æ� #;3"�,.*5= Ê ( Ë�*���;�úxË� #()=8( Ê =
t1
*@%
t2
,¦ÖÏ; Ê * � �3"+* �&%�ë�ï3(:9�;3*0á:�H�! #" Ê *l*5=+%�,. Ê3Ê 25*

ï���"
1
C
|t1 − t2|

þ!���6ÈÔ Ê�à %8() Ê
f
2@%�� Ê %��! #" Ê 2>*�=8;3"

V
Å� Ê  #�.%'( * Ê %��7á) #"8=�; Ê *��! Ê3Ê *

46�7Î� #"$�&%'(  Ê þ
¹6Á�Ùhº�¿6s¦Â¡Á ` ² U ²´� (�á®Öû Ê Ë�*5;.%
"8*5ï3"+ �,.;3( "8*�á:��ï3"8*5;�Ë�*�ï! #;3"
á * à ��=´,¦Öû; Ê *�È£��4�()á á *�,.*
ÈÔ Ê�à %'(  Ê =å�5ë�� Ê %¡á *5=�ï3"+ �ï3"+()2@%'25= à (�É�,.*5=8=8;3=¸Å¸ Ê *>=8%¼��4�* Ê 2´ü à  Ê =8(),.25"8*5"¡á *ß4r	54C*Ç%�ë�ï!*
,ÞÖû( Ê 25Í<�7á ( %82��5Ë�* à-à *>%8%'*ÕÈ¢ #()=¸Å�ï! �;3" à 1���9<;3*ÕË#��á *5;3"

p
,.;lï��7"$�74Cí>%8"8*�Å�; Ê * à  Ê =+%�� Ê %'*

Cp
þ#�ßÖû #�3=+%'"+; à %'(  Ê "82>='(),.*Ü,. Ê�à ,�� Ê =¾á *ÜÈ��7(�%ß9<;3* à *>%+%'* à  Ê =+%$� Ê %8*Üï!*5;�%
,.*>Ë�* Ê ( "Ç%8"8í5=

ï."8 à 13*-,.*
0
á) #"8='9<;¦Öû Ê È£��(�%nË#��"8( *5"

p
þ � * à *>%+%'*�È��A�> Ê  Ê°Ê *Õï!*5;�%�ï���= à  Ê�à á);."8*�þ

�



����%8* à 1 Ê ()9<;3*Õ;.%'( á ()=825*Õ*5=+% ��Ê �7á *54C* Ê %n%' #;.%'*��7;.%'"+*�Å�*>% à  Ê =8()=+%'*�ü à  �4�ï���"+*5"�á:�
á  Ê Í�;.*5;3"�,.*5= à  �;3"+�!*5=¥( Ê %'25Í#"$�7á)*5=�ü à *5á)á *�,¦ÖÏ; Ê * à  �;3"+�!*�,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *�,.*�á  Ê Í�;3*>;3"
�3Ê ()*�þ � * à *>%8%8* 46� Ê ( í5"8*6 Ê  #�.%'( * Ê %�; Ê *6�! �" Ê * ; Ê ( È¢ #"84C* ï! #;3"-áÔ�°á  Ê Í#;3*5;3"�,.*>=
à  �;3"+�!*5=�( Ê %'25Í#"$�7á)*>=�þ

�rÕ=Ô JÓçÆÝê×$ãåä Ù=æ:Ù�ä çÆè
�  �(�%

F : U → R
; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*#Å¡ .ª

U
*>=8%Õ; Ê * Ê =8*54��3á *6,.2 ��Ê ()=ÄÉ

=$�7�3á * ,.*
Rn × Rk %'*5áß9<;3*6á:�·È£��4C( á á)* Up = {x ∈ Rn : (x, p) ∈ U} =8 �(�%-; Ê ( È¢ #"ÄÉ4�254C* Ê %°�! #" Ê 2>*�ÅÜï! #;3"

p
Ë#�7"8(:� Ê %l,�� Ê =

Rk
þ �  #%' Ê =°ï���"

P
á®Öû* Ê =8*54��.á)*

πk(U)
Å

 .ª
πk

,.25=8( Í Ê *tá:�xï3"+ #Î�* à %8() Ê Ê �7%8;3"8*5á á * =8;3"Óá *5=
k
,.*5" Ê ()í5"+*5= à  � #"',. Ê3Ê 25*5=Ý��(®þû*�þ

π(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+k) = (0, . . . , 0, xn+1, . . . , xn+k)
?@þnìé #4Cï.%8*�%'* Ê ;j,�*5=

Ê  #%$�7%'(  Ê =éï3"82 à 2¸,.* Ê %8*5=�Å
P
='*5"'�-,.25=8( Í Ê 2 à  #4C4C*�á®Öû*5=8ï�� à *�,.*5=´ï���"'��4�í>%'"8*>=�þ �  �%' Ê =

9�;3*6ï! �;3"�%' #;.%
p ∈ Rk Å«á®Öû* Ê =8*54��3á * Up *5=+%�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�Å¼��( Ê =8(´9�;3*6á�Ö¨�7ï3ï3á)( à �&%'(  Ê

fp = F (·, p) þ�ì�Öû*5=+%�ü�,.( "8*�9<;.* {fp}p∈P *5=+%n; Ê *¥È£��4C( á á)*�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *Õ,.*¥ÈÔ Ê�à %8() Ê =,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *5=�,�� Ê =Õá:�·=+%8"8; à %';."8*C 7É�4C( Ê ( 4 ��á * M þ ��Ê =';3ï.ï! �=8*5"$��25Í���á *54C* Ê %�Å¡9<;3*
ï! #;3"Ü%' #;.%

p ∈ P Å.áÔ��È¢ Ê3à %'(  Ê fp *5=+%�,.* à áÔ�7=8='* C1
þ

��Ê Ë#�64C Ê %'"+*5"�� à þÏÈ�þ�%'132> �"+í54C*�[�þ�9#þ � ?�,3� Ê = à *>%+%'*�=8* à %8() Ê ÅÞ9<;3*�ï! �;3" à 1���9<;3*�25á 2@É
4�* Ê %

fp
,¦ÖÏ; Ê *éÈ��74C( á)á *Ð,.2 �3Ê ()=8=$���.á)*Ð,.*éÈ¢ Ê�à %8() Ê =Ç,.2 ��Ê ( *5=Ç=8;3"å,.*5=å #;.Ë�*>"+%'=

Up
�£%8 �;3=

à  Ê %8* Ê ;3=�,�� Ê =�; Ê 4r	54C* à  #4Cï�� à %@?�Å�á:��á  Ê Í�;3*>;3"�,.*5=n%'"$�&Î�* à %' #( "8*5=�4 ��ú.( 4 �7á)*5=�,.;
à 1���4�ïÓ,.*ÕÍ#"$��,.( * Ê %�*5=+%�46�7Î� #"825*�( Ê ,.25ï!* Ê ,��74C4C* Ê %�,.;°ï��7"$�74Cí>%8"8*

p
þ

��Ê �7ï3ï3á (:9�;3*5"$�°* Ê =8;3( %8* á * "+25=8;3á %$�7%�,�;t%81325 �"+í54C*c[�þ�9#þ � ï! #;3"�,. Ê3Ê *5"�; Ê * 4 �7Î� �É
"'�7%8() Ê ,.*·áÔ��á  Ê Í�;.*5;3"C,.*5=�%8"$�7Î�* à %' #()"+*5=6,.; à 1��74Cïx,.*·Í#"$��,.( * Ê %6,¦Öû; Ê *·È¢ Ê�à %8() Ê
ï! #á�ë Ê  #4C(:��á *Õ*>%� Ê ,. Ê3Ê *>"$��; Ê *��! �" Ê *�*�<Þ* à %'(�Ë�*�ï! �;3"n; Ê ï! #á�ë Ê'� 4C*ÕÍ#2 Ê 25"8()9<;3*#þ
�ßÖ¨��"+Í�;34�* Ê %�*5=8=8* Ê %8()*5áé,�� Ê =�á:�lï3"+*5;.Ë�*�,.; %'132> �"+í54C*:[�þ�9#þ � *5=8%�á�ÖÏ*@ú.( =+%'* Ê�à *�,¦Öû; Ê *
�! #" Ê *�; Ê ()ÈÔ �"+4C*�ï! #;3"�áÔ�6á  Ê Í�;3*5;3"�,¦Öû; Ê *�È��74C()á á *�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�,.* à  #;3"8�!*5= à  Ê %'*�É
Ê ;3*5= ,�� Ê =�; Ê 4r	>4C* à  #4Cï�� à %�þ�����È¢ #"84�;3á)*Ý,.*vìÐ��; à 1<ë<ÉÄìé"+ �È:%' Ê �7ï3ï3á (:9�;325*vü
à 1��#9�;3*�25á 254C* Ê %é,.*�á:�ÕÈ£��4C( á á)*�,.* à  #;3"8�!*>=Ð,. Ê3Ê *�á:��4 �7Î� �"'�7%8() Ê ; Ê ( È¢ #"84C*�ï! #;3"´á:�
á  Ê Í�;.*5;3"�,.* à *5= à  #;3"8�!*5=¸þ

Å ½!¿7Ù�Â�YÔÁtä�Á x º�Â&WAi!ç�X x ¿�½Zb�À¸½ Û ` ² U ² U ²���Ê "8*>ï3"8* Ê ,0( à (åá *5=���"+Í�;34�* Ê %'=�=8 �;3=�á:�
4�	54C*éÈ¢ #"84�*Ü9�;3* �  Ê ��á),.=8 Ê � à È&� �  .�¢?@þ � ï3"+í5=¾9�;3*5á:9�;3*5=ß�#,��7ï.%$�7%8() Ê =Ç Ê "8*5ï3á:� à *5"$�
á *5=n"825=8;3á�%��&%'=�,�� Ê =�á * à  Ê %'*@ú�%8*Õ=8*54C( É��7á)Í#25�3"8()9<;3*#þ
�  �(�%

H
á®Öû* Ê ='*>4��3á *-,.*5=�1<ë�ï!*5"8ï.áÔ� Ê =��6� Ê *5=�,.*

Rn
þ � á¡*@ú�()=+%8*Õ; Ê *Õ4C*5=8;3"+*Õá ()=8=8*Õ=8;3"

H
Å�; Ê ()9<;3*Õü-á®Öû2 à 13*>á)á *¥ï3"+í5=Ü9<;3(Þ*5=+%Ð( Ê Ë#�7"8(:� Ê %'*�=8 �;3=Ðá®Öý� à %'(  Ê %'"'� Ê =8(�%'(�Ë�*¥,.;�Í#"8 #;3ï!*

9�m



�6� Ê * � ; à á (),.()* Ê þ �  #(�% C ; Ê * à  #;3"8�!*°á ( =8='*�Å à  #4Cï�� à %'*�Å à  Ê %'* Ê ;3*Ó,3� Ê =Cá:���! �;3á *; Ê ( %82�þ � á) #"8=6ï."8*5='9<;3*°%' #;.% 2>á)254�* Ê %
Π ∈ H

"8* Ê�à  Ê %8"8*°%'"'� Ê =+Ë�*>"8=$��á *54C* Ê % C * Ê; ÊlÊ  #4��3"8* ��Ê (�,.*-ï! #( Ê %8=¸þ ��ÊÓÊ  #%8*
i(Π, C) á * Ê  #4��3"+*�,�* à *5=�ï! #( Ê %'=�,¦Öû( Ê %'*5"+=8* à É%8(  Ê þ � á  #"8=¸Å��7ï3"8í>=n; Ê * Ê  #"84 �7á ()=$�&%'(  Ê°à  Ê Ë�* Ê �7�3á)*�,.*¥áÔ��4C*5=8;3"8*�Å� Ê ��á:��È¢ #"84�;.á)*

=8;3(�Ë#� Ê %'*6���7ï3ï!*5á)2>*ÕÈ¢ #"84�;3á *Õ,.*�ìÜ�7; à 1�ë<ÉÄìé"+ �ÈÔ%8 Ê ?$�

long(C) =

∫

H

i(Π, C)dΠ
� [.þ�9&?

x ½!¿�½¼Y4YÔº!Ú¢¿�Á ` ² U ² ` ² ¤Þz7�£| Γ = {Γp}p∈P {�~Þ} />�7���£�¢� }����µ´¾~��Ôy'y¸���5� }-��}-�$z7{����$}�y¥�ý�:y$y¸}�y
�'z7~�|�}@~3{�}�y6���&~3y�{�~ò�$z7��§3���>| K ⊂ Rn � ! � z7�$y+�Ð���¾}�,#�Ôy�|�}�{�~t�'�$}5� mK > 0 |�}5�Ç­@{�}
§3z7{��Õ|�z7{�| p ∈ P � long(Γp) ≤ mK

�
÷ �'}@{���} þ����Õï3"8*5;.Ë�*�"8*5ï! #=8*�* Ê ï��7"+%'( *�=';3"´á:�-ÈÔ �"+4�;3á *�,�*�ìÜ�7; à 1<ë�É+ì´"8 #ÈÔ%8 Ê þ �  �(�%

Π
; Ê 1�ë�ï!*5"8ï3á:� Ê ,¦Öû( Ê %8*5"8=8* à %8() ÊCÊ  Ê Ë�(),.*��5Ë�* à á)* à  #4Cï�� à %

K
þ � �7;3È!ï! �;3"¾; Ê =8 #;3=ÄÉ

* Ê ='*>4��3á *�,.*-4C*5=8;3"+* Ê ;3á á)*�,�� Ê =�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *�,.*>=�1<ë�ï!*>"8ï3á:� Ê =¥�6� Ê *5=�9<;3( à  #;3ï!* Ê %
á * à  �4Cï�� à %

K
Å
Π
Ê Ö¨��9<;«Öû; Ê�Ê  #4��3"+* ��Ê (.,.*Üï! #( Ê %'=ß,¦Öû( Ê %8*5"8=8* à %8() Ê =
�5Ë�* à á:� à  �;."8�!*

Γp
þ �  #(�%

i(Π,Γp)
Å3á * Ê  #4��3"+*-,.*Õï! #( Ê %8=�,¦ÖÏ( Ê %8*5"8=8* à %8() Ê * Ê %'"+*

Π
*>%

Γp
þ � Öý�7ï3"8í5=�á *

%81325 #"8í54C* ,.* �3Ê ( %8;�,.* ; Ê ( È¢ #"84C* ,�� Ê =�á *5=�=+%'"8; à %';3"8*5=- 7É�4�( Ê ( 4 �7á *5=¸Å à  #4C4C*6á®Öû* Ê É
=8*54��3á)*�,.*5=´1�ë�ï!*5"8ï3á:� Ê =Ü�6� Ê *5=é,.*

Rn
*>=8%é,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�Å�()á�*@ú.( =+%'*�; Ê * Ê %'( *5"

iK(Γp)
Å

%8*5á¡9<;3*�ï! �;3"nï3"8*>=$9�;3*�%' #;.%
Π ∈ H Å3 Ê � i(Π,Γp) ≤ iK(Γp)

þ �ÇÊ *�<Þ*>%¸Å
Π ∩ Γp

Ê *
ï! #=8=8í¸,.*�9<;¦Öû; ÊCÊ  #4��3"8* ��Ê (�,.* à  #4Cï! #=�� Ê %8*5= à  Ê3Ê *@ú�*5=¸Å<9<;3(3=8 Ê %´,. Ê�à ,.*5=
ï! #( Ê %'=¸þ
��"�� à *·�7; %81325 �"+í54C*�,.* ��Ê ( %8;�,.*�; Ê ()È¢ #"84�*�Å�á) #"8='9<;3*

p
Ë#��"+()*�,�� Ê =

P
Å¡á)* Ê  �4��3"8*

iK(Γp)
*5=+%Ð4 �7Î� �"+2�ï���"é; Ê * Ê %'( *5"é( Ê ,.25ï!* Ê ,��74C4C* Ê %Ü,.*

p
þ ��Ê�Ê  �%'*

iK
à *>%Ð* Ê %8()*>"¸þ

�ÇÊ =8;3( %8*�Å�()á!=8;��C%Ð,.* à  Ê =+%��&%'*5"Ð9�;3*�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *¥,�*5=Ð1<ë�ï!*5"8ï3á:� Ê =Ü�®� Ê *5=Ü,¦ÖÏ( Ê %'*5"8=8* à É
%8(  Ê�Ê  Ê Ë�(),.*C�5Ë�* à

K
*5=+%�,.*�Ë� #á);34�* �3Ê (�Å

VK
þ ��Ê  ��.%8( * Ê %Õ��( Ê =8(Ç* Ê �7ï3ï3á (:9�;�� Ê %

á:��ÈÔ �"+4�;3á *Õ,.*�ìÜ�7; à 1<ë<ÉÄì´"8 #ÈÔ%' Ê ü�á:� à  �;3"+�!*
Γp
�

long(Γp) ≤ iKVK = mK

þ
��ãz~ÇÛ¼Ú:À&ÚÔ½ Û ` ² U ² o ² ¤Þz7�£| f {�~Þ}&/>z7~Þ�>|£��z7~l���4´¾~��Ôy$y¸���5� }¥��}¥�5� �&y$y5} C1 ���µ´Ç~���}Üy�{��n{�~
z&{��#}@�@|��$z7��~Þ� V �Õ�¡~t�$�$}5� c ∈ Ka(f) y���}>|Ðy¸}@{3��}@� }@~�|Ðy�� ���¾}�,#�Ôy@|�}�{�~Þ}�y�{��¢|�} {xν}��}�§�z&�¢~�|£y°��} V �¥|�}5�Ô� }l­�{�} {f(xν)} → c }>| {∇f(xν)} → 0 �»ì´~ �$§�§�}5�Ô� } Ka(f)�Ä� }@~3y¸}�� �5� }���}�y����#� }@{��$y��@�@�¢|���­@{�}�y��&y�¶���§ |�z7|���­@{�}$y���} f �
�ßÖû* Ê =8*54��.á)*Ð,.*5=

c
��ï3ï��7"+%8* Ê � Ê %
ü

Ka(f)
ï! #;3"åá)*5='9<;3*>á)=Ç( á�*@ú.( =8%8*Ð; Ê *Ð=8;3(�%'* {xν}à  Ê Ë�*5"8Í#* Ê %8* ,�� Ê =

V
Å«*5=8%Õá�ÖÏ* Ê =8*54��3á * ,.*5=�Ë��7á *5;3"8= à "+( %8(:9�;3*5=�,.*6á:�·È¢ Ê�à %'(  Ê

f
��;

=8* Ê =�;3=8;3*5á®þ«ì�Öû*5=+%�ü�,�()"+*�9<;«Öû( á¼*@ú.( =8%8*
x0 ∈ V

%'*>áÇ9<;3*
f(x0) = c

*>% ∇f(x0) = 0
þ

� ( Ê =8(®Å
Ka(f)

à  Ê %'( * Ê %ná�ÖÏ* Ê =8*54��3á *-,.*>=nË#�7á)*5;3"+= à "+( %8(:9�;3*5=�,.*�á:��È¢ Ê�à %'(  Ê
f
þ

9-9



� (�á�ÖÏ Ê "8*>%8()"+*-á�ÖÏ1<ë�ï! �%'13í5=8*�,�* à  #4Cï�� à (�%'2�"+*5áÔ�&%'(�Ë�*-=8;3"
V
Å� Ê ï!*5;.%� ��.%8* Ê ( "

Ka(f)�7;3=8=8(ÇÍ#"$� Ê ,h9<;3*�á®Öû Ê Ë�*5;.%¸þ � áå=';���%Õ,.*�ï3"8* Ê ,."8*�á:��È¢ Ê�à %'(  Ê
f(x, y) = y

x

,.2 ��Ê ( *
=8;3"

R2 \ {x = 0} þ � á) #"8=¸ÅÞ%' �;�%'*5=Õá *5=ÕË#�7á)*5;."8=-ï3"+()=8*5=Õï��7" f =' Ê %-,.*5=ÕË#�7á)*>;3"8= à "8( É%8()9<;3*5=-�7=+ë�4Cï.%' �%'()9<;3*>=�þ¡ì´*�%�ë�ï!*�,.*�='(�%8;��7%8() Ê ï!*5;.%�=8*�ï3"8 �,.;3( "8*�25Í���á *54C* Ê %�ï! �;3"
,�*5=�ï! #á ë Ê'� 4C*>=�ü

n
Ë#�7"8(:���3á *5=¸Å��5Ë�* à

n ≥ 3
þ

� Ö¨��ï."8í5= Ò ;3"',�ë � ��Å!='(
f
*>%
V
=8 Ê % à  #4C4C*�,�� Ê =¥á:��,�2 ��Ê (�%'(  Ê [.þ�9�þ u ÅÞ��á  #"8=� Ê

��á:��ï3"8 #ï! �=8(�%'(  Ê =8;3( Ë#� Ê %'*r�
â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û ` ² U ² w £ ô § Â ` õ ¥ ²¯¹ � }@~3y¸}�� �5� } Ka(f) }�y�|Z´¾~�� �¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ ` ² U ² t ² ¤¦z&��}@~�| U ⊂ Rn×Rk }>| F : U → R {�~Þ}Z/>z7~Þ�>|��®z7~ ���µ´Ç~��Ôy$y¸���5� }8�¤Þz7�£| K {�~��$z7��§3���>|¥��} Rn |�}5�´­@{�} Up ⊂ K }>| F (·, p) = fp : Up → R y¸z7�£|¥��}
�>� �&y$y¸} C2 y�{�� Up §3z7{���|�z7{�| p ∈ P � ! � z7�$y����¦}¤,#�Ôy@|�}�{�~Ó�'�$}5� MK > 0 |�}>�¦­@{�}��!§�z7{��|�z7{.| p ∈ P �Ç����� z&~���{�}@{��Õ��}�y�|£�$�¶�5}$�>|�z7�Ô�$}�y¥�7{°��¬3�7��§h��}Ü���'���7��}�~�| ∇fp }$y@|å�6�¶�¸z7�'�$}§3�7� MK

�
� Ë�� Ê %¥,.*�ï��7='=8*5"¥ü6á:� ,.254� Ê =+%'"'�7%8() Ê ,.;0%81325 �"+í54C*ó[.þ�9�þ � Å Ê  �;3=��7á á) Ê = à  #4Cï��7"8*5"
* Ê %'"+*�*5á á)*5=ná *5=�á  Ê Í�;3*>;3"8=�,.*>=Ü%'"$�7Î�* à %' #( "8*5=�,.; à 1��74CïÓ,�*�Í�"$��,.( * Ê %�,ÞÖû; Ê *�È¢ Ê�à %8() Ê
=$�&%'( =8È��7()=$� Ê %�,.*��! Ê3Ê *>=�ï3"8 #ï3"8( 2>%'25=¸þ
�  �( * Ê %

f : V → R
; Ê *¥ÈÔ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *Õ,.* à á:��=8=8*

C1
=$� Ê =ÐË#��á *5;3"8= à "+( %8(:9�;3*5=

�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*5= =8;3"C; Ê  �;.Ë�*5"+%6�! �" Ê 2
V
*>%
Z ⊂ V

; Ê * Ê =8*54��3á *l,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�Å
ÈÔ*5"84C2#Å�%'*5á�9<;3*-ï! �;3"�%8 �;.%

t ∈ f(V )
Å�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *

Zt = f−1(t) ∩ Z *5=+%�,ÞÖû( Ê %'25"+()*5;."
Ê  Ê Ë�(),.*�þ �  #(�%

W
á)* à  #4Cï3á 254C* Ê %��7()"+*�,.*

Z
,�� Ê =

V
þ �  #%8 Ê =

Wt

á®Öû( Ê %8*5"8=8* à %8() Ê
,�*

W
�5Ë�* à á * Ê (�Ë�*��7;

f−1(t)
þ � ;3ï3ï! �=8 Ê =¥9<;3*�ï  #;3"�%' #;.%

t ∈ f(V )
*>%�ï! #;3"�%8 �;.%

x ∈ Wt

 Ê ���
|∇f(x)| ≥ sup{|∇f(y)| : y ∈ Zt}

þ
Æ� #;3"¾%8 �;.%

x ∈ V Å# ÊCÊ  �%'* αx á:� à  �;3"+�!*�( Ê %825Í�"'��á *�,.; à 1��74CïC,.*nÍ#"$��,.()* Ê %
ï��7='=$� Ê %ï���"
x
þ�Æ¼ #;3"

ε > 0
� ú.2�Å� Ê Ê  �%'*

V ε(t)
á®Öû* Ê ='*>4��3á * {y ∈ V : t− ε ≤ f(y) ≤ t+ ε}*@%

αεx = αx ∩ V ε(f(x))
þ

�  �;3= à *5= à  Ê ,.(�%8() Ê =¸Å� Ê ��á *54C4C*�=8;3(�Ë#� Ê %^�
� Á.ÙtÙ Á ` ² U ²�ÿI² ÷ z7{��Õ|�z7{.| x0 ∈ W �ß����}¤,#�Ôy@|�} y ∈ Zf(x0)

}>| ε > 0 |�}5�¨y�­@{�}
long(αεx0

) ≤ long(αεy)
�

÷ �'}@{���} þ.ÆÇ�7"Ð1�ë�ï! #%813í5=8*�Å Zf(x0)

*5=+%n,¦ÖÏ( Ê %'25"+()*5;3" Ê  Ê Ë�(:,.*�*>% à  Ê %'( * Ê %Ð; Ê ï! �( Ê %
y
þ � á) #"8=Ð( áÞ*@ú.( =+%'*�; Ê *��! #;3á)*� �;.Ë�*5"+%'*

By(r)
Å.,.* à * Ê %'"+*

y
*>%Ü,.*¥"'�¸ë� Ê

r
Å à  Ê %'* Ê ;3*

,3� Ê =
Z
9<;3( à  Ê %8()* Ê %é; Ê *�ï��7"+%8()*�,.*�á:� à  #;3"8�!*�( Ê %'25Í#"$�7á *

αy
þ ��Ê�à 1. �( =8( %

ε
,.*�=8 �"Ä%'*

αεy
=8 #( %�* Ê %'( í5"8*54�* Ê % à  Ê %8* Ê ;3*·,3� Ê =�áÔ�Ó�! �;3á *

By(r)
þ �ÇÊ =8;3( %8*�Åå9<;3(�%8%8*°üÓ"825,.;3()"+*

98[



ε
Å  Ê �j�

αεx0
∩ Z = ∅ þ � (å Ê ï��7"$�74Cí>%8"8*�á)*5= à  �;3"+�!*5=¥( Ê %'25Í#"$�7á *5=�ï���"�á *5= Ê ( Ë�*���;�ú,�*

f
� à Öû*5=+%�ü�,.()"+*C9<;«Öû Ê ( Ê %'í5Í#"8*�á * à 1���4�ï ∇f

|∇f |2
?@Å«�7á) #"8=�ï! �;3"�%' #;.%

t ∈]f(x0) −
ε, f(x0) + ε[

 Ê  #�.%'( * Ê %^�
|∇(f ◦ αεx0

)(t)| ≥ |∇(f ◦ αεy)(t)|
þ

ì´*Õ9<;3(«,. Ê3Ê *-��ï."8í5=n( Ê %'25Í#"$�&%'(  Ê �
long(αεx0

) ≤ long(αεy)
þ
�

÷ �'}@{���}-�7{·|£¬3�'z7�+ñ@�6}����¢�-��� þ ��Ê�Ê  �%'* Ka(fp)
á®Öû* Ê =8*54��3á *¥,.*5=´Ë��7á *5;3"8= à "+(�%'()9<;3*5=

�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*5=�,.*¥á:��È¢ Ê�à %'(  Ê
fp
Å.*>%n Ê ï! �=8*

Ka(F ) = {{p} ×Ka(fp) : p ∈ P} þ� Ö¨��ï3"+í5=-á:��ï3"8 #ï! �=8(�%'(  Ê [.þ�9�þ � Å¦ï! �;." à 1���9<;3*�Ë#��á *5;3"
p
,.;Hï���"'��4�í>%'"8*#Å«á®Öû* Ê ='*>4��3á *

Ka(fp)
*5=+% ��Ê (®þ � ( Ê =8(®Å7ï! �;."¼%' #;.%

p ∈ P Å7=8 #( % Ka(fp)
*5=+%åË�(:,.*�Å&=' #(�%Ç( á�*@ú.( =+%'*é; Ê * Ê É

%8( *5"
n(p)

%8*5á¦9�;3*
Ka(fp) = {c1(p), ..., cn(p)(p)}

 -ª
c1(p) < c2(p) < ... < cn(p)(p)

þ
� á
*@ú.( =+%'* ; Ê *�,.2 à  �4Cï! #=8( %8() Êòà *5á)á ;3á:��( "8*�,.*

P = ∪i∈IPi
�£(�þÏ*�þ¡* Ê Ê  #4��3"8* ��Ê (é,.*

à *5á)á ;3á *5=�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *5=�?@Å«%'*5á á * 9<;3*6=8;3" à 1���9<;3* à *5á á ;3á)*#Å
n(p)

*5=+% à  Ê =8%$� Ê %�*>%-á�ÖÏ* Ê É
=8*54��3á)*

Ka(F )∩{Pi×R}
*5=+%ß"82>; Ê () Êó��Ê ()*n,.*ÜÍ#"$�7ï313*5=
,�*nÈÔ Ê�à %8(  Ê =
,�2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*>=

� à Öû*5=+%n; Ê * à  Ê =82¸9<;3* Ê�à *-,.;·%'132> �"+í54C*Õ,.* ��Ê (�%';�,.*�; Ê ()ÈÔ �"+4C*&?@þ

��Ê Ë#� à  Ê =+%'"8;3( "8*C; Ê * Ê =8*54��3á * ,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*
∆ ⊂ U

ü�á�ÖÏ( Ê %'25"+()*5;3"-,.;�9<;3*>á�Å«ï! �;."
à 1��#9�;3*nË#��á *5;3"

p
,.;Cï��7"$�74Cí>%'"+*�Å |∇fp| *5=8%¾%'"+í5=
ï!*>%8(�%�þ���� à  Ê =+%'"+; à %'(  Ê "8*5ï3"+* Ê ,C* Êï���"Ä%'( * à *5á á *6,.*«� Ò ;q[6��Å«ü à *>%8%'*�*@ú à *5ï�%'(  Ê ï3"+í5=Õ9<;«ÖÏ Ê %'"$�5Ë#��( á á)*�( à ( Ê  Ê ï3á ;3=-�5Ë�* à

; Ê *Õ=8*5;3á)*ÕÈÔ Ê�à %8(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *Õ4 ��( =��5Ë�* à ; Ê *ÕÈ��74C( á á)*-,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á)*-,.*ÕÈÔ Ê�à %8() Ê =
�7ï3ï��7"+%8* Ê � Ê %�ü�áÔ��=+%'"8; à %';3"8*� 7É�4C( Ê ( 4 ��á * M þ
�  �(�%

p ∈ P *@%�=8 �(�%
ϕp : R→ R+

á:��È¢ Ê�à %8() Ê ,.2 �3Ê ()=8=$�7�3á)*-,. Ê3Ê 25*�ï���"º�
ϕp(s) = inf{|∇fp(x)| : x ∈ f−1

p (s)} þ
�  #%8 Ê =Ç9<;3*éá:��È¢ Ê�à %8() Ê

ϕ
,�2 ��Ê ( *Ðï��7"

ϕ(s, p) = ϕp(s)
*5=+%Ç25Í��7á)*54�* Ê %¾,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�þ

	 *546��"89<;3 Ê =°��;3=8=8(�� à È�þ$� Ò ;q[6�£?69<;3*�=8(
s0 /∈ Ka(fp)

ÅÐ�7á) #"8=�( á�*@ú.( =+%'*h�7á  �"+=·; Ê *
à  Ê =+%�� Ê %8*

c(s0) > 0
%'*5á á)*�9<;3*

ϕp ≥ c(s0) > 0
��;ÓË� #( ='( Ê �7Í�*�,.*

s0

þ �  �( * Ê %
∆p

*>%
∆
á *5=�* Ê =8*54��3á)*5=�,.2 ��Ê ( = à  #4C4C*�=8;3(�%^�

∆p = {x ∈ Up \ f−1
p [Ka(fp)] : |∇fp(x)| ≤ 2ϕp[fp(x)]} Å

∆ = {(x, p) ∈ U : x ∈ ∆p, p ∈ P}
þ

�«*5=¼* Ê =8*54��3á)*5=
∆
*@%

∆p

=' Ê %å,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *�þ 	 *54 �7"'9<;. Ê =å9<;3*´á®Öû* Ê =8*54��3á)*
∆p

Ë�25"8( � *
á *5= à  Ê ,.(�%'(  Ê =�,.;·á *54C4C*�[�þ�9#þ\_.þ �ÇÊ ï��7"+%8( à ;3á)( *5"¸Å.=8 Ê ( Ê %'*5"8=8* à %8(  Ê �5Ë�* à ; Ê·Ê (�Ë�*��7;
Í#2 Ê 25"+(:9�;3*Õ*5=+%�,¦ÖÏ( Ê %'25"+()*5;3" Ê  Ê Ë�(),.*�þ
�  �( * Ê %

fp
á�ÖÏ; Ê *
,.*5=¡È¢ Ê�à %'(  Ê =¼,.*ßá:�ÐÈ��74C( á)á *
,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *
*>%

I = [t2, t1]
; Ê ( Ê %8*5"+Ë#�7á)á *

,ÞÖû( Ê %'*5"+='* à %'(  Ê Ë�(:,.*-�5Ë�* à
Ka(fp))

þ �  #( %
Xp

áÔ��"8*5=+%'"+( à %8() Ê ,ÞÖû; Ê * à  �;3"+�!*Õ( Ê %'2>Í�"'��á *
X̃p

ü
f−1
p (I)

þ � ;3ï3ï! #=8 Ê =é9<;.*
Xp

*5=+%´,¦ÖÏ( Ê %8*5"8=8* à %8() Ê6Ê  Ê Ë�(:,.*��5Ë�* à
∆p

*>%
Up \∆p

þ
9 u



� Ö¨��ï3"+í5=�á *-á *54C4�*�[�þ�9#þ\_.Å� Ê ï!*5;.% à  #4Cï��7"8*5"�á:��á  Ê Í#;3*5;3"�,.* à 1��#9<;3* à  #4Cï! #=�� Ê %8*
à  Ê3Ê *@ú�*°,.*

Xp ∩ (Up \ ∆p)
�5Ë�* à áÔ�0á  Ê Í�;3*5;."C,.* à *5"+%$��( Ê *5= à  #;3"8�!*5=�( Ê %825Í�"'��á *5=

à  Ê %8* Ê ;3*5=�,3� Ê =
∆p

þ
� á´=';���%C�7á) #"8=�,¦Öû*5=+%8()4C*>"�á:�lá) Ê Í#;3*5;3"�,.*5=�ï��7"+%'( *5=�,.* à  �;3"+�!*5=�( Ê %'25Í#"$�7á)*>=�='(�%8;325*5=
,3� Ê =

∆p

*>% ,¦Öû* Ê ,. Ê3Ê *5"6; Ê *Ó4 �&Î� �"'�7%8() Ê ; Ê ()ÈÔ �"+4C* ��(®þû*�þ¾( Ê ,.25ï!* Ê ,�� Ê %8*0,.*
p
?�þ

�  #%8 Ê =¾9<;3*Ðá)*5= à *5á á);3á *5=ß,.*Üá:��,.2 à  �4Cï! #=8( %8(  ÊCà *5á á ;3áÔ�7( "8*�,�*
P
=8 Ê %¾* Ê�Ê  #4��3"+* ��Ê (�þ

� ( Ê =8(®Å�()á�=8;���%é,.*�4 �7Î� #"8*5"ß; Ê ()ÈÔ �"+4C254C* Ê %´áÔ��á  Ê Í�;3*5;."é,.*5= à  �;3"+�!*5=´( Ê %'25Í#"$�7á)*5=é,.*>=
à 1���4�ï3=�,.*�Ë�* à %'*5;3"+= ∇fp ï! �;3" p ∈ Pi Å  .ª Pi *>=8%�á®Öû; Ê *�9<;3*5á à  Ê 9<;3*�,.*5= à *5á á ;3á)*5=,3� Ê =éáÔ�-,.* à  #4Cï! #=8( %8() Ê ï3"+2 à 2¸,.* Ê %8*¥,.*

P
þ ��Ê Ê  #%8*¥��á  #"8=

∆i = {(x, p) ∈ ∆ : p ∈
Pi}

þ�ìé Ê =8(),.25"8 Ê =�ï! �;." à *5áÔ��á®Öý�7ï3ï3á ( à �7%8() Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *ö�
σ : ∆i −→ R× Pi

(x, p) 7−→ (fp(x), p)� á) #"8=¸ÅÞ,¦Ö¨��ï3"+í5=¥á)*�%'1325 #"8í54�*�,.; à 13 #(�ú�,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *Ó� à Èß%81325 �"+í54C*�9�þ�9�þ n<?�Å ()áå*@ú.( =+%'*
; Ê * ='* à %'(  Ê ,.2 ��Ê ()=8=$���3á *L,.*

σ
Å à Öû*>=8%_üP,.( "8* ; Ê *M�7ï3ï3á ( à �7%8() Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *

γ : σ(∆i)→ ∆i

Ë�25"+( � � Ê %Ü�
σ◦γ = Idσ(∆i)

þ �  �(�%
Γp = Imγ∩∆p

þ7Æ� �;3"¡%' #;.%
p ∈ Pi

Å
á:� à  �;3"+�!*�,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *

Γp
*5=+%�%'"'� Ê =+Ë�*5"+=8*��7;�ú � �3"8*5=�,.*

fp
Å�=$�7;3ÈÇï!*5;.%ÄÉ�	>%'"+*-* Ê ; Ê

Ê  �4��."8* ��Ê (Þ,.*�ï! #( Ê %8=¸þ.ÆÇ�7"é 7É�4C( Ê ()46��á ( %82�Å�á®Öû* Ê =8*54��3á)*�,.*5=Ðï! #( Ê %'=é -ª
Γp
Ê ÖÏ*5=+%Ðï��7=

,�* à á:�7='=8*
C1

*5=8% ��Ê (�þ � ( Ê =8(®ÅÞ��ï3"+í5=��5Ë� #()"�2@Ë�* Ê %8;3*5á á)*54�* Ê %�"8*>%8()"+2�á *5= Ê (�Ë�*¸��;�ú Ê  Ê
%8"$� Ê =+Ë�*5"8=8*5=�ü

Γp
��25Í��7á)*54�* Ê %n* Ê·Ê  #4��3"8* ��Ê (¢?´*@% à *5;�ú� .ª°á:� à  �;3"+�!*

Γp
Ê ÖÏ*5=+%nï��7=

,�* à á:�7='=8*
C1
Å� Ê ï!*5;.%�=8;3ï3ï! �=8*5"�9<;3*

Γp
*5=+%

C1
*>%�%8"$� Ê =8Ë�*5"8=8*�ü�%8 �;�%'*5=�á *5= � �3"8*>=

,�*
fp
þ��«*Õ,.*5=8=8( Ê =8;3(�Ë#� Ê %�,. Ê.Ê *Õ; Ê *�(),.25*-,.*>=�,.("< 25"8* Ê %'=n ��.Î�*>%'= à  Ê ='(),.25"+25=¸þ

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������

����������������������������

�! #"%$'&)(+*,&�-/.+01 324(5$'6
�! 7"8$�&�(5*9-/.+0: ;2+(5$<6

∆pΓp

Up
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� 25=8 #"84 �7( =�Å5 Êº� ú�*ß; Ê 2>á)254�* Ê %
p ∈ Pi

*>%¸Å¸ï! #;3"¡; Ê %'*>á
p
Å5 Ê *5=+%'( 4C*ßá *5=¡%8"$�7Î�* à %' #()"+*5=

,�; à 1���4Cï ∇fp þ �  �( * Ê % c(p) ∈ Ka(fp)
*>%
t1, t2

,.*5=�Ë#�7á)*>;3"8=°,.*
fp
%'*5á á *5=°9<;3*

t2 < t1
*>%
Ka(fp)∩ [t2, c(p)[= ∅

þ 
 ;3(�%8%8*�ü�*�< * à %';3*>"¾; Ê *n,�2 à  �4�ï! �=8(�%'(  ÊCà *5á á);.áÔ�7( "8*
,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *°,.*

∆i

Å¼ Ê ï!*5;.%�=8;3ï3ï! �=8*5"�9<;3*�á:� à  �;3"+�!*·,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*
Γp

*5=+%�á ( ='=8*�Å
à  Ê3Ê *@ú�*Õ*>%Ü%'"$� Ê =+Ë�*5"+='*Õ��;�ú � �3"+*5=�* Ê %'"+*�á)*5= Ê (�Ë�*��7;�ú

t2
*>%
t1
þ

�  �(�%
X̃p

; Ê *�%8"$�7Î�* à %' #()"+*C,.; à 1��74Cïh,.*�Í�"'�#,.( * Ê %�*>%
Xp = X̃p ∩ {t2 ≤ fp ≤ t1}

þ
��Ê =';3ï.ï  #=8*°9<;3*

Xp

*>=8%�* Ê %8()í>"8*54C* Ê % à  Ê %'* Ê ;3*°,�� Ê =
∆p

þ �  #()* Ê %
x(s)

*>%
θ(s′)á *5=Cï���"'��4C2@%'"$�7Í#*5=6"+*5=8ï!* à %'( È¢= ,.*

Xp

*>%
Γp

ï��7"Cá *5;3"Cá  Ê Í#;3*5;3"6,¦Öý�7" à
s
*>%
s′
ÅÇ -ª

x(0), θ(0) ∈ {fp = t2}
*>%�á)*5=�ÈÔ Ê�à %'(  Ê =

s 7→ (f ◦ x)(s)
*>%
s′ 7→ (f ◦ θ)(s′) =8 Ê %=+%8"8( à %'*54C* Ê % à "+ �( =8=$� Ê %'*5=¸þ

�  �(�%
η
á®Öý�7ï3ï3á ( à �7%8() Ê 9<;3(�ü�%8 �;.%¾ï! �( Ê %
,.*

Xp

�7=8=8 à ( *ná®Öû; Ê ()9<;3*Üï! �( Ê %
,¦Öû( Ê %8*5"8=8* à %8() Ê
,�; Ê (�Ë�*��7; {fp = fp(x(s))} �¸Ë�* à á:� à  #;3"8�!* Γp

þ
� ( Ê =8(®Å�ï! #;3"�; Ê

s
� ú.2Õá *Õ"825*5á

h(s) = θ−1 ◦ η ◦ x(s)
"8*5ï."825=8* Ê %8*ÕáÔ��á) Ê Í#;3*5;3"�,.*ÕáÔ�

ï���"Ä%'( *�,.*ná:� à  #;3"8�!*
Γp
à  �4�ï3"8( ='*Ü* Ê %8"8*Üá)*5= Ê (�Ë�*¸��;�ú {fp = t2}

*>% {fp = fp(x(s))} Å�7á  �"+=�9<;3*
s
*5=+%náÔ��á  Ê Í�;3*>;3"�,.*

Xp

* Ê %'"+* à *5=�,�*5;�ú·4r	54C*5= Ê ( Ë�*���;�úÞþ

x(s)

{fp = t2}

{fp = t1}

Γp

η
Xp

{fp = fp(x(s))}

∆p

(η ◦ x)(s)

9 �



��Ê Ë��C4C Ê %'"+*5"�9<;3*�ï! #;3"�%' #;.%
s
 Ê �R�

s ≤ 2h(s)
þ �¾Ê *�< *>%¸Å!ï3;3( ='9<;3*

f [x(s)] =

f [η(x(s))]
Å.* Ê ,.25"+( Ë#� Ê %�ï��7"n"$�7ï3ï! #"+%�ü

s
Å. Ê  #�.%8()* Ê %�á�ÖÏ25Í���á (�%'2Õ=8;3(�Ë�� Ê %8*ö�

〈∇f [x(s)], x′(s)〉 = 〈∇f [η(x(s))], (η ◦ x)′(s)〉 þ
�  �(�% |∇f(x(s))| = |∇f(ζ(s))| · |ζ ′(s)| · cosα(s)

Å �5Ë�* à
ζ = η ◦ x *>% α(s)

á®Öý� Ê Í�á *
* Ê %'"+*�á)*5=ÜË�* à %8*5;3"8= ∇f(ζ(s))

*>%
ζ ′(s)

þ
ì´ #4C4C*

ζ(s)
*>%
x(s)

=8 Ê % à  Ê %'* Ê ;3=�,�� Ê =ná�ÖÏ* Ê =8*54��3á *
∆p

 Ê ���
|∇f(ζ(s))| ≤ 2ϕ(f(ζ(s))) ≤ 2|∇f(x(s))| þ

�ßÖÏ( Ê 25Í<�7á ( %82nï3"82 à 2¸,.* Ê %'*Ü()4�ï3á)()9<;3*���á  �"+=¨� |∇f(x(s))| ≤ 2|∇f(x(s))| · |ζ ′(s)| ·cosα
þ

�  �(�% |ζ ′(s)| · cosα ≥ 1

2
,
 #;°* Ê�à  #"8* |ζ ′(s)| ≥ 1

2

þ
ÆÇ;3( =$9�;3*

θ−1 ◦ θ(s) = s
Å¼ Ê �lÈ�� à ( á)*>4C* Ê %«�

dθ−1
ζ(s)(u(s)) = 1

 -ª
u(s) = ζ′(s)

|ζ′(s)|
þ

ì�Öû*>=8%-ü·,.( "8*«�
h′(s) = |ζ ′(s)| ≥ 1

2

þ �  Ê�à
h′(s) ≥ 1

2

ÅÞ*>%
s ≤ 2h(s)

þ � ( Ê =8(®Å¦ï! #;3"
%8 �;�% Ê (�Ë�*���;

t ∈ [t2, t1]
Å�( á´*@ú�()=+%'*

s ≥ 0
%8*5áé9<;3* {fp = t} = {fp = fp(x(s))} þì´ #4C4C*

h(s)
"8*5ï3"+25=8* Ê %'*Õá:�Cá  Ê Í�;.*5;3"�,.*

Γp
* Ê %8"8*Õá)*5= Ê ( Ë�*���;�ú

t2
*@%
t
Å� Ê ,.2¸,�;3( %

9�;3*�áÔ�¥á) Ê Í#;3*5;3"é,.*�á:��ï��7"+%8()*�,.*
Xp

='(�%';32>*�* Ê %8"8*�á *5= Ê ( Ë�*���;�ú
t2
*>%
t
*5=+%´( Ê È¢25"+()*5;."8*

ü ,.*5;�úvÈÔ �( =CáÔ��á  Ê Í#;3*5;3"6,.*°á:� ï��7"+%8()*Ó,.*
Γp

=8( %8;325*°* Ê %'"+* à *5=C4r	>4C*5= Ê (�Ë�*��7;�ú¦þ
�ßÖÏ( Ê 25Í<�7á ( %82�"+*5=8%8*�Ë�"$�7()*�* Ê ï��7=8=$� Ê %n,¦Ö¨���! #"',°ü-áÔ��á ( 4C(�%'*¥* Ê

t = t1
Å�ï3;3( =n* Ê È��7()=$� Ê %

%8* Ê ,."8*
t1
%'* Ê ,�Ë�*5"+=

c(p)
þ � Ö¨��;.%8"8*¥ï���"Ä%�Å39<;3(�%8%'*-ü�È£��( "8*�; Ê *Õ,.2 à  �4�ï! �=8(�%'(  ÊÓà *5á á);�É

á:�7()"+*C,.*
Up
ÅÞ Ê ï!*5;.%�=8;3ï3ï! #=8*5"Õ9�;3*

Xp

*>=8%�=8 #(�%Õ* Ê %'( í5"8*54�* Ê % à  Ê %'* Ê ;3*C,3� Ê =
∆p=8 #(�%

Xp ∩ ∆p = ∅ þ � ( Ê =8(®Å«á:�·á  Ê Í#;3*5;3"-,.*�%' #;.%'*�%8"$�7Î�* à %' #()"+* ,�; à 1��74Cï ∇fp *5=+%( Ê ÈÔ25"8( *5;3"8*�ü
2long(Γp)

þ � "¸Å
Γ
*5=+%é,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�*>%¸Å�ï! �;."
%8 �;.%

p ∈ Pi
Å�á:� à  �;."8�!*

Γp*>=8%�,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*#Å à  Ê %'* Ê ;3*�,�� Ê =�á)* à  #4Cï�� à %
K
*>%�,.*-á  Ê Í�;3*5;." ��Ê ()*#þ � %�,¦Öý�7ï3"+í5=

á * à  #"8 #á)á:�7()"+*$[�þ�9#þð[�Å�( á�*@ú�()=+%'*n; Ê * à  Ê =+%$� Ê %8*
mK,Pi > 0

%8*5á á)*�9<;3*�ï! #;3"ß%8 �;�%
p ∈ Pi

Å
long(Γp) ≤ mK,Pi

þ�Æ� �=8 Ê =
MK,i = 2mK,Pi

þ�ì´ �4C4�*
P
*5=+%´"+25; Ê (  Êr��Ê ()*�,.*n%'*5á á *5=

à *5á)á ;3á *5=
Pi
Å¦* Ê ï! #=�� Ê %

MK = max
i
{MK,i}

Å¦ Ê  #�.%'( * Ê %ÕáÔ��4 �7Î� �"'�7%8() Ê ; Ê ( È¢ #"84�*
Ë� �;3á ;3*�þ

�

��Êhà  Ê =8(:,�í5"8*�4 �7( Ê %'* Ê � Ê %¥; Ê *�È£��4C( á á *C,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á)*
F
9<;3(¼Ë�25"8( � *�á)*>=�4�	54C*5=

1�ë�ï! #%813í5=8*5=�9�;3*�,�� Ê =�á * %'1325 #"8í54C*�[.þ�9�þ � =$�7;3È�9<;3*�á *5=� �;.Ë�*5"+%8=
Up

Ê *�=8 Ê %�ï3á ;3=
à  Ê %8* Ê ;3=�,�� Ê =n; Ê°à  �4Cï�� à %

K
Å.4 �7()=Ü=8 Ê %n='*>;3á)*54�* Ê %'=Ü�! �" Ê 25=¸þ�Æ� �;3"Ð%8 �;.%n #;.Ë�*5"Ä%

Up
 Ê Ê  �%'*

Dp

á *�,.(:��4Cí>%8"8*�,�* á�ÖÏ* Ê Ë�*>á) #ï3ï!* à  Ê Ë�*@ú.*�,.*
Up
þ �  #%8 Ê =-25Í<�7á *54C* Ê %

M1

áÔ���! �" Ê *� #�.%'* Ê ;3*�,�� Ê =�á *-%81325 �"+í54C*�[�þ�9#þ � ï! #;3"
K = Bn

á:�C�! #;3á *�; Ê (�%'2�ÈÔ*5"ÄÉ
4�25*�,�� Ê =

Rn
4�; Ê (�,.*ná:��4C2>%8"8()9<;3*Ü*5; à á (),.()* Ê.Ê *�þ � á  #"8=ß Ê ��á)* à  �"+ �á á:��( "8*n=8;3( Ë#� Ê %¨�

x ½!¿�½¼Y4YÔº!Ú¢¿�Á ` ² U ² � ²¨÷ z&{��Õ|�z7{�|�}-|��'�¶�¸}$�>|�z7�¢�'} βp ⊂ Up
�7{���¬3�7��§ ∇fp z7~t��©

9�_



long(βp) ≤ DpM1
�

÷ �'}@{���} þ �  �(�% fp : Up → R
; Ê ,.*5=¥25á)2>4C* Ê %8=Õ,.*�áÔ� È��74C()á á *

F
þ � á) #"8=¥( áÇ*@ú�()=+%'*

x0 ∈ Rn
%8*5áé9<;3*

Up ⊂ B(x0, Dp)
þ �  �( * Ê %

t 7→ βp(t)
; Ê * à  #;3"8�!*�( Ê %825Í�"'��á *·,�;

à 1���4�ï ∇fp ,3� Ê = Up *>% T : Bn 3 X 7→ x0 + DpX ∈ B(x0, Dp)
þ ��Ê ï! #=8*

gp = fp ◦ T
þ � ( Ê =8(
á:�°È���4�()á á *�,.* È¢ Ê�à %'(  Ê = {gp}p∈P *5=+%�,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *�*@% à 1��#9<;.*

ÈÔ Ê�à %'(  Ê
gp
*5=+%Õ,.2 ��Ê ( *�=';3"�; Ê  #;.Ë�*5"Ä% à  Ê %8* Ê ;H,�� Ê =

Bn
þ � (

x = x0 + DpX
ÅÞ Ê

 #�.%8()* Ê % ∇gp(X) = Dp∇fp(x)
þ ìé #4C4C*

β̇p(t) = ∇fp(βp(t))
*>%
β̇p(t) = Dpα̇p(t)

Å
�7á  �"+=

Dpα̇p(t) = 1
Dp
∇gp(αp(t))

þ � ( Ê =8(ÞáÔ� à  �;3"+�!*
αp
*>=8%Ü; Ê * à  #;3"8�!*¥( Ê %'25Í#"$�7á *Õ,.;

à 1���4�ï ∇g̃p à  Ê %'* Ê ;3*6,�� Ê = Bn Å« .ª g̃p =
1

D2
p

gp
þ¡����È��74C( á)á * {g̃p}p∈P *5=+%-* Ê�à  �"+*

; Ê *°È��74C( á)á *Ó,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*·Ë�25"+( � � Ê %Cá *5=C1<ë�ï! #%813í5=8*5=6,.;v%81325 #"8í54C*R[.þ�9�þ � þ � ( Ê =8(Üá:�
á  Ê Í�;.*5;3"�,.*Õá:� à  #;3"8�!*Õ( Ê %'25Í#"$�7á *

αp
*5=+%�46�7Î� #"825*Õï��7"�á:� à  Ê =+%�� Ê %8*

M1

þ ì´* à (¡( 4�É
ï.á)()9<;3*

long(βp) ≤ DpM1

þ
�

�rÕ�� Z Ø:Ø«è=Ù=âÂçºÛ�Ù�×Ææ çÆá âÜç^Ý c ×Æè)�cæ�×^ä Ù�çÆè
� � Ê =6á * à ��=6ï! #á�ë Ê  #4C(Ô�7á®Åß Ê ï!*5;.% ,. Ê3Ê *5"6; Ê *°4 �7Î� #"$�&%'(  Ê ,.*°áÔ� á  Ê Í�;3*>;3"

,�*5=Ð%'"$�&Î�* à %' #( "8*5=Ü* Ê È¢ Ê3à %'(  Ê ,.; Ê  �4��3"8*¥,.*�Ë#��"+(Ô�7�3á *5=Ü*>%n,.;°,.*5Í#"82�,.;�ï! �á�ë Ê'� 4C*�þ
� � Ê = à *09<;3(�=';3(�%� Ê�à  Ê =8(),.í5"+*0; Ê ï! #á�ë Ê'� 4C*

f : Rn → R
,.*0,.*5Í�"+2

d
þ �  #( %

t 7→ α(t) ∈ Bn ; Ê * à  #;3"8�!*�( Ê %'2>Í�"'��á *·,.; à 1���4�ï ∇f Å� -ª Bn ,.2>='( Í Ê *�á:�l�! #;3á *; Ê ( %82�,�� Ê =
Rn

4�; Ê (!,.;Cï3"8 �,�;3( %´= à �7áÔ�7( "8*�*>; à á (:,.( * Ê þ ��ÊCÊ  #%8*�( Ê ,.("< 25"8*54C4�* Ê %´ï��7"
α
á:� à  #;3"+�!*·( Ê %'2>Í�"'��á *·*@%�=8 Ê ()46��Í#*·,�� Ê =�á:�0�! #;3á *·; Ê (�%'2�þ � ( Ê =8(®ÅÇ,.;Ý%81325 #"8í54C*

[�þ�9#þ �  Ê ,.2¸,�;3( %�á * à  �"+ �á á:��( "8*�=';3(�Ë#� Ê %^�

x ½!¿�½¼Y4YÔº!Ú¢¿�Á ` ² ` ² U ² ¤¦z7��}�~�| n, d ∈ N ��}>| f : Rn → R {�~Ó§�z#�ý¶7~>=7�6}���}���}����$� d �¤Þz7�£| α ⊂ Bn �Ä� �¢�6�¸�<}Õ�¡� {�~ }-�'z7{��¸�$}��Ô~�|������'�#� }Õ��} ∇f ���7~3y Bn � ! ��z7�$y��£�¦}¤,#�Ôy@|�}�{�~Þ}�'z7~3y@|��7~�|�} A(n, d) ~Þ}�����§�}@~ ���7~�|Ð­@{�}���} n }>| d |�}5�¢� }�­@{�} long(α) ≤ A(n, d) �
÷ �'}@{���} þ � áß=8;���%�,ÞÖý�7ï3ï3á)()9<;3*5"Õá *�%'132> �"+í54C*û[�þ�9#þ � ü·á:��È���4�()á á *6,.*5=-ï! #á�ë Ê'� 4C*5=

ü
n
Ë#��"+(Ô�7�3á *5=�*>%�,.*�,.*5Í#"82-( Ê È¢25"8( *5;3"� #;025Í��7áåü

d
þ��
ÖÏ*5=8ï�� à *�,.*>=�ï��7"$�74Cí>%'"+*5=�,�*-áÔ�

È£��4�()á á *-*>=8%�á®Öû*>='ï�� à *-,.*5= à  �*�� à ()* Ê %'=�,.* à *5=nï! �á�ë Ê'� 4C*5=���(®þû*�þ
RD

ï! #;3"n; Êlà *>"+%��7( Ê
D ∈ N ?@þ ì´*>%8%8*ÕÈ���4�()á á *-2>%$� Ê %�=8*54�(�É��7á)Í#25�3"+(:9<;.*�Å� Ê  #�.%'( * Ê %�; Ê *-4 �7Î� �"'�7%8() Ê ï! �;3"á:�ná) Ê Í#;3*5;3"å,.*5= à  #;3"8�!*5=å( Ê %825Í�"'��á *5=å9<;3(<*5=8%¼( Ê ,.25ï!* Ê ,�� Ê %8*Ð,.; à 13 #( ú�,.;�ï��7"$�74Cí>%'"+*�Å
à Öû*5=+%�ü ,.( "8*�( Ê ,.25ï!* Ê ,�� Ê %'*�,.; à 13 �( ú0,.*5= à  <*�� à ()* Ê %'=¥,.;�ï! #á�ë Ê'� 4�*�þ �  Ê�à

A
,.2�É

ï!* Ê ,°; Ê ()9<;3*54�* Ê %�,.*
n
*>%
d
þ
�
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x ½!¿�½¼Y4YÔº!Ú¢¿�Á ` ² ` ² ` ² ¤¦z&��}@~�| f {�~�§�z��ý¶�~>=7�6}��#�@���í´é�7~�|Ç� }�yn¬<¶�§�z7|£¬'ñ�y¸}�y¥�&{Ó�$z&�$z#�Ô� �7�¢�'}�g� ���£�t}>| β ⊂ B(x0, r)
�+� �Ô� �¸�<}0�¡� {�~Þ}0�$z7{��¸�$}·�¢~�|������'�#� }0�7{���¬3�7��§ ∇f ���7~3y°� �

�'z7{3� }�z7{��#}@�@|�}���} Rn ��}��'}@~�|��'} x0
}>|Ü��}��'�7¶<z7~ r � ! ��z7��y long(β) ≤ rA(n, d) �÷ �'}@{���} þ�ì�ÖÏ*5=+%ß; Ê * à  Ê =82¸9<;3* Ê�à *�,.( "8* à %8*n,.; à  �"+ �á á:��( "8*¨[.þ�9�þð;�þ � ( Ê =8(3á:��á  Ê Í�;3*>;3"

,�*5= à  #;3"8�!*5=n( Ê %'25Í#"$�7á)*>=�*5=+%�4 �7Î� #"825*�ï���"n; Ê * à  Ê =+%�� Ê %'*�á ( Ê 2��7()"+*Õ* Ê
r
þ
�

×�Ã>À&Ú£Ùhº.À7ÚÔ½ Ûsä�Á YÔºdW#½ÞÛ¡Ã5À¸º�Û!À¸Á
A(n, d)

²
Æ¼ #;3" ; Ê ï! #á�ë Ê'� 4�*�,. Ê.Ê 2

f
Å
 Ê ï!*5;.%�,.2>%'*5"+4C( Ê *5"�,�� Ê =

Bn(1)
á®ÖÏ* Ê =8*54��3á *

,�*5=�ï  #( Ê %'=� .ªÓá:��È¢ Ê�à %'(  Ê |∇f | ��,.4C*@%�; Ê 4C( Ê ( 4�;34[=8;3"ná *5= Ê ( Ë�*���;�úÓ,.*
f
þ�Æ¾á ;3=

*�ú�� à %'*54C* Ê %�Åé Ê 4C Ê %'"8*�9<;3*�á *5=·4C( Ê ( 4 � ,.* |∇f | =';."�á)*>= Ê (�Ë�*��7;�úd,.* f =8 Ê %
à  Ê %8* Ê ;�,�� Ê =�á:�C"825; Ê (  Ê ,.*�,.*>;�úl* Ê =8*54��3á)*>=¥��á Í#25�3"8()9<;3*5=¸Å à 1�� à ; Ê ,.2 ��Ê (�á) à �7á)*@É
4�* Ê %nï��7"

n− 1
2¸9<;��&%'(  Ê =Üï! �á�ë Ê  #4C(:��á *5=¸þ!ì´*5=�,�*5;�ú�* Ê =8*54��3á *5=�,.2 �3Ê ()=8=8* Ê %nÍ#2 Ê 2@É

"+()9<;3*54C* Ê %��£Ë� #( "�ï3"8 #ï! #='(�%'(  Ê [.þ\[.þ u ?Ü,.*5= à  �;3"+�!*5=¥�7á)Í#25�3"+(:9<;.*5=�"+25*5á á)*>=
Γ1 ⊂ Bn(1)*@%

Γ2 ⊂ Sn−1(1)
þ � ;3" à *5"Ä%��7( Ê = Ê (�Ë�*¸��;�ú0,�*

f
Å�á *�4C( Ê ( 4�;34\,.* |∇f | =8*5"$� �&%8%8*5( Ê %* Ê ; Ê ï! �( Ê %Ü,.*

Γ1

Å.�7á) #"8=Ü9<;3*�ï! �;3"Ð,¦Öý�7;.%'"+*5= Ê ( Ë�*���;�ú¦Å�( áÞ=8*5"'���&%8%8*5( Ê %Ü* Ê ; Ê ï! �( Ê %
,�*

Γ2

þ ��ÊCà  �4�ï���"+*Ü* Ê =8;3( %8*ÜáÔ��á) Ê Í#;3*5;3"ß,.*5= à  �;3"+�!*5=ß( Ê %825Í�"'��á *5=��£4 ��ú.()46��á *5=ß,�� Ê =
Bn(1)

?Ð,�; à 1���4Cï ∇f �¸Ë�* à áÔ��á) Ê Í#;3*5;3"�,.*5= à  #;3"8�!*5= Γ1

*>%
Γ2

þ
�«* á ()*5;Ý,.*5=�4C( Ê ( 4 �l,.* |∇f |2 =';3"-á)*5= Ê ( Ë�*���;�ú ,.* f �®9<;.(´*5=+%�á)* 4r	54C*�9�;3* à *�É
á ;3(¼,.* |∇f | %' #;.%�* Ê 2>%�� Ê %�ï3á ;3= à  �4�4C �,.*�üC4 � Ê ( ï3;3á *5"�?Ü*5=8% à  Ê %8* Ê ;0á®ÖÏ* Ê =8*54��3á *,�*5=�ï! �( Ê %8= à "8(�%'()9<;3*5=�,.*�á:�CÈ¢ Ê�à %'(  Ê |∇f |2 "+*5=+%'"8*5( Ê %8*��7;�ú Ê (�Ë�*¸��;�úl,.* f þ �  �%' Ê =
X = (X1, . . . , Xn)

*>%
Rd[X]

á®Öû*5=8ï�� à *�,�*5=ßï! #á ë Ê'� 4�*5=´ü
n
( Ê ,.2>%8*5"84�( Ê 25*>=
,.*n,.*5Í�"+2

( Ê ÈÔ25"8( *5;3"Ü #;�25Í<�7á«ü
d
�
d ≥ 2

?@þ�����ï3"8 #ï! �=8(�%'(  Ê 9<;3(Þ=8;3(�%Ü4C Ê %'"8*¥9�;3*¥á *5=Ðï! �( Ê %'=Ü,.*
%$� Ê Í�* Ê�à *�* Ê %'"+*�á)*5= Ê (�Ë�*��7;�ú°,¦Öû; Ê ï! �á�ë Ê'� 4C*

f
,.*Õ,.*5Í#"82

d
� ú.2�*@%�á)*>= Ê (�Ë�*��7;�úÓ,.;

ï! #á�ë Ê'� 4C* |∇f |2 ,.2 ��Ê ()=8=8* Ê %�Í#2 Ê 25"8()9<;3*54�* Ê %�,.*5= à  #;3"8�!*5=��7á Í�25�3"+(:9�;3*5=�"825*5á á *5=¸þ

â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û ` ² ` ² o ²ý³ �¦}�,��Ôy@|�}�{�~ }@~.y¸}@� �5��}�y¸}@���4Ã+�#�Ï�����@�@�®­@{�} Ed ��}Õ�$z��7�¢�6}@~3y��®z7~y${&§��@����}@{��$}�z7{°���<�#� }º� 1 |�}5�Þ­@{�}���§�z&{���|�z7{�|!§�z��ý¶�~>=&� } f ∈ Rd[X]\Ed �Ç�+� }@~3y¸}@�6�5� }
Θ = {x ∈ Rn : d(|∇f |2) ∧ df = 0} }�y@|
y5z7�£|´������}+�
y5z7�£|´�'}@{�~��®z7~�´¾~��®}C��}��$z7{��¸�$}�y���Ï�<���@����­@{�}�y��

÷ �'}@{���} þ �  �%' Ê = Sn(R)
á *0=8 #;3=ÄÉ�*5=8ï�� à *ÓË�* à %' #"8( *5á�,.*5= 4 �7%8"8( à *5=�=+ë�4�2>%'"8()9<;3*>=

,�*
Mn(R)

þÞì´ Ê =8(),.25"8 Ê =�4 �7( Ê %'* Ê � Ê %�á)*�=8 �;3=ÄÉ�* Ê =8*54��3á)*
Σ
,.*
Rn × Sn(R)

,.2 ��Ê (
à  �4C4�*�=';3(�%^�

Σ := {(V,H) ∈ Rn × Sn(R) : ∃ λ ∈ R : H · V = λV }
9�n



� á) #"8=n Ê "+*54 �7"'9<;3*Õ9�;3*
Σ
*5=+%�; Ê * Ê ='*>4��3á *��7á Í�25�."8()9<;3*-,.* à  �,�()4C* Ê ='(  Ê

n− 1
þ

�  �(�%¼46��( Ê %'* Ê � Ê %�; Ê ï! #á ë Ê'� 4C*
f
,.*
,.*5Í#"82é�7;-ï.á);3=

d
þ ��Ê ï! �( Ê %

x ∈ Rn �7ï3ï��7"+%'( * Ê %ü
Θ
=8(«*>%n='*>;3á)*54�* Ê %�=8(

(∇f(x), Hf(x))
�7ï3ï��7"+%'( * Ê %�ü

Σ
þ

��Ê Ë#� à  Ê =8%8"8;3( "8*¥; Ê *Õ�7ï3ï3á)( à �&%'(  Ê ü�ï��7"+%'( "Ü,¦Öû; Ê·à *5"+%$��( Ê *�,.25ÈÔ �"+4 �7%8(  Ê ,.*
f
Å.9<;3(

Ë#��	>%8"8*�; Ê *C=8;3�34C*5"+=8() Ê =8;3"
Rn × Sn(R)

þ �  #(�%
f̃ : Rn × Rn(n+1)

2 × Rn → R
á:�

,�25È¢ #"84 �&%'(  Ê ,.*
f
à  Ê =+%8"8;3(�%'* à  �4�4C*�=8;3(�%^�

f̃(α, ε, x) = f(x) +
n∑

i=1

αixi +
∑

1≤j≤k≤n
εj,kxjxk

�  #%8 Ê =å4 �7( Ê %'* Ê � Ê % ∇f̃ ï! #;3"åá * à 1���4Cï�,.*´Ë�* à %'*5;3" ∇f̃α,ε =
∑n

i=1
∂f̃
∂xi

∂
∂xi

*>%
Hf̃

á:�
46�7%8"8( à *�=+ë�4�2>%'"8()9<;3* ( ∂2f̃

∂xi∂xj

)
1≤i,j≤n

þ �  #%' Ê =
S
á®ÖÏ*5='ï�� à *C,.*>=�ï��7"$�74Cí>%'"+*5=

(α, ε)
þ

ì´ Ê ='(),.25"+ Ê =�4 �7( Ê %'* Ê � Ê %ná�Ö¨��ï3ï3á ( à �&%'(  Ê =8;3(�Ë�� Ê %8*ö�

Ψ : S × Rn = Rn × Rn(n+1)
2 × Rn −→ Rn × Sn(R)

(αi, εj,k, x) 7−→ (∇f̃ , Hf̃ )

� á  �"8=Õ* Ê à �7á à ;3áÔ� Ê %�á:�Ó,.("< 25"8* Ê %8()*>á)á * * Ê ; Ê ï! �( Ê %�9<;3*>á à  Ê 9<;3* ,.*
Ψ
,�� Ê =-á)*>=

,�()"+* à %'(  Ê =
α
*>%
ε
Å7 Ê Ë� #( %Ç9<;3*éá)*é4C( Ê *5;3"å46�&ú.( 4 �7á à  �"+"8*5=8ï! Ê ,�� Ê %ßü à *5=¾,.( "8* à %'(  Ê =

��ï! #;3"�,.2>%'*5"+4C( Ê � Ê %
1
þ � ( Ê =8(

Ψ
*5=+%�; Ê *�=8;3�34C*5"+=8() Ê þ�Æå��"Ü; Ê %'1325 #"8í>4C*Õ,.*¥%'"'� Ê É

Ë�*5"8=$�7á)(�%'2�ü�ï��7"$��4�í>%'"+*5=�Å# Ê * Ê ,.2¸,.;3(�%´9<;3*nï! #;3"ß; Ê  #;.Ë�*5"+%ß=8*54C( É���á Í#25�3"8()9<;3*�,�* Ê =8*
,�*Üá�ÖÏ*5=8ï�� à *n,.*5=Çï���"'��4Cí@%'"8*5=

S
Å�á�Ö¨��ï3ï3á ( à �&%'(  Ê

Ψα,ε = Ψ(α, ε, ·) *5=+%¾%8"$� Ê =+Ë�*5"8=8*nü Σ
þ

ì´* à (�=8()Í Ê ( � *�,. Ê�à 9<;3*-á)*>= Ê (�Ë�*��7;�ú0,.*5=�ÈÔ Ê�à %8() Ê =
f̃α,ε

*>% |∇f̃α,ε|2 =' Ê %�%$� Ê Í#* Ê %8=á *�á  Ê Í6,¦ÖÏ; Ê * à  �;3"+�!*��7á Í�25�."8()9<;3*Õï! �;3"Ð%' #;.%
(α, ε)

,�� Ê = à *>%n �;.Ë�*5"+%¸þ
�

x ½!¿�½¼Y4YÔº!Ú¢¿�Á ` ² ` ² w ² ¤¦z&�£| f {�~l§�z#�¨¶�~>=7�6}���} Rn ��}���}����'�C�Ô~8/5�@����}@{���z7{ò���<�#�}� dî §�z7{�� d ≥ 2 ï��.¤¦z7�¢| g = f|Sn−1
� ! � z7�$yé���3}�,#�:y@|�}Ð{�~·}�~3y¸}@�6�5� }éy5}@���4ÃÄ�#�Ï�<���@����­@{�} Fd ��}�'z��7�¢�6}@~3y���z&~6y�{&§����@�®}@{��'}�z7{����<�#��}3� 1 |�}>��­@{�}å§3z7{��Ü|�z7{.|.§3z#�ý¶�~?=7� } f ∈ Rd[X]\Fd ��Ä� }@~3y¸}�� �5� } Θ = {x ∈ Sn−1 : d(|∇g|2)∧dg = 0} }�y@|«{�~Þ}Ü�'�@{�~��®z7~3´¾~3��}���}��$z7{��¸�$}�y���Ï�<���@����­@{�}�y��

÷ �'}@{���} þ«�¼�·,.254C Ê =+%'"$�&%'(  Ê ï3"82 à 2¸,.* Ê %'*C*5=8%Õ=8()4�()á:�7()"+*6* Ê "8*54�ï3áÔ�A�¸� Ê % Rn ï��7"; Ê *Õ=8 #;3=ÄÉ�Ë��7"8( 2>%'2�=8*54C( É���á Í#25�3"8()9<;3*�ü��! �"8,¦þ
�

â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û ` ² ` ² t ² ¤¦z7��}�~�| n }>| d (d ≥ 2) ��}�yh}@~�|���}@�$y�� ! ��z7�$y0����}¤,#�Ôy@|�}0{�~
}�~3y¸}@�6�5� }�y5}@���4Ã+���Ï�<���@����­@{�} Gd ⊂ Rd[X] ��}��$z��7�Ô� }@~3y$��z7~ty�{&§3�@�@�®}@{��'}�� 1 |�}5�ß­@{�}
§3z7{��Õ|�z7{.|«§�z��ý¶�~>=&� } f ∈ Rd[X] \Gd

�´��� � z7~���{�}@{�����}�y��$z7{����'}�y��¢~�|������$��� }�y���} ∇f���7~3y Bn(1) }�y�|
�6�¶�¸z7�'�$}Ü§��7�
9��



A(n, d) = 2V (n)((3d− 4)n−1 + 2(3d)n−2)

z6ë V (n) }�y�|
{�~ }��$z7~3y@|��7~�|�}�����§�}�~Þ���7~�|ß{�~���­@{�}@� }@~�|Ü��} n �
÷ �'}@{���} þ � á3=';���%´,.*nï3"8* Ê ,."8* Gd = Ed∪Fd

þ � � Ê =
á * à �7=
ï! #á�ë Ê  #4C(Ô�7á�á:�¥ï3"+*5;.Ë�*
,�;6%'1325 #"8í54�*$[�þ�9#þ � 4C*@%´* Ê 2>Ë�(),.* Ê�à *�; Ê *�=8* à %'(  Ê =8*54�(Ô�7á Í�25�3"+(:9�;3*

Γ
þ � %�� Ê %é,. Ê.Ê 2

; Ê ï! #á�ë Ê'� 4C*
f
,.*�,�*5Í�"+2

d ≥ 2
��ï3ï��7"+%8* Ê � Ê %���; à  �4Cï.á)254�* Ê %��7( "8*�,.*

Gd

Å! Ê Ë#�
à  Ê =+%'"+;3( "8*°*@ú�ï3á)( à (�%'*54C* Ê % à *@%8%'*·=8* à %'(  Ê

Γ
þßÆ¾á ;3=Cï3"+2 à ()=8254�* Ê %�ÅÇ Êxà 13*5" à 13*Ó,�� Ê =

á®Ö¨�#,.1325"+* Ê�à *�,.*-á:�C�! #;3á *-; Ê ( %82�Å�á®ÖÏ* Ê =8*54��3á *�,.*5=�ï! #( Ê %8=�9<;3(¡"82��7á)( =8* Ê %�á *-4C( Ê ()4�;34
,�* |∇f |2 =8;3"Üá *5= Ê (�Ë�*��7;�ú°,.* f þ� á) #"8=¸Å�9<;�� Ê , à *�4�( Ê ( Ê ( 4�;34L*>=8%Ð*�<Þ* à %8(�Ë�*54C* Ê %é"82��7á)( =82¥,�� Ê =Ðá:�-�! #;3á)*� #;.Ë�*>"+%'*

Bná®ÖÏ* Ê =8*54��3á *-,.*5=nï! #( Ê %'=�9�;3(«á *�"82��7á)( =8* Ê %�*5=+% à  Ê %8* Ê ;Ó,�� Ê =ná�ÖÏ* Ê =8*54��3á *r�
Γ1 = {x ∈ Bn(1) : d(|∇f |2) ∧ df = 0} þ

�ÇÊ ,¦Ö¨��;.%8"8*5=�%'*>"84C*5=¸Å�á®Öû* Ê ='*54��3á *
Γ1

,.25=8()Í Ê *-á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *�,.*5=�ï! �( Ê %8=�=8;3"�á *5= � �3"8*>=
,�*
f
 -ª�á)*éË�* à %'*5;3" ∇f *5=+% à  #á ( Ê 2��7( "8*���;�Ë�* à %8*5;3" Hf(x)∇f þ � ( Ê =8( Γ1

*5=+%¾á * Ê  &ë<��;
,ÞÖû; Ê *�[&É�ÈÔ �"+4C*�,.("< 25"8* Ê %'( *5á á)*�ü à  <*�� à ()* Ê %'=�ï! #á ë Ê  �4C(:�7;�ú0,. Ê %�á)*�,�*5Í�"+2 Ê Öû*@ú à í¸,.*
ï���=

3d− 4
þ

� á�='* ï!*5;.% Ê 2¸� Ê 4C #( Ê =Ó9<;3* á *h4�( Ê ( 4�;.4 ,.* |∇f |2 Ê * =8 �(�%°ï��7=l�&%8%8*5( Ê %°=8;3"·á:��! #;3á *� #;.Ë�*>"+%'*
Bn
þ � áå*5=+%�,. Ê�à�Ê 2 à *5=8=$��( "8*�,.*�,�2>%'*5"+4C( Ê *5"¥á *�á ()*5;h,.*>=�4�( Ê ( 4 ��,.*

á:��ÈÔ Ê�à %8(  Ê |∇f |2 =';." St = Sn−1 ∩ {f = t} þ�  �(�%
g = f|Sn−1

þ � á  #"8=�á *5=�*@ú�%'"+*54 �Ó,.* á:�ÓÈ¢ Ê�à %8() Ê |∇f |2 =8;3"�á *5=�* Ê =8*54��3á *5= St=8 Ê % à  Ê %8* Ê ;3=�,�� Ê =��
Γ2 = {x ∈ Sn−1 : d(|∇g|2) ∧ dg = 0} þ

�ßÖÏ* Ê =8*54��3á *
Γ2

*5=+%Ðá®Öû* Ê =8*54��.á)*�,.*5=éï! #( Ê %'=
x ∈ Sn−1

ï! #;3"éá)*>=$9�;3*5á =Ðá)*>=Ðï3"+ #Î�* à %8() Ê =
,�* ∇f *>% ∇(|∇f |2)

=8;3"
TxS

n−1
=' Ê % à  �á ( Ê 2��7()"+*5=¸þ

Æ� #=' Ê =
h(x) = |∇f |2(x)

*@% Ê  #%8 Ê =
p(x)

*>%
q(x)

á)*5=Üï3"8 #Î�*>%'25=n"+*5=8ï!* à %'( Èå,.* ∇f *>%
∇h =8;3"Üá�ÖÏ*5=8ï�� à *¥%�� Ê Í#* Ê %�ü�áÔ��=8ï313í>"8*�; Ê (�%'2�* Ê x þ ��Ê ï! �=8* nx =

x

[x|
þ

��Ê ���7á) #"8=
p(x) = ∇f − 〈∇f, nx〉nx

*>%
q(x) = ∇h − 〈∇h, nx〉nx

þ¦Æ� �;." à  Ê %8( É
Ê ;3*5"Õü %'"'�¸Ë#�7()á á *5"-�5Ë�* à ,�*5=�È¢ Ê�à %'(  Ê =�ï  #á�ë Ê  #4C(:��á *5=¸Å¦ Ê Ë#��*@ú.ï3á ( à ( %8*5"�á®Öû* Ê ='*54��3á *
,�*5=

x ∈ Sn−1
ï! �;3"ná *5='9<;3*5á = |x|2p(x)

*>% |x|2q(x)
=8 Ê % à  #á ( Ê 2���( "8*5=¸þ

	 �7ï3ï!*5á  Ê =
9<;3* ∇h(x) = 2Hf (x)∇f(x)
þ#����È¢ Ê3à %'(  Ê

f
2@%�� Ê %
,.*�,.*>Í�"+2

d
Å ∇h *5=+%�7á  �"+=Ü,.*�,.*5Í�"+2��7;�ï.á);3=

2d− 3
þ � ( Ê =8(  Ê Ë� #(�%ÐÈ�� à ()á *54C* Ê %n9<;3* |x|2p(x)

*>% |x|2q(x)=8 Ê %�,�*5= à 1���4�ï3=�,.*�Ë�* à %'*>;3"8=�ï! �á�ë Ê  #4C(:�7;�úl,.*-,.*5Í#"82Õ"+*5=8ï!* à %'( È¢=��7;Óï3á ;3=�ü
d+ 1*@%

2d− 1
þ

�  �( * Ê %
pi(x)

*>%
qi(x)

á *5= à  � #"',. Ê3Ê 25*5=¡"8*5=8ï!* à %8( Ë�*5=�,.*>=«Ë�* à %'*5;3"+= |x|2p(x)
*>% |x|2q(x)

þ
ì´*5=�Ë�* à %'*5;3"8=�Ë�(�Ë�* Ê %�,�� Ê =¥á�ÖÏ*5=8ï�� à *�%$� Ê Í#* Ê %Õü á:��=8ï313í5"+*�; Ê (�%'2�Ë�; à  #4C4C*

Rn−1
þ

[.m



� ï3"8í5=·�5Ë� #()" à 13 #( ='(�=' #( Í Ê *5;3=8*54�* Ê %�; Ê *0���7=8*�,.*
Rn−1

Å´ Ê ï!*5;.%�=8;3ï3ï! #=8*5"�9<;3*
á *5=

n− 1
à  < �"',� Ê3Ê 25*>=Ü,.*5=
Ë�* à %8*5;3"8= |x|2p(x)

*>% |x|2q(x)
=8 Ê % Ê  Ê Ê ;3á á)*5=¸þ �  �%' Ê =

r1(x), . . . , rn−1(x)
*>%
s1(x), . . . , sn−1(x)

á *5= à  < �"8,. Ê3Ê 25*5=ß,.*5=¾,.*5;�ú�Ë�* à %8*5;3"8=¾,�� Ê =
á:� Ê  #;.Ë�*>á)á *Õ���7=8*�þ � á  �"+=�á:� à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.* à  #á)( Ê 2��7"8(�%'2Õ=¸Öû*@ú�ï3"8( 4C* à  #4C4C*¥=';3(�%^�

r1(x)

s1(x)
=
r2(x)

s2(x)
= . . . =

rn−1(x)

sn−1(x)
= 0

þ
ì´*Õ9<;3(¦2¸9<;3(�Ë��7;.%�ü�ÈÔ �"+4�;3á *5"ná *5=

n− 2
2¸9�;��7%8() Ê =�=8;3(�Ë�� Ê %8*5=

r1(x)s2(x)− s1(x)r2(x) = . . . = r1(x)sn−1(x)− s1(x)rn−1(x) = 0
þ

Æ� #;3"
i = 1, . . . , n − 2

Åå Ê ï! #='*
ai(x) = r1(x)si+1(x) − s1(x)ri+1(x)

þ �  �%' Ê =
9�;3* à 1�� à ; Ê ,.*5=

ai
*5=+%Õ�7; ï3á ;3=¥,.*�,.*5Í#"82

3d
þÞ��� à  Ê ,.(�%'(  Ê ,ÞÖý�7ï3ï���"Ä%'* Ê � Ê�à *Cü6áÔ�

=8ï313í>"8*Õ; Ê (�%'2�=¸Öû*@ú.ï3"+()4�*Õ2>Ë�(),.*54C4�* Ê %�ï��7"��
x2

1 + . . .+ x2
n − 1 = 0

þ � ( Ê =8(«á  �"+=$9�;3*
á *5=�4C( Ê ( 4 �l,.* |∇f |2 =' Ê %��7%+%'*5( Ê %'=�=8;3"-á)* �! #"', ,.* Bn Å�( á =�=8 Ê % à  Ê %8* Ê ;3=�,�� Ê =á®ÖÏ* Ê =8*54��3á *

Γ2

*>%�,.2 à "8(�%�á) à �7á)*54�* Ê %�ï���"ná *5=n2¸9<;��&%'(  Ê =
a1(x) = . . . = an−2(x) = x2

1 + . . .+ x2
n − 1 = 0

þ
� � Ê = á * à �7= Í#2 Ê 25"8()9<;3* �®,¦Öý�7ï3"8í>= áÔ� ï3"8 #ï! �=8(�%'(  Ê [�þð[�þ u *>% á * à  �"+ �á á:��( "8* [�þð[�þ � * Ê
,�*513 �"+=�,¦Öû; Ê * Ê =8*54��3á *�=8*54C( É���á Í#25�3"8()9<;3*

Gd ⊂ Rd[X]
,.* à  �,.( 4C* Ê =8() Ê =8;3ï!25"+( *5;3"8*

 #;62>Í<�7á)*�ü
1
?�Å�á)*>=
* Ê =8*54��3á *5=

Γ1

*>%
Γ2

Å�2>%$� Ê %
,. Ê3Ê 2>=´ï��7"
n−1

2¸9�;��7%8() Ê =
ï! #á ë Ê  �É
4�(Ô�7á *5=¸Å3=8 Ê %�,.*>= à  #;3"8�!*5=��7á Í�25�3"+()9<;3*5=¸Å à 1�� à ; Ê *Õ,.2>%'*>"84C( Ê 25*¥ï���"

n− 1
2¸9�;��7%8() Ê =

ï! #á�ë Ê'� 4C(:��á *5=¸þåÆ� �;3"
Γ1

Å à 1�� à ; Ê ,.*5=-ï! �á�ë Ê'� 4C*5=-*5=+%�,.* ,.*5Í#"826( Ê È¢25"+()*>;3"- #;t25Í<�7á
ü

3d − 4
Å¼�7á) #"8=�9<;3*

Γ2

*5=+%�,.2>%8*5"84C( Ê 25*6ï��7"-; Ê ï! #á�ë Ê'� 4�*�,.* ,.*>Í�"+2
2
*>%
n − 2ï! #á�ë Ê'� 4C*5=�,. Ê %�á *Õ,.*5Í�"+2�*5=8%n�! #" Ê 2Õï���"

3d
þ

�«*Õá)( *5;0,.*5=�4C( Ê ( 4 ��*5=+%�,� Ê�à-à  Ê %8* Ê ;0,�� Ê =�áÔ��"82>; Ê () Ê ,.*5= à  #;3"8�!*5=
Γ1

*>%
Γ2

þ � á
=8;���%Ü,. Ê�à ,.*�,.2>%'*5"+4C( Ê *5"éá:�-á  Ê Í�;3*5;."Ü,.*5= à  #;3"8�!*5=

Γ1

*>%
Γ2

þ � Öý�7ï3"8í5=éá:�-È¢ #"84�;.á)*
,�*�ìÜ�7; à 1<ë<ÉÄì´"8 #ÈÔ%' Ê Å.()á¦=8;���%�,� Ê�à ,.*�,.2>%'*5"+4C( Ê *5"ná * Ê  #4��3"8*¥4 ��ú.( 4 �7á«,.*�ï! #( Ê %'=
,ÞÖû( Ê %'*5"+='* à %'(  Ê ,.*5= à  �;."8�!*5=

Γ1

*@%
Γ2

�¸Ë�* à ; Ê 1<ë�ï!*5"+ï3áÔ� Ê ,.*
Rn
þ

�«*Ð%81325 �"+í54C*n,.*�Ì
*5ê5 �;.%�� à È��¨Ì
*@É 	 ("�¢?Ç�6�6"+4C*n9<;3*Ü=8(.; Ê * à  �;."8�!*��7á Í�25�."8()9<;3* à  Ê %'*�É
Ê ;3*Ü,�� Ê =

Rn
*5=+%¾,. Ê3Ê 25*Ðï���"

n−1
259<;��7%8() Ê =Çï! #á ë Ê  �4C(:�7á)*>=

P1 = . . . = Pn−1 = 0
Å

 .ª�á *5=
Pi
=8 Ê %Ð,.*5=éï! #á ë Ê'� 4�*5=Ð,.*�,.*5Í�"+2

di
Å���á  #"8=éá * Ê  #4��3"+*�,.*�ï! #( Ê %'=Ð,¦ÖÏ( Ê %'*5"8=8* à É

%8(  Ê =��¸Ë�* à ; Ê 1<ë�ï!*5"+ï3áÔ� Ê ,�*
Rn

*5=+%�4 �7Î� #"82¥ï���"
d1d2 . . . dn−1

þ
ì´*�"825=8;3á�%��&%��7ï3ï3á (:9�;32�ü�áÔ� à  �;3"+�!*

Γ1

,. Ê3Ê * à  �4C4�* Ê  #4��3"8*¥4 �&ú�()4 �7á«,.*�ï! #( Ê %'=
,ÞÖû( Ê %'*5"+='* à %'(  Ê Å«á®Öû* Ê %8()*5"

N1(n, d) = (3d − 4)n−1
þ � *Cá:�·4r	54C*CÈ��A�> Ê  Ê  #�.%'( * Ê %

ï! #;3"ná:� à  #;3"8�!*
Γ2

á®Öû* Ê %'( *5"
N2(n, d) = 2(3d)n−2

þ
� ( Ê =8(®Å á)* Ê  �4��3"8*�4 ��ú.( 4 ��áå,.*�ï! #( Ê %'=�,¦ÖÏ( Ê %'*5"+='* à %'(  Ê * Ê %'"8*�; Ê 1<ë�ï!*>"8ï3á:� Ê ,�*

Rn�5Ë�* à áÔ� à  �;3"+�!*-,.*5=n4C( Ê ( 4 ��*5=+%n4 �7Î� #"82�ï��7"��
N(n, d) = N1(n, d) +N2(n, d) = (3d− 4)n−1 + 2(3d)n−2

þ
[�9



	 *546��"89<;3 Ê =�9<;.*�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *�,.*5=�1<ë�ï!*5"8ï.áÔ� Ê =�,.*
H
�5ë�� Ê %�; Ê *�( Ê %'*5"+='* à %'(  Ê�Ê  Ê

Ë�(:,.* �5Ë�* à
Bn

*5=+% à  #4Cï�� à %�Å¦*>%-,. Ê�à ,.*�Ë� #á ;34C* ��Ê (®Å
V (n)

,.( =8 Ê =¸þ �  �(�%
Γmin

á:�
à  �;3"+�!*n,.*5=Ç4C( Ê ( 4 ��9<;3*Ðá®Öû Ê Ë�( * Ê %ß,�* à  Ê =8%8"8;3( "8*�þ��¼��È¢ #"84�;3á *Ü,.*�ìÐ��; à 1<ë<ÉÄìé"+ �È:%' Ê
�7ï3ï3á ()9<;325*�ü�á:� à  #;3"8�!*

Γmin
,. Ê.Ê *

long(Γmin) ≤ V (n)N(n, d)
þ

�  �(�%
long(Γmin) ≤ V (n)((3d− 4)n−1 + 2(3d)n−2)

þ
�  #%8 Ê =¾9<;3*é='(�á®Öû Ê È��7( % à *>%+%'* à  Ê =+%'"8; à %'(  Ê ï! #;3" à 1���9<;3*Ðï! #á ë Ê'� 4C*Ü,.*

Rd[X]\Gd

Å
 Ê  ��.%8()* Ê %ná:��=8* à %8() Ê =8*54�(�É��7á)Í#25�3"+(:9<;.*¥Ë� �;3á ;3*�þ � ( Ê =8(�Å�ï! #;3" à 1���9<;3*�ï! �á�ë Ê'� 4C*�,.*
,�*5Í�"+2�( Ê ÈÔ25"8( *5;3"� #;h25Í���áßü

d
Å  Ê  #�.%'( * Ê %�; Ê * à  #;3"8�!*

Γmin
,. Ê %Õá:��á) Ê Í#;3*5;3"�*5=+%

2>Í<�7á)*>4C* Ê %��! �" Ê 25*�ï���"
V (n)N(n, d)

þ
ì´*>%8%8*�4 �7Î� �"'�7%'(  Ê 2>%�� Ê %é( Ê ,.25ï!* Ê ,�� Ê %'*�,.; à 13 #(�ú ,.;�ï���"'��4�í>%'"8*#Å� Ê  #�.%'( * Ê %n�7á  �"+=
9�;3*Õá:��á  Ê Í�;3*>;3"�,.*>= à  #;3"8�!*5=n( Ê %825Í#"$�7á)*5=�,�; à 1���4�ï ∇f *5=+%�( Ê È¢25"+()*5;3"+*�ü:�

A(n, d) = 2V (n)((3d− 4)n−1 + 2(3d)n−2)
þ

¹6Á�Ùhº�¿6s¦Â¡Á ` ² ` ² ÿI² ì´*>%8%8*��! #" Ê *�*5=+%�Ë#��á:�7�3á)*�Í#2 Ê 25"8()9<;3*>4C* Ê %�Å à ÖÏ*5=+%+É�ü&É�,.( "8*�,�� Ê =
á * à �7=- -ªHá *5=-* Ê ='*>4��3á *5=

Γ1

*@%
Γ2

=8 Ê %-*�< * à %'(�Ë�*54C* Ê %�,.*>= à  #;3"8�!*5=¸þ � � Ê =Õá)* à �7=
à  Ê %8"$�7()"+*Õ,.í5=�9<;3*¥á�ÖÏ; Ê ,.* à *5=n* Ê =8*54��.á)*5=n*5=+%�,.*Õ,.( 4C* Ê =8(  Ê ï3á ;3=nÍ#"$� Ê ,.*�Å3 Ê ,. �(�%
ÈÔ"$� Ê�à 13( "�; Ê *�2>%��7ï!*Õ=8;3ï3ï3á 254C* Ê %$��( "8*�Å3*>% à 13 #()=8( "�,�� Ê =

Γ1

*>%
Γ2

,.*5= à  #;3"8�!*>=�=8*54�(�É
�7á Í�25�."8()9<;3*5=�,. Ê %¥ Ê ,.*>Ë�"$� à �7á à ;3á)*5"�á *5=¥á  Ê Í#;3*5;3"+=¸þ ��Ê *���;�%'"8*��7ï3ï3"8 à 13* à  Ê ='( =ÄÉ
%8*5"$�7(�%Ðü à 13 #( ='( "
; Ê *�=';3(�%8*�,.*�ï! #á ë Ê�� 4C*5=
Í�2 Ê 2>"8()9<;3*5=é,.*�,.*5Í�"+2 � ú�2

d
9<;3( à  Ê Ë�*5"8Í#*

Ë�*5"8=n; Ê ï! #á ë Ê'� 4�* Ê  Ê Í#2 Ê 25"+(:9�;3*-,.*Õ4r	>4C*Õ,.*5Í#"82Õï3;3( =�,¦ÖÏ ��.%8* Ê ()"ná:���! #" Ê *�ï! �;3"
à *-,.*>" Ê ( *5"nï! �á�ë Ê'� 4C*�ï���"nï���=8=$��Í#*-ü�á:��á ()4�( %8*�þ

[-[
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��Ê =$��(�%�9<;.*�Åßï! #;3"6; Ê *ÓÈ¢ Ê�à %8() Ê
f
,.* à á:��=8=8*

C1
ü�Ë#��á *5;3"+= "82>*5á)á *5=¸Å
,.2 ��Ê ( *

=8;3"Ü; Ê  �;.Ë�*5"+%
Ω
,�*
Rn
Å.á *5=n=8*5;3á *5=ÜË#��á *5;3"+= à "8(�%'()9<;3*5=-� Ê  #%825*5=

K0(f)
? Ê *¥=';��C=8* Ê %

ï���=�ü à ��"'� à %825"8( =8*5"-á)*>=�ï! #( Ê %'=�,.*6�3( È¢;3" à �&%'(  ÊGF�à Öû*>=8%ÄÉ�ü&É�,.( "8*6á *5=ÕË#��á *5;3"8=-ï! #;3"-á *5=ÄÉ
9�;3*5á á)*5= á:� %' #ï! �á  #Í�( *0,.*5= � �3"+*5= à 1�� Ê Í#*Ý�¢Ë� #()"6* Ê ï��7"+%8( à ;3á)( *5" á®Öû*�ú.*54Cï3á * [H,�*lá:�
=8* à %'(  Ê u þ u Å« .ªh%' #;.%'*5=Õá *5= � �3"+*5=-=8 Ê % à  Ê3Ê *@ú�*5=-*@ú à *5ï.%825*6á:� � �3"+*��7;t,.*5=8=8;3=�,.*
0
Åß�3()* Ê 9<;3*lá:�hÈ¢ Ê�à %'(  ÊsÊ Öý�7(�%�ï��7=�,.*ÓË#�7á)*5;3"+= à "8(�%'()9<;3*5=�?�þ � á�È��7;.%�,. Ê�à 2>%';�,�()*5"
9�;3*5áÞ��;.%8"8*�%�ë�ï!*�,.*�ï3132 Ê  #4Cí Ê *�ï!*5;.%é=8*�ï3"+ �,.;3( "+*�Å�*>%é* Ê�à  Ê =82¸9<;3* Ê�à *�Å�( Ê %'"+ �,.;.()"+*
á:� Ê  #%8() Ê ,.*¥=8( Ê Í#;3á:��"+( %82-ü�á®Öû( Ê���Ê (ß�£ �;·ï3á ;3=ÜÍ�2 Ê 2>"$�7á)*54�* Ê % à *5á á *Õ,.*¥=8( Ê Í#;3áÔ�7"8(�%'2Õ��;
�! #"',�,.*

Ω
?@Å#�7( Ê ='(.9<;3* à *5á á *Ü,¦Öû* Ê =8*54��.á)*Ü,�*éË#��á *5;3"+= à "8(�%'()9<;3*5=ß�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*5=n� Ê  �%'2

K∞(f)
Å à È�þ � 2 ��Ê (�%'(  Ê u þ�9#þ�9�*>% 
 1325 #"8í54C* u þð[�þð[�?@þ � � Ê =�á * à ��=¥,¦ÖÏ; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê

f,�2 ��Ê ( *6=8;3"
Rn
Å¦á®Öû* Ê ='*54��3á *

R \ K∞(f)
Å¦*5=+%Õá�ÖÏ* Ê =8*54��3á *6,.*5=Õï! #( Ê %'=-9<;3(ÇË�25"8( � * Ê %

á:� à  Ê ,�( %8() Ê ,.*�/0��á Í#"$� Ê Í�*�þ � á *5=+%Ð25Í<�7á *54C* Ê % à  Ê3Ê ;·9<;3*�Å�á  �"+=$9�;3*
f
*5=8%Ü,.* à áÔ�7=8=8*

C2
Å
f
*5=+%-; Ê * � �3"$�&%'(  Ê %'"+( Ë�(Ô�7á *��7;t,.*5=8=';.=�,.* à 1��#9�;3* à  #4Cï! #=$� Ê %8* à  Ê3Ê *@ú.* ,.*

R \ (K0(f) ∪ K∞(f))
þ �ÇÊ Í#2 Ê 25"'��á®Å¡á®Öû* Ê ='*54��3á *

Kf = K0(f) ∪ K∞(f)
*5=+%Õ%'"8í>=

Í#"$� Ê ,¦Å.*>%Üï!*5;.%¯	>%'"+*¥25Í���á¡ü
R
þ.�«*�%'1325 #"8í54�*¥ï3"8( Ê�à ( ï���á«,.* à * à 1��7ï3(�%'"8*C� 
 1325 #"8í54C*

u þ�9#þ � ?¼4C Ê %'"+*n9<;.*
K∞(f)

*5=+% ��Ê («��ï! #;3"¾áÔ� ��Ê (�%';�,.*n,.*
K0

Ë� �( "¨�Ï�¡ #( ÉIH¦�®�¢?@þ#���¥,.2�É
4� Ê =+%8"$�7%8(  Ê =�ÖÏ( Ê ='ï3( "8*Õ,.*û� Ò ;q[6�¡ -ª°; Ê "+25=';.á %$�7%�� Ê �7á  �Í#;3*-*>=8%�4� Ê %8"82�Å34 �7( =��5Ë�* à
; Ê *-,.2 ��Ê ( %8() Ê ,.*¥Ë#�7á)*5;."8= à "+( %8()9<;3*5=��7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9<;.*5=�9�;3( Ê *�ï!*5"84�*>%�ï��7=�,¦ÖÏ;.%'( á ()=8*5"
á *�%'132> �"+í54C*�,.*ÕÆå��á:�7()=Õ� à È�þI�¨ÆÇ�7á��¦*>%�� 	 �7���£?´9<;3(Þ*5=+%Ü; Ê *¥Í�2 Ê 25"$�7á)( =$�&%'(  Ê ,.; à 2>á)í5�3"+*
%81325 #"8í54C*Ü,.* � �3"$�&%'(  Ê ,¦Ö � 13"8*5=84 � Ê3Ê ,�� Ê =¾á * à �7=ß,.*ÜÈ¢ Ê�à %8() Ê = Ê  Ê ï3"+ �ï3"+*5=¸þ � � Ê =
á:��=8* à %'(  Ê u þð[ Ê  �;3=
Í#2 Ê 25"$�7á ()=8 Ê =´á)*�"+25=8;3á %$�7%
ï3"8( Ê�à ( ï���á!,.*�á:�¥=8* à %'(  Ê u þ�9���; à �7=
 -ª
f
*5=+%�,.2 ��Ê ( *-=8;3"�; Ê  #;.Ë�*>"+%

Ω 6= Rn
þ �  #;3= à  Ê =+%'"+;3()=8 Ê =�; Ê *Õ4C2>%'"+(:9�;3* �®,.2 ��Ê ( =ÄÉ

=$�7�3á *&?ß"8( *546� Ê3Ê ( * Ê3Ê *
δ
=8;3"

Ω
*>% Ê  �;3=é4C Ê %8"8 Ê =éá:� ��Ê ( %8;�,.*�,.*5=´Ë#��á *5;3"+= à "8(�%'()9<;3*5=

�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*5=�"+*5á:�7%8( Ë�*54C* Ê %�ü
δ
�£%'1325 #"8í>4C* u þð[�þð[�?@þ!Æ¾;3( ='9<;3*

(Ω, δ)
*5=+% à  #4Cï3á *>%¸Å

[ u



 Ê ï!*5;.%ß��ï3ï.á)()9<;3*5"åá)*´%'132> �"+í54C*Ð,.*nÆå��á:�7()=¸þ � á:� ��Ê ,.* à * à 1���ï3(�%'"+*�Å Ê  �;3=å4C Ê %'"+ Ê =
9�;3*¥ï! #;3"

f : Rn −→ R
Å� Ê �

Sf ⊂ K∞(f)
F  .ª

Sf
*5=+%Ü; Ê * Ê ='*>4��3á *�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *

9�;3( à  Ê %'( * Ê %�,.2ÄÎ+ü�á *5=nï  #( Ê %'=�,.*��3()ÈÔ;3" à �&%'(  Ê � à È�þ?�û�« #(�ÉIHÞ�®�¢?@þ

JûÕ�Ô K çÆè�à¯á�Ö�Ý âÂÖ�Ù�Û�Ù4Lrá�à¯ÝêçÆÝ>�cä ØcÛ&×ºÛ�Ù4Lrá�à¨Ý
ìé #4C4C* Ê �@ Ê =�ï��7"�,.2 ��Ê ( "�á:� Ê  #%8() Ê ï3"8( Ê�à ( ï��7á)*-,.* à * à 1���ï.( %8"8*�þ ��Êlà  Ê =8(:,.í5"+*

; Ê *ÜÈ¢ Ê�à %'(  Ê ,.("<Þ25"+* Ê %'(:�7�3á *
f
,.2 ��Ê ()*Ð=';3"

Rn
þ �  #;3=
�7á)á  Ê =
,�2 ��Ê ( "¾; Ê * Ê =8*54��3á *n,.*

Ë#�7á)*>;3"8=¥* Ê�à  #"8*C��ï.ï!*5á)25*>=¥Ë��7á *5;3"8= à "8(�%'()9<;3*5=Õ�7=8ë�4Cï.%' �%'()9<;3*5=¸þ ��Ê ï! #;3"8"$�6%' #;.%'*5ÈÔ �( =
Ê  #%8*5"¥; Ê *�,.("<Þ25"+* Ê�à *�=8* Ê =8( �3á *6�5Ë�* à á * à 1��7ï3( %8"8*�ï3"82 à 2¸,.* Ê %�þ � 2�� Ê 4C �( Ê =¸ÅÞá *5=Õ,.2 � É
Ê ( %8() Ê = Ê *-=' Ê %�ï���= à  Ê %'"$��,.( à %' #()"+*5=�*>%�=8*-"8*+Î� #( Í Ê * Ê %�=8(¡ Ê Í<�7"',�*��Cá®ÖÏ*5=8ï3"8(�%�9<;«Öû( á
È£��;.%�2>%';3,.()*5"�9�;�� Ê ,

(1 + |x|)|∇f(x)| → 0
þ��« �"+='9<;3*

f
*5=+%�,.2 ��Ê ( *�=8;3"�; Ê  #;.Ë�*5"Ä%

�! #" Ê 2#Å� Ê "8*>%'"+ �;�Ë�*Õá *5=�Ë#��á *5;3"+= à "8(�%'()9<;3*>=���=+ë�4�ï.%' �%'()9<;3*5=�,.; à 1��7ï3( %8"8*Õï3"82 à 2¸,�* Ê %�Å
,3� Ê =ná)* à �7= à  Ê %8"$�7()"+*Õ Ê ï! #='*�á:��,.2 ��Ê (�%'(  Ê =8;3( Ë#� Ê %'*r�

��ãz~ÇÛ¼Ú:À&ÚÔ½ Û o ² U ² U ² ¤¦z&�£| f : Rn −→ R {�~Þ}r/>z7~Þ�>|��®z7~ �7� M��@�'}@~�|��®���5� }8�öìé~_�7�£|
­�{�} c ∈ R }�y@|Ü{�~Þ}��#��� }@{�� �@���£|���­�{�}��&y�¶7��§ |�z7|���­@{�}�§�z7{��C� �º/>z7~Þ�>|��®z7~ f y�� ���ß}�,��Ôy@|�}
{�~Þ}Hy�{��£|�}ò��}°§3z7�¢~�|£y {xν}ν∈N ∈ Rn � |�}5�Ô� }v­@{�} |xν | → +∞ � f(xν) → c }>|
|xν | · |∇f(xν)| → 0 ��ì´~d~Þz�|�} ��� z7�$y K∞(f) �+� }@~3y5}@� �5��}h��}�y·�#�#� }@{���y����@�£|£��­@{�}$y��y�¶���§ |�z�|��®­@{�}�y���} f �

	 ��ï3ï!*5á  Ê =�9<;3*l=8(
t
Ê Öû*5=+% ï���= ; Ê *ÓË#��á *5;3" à "+( %8(:9�;3*�Å Ê (�; Ê *ÓË#��á *5;3" à "+( %8(:9<;.*

�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3* ���7; ='* Ê =�,.*�á:�l,.2 ��Ê (�%'(  Êvà (�É�,.*5=8=8;3=�?@Åå�7á) #"8=� Ê ,.(�%�9<;3* áÔ� à  Ê ,.( É
%8(  Ê ,.*°/0�7á)Í#"$� Ê Í#*·*>=8%�Ë�2>"8( � 25*�* Ê

t
Å¼*>%�( áé*@ú.( =+%'*�; Ê Ë� �( =8( Ê ��Í#*

V
,.*

t
%'*5áÐ9<;3*

f : f−1(V ) 7→ V
*5=+%�; Ê * � �3"'�7%8() Ê þ«Æ¼ #;3"¥á *5=Õ,.2>%$��( á =¥Ë� �( "¥ï��7"¥*@ú.*54�ï3á)*«�¨ÆÇ�7á"�¾*>%

�ûÆÇ�7"¡��þ¼���Ó=8* à %'(  Ê u þ\[Ó2 Ê  Ê3à *�25Í���á *54C* Ê %�; Ê *�Í#2 Ê 25"$�7á ()=$�&%'(  Ê ,.* à * "825=8;3á�%��&%�þ¼�«*
"+25=8;3á�%��7%�ï3"8( Ê�à ( ï���á�,.* à *>%8%'*Õï��7"+%8()*6�£%'1325 #"8í>4C* u þ�9#þ � ?Ð4C Ê %'"+*-9�;3*Õï! �;3"�; Ê *-ÈÔ Ê�à É
%8(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *

C1
Å«( á Ê Ö ëH�°9�;«Öû; ÊHÊ  �4��3"8* ��Ê (
,.*6ï! #( Ê %'=Õ -ªHá:� à  Ê ,.( %8(  Ê ,.*

/0�7á Í�"'� Ê Í#* Ê ÖÏ*5=8%nï���=ÜË�2>"8( � 25*�þ

¹6Á�Ùhº�¿6s¦Â¡Á o ² U ² ` ²�� � Ê =0á * à �7=�,¦ÖÏ; Ê *tÈ¢ Ê�à %'(  Ê ,.* à á:�7='=8*
C1

9�;3( Ê Öû*>=8%lï��7=
ï."8 #ï3"8*�Å�=8(

K0(f)
,.25=8( Í Ê *�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *�,.*5=-Ë��7á *5;3"8= à "8(�%'()9<;3*>=

f
Åå�7á  �"+=�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *

K(f) = K∞(f) ∪ K0(f)
Ê ÖÏ*5=+%-ï���=-ÈÔ*5"84C2CÍ#2 Ê 25"$�7á *54C* Ê %¸þ � (

f
*5=+%�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�Å

�7á  �"+=¼á)*5=¼* Ê ='*54��3á *5=
K0(f)

*>%
K∞(f)

=8 Ê %¼È¢*5"84�25=¼*>%å,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *5=Ç,�� Ê = M1

��ï! #;3"
[ �



á:��,.2 ��Ê ( ='=$�7�3( á)(�%'2Ü( á�=8;��C%¾,¦ÖÏ2 à "8( "8*
K(f)

* Ê áÔ� Ê Í���Í#*n,.*éï3"8*54�()*5"å �"8,."8*é*>%¾,.*Ðï3"8 à 2@É
,�*5"�ü�á®ÖÏ25á)( 4C( Ê �&%'(  Ê ,.*5=�9<;�� Ê %'( ��à �&%'*5;."8=�?@þ � ( Ê =8(

K∞(f)
*5=+%��7;Óï3á);.=�; Ê *Õ"+25; Ê (  Ê

�3Ê ()*Õ,¦Öû( Ê %8*5"+Ë#��á á *5=�*>%�,.*�ï! #( Ê %'=¸þ

� Á.ÙtÙ Á o ² U ² o ² ¤Þz7�£| f �é{�~Þ}ý/5z7~ �>|���z7~ò��}C�5� �&y$y¸} C1 ���µ´¾~��:y$y¸���5� }��n�#� z7�$y����Ç}�,#�:y@|�}
ρ : R+ → R+

���µ´¾~3�Ôy$y¸���5��}Õ�#�@���í´´�7~�| lim
r→+∞

ρ(r)

r
= +∞ }>|´|�}5�¢� }�­@{�}�©

Kρ
∞(f) = K∞(f) �¾z®ë Kρ

∞(f) }�y�|Ç�Ä� }@~3y¸}�� �5� }¥��}$y��'�$}5�ûy c ∈ R |�}>�¨y�­@{
� �£� }�,#�:y@|�}�{�~Þ}
y${��£|�} {xν}ν∈N ∈ Rn ��|�}5�Ô� }¥­@{�} |xν | → +∞ � f(xν)→ c }@| ρ(|xν |) · |∇f(xν)| → 0 �

÷ �'}@{���} þ � á3=8;��C%
,.*Üï3"8 #;.Ë�*>"ßá®Öû( Ê�à á ;3=8(  Ê K∞(f) ⊂ Kρ
∞(f)

þ�����ï3"+*5;.Ë�*Ü"8*5ï3"+* Ê ,
; Ê �7"8Í#;34C* Ê %é,.*�� Ò É � É � � ;�%'( á)( =82�,�� Ê =éá * à �#,�"8*�='*>4C(�É��7á Í�25�3"+(:9�;3*�þ �  #(�%

k
; Ê * Ê %'( *5"

ï! #=8(�%'( È�Å¸ Ê (),.* Ê %8( � *
Rk

�¸Ë�* à
sk(Rk) ⊂ Sk

Å5 .ª
sk
,.25=8()Í Ê *ßá®Öû( Ê Ë�*5"+='*ß,.*ßá:�Ðï3"+ #Î�* à %8() Ê

=+%825"825 #Í�"'��ï.13(:9<;.*�þ �  #( * Ê %
g
*>%
φ
á)*>=�È¢ Ê�à %'(  Ê =�,.2 ��Ê ( *5=�=8;3"

Rn
ï��7"��

g(x) = |x| · |∇f(x)| *>% φ(x) = (f(x), g(x))
þ

�  �(�%
S ⊂ Sn×S1×S1

á®Öû( 4 �7Í�*�ï��7"
á�Ö¨��ï.ï3á)( à �&%'(  Ê
δn = (sn, s1, s1)

,.;6Í#"$�7ï313*�,.*
φ*@%

V
á�Ö¨�#,�1325"8* Ê�à *�,�� Ê =

Sn×S1×S1
,.*
δn({∞}×K∞(f)×{0}) þ<�«*5=é* Ê =8*54��3á)*5=

V
*>%
S
=8 Ê % à  #4Cï�� à %'=ß*>%
,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *5=¸Å�*>%

V ⊂ S \S þ � %´,¦Öý�7ï3"+í5=ßá)*ná *54C4C*º9�þ�9�þð;�Å( á«*�ú.()=+%8*
Ã ⊂ S

%8*5á¡9�;3*ö�

Ã ∩ ({∞} × S1 × S1) = V.
� u þ�9�?

�  �( * Ê %
A = δ−1

n (Ã)
*>%

Γ = π(A)
 -ª

π
,�25='( Í Ê * áÔ� ï3"8 �Î�* à %'(  Ê Ê �7%8;3"8*5á á *h=8;3"

á *5=
n
ï3"+*54C( í5"8*5= à  � #"',. Ê3Ê 25=¸þß�ßÖû25Í���á (�%'2t� u þ�9�?�=8( Í Ê ( � *°=8()4�ï3á)*54�* Ê %69<;3*°á *°ï! #( Ê %

{∞} × {y} × {0} ∈ δ−1
n (V )

=8(�*@%�=8*5;3á *54C* Ê %�=�ÖÏ( á�*@ú.( =+%'*0; Ê *0=8;3(�%'*�,.*0ï! #( Ê %'=
xν ∈ Γ

%8*5á á)*�9<;3* |xν | → +∞ Å f(xν) → y
*>%
g(xν) → 0

þ �  �%' Ê =�9<;3* á:�l,.*5"ÄÉ
Ê ()í5"+* à  Ê ,.(�%'(  Ê *5=+%�Ë#��á:�7�3á)*-Í�"�� à *�ü�á:� à  #4Cï�� à %'( ��à �&%'(  Ê þ �  #( %

θ
Å�á:�CÈ¢ Ê�à %8() Ê ,.2�É

�3Ê ()*�ï��7"
θ(r) = sup

x∈Γ∩Sn(r)

r|∇f(x)| þ¼�¼�ÓÈÔ Ê�à %8() Ê θ *5=+%�,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *�*>% θ(r) → 0

9�;�� Ê ,
r → +∞ þ �¾Ê ï! #=�� Ê % ρ(r) = ( θ(r)

r2 )−
1
2

 Ê  ���%'( * Ê %Ü,�� Ê =é; Ê ï3"8*54C( *5"
%'*54Cï3=
sup

x∈Γ∩Sn(r)

ρ(r)|∇f(x)| → 0
ï3;3( =�á®ÖÏ( Ê�à á ;3=8(  Ê

K∞(f) ⊂ Kρ
∞(f)

þ
�

¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ o ² U ² w ² ¤¦z7�£| f : Rn 7→ R {�~Þ}3/>z7~Þ�>|��®z7~����µ´¾~��:y$y¸���5� }·��}°�5� ��y$y¸} C1 �! � z7�$y K∞(f) }$y@|
{�~Þ}Õ�'�@{�~3��z7~ó´Ç~���}���}Ü§�z7�Ô~�|£y��

÷ �'}@{���} þ«ì´ �4�ï.%'*�%'* Ê ; ,.*�á:� "8*>4 ��"89<;3* u þ�9�þ\[.Å! Ê Ë��64C Ê %'"8*>"¥9<;3* K∞(f)
Ê *

à  Ê %8()* Ê %�ï��7=�,¦Öû( Ê %'*>"+Ë#��á á *�þ �  #;3=���á á  Ê =�,. Ê.Ê *5"�,.*5;�ú°ï3"+*5;.Ë�*>=�,.("< 25"8* Ê %'*5=�=8;3( Ë#� Ê %
[ �



9�;3*Cá:�·ÈÔ Ê�à %8() Ê
f
*5=+%�,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á * ,�� Ê =Õ; Ê *C=8%8"8; à %8;3"8*� �É�4C( Ê ( 4 �7á)*�ï  #á�ë Ê  #4C(:�&É

á *54C* Ê %C�! #" Ê 25*· #; Ê  Ê þ � � Ê =�á *·ï3"8*54�()*>" à �7=�Åå Ê =�Ö¨�7ï3ï3;3()*·=8;3"�,.*5=6��"+Í�;34�* Ê %'=
à áÔ�7=8='()9<;3*>=�,.*-Í�25 #4C2>%8"8( *-='*>4C(�É��7á Í�25�3"+(:9�;3*�Å ��á  #"8=�9�;3*�,�� Ê =�á * à ��=� .ªláÔ�C=+%8"8; à %8;3"8*
 7É�4C( Ê ( 4 ��á * à  Ê %'( * Ê %Õá:��ÈÔ Ê�à %'(  Ê *@ú.ï! Ê * Ê %'( *5á á * Ê  #;3=-�¸Ë� Ê =��!*5=8 #( Ê ,¦ÖÏ( Ê %8"8 �,.;3()"+*
á * à  Ê�à *5ï.%
,.*n,.2 à  #4Cï! #=8( %8() Ê �ÞÉ�"825Í#;3á ()í>"8*�þ��ßÖû*@ú.( =+%'* Ê3à *�,¦ÖÏ; Ê *Ð%'*5á á *�,.2 à  �4Cï! #=8(�%'(  Ê
,3� Ê =éá)* à  Ê %'*@ú�%'*� �É�4�( Ê ( 4 �7á *5=+%Ð; Ê "+25=8;3á %$�7%Ü��=8=8*5ê�ï3"8 #È¢ Ê ,¦þ3ìé Ê È¢"+ Ê %'*5" à *5=Ð,.*5;�ú
,�254C Ê =8%8"$�&%'(  Ê =å*5=+%Ç"82>Ë�2>áÔ�&%'*5;3"Ç,.*éáÔ��,.("< 25"8* Ê3à *Ð* Ê %'"+*éá)*>=Ç=+%'"8; à %8;3"8*5=åï! �á�ë Ê  #4C(:�7á)*@É
4�* Ê %
�! �" Ê 25*5=����7=8=8*5ê�ï3"+ à 13*5=´,.*5=
* Ê =8*54��3á *5=
=8*54C( É��7á)Í#25�3"8()9<;3*5=�?�Å�*>%
á)*>=
=8%8"8; à %8;3"8*5=
Ê  Ê ï! #á�ë Ê  �4�(Ô�7á *54C* Ê %��! #" Ê 25*5=�9<;3( à  Ê %'( * Ê3Ê * Ê % Ê 2 à *5=8=$��( "8*>4C* Ê %�á:�CÈ¢ Ê3à %'(  Ê *@ú�É
ï! Ê * Ê %8( *5á)á * � à ÈÜ�¨/Ó(»9��£?@þ

x º�ÃC»¾½¼Y:ç�Û¡½ ÙtÚÔºZYÔÁ�ÙhÁ�Û!Àûy¾½!¿7Û¡ãq²��  #(�%
ρ
à  �4�4C*Õ,�� Ê =�á)*�á)*>4C4C*�ï3"82 à 2¸,.* Ê %¸þ ��Ê

à  Ê =+%'"+;3(�%¥; Ê *�È¢ Ê�à %8() Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *
ϕ : R −→ R+

Å Ê ;3á á *�=8;3"
Kρ
∞(f)

*@%�=8%8"8( à %'*@É
4�* Ê %nï  #=8(�%'(�Ë�*Õ=8;3"

R \Kρ
∞(f)

Å3* Ê ï  #=$� Ê %^�
ϕ(t) = inf{ρ(|xν |) · |∇f(xν)| : xν ∈ Rn, |xν | → +∞, lim

ν→+∞
f(xν) = t}.

�  �(�%
c ∈ Kρ

∞(f)
ÅÇ*>% 9<;3(�%8%'*lü "+*54Cï3á:� à *5"

f
ï���"

f − c
ÅÇ Ê ï!*5;.% =8;3ï3ï! #=8*5" 9�;3*

0 ∈ Kρ
∞(f)

þ � *
ï3á ;3=¸Å¸ Ê ï!*5;.%¼=8;3ï3ï! #=8*5"¼9<;3*
f−1(t) 6= ∅ ï! #;3" t > 0

*>%�=8;��6=$�74C* Ê %
ï."8 à 13*-,.*

0
þ � � Ê =�á * à ��= à  Ê %'"$�7( "8*�Å.á)*¥%'132> �"+í54C*�*5=+%n%'"+( Ë�(Ô�7á®þ

�ßÖÏ* Ê =8*54��3á *
Kρ
∞(f)

*@%�á:�HÈÔ Ê�à %'(  Ê
ϕ
2>%$� Ê %�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *5=¸Å
()á�=';g�C%�,.*l4C Ê %'"+*5"

9�;«Öû( áÐ*@ú.( =+%'*�; Ê "+25*5á
δ > 0

%8*5áÜ9<;3*�á:�0È¢ Ê�à %'(  Ê
ϕ
*5=+%�=+%'"8( à %'*>4C* Ê %�ï! #=8( %8( Ë�*·=8;3"

á®ÖÏ( Ê %8*5"+Ë#�7á)á *
]0, δ[

þ ��Ê =';.ï3ï! �=8*��7; à  Ê %'"'��( "8*r�
(∗) ()á¦*@ú.( =+%'* ε > 0

Å�%'*5á¡9�;3*�ï! �;3"Ü%8 �;.%n"825*>á
t
Å
0 < t < ε

Å3 Ê �
ϕ(t) = 0

þ
��ÊÓà  Ê =+%'"+;3(�%���á  �"+=�; Ê �7;.%'"+*�* Ê =8*54��3á *Õ,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *

Σ
Å.* Ê ï! #=$� Ê %^�

Σ = {x ∈ Rn : ρ(|x|) · |∇f(x)| < f(x)}.
�  #%8 Ê =�,.25=8 #"84 �7( =

fΣ

á *�Í�"'��ï313*Õ,.*�á:��"8*5=+%'"+( à %8(  Ê ,.*
f
ü�á®Öû* Ê =8*54��.á)*

Σ
þ � ( Ê =8(�Å.=8(

á:� à  Ê ,.( %8() Ê � ∗ ?¡*5=8%ÇË�25"8( � 25*�Å�( á3*@ú.( =+%'*Ð; Ê *Ü=8;3(�%'* {tν} ∈ R Å7%8*5á á)*n9�;3*�Å ϕ(tν) = 0
Å�*>%

lim
ν→+∞

tν = 0
þ � á  #"8=¸Å7( á�*@ú.( =+%'*Ð; Ê *Ð=8;3(�%'*

t′ν ∈ R
Ë�25"8( � � Ê % |t′ν−tν | < tν

2

*>%Ç; Ê *Ð=8;3(�%'*
yν ∈ f−1(tν

′) ∩ {x ∈ Rn, |x| > ν} Å�%'*5á á)*>=¥9<;3*û� ρ(|yν |) · |∇f(yν)| < t′ν
þ¦ì´ #4C4C*

(yν , t
′
ν)
�7ï3ï��7"+%'( * Ê %�ü°á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *

fΣ

Å |yν | → +∞ *>%
t′ν → 0

9<;�� Ê ,
ν → +∞ Å( áÇ*@ú.( =+%'*°�®,¦Ö¨��ï3"+í5=�á *�á *54C4C*:9#þ�9#þ � ?�; Ê �7" à ,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*

γ̃
,.* à á:�7='=8*

C1
Å à  Ê %'* Ê ;

,3� Ê =
Rn × R+

Å.%'*>á¡9<;3*�ï! #;3"ná *Õï���"$�74C2>%8"$�7Í�* |γ(r)| = r
 Ê �:�

∀r > R, γ̃(r) = (γ(r), f ◦ γ(r))
*>%
γ̃(]R,+∞[) ⊂ fΣï! #;3"6; Ê

R
=8;��C=$��4C4�* Ê %6Í#"$� Ê ,¦þ � *°ï3á);.=

γ
Ë�25"+( � *°á)*>= à  Ê ,�( %8() Ê = =8;3(�Ë�� Ê %8*5=j�

lim
r→+∞

|γ(r)| = +∞ *>%
lim

r→+∞
f ◦ γ(r) = 0

þ

[._



/0�7( Ê %'* Ê � Ê %¸Å3='(
r ∈]R,+∞[

Å. Ê ï! #=8*
h(r) = f ◦ γ(r)

Å3*@%� Ê ���
lim

r→+∞
h(r) = 0

þ
�ÇÊ =8;3( %8*�Å à  #4C4C* |h′(r)| = |〈∇f(γ(r)), γ ′(r)〉| ≤ |∇f(γ(r))| · |γ ′(r)| *>% γ(r) ∈ Σ

Å
 Ê  ��.%8()* Ê %�Í#"$� à *�ü�9�þ�9�þ _«�

0 < |h′(r)| ≤ h(r)

ρ(r)
.|γ′(r)| ≤ C

h(r)

ρ(r)
.

� u þð[�?
� (
á:�°=+%'"+; à %';3"+*6*5=+%-ï! �á�ë Ê  #4C(:��á *54C* Ê %��! �" Ê 25*�Å¼�7á) #"8=-( á
*@ú.( =+%'*6; Ê ; Ê ()9<;3* à  #;3ï3á *
,�*�"+25*5á)=

α,K > 0
%'*5á¾9�;3*

lim
r→+∞

ρ(r)

r1+α
= K

� à È3�û/Ó(»9��£?@þÞ����È¢ Ê�à %8() Ê 1
ρ

*5=+%Õ,. Ê3à
( Ê %825Í�"'���.á)*�þ �  �(�%

r0 > R
Å«%'*5áé9<;.*�ï! #;3"-%' #;.%

r > r0

Å�á®Öû( Ê 25Í��7á)(�%'2�ï3"+2 à 2¸,.* Ê %8*�*5=+%
Ë�25"8( � 25*�þ�Æ¼ #=8 Ê =«ï! �;3"

r > r0

Å
u(r) = 2h(r0)−h(r)

þ ��Ê  ��.%8()* Ê %å�7( Ê =8(
lim

r→+∞
u(r) =

2h(r0)
þ � %ná�ÖÏ( Ê 25Í<�7á ( %82 � u þð[�?é( 4Cï3á (:9�;3*ö�

0 < u′(r) ≤ C
u(r)

ρ(r)
.

� u þ u ?
� ( Ê =8(é* Ê ( Ê %'2>Í�"$� Ê %�4�*54��3"8*�ül4�*54��3"8* á®Öû( Ê 25Í<�7á ( %82H� u þ u ?�ï! �;3"

s ∈ [r0, r]
*>%�* Ê

;�%'( á)( =$� Ê %�á *6á *54C4C*6,.*c��"8 Ê �n��á á®Å« Ê  ���%'( * Ê %�Å«ï! #;3"�,�*5= à  Ê =+%�� Ê %'*5=
K1 > 0

,.2�É
ï!* Ê ,�� Ê %�,.*

K
*>%�,.*

C
Å.*>%

K2 > K1

�

u(r) ≤ h(r0) exp

∫ +∞

r0

K1

ρ(s)
ds ≤ h(r0) exp(

K2

r0
α

) <
3

2
h(r0),

9�;3( %+%'*0ü à 13 �( =8()"
r0

=8;��6=$�74C* Ê %6Í�"$� Ê ,xï! �;3" 9<;3* K2

r0α
< log 3

2

þß�¼� È¢ Ê�à %'(  Ê
u*>=8%�,. Ê�à 46�7Î� �"+25*Õï���"�; Ê "825*>á�=+%8"8( à %'*54�* Ê %�ï3á ;3=�ï!*>%8( %�9<;3*

2h(r0)
þ ìé*-9<;3(«*5=8%�* Ê

à  Ê %8"$��,.( à %'(  Ê �5Ë�* à
lim

r→+∞
u(r) = 2h(r0)

Å3*>%�� à 13í>Ë�*�áÔ��,.254C Ê =+%'"$�&%'(  Ê þ
�

/0��( Ê %'* Ê � Ê %¸Å5='(#áÔ�Ð=+%'"+; à %';."8* Ê Öû*5=+%¡ï��7=¡ï! #á ë Ê  �4�(Ô�7á *54C* Ê %��! #" Ê 25*#Å¸( á�=8*ßï!*5;.%�9<;3*
á:�¥È¢ Ê�à %'(  Ê

ρ
=8 �(�%é,�*�á:�¥È¢ �"+4C*

ρ(r) = r log r
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,�*�áÔ�ÕÈ¢ Ê�à %'(  Ê 1

g

þ � á  �"+=
gΩ
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þ´ìé #4C4C*
K(f̃)

*>%
K∞(f̃)
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; Ê *ÐÈÔ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�Å#,.* à á:��=8=8*

C1
Å�,.2 �3Ê ()*Ð=8;3"

Rn
þ � � Ê =¯�û�« #( É<HÞ�®��Å

�« #(¡*>%XHÞ��1��7"8(:�Cï3"+* Ê3Ê * Ê % à  �4�4C*�,.2 ��Ê ( %8(  Ê ,.*ÕË��7á *5;3"8= à "8(�%'()9<;3*>=¥�7=+ë�4Cï.%8 #%'()9<;3*>=
ï! #;3"�áÔ� ÈÔ Ê�à %8(  Ê

f
Å´á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *

Sf
,.2 ��Ê ( à  �4�4C*�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *h,.*5=�"825*5á =

c
%8*5á =

9�;«Öû( áß*@ú.( =+%'*C; Ê *6=8;3(�%'*
(xν , λν) ∈ Rn × R

9<;3(¾Ë�2>"8( � *6á *5= à  Ê ,.(�%'(  Ê =-=8;3( Ë#� Ê %'*>=û�
f(xν) → c

*>% ∇f(xν) = λνxν
9<;�� Ê ,

ν → +∞ þ �  #%8 Ê =�9<;3* λν *5=+% Ê  ÊhÊ ;3áßüï���"Ä%'( "�,¦Öû; ÊÓà *5"Ä%��7( Ê "$� Ê Í3þ

â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û o ² o ² U ² ¤¦z&�£| f �$z7��� }��@�4Ã+��}$y$y�{�y+�é�#� z7�$y Sf ⊆ K∞(f).÷ �'}@{���} þ �  �(�% c ∈ Sf Å¦�7á  �"+=¥( áå*@ú.( =+%'*�; Ê *�=';.( %8* {xν , λν} ∈ Rn × R Ë�25"+( � � Ê %
á *5= à  Ê ,.(�%'(  Ê =�,.*�áÔ�l,.2 ��Ê (�%'(  Ê Å¼*>% à  #4C4C*�,�� Ê =�%' #;.% à *�9<;3(éï."82 à í¸,.*#Åå( áé*@ú.( =+%'*
R > 0

��( Ê =8(�9<;«Öû; Ê *ÜÈ¢ Ê�à %'(  Ê
λ
*@%ß; Ê �7" à

γ
Å�%' #;3=
,.*>;�úC,.2 ��Ê ( =8=$���3á *5=

C1
*>%
,.2 ��Ê ( =

=8;3"
]R,+∞[

Å!%'*5á =�9<;3*
lim

r→+∞
f(γ(r)) = c

Å
lim

r→+∞
|γ(r)| = +∞ *>% ∀r ∈]R,+∞[

Å
∇f(γ(r)) = λ(r)γ(r)

þ
ì´ #4C4C*
ï3"82 à *¸,.*>4C4C* Ê %¸Å& Ê ï! �=8*

h = f ◦γ *>% α(r) = cos(γ(r), γ ′(r))
þ � á�*5=+%¼È�� à ()á *

,�*�Ë� #( "�9<;.*
λ(r) = h′(r)

|γ(r)|·|γ′(r)|·α(r)

þ � %�=8(« Ê "8*>ï���"'��4Cí@%'"8*
γ
ï! #;3"�9<;3* |γ(r)| = r

Å
u m



�7á  �"+=� Ê �:�

|γ(r)| · |∇f(γ(r))| = 1

|γ′(r)|α(r)
rh′(r).

� *¾ï3á ;3=¸Å5 Ê � |γ′(r)|α(r)→ 1
Å5*>%

rh′(r)→ 0
9�;�� Ê ,

r → +∞ þ � ( Ê =8(�Å c ∈ K∞(f)
þ

ì´*Õ9<;3(Þ%'*5"84�( Ê *�á:��ï3"+*5;.Ë�*�þ
�

×�Ø«Á�ÙH»�YÔÁ�Ã�Á�À·¹ Á�Ùhº�¿6s«Â¡Á�Ã o ² o ² ` ²Ü� á à  Ê Ë�( * Ê %¥,.*�"8*>4 ��"89<;3*5"�9�;3*
Sf

à  Ê %'( * Ê %
* Ê�à  �"+*C,.*5=¥ï! �( Ê %8=�=8;3ï!*5" � ;3=¸ÅÞ*>% Ê *�,.( =+%'( Ê Í�;3*�ï���=�%' �%��7á *54C* Ê %�á *5=�Ë#��á *5;3"8=�,.*��3( É
ÈÔ;3" à �&%'(  Ê =�,.*-áÔ��È¢ Ê3à %'(  Ê

f
þ!Ì´( * Ê 9<;.*

Sf
*5=+%�ï3á ;3= ��Ê 9�;3*

K∞(f)
Å�()á Ê *Õ='*54��3á *

ï���=º	>%'"8*C,��5Ë#� Ê %��7Í�*�*@ú.ï3á  #( %$���3á *Cï! �;3" à �7"$� à %825"8( =8*5"Õï3á ;3=Õï3"+2 à ( =8254C* Ê %Õá®Öû* Ê ='*54��3á *
,�*5=��3( È¢;3" à �7%8() Ê =�,.*�È¢ Ê�à %'(  Ê =�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *5=¸þ
� � Ê =�á)*5=�*�ú.*54Cï3á *5=�9<;3(´=8;3( Ë�* Ê %�Å� Ê ,. Ê3Ê *�,.("<Þ25"+* Ê %'*>= à  Ê�� Í�;3"'�7%8() Ê =�ï! #;3"

Sf
Å

K∞(f)
*>%
Bf

�
Bf

,.25=8( Í Ê *-á)*5=�ï! �( Ê %8=�,.*-�3( È¢;3" à �7%8() Ê  #;ÓË#��á *5;3"+=��7%�ë�ï3()9<;3*5=�?@þ ��Ê
=¸ÖÏ*5=+%�"8*>=8%8"8*5( Ê %�ü�"8*5Í��7"',.*5"�,.*>=�È¢ Ê�à %'(  Ê =�,.2 ��Ê ( *5=�=8;3"

R2
þ

9#þ
f(x, y) = y

1+x2

þ � á  �"+=
Sf = Bf = ∅ *>% {0} = K∞(f)

þ
[�þ
f(x, y) = y(xy − 1)

þ � á  #"8=
Sf = Bf = K∞(f) = {0} þu þ

f(x, y) = y exp 2x+ expx
� à È�þ?�Ï�« �( ÉIH¦�6�£?@þ � á  �"+=

Bf = ∅ *>%
Sf = K∞(f) = {0}.

u 9



u [



Ë Ì CÎÍÏQZO:TRH Y

Ë �¦�lT«D HML Q � O[Z � T�CÓFIHML C�� \ �¦Q?L�Q � C � H J ].� � H

^ D�T«H CPO�D ÍÏQ�Bé�KH

� � Ê = à * à 1��7ï3(�%'"8*l Ê 2>%';�,.( *0á * à  #4Cï! #"+%'*54�* Ê %�,.*5=6%'"'�7Î�* à %8 �( "8*5=�,.; à 1��74Cï
,�*ÕÍ�"'�#,.( * Ê %�,¦Öû; Ê *�È¢ Ê3à %'(  Ê ,.2 ��Ê ()=8=$���.á)*

f
��;°Ë� �( =8( Ê ��Í#*-,.*Õ=8*5=nË#��á *5;3"+= à "+(�%'()9<;3*5=

�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*5=¸þ ��Ê 2>%��7�3á ( %´,¦Öý�7�! �"8,C; Ê *�( Ê 25Í��7á)(�%'2�,.;C%�ë�ï!* �« #ÎÄ��=8( *���( à ê�ü¥á®Öû( Ê���Ê (®þ
��Ê 4C Ê %8"8*�* Ê =';3(�%'*�9<;¦Öû* Ê %' #;.%�ï! #( Ê %�=8( %8;32�=8;3"�; ÊÝÊ (�Ë�*��7; à "+( %8(:9�;3*°üÓá�ÖÏ( Ê���Ê (

c��9<;3( Ê ÖÏ*5=8%éï��7=é; Ê�Ê (�Ë�*¸��; à "+( %8()9<;3*&?ßï��7=8=8*�; Ê *�%8"$�7Î�* à %' #()"+*�,.; à 1���4Cï�,.*�Í#"$��,.( * Ê %�þ
�nÊ *�%'*5á á *�%'"$�&Î�* à %' #( "8*�ï3"+ &Ë�( * Ê %Ð,.* Ê ÖÏ( 4Cï! �"Ä%'*�9<;3*5á Ê ( Ë�*���;6%�ë�ï3()9<;3*

t
* Ê %'*54Cï3= ��Ê (

�£ï! �;3"ÄË�;�9<;3*�á®ÖÏ( Ê %8*5"+Ë#�7á)á *
[t, c[

Ê * à  Ê %'( * Ê3Ê * Ê (�Ë��7á *5;3" à "8(�%'()9<;3*�Å Ê (!Ë#�7á)*5;." à "+( %8()9<;3*
�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*&?@þ �ÇÊ���Ê Å� Ê ,. Ê3Ê *�; Ê *�,.*5= à "8( ï.%'(  Ê ï.á);3=éï3"82 à ( =8*�Å�,�� Ê =éá * à �7=Ü,�*�á:�
,�()4C* Ê ='(  Ê ,.*>;�ú¦Å�,.*ná®ÖÏ* Ê =8*54��3á *

I(t)
,.*5=ßï! �( Ê %8=
=8(�%';325=ß=8;3"¾; ÊCÊ (�Ë�*��7;�%�ë�ï3()9<;3*Üï���"

á *5='9<;3*5á =¡ï���=8=8*¾; Ê * à  �;3"+�!*ß( Ê %'25Í#"$�7á)*ß,.*ßá  Ê Í�;3*5;3"«( Ê���Ê ( *
*@%¡=';3"«á:��9<;3*5á á *
á:�ÐÈ¢ Ê�à %8() Ê
"+*5=+%'*·�! #" Ê 25*�þ ��Ê 2>%$���3á (�% �7( Ê =8(Ð; Ê *·"+*5áÔ�&%'(  Ê * Ê %'"8*�á * Ê  #4��3"8*·,.* à  #4Cï! #=$� Ê %8*5=
à  Ê3Ê *@ú�*5=�,¦ÖÏ; Ê * � �3"+*�%�ë�ï3()9<;3*Õ*>%�,¦ÖÏ; Ê * � �3"+*��&%�ë�ï3()9<;3*-��;Ó4� &ë�* Ê * Ê %8"8*��7;.%'"+*-,.*
á:� à �7"$� à %825"8( =+%'()9<;3*-,¦Ö � ;3á *5"�,.*�áÔ� � �3"+*�%�ë�ï3()9<;3*�*>%�,.*�á®ÖÏ* Ê =8*54��3á *

I(t)
þ

_ Õ=Ô R¼æ�Ú`P^çÆè=Ù�Û&ÚGÞ�àbaÈ×dcIçÆÝ?Ù�à�e Ù=â�f
��Ê �ÓË�;v9�;«Öý�7; Ë� �( =8( Ê ��Í#*·,¦Öû; Ê *�Ë��7á *5;3" à "8(�%'()9<;3*·��=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*�,¦Öû; Ê *�ÈÔ Ê�à É

%8(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *
f
Å�()á�*@ú.( =+%'*�; Ê�à 13*54C( Ê ,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *�=8;3"�á *¸9<;3*5á¼á:� à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.*

/0�7á Í�"'� Ê Í#*�*5=+%�4C()=8*Õ* Ê ,.25È��7;.%�þ � 2�� Ê 4C #( Ê =¸Å�()á¡*5=+%�ï! �=8=8()�3á *�,.*-"+*5á *>Ë�*5"�á * à 1��74Cï
,�*ÓÍ#"$��,.()* Ê % ï��7"C; Ê *ÓÈ¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *�þ � � Ê = à *5"Ä%���( Ê = à �7=0� à È � þ�9#þð[�?@Å à *5áÔ�
ï!*>"84C*>%
,.*�,.2 à (),.*5"ß=8(� Ê ï!*5;.% � �3"+*5"ßá *nÍ#"$�7ï313*�,.*

f
ï��7"ß=8*5= Ê (�Ë�*¸��;�ú6�7;�Ë� �( =8( Ê ��Í#*

,ÞÖû; Ê *ÜË��7á *5;3" à "8(�%'()9<;3*��7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9<;3*#þ � � Ê =
á * à ��=
 .ªCáÔ�¥=+%'"+; à %';3"+*n �É�4C( Ê ( 4 �7á)*n*5=+%
u-u



ï! #á�ë Ê  #4C(:��á *54C* Ê %��! �" Ê 25*Õ Ê ,. Ê3Ê *Õ; Ê * à  Ê ,.(�%'(  Ê°Ê 2 à *5=8=$��( "8*Õ,.* � �3"$�&%'(  Ê þ

¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ w ² U ² U £ �5Û¡ãze�ºqY�Ú:À¸ã-ä�Á�¾
½'f>º�Ã�ÚÔÁzÀ Ú�W-Á ¥ ² ¤Þz7�£| f : Rn → R {�~ }Z/5z7~Þ�@|���z7~���µ´¾~��:y$y¸���5� }�§�z&y��¢|��¢�#} ��} �5� �&y$y5} C1 �Ç¤�{&§�§3z&y¸z7~3yC­@{�} 0 ∈ K∞(f) � ! � z7�$y+�Ð���¾}¤,#�Ôy@|�}��}�y·�'�$}5�¨y C,R, % > 0 ��}>|Õ{�~Þ}�/5z7~ �>|���z7~j���µ´¾~��:y$y¸���5� } ψ : R+ → R+
��}��5� �&y'y¸}

C1 y�{�� ]0, %[ �
y@|£�@���@|�}@� }�~�|n���$�@�'z7�Ôy$y5�7~�|�}�}>|¡§�z&y$�£|��¢�#}+�´|�}5�¨y�­@{�}n§�z7{���|�z7{�| x ∈ Rn �
|x| > R }>| f(x) ∈]0, %[ �Ðz&~t��© |∇(ψ ◦ f)(x)| ≥ C

|x|
�

÷ �'}@{���} þ Æ� �=8 Ê =�Å ϕ(t) = inf{|xν | · |∇f(xν)| : |xν | → +∞, lim
ν→+∞

f(xν) = t} þÆ� #;3"
ε
=8;��6=$�74C* Ê %nï!*>%'(�%�Å.á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *

f−1(t)
*5=+% Ê  Ê Ë�(:,.*�ï! #;3"Ü%' #;.%

t ∈]0, ε[
þ

�  �(�%
∆ = {x ∈ Rn \ f−1(0) : f(x) < ε, |x| · |∇f(x)| ≤ 2ϕ(f(x))} þ�  #%8 Ê =Õ9<;.*�ï! �;."¥%' #;.%

t ∈]0, ε[
 Ê � �

∆ ∩ f−1(t) 6= ∅ þ � ( Ê =8(®Å¦* Ê "8*5ï3"+* Ê � Ê %Õá *4�	54C*�%�ë�ï!*�,¦Öý�7"8Í#;34C* Ê %8=�9<;3*Õ,�� Ê =ná:��ï3"+*5;.Ë�*�,.*�á:� ��Ê (�%';�,�*Õ,.*
K∞(f)

Å.( á«*@ú�()=+%8*
; Ê �7" à

γ : [R,+∞[→ Rn
,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *�,�* à áÔ�7=8=8*

C1
%8*5á¡9�;3*Õï! #;3"Ü%' #;.%

r > R
�

γ(r) ∈ ∆, |γ(r)| = r
Å3 Ê �

(f ◦ γ)(r)→ 0
9�;�� Ê ,

r → +∞ þ�  �(�%
h
á:�·È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á * ,.2 ��Ê ( *6ï��7"

h(r) = (f ◦ γ)(r)
þ � á  �"+=

h(r) → 09�;�� Ê ,
r → +∞ þ � *�ï3á);3= h(r) > 0

ï! �;."�%8 �;.%
r > R

þ � Ö¨��ï."8í5=¥á *�%81325 #"8í54C*�,.*
4� Ê  �%' Ê ( à (�%'2�Å�( á�*@ú�()=+%'*

R0 > R
%'*5á<9�;3*
á:�ÜÈ¢ Ê�à %8() Ê

h
*5=+%�=+%8"8( à %'*54C* Ê %¼,.2 à "8 �( =8=$� Ê %'*

=8;3" á®Öû( Ê %'*5"ÄË#��á á *
]R0,+∞[

þÐì�Öû*5=+%·üt,.()"+*�9<;3*
h
"82��7á)( =8*0; Ê ,.("< 25 �4C #"8ï.13()=84C*�,�*

á®ÖÏ( Ê %8*5"+Ë#�7á)á *
]R0,+∞[

=8;3"·; Ê ( Ê %8*5"+Ë#�7á)á *
]0, %[

ÅÐ -ª
% = h(R0)

þ ��Ê ï! #='*t�7á  �"+=
ψ(t) = h−1(t)

Å.ï! #;3"
t ∈]0, %[

þ
/0�7( Ê %'* Ê � Ê %¸Å!=8 �(�%

x ∈ Rn %8*5á¼9<;3* f(x) = t ∈]0, %[
þ � á) #"8=¸Å�ï! #;3"�%8 �;.%

r > R0

 Ê
� |γ(r)| = r = h−1(t) = ψ(t)

þ ��Ê  #�.%'( * Ê %��7( Ê ='(«á®Öû2>Í<�7á)(�%82ö�
|x| · |∇(ψ ◦ f)(x)| = |ψ′(t)| · |x| · |∇f(x)| þ� "�á *5=¥ï! #( Ê %'=

x
*>%
γ(r)

��ï.ï���"Ä%'( * Ê3Ê * Ê %-ü
f−1(t)

þ � ( Ê =8(®Å ï���"¥,.2 �3Ê ( %8() Ê ,.*
ϕ
 Ê

 #�.%8()* Ê %�; Ê *Õï3"+*54C( í5"8*�( Ê 25Í���á (�%'2ö� |x| · |∇f(x)| ≥ ϕ[f(γ(r))]
þ

(1)ì´ #4C4C*
γ(r)

��ï3ï���"Ä%'( * Ê %Çü
∆
Å¸áÔ�ÜÈ¢ Ê�à %'(  Ê

ϕ[f◦γ]
=$�7%8()=+%$��(�%�; Ê *
=8* à  Ê ,�*´( Ê 25Í���á (�%'23�

ϕ[f(γ(r))] ≥ 1

2
|γ(r)| · |∇f(γ(r))| þ (2)�ÇÊ "8*5Í#"8 #;3ï�� Ê %�á)*>=�( Ê 25Í<�7á ( %825=

(1)
*>%

(2)
 Ê  #�.%'( * Ê %�,�� Ê =�; Ê ï."8*54C( *5"Ü%8*54Cï3=��

|x| · |∇(ψ ◦ f)(x)| ≥ 1

2
|ψ′(t)| · |∇f(γ(r))| · |γ ′(r)| þ

�ÇÊ =8;3( %8*�Å à  �4�4C*
h′(r) = (f ◦ γ)′(r) = 〈∇f(γ((r)), γ ′(r)〉 Å¦ Ê ��á:��4 �7Î� #"$�&%'(  Ê=8;3(�Ë#� Ê %'* |h′(r)| ≤ |∇f(γ(r))| · |γ ′(r)| þ�Æ¾;3( ='9<;3* ψ′(t) · h′(r) = 1

Å3*>%
ψ = h−1

 Ê
 #�.%8()* Ê % �3Ê ��á *54C* Ê %�á�ÖÏ( Ê 2>Í<�7á)(�%82-=8;3(�Ë#� Ê %8*r�

|x| · |∇(ψ ◦ f)(x)| ≥ |ψ
′(t) · h′(r)| · |γ(r)|

2|γ′(r)| =
|γ(r)|

2|γ′(r)| ·

u �



� *�ï3á ;3=¸Å�á  #"8='9<;«ÖÏ Ê ï��7"$�74Cí>%'"+*�; Ê ��" à ,.2 �3Ê ()=8=$�7�3á)*�ï��7"´á *�,�()=+%�� Ê�à *�üÕá®Öû #"8( Í�( Ê *�Å< Ê
 #�.%8()* Ê % � à È à  Ê =82¸9�;3* Ê�à *«9#þ�9#þ\_�?�; Ê 4 �7Î� #"$� Ê %

(A > 1)
ï! �;3" |γ′(r)| þ ��Ê  #�.%'( * Ê %�7( Ê =8(Çá�ÖÏ( Ê 2>Í<�7á)(�%'2«� |x| · |∇(ψ ◦ f)(x)| ≥ r

2A
≥ R0

2A

þ¡ìé*�9<;3(¾,. Ê3Ê *�ï! �;3"
C =

R0

2Aá®ÖÏ( Ê 25Í��7á)(�%'2�Ë� �;3á ;3*�Å3=8 #( %�� |∇(ψ ◦ f)(x)| ≥ C
|x|
þ
�¹6Á�Ùhº�¿6s¦Â¡Á w ² U ² ` ²é� � Ê =ÐáÔ��,.254C Ê =+%'"'�7%8() Ê ï3"82 à 2¸,.* Ê %'*�Å�á:��È¢ Ê�à %8() Ê

ψ
*5=+%Ü #�.%'*�É

Ê ;3* à  �4�4C*´á®Öû( 4 �7Í�*´"+2 à ()ï."8 �9�;3*Ð,.*´á:� à  #4Cï! #='2>*Ð,.*
f
�5Ë�* à ; Ê�à 13*54�( Ê ,.2 ��Ê ()=8=$���.á)*

,�*Õá  Ê Í�;3*5;."�( Ê���Ê ( *�þ � á Ê Öû*5=+%�ï��7=�ï! #=8=8()�3á *-,¦ÖÏ ��.%8* Ê ( "�,.* à *>%+%'*�È��A�> Ê ; Ê *�È¢ Ê�à %8() Ê
ψ
�! �" Ê 25*��7;�Ë� �( =8( Ê ��Í#*�,.*Üá�ÖÏ �"+()Í#( Ê *�þ 
  �;.%8*5È¢ #()=¸Å#=8(

f
*>%
ψ
=$�&%'( =8È¢ Ê %´��;�ú à  Ê ,.(�%'(  Ê =

,�;°%'1325 #"8í54�*Õï3"82 à 2¸,.* Ê %¸Å!�5Ë�* à
ψ
�  #" Ê 25*���;·Ë� �( =8( Ê ��Í#*-,.*

0
Å!�7á  �"+=

0
Ê Öû*5=+%�ï��7=�; Ê

ï! #( Ê %Ð,.*��3()ÈÔ;3" à �&%'(  Ê þ �ÇÊ *�<Þ*@%�Å<á:� à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.*¥/0�7á Í�"'� Ê Í#*�*5=+%é=$�&%'( =8È���(�%8*�* Ê
ψ(0)ï! #;3"
á:�¥È¢ Ê�à %'(  Ê

ψ ◦f *>%
á * à 1���4Cï6,.*�Í#"$��,.( * Ê % ∇(ψ ◦f)
"82��7á)( =8*�á:� � �."$�7%8(  Ê þ � "¸Å

á *5=Ü( 4 �7Í�*5=n,.*>= à  �;3"+�!*5=Ü( Ê %825Í#"$��á *5=n,.; à 1���4Cï ∇f 2@%�� Ê %Üá)*5=Ü4�	54C*5=Ü9<;3* à *5á á *5=�,.;à 1���4�ï ∇(ψ ◦ f)
Å� Ê * Ê ,.2¸,.;3(�%n9<;3*

f
*5=+%Ð; Ê * � �3"'�7%8() Ê á) à �7á)*54�* Ê %Ð%'"8(�Ë�(:��á *�* Ê

0*@%�ï��7" à  Ê ='259<;3* Ê %�9<;3*
0
Ê Öû*5=+%�ï��7=n; Ê ï! �( Ê %�,.*��3( È¢;3" à �7%8() Ê ,.;°Í#"$�7ï313*Õ,.*

f
þ

� 2�� Ê 4� �( Ê =¸Å�á:��"82 à ( ï3"+ �9<;3* Ê ÖÏ*5=+%�ï��7=�%8 �;#Î� �;3"+=�Ë�"$�7( *�Å à  �4C4�*-á®Öû( á á);3=+%8"8*-á®Öû*@ú.*>4Cï3á *
=8;3(�Ë#� Ê %é� à È�� 
 (�ÉIHÞ�®�£?�þ � � Ê =¡áÔ� à �&%'2>Í� #"8( *
,.*5=¡* Ê ='*>4��3á *5=¡=8*54C( É���á Í#25�3"8()9<;3*5=¸Å¸ Ê-à  Ê =8( É
,�í5"8*6á *6ï! �á�ë Ê'� 4C*

P
,. Ê.Ê 26ï���"

P (x, y) = 2x2y3 − 9xy2 + 12y
þ ��Ê "+*54 �7"'9<;3*

�7á  �"+=�9<;3*
0
*5=+%�; Ê *¥Ë#��á *5;3" à "+( %8(:9�;3*��7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*-,.*

P
þ �ÇÊ *�<Þ*@%�Å

P ′x = y2(4xy − 9)
*>%
P ′y = 6(xy − 1)(xy − 2)

þ
� á) #"8=

P ( 1
y
, y) = y

Å
P ′x(

1
y
, y) = −5y2

*>%
P ′y(

1
y
, y) = 0

þ�ìé*Õ9<;3(«,. Ê.Ê *ö�

| 1
y2

+ y2| 12
(
P ′

2

x (
1

y
, y) + P ′

2

y (
1

y
, y)

) 1
2

= 5y + o(y3)→ 0
9<;�� Ê ,

y → 0
þ

� ( Ê =8(®ÅLá:� à  Ê ,.(�%'(  Ê ,.* /0�7á)Í#"$� Ê Í#* Ê ÖÏ*5=+% ï��7= Ë�25"+( � 25* =';3" á:� à  �;."8�!*
{xy = 1, x > 0} þ./��7( =¸Å�%' #;#Î� #;3"8=Ü,¦Öý�7ï3"8í5=º� 
 (�ÉIHÞ�®��Å 0 Ê Öû*5=+%Üï��7=Ü; Ê ï! #( Ê %n,.*¥�.()ÈÔ;3"ÄÉà �7%8() Ê þ3ÆÇ�7"Ü��( á)á *5;3"+=¸Å.* Ê 2>Ë#�7á);�� Ê %Üá:� Ê  �"+4C*¥,.;�Í#"$��,.()* Ê %n,.*

P
=8;3"éá)*>=Ü1<ë�ï!*>"8�! �á *5=

{xy = a, a > 0} Å¦ Ê  #�.%'( * Ê % (x2 + y2)
1
2 |∇P (x, y)| ≥ Cαt

1+α
Å¦ -ª

t = P (x, y)
Å

Cα > 0
þÞ/0�7()=

α
*5=+% Ê * à *5=8=$��( "8*54�* Ê %¥ï! #=8(�%'( È�þ¦ìé*�9<;3(�ï3"8 �,.;3( %�; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê

ψ
,.*

á®ÖÏ �"8,."8*Õ,.*
t−α

Å.*>%�,. Ê�à¥Ê  Ê �! #" Ê 25*�þ

  �;�%'*5È¢ #( =�Å<=8( á:�-=+%'"+; à %';."8*� 7É�4C( Ê ()46��á * M *5=+%Ðï! #á ë Ê  �4C(:�7á)*54�* Ê %Ð�! �" Ê 25*�Å� Ê �

á *�"8*5=8;3á�%��&%�=8;3(�Ë�� Ê %^�
â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û w ² U ² o ² ¤¦z&�£| f : Rn → R �Õ{�~Þ}^/5z7~Þ�@|���z7~ ���4´¾~��Ôy$y¸���5� } ���&~3y M �
���@�@� ´é�7~�|¾��}�y�¬<¶�§�z7|£¬'ñ�y¸}�y¥�7{�|£¬3�$z&�+ñ@�6}`gZ�¢�-�£�8�ß}>|¼y¸z&�£| ϕ � �Ü/5z&~Þ�>|���z&~����µ´¾~3��}Õ�$z7��� }
���7~3yÐ���
§!�'}@{���}��7{�|£¬3�$z7�Êñ@�6}hgq�£�-�£�-� ! � z7�$y+� �£�.}�,#�Ôy@|�} C,α > 0 |�}5�ûyn­@{�}¡§�z7{�� t ��z7�Ôy��¢~

u��



��} 0 ��z7~Ý�Ó© ϕ(t) ∼ Ctα �å�-}�§Þ�ý{<y+�´y$� α > 1 ����� z7�$y 0 ∈ Bf
�n}>|éy�� 0 < α < 1 � 0~Þ� }�y@|«§���y�{�~ §�z7�Ô~�|Ü��}��@�í/${��$�'��|���z7~H��} f �

÷ �'}@{���} þ¦�ßÖû*@ú.( =+%'* Ê�à *C,¦Öû; Ê "825*5á¾=+%8"8( à %'*54C* Ê %�ï! �=8(�%'( È α Å Ë�( * Ê %-,.; %81325 #"8í54C*C,.*,�( à 1. #%8 �4C( *Õ���û/Ó(��¢?@Å�ï3;.()='9<;3*Üá:��È¢ Ê�à %'(  Ê *@ú.ï! Ê * Ê %'( *5á á * Ê Öû*>=8%Çï���=ß,.2 �3Ê ()=8=$�7�3á)*n,�� Ê =
M þ �  �%' Ê =é9<;3*�áÔ�ÕÈ¢ Ê�à %8() Ê

t→ tα
*5=+%Ð,.2 ��Ê ()=8=$���.á)*�,�� Ê = M þ �¾Ê =8;3(�%'*�Å<á *5=é=8*5;3á *5=

ÈÔ Ê�à %'(  Ê = à  Ê Ë�* Ê �7�3á)*5=�ï! #;3"-á®Öû( Ê 25Í���á (�%'2�,. #(�Ë�* Ê %-Ë�25"8( � *5"û� |ψ′(t)| ≥ 1
tα

þåì´ #4C4C*
α 6= 1

ÅÜá *5=°ï3á ;3= ( ï!*>%'(�%'*>=¤·�È¢ Ê�à %'(  Ê =
ψ
Ë�25"8( � � Ê %°á�ÖÏ( Ê 25Í<�7á ( %82H=8 Ê %Ó,.*há:�ÝÈ¢ #"84C*

K − t1−α þ � ( Ê ='(®Å�ï! �;3" 0 < α < 1
Å� Ê  #�.%'( * Ê %�; Ê *-È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*-�! �" Ê 25*

�7;·Ë� �( =8( Ê ��Í#*Õ,.*
0
�7á  �"8=�9�;3*�Å.ï! �;3"

α > 1
Å.á:��È¢ Ê�à %'(  Ê

ψ
*5=8% Ê 2 à *5=8=��7( "8*54C* Ê % Ê  Ê

�! #" Ê 2>*�þ�ì´ �4Cï.%8*Ð%'* Ê ;C,.*ná:��"8*54 �7"'9�;3*Üï3"82 à 2¸,.* Ê %'*�Å#áÔ��Ë#�7á)*5;3"
0
Ê Öû*>=8%ßï���=ß; Ê ï! �( Ê %

,�*Õ�3( È¢;3" à �&%'(  Ê =8(
0 < α < 1

Å��7á  �"+=�9<;«ÖÏ*5á)á *�á�ÖÏ*5=+%�ï! �;3"
α > 1

þ
�

_ Õ�� JÓ×Æá�Ö!i à¯ÝéÙ=æ�Û&Ú`P^Ö�çÆè�à¯ÝêçÆá j�×ÆÙ�Ý&Ù�æ:ç�P^àGÞ��¡á:æ æ:Ù)j�àÇçÆá
çºÛk�ûØ«Ù4Lrá�à
�  �(�%

f : Rn → R
; Ê *¥È¢ Ê�à %8() Ê ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�,.* à á:�7=8='*

C2
þ ��Ê =8;3ï3ï! �=8*�9�;3*¥á:�

ÈÔ Ê�à %'(  Ê
f
à  Ê %'( * Ê %��7;H4C #( Ê =�; Ê *�Ë#�7á)*5;3" à "8(�%'()9<;3* �7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9<;3*Ó�

0
ï! �;3" � ú.*5"

á *5=�(),.25*5=�?�9<;3( Ê Öû*5=+%�ï���=�; Ê *�Ë#��á *5;3" à "8(�%'()9<;3*�þ �  #(�%
t < 0

; Ê *�Ë#��á *5;3"�ï3"8( ='*�ï���"
f
%'*>á)á *Ó9<;3*°á®Öû( Ê %8*5"+Ë#��á á *

[t, 0[
Ê * à  Ê %'( * Ê % Ê (ÐË��7á *5;3" à "+( %8(:9�;3* Ê (ÐË#��á *5;3" à "8(�%'()9<;3*

�7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*�þ��«*��3;.%é,.* à *@%8%'*�='* à %'(  Ê *>=8%é,.*�4C Ê %'"8*5"
9<;3*�ï���" à 1���9<;3*�ï! #( Ê %Ð,.;
Ê ( Ë�*���;

f−1(0)
ï���=8=8*6; Ê *C%8"$�7Î�* à %' #()"+* ,.; à 1��74Cït,.*CÍ�"'�#,.( * Ê %�,. Ê %-á:� à  Ê ,.(�%'(  Ê

( Ê (�%'(:�7á)*�*>=8%�ï3"8( =8*-=8;3"�; ÊlÊ (�Ë�*¸��;��7"8�3(�%'"'��( "8*
f−1(s)

Å�ï! #;3"
s ∈ [t, 0[

þ ÆÇá);3=�ï3"+2 à ()=82@É
4�* Ê %�Å� Ê 4� Ê %'"8*�9�;3* à 1��#9�;3* à  #4Cï! #=$� Ê %8* à  Ê3Ê *@ú.*Õ,.; Ê (�Ë�*��7;

0
=8*¥ï3á) Ê Í#*Õ,�� Ê =

; Ê * à  #4Cï! #=$� Ê %8* à  Ê3Ê *�ú.*-,.* Ê ÖÏ()4Cï! #"+%8*Õ9<;3*5á Ê ( Ë�*���;
f−1(s)

=8(
s ∈ [t, 0[

þ
�  �( * Ê %

a, b ∈ R ,.*5;�ú Ë��7á *5;3"8=�,.*
f
%8*5á á)*5=�9<;3*

a < b
*>%�Å¼ï! �;3"�%8 �;.%

t ∈ [a, b]
Å

f−1(t)
*5=+% Ê  Ê Ë�(),.*�þ � ;3ï3ï! �=8 Ê = ,.*°ï3á ;3=69<;3*

[a, b] ∩ {K0(f) ∪ K∞(f)} = ∅ þ�  �( * Ê %
t0 ∈]a, b[

*>%
x0 ∈ f−1(t0)

þ � � Ê =�%' #;.%'*�á:�6=8;3(�%'*�Å!=8(
x ∈ Rn Å! Ê0Ê  �%'*5"$� γxá:� à  #;3"+�!*Õ( Ê %'25Í#"$�7á *-,.; à 1��74CïÓ,.*�Í#"$��,.()* Ê %�ï���=8=$� Ê %�ï��7"ná *�ï! �( Ê %

x
þ

â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û w ² ` ² U ² ¤¦z7��}�~�| f, a, b, t0, x0
�'z7���6}��@�4Ã+��}�y'y�{�y��mlé|Þy¸z&�£| γx0

� �Õ�$z7{��¸�$}
�Ô~�|������'�#� }´�6�=,#�¢�6�#� }n���7~3y f−1([a, b]) �7{C�$¬3�7��§ ∇f §��&y$y¸�&~�|<§��7� x0

� ! � z7�$y
����}�,#�:y@|�}
r0, R0, C > 0 |�}>�¨y�­@{�} γx0

}$y@|Ü�'z7~�|�}@~3{�}����7~.y¥{�~Þ}��$z7{3� }���}��$}@~�|��$} 0 }>|Ð��}��$�7¶�z7~
R0 = R0(|x0|, a, b, C) �é�7�#}$� C = inf{|x| · |∇f(x)| : |x| ≥ r0, f(x) ∈ [a, b]} �

÷ �'}@{���} þÜÆÇ�7"·1�ë�ï! #%813í5=8*5=¸ÅÐá®Öû( Ê %'*5"ÄË��7á á)* [a, b]
Ê * à  Ê %'( * Ê % Ê (�Ë��7á *5;3" à "8(�%8(:9<;3*#Å

u _



Ê (
Ë#��á *5;3" à "8(�%'()9<;3*��7=+ë�4Cï.%' �%'()9<;3*#þ � á
*@ú.( =+%'*�,. Ê�à ,.*5=�"82>*5á)=
r0

*>%
C
=+%8"8( à %'*54C* Ê %

ï! #=8(�%'( È¢=¼%8*5á)=å9<;3*�Å�ï! �;."�%' #;.%
x ∈ Rn\B(0, r0)

Å&*>%
f(x) ∈ [a, b]

Å� Ê � |x|.|∇f(x)| ≥
C
þ � ( Ê =8(®Å7 Ê =¸Öû( Ê %'25"+*5=8='*5"'��; Ê ()9<;3*54�* Ê %ß�7;�ú�ï��7"+%8()*5=Ç,.*éáÔ� à  #;3"8�!*é( Ê %'25Í#"$�7á *Ð=8( %8;325*5=

* Ê ,.*513 #"8=Ç,.*
B(0, r0)

þ ��Ê ï!*5;.%Ç=';.ï3ï! �=8*5"Ç9<;3*
γx0

*5=+%Ç* Ê %8()í>"8*54C* Ê % à  Ê %'* Ê ;3*Ð,�� Ê =
Rn\B(0, r0)

þ � � Ê =�á * à �7= à  Ê %'"'��( "8*�Å¸( á�=';g�C%¼,.*ß='*ß"+*5=+%'"8*5( Ê ,."+*é�7;�úÕ=8 #;3=ÄÉ�* Ê =8*54��3á *5=
à  Ê3Ê *@ú�*5=Ü4 �&ú�()46��;�ú�,.*

γx0

à  Ê %'* Ê ;3=n,�� Ê =Üá * à  #4Cï3á 254C* Ê %��7()"+*�,.*
B(0, r0)

ï.;3()=¸Å
,ÞÖû #�.%'* Ê ( "�; Ê *-4 �7Î� �"$�&%'(  Ê ; Ê ( È¢ #"84C*�þ �  �%' Ê =�9�;3*-á *5= à 1���4Cï.= ∇f *>% ∇f

|∇f |2
2@%�� Ê %

à  �á ( Ê 2���( "8*>=�Å´( á =� Ê %�á *5=�4r	54C*>= à  �;3"+�!*5=�( Ê %'25Í#"$�7á)*>=�þ ��Ê "+*5Í���"8,.*�,.2>=' #"846��( =
γx0à  �4C4�*�; Ê * à  #;3"+� * ,.; à 1���4�ï ∇f

|∇f |2
Å à * 9�;3(�"8*>Ë�( * Ê %°ütï���"'��4C2@%'"8*5"�á:� à  �;."8�!*

( Ê %825Í�"'��á *
γx0

ï���"Üá)*5= Ê (�Ë�*��7;�ú°,.*
f
þ�ì�ÖÏ*5=+%�ü�,.()"+*-9�;3*

(f ◦ γx0)(t) = t
Å3 #;°* Ê�à  #"8*

γx0(t) ∈ f−1(t)
þ �¾Ê ( Ê %'2>Í�"$� Ê %�á * à 1��74CïÓ* Ê %'"+*Õá *5= Ê (�Ë�*��7;�ú

t0
*>%
t
Å� .ª

t > t0
Å3 Ê

 #�.%8()* Ê %Æ�
γx0(t)− γx0(t0) =

∫ t

t0

∇f
|∇f |2 (γx0(s))ds,

,ÞÖû .ª«Å |γx0(t)| ≤ |γx0(t0)|+
∫ t

t0

1

|∇f |(γx0(s))ds ≤ |γx0(t0)|+ 1

C

∫ t

t0

|γx0(s)|ds þ

�«*Õá *54C4C*-,.*ó��"8 Ê ���7á á¼��ï3ï3á ()9<;32�ü�á:��È¢ Ê3à %'(  Ê
t 7→ |γx0(t)| Å�( 4Cï3á (:9�;3*�9<;3*Õï! �;."%8 �;�%

t > t0
Å. Ê ���

|γx0(t)| ≤ |γx0(t0)| exp
t− t0
C
≤ |γx0(t0)| exp

b− t0
C

þ
�«*
4r	54C* à �7á à ;3á�"8*5ï."8 �,.;.( %åï! #;3"

t ∈]a, t0[
,� Ê3Ê *´; Ê *
4 �7Î� #"$�&%'(  Ê ='( 4C( á:��( "8*�þ � ( Ê ='(®Å

ï! #;3"Ü%' #;.%
t ∈]a, b[

Å3,. Ê3Ê * |γx0(t)| ≤ max{|x0| exp
b− t0
C

, |x0| exp
t0 − a
C
} þ��� à  #;3"8�!*l( Ê %825Í�"'��á *0*5=+%�,. Ê�à * Ê %8()í>"8*54C* Ê % à  Ê %8* Ê ;3*�,�� Ê =�; Ê *l�! �;3á *�,. Ê %�á *

"'�5ë� Ê
R0

,.25ï!* Ê ,H; Ê ()9<;3*54�* Ê %-,.* |x0|, a, b
*@%
C
þ � � Ê =Õá)* à ��=� -ªHá:� à  #;3"8�!*C( Ê É

%825Í#"$�7á)*6"8* à  �;3ï!* ; Ê *6( Êg��Ê ( %82�,.*6ÈÔ �( =�á:�·�! �;3á *�,.*6"'�¸ë� Ê
r0

Å¡( á
=8;���%�,.*6ï."8* Ê ,."+*
r′ > r0

Å¾%'*5á�9<;3* à 1���9<;3* à  #4Cï! �=$� Ê %'* à  Ê3Ê *@ú.*0,.*
γx0 ∩ {|x| ≥ r0}

à  #;3ï!*0á:�
=8ï313í>"8*6,.*�"$�5ë� Ê

r′
þ ��Ê ��ï3ï.á)()9<;3*C* Ê =8;3(�%'*Cá:��4 �7Î� #"$�&%'(  Ê ï3"82 à 2¸,.* Ê %'*6ü à 1�� à ; Ê *

à *5= à  #4Cï! #=�� Ê %8*5= à  Ê3Ê *@ú.*5=¸þ
�

¬ i¡ã<½!¿8°.ÙhÁ w ² ` ² ` £¤¬ i¡ã<½!¿8°.Ù Á�ä�Ás»�YÔ½ Û?e�Á�ÙhÁ�Û!À ¥ ² ¤¦z7�®}@~�| f : Rn → R {�~Þ}
/>z7~Þ�>|��®z7~H���µ´Ç~��Ôy$y¸���5� }���}��>� �&y$y¸} C2 � {0} ∈ K∞(f) \K0(f) }>| t {�~Þ}��#��� }@{��¥�'����{�Ã�¨�»ñ@�'}Õ��}�� �Â/5z7~Þ�>|£��z7~ f �¼|�}5�¨y¥­@{�} [t, 0[∩(K0(f)∪K∞(f)) = ∅ � ! � z&��y+����� }�,#�Ôy@|�}�{�~Þ}�Ô���6}@�$y���z7~��¢~��5}$�>|��¢�#}�z&{��#}@�@|�} Φ : f−1(0)→ f−1(t) � ÷ �ý{�yÐ§!�'�$�@�Ôy5�@� }@~�|��´� }���¬3�&��§��}
���$���7��}@~�|�§Þ� z7~��<}���¬3��­@{�}��$z7��§�z&y¸�7~�|�}��$z&~�~Þ}�,�}���} f−1(0) ���7~3y´{�~Þ}��$z7��§�z&y¸�&~�|�}�'z7~�~Þ}�,<}���} f−1(t) �

u ;



÷ �'}@{���} þ!ì´ �4�4C* q0 Ê ÖÏ*5=+%�ï��7=�; Ê *¥Ë#��á *5;3" à "8(�%'()9<;3*#Å3á)* à 1��74CïÓ,.*�Í�"'�#,.( * Ê %�*5=+%ï���"Ä%' �;�% Ê  ÊCÊ ;3á3* Ê6à 1���9<;3*�ï! #( Ê %´,.; Ê ( Ë�*��7; {f = 0} þ � *nï3á ;3=¸Å f 2>%$� Ê %´,.* à á:��=8=8*
C2
Å�á * à 1��74Cï�,.*�Í#"$��,.()* Ê %Ð*5=+%

C1
þ � ( Ê =8(�Å<á  �"8='9<;¦Öû Êc� ú�*¥��"8�.( %8"$�7()"+*54C* Ê %é; Ê ï! �( Ê %

x0

=';3"-á * Ê (�Ë�*��7; {f = 0} Å�( á´*@ú�()=+%'* ; Ê Ë� �( =8( Ê �7Í#* V (x0)
,.*

x0

Å�,�� Ê =�á *¸9<;.*5á´á *
Í#"$��,.( * Ê %�"8*>=8%8* Ê  Ê°Ê ;3á®þ
� á¦*@ú�()=+%8*Õ,. Ê�à ; Ê * à  �;3"+�!*�( Ê %'25Í#"$�7á *Õ,.* ∇f %'"'�¸Ë�*5"8=$� Ê %ná * Ê ( Ë�*���; {f = 0} * Ê x0

þ
�  #%8 Ê =

γx0

á:� à  #;3"8�!*�( Ê %825Í�"'��á *�ï���=8=$� Ê %Ðï��7"
x0

þ � ( Ê ='(®Å�ï! #;3"
ε
=';��C=$��4�* Ê %éï!*>%'(�%�Å

á:� à  #;3"8�!*�%'"'�5Ë�*5"8=8*�á)* Ê (�Ë�*��7; {f = ε} þ ��Ê ï!*5;.%�,. Ê3Ê *5"Õ; Ê *C4 �7Î� �"$�&%'(  Ê ,.*CáÔ�á  Ê Í�;.*5;3"�,.*�áÔ� à  #;3"8�!*�( Ê %'25Í#"$�7á)*�ï��7=8=�� Ê %�ï���"
x0

*>%
xε
�
xε
2>%�� Ê %�á)*-ï  #( Ê %¥,.*�á:�

à  �;3"+�!*Õ( Ê %'25Í#"$�7á *Õ=8(�%';32�=8;3"n; Ê°Ê (�Ë�*��7; {f = ε} Ë� �( =8( Ê ,.; Ê (�Ë�*��7; {f = 0} ?@þ> ï��7"+%8()"´,�*�4 �7( Ê %'* Ê � Ê %¸Å� Ê ï���"'��4�í>%'"8*�á:� à  #;3"8�!*
γx0

ï��7"
=��¥á) Ê Í#;3*5;3"é,¦Ö¨��" à �£(�þÏ*�þ
ï! #;3" à 1���9<;3*�Ë#�7á)*5;3"

s
,.;Óï��7"$�74Cí>%8"8*�Å |γ′x0

(s)| = 1
?�þ ��Ê«� ú.*�; Ê°Ê ( Ë�*��7; {f = t} Å�5Ë�* à

t < 0
þ ��Ê Ë#�Ý4C Ê %8"8*5"°9�;«Öû( á¥*@ú.( =+%'*h; Ê *h=8;3( %8*h=+%8"8( à %'*54C* Ê %Ó,.2 à "8 �( =8=$� Ê %'*

{εn}n∈N
,.*°"+25*5á =�Åß�¸Ë�* à

lim
n→+∞

εn = t
Åå%'*5á á *Ó9<;3*

γx0

%'"'�¸Ë�*5"8=8*·%8 �;3=Cá *5= Ê ( Ë�*���;�ú
{f = εn}

Å��7( Ê ='(«9<;3*�á)* Ê (�Ë�*¸��; {f = t} þ� Ö¨��ï3"+í5= à *09<;3(�ï3"82 à í¸,.*�Å
ï! #;3" ; Ê
x0 ∈ {f = 0} � ú.2�Åß()á�*@ú.( =+%'*l; Ê Ë� #()=8( Ê ��Í#*

V (x0)
,.*

x0

,�� Ê =
Rn

,�� Ê =�á *¸9<;3*5á«á�ÖÏ2¸9<;��&%'(  Ê ,.(�< 25"+* Ê %'( *5á á)*
x′ = −∇f(x)

��,.4C*>%
; Ê *°=8 �á ;.%'(  Ê ï��7='=$� Ê %Cï���"

x0

*>%�%8"$�5Ë�*5"8=$� Ê %�%' #;3=Cá *5= Ê (�Ë�*��7;�úòË� �( =8( Ê = {f = ε}9�;3(Ü Ê %�; Ê *·( Ê %8*5"8=8* à %8() ÊvÊ  Ê Ë�(),.*Ó�¸Ë�* à
V (x0)

þ �  #(�%
ε1

�
ε1 6= 0

?�Ååá�ÖÏ; Ê ,.* à *5=
Ê ( Ë�*���;�úÞþ �  �%' Ê =

x1

á)*6ï! #( Ê %�,¦ÖÏ( Ê %'*5"+='* à %'(  Ê ,.* á:� à  #;3"8�!*6( Ê %'25Í#"$�7á *
γx0

�¸Ë�* à á *
Ê ( Ë�*���; {f = ε1}

*>%
s1

á:��á  Ê Í�;3*5;3"Ç,¦Öý�7" à ,�*
γx0

* Ê %'"+*éá)*5=åï! �( Ê %8=
x0

*>%
x1

þ#ÆÇ;3()='9<;.*
f ◦ γx0

*5=+%�,.* à áÔ�7=8='*
C1

*@%
δ1 ∈]0, s1[

Å� Ê  #�.%'( * Ê % |ε1 − 0| = |f(x1) − f(x0)| =

|f ◦ γx0(s1)− f ◦ γx0(0)| = |(f ◦ γx0)′(δ1)| · |s1 − 0| þ� Ö¨��;.%8"8*�ï��7"+%�Å à  #4C4�*
γx0(δ1)

*5=+% à  �á ( Ê 2��7()"+* ü ∇f [γx0(δ1)]
*>% |γ′x0

(δ1)| = 1
ÅÞ Ê

�6á®Öû25Í��7á)(�%'2�=8;3( Ë#� Ê %'*�� |(f ◦ γx0)′(δ1)| = |〈∇f [γx0(δ1)], γ′x0
(δ1)〉| = |∇f [γx0(δ1)]| þ� ( Ê =8(®Å3á:��á) Ê Í#;3*5;3"�,¦Öý�7" à

s1

=¸Öû*@ú.ï3"+()4�*Õ,.*�áÔ��4 � Ê ( í5"+*Õ=8;3(�Ë#� Ê %8*r�
|ε1 − 0| = |∇f [γx0(δ1)]| · |s1 − 0|.��Ê ;�%'( á)( =8*Õ* Ê =8;3(�%'*�á�ÖÏ( Ê 25Í<�7á ( %82 � à È¼ï3"+ �ï! #=8( %8() Ê � þ�9#þ�9�?é*>%n Ê  #�.%'( * Ê %^�

l0,ε1(γx0) = |s1 − 0| ≤ |ψ′[f(γx0 (δ1))]|·|γx0 (δ1)|
C

· |ε1 − 0|.
	 *546��"89<;3 Ê =´9<;3*ná:�¥È¢ Ê�à %'(  Ê

ψ
*5=+%
=+%8"8( à %'*54C* Ê % à "8 #( ='=$� Ê %'*n=8;3"ßá®Öû( Ê %8*5"+Ë#��á á *

]ε1, 0[
þ

�  #%8 Ê =
ε′1 = f [γx0(δ1)]

þ ��Ê "+* à  �4�4C* Ê�à *�á *�4r	54�*�"'��( =8 Ê3Ê *>4C* Ê %�* Ê
x1

*>%� Ê
%8"8 #;.Ë�*��7á  �"+=Ü; Ê Ë� �( =8( Ê ��Í#*

V (x1)
,�*
x1

=8;3"Ðá *¸9<;3*>áÞ Ê ï!*5;�%Üï3"8 #á  Ê Í#*5"Ðá:��=8 �á ;.%8() Ê
,�;0=+ë�=+%'í54C*�,�(�< *5"8* Ê %'( *5á®ÅÞ�7( Ê =8(¼9<;¦Öû; Ê0Ê ( Ë�*���; {f = ε2} (ε2 < ε1)

%8"$�5Ë�*5"+='2Õï���"�á:�
à  �;3"+�!*�( Ê %'2>Í�"$�7á *

γx0

þå�«* 4r	54C*6%�ë�ï!*�,.* à �7á à ;3áéï."8 à ;3"8*�; Ê *�4 �7Î� �"'�7%8() Ê ,.*�á:�
á  Ê Í�;.*5;3"¾,.*

γx0

* Ê %'"8*éá *5= Ê (�Ë�*¸��;�ú {f = ε1}
*>% {f = ε2}

þ � ( Ê =8(®Å� Ê�à  Ê =8%8"8;3(�%¾; Ê *
u n



=8;3(�%'*
... < εn < εn−1 < ... < ε1 < 0

Å!%'*5á á *�9<;3*�=8;3" à 1���9<;3*�( Ê %'*5"ÄË��7á á)*
]εn, εn−1[ Ê ��á:��4 �7Î� �"'�7%8() Ê =8;3( Ë#� Ê %'*r�

lεn−1,εn(γx0) = |sn − sn−1| ≤
|ψ′(ε′n)|.|γx0(δn)|

C
.|εn − εn−1|.

� Ë�* à
δn ∈]sn−1, sn[

Å¡*>%
ε′n = f [γx0(δn)] ∈]εn, εn−1[

þ � * ï.á);3=¸Å
ψ
2@%�� Ê %�ï! #=8( %8( Ë�*

*@%�=+%8"8( à %'*54�* Ê % à "8 #( =8=�� Ê %8*�=8;3"
]εn, 0[

Å� Ê ��Å¼,¦Öý�7ï3"8í5=�á * %81325 #"8í54C*�,.*�4� Ê  �%' Ê ( É
à ( %82�Å

ψ′(ε′n) < ψ′(ε′1)
ï  #;3"¥%8 �;�%Õ* Ê %'( *5"

n ∈ N þ 	 *546��"89<;3 Ê =�25Í<�7á *54C* Ê %¸Å«9<;3*�áÔ�=8;3(�%'* {εn}n∈N *5=+%�,.2 à "8 #( ='=$� Ê %'*�Å Ê 25Í��7%8( Ë�* *>%�4C( Ê  �"82>* ï��7" t þ � á á *�ï! #=8=8í¸,.*�,. Ê3à; Ê *�á ( 4C( %8*
t′ ≥ t

þÇ/0��( =¸Åå,¦Öý�7ï3"8í5=�á:�lï3"8 #ï! �=8(�%'(  Ê � þ\[.þ�9�Å¼á:� à  �;3"+�!*�( Ê %'25Í#"$�7á *�*5=+%
* Ê %'( í5"8*54�* Ê % à  Ê %'* Ê ;3*-,�� Ê =�; Ê *��! �;3á *-,. Ê %�á *Õ"'�¸ë� Ê

R
,.25ï!* Ê ,°*>='=8* Ê %8( *5á)á *54C* Ê %

,�*
t
þ � ÖÏ -ª°á®Öû( Ê 25Í���á (�%'2ö�

|sn − sn−1| ≤
|ψ′(ε′1)|.R

C
.|εn − εn−1|

þ
��Ê  #�.%'( * Ê %Ð,. Ê�à �

l0,εn(γx0) = sn = (sn− sn−1) + (sn−1− sn−2) + . . .+ (s1− 0)
þ

ì�Öû*>=8%
ü¥,.( "8*º�
l0,εn(γx0) ≤ A[(εn−1−εn)+(εn−2−εn−1)+ . . .+ε1] = −Aεn

þ � Ë�* à
A =

|ψ′(ε′1)|.R
C

þ � ( Ê =8(�ÅÞá:��=8;3(�%'* {sn} ��,.4C*>%�; Ê *�á ( 4C( %8* ��Ê ( *�á  �"+='9<;3* n %'* Ê ,0Ë�*5"8=
+∞ Å à *�9�;3(¼=8( Í Ê ( � *�* Ê ,¦Ö¨��;�%'"8*5=�%8*5"84C*5=�9<;3* γx0

*5=+%¥,.*�á  Ê Í�;3*5;." ��Ê ( *�* Ê %'"+*�á)*>=
Ê ( Ë�*���;�ú {f = 0} *@% {f = t′} þ � á á *�ï! #='=8í¸,.*¥,� Ê�à ; Ê ï! #( Ê %Üá ( 4C(�%'* xt′ ∈ {f = t′} þ� ;3ï3ï! �=8 Ê =

t′ > t
Å à  �4�4C* ∇f(xt′) 6= 0

Å� Ê ï!*5;.%¼ï3"8 #á) Ê Í#*5"¼á:� à  #;3"8�!*´( Ê %'25Í#"$�7á *Ð��;
,�*5áÔü-,.; Ê ( Ë�*��7; {f = t′} Å�*>%é* Ê "+*5ï3"8* Ê � Ê %´á)*5= à ��á à ;3á =éï3"82 à 2¸,�* Ê %'=¸Å< Ê 4C Ê %'"+*�9<;3*á®ÖÏ Ê ï!*5;�%��7%+%'*5( Ê ,."8* Ê Öû( 4Cï! #"+%'*�9<;3*5á Ê (�Ë�*��7;�=8(�%';32�* Ê %'"8*

t
*>%
t′
*@%n9�;3*�á:��á  Ê Í�;3*>;3"

,�*
γx0

*5=+%��! #" Ê 25*�ï��7" −At þ �  �%' Ê =�9<;3* A ,.25ï!* Ê , à  Ê %'( Ê �34C* Ê %�,.*
x0

*>%�,.*
t
þ

� ( Ê =8(®ÅÞï! #;3"¥; Ê *�Ë��7á *5;3"
t
� ú.25*�*>%¥ï! #;3"�%' #;.%

x0

,3� Ê =¥; Êhà  #4Cï�� à %�,.*
f−1(0)

áÔ�
á  Ê Í�;.*5;3"�,.*

γx0

*5=+%n; Ê ()ÈÔ �"+4C254C* Ê %n�! #" Ê 25*�þ
� ( Ê =8(®Åßá * �  #% ,.; à 1��74Cïs,�*ÓÍ�"'�#,.( * Ê % ï.á) Ê Í�* à 1���9<;3* à  #4Cï! #=�� Ê %8* à  Ê3Ê *@ú�*0,.;
Ê ( Ë�*���;

f−1(0)
,�� Ê =�; Ê * à  #4Cï! #=�� Ê %8* à  Ê3Ê *@ú.*Õ,.; Ê (�Ë�*��7;

f−1(t)
þ
�

Æ¼ #;3"é; Ê ï! #á ë Ê�� 4C* à  #4Cï3á *@ú.*� Ê ,.2 ��Ê (�%Üá *5=éË��7á *5;3"8= à "8(�%8(:9<;3*>=��7=+ë�4Cï.%8 #%'()9<;3*>=
,�*�áÔ�Õ4r	54�*�È£�.�> Ê 9<;3*�,�� Ê =éá * à �7=é"825*5á®þ ��Ê ,.2¸,.;3(�%n�7á  �"+=Ðá * à  �"+ �á á:��( "8*�=8;3( Ë#� Ê %Ü,.;
%81325 #"8í54C*Õ,.*�ï3á  Ê Í�*54�* Ê % � þ\[.þ\[:�
x ½!¿�½¼Y4YÔº!Ú¢¿�Á w ² ` ² o ² ¤¦z7�¢| P : Cn → C {�~Þ}Ü/5z&~Þ�>|���z&~�§�z#�¨¶�~Þz7�����#� }��$z7��§ � }�,�}-y¸�&~3y
§3z7�¢~�|
�@���£|���­�{�}8� ¤�{&§�§�z&y¸z7~3y�­@{�} 0 y¸z7�£|å{�~Þ}����#� }@{��Õ�@���£|���­�{�}Õ�&y�¶���§ |�z�|��®­@{�}Õ��} P � ¤��
t }�y@|´{�~Þ}-�#�#� }@{���|�¶$§!��­@{�}C��} P �Ü�#� z7�$yÕ���¼}�,#�:y@|�}-{�~Þ}Õ�¢���6}@�$y���z7~ z7{��#}@�@|�}-�¢~��5}$�>|��¢�#}
ϕ0,t : P−1(0)→ P−1(t) §Þ��z7~��<}$�7~�|Ð��¬.��­@{�}��$z7��§3z&y¸�7~�|�}��$z&~�~Þ}�,�}���} P−1(0) ���7~3y{�~Þ}��$z&��§�z&y¸�&~�|�}��$z7~�~ }�,�}���} P−1(t) �

u �



÷ �'}@{���} þ!Æ� #;3"�; Ê ï! #á ë Ê'� 4C* P ,.*
Cn

 Ê ,.2 ��Ê (�%
K∞(P )

à  #4C4C*Õ,�� Ê =�á * à �7=
 7É�4C( Ê ( 4 ��á®þ3�ßÖÏ* Ê =8*54��3á *�,.*5= Ê  #4��3"+*5= à  #4Cï3á *@ú.*5=��7ï3ï��7"+%8* Ê � Ê %�ü

K∞(P )
*5=+% ��Ê (®Å

*@% à  Ê %'( * Ê %�á *5=�Ë��7á *5;3"8=��&%�ë�ï3(:9�;3*5=¥,�*
P
þ � ( Ê =8(�Å�ï! �;3"�%8 �;.%8*-Ë��7á *5;3"�"825Í#;3á ()í5"+*

t
Å!( á

*�ú.()=+%8*Õ; Ê Ë� �( =8( Ê ��Í#*
Ut
,.*

t
��;Ó,.*5=8=8;3=�,.;�9<;3*5á

P
*5=+%�; Ê * � �3"$�&%'(  Ê %8"8(�Ë�(:��á *�þ

�  �( * Ê %
t0
*@%
t
,.*>;�ú Ë#�7á)*5;."8=Ü,�;�ï! #á�ë Ê'� 4�*

P
Ê Ö¨��ï3ï��7"+%8* Ê � Ê %Ðï��7=nü

K∞(P )
þ � á  �"+=

( áÇ*@ú.( =+%'*�; Êhà 13*54C( Ê ��á Í#25�3"8()9<;3*�"+25*5áÇá ()=8=8*
γ : [0, 1] 3 s 7→ γ(s) ∈ C 2>Ë�(�%�� Ê %�á)*>=

Ë#�7á)*>;3"8= à "+( %8()9<;3*5=��7=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*5=�,.*
P
þ � ( Ê =8(®Å�ï! �;."n%' #;.%

s ∈ [0, 1]
Å3( á¡*@ú.( =8%8*Õ; Ê

Ë� �( =8( Ê ��Í#*C #;.Ë�*5"Ä%
Us

,.*
γ(s)

%'*5áß9�;3*
Us ∩ K∞(P ) = ∅ ÅÞ*>% P *5=+%�; Ê * � �3"'�7%8() Ê

%8"8(�Ë�(:��á *��7;�,�*5='=8;3=´,.*
Us
þ�ÆÇ�7" à  #4Cï�� à ( %82�Å< Ê ï!*5;�%é"+* à  #;.Ë�"8( "

Imγ
ï���"
; Ê6Ê  �4��3"8*

�3Ê (
,.*�%'*5á =Õ #;.Ë�*5"Ä%'=¸þ � ( Ê =8(
P
*5=+%Õ; Ê * � �3"$�&%'(  Ê %'"8(�Ë�(:�7á)* �7;t,.*5=8=8;3=-,.*

Imγ
*@%Õ()á

*�ú.()=+%8*Õ; Ê ,�(�< 25 #4C �"+ï313( ='4�*
ϕt0,t : P−1(t0)→ P−1(t)

þ
�ÇÊ (),.* Ê %8( � � Ê %

C
ü
R2
Å� Ê ï!*5;.%�Ë� #( "

K∞(P )
à  #4C4C*Ý; Ê * Ê ='*>4��3á * ��Ê (�,�;

ï.áÔ� Ê þ �  #( %
L
; Ê *ò,."+ �(�%'*Ýï��7=8=$� Ê %�ï��7"

0 ∈ K∞(P )
þ ��ÊWà 13 �( =8(�% á:��,."+ �(�%'*
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R2n

Å&*>%åï! #=' Ê =
VL = P−1(L)

á:��=' #;3=¼Ë#�&É
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á®Ö¨��ï3ï3á ( à �7%8() Ê
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þ�ìé Ê =8(),.25"8 Ê =Ü�7á) #"8=´á®Öû; Ê 9<;3*5á à  Ê 9<;3*�,.* à *>=´Ë� �( =8( Ê �7Í#*5=¸Å
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ï! #( Ê %�,.*

]A,B[
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*5=+%�13 #4C25 7É
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� }¥~Þz7�6�@�'}���}��$z7��§�z�y¸�7~�|�}�yÕ�$z7~�~Þ}�,<}�y-��}Õ� �Ç´é���$} f−1(0) �}ìé~h� �#� z7�$y��+� �����#�ý�£|��y${��¢�#�&~�|�}�©
N0 = 1 + i− (χ (f−1(t)) + 1) �

ìÂë χ (f−1(t)) ����y��)��~ }Ó��� �$�7�'���>|��@���Ôy@|£��­@{�}l�¡� lé{.� }@��Ã ÷ z7�Ô~Þ�$�7���'�·�'}5� ��|£�¢�#}@�6}@~�|Æ�H����'z&¬3z7�6z#� z'���®}ó��y�{�§�§�z7�@|Ü�'z7��§����>|1�
÷ �'}@{���} þ � Öý�7ï3"+í5=Õá *�%'1325 #"8í>4C* � þð[�þ\[�*>%Õá:��ï3"+ �ï! #=8(�%'(  Ê � þ u þ�9#Å à 1��#9<;.* à  #4Cï! 7É
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f−1(0)
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þ!�¼� � �3"8*

f−1(t)
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=8 #(�%�13 #4C #á  �Í#;3*-��; à *5" à á)*#Å3=8 #( %�ü�á:��,."8 #(�%'*�"+25*5á á)*#þ �  Ê�à Å.=8(
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�$z7��§�z&y¸�7~�|�}�y

�'z7~�~Þ}�,<}�y��.¤¦z&��}@~�| C1, . . . , CNt
� }�y��'z7��§�z�y¸�7~�|�}�yn�$z7~3~Þ}�,�}�yn��}n� ��´é�@�'} f−1(t) � ÷ z7{���$¬3��­@{�}C�$z7��§�z&y¸�7~�|�} Cp �Ð�+� }@~.y¸}@� �>� } Ip(t) }�y@|����µ´¾~3�n�$z&���6}6���7~3y�� �Õ§!�'z$§�z&y��£|£��z7~gq�}Tþ�£��}>|¡y¸z&�£| ip � }�~ z7� �@�'}¥��}��'z7��§�z�y¸�7~�|�}�y��$z7~3~Þ}�,�}�y���} Ip(t) ��¤�{&§�§�z&y5z7~3y���}¾§Þ�ý{<y­�{�}å§3z7{��Ü|�z7{�| p = 1, . . . , Nt
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����y�� ��~Þ}n� }Ü~ z7� �@�'}
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Nt∑
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(ip − (χ (Cp) + 1)) �
÷ �'}@{���} þ�ì�ÖÏ*5=8%n; Ê * à  Ê ='259<;3* Ê�à *Õ( 4C4�2¸,.(Ô�&%'*Õ,.; à  �"+ �á á:��( "8*Õï3"+2 à 2¸,.* Ê %�* Ê =8 #4�É

46� Ê %n=8;3"ná * Ê  #4��3"8*Õ,.* à  �4Cï! #=$� Ê %'*5= à  Ê3Ê *@ú�*5=¸þ
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t1 < t2 ∈ R |�}5�ûy6­@{�} [t1, t2] ∩Kf = ∅ �å¤¦z7��}@~�| C1

{�~ } �$z7��§3z&y¸�7~�|�} �$z7~3~Þ}�,�}6�7{
~3�¢�#}$�7{ f−1(t1) }>| C2

{�~Þ}��$z7��§�z&y¸�7~�|�}��$z7~�~Þ}¤,�}��7{°~��¢�#}$�&{ f−1(t2) �Âìé~H�7�¢�'��­@{�}
C1

}>| C2
y¸z7~�|Ç�$­@{��¢���#� }@~�|�}�y�}>|¾z7~Ó�$�@���¢�'� C1 ∼ C2

�¦y���� }�~nz7|¾�7{·��¬.�7��§ ∇f �$�$�#�¨�Ôy¸}{�~Þ}6�@� �¸}$�>|��®z7~ò}@~�|��$} C1
}>| C2

� ¹ � �$}5����|���z7~ ∼ ���4´¾~��£|é{�~Þ}��'}5� �7|���z7~Ý�¡� �$­@{��¢�#�#��}@~Þ�$}
y${��-�+� }@~.y¸}@� �5��}���}�y��$z7��§�z&y¸�7~�|�}�y��'z7~�~Þ}�,<}�y���}�y�´é���$}�y���}-� �¨/5z&~Þ�>|���z&~ f �÷ z7{���{�~Þ} �$z7��§�z&y¸�7~�|�}��'z7~�~Þ}�,<} C ⊂ f−1(t) ��z7~v����y��)��~ }�§��7� Cl(C) �+� }�~3y¸}@� �>� }��}�y��$z&��§�z&y¸�&~�|�}�y��$z7~�~ }�,�}�y Dt′ ⊂ f−1(t′) |�}>�¢� }�y�­�{�} Dt′ ∼ C �
� Á.ÙtÙ Á w ² o ² t ² ¤¦z7�£| f � t1 � t2 � C1

}>| C2
�$z7��� }·���7~3y � � ���µ´¾~3�£|���z7~s���4Ã+��}�y$y�{<y��! � z7�$y�§�z7{��·|�z7{.|�}��#�#� }@{�� t ∈ [t1, t2] �¥�£��}¤,#�Ôy@|�}�{�~ }0�$z7��§3z&y¸�7~�|�}l�$z7~3~Þ}�,�} Ct ��}

f−1(t) |�}5�¢��}�­@{�} C1 ∼ Ct
�
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� � þ\[.þ\[�?�Å�ï3;3( ='9<;3*-á®ÖÏ( Ê %8*5"+Ë#�7á)á *

[t1, t2]
Ê * à  Ê %'( * Ê % Ê («Ë#�7á)*5;." à "+(�%'()9<;3*�Å Ê («Ë#�7á)*>;3" à "8( É

%8()9<;3*-��=+ë�4Cï.%8 #%8(:9�;3*�þ
�

��ãz~ÇÛ¼Ú:À&ÚÔ½ Û w ² o ²�ÿI² ¤�{�§�§�z&y¸z&~3yò­�{�} 0 ∈ Bf \ K0(f) ��}>| C {�~Þ}v�$z&��§�z&y¸�&~�|�}
�'z7~�~Þ}�,<}Õ�¡� {�~°~3�¢�#}$�7{ f−1(t) §�z7{�� t §!�'z���¬3}���} 0 � ìé~0�7�¢�'�C­@{�} Cl(C) }�y@|
���#�7~Þ}�y�Ã

� _



�'}@~�|�}�}@~ 0 y��´}>|ßy¸}�{3� }@�6}@~�|¾y��Þ§3z7{��Õ|�z7{�|�}��$z&��§�z&y5�7~�|�}��$z7~�~ }�,�} C0
��} f−1(0) z7~� C0 /∈ 
 l(C) �

â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û w ² o ² � ² ¤¦z7�¢| f ���µ´Ç~���}·�$z7���6}°���&~3y�� � ���µ´¾~��¢|���z7~�gZ�}Tþ�/� }>|�y¸z7�¢| 0{�~Þ}C�#��� }@{�����}��@�í/${��$�$�7|���z7~Ó§�z7{�� f �¾¤¦z7�¢| t {�~Þ}��#�#� }@{����&���@�¢|��$�&�¢�'}@� }@~�|¾§!�'z���¬3}���}
0 �é¤¦z7�®}@~�| C1, . . . , Ck

�+� }@~3y5}@� �5��}Ó��}�y°�$z7��§�z&y¸�7~�|�}�y·�$z7~�~Þ}¤,�}�y°��}�� ��´é�@�'} f−1(t)|�}5�¢� }�y�­@{�}n§3z7{��Õ|�z7{�| p ∈ {1, · · · , k} z7~t� ∅ 6= Ip(t) ( Cp
�¡¤¦z7�£| nv � }Õ~Þz7�6�@�'}���}�'z7��§�z�y¸�7~�|�}�yÐ�'z7~�~Þ}�,�}$yÐ�@�#�7~ }�y¸�$}@~�|�}�yÐ}@~ 0 �7{-~��¢��}$�7{ f−1(t) �<¤¦z7��}�~�| N0

� }
~ z7� �@�'}
��}Õ�$z7��§�z&y¸�7~�|�}�y¥�$z7~�~ }�,�}�y¥�7{ ~��¢�#}$�&{ f−1(0) }@| Nt

�$}5�ý{��¾�7{ ~��¢�#}'�7{ f−1(t) � ! ��z7�$yz&~t� �Ä� ���<�#�¨�£|���y�{��Ô�#�7~�|�}�©

N0 −Nt =
k∑

p=1

(ip − (χ (Cp) + 1))− nv �
÷ �'}@{���} þ�ì´1���9<;3* à  #4Cï! �=$� Ê %'* à  Ê3Ê *@ú.* 2>Ë#� Ê *5= à * Ê %'* * Ê 0

,.()4C( Ê ;3*h,.*
1
á *

Ê  �4��."8* à  #4Cï! #=�� Ê %8*5= à  Ê3Ê *@ú.*>=·,.; Ê ( Ë�*��7;
0
þ � ( Ê =8(� Ê ='*l"$�74Cí Ê * �7; à ��=� -ª

f−1(0)
Ê * à  Ê %8()* Ê %6�7; à ; Ê * à  #4Cï! #=�� Ê %8*�2>Ë#� Ê *5= à * Ê %'*�* Ê

0
þ �¾Ê =8;3(�%'*�* Ê ( =' #á:� Ê %

á *5= à  �4Cï! #=$� Ê %'*5= à  Ê3Ê *@ú�*5=�,.; Ê ( Ë�*���;
0
�7ï3ï��7"+%'* Ê � Ê %�ü�á®ÖÏ; Ê *-,.*5= à á:��=8=8*5=�,¦ÖÏ2¸9<;3( É

Ë#�7á)* Ê�à *Ó,.*
f−1(t)

Åå Ê *5=+%�"82¸,.;3(�%6��; à ��=C,.; à  �"+ �á á:��( "8* � þ u þ u þ
ì´*°9<;3(Ð( 4Cï3á ()9<;3*
á®ÖÏ25Í<�7á ( %82�þ

�

¹6Á�Ùhº�¿6s¦Â¡Á w ² o ²��0² ����,.2 ��Ê (�%'(  Ê � þ u þ _�=8( Í Ê ( � *Õ* Ê %'"8*Õ��;.%8"8*Õ9<;«ÖÏ; Ê * à  #4Cï! #=�� Ê %8*
2@Ë�� Ê *5= à * Ê %8*�,¦Öû; Ê�Ê (�Ë�*��7;·Í�2 Ê 25"8()9<;3*

t
Ë� �( =8( Ê ,.; Ê (�Ë�*��7;

0
�£áÔ�ÕË��7á *5;3"

0
*5=8%Ü* Ê�à  �"+*

=8;3ï3ï! #=825*l�7%�ë�ï3()9<;3*&?�*5=+%C=825ï��7"825*Ó,.* Ê ÖÏ( 4Cï! �"Ä%'*Ó9�;3*5á)á * à  #4Cï! �=$� Ê %'* à  Ê3Ê *@ú.*Ó,.*
f−1(0)

þ � ( Ê =8(®Å&()á�=8;���%Ç,¦Öû2>%8;�,.( *5"åá *5= à  #4Cï! #=�� Ê %8*5= à  Ê.Ê *@ú.*5=Ç,¦Öû; Ê * � �3"8*´Í�2 Ê 25"8()9<;3*
9�;3( ( à "82>* Ê %¤·�,.*>= à  #4Cï! #=$� Ê %8*5= à  Ê3Ê *@ú.*>=�=8;3"ná * Ê ( Ë�*���;l�7%�ë�ï3()9<;3*�þ

� ;



� n



Ë Ì CÎÍÏQZO:TRH �

Ë �¦�lT«D HML Q � O[Z � T�CÓFIHML J�Z ^ � Q0L:L:CEDGFIHhL

�rÕ�Ô JÓ×Æá�Ö!i¿à¯Ý Ù=æ�Û&Ú`P^Ö�çÆè�à¯ÝêÖ&à¯ä ç^Ö!Löá�ç�i«è�à¯Ý
��Ê =¸ÖÏ( Ê %'25"8*>='=8*é( à (3ü�á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *Ð,.*5=Çï! #( Ê %8=Ç"82¸��á ( =�� Ê %Çá *Ð4C( Ê ( 4�;34W* Ê�Ê  #"84C*Ð,.;

à 1���4�ï0,.*-Í�"'�#,.( * Ê %�=8;3"�á)*>= Ê (�Ë�*��7;�úl,¦Öû; Ê *-ÈÔ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *�þ �  #;3= à *5"+%��7( Ê *5=
à  Ê ,.(�%'(  Ê = à *>%Ü* Ê =8*54��3á)* à  Ê %'( * Ê %n,.*5= à  #;3"8�!*5=Ü( Ê %825Í�"'��á *5=n,.*¥á  Ê Í�;3*>;3"Ü( Êg��Ê ()*�,.;
à 1���4�ïÓ,.*ÕÍ#"$��,.( * Ê %�þ
© y¼Ã5Á�¿�{.º.À7ÚÔ½ Û t ² U ² U ²��  #( * Ê %

U
; Ê  �;.Ë�*5"+%�,.*

Rn
*>%
f : U → R

; Ê *6ÈÔ Ê�à %'(  Ê
,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *�,.* à á:�7=8='*

C2
,�� Ê =�; Ê *Õ=+%'"+; à %';3"+*� �É�4C( Ê ( 4 �7á)* M þ ��Ê ï! #=8*

X(x) =

∇f(x)
*>%
Hf(x)

á:��46�7%'"+( à *r]�*5=8=8( * Ê3Ê *�,.*
f
* Ê

x
þ � á  #"8=¥á®Öû* Ê =8*54��3á)*�,.*>=�ï! #( Ê %'=

=8;3"Çá *5= � �3"8*5=ß,.*
f
 -ª�á:� Ê  #"84C*Ü,.;�Í#"$��,.()* Ê %ß*5=+%¾4C( Ê ()4 �7á *Ü*5=+% à  Ê %'* Ê ;�á®Öû* Ê ='*>4��3á *

,�*5=�ï! �( Ê %8=�ï  #;3"¥á)*>=$9�;3*5á)=�( áÇ*@ú.( =+%'*
λ ∈ R %'*5áÇ9<;3*

Hf(x)X(x) = λX(x)
Å à *C9<;3(

à  �"+"8*5ï! Ê ,0*@ú�� à %'*54C* Ê %��7; Ê  �ë��7; ,.*�á:�c[&É�ÈÔ �"+4C*
: d(|∇f |2) ∧ df

,.; à 1��7ï3( %8"8*ó[.þ
�nÊ %'*5á¦* Ê =8*54��3á *�*5=8%�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *-,�� Ê = M þ�ìé #4C4C*Õ,3� Ê =ná * à 1���ï3(�%'"+*Æ[�Å. Ê ï!*5;.%
,�2 à "8( "8*�á)*�á ( *5;l,.*5=n*@ú�%8"8*54 ��ï��7"n; Ê =+ë�=+%'í54C*�,¦Öû2¸9�;��7%8() Ê =�( Ê ,.25ï!* Ê ,�� Ê %8*5=Æ�

h1(x) = . . . = hn−1(x) = 0
þ

��Ê°Ê  �%'*
Λf

á)*�á ()*>;l,.*5=n*@ú�%'"+*54 ��,.* |∇f | =8;3"Üá *5= � �3"+*5=�,�* f
� ;3ï3ï! #=' Ê =

f
à  �4�4C*�,�� Ê =¥á®Öû #�3=8*5"+Ë#�7%8() Ê � þ�9#þ�9#Å *>%�=';3ï3ï! #=8 Ê =�,.*�ï3á);3=¥9<;3*

0*>=8%�; Ê *CË#��á *5;3" à "8(�%'()9<;3*��7=+ë�4Cï.%' �%'()9<;3*#þ ��Ê Ë�*5;.%�=$�5Ë� #( "�üÓ9<;3*5á á)* à  Ê ,.(�%'(  Ê ; Ê *
à  �;3"+�!*6,.2 ��Ê ( ='=$�7�3á *6"+2���á ( =�� Ê %Õá *C4C( Ê ( 4�;34E,.*�á:� Ê  �"+4C*C,.; à 1���4CïH,.*�Í<�7"',.( * Ê %
=8;3"Üá)*5= � �3"+*5=�*5=+%n; Ê * à  �;3"+�!*Õ( Ê %'25Í#"$�7á *Õï! #;3"ná)* à 1���4�ïÓ,.*ÕÍ#"$��,.( * Ê %�þ

x ½ Â�¿6yåÂ¡¿�Á t ² U ² ` ²ß��Ê6à  Ê ='(),.í5"+*�; Ê * à  #;3"8�!*n( Ê %'25Í#"$�7á)*
X0

,.; à 1���4Cï ∇f þ �  #( % γ; Ê *�ï���"'��4�2>%'"8( =$�7%8() Ê ,.*
X0

ï���"Üá:��á  Ê Í�;3*5;."�,¦Öý�7" à ��(®þû*�þ.ï! �;3"Ð%' #;.%'*�Ë��7á *5;3"
s ≥ 0

� �



,�;�ï��7"$�74Cí>%8"8*� Ê �j� |γ′(s)| = 1
?@þ � ( Ê ='(

γ
=$�7%8()=8È��7(�%�* Ê�à 1���9<;3*�ï! �( Ê %�á®ÖÏ2¸9<;��&%'(  Ê

,�(�< 25"8* Ê %'( *5á á)*ö�
γ′(s) =

∇f
|∇f |(γ(s)).

� � þ�9&?
� (
γ
*5=+%é; Ê *�ï��7"$�74C2>%8"8( =$�7%8() Ê ,.*

X0

ï��7"´áÔ�Õá  Ê Í�;3*5;3"é,¦Öý�7" à Å��7á) #"8= |γ′′(s)| ,.25=8()Í Ê *á:� à  #;3"8�3;3"+*�,.*�á:� à  #;3"8�!*
X0

�7;lï  #( Ê %
γ(s)

þ �¾Ê ,.25"+( Ë#� Ê %�á *5=�,.*5;�úÓ4C*>4��3"8*5=�,�*
á®ÖÏ2¸9<;��&%'(  Ê � � þ�9&?�Å3 Ê  ���%'( * Ê %�á®Öû25Í���á (�%'2Õ=8;3(�Ë#� Ê %'*r�

γ′′(s) =
1

|∇f |2 (|∇f |.Hf
∇f
|∇f | − ∇f〈∇f,Hf

∇f
|∇f | 〉) ◦ (γ(s))

þ

�ÇÊ ï! �=$� Ê %
v =

∇f
|∇f |(γ(s))

 Ê  ��.%8()* Ê %^�

γ′′(s) =
1

|∇f | (Hfv − 〈v,Hfv〉v) ◦ (γ(s)).
� � þð[�?

â ¿�½ »�¿7Ú¢ã�À¸ã°ä�Á
Λf

t ² U ² o ²´�¾Ê %' #;.%Ðï! �( Ê %
x
,.*

Λf

Å�á *�Ë�* à %'*5;3" ∇f(x)
*5=+%éË�* à %'*5;3"

ï."8 #ï3"8*�,.*�á:�Ó4 �&%'"8( à *�]�*5=8=8( * Ê3Ê *
Hf(x)

þ � (é,.* ï3á);3=� Ê =';.ï3ï! �=8*�9�;3*
0
*5=8%�; Ê *

Ë#�7á)*>;3" à "+(�%'()9<;3*Õ�7=8ë�4Cï.%' �%'()9<;3*�=$� Ê =ý	>%'"+*�; Ê *�Ë#�7á)*5;3" à "+( %8(:9�;3*�Å��7á  �"+=Ü( áÞ*@ú.( =+%'*�ï! �;3"
; Ê

a < 0
; Ê ( Ê %8*5"+Ë#�7á)á *

[a, 0]
%'*5áé9�;3*�ï! #;3"-%' #;.%

t ∈ [a, 0]
Ê Öû*5=+% Ê (´; Ê *6Ë#��á *5;3"

à "8(�%'()9<;3* Ê (¼; Ê *-Ë#��á *5;3" à "8(�%8(:9<;3*��7=8ë�4Cï.%' �%'()9<;3*�þ � %�ï! �;3"�%' #;.%
x
,�� Ê =

Λf ∩ {a ≤
f ≤ 0}  Ê � ∇f(x) 6= 0

þ �  �(�%
λ(x)

áÔ��Ë#��á *5;3"éï3"+ �ï3"+*¥��=8=8 à ()2>*��7; Ë�* à %8*5;3" ∇f(x)
þ

â ¿�½ »Ç½!Ã�Ú:À7ÚÔ½ Û t ² U ² w ² ¤��Þ� �Õ�$z7{��¸�$}é�Ô~�|������'�#� } X0
}�y�|¼�$z&~�|�}@~�{�}����7~3y Λf

���#��z7��yn��� }�y@|
{�~Þ}��7�'z7�¢|�}8�
÷ �'}@{���} þ �¾Ê %' #;.%´ï! #( Ê % x ∈ Λf

 Ê �
Hf(x)v(x) = λ(x)v(x)

þ � ( Ê =8(�á®Öû2¸9<;��7%'(  Ê
� � þ\[�?é,.*>Ë�( * Ê %^�

γ′′(s) =
1

|∇f | (λv − 〈v, λ)v〉v) ◦ (γ(s))
þ

ì´ #4C4C*
v
*5=+%´; Ê (�%��7()"+*�Å< Ê  ���%'( * Ê %

γ′′(s) = 0
ï! #;3"ß%' #;.%'*nË#��á *5;3"

s
,.; ï��7"$�74Cí>%8"8*�þ

ì´*Õ9<;3(¦='( Í Ê ( � *Õ�3()* Ê 9<;.*Õá:� à  �;3"+�!*
X0

*5=+%n; Ê *Õ,."8 #( %8*�þ
�

×�Ø«Á�ÙH»�YÔÁ t ² U ² t ²n�  �(�%
S
; Ê *�=8 #;3=�Ë#�7"8( 2>%'2�,.*

Rn
Å ,.2 ��Ê ( =8=$���3á *�*>%¥,.* à á:�7='=8*

C2
þ

��ÊxÊ  #%8*
d(·, ·) á:�h4�2>%'"+(:9<;3* � ; à á (),.()* Ê.Ê *�þ � á�*�ú.()=+%8*Ý� à È�þ¨�¨Æ� �É 	 �6�£?�; Ê Ë� #( ='( Ê �7Í�*

U ⊂ Rn ,.* S %'*5á¾9�;3*�á:��È¢ Ê�à %'(  Ê
f
,.2 ��Ê ( *�ï��7"

f(x) = dist(x, S)2
ÅÞï! �;3"�%' #;.%

x ∈ U Å3*>=8%�,.* à á:��=8=8* C2
þ

� Ë�(),.*54C4C* Ê %�Å�á:� Ê  #"84C*�,.* ∇f *5=+% à  Ê =+%�� Ê %'*�=8;3"
á)*>= Ê (�Ë�*��7;�ú {f = t} þ � ( Ê =8(®Å<á *5=à  �;3"+�!*5=�( Ê %825Í#"$�7á)*5=�,�; à 1���4CïÓ,.*�Í�"'�#,�()* Ê %�=8 Ê %�,.*5=�,."+ �(�%'*>=��6� Ê *5=� #"+%813 �Í# Ê ��á *5=
ü
S
þ

� m



×�Ø«Á�ÙH»�YÔÁ t ² U ²�ÿI²é��Ê·à  Ê ='(),.í5"+*¥á * à ;.='ï·ü�á®Öû( Ê���Ê ( à  �"+"8*5=8ï! Ê ,�� Ê %���; Ê ( Ë�*���;
0
,.*

á:��ÈÔ Ê�à %8(  Ê ='*54�(�É��7á)Í#25�3"+(:9�;3*
f
,�2 ��Ê ( *Õ=8;3"

]0,+∞[×R ï���"º�
f(x, y) = y2 − 1

x3

þ
Æ� #;3"

t < 0
Å à 1��#9<;.*�á)( Í Ê *·,�* Ê (�Ë�*��7; {f = t} ï! �=8=8í¸,.*�; Ê * 2¸9<;��&%'(  Ê *�ú.ï3á ( à (�%'*

x = (y2− t)− 1
3

þ ��Ê ï!*>;.%´,. Ê�à *�ú.ï3á ( à (�%'*>"ß* Ê ÈÔ Ê�à %8() Ê ,.*
y
*>%
t
á:��Ë#��á *5;3"ß,.* |∇f |2=8;3"�á * Ê (�Ë�*��7; {f = t} þ �  �(�%ó� |∇f |2 = 9(y2 − t) 8

3 + 4y2
þ � ( Ê ='(®Å!=8;3" {f = t} Å!á *4�( Ê ( 4�;.4e,.* |∇f | *5=+%��7%+%'*5( Ê %���; ï! #( Ê %�,.* à  � #"',. Ê3Ê 25*5= ((−t)− 1

3 , 0)
þ � *6ï3á);3=¸Å

* Ê à *5=�ï! #( Ê %'=�á *�Í#"$��,.()* Ê %¥*5=+%�13 #"8( ê5 Ê %��7á�þ � ( Ê =8(®Å!áÔ� ,."+ �(�%'*
]0,+∞[×{0} *5=+%�; Ê *à  �;3"+�!*Õ( Ê %'25Í#"$�7á *-,.; à 1���4CïÓ,.*�Í#"$��,.()* Ê %�þ

x�m���%�/�5���7�'�����'�������C�8���#���8���%���8�k�7�8�4�4���

f−1(0)

y

�4� �����'���8�����I�����

¹6Á�Ùhº�¿6s¦Â¡Á t ² U ² � ²Ü� � Ê =�á)*�,.*5" Ê ( *5" à ��=¸Å� Ê  ��.%8()* Ê %��3( * Ê ; Ê *-%8"$�7Î�* à %' #()"+*�=8*54�(�É
�7á Í�25�."8()9<;3*�þ �¾Ê È��7(�% à *>%8%8* à  #;3"8�!*é( Ê %'25Í#"$�7á)*é*5=+%¾,�2 ��Ê ( ='=$�7�3á *Ü,�� Ê = Ê ÖÏ()4�ï! �"Ä%'*Ð9<;3*5á á *
=+%8"8; à %8;3"8*� �É�4C( Ê ( 4 �7á)*#þ��¡*�È��7(�%�,.*�=8*Õ,.*54 � Ê ,.*5"�,�� Ê =�9<;3*5á á *Õ4C*5=8;3"8*�; Ê * à  #4Cï! 7É
=$� Ê %'* à  Ê3Ê *@ú.*�,.*-á�ÖÏ* Ê =8*54��3á *�,.*5=�ï! #( Ê %'=�9<;3(�"+2���á ( =8* Ê %�á *�4C( Ê ( 4�;34\,.* |∇f | =8;3"á *5= Ê ( Ë�*���;�ú�,.*

f
*5=+%é; Ê * à  #;3"8�!*�( Ê %'2>Í�"$�7á *�,.; à 1���4Cï�,.*�Í#"$��,.( * Ê %�Å à  Ê =+%8( %8;3*�; Ê *

%8* Ê %$�7%'(�Ë�*�,.*Õ"+25ï! Ê =8*-ü�á:��9�;3*5=+%'(  Ê =8;3( Ë#� Ê %'*r�

�«~Þ} �$z7{����$}��¢~�|������'�#��} �7{ ��¬3�&��§ ∇f ­�{��é~¦� �7|®|�}@�¢~�|å§��&y�{�~H~��¢�#}'�7{ ��|�¶$§!��­@{�} î �»�¢}8�
­�{��Ð}$y@|n��}���z7~���{�}@{��Õ�¢~8´Ç~���}�}@~�|��'}���}@{-, �#�#��}@{��$y�´¾~���}�y���} f ï�}�y@|µÃ+}5�¢� }����µ´¾~3�Ôy$y¸���>� }���7~3yÕ� �C�ûú�� }�y@|£�@{��>|�{��'}�­@{�} f 5
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� Ë�(),.*54C4C* Ê %�ÅÐ%' #;.%'* à  #4Cï! #=�� Ê %8* à  Ê3Ê *@ú.*t,.*Há®ÖÏ* Ê =8*54��3á *
Λf

*5=+%l,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *�þ
� 2�� Ê 4� �( Ê =¸Åßá®ÖÏ2>%';�,.*°ï3"8* à ( =8*l,.* à *5"+%��7( Ê =6*@ú.*54Cï.á)*5=6 A< "8*lü ï!* Ê =8*5" 9�;«Öû; Ê *·%'*5á á *
à  �;3"+�!*�( Ê %'25Í#"$�7á)*n*5=+%
ï3"8 à 13*�,.*�á®Öû; Ê *�,.*5=ß�3"$� Ê�à 13*5=´,.*

Λf

þ � *nï3á ;3=
 Ê ï!*5;.%
4� Ê É
%8"8*5"�9�;3*�ï! �;."�; Ê *�ÈÔ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ( =8=��7�3á *

f : R2 → R
Å à *>"+%��7( Ê *5= à  #4Cï! #=$� Ê %8*5=

à  Ê3Ê *@ú�*5=�,.*
Λf

à  #( Ê�à (:,.* Ê %��5Ë�* à á *¥á)( *5;°,.*5=Üï! �( Ê %'=n,¦Öû( Ê�� *@ú.(  Ê ,.*5= à  �;3"+�!*5=n( Ê %'2�É
Í#"$�7á *5=¸þ

�rÕ�� ArÚÇØ:ç^Ö�çºÛ�Ö�Ù=âÜà¯ÝêÖ�ÚÇà¯è=è�à¯Ý
��Ê à  Ê =8(:,.í>"8*�; Ê *�È¢ Ê�à %'(  Ê ,.2 ��Ê ()=8=$�7�3á)*

f : R2 → R
,.* à á:�7='=8*

C2
þ ��Ê =';3ï�É

ï! #=8*�,.*�ï.á);3=é9<;.*
0
*5=+%´; Ê *nË��7á *5;3" à "+( %8()9<;3*��7=8ë�4Cï.%' �%'()9<;3*�þ ��Ê =¸Öû( Ê %'25"+*5=8='*�( à ( ��;�ú

à  �;3"+�!*5=�( Ê %825Í�"'��á *5=
γ
,�; à 1��74Cï°,.*�Í#"$��,.( * Ê % ∇f 9�;3(¦=' Ê %�,.*¥á  Ê Í#;3*5;3"n( Ê���Ê ( *�*>%=8;3"ná *5='9<;3*5á á *5=

f
"+*5=8%8*��! �" Ê 25*���;·Ë� #()=8( Ê ��Í#*-,.*Õá:��Ë#��á *5;3"

0
þ��¼�7( =8=' Ê =�,.* à�� %82Õá *5=

%8"$�7Î�* à %' #()"+*5=�=8(�%';325*>=�=8;3"n; Ê * à  #4Cï! #=$� Ê %8*Õ2>Ë#� Ê *5= à * Ê %'*�* Ê
0
þ

� Ö¨��ï."8í5=�á * à 1���ï.( %8"8* � Å�( á�=8;��C%�,.* à  Ê =8(),.25"8*5"�='2>ï���"+254C* Ê % à 1�� à ; Ê *�,.*5= à  #4�É
ï! #=$� Ê %'*5= à  Ê3Ê *@ú.*>=�,¦Öû; ÊlÊ (�Ë�*��7;0Í#2 Ê 25"+(:9<;.*����7ï3ï!*5á  Ê =�á *5=

C1

Å¡þ¸þ5þ5Å
Ck
?éË� #()=8( Ê ,.*

0
Å7ï3;3()=¾,¦ÖÏ2>%';�,�()*5" à 1�� à ; Ê *n,�*5= à  �4Cï! #=$� Ê %'*5= à  Ê.Ê *@ú.*5=¾,.*

Ip(t)
ï! �;."

p = 1, . . . , k
þ

�  #%8 Ê =
Icp(t)

á:��"82>; Ê () Ê ,�*5= à  #4Cï! #=$� Ê %8*5= à  Ê3Ê *@ú�*5= à  #4Cï�� à %'*5=�,�*
Ip(t)

þ
x ½ Ûgf>ÁþW#À&Â�¿�Á t ² ` ² U ² ¤�� f }$y@|é{�~Þ}Ü/5z7~ �>|���z7~�§�z��ý¶�~Þz&������� }������ z7�$yn§�z7{���|�z7{.| t y�{�/�Ã´åy¸�7���6}@~�|¦§!�$z��$¬3}���} 0 �Ð}>|¦§�z7{��Õ|�z&{.| p = 1, . . . , k �+� }@~3y¸}@�6�5� } Icp(t) }�y@|q´¾~��»�
ì´* à («*5=+%ná)( 2-ü�á:��9<;3*5=+%'(  Ê =8;3(�Ë#� Ê %'*r�� |��7~�|¥��z&~�~Þ�$}�{�~ }¨/>z7~Þ�>|��®z7~Ý�6�@�$z&� z7��§�¬3} f ����}6|£¬3�'z7�+ñ@�6}���}�ªhz7{�y'y�{ î �4/G��ªhz<� ï}$y@| Ã����Ü}@~Þ�$z7�'}����'�7�¼5 ÷ �¨{�y�§��$�$�@�:y¸�@� }�~�|4��y¸z7�£| f : R2 → R {�~Þ}º/>z7~Þ�>|��®z7~s�'��|��®z7~qÃ
~ }5�¢� }h��} � �û/5z7���6} f(x, y) =

p(x, y)

q(x, y)
z6ë p }>| q y¸z&~�|C��}�yC§3z#�ý¶�~?=7� }�yl|�}5�¨y ­@{�}

p(0) = q(0) = 0 �å¤�{&§�§�z&y5z7~3yC­@{ß� ���Ç}�,#�Ôy�|�}�{�~ }�|��'�¶�¸}$�>|�z&�¢�'} ] − ε, ε[3 t 7→ α(t) �&{�$¬3�7��§ ∇f |�}5�Ô� }·­@{�} lim
0
α(t) = 0 ∈ R2 ��l ,#�:y@|�}�Ã�| Ã��£� t 7→ β(t) �&~Þ�#�ý¶�|���­@{�}�|�}5�¢��}­�{�} β′(0) 6= 0 }@| β′(t) = b(t)∇f(β(t)) �7�#}'� b(t) ∈ R+

5
���°9<;3*5=+%'(  Ê =8;3( Ë#� Ê %'*��7ï3ï��7"$�7( % Ê �&%';3"8*>á)á *54C* Ê %�,�� Ê =-á)* à  Ê %'*@ú�%8* ,.*5=-* Ê =8*54��3á *5=
=8*54�(�É��7á)Í#25�3"+(:9�;3*5=¸þ 
  �;�%'*5È¢ #( =�Å
á)*>= à  Ê3à *5ï.%'=�4C( =�* Ê Ë��7á *5;3"�,�� Ê = à * à  Ê %'*@ú�%'*0=8*
Í#2 Ê 25"'��á ( =8* Ê %��7; à �7=�,.*5=n=+%'"8; à %';3"8*>=� 7É�4C( Ê ( 4 ��á *5=nï! �á�ë Ê  #4C(:��á *54C* Ê %��! #" Ê 25*5=¸þ

� [



x ½ Ûgf>ÁþW#À&Â�¿�Á t ² ` ² ` ² ¤�� f }�y�|Ð���µ´¾~��:y$y¸���5� }����7~3y¥{�~ }¥y@|���{��>|�{��$}�z®Ã����¢~3�¢� ��� }Ü§�z��ý¶.Ã
~ z7���®�#� }@�6}@~�|Ü�$z&�@~Þ�'}��é�#� z7�$yÐ§�z&{��Õ|�z&{.| t y�{�ÄÝy¸�7��� }@~�|«§!�'z���¬3}���} 0 �Ð}>|¦§�z7{���|�z7{.|
p = 1, . . . , k �Ä� }@~3y¸}�� �5� } Icp(t) }�y�|Z´¾~3�»�� ( à *5= à  Ê Î�* à %';3"+*5= =' Ê %6Ë�"'��( *5=���á  �"+=¸Å
 Ê  ��.%8()* Ê %�; Ê�Ê  #4��3"8* ��Ê (�,.*°%'*5á á *5=
à  �;3"+�!*5=�( Ê %825Í�"'��á *5=�=';."�á *5='9<;3*5á á *5=�á:�6ÈÔ Ê�à %8() Ê

f
"8*5=+%'*-�! #" Ê 25*�þÞìé*5= à  �;3"+�!*5=�( Ê %'2�É

Í#"$�7á *5=Ü,.2 ��Ê ( ='=8* Ê %n,.*5=Ð=825ï��7"$�7%8"8( à *5=Ð"825*5á á *5=Üï! #;3"Ðá * à 1��74Cï�,.*�Í�"'�#,�()* Ê %�þ3Ì
()* Ê =8;3"5Å
á:��9<;3*>=8%8() Ê�Ê *�=8*�ï! �=8*�ï���=Ð,�� Ê =éá * à �7=Ü,ÞÖû; Ê *�=+%'"8; à %8;3"8*� 7É�4C( Ê ()4 �7á *¥9�;3( à  Ê %'( * Ê %
á:�¥È¢ Ê�à %'(  Ê *@ú�ï! Ê * Ê %'( *5á)á *�þ ��Ê ï!*5;.%
ï3"8 �,.;3( "8*�,.*5=
*@ú�*54Cï3á *5=´,.*�È¢ Ê�à %8() Ê ï! �;."
á *5=ÄÉ
9�;3*5á á)*5=Ü Ê ��; Ê *¥( Ê���Ê (�%'2¥,.*�%'*>á)á *5= à  #;3"8�!*5=Ü( Ê %'25Í#"$�7á *5=�Å�=$� Ê =Ðï! �;3"n��;�%�� Ê %n9<;3* à *>=
%8"$�7Î�* à %' #()"+*5=�=8 #()* Ê %�=8( %8;325*5=�=8;3"n,.*5= à  �4�ï! �=$� Ê %'*5=n2>Ë�� Ê *5= à * Ê %'*5=¸þ
� ÖÏ; Ê �7;.%'"+* à�� %82�Å�( á´=8*54��3á * ï!*5; ï3"8 #�����3á *�9<;3*�á *5=�=825ï���"'�7%8"8( à *5=�=8(´*>á)á *5=�=8 Ê %�* Ê
Ê  �4��."8* ��Ê («"+*5=+%'* Ê %�,.2 ��Ê ( =8=$���3á *5=�,�� Ê =�á:��=+%'"8; à %';3"+*� �É�4C( Ê ( 4 �7á)*Õ,.*Õ,.25ï��7"+%¸þ
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