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Introduction

Le modele semiparamétrique de Cox est I'un des plus utilisés dans le traitement
statistique des durées de vie en présence de variables explicatives (covariables). Il
exprime la relation entre le risque d’occurrence d’un événement (tel qu'un déces, la
survenue d’une maladie, une panne, ...) et des covariables fixes ou qui dépendent
du temps. Cette relation est définie par I'intermédiaire d’une fonction de risque
instantané a l'instant ¢, qui dans le cas de covariables dépendant du temps, est
conditionnée par I'observation du processus de covariables jusqu’a t. Cette fonction
de risque s’écrit :

Ar (t) e9(2(5),0<5<t:) :

ou Ap est une fonction positive déterministe inconnue, 5 est un parametre de
régression que 1’on cherche a estimer, et g est une fonction du processus de co-
variable Z. L’estimation de [ s’effectue par la méthode du maximum de vraisem-
blance, appliquée & une vraisemblance partielle qui ne contient pas la fonction Ar
considérée comme un parametre de nuisance. Cette méthode nécessite I’observation,
pour chaque sujet inclus dans ’étude de survie, de toutes les valeurs du processus
de covariable Z jusqu’a la survenue de I’événement chez ce sujet.

Cependant, dans de nombreuses situations, la réalisation du processus Z au
moment de I’événement ne peut étre observée chez les sujets suivis. L’analyse par
un modele de Cox se heurte alors a un probleme de données manquantes de Z, qui
empeéche le recours a l'inférence statistique basée sur la vraisemblance partielle.

Différentes méthodes ont été récemment proposées pour résoudre le probleme
de l'inférence dans un modele de Cox avec covariables dépendant du temps man-
quantes : méthodes de la vraisemblance partielle approchée (Lin et Ying, [56]), de
la vraisemblance partielle estimée (Zhou et Pepe, [96]), méthodes d’imputation de
données manquantes (Paik et Tsai, [71]; Wang, Hsu, Feng et Prentice, [92]). Ce-
pendant, les conditions requises pour la validité de ces méthodes et des propriétés
asymptotiques des estimateurs qui s’en déduisent sont contraignantes et ne sont pas
toujours réunies dans la pratique de la modélisation des durées de vie.

L’objet de ce travail est de proposer une méthode d’estimation dans le modele
de Cox avec une covariable dépendant du temps manquante, qui soit applicable
sous des conditions moins restrictives que les approches citées précédemment.



Dans la premiere partie de ce manuscrit, nous rappelons les définitions des ou-
tils de modélisation utilisés en analyse statistique des durées de vie, et la notion
de censure. Puis nous présentons le modele de Cox et nous rappelons les princi-
paux résultats sur ’estimation de ses parametres en cas de valeurs manquantes de
covariables dépendant du temps.

Dans la deuxieme partie, nous proposons une approche au probleme de I'esti-
mation dans le modele de Cox avec une covariable dépendant du temps manquante.
Elle consiste a modéliser conjointement les durées censurées et le processus de cova-
riable pour en déduire une vraisemblance qui nous permette d’estimer le parametre
d’intérét 5 (et aussi la fonction de risque cumulé Az (t) = fot Ar(s)ds) au vu des
données incompletes. Dans le chapitre 4, nous décrivons le modeéle conjoint proposé
et nous établissons sa propriété d’identifiabilité.

Ce résultat nous permet ensuite de nous intéresser a ’estimation des parametres
du modele conjoint, dont 8 et Ay. Dans le chapitre 5, nous adaptons a ce modele
la méthode du maximum de vraisemblance semiparamétrique qui, dans le cas du
modele de Cox ol toutes les covariables sont observées, se ramene a estimer § par
le maximum de vraisemblance partielle et Az par 'estimateur de Breslow.

Dans le chapitre 5, nous montrons tout d’abord l’existence d’estimateurs se-
miparamétriques des parametres du modeéle conjoint. Nous obtenons ensuite une
caractérisation de ces estimateurs en appliquant a la vraisemblance conjointe obte-
nue le principe de l'algorithme Espérance-Maximisation (EM).

Cette caractérisation est utile dans le chapitre 6, ol nous montrons la consistance
de ces estimateurs.

Nous nous intéressons ensuite au comportement en loi des estimateurs semipa-
ramétriques dans le modele conjoint. Nous montrons que la suite de ces estimateurs
converge en loi vers un processus gaussien centré dont nous explicitons la fonction
de covariance.

Nous proposons enfin un estimateur convergent de la variance asymptotique des
estimateurs semiparamétriques.

Dans le chapitre 7, nous décrivons ’algorithme EM pour I'estimation des pa-
rametres du modele conjoint. Nous obtenons des formules explicites de calcul des
valeurs itérées des estimations des parametres de la loi de la covariable longitudinale
et de Ay. Un algorithme numérique de type Newton est décrit pour estimer f3.



Nous appliquons ensuite le modele conjoint sur deux jeux de données réelles.
Nous proposons tout d’abord de I’appliquer a I’analyse statistique des abandons de
mesure informatifs dans les études longitudinales, et nous comparons ses résultats
a ceux obtenus avec I'un des modeles les plus utilisés dans ce domaine, proposé par
Diggle et Kenward [28]. Enfin, nous comparons les estimations du parameétre 8 du
modele de Cox, obtenues par ’approche conjointe et deux méthodes d’imputation.

Une partie des travaux présentés dans ce manuscrit a fait 'objet d’un article
paru dans la revue Lifetime Data Analysis (2002).






Notations

Nous introduisons ici les notations générales communes aux différentes parties de

ce manuscrit.

Les variables aléatoires considérées seront définies sur un espace probabilisé
(Q,A,P).

N désigne I’ensemble des entiers naturels.

R I’ensemble des nombres réels.

R* I’ensemble des nombres réels positifs.

R™ I’ensemble des nombres réels strictement positifs.

RP P’espace vectoriel de dimension p sur R.

| - | la norme euclidienne sur R.

a A b le minimum de a et b.

aV b le maximum de a et b.

1¢4y l'indicatrice de A.

(%1, ..., Zn)\as, (1 € {1,...,n}) I'ensemble des vecteurs (x1,...,z,) privés de
I’élément x;.

(@1, T )\ ® T, (4 € {1,...,n}) ensemble des vecteurs (z1,...,2,) ou
I’élément x; est remplacé par la valeur fixée 7.

Soit T un ensemble :

[°(T) désigne I'espace des fonctions bornées de T' dans R.

VB(T) I'espace des fonctions de 7" dans R bornées et a variation bornée.

V B, 'espace des fonctions de T' dans R bornées par p et a variation bornée

par p.
si f est une fonction bornée de T' dans R, || f|lc = supser |f(2)]-

Soit © un ensemble. P,(£2) désigne 'ensemble des parties bornées de Q.

Soit A une matrice de dimension n X p :



— A’ désigne la transposée de A.
— sin = p et si A est inversible, A~! désigne I'inverse de A.

e Si a est un vecteur de dimension p, a®® =1, a®! = a et a®*? = ad'.

e cadlag : continue a droite et limitée a gauche.
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Chapitre 1

Analyse statistique des durées de
vie

L’analyse statistique des durées de vie a pour but 1’étude des lois d’instants
d’occurrence d’événements, a partir d’observations de durées et éventuellement de
variables explicatives, faites en continu ou de maniere discrete dans le temps sur
des individus. Dans ce premier chapitre, nous présentons les outils de modélisation
utilisés en statistique des durées de vie, et nous rappellons le probléeme de la censure
affectant les observations de durée de vies. Nous insistons plus particulierement sur
les censures dites aléatoires et de type I, qui interviendront dans ce travail. Enfin,
nous expliquons comment la méthode du maximum de vraisemblance peut étre
appliquée au cas de données censurées.

1.1 Les outils probabilistes

Dans ce chapitre, nous désignons par 7' une variable aléatoire positive définie
sur un espace probabilisé (€2, .4, P), et représentant une durée jusqu’a un événement
d’intérét (cet événement peut étre la mort, la guérison ou la rechute dans le domaine
médical, la perte d’un emploi en économie, la panne en fiabilité. .. Par la suite, cette
durée sera appelée durée de vie). Soit Pr la loi de T

La fonction de répartition de 7" ou de sa loi Pr est la fonction sur R définie par
Fr(t) =P[T <]

sit>0et Fp(t

= 0 si t < 0. La fonction de répartition Fr est croissante, continue
a droite limitée a gauche, avec limy_,, ., Fr(t) = 1. Elle représente la probabilité

13



Analyse statistique des durées de vie 14

pour que 1’événement d’intérét survienne pendant I'intervalle de temps [0, ¢].

Si le calcul des probabilités identifie en général la loi d’une variable aléatoire par
sa densité ou sa fonction de répartition, I'interprétation d’une variable aléatoire en
terme de durée de vie conduit a définir d’autres fonctions permettant de caractériser
sa loi. Nous ne présentons pas toutes ces fonctions, seules les définitions des fonctions
qui interviendront par la suite sont rappelées.

On appelle fonction de survie Sr(t) la probabilité que la durée de vie T soit
supérieure a une durée t :

Sr(t) =1 — Fr(t) = P[T > 1.

Supposons que la loi de T admette une densité fr par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R*. On appelle fonction de risque instantané de la variable aléatoire
T, la fonction définie presque partout en ¢ tel que Sz(t) > 0 par :

_ fr(®)
St(t)

On adoptera la convention ¢/0 = +o0,Vc > 0, aboutissant a poser Ar(t) = +oo
pour les valeurs de ¢ telles que Sp(t) = 0.

Supposons que la densité fr de T soit continue en ¢, et que ¢ soit tel que Sr(t) > 0.
En remarquant que

halt) = = log(Sr (1)

| 1 Fr(t+ Ab) — Fr(t)
—Plt<T<t+At|T >t| = .
A lE<Tst+ AT >1] =50y Al

et que 4 Fr(t) = fr(t), nous obtenons la relation

D Ph<T<t+AtT >t
AT(t):lAlfﬂ)[ - T > ]

La fonction de risque instantané est une fonction positive, et Ar(t) - At s’interprete
comme la probabilité de survenue de I'événement d’intérét dans I'intervalle |¢, 4 At]
sachant que cet événement ne s’est pas encore produit a 'instant ¢. Cette fonction
traduit donc I’évolution dans le temps du risque de survenue de I’événement.

On définit, pour tout ¢ € R", la fonction de risque cumulé par

Al = [ et as,
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avec Ap(t) = +oo lorsque Sr(t) = 0. Pour presque tout ¢ € R tel que Sy(t) > 0,
on a la relation suivante :

Fr) = Ae(t)exp [— / Ae(s) ds] |

Il suffit donc de connaitre I'une de ces cinq fonctions pour en déduire les autres.
La fonction Ar est généralement la plus intéressante. En effet, elle fournit une des-
cription probabiliste du futur immédiat d’un sujet encore observé et reflete des
différences entre les modeles qui seraient plus difficiles a formuler en termes de
fonction de survie, de répartition ou de densité. C’est 'interprétation de cette fonc-
tion qui permet le plus souvent de guider le choix d’un modele pour des données de
durée.
Nous illustrons les définitions précédentes avec les exemples des distributions IFR
(increasing failure rate), DFR (decreasing failure rate), et de deux modeles pa-
ramétriques d’analyse des durées de vie parmi les plus utilisés.

Exemples

1. On appelle fonction de survie conditionnelle a la date ¢ la probabilité que T
dépasse t + x sachant que 7" dépasse ¢ :

ST(t + .’L’)

PT >t+z|T >t = 50
T

La variable aléatoire T', ou sa loi Pr, est dite IFR (respectivement DFR) si
Vz > 0, la fonction

ST (t + .’E)
St(t)

est décroissante (respectivement croissante).
Supposons que T" admette une densité fr continue sur R™*. En remarquant
que Ar peut s’écrire

Ar(t) = lim — {1 _ M} |

St(t)

il revient au méme de dire que T est IFR (respectivement DFR) si sa fonction
de risque instantané A est croissante (respectivement décroissante).
De plus amples développements sur les distributions IFR, DFR, sur d’autres
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notions de vieillissement ou de rajeunissement (NBU : New Better than Used,
NWU : New Worse than Used, ...), et sur les relations existant entre ces

différentes notions, peuvent étre obtenus dans les ouvrages de Aven et Jensen
[2], Barlow et Proschan [10], Coccoza-Thivent [18], Gertsbakh [38].

2. Dans une étude de survie, si nous pouvons supposer qu’il n’y a pas d’ef-
fet d’usure, ou de vieillissement, la probabilité de survenue de 1’événement
d’intérét a l'instant ¢, sachant que 1’événement ne s’est pas encore produit,
est la méme pour tout ¢. La loi de la durée T jusqu’a cet événement est donc
caractérisée par une fonction de risque instantané constante :

Ar(t) = A, t >0, A > 0.
Les fonctions fr, Fr, St et At se déduisent des relations énoncées ci-dessus :
frt) =Xe ™, Fr(t)=1—e ™, Sp(t) =e et Ap(t) = At, t > 0.

La loi de la variable aléatoire 1" est donc une loi exponentielle. Le modeéle ex-
ponentiel est trés utilisé dans le domaine de la fiabilité (analyse statistique des
durées de vies dans le contexte industriel). Il est étudié dans ce contexte par
Meeker et Escobar [63], Voinov et Nikulin [90]. Ce modele fut historiquement
I'un des premiers modeles d’analyse des durées de vie étudié (Johnson, Kotz
et Balakrishnan [48], Klein et Moeschberger [50] et Lawless [54] fournissent
des syntheses bibliographiques assez exhaustives de ces premiers travaux). Il
repose néanmoins sur I’hypothese parfois trop restrictive d’une fonction de
risque instantané constante.

3. L’introduction d’un nouveau parametre dans la fonction Ay permet d’obtenir
différentes formes de la fonction de risque.
La loi de Weibull & deux parametres est définie par la fonction de risque
suivante :

Mp(t) = oMt L >0, a>0,)A>0.

Les parametres A et « sont respectivement appelés parametre d’échelle et de
forme. La position de a par rapport a 1 permet en effet de spécifier différentes
formes de la fonction de risque instantané. Si o = 1, la fonction Ay est
constante et le modele de Weibull se ramene au modéle exponentiel. Si o < 1
(respectivement o > 1), Ay est décroissante dans le temps (respectivement
croissante). Par exemple, si @ > 1, la probabilité conditionnelle de survenue
d’un événement a l'instant ¢, sachant qu’il ne s’est pas encore produit a ¢,
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croit avec t : il y a phénomene d’usure, ou de vieillissement.
Les fonctions fr, Frr, St et Ar, d’expressions relativement simples, sont obte-
nues a partir de Ay par les formules suivantes, pour tout ¢ > 0 :

frt) = axt® e Fp(t) =1—e ™ Sp(t) = e M) Ap(t) = M

La loi de Weibull est tres largement utilisée dans les domaines de la fiabilité et
de ’analyse des durées de vie en médecine [50, 54]. Deux raisons de son succes
sont que cette loi a été obtenue au cours d’études expérimentales portant sur le
risque instantané de défaillance de matériels, et qu’elle a pour cas particuliers
des lois IFR, DFR et la loi exponentielle. Une synthése bibliographique assez
exhaustive des nombreux travaux portant sur la loi de Weibull est donnée par
Johnson, Kotz et Balakrishnan [48].

Bagdonavicius et Nikulin [8], Carbon [15], Cox et Oakes [22], Johnson, Kotz et
Balakrishnan [48], Kalbfleisch et Prentice [49], Klein et Moeschberger [50], Law-
less [54], Meeker et Escobar [63], Voinov et Nikulin [90, 91] décrivent de nombreux
autres modeles paramétriques d’analyse des durées de vie. Ces auteurs donnent
aussi d’autres fonctions caractéristiques de la loi d’une variable aléatoire dont les
interprétations peuvent étre utiles dans ’analyse statistique des durées de vie.

Prise en compte de covariables. Modele de régression paramétrique

Dans la plupart des domaines d’application de I'analyse des durées de vie, on
dispose, en plus des observations de durées sur un ensemble d’individus, d’informa-
tions supplémentaires sous la forme de variables explicatives individuelles observées
(covariables). Ces covariables peuvent étre fixes dans le temps (sexe, catégorie
socio-professionnelle, appartenance a une population a risque,...) ou au contraire
dépendre du temps (mesures répétées d’une quantité biologique,...), ce qui est le
cas lorsque ’on souhaite évaluer I'influence de I’évolution au cours du temps d’un
phénomene individuel, sur la durée jusqu’a survenue d’'un événement.

Nous considérons maintenant la paire (7', Z), ou T est une durée de vie aléatoire

et Z = (Zy,...,Z,) est un vecteur de p variables explicatives réelles mesurées sur
chaque sujet. 71, ..., Z, sont aussi appelées des covariables.
Ces covariables peuvent dépendre du temps. Dans ce cas, Z est considéré comme
un processus p-dimensionnel (Z(t)):>o indexé par le temps, et le vecteur Z(t) =
(Zy(t),...,Z,(t))" contient les valeurs des covariables & l'instant ¢. Le processus
(Z(t))1>0 n’est observé que sur 'intervalle de temps [0, 7.



Analyse statistique des durées de vie 18

En analyse statistique des durées de vie, la famille des lois possibles pour (T, Z)
est généralement déterminée en choisissant une loi conditionnelle pour 7" sachant Z.
Notons & = o(Z; T > t) la o-algébre engendrée par Z et ’événement {7 > t}, et no-
tons F; = 0(Z(s) : 0 < s < ;T > t) la o-algebre engendrée par {Z(s) : 0 < s < t}
et {T > t}.

La loi conditionnelle de T sachant Z est caractérisée par la fonction de risque instan-
tané conditionnelle A7z, définie, sous réserve de conditions générales de régularité,
par

) 1

si Z est fixe dans le temps, et par

.1

si Z dépend du temps.

Les deux familles principales de modeéles ayant été proposés dans la littérature
pour prendre en compte la présence de covariables dans 1’analyse statistique des
durées de vie sont les modeles additifs et les modeles multiplicatifs. Les modeles
additifs ne seront pas abordés, le lecteur intéressé pourra se référer aux travaux
de Bagdonavicius et Nikulin [3, 5, 8], Klein et Moeschberger [50], Lin et Ying [57]
(on trouvera dans 'ouvrage trés complet [8] une bibliographie détaillée de récents
travaux sur les modeles additifs).

Les modeles multiplicatifs sont définis par une fonction de risque instantané condi-
tionnelle Ay de la forme

Ariz(t) = Ar(t)h(Z; B),

ol A est une fonction positive appelée fonction de risque de base, h(Z; 3) est une
fonction de régression sur Z, et 8 est un vecteur de parametres inconnus. La fonction
h(Z; B) doit étre positive, on choisit généralement h(Z; 5) = #'%.

Les modeles paramétriques usuels d’analyse des durées de vie peuvent étre
adaptés pour prendre en compte des covariables fixes ou dépendant du temps.
L’inférence statistique dans ces modeles, devenus des modeles de régression, l’ana-
lyse des résidus ainsi que d’autres méthodes de diagnostics, sont discutées, entre
autres, par Bagdonavicius et Nikulin ([8], chapitre 5), Kalbfleisch et Prentice ([49],
chapitre 3), Klein et Moeschberger ([50], chapitre 12), Lawless ([54], chapitre 6),
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Meeker et Escobar ([63], chapitre 17).
Exemple

Le modeéle multiplicatif permettant d’inclure des covariables dans le modele de
Weibull est défini par

Ariz(t) = at® e ? >0, a>0)1>0,

ol B,Z € RP, aXt*®! s’interpréete comme la fonction de risque de base, c’est-a-dire
le risque instantané d’occurrence de I’événement pour un individu tel que Z = 0,
et (a, A, B) est le parametre & estimer.

Les fonctions conditionnelles de densité, de répartition, de survie et de risque cumulé
qui se déduisent de Ar|z sont respectivement, pour ¢ > 0 :

friz(t) = axte 1P 2N ep(B2) Friz(t) =1 — e X" oxe(8'2),

Sriz(t) = e ), Az (t) = At*e”?.

1.2 Modeles de censure

1.2.1 Mécanismes de censure

L’analyse des durées de vie pose des problemes particuliers, dus au fait que
les observations de durées de vie sont le plus souvent censurées, c’est-a-dire privées
d’une partie de 'information qu’elle contiennent. Nous restreignons notre présentation
des mécanismes de censure aux censures a droite, et parmi celles-ci, aux censures
dites aléatoires et de type I, qui seront traitées dans ce travail. Des exposés détaillés
d’autres types de censures sont proposés par Bagdonavicius et Nikulin ([8], chapitre
4), Huber [44, 45|, Klein et Moeschberger ([50], chapitre 3) et Lawless ([54], chapitre
1). Dans la suite, T’ désigne une durée de vie aléatoire.

Les modeles de censure font intervenir, en sus de la variable 7', une variable
aléatoire auxiliaire C' & valeurs dans RT U{+o0} dite de censure. Dans le modele de
censure aléatoire a droite, on observe X = T'AC, ainsi que I'indicatrice A = 1i7<¢;}
qui vaut 1si 7" < C et 0 sinon. Le modele de censure aléatoire a gauche est similaire :
on observe Z =TV (' ainsi que l'indicatrice lyr<cy =1 — lyr>cy-

De maniere générale, on parlera de censure a droite lorsqu’on observera jointement
Lir<cy et une variable ¢ (T, C) fonction de T" et C, et de censure d gauche lorsqu’on
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observera 1yr<cy et ¢(T,C).

Le cas particulier ot C' est une variable dégénérée (une constante) donne la censure
de type 1. Ce cas correspond a la situation ou I’observation des durées de vie s’arréte
au bout d’un temps fixé (par exemple, on observe la durée de fonctionnement de
matériels sur une période de temps dont la durée est fixée a ’avance). Lorsque ce
temps de censure, tout en étant fixé a I'avance, est différent selon les observations,
on parle de censure progressive a droite de type I.

Dans ce qui suit, nous considererons le modele de censure aléatoire a droite, qui,
lorsque la variable de censure C' est défective et égale a 400 avec la probabilité 1,
se résume a 1’observation non censurée de la durée de vie T

1.2.2 Estimation du maximum de vraisemblance dans un
modele de survie paramétrique avec censure a droite

Nous rappelons brievement la méthode du maximum de vraisemblance pour es-
timer, au vu de données censurées, les parametres réels d’un modele d’analyse des
durées de vie. Des exposés détaillés sont données par Bagdonavicius et Nikulin ([8],
chapitre 4; [9]), Kalbfleisch et Prentice ([49], chapitre 3), Lawless ([54], chapitres
3-6), Meeker et Escobar ([63], chapitres 7, 8, 11), Pons et Huber [73], Voinov et
Nikulin [90, 91].

Maximum de vraisemblance dans un modele de survie paramétrique

Soit 1" une durée de vie aléatoire. On suppose que la loi Pr = Py, de T" appar-
tient & une famille de lois de probabilité P = {P,: 0§ € © C RP}, avec 6, € O. Ici,
on suppose que O est un ouvert de RP.

Les notations fr(t;0), Fr(t;0), Sr(t;0) et Ar(t; 0) désignent respectivement la den-
sité, la fonction de répartition, la fonction de survie et la fonction de risque instan-
tané de T sous la loi Py.

Soit, C' un temps de censure, défini sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) que
T. On caractérise la loi Po de C par Fo(t) = P[C < t], Sc(t) = 1 — Fe(t), et,
lorsque cette expression a un sens fc(t) = 4F¢(t). On suppose que ces fonctions
ne dépendent pas de 6 : cette hypothese est appelée hypothese de censure non-
informative. On suppose aussi que 7' et C' sont indépendants.

Les observations sont des réalisations de la variable X = T'AC' et de I'indicatrice
de censure A = 1yp<cy. Soit (Xj, Ay)1<i<n un échantillon indépendant des variables
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(X, A). Nous nous intéressons au probléme de I’estimation de #y par la méthode du
maximum de vraisemblance, a partir de ces observations.

Sous I'hypothese que Sc(t) = Sc(t;0) et fo(t) = fo(t;0) dépendent de 0 € O,
la vraisemblance de 6 au vu du n-échantillon (X;, A;)1<i<, est égale a :

La(0) = T 1fr(Xe0)Se(Xi 0] [Sr(Xi;0) fo (X 0)]

=1

= H/\T X,,G ST(XZ,Q)SC'(XZ,O) ifc(Xi;g)l_A
=1
Sous I’hypothése de censure non-informative (c’est-a-dire si S¢ et fo ne dépendent
pas de #), il est équivalent de chercher 'estimateur du maximum de vraisemblance
de 6y a partir du facteur suivant de la fonction de vraisemblance :

H)\T(Xi;g)AiST(Xi;g)a

=1

obtenu en retirant de L, (6) les termes relatifs a la loi de la censure.

Maximum de vraisemblance dans un modeéle de survie paramétrique avec
covariables

Supposons que la loi conditionnelle Pr ; = Py, ; de T sachant Z appartienne
a une famille de lois de probabilité Pz = {Pyz : § € © C R}, avec §;, € ©. On
suppose que O est un ouvert de RP.
Les notations frz(t;0), Friz(t;0), Sriz(t;6) et Apz(t;6) désignent respectivement
la densité, la fonction de répartition, la fonction de survie et la fonction de risque
instantané de T, conditionnelles & Z, sous la loi Py z. On suppose que Z admet une
densité fz(Z; ¢) qui dépend d’un parametre ¢.
On dispose d’un n-échantillon (X;, A;, Z;)1<i<, du triplet (X, A, Z).

Les hypotheses usuelles de censure indépendante et non-informative sont re-
prises : on suppose que 1" et C sont indépendants conditionnellement a Z, et que
C est non-informatif pour les parametres de la loi conditionnelle de T sachant Z.
L’estimateur du maximum de vraisemblance de 6y est alors obtenu a partir de la
vraisemblance

H /\T\Z(Xz‘; e)AiST|Z(Xi; 0)fz(Zi; ¢).

=1
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Si la loi de 71" sachant Z et la loi de Z n’ont pas de parametre en commun, il est
équivalent, pour faire de I'inférence sur #, d’utiliser I’expression

H Mr2( X35 0)%Sr2( X5 0).
=1

Ceci peut s’étendre au cas de covariables dépendant du temps en remplacant Z par
{Z(s),0 < s <t}



Chapitre 2

Le modele semiparamétrique de
Cox

Le modele de régression de Cox définit une famille de lois conditionnelles d’ins-

tants d’occurrence d’événements, sachant un ensemble de covariables fixes ou qui
dépendent du temps. C’est un modele semiparamétrique : les lois sont paramétrées
par un vecteur de parametres de régression et par une fonction positive inconnue. Ce
modele est donc moins contraignant que les modeles paramétriques usuels d’analyse
des durées de vie.
Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord le modele de Cox avec covariables
fixes et covariables dépendant du temps. Puis nous présentons le principe des
méthodes du maximum de vraisemblance partielle et du maximum de vraisemblance
semiparamétrique , et nous rappelons les propriétés asymptotiques des estimateurs
obtenus. Nous présentons enfin ’estimateur de Breslow de la fonction de risque
cumulé, et le traitement des ex aequo parmi les instants d’événements.

2.1 Présentation générale

Nous définissons tout d’abord les notations utilisées dans ce chapitre et nous
formulons le modele de Cox. Dans ce chapitre, certains développements seront va-
lables a la fois pour des covariables fixes et des covariables dépendant du temps,
certains autres ne le seront que pour des covariables fixes. Nous les signalerons le
cas échéant.

Les modeles paramétriques de régression décrits dans le chapitre 1 permettent
de modéliser des données de durée qui peuvent étre censurées, en présence de cova-

23
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riables. Le choix d'un modeéle paramétrique particulier n’est cependant pas toujours
aisé en pratique. Il peut ne pas étre utile non plus : si le parametre d’intérét est le
parametre de régression, les autres parametres du modele apparaissent comme des
parametres de nuisance. Il peut donc étre intéressant de ne définir le modele que
partiellement, en ne spécifiant précisément que la partie relative aux parametres de
régression : c’est I’approche semiparamétrique.

Le modele semiparamétrique le plus utilisé pour analyser des durées de vie avec
des covariables est le modele de Cox [20]. Il définit la fonction de risque instantané
d’un événement, conditionnelle & un ensemble de covariables fixes ou dépendant
du temps, comme le produit d’une fonction positive déterministe inconnue Ay (%)
(t > 0) et d’une fonction de régression sur I’ensemble de ces covariables.

Pour que Az soit positive, la fonction de régression choisie est la fonction expo-
nentielle. Cox a formulé son modele original dans le cas de covariables fixes, en
définissant la fonction de risque instantanée suivante :

/\T|Z(t) = /\T(t)eﬂlz, (21)

ou f = (fi,---,5,) est un vecteur de p coefficients inconnus. La fonction Ar est
appelée fonction de risque instantané de base (ou taux de base) et est considérée
comme un parametre de nuisance, l'intérét résidant en général dans I'estimation du
parametre de régression 3.

Si Z dépend du temps, la fonction de risque s’écrit sous la forme suivante :

Ariz(t) = Ap(t)e??()0ss<60), (2.2)

ou g(Z(s),0 < s < t; B) est une fonction de g et {Z(s),0 < s < t}.

Le lecteur intéressé par le modele de Cox avec des covariables dépendant du
temps pourra se référer aux exposés détaillés de Bagdonavicius et Nikulin [8], Huber
[45], Kalbfleisch et Prentice [49], Klein et Moeschberger [50], Lawless [54], Marubini
et Valsecchi [61], Pons et Huber [73], Therneau et Grambsch [82]. Il ressort de
leur lecture que la fonction ¢g(Z(s),0 < s < t; ) la plus souvent utilisée dans les
applications est §'Z(t) : le risque instantané d’occurrence de ’événement, a 'instant
t, dépend du processus Z au travers de sa valeur en ¢.

Dans ce chapitre, pour simplifier les notations, les développements relatifs au modele
de Cox avec des covariables dépendant du temps seront donc obtenus a partir de la
formulation suivante de la fonction Arz :

Ariz(t) = Ap(t)eP 20, (2.3)
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Marubini et Valsecchi [61] notent néanmoins qu’une autre fonction intéressante
est

9(Z(s),0 < s < ;) = B'(4(t) - Z(t — h)), h > 0.

Ce choix de g permet d’évaluer 'influence de I’évolution du processus de covariable
Z entre les instants (¢t — h) et ¢ sur le risque de survenue de I’événement d’intérét
en t.

Bagdonavicius et Nikulin [4, 6] ont proposé un modele ou le risque d’occurrence
d’un événement a I'instant ¢ dépend de la valeur de Z a cet instant et d’un proces-
sus de dégradation de Z, qui est une fonction de la quantité fot e#'7() ds, appelée
accumulation additive des dommages.

Lorsque Z est fixe dans le temps, le modele de Cox appartient a la famille des
modeles a risques proportionnels : si Z; et Z5 désignent deux vecteurs de covariables,
le rapport des risques instantanés Ar(t)e® 2t /Ar(t)e? %2 est constant pour tout ¢, égal
a ef'(71=2%2)  Par exemple, si la i-éme composante du vecteur Z prend ses valeurs
dans {0,1}, €% peut s’interpréter comme le rapport des risques instantanés de
deux individus (numérotés respectivement 1 et 2) pour lesquels Z;; et Z,; valent
respectivement 1 et 0 et tels que 7y ; = Zo; (j # 1).

Notons que le taux de base A\r peut s’interpréter comme la fonction de risque
instantané en ’absence d’influence de la covariable, et que le taux de base cumulé
A = fot A7(8) ds est une fonction positive, croissante, continue, et telle que A (0) =
0. Le modele de Cox comprend comme cas particuliers la plupart des modeéles
paramétriques usuels, obtenus pour des spécifications particulieres du taux de base
Ar. En particulier, si Ap(t) = A (respectivement A (t) = aAt®™!), le modele de Cox
devient le modele exponentiel (respectivement de Weibull).

Le probleme statistique consiste a estimer le parametre vectoriel 8 a partir
d’un n-échantillon (X;,A;, Z;)1<i<n du triplet (X, A, Z). Il pourra également étre
intéressant d’estimer le parametre fonctionnel Ay = fot Ar(s) ds. L’estimation est
abordée dans la section suivante.
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2.2 Méthode du maximum de vraisemblance par-
tielle

2.2.1 Introduction

Cox [20] a proposé de baser I'inférence statistique pour les modeles (2.1) et (2.2),

qui contiennent un parametre de nuisance fonctionnel Ay, sur une vraisemblance
partielle ne contenant pas ce parametre. Plus généralement, Cox [21] a proposé 1'uti-
lisation d’une vraisemblance partielle pour les modeles contenant des parametres
de nuisance fonctionnels ou de grande dimension.
Nous rappelons tout d’abord le principe de cette méthode et nous I’appliquons en-
suite pour construire la vraisemblance partielle dite de Cox, pour un échantillon de
durées et de covariables. Pour un exposé plus complet, le lecteur pourra se référer
a Bagdonavicius et Nikulin ([8], chapitre 7), Cox [21], Fleming et Harrington ([37],
chapitre 4), Kalbfleisch et Prentice ([49], chapitres 4 et 5) et Pons et Huber [73].

Soit X un vecteur aléatoire de densité fx(z; ), ou 6 est un vecteur de parametres

décomposable en 0 = (¢, ). Supposons que I'on s’intéresse & (3, parametre d’intérét,
et non a ¢, parametre de nuisance. Par exemple dans le modele de Cox, qui définit
une famille de lois paramétrées par un vecteur S et une fonction Ay, S est le pa-
rametre d’intérét et Ar est le parametre de nuisance.
Une solution consiste a estimer 3 et ¢ mais a n’utiliser de la matrice de covariance
asymptotique de ’estimateur de 6 que la sous-matrice relative a 3, pour faire de
I’inférence statistique sur 5. Cependant, lorsque le parametre de nuisance est une
fonction, I’emploi de cette méthode est rendu difficile (probléme de maximisation
de la vraisemblance).

Supposons que X puisse se décomposer en (V, W) et que la densité de X puisse
étre réécrite comme le produit

fx(x;0) = fwv(w|v; 0) - fv(v;0). (2.4)

Un exemple de décomposition d'un vecteur d’observations X est obtenu pour le
vecteur V' des éléments de X ordonnés par ordre croissant et le vecteur W des
rangs de ces éléments.

Si 'un des facteurs du produit (2.4) ne dépend pas de ¢, on peut penser baser
I’inférence statistique pour § sur ce seul facteur. Ceci entraine une perte d’informa-
tion si le terme ignoré dépend de . Néanmoins, s’il ne contient que peu d’informa-
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tion sur [, cette perte peut apparaitre comme un inconvénient mineur au regard de
la simplicité de I'inférence développée sur le terme retenu. Ceci est particulierement
vrai lorsque le parametre de nuisance est une fonction.

Le principe de I'estimation par maximum de vraisemblance partielle proposé par
Cox [21] est basé sur cette idée.

Supposons plus généralement que le vecteur X puisse se décomposer sous la

forme

Vi, Wy, Vo, Wo, ..., Vn, Wy)
d’une suite de paires (V;,W;), i« = 1,...,N. La vraisemblance de 6 peut alors
s’écrire :

fX(xae) = fVl,Wl,...,VN,WN(vlawla"':/Unvwn;e)
N
= HfWi\Vl,Wl,...,Vi(wi‘Ulgwla---avifl,wiflavi;e)
i=1
sz'|V1,W1,---,Vi—1,Wi—1 (Ui|1)1, Wiy -y Vi—1, Wi-1; ‘9)

N N
= [H fWiIQi(wi‘Qi;e)] : [Hf‘/ipi(vi|pi;0)] ; (2.5)
i=1 i=1
ou P={0},Q, =Vi et pouri=2,...,N,
Pi= Vi, Wh,...,Viei,Wiy) (2.6)
et
Qi = (Vi,Wy,..., Wiy, Vp). (2.7)

Si le premier facteur de (2.5) dépend uniquement de 3, Cox [21] Pappelle vrai-
semblance partielle de 5 basée sur W, et souligne son intérét pratique pour ’esti-
mation de 3 lorsque son expression est plus simple que celle de fx(z;6).

Cependant, I’emploi de la méthode du maximum de vraisemblance partielle pose
la question, par exemple, de la consistance, ou de la normalité asymptotique des
estimateurs obtenus. Pour le modeéle de Cox, Tsiatis [84] et Andersen et Gill [1] ont
montré, respectivement dans le cas de covariables fixes et de covariables dépendant
du temps, que ’estimateur du maximum de vraisemblance partielle du parametre



Le modeéle semiparamétrique de Cox 28

de régression possede les propriétés usuelles d’un estimateur du maximum de vrai-
semblance. Plus généralement, Wong [93] a étudié les propriétés asymptotiques des
estimateurs obtenus a partir d'une vraisemblance partielle.

La méthode du maximum de vraisemblance partielle est particulierement adaptée
lorsqu’il existe un ordre naturel pour les observations, tel qu'un ordre dans le
temps. Ceci permet en effet de décomposer un vecteur d’observations X en une
suite (Vi, Wy, ..., Vy, Wy) d’instants d’événements ordonnés.

Nous appliquons cette méthode pour construire la vraisemblance partielle pro-
posée par Cox [20] pour des instants d’événements censurés et des covariables.

2.2.2 La vraisemblance partielle de Cox

Nous considérons le triplet (X,A,Z), ot X =T AC, A = 1y<cy et Z est un
p-vecteur ou un processus p-dimensionnel de covariables. Nous notons S¢ la fonc-
tion de survie de C, fc la densité de C et f; la densité de Z.

Nous supposons que T et C' sont indépendants conditionnellement a Z. Nous sup-
posons que la fonction de risque instantané est Ap(t)ef 7 si Z est fixé, et Ap(t)e? %)
si Z dépend du temps.

La densité de (X, A, Z) s’écrit
[/\T(X)eﬂ'ze_mx) exp(ﬂ'Z)SqZ(X)} A [e—AT(x) exp(ﬁ'Z)fC|Z(X):| e f2(Z)
si Z est fixé, et
(X7 200 e 25 ()| .

) 1-A
[ e zonas o (0] 7 £y (2)

si Z dépend du temps.

Sous I’hypotheése supplémentaire de censure non-informative et si la distribution
de Z ne dépend pas des parametres 5 et Ar, les termes impliquant les distributions
de C' et Z peuvent étre ignorés pour estimer 3 et Ay par la méthode du maximum
de vraisemblance. La vraisemblance obtenue pour estimer g et Ay au vu d’'un n-
échantillon (X;, A, Z;)1<i<n s’écrit donc

n A; 1-A
Lu(8, A7) =[] [ A (Xi)eP % e—AT(Xi)exp(ﬁ'zi)} [e—mxi)exp(ﬂ'zi)] (2.8)

=1
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ou

LaBAr) = ] Pl Z6e oozt

i=1

%

[e‘ fo eXp(ﬂ’Zi(S))dAT(S)] I ) (2.9)

selon que Z est fixe (2.8) ou dépend du temps (2.9).

Estimer le parametre Ay = f(f Ar(8) ds releve d’un probléme d’estimation fonc-
tionnelle. Il n’existe pas de maximum de (2.8) ou (2.9) lorsque Ar appartient a
I’ensemble des fonctions positives sur RT (Van der Vaart, [87]). La méthode d’esti-
mation du maximum de vraisemblance ne peut pas étre appliquée a (2.8) et (2.9).

Cox a donc proposé d’estimer § a partir d’'une vraisemblance partielle obtenue
par le principe général décrit en introduction de cette section. Nous décrivons la
construction de cette vraisemblance partielle et, pour ne pas alourdir les notations,
nous traitons le cas de covariables fixes. L’argument se généralise aux covariables
dépendant du temps (on se réferera aux ouvrages de Fleming et Harrington [37] et
Kalbfleisch et Prentice [49]).

Nous disposons d’un n-échantillon (X;, A;, Z;)1<i<n du triplet(X, A, Z). Suppo-
sons que ’on observe L instants d’occurrence de I’événement d’intérét (ces instants
sont supposés distincts). Nous les réordonnons par ordre croissant : T(yy < ... < Ty,
ou (I) (I = 1,...,L) désigne 'indice de I'observation i (i = 1,...,n) telle que
T; = T{;). Notons Z(;) le vecteur de covariables associé a cette observation.
Supposons que m; censures se produisent dans l'intervalle [T{;),T(;1+1)) et notons
X(i1)s - --» X(i;m;) ces instants, auxquels sont associés les vecteurs de covariables
Z(i1)s - - - » Z(i,m;)- Dans un souci de clarté des formules, nous serons amenés, dans la
suite de ce chapitre, & utiliser parfois les notations frz(t|2), Stz (t|2), Arz(t|Z)
au lieu des notations fr|z(t), St z(t), A1z (t) adoptées jusqu’ici.

Reprenant les notations de I'introduction de cette section, nous définissons, pour
1=1,...,L:

‘/Z:{lezlaanaT(’L))X(z—l,]) _7: 17---;mi—1}
et

Wi={06)}={j:T; =T}
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En utilisant la décomposition (2.6), nous pouvons définir une suite P;, qui

contient tous les instants de censure jusqu’a 7T{;_), tous les instants d’événement
Jusqu’a T{;_1) inclus, et les indices des observations correspondant a ces censures
et événements. P; contient également I'information sur les covariables de tous les
sujets. La suite (); obtenue a partir de la décomposition (2.7) contient en plus
I'événement 7(;), ainsi que les instants de censure précédant T(;) et les indices des
observations correspondant a ces censures.
Ignorer les termes fy;p, (vi|pi; B, Ar) dans (2.5) pour faire de I'inférence sur f re-
vient a ignorer, pour chaque i, la probabilité qu’aucun événement d’intérét ne sur-
vienne dans I'intervalle (7;_1), T(;)), qu'un événement survienne en T(;, et que m;_,
censures se produisent en X(_1; (j = 1,...,m;_1), sachant tous les événements
survenus jusqu’a T(;_1) inclus, toutes les censures jusqu'a T{;_1), et connaissant
Zlil: ]_,...,TL.

Sous certaines conditions, on peut considérer que I'information perdue sur (3
reste cependant limitée. En effet, le fait qu'un événement se produise en 7T;) mais
qu’aucun ne survienne entre T;_y) et T{;) pourrait étre expliqué seulement par une
fonction de risque Ay voisine de 0 sur (7(;—1),7(;)) et prenant une valeur élevée
en T(;. Il n’y a donc pas d’information perdue sur . De plus, on peut souvent
considérer que les instants de censure et les covariables qui leur sont associées ne
contiennent pas d’information sur J : c’est I’hypothése de censure non-informative.
Sous cette hypothese, Cox a proposé de baser 'inférence sur g sur la vraisemblance
partielle

H P[W; = (i)lqi]. (2.10)

L’ensemble des sujets pour lesquels ni I’événement d’intérét ni une censure ne
se sont produits a l'instant ¢ est appelé ensemble des sujets a risque a t et est
noté R(t). Le terme P[W; = (i)|g;] s’'interprete comme la probabilité que ce soit
pour le sujet (i) que se produise 'événement d’intérét a l'instant T; = t;, sachant
qu’un événement se produit en ¢; et connaissant ’ensemble des sujets a risque a cet
instant.



Le modeéle semiparamétrique de Cox 31

P[W; = (i)|¢;] se calcule comme suit :
P[W; = (i)a]
P[T) € [ti, ti + Ab)|g] - [Tiepon ) P10 € [tir ti + At)|gi]
2 jer) [P[T] € [ti, ti + Ab)|gi] - [liepqy P E [t ti + At)@i]}
Azl Za) At Tlepaona 1 — Ariz(ti] Z1) At
> jer) [AT|Z(t,-|Z]-)At Tlier@n [1 = )\T|Z(t,-|Zl)At}]
Aryz(ti| Z )

> jer) Az (til Z5)
Ar(t;)eP %o

= ZjER(ti) )\T(ti)e,BIZj
eP' Za)

Esene %
D’apres (2.10), la vraisemblance partielle de Cox est donnée par
L eB' 2 - B Zi ] Ai

g ZjeR(ti) e?'%i g [2?21 eﬂlzjl{Xisz}

Cette vraisemblance sera notée LE°%(3) par la suite.

—AtL0

(2.11)

Dans le cas de covariables dépendant du temps, V; contient 'information sur les
covariables sur I'intervalle [7(;_1y, T(;)). La vraisemblance partielle de Cox s’écrit :

n

L8 =]

=1

B Zi(Xi) Ai
(2.12)

D1 €7 < xy

Dans le cas de covariables fixes, la vraisemblance partielle de Cox peut aussi
étre obtenue en calculant la loi de probabilité de la statistique des rangs associée a
I’échantillon des instants d’événements observés. L’argument ci-dessous est rappelé
notamment par Fleming et Harrington [37] et Kalbfleisch et Prentice [49].

2.2.3 Loi de probabilité de la statistique de rang

Nous nous intéressons tout d’abord au cas ou aucun événement n’est censuré.

Loi de probabilité de la statistique de rang. Cas non censuré
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Nous disposons d’un n-échantillon (X;, A;, Z;)1<i<n du triplet (X, A, Z) tel que
X=TANC=TetA=1.

Z est fixe dans le temps. Soit (71,...,7,) les instants d’occurrence de 1'événement
d’intérét, supposés tous distincts.

Rappelons que la statistique d’ordre de (73,...,7,) est l'application qui au
vecteur (17, ...,T;) associe le vecteur (17y), ..., T(n)), obtenu en ordonnant les com-
posantes (1;)1<i<, par ordre croissant.

Soit R; = Y7y 1yr; 1jer+} lerangde T; (i = 1,...,n) dans I'échantillon (71, ..., T,),
c’est-a-dire le nombre d’observations T; (j = 1,...,n) qui sont inférieures ou égales
a T;. La statistique de rang de (77, ..., T,) est le vecteur des rangs R = (Ry, ..., Ry,).
Par exemple, si on observe la réalisation (28,15,17,6) de (13, T»,T3,Ty), la statis-
tique d’ordre de (71,75, T3,T}) est le vecteur (6,15,17,28) et le vecteur des rangs
est (4,2,3,1).

Nous notons Z; (1 <4 < n) le vecteur de covariables associé au sujet pour lequel
I'événement survient en T{; (on prendra garde au fait que Z(; ne désigne pas la
statistique d’ordre des Z;).

Proposition 2.1 La loi de probabilité de la statistique de rang R associée a l’échantillon
(Ty,...,T,) est donnée par

r ef 2

Pr(R=(r1,...,mn)) = H

n @7, .
i1 2aj=1€” TP <10y

Démonstration. Notons tout d’abord que la loi de probabilité de la statistique

de rang R = (r1,...,7,) est donnée par :
Pr(R=(r,...,mn)) = Pr(Tny <...<Ty) (2.13)
= / / / [ friz(t)|Zw) dty - dtqy.
0 Tt tn-1) =1

L’intégrale [ friz(tm|Zm)) dtm) se calcule comme suit :
tn_1y ¥ T1Z\H(n)[#(n)) B¥(n)

/ Irz(tw|Zw) dtwy = Stiz(tm-1)1Zm)

tn-1)
B Zn)

_ e e~ M (tn—1)) exp(B'Z(n))
B'Z ’
e” “n)
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Une fois ce résultat obtenu, nous pouvons calculer l'intégrale suivante, issue de
I'intégrale multiple figurant dans Iexpression (2.13) :

/ fr1z(tn=1)| Z(n=1)) ST 2(t(n—1) | Z(n)) At (n—1)

tn—2)

o0
- / A1z (b)) e 2= e A1z )P Zn-n) e (B2l gy )
tin-2)

B Z(n) B'Z(n-1)
_¢ e o~ A1 (tn—2)exp(8 Zn 1)) +exp(B' Zn))].
eﬂ’Z(n) elB’Z(nfl) + eﬂ’Z(n)

En effectuant ce calcul de maniere récursive, I’équation (2.13) se ramene finalement :

r ef 2

. Tn)) - 17, .
’ H Z?:l e?'7) 1{T(¢)ST(J')}’

i=1

P?"(R: (T‘l,..

!
e Zi

n
=1 B'Z;
i€ Tln<ryy

qui s’écrit encore [ et qui est la vraisemblance partielle de Cox.

Fleming et Harrington [37] et Kalbfleisch et Prentice [49] généralisent 1’argu-
ment développé dans cette partie aux données censurées. Nous expliquons cette
généralisation.

Loi de probabilité de la statistique de rang. Cas censuré

Nous supposons maintenant que les durées T; (i = 1,...,n) peuvent étre cen-
surées a droite (i.e. nous ne supposons plus que A; = 1,47 =1,...,n). Un échantillon
de durées censurées ne fournit plus qu’une information partielle sur le vecteur des
rangs. Nous illustrons ceci par un exemple extrait de l'ouvrage de Kalbfleisch et
Prentice [49].

Supposons que 'on ait observé les durées de vie suivantes : 114, 90*, 63, 108", ol un
astérisque indique une durée de vie censurée. Il est maintenant possible de construire
six vecteurs de rangs différents, cohérents avec les durées observées :

r=(3,2,4,1), re=(3,4,2,1), r3=(3,2,1,4),
Ty = (374’ 152): s = (35 1a234)a T'e = (35 1a4a 2)

Notons par (X1,..., X,) I’échantillon des durées de vie éventuellement censurées
adroite et par (Ay,...,A,) les indicateurs de censure correspondant. (X, ..., X))
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désigne la statistique d’ordre de (X3,...,X,). Notons A(; l'indicateur de censure
associé a l'instant X(;) (4 = 1,...,n). Comme précédemment, R désigne la statis-
tique de rang associée a (Xq,..., X,).

Une premiere démarche consiste a calculer la loi de probabilité de (r1,...,7,) et
(A@y,---,Am)). Mais cette démarche, faisant intervenir la loi de la censure serait
complexe, aussi une autre approche est privilégiée. Elle consiste a construire une
vraisemblance pour I'ensemble des rangs possibles de (77, ...,T},), cohérents avec
les vecteurs (X, ..., Xm)) et (Aq),--.,Aw)). Ceci revient & ignorer I'ordre exact
des censures entre deux événements d’intérét.

Nous notons donc (Xi,...,X;) (L < n) le vecteur des instants d’occurrence
de I’événement d’intérét, supposés tous distincts, et (X(,..., X(z)) sa statistique
d’ordre. Supposons que m; censures se produisent dans l'intervalle [X;), X(i11)) et
notons (X :j =1...,m;) ces instants de censure. Les vecteurs Z; 1y, - ., Z(m,)
désignent les vecteurs de covariables des individus censurés en X(; 1y, ..., X

vecteur de rang R* = (rf,...,r*) est obtenu de la maniére suivante :

r'n

e si X; est une observation non censurée, r; est le rang de X; dans la suite
(X(l)a < 7X(L))7

e si X, est une observation censurée, r; est le rang de la plus grande observation
non censurée précédent X;.

La vraisemblance pour le parametre [ est obtenue en calculant la probabilité

*

d’observer le vecteur (r7,...,75, Ay, ..., Aw)), ce qui revient a calculer

qui est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.2 La loi de probabilité de (R*, Aqy, ..., Aw)) est donnée par :

PT(X(1) <. < Xy, Xy £ X ci=1,...,L;j=...,m)

=1

n 17 .
— Zj:l e?'Z 1{X(¢)5Xj}

Démonstration. Remarquons tout d’abord que

PT‘(X(l) <... <X(L),X(i) SX(Z-,J-):i=1,...,L;j=...,mi),
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est égale a

35

00 9] 0 L m;
0 Jzu j=t1

ZT(L-1) =1

Notons que
mg m;
1571229\ Zig)) = []e )o@ o)
=1 i=1

— e—AT(x(i))Z;ni1eXP(ﬂ’Z(i,j))'

Nous calculons d’abord l'intégrale | ) friz(zw)|Zw)) HT;l Sriz(x )| Z(1,j)) da

%)
Z(

/ fT|Z($(L) |Z(L))6—AT(w(L)) Yt exp(B'Z(L 5)) da:(L)
T(L-1)

P 2w

= 7 7 e_A(tL*I)[exp(B’Z(L))+E;'n=il exp(B' Z(r,5))]
p )
e’ “(I) 4 Zj:l eP “(L.j)

Puis, en effectuant ce calcul de maniére récursive, I’équation (2.14) se rameéne a

L
=1

n ﬂ/Z 7
= ijl e 1{X(i)$Xj}

B Za

qui est égale a la vraisemblance partielle de Cox (2.11).
|

2.2.4 Estimation de la fonction de risque

L):

Dans cette partie, nous supposons toujours que la censure est non-informative.

Nous supposons de plus absence d’ez aequo parmi les instants d’événements.

La méthode du maximum de vraisemblance partielle ne permet pas d’estimer direc-

tement la fonction de risque cumulé Ay = fg Ar(s) ds, puisque Ar ne figure pas dans

les vraisemblances partielles (2.11) et (2.12). L’estimateur de At le plus souvent re-
tenu est 'estimateur proposé par Breslow [13], dont nous donnons ’expression pour

le modele (2.3). Si le coefficient de régression § a été estimé par ﬁA , Breslow propose

d’estimer Ap par

<A Alyx.
Au(Bt) =" (X<t} (2.15)

i=1 Z?:l ef'7i (Xi)l{XiﬁXj} ‘
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Il s’appuie sur un raisonnement que nous expliquerons dans la section consacrée a
I’estimation semiparamétrique dans le modele de Cox.

Dans le cas particulier ou il n’y a pas de covariables dans le modele, ’estimateur
de Breslow devient I'estimateur de Nelson-Aalen de Ar, égal a

n

A 5 Ailix<)
An,NA(B7 t) = n = .
1’2—1: Zj:l Lixi<x;y

Pour de plus amples détails sur les estimateurs des fonctions de risque cumulé et
de survie, on se réféerera a Bagdonavi¢ius et Nikulin [8], Fleming et Harrington [37],
Huber et Lecoutre [46], Klein et Moeschberger [50] et Pons et Huber [73].

2.2.5 Prise en compte des ex aequo

Nous avons supposé jusqu’a présent qu’il n’y avait pas d’exr aequo parmi les

instants d’événements d’intérét observés. Cependant, dans la pratique de I’analyse
statistique des durées de vie, cette hypothese n’est pas toujours vérifiée. En effet,
I’observation des sujets se fait souvent a des instants successifs et non en continu.
Diverses modifications de la vraisemblance partielle de Cox ont été proposées pour
tenir compte des ex aequo.
Nous donnons ici ’expression de la vraisemblance partielle proposée par Breslow
[14]. D’autres modifications de la vraisemblance de Cox sont rappelées par Klein et
Moeschberger dans [50]. La version de Breslow nous intéresse car sa construction
est liée a la méthode du maximum de vraisemblance semiparamétrique que nous
décrirons dans la derniere section de ce chapitre.

Supposons que I’on ait observé L (L < n) instants d’événements d’intérét parmi
n sujets. Supposons que seulement D (D < L) d’entre eux soient distincts. No-
tons ces instants distincts par tq,...,tp. Notons d; le nombre de sujets pour les-
quels I'événement d’intérét se produit en t; et D; 'ensemble de ces sujets. Soit
Si = >i_1 Zil{jen;) la somme des vecteurs de covariables associés & ces individus.
Breslow [14] a proposé la vraisemblance suivante :

Lo (B) = H

d;’
=1 [Z?zl ef'7i ]'{tiSXj}]

ce qui revient a calculer la contribution a la vraisemblance partielle de Cox de

e/BISZ

chaque sujet pris séparément, et a multiplier ces contributions. Cette expression se
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généralise a des covariables dépendant du temps :

D B Siti)

L.(8)=1]

=t [2?21 eP'Zi(ti) 1{tiSXj}

Dans le cas ou il n’y a pas d’ex aequo, ces vraisemblances se ramenent aux vraisem-
blances (2.11) et (2.12).

d;°

L’estimateur (2.15) de la fonction de risque Az proposé par Breslow peut étre
modifié pour prendre en compte des er aequo parmi les instants d’occurrence de
I’événement d’intéreét.

Supposons que l'on observe un échantillon de durées de vie (X7i,...,X,). Notons
t; < ...<tples D instants d’événement distincts observés. L’estimateur de Breslow
s’écrit maintenant

Z {t2<t} [ j= 11{X1_tl}A
€ﬂZ X)l{t<X} ’

(2.16)

ol Z?Zl Lix;=t;}A; représente le nombre d’événements d’intérét survenant a I'ins-
tant ¢;. L’expression (2.16) se rameéne a (2.15) dans le cas ol tous les instants
d’événement sont distincts.

2.3 Propriétés asymptotiques

Nous nous intéressons aux propriétés asymptotiques de I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance partielle de 8 et de l'estimateur de Breslow de Ay (t) =
fot Ar(s) ds dans le modele de Cox défini par la fonction de risque

)‘T|Z(t) = AT(t)eﬂ’Z(t).

L’étude asymptotique de ces estimateurs, lorsque n tend vers l'infini, a été faite par
Andersen et Gill [1]. Des exposés détaillés sont également donnés par Bagdonavicius
et Nikulin [8], Gourieroux, Lecoutre et Tassi [39] et Pons et Huber [73].

Soit un n-échantillon (X;, Aj, Zi)1<i<n du triplet (X,A,Z), ot X = T A C,
A = lyr<cy et Z = (Z(t))s>0 est un processus p-dimensionnel de covariables. Nous
notons 7 la durée maximale d’observation : chaque sujet est observé pendant une
durée au plus égale a 7, mais il n’est pas nécessairement observé pendant tout
I'intervalle de temps [0, 7].
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Nous désignons par [$°%(/3) le logarithme de la vraisemblance partielle de Cox
LC°%(3). Cette log-vraisemblance partielle est égale a :

1 (8) = ZAi B'Zi(X;) — In [Z eﬂ’zj(Xi)l{Xisz}” :

i=1 j=1
Cozx — (_0 1Coz .

Le vecteur du score aﬂl (8) = (3.0 **(B))1<r<p est :

_lCox ZA Z?:l ZJ(XZ)GIB Z](Xl)]-{XlSXJ}] )

Z?:l eﬂlzj (Xi) 1{X¢§X]}
Pratiquement, les p équations de vraisemblance

(2.17)

0 lCow
3B, 'n
un algorithme numérique (algorithme de Newton-Raphson).

(8) = 0 se résolvent par

Soit Bn I’estimateur du maximum de vraisemblance partielle de S et A, (Bn, )
Pestimateur de Breslow de A (-) calculé pour 5 = 5, (Nous le noterons par la suite
Ay, (+) pour alléger les notations).

Pour S et ¢t donnés, notons, pour un i quelconque (i =1,...,n) :

sO(B,8) = B {Z(0)} " 01 pexy |, r = 0,1,2

Remarquons que s (8,t) = 0s(3,t)/08 et s (B,t) = 9sV(B,t)/083. Notons

également par 3(/) la matrice de dimension (p X p)
! (B, 1)}
)y - @ (5. ¢) — {S—’ dA+(t
(ﬂ) A [S (ﬂa ) 5(0) (5’ t) T( )
et par j(t) le vecteur de dimension p

S0
0= [ S5 ans ()

Andersen et Gill [1] supposent les conditions suivantes pour I’étude du compor-
tement asymptotique des estimateurs 5n et A,,.

C1 Le parametre S appartient a un sous-ensemble borné B de RP.
C2 La fonction Ar est telle que Ar(7) < oo.
C3 P[t < X] > 0 pour tout ¢ € [0, 7]
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C4 Z est un processus a trajectoires continues a gauche avec limite a droite tel que
E [Supte[o,r],ﬂeB |Z(t)[e”#0] < oo
C5 La matrice X(3) est définie positive.

Sous ces conditions, Andersen et Gill ont montré le résultat suivant (ou les
limites sont prises lorsque n tend vers l'infini) :

Théoréme 2.1 (Andersen et Gill, 1982) L’estimateur du mazimum de vraisem-
blance partielle Bn et Uestimateur de Breslow A, de Ar posséedent les propriétés
sutvantes :

1. Bn est un estimateur consistant de [3.

2. \/n(B, — B) converge en loi vers un vecteur aléatoire de dimension p, de loi
normale centrée et de matrice de covariance X1(f3).

3. /n(An,— A1) converge en loi vers un processus gaussien centré G, de fonction
de covariance
At
s dAT(U)

cov[G(s), G(t)] = /0 W +7ZHB)i(s), s,t< T

Remarques

1. En particulier, d’aprés le point 3., v/n(A,(t) — Ar(t)) converge en loi vers une
variable aléatoire normale centrée et de variance

! dAT(u) -/ -1 .
| s + SO @i, <

2. Plus généralement, on peut exprimer les points 2. et 3. sous la forme unique
du résultat énoncé ci-dessous :

Soit t1,...,t, m instants dans [0,7]. Le vecteur

\/E(Bn - /6: An(tl) - AT(tl)a s af\n(tm) - AT(tm))
converge en loi vers un vecteur aléatoire de dimension (p+m), de loi normale
centrée et de matrice de covariance

(rsitn )

0 W (i,§) = [ B8 1 ji(t) S (B)j(t) et = (j(t). .3 (tm).
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2.4 Méthode du maximum de vraisemblance se-
miparamétrique

La méthode du maximum de vraisemblance semiparamétrique permet de considérer
la vraisemblance partielle comme une vraisemblance “légitime”, au sens ou elle est
obtenue & partir de la densité de (X, A, Z), mais sur un espace des parametres mo-
difié. Mais au-dela de la justification de la vraisemblance partielle qu’elle fournit,
cette méthode jouera un réle prépondérant dans la deuxieme partie de ce travail
aussi la présentons-nous maintenant.

Nous rappelons tout d’abord la notion de vraisemblance concentrée.

2.4.1 Concentration de la vraisemblance

Considérons un modele statistique (Y, Py : § € © C RP) dans lequel la loi du
vecteur aléatoire Y a valeurs dans ) admet une densité fy (y; ) par rapport a une
certaine mesure. Supposons que le vecteur f des parametres puisse se décomposer
en deux sous-vecteurs 0 et 6, : 0 = (67,65)".

La recherche des estimations de # par la méthode du maximum de vraisemblance
peut étre facilitée en effectuant des maximisations successives de la vraisemblance
par rapport a chacun des sous-vecteurs ; et 65, pour une valeur fixe de l'autre
sous-vecteur. Cette démarche conduit a la définition de la vraisemblance concentrée
[40, 68, 86, 87].

Définition 2.1 L’application 0y — maxy, fy(y;61,02) est appelée vraisemblance
concentrée en 0;. On appelle log-vraisemblance concentrée en 0y, notée In f (y; 02),
Papplication 03 — maxy, In fy (y; 61, 6).

Le calcul des estimations du maximum de vraisemblance de 6, et 6, a partir de la
vraisemblance concentrée procede de la maniere suivante.

1> 05.,)" du probléme de mazimisation

maxy, 9, fv (y; b1, 62) peuvent étre obtenues en utilisant la démarche suivante :

Proposition 2.3 Les solutions 6, = (

1. On mazimise la log-vraisemblance In fy(y; 61, 62) par rapport a 61, pour une
valeur fizée de 0y. Soit ©1,(602) Uensemble des valeurs de 6, mazimisant

lan(y§91,92)-
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2. On mazimise In fy (y; 61, 0) par rapport a 6y, pour 6, € (:)1,71(02), c’est-a-dire
In f&(y; 62). Soit 0, l’ensemble des 0 rendant In fy(y;01,02) mazimum. Les

solutions 6, = (Aiyn, bn) sont alors les éléments de Uy, g,{O1,n(02) X 02}

~

Cette démarche peut étre généralisée a une décomposition du vecteur # en un plus
grand nombre de sous-vecteurs : 8 = (61,...,60%)". Elle est surtout intéressante
lorsque la correspondance 6, — él,n (02) peut étre explicitée, en particulier lorsque
la concentration conduit & une valeur unique (c’est-a-dire O, (6s) = {f1,,(62)}).

Breslow [13] et Johansen [47] ont expliqué comment cette démarche peut étre
appliquée a la vraisemblance totale (2.9) pour estimer le parametre de régression
et la fonction de risque A7 dans le modele de Cox. Nous expliquons cette démarche.

2.4.2 Maximum de vraisemblance semiparamétrique dans
le modele de Cox

Considérons le modele de Cox
)\T|Z(t) = )\T(t)eﬂlz(t).

La vraisemblance des parametres § et Ap(t) = f(f Ar(s) ds au vu d’un n-échantillon
(X, A, Zi(5),0 < s < X;)1<i<n, peut s’écrire

- ’ A i ’
La(8,Ar) =[] ( Ar(X)e? Zi(Xn) o Jo¥i A (s) exp(B' Zi(s)) ds

=1

La méthode du maximum de vraisemblance n’étant pas applicable a cette fonc-

tion, Breslow [13] et Johansen [47] ont proposé de définir une vraisemblance en
considérant que la fonction de risque cumulé A7 est une fonction en escalier (notons-
la Ar,,), dont les sauts se produisent aux L (L < n) instants X; tels que A; = 1,
i=1,...,n (notons par X1y < ... < X(z) ces instants ordonnés par ordre croissant,
et par X(p41) < ... < X(n) les instants de censure).
Ceci ramene le probleme de maximisation de la vraisemblance a un probleme de
“dimension finie” : les parametres du modele sont le parametre de régression [ et
les valeurs des sauts de la fonction Ay, aux instants X(; tels que Ay = 1. Notons
AArn(X@) (1 =1,...,L) les valeurs de ces sauts et L,(5, Ar,) la vraisemblance
4 maximiser.
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Plutot que d’estimer simultanément (3, AA7,(X(1)), - - ., AApn(X(1))), nous pou-
vons utiliser la méthode d’estimation par vraisemblance concentrée pour estimer
successivement ces parametres. Ceci consiste alors & estimer les AAp, (X)) (I =
1,...,L), a les remplacer par leurs estimateurs dans la vraisemblance L, (83, Ar,),
puis a estimer 3. Nous vérifions, apres deux remarques, que ceci revient a estimer
[ par la méthode du maximum de vraisemblance partielle et A7 par I'estimateur
de Breslow (ce résultat est rappelé par Bagdonavicius et Nikulin [8] et Klein et
Moeschberger [50]).

Remarques

1. Murphy, Rossini et Van der Vaart [67] et Nielsen, Gill, Andersen et Sgrensen
[70] appliquent cette méthode respectivement a l’estimation des parametres
du modele

—logit(Sri2(1)) = a(t) + 82

(ot «(t) est une fonction croissante du temps) et du modele de fragilité.
Bagdonavicius et Nikulin [8] 'utilisent pour estimer les parameétres du modele
GPH (Generalized Proportional Hazards), qu’il définissent par la fonction de
risque instantané

t

M) “Og( [ 7 da(w) ),
0

oll v est un parametre inconnu. Pour des choix appropriés de la fonction

q, le modele GPH comprend comme cas particuliers les modeles a risques

proportionnels et les modeles de la vie accélérée. Un traitement complet de

Iestimation dans les modeles GPH est donné dans [8].

2. Méthode non-paramétrique vs méthode semiparamétrique.

Cette méthode d’estimation de [ et Ar est parfois appelée méthode non-
paramétrique dans la littérature consacrée a I’estimation dans les modeles de
durée de vie (on la désigne par le sigle NPML pour Non-Parametric Maximum
Likelihood dans la littérature anglo-saxonne).

Notons néanmoins que le terme non-paramétrique n’est pas le plus approprié :
seul le traitement de At est réellement non-paramétrique dans cette méthode.
Par la suite, nous utiliserons le nom de méthode d’estimation du maximum
de vraisemblance semiparamétrique, utilisé par Bagdonavicius et Nikulin [8].
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Nous constatons qu’il existe une relation, donnée dans la proposition suivante,
entre la vraisemblance partielle de Cox LE°%(3) et la concentration en Ar,, de
L,(B8,Ar,,). Cette relation montre que 'estimateur du maximum de vraisemblance
partielle de 8 peut étre vu comme un estimateur du maximum de vraisemblance au
sens habituel, lorsque la fonction de risque A7 est considérée comme une fonction
en escalier.

Proposition 2.4 maxa,, L,(8, Ary) = L% (B).e” Zim A,

Démonstration. La vraisemblance L, (3, Ar,,) du parametre (5, Ar,) au vu du
n-échantillon (X;, A;, Z;(s),0 < s < X;) se calcule comme suit :

L
Ln(B,Arp) = H AA7, (X()e? Z0Xa)e” Yo AT (X (5)) exp(B' 2 (X ) DL x ) <)
i=1

n
L
y H o 2=t AT (X)) exp(F' 20y (X (1) D1ix ) <Xy
1=L+1
L n L ,
— H AATn(X(Z'))e’B’Z(i)(X(“) H e 2=t AAT R (X () exp(B Z(i)(X(j)))l{X(j)SX(i)}’
i=1 i=1
d’ou I'on déduit la log-vraisemblance

n

In Lo (8, Ara) = > [AwB Zw (X)) + Ay In AAg, (X))

=1

L
N Z A7 (X()e” Z“)(XU))l{Xu)SX(i)} '
j=1

Il est immédiat de dériver cette log-vraisemblance par rapport a AAq, (X)) :

dnL, (8, Arn) 1

= — B'Zi)(Xw)q l=1.. . L
6AAT,n(X(l)) AAT,n(X(l)) Ze {Xp<Xmh ’ y 44y

=1

et d’obtenir un estimateur du maximum de vraisemblance de AAr (X)), en résolvant

, . OInLn(BArn) .
r on G = i donn
équation —x Ao (X)) 0, ce qui donne

1

n B'Z (X
dj-1€ o (1))1{X(1>SX(1)}

AAT,n (X(l) ) =
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Pour une valeur fixée de 3, la concentration de L, (8, Ar,) en Ar, conduit & un
unique Arg,. Ceci se révele intéressant pour estimer 3, en calculant L, (53, Ar,) de
la maniére suivante :

L Zy (X5 n L P 2 (X))
H ef' 2o (X@) Hexp Z OXO 1 x, <x)
P 2 (X)) Zl P Zay (X))

i1 et Lixe<xg)} i j=1 LX) <Xo)
L n Ziy (X5
H e 7nXw) D i e 7l (J))l{X(nSX(i)}
= exp | —
B Z (X)) no LB Zay (X))
OISO Lixg<xi} = D=1 €770 ix s <x)

= LSOw (ﬂ).e_ El:l Ay .

La vraisemblance totale L,,(8, Ar,,), concentrée en Az, est donc proportionnelle a
la vraisemblance partielle LE%(3).
[ |

Remarques

1. Un estimateur du maximum de vraisemblance de A peut étre obtenu par

L
Arn(t) = ZAAT,n(X(i))l{X(i)gt}
=1
L

_ Z 1{X(¢)St}
yr el ZaXa)

i=1 Zwj=1 Lixa<xg)

Nous pouvons réécrire cette expression sous la forme

Z A 1{X <t}
R PR

qui est I’estimateur de Breslow (2.15) de Ar.

Dans le cas d’ex aequo, ou nous observons D (D < n) événements distincts
aux instants t,...,tp, 'estimateur de Breslow (2.16) découle naturellement
de la méthode d’estimation semiparamétrique lorsque Hle AA7 (X)) est
remplacé par

n D
TTTTonva(ey o
i=1 I=1

dans L, (8, Ary)-
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2. Dans le cas du modele de Cox “usuel”, la méthode du maximum de vrai-
semblance semiparamétrique se ramene a la méthode du maximum de vrai-
semblance partielle. En revanche, elle lui fournit une alternative utile quand
I’'utilisation de celle-ci n’est plus possible. En particulier, la méthode semipa-
ramétrique a été récemment utilisée pour estimer les parametres du modele
de Cox avec erreur de mesure sur une covariable fixe (Hu, Tsiatis et Davi-
dian [43]) ou dépendant du temps (Wulfsohn et Tsiatis [95]), et du modele
de Cox avec valeurs manquantes d’une covariable fixe (Chen et Little [16];
Martinussen [60]) ou dépendant du temps (Dupuy et Mesbah [35, 36]).






Chapitre 3

Modele de Cox avec covariables
dépendant du temps : travaux
récents

Deux problemes relatifs aux covariables dans un modele de Cox ont récemment
suscité une importante littérature : les valeurs manquantes et 1’erreur de mesure.
Dans une étude de survie, le probleme des valeurs manquantes d’une covariable
survient le plus souvent pour des raisons pratiques, liées a la difficulté d’obtenir
régulierement des mesures de cette covariable sur tous les sujets suivis.

En général, une covariable est mesurée avec erreur lorsqu’elle représente la mesure
d’une quantité physique ou biologique qu’il est difficile d’obtenir précisément. Par
exemple, la mesure de la quantité de lymphocytes CD4, marqueurs de I’évolution du
SIDA chez les patients séropositifs, est souvent entachée d’erreur. Une évaluation de
la relation entre la survie de ces patients et des mesurés répétées du marqueur doit
prendre en compte cette erreur. De nombreux travaux ont été récemment proposés
en ce sens par Dafni et Tsiatis [24], Hu, Tsiatis et Davidian [43], Tsiatis, De Grut-
tola et Wulfsohn [85] et Wulfsohn et Tsiatis [95] lorsque cette relation est décrite
par un modele de Cox.

Les problemes de biais induits par ces deux problemes dans I’estimation du pa-
rametre d’intérét 3 sont connus depuis longtemps (Collett [19]; Prentice [74]). Des
solutions élaborées n’ont en revanche été développées que récemment. Nous propo-
sons dans ce chapitre une synthese de travaux récents portant sur ces problemes.
Nous développons plus particulierement la question des valeurs manquantes d’une
covariable dépendant du temps, sujet du travail réalisé dans la deuxieme partie de
ce manuscrit.

47
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Nous décrivons d’abord brievement deux solutions récentes au probleme de 1’esti-
mation dans un modele de Cox avec erreur de mesure sur une covariable dépendant
du temps (Dafni et Tsiatis [24] ; Tsiatis, De Gruttola et Wulfsohn [85]; Wulfsohn et
Tsiatis [95]). Ces solutions n’ont pas encore été étayées par des résultats de conver-
gence ou de distribution asymptotique des estimateurs obtenus.

Nous décrivons ensuite quatre méthodes d’estimation des parametres d’'un modele
de Cox en présence de données manquantes d’une covariable dépendant du temps
(Lin et Ying [56]; Paik et Tsai [71]; Wang, Hsu, Feng et Prentice [92]; Zhou et
Pepe [96]). Une cinquieme méthode, relative a des covariables fixes sera évoquée
(Chen et Little [16]; Martinussen [60]).

Nous remarquerons que si des résultats de consistance et de normalité asymptotique
des estimateurs obtenus grace a ces méthodes ont été démontrés, ces méthodes re-
posent sur des hypotheéses contraignantes qui ne sont pas toujours satisfaites en
pratique.

3.1 Cas de ’erreur de mesure sur la covariable

Considérons le triplet (X,A,Z) ot X =T AC, A = liyp<cy et Z = (Z(t))i>0
est un processus de covariables. Supposons que la relation entre T' et Z soit définie
par le modele de Cox

)\T‘Z(t) = )\T(t)e‘q(z(s)’ossft;ﬂ)'

Supposons que 'on n’observe pas exactement Z(t), mais une valeur de Z(t) en-
tachée d’erreur. Nous notons W (t) cette valeur erronée. Prentice a montré [74]
que l'estimateur du maximum de vraisemblance partielle du parameétre § (qui
quantifie I'intensité de la relation entre le processus de covariables Z et la durée
jusqu’a survenue d’un événement) obtenu a partir de n répliques indépendantes
(X, Ay, Wi(s),0 < s < X;)1<i<n est un estimateur biaisé de 1’association entre T et
Z.

Approche en deux étapes

Tsiatis, DeGruttola et Wulfsohn [85] ont proposé une méthode d’estimation de
[ qui procede en deux étapes.
La premiére consiste & modéliser conjointement Z(t) et {W(s),0 < }eta
0
7

<t
s <t))de

s
estimer ’espérance (que nous noterons par la suite mzw (Z(t)|W(s),0 <
la loi conditionnelle de Z(t) sachant {W(s),0 < s < t}.
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Dans une deuxieme étape, le parametre § est estimé en utilisant une estimation
LC%() de la vraisemblance partielle de Cox dans laquelle les valeurs Z(t) sont
remplacées par les estimations mzw (Z(t)|W(s),0 < s <t):

n Bz iw (Zi(Xi)|Wi(s),0<s < Xi)

7 Cox _
Ly (B) = H S eP'maiw (Zj(Xi)|W;(s),0<s<X;)
i=1 Jj=1

Lixi<x;}

Plus précisément, Tsiatis, DeGruttola et Wulfsohn supposent que pour chaque
sujet i (¢ =1,...,n), la covariable Z est observée avec erreur aux instants t; (j > 1),
jusqu’au déces du sujet ou jusqu’a une censure. Les variables observées sont donc,
pour chaque @, (X;, A;, Wi(t1), ..., Wi(tm,)), ol t,,, est le dernier instant de mesure
de Z avant l'instant X;. Z est supposé unidimensionnel.

Les auteurs supposent que pour chaque i, Z(t) peut étre modélisé par

Zi(t) = ag; + aut,

ou (i, ;)" est un vecteur aléatoire de loi normale bivariée, d’espérance 6 et de
matrice de covariance V. Les auteurs supposent ensuite un modele d’erreur de
mesure de la forme

ol ¢; a une distribution normale centrée et de variance o2, ol les ¢; sont indépendants,
et ol ¢; et (ap;, ay;)' sont indépendants.

La loi conjointe de Z;(t) et (W;(t1),..., W;(t;,)) est une loi normale multivariée
et I'espérance myw (Z;(t)|Wi(t1), ..., Wi(tm;)) de la loi conditionnelle de Z;(t) sa-
chant (W;(t1),..., Wi(tm,)) peut étre calculée explicitement. Elle dépend des pa-
rametres 0, V et 02 que Tsiatis, DeGruttola et Wulfsohn estiment par la méthode des
moindres carrés, ce qui permet ensuite de calculer les estimations 1w (Z;(t) Wi (1),

s Wiltm,))-

Des simulations ont été réalisées par Dafni et Tsiatis [24] pour comparer les
estimations du parametre de régression du modele de Cox obtenues en utilisant
cette méthode et 'approche consistant a utiliser les observations de W dans la
vraisemblance partielle. Ces simulations montrent que 'approche en deux étapes
permet de diminuer le biais de ’estimateur.

Waulfsohn et Tsiatis [95] soulignent néanmoins plusieurs inconvénients de cette
approche.
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D’une part, la nécessité d’estimer, pour chaque instant d’événement ¢, les pa-
ramétres 0,V et o pour le calcul des espérances 1z (Z;(t)|Wi(t1), ..., Wi(tm,))
pose un probleme de parcimonie et d’interprétation de ces parametres. D’autre part,
leur estimation ne tient pas compte de 'information relative aux durées d’observa-
tion des sujets. Wulfsohn et Tsiatis émettent 'hypothese que prendre en compte
cette information peut permettre de diminuer le biais résiduel de ’estimateur de j3,
observé par Dafni et Tsiatis.

Approche par modélisation conjointe

Waulfsohn et Tsiatis [95] proposent de modéliser conjointement les durées de vie
censurées et le processus de covariable.
Pour chaque sujet i, on dispose des observations (X;, A;, W;(t1),..., W;(tm,)). Un
modele pour (X, A, Z, W) est obtenu en spécifiant un modele de Cox pour la loi
conditionnelle de 7" sachant (Z, W) et une loi marginale pour (Z, W). Wulfsohn et
Tsiatis supposent que

Wilt;) = Zi(t;) + €(t5)
et
Zi(tj) = (p; + Otlitj,

ou (i, ;)" est un vecteur aléatoire de loi normale bivariée, d’espérance 6 et de
matrice de covariance V', et €;(¢;) est une erreur aléatoire de loi normale centrée et
de variance o2.

La fonction de risque A,z () est supposée égale a

AT|Z,w(t) = /\T(t)efB(O‘OiJraut) .

Une vraisemblance est obtenue pour estimer les parametres Ap(t) = fg Ar(s) ds,
B, 0,V et 0? sous les hypothéses que la censure est indépendante des effets aléatoires
ag; et aq; et est non-informative pour 8, Az, 0,V et 2. Wulfsohn et Tsiatis utilisent
la méthode d’estimation semiparamétrique et 1’algorithme Espérance-Maximisation
[26] pour estimer les parametres du modele conjoint proposé.

En revanche, les auteurs ne fournissent pas de résultats concernant l’identifia-
bilité du modele proposé, l'existence d’estimateurs semiparamétriques ou les pro-
priétés asymptotiques de tels estimateurs.
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3.2 Cas des valeurs manquantes de la covariable

L’estimation des parametres d’'un modele de Cox avec covariables dépendant du
temps nécessite, pour chaque sujet i (i = 1,...,n) inclus dans ’étude, I’observation
de toutes les valeurs {Z;(s),0 < s < X;} de la covariable jusqu’a ce que le sujet
quitte I’étude. Cette condition n’est le plus souvent pas vérifiée dans la pratique de
la modélisation des durées de vie.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour estimer le parametre de régression dans
des situations de valeurs manquantes de covariables dépendant du temps. Nous
expliquons dans cette partie le principe de quatre méthodes récemment développées.

3.2.1 La méthode proposée par Lin et Ying

Lin et Ying [56] proposent une méthode dite méthode Approximate Partial
Likelihood Estimation (ou méthode d’estimation par vraisemblance partielle ap-
prochée, notée APLE par la suite).

Hypotheses et notations

Les auteurs supposent que la fonction de risque instantané associée a la survenue
d'un événement d’intérét est de la forme Ay z(t) = Ar(t)e? 2.
Le probléeme statistique est d’estimer les parameétres § et Ap(t) = fo Ar(s
au vu de n observations indépendantes (X;, A;, Z;(s),0 < s < X i)1<i<ns lorsque
{Zi(5),0 < s < X;} n'est pas entierement observé pour certains sujets i (i =
1,...,n).

Les données disponibles pour chaque sujet i (i = 1,...,n) sont constituées du
quintuplet (X;, A;, Zi(s), Hi(s), Hoi($),0 < s < X;), ou I'ensemble d’observations
{Zi(s),0 < s < X;} peut étre incomplet. H;(t) est une matrice diagonale de dimen-
sion p dont les éléments diagonaux H;.(t) (r =1,...,p) sont égaux a 1 si Z;,(t) est
observé et 0 sinon, et Ho;(t) = [[?_, H;(t). Avec ces notations, a U'instant ¢, Ho,;(t)
indique si le vecteur de covariable Z(t) est entierement observé ou pas pour le sujet
i. Si le vecteur Z;(t) n’est pas entierement observé, la matrice H;(t) indique quelles
sont ses composantes manquantes et observées. Les auteurs définissent S (8,1)
par :

ST (B, 1) ZHOZ HZi(t) ¥ e? D1 e xiy, 1 = 0,1, 2,
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qui sera un estimateur de
S(T) (B’t) =F [HOl(t){Zl(t)}®Teﬂ1Z1(t)1{t§X1} T = 07 1: 27

ou E[U] désigne I'espérance de U.
Vraisemblance partielle approchée

La méthode APLE consiste a estimer les termes
Z?:l Zj(Xi)eﬁ’Zj(Xi)l{XiﬁXj}
Z?:l ef' (%) Lixi<x;y
figurant dans le vecteur du score (2.17) en utilisant seulement les sujets j (j =
1,...,n) a risque a l'instant X;, pour lesquels la réalisation Z;(X;) du processus

p-dimensionnel a l'instant X; est entierement observée, c’est-a-dire les sujets 7 a
risque tels que Hy;(X;) = 1.

De plus, si pour un sujet i (i = 1,...,n) tel que A; = 1, une composante r (r =
1,...,p) du vecteur Z;(X;) n’est pas observée, c’est-a-dire si H;.(X;) = 0, le terme

_ Z?zl er(Xi)eﬁIZj (Xi)l{XiSXj}

Zir(X; —
(X > 1€ 71 x<x,)

est retiré de la somme (2.17).

Une approximation du score (2.17) est ainsi obtenue a partir des sujets pour
lesquels Z est observé aux instants considérés, justifiant le nom de “vraisemblance
partielle approchée” donné a la méthode. En utilisant les notations introduites
précedemment, cette approximation s’écrit :

- SW(8, X;
> AHX) [zi(xi) T Eg XZ; |

Ce vecteur sera appelé score approché et nous le noterons

0
%lf *(8) appr-

L’estimateur Bn,app, du maximum de vraisemblance partielle approchée de 3 est
défini comme la solution de 1’équation %lg“ (B)appr = 0.

Sous des conditions de régularité énoncées dans [56], Lin et Ying établissent les
propriétés asymptotiques de 8, appr-
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Théoréme 3.1 (Lin et Ying, 1993) L’estimateur Bn’appr vérifie les propriétés sui-
vantes :

1. Bn,appr est un estimateur consistant de 3.
. ) S@)(8,X; sm(g,x;) | 2
2. Soit A(B) = limy, o0 3 3511 AiHi(X;) {s@gg,xig B {s@gg,xig} } el

B(B)=E [{AlHl(Xl) [Zl(Xl) - %]

_[* E[H.(t)] 20 _sW(B,1) 2
| Em e ® [Zl“) 8<°>(6,t)]dAT(t)} '

Alors \/ﬁ(ﬁAn,appT—ﬂ) converge en loi vers une variable aléatoire de lot normale
centrée et de matrice de covariance $(8) ou X(8) = A~Y(B)B(8)A~(B8)".

Lin et Ying proposent ensuite d’estimer la fonction de risque cumulé Ar(t) par :

n
An,appr(Bn,appr, t) _ Z AiHOi(:?(i)l{)f¢Sf} '
i=1 Z?:l HOj(Xi)eﬂ"’“”’"zj(Xl)l{XiSXj}
Cet estimateur se ramene a l’estimateur de Breslow (2.15) dans }e cas particulier ou
toutes les covariables sont entierement observées. L’estimateur A,, ,,,r dépend de 3,

mais pour ne pas alourdir les notations, nous omettons cette dépendance. Dans ce
qui suit, 'estimateur An .appr €St supposé calculé pour 8 = ,Bn appr-

Lin et Ying démontrent la convergence en loi du processus /n(Ay, gppr — A7) :

Théoreme 3.2 (Lin et Ying, 1993) v/ (Apappr — Ar) converge en loi vers un
processus gaussien centré G, de fonction de covariance

nlGEGO) = [ G+ A BB
— J@ATBCM) - FOAT(HG(),

ou J(t) et G(t) sont définis par

o = [
o = £[[” /H eﬂ'”“)“‘“)[Hﬂv)—%mmw)]

[ ]
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Remarques

1. Lin et Ying soulignent que la validité de la méthode APLE repose sur I'hy-
pothese suivante : sachant qu'un individu 7 est a risque a ’'instant ¢, les va-
riables aléatoires H;.(t), (r = 1, ..., p) sont indépendantes de toutes les autres
variables (X;, A;, Z;). En particulier, la probabilité de ne pas observer Z;(t)
ne dépend pas de la valeur de Z;(t).

2. L’hypothese précédente est appelée une hypothese de valeurs manquantes
complétement au hasard (ou MCAR pour Missing Completely At Random).
Diggle, Liang et Zeger décrivent [29] trois types de données manquantes. Re-
prenant les notations précédentes, Z est dite manquante completement au
hasard si la variable H;.(t) (t > 0,7 = 1,...,p) est indépendante de toutes
les autres variables du modele.

La covariable Z est dite manquante au hasard (ou MAR pour Missing At
Random) si la variable H;.(t) ne dépend pas de la valeur de Z;(t) (t > 0,7 =
1,...,p), c’est-a~dire si la probabilité de ne pas observer la réalisation de
Z;(t) ne dépend pas de cette réalisation. Néanmoins, H;.(t) peut dépendre
des autres variables, observées, du modele.

Enfin, le mécanisme de données manquantes de Z est dit informatif si H,(t)
dépend de la valeur de Z;(t).

La possibilité d’estimer les termes

>y Zi(Xi)eP O x )

en utilisant seulement les sujets pour lesquels le processus Z est entierement
observé suppose que ces sujets soient représentatifs de 1’échantillon des n
sujets, soit, que le mécanisme de données manquantes soit MAR ou MCAR.
Cette hypotheése ne serait pas satisfaite si les sujets a valeurs manquantes
étaient ceux pour lesquels, par exemple, les valeurs de Z sont en moyenne
inférieures a un certain seuil.

3.2.2 La méthode proposée par Zhou et Pepe

Zhou et Pepe [96] proposent une méthode d’imputation pour estimer le pa-
rametre de régression d’un modele de Cox avec valeurs manquantes de covariables
dépendant du temps. Cette méthode consiste a remplacer la valeur manquante d’une
covariable a un instant ¢ par une moyenne calculée sur un sous-échantillon de sujets
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pour lesquels le processus de covariable est entierement observé.

Hypotheses

Zhou et Pepe considerent le modele de Cox défini par la fonction de risque ins-
tantané Apz(t) = Ap(t)e? 7, et supposent que I'on observe les variables (X, A)
et le processus Z sur n sujets indépendants. Z(t) est supposé observé pour tout ¢
sur un sous-échantillon V' des n sujets. Son ensemble complémentaire V' contient
les sujets pour lesquels Z n’est jamais observé.

Zhou et Pepe supposent que V' est un sous-échantillon tiré aléatoirement de la po-
pulation des n sujets. Le mécanisme de données manquantes de Z est donc MAR.
Il serait informatif si par exemple, les sujets de I’ensemble V étaient les sujets pour
lesquels les valeurs de Z sont les plus basses.

Pour chaque sujet i (¢ = 1,...,n), Zhou et Pepe supposent aussi que 1'on ob-
serve complétement un processus (W (t))¢>o, ol pour tout ¢, W (t) est une variable
catégorielle. W ne participe pas au modele mais est supposée corrélée a 7 : elle est
appelée variable auxiliaire. Son role sera défini ci-dessous.

Estimation

Zhou et Pepe proposent d’estimer la vraisemblance partielle de Cox en rem-
placant chaque valeur manquante Z;(¢) par une moyenne des Z;(t) calculée sur les
sujets j pour lesquels Z est entiérement observé (c’est-a-dire : j € V) et tels que
W;(t) = W;(t). Cette condition sur W est motivée par I’argument suivant : si deux
sujets partagent la méme valeur d’une variable auxiliaire W fortement corrélée a
Z, on peut penser que leurs valeurs de Z sont proches. La condition W;(t) = W;(t)
permet donc de sélectionner un sous-échantillon de sujets j dont le sujet i puisse
étre considéré comme un élément représentatif.

Plus précisément, Zhou et Pepe proposent d’estimer les termes {Z;(t)}®7e? %)
(i€V) (r=0,1,2) par E [{Z;(t)}®*"e#%®], défini par :
Yoi-1 LgevyLpwyo=wia Lpzx; {2 (1)} 40
> i1 LgeviLw; =winy Li<x;)

B[{z(0)e50) =
La notation suivante sera utile par la suite :

r(8,8) = {2} " 4 OLevy + B [{Z(0} " 50| vy r = 0,12

2
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Les auteurs proposent ensuite de remplacer la vraisemblance partielle de Cox
par une vraisemblance partielle estimée (cette terminologie justifie le nom donné a
la méthode : Estimated Partial Likelihood) égale a

n

(0) X) A
LTCL‘oz ﬁ est — [ (ﬁ ] .
(e E > i ](O)(ﬁ Xi)lixi<x;}

L’estimateur (3, . du maximum de vraisemblance partielle estimée de [ est

défini comme la solution de I’équation % In LE%() e = 0, ol

9 " lrg”(ﬁ,x,-) = J (8, x )1{X<X}]

_1 LCo:c B est =
5p M i (Best Z_: r (8, X S (8, Xi)lx<x;)

Les notations suivantes sont définies dans [96] :

" (8,t) = [ (8, 1),
oAl 2} o

P

’ E[Zi(s)eﬂlzi(s)] 8(1)( B8 | [ zus B’ Zi(s) .
X/O [ Elef'%:)] o s (B, 5) [ —E[e ]] Lis<x;} dAp(s) ,

ol 7y = limp ;e Carg V’ Ni(s) = I{AFLXiSS} et MZ(S) = Ni(s) os © )( )1{8§Xi} dAT(S)-

Sous des conditions de régularité énoncées dans [96], Zhou et Pepe démontrent
le résultat suivant :

Théoréme 3.3 (Zhou et Pepe, 1995) L’estimateur 3n,est vérifie les propriétés
sutvantes :

1. Bpest est un estimateur consistant de 3.

2. \/n(Bn.est—B) converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée
et de matrice de covariance ¥(3), ou

S(8) =E7HB) [(1 = 7)Z1(B) + 7Z(B)] =71 (8) .
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Remarques

1. Zhou et Pepe signalent que lorsque v tend vers 0, c’est-a-dire lorsque la pro-
portion de sujets utilisables pour I’estimation des données manquantes devient
voisine de 0, les termes de la matrice de covariance asymptotique augmentent,
entralnant 'imprécision des estimations obtenues.

2. Un inconvénient de la méthode EPL réside dans la nécessité de disposer pour
tous les sujets d’une covariable auxiliaire completement observée et qui soit
suffisamment corrélée avec la covariable entrant dans le modele de Cox.

3.2.3 La méthode proposée par Wang, Hsu, Feng et Pren-
tice

Le principe de la méthode proposée par Wang, Hsu, Feng et Prentice [92] est
analogue, dans le contexte des données manquantes d’une covariable, a I’approche
en deux étapes proposée par Tsiatis, DeGruttola et Wulfsohn [85] dans le contexte
de T'erreur de mesure. Un modele de régression de la variable manquante sur des
variables explicatives toujours observées est d’abord proposé. Ses parametres sont
estimés a partir d’un sous-échantillon de la population pour lequel toutes les va-
riables sont observées. Les valeurs manquantes de la covariable du modele de Cox
sont ensuite estimées a 1’aide du modele de régression, et utilisées dans la vraisem-
blance partielle pour estimer le parametre 8 du modele de Cox.

Cette méthode est motivée par des difficultés survenant dans I'implémentation de
la méthode EPL lorsque la variable auxiliaire W est continue, ou que la covariable
manquante est de grande dimension.

Pour simplifier les notations, nous présentons cette méthode dans le cas particulier
ou la covariable manquante Z est unidimensionnelle.

Wang, Hsu, Feng et Prentice supposent que la fonction de risque d’occurrence
d’un événement d’intérét est

Arizy (t) = Ap(t)efoZOHAY O,

ou Y est une covariable dépendant du temps toujours observée et Z peut étre man-
quant. On observe aussi sur les n sujets suivis les réalisations d’une variable W (qui
peut aussi dépendre du temps) explicative de Z. Soit V' un sous-échantillon tiré
aléatoirement parmi les n sujets.

On suppose que I'on observe complétement (X, A, WY (s), Z(s),0 < s < X) sur les
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sujets de V, tandis que I’on observe complétement que (X, A, WY (s),0 < s < X)
sur les autres sujets.

Estimation du parametre de régression

Wang, Hsu, Feng et Prentice supposent un modele de régression de Z sur les
variables W et Y :

E(Z()|W,Y (s5),0 < s <t)=g(t, W,Y; )

ou « est un vecteur de parametres inconnus.

Le parametre « est d’abord estimé a partir du sous-échantillon V' puis les valeurs
manquantes Z(t) sont estimées par g(t,W,Y; &), ot & désigne une estimation de
a. Soit 7;(t) la fonction indicatrice valant 1 si Z;(t) est observé et 0 sinon. Notons
Z(t) = Zz-(t)’“(t) cgt, W, Y; a)l—m(t) et ZA;(t) = Zi(t)”i(t) cg(t, W, Y; &)1—ni(t)_

Le vecteur 5 = (By, 1)’ est estimé en utilisant la vraisemblance partielle de Cox
dans laquelle les Z(t) manquants sont remplacés par g(t, W, Y; &), ce qui revient a
résoudre le systeme d’équations de vraisemblance

n Z?(Xi)eBOZA;(Xi)"'BiYJ'(Xi)

~ 4 1

% N =14 {X;<X;}
n Zi (Xz) s eﬂoz‘;(xi)+ﬂ’lyj (Xi)l{X <x}

AN j=1 i <X —
Un(B,&) = /n E A n Bo 2} (X)+61Y;(Xp), =0

=1 Yi(X;) §o1 Yi(Xq)e 0TI TR e xcy
1= . ) — —

7 ? ZX(X;)+B Y (X;

Sy 5 VTGO o xy

Un inconvénient de cette méthode est que la suite des estimateurs 3, = (Bon, /3’{”)’
obtenus a partir de ce systeme d’équations ne converge pas vers 5. Wang, Hsu,
Feng et Prentice montrent que 3, converge vers la solution 8* = (Bg, BT de
E[U,(B,a)] = 0. Les auteurs soulignent que l'estimation du parametre 3 est d’au-
tant plus proche de 5 que g(t, W, Y; ) est proche de la vraie relation entre Z(t) et
(W, Y).

De méme que la méthode EPL, cette méthode présente I’inconvénient de nécessiter
I’existence et I'observation de variables explicatives de la variable manquante ainsi
que l'existence d’un sous-échantillon de validation. Elle requiert aussi la détermination
d’un modele g(t, W, Y; a).

3.2.4 La méthode proposée par Paik et Tsai

La méthode proposée par Paik et Tsai [71] pour estimer le parametre de régression
d’un modele de Cox en cas de valeurs manquantes de covariables dépendant du
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temps est une méthode d’imputation. Elle consiste a remplacer les valeurs man-
quantes a un instant ¢ pour un sujet ¢ (¢ = 1,...,n) par une estimation calculée a
partir des individus a risque et observés a t.

Dans cette méthode, pour qu’un sujet j (j = 1,...,n) participe a 'estimation
d’un Z;(t) manquant, il n’est pas nécessaire que Z;(t) soit observé pour tout ¢,
contrairement & ce qui est proposé par Zhou et Pepe [96].

Soit ¢t < t' < t" trois instants distincts. Un sujet j peut étre utilisé pour estimer Z;(t)
et Z;(t") si Z;(t) et Z;(t") sont observés, et ne pas étre utilisé pour estimer Z;(t')
si Z;(t') est manquant. Z;(t') sera dans ce cas lui-méme estimé. Le sous-échantillon
utilisé pour ’estimation des valeurs manquantes est dynamique.

Cette méthode est donc applicable méme lorsque la proportion de sujets pour les-
quels Z est observé pour tout ¢ est faible, ce qui n’était pas le cas de la méthode
EPL [96].

Hypotheses et notations

Paik et Tsai supposent que la fonction de risque instantané est de la forme

Ariz(t) = Ap(t)e??® et s'intéressent & l'estimation du paramétre 8 au vu d’un
n-échantillon (X;, A;, Z;i(s),0 < s < X;)1<i<n-
Ils supposent que Z(t) = (Z1(t), Z5(t))" est un (p + g)-vecteur de covariables dont
la premiére composante est le g-vecteur Z;(t), toujours observé. Les valeurs du p-
vecteur Zy(t) peuvent manquer. Le vecteur de parametres  se décompose de méme
en (31, 55) ou B et B2 sont respectivement un ¢ et un p-vecteur.

Paik et Tsai adoptent dans [71] des notations proches de celles de Lin et Ying
[56]. En particulier, les observations sont, pour chaque sujet ¢ (i = 1,...,n), le
quintuplet (X;, A;, Zi(s), Hi(s), Hoi(s),0 < s < X;). Soit H;,(t) la fonction indica-
trice valant 1 si la r-eme coordonnée de Z;(t) est observée et 0 sinon (notons que
Hi(t) =1sir € {1,...,q}). H;(t) est une matrice diagonale de dimension p et
d’éléments diagonaux H; () (r = ¢+ 1,...,¢+ p). Enfin Hy,(t) = Hgif;ﬂ H;, (1)
indique si le sous-vecteur Zo;(t) est complétement observé ou pas.

Paik et Tsai supposent que H;.(t) et Z},(t) sont indépendants. Dans la termino-
logie de Diggle, Liang et Zeger [29], Paik et Tsai supposent que les valeurs sont
manquantes au hasard ou completement au hasard.

En tenant compte de la décomposition de Z, nous pouvons réécrire le vecteur
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du score 68/3 1€°%(3) sous la forme suivante :
[ > ( Z15(Xi) > e/sflzlj(xi)mgzzj(xi)1{X'<X_}-|
ol (200 ) -yt S
Z5i(Xi) D €T XD < xy
Principe de la méthode
Si pour un sujet ¢ (i = 1,...,n) non censuré, la coordonnée r (r =1,...,p) de

Z9i(X;) (notée Zy;(X;), qui est aussi la coordonnée (¢ 4+ r) de Z;(X;)) n’est pas
observée, le terme
Z?:l ZQjT(Xi)eﬂllzlj(Xi)+/B’2Z2j(Xi)1{Xi§Xj}

Z?Zl eP121; (Xi)+B§Z2j(Xi)1{XiSXj}

Z2i7‘ (Xz) -

est retiré du vecteur du score (3.1).
Le principe d’imputation a partir duquel Paik et T'sai obtiennent une fonction score
pour le parametre (3 intervient dans le calcul des termes

L1 ( ?]gz; ) P1215(Xi)+B5Z2; (X:)
25 (X
Z?:l eB1215(Xi)+B4 Z2;(Xi)

Lixi<x;}

1{XiSXj}

figurant dans P’expression (3.1).
Nous décrivons la démarche proposée, pour le terme Z?:l eP1215(Xi)+B3y 22 (Xi) | (Xi<X;}-

Si Hj(g4ry(t) = 0 pour certains sujets j (j = 1,...,n), c’est-a-dire si Zy;,(t) n’est
pas observé (pour r € {1,...,p}), Paik et Tsai proposent d’estimer les termes

( Z14(t) ) B 715 (1)+ 85 724 (1)

Z3;(t)
eﬂll Z1;(t)+B4 Za;

Lit<x;y

D1pex;)

en remplacant chacun des €2 %2*() manquants par une moyenne des termes e?2r 22 (%)
obtenus sur les individus k£ (k = 1,...,n) arisque a U'instant ¢, pour lesquels Zokr(t)
est observé et tels que Zy;(t) = le( ) Cette moyenne est notée £ [efrZ2ir (D] et se
calcule comme suit :

B [P ] = Dkt Iik(w) ()P 7 O 7 (=250} L{t<xi)
> k1 Hi(grr) (O L zi,(0=21; (0} Liz< x4}

Y
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ot la condition {Zx(t) = Z1,(t)} permet de selectionner un sous-ensemble de sujets
k dont le sujet j puisse étre considéré comme un élément représentatif (Z; joue ici
le méme role que la variable auxiliaire requise par Zhou et Pepe pour appliquer leur
méthode).

Le terme €272 peut ensuite étre estimé par

- P . 1 Hj (g (t)
B [eﬂ'222j(t)] = ] eitarn ®fer Z2sr (0 [ B [e,@wzzjr(t)ﬂ ita

r=1

Finalement, 7 eP121;(Xi)+By 22 X)1(x,<x,} peut étre estimé par

(0)(ﬁaXZ) =
S A0 [ g, ()00 1 (1~ Hyy (X)) [0 | 15,

j=1

Le terme ( E§

W(B,x;) = %S

)eﬂlzlf Hﬂéz?i(xi)l{xisxj} peut étre estimé de méme par

i)
)
0(8,X;) r=1,2.

Paik et Tsai définissent alors un estimateur Bn’imp de 8 comme la solution du
systeme d’équations

a Cozx . _
%ln (/B)zmp_

n 5‘1(1) /HaXz
> i1 A [Zu(Xz') - W} .
n g(l) ;Xi N ’
Yo AH(XG) [ZZi(Xi) - %]

et énoncent, sous des conditions de régularité données dans [71] le résultat de conver-
gence suivant :

Théoréme 3.4 (Paik et Tsai, 1997) Bn,z-mp est un estimateur consistant de 3.

Un résultat de normalité asymptotique de Bn,z-mp est obtenu par Paik et Tsai lorsque
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Z est binaire. Notons
ai(B,t) = [Zi(t) — &(B, 1))e” % Hoi (1) [E[Hoi (1) Z2:(D)]] " 1p<xyy

B a1 (8, )1 (211 (=210}
Uo(B, Z1i(t),t) = E [Pr[Xi >t Zn(t) = Zu(t)J ’
B a1(8,8)1z)=21 )
Vi(8, 2(1),1) = B [Pr[Xi > t, Z1(t) = Z1i(8)| E[Hoi(t)| Z11(t) = Zu(t)]]
s(o.0) = [ B8 (BOI/EISO(B,1)]
’ E[S37(8,0))/EI5V(8,1)] )

Notons enfin
2

A(ﬂ) = nli_r>noo 8655/ lgow(ﬂ)impu

B(B)=E %Z {AH;(X5) [Zi(X5) — (B, Xi)]

I ER::A0) B s
/0 E[HOi(t)\Zu(t)]HOZ(t) [Zi(t) — &(B,t)] dAx(t)

—/0 iE[Hi(t)] [Wo(B, Zuit), 1) — Hoi(t)W1(B, Zui(t), )] dAr(t) 1] .

Paik et Tsai montrent le résultat suivant :

Théoréme 3.5 (Paik et Tsai, 1997) /n(Bpimp — ) converge en loi vers une
variable aléatoire de loi normale centrée et de matrice de covariance X(3) ou X(8) =

A1 (B)B(B) A~ (8).

3.3 Erreur de mesure et valeurs manquantes :
modélisation conjointe pour une covariable
fixe

Pour estimer les parametres d’un modele de Cox avec erreur de mesure sur
une covariable dépendant du temps, Wulfsohn et Tsiatis ont proposé de modéliser
conjointement les durées de vie censurées et le processus de covariables. Des ap-
proches basées sur le méme principe ont été récemment proposées pour estimer les
parametres dans le modele de Cox avec des covariables fixes, dans des situations
d’erreur de mesure et de données manquantes des covariables.
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Ainsi, Hu, Tsiatis et Davidian [43] ont réalisé des simulations pour comparer

les estimations du parametre de régression du modele de Cox, obtenues & partir de
la modélisation conjointe et de I’approche consistant a utiliser les mesures erronées
dans la vraisemblance partielle. Ces simulations ont indiqué une diminution du biais
de I'estimateur de [ lorsque 1’on utilise la modélisation conjointe.
Li et Lin [55] ont récemment proposé une modélisation conjointe pour estimer les pa-
rametres d’un modele de fragilité avec erreur de mesure sur une covariable fixe dans
le temps. Les auteurs adoptent la méthode d’estimation semiparamétrique dans ce
modele. Leurs simulations fournissent des résultats encourageants, relativement a
la convergence et a la normalité asymptotique de I’estimateur semiparamétrique du
parametre de régression 3.

Martinussen [60] a proposé une approche par modélisation conjointe pour esti-
mer les parametres d’un modele de Cox en présence de données manquantes d’une
covariable fixe dans le temps, lorsque les données sont manquantes au hasard. Mar-
tinussen estime les parametres du modele par la méthode semiparamétrique et un
algorithme Espérance-Maximisation. Dans [16], Chen et Little proposent une ap-
proche similaire sous la méme hypothése d’un mécanisme MAR de données man-
quantes. Chen et Little obtiennent des résultats de convergence et de normalité
asymptotique pour ’estimateur du parametre de régression f3.

Trois méthodes d’estimation dans le modele de Cox avec valeurs manquantes

d’une covariable dépendant du temps présentées ci-dessus, et la méthode proposée
par Martinussen et Chen et Little dans le cas de covariables fixes permettent d’ob-
tenir des estimateurs convergents et asymptotiquement normaux du parametre de
régression (. Des résultats de convergence et de distribution asymptotique sont
également obtenus pour I'estimateur de la fonction de risque cumulé.
Néanmoins, ces méthodes reposent sur des hypothéses contraignantes. Les valeurs
des covariables doivent étre manquantes au hasard ou complétement au hasard. De
plus, pour utiliser la méthode EPL [96] et la méthode proposée par Wang, Hsu,
Feng et Prentice [92], il faut disposer d’un sous-échantillon de sujets pour lesquels
I'ensemble des valeurs des covariables est observé (notons que Kulich et Lin [53]
supposent une condition analogue pour estimer les parametres d’'un modele addi-
tif semiparamétrique dont une covariable est mesurée avec erreur). Ces hypothéses
sont restrictives et souvent, ne sont pas satisfaites dans la pratique des études de
survie.

Dans la deuxieme partie de ce travail, nous nous intéressons au probléme de
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I’estimation des parametres du modele de Cox lorsque des valeurs d’une covariable
dépendant du temps sont manquantes, que le mécanisme de données manquantes
n’est ni MCAR, ni MAR, mais informatif, et que ’on ne dispose pas d’un sous-
échantillon de sujets pour lesquels la covariable est entierement observée.



Deuxieme partie

Modele de Cox avec valeurs
manquantes d’une covariable
dépendant du temps : proposition
d’une approche par modélisation
conjointe
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Chapitre 4

Proposition d’un modele conjoint
et identifiabilité des parametres

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode pour estimer les parameétres d’un

modele de Cox lorsqu’une covariable dépendant du temps n’est pas complétement
observée. Elle consiste a modéliser conjointement les durées de vie censurées et le
processus de covariable.
Nous formalisons tout d’abord le probléme, puis nous décrivons le modele conjoint
proposé. Nous établissons ensuite une vraisemblance pour ses parametres. Le pa-
rametre de régression du modele (marginal) de Cox est le parametre d’intérét de
ce modele conjoint, tandis que la fonction de risque cumulé et les parametres de la
loi de la covariable sont des parametres de nuisance. Nous démontrons enfin que le
modele conjoint proposé est identifiable sous certaines conditions.

4.1 Notations et formulation du probleme

Dans cette section, nous définissons les notations utilisées dans la suite de ce
travail et nous formulons précisément le probleme statistique étudié.

Soit (2, A, P, (Z(t))+>0) un processus stochastique & valeurs réelles indexé par le
temps. Supposons que ’on suive n sujets au cours du temps, et que sur chacun de
ces sujets ¢ (1 =1,...,n), on observe une réplique (Z;(t));>o du processus.

Soit T une variable aléatoire positive représentant une durée jusqu’a un événement
d’intérét. Nous supposons que la durée 1" peut étre censurée a droite a un instant
aléatoire C. Nous notons A = Iyp<cy et X =T AC.

67
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Nous nous intéressons a 1’évaluation de I'influence du processus de covariable
(Z(t))i>0 sur la survenue de I’événement d’intérét. Le modele semiparamétrique de
Cox incluant (Z(t))s>o comme une covariable dépendant du temps, et défini par la
fonction de risque instantané

)\TIZ(t) = /\T(t)eg(z(s),OSsgt;ﬁ)
permet cette évaluation.

Mais nous allons nous intéresser au probleme de cette évaluation dans un contexte
de données manquantes de la covariable (Z(t));>o ou le recours a la méthode du
maximum de vraisemblance partielle et aux méthodes décrites dans le chapitre 3
n’est pas possible.

Soit tg <1 < ... <tj_1 <t; <...< oo un ensemble d’instants fixés, connus,
et vérifiant tp =0et 0 <e <t; —t; 1 <€ <00, j=1,2,.... Les instants ¢; sont
les instants d’observation du processus (Z(t)):>o. Nous supposons que (Z(t));>o est
un processus en escalier, constant sur les intervalles |¢;_1,;]. Pour j > 0, posons
Z; = Z(t;), et notons z; une réalisation de la variable Z;. De méme, posons Z;; =
Z;(t;) et notons z;; une réalisation de la variable Z;;, pour un sujet ¢ (¢ =1,...,n).
Nous supposons que pour des raisons liées au plan de I’étude mesurant le processus
de covariable, la réalisation z; de Z; sur l'intervalle |¢;_1,t;] n’est connue qu’a la fin
de l'intervalle, soit a I'instant ¢; (deux exemples pratiques de telles situations sont
décrits dans le chapitre 7 de ce manuscrit).

Nous introduisons une notation qui permettra de faire référence a la derniere
réalisation z; observée avant un instant ¢ (¢ > 0) quelconque. Pour un instant ¢
(t > 0) quelconque, soit a; = max(k : tx < t). Notons que si I'instant ¢ appartient
a l'intervalle |t;,¢,.1], alors a; = j, et la derniére valeur observée de la covariable
avant t est z,, = 2z; (si t €]t;,t;11], la derniere valeur de la covariable observée avant
t surle sujet i (1 =1,...,n) est 24, = 2j)-

Pour un instant ¢ quelconque (¢ > 0), nous notons par W (t) le vecteur aléatoire

W(t) = (Za,, Z(1))',

ayant pour composantes la derniere valeur de la covariable observée avant ¢ et sa
valeur a I'instant ¢. Nous notons par W;(t) = (Z;,,, Z;(t))' ce vecteur pour un sujet
i(i=1,...,n).
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La méthode du maximum de vraisemblance partielle requiert I’observation, pour
chaque sujet i (¢ = 1,...,n), de I'ensemble des valeurs {Z;(s) : 0 < s < X}
du processus (Z(t))i>0 jusqu’a I'instant X, ol ce sujet quitte I'étude. L’ensemble
{Z;(s) : 0 < s < X;} est ici ensemble {Z, ..., Ziax, s Z;(X;)}. Or dans le cadre de
Pétude décrite, la valeur Z;(X;) n’est pas observée.

Les méthodes d’estimation dans le modele de Cox avec valeurs manquantes d’une

covariable dépendant du temps rappelées dans le chapitre 3 supposent la condition
de données manquantes au hasard ou completement au hasard. Or cette hypothese
n’est pas valable dans le contexte que nous décrivons. En effet, pour le modele
Ariz(t) = Ap(t)e9(Z($)0=5<88) 1a probabilité de survenue de 'événement d’intérét &
I'instant ¢ dépend de la valeur inobservée Z(t). La probabilité de ne pas observer
Z(t) dépend donc de la valeur inobservée Z(t). Ceci place notre probleme dans
le contexte des données manquantes dites informatives (c’est le troisiéme type de
données manquantes décrit par Diggle, Liang et Zeger [29]).
La réalisation de Z;(X;) n’est observée pour aucun sujet 7, nous ne disposons donc
pas non plus d’un échantillon de sujets pour lesquels la covariable est complétement
observée. Les méthodes proposées par Wang, Hsu, Feng et Prentice [92] et Zhou et
Pepe [96] ne sont donc pas applicables.

La loi conditionnelle de T sachant (Z(t));>o est caractérisée par la fonction
de risque instantané (que nous noterons Ar|z), que nous supposerons de la forme
suivante dans la suite de ce travail :

)\T|Z(t) — AT(t)e'B'W(t)
= \p(t)efr7etPZ) ¢ 5 0,

ou = (f1,2)" est un vecteur de parametres inconnus et Ar est une fonction de
risque de base inconnue.

Ce choix de la fonction de régression nous permet d’inclure dans une méme formu-
lation les modeles

)\T\Z(t) = )\T(t)eﬂz(t) (41)
et
/\T|Z(t) = /\T(t)e,@(Z(t)—Zat) (42)

rappelés dans le chapitre 2, qui sont les plus utilisés dans les applications du modele
de Cox.
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Supposons que 1'on dispose d’un échantillon indépendant (X;, A;, (Z;(t))e>0)1<i<n
du triplet (X, A, (Z(t))i>0), ot X =T AC et A = lyp<¢y. Nous notons par

Y; = (Xz, Ah ZiO; ce 7Ziaxi)

le vecteur des observations incomplétes pour le sujet i (i = 1,...,n) et par y; =
(xi, 0iy Zioy - - - » Zia,. ) Une réalisation de ce vecteur.
2

Le probleme statistique est d’estimer les parameétres 5 et Ap(t) = fot Ar(s) ds au
vu des observations incomplétes fournies par les réalisations de n vecteurs (Y;)1<i<n-

4.2 Proposition d’une vraisemblance conjointe

Nous proposons de modéliser conjointement les durées de vie censurées et le pro-
cessus de covariable, pour en déduire une vraisemblance qui nous permette d’estimer
B et Ar au vu des données incompletes.

Nous supposons les conditions suivantes sur le modeéle conjoint proposé :

C1 L’expérience est interrompue & un instant 7 tel que P[X > 7] > 0.

C2 La covariable est uniformément bornée en variation totale, c¢’est-a-dire que
IS 1dZ:(t)| + 1Z:(0)] < K (0 < K < o0) pour tout ¢ (i = 1,...,n). Cette
condition assure que la covariable ne connaisse pas trop de fluctuations. No-
tons ¢ le réel positif fini tel que |Z;(t)] < ¢ pour tout 7 (4 = 1,...,n) et

t €[0,7].
C3 Pour chaque j > 1, le vecteur aléatoire (Zy = Z(ty),...,Z; = Z(t;)) a valeurs
dans RI*! admet une densité f(z, ..., z;; @) sur RV, paramétrée par o € RP

(p > 1). Nous supposons que f est continue en «, uniformément bornée, deux
fois dérivable par rapport aux composantes de a et que ses dérivées secondes
sont continues.

Nous supposons que la densité de la loi de Z; = Z(t;) sachant Z;_; =
Zj_1,..., 2y = % (nous noterons f(z;|z;_1,...,2; «) cette densité) ne dépend
pas de zj_g,..., 2, et est de la forme

f(zjlzj-1,- -, 20; ) = f(zlzj-1; ), @ € RP.

Cette hypothese correspond a I’idée de pouvoir résumer I'information contenue
dans les valeurs passées de la covariable par un nombre fini (ici égal & 1) de
ses valeurs retardées. Elle est une hypotheése raisonnable pour les exemples
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d’applications traités dans le chapitre 7.

Soit f(zo; @) la densité de Z, pour le parametre o. Nous supposons la condition

d’identifiabilité suivante : f(zo; &) = f(20; &) presque partout implique o = é.
C4 L’espace des parameétres o est un compact de R? noté A = [—a, aP. L’espace

des parametres 3 est un compact de R? noté B = [—b, b]?. Nous désignerons

par ag et [y les valeurs “vraies” des parametres « et 3.

C5 L’espace des fonctions Ar est I'espace L des fonctions définies sur [0, o[, conti-
nues, croissantes, positives et telles que A7(0) = 0. Nous supposons que
Ap(T) < o0. Soit t* = inf{t : Ar(t) > 0}. Nous supposons que t* # t;
( =0,1,...). Nous noterons par Arg la “vraie” fonction de risque cumulé.

Par la suite, nous noterons § = (a, 8, A7) le parameétre du modele conjoint. Nous

noterons 6y = (ay, o, A1) sa vraie valeur.

C6 Nous supposons que les matrices

2
—E, [6 88 Inf(Zo,...,Z; a/o)] et Fg, [/ W (u)W (u)' e @) dAr(u)

sont définies positives. Nous supposons qu’il existe un ¢ fini (¢ > 0) tel que

Ey, [e%w(“)l{usx}} > q, Vu € [0, 7].

Nous étendons ’hypothese de censure non-informative a la condition suivante :
la distribution de la censure C' ne dépend pas des parametres 3, A et a. Nous
supposons que T et C sont indépendants conditionnellement a la covariable et que
C ne dépend pas des valeurs inobservées de cette covariable.

Nous obtenons une vraisemblance pour les parametres «, 5 et Ar au vu d’une
réalisation y = (z, 6, 20,...,24,) de Y = (X, A, Zy, ..., Z,, ) en calculant la densité
fr(y;0) de y. Nous obtenons cette densité en intégrant la densité (que nous no-
terons fy,z(y, 2;6)) du vecteur d’observations completes (X, A, Zy, ..., Z,,, Z(X))
sur 'ensemble des valeurs de la variable inobservée Z(X).

Sous les hypotheses de censure indépendante et non-informative formulées ci-dessus,
nous pouvons retirer de cette densité les termes relatifs a la distribution de C' pour
estimer f par la méthode du maximum de vraisemblance.

Nous notons L("(#) la contribution & la vraisemblance d’une observation y;, une

fois retirés de fy (v;; 0) les termes relatifs & la censure. Cette contribution s’écrit :

LY = / Uys, 2, 0) dz, (4.3)
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oll
l(yza 2 0) =
Ap(2;)% exp [(Lﬂ'wi (x;) — / i) dAT(u)] f(zi0s - 5 Ziag,» 2 ),
0

et w;(u) = (Zia,,, 2)" si u €Jt,, ,x;]. Par convention, nous posons 0° = 1.

Avant de chercher a estimer #, nous devons nous intéresser au probleme de
I’identifiabilité de ce parameétre. Si on suppose que la loi Py dont sont issues les ob-
servations est parfaitement connue, peut-on retrouver la valeur de # 7 La réponse a
ce probleme pour le modele conjoint proposé est développée dans la section suivante.
Nous rappelons la définition de la notion d’identifiabilité et nous démontrons, a par-
tir de la vraisemblance (4.3), que le parametre  est identifiable sous les conditions
C1 a C6 énoncées ci-dessus.

4.3 Identifiabilité des parametres dans le modele
conjoint

Dans cette partie, nous étudions la question de I'identifiabilité des parametres
du modele conjoint proposé. Nous rappelons tout d’abord les définitions de I’iden-
tifiabilité et de l’'information au sens de Kullback, ainsi que quelques propriétés
reliant ces deux notions (ces propriétés nous seront utiles quand nous établirons les
propriétés asymptotiques des estimateurs proposés). Puis nous démontrons que le
modele conjoint proposé est identifiable.

4.3.1 Définition de l’identifiabilité et information au sens
de Kullback

La définition générale de I'identifiabilité des parametres d’un modele est la sui-
vante. Considérons la famille de lois de probabilités paramétrée P = {P; : ¢ € ®}.

Définition 4.1 Un modéle est dit identifiable si 'application de ® dans [’espace
des lois de probabilité P, qui a ¢ associe Py est injective.

On dit aussi dans ce cas que le parametre ¢ est identifiable. La condition d’iden-
tifiabilité permet donc de passer sans ambiguité d’une loi Py, a la valeur ¢; du
parametre.
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Si la famille de lois de probabilités P peut étre définie par l'intermédiaire de
la famille F de densités : P = {P, = (f(y; ¢).1) : f € F}, pour une mesure y, la
condition d’identifiabilité précédente peut s’exprimer de la maniere suivante :

Vo1, 02 € @, fy;01) = f(y; ¢2) p— pp = ¢1 = ¢o. (4.4)

Nous supposons dans la suite de ce paragraphe que les lois considérées admettent
des densités strictement positives par rapport & une méme mesure dominante .

Définition 4.2 Soit deuz distributions Py, = f(y;1).p0 et Py, = f(y;¢2).n. On
appelle information au sens de Kullback de Py, sur Py, la quantité

f(y; d2)
(y; ¢1)

T f(y; ¢2) u(dy).

K(P¢1,P¢2):/yln

L’information au sens de Kullback n’est pas une distance au sens classique du
terme car les conditions de symétrie et I'inégalité triangulaire ne sont pas satisfaites.
Elle traduit néanmoins une idée de proximité entre les lois Py, et Pj,, due aux
propriétés énoncées dans la proposition suivante :

Proposition 4.1 Soit deux lois de probabilité Py, et Py, de P. L’information au
sens de Kullback vérifie les propriétés suivantes :

1. K(Py,,Ps,) >0,
2. K(P¢1,P¢2):0 < P¢1 :P¢2.

Comme l'information au sens de Kullback s’annule si et seulement si les deux
lois sont confondues, on peut caractériser la propriété d’identifiabilité d’un modele
a ’aide de la fonction K.

Proposition 4.2 Le parameétre ¢ est identifiable si et seulement si :

Vo1,02 € &, K(Py,, Py,) = 0= ¢1 = ¢s.

On note qu’une condition nécessaire a la convergence d’un estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est ’identifiabilité du parameétre a estimer.
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Supposons en effet que Yi,...,Y, soit un échantillon indépendant extrait d’une
loi PY de densité fy(y;¢o), o € ®. Désignons par Ey [g(Y)] V'espérance de g
sous la loi PY. Sous des conditions de régularité rappelées par Van der Vaart
et Wellner [88], 'estimateur du maximum de vraisemblance ¢, de ¢, tel que
bn = argmaxycon~ . In f(yi; ), converge vers la solution, qui doit alors étre
unique, du probleme limite maxyece Fy, [In f(Y; ¢)]. La vraie valeur ¢, est une so-
lution de ce probléme limite. La proposition suivante assure que ¢ est I'unique
solution si et seulement si ¢ est identifiable.

Proposition 4.3 La valeur ¢g est identifiable si et seulement si la fonction ¢ —
Ey In f(Y; ¢)] admet un mazimum unique ¢ = ¢y.

4.3.2 Identifiabilité des parametres du modele conjoint

Dans cette partie, nous démontrons que le parametre § = («, 8, A7) du modele
conjoint proposé est identifiable. Nous obtenons ce résultat en montrant que la
condition (4.4) est vérifiée. Dans cette condition, la famille de densité F est la
famille de fonctions {fy(-,0) : 0 € ©} (ou © = A x B x L), mais sous ’hypothese
de censure non-informative et si la distribution de la censure ne dépend pas de la
réalisation du processus Z a l'instant de censure, il est équivalent de démontrer la
condition (4.4) & partir de la famille {L(6) : 6 € O}, ou L(#) est donnée par (4.3).
Nous démontrons le résultat suivant :

Proposition 4.4 Le paramétre 0 = («, B, A7) est identifiable, c’est-a-dire, si 6 =
(o, B, Ar) et § = (&, 5,Ar) sont deuz éléments de © et si L(#) = L(0) presque
partout, alors 0 = 0.

Démonstration. La démonstration que nous proposons se décompose en trois
lemmes. Nous montrons tout d’abord que pour 0 = («, 5, AT),é = (&, B, Ap) € ©,
’égalité L(#) = L(A) implique que o = & Nous montrons ensuite que si =
(@, B, A7), 0 = (@, B, Ar) et L(0) = L(B), alors § = 5 et Ar(ta,.11) = Ar(ta.41)-
Nous montrons finalement, en tenant compte de ces résultats, que Ar(z) = Ar(x)
pour z € [0, 7].

Lemme 4.1 Soit 6,0 € ©. Si L(#) = L(A) presque partout, alors a = é.
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Démonstration. Désignons par N I'ensemble
{t: t€lte,.,t"[/(20,---,%,,t) ne vérifie pas L(f) = L(6)}.

Pour presque tous les vecteurs (zq,...,2,) (c’est-a-dire hors d’un ensemble €2
négligeable), N est un ensemble négligeable.
Soit (zp, ..., 24, ) un vecteur tel que (2o, ..., 2q,) ¢ Qz. Alors (zy,...,2,,,t) vérifie

L(0) = L(0) pour presque tous les t €t,,.,t*[. Soit v €]t,,.,t*[ une valeur de ¢ tel

que (20, .., 2q,,v) vérifie L(0) = L(#) (il en existe forcément puisque t* > ,,.).

Considérons alors L(f) = L(6) pour le vecteur (2o, ..., z4,,v) et § = 0.

Il vient f(zo, - --,2q4,;a) = f(z0,---,2q,; @) presque partout. D’apres ’hypothese
(C3), a = a.
[ |

Le principe de la suite de la démonstration du résultat d’identifiabilité est le

suivant : nous montrons que ’égalité L(#) = L(#) peut se réécrire sous la forme
d’une égalité

gl(ZO; .- 'azam—lazamaxaé; eaé) = g2(zamaxa5; gaé)

A (zq,,x,90) fixé, g; doit étre constante pour presque tous les (20, - -+, %a,—1)- Nous
choisissons deux valeurs appropriées (z((f), . .,z((ll)_l) (1 = 1,2) de (z0,---,2a,-1),

dont nous justifions I'existence, et a partir de 1’égalité

gl(z(()l)a AR Zc(zi)—la Rag>Ts 51 0, é) = gl(z(()2)7 AR Z(S,i)—la Ragr Ty 57 Oa é)a

nous obtenons une condition sur @ et 6 qui ne peut étre vérifiée que si 8 = 3 (lemme
4.2) et si Ay = Ay (lemme 4.3).

Lemme 4.2 Soit 0 = (o, 8, A7) et 0 = (a,B,]\T). Si L(0) = L(é) presque partout,
alors B =B et Ap(ta,.41) = Ar(ta,.11)-

Démonstration. Si 6 = (a, 8, A7) et § = (o, B, Ap), Pégalité L(A) = L(f) peut
s’écrire sous la forme :

51n (ﬁ(@) +in / exp [55'10(95) _ / ’ eﬂ'w(“)dAT(u)} [0 ) dz

Ar

tag

—ln/exp [5/3"11)(36) — /x e'é’”’(“)d]\;r(u)] f(2]za,; ) dz =

tag

taac , =1 ~
/ |:€/3 w(u)dAT(u) _ 6’3 w(u)dAT(u)] pP-p-- (45)
0
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Le membre droit de (4.5) dépend d’une réalisation du processus Z au travers de
20y - - - 2a,- e membre gauche de (4.5) ne dépend de Z qu’au travers de z,, presque
partout. Donc pour une réalisation (z,0, z,,) fixée, le membre droit de (4.5) doit
étre constant pour presque tous les (2, - .., zq,1)- Notons P cette propriété.

P est vérifiée pour presque tous les (z,0, z,,). Soit (z,d, z,,) une valeur pour
laquelle P est vérifiée, et telle que & > ¢,,. 1o (nous n’introduisons pas de notation
supplémentaire pour ce vecteur, pour ne pas surcharger la démonstration).

Pour une valeur fixée z,,., notons par Q(ZO,___,Z‘IFI)\Z%* I’ensemble des vecteurs
(20, - -+ s %a,—1)\za,. tels que (2o, ...,2,,—1) ne vérifie pas P. Notons que I'ensemble
Q(ZO,_,_,Z%_I)\Z%* est bien défini. En effet, si © > #,,. 12, alors a; — 1 > a;.
L’ensemble €z, .. Zag—1)\zays est négligeable pour presque tous les z,,. (c’est-a-dire
pour zq,. ¢ 1z, . ou gz,  est un ensemble négligeable).

Soit z, et 2z, deux valeurs de z,,. telles que z, # 2z et 2,,2, ¢ QZat*- Alors

(z0,-- -, zaﬁ_l)\zat* ® 2z, et (2o, - ,zam_l)\zat* @ 7 vérifient P pour presque tous les
(z0,-- -, Zam_l)\zat*' Ceci peut s’exprimer, en utilisant (4.5), par I’égalité suivante :
tags+1 ) . - tag , . ~
/ [e7vedAr(u) — 7 dhr(u)] + / [ () — i ()]
0 t

Qg% +1

ta,t* +1 , = - tam ’ 31 ~
_ / [eﬂ A () — € “’bdAT(u)] + / [eﬂ @) JA g (u) — P “’(")dAT(u)] ,
0

ta,«+1

oll W = (%a, Zape+1)" €6 Wy = (24, Za,.+1)'- Les seconds termes des membres gauche
et droit de cette égalité sont égaux. Cette expression se simplifie donc sous la forme
suivante :

€ﬂlw“AT(tat*+1) — €ﬂlw“/~\T(tat*+1) = eﬂ,wl)AT(tat*—H) — eﬂlwaT(tat*—i—l)-

Puis, il vient

Ar(ta,.+1) _ ePwa — Plw (4.6)
]\T(tat*-i-l) B eﬁl’wa - eIBIWb - .

Notons que le rapport Ar(ta,.41)/Ar(ta,. 1) est constant. Notons v (y > 0) ce
rapport.

Pour z,, 2, ¢ Qz, ., [65'“’“ - eﬁlwb]/[eﬂ'“’“ — e#'™] est égal & y pour presque tous

les (2o, . . 7Zazc_1)\zat* . La fonction f de z, et z, définie par f(z,, 25) = ePlwa _ Blwy _
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v(ef'wa — ef'wr) est égale & 0 pour presque tous les (2, ..., Zay—1)\za,, - Dérivons f
par rapport a z,, pour obtenir v = %e[ﬁ_ﬂ]'w“, pour z,, 2, ¢ Qzat*- Alors il vient :

=5

En utilisant ce résultat dans 1’égalité (4.6), nous pouvons conclure que Ay (t,,.41) =

]\T(tat* +1) .
|

Lemme 4.3 Soit 0 = (o, 3, Ar) et 6 = (o, B, Ar). Si L(0) = L(6) presque partout,
alors Ar(z) = Ar(z), z € [0, 7).

Démonstration. La démonstration que nous proposons se décompose en deux
étapes. Nous montrons tout d’abord que pour tout = > t*, Ar(ts,) = Ar(ts,)-

Soit & € [t*,t4,.41]- Alors a; = as. Puisque Ap(t,,.) = AT(tat*) = 0, il vient
Ar(ts,) = ]\T(taz)-
Soit & €Jtg,.41,ta,.12]- Alors a; = aw + 1. D’apres le lemme 3.2, Ap(tg,.11) =
Ar(ta,.s1). I vient Ar(t,,) = Ar(ta,)-

Soit finalement z > {,,. .. La propriété P nous permet de dire que pour
(%,0, zq,) fixé hors d’un ensemble négligeable, le membre droit de (4.5) doit étre
constant pour presque tous les (zg, ..., 2q,-1). Soit (x,0,2,,) une valeur pour la-
quelle P est vérifiée.

Soit zj (j = a+1,...,a,—1) une valeur fixée de Z;. Notons que I’ensemble des in-
dices {a+1,...,a,—1} est bien défini. En effet, si z > 1,,, 19, alors a; —1 > ap +1.
Nous notons par (... z,. _1)\z (j = ap +1,...,a; — 1) ensemble des vecteurs
(205 - -+, Zag—1) \ 2 tels que (2o, ..., 2zq,—1) ne vérifie pas P. Pour presque tous les z;
(c’est-a-dire pour z; ¢ Qz;, ot {27, est un ensemble négligeable), (z,, .. z,. _,)\.; est

négligeable.

Soit z, et z, deux valeurs de Z; telles que z, # 2 et zq, 2 ¢ Qz;,. Alors P est
vérifiée par (20,...,%a,—1)\z; © Za €t (20,---,%a,—1)\z; © 2 POUT presque tous les
(Zo, ceey Zam—l)\zj-

Si nous réécrivons le membre droit de (4.5) avec § = /3 de la maniére suivante :

/0 o [ d(Ar (u) — Rr) ()

_ Z eﬂlzm+ﬂ23m+l[(AT — [N\T) (tn+1) — (AT — /~\T) (tn)]a

k=0
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le précédent argument peut s’exprimer de la maniere suivante :

(efrrimithze — Preimithenn)[(Ap — Ag)(ty) — (Ar — Ar) (1))
= (efravthemn — PraatPosi)[(Ar — Ar) () — (Ar — Ar)(#)],

pour j =ap +1,...,a, — 1.

Nous remarquons que si Ap(t; 1) = Arp(t; 1) et Ar(t;) = Ar(t;), alors cette
expression se réduit  (efreetFezi+1 — efrzathezitn)[(Ap — Ap)(t;41)] = 0, d’oit il vient
Ar(tiz1) = Ar(tin).

Or, ceci est vrai pour j = ap + 1, car Ap(t,,.) = f\T(tat*) et d’apres le lemme 4.2,
Ar(ta,s1) = Ar(ta,. 11). T vient Ap(ta,. 2) = Ar(ta,. 12)-

En répétant ce raisonnement de maniere récursive, pour j = ap + 2,...,a,; — 1, il
vient Ap(ta,) = Ap(ta,).

La deuxiéme étape de la démonstration de ce lemme consiste a montrer que
Ar(z) = Ar(z) pour z € [0, 7]. Supposons directement que z > t*. En utilisant le
résultat précédent et B = f', nous pouvons réécrire (4.5) avec 6 = 0 sous la forme :

/exp [— /m eﬁ/w(“)dAT(u)] f(2|2q4,; ) dz
tag

/exp [— /w eﬁ’w(“)dﬁT(u)] f(z|zq,; ) dz
ta

@

In =0.

D’ot1 I'intégrale I définie par

I= / {exp [— /m eﬂlw(“)dAT(u)] — exp [— /z eﬂ'“’(“)d]\T(u)] } f(2|2q,; @) dz

x

est nulle. Réécrivons I de la maniére suivante :

) Ap(z)—Ar(tag) ' Az (z)=Ar(tay)
/{(exp [—eﬂ w(w)}) g e (exp [—6/3 W(w)]) ’ ! }f(z|zax, a) dz.

Si Ar(z) > Ap(z), alors I < 0, qui est une contradiction. Si Ar(z) < Az(z), on
aboutit & la contradiction I > 0. Il vient Ar(z) = Ar(z) pour z € [0, 7].
|



Chapitre 5

Estimation semiparamétrique
dans le modele de Cox avec
valeurs manquantes d’une
covariable dépendant du temps

Lorsque la condition d’identifiabilité d’un modele est satisfaite, nous pouvons
espérer développer une méthode d’estimation convergente de ses parametres. Notre
probléme consiste a estimer I’inconnue paramétrique 5 du modele de Cox

)\T\Z(t) — )\T(t)eﬂ’w(t)

lorsque la composante Z(t) du vecteur W (t) n’est pas observée. Nous avons proposé
de modéliser conjointement les durées de vie censurées et le processus de covariable,
et nous avons obtenu la vraisemblance conjointe (4.3) pour les parametres 5, Ar
et le parametre o de la loi du processus. Dans ce modele, les parametres Ay et «
peuvent étre considérés comme des parametres de nuisance. La méthode du maxi-
mum de vraisemblance n’est pas adaptée pour estimer ces parametres a partir de la
vraisemblance (4.3) car il n’existe pas de maximum de cette vraisemblance lorsque
Ar(t) = fot Ar(8) ds appartient & 1’ensemble L.

Dans ce chapitre, nous proposons d’estimer le parametre de régression S d’un
modele de Cox avec covariable dépendant du temps manquante, en adaptant la
méthode semiparamétrique a ’estimation des parametres «, 3, A+ dans le modele
conjoint proposeé.

Nous démontrons tout d’abord I’existence d’estimateurs semiparamétriques des pa-
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rametres de ce modele. Puis, en utilisant le principe de l'algorithme Espérance-
Maximisation (EM), nous obtenons une caractérisation de ces estimateurs qui sera
cruciale pour démontrer leurs propriétés asymptotiques.

5.1 Existence des estimateurs semiparamétriques

Pour chaque sujet 7 (i = 1,...,n), nous observons les données incompletes
Y = (Xi, Ay, Zig, - - .,mei).

Supposons que ’on ait observé p(n) événements d’intérét (p(n) < n) aux instants
réordonnés par ordre croissant (1) < ... < Z(p(n)) (nous supposons dans un premier
temps qu’il n’y a pas d’ex aequo parmi ces instants). Les instants z(m)11) < ... <
T(n) sont les instants de censure. La méthode semiparamétrique consiste a modifier
le parametre Ar : nous considérons que A appartient a I’ensemble des fonctions en
escalier A, définies sur [0, oo, positives, croissantes, et dont les sauts se produisent
aux instants d’événement z) (K =1,...,p(n)).

Par la suite, les valeurs Ag,(z()) de ces fonctions aux instants z(;) seront notées
Ap k- Les sauts AAq, (zk)) = App — Ane—1 (K =2,...,p(n)) des fonctions Ap, aux
instants ) seront notés AA, (avec AA, 1 = Ay 1).

Notons ©,, I'espace modifié des parametres, défini par :
O, ={0=(a,8,AMN, ;) ;€ A, BB AN, eRE=1,...,p(n)}.

La vraisemblance du parameétre modifié (o, 5, Ar,) au vu d’une observation in-
complete y; est obtenue a partir de la vraisemblance conjointe (4.3). Elle s’écrit

k=1

L(i)(e) = /AAT,n(@"i) exp {Blwz’ (i) — gAAn,ke’B'“”'(“’“))1{%)@,}}
X f(zi0,- -, Ziag,;» 25 a)dz
si 'observation z; correspond a un événement d’intérét et
p(n)
LY = /exp - Z AAn,keﬂ'“’i(“’“))1{w(k)§zi} f(zios - -+, Zia,,, 25 ) dz
k=1

si x; correspond a une censure.
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La vraisemblance de # au vu des observations incompleétes y; issues de n répliques
indépendantes de (X, A, (Z(t))i>0) est obtenue par le produit

L) = [ 200,

soit

p(n) n p(n)
L,(0) = H AN, H/exp 0:8'w; (z;) — Z AN, x€° wi(‘”(k))l{w(k)gzi}
i=1 i=1 k=1
X f(2i0s - -+ Ziag,» 2 @) d2.

Nous montrons le résultat suivant :

Proposition 5.1 La fonction 0 — L, (0) est bornée sur ©,, et atteint son mazi-
mum en O, = (G, Bn, Aln 1, ..., ALy ).

Démonstration. Supposons d’abord que AA,,; < U < oo (i =1,...,p(n)) pour
un réel U positif fini. La vraisemblance L, est une fonction continue en «, 3 et
AA,; (i=1,...,p(n)) sur I'espace compact A x B x [0,U]P™. La fonction L, est
donc bornée sur cet espace et y atteint son maximum.

Pour montrer qu’il existe un maximum de L, sur I'espace A x B x [0, co[P(™),
nous montrons qu’il existe un réel positif U fini tel que pour tout élément Oy =
(aw, Boy, ANp10s - - -, ANy py,r) de {A x B x [0,00P™} \ {A x B x [0,UP™},
il existe un élément 6 = (o, 3, AAn1, ..., ANy pm)) de A x B x [0, UP™ tel que
Pour démontrer cette affirmation, nous supposons que sa contre-apposée est vraie,
puis nous montrons que celle-ci engendre une contradiction.

Nous supposons que pour tout réel positif fini U, il existe un élément Oy =
(v, Bus Ahn1vs -« s ANy p),v) de {Ax B x[0,00PM I\ {Ax B x [0, UP™} tel que
pour tout § = (o, B, AAn1,. .., ANy pm)) de AxBx|0, UJP(™, on ait L, (0) < L, (0y).
Notons A cette assertion.

Notons m = IélllI,: ePwilek) ot M = 1151% ¢#i(#) Nous pouvons minorer les termes

p(n)

Z AAn,ke/B wi(l'(k))]_{w(k)szi}
k=1
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par mZi(Z"I) AAmkl{x(k)gwi} (1=1,...,n).
Nous pouvons donc majorer la fonction L, (#) par

n p(n)
H (MAA7,(z;)% exp(—mzAAn,kl{z(k)Sxi})f(zio, s Ziagsa)| - (B.1)
i=1 k=1

Si 0 = (0, By, A0+ A7) appartient a lespace { Ax B0, oo[r™ }\
{A x B x [0,U]P™}, alors il existe au moins un sujet j (j € {1,...,p(n)}) pour
lequel AA, ;v = AAppu(z)) > U.

Donc il existe au moins un sujet iy, iy € {1,...,n} tel que
p(n)
; Akt g <o} > U-

Il s’ensuit que Y ., Z(:"l) AlNp kol (o <ni} tend vers l'infini lorsque U tend vers
I'infini. Donc d’apres (5.1), la borne supérieure de L, (6y), et donc L, (6y) peuvent
étre rendus arbitrairement petits en faisant tendre U vers I'infini. Ceci contredit

I’assertion A.

Ainsi, si la fonction L, atteint son maximum, c’est sur I’ensemble A X B X
[0, UTP™ pour U réel positif fini. Nous avons montré au début de cette démonstration
qu’un maximum de L, () existe sur un tel ensemble. Par la suite, nous noterons 0,
I’estimateur semiparamétrique de 6.
[ |

Remarque : La fonction § — [, fy(y;; 0) atteint aussi son maximum en 0,.

Il n’existe pas d’expression explicite pour ’estimateur du maximum de vraisem-

blance partielle du parametre 5 du modele de Cox. De méme, il n’existe pas d’ex-
pression explicite pour 'estimateur semiparamétrique de 5 dans le modele conjoint
proposé.
Nous obtenons en revanche une caractérisation de ’estimateur semiparamétrique
du parametre § = (o, 8, AA,, 1, ..., ANy pn)) en utilisant le principe de I’algorithme
EM. Cette caractérisation sera centrale dans la démonstration de la consistance et
de la normalité asymptotique des estimateurs.
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5.2 Une caractérisation des estimateurs semipa-
ramétriques

L’algorithme Espérance-Maximisation (EM) est un algorithme de recherche d’es-
timation par le maximum de vraisemblance, applicable dans des situations de données
manquantes. Il a été décrit par Dempster, Laird et Rubin [26]. Le lecteur intéressé
par de plus amples développements pourra consulter 'ouvrage trés complet de
McLachlan et Krishnan [62].

Si les variables Z;(X3),..., Z,(X,) étaient observables, 1'estimation du maxi-
mum de vraisemblance de 0 = (o, (3, Ar,) serait déterminée en maximisant la
log-vraisemblance Y., In fy,z(y;, zi(z;); #). Comme ces variables ne sont pas dis-
ponibles, on peut penser remplacer cette fonction par sa meilleure approximation
calculable a partir des variables observables Y7,...,Y,. Ceci revient & maximiser
I'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance > In fy z(y;, zi(«;); #) sachant
les observations y;, 1 = 1,...,n.

Dans la suite de ce travail, si X; et Xy sont deux variables aléatoires, nous
noterons fx,|x,(z1;6) la densité conditionnelle de X; sachant Xy = x5, paramétrée
par 6. L’espérance conditionelle Fy[g(X1)| X2 = zo] de g(X;) sachant X, = x4 sera
notée Ey[g(X1)|z2]-

Dans ce chapitre, nous utilisons le principe de 1’algorithme EM pour obtenir une
caractérisation de 6, A partir de la densité fy.;(y, z;0). L’implémentation de ’algo-
rithme EM et les formules nécessaires au calcul des estimations semiparamétriques
des parametres du modele conjoint seront détaillées dans le chapitre 7 de ce ma-
nuscrit.

Le résultat intermédiaire suivant, qui est une adaptation aux notations de notre
probléme de la démarche de I’EM, est d’abord obtenu :

Proposition 5.2 L’estimateur semiparamétrique 0, = (G, Bn, ATH) vérifie la condi-
tion

" 9
> o [ Infrs (v Z0)lyl] | =0

i=1 0==6,,

Démonstration. Soit § = («, 5, Ar,,). La densité conditionnelle de Z sachant
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Y = y peut s’écrire sous la forme suivante :

fY,Z (y,Z; 9).

fav (#6) = fr (y;0)

11 vient

In fy (y; 9) = lIlfY,Z (y,z;e) - lan|Y (2;9) .

Soit 6 = (&, B, /~\T,n) une valeur quelconque de 6. Si nous multiplions les deux
membres de 1’égalité précédente par la densité conditionnelle fzy(z;6) et que nous
intégrons sur z, nous obtenons le résultat suivant :

Ez[In fy(Y;0)|y] = Ej [In fy (Y, Z;0) — In f2y(Z;0)]y] ,

qui peut étre réécrit comme

Eg[In fy (Y 0)ly] = In fy (y; 0)
= E;lInfy,2(Y, Z;0)|y] — Ej [ln fav(Z; 9)|Z‘/} : (5.2)

Nous voulons montrer que

olnfy (y;0)| 0 ,
| = [E; [In fy.z (Y, Z;0) |y]]

6=0
Nous allons donc montrer que

% (B [In 2y (Z;0) [y]]

Notons pour cela que

~ Z:0
Ej [In fv(Z;0)|y] — E; [lanIY(Z;G)W} = H ln%w]
- —E; lan‘Y(Z;g)\y

< 0,

d’apres la proposition 4.1 (remarquons en effet que Ej [ln %W] est 'informa-

tion de Kullback de la loi de densité fzy(Z;0) sur la loi de densité fzy(Z;0)).
Ainsi, nous avons montré que

Ej [In f2v(Z;0)|y] < E; [lan|Y(Z; é)\y] :
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d’ot § réalise le maximum de 6 — Ej [In f2v(Z;6)|y] et on a donc

9 1B, [1n foy (Z:0)|y]]

a0 =0

=6

Si nous dérivons (5.2) par rapport a 6, ce dernier résultat nous permet d’écrire

dln fy (y;0)

9
a0 = g [Bslln frs (V. Z;0) [y]]

=0

0=0

Supposons que 0 = én Puisque

Z”: olnfy (wi0)|  _,
i=1 90 6=>6, ’
nous COIlCthIlS que
"~ 0
> =5 [Es I frz (Y, Z:0) |yi]] = 0.
i=1 80 " g:gn

Ce résultat intermédiaire nous permet de démontrer la caractérisation suivante
de 'estimateur semiparamétrique 6, :

Proposition 5.3 L’estimateur semiparamétrique én = (G, 5n, ATn) satisfait l’equa-

- [t dH,(u)
AT,n(t) _A Wn(u, én)a

tion

ot Hy(u) =n " 30 Ailix,<uy et Wa(u;0) =n™' 300 By [e# VM1 xy i

Démonstration. D’apres la proposition 5.2, 0,, vérifie

3 % [B;, In fy.z (Y, Z;6) |y;]

Sous les hypotheses de censure indépendante et non-informative, nous pouvons igno-
rer les termes relatifs a la distribution de la censure pour estimer € par la méthode
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semiparamétrique. Le résultat précédent peut donc étre écrit en utilisant la fonction
l(y, z;0) au lieu de fy z(y, 2;0) :

"0
=7 1 Es, I l(Y, Z;0) ;] =0.
; o0 [ On J] o,

En utilisant 'expression de I(y, z; 6) donnée par (4.3), nous pouvons calculer expli-
citement les termes Ej [lnl Y, Z; 9)|y(j)}, selon que l'observation y;) corresponde
a un événement d’intérét (j =1,...,p(n)) :

p(n)

By, [mU(Y,Z;0)lyy] = B, |B ZAAM@ @)1 (g <x31Y0)

+ A, +E; [1nf(Zo,-. Zaxs Z30)|y()] »

ax»
ou a une censure (j =p(n)+1,...,n):

E; [Inl(Y, Z;0)|yg)

p(n)

ZAA P W Ew) Vagy<xy +10 f(Zo, - s Zax, Z; @)y

Nous dérivons Y2 E; [Inl(Y, Z;0)|y)] et Y7 B, (1Y, Z;0)]yg;)] par

rapport a I'inconnue AA,; (i =1,...,p(n)) et nous obtenons respectivement :
1 p(n)
’W I(;
Z 6AA Eé lnl(Y Z; 0)|y ] AN ZE@H [eﬂ ( ())1{z(i)5X}|y(j)]
TLl J:1
et
S O B, iy, Z: 0) E; |70l
> N [In ( Ny Z [ {w<i>5X}|y(j)} :
i=p(n)+1 m j=p(n)+1

Nous obtenons donc le résultat suivant :

"9
P TN 5 Inl(Y, Z;0)|y;] = AA ZE [ Fwie (Z))l{z(i)SX}|yj} :
]:1 Tl’L _

D’apres la proposition 5.2, ’estimateur semiparamétrique A/A\n,i de AA,; satisfait
I’équation

n 8 .
> N [lnl(K Z; On)\yj} =0,
j:1 T,
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d’ou 'on déduit
R 1
AAnz = . :
Ejzl Eén [eﬂnw(w(i))l{m(i)sx}|yj

’

Un estimateur de la fonction A, satisfait I’équation

p(n)
i=1
_ Z": Ailfa,<hy (5.3)

i=1 251 B, [6’3 WWEDT x|y

Cette équation ne permet pas le calcul numérique direct de AT,n(t) car le terme
E;. eﬁaw(“)l{ws X}|yj] dépend lui-méme de /A\T,n. Ce calcul, détaillé dans le cha-
pitre 7, nécessitera une procédure itérative. En revanche, (5.3) est une caractérisation
intéressante, pour la démonstration de sa consistance, de I’estimateur én Nous re-
marquons que si tous les Z;(X;) étaient observés, (5.3) se ramenerait a 'estimateur
de Breslow (2.15).

En utilisant les notations des processus ponctuels, nous pouvons réécrire (5.3) sous
la forme suivante, qui sera utile par la suite :

N b dH,(u
Agn(t) = [ 4Hn(0)
o Wa(u;6,)
ol Hn(u’) = n_l 2?21 Ail{XiSu} et Wn(”a 0) = n_l 2?21 E9 [eﬁlw(u)l{uSX”yi] .

Remarque : Par la suite, Uexpression E; [Inl(Y, Z;0)|y;] introduite dans cette

démonstration sera notée ng )(0). Plus généralement, nous noterons

LY(6) = E; [Inl(Y, Z;6) |y,

et L,5(0) =375, Léj )(0) sera appelée log-vraisemblance EM.

5.3 Prise en compte des ex aequo

Nous avons supposé depuis le début de ce chapitre que les p(n) événements
d’intérét observés étaient distincts. Cependant, dans la pratique de ’analyse des
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durées de vie, et pour des raisons liées au recueil des données, nous disposons tres
souvent d’er aequo. La méthode d’estimation semiparamétrique pour le modele
conjoint proposé peut étre modifiée pour en tenir compte.

Supposons que ’on ait observé p(n) instants d’événements dont D seulement soient
distincts. Nous notons u4, ..., up ces instants distincts. La méthode semiparamétrique
consistera a chercher un estimateur de la fonction Az(t) fo Ar(s) ds dans 'en-
semble des fonctions en escalier définies sur [0, oo, posmves, crmssantes, et dont
les sauts AAr,(u;) (notés AA,; par la suite) se produisent aux instants uy, . .., up.
L’espace modifié des parametres est maintenant :

:{0: (Ot,ﬁ,AT’n)IO!EA,,BEB,AAn,Z'ER,i:]_,...,D}.

La vraisemblance du parametre f au vu d’une observation (x;, 6;, zio, - - - zmxi) s’écrit
maintenant :

HAAM{”“’”} /exp [(5 Blwi(x;) ZAA"leﬂ " L)

Xf(zi07 <. '7Zia;ci; CY)

La proposition 5.3 peut étre modifiée pour prendre en compte les ex aequo.
En utilisant la méme démarche que dans sa démonstration, nous obtenons une
caractérisation de l’estimateur semiparamétrique = (&, B, Af\n,l, cel, Af\m p) de
6.

Nous notons que

D
By Inl(Y, Z;0)|y;] = Ej, | Alix—uyIn Ay, + AFW(X)

=1

D
_ZAAn,le’B’W(UI)l{UISX} —l—]_nf(Z(), aX’ )|yj] .

=1

Nous en déduisons, pourz =1,...,D :

"9
S :6AA 5 (Inl(Y, Z;0)|y;] = § :5 1{%—“1}&\ § E; [ AW l{ul<X}|y]] :
=1

Enfin, nous obtenons

AR — Z?:l (53'1{%':%’}
S5 By, |00 ey s

i=1,...,D.

50
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Un estimateur de la fonction Aq, satisfait I’équation

Liu;<ty [Z?:l 5]'1{963':%}]

i=1 21 B, [63 W(“i)l{uiSX}Wj}

De nouveau, une démarche itérative sera nécessaire pour calculer numériquement
les estimations Ar,(%).






Chapitre 6

Etude des propriétés
asymptotiques pour le modele de
Cox avec covariable dépendant du
temps manquante

Nous rappelons d’abord quelques définitions et résultats de calcul différentiel
et de théorie des processus empiriques. Puis nous démontrons que les estimateurs
semiparamétriques obtenus dans le modele de Cox avec covariable dépendant du
temps manquante sont consistants et asymptotiquement normalement distribués.

6.1 Préliminaires

Nous rappelons ci-dessous quelques notions de calcul différentiel (Bickel, Klaas-
sen, Ritov et Wellner [11]; Christol, Cot et Marle [17]) et de théorie des processus
empiriques (Huber et Lecoutre [46]; Van der Vaart [86]; Van der Vaart et Wellner
(88]).

Rappels sur la différentiabilité

Soit E et F' deux espaces vectoriels sur R. E et F' sont normés et munis respec-
tivement des normes || - ||g et || - |- Soit a € E.
Une application f de F dans F' est différentiable au sens de Gateaux au point o
5’1l existe une application linéaire continue D f(a) de E dans F telle que pour tout

91
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heE,
Dufa) — tim L@ 1) = (@),

t—0 t

L’application Df(a) est appelée différentielle de f au sens de Gateaux au point a.
On dit encore que f admet une dérivée directionnelle en a suivant la direction h.

Une application f est différentiable au sens de Fréchet au point a s’il existe une
application linéaire continue f(a) de E dans F telle que

If (a+h) = f(a) = f(a)(B)||r = R(R) (6.1)

ol le reste R(h) est un o(||h||z) lorsque h tend vers 0 dans E. L’application f(a)
est appelée différentielle de f au sens de Fréchet au point a.

Bickel, Klaassen, Ritov et Wellner [11] donnent la définition équivalente sui-
vante de la différentiabilité au sens de Fréchet, que nous utiliserons de préférence
a (6.1) dans notre démonstration. Si E est un ensemble, nous désignons par P,(E)
I’ensemble des parties bornées de F.

Définition 6.1 Une application f est différentiable au sens de Fréchet au point a
et sa différentielle est f(a) si pour tout H € Py(F),

oo [Hateh) = £(a) = f(a)(eh)

e—0 €

=0
uniformément en h € H.

Rappelons que si une application est différentiable en «a, sa différentielle en ce
point est unique.
Lorsqu’une application admet, en un point a, une différentielle au sens de Fréchet,
elle admet aussi en ce point une différentielle au sens de Gateaux, égale a sa
différentielle au sens de Fréchet. Ceci permet de calculer la différentielle de Fréchet
en commencant par la différentielle de Gateaux, ce qui est parfois plus simple.
Pour calculer f (a), on calcule d’abord Dy, f(a); puis on vérifie que h — D, f(a)
est linéaire continue; enfin on vérifie que Dy f(a) satisfait a la définition de la
différentielle de Fréchet.

Rappels de théorie des processus empiriques
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Nous donnons ici quelques éléments de théorie des processus empiriques dont
nous aurons besoin. Pour des exposés détaillés de cette théorie, on se réferera aux
ouvrages de Huber et Lecoutre [46], Van der Vaart [86] et Van der Vaart et Wellner
[88].

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace pro-
babilisé (€2, .4, P), indépendantes et de méme loi Px sur R muni des boréliens. On
note F'x la fonction de répartition de Px.

Définition 6.2 Pour chaque w € ) et chaque entier n > 1, on appelle mesure
empirique, et on note Py(w), la mesure de probabilité sur R définie par

1 n
P,(w) = - Z OX;(w)s
i=1

ot 6, désigne la mesure de Dirac au point a.

On écrit généralement P, (A) la valeur de la mesure empirique sur le borélien
A (au lieu de P, (A)(w)). La mesure empirique correspond a la loi d’une variable
aléatoire uniforme sur {X1, ..., X, }. Elle vérifie P, (A4) = n"tcard{i : X; € A}.
On désigne par F,, sa fonction de répartition (aléatoire) définie, pour tout = € R et
w € (2, par

Notons que
]F()——1 Enl eR
n(T) = <1, X .
n = {Xi<z}

La fonction F,, est appelée fonction de répartition empirique, et \/n(F, — Fx) est
le processus empirique réel.

La fonction de répartition empirique est I’estimateur le plus naturel de la fonc-
tion de répartition F'x lorsque celle-ci est totalement inconnue. Pour chaque z € R,
F,(z) est un estimateur sans biais de Fx(z).

Pour chaque z € R, la loi des grands nombres permet de montrer que F,(x)
converge presque stirement (p.s.) vers Fx(z), et le théoréeme central limite per-
met de montrer que /n(F,(z) — Fx(x)) converge en loi vers une variable de loi
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N(0, Fx(z)(1—Fx(z))). Le théoréme de Glivenko-Cantelli, énoncé ci-dessous, étend
le premier résultat a une convergence uniforme.

Théoréme 6.1 (Glivenko-Cantelli) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
réelles définies sur (Q, A, P), indépendantes et de méme loi, et soit Fx leur fonc-
tion de répartition commune. La suite des fonctions de répartition empiriques I,
converge vers Fx uniformément en x presque surement :

lim sup |F,(z) — Fx(z)| = 0p.s..

n—-+0o0o zE€R

Le théoreme de Donsker donne la convergence en loi de la suite des processus
empiriques /n(F, — Fx) vers un processus gaussien.

Théoréme 6.2 (Donsker) Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles
définies sur (2, A, P), indépendantes et de méme loi, et soit Fx leur fonction de
répartition commune. La suite des processus empiriques \/n(F, — Fx) converge
en loi dans l’espace D[—o0,+00] des fonctions cadlag sur R U {—o0, 00} vers un

processus gaussien centré Gg, dont la fonction de covariance au point (s,t) est
Fx(S N t) - Fx(S)Fx(t)

Le processus Gp, est appelé un Fx-pont brownien. La notion de convergence en
loi du processus \/n(F, — Fx) vers Gg, dépend de la topologie de I’espace ou vivent
ces processus. Le lecteur intéressé par I’étude de la convergence en loi du processus
empirique réel pourra se reporter aux articles de Donsker [30, 31] et Doob [32],
ainsi qu’au livre de Billingsley [12], qui étudie en détail la convergence en loi sur les
espaces métriques. Une importante littérature est consacrée a différentes approches
de la convergence en loi des processus a trajectoires cadlag. Van der Vaart et Wellner
[88] en donnent une syntheése exhaustive.

Les théoremes de Glivenko-Cantelli et Donsker concernent respectivement la
convergence uniforme de la fonction de répartition empirique et la convergence
en loi du processus empirique /n(F, — Fx). Mais des versions plus générales de
ces théoremes existent pour des ensembles de fonctions mesurables appelés res-
pectivement classe de Glivenko-Cantelli et classe de Donsker. Ces notions inter-
viennent dans ’étude des processus indexés par des ensembles de fonctions. Nous
énongons succintement les notions dont nous aurons besoin dans ce chapitre, le
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lecteur intéressé par un exposé détaillé pourra se reporter a I'ouvrage de Van der
Vaart et Wellner [88] (chapitre 2).

Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi Px a
valeurs dans un espace mesurable (X, &). Soit F un ensemble de fonctions mesu-
rables sur (X, €) a valeurs réelles, intégrables pour Px. Notons

= 2> e Pef = [ fps.
i=1

{G, [ : f € F} désigne le processus empirique indexé par F, ou
Gnf = (P, — Px)f = f( Zf Pxf)-

Soit f € F. P,f converge presque surement vers Pxf. Si ce résultat peut étre
étendu a une convergence uniforme sur ’ensemble F des fonctions f, c’est-a-dire si
lim sup|IP’ f—Pxf|=0,p.s..

n—H—oo
alors F est appelée classe de Glivenko-Cantelli.
Supposons que Pxf%? < oo. G, f converge en loi vers N(0, Px(f — Pxf)?). Les
définitions et résultats suivants étendent ce résultat et considerent la convergence
en loi de la suite des processus {G,f : f € F}. Si on considére I’hypothese
supplémentaire sup ;. |f(z) — Pxf| < oo pour tout z, G, peut étre vu comme
un élément de Pespace [*°(F) des fonctions de F dans R bornées.
Un ensemble F de fonctions est une classe de Donsker si le processus empirique
G,, converge en loi vers un processus G dans I’espace {*°(F). G est un processus
gaussien centré de fonction de covariance cov(Gf,Gg) = Pxfg — PxfPxg (pont
Brownien sur F).

Van der Vaart [86] et Van der Vaart et Wellner [88] donnent les exemples sui-
vants de classes de Donsker.
Si X = Ret si F est 'ensemble { f; = 1{_oo4]} : ¢ € R} des indicatrices d’intervalles
| — oo, ], alors F est une classe de Donsker. P, f, se rameéne & T, (z) et le proces-
sus empirique G,, indexé par F se raméne au processus empirique réel \/n(F, — Fx).
L’ensemble des fonctions uniformément bornées et de variation uniformément bornée
est Donsker (exemple 19.11, [86]).
Un ensemble de fonctions z — fy(z) (t € T C R?,d > 1, T borné) indexée par t,



Propriétés asymptotiques pour le modéle de Cox avec covariable manquante 96

lipschitzienne en ¢ est Donsker [86].
Soit x une fonction continue a gauche ou a droite, a variation bornée sur [0, 1]. Parner

montre [72] (lemme 2) que 'ensemble {f, : u € [0,1]} des fonctions z(-) oy x(u)
(u € [0,1]) est Donsker.

D’autre part il est possible de construire des classes de Donsker a partir d’autres
classes de Donsker : en particulier si F; et J;, sont Donsker et supz 7, |Px f| < oo,
alors {f1 + fo : f; € F;} est Donsker. Si supy, 5, |f| < oo, alors {f1fs : f; € F;}
est Donsker. Si F est Donsker et G C F, alors G est Donsker.

Si F = {f: X — R} est une classe de Donsker telle que sup ;. |Px f| < oo, et
si ¢ : R — R est lipschitzienne sur F(X), alors I’ensemble {¢pof : f € F} est une
classe de Donsker si il existe une fonction f € F tel que ¢of soit de carré intégrable.
Notons enfin que toute classe de Donsker est aussi Glivenko-Cantelli.

6.2 Consistance des estimateurs semiparamétriques

Dans cette section, nous établissons, sous les conditions C1 a C6, le résultat
suivant de consistance des estimateurs semiparamétriques des parametres du modele
conjoint. Nous désignons par 6y = (oo, fo, A1) la valeur “vraie” du parametre 6.

~

Théoreme 6.3 L’estimateur semiparamétrique 0, = (dn,/E’n,f\T,n) vérifie, pour
tout 0 < 7 < 00,

lim sup |Agn,(t) — Aro(t)] = 0p.s., lim |B, — Bo| = 0p.s.,
n—+00 te[0,7] n——+00

et lim |&, — ap| =0p.s.
n—+00

Démonstration. La démarche adoptée pour montrer la convergence des estima-
teurs est une démarche générale, lorsque 'on veut montrer la convergence d’une
suite (a,)nen dans un espace topologique. Elle procede en deux étapes.

On commence par montrer que la suite (a,)nen est relativement compacte, c’est-
a-dire que l’ensemble {a, : n € N} est d’adhérence compacte. Puis on montre que
I’ensemble des valeurs d’adhérence contient un unique élément, que l'on identifie
éventuellement [12, 73].

En particulier, cette démarche a été adoptée par Murphy [65] et Parner [72] pour
montrer la consistance d’estimateurs respectivement dans le modele de fragilité sans
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covariables et avec covariables. Elle a aussi été récemment utilisée pour montrer la
consistance des estimateurs dans les modeles d’analyse des durées de vie définis
par la relation —logit(Srz(t)) = a(t) + B'Z (ou «(t) est une fonction croissante
du temps) (Murphy, Rossini et Van der Vaart [67]; Scharfstein, Tsiatis et Gilbert
[78]). Nous adoptons ici cette démarche.

A~

Nous montrons tout d’abord que la suite (6,,),en est relativement compacte dans
lespace (RP x R?2 x L, || x || x| - |le), Ol | - | désigne la norme euclidienne et
|| - ||co désigne la norme sup sur [0,7]. Pour cela, nous montrons tout d’abord que
la suite (AT,n)neN reste bornée quand n — oo. Nous nous plagons sur un ensemble
de réalisations des données de probabilité 1.

D’apres (5.3), 'estimateur semiparamétrique /A\T,n est donné par :

n

ATn(t) _ Z Ail{XiSt} .
izt 251 By, [eﬁ %W(Xi)l{XiSX}lyj}

Remarquons que Ag,(t) < Ag,(7) et que

n

[\T (7_) — Z Ail{XiS’f}
i=1 251 By, [eﬁ 5W(Xi)1{X¢§X}|yj]

Ailixi<r

IN

1 n
mi Z;’;l 1{XiSXj}
lzyzl Ail{XiST}
m 3 le<xy

Remarquons ensuite que % 2?21 l{r<x;y converge vers P[r < X], qui est strictement

-1
positif par hypothese, donc [% 22:1 Li< Xj}} converge vers m. Donc il existe

—1
¢ (0 <c<oo)et NeN tel que [% 2?211{75&'}] < @ + ¢ lorsque n > N.
De plus, %Z?:l Ajlix,<sy < 1. Finalement, AT,n(t) est borné par % [ﬁ + c}

quand n devient suffisamment grand (c’est-a-dire n > N).

Soit ¢(n) une sous-suite quelconque de (n). D’apres le théoreme de Bolzanno-
Weierstrass, il existe une sous-suite (d’n(qb(n))uBn(qb(n)))nEN de (d¢(n),3¢(n))neN qui
converge vers une limite (a*, *). Le théoreme de Helly [41] assure que si (f,)nen
est une suite de fonctions croissantes et uniformément bornées sur R, il existe une



Propriétés asymptotiques pour le modéle de Cox avec covariable manquante 98

sous-suite de (f,)nen qui converge simplement vers une limite f. AT,n reste borné
quand n — oo il existe une sous-suite de (AT,n(qb(n)))neN (nous la notons /A\T’g(n)
pour simplifier les notations) qui converge simplement vers une limite A*. Enfin, la
sous-suite (Gg(n), /S’g(n))neN converge vers (a*, 5*).

Nous utiliserons par la suite le lemme de Helly-Bray rappelé par Korsholm
[51]. Soit (fn)nen €t (gn)nen deux suites de fonctions réelles, définies sur [0, 7],
uniformément convergentes vers f et g bornées. Le lemme de Helly-Bray assure que
Js 9n dfn converge uniformément vers [ gdf sur [0, 7].

Il sera utile pour la suite de définir la quantité /_\T,n, intermédiaire entre /A\T,n et
Ao, par Apa(t) = [y welh, ot Ho(u) = n™' 30, Ailixicuy et Walu;6p) =
ntY" | By, [e%w(“)l{usxﬂyi}. Notons que Aro(t) = JV(;Z(;Z())) ot W(u;6p) =
Ego [eﬁGW(u)l{uSX}] et H(u) = an [Al{XSu}}-

H,, converge uniformément vers H sur [0, 7] (les fonctions §1,<,} forment une classe
de Donsker). Les fonctions u — Ey, [e%w(”)l{ug X}\y} sont uniformément bornées

et de variation bornée, d’ou W, (u; ) converge uniformément vers W (u; ). Par hy-

pothese, Ej, [e%w(“)l{ugx}] est strictment positif pour tout u € [0, 7], d’ou
1
W (u;60)

1
W (u;00)
sur [0, 7]. D’aprés le lemme de Helly-Bray,

converge uniformément vers

b dH,(u) B " dH (u)

sup — 0 quand n — o0,

tefo,r) |Jo Walus00)  Jo W(u;6)

soit ||Az, — Arpllee — 0. Par le méme raisonnement, on montre que ||/A\T,g(n) -
A*||oo — 0.

Ainsi, pour une sous-suite quelconque (é¢(n))neN de (én)neN, il existe une sous-
suite (ég(n))neN qui converge vers une limite * = (o, 5%, A*), donc (én)neN est
relativement compacte.

Notons que
1 g9(n) o . )
FEPD [10 L9 Gy9) — 10 L (00, Bo, Regiap)] > 0,
i=1

car ég(n) maximise Zfi"l) In L (6), et que pour tout g(n),

m

, . | ]
— 3 [ 29 (Gyy) — 10 LD (0, o, Ao gry)]

m
=1
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converge vers Fy, [ln L(ég(n)) — In L(av, 50,1_\T,g(n))] quand m — oo. Finalement,
FEy, [ln L(ég(n)) — In L(ay, Bo, AT,g(n))} > 0 quand n —» oo.

Notons que In L(ég(n)) — In L(a, Bo, A1,g(n)) converge vers In L(6*) — In L(6y).
D’apres le théoreme de Lebesgue, Fjy, [ln L(8, (n)) — In L(cw, Bo, Arg(n))| converge

vers Ey, [In L(6*) — In L(6,)]. D'oit Ey, [ln o ﬂ > 0. Or cette quantité est toujours

négative ou nulle (propriété de la distance de Kullback-Leibler).
Lo
D’ou Ej, [ln Lgo ” =0.
D’apres la proposition 4.4 (identifiabilité du parametre ), #* = 6,. Finalement,
(0n)nen converge vers 6.

6.3 Convergence en loi des estimateurs semipa-
ramétriques

Préliminaires

Considérons un modele paramétrique ou semiparamétrique (V,P = {Py : ¢ €
U}) dans lequel intervient un parametre inconnu v, et soit Y un vecteur aléatoire
a valeurs dans ) et de loi PY € P. Soit Y3,...,Y,, un n-échantillon de Y. Van der
Vaart et Wellner [88] étudient les propriétés asymptotiques des estimateurs de
obtenus comme solution du probléeme

ou S, est une fonction donnée.
Dans le cas particulier de 'estimation par maximum de vraisemblance dans un
modele d’échantillonnage paramétrique défini par la densité fy (Y;),

Z—lnfy )

Lorsque 1 est un parametre de dimension finie, le nombre d’équations d’estimation
Yo 0 fy(Y;;10) /0, est égal a la dimension de ¢. Un probléeme se pose lorsque
1 contient un parametre fonctionnel (modéles semiparamétriques).
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Van der Vaart et Wellner [88] se placent dans le cadre général d’une fonction
Sy, définie sur un espace de Banach ¥ et a valeurs dans un espace de Banach (ce
qui permet de considérer le cas ou S, est a valeurs dans un espace fonctionnel par
exemple) et énoncent le théoréme suivant, relatif & la normalité asymptotique des
estimateurs obtenus a partir d’une équation S, () = 0.

Théoréme 6.4 (Van der Vaart et Wellner, 1996) Soit S, et S deux applica-
tions définies sur un sous-espace d’un espace de Banach ¥ et a valeurs dans un
espace de Banach.

Supposons qu’il existe deuz éléments 1y et 1, de U vérifiant S(1hy) = 0, Sp(thn) = 0
et 1/371 N Po. Supposons que

\/55(1[%) + \/ﬁSn&ﬁO) = OP(1 + \/ﬁ”ﬁn - ¢0||)7 (62)

et que \/n(S,(Yo) — S (o)) 7. Supposons que ¢ — S(1) soit différentiable au
sens de Fréchet en vy, que sa différentielle Sy, soit inversible et que l'inverse 51;01
soit continue sur l'itmage de Sy,. Alors

/1Sy, (tn — o) = V(S — S) () + 0p(1).
D’ou

V(i — o) ~ =851 2.

Une condition importante est que l'inverse 5'1;01 de la différentielle S'% existe et
soit continue. Dans le cas particulier de I’estimation par maximum de vraisemblance

dans un modele paramétrique (Y, Py, : ¢ € ¥ C RP), cette condition se ramene

_ 9%In fy (y;%0)
By
existe et est inversible (ol 1y désigne la “vraie” valeur du parametre). En effet, une

a supposer seulement que la matrice d’information de Fisher Ey, [

application linéaire sur un espace de dimension finie est continue. Dans le cas d’un
parametre fonctionnel, le probleme sera plus compliqué.

Les parametres du modele conjoint proposé sont le parametre o de la loi de Z et
les parametres 3 et A7 du modele de Cox. L’étude de la normalité asymptotique de
I’estimateur semiparamétrique 0, = (Gt Bn, /A\T,n) (ou /A\Tyn = (An,1, e, f\n,p(n))) se
heurte aux problemes de la nature fonctionnelle du parametre A et de la dimension

de 6, qui augmente avec le nombre d’observations.
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Nous proposons d’adapter a notre contexte ’approche développée par Murphy
[66] pour établir la théorie asymptotique dans le modele de fragilité.
Cette approche nous permet d’obtenir une fonction score pour les parametres et de
lui choisir un espace de définition approprié. Apres cette étape préliminaire, nous ob-
tenons un résultat de normalité asymptotique pour ’estimateur semiparamétrique
0, en vérifiant que cette fonction score satisfait les conditions énoncées par Van der
Vaart et Wellner [88] dans le théoréme 6.4.

La premiere étape est le calcul du score. La démarche habituelle pour obte-
nir 'estimateur du maximum de vraisemblance gE du parametre ¢-dimensionnel
¢ d’'un modele paramétrique consiste a calculer les dérivées partielles de la log-
vraisemblance [(¢) par rapport aux composantes ¢; (i = 1,...,q) du vecteur ¢.
Dans le cas ou ¢ est un vecteur de grande dimension, il peut étre plus pratique de
considérer la fonction ¢ —» I(¢ + th), qui traduit la restriction de [ & une droite de
direction h passant par ¢ (ot h = (hy, ..., hy)). Ceci permet de calculer les dérivées
partielles tout en se ramenant au cas plus simple d’une fonction de variable réelle
car

a -
al(¢+th)

()hi.

1

.0l
=0 ; 0¢

Cette démarche est utilisée par Murphy [66] dans le modele de fragilité.

Dans notre contexte, le parametre est (a; (¢ = 1,...,p), b1, B2, Anj1, -+, Anpm))-
Nous allons utiliser la démarche décrite ci-dessus pour obtenir le score, en procédant
a partir de la log-vraisemblance EM L, 5(f) obtenue au chapitre 5.

Démonstration de la convergence en loi

Soit H l'espace des directions h. H sera défini comme 'espace produit de RP,
R?, et de ’espace noté V B([0,7]) des applications bornées et & variation bornée de
[0,7] dans R :

H = {h = (hl,hg,hg;) thy € Rp,hz € R2,h3 € VB([O,T])}

Le choix de cet espace sera justifié par la suite. Nous le munissons de la norme ||-|| g
définie par

Pl = |ha| + [ha| + ||Rs]|,
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ol ||hsll, = |h3(0)| + [y |dhs(u)|. [y |df(u)| est la variation totale d’une fonction f
sur [0, 7], nous la noterons encore Vjo1(f). Nous noterons de plus par H, et H,
les sous-espaces suivants de H : H, = {h € H : ||h|lg < p} (0 < p < o0) et
Hy, ={h € H : ||h||g < oo}. Enfin, VB, désignera ’espace des fonctions de [0, 7]
dans R, bornées par p et & variation bornée par p (p < c0).

Notre démonstration de la convergence en loi de I’estimateur semiparamétrique
s’appuiera sur la log-vraisemblance EM.
Nous obtenons d’abord le score, noté S, 5(6)(h), & partir des observations incomplétes
y; fournies par n réalisations indépendantes de (X, A, Z), et de la log-vraisemblance
EM.
Pour § = («, 8, A1), ot At est une fonction positive, croissante et bornée sur [0, 0o,
et pour une valeur 6 de 6, le score se calcule de la maniére suivante :

Zat (0 +th)

t=0

Nous définissons les notations :

ZE[ In f(Zo, . .. ZaX,Za)|yi]

= i:ZIEé [AW(X) — /OX W(u)eﬂlw(")d/\T(U)\yi}

Snia(@)(hs) = le [(5ih3(x,~) "y [ /0 ¥ By eV @A (u) m”

55,5,12(9) (Srj;a 1 ST )(9) et hi, = (hY, hy),

et nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 6.1 Soit h € H, (0 <p < 00). Le score S, 5(0)(h) est donné par :
Sn,é(e)( ) = hlws 012(0) + Sn,é,3(9)(h3)-
Démonstration. Rappelons que
L)0) = E;nl(Y,Z;0)ly]
X
— B [AmdAn(X) + AFW(X) — / W) G\ (u)
0

+1In f(Zo,..., Zay, Z;0) |y,
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Soit h = (h1,he,h3) € Hy(0 < p < 00). Soit Ht = (ay, B, Ay), ou 0, = 6 + th,
oy = o+ thy, By = B+ thy, A(-) = [, (1 +ths(u)) dAr(u).

La fonction L;(6;) est égale & (dans les calculs qui suivent, nous supprimons l'indice
j de la notation, pour ne pas alourdir les formules) :

X
L;(0;) = §In[(1 + ths(z))dAr(z)] — Ej [ / elfrtha] W) (1 4 thg(u))dAT(u)|y]
0
+E5[A[B + tho] W(X) [yl + Ej [In f(Zo, . - ., Zax, Z; 0+ th)[y] .
Nous calculons sa dérivée 2 L;(6;) :

%Lg(ﬁt) = 5% — Ej [/ hy (u)elPFih2l W) dAT(U)\y]

+h;E[ / W (w)el# 07 <u><1+th3(u>>dAT(u>|y]

0
+E; [a In f(Zo, .. Zax7Z;a+th1)|y:| ’

et nous en déduisons

X
9. i) =0hs(z) — Ej [ / hg(u)eﬂ’WW)dAT(u)\y]
ot 0 0
+hyE [AW / W (u)e® "V @ dAr(u )\y}
, %,
+hi Ej 8—alnf(Z0,.. Lax, Z50) |y

En utilisant les notations définies ci-dessus, nous déduisons de cette expression
I’équation

Sn,é(e)( )= hllzs 012(0)+Sn,é,3(9)(h3)-

|
Par la suite, nous noterons par Sa 12(9) (t = 1,...,n) les contributions a la

somme S, 5,,(0) =n~" Y1, G, 12( ). Nous noterons également

8

s5(y; 0)(h) = 5

L;(01)]i=0
et

S5(0)(h) = Ei, [s5(Y;0)(h)] .
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Le score donné par la proposition précédente vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 6.2 Soit h € H, (0 < p < o). Alors S, 5 (0,)(h) = 0 et Sg,(6o)(h) =
0.

Démonstration. Rappelons que d’apres la proposition 5.2, la solution 6, du

probléme gel%):ll [y (Y;; 0) vérifie

"0

Z an [Eé [ll’l fY,Z(Y’ Z; 0)|y1” =0,

1=1 89 " Hzén

ou, de maniere équivalente :
1o~ 0 (i)
— — L. (0 =0.
2 ggla, )] =0
=1 n

Ceci revient a :

= 5,5, (6) () = 0.

t=0

1y~ 0 )5
=5N" 2190, + th
n;(% 3 (O + th)

Nous avons montré dans la proposition 4.4 que le parametre 0 = («, 5, Ar) est
identifiable, c’est-a-dire que I’application § — Fjy,[In fy(Y’;0)] est maximale pour
la seule valeur § = 6y (Proposition 4.3). D’ou 'application ¢t — Ej,[In fy (Y;6,:)] a
un unique maximum en ¢t = 0 (avec Oy ; = (¢, Bot, A1) €6 o = g +thy, foy =
Bo + tho, Aro(-) = [, (14 ths(u)) dArp(u), h € Hy,p < o0). D’oll

0
Eoo [a In fY(Y; 00,1:)

t:0:| = 0. (6.3)

Notons que

0

a In fY(y; oo,t)

_ 9

ey [Ey (I fy,z(Y, Z; 60.4) Y]]

| -0
t=0

t=0 t=0

Nous pouvons donc réécrire (6.3) :

Ejg, [% [Eg, [In fy,z(Y, Z; 00,4) |y]]
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En retirant de In fy (Y, Z;60:) les termes relatifs & la loi de la censure, ceci se

tw]::E [;Qﬂ%ghj
i Eg, [50,(Y300) (h)]

= Sg,(60)(h)
= 0.

réécrit

)
Ep | 57 (oo (Y, Z:60,)y]

D’ou Sy, (0y)(h) = 0 pour h € H, (p < 00).
|

La deuxieme étape des préliminaires a la démonstration de la convergence en
loi de 'estimateur semiparamétrique 6, va permettre de gérer le probleme de la
dimension de l’estimateur én et du parametre § = («, 3, Ar), en choisissant un
espace de définition approprié pour S, 5. Nous reprenons I'approche de Murphy [66]
et considérons le parametre # comme une application de H,, dans R définie par

0:h— 0(h) = (a ﬁAﬂ()_Ma+h5+/W 5 (u) dAr(u).

Pour des choix appropriés de hi, hs, et hs, 6(h) se raméne aux parametres «, 3

et Ap(-). Par exemple, si hg =0, h3 =0, hy; =0et hy; =1 (j € {1,...,p},i =
1,...,p,i# j), alors §(h) est la composante «; du vecteur a. Si hy =0, hy =0, et
hs = 1{u<sy (pour t < 7), alors 6(h) = Ax(t).
L’espace © des parametres est maintenant un espace de fonctions # définies sur H,
bornées, a valeurs dans R. Si [°°(T") désigne 'espace des fonctions a valeurs réelles,
définies sur T" et bornées, nous pouvons considérer : © C [*°(Hy). Le score S, ;
est donc considéré comme une application de © dans [*°(H,,). Nous munissons les
espaces [*°(H,) (p < 00) de la norme ||U]|, = supyeg, |U(R)]-

Nous identifions Sn,én a l’application S,, du théoreme 6.4 et I'espace des pa-
rametres O (0 € [®(Hy)) a Iespace W. Nous identifions Sg, a S. L’estimateur

semiparamétrique 0,, = (&, ﬁn,ATn) et la “vraie” valeur 6y = (v, B, A1) sont
considérés comme des éléments de © C [*(Hy,).

Nous vérifions que S, 5 : © — [*°(H) et Sp, satisfont aux conditions énoncées
par Van der Vaart et Wellner [88], et nous établissons le résultat suivant, sous les
conditions C1 a C6 :
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Théoréme 6.5 Pour tout p (0 < p < 00), la suite

(V(én — o), V(B — Bo), V(Arm — A1)

converge en loi dans 1°°(H,) vers un processus gaussien centré G, de fonction de
covariance

coulG(g), G(g")] = / sy b (6°) (W) dAro(w) + oy} (602 + 01 4 (67 a1,

» -1 _ -1 N ) 4 _
ot 0y = (074 60> 7200 03, 90) est linverse de l'opérateur de Hy, dans Ho, 09, =

(01,005 02,00, 03,0,) défini par

01,00(h) = —E |:a 88 I]nf(Z(),.. ZaX:Z; Ck()):| hl,
oaa(h) = [ / W ()W (W (w) by + ha(u) dAT,o<u>} ,

Osan (R () = Eay [(4W () + hs(u)eY O ey ]

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme, nous vérifions que les conditions
du théoreme 6.4 sont satisfaites par 5, ; et Sp,. Nous montrons tout d’abord que
S,4, et Sp, vérifient la condition (6.2) :

Lemme 6.1 Pour tout ¢ (0 < ¢ < o0),

IV/7(Sa(62) + S,..3,(60))llg = 0 (L + V/nll6r — o).

Démonstration.

Pour démontrer ce lemme, nous utilisons le résultat suivant qui énonce une
condition suffisante pour que (6.2) soit satisfaite [88].
Reprenons les notations du théoreme 6.4. Si S(1)) est une fonction définie sur un
ensemble H de h, et peut s’écrire sous la forme Ey, ¢y (h) olt ¢y(h) est une fonction
indexée par ¢ € ¥ et définie sur H, une condition suffisante pour que la condition
(6.2) soit remplie est que la classe de fonctions {@y, (h) — @y (h) : h € H, || — || <
€} (pour un e > 0) soit Donsker, que sup,cqy Ey, [0y, (h) — ¢y(h)]*> — 0 quand

1 — 1y, et que 15” RN o [88].
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Rappelons que

Seo(0)(h) = Epy [s6,(Y;0)()]
= Ey, [Ah3 / hs(w)e? W W dA L (u) + RLAW (X)

- / RLW (w)e? W W dA g (u) + aa Inf(Zo,..., 2y, Z;0)] .
0

Soit ¢ positif fini. Nous montrons que 1’ensemble {pg,(h) —pa(h) : ||0—0]|q < €, h €
H,} égal a

{ / s ()50 dA s (1) — / iy ()P ) dA (1)

0 0

+/ 'Zw(u)e’%w(”)dAT,o(u)—/ Lw(u)e? ™ dAg(u)
0 0

(9 In f(zo,.--,2a,,2;0) — In f(z0,- .-, 2a,,2; Q) :

||<9 bolly < e h € Hy}

8

est une classe de Donsker (pour un € > 0). Nous montrons qu’elle s’obtient & partir
de classes de Donsker plus simples sur lesquelles sont appliquées des transformations
qui conservent cette propriété.

Soit € > 0 fini. Nous illustrons la méthode en montrant que les classes

{ / ha(w)e? ™1 ey dAr(u) : B € B,hy € VB, Ar € VBn}
0
et

{h'la%lnf(zo,...,zaw,z;a) ca€ A h eR, |y < q}

sont Donsker (ot A = {a : |a — ag| < VA B={8:18-0 < \/ﬁg} et
g‘f‘AT,()(T) :n)

D’apres le lemme 2 de Parner [72], les classes fy : 1{. oo} — l{fu,co} €t Gu :
Bw(-) — B'w(u) (u € [0,7], 8 € B) sont Donsker. Puis h, : €#%() — ef(®) st
Donsker (la fonction exponentielle est lipschitzienne sur tout ensemble borné de R et
w(-) est uniformément borné). Finalement, en multipliant deux classes de Donsker
uniformément bornées, 4, : #O1 . oy — YW1, op (u € [0,7],8 € B) est
Donsker.
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Soit yp : u — yp(u) une application définie sur [0, 7] et & valeurs dans R (avec
be B' C RYd > 1) et soit ¢ : y, — ¢(yp) application linéaire et continue de
([0, 7]) dans {*(V B, x VB,,) (m > 0) définie par

B(un) (1, ) = / Uy () dh(u).

Supposons que jy, : y(-) —> yp(u) (u € [0, 7], 8 € B') soit Donsker. Alors

Gnju = ( Zybz — Eyy( ))

converge en loi. Par continuité, ¢(G, j,) converge aussi en loi. Remarquons que
n

O(Gnju)(l, k) = (

ybz Eyb ))) (l:k)

)
(% S i) — Eyb(u)> ) dk(u)

_ /OTl(u) (f _1
f

n (% /0 ()i (u)d(w) — B /0 Tl(u)y,,(u)dk(u))

=1

Dol yy(-) — [y {(u)ys(u)dk(u) est Donsker (b€ B',l € VB, k € VBy,).

Si nous appliquons ce raisonnement avec y,(-) = €”*) 1. 3, nous concluons que
eﬂ'w(')l{[.,oo[} — fOT hg(u)e? w(“)l{ oo}dA7(u) est Donsker (8 € B, hs € VBy, Ay €
VB,).

Nous avons supposé que f est deux fois dérivable par rapport a « et que
ses dérivées secondes sont continues en «, d’ou h{01In f/O0a est lipschitzienne en
«. D’apres le résultat rappelé dans les préliminaires de cette section, la classe
{ri 2 In f(2, ..., 2%,, 7 a)} est Donsker (o € A hy € R, |hy| < q).

Nous pouvons ainsi montrer que 'ensemble {¢g, (h)—¢g(h) : o € A, € B, Ay €
VB,,hy € R,|hy| < q,hy € R%,|hy| < ¢q,h3 € VB,} est une classe de Donsker.
Nous montrons que les conditions {||§ — 6|, < €,h € H,} en définissent un sous-
ensemble.

Soit 8 = («, B, A1) € {0 : ||6 — bv]|; < €}. Pour tout h € H,, |(0 — 6)(h)| <
16 = boll-
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Soit h = (h1,0,0) tel que hy; =q (j € {1,...,p}) et hy; =0 (i = 1,...,p,i # j).
h € hy car ||h||z = q. Notons que |(0 — 6p)(h)| = qla; — ;| < €, dout |oy; — o] <
o J =1,...,p. 1 vient : la — ap| < V/Pg- De méme, 1B — Bo| < \/52 Donc si
0c{0:)60—06|,<e}, acAet geB.

Soit h = (0,0,h3) et h3 = q. h € H, car ||h||z = ¢. Notons que |(6 — 6y)(h
q|Ar(T) = Arp(T)] < €, dott Ap(1) < Ago(7) + £. Done [|Az|l, < Arp(7)
Finalement Ar € VB, ot n = Ar(7) + ¢.

L’ensemble {¢g,(h) —pq(h) : |0 —00]|, < €, h € H,} est inclus dans {¢g, (h) —a(h) :
a€ A, BEB A €VB,, h €R,|hy| < q,hy € R, |hy| < g, hs € VB,}, cest donc
une classe de Donsker.

~—

_+_
Q| ||

La condition sup,ep, Eg,[,(h) — @o(h)]> — 0 découle du théoreme de conver-
gence dominé.

Notons :
2

Jdado!

o19(h) = —Ej, [Eg [ Inf(Zo,..., 2y, Z; a)\y” hi,

a0(h) = En | | [ "W ) [ () + o) drr(wl] ).

73.0(h) (u) = Eay | By [ (w) + hy (w))e”™ P 1gucxy ly | (6.4

Nous montrons maintenant que 'application de © dans [*°(H,) : § —> Sp, () est
différentiable au sens de Fréchet au point 6, et nous calculons sa différentielle
590 (00) en 90.

Lemme 6.2 Pour tout p (0 < p < o0), Uapplication Sp, : 0 — Sp,(0) de © C
[*(H,) dans I>°(H),) est différentiable au sens de Fréchet en 0y, et sa différentielle
Sy (60) au point 0, est donnée par :

S0 (00) (0) (h) = — / 03,00 (h) (u)dA7(u) — B'o2,9,(h) — /016, (h).
0
Démonstration. Rappelons que
X
Sp(0)(h) = By, [Ahg(X)— / ha(u)e? VW dAp(u) + AW (X)
0

X
, d
—/ h'QW(u)eﬂW(“)dAT(u)+h'1£1nf(Zo,...,ZaX,Z;a) .
0
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Pour montrer que Sy, est différentiable au sens de Fréchet en 6y, nous adop-
tons la démarche décrite dans les rappels de calcul différentiel figurant dans les
préliminaires. Notons 0y + t0 = (o + te, Bo + t6, Aro(-) + tAr(-)).

Nous calculons tout d’abord la différentielle de Gateaux DSy, (y) de Sy, au point
0y de la maniére suivante :

0
Dy Sg, (60) = py —Sp, (6 + 1)
t=0
Pour tout h = (hy, he, hs(-) € H, (p < 00),

0
e —Sp, (6o +10)(h)

0

atEOO [800 (Y 00 + te) (h)]

0

X
= [Ah3(X) - / ha (u)eP PO dAp + tdA7] (u)
0

- / By W (w)elfo B WO [N () + tdAg] (u) + By AW (X)

0
+h8 Inf(Zo,..., Zey, Z; 0 + tv)

= Ey, [_ /X [hs(u) + hyW (u)] BW (u)e PtV aAL o + tdA7](u)

/ ) + IV ] i

lnf(Zo,.. Laxs L a0+ta)} :

Pour ¢ = 0, nous en déduisons
X !
DySgy(60) (h) = —Ep, [ / [y () + By W ()] B'W (u)e” 0W(”)d/\T,o(u)}
0

B, [ /0 S ha(w) + h;W(u)]e%W(“)dAT(u)]

0

WE
i "O[aa'

In f(Zy,..., 20y, Z; ao)] e

Cette expression s’identifie & — [ 03,9, (h)(v)dAr(u)— 8029, (h) —/ 01,9, (h), linéaire
et continue en h.
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Nous vérifions ensuite que Dy Sy, (6p) satisfait a la définition 6.1 de la différentiabilité
de Fréchet, c’est-a-dire que

lim 1156, (00 + €0) — Sp,(60) — DegSe, (00) |l

e—0 €

=0,

uniformément en 0 € S pour tout S € Py(O).
En utilisant un développement de Taylor de la fonction exponentielle au point
ByW (u) dans Sp, (0 + €f), nous pouvons montrer que pour tout h € Hp,

So (6o + €0)(h) — So, (60) (h) — DepSpo (00) ()

€

~ —eEy, [ /0 3 [hs(u) + h;W(u)]ﬁ'W(u)e%W(")dAT(u)] .

Soit # un élément quelconque dans S, pour S € P,(©). Pour h € H, et sous les
conditions C1 & C6, eEy, [fo [hs(u) + h4W (u)]ﬁ’W(u)eﬂf)W(u)dAT(u)] — 0 quand
e — 0.

L’application § — Spy,(0) est donc différentiable au sens de Fréchet au point 6
et sa différentielle en 6, que nous noterons Sy, (6y), est égale & la différentielle de
Géateaux DySy,(0)(h) donnée ci-dessus, d’ou :

Sto(80)(0)(h) = — /0 T 03,00 (h) () dAz(u) — B'oa 6y (h) — o'o1 g, (h).

Nous nous intéressons maintenant a la distribution asymptotique de /n(S, 4, (60)—
So, (60))-

Lemme 6.3 Pour tout p (0 < p < 00), v/n(S, 4, (00) — Sp,(bh)) converge en loi
dans I*°(H,) vers un processus gaussien centré G de fonction de covariance

cov(G(h),G(h")) = /0 T hs(w)os.6,(h") (u) dAr,o(u) + h502,6,(h") + hio,6, (R7).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que /n(S, 5 (6o) — Se,(60)) peut étre
réécrit de la maniere suivante :

V(S 5, (60) — Sas(60)) fz[ ai 15 (00) + Sihs ()

_ / ha () B[54 ) |] dAro(u) | -
0
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Notons que {h},S; 15(6) : hi € RP,|hi| < p,hy € R?, |hy| < p} est une classe
de Donsker, que {dh3(z) : hs € VB,} est Donsker (I’ensemble des fonctions uni-
formément bornées et de variation uniformément bornée est une classe de Dons-
ker) et que {f hs(u)E; [e%"®|y] 1y<zydAro(u) : hs € VB,} est Donsker (le
méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 6.1 s’applique). La classe
{h O, 12(00) + 5h3 )—|— fOT hg(U)Eén [eﬁgw(u)w] 1{u§w} dAT,O(U) th € Hp} est Dons-
ker.

Dot /n(S,, 4, (00) — Se, (60)) converge en loi dans (°°(H,) vers un processus gaussien
G centré dont la fonction de covariance se calcule de la maniére suivante.

0? }
s=t=0

a atLao(HO s t)
s:0:|

cov(G(), G(h")) = —En [

0
— —Eu, | (Y008

0

= — 50, (00)(h)

= —Sp,(00) (h*)(h).
Soit 0, = (a/saﬁsaAT,s)a ou oy = a+ Sh’Ia Bs = B+ 8h§ et AT,S(') = fo(l +
Sh*( ) dAr(u).
0s)

( (h)/0s se calcule comme suit :

s=0

& a0 (h)
_ % [%L;(es,t) :]
% {5/13( ) B [/oth( )PV (1 4 shi(u)) dAr( )|y}

+hyE; [AW(X) - /0 W (w)e® ™) (1 + shj(u)) dAT(U)\y]
+HE, [a% I f(Zo. .. Zon Zici+ sh*)|y” ,

= =5 | [ RO )1+ 385 0) + B3] e )]
[ [ WO [ )1+ ) + B0 e )]

2
+hE [388 Inf(Zo,..., Zuy, Z; a—i—sh*)\y].
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D’ou

0

S0 = =B | [t W) + 150 asr(w)]

0

s=0

—h,E; [ /0 3 W (w)e? ™ [h3'W (u) + hj(u)] dAT(U')‘y:|
52

+h, E; l Inf(Zo, ..., Zay, Z;0)| ]h’{.

OJada/

Finalement, cov(G(h), G(h*)) s’identifie &

COV( / h3 0'3 90 ( )dATo( ) + h120'2,90 (h*) + h’10'1,90 (h*)
Notons que

var(G(h)) = —S(00)(R)(h)

_ /0 (W) g0 (h) (w) dAo(at) + Ky (k) + Ky (h).

Nous allons maintenant montrer que la différentielle de Fréchet 590 (6y) de I'ap-
plication de © dans I°°(H,) : § — S, (6) est inversible et que son inverse Sy, (6p) "
est continue.

Nous montrons d’abord trois lemmes qui seront utiles dans la suite des démonstrations.

Lemme 6.4 Soit 0 < p < oo et soit 6 € [*°(H,). Alors

plal VBV Vior(Ar)) < [10]l, < 3p(lal V BV Vios (Ar)).

Démonstration. Soit p < co et § = (e, 8, Ar) € 1°°(H,). Rappelons que

161 = sup [601)| = sup B+ 55+ [ hau) dha(w)].
heH,

heH,

Soit h € H,. Notons que |h|a| < |hy||a|. Puisque h € Hy, alors ||h||g = |h1|+ |he| +
||, < p, dou |h)a| < p|al. De méme |hL5| < p|s|.
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Remarquons ensuite que

‘AThﬁu)dATho

< / sup |hs(u)] | dAr(w)|
0 u€[0,7]

< |s|looVio,r (Ar)-

Notons que ||h3lle < Viori(hs) + |h3(0)| = [|As]|,- D’ol ||s]|lsc < p et finalement
[Jo ha(w)dAr(u)| < pVio.r (Ar).

Nous obtenons la majoration suivante de |hja + hyS + ) hs(u) dAz(u)| (pour

tout h € Hp) :
/ 2(w) dAr ()

p (lal+ 18] + Vi (A1)
3p (lof V 8]V Vo) (Ar)) -

Finalement, nous obtenons : [|6]|, < 3p (|| V |8] V Vig,7y(A))-

o B
AV = (pm,0,0> , B = (0;27@,0) h® = (0,0,p).

Nous remarquons que ||hV]|z = ||h@|lx = |h® ||z = p, donc AV, h? et BB

IN

Ha+hﬁ+/i +(u) dAs (1)

|hal + Ry B +

<
<

Soit

appartiennent a H,.
Nous pouvons écrire : |§(h®)| < supjep, [6(h)] (i =1,2,3), don

O(h)] v [O(R)| v 10(RE)] < 16]],.
Remarquons que
OV [0(RD)| v [0(hD)| = [h{"Ta| v [AS” ﬁ\VI/ hSY (u) dAg(u)|
= pla| Vv p|B| VPV (A7)

Nous obtenons donc la majoration p(ja| V [B| V Vio-1(A)) < [16]],-
Finalement,

p(lel V1BV Voo (Ar)) < 16llp < 3p(Jedl v |B]V Vo1 (Ar))-
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Lemme 6.5 L’opérateur de Hy, dans Hy, og, = (01,6,(h), 02,6,(h), 03.9,(h)) est in-
jectif.

Démonstration. Pour montrer que oy, est injectif, nous montrons que si g, (h) =
0 (h = (hy, hg, h3) € Hy,), alors h = 0; c’est-a-dire que hy = 0, hy =0 et hg(u) =0
pour tout u € [0, 7].

Si o4, (h) = 0, alors 0y g,(h) = 0, d’olt Aoy 9,(h) = 0. Ceci s’écrit

82
hll [—Ego [m In f(Z(), ceey Z, O{()):|:| hl =0.
D’apres I’hypothese C6, h; = 0.

Si oy, (h) = 0, alors

/ g (1) g0 (1) (1) dA (1) + Hycra gy (1) + B g0 () = O,
0

qui peut étre réécrit : Ey, [(sg,(Y;6))?] = 0, d’out sg,(y;6p) = 0 presque partout.
Une décomposition de sy, (Y; 0y) analogue a celle utilisée dans la démonstration du
lemme 4.2 permet de montrer que hy = 0.

Si 0g,(h) = 0, alors hy = 0 et hy = 0. Soit h = (0,0, h3). g39,(h)(u) =0 Vu € [0, 7]

s’écrit
03,00 (h’) (U’) = E90 [h3(u)6B6W(u)1{u§X}] =0,Vu € [0, 7—]’
ou, de maniere équivalente

hg(U)Ego |:6’36W(u)1{usx}i| = 0, Yu € [O,T].

D’apres ’hypothese C6, il existe un g (¢ > 0) tel que Ej, [e%w(“)l{usxﬂ > g pour
tout u € [0,7]. Donc h3(u) = 0 pour tout u € [0, 7]. L’opérateur gy, est donc injec-
tif.

|

Lemme 6.6 L’opérateur oy, : Hy, — Hy est inversible et son opérateur inverse

0;01 est continu.
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Démonstration. Pour montrer que oy, est inversible et que son inverse est conti-
nue, nous utilisons les résultat suivants.

Soit (X, || - ||) un espace normé, S : X — X un opérateur linéaire borné inversible
et d’inverse borné et A : X — X un opérateur linéaire compact. Kress [52] rap-
pelle que si I'opérateur S + A est injectif, alors il est inversible.

D’autre part, Luenberger [59] rappelle que si 7' : X — X est un opérateur linéaire
borné sur un Banach X, et que T est inversible, alors 'inverse 7! est continue.
Rudin [76] rappelle qu'un opérateur 7" : X — X est compact si et seulement
si toute suite bornée (z,) dans X contient une sous-suite (z,,) telle que T'(z,,)
converge dans X.

0y, est un opérateur linéaire borné et injectif sur H,. Hy, est un espace de
Banach [66]. Nous montrons que oy, est inversible.
Pour cela, nous montrons que oy, peut se décomposer comme la somme S + A
d’un opérateur linéaire borné inversible d’inverse borné et d’'un opérateur linéaire
compact.

Soit 'opérateur ¥ : H,, — H,, défini par
2

0
E(h,) = <_E90 [m 1Ilf(Z0, ceey ava; CEQ):| hl:

X
Ey, [ / W (u)W (u)'efo" @) dAT,O(u)] ho,
0

Ey, [eﬁéw(u)l{usx}] hg(U)) .
Son opérateur inverse

0? -
E(h)fl = (_E‘% [m lnf(Z(),..., aX,Z; O!()):| hl,

-1

X
Ey, [ / W (w)W (u)'ePo @) dAT,O(u)] ha,
0

) —1
o [eﬁow(u)l{ugx}] h3(u)> '

est linéaire et borné d’apres les hypotheses C1 a C6. Nous montrons que ’opérateur
linéaire oy, — X est compact.

Soit (hp)nen = (hn1, An2, hns)nen une suite d’éléments de H,. Nous devons mon-
trer qu’il existe une sous-suite convergente de g, (hy) — X(hy)-
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(h3n)nen est a variation bornée donc nous pouvons I'écrire comme la différence de

deux fonctions bornées et croissantes (hgln))neN et (hgi))neN. D’aprés le théoréeme

de Helly, il existe une sous-suite (héf;(n))neN de (hgz))neN qui converge simplement

)* 11 existe alors une sous-suite (h:(;)( o(ny) Jnen de (h:(),i?(n))neN qui

converge vers une limite hg)*. La sous-suite (hg))( ¢(n)),h$7)( ¢(”)))neN converge donc

h(2)* h(2)*

vers (hy”" hy 7).
En utilisant le méme argument avec le théoreme de Bolzanno-Weierstrass, nous pou-

.. 1
vers une limite hg

vons finalement trouver une sous-suite de (A, ),en (pour simplifier les notations, nous
notons (hg(n))nen cette sous-suite) qui converge vers une limite h* = (h], h3, h3).
Nous voulons montrer que g, (hy()) — X(hgm)) converge vers oy, (h*) — X(h*) dans
H,. Notons que l'opérateur oy, — X s’écrit

X
(0, Ey, [ / W (u)e™" by (u) dAT,O(u)] , By, [h’QW(u)e’%W(“)l{uSX}D :
0
Nous pouvons donc calculer ||og, (hgn)) — X(hg(n)) — 09, (h*) +X(h*)|| z comme suit :

| B [(haginy = B W ()P 1)

v

+ | Ep, [ /0 ) W (1)’ ) (hgg iy (u) — B3 (u)) dAT,O(u)} ‘ .

Sous les hypotheses C1 a C6, cette expression est majorée par
V(e + K]|haymy — B3| + Ve / gy (u) — B3(w)| dAro(u).  (6.5)
0

Lorsque hg(,) converge vers h* le premier terme de (6.5) converge vers 0 par conti-
nuité de la norme, le second tend vers 0 en appliquant le théoreme de convergence
dominé.

Finalement, ||og,(hym)) — X(hgm)) — 04, (R*) + X(h*)||lz — 0 lorsque hypy —> h*
dans H, et oy, — X est un opérateur compact.

gy, est donc inversible et Popérateur o, ! est continu.

[ |

Nous montrons maintenant que la différentielle de Fréchet 5’90(90) de 0 —
Sy, (0) est inversible et que son inverse est continue.

Lemme 6.7 Pour tout p (0 < p < 00), l'opérateur 590(90) :© — [®(H,) (pour
© C H,) est inversible et son inverse est continue sur ’image de Sy, (o).
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Démonstration. Bickel, Klaassen, Ritov et Wellner [11] rappellent qu’un opérateur
linéaire A : X — Y est inversible et que son inverse A~! est continue de I'image
de A dans A si et seulement si il existe ¢ (¢ > 0) tel que

o Azl

> C
sex [allx

Lopérateur Sy,(fp) : © — 1°°(H,,) est inversible et son inverse est continue si
et seulement si il existe ¢ (¢ > 0) tel que

180001
inf ——— 2 2% > . 6.6
ST (6.6)

Nous avons montré que oy, est inversible et que 'opérateurc, ! est continu, donc
pour tout p (0 < p < 00), il existe ¢ (0 < g < c0) tel que oy ' (Hy) C H,. Donc (6.6)
est minoré par

U1 | S0 (00) (0) ()

inf

iee 191

D, | S (00)(0) (0, (1)
= inf

iee 191
S, [J7 oan (0 () () dAr(u) + B0 (93, (1)) + 010 (03, ()]
" io 191 |

Rappelons que oy, est inversible, donc o, (0, ' (h)) = h pour tout h = (hy, hy, hs) €
Hy, Aol 0;,(0,' (R)) = hsy i =1,2,3.
Le minorant précédent est donc égal a

SUPpen, | Jy ha(u) dAr(u) + Bha+a'ha| |19,

nf = inf .

= 161l oeo [|6]l,

(6.7)

D’apres le lemme 6.4, ||0||, est minoré par q(|a|V ||V Vio,71(Ar)) et [|f]], est majoré
par 3p(|a|V|B|V Vo7 (Ar)). Finalement, (6.7) est minoré par L. L’opérateur Sy, (6o)
est donc inversible et son inverse Sp,(fp)~" est continue sur 'image de Sy, (6p).

|

D’apres le théoreme 6.4, pour tout p (0 < p < 00),

500 (80)v/1(0 — 80) () = v/1(S,, 5, (60) — Sa,(60)) () + 0p (1),
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ou, d’apres le lemme 6.2,

S (Bo) T (0 — B0) () = / g0 (W) (W) d(Az s — Ago)(u)
+\/E(Bn - 50)102,00 (h) + \/ﬁ(@n - ao)'Ul,eo (h)

D’aprés les lemmes 6.3 et 6.7, v/n(0, — 6)(h) converge en loi vers —Sy, (6) G (h).
Nous voulons identifier la limite —Sg, (60) 'G(h).

L’opérateur oy, est continuement inversible donc pour tout ¢ (0 < ¢ < 00), il
existe p (0 < p < 00) tel que Ua_ol(g) € H, si g € H,. Posons h = og_ol(g).

Avec ces notations, —Sg, (6p)/n(0, — 6o)(h) s’écrit sous les formes suivantes :

—Spo(00)v/n(0r — 00) (h) = /OT g3(u)vnd(Ayy — Arg)(u) +vVn(Ba — Bo) g2
+\/ﬁ(dn - aO)Igla (68)
et
— S5 (00)Vn(Br — 80) (h) = V/(S,, 5, (00) — Sso(00)) (05, (9)) + 0p(1).  (6.9)
Remarquons que le membre droit de ’égalité (6.8) est égal a
(vn(m — o), \/’E(/én — Bo), \/E(ATn — A1p))(9),

qui converge en loi vers —Sg,(6)"'G(g). Remarquons également que le membre
droit de (6.9) converge en loi vers G(ay'(g)). Dot —Sg,(60) ™G = G(oy.").
Finalement,

(\/ﬁ(dn - 040), \/E(Bn - ﬁo), \/ﬁ(ATn - AT,O)):

converge en loi dans [*°(H,) vers un processus gaussien centré G de fonction de
covariance

T

cov[G(g),G(g")] = /0 93(u) oy g (97) () dAgo(u) + 054 (9%) 92 + 014, (9%) 91-
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6.4 Estimation de la variance asymptotique des
estimateurs

Nous nous intéressons maintenant au probléme de I’estimation de la variance
asymptotique des estimateurs semiparamétriques des parametres du modele conjoint,
qui intervient dans la construction d’intervalles de confiance et de tests d’hypotheses.

Rappelons que
(VG — a0), V(B = Bo)s Vi(Azyn — Ar)) (h)
= W/ = aa) + W/ = o) + [ hal) dviai — Aro)(a).
D’apres le théoreme 6.5, la variance asymptotique (Oie

(\/ﬁ(d/n - a0)7 \/E(Bn - 50), \/E(ATn - AT,O))(h)

est

/0 ' hs(u)os g, (h)(u)dAzo(u) + 0y (h)'hy + oy g, (R) Ry (6.10)

Il est assez naturel de proposer d’estimer la variance (6.10) par :

/0 () (h)(w)dAga(w) + o7t (W'hy + 072 (), (6.11)

n

ol T4 T2, et 035 sont obtenus en remplagant ) = (co, Bo, A1) par 0, =
(G, ﬁn, Ar n) dans les 0y g, 09,, 039, donnés dans le théoreme 6.5.
Nous illustrons cette proposition et ses limites sur 'exemple de 'estimation de la

variance asymptotique de \/ﬁ(Bln — Bi0)-

Posons hg, = (0, (1,0)",0). Il vient
(\/ﬁ(&n - aO)a \/ﬁ(Bn - ﬁO)a \/H(AT,n - AT,O))(h'ﬂl) = \/ﬁ(ﬁl,n - 131,0)-

La variance asymptotique de \/ﬁ(ﬁln — [1,0) est alors estimée par 'estimateur (6.11)
dans lequel h = hﬁl, c’est-a-dire par :

(1,0)0,; (hs)

= (1,0) Ej, /W w)'eP" @ dAgpn(u)|  (1,0)

= (1,0) Ej, ZW 20) Tz <y W EO AR, | (1,0)
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Il apparait néanmoins que les calculs d’espérances requis par cette solution im-
pliquent des intégrales multiples difficiles a calculer. Approcher ces espérances par
des moyennes empiriques, et estimer par exemple la variance asymptotique de

Vn(Bin — Bio) par

n p(n) -

1 e
(1,0) - ZZwi($(k))wi(l‘(k))Il{z(k)gwi}eﬂnwl( ®AA, x| (1,0)".

=1 k=1

n’est pas possible car les Z;(X;) nécessaires aux calculs de ces moyennes ne sont pas
observés.

Nous proposons donc, pour des raisons théoriques et pratiques que nous ex-
pliquons ci-dessous, d’estimer la variance (6.10) & partir des formules (6.4). Nous

. ; _ A (s oA oA .
estimons tout d’abord o9, = (01,6,, 09,60, 73,0,) PAr 65 = (6,5.,0,4.,034,), Ol

. 1O 0
01,9n(h):_;ZE |:a a ,lnf(ZOa"' ZaX: ; & )‘y1:| hla

710,(1) = %ZE [ W@ @) + )] dhra o]

&3,0n Z E; [[hl (u) + h3(“)]€ﬂ;‘”w(u)1{ugx}|yi] .
Puis nous proposons d’estimer la variance asymptotique (6.10) par

/0 ()67} (h)(w)dAga () + ;) (W)'ha + 671 (Y. (6.12)

n

En utilisant le principe de démonstration proposé par Murphy [66], nous mon-
trons tout d’abord que lestimateur (6.12) est un estimateur convergent de la va-
riance (6.10). Puis nous expliquons comment (6.12) peut étre utilisé en pratique
pour obtenir des estimations des variances asymptotiques des estimateurs des pa-
rametres du modele conjoint.

Utilisant les mémes raisonnements que dans la démonstration du lemme 6.1, les
fonctions sous le signe Y dans 014,094,103 5, forment une classe de Donsker (pour
h € Hy, p > 0) d’ot sup,eq, 165, (h) — 04, (h)||z — 0.

4, est inversible et son inverse continue, donc pour tout H, C H, il existe un
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H, C H,, tel que 6;'(H,) C H,, et pour tout g € Hy, il existe h € H, tel que

h,—aenl(g).
Alors
1651 (9) — 05, (Dllm = llog, (06, (h)) — 05, (65, (h))l|
llog! (M)lla )
< sup —2"|log, (h) — 65, (h)|ln
e,  |hlla
llog (M)|la

< sup ||og,(h) — &4, (h)||a-
ner, blla hem,

D’ou supgeH ||0A (9) — erl(g)HH — 0. Il s’ensuit que l'estimateur (6.12) donné
par [J hs(u Gy ( )(u)dAr, (u) + (h) ho + 01_; (h)'hy converge vers la variance
asymptotique s hs( “)03,00 (h)(u )dAT,o(u) + 02_’;0 (h)'hy + 01_7;0 (h)'hy.

En particulier, la matrice de covariance asymptotique de ’estimateur semi-
paramétrique du parametre d’intérét S du modele conjoint peut étre estimée de
maniére convergente par (6.12) pour un choix approprié de h.

Reprenons par exemple hg, = (0, (1,0)’,0). La variance asymptotique de \/ﬁ(ﬁln -
B10) est estimée par estimateur (6.12) dans lequel h = hg,, c’est-a-dire par :

(1,05, (hs,)

_]_ - i Al A
- (1,0 ;Z [ o, W et @iy di,
[ =1 /0

-1

(1,0)’

p(n) -

= (1,0) —Z >, B, [W(-fv(k))W(x(k))'eég’w(m““)Iyi] Abni|  (1,0)

i=1 k= lw(k)<:v,

De méme, la variance asymptotique de \/n(fB2,, — B2,0) sera estimée par

—1
p(n)

Z > E, [W(x(k))W(fﬂ(k))'eﬂ;‘w(”’“”Iyi] ARny|  (0,1).

i=1 k=l <z;
Enfin, il pourra également étre utile, pour certaines applications, d’estimer la va-
riance asymptotique de l’estimateur du parametre «. La variance asymptotique
de /n(dy, — ayp), ol Gy, (respectivement o) désigne la [-ieme composante de
I'estimateur &, (respectivement de «p) peut étre estimée par

n

. 0 A
J; [—EZE [aaa In f(Z, . . . ZaX,Z;ozn)|yZ-HJl,
=1

1=
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ou J; est le p-vecteur (0,...,1,0,...)" dont toutes les composantes sont nulles sauf
la [-ieme, qui est égale & 1. Des versions spécifiques de cette derniere formule seront
obtenues dans le chapitre 7, pour une distribution de la covariable Z(-) particuliere,
choisie pour les applications du modele conjoint.

Une méthode d’approximation numérique sera utilisée pour approcher les intégrales
Ej; . Elle est décrite en Annexe A.






Chapitre 7

Mise en oeuvre de I’algorithme
EM dans le modele de Cox avec
covariable manquante

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la détermination des estimations se-
miparamétriques des parametres du modele conjoint proposé. Ces parametres sont
le parametre d’intérét S (parametre de régression du modele marginal de Cox),
la fonction de risque Ap = fot Ar(s)ds, et le parametre o de la loi du processus
de covariable. Nous montrons comment obtenir les estimations semiparamétriques
de B, Ar et « a laide de algorithme itératif Espérance-Maximisation (EM) [26].
La mise en oeuvre de cet algorithme nécessitera d’approcher numériquement des
intégrales (nous utiliserons une quadrature de Gauss-Hermite). A chaque itération
de ’EM, les estimations de (8 seront calculées a 1’aide d’un algorithme de Newton-
Raphson.

Nous décrivons tout d’abord 'algorithme EM utilisé pour ’estimation semipa-
ramétrique dans le modele de Cox avec covariable dépendant du temps manquante.
Puis, nous présentons deux applications du modele conjoint sur des données réelles.
Nous proposons tout d’abord d’appliquer ce modele a ’analyse statistique des aban-
dons informatifs dans les études longitudinales, et nous comparons ses résultats a
ceux obtenus par le modele de Diggle et Kenward [28]. Nous comparons ensuite les
estimations du parametre de régression du modele de Cox obtenues avec le modele
conjoint et deux méthodes d'imputation d’une covariable dépendant du temps.

125
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7.1 Description de I’algorithme EM pour le modele
conjoint

Nous rappelons briévement le principe de 'algorithme EM [26] puis nous I’ap-
pliquons a la recherche des estimations semiparamétriques dans le modele conjoint.

Principe de l’algorithme EM

Supposons que 'on observe incompletement un vecteur aléatoire X de loi ad-
mettant une densité fx(z;0) (¢ € ® C R?) sur R? (d > 2). X représente la
donnée complete qui n’est pas entierement observée. Notons Y la donnée incomplete
réellement observée.

Soit fy(y; ¢) la densité de Y, et soit fx|y(z;¢) la densité conditionnelle de X sa-
chant Y = y. Notons ¢ la “vraie” valeur du parametre ¢.

Si X était observable, I’estimateur du maximum de vraisemblance de ¢, serait ob-
tenu comme solution du probléme de maximisation de In fx(z; #). Dans le cas ou
X n’est pas complétement observé, 1’algorithme EM consiste a maximiser a la place
I'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance compléte In fx (x; ¢) sachant les
observations Y = y. Plus précisément, on définit la fonction de deux arguments ¢

ethS:
Qs ¢) = Ej[ln fx(X;9)[y]
— / In fx (2; 6) fx v (3 ) d

L’espérance conditionnelle est calculée avec une valeur gg du parametre qui peut
étre différente de la valeur ¢, ce qui conduit a envisager un algorithme itératif
qui, partant d’une valeur initiale ¢(©), génére une suite ¢™ telle que @™+ =
argmax, 5 Q(4, ™), o1 (™ désigne la m® valeur itérée et ¢™*1) la valeur obtenue
a l'itération suivante. Chaque itération de l'algorithme comporte deux étapes, un
calcul d’espérance et une maximisation :

1. Etape E : calcul de Iespérance mathématique de la log-vraisemblance (fonc-
tion d’une valeur courante du parametre) des données complétes condition-
nellement a ’observation : Q(d, qﬁ(m)).

2. Etape M : recherche de ¢+ comme solution de argmaX¢E¢Q(¢, qﬁ(m)).

Les étapes E et M sont alternativement répétées jusqu’a ce que la différence
In fy (y; 0)) — In fy (y; 0™) soit suffisamment petite.



Mise en oeuvre de I’algorithme EM 127

Le lecteur intéressé par ’algorithme EM pourra se référer aux traitements détaillés
de Dempster, Laird et Rubin [26] et McLachlan et Krishnan [62].

Algorithme EM dans le mode¢le conjoint

Nous avons introduit au chapitre 5 la log-vraisemblance EM E4[Inl(Y, Z;0)|y],
ou EjInl(Y,Z;0)|y] représente l'espérance conditionnelle de Inl(Y,Z;6) sachant
Y =y (i.e. de la log-vraisemblance des données compleétes (Y, Z) sachant ’observa-
tion des données incompleétes y).

Dans notre probleme, la fonction Q(6, ) est

Q(ea 0) = E@[lnl(Ya Z; 9)‘y]

p(n)
= [AﬁW ) = ) AN e VED Ly ly
| = J
p(n)
+ Z 1{X:z(k)}A In AAn,k + E@(m) [111 f(Z0> .- Zaxa Z O{)|’y] .
k=1

A la (m+ 1) itération, nous sommes conduits & maximiser L, 5(0) = > _i_; Qi(0, 0)
par rapport a § = (o, 8, AAp 1, ..., ANy pmy) (ol p(n) désigne le nombre d’instants
d’événement distincts).

Nous supposons un modele de la forme Z; = pZ; | + ¢; pour la covariable Z, ol
€; est un terme d’erreur centré et de variance supposée égale & une constante o
Pour simplifier les procédures numériques nécessaires aux calculs des estimations,
nous supposons que l’erreur ¢; suit une loi normale. Le parametre de la loi de Z est

= (u,0%)".

Nous obtenons d’abord les valeurs itérées (™1, g2(m+1), AA%H), . Ag';(j)) grace
aux formules explicites de calcul données par la proposition suivante.
Proposition 7.1 Les valeurs p(™* g2m+1) et A,(:Tl) (t=1,...,p(n)) obtenues

d la (m + 1)¢ itération de algorithme EM d partir des données incomplétes y;
(t=1,...,n) sont données par

L) >t [2052 7701 + Zau, Boe [Z13i]]
i X 2 ’
JAmit) _ 2aici (2255 (255 = 0™ 2ij1)* + Eyow [(Z = p™ Zay ) |yi] ]
> i1 (ag +1) ,
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Z?:l 5]'1{%' =u;}
>iot By [e6™TW @1, cxy]y;]

AAK’;H) ci=1,...,p(n).

Démonstration. A la (m-+1)¢itération de I’algorithme, la dérivée de Eywm[Inl(Y, Z;0)|y]
par rapport a « se calcule comme suit :

0 0
%Ea(m) Inl(Y,Z;0)]y] = aEe(m) In f(Zo, ..., Zay, Z; )]y
0 -
= 5By |In [H f(Zi1Z; 1; ) +1nf(Z\zaX;a)|y]
j=1
= - Zln f(#jlzj-1; @) + Egem [In f(Z|Zay; a)]]
0 >
= "% Z In(oV/27) + (j—uzj,l)
7j=1

+Epgomy [m(a\/%) + 2%2(2 — uZaX)2|y” .

Nous en déduisons les dérivées de Ee(m) [Inl(Y, Z;0)|y] par rapport & u et o2 :

0 1
8_ME9('") Ini(Y, Z;0)ly] = — ZZ; 1(2j = 12j-1) + 20, Bgom) [Z — 1Zax |Y]
_J 1
1
= ) ZZJZJ 1 MZZ + Za, Egmy [Z Y] | ,
Li=1
0 | 1
5oz Doew Il(Y, Z:0)ly] = — [Z [p ~ 5% —sz—l)Q]
j=1

11 ,
+Ejm) [; - @(Z — 1 Zay) \y” .

Finalement, en résolvant les équations
"0 "0
> 351 B Ini(Y, Z;0)[y:] =0 et > 5g7 Loew [ 1(Y, Z:0) lyi] = 0,
=1 =1

nous obtenons les expressions suivantes pour p™t? et g2(m+1 .
,u(mﬂ) 2?21 [Z?Z ZijZij-1 T Zam Eym) [Z|yz]]
az; 3
Zz 1 Z] =0 zg
om+1)  _ Z:'L:l [ngl(zlj - /1'( )Ziajfl)Q + Eﬂ(m) [(Z - M(m)Zax)2‘yi:|]
o = - .
>zt (@z;, +1)
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Dans la proposition 5.3, nous avons dérivé la log-vraisemblance EM par rapport a
AN\, ; pour obtenir une caractérisation de 6,. Le résultat obtenu nous permet de

déduire
AA(WH—I) _ Z?:l 6]1{551:”2}
N1 Z?:l Eg(m) [eﬂ(m)TW(ui)l{uiSX”yj]
[ |
Remarques

1. Pour la mise en oeuvre informatique de l'algorithme EM, il sera utile de

décomposer le dénominateur de AASZ

clairement apparaitre les espérances conditionnelles que nous aurons besoin

1 ox . .
1 de la maniere suivante, afin de faire

de calculer :

Z?:l 6]1{1:]:“1}
St [Boem [€#T W@ y,] V() + B 0i@U; ()]

i=1

AN =

o Vj(u) = Ly, <usa;} et Uj(u) = Hugia, 3

2. Le calcul des valeurs itérées de pu,o? et AN\, ; nécessite I'utilisation d'une
méthode d’approximation numérique pour approcher les intégrales Eym). Dans
le cas gaussien, I'une des techniques les plus utilisées est la quadrature de
Gauss-Hermite. Une description de cette technique, ainsi que les formules
d’approximation nécessaires pour u<m+1>,a2<m+1>,AA§;’§“) sont données en
Annexe A. Crouch et Spiegelman [23] donnent de plus amples détails sur la
quadrature de Gauss-Hermite.

Il n’est pas possible de résoudre analytiquement I’équation OFym) [Inl(Y, Z; 8)|y] /
9B = 0 pour obtenir une formule explicite de calcul de la valeur itérée 51, Nous
résolvons cette équation, a chaque itération de ’algorithme EM, a 'aide de ’algo-
rithme de Newton-Raphson.

Au cours de la (m + 1)¢ itération de l'algorithme EM, la formule d’itération de
I'algorithme de Newton-Raphson permettant de calculer I’approximation Sy de
B+ 4 partir de approximation By de la k¢ itération est obtenue de la fagon
suivante. La dérivée de la fonction Eym) [Inl(Y, Z;0)|y]

0

%Ee(m In (Y, Z;0)|y]
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est remplacée par son développement de Taylor a I'ordre 1 au voisinage de ()

0 m
By [IWU(Y, 20, By, ANy | +

op
82
8ﬂ85’E0(m) [lnl(Y Z;a"™, B, ,AA 3] ] (B = By)-
Nous sommons cette expression sur I’ensemble des sujets i (i = 1,...,n). La valeur

de B qui annule cette somme fournit la valeur S(;1), soit :

-1
& n
By = By — [aﬁaﬁ' > Egow [n(Y; 250 /3(k),AA(T,,3)|yZ~]]

XEBXP%MPMKZMMﬁWAMQMM
=1
= By + (1™ (Buwy)] U™ (B, (7.1)

ol la valeur d’initialisation B est choisie égale a B, On arréte I'algorithme
lorsque |B41) — By < 1074

La proposition suivante donne les expressions de U™ () et I(™ (3) nécessaires
au calcul (7.1).

Proposition 7.2 A la (m + 1)¢ itération de l’algorithme EM, U™ (B) et 1™ (3)
sont données par

:Z&%wWMM%&M%»

1™ z o;

B"T'L; —E,%?(ﬁ,xz)] ’

Jxl

S (8, 5)

Em(ﬁa 5) = S’Sr?)(ﬂ,s)'
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Démonstration. U (3) se calcule de la fagon suivante :

0
g Doen Y, Z:6)ly]
[ p(n)
= Egy |AW(X) =Y AN W ()™ VO, xyly J
k=1
[ = AAn(ﬁk)ék '
= Epm |AW(X) — m W (zg)e? V1 < xyly
L ; 2j=1 931 (z; =0} =
Ok
= Eym) |[AW(X
’ Z ZJ 1 EO(m) @ﬂ W(zk)1{$k<X}|yJ:|
XW(.T]C)E ($k)1{$k§X}|y:| .
Nous sommons cette expression sur ’ensemble des sujets 7 (i = 1,...,n) et nous

remarquons que

O
Eym [W Wiai)g }
ZZZ] 1 Eoom ) 6/3 W(zk)l{m <X}|yj} o (xk) {oe<x} Vi

1=1 k=1
= Z(Sk S0y Egomy [W(@r)e? V@1, ey |yi]
Zi:l Ea(m) [eﬂlw(xk)l{mng}Wi}

k=1

d’ou

U (E) =35,
k=1

De nouveau, la mise en oeuvre informatique de ces procédures numériques sera

" Egomy [W ()P V@1, Z,
Egm [W(X)|yk]_zz—1 oy [W(zi)e {m<x3|yi] _

Sy Egom [P W@ 1, < x3y[yi]

facilitée en décomposant le dénominateur dans I’expression précédente de la maniere
suivante :

) 5) = Z5k
k=1

Sy [Egem [W (k) e?V @)|y,] Vi(zy) + wiwy)e? iU ()]
> ict [Egom [eF V@0 y,] V() + P vilen)Uy(y)]

By [W(X)[yx]

= Zék [Epem) [W(X)|yr] — B (B, )] -
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De méme, nous calculons :

? &
W Z EH(’”) [ln l(Y, Z, 9) |yz]

_Z(S Zz L Egoy [W (i)W ()P V@)1 <y |
Sy Egom [€2 W@ < xy|yi)

[ By [W ()€’ 'W(zk)l{wk<X}\yi”®2]
2?21 Egim) [eﬂlw(w’“) Lzp<x} |Z~/z} ?

| SR8, )

1m(g) = -

Le calcul des valeurs itérées 5™ nécessitera également de calculer des approxi-
mations des intégrales Fym). Ces approximations sont décrites en Annexe A.

Estimation de la variance asymptotique des estimateurs de u et o2

Les formules d’estimation des variances asymptotiques des estimateurs des pa-
rametres 3; et By du modele conjoint sont données dans la section 6.4 de ce ma-
nuscrit. Ici, nous obtenons des formules de calcul des estimations des variances
asymptotiques des estimateurs de u et o2,
pour « dans la section 6.4. La variance asymptotique de v/n(fi, — po) (respective-
ment /n(62 — 07)) est estimée en posant J = (1,0)" (respectivement J = (0, 1)’)
dans J' [ 3" M;] J, ou:

azg;

=—A22zw

a partir de la formule générale donnée

awz G,;cl

1
Mi,1,2 = Mi,2,1 = _g Z ZijZi,j—1 — ,U'n Z ZZJ + Zlaz én [Z‘yz] ’
n _] 1
1 1 |
O, .
Mi,2,2 = J‘ZT ~ %6 Z(ZZ] - ,U'n'zi,jfl)2 + Eén [(Z ,U'n ax) |yz] .
Un Gn _j:]-

Les algorithmes décrits dans cette section ont été programmés avec le logiciel
Scilab [80]. Un listing des parties les plus importantes de ce programme est donné
en Annexe B.
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7.2 Applications de ’approche par vraisemblance
conjointe

Nous présentons deux applications du modele conjoint proposé. Nous expliquons

tout d’abord comment il peut étre appliqué a I’analyse statistique des abandons de
mesure informatifs dans les études longitudinales. L’un des modeles les plus utilisés
dans ce domaine est proposé par Diggle et Kenward [28] (nous le noterons “modele
DK” par la suite). Nous comparons, sur des données réelles de qualité de vie, les
résultats des deux approches. Le modeéle DK suppose deux hypotheses (décrites plus
loin) restrictives sur la nature des données étudiées. Lorsque ces hypothéses sont
vérifiées, nous constatons que les résultats du modele DK et de ’approche conjointe
sont proches. En revanche, ’approche conjointe sera préférable dans des situations
plus générales.
Nous comparons ensuite sur un jeu de données réelles (quantités de lymphocytes
CD4 chez des sujets séropositifs) les estimations du parametre de régression d’un
modele de Cox obtenues par I’approche conjointe et deux méthodes d’imputation.
Nous constatons sur cet exemple que 'approche conjointe donne des estimations
moins biaisées que celles obtenues par les méthodes d’'imputation.

7.2.1 Application aux abandons informatifs dans une étude
longitudinale

L’analyse des données longitudinales (mesures répétées dans le temps d’une va-
riable sur des sujets) se heurte trés souvent au probléme de ’abandon de mesure.
Un abandon se produit lorsque la série de mesures d’'un sujet s’interrompt et ne
reprend pas jusqu’a la fin de I’étude. Diggle, Liang et Zeger [29] présentent un trai-
tement détaillé de ’analyse statistique des données longitudinales et consacrent un
chapitre au traitement des abandons.

Modeles pour I’abandon de mesure dans un étude longitudinale

Supposons que des mesures répétées z; d’une variable Z sont obtenues aux
instants ¢; (j = 0,...,m) sur chaque sujet inclus dans une étude longitudinale.
Notons D la variable aléatoire qui indique I’'instant d’abandon d’un sujet dans cette
étude. Si la premiere valeur manquante de Z est z;, on considére le plus souvent,
par convention, que I’abandon est survenu en ¢; et que D prend la valeur D = j.
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Diggle, Liang et Zeger distinguent trois types d’abandon de mesure dans une

étude longitudinale, correspondant aux trois mécanismes de données manquantes
rappelés dans le chapitre 3 de ce manuscrit.
Notons 1z; la fonction indicatrice valant 1 si la réalisation de Z; est observée et 0
sinon. Notons que D = Z;":O 1z;. Un abandon est dit completement aléatoire si les
variables D et 1z, sont indépendantes (pour tout j = 0,...,m). Un abandon est dit
aléatoire si D est indépendant de Z; (j > D) mais dépend de Z; (j < D), c’est-a-
dire, si la probabilité d’abandon dépend de valeurs observées de Z mais ne dépend
pas de valeurs inobservées de Z, en particulier, de sa valeur a I'instant d’abandon.
Enfin, un abandon est dit informatif si D dépend de Zp.

Nous nous intéressons a la loi de I'instant d’abandon conditionnelle aux réalisations
de Z. Lorsque ’abandon est aléatoire ou completement aléatoire, les parametres de
cette loi sont estimés par les méthodes usuelles. En revanche, lorsque I'abandon est
informatif, nous sommes confrontés au probléeme des valeurs manquantes de Z.

La méthode la plus utilisée consiste alors a modéliser conjointement le processus
Z et la durée jusqu’a abandon. Little [58] et Verbeke et Molenberghs [89] donnent
des revues exhaustives de la récente littérature consacrée a ce sujet. Elle se répartit
entre les approches par modeles de mélange et modeles de sélection.

Les modeles de sélection consistent a obtenir la distribution conjointe des Z; et
de l'instant d’abandon D en choisissant une loi conditionnelle pour D sachant Z,
et une loi marginale pour Z. Les modeles de mélange consistent a choisir une loi
conditionnelle pour Z sachant l'instant d’abandon et une loi marginale pour D. Un
exemple de modele de mélange est décrit par Hogan et Laird [42].

Nous nous intéressons ici au modele de sélection le plus utilisé en pratique, il est pro-
posé par Diggle et Kenward [28]. Le lecteur intéressé par d’autres exemples pourra
se référer aux modeles proposés par De Gruttola et Tu [25], Schluchter [79], Wu et
Carroll [94] (ou la loi conjointe des Z; et de D est choisie normale multivariée).

Diggle et Kenward [28] proposent de combiner une loi normale multivariée pour
Z avec un modele logistique pour la loi d’abandon. Ce modele a la forme suivante :

J
logit P [D = ]] = ﬁ() + ,312]' + Zﬂkﬂzj_k + ’)/IV, (72)
k=1

ou V est un vecteur de covariables connu.
Si By # 0, (7.2) formule un modele d’abandon de mesure informatif car la proba-
bilité d’abandon & Iinstant ¢; dépend de la valeur inobservée z;. Si f; = 0, (7.2)
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formule un modele d’abandon aléatoire. Enfin, si tous les 3 sont nuls (& ’exception
éventuellement de (), (7.2) est un modele d’abandon complétement aléatoire. Ce
modele doit sa popularité notamment & l'existence du logiciel gratuit OSWALD [81]
qui estime ses parametres par la méthode du maximum de vraisemblance a I’aide
de algorithme du simplexe [69].

Ce modele a donc connu de nombreux développements : extension au cas ou Z est
une variable catégorielle (Molenberghs, Kenward et Lesaffre [64]), extension & des
abandons temporaires avec reprises intermittentes des mesures de Z (Troxel, Lipsitz
et Harrington [83]).

Néanmoins, ce modele présente certaines contraintes. Tout d’abord, il ne prend
pas en compte la possibilité d’une censure de I’événement abandon. Puis, la conven-
tion suivante est adoptée : si un abandon survient entre ¢;_; et ¢;, on considere qu’il
s’est produit en ?;, et D = j. Le modele DK considere des abandons a temps dis-
crets, ce qui entraine une perte d’information pour ’estimation de ses parametres,
lorsque la vraie nature de ’abandon est continue.

Nous montrons que le modele conjoint que nous avons proposé peut s’appliquer a
I’analyse des abandons informatifs dans les études longitudinales, dans des condi-
tions plus générales que le modele DK, et nous comparons leurs résultats.

Comparaison du modeéle conjoint et du modeéle de Diggle et Kenward

Le modele décrit dans le chapitre 4 formule une loi conjointe pour un proces-
sus longitudinal avec données manquantes et des durées de vie censurées. Cette loi
est définie par une loi conditionnelle des durées de vie sachant la covariable longi-
tudinale (c’est le modele de Cox avec covariable dépendant du temps) et une loi
marginale pour cette covariable. Le modeéle proposé peut donc étre vu comme un
modele de sélection.

La valeur de Z a l'instant d’événement n’est pas observée. Si cet événement est un
abandon de mesure dans un suivi longitudinal, le modele conjoint développé peut
étre vu comme un modele d’abandon informatif.

Ce modele prend en compte une possible censure de I'instant d’abandon et consideére
I’abandon comme un événement de nature continue. Il prend donc en compte des
situations plus générales que le modele DK. Nous comparons ces deux modeles sur
des données de qualité de vie (notée qdv par la suite).

Le jeu de données étudié concerne 120 sujets traités par une nouvelle thérapie
contre le cancer. Parallelement au suivi médical de ces sujets, des mesures de leur
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qdv ont été obtenues par des questionnaires d’évaluation de qdv, distribués a chaque
sujet aux instants ¢; et remplis par eux avant la date de remise du questionnaire, a
ti1.

Un sujet abandonnant ’étude dans l'intervalle |¢;,¢;41] prive donc I'analyste de sa
valeur de qdv, considérée comme constante sur cet intervalle. Les questionnaires
produisent un score quantitatif compris entre 0 et 7, un score élevé indiquant une
bonne qdv. Ici, I’événement d’intérét est ’abandon et la covariable longitudinale Z
est la qdv.

Reprenant les notations utilisées dans ce manuscrit, chaque sujet 7 (i =1,...,120)
fournit les observations (X; = T; ACy, A, Zig, .. ., Z,

iaxi)’ ou 7T; est I'instant d’aban-
don et C; est linstant de censure (retrait du sujet de I'étude sur décision des
médecins pour raisons médicales autres que la qdv). La valeur Z;(X;) est inob-
servée. On peut penser que I'abandon est informatif : il est en effet vraisemblable
qu’un sujet renoncera a remplir un questionnaire si sa qdv a cet instant est dégradée.
89 sujets ont abandonné I’étude, 31 sont censurés. On compte entre 1 et 13 mesures

répétées par sujet.

Une premiere méthode d’analyse de I’abandon informatif dans cette étude consiste

a utiliser le modele DK. Pour cela, nous considérons que si un sujet abandonne entre
tj et tj11, alors D = j. De plus, nous considérons que tous les événements observés
sont des abandons car le modele DK ne prend pas en compte la censure (par la suite,
nous noterons par C7 I’ensemble de ces deux conditions d’application du modele
DK).

Pour établir une comparaison pertinente avec le modeéle conjoint, nous supposons
que le modele (7.2) s’écrit, pour une observation i :

logit P[D; = j| = p12ij-1 + Bazij (7.3)
Le programme OSWALD estime les parametres f; et (s :
logit P[D; = j] = —0.036z; j_1 — 0.170z;;.
Il sera utile de réécrire le modele estimé sous la forme suivante :
logit P[D; = j] = —0.170(2;; — 2 j—1) — 0.206%; ;1.

Nous concluons que la probabilité d’abandon d’un sujet est d’autant plus forte que
sa qdv est faible, et augmente lorsque sa qdv décroit entre deux instants successifs.
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Les estimations des parameétres du modele conjoint sont obtenues sous les mémes
conditions C'1 par l'algorithme EM décrit précédemment. Elles sont données dans
la premiere colonne du tableau (7.1).

TAB. 7.1 — Estimations et écart-types pour les parametres du modele conjoint sous
plusieurs conditions de censure et de nature de 'abandon.

emv (1 : pas de cens. (2 : pas de cens. C3 : censure C4 : censure
e.t. abandon discret abandon continu abandon discret abandon continu
Bin -0.0107 0.0592 0.0137 0.0887

e.t. 0.0691 0.0687 0.0825 0.0780

Bon -0.2017 -0.2840 -0.2241 -0.3161

e.t. 0.0697 0.0723 0.0850 0.0870

[, 0.9506 0.9461 0.9510 0.9475

e.t. 0.0092 0.0098 0.0091 0.0095

62 0.5718 0.5756 0.5723 0.5757

e.t. 0.0392 0.0400 0.0369 0.0401

Deux questions se posent. Tout d’abord, il serait intéressant de pouvoir comparer
les résultats de ’approche conjointe et du modele DK sous les conditions C1.
Supposons ensuite que l'on dispose de données ou les abandons sont de nature
continue et sont éventuellement censurés. Pour utiliser le modele DK, nous nous
ramenons en fait aux conditions C1. Quelle est donc I'influence de ces hypotheses
simplificatrices sur I’estimation du modele (7.3) ? Le modeéle conjoint proposé peut-
il offrir une solution de rechange pour l’analyse des abandons informatifs dans des
situations plus générales que celles envisagées par le modele DK 7

Une comparaison directe des estimations des parametres (5, et [y des deux
modeles n’est pas possible. Nous proposons donc la stratégie suivante. Soit deux
individus ¢ et j. Supposons qu’a 'instant ?x, z;; = zj; = 2. Supposons qu’entre ¢ et
tx+1, la qdv du sujet ¢ reste constante et celle du sujet j varie. Nous allons comparer
entre les deux modeles une grandeur indépendante de leur formulation : le risque
relatif d’abandon du sujet j par rapport au sujet i, pour différentes valeurs de la
variation de z; entre ¢ et ;4.

Supposons que cette variation soit égale & v. A l'instant 51, le risque relatif d’aban-
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don du sujet j par rapport au sujet 7, estimé par le modele DK vaut :

6—0.170v—0.206z 1+ 6—0.2062

1+ e—0.170v-0.206z  »—0.2062
—0.17011(1 + 6—0.206;:)

Ty =

e

1 + 670.170070.2062

D’apres les résultats de la colonne 1 du tableau (7.1), le risque relatif d’abandon de
j par rapport 3 i, estimé par le modele conjoint est e~%-2017,
Ces deux risques relatifs sont représentés en fonction de v sur le graphique (7.1) par

les deux courbes les plus basses.

Fi1a. 7.1 — Estimation du risque relatif d’abandon en fonction de la variation v.

—— Modele conjoint (C4)
\ - Modele conjoint (C3)
\ ——= Modele conjoint (C2)
\ —'='="  Modele conjoint (C1)
© AN ~e - Modele de Diggle et Kenward

Risque relatif d'abandon

La variation v prend ses valeurs dans [—7, 7]. Néanmoins, les valeurs réellement
interprétables se situent entre —3 et 3, qui est ’étendue de valeurs dont peut
réellement varier en pratique la qdv d’un sujet entre deux instants consécutifs.
Notons qu’en effet, une variation de v égale a —5 par exemple, concernerait des
sujets dont la qdv a t; serait supérieure a 5 et diminuerait de 5 entre ¢, et ;. 1, ce
qui est improbable en pratique. Sur [—3, 3], nous constatons la proximité des deux
courbes sous C1.

Prenons maintenant en compte la nature réelle de nos données (présence de
censure et continuité de 1’abandon : conditions notées C4). Les estimations des
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parametres du modele conjoint obtenues par I'algorithme EM sous ces conditions
sont données dans le tableau (7.1). Il serait intéressant de comparer ces résultats
a ceux du modele DK, et d’évaluer 'effet de la perte d’information occasionnée en
traitant par le modele DK des données C4 sous les hypotheses C1. Sur le graphique,
nous constatons que les courbes estimées sous C1 par le modele conjoint et le
modele DK sont éloignées de la courbe obtenue par le modele conjoint sous C4
pour les valeurs négatives de v. Deux autres courbes sont obtenues dans les deux
cas intermédiaires suivants :

1. pas de prise en compte de la censure et abandon en temps continu (C2),
2. prise en compte de la censure et abandon en temps discret (C3).

Ces courbes se situent a des niveaux intermédiaires entre les courbes C1 et Cj.

Il semble donc qu’ignorer une des deux caractéristiques suivantes : censure et
continuité de 1’abandon, sous-estime le risque d’abandon d’un individu dont la
qdv décroit. Cette sous-estimation est maximale lorsque l'on ignore les deux ca-
ractéristiques en méme temps. Le risque relatif estimé par le modele conjoint est
alors équivalent a celui estimé par le modele DK. Nous expliquons ce résultat de la
manieére suivante.

Une censure est due a une décision de retrait prise par les médecins. Elle n’est pas
liée directement a une baisse de la qdv, tandis qu’une baisse de la qdv est constatée
chez les sujets qui abandonnent réellement. Considérer une censure comme étant un
abandon tend a amoindrir cet impact de la baisse de qdv sur le risque d’abandon.
Ceci explique la sous-estimation de ce risque constatée pour le modele DK et le
modele conjoint estimé sous C1 et C2.

Lorsque la nature continue de I’abandon est ignorée, tous les sujets abandonnant
dans un intervalle sont considérés comme ayant abandonné au méme instant, a la fin
de cet intervalle. Les sujets qui abandonnent le plus tot sont ceux dont la qdv décroit
le plus. La valeur pronostique de cette baisse pour I’abandon est affaiblie quand on
considere que tous les sujets abandonnent au méme instant. Ceci explique la sous-
estimation constatée pour le modele DK et le modele conjoint estimé sous C1 et C3.

Conclusion

Le modele de Diggle et Kenward (le plus utilisé des modeles d’abandons infor-
matifs dans les études longitudinales) repose sur deux hypotheéses contraignantes :
pas de censure et nature discrete de I’abandon. Ignorer ces caractéristiques pour
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des données qui les présentent conduit a une sous-estimation du risque d’abandon
pour les sujets dont la qdv décroit. Nous avons proposé une utilisation originale
du modele conjoint dans le contexte des abandons informatifs, ce qui permet de
prendre en compte pleinement la nature des données. Ce modele fournit une alter-
native au modele de Diggle et Kenward dans des situations ou celui-ci ne devrait
pas étre utilisé.

7.2.2 Comparaison avec deux méthodes d’imputation de
covariable dans le modele de Cox

Il serait intéressant de comparer les estimations du parametre de régression du
modele de Cox avec covariable dépendant du temps manquante obtenues par la
vraisemblance conjointe et d’autres méthodes d’estimation.

Nous supposons que la fonction de risque instantané d’occurrence d’un événement
d’intérét est

Ariz (t) = /\T(t)eﬂz(t),

ou la valeur de Z a l'instant d’événement n’est pas observée.

Dans le contexte de notre travail, ou1 le mécanisme de données manquantes est
informatif et ou tous les sujets sont affectés par les valeurs manquantes, les méthodes
proposées par Lin et Ying, Zhou et Pepe, Wang, Hsu, Feng et Prentice et Paik et
Tsai ne sont pas applicables car elles supposent un mécanisme de données man-
quantes MAR ou MCAR, ou qu’il existe un sous-échantillon de sujets pour lesquels
le processus de covariable est entierement observé.

En revanche, nous avons programmé deux autres méthodes d’imputation tres lar-
gement utilisées en pratique [19]. La méthode LCF (Last Carried Forward) consiste
a remplacer la valeur inobservée z(z) d’un sujet par sa derniére valeur observée (ici
2q,)- Cette méthode ne suppose pas que des sujets soient complétement observés,
et n’utilise pas de valeurs observées sur d’autres sujets pour estimer des valeurs
manquantes.

Nous programmons également une approche en deux étapes. Les parametres du
modele longitudinal sont d’abord estimés dans chaque groupe constitué des sujets
dont I’événement d’intérét se produit dans un méme intervalle |tx, tx11], et non sur
I’ensemble des sujets. La valeur manquante pour un sujet est ensuite estimée a I’aide
du modele longitudinal estimé dans son groupe.

Nous disposons d’un jeu de données réelles (quantités de lymphocytes CD4 chez
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101 patients séropositifs suivis jusqu’au déces, pas de censure), comprenant de 2 a
11 mesures par sujet (source : www.maths.lancs.ac.uk/diggle/lda/Datasets/). Nous
estimons le parametre [ sur ces données completes par la méthode du maximum
de vraisemblance partielle : son estimation vaut —0.6840 et 1’écart-type estimé est
0.1249.

Puis nous retirons la derniere valeur observée pour chacun des sujets. Pour évaluer
I’influence de la censure sur les méthodes d’estimation comparées, nous affectons
aléatoirement une valeur de l'indicatrice de censure a chacun des sujets (pour 4
proportions de censure différentes : 0%, 10%, 25% et 50%). Les estimations obtenues
sont données dans le tableau (7.2).

TAB. 7.2 — Comparaison de deux méthodes d’'imputation et de I’approche conjointe
pour l’estimation du parametre 5 du modele de Cox.

% censure LCF  Approche en Modele conjoint
2 étapes
0 B, -0.2634 -0.5190 -0.6498
e.t. 0.1872 0.1829 0.1909
10 Bn  -0.2629 -0.5211 -0.6569
e.t. 0.1970 0.1923 0.1913
25 B, -0.2931 -0.5433 -0.6727
e.t. 0.2157 0.2112 0.2205
50 Bn  -0.2359 -0.4943 -0.6314
e.t. 0.2647 0.2597 0.2672

Nous constatons que I’approche par modélisation conjointe donne les estima-
tions les moins biaisées, pour les quatre proportions de censure. L’estimation de
la variance asymptotique augmente avec la proportion de censure pour les trois
méthodes. La méthode LCF, qui ne tient pas compte de ’évolution de la covariable
Z entre deux instants de mesure donne les estimations les plus biaisées. La méthode
en deux étapes aboutit a des résultats intermédiaires. L’utilisation de 1’approche
conjointe devrait étre préférée a ces deux méthodes.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au probleme de I’estimation des
parametres du modele de Cox en présence de valeurs manquantes informatives d’une
covariable dépendant du temps.

Pour résoudre ce probléme, nous avons proposé de modéliser conjointement les
durées de vie censurées et le processus de covariable, pour en déduire une vraisem-
blance qui nous permette d’estimer les parametres du modele de Cox au vu des
données incomplétes. Dans un premier temps, nous avons décrit le modele conjoint
proposé, puis nous avons établi sa propriété d’identifiabilité.

Nous avons ensuite considéré I'estimation des parametres du modele de Cox

avec une covariable dépendant du temps manquante a partir du modele conjoint.
Nous avons adapté a ce modele la méthode du maximum de vraisemblance semipa-
ramétrique.
Nous avons tout d’abord montré l'existence d’estimateurs du maximum de vrai-
semblance semiparamétrique des parametres du modele conjoint, le parametre de
régression du modele marginal de Cox étant considéré comme le parametre d’intérét
de ce modele.

Nous avons ensuite obtenu une caractérisation des estimateurs semiparamétriques
en appliquant le principe de l'algorithme Espérance-Maximisation (EM) a une
espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétes inobservées.
En utilisant cette caractérisation, nous avons montré la consistance des estimateurs
semiparamétriques des parametres du modele conjoint. Nous avons ensuite établi la
convergence en loi de ces estimateurs vers un processus gaussien. Puis nous avons
proposé un estimateur convergent de la variance asymptotique des estimateurs se-
miparamétriques.

D’un point de vue pratique, nous avons utilisé 1’algorithme EM pour estimer
les parametres du modele conjoint. Nous avons obtenu des formules explicites pour
calculer, a chaque itération de I’algorithme, des estimations des parametres de la
loi du processus longitudinal et de la fonction de risque cumulé du modele de Cox.
Les estimations du parametre de régression du modele de Cox ont été obtenues, a
chaque itération, par un algorithme numérique de type Newton.

Nous avons obtenu des modifications de ces formules pour prendre en compte des
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instants d’événement ex aequo.

Nous avons comparé, sur des données réelles, les estimations du parametre de

régression du modele de Cox, obtenues par le modeéle conjoint et deux méthodes
d’imputation habituellement utilisées en cas de données manquantes. Cette compa-
raison suggere que la modélisation conjointe donne des estimations moins biaisées, y
compris lorsque la proportion de censure des instants d’événements est importante.
Nous avons aussi proposé d’appliquer le modele conjoint a ’analyse statistique des
abandons informatifs dans les étude longitudinales. Ce modele constitue une so-
lution alternative au modele proposé par Diggle et Kenward, qui repose sur des
hypotheses restrictives sur la nature des données analysées. Un exemple d’appli-
cation sur des données réelles suggere que ces deux modeles donnent des résultats
similaires lorsque ces hypotheses sont vérifiées, mais que le modele conjoint est
préférable dans le cas contraire.
Il serait maintenant intéressant de réaliser des simulations plus poussées pour évaluer
précisément les performances de la modélisation conjointe dans ces deux applica-
tions. En particulier, il serait intéressant de la comparer avec une approche récente
du probleme des covariables manquantes dans le modele de Cox, basée sur une
analyse de sensibilité [77].

Enfin, il serait intéressant d’étudier comment I’approche conjointe proposée peut
permettre de généraliser les tests d’ajustement au modele de Cox existants (une
revue bibliographique de ces tests est donnée par Bagdonavicius et Nikulin [7, 8] et
Devarajan et Ebrahimi [27]) & une situation de données manquantes d’une covariable
dépendant du temps.
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Annexe A

Approximation des intégrales intervenant dans la
vraisemblance conjointe

Quadrature de Gauss-Hermite

Le calcul explicite d’une intégrale I(f fo x) dz peut étre difficile, voire
impossible. On appelle formule de quadrature toute formule permettent de calculer
une approximation de /(f). En particulier, la quadrature de Gauss-Hermite permet
I’approximation des intégrales de la forme

/a  fla)e da,

ol a et b peuvent étre infinis. Cette méthode est donc particulierement intéressante
pour calculer I'espérance d’une fonction d’une variable gaussienne.
Sa formule d’approximation est

b L
/ f(x)e™ do ~ > wif(a),
a =1

ou ay,...,ar sont des réels et wy,...,wr, sont les poids associés. Les points de qua-
drature a; et les poids associés w; sont choisis de telle sorte que I’approximation soit
exacte pour tout polynome de degré inférieur ou égal a 2L — 1.
Le principe du calcul de ces points et poids est expliqué dans [75]. Nous ’avons pro-
grammé a l’aide d’une fonction Scilab, en adaptant une routine de calcul proposée
dans l'ouvrage de Press, Teukolsky, Vetterling et Flannery [75].

Approximation de Eym)[g(Z)|y]

Le calcul des valeurs itérées 8™ nécessite le calcul des espérances conditionnelles
Eym[g(Z)|y], pour les fonctions g(Z) suivantes : g(Z) = Z,9(Z2) = Z%,g(Z) =
P g(Z) = ZePrZ et g(Z) = Z?¢%%. Nous utilisons la quadrature de Gauss-
Hermite pour calculer des approximations de ces intégrales.

Les espérances Eym)[g(Z)|y] sont calculées par rapport a la densité conditionnelle
fzv (2|y; 0(™)), qui peut se calculer comme

f(z, 6|20, -, 2a,, 2, B™, A(mrg)f(zo,___,z%,z; alm)
ff(x75|'20:-' y Ragsr <) /B(m gwwg)f(ZO,...,Zawz;a(m))dz

Y
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ou f(x,0|z0,- -, 2ay, 2; ﬁ(m),A(TT:;)) désigne la densité conditionnelle de (X, A) sa-
chant Z.
L’espérance Eym)[g(Z)|y] est donc égale a

fg(Z)f(m, 5‘20’ <+ Rags 2 ﬁ(m) A’.(Tr,T'er)f(ZO: vy Ragy Ry a(m)) dz

7.4
J [z, 8|z, ..., 2y, 2; B™ (T";))f(zo,.. ) Zays 2;00M) dz (74)

Procédons au changement de variable suivant : u(z) = (0v/2) 7' (2(x) — pz,,) et
notons () = u(2)ov2 + pza, et w(z) = (24, 2(2)).
Avec ces notations, (7.4) devient :

fg 5,31Z z)— Ep(n) AA(m) exp(ﬂ(m)Tw(wz))l{m <o} U 2(x) dU( )

f 65/312 z Ep(n) AA(m) exp(ﬂ(m)Tw(zl))l{ml<m}e u2(z) d’LL( )

Nous obtenons une approximation de cette expression par

Zl 1[ ( ( )) 0p1Z(x)— Ep(n)AA(m)exp(ﬂ(m)Tw(z,))l{m <m}] wy

’

YL [66,312(:1:)72?211) AN exp(ﬂ(m)Tw(xi))l{wiSw}] W,

ou u(x) prend les valeurs a; (I = 1,...,L) et w; sont les poids correspondants.
Notons que Z(x) et w(z) dépendent de u(x) donc des a; (I =1,...,L).
Nous avons programmé ces approximations a I’aide du logiciel Scilab [80].
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Annexe B
Listing Scilab

Nous présentons ci-dessous les routines de calcul les plus importantes du pro-
gramme implémentant ’algorithme EM décrit dans le chapitre 7.

Le programme suivant crée un vecteur c¢ qui contient pour chaque sujet 7 le
nombre d’observations de Z, et un vecteur Y qui contient pour chaque 7 la derniere
valeur observée zj,, .

[nbrowX,nbcolX]=size(X) ; \\ X : matrice des données
c=zeros (nbrowX) ;
for i=1 :nbrowX ;
k=1 ;
for j=2 :nbcolX-1;
if (X(i,j)<>0 & X(i,j-1)<>0) then

k=k+1 ;
end ;
c(i)=k;
end ;

end ;

Y=ones (nbrowX,1) ;

for i=1 :nbrowX ;
Y(i)=X(i,c(1)) ;

end ;

A la (m + 1)¢ itération de I’algorithme EM, le programme ci-dessous calcule les
ke valeurs itérées U™ (B()) et 1™ (Biy)).

Elb=zeros(2,1) ;

E1bElbt=zeros(2,2) ;

E2b=zeros(2,2) ;

s=zeros(2,1) ;

for i=1 :nbrowX ;
El=zeros(2,1) ;
E2=zeros(2,2) ;
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d=0;
for 1=i :nbrowX;
if (delta(i)==1 & X(1,c(i)+1)<>0) then
ebX=exp (b0*X(1,c(i))+b1*X(1,c(i)+1)) ;
XebX=[X(1,c(i)) ;X(1,c(i)+1)]*ebX ;
E1=E1+XebX ;
E2=E2+XebX* [X(1,c(i)) ,X(1,c(i)+1)] ;
d=d+ebX ;
elseif (delta(i)==1 & X(1,c(i)+1)==0 ) then
[Eey,Eyey,Ey2ey]=esi(delta(l) ,H(1),Y(1)) ;
eb0X=exp (b0*X(1,c(i))) ;
eb0Xey=ebO0X*Eey ;
eb0Xyey=ebO0X*Eyey ;
Xeb0Xey=X(1,c(i))*eb0Xey ;
E1=E1+[XebOXey ;eb0Xyey] ;
E2=E2+[X(1,c(i))*Xeb0Xey, X(1,c(i))*eb0Xyey ;
X(1,c(i))*eb0Xyey,eb0X*Ey2ey] ;
d=d+eb0OXey ;
end ;
end ;
E1b=E1b+El/d ;
E1bE1bt=E1bE1bt+(E1/d)*(E1’/d) ;
E2b=E2b+E2/4d ;
if delta(i)==1 then
s=s+[Y(i) ;et(delta(i),H(i),Y(i))];
end ;
end ;
s=s-E1b; \\ calcul de U™ (B))
i=E2b-E1bE1bt ; \\ calcul de I(™(By))

Ce programme fait appel aux fonctions et et esi qui calculent les approximations
de Eyom[9(Z)ly] pour 9(Z) = Z, g(Z) = "7, g(Z) = ZeP7 et g(Z) = Z%eM7.

function[Eyl=et(d,has,y) ;

\\ En entrée : AA,(ZZ-), j=1,...,p(n), et pour chaque individu 7 : d; et 2q,,
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\\ En sortie : Eym)[Z|yi]

f=exp(dxblt*((sqrt(2*st))*vect+tt*y)

-has*exp (((sqrt(2*st) ) *vec+tt*y)*b1t+b0t*y)) ;
g=(sqrt(2*scarre)*vec+theta*y) .*f ;
Ey=(weig’*g)/(weig’*f) ; \\ calcul de FEym)|[Z|yi]

function[Eey,Eyey,Ey2eyl=esi(d,has,y) ;

\\ En entrée : AA(m), j=1,...,p(n), et pour chaque individu i : §; et 2,

n,J

\\ En sortie : Epm [’ Z|yi], Egem[ZeP 2 |ys], Egwm [ 2212 |y,

f=exp(d*xblt* ((sqrt(2*st))*vect+tt*y)
-has*exp (((sqrt(2*st) ) *vec+tt*y) *b1t+b0t*y)) ;
yc=sqrt (2*scarre) *vec+thetaxy ;
eyc=exp(bl*yc) ;
ey=eyc.*f ;
denomquad=weig’*f ;
Eey=weig’*ey/denomquad ; \\ calcul de Ejle’1Z|y;]
Eyey=weig’*(yc.*ey)/denomquad ; \\ calcul de FEj[Ze’1%|y,]
Ey2ey=weig’*(yc.*(yc.*ey))/denomquad ; \\ calcul de FE,[Z%e/1Z|y,]

(m+1) . _
ng o J=1

Le programme suivant calcule les valeurs itérées AA yeeeyp(n)
lambda=zeros (nbrowX,1) ;
dlambda=0 ;
for i=1 :nbrowX ;
dlambda=0 ;
if delta(i)==1 then
for 1=i :nbrowX;
if X(1,c(i)+1)<>0 then
dlambda=dlambda+exp(b1*X(1,c(i)+1)+ bO*X(1,c(i))) ;
elseif X(1,c(i)+1)==0 then
dlambda=dlambda+exp (b0*X(1,c(i)))* el(delta(l),H(1),Y(1)) ;
end ;
lambda(i)=1/dlambda ; \\ calcul de AA(TT,';LH)(%) si =1
end ;
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elseif delta(i)==0 then lambda(i)=0; \\ si 6; =0, Z&A&Zﬁ”(xo =0
end ;
end ;

Le programme suivant calcule les valeurs itérées p(™m*1) et g2(m+1) .

for i=1 :nbrowX ;
for j=1 :c(i);
dm=dm+X(i,j)*X(1i,j) ;
end ;
for j=2 :c(i);
nml=nm1+X(i, j)*X(i,j-1) ;
end ;
if X(i,c(i)+1)<>0 then
nm2=nm2+ (X (i,c(i)+1)*X(i,c(i))) ;
elseif X(i,c(i)+1)==0 then
nm2=nm2+(X(i,c(i))*et(delta(i) ,H(i),Y(i))) ;
end ;
end ;
mu=(nmi+nm2) /dt ; \\ calcul de p(™+Y
for i=1 :nbrowX ;
for j=2 :c(d) ;
nsi=ns1+(X(i,j)-theta*xX(i,j-1))A2
end ;
if X(i,c(i)+1)<>0 then
ns2=ns2+(X(i,c(i)+1)-theta*X(i,c(i)))A2;
elseif X(i,c(i)+1)==0 then
[Ey,Ey2]=es(delta(i) ,H(i),Y(i)) ;
ns2=ns2+Ey2-2*theta*X(i,c(i))* Ey+(theta*X(i,c(i)))A2;
end ;
end ;
ds=sum(c)+nbrowX ;
scarre=(nsi+ns2)/ds ; \\ calcul de o™t

Le programme suivant calcule Y i  In L®)(9) :

[nl,nc]l=size(vec) ;



s1=0;
somm=0 ;
som=0 ;
sb=0 ;
for i=1 :nbrowX ;
if (delta(i)<>0 & lambda(i)<>0) then
sl=si1+log(lambda(i)) ;
end ;
for j=2 :c(i);
somm=somm+ (X (i, j)-theta*X(i,j-1))A2;
end ;
for j=1 :i;
if (delta(j)==1 & c(i)>c(j)) then
som=som+ (lambda (j))*exp(b*X(i,c(j)+1)) ;
end ;
end ;
f=exp(delta(i)*b*(sqrt(2*scarre) #*vec+ thetaxY(i))
-H(i)* exp((sqrt(2*scarre)*vec+theta*Y(i))*b)) ;
sb=sb+log(weig’*f) ;
end ;
$2=-0.5*sum(c) *Log(2* (%pi) *scarre) ;
s3=-somm/ (2*scarre) ;
s4=-som ;
loglik=s1+s2+s3+s4+s5 ; \\ calcul de > i InL®(9)
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