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Plan du mémoire de thèse :

• 1. Convergence de méthodes volumes finis pour les équations
paraboliques hyperboliques dégénérées

ut + div(F (t, x, u))−∆ϕ(u) = 0

– 1.1. Neumann homogène faiblement dégénéré + F = qf(u) avec q · n = 0.

– 1.2. Dirichlet non homogène + F = qf(u) avec q · n = 0.

– 1.3. Dirichlet non homogène avec conditions générales sur le flux .

• 2. Analyse numérique d’un modèle simplifié d’écoulement
diphasique en milieu poreux

– 2.1 Convergence du schéma VF des “mathématiciens”.

– 2.2 Convergence d’un schéma VF décentré amont phase par phase.
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[ Partie 1 ]

Equations paraboliques

hyperboliques non linéaires

dégénérées
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• 6. Applications numériques
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Présentation du problème :

Q = Ω× (0, T ), Σ = ∂Ω× (0, T ),

ut + div(F (t, x, u))−∆ϕ(u) = 0 , pour (x, t) ∈ Q
(1)

Condition aux bord non homogène :

u(x, t) = ū(x, t), pour (x, t) ∈ Q (2)

Condition initiale en t = 0 :

u(x, 0) = u0(x), pour x ∈ Ω (3)

Hypothèses :

• (H1) divx(F (t, x, s)) = 0.

• (H2) ϕ est Lipschitzienne , croissante au sens large.

• (H3) ū ∈ C0(Σ) + conditions techniques.
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Exemple de graphe pour ϕ :
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3. Formulation faible et entropique

Définition 1 (Solution faible) On dit que u est solution faible du problème

(1)-(3) si

u ∈ L∞(Ω× (0, T )),

ϕ(u)− ϕ(ū) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

et pour toute fonction θ ∈ C∞c (Rd × [ 0, T )),∫∫
Q

[
u(x, t) θt(x, t) + (F (t, x, u(x, t))−∇(ϕ(u)(x, t))) · ∇θ(x, t)

]
dx dt

+

∫
Ω

u0(x) θ(x, 0) dx = 0 .
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Définition 2 (Couples entropie flux) Soit η : R→ R une fonction convexe et

Φ : Q× R→ R
d, on dit (η,Φ) est un couple entropie-flux associé à F si

Φ′(t, x, s) = η′(s)F ′(t, x, s)

Exemple :

 η+
κ (s) = s>κ− κ = (s− κ)+,

Φ+
κ (t, x, s) = F (t, x, s>κ)− F (t, x, κ)

Notations :

Gx(t, x, u, κ) = F (t, x, u>κ)− F (t, x, s, u⊥κ)−∇|ϕ(u)− ϕ(κ)|

Fϕ(t, x, u, κ, w) = Gx(t, x, u, κ) + Gx(t, x, u, w)− Gx(t, x, κ, w) .

wκ

9



Définition 3 (Solution faible entropique) On dit que u est une solution faible

entropique du problème (1)-(3), si c’est une solution faible qui vérifie les inégalités

suivantes :

1. ∀κ ∈ R, pour toute fonction ψ ∈ C∞c (Rd × [ 0, T )) telle que ψ ≥ 0 et

sgn+(ū− κ)ψ = 0 sur Σ,∫∫
Q

(
η+
κ (u(x, t))ψt(x, t) + Φ+

κ (t, x, u(x, t)) · ∇ψ(x, t)
)
dx dt

−
∫∫
Q

∇ (ϕ(u)(x, t)− ϕ(κ))+ · ∇ψ(x, t) dx dt

+

∫
Ω

η+
κ (u0)ϕ(x, 0) dx ≥ 0

(4)

2. ∀κ ∈ R, pour toute fonction ψ ∈ C∞c (Rd × [ 0, T )) telle que ψ ≥ 0 et

sgn+(ū− κ)ψ = 0 sur Σ,

... l’analogue de l’inégalité (4) avec sgn+ au lieu de sgn−.
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4. Principal résultat

Théorème 1 (Théorème de comparaison) Soit u et v deux solutions processus

entropiques du problème (1)-(3), alors pour toute fonction ψ ∈ D([0, T ),Rd),∫ 1

0

∫ 1

0

∫
Q

(
|u(x, t, α)−v(x, t, β)|ψt+Gx(t, x, u(x, t, α), v(x, t, β))·∇ψ

)
dx dt dα dβ ≤ 0

Corollaire 1 (Unicité) Soit u, v ∈ L∞(Q× (0, 1)) deux solutions processus

entropique au problème (1)-(3), alors il existe une fonction w ∈ L∞(Q), telle que

u(x, t, α) = w(x, t) = v(x, t, β) , p.p. (x, t, α, β) ∈ Q× (0, 1)2

***

Corollaire 2 (Convergence forte du schéma) Si le schéma “converge à une

sous suite près” vers une solution processus entropique au sens des mesures

d’Young, alors la convergence est forte et le schéma converge vers une solution

faible entropique.
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5. Preuve du théorème de comparaison

• Etape 1 : Estimation près du bord

Ω

Π

ωε : Rd 7→ R, ωε(x) =

∫ 0

f(x)−xd
ρε(z) dz =

∫ 0

f(x)−xd
ε

ρ(z) dz

lim sup
ε→0

∫
Q

Fϕ(t, x, u(x, t, α), κ, ūΣ(x, t)) · ∇ωε(x)ψ(x, t)λ(x) dx dt ≤ 0
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• Etape 2 : Comparaison de 2 solutions u et v à l’intérieur

∫ 1

0

∫ 1

0

∫
Q

∫
Q



|u(x, t, α)− v(y, s)|(ξt + ξs)

+Gx(t, x, u(x, t, α), v(y, s)) · ∇xξ

+Gy(s, y, v(y, s), u(x, t, α)) · ∇yξ

−∇x|ϕ(u)(x, t)− ϕ(v)(y, s)| · ∇yξ

−∇y|ϕ(u)(x, t)− ϕ(v)(y, s)| · ∇xξ


dx dt dy ds dα dβ

+

∫ 1

0

∫
Q

∫
Ω

|u0(x)− v(y, s, β)| ξ(0, x, s, y) dx dy ds dβ

+

∫ 1

0

∫
Q

∫
Ω

|u0(y)− u(x, t, α)| ξ(t, x, 0, y) dx dt dy dα ≥ 0
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• Etape 3 : dédoublement de la variable t :

1) ξ(x, t, s, y) = ρn(t− s)ζ(t, x, y) dans l’inégalité obtenue à l’étape 2.

2) κ = u0(x) et ψ(s, y) = Rn(s)ζ(0, x, y) dans l’inégalité d’entropie pour v.

• Etape 4. dédoublement de la variable x :

1) On prend ξ(t, x, s, y) = ψ(x, t) ρm(x− y) ρn(xd − yd),
2) Localisation de ξ dans B et annulation au bord de Ω :

ζ(t, x, y) = ωε(x)ξ(t, x, y)λ(x)
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Finalement, on obtient

∫ 1

0

∫ 1

0

∫
Q

|u− v|(ψλ)t + Gx(t, x, u, v) · ∇(ψλ) dx dt dα dβ ≥ A(u, v)

où

A(u, v) = lim sup
ε→0

∫
Q

Gx(t, x, u, ū) · ∇ωε(x)ψλdx dt dα

− lim sup
ε→0

∫
Q

Gx(t, x, v, ū) · ∇ωε(x)ψλdx dt dα

On peut conclure car sous des hypothèses convenables sur ū

−∞ < lim sup
ε→0

∫
Q

Gx(t, x, u, ū) · ∇ωε(x)ψλdx dt dα ≤ 0 (5)
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6. Applications numériques :
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[ Partie 2 ]

Etude mathématique d’un schéma

industriel pour un modèle

d’écoulement diphasique en milieu

poreux
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Plan de l’exposé :

• 1. Présentation du problème

• 2. Hypothèses

• 3. Formulation faible

• 4. Méthode de discrétisation en volumes finis

• 5. Principal résultat
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1. Présentation du problème :

ut − div(k1(u)∇p) = f(c) s− f(u) s

(1− u)t − div(k2(u)∇q) = h(c) s− h(u) s

q = p+ pc(u)

(6)

avec f(x) =
k1(x)

k1(x) + k2(x)
, h(x) =

k2(x)

k1(x) + k2(x)
.

Conditions aux limites sur ∂Ω :

∇p · n = 0, ∇q · n = 0 (7)

Condition initiale :

u(x, 0) = u0(x) (8)

Condition d’homogénéité :∫
Ω

p(x, t)dx = 0, pour tout t ∈ (0, T ) (9)
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2. Hypothèses :

• (H1) u0 ∈ L∞(Ω) et 0 ≤ u0(x) ≤ 1

• (H2) c ∈ L∞(Q), 0 ≤ c ≤ 1

• (H3) s, s ∈ L2(Q), s ≥ 0, s ≥ 0 et

∫
Ω

s− s = 0.

• (H4)

 k1, k2 ∈ C1([0, 1],R), k′1 ≥ 0, k′2 ≤ 0, k1(0) = 0, k2(1) = 0

1
α
≥ k′1(s) ≥ α et 1

α
≥ −k′2(s) ≥ α, avec α > 0, pour tout s ∈ [0, 1]
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• (H5) pc ∈ C0([0, 1],R) ∩ C1((0, 1),R) et il existe (β1, β2) ∈ R2, avec β1 < 1 et

β2 < 1 tels que

1

αsβ1(1− s)β2
≥ −pc′(s) ≥

α

sβ1(1− s)β2
,

pour tout s ∈ (0, 1).

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

y=pc(x)

21



Notations :

• Pression globale :

pg(s) =

∫ s

0

k2(a)

k1(a) + k2(a)
pc
′(a)da

qg(s) =

∫ s

0

k1(a)

k1(a) + k2(a)
pc
′(a)da

Conséquences des hypothèses :

• (C1) pg, qg ∈ C0([0, 1],R) ∩ C1((0, 1),R) , pg est (1− β2) Hölder en 0 est

(1− β1) Hölder en 1.
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• Fonction g :

g(s) = −
∫ s

0

k1(a)k2(a)

k1(a) + k2(a)
pc
′(a)da.

Conséquences des hypothèses :

• (C2) g ∈ C1([0, 1],R), g′(0) = 0, g′(1) = 0 et g′(s) > 0 pour tout s ∈ (0, 1).

• (C3) Il existe C(α, β1, β2) tel que, quel que soit (a, b) ∈ [0, 1]2,

(b− a)(pg(b)− pg(a)) ≤ C |g(b)− g(a)|,

(b− a)(qg(b)− qg(a)) ≤ C |g(b)− g(a)|.
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3. Formulation faible

Définition 4 (solution faible) Sous les hypothèses (H1)-(H8), on dit que (u,p)

est une solution faible du problème (6)-(9), si

u ∈ L∞(Ω× (0, T )), 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 et g(u) ∈ L2(0, T ;H1(Ω))

p ∈ L2(Ω× (0, T )), p+ pg(u) ∈ L2(0, T ;H1(Ω))

et pour tout ϕ ∈ D(Ω× (0, T )), on a :

(Eq1)

∫ T

0

∫
Ω
u(x, t)ϕt(x, t)− k1(u(x, t))∇p(x, t) · ∇ϕ(x, t)dxdt+∫ T

0

∫
Ω

[f(c(x, t)) s(x, t)− f(u(x, t)) s(x, t)]ϕ(x, t)dxdt+∫
Ω
u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0

(Eq2)

∫ T

0

∫
Ω

[(1− u(x, t))ϕt(x, t)− k2(u(x, t)∇(p+ pc(u))(x, t) · ∇ϕ(x, t)]dxdt+∫ T

0

∫
Ω

[h(c(x, t)) s(x, t)− h(u(x, t)) s(x, t)]ϕ(x, t)dxdt+∫
Ω

(1− u0(x))ϕ(x, 0)dx = 0
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Et p vérifie l’équation d’homogénéité suivante :

(Eq3)

∫
Ω
p(x, t)dx = 0 pp t ∈ (0, T )
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4. Méthode de discrétisation en volumes finis

• Ω polygonal borné, T maillage admissible (VF), E = {(K,L), (K,L) ∈ T 2},
{xK}K∈T centres des volumes de contrôle.

• [0 = t0 ≤ t1... ≤ tn ≤ tn+1 = T ] subdivision de (0, T ).

K|L

K

XL

XK

L

Notations :

dK|L = d(xK , xL), TK|L = m(K|L)
dK|L

, NK = {L ∈ E ,m(K|L) > 0 uD(x, t) = Un+1
K

pD(x, t) = Pn+1
K

, pour tout (x, t) ∈ K × (tn, tn+1).
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• Dérivée en temps ∫
K

ut ;
Un+1
K − UnK
δtn

|K|

• Condition initiale

u(x, 0) = u0(x) ; U0
K =

1

|K|

∫
K

u0(x)dx , pour tout K ∈ T

• Condition d’homogénéité sur la pression∫
Ω

P = 0 ;
∑
L∈NK

Pn+1
K = 0 , pour tout n ∈ [[0, N ]]

• Termes sources∫
K

f(c) s− f(u) s ; |K|(f(cn+1
K ) sn+1

K − f(Un+1
K ) sn+1

K )∫
K

h(c) s− h(u) s ; |K|(h(cn+1
K ) sn+1

K − h(Un+1
K ) sn+1

K )
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• Décentrage du flux relatif à la phase 1 :∫
K

div(k1(u)∇p) =
∑
L∈NK

∫
K|L

k1(u)∇p · nK,L ;
∑
L∈NK

TK|Lk
n+1
1,K|L(Pn+1

L − Pn+1
K )

On décentre le flux de convection par rapport au gradient discret de p. La fonction

k1 étant croissante, (−k1) est décroisssante donc

kn+1
1,K|L = k1(Un+1

1,K|L)

avec

Un+1
1,K|L =

 Un+1
K si Pn+1

L − Pn+1
K < 0

Un+1
L sinon

(10)
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• Décentrage du flux relatif à la phase 2 :

∫
K

div(k2(u)∇q) ;
∑
L∈NK

TK|Lk
n+1
2,K|L(Qn+1

L −Qn+1
K )

où Qn+1
K = Pn+1

K + pc(U
n+1
K ).

De la même façon, comme la fonction k2 est décroissante, on définit

kn+1
2,K|L = k2(Un+1

2,K|L)

avec

Un+1
2,K|L =

 Un+1
K si Qn+1

L −Qn+1
K < 0

Un+1
L sinon

(11)
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5. Principal résultat :

Théorème 2 (Théorème de convergence) Sous les hypothèses (H1)-(H8), soit

{Dm}m∈N une suite de discrétisations de Ω× (0, T ), uniformémént régulières,

telles que limn→∞ size(Dm) = 0. Soit (uDm , pDm) une solution discrète du schéma

VF décentré phase par phase attaché à Dm.

Alors, à une sous suite près, (uDm , pDm) converge vers une solution faible (u, p) du

problème (6)-(9), au sens de la Définition 4.
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6. Preuve du théorème de convergence

EDP non linéaires

Ω× (0, T ) polygonal borné
Discrétisation

Système d’EQ non linéaire

D discrétisation admissible

Estimations a priori

+ Th. de point fixe

(u, p) (UD, PD)

Estimations a priori

+ Th. de Compacité

Approximation

Constante par maille

uD(x, t) = Un+1
K , x ∈ K × (tn, tn+1)

pD(x, t) = Pn+1
K , x ∈ K × (tn, tn+1)
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7. Détail des estimations a priori

Soit (UD, PD) une solution discrète ...

Proposition 1 (Principe du maximum)

0 ≤ UnK ≤ 1, ∀K ∈ T ,∀n ∈ [[0, N + 1]]. (12)

Preuve ...
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Proposition 2 (Estimations sur la pression)

N∑
n=0

δtn
∑
K∈T

∑
L∈NK

TK|Lk
n+1
1,K|L(δn+1

K,L (P ))2 ≤ C (13)

N∑
n=0

δtn
∑
K∈T

∑
L∈NK

TK|Lk
n+1
2,K|L(δn+1

K,L (Q))2 ≤ C (14)

et
N∑
n=0

δtn
∑
K∈T

∑
L∈NK

TK|L(δn+1
K,L (P ) + δn+1

K,L (pg(U)))2 ≤ C (15)

Preuve ...
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Proposition 3

N∑
n=0

δtn
∑
K∈T

∑
L∈NK

TK|Lδ
n+1
K,L (g(U)) δn+1

K,L (f(U)) ≤ C (16)

Corollaire 3

N∑
n=0

δtn
∑
K∈T

∑
L∈NK

TK|L|δn+1
K,L (ζ(u))|2 ≤ C (17)
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