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Plan du mémoire de theése :

e 1. Convergence de méthodes volumes finis pour les équations
paraboliques hyperboliques dégénérées

ur + div(F(t, x,u)) — Ap(u) =0

— 1.1. Neumann homogene faiblement dégénéré + F' = qf(u) avec q - n = 0.
— 1.2. Dirichlet non homogene + F' = qf(u) avec q - n = 0.

— 1.3. Dirichlet non homogene avec conditions générales sur le flux .

e 2. Analyse numérique d’un modele simplifié d’écoulement

diphasique en milieu poreux
— 2.1 Convergence du schéma VF des “mathématiciens”.

— 2.2 Convergence d’'un schéma VF décentré amont phase par phase.
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Présentation du probleme :

Q=0x(0,T),%=09x (0,T),

ur + div(F(t, xz,u)) — Ap(u) =0 , pour (x,t) € Q

Condition aux bord non homogene :

w(@,t) = @z, ), pour (z,t) € Q

Condition initiale en t = 0 :

u(z,0) = uo(x), pour x € 2

Hypotheses :

e (H1) div,(F(t,x,s)) = 0.

e (H2) ¢ est Lipschitzienne , croissante au sens large.

e (H3) u € C°(X) + conditions techniques.




Exemple de graphe pour ¢ :
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3. Formulation faible et entropique

Définition 1 (Solution faible) On dit que u est solution faible du probléeme

(1)-(3) si
ue L(Q x (0,7)),
p(u) — o(a) € L*(0,T; Ho (1)),

et pour toute fonction 6 € C°(R* x [0,T)),

// [ (z,t) 0i(x,t) + (F(t,x,u(x,t) — V(p(u)(x,t))) - V@(a:,t)] dr di

—I—/ uo(x) @(x,0)dxr =0.




Définition 2 (Couples entropie flux) Soit n: R — R une fonction conveze et

d:Q xR — R on dit (n, @) est un couple entropie-flux associé a F' si

®'(t,xz,s) =n'(s)F'(t,z,s)

n,f(s) =sThk—Kk=1(s— /4:)+,

Exemple :
O (t,x,s) = F(t,x,sTk) — F(t,x,K)

Notations :

gw(t7x7u7/£> — F(t,ZE,’U,TK,) o F(t7x757U’J—K’) o V|90< ) T SO(H’)|
Fo(t,x,u, k,w) = Gz (t,x,u, k) + G (t, x, u, w) — G4 (¢, x, K, w).




Définition 3 (Solution faible entropique) On dit que u est une solution faible
entropique du probléme (1)-(8), si c’est une solution faible qui vérifie les inégalités

survantes :

1. Yk € R, pour toute fonction 1 € C°(R? x [0,T)) telle que ¥ > 0 et
sgnt (i — k)Y = 0 sur X,

//Q 77: u x t))wt(x t) + CI>+(t,x,u(;c,t)) ) V¢(x,t)) da di
// Vi — (k)" - Vip(z,t) dx dt

/Qm o) o(z,0) dz > 0

2. Vr € R, pour toute fonction ¥ € C°(R* x [0,T)) telle que ¥ > 0 et
sgn™ (4 — k)Y = 0 sur X,

.. Uanalogue de l'inégalité (4) avec sgn™ au lieu de sgn™.




4. Principal résultat

Théoreme 1 (Théoréme de comparaison) Soit u et v deux solutions processus
entropiques du probléme (1)-(8), alors pour toute fonction ¢ € D([0,T),R?),

/1/1/ (IU(:c,t, Oé)_'U(CUyta6)|¢t+ggg(t,$,U($,t,&),v<x’t’6)).v¢)dxdtdadﬁS 0
0Jo J@

Corollaire 1 (Unicité) Soit u,v € L>=(Q x (0,1)) deux solutions processus

entropique au probléme (1)-(83), alors il existe une fonction w € L (Q), telle que

U(Zﬁ,t, a) — w(xvt) — U(Q?,t,ﬁ) ) D-D- (x7t70576> < Q X (07 1>2

XKk

Corollaire 2 (Convergence forte du schéma) Si le schéma “converge a une
sous suite pres” vers une solution processus entropique au sens des mesures
d’Young, alors la convergence est forte et le schéma converge vers une solution

faible entropique.




5. Preuve du théoréeme de comparaison

e Etape 1 : Estimation pres du bord

Xd

Q

o, :RdHR,wg(x):/fo oo(2) dz /_

(T)—zq

lim Sup/ Folt,x,u(x,t,a), k, us(x,t)) - Vwe () Y(z,t) Mz)drdt <0
Q

e—0




e Etape 2 : Comparaison de 2 solutions u et v a I'intérieur

‘u(x7t7a) o U(ya 3)‘(& + 58)
. +G.(t, x,u(x, t,a),v(y,s)) - Vi g
// // —I—Qy(s,y,v(y, ) (ZU t a))

0/0 JQJQ
—Valo(u)(z,t) — (V) (Y, s)] - VyE
| —Vyle(u)(z,t) — o)y, s)] - Vil |

dx dt dy dsdo df

1
+ —v(y,s,0)£(0 dr dy ds d
/Q/!”cbo v(y, s, 08)|£(0,z,s,y) dedy ds

1
+ //|uo ) —u(x, t, )| (¢, 2,0,y) dedt dy da > 0
Q




e Etape 3 : dédoublement de la variable ¢ :

1) &(x,t, 8,y) = pn(t — s)((t, x,y) dans 'inégalité obtenue a I’étape 2.

2) Kk =uo(x) et P(s,y) = Rn(s)C(0,z,y) dans 'inégalité d’entropie pour v.

e Etape 4. dédoublement de la variable x :

1) On prend £(¢, z, s, y) = ¥(z,1) pm (T — Y) pu(za — ya),

2) Localisation de £ dans B et annulation au bord de €2 :

C(t,x,y) = we(x)§(t, 2, y) ()




Finalement, on obtient

/1 // u—0l($X)e + Go(t, @, u,v) - V($X) da dt da d > A(u, )
o Jo JQ

e—0

A(u,v) = lim Sup/ Ga(t, x,u, ) - Vwe (x)p Adx dt da
Q

—limsup/ Gs(t, x,v,0) - Vwe () Adx dt do
Q

e—0

On peut conclure car sous des hypotheses convenables sur u

—oo < lim Sup/ Gu(t,z,u, ) - Vwe (z)YAdx dt da < 0
Q

e—0




6. Applications numériques

+=0.00000
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ETUDE MATHEMATIQUE D’UN SCHEMA
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D’ECOULEMENT DIPHASIQUE EN MILIEU
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1. Présentation du probleme :

(1 —u)r —div(ka(u)Vq)
q=p -+ pe(u)

kl(a:) 7)) — kz(w)
B@ k@) " T )+ k@)

avec f(x) =
Conditions aux limites sur 0f? :
Vp-n=0, Vg-n=0

Condition initiale :
u(x,0) = uo(x)

Condition d’homogénéité :

/ p(x,t)dx = 0, pour tout ¢t € (0,T)
Q




2. Hypotheses :

o (H1) up € L™ () et 0 <wp(x) <1
e (H2) ce L™(Q),0<c< 1

e (H3) 5,s€ L*Q), 5>0

ki,ke € C'([0,1],R), ki >0, k5 <0, k1(0) =0, k2(1) =0
L >ki(s)>aet L >—ky(s)>a, avec a >0, pour tout s € [0,1]

o (H4)

y=k1(x), k2(x), f(x), M(x)
T T T




o (H5) p. € C°([0,1],R) N C((0,1),R) et il existe (81, B2) € R?, avec 81 < 1 et
B2 < 1 tels que

1 ; o
()4551 (1 — S)BQ _ p (S) T 351 (1 — 5)/32

pour tout s € (0, 1).




Notations :

e Pression globale :

¢ (a)d
/Okl +k2 )p(a)a

 (a)d
/0k1 +k2 )p(a)a

Conséquences des hypotheses :

o (C1) pg,qs € C°([0,1],R)NC*((0,1),R) , py est (1 — 32) Holder en O est
(1 — 1) Holder en 1.




e Fonction g :

/S ki(a)kz(a)

9(s) = — k1(a) + ka2 (a

) pc (a)da.

Conséquences des hypotheses :

o (C2) gcC'(]0,1],R), ¢’(0) =0, ¢'(1) =0 et ¢’(s) > 0 pour tout s € (0, 1).
o (C3) Il existe C(a, B1, 32) tel que, quel que soit (a,b) € [0,1]?,

(b —a)(pg(b) —py(a)) < Clg(b) — g(a)l,
(b —a)(gy(b) = qg(a)) < C [g(b) — g(a)|.




3. Formulation faible

Définition 4 (solution faible) Sous les hypothéses (H1)-(HS), on dit que (u,p)
est une solution faible du probléme (6)-(9), si

uwe L¥(Qx(0,7)),0 <u(z,t) <1 et g(u) e L?0,T; H(Q))
p € L*(Qx (0,T)),p+py(u) € L*(0,T; H' ()
et pour tout p € D(Q2 x (0,T)), on a :

T
(Eql) /0 /Qu(a:,t)got(:c,t) — k1 (u(x,t))Vp(x,t) - V(x, t)dzdt +
T
[ [ et ) 5(e0) = fute, ) ste Do, Odzdt +
[ wo(@)e(a,0)dz =0
Q

T
@%%IALLK®~M%&MA%@—kxw%ﬂvw+mdwﬂwﬂ-vﬂaﬂwﬂﬁ+

T
LLLWW%Uﬁwﬁ—hwwwmmﬁw@@mm+
[ (@~ wo(@))eo(z,0)de =0

Q




Et p vérifie ’équation d’homogénéité suivante :

(Eq3) /Qp(a:, t)Yde =0 ppte (0,T)




4. Méthode de discrétisation en volumes finis

e ) polygonal borné, 7 maillage admissible (VF), £ = {(K, L), (K,L) € T?},

{x K } ke centres des volumes de controle.

o [0=1t"<t'...<t" <" = T] subdivision de (0,T).

Notations :

dK|L :d(ﬂfK,ZEL), TK|L = M,NK :{Lég,m(K|L) >0

di|L

up(x,t) =Upt!

pp(z,t) = P

, pour tout (z,t) € K x (¢t",t").




Dérivée en temps

K

Condition initiale

1
u(z,0) = uo(z) ~ | Up = w/ uop(x)dx |, pour tout K € T
K

Condition d’homogénéité sur la pression

/P:O«» Z Pt =0/, pour tout n € [0, N]
Q2 LeEN

Termes sources

/1

)s — f(u)s~

(c
/K h(c)s — h(u) s ~




e Décentrage du flux relatif a la phase 1 :

/ le(kl( ) / VP nKL’\A Z TK|Lk?—|I_(1|L(Pn+1 Pn—l—l)
K LeNg Y EIL |

LeNgk

On décentre le flux de convection par rapport au gradient discret de p. La fonction

k1 étant croissante, (—ki1) est décroisssante donc

n—+1 L n—+1
kl,K|L - kl(Ul,K|L)

Untl i prtt — prtl <0
n—+1
UL

n+1
Ul,K\L - .
S11101




e Décentrage du flux relatif a la phase 2 :

/div(kz(u)Vq)f\» Z TK\L]{;L—{I_(1|L< - T[L<+1)
K

LeN

ot Q! = PRt 4 p (URT).

De la méme facon, comme la fonction ko est décroissante, on définit

n—+1 L n+1
k2,K|L — kQ(UQ,K|L)

U”Jr1 si Q”+1 }’;“ <0

U ZJF 1 sinon




5. Principal résultat :

Théoréeme 2 (Théoréme de convergence) Sous les hypothéses (H1)-(HS), soit

{Dp }men une suite de discrétisations de  x (0,T), uniformémént régulieres,

telles que limy,_, o size(Dy,) = 0. Soit (up,,,pD,,) une solution discréte du schéma

VF' décentré phase par phase attaché a D,,.

Alors, a une sous suite pres, (up,,,pp,,) converge vers une solution faible (u,p) du
probleme (6)-(9), au sens de la Définition 4.




6. Preuve du théoréeme de convergence

EDP non linéaires j> Systeme d’EQ non linéaire

2 x (0,T) polygonal borné D discrétisation admissible
Discrétisation

Estimations a prior:

ﬁ + Th. de point fixe

(u,p) (UD7 PD)

1 "4

Estimations a prior: Approximation

+ Th. de Compacité Constante par maille

up(x,t) =Uptt z € K x (t", ")
pp(x,t) = P}}H,x c K x (t”,t”“)




7. Détail des estimations a prior:

Soit (Up, Pp) une solution discrete ...

Proposition 1 (Principe du maximum)

0<Ug <1, VK € T,Yn € [0, N + 1].

Preuve ...




Proposition 2 (Estimations sur la pression)

N
Doty Y Tk L (6x L (P)? < C
n= KeT LeNg

N

S otm S N Tk (0RE@)? <0

KeT LENK

doot" Y > Tri(SxL(P)+ 6k L (pg(U)))? < C

KeT LENK

Preuve ...



Proposition 3

S6tn ST ST Trpedit (9(U) SR (F(U) < ©

KeT LeNg

Corollaire 3

Z5t SN TrploE )’ < ¢

KeT LeENgK
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